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RESUMO

AZEVEDO, V. T. Existência e estabilidade de uma família de atratores exponenciais pull-
back para uma equação de evolução semilinear não autônoma de segunda ordem. 2023.
75 p. Tese (Doutorado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de
Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

Neste trabalho, consideramos um problema de evolução semilinear não autônomo que surge
em modelos de propagação em hastes elásticas não lineares e ondas íon-acústicas não lineares.
Investigamos a existência e estabilidade de uma família de atratores exponenciais pullback para o
nosso problema sob condições adequadas de crescimento e dissipatividade. Além disso, também
provamos a semicontinuidade superior e inferior desta família de atratores exponenciais pullback
no tempo zero. Como caso particular, obtemos a existência do atrator pullback em um espaço
apropriado, provamos sua semicontinuidade superior e, por último, obtemos um resultado de
regularidade desse atrator pullback.

Palavras-chave: Atrator exponencial pullback, atrator pullback, equações de segunda ordem,
estabilidade, semicontinuidade superior, semicontinuidade inferior.





ABSTRACT

AZEVEDO, V. T. Existence and stability of a family of pullback exponential attractors for
a nonautonomous semilinear evolution equation of second order. 2023. 75 p. Tese (Dou-
torado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,
Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

In this work, we consider a nonautonomous semilinear evolution problem that arises in models of
propagation problem in nonlinear elastic rods and nonlinear ion-acoustic waves. We investigate
the existence and stability of a family of pullback exponential attractors for our problem under
suitable growth and dissipativeness conditions. Moreover, we also prove the upper and lower
semicontinuity of this family of pullback exponential attractors at time zero. As a particular
case, we obtain the existence of the pullback attractor in an appropriate space, we prove its upper
semicontinuity and, lastly, we obtain a regularity result of this pullback attractor.

Keywords: Pullback exponential attractor, pullback attractor, second order equations, stability,
upper semicontinuity, lower semicontinuity.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Para que possamos compreender o comportamento assintótico das equações de evolução,
a noção de atrator desempenha um papel muito importante. Em geral, um atrator representa um
conjunto compacto que satisfaz uma propriedade de invariância e que atrai (em certo sentido)
uma classe de subconjuntos do espaço de fase no qual a equação está bem posta. Para problemas
não autônomos, podemos encontrar na literatura pelo menos duas abordagens diferentes para
descrever sua dinâmica: a atração pullback e a atraçao forward. Em particular, neste trabalho,
vamos considerar a dinâmica no sentido pullback.

Apesar do atrator pullback associado a um processo de evolução garantir uma propriedade
de atração, a taxa dessa atração é em geral desconhecida e pode ser muito lenta. Como possível
consequência deste fato, o problema que está sendo investigando deve ser instável sob algumas
perturbações. Para superar essa desvantagem em algumas situações, foi introduzida a noção de
atrator exponencial pullback, que é uma família compacta de conjuntos que satisfazem uma
noção mais fraca de invariância, mas que atrai (no sentido pullback) todos os subconjuntos
limitados do espaço de fase a uma taxa exponencial. Isso fornece, em geral, mais estabilidade
sob perturbação para o problema.

Neste trabalho, investigamos a dinâmica pullback da seguinte família de equações de
evoluções semilineares não autônomas de segunda ordem dada por:


utt−∆u−ηε(t)∆ut−∆utt = f (u), t > s, x ∈Ω,

u = 0, t ≥ s,x ∈ ∂Ω,

u(s,x) = u0(x), ut(s,x) = v0(x), x ∈Ω,

(1.1)

em que Ω é um conjunto limitado com fronteira suave em RN com N ≥ 3, ε ∈ [0,1] é um
parâmetro, ηε : R−→ (0,∞) é uma função contínua satisfazendo as condições:

0 < a1 ≤ ηε(t)≤ a2 < ∞, t ∈ R,
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e
lim

ε→0+
‖ηε −η0‖L∞(R) = 0,

e f : R−→ R é uma função localmente Lipschitz que satisfaz condições adequadas de cresci-
mento e dissipação dadas por:

limsup
|s|→∞

f (s)
s

< λ1, (1.2)

| f (s)| ≤ c(1+ |s|ρ), s ∈ R, (1.3)

e
| f (s1)− f (s2)| ≤ c|s1− s2|

(
1+ |s1|ρ−1 + |s2|ρ−1), s1,s2 ∈ R, (1.4)

para alguma constante c > 0 e 1 < ρ < N+2
N−2 . A constante λ1 > 0 em (1.2), representa o primeiro

autovalor de −∆ com condições de fronteira de Dirichlet em Ω.

O modelo (1.1) é motivado por uma versão autônoma que tem sido considerada por
vários autores nos últimos anos, veja por exemplo (ARAúJO; MA; QIN, 2013; CARVALHO;
CHOLEWA, 2008; CONTI et al., 2018; SUN; YANG; DUAN, 2011). Este tipo de modelo tem
aplicações físicas significativas, por exemplo, surge para representar problemas de propagação
em hastes elásticas não lineares e ondas ion-acústicas não lineares, veja (BOGOLUBSKY, 1977;
CLARKSON; LEVEQUE; SAXTON, 1986; LOVE, 1944; ZHU, 1980). Além disso, quando
o termo ∆utt é descartado, a equação (1.1) torna-se a conhecida equação de onda fortemente
amortecida, veja o artigo (CARABALLO et al., 2011) e as referências nele inclusas. Para
outras classes de problemas não autônomos, o leitor pode consultar (BEZERRA et al., 2018;
BEZERRA et al., 2019; BONOTTO; NASCIMENTO; SANTIAGO, 2022; CARABALLO et al.,
2011; CARABALLO et al., 2010; CARVALHO; NASCIMENTO, 2009).

Vamos considerar o problema (1.1) no espaço de Hilbert H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) e, neste espaço,
provaremos a boa colocação local e global de suas soluções. Além disso, estabeleceremos a
existência e a estabilidade de uma família de atratores exponenciais pullback associada ao
problema (1.1).

Inspirado no artigo (CARVALHO; CHOLEWA, 2008), que apresenta a versão autônoma
do problema (1.1) sem parâmetros, apresentamos um estudo para o problema (1.1) através de
um sistema correspondente no espaço H−1(Ω)×H−1(Ω). Em outras palavras, considerando a
mudança

z := (I−∆)u,

podemos reescrever o problema (1.1) da seguinte forma:
ztt +ηε(t)Λzt +Λz = f e(z), t > s,

z = 0, t ≥ s, x ∈ ∂Ω,

z(s) = z0 e zt(s) = w0,

(1.5)
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em que Λ := I−(I−∆)−1 ∈L (H−1(Ω)), f e := f ◦(I−Λ) e H−1(Ω) é o espaço de extrapolação
de H2(Ω)∩H1

0 (Ω) gerado pela extensão do −∆ em H2(Ω)∩H1
0 (Ω) (L (X) denota o espaço

de todos os operadores lineares limitados definidos num espaço de Banach X com valores em
X). Agora, a mudança de variável w := zt nos leva à seguinte família de problemas de primeira
ordem: 

d
dt

[
z

w

]
+Qε(t)

[
z

w

]
= F

([
z

w

])
, t > s,[

z(s)

w(s)

]
=

[
z0

w0

]
,

(1.6)

em que Qε(t) ∈L (H−1(Ω)×H−1(Ω)) é dado por

Qε(t) :=

[
0 −I

Λ ηε(t)Λ

]
=

[
0 −I

I− (I−∆)−1 ηε(t)(I− (I−∆)−1)

]
(1.7)

e F : H−1(Ω)×H−1(Ω)−→ H−1(Ω)×H−1(Ω) é dado por

F

([
z

w

])
:=
[

0
f e(z)

]
,

[
z

w

]
∈ H−1(Ω)×H−1(Ω). (1.8)

Esta tese está organizada da seguinte forma.

No Capítulo 2, relembramos vários conceitos e resultados que iremos utilizar no desen-
volvimento deste trabalho. A saber, apresentamos brevemente conteúdos das teorias de espaços
Lp, espaços de Sobolev, potências fracionárias, operadores setoriais, processos de evolução e
atratores pullback, dimensão fractal e atratores exponenciais pullback, e a versão do Teorema
de Existência e Unicidade (Teorema 3.1.6) que iremos aplicar no problema (1.6) e, consequen-
temente, irá garantir a existência e unicidade de solução do problema (1.1) para cada ε ∈ [0,1]
fixado.

O Capítulo 3 apresenta os resultados de boa colocação local e global da solução do
problema (1.1), para cada ε ∈ [0,1] fixado, com dados iniciais no espaço H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω). Os

Lemas 3.2.3 e 3.2.4 garantem que f e e F , respectivamente, são funções localmente Lipschitziana
em seus respectivos domínios. O Teorema 3.2.6 exibe condições suficientes para guarantir a boa
colocação local da solução do problema (1.1) para cada ε ∈ [0,1]. Já a boa colocação global da
solução do problema (1.1) é estabelecida pelo Teorema 3.3.7.

No Capítulo 4, mostramos a existência e a estabilidade de uma família de atratores
exponenciais pullback associada a família de equações (1.1), com ε ∈ [0,1], veja Teorema 4.3.1.
No Teorema 4.4.2, obtivemos tanto a semicontinuidade superior quanto a semicontinuidade
inferior dessa família de atratores exponenciais pullback em ε0 = 0.

O Capítulo 5 dedica-se ao estudo do atrator pullback associado ao problema (1.1). Como
consequência imediata da existência da família de atratores exponenciais pullback, mostramos
no Teorema 5.1.1 a existência do atrator pullback para o problema (1.1). A semicontinuidade
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superior do atrator pullback em ε0 = 0 é estabelecida no Teorema 5.1.2. Finalmente, no Teorema
5.2.3, apresentamos um resultado de regularidade para este atrator pullback.
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CAPÍTULO

2
PRELIMINARES

Este capítulo dedica-se a apresentação dos resultados preliminares que serão utilizados
ao longo deste trabalho. Os conceitos apresentados nas Seções 2.1 e 2.2 podem ser encontrados
em (BREZIS, 2010), os conceitos das Seções 2.3, 2.4 e 2.5 em (AMANN, 1995), (CARVALHO;
LANGA; ROBINSON, 2012), (CARVALHO, 2022) e (CHOLEWA et al., 2000), e a teoria
apresentada na Seção 2.6 em (YANG; LI, 2018).

2.1 Os espaços Lp(Ω)

Seja Ω⊂ RN um subconjunto.

Definição 2.1.1. Dado 1≤ p < ∞, definimos

Lp(Ω) = {u : Ω→ R ; u é mensurável e |u|p é Lebesgue integrável em Ω}.

A aplicação ‖ · ‖p : Lp(Ω)→ [0,∞) dada por

‖u‖p =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

, para todo u ∈ Lp(Ω),

define uma norma em Lp(Ω), com 1≤ p < ∞.

Definição 2.1.2. Definimos

L∞(Ω) = {u : Ω→ R ; u é mensurável e existe uma constante C > 0 tal que

|u(x)| ≤C para quase todo x ∈Ω}.

Ao invés de escrevermos “para quase todo x ∈Ω”, iremos escrever “quase sempre em
Ω”.
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A aplicação ‖ · ‖∞ : L∞(Ω)→ [0,∞) dada por

‖u‖∞ = inf{C : |u(x)| ≤C quase sempre em Ω}, para todo u ∈ L∞(Ω),

define uma norma em L∞(Ω).

Teorema 2.1.3. Seja 1≤ p≤ ∞. Então (Lp(Ω),‖ · ‖) é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja (BREZIS, 2010, Teorema 4.8).

No caso particular em que p = 2, temos que

(u,v) =
∫

Ω

u(x)v(x)dx

define um produto interno em L2(Ω). Assim, (L2(Ω),(·, ·)) é um espaço de Hilbert.

Definição 2.1.4. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Denomina-se expoente conjugado de p o elemento p′ que
satisfaz a condição

1
p
+

1
p′

= 1.

Note que p′ = 1 se p = ∞ e p′ = ∞ se p = 1.

No que segue, apresentamos alguns resultados clássicos que iremos utilizar nas demons-
trações dos resultados principais.

Teorema 2.1.5. (Desigualdade de Young) Sejam ε > 0, a,b ∈ R+ e p ∈ (1,∞). Então

ab≤ ε
ap

p
+

1
ε p′/p

· b
p′

p′
.

Demonstração. Veja (CHOLEWA et al., 2000, Lema 1.2.2).

Teorema 2.1.6. (Desigualdade de Hölder) Sejam u∈ Lp(Ω) e v∈ Lp′(Ω), com 1≤ p≤∞. Então
uv ∈ L1(Ω) e

‖uv‖1 ≤ ‖u‖p‖v‖p′.

Demonstração. Veja (BREZIS, 2010, Teorema 4.6).

Teorema 2.1.7. (Desigualdade de Minkowski) Sejam u,v ∈ Lp(Ω), com 1≤ p≤ ∞. Então

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p +‖v‖p.

Demonstração. Veja a prova do Teorema 4.7 em (BREZIS, 2010).

Teorema 2.1.8. (Convergência Dominada de Lebesgue) Seja {un}n∈N uma sequência de funções
em L1(Ω) satisfazendo as seguintes condições:
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(i) {un}n∈N converge quase sempre em Ω para uma função u;

(ii) existe v ∈ L1(Ω) tal que |un| ≤ v quase sempre em Ω, para todo n ∈ N.

Então u ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

u(x)dx = lim
n→∞

∫
Ω

un(x)dx.

Demonstração. Veja (BREZIS, 2010, Teorema 4.2).

Teorema 2.1.9. Seja {un}n∈N uma sequência de funções em Lp(Ω) e u ∈ Lp(Ω) tais que
limn→∞ ‖un−u‖p = 0. Então existe uma subsequência {unk}k∈N e uma função h ∈ Lp(Ω) tais
que:

(i) {unk}k∈N converge quase sempre em Ω para u;

(ii) |unk(x)| ≤ h(x) quase sempre em Ω, para todo k ∈ N.

Demonstração. Veja (BREZIS, 2010, Teorema 4.9).

2.2 Os espaços de Sobolev W m,p(Ω) e H p(Ω)

Consideremos Ω⊂ RN um subconjunto aberto, 1≤ p≤ ∞ e m≥ 1.

Definição 2.2.1. Dados x = (x1, . . . ,xN) ∈ RN e α = (α1, . . . ,αN) ∈ Z+, o operador derivada
multi-índice em RN é dado por

Dα =
∂ |α|

∂
α1
x1 ∂

α2
x2 . . .∂ αN

xN

,

em que |α|= α1 + . . .+αN .

O suporte de uma função ψ : Ω→ R é definido por supp(ψ) = {x ∈ Ω : ψ(x) 6= 0}.
Denotemos por C ∞

0 (Ω) o espaço das funções ψ : Ω→ R que são infinitamente diferenciáveis e
possuem suporte compacto.

Definição 2.2.2. Sejam m≥ 1 um inteiro e 1≤ p≤∞. O espaço de Sobolev W m,p(Ω) é definido
por

W m,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∀α com |α| ≤ m, ∃gα ∈ Lp(Ω) tal que∫
Ω

uDα
ϕ = (−1)|α|

∫
Ω

gαϕ, ∀ϕ ∈C∞
0 (Ω)

}
.

Definimos Dαu = gα .
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Se munirmos o espaço W m,p(Ω) com a norma

‖u‖m,p =

(
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx

) 1
p

, se 1≤ p < ∞,

‖u‖m,∞ = ∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess|Dαu(x)|, se p = ∞,

segue que (W m,p(Ω),‖ · ‖m,p) é um espaço de Banach, veja (BREZIS, 2010).

Observação 2.2.3. Se p = 2, então denotaremos W m,2(Ω) por Hm(Ω). Neste caso, Hm(Ω) é um
espaço de Hilbert com produto interno

(u,v)Hm(Ω) = ∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx.

Observação 2.2.4. Se Ω for suficientemente regular com fronteira ∂Ω limitada, então a norma
‖ · ‖m,p em W m,p(Ω) é equivalente a norma

‖u‖∗p := ‖u‖p + ∑
|α|=m

‖Dαu‖p.

Definição 2.2.5. O espaço W m,p
0 (Ω) é definido por

W m,p
0 (Ω) = C ∞

0 (Ω)
W m,p(Ω)

.

Quando p = 2, denotamos Hm
0 (Ω) =W m,2

0 (Ω).

Observação 2.2.6. Se Ω for limitado em alguma direção xi de RN e 1≤ p < ∞, então

‖u‖=

(
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx

) 1
p

é uma norma em W m,p
0 (Ω) que é equivalente a norma induzida por W m,p

0 (Ω).

Definição 2.2.7. O dual topológico de W m,p
0 (Ω), 1≤ p < ∞, é denotado por W−m,p′ , sendo p′ o

conjugado de p. No caso em que p = 2, H−m(Ω) representará o dual topológico de Hm
0 (Ω).

Observação 2.2.8. Apesar do dual de L2(Ω) ser identificado com L2(Ω), o espaço H1
0 (Ω) não é

identificado com o seu dual. Na verdade, temos

H1
0 (Ω)⊂ L2(Ω)⊂ H−1(Ω),

sendo que as inclusões são contínuas e densas. E se Ω for limitado, vale

W 1,p
0 (Ω)⊂ L2(Ω)⊂W−1,p′(Ω) se

2N
N +2

≤ p < ∞,

com inclusões contínuas e densas.



2.3. Potências fracionárias de operadores do tipo positivo 21

Teorema 2.2.9. (Desigualdade de Poincaré) Sejam 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊂ RN um aberto limitado.
Então existe uma constante C (que depende de Ω e p) tal que

‖u‖p ≤C‖∇u‖p, para todo u ∈W 1,p
0 (Ω).

Além disso, ‖∇ · ‖p é uma norma em W 1,p
0 (Ω) que é equivalente a norma ‖ · ‖1,p.

Demonstração. Veja (BREZIS, 2010, Corolário 9.19).

Teorema 2.2.10. Sejam Ω⊂ RN um aberto de classe C m com fronteira limitada, 1≤ p≤ ∞ e m

um inteiro. Então as seguintes imersões são contínuas:

(i) se
1
p
− m

N
> 0 e

1
q
=

1
p
− m

N
, então W m,p(Ω) ↪→ Lq(Ω);

(ii) se
1
p
− m

N
= 0, então W m,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,∞);

(iii) se
1
p
− m

N
< 0 então W m,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Teorema 2.2.11. (Rellich-Kondrachov) Seja Ω um aberto limitado suficientemente regular de
RN , N ≥ 2. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) se p < N e 1≤ q <
N p

N− p
então W 1,p(Ω)

c
↪→ Lq(Ω);

(ii) se p = N então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,∞);

(iii) se p > N então W 1,p(Ω)
c
↪→ C (Ω).

Demonstração. Veja (BREZIS, 2010, Teorema 9.16).

Teorema 2.2.12. Sejam Ω ⊂ RN um aberto limitado suficientemente regular de RN , N ≥ 2.
Então

Hm
0 (Ω) ↪→ Hm(Ω) ↪→ Lr(Ω) ↪→ L2(Ω), se

1
2
≥ 1

r
≥ 1

2
− m

N
> 0. (2.1)

Demonstração. Veja Teorema 1.1, Capítulo 2, em (CHEPYZHOV; VISHIK, 2022).

2.3 Potências fracionárias de operadores do tipo positivo
Seja (X ,‖ · ‖) um espaço de Banach. Lembremos que

L (X) = {T : X → X ; T é um operador linear limitado}.

O espaço L (X) com a norma ‖T‖L (X) = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖ é um espaço de Banach.

Dado um operador A : D(A) ⊂ X → X , vamos denotar por D(A) o seu domínio e por
R(A) o seu conjunto imagem.
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Definição 2.3.1. Seja A : D(A)⊂ X → X um operador. Dizemos que:

(i) A é densamente definido se D(A) = X ;

(ii) A é fechado se seu gráfico G(A) = {(x,Ax) : x ∈D(A)} é um subespaço fechado de X×X .

Definição 2.3.2. O conjunto resolvente de um operador linear A : D(A)⊂ X → X é dado por

ρ(A) = {λ ∈ C : λ I−A é injetor, R(λ I−A) = X e

(λ I−A)−1 : R(λ I−A)⊂ X → X é limitado},

e o espectro do operador A é definido por σ(A) = C\ρ(A).

Definição 2.3.3. Um operador linear A ∈ L (X) é chamado do tipo positivo com constante
M ≥ 1, se A for fechado, densamente definido, ρ(−A)⊃ R+ e

(1+ s)‖(sI +A)−1‖L (X) ≤M, para todo s≥ 0.

O conjunto de todos os operadores do tipo positivo em X será denotado por P(X). Já o
conjunto dos operadores do tipo positivo com constante M ≥ 1 será denotado por PM(X).

Seja A ∈PM(X). Se θM := arcsin( 1
2M ) e

ΣM := {z ∈ C : |argz| ≤ θM}+
{

z ∈ C : |z| ≤ 1
2M

}
,

então ρ(−A)⊃ ΣM e (1+ |λ |)‖(λ I +A)−1‖L (X) ≤ 2M+1, para todo λ ∈ ΣM (veja Seção 4.6
em (AMANN, 1995)). Assim, dado α ∈ C, com Re(α)< 0, definimos

Aα :=
1

2πi

∫
Γ

(−λ )α(λ I +A)−1dλ =
1

2πi

∫
−Γ

λ
α(λ I−A)−1dλ ,

onde Γ é uma curva simples em ΣM \R+ suave por partes, indo de −∞e−iφ a ∞eiφ , com
0 < φ < θM e −Γ = {−λ : λ ∈ Γ}. Pelo Teorema de Cauchy, o operador Aα está bem definido
em L (X) e independe da escolha da curva Γ.

Teorema 2.3.4. Seja A ∈P(X). Então:

(i) AαAβ = Aα+β quaisquer que sejam α,β ∈ C tais que Re(α)< 0 e Re(β )< 0;

(ii) A−α = sin(πz)
π

∫
∞

0
λ
−α(λ I +A)−1dλ , se 0 < Re(α)< 1.

Demonstração. Veja (CARVALHO, 2022, Lema 4.2.1 e Teorema 4.2.2).

Para α ∈ C, com Re(α) < 0, temos que Aα é injetor. Assim, definimos a potência
fracionária Aα para Re(α)> 0:
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Definição 2.3.5. Dado α ∈ C, com Re(α)> 0, consideramos D(Aα) = R(A−α) e definimos

Aα : D(Aα)⊂ X → X

pela lei Aαx := (A−α)−1x.

Observação 2.3.6. O operador Aα , Re(α) > 0, é fechado e D(Aα) é um espaço de Banach
com a norma ‖x‖D(Aα ) := ‖x‖+ ‖Aαx‖, x ∈ D(Aα). Como A−α ∈L (X), segue que a norma
‖x‖Xα := ‖Aαx‖ é equivalente a norma ‖ · ‖D(Aα ).

Definição 2.3.7. Seja A∈P(X). Os espaços de Banach Xα := (D(Aα),‖·‖Xα ), com Re(α)≥ 0,
são chamados de espaços de potências fracionárias associados ao operador A.

Teorema 2.3.8. Sejam A ∈P(X). Então:

(i) Aα é um operador linear fechado e densamente definido em X , para todo α ∈ C;

(ii) Am é a potência usual de A quando m ∈ Z;

(iii) Aαx = sin(πα)
πα

∫
∞

0 sα(s+A)−2Axds, se x ∈ D(A) e −1 < Re(α)< 1;

(iv) AαAβ = Aα+β , se Re(α)> 0 e Re(β )> 0;

(v) Xβ
d
↪→ Xα

d
↪→ X , se 0 < Re(α)< Re(β ).

Demonstração. Veja (AMANN, 1995, Teorema 4.6.5) e (CARVALHO, 2022, Lema 4.2.1 e
Lema 4.2.4).

Observação 2.3.9. Se A∈P(X) possui resolvente compacto, então as inclusões Xα
d
↪→Xβ

d
↪→X ,

com 0 < Re(α)< Re(β ), são compactas.

Teorema 2.3.10. Sejam H um espaço de Hilbert e A : D(A)⊂H→H um operador auto-adjunto,
densamente definido que satisfaz a condição (Au,u)≥ δ (u,u) para todo u ∈ D(A) e para algum
δ > 0. Então A é um operador do tipo positivo,

Ait ∈L (H) e ‖Ait‖L (H) ≤ 1, ∀ t ∈ R.

Demonstração. Veja Teorema 4.6.7 e Exemplo 4.7.3 em (AMANN, 1995).

2.4 Operadores setoriais

Seja (X ,‖ · ‖) um espaço de Banach. Dados a ∈ R e φ ∈ (0, π

2 ), consideremos o setor

Sa,φ = {λ ∈ C : φ ≤ |arg(λ −a)| ≤ π, λ 6= a}.
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Definição 2.4.1. Um operador A : D(A) ⊂ X → X linear, fechado e densamente definido é
denominado setorial em X , se existem a ∈ R, φ ∈ (0, π

2 ) e M > 0 tais que

ρ(A)⊃Sa,φ ,

e
‖(λ I−A)−1‖L (X) ≤

M
|λ −a|

, para cada λ ∈Sa,φ .

Lema 2.4.2. Seja ω ∈ R. Um operador A : D(A) ⊂ X → X é setorial se, e somente se,
A+ωI : D(A)⊂ X → X é setorial.

Demonstração. Veja (CHOLEWA et al., 2000, Observação 1.3.1).

Lema 2.4.3. Considere um operador A : D(A)⊂ X → X linear, fechado e densamente definido
num espaço de Banach X . Então A é setorial com Re(σ(A)) > 0 se, e somente se, existem
constantes a ∈ R, φ ∈ (0, π

2 ) e K1,K2 > 0 tais que (−∞,0]⊂ (−∞,a)⊂ ρ(A) e

‖(tI−A)−1‖L (X) ≤
K1

1+ |t|
, t ∈ (−∞,0];

e  ρ(A)⊃S0,φ e

‖(λ I−A)−1‖L (X) ≤
K2

|λ |
, λ ∈S0,φ .

Demonstração. Veja (CHOLEWA et al., 2000, Corolário 1.3.3).

Observação 2.4.4. Todo operador linear limitado definido num espaço de Banach é setorial.
Além disso, se A é setorial em X e B é limitado em X , então o operador A+B também é setorial.

Definição 2.4.5. Um operador linear A : D(A)⊂ X → X possui potências imaginárias limitadas,
se A ∈P(X) e existem ε > 0 e M ≥ 1 tais que

Ait ∈L (X) e ‖Ait‖L (X) ≤M, ∀ t ∈ [−ε,ε].

Proposição 2.4.6. Sejam A : D(A)⊂ X → X um operador setorial em X e B : D(B)⊂ X → X

um operador linear fechado tais que:

(i) D(A)⊂ D(B);

(ii) ‖Bx‖ ≤ c‖Ax‖+ c′‖x‖, para todo x ∈ X , em que c≤ 1
2(1+M)

(M vem da setorialidade

de A).

Além disso, assuma que A e A+B são operadores positivos com potências imaginárias limitadas.
Então,

D((A+B)α) = D(Aα), α ∈ (0,1).
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Demonstração. Veja (CHOLEWA et al., 2000, Corolário 1.3.5).

Proposição 2.4.7. Seja A : D(A)⊂H→H um operador linear densamente definido, auto-adjunto
num espaço de Hilbert H. Se A for limitado inferiormente, isto é, existe m ∈ R tal que

〈Ax,x〉H ≥ m‖x‖2
H , para todo x ∈ D(A),

então A é setorial em H.

Demonstração. Veja (CHOLEWA et al., 2000, Proposição 1.3.3).

2.4.1 O operador Laplaciano

Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de RN . Suponhamos que ∂Ω ∈C∞. Considere-
mos o operador

A0 : D(A0)⊂ L2(Ω)→ L2(Ω)

em que D(A0) = C ∞
0 (Ω) e A0u =−∆u =−

n

∑
i=1

uxixi , se u ∈ D(A0). Note que A0 é um operador

linear densamente definido. Além disso, dados u,v ∈ D(A0), segue pela Fórmula de Green e do
fato de que u = v = 0 em ∂Ω:

(A0u,v) =−
∫

Ω

∆u(x)v(x)dx =
∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx−
∫

∂Ω

∂u
∂ν

(x)v(x)dx

=
∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx =
∫

Ω

∇v(x)∇u(x)dx−
∫

∂Ω

∂v
∂ν

(x)u(x)dx

=
∫

Ω

u(x)(−∆v(x))dx = (u,A0v),

isto é, o operador A0 é simétrico. Consequentemente, usando a Desigualdade de Poincaré
(Teorema 2.2.9), segue que

(A0u,u) =−
∫

Ω

∆u(x)u(x)dx =
∫

Ω

∇u(x)∇u(x)dx = ‖∇u‖2
2 ≥ m‖u‖2

2, (2.2)

para todo u ∈ D(A0), em que m > 0 é uma constante.

Pelo Teorema de Friedrichs (CARVALHO, 2022, Teorema 2.5.2), o operador A0 : D(A0)⊂
L2(Ω)→ L2(Ω) admite extensão auto-adjunta A : D(A)⊂ L2(Ω)→ L2(Ω) com

D(A) = H2(Ω)∩H1
0 (Ω),

que preserva a estimativa (2.2). O operador A é chamado de Laplaciano com condição de fronteira
de Dirichlet.

De (2.2), segue que A é positivo definido e pela Proposição 2.4.7, A é setorial em L2(Ω).

Teorema 2.4.8. O operador A : D(A)⊂ L2(Ω)→ L2(Ω) é positivo do tipo M.
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Demonstração. Pelo Lema (CZAJA, 2002, Teorema 1.2.13) e (2.2), concluímos que σ(−∆)⊂
[m,∞), ou seja, Re(σ(−∆))> 0. Pelo Lema 2.4.3, A é positivo do tipo M para algum M.

Exemplo 2.4.9. Sejam X := L2(Ω) e−∆ : D(−∆)⊂ X→ X , em que D(−∆) = H2(Ω)∩H1
0 (Ω).

Como −∆ ∈P(X), pela Definição 2.3.7, podemos considerar os espaços de potências fracioná-
rias de −∆ sendo

X0 = X = L2(Ω), X1 = H2(Ω)∩H1
0 (Ω)

e

Xα = (D(−∆)α ,‖ · ‖Xα ), 0 < α < 1,

com norma ‖x‖Xα := ‖(−∆)αx‖. Como na prova do Teorema de Friedrichs (CARVALHO, 2022,
Teorema 2.5.2), o espaço X

1
2 é o fecho de D(−∆) na norma de H1(Ω), ou seja,

X
1
2 = H1

0 (Ω).

Como −∆ é um operador setorial definido positivo, temos

X−
1
2 = (X

1
2 )′ = (H1

0 (Ω))′ = H−1(Ω).

Exemplo 2.4.10. Nas condições do Exemplo 2.4.9, seja Ã := I−∆. Pela Observação 2.4.4, Ã

é positivo. Pelo Teorema 2.3.10, −∆ e −∆+ I possuem potências imaginárias limitadas. Pela
Proposição 2.4.6, temos que D((−∆+ I)α) = D((−∆)α) para todo α ∈ (0,1). Logo os espaços
de potências fracionárias de Ã são definidos por

X0 = X = L2(Ω), X1 = H2(Ω)∩H1
0 (Ω)

e

Xα = (D(−∆)α ,‖ · ‖Xα ), 0 < α < 1,

com norma ‖x‖Xα := ‖(−∆)αx‖. Além disso, X
1
2 = H1

0 (Ω) e X−
1
2 = H−1(Ω).

Observação 2.4.11. A desigualdade de Poincaré pode ser melhorada para elementos de H1
0 (Ω),

isto é, dado u ∈ H1
0 (Ω) vale

‖u‖2
2 ≤

1
λ1
‖(−∆)

1
2 u‖2

2, (2.3)

em que λ1 é o primeiro autovalor de −∆ (veja (MOREIRA, 2018, Proposição 3.27)).

2.5 Processos de evolução e o atrator pullback
Seja (Z,d) um espaço métrico. Denotemos por C (Z) o espaço das funções contínuas de

Z em Z.

Definição 2.5.1. Um processo de evolução em Z é uma família a dois parâmetros {S(t,s) : t ≥
s ∈ R} em C (Z) que satisfaz as seguintes propriedades:
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(a) S(t, t) = I para todo t ∈ R, I é o operador identidade em Z;

(b) S(t,s) = S(t,r)S(r,s) quaisquer que sejam s≤ r ≤ t;

(c) {(t,s) : t ≥ s}×Z 3 (t,s,x)→ S(t,s)x ∈ Z é contínua.

Se considerarmos {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} em L (Z), diremos que o processo é um processo de
evolução linear.

Exemplo 2.5.2. Processos de evolução surgem naturalmente de equações diferenciais não
autônomas. Mais especificamente, sejam Z um espaço de Banach e f : R×Z −→ Z uma função
tal que o problema de valor inicial

d
dt

x(t) = f (t,x), t > s,

x(s) = x0 ∈ Z,
(2.4)

admita soluções globais. Então a família {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} dada por

S(t,s)x0 = x(t,s,x0) para todo t ≥ s,

em que x(·,s,x0) denota a solução global do problema (2.4), define um processo de evolução em
Z.

Observação 2.5.3. Dado B⊂ Z, denotamos S(t,s)B = {S(t,s)x : x ∈ B}.

Definição 2.5.4. Seja {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} um processo de evolução em Z. Dizemos que uma
família {A(t) : t ∈ R} de subconjuntos de Z é:

(a) positivamente invariante, se S(t,s)A(s)⊂ A(t) para todo t ≥ s;

(b) negativamente invariante, se S(t,s)A(s)⊃ A(t) para todo t ≥ s;

(c) invariante se S(t,s)A(s) = A(t) para todo t ≥ s.

No que segue, apresentaremos a noção de atração pullback. Para isso, relembramos o
conceito da semidistância de Hausdorff entre dois conjuntos.

Definição 2.5.5. Sejam A,B⊂ Z subconjuntos não vazios. A semidistância de Hausdorff entre A

e B é dada por

distH(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

d(a,b).

Definição 2.5.6. Seja {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} um processo de evolução em Z. Dados t ∈ R e A,B

subconjuntos de Z, diremos que A atrai pullback B no tempo t, se

lim
s→−∞

distH(S(t,s)B,A) = 0. (2.5)



28 Capítulo 2. Preliminares

O conjunto A atrai pullback limitados de Z no tempo t, se a convergência em (2.5) vale para todo
limitado B de Z. Além disso, dizemos que uma família {A(t) : t ∈ R} de subconjuntos de Z atrai
pullback limitados de Z, se para cada t ∈ R, o conjunto A(t) atrai pullback limitados de Z no
tempo t.

Definição 2.5.7. Uma família {A(t) : t ∈ R} de subconjuntos não vazios de Z é chamada de
atrator pullback para o processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s ∈R}, quando as seguintes condições
são válidas:

(a) A(t) é compacto para cada t ∈ R;

(b) {A(t) : t ∈ R} é invariante;

(c) {A(t) : t ∈ R} atrai pullback limitados de Z;

(d) {A(t) : t ∈ R} é a menor família de conjuntos fechados em Z que satisfaz a condição (c).

Observação 2.5.8. A condição (d) na Definição 2.5.7 garante a unicidade do atrator pullback,
quando este existir.

Agora vamos apresentar alguns conceitos e resultados para garantir a existência de um
atrator pullback.

Definição 2.5.9. Um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} em Z é chamado de pullback
assintoticamente compacto, se para cada t ∈ R, cada sequência {sk}k∈N com sk ≤ t para todo
k ∈ N e sk

k→∞−→−∞, e cada sequência limitada {xk}k∈N ⊂ Z, então a sequência {S(t,sk)xk}k∈N

admite subsequência convergente.

Definição 2.5.10. Um subconjunto B ⊂ Z absorve pullback limitados de Z no tempo t ∈ R
se, para cada subconjunto limitado D ⊂ Z, existe T = T (t,D) ≤ t tal que S(t,s)D ⊂ B para
todo s≤ T . Além disso, dizemos que uma família {B(t) : t ∈ R} de subconjuntos de Z absorve
pullback limitados de Z, se para cada t ∈ R, B(t) absorve pullback limitados no tempo t.

Definição 2.5.11. A órbita pullback de B⊂ Z no tempo s ∈ R, é representada por

γp(B,s) =
⋃
τ≤s

S(t,τ)B.

Definição 2.5.12. Dizemos que um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} em Z é:

(a) pullback fortemente limitado, se para cada limitado B⊂ Z e cada t ∈ R, então o conjunto⋃
r≤t

γp(B,r) é limitado em Z.

(b) pullback fortemente limitado dissipativo, se para cada t ∈ R existe um limitado B(t) em Z

que absorve pullback limitados de Z no tempo s para todo s≤ t; isto é, dado um limitado
D⊂ Z e s≤ t, existe τ0(s,D)≤ s tal que S(s,τ)D⊂ B(t) para todo τ ≤ τ0(s,D).
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Teorema 2.5.13. Se um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} em Z for pullback fortemente
limitado dissipativo e pullback assintoticamente compacto, então {S(t,s) : t ≥ s ∈R} admite um
atrator pullback {A(t) : t ∈ R}, tal que

⋃
τ≤t

A(τ) é limitado para cada t ∈ R.

Demonstração. Veja (CARVALHO; LANGA; ROBINSON, 2012, Teorema 2.23).

Definição 2.5.14. Uma solução global para um processo de evolução {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} em Z

é uma função ξ : R→ Z tal que S(t,τ)ξ (τ) = ξ (t) para todo t ≥ τ .

Definição 2.5.15. Uma solução global ξ : R→ Z associada a um processo de evolução {S(t,s) :
t ≥ s ∈ R} em Z é denominada limitada no passado, se existe τ ∈ R tal que {ξ (t) : t ≤ τ} é
limitado em Z.

O próximo teorema caracteriza o atrator pullback através de soluções globais.

Teorema 2.5.16. Se o atrator pullback {A(t) : t ∈ R} de um processo de evolução for limitado
no passado, i.e.,

⋃
t≤τ A(t) é limitado em Z para algum τ ∈ R, então

A(t) = {ξ (t) : ξ (·) é uma solução global limitada no passado}.

Demonstração. Veja (CARVALHO; LANGA; ROBINSON, 2012, Teorema 1.17).

Finalizamos esta seção com o conceito de semicontinuidade superior.

Definição 2.5.17. Uma família {Aε(t) : t ∈ R, ε ∈ [0,1]} de subconjuntos de Z é limitada
superiormente em ε = 0 se, para cada t ∈ R, temos

lim
ε→0+

distH(Aε(t),A0(t)) = 0.

2.6 Dimensão fractal e o atrator pullback exponencial
Nesta seção, vamos introduzir a noção de atrator exponencial pullback para um processo

de evolução {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} em um espaço de Banach (X ,‖ · ‖).

Inicialmente, vamos recordar a definição de dimensão fractal de conjuntos pré-compactos
(ROBINSON, 2011; CARVALHO et al., 2022).

Definição 2.6.1. Seja A um subconjunto pré-compacto em X . Denotamos por NX [A,ε] o número
mínimo de bolas abertas em X de raio ε > 0 e centro em pontos de A que são necessárias para
cobrir A.

Definição 2.6.2. Seja A um subconjunto pré-compacto em X . A dimensão fractal de A em X ,
denotada por dimF(A;X), é definida por

dimF(A;X) = limsup
ε→0+

lnNX [A;ε]

− lnε
.
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Na próxima definição, exibimos a noção de um atrator exponencial pullback.

Definição 2.6.3. Seja {S(t,s) : t ≥ s∈R} um processo de evolução em X . Dizemos que a família
M̂ = {M (t) : t ∈ R} de conjuntos não autônomos de X é um atrator exponencial pullback
para o processo {S(t,s) : t ≥ s ∈ R} se:

(a) M (t) é não vazio e compacto em X para cada t ∈ R;

(b) a família M̂ é positivamente invariante, isto é, S(t,s)M (s)⊂M (t) para todo t ≥ s;

(c) a dimensão fractal da família M̂ é uniformemente limitada, isto é,

sup
t∈R
{dimF(M (t);X)}< ∞;

(d) a família M̂ atrai exponencialmente pullback todos os limitados de X , ou seja, existe uma
constante ω > 0 tal que para cada limitado B⊂ X e cada t ∈ R, temos

lim
s→∞

eωsdistH(S(t, t− s)B,M (t)) = 0.

Observação 2.6.4. A existência do atrator exponencial não é única.

O próximo resultado garante a existência e a estabilidade de uma família de atratores
exponenciais pullback para uma família de processos de evolução. Antes de enunciar tal resultado,
vamos relembrar dois conceitos.

Definição 2.6.5. Uma seminorma n(·) em um espaço de Banach X é chamada de compacta, se
toda sequência limitada {xn}n∈N em X contém uma subsequência {xnk}k∈N tal que

n(xnk− xnm)→ 0 quando k,m→ ∞.

Definição 2.6.6. Dados A e B subconjuntos não vazios e limitados num espaço de Banach X ,
definimos a distância simétrica de Hausdorff por

distsymm
X (A,B) = max{distX(A,B),distX(B,A)}.

Teorema 2.6.7. Sejam (E,‖ ·‖E) um espaço de Banach, munido da distância d(x,y) = ‖x−y‖E ,
e M um subconjunto fechado limitado de E. Suponha que {S(ε)(t,s) : t ≥ s∈R} seja uma família
de processos de evolução em E, com ε ∈ [0,1], que satisfaz as seguintes condições:

(H1) existem constantes T > 0 e LT > 0 de modo que para cada τ ∈ R, x1,x2 ∈M, tem-se⋃
ε∈[0,1]

S(ε)(t + τ,τ)M ⊂M, t ≥ T,

e

sup
ε∈[0,1]

sup
t∈[0,T ]

‖S(ε)(t + τ,τ)x1−S(ε)(t + τ,τ)x2‖E ≤ LT‖x1− x2‖E ;
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(H2) existem um espaço de Banach (Z,‖ · ‖Z), uma seminorma compacta nZ(·) em Z e uma
aplicação K(ε)

n : M→ Z, com n ∈ Z e ε ∈ [0,1], tais que para quaisquer x1,x2 ∈ M são
válidas

sup
ε∈[0,1]

sup
n∈Z
‖K(ε)

n x1−K(ε)
n x2‖Z ≤ L‖x1− x2‖E

e

‖S(ε)((n+1)T,nT )x1−S(ε)((n+1)T,nT )x2‖E ≤ η‖x1− x2‖E +nZ(K
(ε)
n x1−K(ε)

n x2),

em que η ∈ (0,1) e L > 0 são constantes independentes de ε ∈ [0,1] e n ∈ Z;

(H3) para cada subconjunto limitado B em E, existe TB > 0 tal que⋃
τ∈R

S(ε)(t + τ,τ)B⊂M, t ≥ TB.

Então para cada θ ∈ (λ ,1) e ε ∈ [0,1], o processo de evolução
{

S(ε)(t,s) : t ≥ s ∈ R
}

admite
um atrator exponencial pullback {M ε

θ
(t) : t ∈ R} ⊂M com dimensão fractal uniformemente

limitada por

sup
t∈R

{
dimF

(
M ε

θ (t);E
)}
≤

ln
(

mZ(
2

θ−λ
)
)

− lnθ
,

em que mZ(R) representa o número máximo de pontos zi na bola BZ(0,R) de maneira que
nZ(zi−z j)> 1. Além disso, a aplicação ε 7−→M ε

θ
é estável no seguinte sentido: dado ε0 ∈ [0,1],

se ε ∈ [0,1] é tal que

Γ(ε,ε0) := sup
r∈[0,T ]

sup
t∈R

sup
x∈M

∥∥S(ε)(r+ t, t)x−S(ε0)(r+ t, t)x
∥∥

E < 1,

então

sup
t∈R

{
distsymm

E
(
M ε

θ (t),M
ε0
θ
(t)
)}
≤ cΓ(ε,ε0)

ζ ,

para alguma constante c > 0 e 0 < ζ < 1 que são independentes de ε .

Demonstração. Veja (YANG; LI, 2018, Teorema 3.1) e (YANG; LI, 2018, Corolário 1).

Corolário 2.6.8. Sob as hipóteses do Teorema 2.6.7, para cada ε ∈ [0,1], o processo de evolução{
S(ε)(t,s) : t ≥ s ∈ R

}
admite atrator pullback {A ε(t) : t ∈ R} ⊂ M, satisfazendo A ε(t) ⊂

M ε
θ
(t) para todo t ∈ R, θ ∈ (λ ,1). Além disso, cada seção possui dimensão fractal finita dada

por

dimF
(
A ε(t);E

)
≤

ln
(

mV (
2

θ−λ
)
)

− lnθ
, para todo t ∈ R e todo θ ∈ (λ ,1).
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Demonstração. Seja ε ∈ [0,1]. Primeiramente, mostremos que o processo
{

S(ε)(t,s) : t ≥ s∈R
}

é pullback fortemente limitado dissipativo. De fato, sejam t ∈ R, D ⊂ E um limitado e s ≤ t.
Pela condição (H3), existe TD > 0 tal que⋃

τ∈R
S(ε)(t + τ,τ)D⊂M, para todo t ≥ TD.

Logo, tomando τ = s− t, obtemos

S(ε)(s,s− t)D⊂M, para todo t ≥ TD.

ou seja,
S(ε)(s,r)D⊂M, para todo r ≤ s−TD := τ0(s,D).

Por outro lado, segue da existência do atrator exponencial pullback {M ε
θ
(t) : t ∈ R} que

existe uma constante ω > 0 tal que para cada limitado B⊂ E e cada t ∈ R, temos

lim
s→∞

eωsdistH(S(t, t− s)B,M (t)) = 0.

Assim, dados t ∈ R, uma sequência {sk}k∈N com sk ≤ t para todo k ∈ N e sk
k→∞−→ −∞, e uma

sequência limitada {xk}k∈N ⊂ E. Seja B0 um limitado em E contendo {sk}k∈N e rk = t− sk,
então

lim
k→∞

distH(S(t,sk)xk,M (t))≤ lim
s→∞

eωkdistH(S(t, t− rk)B,M (t)) = 0.

Como M (t) é não vazio e compacto em E para cada t ∈ R, segue que o processo de evolução
{S(t,s) : t ≥ s ∈ R} é pullback assintoticamente compacto.

Pelo Teorema 2.5.13, o processo de evolução
{

S(ε)(t,s) : t ≥ s ∈ R
}

admite atrator
pullback {A ε(t) : t ∈ R} em E. Como o atrator pullback é a menor família de conjuntos
fechados em E que atrai pullback limitados de E, então A ε(t)⊂M ε

θ
(t)⊂M para todo t ∈ R e

todo θ ∈ (λ ,1). Além disso,

dimF
(
A ε(t);E

)
≤ dimF

(
M ε

θ (t);E
)
≤

ln
(

mZ(
2

θ−λ
)
)

− lnθ
,

quaisquer que sejam t ∈ R e θ ∈ (λ ,1).
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CAPÍTULO

3
EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE SOLUÇÃO

Neste capítulo, apresentamos a boa colocação para o problema (1.1). Em outras palavras,
estabelecemos a existência local e global de solução para a família de equações de evolução
semilineares não autônomas de segunda ordem dada por (1.1).

Vamos denotar por ∆ a extensão fechada em H−1(Ω) do operador Laplaciano com
condição de Dirichlet e com domínio H2(Ω)∩H1

0 (Ω). Seja X := L2(Ω) e consideremos a
escala de potências fracionária {Xα : α ∈ R} gerada por (X , Ã), em que Ã := I−∆. Note que
Λ := I− (I−∆)−1 ∈L (H−1(Ω)). Como feito no Exemplo 2.4.10, temos que

X−
1
2 = H−1(Ω), X

1
2 = H1

0 (Ω) e X1 = H2(Ω)∩H1
0 (Ω).

3.1 Teorema de Existência e Unicidade: forma abstrata

Nesta seção, apresentamos a versão do Teorema de Existência e Unicidade que iremos
utilizar para garantir a boa colocação local e global do problema (1.1).

Seja (X ,‖ ·‖) um espaço de Banach. Para cada t ∈R, sejam H (t) : X → X um operador
linear e F : X → X uma função. Consideremos o sistema

dx(t)
dt

+H (t)x(t) = F (x(t)), t > s,

x(s) = x0 ∈ X .
(3.1)

Definição 3.1.1. Uma função x : [s,τ]→ X , τ > s, é chamada de solução clássica de (3.1), se
x ∈C([s,τ],X), x ∈C1((s,T ],X) e x satisfaz (3.1).

Antes de apresentarmos o resultado principal, vamos enunciar alguns resultados básicos
auxiliares.



34 Capítulo 3. Existência e unicidade de solução

Lema 3.1.2. (Desigualdade de Gronwall) Sejam I ⊂R um intervalo, t0 ∈ I e α,β ,u∈C(I,R+).
Suponha que

u(t)≤ α(t)+
∣∣∣∣∫ t

t0
β (s)u(s)ds

∣∣∣∣ , para todo t ∈ I.

Então,

u(t)≤ α(t)+
∣∣∣∣∫ t

t0
α(s)β (s)exp

(∫ t

s
β (r) dr

)
ds
∣∣∣∣ , para todo t ∈ I.

Demonstração. Veja (AMANN; METZEN, 2011, Lema 6.1).

Corolário 3.1.3. Nas mesmas condições do Lema 3.1.2, suponha ainda que α seja monótona
crescente. Então,

u(t)≤ α(t)exp
(∫ t

t0
β (s) ds

)
, para todo t ∈ I∩ [t0,∞).

Demonstração. Veja (AMANN; METZEN, 2011, Corolário 6.2).

Teorema 3.1.4. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja (X ,d) um espaço métrico completo
e f : X→ X uma contração, isto é, existe uma constante 0≤ λ < 1 de modo que d( f (x), f (y))≤
λd(x,y) quaisquer que sejam x,y ∈ X . Então f possui um único ponto fixo em X .

Demonstração. Veja (BREZIS, 2010, Teorema 5.7).

Pelo Teorema 7.9 e pela Observação 7.10 (c) em (AMANN; METZEN, 2011), a parte
linear do problema (3.1), isto é,

dx(t)
dt

+H (t)x(t) = 0, t > s,

u(s) = x0 ∈ X .
(3.2)

admite única solução em [s,∞). Assim, podemos definir o operador solução passando por x0 no
instante s ∈ R por

L(t,s)x0 = x0−
∫ t

s
H (r)L(r,s)x0dr, t ≥ s. (3.3)

Com isso, geramos uma família a dois parâmetros de operadores {L(t,s) : t ≥ s ∈ R} em L (X)

que satisfaz as seguintes propriedades que serão apresentadas no próximo resultado.

Lema 3.1.5. O operador linear e limitado L(t,s), t ≥ s, definido em (3.3) satisfaz:

(a) ‖L(t,s)‖L (X) ≤ exp
(∫ t

s
‖H (r)‖L (X)dr

)
, para t ≥ s;

(b) L(t, t) = I e L(t,s) = L(t,r)◦L(r,s), para s≤ r ≤ t;

(c) (t,s) 7→ L(t,s) é contínuo na topologia uniforme de operadores para t ≥ s;
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(d)

∂

∂ t
L(t,s)+H (t)L(t,s) = 0, t ≥ s, (3.4)

∂

∂ s
L(t,s)−L(t,s)H (s) = 0, t ≥ s. (3.5)

Demonstração. Veja (PAZY, 2011, Teorema 5.2, p. 128).

Teorema 3.1.6 (Existência e Unicidade). Sejam X um espaço de Banach, s ∈ R e
H (t) : X → X um operador linear definido para cada t ≥ s. Assuma que a aplicação [s,∞) 3
t→H (t) ∈L (X) seja contínua na topologia uniforme. Se F : X → X satisfaz

‖F (x1)−F (x2)‖ ≤C‖x1− x2‖, (3.6)

localmente em subconjuntos de X , então para cada x0 ∈ X existe um tempo τmax = τmax(x0,s)>

s, tal que o problema de valor inicial (3.1) admite uma única solução x ∈ C([s,τmax),X)∩
C1((s,τmax),X) que satisfaz em X a fórmula da variação das constantes

x(t,s,x0) = L(t,s)x0 +
∫ t

s
L(t,r)F (x(r,s,x0))dr, (3.7)

em que

L(t,s) = I−
∫ t

s
H (r)L(r,s)dr. (3.8)

Além disso, ou τmax = ∞ ou lim
t→τ

−
max

‖x(t)‖= ∞.

Demonstração. Seja x0 ∈ X e escolha M > 0 tal que ‖x0‖+ ‖F (0)‖ ≤ M. Agora, seja C >

0 tal que (3.6) seja válido no limitado B[0,M + 1] = {u ∈ X : ‖u‖ ≤ M + 1}. Tome α =

max
s≤t≤s+1

‖H (t)‖L (X) e escolha s < τ < s+1 de tal forma que

Meα(τ−s) ≤M+
1
2

e
(M+1)C

α

(
eα(τ−s)−1

)
+

1− eα(τ−s)

α
‖F (0)‖ ≤ 1

2
.

Agora, defina
Γ = {x ∈C([s,τ],X) : x(s) = x0, ‖x‖∞ ≤M+1}.

Considere o operador F dado por

F : (Γ,‖ · ‖∞)−→ (Γ,‖ · ‖∞)

x 7−→ Fx : [s,τ]−→ X

t 7−→ Fx(t),
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em que

Fx(t) = L(t,s)x0 +
∫ t

s
L(t,r)F (x(r,s,x0))dr

e

L(t,s) = I−
∫ t

s
H (r)L(r,s)dr.

Vamos mostrar que F está bem definido. Seja x ∈ Γ. É claro que F(x(s)) = x0 e Fx ∈
C([s,τ],X). Além disso, para t ∈ [s,τ],

‖Fx(t)‖ ≤‖L(t,s)x0‖+
∫ t

s
‖L(t,r)F (x(r,s,x0))‖dr

≤eα(t−s)‖x0‖+
∫ t

s
eα(t−r)‖F (x(r,s,x0))−F (0)‖dr+

1− eα(t−s)

α
‖F (0)‖

≤eα(τ−s)‖x0‖+
(M+1)C

α

(
eα(t−s)−1

)
+

1− eα(t−s)

α
‖F (0)‖

≤M+1.

Assim, F(Γ)⊂ Γ.

Por outro lado, dados x,y ∈ Γ e t ∈ [s,τ], temos

‖Fx(t)−Fy(t)‖ ≤
∫ t

s
‖L(t,r)(F x(r)−F y(r))‖dr

≤
∫ t

s
eα(t−r)C‖x− y‖∞dr

≤ C
α
(eα(t−s)−1)‖x− y‖∞

≤ 1
2
‖x− y‖∞, s≤ t ≤ τ.

Portanto, F é uma contração no espaço de Banach (Γ,‖ · ‖∞). Pelo Teorema 3.1.4, existe uma
única solução x : [s,τ]→ X do PVI (3.1) em Γ.

Pelo (AMANN; METZEN, 2011, Teorema 7.6), podemos concluir que o PVI (3.1)
admite uma única solução x ∈C([s,τmax),X)∩C1((s,τmax),X) com τmax > s que satisfaz em X

a fórmula da variação das constantes (3.7) e (3.8), e ainda, por esse mesmo teorema, ou τmax = ∞

ou lim
t→τ

−
max

‖x(t)‖= ∞.

Teorema 3.1.7. (Dependência Contínua) Sob as hipóteses do Teorema 3.1.6, a solução do PVI
(3.1) depende continuamente das variáveis (t,x0) ∈ [s,τmax(s,x0))×X na norma de X .

Demonstração. Sejam x0, x̃0 ∈ X e x(·,s,x0) e x(·,s, x̃0) soluções definidas em [s,τmax(s,x0) e
[s,τmax(s, x̃0)), respectivamente. Fixe t > s, t < min{τmax(s,x0),τmax(s, x̃0)}, e considere α =

max
s≤r≤t

‖H (r)‖L (X). Além disso, seja M > 0 tal que ‖x(τ,s,x0)‖ ≤M e ‖x(τ,s, x̃0)‖ ≤M para

todo τ ∈ [s, t]. Agora, seja C > 0 tal que (3.6) seja válido no limitado {u ∈ X : ‖u‖ ≤M}.
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Primeiramente, note que

‖L(t,s)x0−L(t,s)x̃0‖ ≤ ‖x0− x̃0‖+
∥∥∥∥∫ t

s
H (r)(L(r,s)x0−L(r,s)x̃0) dr

∥∥∥∥
≤ ‖x0− x̃0‖+α

∫ t

s
‖L(r,s)x0−L(r,s)x̃0)‖dr. (3.9)

Logo, pelo Corolário 3.1.3, temos

‖L(t,s)x0−L(t,s)x̃0‖ ≤ ‖x0− x̃0‖eα(t−s). (3.10)

Consequentemente,

‖x(t,s,x0)− x(t,s, x̃0)‖

≤ ‖L(t,s)x0−L(t,s)x̃0‖+
∥∥∥∥∫ t

s
L(t,r)(F (x(r,s,x0))−F (x(r,s, x̃0)))dr

∥∥∥∥
≤ ‖x0− x̃0‖eα(t−s)+

∥∥∥∥∫ t

s
L(t,r)(F (x(r,s,x0))−F (x(r,s, x̃0)))dr

∥∥∥∥
≤ ‖x0− x̃0‖eα(t−s)+ eαtC

∫ t

s
e−αr‖x(r,s,x0)− x(r,s, x̃0)‖dr,

isto é,

‖e−αtx(t,s,x0)− e−αtx(t,s, x̃0)‖ ≤ ‖x0− x̃0‖e−αs +C
∫ t

s
‖e−αrx(r,s,x0)− e−αrx(r,s, x̃0)‖dr.

(3.11)

Pelo Corolário 3.1.3, obtemos

‖x(t,s,x0)− x(t,s, x̃0)‖ ≤ ‖x0− x̃0‖e(α+C)(t−s). (3.12)

Dados x0, x̃0 ∈ X e t, t ′ ∈ [s,τmax(s,x0))∩ [s,τmax(s, x̃0)), temos

‖x(t,s,x0)− x(t ′,s, x̃0)‖ ≤ ‖x(t,s,x0)− x(t ′s,x0)‖+‖x(t ′,s,x0)− x(t ′,s, x̃0)‖.

Como x(·,s,x0) ∈C([s,τmax(s,x0)),X) e (3.12) vale, o resultado segue.

O próximo resultado garante que a solução do problema (3.1) está definida em [s,∞).

Corolário 3.1.8. Sob as hipóteses do Teorema 3.1.6, o problema (3.1) admite uma única solução
definida em [s,∞).

Demonstração. Sejam s ∈ R e x0 ∈ X . Suponhamos que τmax = τmax(s,x0) < ∞. Logo, existe
M > 0 tal que ‖x(t)‖ ≤M para todo t ∈ [s,τmax). Seja C > 0 tal que (3.6) seja válido no limitado
{u ∈ X : ‖u‖ ≤M}. Além disso, α = max

s≤t≤τmax
‖H (t)‖L (X) < ∞. Como

x(t) = L(t,s)x0 +
∫ t

s
L(t,r)F (x(r,s,x0))dr, t ∈ [s,τmax),
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segue que

‖x(t)‖ ≤ ‖L(t,s)x0‖+
∫ t

s
‖L(t,r)F (x(r,s,x0))‖dr

≤ eα(t−s)‖x0‖+
∫ t

s
eα(t−r)‖F (x(r,s,x0))−F (0)‖dr+

1− eα(t−s)

α
‖F (0)‖

≤ eα(t−s)‖x0‖+
∫ t

s
eα(t−r)C‖x(r,s,x0)‖dr+

1
α
‖F (0)‖,

isto é,

e−αt‖x(t)‖ ≤ e−αs‖x0‖+
∫ t

s
Ce−rα‖x(r,s,x0)‖dr+

e−αt

α
‖F (0)‖,

consequentemente, pelo Corolário 3.1.3,

‖x(t)‖ ≤
(

eα(t−s)‖x0‖+
1
α
‖F (0)‖

)
eC(t−s), t ∈ [s,τmax),

contradizendo o Corolário (AMANN; METZEN, 2011, Teorema 7.7), já que deveríamos ter
lim

t→τ
−
max

‖x(t)‖= ∞. Portanto, τmax = ∞.

3.2 A boa colocação local
Para mostrarmos a boa colocação local para o problema (1.1), seguiremos as ideias

apresentadas em (CARVALHO; CHOLEWA, 2008) e provaremos que esse fato é equivalente a
mostrar a boa colocação local para o problema (1.5) em X−

1
2 ×X−

1
2 (ou, equivalentemente, para

o problema (1.6) em X−
1
2 ×X−

1
2 ).

Com este propósito, vamos considerar alguns resultados auxiliares.

Lema 3.2.1. (CARVALHO; CHOLEWA, 2008, Lema 2.3) Sejam s ≥ 0 e r ≥ −1
2 . Então a

aplicação dada por

Φs : X r×X r −→ X r+s×X r+s[
x1

x2

]
7−→

[
Ã−s 0

0 Ã−s

][
x1

x2

]

é um isomorfismo isométrico. Em particular, Φ1 : X−
1
2 ×X−

1
2 → X

1
2 ×X

1
2 é um isomorfismo

isométrico.

NOTAÇÃO: Vamos denotar a inversa de Φs por Φ−s, isto é, Φ−1
s := Φ−s.

A seguir, mostraremos que o operador Qε definido em (1.7) é contínuo na topologia
uniforme de operadores.

Lema 3.2.2. Para cada ε ∈ [0,1], a aplicação R 3 t 7−→Qε(t) ∈L (X−
1
2 ×X−

1
2 ) definida em

(1.7) é contínua na topologia uniforme de operadores.
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Demonstração. Fixe ε ∈ [0,1] de modo arbitrário. Como ηε : R−→ (0,∞) é contínuo para cada
ε ∈ [0,1] e Λ = I− Ã−1 ∈L (X−

1
2 ), dado ρ > 0 existe δ > 0 tal que

|ηε(t)−ηε(t0)|<
ρ

1+‖Λ‖
L (X−

1
2 )

, se 0≤ |t− t0|< δ .

Consequentemente, se 0≤ |t− t0|< δ então

‖Qε(t)−Qε(t0)‖
L (X−

1
2×X−

1
2 )
= |ηε(t)−ηε(t0)|‖Λ‖

L (X−
1
2 )
< ρ,

provando o resultado.

Faremos uso da seguinte imersão contínua

Hs
0(Ω) ↪→ X

s
2 ↪→ Hs(Ω), para todo s ∈ R, (3.13)

presente em (YAGI, 2009, Teorema 16.1). Daí, por dualidade, obtemos

L2(Ω) ↪→ Lr′(Ω) ↪→ X−
s
2 , sempre que

1
r
+

1
r′
= 1 e

1
2
≥ 1

r
≥ 1

2
− s

N
> 0.

O próximo passo é provar que o operador F : X−
1
2 ×X−

1
2 −→ X−

1
2 ×X−

1
2 definido

em (1.8) é Lipschitz contínuo em conjuntos limitados de X−
1
2 ×X−

1
2 . Para isso, lembremos

primeiramente do seguinte resultado:

Lema 3.2.3. (CARVALHO; CHOLEWA, 2008, Lema 2.4) Suponha que a função f : R−→ R
satisfaça a condição (1.4). Então

f e : X−
1
2 −→ X−

1
2

φ 7−→ f e(φ) : Ω⊂ RN −→ R
x 7−→ f e(φ)(x) := f

(
Ã−1φ(x)

)
define um operador de X−

1
2 em X−

1
2 o qual é Lipschitz contínuo em conjuntos limitados de X−

1
2 .

Demonstração. Pelas imersões (2.1) e (3.13), temos

X
1
2 ↪→ H1(Ω) ↪→ L

2N
N−2 (Ω) para todo N ≥ 3, (3.14)

e, por dualidade, segue que

L
2N

N+2 (Ω) ↪→ X−
1
2 para todo N ≥ 3. (3.15)

Usando a hipótese (1.4) sobre a função f e a desigualdade de Hölder com N+2
N−2 e N+2

4 , respecti-
vamente, obtemos

‖ f e(φ1)− f e(φ2)‖
L

2N
N+2 (Ω)

= ‖ f (A−1
φ1)− f (A−1

φ2)‖
L

2N
N+2 (Ω)

≤ c
(∫

Ω

|A−1(φ1−φ2)|
2N

N+2 (1+ |A−1
φ1|ρ−1 + |A−1

φ2|ρ−1)
2N

N+2 dx
)N+2

2N

≤ c1‖A−1(φ1−φ2)‖
L

2N
N−2 (Ω)

(
1+‖A−1

φ1‖ρ−1

L
N(ρ−1)

2 (Ω)

+‖A−1
φ2‖ρ−1

L
N(ρ−1)

2 (Ω)

)
.

(3.16)
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Usando a imersão (3.14) e a imersão X
1
2 ↪→ L

N(ρ−1)
2 (Ω) (com m = 1 e r = N(ρ−1)

2 em
(2.1)) em (3.16), segue que

‖ f e(φ1)− f e(φ2)‖
L

2N
N+2 (Ω)

≤ c2‖A−1(φ1−φ2)‖
X

1
2
(1+‖A−1

φ1‖ρ−1

X
1
2
+‖A−1

φ2‖ρ−1

X
1
2
)

≤ c3‖φ1−φ2‖
X−

1
2
(1+‖φ1‖ρ−1

X−
1
2
+‖φ2‖ρ−1

X−
1
2
). (3.17)

Finalmente, tomando φ1 e φ2 em um subconjunto limitado D de X−
1
2 , existe C =C(D)>

0 tal que (1+ ‖φ1‖ρ−1

X−
1
2
+ ‖φ2‖ρ−1

X−
1
2
) < C. Assim, segue da imersão (3.15) e da desigualdade

(3.17) que

‖ f e(φ1)− f e(φ2)‖
X−

1
2
≤ c4‖ f e(φ1)− f e(φ2)‖

L
2N

N+2 (Ω)

≤ c5‖φ1−φ2‖
X−

1
2
(1+‖φ1‖ρ−1

X−
1
2
+‖φ2‖ρ−1

X−
1
2
)

≤ c5C‖φ1−φ2‖
X−

1
2
.

Lema 3.2.4. Suponhamos que a função f : R−→R satisfaça a condição (1.4). Então o operador
F : X−

1
2 ×X−

1
2 −→ X−

1
2 ×X−

1
2 definido em (1.8) é Lipschitz contínuo em conjuntos limitados

de X−
1
2 ×X−

1
2 .

Demonstração. Seja D⊂ X−
1
2 ×X−

1
2 um subconjunto limitado. Pelo Lema 3.2.3, existe uma

constante C =C(D)> 0 tal que

∥∥∥∥∥F
([

φ1

ψ1

])
−F

([
φ2

ψ2

])∥∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

=
∥∥ f e(φ1)− f e(φ2)

∥∥
X−

1
2

≤C‖φ1−φ2‖
X−

1
2

≤C

∥∥∥∥∥
[

φ1

ψ1

]
−
[

φ2

ψ2

]∥∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

,

quaisquer que sejam
[

φ1

ψ1

]
,

[
φ2

ψ2

]
∈ D.

De acordo com os Lemas 3.2.2 e 3.2.4, podemos aplicar o Teorema 3.1.6 para guarantir
a boa colocação local das soluções do problema (1.5) para cada ε ∈ [0,1].

Teorema 3.2.5. Suponhamos que a função f : R−→ R satisfaça a condição (1.4). Então para
cada ε ∈ [0,1], z0,w0 ∈ X−

1
2 e s ∈R, existe T ε,max = T ε,max(z0,w0)> s tal que o problema (1.5)

possui uma única solução

z(ε)(·) = z(ε)(·,s,(z0,w0)) ∈ C
(
[s,T ε,max),X−

1
2
)
∩C 1((s,T ε,max),X−

1
2
)
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definida em um intervalo maximal de existência [s,T ε,max) o qual é contínua em relação aos
dados iniciais. Além disso, ou T ε,max = ∞ ou

lim
t→(T ε,max)−

(∥∥z(ε)(t,s,(z0,w0))
∥∥2

X−
1
2
+
∥∥z(ε)t (t,s,(z0,w0))

∥∥2

X−
1
2

)
= ∞.

Demonstração. Uma vez que o problema (1.5) é equivalente ao problema (1.6) com w = zt ,
então o resultado segue imediatamente dos Teoremas 3.1.6 e 3.1.7, para o problema de primeira
ordem (1.6).

A boa colocação de soluções para a equação de evolução semilinear não autônoma de
segunda ordem (1.1) é garantida pelo Lema 3.2.1 e o Teorema 3.2.5.

Teorema 3.2.6 (Boa Colocação Local). Suponhamos que a função f : R −→ R satisfaça a
condição (1.4). Dados ε ∈ [0,1], u0,v0 ∈ X

1
2 e s ∈ R, existem τ

ε,max
u0,v0 > s e uma única função

u(ε)(·) = u(ε)(·,s,(u0,v0)) ∈ C
(
[s,τε,max

u0,v0
),X

1
2
)
∩C 1((s,τε,max

u0,v0
),X

1
2
)

satisfazendo (1.1) para todo t ∈ [s,τε,max
u0,v0 ). Além disso, as funções u(ε)(t,s,(u0,v0)) e u(ε)t (t,s,(u0,v0))

dependem continuamente das variáveis (t,u0,v0) ∈ [s,τε,max
u0,v0 )×X

1
2 ×X

1
2 na norma X

1
2 ×X

1
2 e

ou τ
ε,max
u0,v0 = ∞ ou

lim
t→(τε,max

u0,v0 )
−

(∥∥u(ε)(t,s,(u0,v0))
∥∥2

X
1
2
+
∥∥u(ε)t (t,s,(u0,v0))

∥∥2

X
1
2

)
= ∞.

Demonstração. Sejam ε ∈ [0,1], u0,v0 ∈ X
1
2 e s ∈R. Defina

[ z0
w0

]
:= Φ−1

[u0
v0

]
∈ X−

1
2 ×X−

1
2 . De

acordo com o Teorema 3.2.5, existe T ε,max = T ε,max(z0,w0)> s tal que o problema (1.5) admite
uma única solução z(ε)(·) = z(ε)(·,s,(z0,w0)) ∈ C

(
[s,T ε,max),X−

1
2
)
∩C 1((s,T ε,max),X−

1
2
)

de-
finida no intervalo [s,T ε,max). Definindo

τ
ε,max
u0,v0

:= T ε,max(z0,w0) = T ε,max(Ãu0, Ãv0
)
> s

e

u(ε)(t) := Ã−1z(ε)(t), t ∈
[
s,τε,max

u0,v0

)
,

o resultado segue.

3.3 A boa colocação global

Finalizamos esta seção com a prova da boa colocação global das soluções da equação
de evolução semilinear não autônoma de segunda ordem (1.1). Para isso, exibiremos alguns
resultados auxiliares.
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Lema 3.3.1. A desigualdade

λ1

1+λ1
‖ψ‖2

X−
1
2
≤ ‖ψ‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 ψ‖2

X−
1
2

é válida para todo ψ ∈ X−
1
2 .

Demonstração. Pela desigualdade de Poincaré (2.3), podemos escrever

‖Ã
1
2 φ‖2

X = ‖(I−∆)
1
2 φ‖2

X = ((I−∆)φ ,φ) = (φ ,φ)+(−∆φ ,φ)

= ‖φ‖2
X +‖(−∆)

1
2 φ‖2

X

≥ (1+λ1)‖φ‖2
X , φ ∈ X

1
2 . (3.18)

Uma vez que Ã−1ψ ∈ X
1
2 para todo ψ ∈ X−

1
2 , obtemos

‖ψ‖2

X−
1
2
≥ (1+λ1)‖Ã−

1
2 ψ‖2

X−
1
2

(3.19)

e, consequentemente, segue que

λ1

1+λ1
‖ψ‖2

X−
1
2
≤ ‖ψ‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 ψ‖2

X−
1
2
, ψ ∈ X−

1
2 .

Lema 3.3.2. Suponhamos que a função f satisfaça as condições (1.2) e (1.4). Então:

(a) existem ν0 ∈ (0,λ1) e K1 > 0 tais que∫
Ω

f (Ã−1
ψ)Ã−1

ψ dx≤ (λ1−ν0)

1+λ1
‖ψ‖2

X−
1
2
+K1,

para todo ψ ∈ X−
1
2 ;

(b) existem ν0 ∈ (0,λ1) e K2 > 0 tais que

∫
Ω

∫ Ã−1ψ

0
f (s)dsdx≤ (λ1−ν0)

2(1+λ1)
‖ψ‖2

X−
1
2
+K2,

para todo ψ ∈ X−
1
2 .

Demonstração. Pela condição (1.2) podemos tomar ν0 ∈ (0,λ1) tal que

limsup
|s|→∞

f (s)
s

< λ1−ν0.

Daí, existe um r1 > 0 tal que

f (s)
s

< λ1−ν0 sempre que |s| ≥ r1. (3.20)
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Logo, s f (s)≤ (λ1−ν0)s2 sempre que |s| ≥ r1. Além disso, existe um M > 0 tal que | f (s)| ≤M

para todo |s| ≤ r1. Consequentemente,

s f (s)≤ (λ1−ν0)s2 + r1M para todo s ∈ R. (3.21)

(a) Segue de (3.21) que

f
(
Ã−1

ψ(x)
)
Ã−1

ψ(x)≤ (λ1−ν0)|Ã−1
ψ(x)|2 + r1M

para todo ψ ∈ X−
1
2 e x ∈Ω. Usando o Lema 3.3.1, obtemos∫

Ω

f (Ã−1
ψ)Ã−1

ψ dx≤ (λ1−ν0)‖Ã−1
ψ‖2

X + r1M|Ω|

≤ (λ1−ν0)

1+λ1
‖ψ‖2

X−
1
2
+K1,

para todos ψ ∈ X−
1
2 e x ∈Ω, em que K1 := r1M|Ω|.

(b) Como descrito no início desta demonstração, | f (s)| ≤M sempre que |s| ≤ r1. Além disso, a
desigualdade em (3.20) assegura que

f (s)< (λ1−ν0)s se s≥ r1 e − f (s)<−(λ1−ν0)s se s≤−r1.

Então, ∫ s

0
f (t)dt ≤

∫ r1

0
M dt = Mr1 ≤Mr1 +(λ1−ν0)

s2

2
, se s ∈ [0,r1],∫ s

0
f (t)dt ≤Mr1 +

∫ s

r1

(λ1−ν0)t dt ≤Mr1 +(λ1−ν0)
s2

2
, se s > r1,∫ s

0
f (t)dt ≤

∫ 0

−r1

Mdt = Mr1 ≤Mr1 +(λ1−ν0)
s2

2
, se s ∈ [−r1,0],

e ∫ s

0
f (t)dt ≤Mr1−

∫ −r1

s
(λ1−ν0)tdt ≤Mr1 +(λ1−ν0)

s2

2
, se s <−r1.

Portanto, ∫ Ã−1ψ(x)

0
f (s)ds≤ (λ1−ν0)

∣∣Ã−1ψ(x)
∣∣2

2
+ r1M,

quaisquer que sejam ψ ∈ X−
1
2 e x ∈Ω. Usando o Lema 3.3.1, concluímos que∫

Ω

∫ Ã−1ψ

0
f (s)dsdx≤ (λ1−ν0)

2
‖Ã−1

ψ‖2
X + r1M|Ω|

≤ λ1−ν0

2(1+λ1)
‖ψ‖2

X−
1
2
+K2,

e isto completa a prova.

Lema 3.3.3. (CARVALHO; CHOLEWA, 2008, Lema 2.1) A igualdade

〈Ã−
1
2 φ , Ã

1
2 ψ〉X =

∫
Ω

φψ dx,



44 Capítulo 3. Existência e unicidade de solução

é válida para todo φ ∈ L
2N

N+2 (Ω) e para todo ψ ∈ X
1
2 .

Demonstração. Seja φ ∈ L
2N

N+2 (Ω). Como L
2N

N+2 (Ω) = C∞
0 (Ω)

L
2N

N+2 (Ω)
, segue que existe uma

sequência {φn}n∈N ⊂C∞
0 (Ω)⊂ H1

0 (Ω) de modo que lim
n→∞
‖φn−φ‖

L
2N

N+2 (Ω)
= 0. Agora, notemos

que L
2N

N+2 (Ω) ↪→ H−1(Ω) (já que H1
0 (Ω) ↪→ L

2N
N−2 (Ω)) o que implica lim

n→∞
‖φn−φ‖H−1(Ω) = 0.

Segue do fato de Ã ser auto adjunto que

〈Ã−
1
2 φn, Ã

1
2 ψ〉X = 〈φn, Ã−

1
2 Ã

1
2 ψ〉X = 〈φn,ψ〉X para todo ψ ∈ H1

0 (Ω). (3.22)

Afirmamos que lim
n→∞

∫
Ω

φnψ dx =
∫

Ω

φψ dx. De fato, como lim
n→∞
‖φn− φ‖

L
2N

N+2 (Ω)
= 0, segue

(veja Teorema 2.1.9) que a menos de subsequência vale:

(i) lim
n→∞

φn(x) = φ(x) quase sempre em Ω;

(ii) existe uma função h ∈ L
2N

N+2 (Ω) de modo que |φn(x)| ≤ h(x) quase sempre em Ω e para
todo n ∈ N.

Além disso, usando a desigualdade de Young e a imersão contínua H1
0 (Ω) ↪→ L

2N
N−2 (Ω) obtemos

para ψ ∈ L
2N

N−2 (Ω):

(iii) lim
n→∞

(φnψ)(x) = φ(x)ψ(x) quase sempre em Ω;

(iv) a função (φnψ)(x) é limitada superiormente por uma função integrável, pois

|(φnψ)(x)| ≤ |h(x)||ψ(x)| ≤ N +2
2N
|h(x)|

2N
N+2 +

N−2
2N
|ψ(x)|

2N
N−2 .

Portanto, segue do Teorema 2.1.8 que

lim
n→∞

∫
Ω

φnψ dx =
∫

Ω

φψ dx. (3.23)

Por outro lado, para ψ ∈ H1
0 (Ω),

|〈Ã−
1
2 φn− Ã−

1
2 φ , Ã

1
2 ψ〉X | ≤ ‖Ã−

1
2 φn− Ã−

1
2 φ‖X‖Ã

1
2 ψ‖X = ‖φn−φ‖

X−
1
2
‖ψ‖

X
1
2
→ 0,

quando n→ ∞. Portanto,

lim
n→∞
〈Ã−

1
2 φn, Ã

1
2 ψ〉X = 〈Ã−

1
2 φ , Ã

1
2 ψ〉X . (3.24)

De (3.22),(3.23),(3.24) e da unicidade do limite, concluímos que

〈Ã−
1
2 φ , Ã

1
2 ψ〉L2(Ω) =

∫
Ω

φψ dx, com φ ∈ L
2N

N+2 (Ω) e ψ ∈ H1
0 (Ω).
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Os próximos resultados estabelecem a boa colocação global das soluções do problema
(1.5).

Lema 3.3.4. Suponhamos que a função f satisfaça as condições (1.2)-(1.4). Então dados
ε ∈ [0,1], z0,w0 ∈ X−

1
2 e s ∈ R, existe C > 0 (independente de ε) tal que z(ε)(t,s,(z0,w0))

e z(ε)t (t,s,(z0,w0)) satisfazem a estimativa

‖z(ε)‖2

X−
1
2
+‖z(ε)t ‖2

X−
1
2
≤C

(
1+‖z0‖ρ+1

X−
1
2
+‖w0‖2

X−
1
2

)
, t ∈ [s,T ε,max), (3.25)

em que T ε,max = T ε,max(z0,w0) > s é dado no Teorema 3.2.5 e z(ε)(·) = z(ε)(·,s,(z0,w0)) ∈
C
(
[s,T ε,max),X−

1
2
)
∩C 1((s,T ε,max),X−

1
2
)

é a única solução do problema (1.5).

Demonstração. Seja ε ∈ [0,1] fixado mas arbitrário e denotemos simplesmente η := ηε . De
acordo com o Teorema 3.2.5, existe uma única solução z(·) = z(·,s,(z0,w0)) de (1.5) em X−

1
2 ×

X−
1
2 definida num intervalo

[
s,T max(z0,w0)

)
. Agora, aplicando o produto interno em (1.5) com

zt em X−
1
2 , obtemos

〈ztt ,zt〉
X−

1
2
+η(t)

〈
(I− Ã−1)zt ,zt

〉
X−

1
2
+
〈
(I− Ã−1)z,zt

〉
X−

1
2
=
〈

f e(z),zt
〉

X−
1
2
,

ou seja,
d
dt

[
1
2

(
‖zt‖2

X−
1
2
+‖z‖2

X−
1
2
− ‖Ã− 1

2 z‖2

X−
1
2

)]
−
〈

f e(z),zt
〉

X−
1
2
=

= −η(t)
(
‖zt‖2

X−
1
2
−‖Ã− 1

2 zt‖2

X−
1
2

)
.

(3.26)

Defina o operador

L (z,zt) :=
1
2

(
‖zt‖2

X−
1
2
+‖z‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2

)
−
∫

Ω

F(Ã−1z) dx, t ≥ s, (3.27)

em que F(t) :=
∫ t

0
f (τ)dτ . Afirmamos que

d
dt

L (z,zt)≤ 0 para todo t ≥ s. De fato, pelo Lema
3.3.1, podemos escrever as seguintes estimativas:

λ1

1+λ1
‖z‖2

X−
1
2
≤ ‖z‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2

(3.28)

e

λ1

1+λ1
‖zt‖2

X−
1
2
≤ ‖zt‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 zt‖2

X−
1
2
. (3.29)

Além disso, segue do Lema 3.3.3 que〈
f e(z),zt

〉
X−

1
2

=
〈
Ã−

1
2 f e(z), Ã

1
2 Ã−1zt

〉
X =

∫
Ω

f (Ã−1z)Ã−1zt dx

=
∫

Ω

d
dt

(
F(Ã−1z)

)
dx =

d
dt

(∫
Ω

F(Ã−1z)dx
)
.

(3.30)
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De (3.26), (3.27), (3.29) e (3.30), concluímos que

d
dt

(
L (z,zt)

)
=−η(t)

(
‖zt‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 zt‖2

X−
1
2

)
≤− a1λ1

1+λ1
‖zt‖2

X−
1
2
≤ 0, (3.31)

para todo t ≥ s.

Agora, afirmamos que

1
2
‖zt‖2

X−
1
2
+

ν0

2(1+λ1)
‖z‖2

X−
1
2
−K2 ≤L (z,zt)≤L

(
z(s),zt(s)

)
, (3.32)

para todo t ∈ [s,T max), onde ν0 ∈ (0,λ1) e K2 > 0 são dados pelo Lema 3.3.2, item (b). De fato,
por um lado segue de (3.31) que L (z,zt) ≤L

(
z(s),zt(s)

)
para todo t ∈ [s,T max). Por outro

lado, do Lema 3.3.2, (b), existem ν0 ∈ (0,λ1) e K2 > 0 tais que∫
Ω

F(Ã−1z)dx≤ λ1−ν0

2(1+λ1)
‖z‖2

X−
1
2
+K2,

isto é,
ν0−λ1

2(1+λ1)
‖z‖2

X−
1
2
−K2 ≤−

∫
Ω

F(Ã−1z)dx. (3.33)

De (3.27), (3.28) e (3.33), temos

L (z,zt)≥
1
2
‖zt‖2

X−
1
2
+

ν0

2(1+λ1)
‖z‖2

X−
1
2
−K2,

para todo t ∈ [s,T max), o que garante a veracidade de (3.32).

Desta forma, segue de (3.32) que

‖zt‖2

X−
1
2

+
ν0

1+λ1
‖z‖2

X−
1
2
≤

≤ ‖w0‖2

X−
1
2
+‖z0‖2

X−
1
2
−‖Ã− 1

2 z0‖2

X−
1
2
−2

∫
Ω

F(Ã−1z0) dx+2K2.
(3.34)

Como∫
Ω

|F(Ã−1z0)|dx≤ c
∫

Ω

(
1+ |Ã−1z0|ρ+1)dx≤ c1

(
1+‖Ã−1z0‖ρ+1

Lρ+1(Ω)

)
≤ c2

(
1+‖z0‖ρ+1

X−
1
2

)
,

já que estamos assumindo (1.3) e a imersão X
1
2 ↪→ Lρ+1(Ω) é válida, segue de (3.34) a seguinte

estimativa

min
{

1,
ν0

1+λ1

}(
‖zt‖2

X−
1
2
+‖z‖2

X−
1
2

)
≤ ‖w0‖2

X−
1
2
+‖z0‖2

X−
1
2
+2c2

(
1+‖z0‖ρ+1

X−
1
2

)
+2K2

≤ c3

(
1+‖w0‖2

X−
1
2
+‖z0‖ρ+1

X−
1
2

)
.

Portanto,

‖zt‖2

X−
1
2
+‖z‖2

X−
1
2
≤C

(
1+‖w0‖2

X−
1
2
+‖z0‖ρ+1

X−
1
2

)
, t ∈ [s,T max),

provando o resultado.
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Teorema 3.3.5. Suponhamos que a função f satisfaça as condições (1.2)-(1.4). Então dados
ε ∈ [0,1], z0,w0 ∈ X−

1
2 e s∈R, a solução z(ε)(·,s,(z0,w0)) do problema (1.5) existe globalmente.

Além disso, a relação S(ε)−1/2(t,s)
[

z0
w0

]
:=
[

z(ε)(t,s,(z0,w0))

z(ε)t (t,s,(z0,w0))

]
define um processo de evolução em

X−
1
2 ×X−

1
2 associado ao problema (1.5) o qual satisfaz em X−

1
2 ×X−

1
2 a fórmula da variação

das constantes

S(ε)−1/2(t,s)

[
z0

w0

]
= L(ε)

−1/2(t,s)

[
z0

w0

]
+U (ε)

−1/2(t,s)

[
z0

w0

]
, (3.35)

em que

L(ε)
−1/2(t,s) := I−

∫ t

s
Qε(τ)L

(ε)
−1/2(τ,s)dτ (3.36)

e

U (ε)
−1/2(t,s)

[
z0

w0

]
=
∫ t

s
L(ε)
−1/2(t,τ)F

(
S(ε)−1/2(τ,s)

[
z0

w0

])
dτ. (3.37)

Demonstração. Dados ε ∈ [0,1], z0,w0 ∈ X−
1
2 e s ∈ R, segue do Lemma 3.3.4 que

‖z(ε)‖2

X−
1
2
+‖z(ε)t ‖2

X−
1
2
≤C

(
1+‖z0‖ρ+1

X−
1
2
+‖w0‖2

X−
1
2

)
, t ∈ [s,T ε,max(z0,w0)).

Assim, pelo Teorema 3.2.5, devemos ter T ε,max(z0,w0) = ∞ e z(ε)(·,s,(z0,w0)) está globalmente
definida. Além disso, a fórmula da variações das constante segue diretamente do Corolário
3.1.8.

Como consequência imediata do Lema 3.3.4 e do Teorema 3.3.5, e usando a propriedade
auxiliar das isometrias dada pelo Lema 3.2.1, obtemos a boa colocação global das soluções do
problema (1.1). Veja Lema 3.3.6.

Lema 3.3.6. Suponhamos que a função f satisfaça as condições (1.2)-(1.4). Então dados
ε ∈ [0,1], u0,v0 ∈ X

1
2 e s ∈ R, existe C > 0 (independente de ε) tais que u(ε)(t,s,(u0,v0)) e

u(ε)t (t,s,(u0,v0)) satisfazem a estimativa

‖u(ε)‖2

X
1
2
+‖u(ε)t ‖2

X
1
2
≤C

(
1+‖u0‖ρ+1

X
1
2
+‖v0‖2

X
1
2

)
, t ∈ [s,τε,max

u0,v0
), (3.38)

em que τ
ε,max
u0,v0 > s é dado no Teorema 3.2.6 e u(ε)(·) = u(ε)(·,s,(u0,v0)) ∈ C

(
[s,τε,max

u0,v0 ),X
1
2
)
∩

C 1((s,τε,max
u0,v0 ),X

1
2
)

é a única solução do problema (1.1).

Teorema 3.3.7 (Boa Colocação Global). Suponhamos que a função f satisfaça as condições
(1.2)-(1.4). Então dados ε ∈ [0,1], u0,v0 ∈ X

1
2 e s∈R, a solução u(ε)(·,s,(u0,v0)) de (1.1) existe

globalmente. Além disso, a relação S(ε)(t,s)
[

u0
v0

]
:=
[

u(ε)(t,s,(u0,v0))

u(ε)t (t,s,(u0,v0))

]
define um processo de evolu-

ção em X
1
2 ×X

1
2 associado ao problema (1.1), o qual é dado por S(ε)(t,s) = Φ1S(ε)−1/2(t,s)Φ−1 e
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satisfaz em X
1
2 ×X

1
2 a fórmula das variações das constantes

S(ε)(t,s)

[
u0

v0

]
= L(ε)(t,s)

[
u0

v0

]
+U (ε)(t,s)

[
u0

v0

]
, (3.39)

em que

L(ε)(t,s) := Φ1L(ε)
−1/2(t,s)Φ−1 e U (ε)(t,s) := Φ1U (ε)

−1/2(t,s)Φ−1, (3.40)

e, mais especificamente,

U (ε)(t,s)

[
u0

v0

]
=
∫ t

s
L(ε)(t,τ)Φ1F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[
u0

v0

])
dτ. (3.41)

Corolário 3.3.8. Assuma que as hipóteses do Teorema 3.3.7 sejam válidas. Seja D um sub-
conjunto limitado em X

1
2 ×X

1
2 . A órbita pullback γε

p(D, t) :=
⋃

s≤t S(ε)(t,s)D é uniformemente
limitada em X

1
2 ×X

1
2 com respeito a t ∈ R, ε ∈ [0,1] e a D.

Demonstração. Segue de (3.38) que

sup
ε∈[0,1]

∥∥∥∥∥S(ε)(t,s)

[
u0

v0

]∥∥∥∥∥
2

X
1
2×X

1
2

≤C
(

1+‖u0‖ρ+1

X
1
2
+‖v0‖2

X
1
2

)
, t ≥ s.

Agora se D for um subconjunto limitado de X
1
2 ×X

1
2 , então a órbita pullback γε

p(D, t) satisfaz

sup
y∈γε

p(D,t)
‖y‖2

X
1
2×X

1
2
≤CD

quaisquer que sejam t ∈ R e ε ∈ [0,1], onde CD > 0 é uma constante independente de t e ε .
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CAPÍTULO

4
ATRATOR EXPONENCIAL PULLBACK E SUA

DIMENSÃO FRACTAL

Neste capítulo, vamos provar a existência e a estabilidade do atrator exponencial pullback
da família de processos de evolução {S(ε)(t,s) : t ≥ s}ε∈[0,1] dada pelo Teorema 3.3.7 no espaço
X

1
2 ×X

1
2 . Iremos utilizar o método smoothing apresentado na Seção 4.1.

Ao longo deste capítulo, assumiremos que f satisfaz as condições (1.2)-(1.4).

4.1 Existência do atrator pullback exponencial: caso abs-
trato

Para nosso propósito, iremos considerar o método de suavização que pode ser visto como
um caso particular tanto do método de quase-estabilidade descrito (para sistemas dinâmicos
autônomos) em (CHUESHOV; LASIECKA, 2010) quanto do método apresentado no Teorema
2.6.7 (para sistemas dinâmicos não autônomos).

Teorema 4.1.1. Seja {S(ε)(t,s) : t ≥ s ∈R}, ε ∈ [0,1], uma família de processos de evolução em
um espaço de Banach (V,‖·‖V ) representado por S(ε) =U (ε)+L(ε), onde {U (ε)(t,s) : t ≥ s∈R}
e {L(ε)(t,s) : t ≥ s ∈ R} são famílias de operadores que satisfazem as seguintes propriedades:

(H1) Existe um espaço de Banach (W,‖ · ‖W ) tal que a imersão V ↪→W é densa e compacta.

(H2) Existe um conjunto limitado fechado B⊂V que absorve uniformemente pullback todos os
subconjuntos limitados de V , isto é, para cada subconjunto limitado D⊂V existe TD ≥ 0
de modo que ⋃

ε∈[0,1]

⋃
t∈R

S(ε)(t, t− s)D⊂B, para todo s≥ TD.
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(H3) A família {U (ε)(t,s) : t ≥ s ∈ R}, ε ∈ [0,1], satisfaz a propriedade de smoothing dentro
do conjunto absorvente B, isto é, existem T̃ ≥ TB e uma constante κ > 0 de modo que

sup
ε∈[0,1]

∥∥U (ε)(t + T̃ , t)u−U (ε)(t + T̃ , t)v
∥∥

V ≤ κ‖u− v‖W , para todos u,v ∈B, t ∈ R.

(H4) A família {L(ε)(t,s) : t ≥ s∈R}, ε ∈ [0,1], é uma contração dentro do conjunto absorvente
B, isto é,

sup
ε∈[0,1]

∥∥L(ε)(t + T̃ , t)u−L(ε)(t + T̃ , t)v
∥∥

V ≤ λ‖u− v‖V , para todos u,v ∈B, t ∈ R,

sendo que a constante de contração 0 < λ < 1 e T̃ vem da condição (H3).

(H5) A família {S(ε)(t,s) : t ≥ s ∈ R}, ε ∈ [0,1], é Lipschitz contínua dentro do conjunto
absorvente B, isto é, existe LT̃ > 0 (dependendo da constante T̃ que vem da condição
(H3)) de modo que

sup
ε∈[0,1]

sup
r∈[0,T̃ ]

∥∥S(ε)(r+ t, t)u−S(ε)(r+ t, t)v
∥∥

V ≤ LT̃‖u− v‖V , para todos u,v ∈B, t ∈ R.

Então, para cada θ ∈ (λ ,1) e ε ∈ [0,1], o processo de evolução {S(ε)(t,s) : t ≥ s ∈ R}
admite um atrator exponencial pullback {M ε

θ
(t) : t ∈ R} ⊂ B ⊂ V com dimensão fractal

uniformemente limitada por

sup
t∈R

{
dimF

(
M ε

θ (t);V
)}
≤

ln
(

mV (
2

θ−λ
)
)

− lnθ
,

em que mV (R) representa o número máximo de pontos zi na bola BV (0,R) de maneira que
κ‖zi−z j‖W > 1. Além disso, a aplicação ε 7−→M ε

θ
é estável no seguinte sentido: dado ε0 ∈ [0,1],

se ε ∈ [0,1] é tal que

Γ(ε,ε0) := sup
u∈B

sup
t∈R

sup
r∈[0,T̃ ]

∥∥S(ε)(r+ t, t)u−S(ε0)(r+ t, t)u
∥∥

V < 1,

então

sup
t∈R

{
distsymm

V
(
M ε

θ (t),M
ε0
θ
(t)
)}
≤ cΓ(ε,ε0)

ζ ,

para alguma constante c > 0 e 0 < ζ < 1 que são independentes de ε .

Demonstração. Vamos verificar que as hipóteses do Teorema 2.6.7 estão satisfeitas. Sejam

M := B, E = Z :=V, nV (·) := κ‖ · ‖W e Kε
n := I : B→V.
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(H ′1) Pela Hipótese (H2), existe TB ≥ 0 tal que

⋃
ε∈[0,1]

⋃
t∈R

S(ε)(t, t− s)B ⊂B, para todo s≥ TB.

Logo, para cada τ ∈ R, vale

⋃
ε∈[0,1]

S(ε)(τ + s,τ)B ⊂B, para todo s≥ TB. (4.1)

Além disso, pela condição (H5), dados x1,x2 ∈B e τ ∈ R, temos

sup
ε∈[0,1]

sup
r∈[0,T̃ ]

∥∥S(ε)(r+ t, t)x1−S(ε)(r+ t, t)x2
∥∥

V ≤ LT̃‖x1− x2‖V ,

com T̃ ≥ TB e LT̃ > 0. Note que (4.1) vale para todo s≥ T̃ .

(H ′2) Dados x1,x2 ∈B, obtemos

sup
ε∈[0,1]

sup
n∈N
‖Kε

n x1−Kε
n x2‖V = ‖I(x1)− I(x2)‖V = ‖x1− x2‖V

e por (H4)∥∥S(ε)
(
(n+1)T̃ ,nT̃

)
x1−S(ε)

(
(n+1)T̃ ,nT̃

)
x2
∥∥

V ≤

≤
∥∥L(ε)

(
(n+1)T̃ ,nT̃

)
x1−L(ε)

(
(n+1)T̃ ,nT̃

)
x2
∥∥

V

+
∥∥U (ε)

(
(n+1)T̃ ,nT̃

)
x1−U (ε)

(
(n+1)T̃ ,nT̃

)
x2
∥∥

V

≤ λ‖x1− x2‖V +κ‖x1− x2‖W
= λ‖x1− x2‖V +nZ(Kε

n x1−Kε
n x2),

com λ ∈ (0,1).

(H ′3) Seja D um limitado em V . Pela condição (H2), existe TD ≥ 0 tal que

⋃
ε∈[0,1]

⋃
t∈R

S(ε)(t, t− s)D⊂B, para todo s≥ TD.

Daí, para cada ε ∈ [0,1], temos

⋃
t∈R

S(ε)(t, t− s)D⊂B, para todo s≥ TD,

ou seja, ⋃
τ∈R

S(ε)(s+ τ,τ)D⊂B, para todo s≥ TD.

Portanto, o resultado segue pelo Teorema 2.6.7.
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4.2 As condições Lipschitz e Smoothing
O objetivo desta seção é mostrar que a família

{
S(ε)(t,s) : t ≥ s

}
ε∈[0,1] satisfaz uma

condição local Lipschitz e a família
{

U (ε)(t,s) : t ≥ s
}

ε∈[0,1] satisfaz a condição smoothing.

O primeiro resultado mostra que a família {L(ε)(t,s) : t ≥ s}ε∈[0,1] dada por (3.40) decai
exponencialmente.

Lema 4.2.1. Existem constantes K,α > 0 tais que

sup
ε∈[0,1]

∥∥L(ε)(t,s)
∥∥

L (X
1
2×X

1
2 )
≤ Ke−α(t−s), sempre que s≤ t.

Demonstração. Primeiramente, mostraremos que

sup
ε∈[0,1]

∥∥L(ε)
−1/2(t,s)

∥∥
L (X−

1
2×X−

1
2 )
≤ Ke−α(t−s), sempre que s≤ t, (4.2)

em que L(ε)
−1/2(t,s) é o operador solução da parte linear do problema (1.6) dado pelo Teorema

3.3.5. Para simplificar a notação, vamos denotar η := ηε e z := z(ε). Agora, defina o funcional

Wb(φ ,ψ) :=
1
2
‖φ‖2

X−
1
2
+

1
2
‖ψ‖2

X−
1
2
− 1

2
‖A−

1
2 φ‖2

X−
1
2
+b〈φ ,ψ〉

X−
1
2
, φ ,ψ ∈ X−

1
2 ,

com 0 < b <
λ1

1+λ1
.

Afirmamos que

c0,b

(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
≤Wb(φ ,ψ)≤ c1,b

(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
, φ ,ψ ∈ X−

1
2 , (4.3)

com c0,b :=
1−b

2
− 1

2(1+λ1)
> 0 e c1,b :=

1+b
2

> 0. De fato, das desigualdades de Schwartz,

Young e Poincaré, obtemos∣∣2b〈φ ,ψ〉
X−

1
2

∣∣≤ b‖φ‖2

X−
1
2
+b‖ψ‖2

X−
1
2

e ‖φ‖2

X−
1
2
≥ (1+λ1)‖Ã−

1
2 φ‖2

X−
1
2
.

Consequentemente,

Wb(φ ,ψ)≥
(

1
2
− b

2
− 1

2(1+λ1)

)
‖φ‖2

X−
1
2
+

1−b
2
‖ψ‖2

X−
1
2

≥
(

1
2
− b

2
− 1

2(1+λ1)

)(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
e

Wb(φ ,ψ)≤ 1
2
‖φ‖2

X−
1
2
+

1
2
‖ψ‖2

X−
1
2
+b〈φ ,ψ〉

X−
1
2

≤
(

1+b
2

)(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
,

e a afirmação (4.3) está provada.
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Dados z0,w0 ∈ X−
1
2 , vamos denotar L−1/2(t,s)

[
z0

w0

]
:=

[
zL

zL
t

]
. Note que

d
dt

Wb(zL,zL
t ) =

d
dt

[
1
2

(
‖zL

t ‖2

X−
1
2
+‖zL‖2

X−
1
2
−‖A−

1
2 zL‖2

X−
1
2

)]
︸ ︷︷ ︸

(I)

+
d
dt

(
b〈zL,zL

t 〉X− 1
2

)
︸ ︷︷ ︸

(II)

. (4.4)

Nosso próximo passo é mostrar a existência de uma constante k̃ > 0 tal que

d
dt

Wb(zL,zL
t )≤−k̃Wb(zL,zL

t ).

Com efeito, aplicando o produto interno na parte linear de (1.5) com zt em X−
1
2 , obtemos

〈zL
tt ,z

L
t 〉X− 1

2
+η(t)

〈
(I− Ã−1)zL

t ,z
L
t
〉

X−
1
2
+
〈
(I− Ã−1)zL,zL

t
〉

X−
1
2
= 0.

Agora, procedendo de forma análoga como feito na prova do Lema 3.3.4, podemos estimar a
expressão (I), como em (3.31), da seguinte forma

d
dt

[
1
2

(
‖zL

t ‖2

X−
1
2
+‖zL‖2

X−
1
2
−‖A−

1
2 zL‖2

X−
1
2

)]
≤− a1λ1

1+λ1
‖zL

t ‖2

X−
1
2
.

Por outro lado, aplicando o produto interno na parte linear de (1.5) com z em X−
1
2 ,

obtemos

〈zL
tt ,z

L〉
X−

1
2
+η(t)

〈
(I− Ã−1)zL

t ,z
L〉

X−
1
2
+
〈
(I− Ã−1)zL,zL〉

X−
1
2
= 0,

e utilizando as desigualdades de Young, Poincaré e Schwartz, e as expressões (3.28) e (3.29),
estimamos (II) como

d
dt

(
b〈zL,zL

t 〉X− 1
2

)
= b‖zL

t ‖2

X−
1
2
+b〈zL,zL

tt〉X− 1
2

= b‖zL
t ‖2

X−
1
2
−bη(t)〈zL,zL

t 〉X− 1
2
+bη(t)〈Ã−

1
2 zL, Ã−

1
2 zL

t 〉X− 1
2
−b
(
‖zL‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 zL‖2

X−
1
2

)
≤ b‖zL

t ‖2

X−
1
2
+ba2

(
δ1

2
‖zL‖2

X−
1
2
+

1
2δ1
‖zL

t ‖2

X−
1
2

)
+ba2

(
δ2

2
‖A−

1
2 zL‖2

X−
1
2
+

1
2δ2
‖A−

1
2 zL

t ‖2

X−
1
2

)
− bλ1

1+λ1
‖zL‖2

X−
1
2

≤−
(

bλ1

1+λ1
− ba2δ1

2
− ba2δ2

2(1+λ1)

)
‖zL‖2

X−
1
2
+

(
b+

ba2

2δ1
+

ba2

2δ2(1+λ1)

)
‖zL

t ‖2

X−
1
2
,

para algum δ1 > 0 e para algum δ2 > 0. Logo, utilizando as estimativas acima na expressão (4.4),
podemos escrever

d
dt

Wb(zL,zL
t )≤−

(
bλ1

1+λ1
− ba2δ1

2
− ba2δ2

2(1+λ1)

)
‖zL‖2

X−
1
2

−
(

a1λ1

1+λ1
−b− ba2

2δ1
− ba2

2δ2(1+λ1)

)
‖zL

t ‖2

X−
1
2
.
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Escolhendo δ1,δ2 > 0 e 0 < b < λ1/(1+λ1) suficientemente pequenos de modo que

δ1(1+λ1)+δ2 <
2λ1

a2
e b

(
1+

a2

2δ1
+

a2

2δ2(1+λ1)

)
<

a1λ1

1+λ1
,

segue que existe α̃ = α̃(δ1,δ2,b)> 0 satisfazendo

d
dt

Wb(zL,zL
t )≤−α̃

(
‖zL‖2

X−
1
2
+‖zL

t ‖2

X−
1
2

)
.

De (4.3) concluímos que
d
dt

Wb(zL,zL
t )≤−

α̃

c1,b
Wb(zL,zL

t ) como queríamos demonstrar. Conse-

quentemente,

Wb
(
zL(t),zL

t (t)
)
≤Wb(z0,w0)e

− α̃

c1,b
(t−s)

, t ≥ s. (4.5)

De (4.3) e (4.5), segue que∥∥∥∥∥L−1/2(t,s)

[
z0

w0

]∥∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

≤
c1,b

c0,b
e
− α̃

c1,b
(t−s)

∥∥∥∥∥
[

z0

w0

]∥∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

para todo s≤ t,

e finalmente

sup
ε∈[0,1]

∥∥L(ε)
−1/2(t,s)

∥∥
L (X−

1
2×X−

1
2 )
≤ Ke−α(t−s), para todo s≤ t,

com K := c1,b/c0,b e α = α̃/c1,b independentes de ε , provando (4.2).

Utilizando (3.40), o Lema 3.2.1 e (4.2), obtemos a estimativa para o operador L(ε), isto é,∥∥∥∥∥L(ε)(t,s)

[
u

v

]∥∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

=

∥∥∥∥∥Φ1L(ε)
−1/2(t,s)Φ−1

[
u

v

]∥∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

=

∥∥∥∥∥L(ε)
−1/2(t,s)Φ−1

[
u

v

]∥∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

≤ Ke−α(t−s)

∥∥∥∥∥Φ−1

[
u

v

]∥∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

= Ke−α(t−s)

∥∥∥∥∥
[

u

v

]∥∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

,

provando o lema.

No próximo resultado, mostraremos que a família de processos de evolução {S(ε)(t,s) :
t ≥ s}ε∈[0,1] associado ao problema (1.1) possui um conjunto limitado absorvente no sentido
pullback o qual absorve uniformemente (com respeito aos parâmetros t e ε) todos os subconjuntos
limitados de X

1
2 ×X

1
2 .
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Lema 4.2.2. Considere a família de processos de evolução {S(ε)(t,s) : t ≥ s}ε∈[0,1] dada por
(3.39) e associada ao problema (1.1). Então existe um subconjunto limitado B ⊂ X

1
2 ×X

1
2 que

absorve uniformemente (com respeito aos parâmetros t ∈ R e ε ∈ [0,1]) no sentido pullback
todos os subconjuntos limitados de X

1
2 ×X

1
2 , isto é, para cada D⊂ X

1
2 ×X

1
2 limitado existe um

tempo de absorção TD ≥ 0 tal que

⋃
ε∈[0,1]

⋃
t∈R

S(ε)(t, t− τ)D⊂B, para todo τ ≥ TD.

Demonstração. Vamos denotar η := ηε e z = z(ε). Seja 0 < b <
ν0

1+λ1
e defina o funcional

Vb(φ ,ψ) :=
1
2
‖φ‖2

X−
1
2
+

1
2
‖ψ‖2

X−
1
2
− 1

2
‖Ã−

1
2 φ‖2

X−
1
2
−
∫

Ω

F(Ã−1
φ)dx+b〈φ ,ψ〉

X−
1
2
,

com φ ,ψ ∈ X−
1
2 , em que F(t) :=

∫ t

0
f (τ)dτ para t ∈ R. Note que

Vb(φ ,ψ) =Wb(φ ,ψ)−
∫

Ω

F(Ã−1
φ)dx,

onde Wb é definido na prova do Lema 4.2.1.

Primeiramente, mostremos que existem constantes K0,b,K2,c1,b, c̃ > 0 tais que

K0,b
(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
−K2 ≤Vb(φ ,ψ)≤ c1,b

(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
+ c̃
(
1+‖φ‖ρ+1

X−
1
2

)
.

(4.6)

De fato, pelo Lema 3.3.2, (b), e pela desigualdade (4.3) concluímos que para quaisquer φ ,ψ ∈
X−

1
2 temos

Vb(φ ,ψ)≥ c0,b
(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
+

ν0−λ1

2(1+λ1)
‖φ‖2

X−
1
2
−K2

≥
(

c0,b +
ν0−λ1

2(1+λ1)

)(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
−K2

= K0,b
(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
−K2,

onde K0,b = c0,b +
ν0−λ1

2(1+λ1)
> 0. Usando a condição (1.3), tem-se

∫
Ω

∣∣F(Ã−1
φ)
∣∣dx≤ c

(
1+‖Ã−1

φ‖ρ+1
Lρ+1(Ω)

)
≤ c1

(
1+‖Ã−1

φ‖ρ+1

X
1
2

)
≤ c̃
(
1+‖φ‖ρ+1

X−
1
2

)
,

de onde obtemos

Vb(φ ,ψ)≤ c1,b
(
‖φ‖2

X−
1
2
+‖ψ‖2

X−
1
2

)
+ c̃
(
1+‖φ‖ρ+1

X−
1
2

)
.

Isto mostra a validade de (4.6).
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Dados z0,w0 ∈ X−
1
2 , por conveniência, denotemos S−1/2(t,s)

[
z0

w0

]
:=

[
z

zt

]
, com

t ≥ s. Note que

d
dt

Vb(z,zt) =
d
dt

(
1
2
‖z‖2

X−
1
2
+

1
2
‖zt‖2

X−
1
2
− 1

2
‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2
−
∫

Ω

F(Ã−1z)dx
)

︸ ︷︷ ︸
(I)

+
d
dt

(
b〈zt ,z〉

X−
1
2

)
︸ ︷︷ ︸

(II)

.

(4.7)

Por um lado, analogamente a prova do Lema 3.3.4, podemos estimar (I) como em (3.31),
ou seja,

d
dt

(
1
2
‖z‖2

X−
1
2
+

1
2
‖zt‖2

X−
1
2
− 1

2
‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2
−
∫

Ω

F(Ã−1z)dx
)
≤− a1λ1

1+λ1
‖zt‖2

X−
1
2
.

Por outro lado, para estimar (II), tomamos o produto interno de (1.5) com z em X−
1
2

obtendo:

〈ztt ,z〉
X−

1
2
+η(t)

〈
(I− Ã−1)zt ,z

〉
X−

1
2
+
〈
(I− Ã−1)z,z

〉
X−

1
2
=
〈

f e(z),z
〉

X−
1
2
,

e, analogamente a prova do Lema 4.2.1, obtemos

d
dt

(
b〈z,zt〉

X−
1
2

)
=

= b‖zt‖2

X−
1
2
−bη(t)〈zt ,z〉

X−
1
2
+bη(t)〈Ã−

1
2 zt , Ã−

1
2 z〉

X−
1
2
−b
(
‖z‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2

)
+b
〈

f e(z),z
〉

X−
1
2

≤−
(

bλ1

1+λ1
− ba2δ1

2
− ba2δ2

2(1+λ1)

)
‖z‖2

X−
1
2
+

(
b+

ba2

2δ1
+

ba2

2δ2(1+λ1)

)
‖zt‖2

X−
1
2

+b
〈

f e(z),z
〉

X−
1
2
,

com δ1,δ2 > 0. Além disso, pelos Lema 3.3.2 (a) e Lema 3.3.3,

b
〈

f e(z),z
〉

X−
1
2
= b
〈
Ã−

1
2 f e(z), Ã

1
2 Ã−1z

〉
X

= b
∫

Ω

f (Ã−1z)Ã−1zdx

≤ b(λ1−ν0)

1+λ1
‖z‖2

X−
1
2
+bK1,

para algum 0 < ν0 < λ1 e K1 > 0.

Substituindo as estimativas anteriores em (4.7), concluímos que

d
dt

Vb(z,zt)≤−
(

bλ1

1+λ1
− ba2δ1

2
− ba2δ2

2(1+λ1)
− b(λ1−ν0)

1+λ1

)
‖z‖2

X−
1
2

−
(

a1λ1

1+λ1
−b− ba2

2δ1
− ba2

2δ2(1+λ1)

)
‖zt‖2

X−
1
2
+bK1.
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Escolhendo δ1,δ2 > 0 e 0 < b <
ν0

1+λ1
suficientemente pequenos, podemos encontrar

um β = β (δ1,δ2,ν0,b)> 0 de modo que

d
dt

Vb(z,zt)≤−β
(
‖z‖2

X−
1
2
+‖zt‖2

X−
1
2

)
+bK1. (4.8)

Para provarmos a absorção uniforme pullback, seja D um subconjunto limitado de

X−
1
2 × X−

1
2 . Considere

[ z(s)
zt(s)

]
=
[ z0

w0

]
∈ D. Tomando rb :=

bK1 +1
β

, segue por (4.8) que se∥∥[ z
zt

]∥∥2

X−
1
2×X−

1
2
≥ rb então d

dtVb(z,zt)≤−1 de onde obtemos

Vb(z,zt)≤Vb(z0,w0)− (t− s),

o que implica na desigualdade∥∥∥∥∥
[

z

zt

]∥∥∥∥∥
2

X−
1
2×X−

1
2

≤ 1
K0,b

(
Vb(z0,w0)− (t− s)

)
+

K2

K0,b
,

para todo t ≥ s desde que
∥∥[ z

zt

]∥∥2

X−
1
2×X−

1
2
≥ rb. Como

Vb(z0,w0)≤ c1,b
(
‖z0‖2

X−
1
2
+‖w0‖2

X−
1
2

)
+ c
(
1+‖z0‖ρ+1

X−
1
2

)
≤ RD,

para alguma constante RD > 0 (depende do limitado D), segue que se t− s≥ RD então∥∥∥∥∥
[

z

zt

]∥∥∥∥∥
2

X−
1
2×X−

1
2

≤max
{

rb,
K2

K0,b

}
=: R,

e como R > 0 é independente de ε ∈ [0,1] e do limitado D, o resultado segue por isometrias.

No que segue, apresentaremos alguns resultados técnicos para estabelecer a existência
do atrator exponencial pullback. Mais precisamente, como consequência das propriedades da
função f , mostraremos no Lema 4.2.6 a condição smoothing local para a aplicação F . Também,
mostraremos que

{
S(ε)(t,s) : t ≥ s

}
ε∈[0,1] é localmente Lipschitz em X

1
2 ×X

1
2 (veja Lema 4.2.9)

e que
{

U (ε)(t,s) : t ≥ s
}

ε∈[0,1] satisfaz a (X
1
2 ×X

1
2 ,X

1
2−

γ

2 ×X
1
2−

γ

2 )- condição de smoothing para
algum γ ∈ (0,1), veja o Lema 4.2.10.

Uma vez que 1 < ρ < N+2
N−2 , existe γ ∈ (0,1) de modo que ρ = (1− γ)N+2

N−2 .

Lema 4.2.3. Sejam γ = 1−ρ
N−2
N+2 ∈ (0,1) e D⊂ X

1
2 um limitado. Então existe uma constante

C =C(γ,D)> 0 tal que∥∥ f (u1)− f (u2)
∥∥

L
2N

N+2 (Ω)
≤C‖u1−u2‖H1−γ (Ω),

quaisquer que sejam u1,u2 ∈ D.
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Demonstração. Sejam u1,u2 ∈ D e denote r := 2N
N+2 . Segue da propriedade (1.4) que∥∥ f (u1)− f (u2)

∥∥r
Lr(Ω)

=
∫

Ω

| f (u1)− f (u2)|r dx

≤
∫

Ω

c|u1−u2|r
(
1+ |u1|ρ−1 + |u2|ρ−1)r dx

≤
∫

Ω

c1|u1−u2|r
(
1+ |u1|r(ρ−1)+ |u2|r(ρ−1))dx

≤
∫

Ω

c1

(
|u1−u2|r + |u1−u2|r|u1|r(ρ−1)+ |u1−u2|r|u2|r(ρ−1)

)
dx.

Defina

p′ :=
N +2

4− γ(N +2)
e q′ :=

N +2
N−2+ γ(N +2)

,

e observe que p′,q′ > 1 e 1
p′ +

1
q′ = 1. Além disso, vale a relação r(ρ − 1)p′ = 2N

N−2 . Usando

a desigualdade de (q′, p′)-Hölder e as imersões H1
0 (Ω) ↪→ L

2N
N−2 (Ω) e H1−γ(Ω) ↪→ Lrq′(Ω),

obtemos ∫
Ω

|u1−u2|r|u1|r(ρ−1) dx≤
(∫

Ω

|u1−u2|rq
′
dx
)1/q′(∫

Ω

|u1|r(ρ−1)p′ dx
)1/p′

= ‖u1−u2‖r
Lrq′(Ω)

‖u1‖
r(ρ−1)

L
2N

N−2 (Ω)

≤ c2‖u1−u2‖r
Lrq′(Ω)

‖u1‖
r(ρ−1)

X
1
2

≤ c3‖u1−u2‖r
H1−γ (Ω).

Analogamente, prova-se a desigualdade∫
Ω

|u1−u2|r|u2|r(ρ−1) dx≤ c3‖u1−u2‖r
H1−γ (Ω).

Finalmente, como H1−γ(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ Lr(Ω), concluímos que∥∥ f (u1)− f (u2)
∥∥r

Lr(Ω)
≤ c1‖u1−u2‖r

Lr(Ω)+2c3‖u1−u2‖r
H1−γ (Ω)

≤C‖u1−u2‖r
H1−γ (Ω),

com C =C(γ,D), provando o lema.

Observação 4.2.4. Qualquer que seja 0 < γ̃ ≤ γ , com γ = 1− ρ
N−2
N+2 , tem-se H1−γ̃(Ω) ↪→

H1−γ(Ω). Consequentemente, segue do Lema 4.2.3 a estimativa∥∥ f (u1)− f (u2)
∥∥

L
2N

N+2 (Ω)
≤C‖u1−u2‖H1−γ̃ (Ω), u1,u2 ∈ D.

Lema 4.2.5. Seja γ = 1−ρ
N−2
N+2 ∈ (0,1). Dado um limitado D ⊂ X

1
2 , existe C = C(γ,D) > 0

tais que ∥∥ f (u1)− f (u2)
∥∥

X−
1
2
≤C‖u1−u2‖

X
1−γ

2
,

quaisquer que sejam u1,u2 ∈ D.



4.2. As condições Lipschitz e Smoothing 59

Demonstração. Sejam u1,u2 ∈D. Das imersões L
2N

N+2 (Ω) ↪→ X−
1
2 , X

1−γ

2 ↪→H1−γ(Ω) e do Lema
4.2.3, obtemos∥∥ f (u1)− f (u2)

∥∥
X−

1
2
≤ c
∥∥ f (u1)− f (u2)

∥∥
L

2N
N+2 (Ω)

≤ c1‖u1−u2‖H1−γ (Ω) ≤ c2‖u1−u2‖
X

1−γ

2
,

com c2 = c2(γ,D)> 0, provando o resultado.

Como consequência do Lema 4.2.5, obtemos a seguinte propriedade de smoothing para
a função F definida em (1.8).

Lema 4.2.6. Seja γ = 1−ρ
N−2
N+2 ∈ (0,1). Dado um subconjunto limitado D⊂ X−

1
2 ×X−

1
2 , existe

uma constante C =C(γ,D)> 0 tal que∥∥∥∥∥F
([

u1

v1

])
−F

([
u2

v2

])∥∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

≤C

∥∥∥∥∥
[

u1

v1

]
−

[
u2

v2

]∥∥∥∥∥
X−

1
2−

γ

2×X−
1
2−

γ

2

,

quaisquer que sejam

[
u1

v1

]
,

[
u2

v2

]
∈ D.

Demonstração. Note que∥∥∥∥∥F
([

u1

v1

])
−F

([
u2

v2

])∥∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

=

∥∥∥∥∥
[

0
f e(u1)− f e(u2)

]∥∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

=
∥∥ f e(u1)− f e(u2)

∥∥
X−

1
2

=
∥∥ f (Ã−1(u1))− f (Ã−1(u2))

∥∥
X−

1
2

≤ c
∥∥Ã−1(u1)− Ã−1(u2)

∥∥
X

1−γ

2

= c‖u1−u2‖
X−

1
2−

γ

2

≤ c

∥∥∥∥∥
[

u1

v1

]
−

[
u2

v2

]∥∥∥∥∥
X−

1
2−

γ

2×X−
1
2−

γ

2

,

quaisquer que sejam

[
u1

v1

]
,

[
u2

v2

]
∈ D.

No Lema 4.2.8, mostramos uma condição local de Lipschitz para a família de processos
de evolução

{
S(ε)(t,s) : t ≥ s

}
ε∈[0,1]. Este resultado será essencial para obtermos uma proprie-

dade de smoothing para a família
{

U (ε)(t,s) : t ≥ s
}

ε∈[0,1]. Entretanto, antes de exibirmos esse
resultado, note que para todos ε ∈ [0,1], s ∈ [0,1] and ξ ∈ R temos Φ−sQε(ξ ) = Qε(ξ )Φ−s.
Mais ainda:

Lema 4.2.7. Dados ε ∈ [0,1], s ∈ [0,1], r ≥−1/2 e t ≥ τ , vale

Φ−s ◦L(ε)
−1/2(t,τ) = L(ε)

−1/2(t,τ)◦Φ−s

em X r+s×X r+s. Consequentemente, Φs ◦L(ε)
−1/2(t,τ) = L(ε)

−1/2(t,τ)◦Φs em X r×X r.
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Demonstração. Dado
[u

v
]
∈ X r+s×X r+s, temos

L(ε)
−1/2(t,τ)Φ−s

[u
v
]
= Φ−s

[u
v
]
−
∫ t

τ

Qε(ξ )L
(ε)
−1/2(ξ ,τ)Φ−s

[u
v
]

dξ

e

Φ−sL
(ε)
−1/2(t,τ)

[u
v
]
= Φ−s

[u
v
]
−
∫ t

τ

Φ−sQε(ξ )L
(ε)
−1/2(ξ ,τ)

[u
v
]

dξ .

Como R3 t 7−→Qε(t)∈L (X−
1
2 ×X−

1
2 ), existe c> 0 tal que ‖Qε(ξ )‖

L (X−
1
2×X−

1
2 )
≤ c

para todo ξ ∈ [τ, t]. Logo,∥∥∥Φ−sL
(ε)
−1/2(t,τ)

[u
v
]
−L(ε)
−1/2(t,τ)Φ−s

[u
v
]∥∥∥

X−
1
2×X−

1
2
=

=
∥∥∥∫ t

τ

Qε(ξ )
(

Φ−sL
(ε)
−1/2(ξ ,τ)

[u
v
]
−L(ε)
−1/2(ξ ,τ)Φ−s

[u
v
])

dξ

∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

≤
∫ t

τ

∥∥Qε(ξ )
∥∥

L (X−
1
2×X−

1
2 )

∥∥∥Φ−sL
(ε)
−1/2(ξ ,τ)

[u
v
]
−L(ε)
−1/2(ξ ,τ)Φ−s

[u
v
]∥∥∥

X−
1
2×X−

1
2

dξ

≤ c
∫ t

τ

∥∥∥Φ−sL
(ε)
−1/2(ξ ,τ)

[u
v
]
−L(ε)
−1/2(ξ ,τ)Φ−s

[u
v
]∥∥∥

X−
1
2×X−

1
2

dξ .

Finalmente, o resultado segue diretamente da desigualdade de Gronwall.

Lema 4.2.8. Seja γ = 1−ρ
N−2
N+2 ∈ (0,1). Dado um subconjunto limitado D⊂ X

1
2 ×X

1
2 , existe

uma constante c = c(γ,D)> 0 tal que

sup
ε∈[0,1]

∥∥∥∥∥S(ε)(t,s)

[
u1

v1

]
−S(ε)(t,s)

[
u2

v2

]∥∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

≤ cec(t−s)

∥∥∥∥∥
[

u1

v1

]
−

[
u2

v2

]∥∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

,

quaisquer que sejam

[
u1

v1

]
,

[
u2

v2

]
∈ D e t ≥ s.

Demonstração. Primeiramente, note pelo Lema 4.2.1 que para
[u1

v1

]
,
[u2

v2

]
∈ D e t ≥ s, tem-se∥∥∥∥L(ε)(t,s)

([u1
v1

]
−
[u2

v2

])∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

=

=

∥∥∥∥Φ γ

2
L(ε)(t,s)

([u1
v1

]
−
[u2

v2

])∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

=

∥∥∥∥L(ε)(t,s)Φ γ

2

([u1
v1

]
−
[u2

v2

])∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

≤
∥∥L(ε)(t,s)

∥∥
L (X

1
2×X

1
2 )

∥∥∥∥Φ γ

2

([u1
v1

]
−
[u2

v2

])∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

≤ Ke−α(t−s)
∥∥∥[u1

v1

]
−
[u2

v2

]∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2
.
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Por outro lado, obtemos∥∥∥∥U (ε)(t,s)
[u1

v1

]
−U (ε)(t,s)

[u2
v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

=

=

∥∥∥∥∫ t

s
L(ε)(t,τ)Φ1

[
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])]
dτ

∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

=

∥∥∥∥∫ t

s
L(ε)(t,τ)Φ1+ γ

2

[
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])]
dτ

∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

≤
∫ t

s

∥∥L(ε)(t,τ)
∥∥

L (X
1
2×X

1
2 )

∥∥∥∥Φ1+ γ

2

[
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])]∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

dτ

≤
∫ t

s
Ke−α(t−τ)

∥∥∥∥Φ1+ γ

2

[
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])]∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

dτ,

e pelo Lema 4.2.6,∥∥∥∥Φ1+ γ

2

[
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])]∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

=

=

∥∥∥∥F(Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])∥∥∥∥
X−

1
2−

γ

2×X−
1
2−

γ

2

≤ c1

∥∥∥∥F(Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

≤ c2

∥∥∥∥Φ−1

(
S(ε)(τ,s)

[u1
v1

]
−S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])∥∥∥∥
X−

1
2−

γ

2×X−
1
2−

γ

2

= c3

∥∥∥∥S(ε)(τ,s)
[u1

v1

]
−S(ε)(τ,s)

[u2
v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

,

ou seja,∥∥∥∥U (ε)(t,s)
[u1

v1

]
−U (ε)(t,s)

[u2
v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

≤
∫ t

s
c4

∥∥∥∥S(ε)(τ,s)
[u1

v1

]
−S(ε)(τ,s)

[u2
v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

dτ.

Em conclusão,∥∥∥∥S(ε)(t,s)
[u1

v1

]
−S(ε)(t,s)

[u2
v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

≤

≤ c
∥∥∥∥[u1

v1

]
−
[u2

v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

+ c
∫ t

s

∥∥∥∥S(ε)(τ,s)
[u1

v1

]
−S(ε)(τ,s)

[u2
v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

dτ,

e do Lemma Gronwall, segue que

sup
ε∈[0,1]

∥∥∥∥S(ε)(t,s)
[u1

v1

]
−S(ε)(t,s)

[u2
v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

≤ cec(t−s)
∥∥∥∥[u1

v1

]
−
[u2

v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

,

provando o resultado.

Lema 4.2.9 (Lipschitz). Dado um conjunto limitado D⊂ X
1
2 ×X

1
2 , existe uma constante c =

c(γ,D)> 0 tal que

sup
ε∈[0,1]

∥∥∥∥S(ε)(t,s)

[
u1

v1

]
−S(ε)(t,s)

[
u2

v2

]∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

≤ cec(t−s)
∥∥∥∥
[

u1

v1

]
−

[
u2

v2

]∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

,
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quaisquer que sejam

[
u1

v1

]
,

[
u2

v2

]
∈ D e t ≥ s.

Demonstração. Analogamente à prova do Lema 4.2.8.

Finalmente, podemos mostrar uma condição de smoothing para a família
{

U (ε)(t,s) :
t ≥ s

}
ε∈[0,1] com respeito a imersão compacta X

1
2 ×X

1
2 ↪→ X

1
2−

γ

2 ×X
1
2−

γ

2 .

Lema 4.2.10 (Smoothing). Sejam γ = 1−ρ
N−2
N+2 ∈ (0,1) e t0 > 0. Dado um subconjunto limitado

D⊂ X
1
2 ×X

1
2 , existe κ(t0,D)> 0 tal que para qualquer s ∈ R temos

sup
ε∈[0,1]

∥∥∥∥U (ε)(s+ t0,s)

[
u1

v1

]
−U (ε)(s+ t0,s)

[
u2

v2

]∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

≤

≤ κ(t0,D)

∥∥∥∥
[

u1

v1

]
−

[
u2

v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

,

quaisquer que sejam

[
u1

v1

]
,

[
u2

v2

]
∈ D.

Demonstração. Pelos Lema 4.2.1, Lema 4.2.6 e Lema 4.2.8, temos∥∥∥∥U (ε)(s+ t0,s)
[u1

v1

]
−U (ε)(s+ t0,s)

[u2
v2

]∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

=

=

∥∥∥∥∫ s+t0

s
Φ1L(ε)

−1/2(s+ t0,τ)
[
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])]
dτ

∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

=

∥∥∥∥∫ s+t0

s
L(ε)
−1/2(s+ t0,τ)

[
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])]
dτ

∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

≤
∫ s+t0

s

∥∥L(ε)
−1/2(s+ t0,τ)

∥∥
L (X−

1
2×X−

1
2 )

∥∥∥∥F(Φ−1S(ε)(τ,s)
[u1

v1

])
−F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

dτ

≤
∫ s+t0

s
Ke−α(s+t0−τ)C

∥∥∥∥Φ−1

(
S(ε)(τ,s)

[u1
v1

]
−S(ε)(τ,s)

[u2
v2

])∥∥∥∥
X−

1
2−

γ

2×X−
1
2−

γ

2

dτ

≤
∫ s+t0

s
c1

∥∥∥∥S(ε)(τ,s)
[u1

v1

]
−S(ε)(τ,s)

[u2
v2

]∥∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2

dτ

≤
∫ s+t0

s
c1cec(τ−s)

∥∥∥[u1
v1

]
−
[u2

v2

]∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2
dτ

= κ(t0,D)
∥∥∥[u1

v1

]
−
[u2

v2

]∥∥∥
X

1
2−

γ

2×X
1
2−

γ

2
,

provando a propriedade de smoothing, uma vez que a imersão X
1
2 ↪→ X

1
2−

γ

2 é compacta.

4.3 Existência e estabilidade do atrator exponencial pull-
back

Para garantir a existência e a estabilidade de uma família de atratores exponenciais
pullback para a família de processos evolutivos

{
S(ε)(t,s) : t ≥ s

}
ε∈[0,1] associado ao problema
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(1.1), no espaço X
1
2 ×X

1
2 , faremos uso do Teorema 4.1.1. Para isto, lembremos do Lema 4.2.1

que

sup
ε∈[0,1]

∥∥L(ε)(t,s)
∥∥

L (X
1
2×X

1
2 )
≤ Ke−α(t−s), t ≥ s, t,s ∈ R,

para algumas constantes K,α > 0. Agora, dado λ ∈ (0,1), seja T̃ > 0 de modo que T̃ ≥ TB

(Lemma 4.2.2) e Ke−αT̃ < λ . Desta forma, obtemos

sup
ε∈[0,1]

∥∥L(ε)(s+ T̃ ,s)
∥∥

L (X
1
2×X

1
2 )
< λ , para todo s ∈ R. (4.9)

Seja B ⊂ X
1
2 ×X

1
2 como no Lema 4.2.2. Portanto:

Teorema 4.3.1. Dados θ ∈ (λ ,1) e ε ∈ [0,1], existe um atrator exponencial pullback
{
M ε

θ
(t) :

t ∈ R
}
⊂B ⊂ X

1
2 ×X

1
2 para o processo de evolução

{
S(ε)(t,s) : t ≥ s} com dimensão fractal

finita uniformemente limitada por

dimF
(
M ε

θ (t);V
)
≤

ln
(

mV
( 2

θ−λ

))
− lnθ

, para todo t ∈ R,

em que V := X
1
2 ×X

1
2 , W := X

1
2−

γ

2 ×X
1
2−

γ

2 para γ := 1− ρ
N−2
N+2 e mV (R) denota o número

máximo de pontos zi na bola BV (0,R) com κ‖zi− z j‖W > 1. Além disso, a aplicação ε 7→M ε
θ

é
estável no seguinte sentido: dado ε0 ∈ [0,1], se ε ∈ [0,1] é tal que

Γ(ε,ε0) := sup
u∈B

sup
t∈R

sup
r∈[0,T̃ ]

∥∥S(ε)(r+ t, t)u−S(ε0)(r+ t, t)u
∥∥

V < 1

então

sup
t∈R

{
distsymm

V
(
M ε

θ (t),M
ε0
θ
(t)
)}
≤ cΓ(ε,ε0)

ζ ,

para algum c > 0 e 0 < ζ < 1 que são independentes de ε .

Demonstração. De acordo com o Lema 4.2.2, B ⊂ X
1
2 ×X

1
2 é um subconjunto limitado que

absorve uniformemente (em relação a t ∈ R e ε ∈ [0,1]) no sentido pullback para a família de
processos de evolução

{
S(ε)(t,s) : t ≥ s

}
ε∈[0,1]. Com isto, a propriedade (H2) do Teorema 4.1.1

é válida. Agora a desigualdade em (4.9) assegura a condição (H4) e os Lemas 4.2.9 e 4.2.10
mostram que (H5) e (H3), respectivamente, são válidas. Finalmente, uma vez que a imersão
X

1
2 ×X

1
2 ↪→ X

1
2−

γ

2 ×X
1
2−

γ

2 é compacta, segue que a condição (H1) está satisfeita, provando o
teorema.

4.4 Semicontinuidade do atrator exponencial pullback
Nesta seção, mostraremos que a família {M ε

θ
(t) : t ∈R}ε∈[0,1] de atratores exponenciais

pullback é semicontínua superiormente e inferiormente em ε0 = 0, para cada escolha particular
de θ ∈ (λ ,1).
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Iniciamos com a apresentação de um resultado auxiliar.

Lema 4.4.1. Dados ε1,ε2 ∈ [0,1] e um conjunto limitado D⊂ X
1
2 ×X

1
2 , existe uma constante

positiva c = c(D)> 0 (que independe de ε) tal que

∥∥∥∥S(ε1)(t,s)
[ u0

v0

]
−S(ε2)(t,s)

[ u0

v0

]∥∥∥∥
X

1
2×X

1
2

≤ cec(t−s)‖ηε1−ηε2‖L∞(R),

para todo
[ u0

v0

]
∈ D e para todo t ≥ s.

Demonstração. Dado
[u0

v0

]
∈D, vamos denotar (u,ut) := (u(ε1)−u(ε2),u(ε1)

t −u(ε2)
t ) em X

1
2 ×X

1
2

e (z,zt) := (z(ε1)− z(ε2),z(ε1)
t − z(ε2)

t ) em X−
1
2 ×X−

1
2 , onde u(ε1) e u(ε2) são soluções do problema

(1.1) para ε1 e ε2, respectivamente, e z = Ãu. Além disso, vamos denotar z0 = Ãu0 e w0 = Ãv0.
Note que

ztt +ηε1(t)Λzt−
(
ηε2(t)−ηε1(t)

)
Λz(ε2)

t +Λz = f e(z(ε1))− f e(z(ε2)). (4.10)

Logo, tomando o produto interno de (4.10) com zt em X−
1
2 obtemos

d
dt

[
1
2

(
‖zt‖2

X−
1
2
+‖z‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2

)]
= −ηε1(t)

(
‖zt‖2

X−
1
2
−‖Ã− 1

2 zt‖2

X−
1
2

)
+
〈

f e(z(ε1))− f e(z(ε2)),zt
〉

X−
1
2

+
(
ηε2(t)−ηε1(t)

)〈
Λz(ε2)

t ,zt
〉

X−
1
2
.

(4.11)

No que segue, vamos estimar os três termos do lado direito de (4.11).

Pelo Lema 3.3.1, temos

−ηε1(t)
(
‖zt‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 zt‖2

X−
1
2

)
≤− a1λ1

1+λ1
‖zt‖2

X−
1
2
≤ 0.

Usando o Lema 3.3.3, a condição (1.4) e a imersão contínua X
1
2 ↪→ L

2N
N−2 (Ω), obtemos

〈
f e(z(ε1))− f e(z(ε2)),zt

〉
X−

1
2
=
∫

Ω

[
f e(z(ε1))− f e(z(ε2))

]
A−1zt dx

≤
∥∥ f (Ã−1z(ε1))− f (Ã−1z(ε2))

∥∥
L

2N
N+2 (Ω)

‖Ã−1zt‖
L

2N
N−2 (Ω)

≤ c‖Ã−1zt‖
X

1
2

∥∥∥Ã−1z
(
1+ |Ã−1z(ε1)|ρ−1 + |Ã−1z(ε2)|ρ−1)∥∥∥

L
2N

N+2 (Ω)

= c1‖zt‖
X−

1
2

∥∥∥Ã−1z
(
1+ |Ã−1z(ε1)|ρ−1 + |Ã−1z(ε2)|ρ−1)∥∥∥

L
2N

N+2 (Ω)
.
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Como z(ε1) e z(ε2) são limitados em X−
1
2 , tem-se∥∥∥Ã−1z

(
1+ |Ã−1z(ε1)|ρ−1 + |Ã−1z(ε2)|ρ−1)∥∥∥

L
2N

N+2 (Ω)
≤

≤ ‖Ã−1z‖
L

2N
N−2 (Ω)

∥∥1+ |Ã−1z(ε1)|ρ−1 + |Ã−1z(ε2)|ρ−1∥∥
L

N
2 (Ω)

≤ c2‖Ã−1z‖
X

1
2

(
1+‖Ã−1z(ε1)‖ρ−1

L
N(ρ−1)

2 (Ω)

+‖Ã−1z(ε2)‖ρ−1

L
N(ρ−1)

2 (Ω)

)
≤ c3‖z‖

X−
1
2

(
1+‖Ã−1z(ε1)‖ρ−1

X
1
2
+‖Ã−1z(ε2)‖ρ−1

X
1
2

)
= c4‖z‖

X−
1
2

(
1+‖z(ε1)‖ρ−1

X−
1
2
+‖z(ε2)‖

X−
1
2

)
≤ c5‖z‖2

X−
1
2
.

Assim, pelo Lema 3.3.1, vale〈
f e(z(ε1))− f e(z(ε2)),zt

〉
X−

1
2
≤ c6‖z‖

X−
1
2
‖zt‖

X−
1
2

≤ c7

(
‖z‖2

X−
1
2
+‖zt‖2

X−
1
2

)
≤ c8

[
1
2

(
‖z‖2

X−
1
2
+‖zt‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2

)]
.

Para o terceiro termo, usando o Lema 3.3.1 e as limitações de z(ε1) e z(ε2) em X−
1
2 , tem-se(

ηε2(t)−ηε1(t)
)
〈Λz(ε2)

t ,zt〉
X−

1
2
≤

≤ ‖ηε1−ηε2‖L∞(R)

(∣∣〈z(ε2)
t ,zt〉

X−
1
2

∣∣+ ∣∣〈Ã−1z(ε2)
t ,zt〉

X−
1
2

∣∣)
≤ c9‖ηε1−ηε2‖L∞(R)

(
‖z(ε2)

t ‖2

X−
1
2
+‖zt‖2

X−
1
2
+‖Ã−

1
2 z(ε2)

t ‖2

X−
1
2
+‖Ã−

1
2 zt‖2

X−
1
2

)
≤ c10‖ηε1−ηε2‖L∞(R)

(
1+‖Ã−

1
2 z(ε2)

t ‖2

X−
1
2
+‖Ã−

1
2 zt‖2

X−
1
2

)
≤ c11‖ηε1−ηε2‖L∞(R)

(
1+‖z(ε2)

t ‖2

X−
1
2
+‖zt‖2

X−
1
2

)
≤ c12‖ηε1−ηε2‖L∞(R).

Substituindo as estimativas anteriores em (4.11), obtemos

d
dt

[
1
2

(
‖zt‖2

X−
1
2
+‖z‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2

)]
≤

≤ c‖ηε1−ηε2‖L∞(R)+ c
[

1
2

(
‖zt‖2

X−
1
2
+‖z‖2

X−
1
2
−‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2

)]
,

e pela desigualdade de Gronwall,

1
2
‖zt‖2

X−
1
2
+

(
1
2
‖z‖2

X−
1
2
− 1

2
‖Ã−

1
2 z‖2

X−
1
2

)
≤ cec(t−s)‖ηε1−ηε2‖L∞(R), t ≥ s.
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Finalmente, o Lema 3.3.1 garante que

1
2
‖zt‖2

X−
1
2
+

λ1

2(1+λ1)
‖z‖2

X−
1
2
≤ cec(t−s)‖ηε1−ηε2‖L∞(R), t ≥ s,

isto é,

‖ut‖2

X
1
2
+‖u‖2

X
1
2
≤ cec(t−s)‖ηε1−ηε2‖L∞(R), t ≥ s,

e o resultado está provado.

Teorema 4.4.2. Para cada θ ∈ (λ ,1), a família de atratores exponenciais pullback {M ε
θ
(t) : t ∈

R}ε∈[0,1] é tal que existe uma constante ε1 ∈ [0,1] satisfazendo

sup
t∈R

{
distsymm

X
1
2×X

1
2

(
M ε

θ (t),M
0
θ (t))

}
≤ c‖ηε −η0‖ζ

L∞(Ω)
, 0≤ ε < ε1,

para algum 0 < ζ < 1 e c > 0 que são independentes de ε . Em particular, {M ε
θ
(t) : t ∈R}ε∈[0,1]

é semicontínua superior e inferior em ε0 = 0 para cada escolha particular de θ ∈ (λ ,1), isto é,
dado θ ∈ (λ ,1) temos

lim
ε→0+

[
sup
t∈R

{
dist

X
1
2×X

1
2

(
M ε

θ (t),M
0
θ (t)

)}]
= lim

ε→0+

[
sup
t∈R

{
dist

X
1
2×X

1
2

(
M 0

θ (t),M
ε
θ (t)

)}]
= 0.

Demonstração. Primeiramente, de acordo com o Lema 4.4.1, temos

Γ(ε,0)≤ cecT̃‖ηε −η0‖L∞(R),

onde Γ(ε,0) := supu∈B supt∈R supr∈[0,T̃ ]
∥∥S(ε)(r+ t, t)u−S(0)(r+ t, t)u

∥∥
X

1
2×X

1
2
.

Agora, uma vez que limε→0+ ‖ηε −η0‖L∞(R) = 0, existe ε1 ∈ [0,1] de modo que (veja
Teorema 4.1.1) para qualquer 0≤ ε < ε1 vale

sup
t∈R

{
distsymm

X
1
2×X

1
2

(
M ε

θ (t),M
0
θ (t)

)}
≤ cΓ(ε,0)ζ ≤ c̃‖ηε −η0‖ζ

L∞(R),

para algum c̃ > 0 e 0 < ζ < 1, provando o resultado.



67

CAPÍTULO

5
O ATRATOR PULLBACK

Neste capítulo, vamos mostrar a existência do atrator pullback para a família de processos
de evolução {S(ε)(t,s) : t ≥ s}ε∈[0,1], dada pelo Teorema 3.3.7, no espaço X

1
2 × X

1
2 , como

consequência da existência do atrator exponencial pullback.

5.1 Existência e semicontinuidade superior do atrator
pullback

Como consequência imediata do Corolário 2.6.8, obtemos a existência do atrator pullback
para o processo de evolução

{
S(ε)(t,s) : t ≥ s

}
.

Teorema 5.1.1. Para qualquer ε ∈ [0,1], o processo de evolução
{

S(ε)(t,s) : t ≥ s
}

dado por
(3.39) e associado ao problema (1.1), admite um atrator pullback {A ε(t) : t ∈ R} em X

1
2 ×X

1
2

tal que A ε(t) ⊂M ε
θ
(t) ⊂B para todo θ ∈ (λ ,1) e para todo t ∈ R. Além disso, cada seção

possui dimensão fractal finita limitada uniformemente por

dimF
(
A ε(t);V

)
≤

ln
(

mV (
2

θ−λ
)
)

− lnθ
, para todo t ∈ R.

Como B independe de ε , segue que
⋃

ε∈[0,1]
⋃

s∈RA ε(s)⊂B, ou seja, é limitado em X
1
2 ×X

1
2 .

No próximo resultado, provamos que a família {A ε(t) : t ∈ R}ε∈[0,1] de atratores pull-
back é semicontínua superiormente em ε0 = 0.

Teorema 5.1.2. A família de atratores pullback {A ε(t) : t ∈ R}ε∈[0,1] é semicontínua superior
em ε0 = 0, isto é, para cada t ∈ R temos

lim
ε→0+

[
dist

X
1
2×X

1
2

(
A ε(t),A 0(t)

)]
= 0.
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Demonstração. Em primeiro lugar, de acordo com o Teorema 5.1.1, temos que
⋃

ε∈[0,1]
⋃

r∈RA ε(r)

é um subconjunto limitado de X
1
2 ×X

1
2 . Logo, pela propriedade de atração pullback do conjunto

{A 0(t) : t ∈ R}, dados t ∈ R e δ > 0, existe um τ < t de modo que

dist
X

1
2×X

1
2

(
S(0)(t,τ)A ε(τ),A 0(t)

)
≤ dist

X
1
2×X

1
2

(
S(0)(t,τ)

( ⋃
ε∈[0,1]

⋃
r∈R

A ε(r)
)
,A 0(t)

)
<

δ

2
,

para todo ε ∈ [0,1].

Além disso, pelo Lemma 4.4.1, podemos escrever

∥∥∥S(ε)(t,τ)
[ u0

v0

]
−S(0)(t,τ)

[ u0

v0

]∥∥∥
X

1
2×X

1
2
≤ cec(t−τ)‖ηε −η0‖L∞(R),

[ u0

v0

]
∈A ε(τ),

e, uma vez que limε→0+ ‖ηε −η0‖L∞(R) = 0, podemos encontrar ε1 ∈ [0,1] de modo que

sup[u0
v0

]
∈A ε (τ)

∥∥∥S(ε)(t,τ)
[ u0

v0

]
−S(0)(t,τ)

[ u0

v0

]∥∥∥
X

1
2×X

1
2
<

δ

2
,

para todo ε ∈ [0,ε1].

Agora, uma vez que A ε(t) = S(ε)(t,τ)A ε(τ) para todo t ≥ τ , tem-se

dist
X

1
2×X

1
2

(
A ε(t),A 0(t)

)
≤

≤ dist
X

1
2×X

1
2

(
S(ε)(t,τ)A ε(τ),S(0)(t,τ)A ε(τ)

)
+dist

X
1
2×X

1
2

(
S(0)(t,τ)A ε(τ),A 0(t)

)
< sup[u0

v0

]
∈A ε (τ)

∥∥∥S(ε)(t,τ)
[ u0

v0

]
−S(0)(t,τ)

[ u0

v0

]∥∥∥
X

1
2×X

1
2
+

δ

2

< δ ,

para todo ε ∈ [0,ε1], o que prova a semicontinuidade superior da família de atratores pullback
{A ε(t) : t ∈ R}ε∈[0,1] em ε0 = 0.

5.2 Regularidade do atrator pullback

Na Seção 5.1, mostramos que para cada ε ∈ [0,1], existe um atrator pullback {A ε(t) :
t ∈ R} para o processo de evolução {S(ε)(t,s) : t ≥ s} associado ao problema de segunda ordem
(1.1) no espaço X

1
2 ×X

1
2 (veja Teorema 5.1.1). Além disso, o resultado afirma que o atrator

pullback é uniformemente (em relação a t ∈ R e ε ∈ [0,1]) limitado neste espaço.

Nesta seção, vamos fornecer um resultado sobre a regularidade do atrator pullback.
Mais precisamente, no Teorema 5.2.3, vamos provar que

⋃
ε∈[0,1]

⋃
t∈RA ε(t) é um subconjunto

limitado de X1×X1. Porém, exibiremos dois resultados auxiliares.
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Lema 5.2.1. (CARVALHO; CHOLEWA, 2008, Lema 3.1) Seja f̃ e := f e ◦ Ã. Se f satisfaz (1.4)
então existe uma constante c > 0 de modo que∥∥ f̃ e(φ)

∥∥
X

σ̃−1
2
≤ c
(

1+‖φ‖ρ

X
1
2

)
, φ ∈ X

1
2 ,

onde σ̃ := min
{

1, N+2
2 −ρ

N−2
2

}
, sempre que N ≥ 3.

Lema 5.2.2. Suponha que f satisfaça as condições (1.2) e (1.4). Seja σ̃ = min
{

1, N+2
2 −ρ

N−2
2

}
.

Então, para cada subconjunto limitado D de X
1
2 ×X

1
2 , existe uma constante C =C(D)> 0 de

modo que

sup
ε∈[0,1]

sup
[u0
v0]∈D

∥∥∥∥U (ε)(t,s)
[ u0

v0

]∥∥∥∥
X

1+σ̃
2 ×X

1+σ̃
2

≤C, sempre que t ≥ s.

Demonstração. Sejam ε ∈ [0,1], t ≥ s e D ⊂ X
1
2 ×X

1
2 um conjunto limitado. Note que Φs1 ◦

Φs2 = Φs1+s2 para todos s1,s2 ∈ R e, pelo Lema 4.2.7, temos Φ− σ̃

2
◦L(ε)
−1/2 = L(ε)

−1/2 ◦Φ− σ̃

2
. Do

Lema 3.2.1, temos o seguinte diagrama:

X
σ̃−1

2 ×X
σ̃−1

2

X−
1
2 ×X−

1
2

Φ σ̃
2

22

Φ1 // X
1
2 ×X

1
2

Φ σ̃
2

uu

X
1+σ̃

2 ×X
1+σ̃

2

Desta forma, obtemos as seguintes estimativas∥∥∥∥U (ε)(t,s)
[ u0

v0

]∥∥∥∥
X

1+σ̃
2 ×X

1+σ̃
2

=

=

∥∥∥∥Φ−1− σ̃

2
◦Φ1

∫ t

s
L(ε)
−1/2(t,τ)F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[ u0

v0

])
dτ

∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

=

∥∥∥∥Φ− σ̃

2

∫ t

s
L(ε)
−1/2(t,τ)F

(
Φ−1S(ε)(τ,s)

[ u0

v0

])
dτ

∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

≤
∫ t

s

∥∥L(ε)
−1/2(t,τ)

∥∥
L (X−

1
2×X−

1
2 )

∥∥∥∥Φ− σ̃

2
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[ u0

v0

])∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

dτ

≤
∫ t

s
Ke−α(t−τ)

∥∥∥∥Φ− σ̃

2
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[ u0

v0

])∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

dτ,

para todo
[u0

v0

]
∈ D, onde aplicamos o Lema 4.2.1 na última desigualdade.
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Entretanto, usando o Lema 5.2.1, obtemos para τ ∈ [s, t] a seguinte estimativa∥∥∥∥Φ− σ̃

2
F
(

Φ−1S(ε)(τ,s)
[ u0

v0

])∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

=

∥∥∥∥F(Φ−1S(ε)(τ,s)
[ u0

v0

])∥∥∥∥
X

σ̃−1
2 ×X

σ̃−1
2

=
∥∥∥ f̃ e
(

u(ε)
(
τ,s,(u0,v0)

))∥∥∥
X

σ̃−1
2

≤ c
(

1+
∥∥∥u(ε)

(
τ,s,(u0,v0)

)∥∥∥ρ

X
1
2

)
≤ c
(

1+ sup[
ũ
ṽ

]
∈γε([u0

v0],τ)

‖ũ‖ρ

X
1
2

)
,

e uma vez que
⋃

ε∈[0,1]
⋃

t∈R γε(D, t) é limitado em X
1
2 ×X

1
2 (veja Corolário 3.3.8), concluímos

que ∥∥∥∥U (ε)(t,s)
[ u0

v0

]∥∥∥∥
X

1+σ̃
2 ×X

1+σ̃
2

≤C
∫ t

s
e−α(t−τ) dτ ≤C,

quaisquer que sejam ε ∈ [0,1], s≤ t e
[u0

v0

]
∈ D.

Teorema 5.2.3. Suponhamos que f satisfaça as condições (1.2)-(1.4). Então⋃
ε∈[0,1]

⋃
t∈RA ε(t) é limitado em X1×X1.

Demonstração. Vamos denotar D :=
⋃

ε∈[0,1]
⋃

t∈RA ε(t) e seja x ∈ D arbitrário. Então x ∈
A ε0(t0) para algum t0 ∈R e para algum ε0 ∈ [0,1]. Suponha que {sn}n∈N seja uma sequência de
modo que sn≤ t0 para todo n∈N e limn→∞ sn =−∞. Uma vez que A ε0(t0)= S(ε0)(t0,sn)A ε0(sn)

para todo n∈N, temos que x= S(ε0)(t0,sn)xn para algum xn ∈A ε0(sn), n∈N, e usando o fato que
S(ε0)(t0,sn)xn = L(ε0)(t0,sn)xn+U (ε0)(t0,sn)xn e limn→∞ ‖L(ε0)(t0,sn)xn‖

X
1
2×X

1
2
= 0, concluímos

que

lim
n→∞

∥∥U (ε0)(t0,sn)xn− x
∥∥

X
1
2×X

1
2
= 0. (5.1)

Do Lema 5.2.2, temos ∥∥U (ε0)(t0,sn)xn
∥∥

X
1+σ̃

2 ×X
1+σ̃

2
≤C,

para todo n ∈N, com constante C =C(D)> 0 independente de x, ε0 e de t0. Como X
1+σ̃

2 ×X
1+σ̃

2

é reflexivo, podemos assumir sem perda de generalidade, que

U (ε0)(t0,sn)xn
w−→ y em X

1+σ̃

2 ×X
1+σ̃

2 ,

para algum y∈ X
1+σ̃

2 ×X
1+σ̃

2 . Como a imersão X
1+σ̃

2 ×X
1+σ̃

2 ↪→ X
1
2 ×X

1
2 é contínua na topologia

forte, segue (veja (BREZIS, 2010, Teorema 3.10)) que

U (ε0)(t0,sn)xn
w−→ y em X

1
2 ×X

1
2 ,
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e de (5.1), U (ε0)(t0,sn)xn
w−→ x em X

1
2 ×X

1
2 , isto é, y = x. Consequentemente,

‖x‖
X

1+σ̃
2 ×X

1+σ̃
2
≤ liminf

n→∞

∥∥U (ε0)(t0,sn)xn
∥∥

X
1+σ̃

2 ×X
1+σ̃

2
≤C,

e portanto D =
⋃

ε∈[0,1]
⋃

t∈RA ε(t) é limitado em X
1+σ̃

2 ×X
1+σ̃

2 .

Note que se σ̃ = 1 então o resultado está provado. Agora, suponhamos que σ̃ < 1 e
consideremos r0 := σ̃ e r1 := min

{
1, N+2

N−2r0
}

. Pela condição (1.4) e das imersões contínuas

X
1+r0

2 ↪→ L
2Nρ

N+2(1−r1) ↪→ L
2N

N+2(1−r1) (Ω) ↪→ X
r1−1

2 ,

obtemos para todo φ ∈ X
1+r0

2 que
(

denote r′ := 2N
N+2(1−r1)

)
‖ f̃ e(φ)‖

X
r1−1

2
≤ c0‖ f (φ)‖Lr′(Ω)

≤ c1
∥∥1+ |φ |ρ

∥∥
Lr′(Ω)

≤ c2

(
1+‖φ‖ρ

Lr′ρ (Ω)

)
≤ c

(
1+‖φ‖ρ

X
1+r0

2

)
,

(5.2)

para alguma constante c > 0.

Seja x ∈ D. Como no primeiro caso, temos que x = S(ε0)(t0,sn)xn para algum ε0 ∈ [0,1],
t0 ∈ R, sn ≤ t0 com limn→∞ sn =−∞ e xn ∈A ε0(sn). Sabemos que

lim
n→∞

∥∥U (ε0)(t0,sn)xn− x
∥∥

X
1
2×X

1
2
= 0.

Agora da expressão (4.2) do Lema 4.2.1, da relação (5.2) e da limitação de D em X
1+σ̃

2 ×X
1+σ̃

2 ,
obtemos∥∥∥U (ε0)(t0,sn)xn

∥∥∥
X

1+r1
2 ×X

1+r1
2

=

=

∥∥∥∥Φ−1− r1
2
◦Φ1

∫ t0

sn

L(ε0)
−1/2(t0,τ)F

(
Φ−1S(ε0)(τ,sn)xn

)
dτ

∥∥∥∥
X−

1
2×X−

1
2

≤
∫ t0

sn

Ke−α(t0−τ)
∥∥ f̃ e(u(ε0)(τ,sn,xn)

)∥∥
X

r1−1
2

dτ

≤
∫ t0

sn

ce−α(t0−τ)

(
1+‖u(ε0)(τ)‖ρ

X
1+r0

2

)
dτ

≤
∫ t0

sn

ce−α(t0−τ)

(
1+ sup

ũ∈D
‖ũ‖ρ

X
1+σ̃

2

)
dτ

≤C1,

para alguma constante C1 = C1(D) > 0 (independente de ε0, t0 e n). Como X
1+r1

2 ×X
1+r1

2 é
reflexivo, podemos assumir sem perda de generalidade, que

U (ε0)(t0,sn)xn
w−→ y em X

1+r1
2 ×X

1+r1
2 ,
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para algum y∈X
1+r1

2 ×X
1+r1

2 e como a imersão X
1+r1

2 ×X
1+r1

2 ↪→X
1
2 ×X

1
2 é contínua concluímos

que

U (ε0)(t0,sn)xn
w−→ y em X

1
2 ×X

1
2 ,

ou seja, x = y. Finalmente,

‖x‖
X

1+r1
2 ×X

1+r1
2
≤ liminf

n→∞

∥∥U (ε0)(t0,sn)xn
∥∥

X
1+r1

2 ×X
1+r1

2
≤C1,

provando que D é limitado em X
1+r1

2 ×X
1+r1

2 .

Se r1 =
(

N+2
N−2

)
r0 < 1, então continuamos com o processo anterior e obtemos que

⋃
ε∈[0,1]

⋃
t∈R

A ε(t) é limitado em X
1+r2

2 ×X
1+r2

2 ,

onde r2 := min
{

1,(N+2
N−2)

2r0
}

. Prosseguindo com esse processo, após um número finito de
passos, chegamos que rk := min

{
1,
(N+2

N−2

)kr0
}
= 1 para algum k ∈N (i.e., (N+2

N−2)
kr0 ≥ 1), o que

conclui esta prova.
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