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“Caminante, son tus huellas
el camino y nada mds;
caminante, no hay camino,
se hace camino al andar.

Al andar se hace el camino,
y al volver la vista atrds

se ve la senda que nunca

se ha de volver a pisar.
Caminante no hay camino
sino estelas en la mar.”
(Antonio Machado)






RESUMO

ROJAS, A. Automorfismos de curvas de Artin-Schreier. 2021. 87 p. Dissertacao (Mestrado em

Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

Vamos usar a teoria de Corpos de Funcdes Algébricas em uma varidvel para estudar o grupo
de automorfismos de curvas de Artin-Schreier, definidas sobre um corpo K algebricamente

fechado de caracteristica positiva. Nesse processo também estudaremos os subgrupos finitos de
PGL(2,K).

Palavras-chave: Curvas algébricas, Grupo de automorfismos, Corpos de funcdes algébricas.






ABSTRACT

ROJAS, A. Automorphisms of Artin-Schreier curves. 2021. 87 p. Dissertacdo (Mestrado em
Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

We use the theory of Algebraic Functions Fields in one variable to study the automorphism group
of Artin-Schreier curves, defined over an algebraically closed field K of positive characteristic.

In this process we also study the finite subgroups of PGL(2,K).

Keywords: Algebraic curves, Automorphism group, Algebraic function fields.
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CAPITULO

INTRODUCAO

As Curvas Algébricas estdo na intersecdo de diversas dreas da Matemdtica. Em Geome-
tria Algébrica sdo as variedades algébricas de dimensao 1, e em Geometria Complexa sdo as
superficies de Riemann compactas.

Elas também sdo utilizadas em Criptografia, em Teoria de Codigos, e outras dreas da Ciéncia e

da Engenharia.

Neste trabalho vamos olhar as curvas algébricas desde o ponto de vista da Geometria
Algébrica. Muitos conceitos e resultados que mencionaremos tém andlogos em Geometria
Complexa, onde métodos da Andlise (chamados de transcendentes) sao utilizados. A Geometria
Algébrica permite estender esses resultados para curvas sobre corpos distintos de C, e tirar a
hipétese de suavidade das curvas. A ideia € estudar as curvas e os mapas entre elas olhando
para os corpos de fungdes delas e os mapas induzidos entre esses corpos. A teoria de Corpos
de Funcdes Algébricas permite esse estudo, e também estabelece conexdes com a Algebra

Comutativa e a Teoria dos Numeros.

O grupo de automorfismos (ou simetrias) de uma variedade (seja algébrica, diferencial,
riemanianna...) determina uma grande parte da geometria dela. Em geral, objetos com mais
automorfismos tém uma geometria mais rica. Por exemplo, em Topologia Algébrica existe
uma correspondéncia entre os recobrimentos de um espaco e o grupo de automorfismos do seu
recobrimento universal (uma situagdo andloga a Teoria de Galois para extensdes de corpos).
Existe uma correspondéncia similar para curvas algébricas, porém nesse caso temos que conside-
rar "morfismos fracos"(mapas racionais), que coincidem com os morfismos comuns quando as
curvas s@o projetivas e ndo singulares. Além disso, os morfismos entre curvas algébricas podem
ser ramificados. Um exemplo de morfismo ramificado € o mapa z — 7" em C, note que todo

ponto fora da origem tem n preimagens, mas a origem s6 tem uma.

Entre algumas aplicagcOes tedricas, temos que algumas familias de curvas algébricas

podem ser classificadas por seus grupos de automorfismos. Além disso, podemos achar as subex-
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tensoes separdveis de um corpo de funcdes olhando para o grupo de automorfismos (Teorema
17). Também existem aplicacdes praticas. Por exemplo, os Jacobianas de curvas hipereliticas em
caracteristica dois sdo utilizados em sistemas criptograficos, baseados no problema do logaritmo
discreto. Nessas aplicacdes € muito importante conhecer o grupo de automorfismos do corpo
de fung¢des da curva; a seguranca oferecida pode ser reduzida se aquele grupo € muito grande
(GOB, 2004).

As curvas de Artin-Schreier sdao uma importante familia de curvas algébricas, e t€ém
sido muito estudadas recentemente. Algumas aplicagdes tedricas e praticas delas podem ser
encontradas em (GUNERI; OZBUDAK, 2007).

O objetivo deste trabalho € estudar a estrutura do grupo de automorfismos das curvas de Artin-

Schreier utilizando a Teoria de Corpos de Fungdes Algébricas em uma varidvel.

Comecaremos este capitulo mencionando os conceitos fundamentais da Geometria
Algébrica, com foco em curvas algébricas. Logo apresentaremos alguns conceitos e resultados
algébricos que serdo necessarios mais na frente.

No Capitulo 2 apresentaremos as ferramentas da Teoria de Corpos de Fungdes Algébricas que
serdo utilizadas nos proximos capitulos. No capitulo 3 mostraremos conexdes entre essa teoria e
a geometria das curvas algébricas, além de algumas aplicagdes importantes.

Os Capitulos 4 e 5 estdo baseados em (VALENTINI; MADAN, 1980), onde sao estudados os
grupos de automorfismos de curvas de Artin-Schreier. Alguns resultados intermediarios, como
os subgrupos finitos de PGL(2, K), sdo muito importantes no estudo geral de curvas algébricas

em caracteristica positiva.

1.1 Curvas algébricas

Todas as defini¢des e resultados nesta secdo podem ser encontrados em (HARTSHORNE,

1977, Capitulo 1), salvo meng¢do em contrério.

Seja K um corpo algebricamente fechado.
O espaco afim n-dimensional sobre K € o conjunto de n-uplas de elementos de K.
O espaco projetivo n-dimensional sobre K, é conjunto de classes equivaléncia de A"*1\ {0}

dadas pela seguinte relagdo:
(ag,-..,an) ~ (bo,...,by) <= 3IA € K* talque b; = Aa;, VO <i<n.

Um conjunto algébrico afim é o conjunto de zeros comuns em A"(K) de uma familia de
polindmios em 7 varidveis.
Uma conjunto algébrico projetivo é o conjunto de zeros comuns em P"(K) de uma familia de

polindmios homogéneos em n + 1 varidveis.

A topologia de Zariski, em A"(K) ou P"(K), é a topologia cujos fechados sdo os con-
juntos algébricos. Um conjunto algébrico é dito irredutivel se ndo é unido de dois subconjuntos
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algébricos préprios.
Um subconjunto aberto de um conjunto algébrico afim (resp. projetivo) ¢ um conjunto algébrico
quase-afim (resp. quase-projetivo). Os conjuntos algébricos irredutiveis e seus subconjuntos

abertos sdo chamados de variedades algébricas.

Dado W C A", defina
IW)={f €Klxi,...,xs] | f(x) =0, Vx e W}.

Se W for uma variedade algébrica fechada entdo I(W) é um ideal primo e o dominio K[W] :=
Kx1,...,xn]
1(w)

Uma curva algébrica plana afim (resp. projetiva) é um conjunto algébrico em A? (resp.

7z

¢ o anel de coordenadas de W.

em IP?) que é o conjunto de zeros de um tinico polindémio; o grau da curva é definido como o
grau daquele polindmio.
Uma reta € uma curva plana de grau 1. As conicas sdo curvas planas de grau 2, as cibicas tém

grau 3, as quarticas tém grau 4, etc. Os circulos, as parabolas e as hipérbolas sido conicas.

Seja Y uma variedade quase-afim em A"”. Uma fungdo f: Y — K é regularem P € Y se
existe um aberto U C A" tal que P € U C Y, e polindmios g,k € K[xy,...x,] tais que & ndo se

anulaem U e f = g/hem U. A fungdo f é dita regular se for regular em todo ponto de Y.

Seja Y uma variedade quase-projetiva (em P"). Uma funcdo f :Y — K é regular
em P €Y se existe um aberto U C A" tal que P € U C Y, e polindmios homogéneos g,/ €
K|xo,...x,] do mesmo grau tais que & ndo se anulaem U e f = g/hem U. A fungdo f é dita

regular se for regular em todo ponto de Y.

Se X e Y sdo variedades algébricas, um morfismo ¢ : X — Y € um mapa continuo tal
que para todo aberto V C Y e toda fungdo regular f:V — K, a funcdo fop: ¢! (V) > K¢
regular.

Desta maneira, as variedades algébricas junto com os morfismos descritos acima formam uma

categoria, que serd denotada por €. A Geometria Algébrica é o estudo desta categoria.
Exemplo1. 1. Sejai=1,...,n, 0 mapa
Qi A" =P e(ay,...,ap) =lar:...1,... 1 ay),

com 1 na i—ésima coordenada, € um isomorfismo sobre sua imagem, que € um aberto
de P". Seja Y C P" uma variedade projetiva, temos que (pl.’1 (Y) € uma variedade afim,

chamada a i—ésima carta local de Y.

2. O mergulho de Segre. y : P" xP* - PV, (ap:...:a,),(bo,...,bs) = (...,a;ibj,...) em
ordem lexicografica, com N =rs+s—+r.
Ele é uma bijecio sobre sua imagem, que é uma subvariedade de PV. Isso permite de-
finir uma estrutura de variedade em P x P* (espaco multiprojetivo), tornando ¥ num

isomorfismo. Assim, € admite produtos.
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3. O morfismo de Frobenius (carK = p > 0). E um morfismo bijetivo que ndo é um

isomorfismo, dado por

@:P" =P (ap,...,an) — (af,...,a}).

4. Os morfismos entre variedades afins sdo os mapas polinomiais, i.e.,
fA"—= A" f=(f1,...,fm) tal que f; € K[x1,...,x,].

Seja Y uma variedade e P € Y. O anel local de P em Y € formado pelas classes de
equivaléncia (U, f), onde U é um aberto ndo vazio de Y que contém P, f é uma funcao regular
em U, eonde (U, f) e (V,g) sdo equivalentes se f = gem UNV.

Temos que Op € de fato um anel local, cujo ideal maximal m € formado pelas func¢des regulares

que se anulam em P. O corpo residual &p/M € isomorfo a K.

O corpo de fungoes K(Y) de Y € o conjunto das classes de equivaléncia de pares (U, f),
onde U é um aberto ndo vazio de Y, f é uma fungéo regular em U, e onde dois pares (U, f)
e (V,g) sdo equivalentes se f = g em U NV. Os elementos de K(Y) sdo chamados fun¢des
racionais, e formam um corpo.

Temos as inclusdes naturais K <— Op — K(Y). Estes anéis sdo invariantes por isomorfismos.

A dimensao de uma variedade € o grau de transcendéncia do seu corpo de func¢des sobre
K (veja Subsecgdo 1.2.2).
Uma curva algébrica é uma variedade algébrica de dimensio 1. E ficil mostrar que toda curva

algébrica plana € uma curva algébrica.

Sejam X e Y variedades algébricas. Um mapa racional ¢ : X — Y € uma classe de
equivaléncia de pares (U, @), onde U é um aberto ndo vazio de X, ¢ é um morfismo de U em Y,
eonde (U, @) e (V,y) sdo equivalentes se ¢ = y em U NV. Um mapa racional ¢ dominante se
a imagem de um (e por tanto de qualquer) representante tem imagem densa no codominio.

As variedades algébricas, junto com os mapas racionais dominantes, formam uma nova categoria,
que serd denotada por ®. Os isomorfismos nessa categoria sao chamados mapas birracionais, e
as variedades isomorfas sao ditas birracionalmente equivalentes. A partir daqui usaremos os

termos morfismos e isomorfismos para morfismos e isomorfismos na categoria €.

Exemplo 2. 1. SejaY C A" uma variedade afim. Dado P € Y,
Op={reKX):r= f para algum f,g € K[X] com g(P) # 0}.
8

O corpo de funcdes de Y coincide com o corpo de fragdes do seu anel de coordenadas.

Os mapas racionais entre variedades afins tém a forma

N ,f_’") talqueﬁGK(V)-

f:VCA" W CA" f:( ,
81 Em 8i
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2. (SILVERMAN, 2009, Capitulo 1) Os anéis locais e os corpos de fun¢des de variedades
projetivas se definem como o anel correspondente a primeira carta local, que é uma
variedade afim (Exemplo 1 (1)).

Sejam V) e V; variedades projetivas. Um mapa racional ¢ : Vi — V, é um mapa da forma

¢=[¢o:...: ¢, onde
a) os ¢;(X) € K(Vp),
b) se ¢o,..., 0, € Opentdo [po(P) :...: ¢,(P)] € V2.

¢ ¢ dita regular em P se existe g € K(V)) tal que gf; € Op para todo i e gf;(P) # 0 para

algum i. Um morfismo ¢ um mapa racional regular em todo ponto.

Sejam X C A" uma variedade afim, fi,...,f, € K[X] geradores de I(X)e P€ X. X é
dfi
X

nao singular em P se [ (P)] tem posto n — r. A variedade € dita nao singular se for ndo

rxn
singular em cada ponto.

Um anel noetheriano local R com ideal maximal m e corpo residual k = R/m € dito um anel
local regular se dim; m/m? = dimR.

Teorema 3. Sejam X C A" uma variedade afim e P € X. X € regular em P se e somente se Op é

um anel local regular.

Seja Y uma variedade arbitraria. Y é nao singular em P € Y se Op é um anel local

regular. Y é nao singular se for ndo singular em todo ponto.

Teorema 4. 1. (SILVERMAN, 2009, Proposi¢do I1.2.1) Sejam % uma curva nio singular,
Pe% e @:%¢ — % ummaparacional. Entdo ¢ € regular em P. Em particular, se ¢ é nio

singular entdo ¢ € um morfismo.

2. (HARTSHORNE, 1977, Proposicao I1.6.8) Se X e Y sdo curvas projetivas entdo todo mapa

racional ¢ : X — Y € constante ou sobrejetor.

Seja ¢ uma curva algébrica plana afim, dada por uma equagdo f(x,y) =0, onde f €
K|x,y| irredutivel. Escreva

f:fm+fm+1+"'+fn

onde os f; sdo polindmios homogéneos de grau i e f;,;, # 0. O nimero m é a multiplicidade de X
em (0,0). Temos que (0,0) € € se e somente se m > 1 e ele é singular se e somente se m > 1.

No caso que se (0,0) € ¥ for singular, ainda podemos escrever

fm:Hl;i7 lieK[x7y]7grli:1-

As retas /;(x,y) = 0 sdo chamada de retas tangentes de % no ponto (0,0). O ponto (0,0) é uma

singularidade ordinaria se % possui m tangentes diferentes em (0,0).
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Os conceitos de multiplicidade, reta tangente e singularidade ordindria podem definidos em
qualquer P = (a,b) € €, olhando para o ponto (0,0) da curva f(x+a,y+b) =0.
Um no é uma singularidade ordinaria de multiplicidade 2. Por exemplo, a origem é um nodo da

curva y? —x*(x+1) = 0.

1.2 Topicos de Algebra
As defini¢des e resultados nesta secdo sao cldssicos e podem ser encontrados em (LANG,

2002), salvo men¢ao em contrario.

1.2.1 Grupos e Acoes
Sejam G um grupo, N < G e H < G. Sdo equivalentes
1. Para todo g € G existem unicos n € N, h € H tais que g = nh.
2. G=NH =HN,com NNH = {1}.

_— o . G . I L.
3. A composi¢do da projecdo canodnica 7 : G — N com ainclusdo i : H — G € um isomorfismo
de grupos.

4. Existe um morfismo f : G — H tal que f|y = Idy com nicleo N.

Nessa situagdo, diremos que G € o produto semidireto de N com H.

Sejam Q e N dois grupos. G € uma extensao de Q por N se existir uma sequéncia exata
l—N—G—Q—1.

Note que se a sequéncia acima cinde pela direita, entdo a G € um produto semidireto.
Seja G um grupo e H um subgrupo. O cardinal do conjunto das classes laterais a esquerda
{gH | g € G} é chamado de indice de H em G, e serd denotado por [G : H].

Observacio 5. G age no conjunto das classes laterais a esquerda de H, fazendo f-gH := (fg)H.
Seja n =[G : H], temos um homomorfismo de grupos G — S, induzido pela acéo anterior, cujo
nucleo é ﬂ gHg_1 CH.

geG

O centro de G € o subgrupo

Z(G)={g <€ G| gh=hg, Yhe G}.
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Se H é um subgrupo de ordem 2, é claro que H <G se e somente se H C Z(G).

O normalizador de H em G ¢ o subgrupo
NG(H) ={g € G| gH = Hg}.

Ele contém a todos os subgrupos K de G tais que H < K, em particular H < Ng(H).

Seja p um fator primo de |G| . H é um p—subgrupo se |[H| = p* para algum k € N;

quando k € maximal, H é chamado de p—subgrupo de Sylow.

Teorema 6 (Teorema de Sylow). Sejam G e p como acima. Temos:

1. Todos os p—subgrupos de Sylow sdo conjugados.
2. Todo p—subgrupo estd contido num p—subgrupo de Sylow.

3. Sejan, o nimero de p—subgrupos de Sylow, logo n, =1 mod p e n, =[G : Ng(P)], onde
P € qualquer p—subgrupo de Sylow.

Proposicao 7. (HUNGERFORD, 1974, Capitulo II) Os subgrupos de ordem 12 sdo: Z, X Zsg,
Z12, Ay, Dg e um grupo gerado por elementos a, b tais que |a| = 6, b*> = a® e ba = a~'b.

Proposicao 8. (HUPPERT, 1967, Satz 1.8.14) O tnico grupo simples de ordem 60 € As.

Grupos de matrizes

* GL(n,K): Matrizes quadradas invertiveis de ordem n X n sobre o corpo K.

* PGL(n,K): Grupo linear projetivo de dimenséo n sobre o corpo K, i.e., GL(n,K)/K*,

. . . a 0
onde K* é identificado com as matrizes invertiveis de ordem n x n da forma ) ,
a

comae€ K*.
* PGL(n,q) := PGL(n,FF,), veja o Teorema 22.

» PSL(n,q): Grupo linear especial projetivo de dimensao n sobre Fg, i.e. o subgrupo de

PGL(n,q) obtido ao considerar apenas matrizes com determinante 1 no quociente.

* PGU(n,q): Grupo unitdrio projetivo de dimensdo 7 sobre [, i.e., o subgrupo de PGL (7, q)

obtido a considerar apenas matrizes ortogonais no quociente.

Proposicao 9. (HUPPERT, 1967, Satz 11.6.14)

1. Ay ~PSL(2,3).

2. S4~PGL(2,3).
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3. As ~PGL(2,4) ~ PSL(2,5).

Teorema 10. (ZASSENHAUS, 1936) Seja G um grupo de permutagao 2—transitivo de grau
n+ 1, onde duas permutacdes sdo iguais se e somente coincidem em trés pontos. Dados dois

pontos, seja m o subgrupo das permutacdes que fixam eles. Temos que

—1
.« d:= ymy:”Z oun—1le|Gl=d-n-(n+1).
* Sed= % entdo G ~ PSL(2,q), onde ¢ é a poténcia de um primo impar.

* Sed =n—1emé abeliano, entdo G ~ PGL(2,¢q), onde ¢ é a poténcia de um primo.

Seja um grupo G agindo num conjunto X. G € um grupo de permutacoes de X, e os
elementos de X sdo chamados pontos. A acao serd denotada por g-x, ou por gx, onde g € G e
x € X. Dois pontos x,y € X sdo conjugados se existe g € G tal que x = g-x. A érbitade x é o

conjunto dos pontos conjugados com x.

Observacdo 11. «, 3 € G sdo conjugados se existe ® € G tais que 0(o(P)) = B(w(P)) para
todo P € X.

A ac@o ¢ transitiva se possui uma unica 6rbita. A agao é (fortemente) k—transitiva se
para cada par (x1,...,x¢),(1,...,yx) € X¥ existe (um tnico) g € G tal que g-x; = y; para cada
i=1,... k.

Dado x € X, o estabilizador de X é o subgrupo Stab(x) tal que g-x = x. O seguinte

resultado, de f4cil demonstracdo, relaciona os conceitos anteriores.

Observacao 12. A acdo de G sobre X é (fortemente) k—transitiva se e somente se a acao ¢é

transitiva e para todo x € G, Stab(x) age (fortemente) (k — 1)—transitivamente sobre X \ {x}.

1.2.2 Corpos e teoria de Galois

Proposicao 13 (Decomposi¢do em fragdes parciais). Sejam f(x) e g(x) polindmios sobre um
k

corpo K, e seja g(x) = H pi(x)" uma descomposic@o de g(x) em fatores irredutiveis. Existem
i=1

polinémios b(x) e a;; sobre K com gra;;(x) < grp;(x) tais que

Temos b(x) e a;j(x) sdo os unicos polindmios com essa propriedade, e b(x) € K se gr f(x) >

grg(x).
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Seja F um corpo e sejam K um subcorpo e S um subconjunto de F. Definimos K ()
como sendo o menor subgrupo de F' que contém K e S. Em particular, se S for outro subcorpo de

F, K(S) é chamada a composicio de K e S em F, e serd denotado por KL.

Uma extensdo algébrica L/K ¢é dita normal se satisfaz uma de seguintes condigoes

equivalentes:

* Todo polindmio sobre K se decompde sobre L.

* L ¢& o corpo de decomposicao de uma familia de polindmios sobre K. (i.e., L € a subextensao

de K gerada pelas raizes daquela familia de polindmios).

* Para toda extensdo E /L, a imagem de todo homomorfismo de corpos K—linear 6 : L — E
éL.

Proposicdo 14. Sejam L/E /K extensdes algébricas. Se L/K é normal entdo L/E é normal.

Uma extensdo algébrica L/K é dita separavel se para todo a € L, o polindmio minimal
de a é um polinémio separavel, i.e., se tem somente raizes com multiplicidade 1 em K.
Um elemento a € L é dito puramente inseparavel sobre K. se existe n > 0 tal que a” € K. A
extensdo L/K é dita puramente inseparavel se todo elemento de L é puramente inseparével

sobre K. Note que todo corpo € puramente insepardvel sobre se mesmo.

Proposicao 15. Se f € um polindmio irredutivel ndo separdavel sobre K entdo carK =p >0¢e f

¢ da forma

co+cpr+csz2p+ .-~ ondec; €K.

Proposicao 16. Sejam K D E D L extensdes finitas de corpos. Temos:

1. L/K é separével se e somente se L/E e E /K s@o separaveis.
2. (Teorema do elemento primitivo). Se L/K & separdvel entdo existe a € L tal que L = K(a).

Proposicao 17. Seja L/K uma extensdo algébrica, existe uma tnico corpo S tal que K C S C K,

S/K é separdvel e L/S é puramente inseparavel.

Seja L/K uma extensdo algébrica de caracteristica p > 0. Um corpo ¢ dito perfeito
se nao possui extensdes insepardveis além dele mesmo, ou equivalentemente se toda extensao

algébrica dele é separdvel.

Proposicao 18. Os corpos finitos, os corpos algebricamente fechados e os corpos de caracteristica

zero sdo perfeitos.
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Seja L/K uma extensdo de corpos. O grupo de automorfismos K-lineares de L serd
denotado por Aut(L/K). Seja H um subgrupo de Aut(L/K), o corpo fixo de H é o corpo

[ ={acL|o(a)=a,Vo €H}.

L/K ¢ galoisiana se for normal e separdvel. Uma extensdo galoisiana é ciclica se seu grupo de

Galois € ciclico.

Teorema 19 (Artin). Seja L um corpo com grupo de automorfismos Aut(L) e G um subgrupo de
ordem n < o. Seja K = LY, ento [L : K] = n, L/K é galoisiana e G = Aut(L/K).

Teorema 20 (Galois). Seja L/K uma extensdo galoisiana com grupo de Galois G.

{KCECL} LR { subgrupos H < G}

E Gal(L/E)
Y H

Uma subextensdo E /K é galoisiana se e somente se H = Aut(L/E) é normal em G. Nesse caso,
o +— 0| define um isomorfismo G/H = Aut(E/K); assim temos uma sequéncia exata curta
de grupos

0 — Gal(L/E) — Gal(L/K) — Gal(E/K) — 0

Sejam L/K uma extensdo galoisiana finita e a € L. O trago de a é a fungdo Tr: L — K

definida por Tr(a) = Z o(a).
ceAu(L/K)

Proposicao 21. Tr é uma funcdo K—linear.
A seguir listamos a principais propriedades dos corpos finitos.

Teorema 22. Sejam p um nimero primo e IF, = Z/pZ. Temos:

1. Para todo n > 1, existe um tnico subcorpo [F» de E com p" elementos, dado pelo corpo

de decomposicdo de 77" —T.

2. Fyn CFpm se e somente se n|m. Nesse caso, Fn /IF,» é galoisiana e primitiva. O seu grupo

de Galois é ciclico e tem ordem m/n, gerado pelo automorfismo de Frobenius,

FI‘Obpn : Fpm — ]Fpm

a—> a(Pn)

3. O grupo multiplicativo F;;m é ciclico de ordem p" — 1.

Observacio 23. Por (3) do teorema anterior, a equagdo x’ = a tem solugdo em [F,» se e somente
n

se med(z, p" — 1) divide p

, onde r € o minimo inteiro positivo tal que a” = 1.
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Seja L/K uma extensdo de corpos e S C L. S é algebricamente dependente sobre K se
existemn € N, f € K[x,...,x,| € s1,...,5, € S tais que f(sy,...,s,) = 0. Caso contrdrio, § é
dito algebricamente independente. S ¢ uma base de transcendéncia de F' sobre K se for um

conjunto algebricamente independente maximal (no sentido da inclusao).

Proposicao 24. Seja L/K uma extensdo de corpos:

» Existe uma base de transcendéncia de L sobre K (poder ser vazia).
* Todo par de bases de transcendéncia de L sobre K t€ém mesma cardinalidade.

* S é uma base de transcendéncia de L/K se e somente se F € algébrico sobre K(S)

O grau de transcendéncia de L sobre K é a cardinalidade de qualquer base de transcen-

déncia de L sobre K, serd denotado por gr. trg L.

Teorema 25 (Normalizacdo de Noether). Seja A um dominio finitamente gerado sobre um corpo
K perfeito, seja F € seu corpo de fracdes. Logo existe uma base de transcendéncia xp,...,x,

sobre K tal que F /K(xy,...,x,) é uma extensdo finita separavel.
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CAPITULO

CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS NUMA
VARIAVEL

Todos os resultados podem ser encontrados em (STICHTENOTH, 2009, Capitulos 3 e

4), salvo mencao em contrario.

Seja K um corpo perfeito. Um corpo de funcoes algébricas em uma variavel F /K é
uma extensao de corpos tal que [F : K(x)] < oo, para algum x € F transcendente sobre K. As
vezes, F /K serd denotado simplesmente por F.

Os exemplos mais simples s3o os corpos de funcdes racionais F = K(x), com x transcendente
sobre K.

Ao longo deste capitulo, O corpo de constantes de F /K ¢é
K =icp(K) = {z € F |z é algébrico sobre K}.

Proposi¢io 26. [K : K] < o

Daqui para a frente, F /K serd um corpo de fungdes algébricas tal que K ¢ algebricamente
fechadoem F, ie., K = K.

Observacdo 27. Seja F'/K um corpo de fungdes algébricas, temos que z € F' é transcendente
sobre K se e somente se [F : K(z)] < e. De fato, se z for transcendente sobre K, {z,x} tem que
ser algebricamente dependente pois gr.trg FF = 1 (Proposigdo 24), entdo existe f € K[t1,1] tal
que f(z,x) =0, logo [K(z,x) : K(z)] < degf e [F:K(z)] =[F: K(z,x)]|[K(z,x) : K(z)] <oo. A
reciproca € trivial.

Em particular, se E C F é um subcorpo tal que [F : E] < oo, entdo E /K é um corpo de fungdes
algébricas. De fato, existe z € E \ K transcendente sobre K (caso contrério, E/K e F /K sdo
extensdes algébricas), segue que [F : K(z)] = [F : E|[E : K(2)] < o0, logo [E : K(z)] < oo. Se K é
algebricamente fechado em F, 0 mesmo acontece em E.
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2.1 Lugares, divisores e o género

Um anel de valorizacio de F /K é um subanel K C & C F tal que para todo z € F:
z€0ouzlco.

Proposicdo 28. Seja ¢ um anel de valorizagio de F /K:

1. & é um anel local, como ideal maximal P = &'\ 0.
2. KCOeKknP={0}.
3. P ¢ um ideal principal.

4. ¢ é um anel de valorizacgao discreta.

Um lugar P de F /K é o ideal maximal de algum anel de valorizagdo ¢ em F /K. Um
elemento primo ¢ € P é um gerador de P em &. O conjunto de lugares de F /K serd denotado

por Pr.
Uma valorizacio discreta em F /K é uma fungio v: F — ZU {eo} satisfazendo:
l. v(x) =00 <= x=0,
2. v(xy) =v(x)+v(y) paratodo x,y € F,
3. v(x+y) =min{v(x),v(y)} se v(x) # v(y),
4. existe z € F tal que v(z) = 1,

5. v(a) =0 para todo a € K\ {0}.

Dado P € PF, a valorizacio discreta correspondente (Proposicao 7) sera denotada por vp. Além
disso, P é um zero de ordem n de z se vp(z) =n >0, ¢ P é um polo de ordem » de 7z se
vp(z) = —n<O0.

O corpo residual de P é Fp = Op/P; aclasse de x € 0), serd denotada por x(P), e parax € F\ 0
escrevemos x(P) = o. Assim, o corpo residual de P pode ser pensado como o conjunto de valores

que pode tomar uma func¢do racional no ponto P.

Proposicao 29. Temos que K C Fp e € uma extensao finita.

O grau de P é definido como [Fp : K]. Serd denotado por gr P.
Proposicao 30. 1. Todo corpo de fungdes tem um nimero infinito de lugares.

2. Todo x € F \ K tem um niimero finito de zeros e polos.
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O grupo de divisores Div(F) de F /K é o grupo abeliano livre com base Pp.
Dados Q € Pr e D = Y pcp, npP € Div(F), definimos a valorizagio do divisor D em Q por
vo(D) = ng. O grau é o homomorfismo de grupos Div — Z definido por

grD = Z vp(D)grP.
PePr

Vamos considerar o seguinte ordem parcial em Div(F):
D) < Dy <= vp(Dy) < VP(DQ), VP € Pr.

Um divisor A € dito efetivo se A > 0.

Sejam x € F* e Z (resp. N) o conjunto de zeros (resp. polos) de x. Definimos

(x)o=)_ vp(x)P , o divisor de zeros de x,
Pez

(%) = Y (—vp(x))P , 0 divisor de polos de x,
PEN

(x)=(x)o— (*)eo , o divisor principal de x.

F

(oo

Também usaremos a notagdo (x)F, (x)§ e (x)
Claramente (x)o, (x)e sdo efetivos e (x) = ¥ pep, vp(x)P. Também temos: x € K <= (x) =0,
sempre que K = K.

O subgrupo dos divisores principais de F' /K é denotado por Princ(F'). Estaremos interes-

sados na relagcdo de equivalencia
D~D <= 3xeF*talque D=D+(x),
ou equivalentemente [D] = [D'] € CI(F) := Div(F )/ Princ(F).
Dado A € Div(F), o espaco de Riemann-Roch de A é o K—espaco vetorial
Z(A)={xeF|(x)>—-A}U{0}.

Denotaremos dimg (-Z(A)) por I(A).
Se A= ZniP,- — ijQj >0, com n;,m; > 0, temos que x € £ (A) <= x tem zeros de ordem

> mjem Qj, e tem polos apenas em {P,...,P.} de ordem < n;.
Teorema 31. Para todo x € F \ K,

gr(x)o = gr(x)e = [F : K(x)].
Em particular, todo divisor principal tem grau zero.
Teorema 32. 1. Z(A)#{0} <= A" ~AcomA’ >0.

2. Se A < Oentio Z(A) ={0}. £(0) =K.
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3. Se A~ A’entio £(A) = LA).

Proposicao 33 (¢ = Y+ 1). Existe uma constante y € Z tal que para todo A € Div(F): grA —
I(A) <.

O género de F /K esta definido como
g =max{grA—1I(A)+1|A € Div(F)};
¢ um inteiro ndo negativo; temos [(A) > grA+1—g.

Agora apresentaremos uma classe especial de divisores que provém de diferenciais sobre

curvas algébricas. Na secdo 4 daremos outra interpretacao desses conceitos.

Um adele de F /K é um mapa « : Py — F tal que op := a(P) € Op paratodo P € Pp
salvo em uma quantidade finita deles. O conjunto de adeles de F /K serd denotado por <7 ; ele é
um K —espago vetorial.
O adele principal de x € F ¢ a funcdo constante & = x (lembre que x tem uma quantidade finita

de zeros e polos). Assim obtemos um mergulho F — o7F.

Podemos estender a valorizagdo v, a @7 escrevendo vp(@) := v, (ap). Dado A € Div(F)
definimos .7 (A) = {a € % |vp(a) > —v, (@)}, € um subespago de 27

Um diferencial de Weil de F/K é um mapa K—linear @ : @/ — K que se anula em
F(A) + F para algum A € Div(F). O conjunto dos diferenciais de Weil serd denotado por Q.
Dados w € Qf e A € Div(A), definimos

.Q.F(A) = {CO € Qp ’ﬂF(A) +F C kera)},
M(®) = {A € Div(A) | #(A) +F C ker)

Lema 34. Seja o € Qp \ {0}. Existe um tnico divisor W € M(w) tal que A < W para todo
AeM(o).

O divisor W no lema anterior € o divisor candnico de w; sera denotado por (®).
Sejam w € Qf \ {0} e P € Pr. Definimos vp(®) = vp((®)). Se vp(®) > 0, o € dito regular
em P; o ¢ dito regular (ou holomorfa) se for regular em cada P € Pr.
E facil verificar que Q forma um F-espago vetorial com a operacio x® : o7 — K, (x@)(a) =
o(xa).
Temos que Qr(A) = {w € Qr|® =0o0u (@) > A} e Qr(0) é o conjunto das diferenciais

holomorfas.
Proposicao 35. 1. dimgQp =g.
2. Se A € Div(F): dimg Qr(A) =1(A) —gr(A)+g— 1.

3. QF tem dimensao 1 sobre F.
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4. Dadosx € F* e 0# @ € QF: (xo) = (x) + (®).

5. Todos os divisores candnicos sdo equivalentes entre si.

A seguir apresentaremos o Teorema de Riemann-Roch, um dos teoremas mais impor-
tantes desta teoria. Ele também pode ser provado em variedades complexas usando "métodos

trascendentais"(Andlise Complexa em Superficies de Riemann).
Teorema 36 (Riemann-Roch). Seja W um divisor candnico de F /K. Para todo A € Div(F):
I(A) =grA+1—g+I(W—-A)

Corolario 37. Sejam A,W € Div(F)

1. SegrA>2g—lentdol(A) =grA+1—g.

2. W é um divisor candnico se e somente se grW =2g —2 e [(W) > g (de fato, temos a

igualdade).

Seja P € Pr, uma lacuna de P é um n € N tal que ndo existe x € F com (x)e = nP.

Teorema 38 (Weierstrass). Seja g o género de F /K, seja P € Pp:

1. O conjunto das ndo lacunas de um lugar forma um subsemigrupo aditivo de N.
2. Para cada n > 2g existe x € F com (x). = nP.

3. Se grP = 1 entdo existem exatamente g lacunas de P, iy < --- <ig tal que iy =1 e
ig <2¢—1.

Observacao 39. Sdo equivalentes:

* a+ 1 éuma lacunade P,

e Z((a+1)P) =.Z(aP)

dimg Qr((a+1)P) = dimg Qr(aP) — 1 (Proposi¢do 35(2) e Teorema de Riemann-Roch),

existe 0 € Qr tal que v,(w) = a.

Proposicao 40. a ¢ uma ndo lacuna do lugar P se somente se /(aP) =1((a—1)P)+ 1.
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2.2 Extensoes finitas de corpos de funcoes

Seja F’ /K’ um corpo de fungdes. Ele é uma extensio finita de F /K se F'/F é finita e
K' D K. Neste caso, K' /K é finita. Assumiremos que K e K’ sdo algebricamente fechados em F
e F' respectivamente.
Se F' = FK', F' /K’ é dita uma extensio de constantes de F /K.

Um lugar P’ € Pr esta acima de P € Pp se P C P'; também diremos que P’ é uma
extensdo de P em F’'/K’, ou que P’ se restringe a P. Isso serd denotado por P’|P. O conjunto

dos lugares de F'/K’ acima de P serd denotado por Pz (P).

Proposicao 41. Sejam P € Pg e P’ € Pp,. Temos:
P|P < OpC Op <= existe e > 1 tal que vp/|r = e-vp.

Nesse caso, Op = OpNFeP=PNF.

O inteiro e(P'|F) := e na proposi¢do anterior é o indice de ramifica¢io de P’ sobre F
(ou sobre P); também seré denotado por e(P’|P).
O inteiro f(P'|F) := [Fp, : Fp] é o grau relativo de P’ sobre F (ou sobre P); também serd
denotado por f(P'|P).

Observacio 42. Sejam P’ ¢ P como acima, com a condi¢io adicional K’ = K. Temos que
[F} : K] = [Fpr : Fp][Fp : K], logo

grP' = f(P'|P)grP.
Em particular, se gr P’ = 1 (como quando K ¢ algebricamente fechado) entdo f(P'|E) = 1.
Proposicio 43. o f(P'|P) <oo<=>[F':F] <oo.
e Para todo P’ € Pz existe um tnico P € P tal que P'|P.
* Paratodo P € Pr, Pp/(P) € finito ndo vazio.

Assim, denotaremos P’ por Pr, onde P = P'NF.

Uma torre de corpos de funcdes algébricas é uma torre de corpos F”” O F' O F, onde
F", F" e F sdo corpos de fungdes algébricas com o mesmo corpo de constantes. Neste caso F’ é

dita uma subextensio de F” que contém F.

Proposicio 44 (Transitividade). Seja F” D F’ O F uma torre de corpos de fungdes algébricas,

temos que
e (P"|P) =¢(P"|P')-e(P'|P).

f(P"IP)=f(P"|P")-f(P'|P).
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Teorema 45 (Igualdade Fundamental). Seja F’/K’ uma extensdo finita F/K de corpos de
funcgdes, seja P € Pr. Entdo

Y, e(P|P)f(P'|P)=[F":F].

P'ePp(P)
Se[F':F]l=nPcPreP €Pp:

1. P’ é ramificado se e(P'|F) > 1. Diremos que P se ramifica quando tem pelo menos uma

extensdo ramificada.

2. P se decompde completamente quando F’'/F se |Pp/(P)| = n (i.e., para todo P'|P:
e(P'|F) = f(P'|F) =1).

3. P seramifica totalmente quando |Pz/ (P)| =1 e e(P'|F) = n. Diremos que P’ é totalmente

ramificado.

A Conorma Cong : Div(F) — Div(F') € o homomorfismo de grupos definido por

COHF//F( Z l’lp-P) = Z np- (Z e(P']F)P’)

PePr PePr P'|P

Proposicao 46.  Paratodo x € F*:
Cong/pr((0)F) = (), Conpp((06) = @)5,  Congp((x)E) = ()L

+ er(Conpr(4) = (1 10

grA.

A continuacdo vamos introduzir o Diferente de extensdes separdveis. Ele aparece na
féormula do género de Hurwitz, na féormula da Cotrago (secdo 5), e esta ligado aos tipos de
ramificagdo (mansa e selvagem).

Seja F /K um corpo de fungdes, note que uma extensdo finita F’ de F é um corpo de fungdes
sobre K, cujo corpo de constantes é K’ = icg/(K). Assumiremos que F’/F é separavel.
Seja P € Pr, o conjunto

Cp = {Z S F/| TI‘F//F(Z' ﬁ;:) C ﬁp}

¢ o modulo complementar sobre &p, onde

Op=icp(Op) =) Op
PP

Teorema 47. 1. ¢p é um Op—médulo e Op C Gp.

2. Exister € F' tal que 6p =t - Op. Além disso, para todo P'|P: vp/(t) <0, e paratodor’ € F’:
6p=1-Op < vp(t') = vp(t) para todo P'|P



36 Capitulo 2. Corpos de Fungoes algébricas numa varidvel

3. %p = O} para todo P € P salvo uma quantidade finita.

O inteiro d(P'|P) := —vpi(t) é chamado de exponente no Diferente de P’ sobre P.

O Diferente da extenséo separdvel F’/F é o divisor efetivo

Diff(F'/F) =Y Y d(P'|P)-P
PPy P[P
Proposi¢io 48 (Transitividade do Diferente). Seja F”” D F’ D F uma torre de corpos de fungdes

algébricas, onde todas as extensdes sdo separdveis, temos que

« Diff(F"/F) = Conpn /p: (Diff(F' /F)) + Ditf(F" /F").
e Para P € Ppr: d(P|F) = e(P|F') - d(Pg:|F) +d(P|F").

Teorema 49 (Férmula do Género de Hurwitz). Sejam F /K um corpo de fun¢des de género g
e F'/F uma extensdo finita separdvel. Sejam K’ o corpo de constantes de F’ ¢ g’ o género de
F'/K'. Entdo

[F': F]

/
2 "2= KK

(2g —2) + gr(Diff(F'/F))

Teorema 50 (Teorema do Diferente de Dedekind). Seja F’/F uma extensdo finita separavel de

corpos de fungdes. Entdo para todo P'|P:

d(P'|P) > e(P'|P) - 1.

d(P'|P) = e(P'|P) — 1 se e somente se car(k) 1 e(P'|P) (em particular, se carK = 0).
Seja P’ € Py uma extensio de P € Pg:

* Diremos que P’ (ou P) tem ramificacio mansa (resp. selvagem) se ¢(P'|P) > 1 e nédo é

divisivel por carK (resp. é divisivel por carK).

* Diremos que P tem ramificacao selvagem se tem pelo menos um extensdao com ramifica-

cdo selvagem.
Corolario 51. 1. P'|P tem ramificagdo selvagem <= d(P'|P) > e(P'|P).
2. Todo os lugares de F /K sdo ndo ramificados salvo uma quantidade finita.

3. Se F/K(x) é finita separdavel de grau > 1 entdo é ramificada (F /K possui um lugar

ramificado).

Teorema 52 (Teorema de Lur6th). Todo subcorpo de um corpo de funcdes racional € racional,

i.e., se K C Fy C K(x) entdo Fy = K(y) para algum y € Fy.
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Agora daremos algumas propriedades das extensdes de constantes.

Proposicao 53. Seja F'/K’ uma extensdo de constantes de F /K.

1. F’/F é ndo ramificado.
2. F'/K' tem o mesmo género que F /K.

3. Se P'|P, entdo Fpr = FpK'.

Um elemento x € F é um elemento separante de F'/K se F /K (x) é separdvel.

Proposicdo 54. 1. Sejaz € F tal que carK {vp(z) para algum P € Pr. Entdo z é um elemento

separante de /K. Em particular, os elementos primos de lugares de F sdo separantes.

2. Existem x,y € F tal que x é um elemento separante ¢ F = K(x,y). Em particular, F estd
determinada por uma equagdo da forma g(x,y) =0, onde g € K|x,y] (Teorema do elemento

primitivo).

3. Paracadan > 1, o subcorpo F?' C F (a imagem de Frob” : F — F, veja o Teorema 22)

tem as seguintes propriedades:

« KC FP" e F/FP" é puramente insepardvel de grau p”.
 F e FP" sdo isomorfos (por Frob™), logo F?" /K e F /K t¢ém o mesmo género.

* Suponha que K C Fy C F e F / Fjy é puramente inseparével de grau p". Entdo Fy = F P,

4. z € F é um elemento separante de F /K se e somente se z ¢ F?".

2.3 Extensoes galoisianas

O grupo de automorfismos de um corpo de fungdes algébricas F /K é o grupo Aut(F /K)
formado pelos automorfismos de K—algebras de F.

Teorema 55. (SCHMID, 1938) Seja F'/K um corpo de fun¢des de género g > 2. Temos que
Aut(F /K) é finito.

Uma aplicacao do grupo de automorfismos € conhecer os subcorpos separaveis de um
corpos de fungdes dado.

Teorema 56. (GOB, 2004, Teorema 1.25) Sejam F’ /K e F /K corpos de fun¢des com corpos
de constantes K, tal F//F é uma extensdo separdvel. Se Aut(F’/K) é finito entéo existe um
subgrupo finito U < F'/K tal que F = (F')Y.,
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Nos Capitulos 3 e 4 vamos focar em extensdes de corpos de funcdes do tipo F/FC, onde
G ¢ um subgrupo finito de Aut(F /K). Pelo Teorema de Artin, essas extensdes serdo galoisianas,
e pela Observagio 27, FU /K é de fato um corpo de funcdes algébricas.
O seguinte teorema mostra como o grupo de automorfismo de uma extensio age nas extensoes

dos lugares e nos parametros de ramificacdo.
Teorema 57. Seja F*/F uma extensdo finita de corpos de fungdes, P € Pr e P* € Pr/(P). Seja
o € Aut(F'/F). Temos que 6(P*) € P e

L vg(pr)(y) = vp:(6~1(y)) para todo y € F*, em particular gro(P*) = gr P*

2. o(P*)|Pe Ogpy=0(0p),

3. e(6(P)|P) = e(P*|P) e f(o(P)|P) = f(P*|P),

4. se F* e F tem o mesmo corpo de constantes, gr o (P*) = P* (Observagio 42),

5. se F*/F for galoisiana, d(c(P*)|P) = d(P*|P).

Observacao 58. * Revisando a prova de (1) do teorema anterior em (STICHTENOTH,

2009, Lema 3.5.2.), obtemos um fato mais geral:

vp(y) = vg(p)(0(y)), onde 6 € Aut(F/K), PEPrey€ F.

* Seja A € Div(F) e seja 6(A) € Div(F) definido por vs(p)(0(A)) = vp(A), € claro que
o(Z(A) = Z(c(A)).

Teorema 59. (ENGLER; PRESTEL, 2005, Teorema 3.2.14) Seja F’ /F uma extenséo normal
finita de corpos de fungdes Py, P, € Pr/(P), existe 0 € Aut(F'/F) tal que 6(P,) = P», ou seja,
Aut(F'/F) age transitivamente em Pz (P). Em particular, se Py, ..., P, € Pp/(P), temos que:

* Podemos definir e(P) := e(P|P) = e(Pj|P) e f(P) := f(P|P) = e(Pj|P), onde i,j =

1,...,r, similarmente com o exponente no diferente se F’/F for galoisiana.

e e(P)-f(P)-r=][F':F].

Nos capitulos seguintes usaremos repetidamente o teorema anterior ao estudar extensoes
da forma F/FY, onde G é um subgrupo de Aut(F /K). Pelo Teorema de Artin, sabemos que

essas sdo extensoes galoisianas.

Observacdo 60. Seja N um subgrupo finito de Aut(F/K), e seja H <N. Pelo Teorema de
Galois, F/ /FN ¢ uma extensdo normal e todo automorfismo de Aut(F¥ /FV) pode ser

estendido a um elemento Aut(F /FN). Agora, sejam P e P’ lugares de F conjugados por
N:
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* Pelo Teorema 57 aplicado a F/FN: PNFN = P'NFN e e(P|FN) = e(P'|FV).

e PNFN = (PNFE)NFN = (PPN FA)NFN, entdo pelo Teorema 59 aplicado a F /FN:
PNF" e P'NF! sio conjugados por N/H e e(P|FN) = e(P'|FV).

* Pela Transitividade do indice de ramificagio, temos que e(P|F) = e(P'|FV).

Agora apresentaremos os grupos de ramifica¢cdo, que sdo ferramentas importantes para
estudar ramificagdes selvagens.
Seja F’ /F uma extensdo galoisiana de corpos de fungdes, com G := Aut(F'/F). Seja P' € Pr/(P).
O grupo de decomposicio de P’ sobre P esta definido por

G_1(P'|P):={ceG|o(P)=P}.

FG-1(P1P) ¢ chamado de corpo de descomposiciio de P, as vezes é denotado por Z(P'|P).

O grupo de inércia de P’ sobre P esta definido por
Go(P'|P) ={o € G|vp(67—2)>0,Vz€ Op}
FCo(P'IP) ¢ chamado de corpo de inércia de P/, as vezes é denotado por T (P'|P).
Teorema 61. 1. |G_;(P'|P)| =e(P'|P)- f(P'|P)
2. |Go(P'|P)| = e(P'|P) e Go(P'|P) S G_1(P'|P).

Proposic¢io 62. Seja F/ D M D F uma torre de corpos de fungdes algébricas, onde F'/F é
galoisiana. Sejam P € Pr e P’ € Ppi(P). Sejam Z(P'|P) = FG-1(FI1P) ¢ T(P'|P) = FGo(F'|P),

Temos que:
1. M C Z(P'|P) <= e(Pu|P) = f(Pu|P) = 1.
2. M D Z(P'|P) <= P’ é o tinico lugar de F’ sobre Py.
3. M C T(P'|P) <> e(Py|P) = 1.
4. M D T(P'|P) <= Py se ramifica totalmente em F’ /M.
Para cada i > —1, o i-ésimo grupo de ramificaciio de P’ sobre P estd definido por
Gi(P'|P):={c€G|vp(oz—z)>i+1forallz€ Op}
Também escreveremos G;(P'|F), G;(P’) ou G;. Observamos que
G_1DGyD--DGiDGip D

E claro que G,, = 0 para todo m suficientemente grande.
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Observacao 63.
G;(t(P)|P) =1G; (P|P) ™!

1.e., lugares conjugados tém grupos de ramificacio conjugados.

Gi(P'),se k <i,

Observaciio 64. Seja P’ € Ppi, temos que Gy(P'|(F')GiF)) = {G (P'), se k> i
" i.

Teorema 65. 1. Se carK = 0 entdo G; = {id}, Vi > 1 e Gy é ciclico.

2. Se carK = p > 0 entdo G| tem ordem uma poténcia de p, e Gg € o produto semidireto de

G1 e um grupo ciclico de ordem coprimo com p.

3. P'|P é mansa se e somente se G € ciclico e G| = {id}.

G.
4. Se carK = p > 0 entdio G;1 é um subgrupo normal de G; paratodoi > 1,e —— é um
i+1
p—grupo abeliano elementar.

Observacao 66. Seja F/K um corpo de fungdes algébricas tal que K é algebricamente fechado,
carK = p >0 F /K(x) e G := Aut(F /K) é finito de ordem divisivel por p. E sabido que existe
o € G de ordem p, pelo Corolério 51 (3) temos que F /F (@) tem um lugar ramificado, digamos
P € Pp, logo e(P|FC) = p. Pela Transitividade do indice de ramificagdo, P tem ramificagiio

selvagem sobre FO.

Teorema 67 (Teorema do Diferente de Hilbert).

d(P'|P) = Z (ordG;(P'|P) — 1)

2.4 Diferenciais

Nesta se¢do daremos uma interpretagc@o das diferenciais de Weil semelhante as diferenci-
ais em Geometria Diferencial e que facilita as contas com divisores candnicos.
Comegaremos fazendo uma digressdo sobre o Teorema do género de Hurwitz. Seja F’'/F uma

extensao finita separdvel. Defina
A1 p ={& € Hpr | opr = Ay quando P'NF=0'nF},
que € um subespaco de . A traga Trg//p pode-se estender a um mapa % /p — < fazendo
(Trprje(0))p = Trp p(atpr)

para cada & € S /p € P'|P. A boa defini¢do é garantida pelas propriedades da traga e a seguinte

proposic¢ao.

Proposicdo 68. Seja R 2 K um subanel de F /K, que ndo é um corpo, integralmente fechado e
cujo corpo de fragdes é F. Seja F'/F finita e seja z € F' integral sobre R. Entdo Trpp (z) ER.
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Teorema 69 (Férmula do Cotraco). Com as condicdes anteriores, para cada @ € QF existe um

tinico @' € Qp tal que
Trgr (0 (@) = 0(Trpp ()

para todo « € /. Este diferencial € chamado de Cotrago de ® em F '/F, denotado por
Cotrpr /(). Se @ # 0, temos que

(Cotrpr/p(@)) = Conpr/p((@)) + Diff(F'/F)

Proposicao 70. Cotrg/r € um mapa F—linear.
Assim, a formula do género de Hurwitz segue de tomar grau na férmula do Cotraco,

junto com a Proposi¢do 46.

O Cotrago é a conexao entre os dois conceitos de diferencial: diferencial de Weil e derivacao, .

Como antes, seja F /K um corpo de fungdes algébricas, onde K é um corpo perfeito.
Seja M um F-espago vetorial. Uma derivac¢io de F/K é um mapa K—linear 6 : F — M que

satisfaz a regra de Leibniz:
Vu,veF:  8(uv)=ud(v)+vd(u),
Proposicao 71. * 0(a) =0paraacK.
o 5(z") =nz""18(z) paraz € F e n > 0, em particular §(z”) = 0.
* S(x/y) = (v8(x) —x8(y))/y*.

Proposicao 72. * Se x é um elemento separante de F /K, existe uma tnica derivagdo 9, :
F — F de F /K tal que &,(x) = 1.

* Se y é outro elemento separante de F /K, 8, = 6y(x)0x.

Seja Z = {(u,x) € F x F|x é separante}. Definimos a seguinte relagdo de equivaléncia:

(u,x) ~ (v,y) <= v=udy(x),

que estd bem definida pela proposi¢do anterior. Um diferencial de F /K é uma das classes de
equivaléncia obtidas. A classe de (u,x) serd denotada por udx e a classe de (1,x) serd denotada

por dx. Temos que

udx =vdy <= v =ud,(x).

O conjunto dos diferenciais em F /K sera denotado por Ar. Definimos a suma dos diferenciais

udx, vdy da seguinte maneira: seja z um elemento separante de F /K, logo

udx+vdy:= (ud,(x) +vo.(y))dz.
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Esta bem definida pela regra da cadeia. Definimos o produto de w € F com udx por
w- (udx) = (wu)dx € Ap.

Assim, Ap é um F-espaco vetorial, e é chamado de médulo de diferenciais de F /K.

Se t é um elemento nao separante, definimos dt =0 € Ap.

Proposicao 73. 1. Defina dz = 0 se z € F ndo for separante. O mapa d : F — Ar € uma
derivagdo sobre F /K.

2. Seja z € F separante. Temos que dt # 0 e todo diferencial @ € Ar pode ser escrito de

forma tnica como ® = udz, comu € F.

Exemplo 74. Suponha que F = K (x,y) tal que x é um elemento separante (Proposi¢io 54 (2)),

sejam f(x Za,x eg(x Z b;x/ em K[x], definimos
j=0

o=Faet o, (1) $DL(/ () — F(D(g(x))

’ "\g)
Assim D, é uma derivacdo em K (x)/K tal que Dy(x) = 1. Pela proposigio anterior existe uma
derivagdo Dy : F — F tal que &;(x) = 1 € Dy|g(x) = Dx.

Sejam y,z € F, tal que z € um elemento separante. Pela proposic@o anterior, podemos

definir d—y como o Unico elemento de F tal que dy = d—y -dz.
Z Z

Proposicao 75 (Regra da cadeia). Sejam x,y,z € F, tal que z e x sdo elementos separantes de

F /K, seja 6, como na Proposi¢do 72:

dy dy dy dz

5z()’) = d_z’ Ec d_z Ze

Observacio 76. Seja 6 € Aut(F/K) e seja z um elemento primo de um lugar de F /K, pela
Proposicdo 54 (1) e a Observagado 58, z e 0(z) sdo elemento separantes de F /K.

Seja f € F, pela Proposi¢io 72, 6! o 50(:) o0 = 6, pois ambas sdo derivagdes F — F tal que
t — 1. Entdo, pela regra da cadeia,

do(f) df do(f) df\ dot)
do () o) 0(f)=0(a(f) =0 (dt ar %\ ar dt
d
Em particular, se K for algebricamente fechado (il(tf) =0 (d_{> , pois todos os lugares de F'
. o(t)
tem elemento primo r —a com a € K, logo 7R 1

A seguir mostraremos a relagcdo entre as duas definicdes de diferenciais. A seguinte

proposicao € a peca chave.
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Proposicao 77. Se F = K(x), existe uma tnica diferencial de Weil 1 € Q K(x) tal que
(M) =-2P. e mp(x')=-1

Seja x € F um elemento separante de F /K, e seja n € Qg y) da proposi¢do anterior.

Definimos
6(x) = Cotrg k() () € QF-.

Se x € F ndo ¢é separante, definimos 0 (x) = 0.

Teorema 78. Seja F'/K um corpo de fungdes algébrico sobre um corpo perfeito. Seja x € F um

elemento separante.

1. A fungdo 0 : F — Qp é uma derivacdo sobre F /K.

2. Arelagdo

,LLIAF—)Q.F

zdx — z- 8(x)
define um isomorfismo entre Ap e QF, tal que Lod = 0.

3. Se w=z-6(t) € QF, onde 1 é um elemento primo de um lugar P € Pr: vp(®) = vp(2).

Daqui para frente, identificaremos Ar com Qp, e também zdx € Ar com z- 5 (x), se x é

um elemento separante de F /K.

Observacio 79. Suponha que K ¢é algebricamente fechado. Sejam ¢ € Aut(F/K), f € F et um
elemento primo de um lugar de F /K, por (3) do teorema anterior e as Observagdo 58 e 76,

wotdf) =ve () =vono (2) = v (G2 ) = t@otr) = o((an)

Observacio 80. Seja zdx € Qp, onde x é um elemento separante de F /K. Pela defini¢cdes nesta

secdo e a Formula do Cotraco, temos que:

(zdx) = (z) + (dx) = (2) + (Cotrg /k () (M)
= (Z) + ConF/K(x) (—ZPDO) + lef(F/K(x))
= (2) —2(x)E + Diff(F /K (x))
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CAPITULO

EXEMPLOS DE CURVAS E CORPOS DE
FUNCOES ALGEBRICAS

3.1 Corpos de funcoes de curvas algébricas

Seja K um corpo algebricamente fechado. O seguinte teorema mostra a conexao entre a

geometria das curvas algébricas sobre K e a estrutura algébrica de seus corpos de funcdes.

Teorema 81. (HARTSHORNE, 1977, Teorema 1.4.4) O funtor K(-), que associa a cada variedade
algébrica o seu corpo de func¢des, € uma equivaléncia contravariante, entre a categoria ® (veja
Secdo 1.1) e a categoria das extensdes finitamente geradas do corpo K, junto com os morfismos

de K—dlgebras. De fato, dadas duas variedades algébricas X e Y, sdo equivalentes:

1. X eY sdo birracionalmente equivalentes,
2. existem abertos U C X e V C Y tais que U é isomorfo a V,

3. K(X)~K(Y) como K—dlgebras.

O teorema anterior € um dos mais importante da Geometria Algébrica. Ele indica que
podemos estudar as variedades algébricas e os morfismos entre elas olhando para seus corpos de
fun¢des. Em particular, duas variedades tém o mesmo corpo de fungdes se e somente se forem
birracionalmente equivalentes.

O Teorema 81 justifica as defini¢cdes no Exemplo 2 (2), pois as variedades projetivas possuem
uma cobertura aberta cujos elementos sdao isomorfos a variedades afins (Exemplo 1 (1)). Note
que toda variedade algébrica pode ser vista como uma variedade quase-projetiva, logo podem

ser cobertas também por abertos afins.

Os corpos de fungdes de curvas algébricas sdo corpos de fungdes algébricas em uma

variavel. De fato, isso é valido para curvas algébricas pelo exemplo 1 (1) e a Normalizacdo de
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Noether, e 0 mesmo acontece com curvas mais gerais, considerando o corpo de funcdes de um
aberto afim dela.

Assim, podemos herdar conceitos e resultados da teoria de corpos de funcdes para a teoria das
curvas algébricas. Por exemplo, o género de uma curva é definido como género de seu corpo de

funcoes.

Reciprocamente, dado um corpo de fungdes algébricas em uma varidvel F /K, ele pode
ser visto como o corpo de fun¢gdes de uma curva algébrica plana. Isso é consequéncia imediata
do Teorema 54 (2) (considere a curva plana definida por g(x,y) = 0).

Em particular, tomando F' como o corpo de funcdes de uma curva %, temos que % € birracio-
nalmente a uma curva plana. Note que todo lugar de F /K tem grau 1. Além disso, cada x € F
pode ser identificado com a funcéo x(-) : F — K (veja Sec@o 2.1), que se corresponde com uma

fun¢do racional em K (%) pelo Teorema 81.

Teorema 82. (HARTSHORNE, 1977, Teorema IV.3.10) Toda curva € birracionalmente equiva-

lente a uma curva plana (dita de modelo plano), cujas singularidades, se tiver, sdo nodos.

Assim o estudo das curvas algébricas, em muitas situacdes, se reduz ao estudo das curvas
algébricas planas. Por exemplo, o seguinte resultado, que pode ser provado usando técnicas

geométricas, permite obter o género de qualquer curva (considerando seu modelo plano).

Proposicao 83. (FULTON, 2008, Proposi¢cao 8.5.) Seja ¥ uma curva plana de grau n cujas

singularidades sdo ordindrias. Temos que

g:

(n—1)(n-2) Z mp (mp — 1)

2 peC 2

Existe uma conexao entre os pontos das curvas e os lugares de seus corpo de fungdes.

Teorema 84. (HARTSHORNE, 1977, Se¢ao 1.6)

* Sejam ¢ uma curva algébricae P € €. ¢ € ndo singular em P se e somente Op é um anel

de valorizagdo discreta em K(%).

» Se ¥ for ndo singular, existe uma correspondéncia entre os pontos da curva e os lugares

de K(%).

» Existe uma equivaléncia entre a categorias das curvas algébricas ndo singulares, consi-
derando os morfismos racionais, e a categoria dos corpos de funcdes em uma varidvel,

considerando os homomorfismos de K—algebras.

Teorema 85. Toda curva plana € birracionalmente equivalente a uma curva projetiva ndo singular
(pode ndo ser plana), inica salvo isomorfismo (SILVERMAN, 2009, Teorema 11.2.4).
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3.2 O corpo de funcoes racionais K(x)

A referéncia para esta secdo é (STICHTENOTH, 2009, Capitulo 1).

Seja K um corpo perfeito. Seja p(x) um polindmio irredutivel em K [x], temos que

Po() = {%

f(x),8(x) € K[x], p(x)[g(x), p(x) 18(x)}

¢ um lugar de K(x)/K. Temos que grP = gr p(x) e, dado z € K(x)*, temos que

= p(a)" (L3 com 7(0),600) € Kla] PESI, p(0) 7)) = v0(6) =
Além destes lugares, K(x)/K possui um tnico lugar adicional,

o0

g(x)

f(x),8(x) € K[x, p(x) 1g(x), erf(x) <ergx)},

chamado de lugar no infinito. Temos que grP. =1¢

(&) — arg(x) —gr F(x).

g(x)

Observacao 86. 1. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os lugares de grau 1 de K(x)
e P'(K), dada por P, + [a: 1], P [0: 1].

2. Vamos denotar P,_, por a e P., por co. Assim, temos que P! = KU {0}

3. A forma de denotar estes lugares depende da escolha do gerador x. Por exemplo, o lugar

no infinito respeito a 1/x é o lugar P, respeito a x.

Lema 87. K(x) = K(z) se e somente se

b
= PH0 omab,e,d €K ead—be 0.
cx+d
e ) x 5o :
Demonstracdo. Seja z = aﬂ € K(x)\ K, com a € K* e f(x),g(x) PESI e monicos. Seja
g(x

r N
flx) = uH pilx)"egx)=u Hq i(x)™ as descomposigdes em fatores monicos irredutiveis.
= i=1

i=1 =
Sejam P, := Py, () € Qj = F(x), temos que

()= Y miP— Ym0+ (grg(x) - gr f(x))Pa. G.1)
i=1 =1

]J=

Pelo Teorema 31, temos que

[K(x) : K(z)] = max{gr f(x),erg(x)},

o que implica o resultado. [



48 Capitulo 3. Exemplos de curvas e corpos de fungées algébricas

Observacao 88. Dado um divisor de grau zero de K(x), podemos mostrar que ele é principal

usando a equacdo 3.1, indo de tras para a frente. Isso também decorre do Corolario 37.

Proposiciao 89. Seja K um corpo. Temos que Aut(K(x)/K) ~ PGL(2,K) e é fortemente 3-
transitivo sobre P! (K) (e sobre os lugares de grau 1 de K(x)). Cada automorfismo no trivial tem

no maximo dois pontos fixos. Se K € algebricamente, todo automorfismo possui um ponto fixo.

Demonstracdo. Seja o € Aut(K(x)/K), ele estd determinado por su valor em x. Como K(x) =

ax+b

K(a tdo a(x) =
(a(x)) entdo o(x) i d
lado, dados a,b,c,d como antes, podemos construir um homomorfismo K (x) — K(x) dado por

,com a,b,c,d € K e ad — bc # 0 pelo lema anterior. Por otro

b
o(x) = %, que serd um isomorfismo pelo lema anterior, pois K(a(x)) = K(x) .
cx

b
Dado A = ( Z 2 ) € GL(2,K), seja 64 € Aut(K(x)/K) definido por o4 (x) = %. Temos
cx

que o mapa A — ¢4 € um homomorfismo sobrejetivo de grupos GL(2,K) — Aut(K(x)/K), cujo
nicleo sdo as matrizes diagonais , que formam um grupo isomorfo a K*. Segue disto e do

pardgrafo anterior que
Aut(K(x)/K) ~ Aut(P!(K)) ~ GL(2,K)/K* = PGL(2,K).

Agora, seja o € Aut(K(x)/K) como no inicio da prova. Pelos isomorfos acima, ele age nos

pontos de P!. Assim, dado z € P!, temos que &(z) = z com z # oo se somente satisfaz
c?+(d—a)z—b=0,

. Veja que essa equacdo sempre tem solugdo se K € algebricamente fechado, também note que
oo € ponto fixo de & se e somente se c =0 e d = 1. Logo o tem no maximo dois pontos fixos,
exceptoquandob=c=0ed=a#0,ousejax =1..

Sejam ay,as,a3 € P!, se B € Aut(K(x)/K) tal que ot(a;) = B(a;),i=1,2,3, entio o B! tem
trés pontos fixos, logo € igual a identidade. Por tanto oo = 3.

Para provar a tltima afirmacio, considere a,b,c € P!. Defina as fungdes

b—c

=
Q

q)a,b.,c(x> = (3.2)

o
S

=
Q

e, quando a, b ou c for o, o fator correspondente na expressdao acima é trocado por 1, por
exemplo @ p, o(X) = g Note que @, - faz a+— 0, b+ 1 e ¢ — oo. Agora, dados a;,b; € P!,
1=1,2,3, ¢, }bz,bs (X) © @4y ay,a; € um automorfismo tal que a; — b;, i = 1,2,3. Pelo pardgrafo
anterior ¢, ,1b27 b, € 0 Ginico automorfismo com essas condi¢des. Em conclusdo, Aut(K(x) /K) €

fortemente 3 —transitivo. L]

Lema 90. Seja o € Aut(K(x)/K) tal que pt|(c)|, entdo « fixa 0 ou 2 pontos de P! (K).
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Demonstra¢do. Suponha que o/(z) = z, seja B € Aut(K(x)/K) tal que B(z) = o (existe pela

proposicio anterior). Temos que fa ! fixa e, logo B~ (x) =ax+b3.2,onde a,b €K e

a # 0. Segue que a # 1 (caso contrdrio [(a)| = |(BaB~1)| = p), logo BaB~! também fixa o
—b —b

+ oo, por tanto o fixaze B! | —= | #z. [
a—1 a—1

ponto

Observacao 91. Seja F/K um corpo de fungdes algébricas definido por uma equagdo da forma
f(x,y) =0, onde x é um elemento separante (isso sempre é possivel pelo Teorema 54 (2)). Sejam
Py, P>, Py lugares de F, sejam P|, P,, P; lugares de K(x), e seja 6 o automorfismo de K (x)/K tal
que

P ﬂK(x) — Fl ) ﬂK(x) — 1_32 P; ﬂK(x) |—>F3

Escolha y' € K(x) tal que f(y',0(x)) =0, seja F' = K(x,)'), ele é claramente isomorfo a F e
temos que P|P;, i =1i,2,3em F'/K'.

O seguinte resultado é uma consequéncia do Teorema de Riemann-Roch.

Teorema 92. Seja F/K um corpo de fungdes algébricas em uma varidvel. Sdo equivalentes:

1. F/K é racional

2. F/K tem género 0, e existe A € Div(F) tal que grA = 1.

3.3 Corpos de funcoes eliticas

Seja K um corpo perfeito. Um corpo de funcdes eliticas ¢ um corpo de func¢des algébricas
F /K de género 1 que possui um divisor de grau 1. Sdo os corpos de fungdes algébricas mais
simples, apds dos corpos de func¢des racionais.
Os seguintes resultados nesta se¢ao podem ser encontrado em (STICHTENOTH, 2009, Secao
6.1)

Proposicao 93. Seja F /K um corpo de fungdes eliticas.

1. SecarK # 2, existem x,y € F tal que F = K(x,y) e

y? = f(x) € K[x], onde f(x) é livre de quadrados e gr f = 3 (3.3)

P

Reciprocamente, seja F' = K(x,y) um corpo de fungdes que satisfaz 3.3, seja cH pi(x) a
i=1

decomposicgdo de f(x) em fatores irredutiveis monicos. Seja P, € Pg(x) 0 lugar correspon-

den a p;(x), e P como na Se¢@o 3.1. Temos que

* F/K é um corpo de fungdes eliticas com corpo de constantes K.
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* A extensdo F /K(x) é ciclica de grau 2, os tnicos lugares ramificados de K(x) sdo
os P; e P.. Cada um deles possui uma tnica extensao de F', denotada por Q; € QO

respectivamente, totalmente ramificadas. Além disso grQ; = grP; e grQ. = 1.
* Diff(F/K(x)) =01+ 4+ 0y + Ow.

2. SecarK =2, existem x,y € F tal que F = K(x,y) e

Y 4y = f(x) € K[x] com grf =3, ou 34
1
y2+y:x—|— coma,beKea#0 (3.5)
ax+b

Reciprocamente, seja F = K(x,y) um corpo de fun¢des que satisfaz 3.4 ou 3.5. Sejam

Pe, Pyt p € Pr como na se¢do 3.1. Temos que

* F/K é um corpo de fung¢des eliticas com corpo de constantes K.

* A extensdo F/K(x) é ciclica de grau 2, e os tnicos lugares ramificados de K(x) sdo
P (no caso 3.4) e P € P,y (no caso 3.5), que possuim uma tnica extensdo em F

de grau 1, Q. (no caso 3.4) € Qw € Qgytp (N0 caso 3.5).

40 no caso (3.4.)

* Diff(F/K(x)) = { 20..+2Q nocaso (3.5.)

Proposicio 94 (Lei de Grupo). Seja F'/K um corpo de fungdes eliticas, e seja IP’I(VI) 0 conjunto

de lugares de F/K de grau 1. Temos que

1. Para cada A € Div(F) com grA = 1 existe um tnico lugar P € IP’I(VI) tal que A ~ P. Em
particular IP)I(UI) £ 0.

2. Escolha Py € IP’I(UI). Temos uma bijecao
. () 0
®: P, — CI'(F)
P+— [P— PR

o que dota a IP’I(VI) de uma estrutura de grupo abeliano, isomorfo a CI°(F).

Seja K um corpo algebricamente fechado. Uma curva superelitica ¢ uma curva plana

afim dada por uma equacgdo da forma

onde m > 2, f(x) € K[x] e grf(x) > 3. Mais geralmente, é qualquer curva algébrica cujo corpo
de fun¢des pode ser definido pela equacao acima.

Quando m =2 e d = 3, entdo ¥ € uma curva elitica. As curvas eliticas formam a

familia de curvas algébricas mais famosa, com muitas aplica¢des dentro e fora da Matematica. A
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bibliografia sobre elas € muito extensa, uma introducao pode ser encontrada em (SILVERMAN,
2009).

Quandom =2 e d > 5 entdo ¥ € uma curva hiperelitica (veja Se¢ado 3.5).

Um fato interessante € que a Lei de Grupo pode ser provada utilizando métodos geomé-
tricos, como o Teorema de Bezout (FULTON, 2008, Proposi¢do 5.4)

Teorema 95. (HIRSCHFELD; KORCHMAROS:; TORRES, 2008, Teorema 11.94) Seja C uma
curva elitica sobre um corpo algebricamente fechado K. O grupo de automorfismos de C é

infinito e age transitivamente nos pontos de C.

3.4 Extensoes ciclicas

Os dois tipos principais de extensdes galoisianas ciclicas sdo as extensdes de Kummer e
as extensoes de Artin-Schreier.
A referéncia para esta secdo € (STICHTENOTH, 2009, Sec¢ao 3.7.).

3.4.1 Extensoes de Kummer

Proposicao 96. Sejam F /K um corpo de fun¢des algébricas e n > 1 tal que car K 1 n. Suponha

que K contém as raizes n—ésimas da unidade. Suponha que existe u € F que satisfaz
u#w? YweF, VYd>1talqued|n, (3.6)

Seja F/ = F(y) com y" = u. Uma extensdo F'/F que satisfaz essas condi¢des é chamada de

extensao de Kummer. Temos que

e ®(T)=T"—ué o polindbmio minimal de y sobre F e F’/F é uma extensdo galoisiana
ciclica de grau n. Os elementos de Aut(F’/F) vém dados por 6(y) = {y, onde { € uma

raiz n—ésima da unidade.
* Sejam P € Py e P’ € Pr» uma extensdo de P, defina rp = mdc (n,vp(u)), entdo

e(P'|P) :% e d(P|P)= %—1

Em particular, P se ramifica se e somente se rp < n.

* Se K’ é o corpo de constante de F' e g (resp- g') é o género de F /K (resp. F’/K') entéo

p n 1 rp
g=l+—— g1+ (1——)degP
K" : K] ( 2 Pgﬁp n

Uma extensdo de Kummer F'/K(x) sobre um corpo de fungdes racionais K(x), com K

algebricamente fechado, pode ser realizada como o corpo de fun¢des de uma curva superelitica
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(veja Sec¢do 3.3).

Neste caso, pela proposicao anterior, o género da extensao é

% (m(\B] -2)— Z (m,rp)> +1

PeB

onde B é o conjunto dos lugares ramificados de F sobre K(x).

Por exemplo, sabemos que a curva ¢ : y*> —x*(x+ 1) = 0 tem um nodo na origem e é
uma curva superelitica. Além disso, tem género 0, pela féormula acima, que coincide com o valor

obtido ao aplicar a Proposicao 83.

3.4.2 Extensoes de Artin-Schreier

Proposicio 97. Seja F /K um corpo de fungdes algébricas tal que car K = p > 0. Suponha que

existe u € F que satisfaz

u#wl —w paratodow € F (3.7)

Seja F' = F(y) com y? —y = u. Para cada P € P, defina

m sedzeFtalquevp(u— (2@ —z))=-m<0epim
mp :=
P —1 sedzeFtalquevp(u—(z—2z)) >0

v

Uma extensdo F’'/F que satisfaz essas condi¢des € chamada de extensdo de Artin-Schreier.
Temos que F’/F é uma extensdo ciclica galoisiana de grau p, e os elementos de Aut(F’/F) vém

dados por o(y) =y+c, com c € F),. Além disso,

* P nido se ramifica <= mp = —1. Caso contrdrio, P se ramifica totalmente e d(P'|P) =
(p—1)(mp+1).

* Suponha que existe Q € Pr tal que mg > 0. Entdo K é o corpo de constantes de F' e

—1
d=pg+l—|-2+ Y, (mp+1)-degP
2 PP
F

Uma curva de Artin-Schreier ¢ uma curva plana dada por uma equacao da forma
¢ Y—y=[f(x)

onde f(x) € K(x) \ K. Mais geralmente, é qualquer curva algébrica cujo corpo de fun¢des pode
ser definido pela equagdo acima. No Capitulo 5 vamos estudar o grupo de automorfismos dos

corpos de fungdes dessas curvas.
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3.5 Corpos de funcoes hipereliticas

Um corpo de func¢des hipereliticas € um corpo de fungdes de género g > 2 tal que existe
x€FcomK(x) CFel[F:K(x)]=2.

Proposicao 98. (STICHTENOTH, 2009, Proposicao 6.2.3)

1. Seja F /K um corpo de fungdes hipereliticas de género g, tal que grK > 2. Existem x,y € F
tais que F = K(x,y), F /K(x) é galoisiana de grau 2 e

y? = f(x) € K[x] onde f(x) é livre de quadrados e gr f(x) =2g+1e2g+2. (3.8)

2. Reciprocamente, se F = K(x,y) é um corpo de fungdes de género g > 2 que satisfaz 3.8

entdo é um corpo de fungdes hipereliticas.

3. O conjunto S dos lugares de K(x) que se ramificam (totalmente) em F estd formado pelos

zeros de f(x) (em geral), mais o lugar no infinito se gr f(x) for impar.

Proposicao 99. (STICHTENOTH, 2009, Proposi¢ao 6.2.4)

1. Todo corpos de funcgdes algébricas de género 2 € hiperelitico.

2. Seja F /K um corpo de fungdes hipereliticas F /K de género g e seja K(x) C F tal que
[F : K(x)] = 2. .Todos os subcorpos racionais K(z) C F com [F : K(z)] > g estdo contidos

em K (x). Em particular K (x) é o tnico subcorpo racional de F tal que [F : K(x)] = 2.

Observacao 100. Seja F/K um corpo de fungdes tal que [F : K(x)] = n e K(x) é o tnico sub-
corpo racional K(z) de F tal que F/K(z) seja uma extensdo normal de grau n.

Seja o € Aut(F /K), temos que F /K(o(x)) também € normal de grau n. Segue que todo auto-
morfismo de F /K leva K (x) nele mesmo. Por tanto, temos a seguinte sequéncia exata curta:

0 — Aut(F/K(x)) — Aut(F/K) = H — 0,

onde 7 leva automorfismos de F em sua restrigdo em K(x) e H é um subgrupo finito de
Aut(K(x)/K).

Em particular, temos que o grupo de automorfismos de um corpo de fun¢des hiperelitco

¢ uma extens@o de um %, por um subgrupo finito de PGL(2,K) (veja Se¢do 1.2.1).
Seja F /K um corpo de fungdes hiperelitico. A involucéo hiperelitica é o automorfismo

de F /K definido por

x—=x,y—y+1secarK=2; ou

X x, y— —yse carK # 2.



54 Capitulo 3. Exemplos de curvas e corpos de fungées algébricas

Note que a involugdo hiperelitica gera Aut(F /K (x)).
O seguinte resultado € provado para curvas algébricas utilizando métodos geométricos, como a

invariancia dos pontos de Weierstrass por automorfismos.

Teorema 101. (HIRSCHFELD; KORCHMAROS:; TORRES, 2008, Teorema 11.98) Seja F /K

um corpo de fungdes hiperelitico tal que K é algebricamente fechado e car K # 2. Temos que

1. Aut(F/K(x)) estd no centro de Aut(F /K).

2. Seja S como na Proposicdo 98 (3) e seja G = Aut(F/K). Temos que

G

———— ~ Aut(K(x)/F®) =

onde W ¢ o subgrupo de Aut(K(x)/K) que preserva S.

3.6 Curvas dadas por polinomios separados

A referéncia para esta secio é (STICHTENOTH, 1973). Seja K um corpo algebricamente

fechado com carK = p > 0. Considere a curva ¢ dada pela equagdo

% : A(y) = B(x) com

A) = any” +an )" 4+ a1y’ +agy
B(x) = bpX" + by 1 X"+ 4+ bix+by
aj,bj € K; an,a0,b, #0; m=0(modp)
n=>l, m=2

Considere as seguintes mudancgas de varidvel:

PP n
a;c P 0 a
1. y =cy,d=-"——,bj="2— onde c € K tal que " ' = =%, 0 que transforma em 1
a, n ap

os coeficientes principal e independente de A(y).

2. X' = {/b,x, 0 que torna B monico.

by
3, x = x4 ! , 0 que elimina o término de ordem m — 1 de B(x).
m
4. y =y—c, onde ¢ € K tal que A(x) = by, 0 que elimina o término independente de B(x).

5. Se A(y) =y 4y e B(x) = xP"*! £ bix, definax’ = x+d,y = y+bx+c, onde ar’ —d =
b’fn, e +c=d"t" e b=dp"—b;. Assim obtemos y?" +y=xP"t1,
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Teorema 102. Aplicando as mudangas anteriores, a curva C € birracionalmente a curva ¢’ dada

por

€' :A(y) = B(x)

AY) =y +a iy o ay +y
B(x) =x" 4+ by X" P+ 4 byx
m=0(modp), m=2 n=1

Temos que C’ € irredutivel. Além disso, se F = K(C):

4.

5.

. Aut(F /K(x)) é um grupo abeliano elementar de ordem p".

Existe um lugar P de F que é totalmente ramificado sobre K(x) e sobre K(y).

. A sequéncia de grupos de ramificacéo de P sobre K(x) é

Go(P) = Gi(P) = -+ = Gu(P) = Aut(F /K(x)) € Gpuy1(P) = {1}

Dif(F/K(x)) = (p"—1)(m+1)-P.

1
O género é 5 (p"—1)(m—1).

Teorema 103. (HIRSCHFELD; KORCHMAROS; TORRES, 2008, Teorema 12.11) Se o grau

de ¥ € > 4 entdo € nio é uma curva elitica. Seja G o grupo de automorfismos de F (ou de % ou

de ¢”). Seja P como no teorema anterior, temos que G = Go(P), exceto nos seguintes casos:

1.

W' +y=x" comm < p", m|p" + 1. Nesse caso P tem p" + 1 conjugados pela agio de G
e Aut(F /K) é uma extensdo de C,, e PGL(2, p").

2. yP" +y=x""*1 Nesse caso P tem p>" + 1 conjugados pela acdo de G e Aut(F /K) ~

PGU(3,q).
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CAPITULO

SUBGRUPOS FINITOS DE PGL(2,K)

Neste capitulo vamos aplicar a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores para calcular
os subgrupos finitos de Aut(K(x)/K), onde K é um corpo algebricamente fechado de caracteris-
tica positiva.

Este capitulo e o proximo estdo baseados em (VALENTINI; MADAN, 1980).

Seja K um corpo perfeito de caracteristica p > 0. Para encontrar os subgrupos finitos de
Aut(K(x)/K), vamos estudar as ramificacdes que os possiveis corpos fixos por aqueles subgrupos
podem ter em K(x), obtendo assim o Teorema 107 . Apds disso, vamos focar no caso K = Fpm,
e vamos achar todos os subgrupos de PGL(2, p”*) (Teorema 113). Estes subgrupos podem ser
considerados como subgrupos finitos de Aut(K(x)/K), o que implica o Teorema 114.

Os resultados do Capitulo 2 que usaremos mais frequentemente sdo: o Teorema 35 a Igualdade
Fundamental, a Férmula do Género de Hurwitz, o Teorema do Diferente de Dedekind (TDD), o
Teorema do Diferente de Hilbert (TDH), o Teorema de Lur6th, o Teorema 59, o Teorema 61 e o

Teorema 65.

Seja F /K um corpo de fungdes algébricas, e seja G um subgrupo finito de Aut(F/K).
Seja E = FY (ou equivalente, seja F//E uma extensio galoisiana com G = Aut(F /E)). Sabemos
E /K é um corpo de fungdes algébricas (primeiro pardgrafo da Se¢do 2.3). Pela férmula do

género de Hurwitz temos que
2(gr — 1) =2(gg — 1)|G| + gr(Diff(F /E)) (4.1)

Seja P um lugar de E de grau d que se ramifica. Seja o nimero de lugares de F acima de P,
com indice de ramificagdo e, grau relativo f e exponente no Diferente 0 (veja o Teorema 59).
Temos que gr(P) = fd (Observagio 42), logo a contribuicdo das extensdes de P no grau de
Diff(F /E) é

rféd = H5al 4.2)
e
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Sejam gr e g os géneros de F e E, respectivamente. Sejam Py, ..., P os lugares de E
que se ramificam. Usaremos a seguinte notacdo em todo este capitulo: parai=1,...,s, sejam
Si = Pr/g (P,), d;i = gr(P;) e e;, &; e r; os respectivos parametros de ramificagdo (como no
pardgrafo acima). Denotaremos G;(P|E) por G;(P) para P € Pr.

Pela férmula do género de Hurwitz e a andlise anterior, temos

S 61
Z(gF—l):2(3E—1)’G\+|G\szi (4.3)
i1

1

Estudaremos o caso F = K(x); logo E também ¢é racional e gr = gg = 0 (Teorema de

Liiroth e o Teorema 35). Assim,
2 56
2——=13Y —d; “4.4)
@~ L

Podemos achar as possibilidades de G fazendo uma analise caso por caso das possiveis ramifica-

¢oes. Comecaremos estabelecendo as principais restri¢des dos parametros.

Lema 104. Com as hip6teses anteriores:

1. Se P; tem ramifica¢io mansa entdo &; = ¢; — 1.

2. Se P, tem ramificagdo selvagem entdo f; = 1 e §; = €/ q; + ¢q; — 2, onde ¢; = efq;, g; ¢ uma

poténciade p, pfef|gi—1,di=1eri=1 modg;. Se P € S;entdo grP =1e Go(P) = {1}.

3. E tem no mdximo trés lugares que se ramificam. Além disso };_;d; < 3.

Demonstragdo. (1) Teorema do Diferente de Dedekind.

(2) SejaP € S; e seja E' = FO (P), aplicando a equagdo 4.1 a extensdo F /E’, temos que
2|G1(P)| —2 = gr(Diff(F /E")). (4.5)

Em particular 2|G(P)| —2 > d(P|E") gr(P). Por outro lado, pelo Teorema do Diferente de
Hilbert e a Observagao 64,

d(PIE") = |Gi(PIE)| — 1+ i(\Gi(P\E)! —1).

i=1

Assim, temos que gr(P) = 1 = f; = d; (Observagio 42), G,>2(P) = {1}, e P é o tnico lugar de

F ramificado sobre E’ (*).

Observacio 105. Seja R uma subextensio de F que contém E. Quando P; tem ramificagio

selvagem, o anterior implica, pela Observagdo 42 e a Proposi¢ao 44, que

F(P|R) = 1= f(Pg|E), onde P € S;.
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P
Defina e = Ig(l)EP;: e

gi; ¢ uma poténcia de p e p { e}. Logo, pelo TDH,

i =|G1(P)|. Temos e; = |Go(P|E)| = e} q; (Teorema 65 (2), onde

6 =[Go(P)| =1+|Gi(P)| =1 = €jqi+qi =2

Observacao 106. Considere a agdo de G (P) sobre S;. As orbitas desta acdo coincidem com
os lugares em F que tém a mesma restricdo em E’ (Teorema 59). Lugares distintos de P ndo
sdo ramificados sobre E’ por (*), logo suas 6rbitas tém comprimento |G (P)| = ¢; (Teorema 59
e Observacao 105). Logo, nenhum automorfismo nio trivial de G (P) fixa lugares além de P;.

Além disso, r; =1 mod g;.

Agora, seja 6 € Go(P) de ordem e (estrutura de Go, Teorema 65). Seja S = F (9), temos
que SO F Go(P) | Pela Proposicao 62 (4), P € totalmente ramificado sobre S. Pelo Teorema
de Artin temos que [F : S| = €], e pelo Teorema 59 e a Observagdo 105, e(P|S) =. Segue
que d(P|S) = e — 1 pelo TDD. Como e; = ¢} - ¢(Ps|E) (Proposi¢do 44) entdo e(Fs|E) = g;.
Pelo TDD, d(Ps|E) = g;+t com t > 0. Agora, pela Transitividade do Diferente temos que
d(P|E) =e(P|S)-d(Ps|E)+d(P|S), logo

oi=¢eqi+qi—2=¢(qi+1)+e —1.
Simplificando, obtemos que ¢ |g; — 1.

S; -1
(3) Pelo TDD: & > &
€ €

1
> 5 Pela equacido 4.1,

2 1
2>2?§Z

l:

o que implica 3. [

Agora analisaremos cada uma das possiveis ramificacoes de F /E.

Caso ndo ramificado (s = 0). Da equacdo 4.4 segue que G = {1}, em particular E = F.

4.1 Um lugar ramificado

4.1.1 P, tem ramificacao mansa.

A equacgdo 4.4 fica
2 (4] —1
2——=—d. 4.6
Gl e (+0)

Pelo Lema 104 (3), temos as seguintes possibilidades:
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4111 di=1
A equacdo 4.6 fica
2 1
- =
’G’ 3]
o que é impossivel pois |G| > e > 2.
4112 dy=2
A equacdo 4.6 fica
1 1
l——==1——
|G| el

logo |G| = e; = |Go(P)| (Teorema 65) e G é ciclico de ordem e}, ndo divisivel por p.

4.1.1.3 d;=3.

A equagdo 4.6 fica

1
Se e; >3 entido 3 (1 — —) > 2, impossivel.
€]

Assim e; =2, logo |G| =4 e é abeliano. Seja P € S}, como os grupos de inércia de lugares
em S; sdo conjugados (Observacdo 63), todos sao iguais a Go(P); note que |Go(P)| =e; =2
(Teorema 61). Defina E’ = FG () pela Proposic¢do 62 (3) temos que e(Pg/|E) = 1. Como P foi
escolhido arbitrariamente, segue que E’/E é galoisiana (Teorema 20) ndo ramificada. O caso

ndo ramificado mostra que E’ = E, o que é impossivel ([F : E'] = 2 pelo Teorema de Artin).

4.1.2 P, tem ramificacdo selvagem

Pelo Lema 104 e a equagdo 4.4,
1 2 2 2
>

G ea IGlT dar’
o que implica que e] = 1 e |G| = ¢;. Como r; =1 mod g; (Lema 104 (2)) entdo S| = {P}
e G = Go(P) = G{(P) (Teorema 65). Como G,(P) = {1}, segue que G é um grupo abeliano

p-elementar.

4.2 Dois lugares ramificados

4.2.1 P, e P, tém ramificacdo mansa

A equagdo 4.4 fica

2 1 1
2——:(1——)d1+<1——)d2. 4.7)
’G‘ el en

Pelo Lema 104 (3), temos as seguintes possibilidades:
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4211 di=dr=1

A equacdo 4.7 fica
2 1 1

|G| N €1 (%)
Como e1,e; < |G| entdo e; = e = |G|. Similar ao caso 4.1.1.2, G é ciclico de ordem nao divisivel

por p.

4212 di=1ledy=2

A equagdo 4.7 fica

2 1 1
S 4.8
’G‘ €l en ( )

1 1 .
Se e > 4 entdo 1 — — — — > 0, impossivel.
€1 én

42121 ey=2

Pela equac@o 4.8, |G| = 2¢;. Sejam P € S} e ¢ um gerador do grupo ciclico Go(P) de
ordem e; (Teoremas 61 e 65 (3)). Como (o) < G (pois tem indice 2) entdo todos os lugares em
S1 tém o mesmo grupo de inércia (o). Defina E' = F (o), P ndo se ramifica em E’ (Proposi¢ao
62 (3)), logo P deve-se ramificar em E’ (Corolério 51).

Seja Q € S, tal que Qp é ramificado sobre E, seja T um gerador do grupo ciclico Go(Q) de
ordem 2 (Teoremas 61 € 65 (3)). Suponha que 7 € (o) entdo F D F* D E’ D E, pela Proposigio
62 (4) obtemos uma contradigdo (P ramificado sobre E’). Logo 7 ¢ (6) € G = (0, 7). Suponha
que o e T comutam, logo G = C,, x C; e (7) é normal em G; todos os lugares em S, tém grupo
de inércia (1) (Observagio 63). Como no pardgrafo anterior, P é o tinico lugar que se ramifica
em F(© /E, que é uma extensdo galoisiana pelo Teorema 20. Obtemos uma contradi¢io pelo

caso 4.1.1.1 (lembre que d; = 1). Por tanto ¢ e T ndo comutam e G ~ D,,,.
42122 e =3

A equacdo 4.8 fica

Vemos que e; < 3, logo e; =2 e |G| = 12. Suponha que existe o € G de ordem 6. Seja
E'=F(°) temos que E’/E ¢é galoisiana (Teorema 20) de grau 2. Note que P, nio se ramifica em
E' (Teorema 59), entdo P; deve-se ramificar em E’ (Corolario 51), o que é impossivel pelo caso

4.1.1.1 (lembre que d; = 1). Pela Proposicao 7 temos que G ~ Ay.
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4.2.2 P, tem ramificacdo selvagem e P, tem ramificacdo mansa

Pelo Lema 104 e a equacao 4.4,
2 1 2 1
|G| €] efq e

2 1 1
Como ———>0el—— > —entdodr = 1. Assim
el eqi e~ 2

2 1 1 2
= —— . (4.9)

Gl e € eja

Como — < —— entdo er > e*.
|G| ~ eiq 2=

4221 er=¢e]

Pela equacdo 4.9 e o Lema 104 (2), |G| = ejq1 = ey, assim G = Go(P) com P € §;
(Teorema 65); segue que G € o produto semidireto de um p—grupo abeliano elementar de ordem
g1 com um grupo ciclico de ordem e7|g; — 1 (Lema 104 (2)).

4222 ey>et

Pelo Teorema 59 e a Observagdo 105, |G| = e{q;r1. Substituindo na equagdo 4.9, obtemos

B 262
2er — (e2— €} )q1

r

(4.10)

Dado P € S}, |Go(P)| = |G-1(P)| = €jq1, pois fi =1 (Teorema 61). Sejam Q € S, e T
um gerador de Go(Q) (Teorema 65 (3)), pelo Teorema 61 tem ordem e;. Vemos que T ¢ G_1(P),

pois tem ordem > ¢ e ndo divisivel por p; logo 7 ndo fixa nenhum lugar em S (defini¢do de
G_1).
A acdo de G em S; associa a T uma permutacdo em S, que pode ser escrita como um produto de
ciclos disjuntos. Seja (P; - - - P;) um ciclo em 7 de comprimento minimo, logoz >2e 7' € G_1(F)
por defini¢do, k = 1,...,t; note que G_(P;) = Go(P;) pois f1 = | (Teorema 61). Pela equagdo
4.1, ¢

2|(7")| — 2 = gr(Diff(F /E")), onde E' = F'*),

Temos que F'% FOF)  E', k= 1,...,t, além disso [F : E'] = |(7')| (Teorema de Artin).
Pela Proposi¢io 62 (4) e o TDD, d(Q|E') = [{t")| — 1 = d(P|E’), k = 1,...,t. Segue que
gr(Diff(F /E")) > (t+1)(|(7")| — 1), como 7 > 2, necessariamente |(7')| = 1, por tanto | ()| = e;.
Como |S;| = r; < 2e; (equagdo 4.10), os ciclos em 7, agindo em Sy, t8ém comprimento e;, logo

e2|r1. Temos dois subcasos:
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42221 ¢ =2.

Do Lema 104 (2), ef|q1 — 1, logo e] = 1. Pela equagio 4.10, r = ey, assim |G| = 2r = 2ex.

Analogamente ao caso 4.2.1.2.1 quando e; = 2, temos que G ~ D,,.

42222 q >3

Pela equacdo 4.10, ¢ := 2e, — (e2 — €] )q1 € {1,2}, pois ez|r;. Vamos determinar ey, r e

e} em termos de g1. Temos que

0y — ejqr —c¢
q1—2
Substituindo na equagdo 4.10,
*
—e;—1
2ejq1—c -l
rn=-———= 1—|—q| .
c q1—2 q1—2

2
Pelo Lema 104 (2), r; =1 mod g, entdo —e] = 1 mod g; — 2. Sabemos que e}|q; — 1. Sec =1
c

. —1
entdo g; — 2|2e] — 1; é facil ver que: ou e} = el

ep#20uel =2eq; =3.Sec=2,entdo
pela equacdo 4.10, r| = ex > e] > 1; usando as equagdes centralizadas acima, obtemos que

e] = q1 — 1. Assim, olhando as possibilidades de e}, obtemos os seguintes subcasos:

1. q1=3,¢f=2,r=10,e, =5, |G| = 60;

g1 141 1—1qi(q1 +1
2.p#2,€1:qT,r1:q1+1,€2:q2 , (q )qz(q )

3. €T:q1—l,r1 :q1+1,e2:q1+1, ‘G‘I(C]l—l)ql(ql—kl).

G| =

Caso 1. Neste caso p = 3. Seja H< G préprio e seja E' = FH. Suponha que P; nio se
ramifica em E’, entdo P; deve-se ramificar (Coroldrio 51). Como E’/E € galoisiana (Teorema
20) e d; = 1 (Lema 104 (2)), o caso 4.1.1.1 aplicado a E’/E implica que P tem ramificacio
selvagem em E’. Logo, o caso 4.1.2 mostra que P; tem uma tinica extensdo Q em E’, tal que
e(Q|E) = q1 = [E' : E] =3 (Teorema de Artin, note que 3 é o tnico divisor miltiplo de p de
|G| = [F : E]). Pelo Teorema 59 e a Observagdo 42, P, tem 1 extensdo de grau 3 ou 3 extensdes
de grau 1 em E’; essas extensdes tém que se ramificar em F, pois e, > 1 (Proposicdo 44). Note
que a extensdo de Q em F se ramifica com indice 2 (Proposi¢do 44, lembre que e; = ejq1).
Somando os graus dos lugares de F acima de Q e das extensdes de P, em E’, obtemos uma
contradi¢do com o Lema 104 (3) aplicado a F /E’.

Logo P, deve-se ramificar em E’, com indice 5 (Proposicio 44, note que e> = 5 é primo). Além
disso, as extensdes de P, em E’ ndo se ramificam em F, e 5|[E’ : E| (Teorema 59). Como e = 6
e fi = 1 (Lema 104 (2)), P; tem pelo menos 5 extensdes em E’ (Teorema 59). Pelo Lema 104
(3), essas extensdes ndo podem ser ramificadas em F/ E’. Por tanto, F /E’ ¢ nio ramificado e
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H = {1} (caso ndo ramificado). Em conclusdo, G é simples de ordem 60, e pela Proposigdo 8,
(;51145.

Casos 2 ¢ 3. Seja S| = {Pi,..., P41}, pelo Teorema 59, G é um grupo de permutagio
sobre S;. Seja E/ = FGi(P) pela Observagdo 106, P; é o tnico lugar ramificado sobre E’ e
P, tem |G (Py)| = ¢ lugares conjugados pela a¢do de G (P;). Assim, G1(P;) é transitivo em
{P>,..., Py 41}; pela Observagdo 12, G é 2-transitivo em Sj. Seja

H= {(Y GE(;‘(T(IH) =P, (T(fﬁ) = fﬁ}.

Temos que H C G_(P;) = Go(Py) (pois f; = 1, Teorema 61). Como P, ndo é fixado por nenhum
elemento de G| (P;), HNG(P;) = {1}. Pelo Teorema 65 e a defini¢do (4) de produto semidireto
Go(P)
G(P)
G (Py). Segue que H i) T é ciclico. Pelo Teorema 10 e a Proposi¢do 89 temos que |H| =d e
G ~PSL(2,q;) no caso Il e G ~PGL(2,4;) no caso III.

no Capitulo 1, existe um morfismo f : Go(P;) — T, onde T ~ ciclico, com nucleo

4.2.3 P, e P, tém ramificacdo selvagem

Pelo Lema 104 e a equagdo 4.4 fica

2 1 2 1 2

*

1G] e dqr e

Como — —

— > O parai=1,2, esta equagdo € impossivel.

4.3 Trés lugares ramificados

4.3.1 P, P, e P; tém ramificacio mansa
Pelo Lema 104, a equacao 4.4 fica

2 1 1 1
Il+—==—4+—+—. 4.11)
|(;| €l (5] e3

Além disso, os d; = 1. Por contradi¢do, € ficil mostrar que e¢; < 3 para algum i. Assim,
podemos supor que 2 = e < ep < e3. Se ep > 4, também obtemos uma contradi¢do. Temos entao
0s seguintes subcasos:

4311 e=2

Por 4.11, |G| = 2e3. Andlogamente ao caso 4.2.1.2.1 quando e; =2, G ~ D,,.
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4.3.1.2 €y = 3

Pela equagdo 4.11,

1+ 2 1
|G| e3’

logo e3 < 5. Temos as seguintes possibilidades:
43121 e3=3

Entdo |G| = 12. Analogamente ao caso 4.2.1.2.1 quando e; = 3, G ~ Ay
43122 e3=4

Entdo |G| = 24. Sejam Q € S, e H = Gy(Q), logo |H| = e; = 3 (Teorema 61). Pelo
Teorema de Sylow aplicado a G, H deve ter 1 ou 4 conjugados, pois H € um 3-subgrupo de
Sylow. Suponha que H < G, e seja E' = F, pelo Galois e a Proposicio 16, E’/E é galoisiana.
Note que [E’: E] = 8 = | Aut(E’/E)|. Temos que P; e P; tém ramificagio mansa em E’/E com
indices < 8 (pois e; =2 e e3 = 4), mas pelo caso 4.2.1.1 isto é impossivel.

Assim, H tem 4 conjugados, logo [G : Ng(H)] = 4 (Sylow). Seja N = Ng(H ), logo |[N| = 6. Pela
Observagio 5, existe um homomorfismo de G — S4 com nicleo (g 6No ! C N. Como H
tem conjugados em G fora de N (pois H < N), entdo o nucleo do homomorfismo G — Sy €
diferente de N, logo ele tem ordem 1 ou 2, pois H € o Unico subgrupo de ordem 3.

Suponha que a ordem do niicleo seja 2. Seja E’ o corpo fixo pelo nicleo, temos que [F : E'] =2
(Teorema de Artin) e [E’ E] = 12. Como E' <G entdo E'/E é galoisiana. Pela equacéo 4.4

S

aplicada a E'/E, 2 — — Z 1— —) onde ¢ ¢ o indice de ramificagdo de P; em E’ quando
Jj= J

for ramificado; note que e’] |e ; (Proposig¢io 44). Obtemos 0s seguintes casos:

1. P, e P3 se ramificam com indice de ramifica¢do 3 e 2 respectivamente;
2. P, e P5 se ramificam com indice de ramificaciio 3 e 4 respectivamente;

3. Py, P, e P53 se ramificam com indice de ramificacdo 2, 3 e 2 respectivamente.

Comparando com os resultado anteriores, nenhum desses casos € possivel. Por tanto, o nicleo é

trivial e G ~ S4.
43123 e3=5

Entdo |G| = 60. Analogamente ao caso 1 no final da pagina 50, G ~ As.
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4.3.2 P, tem ramificacdo selvagem

Pelo Lema 1 e a equacdo 4.4, € claro que este caso ¢ impossivel.

Vamos juntar os resultados anteriores no seguinte

Teorema 107. Seja F = K(x) onde K tem caracteristica p > 0. Seja G < Aut(F/K) finito
ndo trivial e seja E = FY. Logo G é um dos seguintes grupos, tendo F/E a correspondente

propriedade de ramificagdo:

1. C, com p1{n,tal que

e s=1,e;=|G|,dy =2,0u

e s=2,e1=e=|G|,di =d, =1,
2. p—grupo abeliano elementar, com s = 1, e; = |G|, d) = 1;
3. D, com

e p=2,2f{ns=2,e1=2,ep=n,dy=dy=1,0u

*2<p,pin,s=2,e1=ne=2,di=1,dy=2,0u

e 2<p,pin,s=3,e1=ey=2,e3=n,d=dr=d3=1;
4. A4 com

e p#£23,5=2,e1=2,ep=3,di=1,dr=2,0u

e s=3,¢e1=2,ep=e3=3,di=dr=d3=1;
5.8;comp#23,s=3,e1=2,ep=3,e3=4,di=dr =d3 =1,
6. A5 com

e p=3,5=2,e1=6,ep=5,di=dr=1,0u

e p#£235 s=3,e1=2,ep=3,e3=5,di=dr=d3 = 1;

7. um produto semidireto de um p—grupo abeliano elementar de ordem ¢ com um grupo

ciclicode ordemn|g—1,s=2,¢; = |G|, e =n,d;y =dy = 1.

ql¢g—1) ~_gq+1

8. PSL(2,q),comp#2,g=p™,s=2,e; = ;@ >

extensoes de grau 1 em F;

,di=dy = I,Fltemq—i-l

9. PGL(2,q) com g =p", s =2,e1 =q(qg—1),e2=q+1,dy=dp =1, P, tem g+ 1
extensoes de grau 1 em F.
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4.4 Subgrupos finitos de PGL(2,p™)

Seja g = p™. Vamos aplicar o teorema anterior ao caso K =, e F = K(x). Dessa forma
vamos encontrar os subgrupos de G := Aut(F /K) ~ PGL(2,q) (Proposi¢ao 89). O objetivo é

provar o Teorema 113.

Pelo Teorema 22, se f|m, Fpm, F,r(x) C Fpn(x). Temos Aut(F ,/(x)/F,r) < G, isso
implica que PGL(2, p/) e PSL(2, p/) sdo subgrupos de G.

Proposi¢do 108. Seja E = FC. Em F /E temos:

1. Todo lugar P de grau 1 em F tem ramificagéo selvagem, sendo Gy (P) o produto semidireto
de um p—grupo abeliano elementar de ordem g = p”* com um grupo ciclico de ordem
q—1; G{(P) é um p—grupo abeliano elementar de ordem g e G,(P) trivial. Todos os

lugares de grau 1 de F sdo conjugados por G.

2. Todo lugar P de grau 2 em F tem ramificagdo mansa, sendo G_;(P) >~ Dyn 1, f(P|E) =2
e Go(P) um grupo ciclico de ordem g + 1. Todos os lugares de grau 2 sdo conjugados, e

—1
existem % desses lugares.

3. Os outros lugares de F s@o nao ramificados sobre E.

Demonstragdo. Como G = PGL(2,q) entdo, pelo Teorema 107 (9), existem dois lugares P| e P,
de E que se ramificam em F, com e} = g(q— 1) (selvagem) e e = g+ 1 (mansa). Além disso,

P tem g+ 1 extensdes de grau 1 e P, tem grau 1. Isso implica (3).

(1) F tem exatamente g + 1 lugares de grau 1 (Observacao 86), por tanto, todos aqueles
lugares estdo acima de P;. O resultado segue do Lema 104, do Teorema 65(2) e do Teorema
61(2).

(2) Existem ¢ polindmios monicos e (Z) + g polindmios redutiveis monicos de grau 2

—1
sobre . Logo F tem M lugares de grau 2 (Secdo 3.1.); seja P um desses lugares. Temos

que f(P|E) <2 (Observagio 42) e |G| = (q1 — 1)q1(q1 + 1) = [F : E]. Por tanto, da Igualdade
|G
- q(qg—1)
de P, e(P|F)=q+1, f(P|[F) =2¢|Gz(P)| =2(q+1) (Teorema 61). Observando a prova do
Teorema 107, D, € o tnico subgrupo tal que F'/E tem um lugar com ramificagdo mansa e

|G

indice de ramificacao 7| Isso termina a prova. O

Fundamental segue que e(P|E) >

=g+ 1, em particular P é ramificado, estd acima

Vamos considerar a acdo de G nos lugares de grau 1 de F, que € transitiva pela proposicao
anterior. Temos que G_; = Gy para lugares de grau 1 em F, pois o grau relativo sobre E € 1
(Observagdo 42 e Teorema 61). Sejam P e P; lugares de grau 1 em F'; pelo feito em 4.2.2.2.2,
casos 2 e 3,

Go(P1) NGo(Py) = (o), de ordem p™ — 1.
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Seja P; um lugar de grau 1 distinto de P; e P», pela Proposicao 89,
JA eGtalque A(P)) =P, A(P,) =P e A(P;) = Ps.
Observe que A2 = 1, pois tem trés pontos fixos.

Lema 109. D, é um subgrupo de G se n|p™ + 1.

Demonstracdo. A Proposi¢ao 108(1) implica que D,, € um subgrupo quando n|p™ + 1.

Seja J = (o,A) temos que |J| = 2(p™ —1). A 6rbita de P, pela agdo de J é {P;, P>}, logo
e(P|F’) = %‘ (Teorema 59 e Observacao 42). Assim, como na prova do item 2 da Proposi¢ado
108, J =~ Dyn_y. por tanto PGL(2, p™) contém D,, para n|p™ — 1. O

Observacao 110. Reordenando os lugares se for necessario, podemos supor que P; =0, P, =
1

e P; = 1. Seja a um gerador de F;m (Teorema 22 (3)). Assim, pela equagdo 3.2, A(x) = — e
X

o(x) = ax.

Se p > 2, entdo pelo Lema 90, A fixa mais outro lugar de grau 1, digamos P, distintos
dos anteriores P,. Como no pardgrafo anterior, seja T um gerador de Go(P3) N Go(Py). Temos que
SRy Sejay=0"7" = , note que Y(P;) = P, comi=1,2.

Pela Observagéo 110, y(x) = —x, logo A e Y comutam. Segue que Y(P3) = Y(A(P3)) = A(y(P3)),

logo A fixa y(P3). Como ¥ ndo fixa P3, temos que y(P3) = P4. Similarmente, y(Py) = Ps.

Lema 111. S4 € um subgrupo de G se p > 2.

Demonstracdo. Note que 4|p —1 ou 4|p + 1. Se 4|p™ — 1, seja H = (y,A) ~ Dy, e seja
N=Ng(H).Sejam o =6 7 e =1 7, vamos mostrar que eles estdo em N.

-1

Por um lado, @ comuta com 7, logo ayo™ " = y Agora vamos mostrar que oA = Aa~!

Considerando a Observagdo 110, defina b =a"# , temos que a(x) = bx e a~ ! (x) = b’x, logo
b 1 1 |

o(A(x)) = <= = A(a"(x)), 0 que prova o desejado. Segue que ado ! =Aa ol =
Ay € (y,A). Temos entdo que & € N, e analogamente, 3 € N.

Como Ay tem ordem 2 coprimo com p, fixa 2 lugares de grau 1, P5 e P (Lema 90), € claro
que esses lugares sao distintos dos P; anteriores. Vamos mostrar que Py, ..., Py sdo conjugados
por N.

Como H<N, yé conjugadoa A e Ayem N. Temos que A(P;) = P». Seja ® € N tal que ®A = Yo
(Observagdo 11), temos que ®(P3) = yo(P3), logo @(P3) = P; ou P, similarmente ocorre com
Py. Agora seja 6 € N tal que Ay = YO (Observagdo 11), temos que 6(Ps) = y(6(Ps)), logo

0(Ps) = P; ou P», similarmente ocorre com F.

Agora mostraremos que {P},...,Ps} ¢ uma drbita completa da agdo de N. Note que para
lugares de F' de grau 1 distintos dos P,, as drbitas pela acdo de H tem comprimento 4, logo o

Teorema 59 implica que esses lugares nio podem ser ramificados sobre F. Por outro lado, as
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érbitas dos P; por H tém comprimento 2, o que implica que os P; sdo ramificados sobre F7. O
ultimo item da Observagdo 60 implica o que queriamos mostrar. Pelo Teorema 59 e o Teorema
61, [N| = 6le(P1[F™)| = 6|Go(P1|F")].

Sejam J = Go(P|F") e K = Go(P,|F"), pela Observagio 63, AJ = KA. Usando a
defini¢do de Ng(H ), temos que

A= JHn\J=JnH\J=|Jn{d,yA} =KA = | Jn{A,7A} =T =K
neJ neJ neJ nek
Assim, J fixa dois lugares, entdo J NG (P;) = {1} (Observagdo 106). Como feito em 4.2.2.2.2,
casos 2 e 3, J < C,, com p{n, em particular p{ e(P;|FV). Além disso, como o € J, 4|e(P|FV).

Examinando a lista no Teorema 107, temos que N ~ S4.

Se 4|p™ + 1, seja Q1 um lugar de F de grau 2. Pela Proposi¢do 108, Go(Q;) = (o) e tem
ordem ¢+ 1. Seja H < Go(Py), pela Proposicdo 62, Q; é totalmente ramificado sobre F, logo
f1(01|FH) =1e gr(QiNFH) =2 (Observagio 42). Como H é ciclico de ordem coprimo com
p, o Teorema 107 mostra que Q; é o tnico lugar ramificado sobre F. Seja Q outro lugar de
F de grau 2, pelo Teorema 59, |H| = rf(Q|F"), onde r é o nimero lugares conjugados com Q
pela acdo de H. Como f(Q|Ff) divide f(Q|E) = 2 (Proposi¢des 44 e 108), H fixa um lugar de
grau 2 além de Q| somente se |H| =2, i.e., y:= 67" é 0 tinico automorfismo em Go(Q1) que
pode fixar outro lugar de grau 2 além de Q;.

Em particular, ¢ permuta os lugares de grau 2 distintos de Q; (Teorema 57(4)) em ciclos de

myq m_ 2\ (4 ]
comprimento p” + 1 ou 2 2 Como '"4_1)((17 )(p"+1)

m 1 P m
.Por tanto 67 fixa pelo menos

, existe pelo menos um ciclo

de comprimento lugares de grau 2 distintos de

Q1; seja O um deles. Seja T um gerador de Go(Q3). Defina A = TmeH, entdo (y,A) ~ D,. Seja

N o normalizador de (y,A) em G. Analogamente ao caso anterior, temos que N ~ S. [l

Lema 112. A5 é um subgrupo de G se p = 5 ou 5|p*"

Demonstracdo. Se p =5, note que As ~ PSL(2,5), entdo A5 é um subgrupo de G pelo visto no
inicio desta secao.

Em geral, A5 é gerado por dois elementos o e 3 que satisfazem as relacdes o® = B2 = (aff)? =
Vamos produzir elementos em G satisfazendo essas relagdes.

Note que se 5|p*™ — 1 entdo 5|p™ — 1 ou 5|p™ + 1. Seja g = p™.

Se 5|q — 1, pela Observagdo 23 existe uma raiz quinta da unidade a em [F,». Seja a € G

x—a’
d - 1 ’

—a® +a*. E claro que o e B satisfazem as condicdes desejadas, logo G contém As.

definida por o(x) = ax, ela tem ordem 5. Seja B o automorfismo definido por (x) =

onde ¢ = a*

Se 5|g+ 1, temos que F» (x)/IF 2 € uma extensdo de constantes galoisiana de Fy(x)/Fy
de grau 2 (Teorema 22(2)). Seja Aut(F 2 (x)/F 2(x)) = (0), pelo Teorema 22(2), o(y) =y se
y € Fp. Seja G' = Aut(F 2(x) /T 2), temos que G pode ser visto como o subgrupo de G’ dos
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elementos que comutam com ©. Seja Q um lugar de F,(x) de grau 2 e P uma extensdo de Q em
IF 2 (x), pela Proposicdo 53, F 2 (x) /IF4(x) € ndo ramificado e, pela unicidade de F > (Teorema
22(2)), o corpo residual de P é qu, logo gr P = 1. Pelo Teorema 59 e a Observagdo 42, Q possui
dois extensdes P; e P, em F de grau 1, tal que o(P;) = P;.

Seja y* € F2(x) com (y*) = Py — P, (Observagdo 88), temos que (o(y*)) = P> — P,
(Teorema 57(1)), assim (y*o(y*)) = 0, logo y*o(y*) € F 2 (Proposi¢do 30). Escolha € € F
tal que ey*o(ey*) = e97y*6(y*) = —1 (Observacio 23), defina y = £y*. Pelo Teorema 31,

: o 1
Fp(y) =Fpa(x) pois gr((y)o) = 1. Além disso o(y) = -

Seja a um raiz quinta da unidade em [ » (Observagao 23). Seja a € G’ definido por

. . by+c

2 !

o(y) = a“y, ele tem ordem 5. Seja B € G’ definida por = ,com b =

(y) =ay ja B por B(y) ~o(cly+ o)

1

a—o(a) e ¢ € F > que satisfaz a equagio co(c) = ¢t =1 —bo(b) (Observagio 23).

a—o(a
1 1

Note que a1 =1, logo 6/(a)? = (a?)* = —. Segue que 06 (y) = ——— = 6(a*)o(y) = o ax(y),
a ay

logo & comuta com &. Por outro lado, é claro que 2 = («f8)® = 1, e que B comutam com ©.

Isso implica que a imagem de G em G’ contém As. ]

Teorema 113. Os subgrupos de PGL(2, p™) sdo:

1. p—grupos abelianos elementares de ordem p/ com f > m;
2. Cycomn|p™+1

3. D,comn|p™+£1;

4. Ag,parap>2oup=2e2|m

5. S4 para p > 2;

6. As para p =5 ou5|p* —1

7. produtos semidiretos de um p—grupo abeliano elementar de ordem p/ com um grupo

ciclico de ordem n, tal que f < m, n|p/ — 1 e n|p™ — 1.

8. PSL(2,p/) e PGL(2, p/) com f|m.

Demonstragcdo. Note que A4 € o produto semidireto de um grupo elementar abeliano de ordem 4
com um grupo ciclico de ordem 3. Além disso, para p = 2, temos que PSL(2, p/) = PGL(2, p/).
Esses fatos, junto com a Proposi¢ao 9, mostram que todos os subgrupos listados acima aparecem
na lista do Teorema 107.

Por outro lado, um grupo na lista do Teorema 107 pode ser subgrupo de G somente se seu
correspondente indice de ramificacdo divide ao indice correspondente ao caso (9) daquele

teorema. Disso decorrem as restri¢des que aparecem na lista acima. S6 falta mostrar que cada
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grupo na lista acima € de fato um subgrupo de G.
No inicio desta se¢ao mostramos a presenca dos subgrupos em (8). A Proposi¢do 108 mostra
(1), (2) e (7), e os trés lemas anteriores mostram (3), (5) e (6). Finalmente, observe que A4 cai

(diretamente ou como subgrupo) nos item (5) e (7) quando p > 2 e p = 2, respectivamente. [

Suponha agora que K ¢é algebricamente fechado. Seja G um subgrupo finito de Aut(K (x)/K),
ele tem que estar na lista do Teorema 107. O Teorema 113 mostra que todo grupo listado
no Teorema 107 é um subgrupo de Aut(IF,=(x)/F,») para algum m. Por outro lado, todo
a € Aut(F,»(x)/F,») pode se associar ao automorfismo de K(x)/K definido por x — a(x).
Assim, todo grupo listado no Teorema 113 é um grupo finito de automorfismos de K(x). Em

conclusdo,

Teorema 114. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Os subgrupos
finitos de Aut(K(x)/K) sdo:

1. p-grupos abelianos elementares;

2. grupos ciclicos de ordem nao divisivel por p;
3. D, com p # n;

4. Ay,

5. Sy para p > 2;

6. As;

7. produtos semidiretos de p—grupos abelianos elementares de ordem p/ e grupos ciclicos

de ordem n com n| p/ — 1 e f arbitrério;

8. PSL(2,p/) e PGL(2, p/) com f arbitririo.
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CAPITULO

AUTOMORFISMOS DE CURVAS DE
ARTIN-SCHREIER

Nessa se¢do vamos estudar os grupos de automorfismos de extensdes de Artin-Schreier
da forma F /K (x), onde K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Para isso,
vamos determinar em quais casos K(x) € a dnica subextensdo racional de F tal que F/K(x) é
normal de grau p, pois nesse caso mostra-se que Aut(F /K) é uma extensdo de um grupo ciclico
de ordem p por um subgrupo finito de Aut(K(x)/K) (Observagao 100). Também vamos indicar

os grupos de automorfismos nos casos excepcionais.

Seja F /K (x) uma extensdo de Artin-Schreier sobre um corpo de fungdes racionais K (x),
onde K € um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. A extensao € representada
por uma equacgao

y?» —y=r(x), onde r(x) € K(x)\ K. (5.1)

Note que se r(x) for constante, entdo a equacdo w” —w = r(x) teria solu¢des em K, em contra
da condigdo 3.7.

F pode ser realizada como o corpo de fungdes de uma curva de Artin-Schreier C, i.e., F = K(C).
Dagqui na frente, usaremos a notagio da se¢do 3.1. para os lugares de K(x), colocando uma barra

acima deles.

Proposic¢ao 115. Na equacdo 5.1, y e (x) podem ser escolhidos tal que P.. é ndo ramificado e

comA; >0, grf <Y A, (A4,p)=1e f coprimo com os (x —a;).

Demonstra¢do. Podemos assumir que vp, (r(x)) > 0. De fato, suponha que vp,_(r(x)) < 0, seja
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n DY
r(x) = n¥ + -+ do com n > m, logo

bux™+---+bg
(x) 1 apx"+---+ay
s(x):=r|—-)= .
X box 4 - - boxt ™

1
Sejaw = —, temos que F = K(y,w) e
x

yP —y=s(w), tal que vp_(s(w)) = 0.
Pela Proposi¢do 97, P € ndo ramificado para esta equagao, pois m;, = —1 escolhendo z = 0.
Seja

W=t ¥ ¥

zljlxal

uma decomposig¢io de r(x) em fra¢des parciais(Proposi¢do 13). Podemos supor que ¢ = 0, de

fato, seja t € K uma soluc@o de x” —x = c. Sejaz =y —t, temos que F = K(z,x) e

P —z=y—y—c=r(x)—c

h
Suponha que n; = kp. Escolha h € K tal que h” = ¢y ;. Definaz =y — W, temos que
X —a;
C1 h
P—z=r(x)— L+ .
R It
Assim, podemos assumir que p { A;, paracadai=1,...,n. Logo
f(x) e ° e
r(x):r—/li, onde f(x) ZZC,JX a;) JHx ag)™
i=1 (x al) i=1li=1 ki

Note que x — a; divide todos os somandos em f(x), exceto aquele com coeficiente c;;, logo f(x)

€ coprimo com cada (x — a;); além disso gr f < Y7, A;. O

Daqui na frente vamos assumir que a equacao 5.1 satisfaz as condi¢oes da proposicao
anterior. Temos que vp,_ (r(x)) = —A; paratodoi=1,...,r e vp(r(x)) = 0 para outros lugares
de K (x), logo a Proposi¢do 97 mostra que 0s Py_,, s30 os tnicos lugares de K (x) que se ramificam

em F.

Segue da Proposi¢do 97 que o género de F €

P—1(y
i=1

Seja P; a extensdo de Fx,ai em F, temos que a Conorma € Congp JK(x) (ﬁx,ai) = p- P, e o Diferente

fica

Diff(F /K(x)) = Y (Ai+1)(p—1)-P. (5.3)
=1

~.
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5.1 Grupo de automorfismos

Quando g = 1, a curva C dada pela equagdo 5.1 é uma curva elitica, logo Aut(F/K) é

um grupo infinito (veja Se¢do 3.3).

Quando g < 2, o Teorema 55 mostra que o grupo dos automorfismos de F = K(C) que
fixam K, Aut(F /K), é finito. Estaremos interessados em encontrar esse grupo.
Vamos determinar os subcorpos racionais K(z) de F tais que F/K(z) é normal de grau p. No
caso que K(x) seja o tnico subcorpo com essas condi¢des, Aut(F /K(x)) € uma extensdo de um

grupo ciclico de ordem p por um subgrupo finito de PGL(2, K) (Observagdo 100).

5.1.1 Diferenciais e lacunas

Seja K(z) como no pardgrafo acima, pelo Coroldrio 51(3), pela Observacdo 42 e o
Teorema 59, existe um lugar P de F totalmente ramificado sobre K(z). Seja P,_, = P, seja
Z= b € K(z), entdo (Z)ﬁ(z) = Pe K (%) = K(z). Pela Proposigdo 46, (3)f, = p- P, em particular
2 Z(p-P).

Assim, estamos interessados em subcorpos racionais de F' gerados por elementos com divisor de
polos em F da forma p - P. Para isso, vamos estudar as sequéncias de lacunas dos lugares de F, o

que pode ser feito examinando o espaco das diferenciais holomorfas (Observagao 39).

Pelo algoritmo da diviséo, para cadai=1,...,r, existem m;(i) e & () tais que

(p—1-wAi+(p—1)=mi(u)p+&(n), comO<gu)<p-1

Defina

r

gu) =TT, 0 = Y mlu).

Teorema 116. (BOSECK, 1958, Satz 15) A seguinte é uma base para o espaco das diferenciais

holomorfas:

{x¥(gu ()~ WHdx|1(n) 22,0 < v <1(u) -2}

Teorema 117. (GARCIA, 1989, pag. 235) Para todo (a,b) € K?, temos bases para o espago das

diferenciais holomorfas:

{(r—a)"(gu(x)) "' (y—b)dx|t () 22,0 < v <1(p) -2}

Observacao 118. * Pela Proposi¢ao 35(1), o espago das diferenciais tem dimensao g. Assim,
as bases nos teoremas acima possuim g elementos, em particular existem g pares (i, V)
taisque 0 < u <p—2,1(u)>2,0<v<t(u)-2.

Pelo Teorema de Weierstrass (3), todos os lugares de F' possuem exatamente g lacunas.
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Sejam P € Pr e P = PNK(x) tal que P # P, temos que vp(r(x)) = e(P|P)vs(r(x)),

pela propriedade (3) das valorizacOes discretas, a equacdo 5.1 e a Proposicdo 115

vp(y) < 0 <= P, = P, paraalgumie pvp(y) = —pA; (5.4)
vp(y) >0<= P#P,Vi=1,...,re Péum zero de f(x). (5.5)

Logo (y) =A— Z AiP;, onde A>0evp(A) =0paratodoi=1,...,r (vg_(y) > 0 pela Propo-
i=1

sicao 115).
Seja 0 < u < p—2, pela Observagdo 80, a Proposicdo 35 (4) e 5.3 temos que

r

(y*dx) = uA —2-Cong k() (Peo) + Y [(p— 1= )4+ (p—1)] - P,
i=1

(gu(x)) = —t() - Cong g () (Poo) + p Y mi( )P, (5.6)
i=1

((gu(x))~"yHdx) = pA+ (1(pt) —2) - Cong k) (Peo) + ; &(W)F:.

Paracadai=1,...,r, o diferencial (x — a;)"(gu(x)) ~'y*dx é holomorfo (Teorema 117),

e a valorizagéo dele em P, é vp + &;(t). Pela Observagdo 39,

vptg(p)+1,1(u) >2,0<v <t(u)—2 (5.7
sdo lacunas de P, e pela defini¢do de &;(u), todas elas sdo distintas entre si. Pela Observagao
118, essas sao todas as lacunas de P;.

Dadoi=1,...,r, note que m; é uma fungio decrescente, logo  também é. Se ¢t (p —2) > 2
entéo, por 5.7, & () + 1 é uma lacuna de P; para cada 0 < u < p —2. Como & () vai de 0 até

p—2, P;tem lacunasem 1,...,p—1.

Observacao 119. Se P € Pr tem lacunasem 1,...,p— 1 (por exemplo,se P=PF,i=1,...,r)

entdo, pela Observacdo 39 e a Proposicao 40,

X —a; X —da;

F
.Como( ) :p-P,-,entﬁlo.,?f(p-Pi):<17 ! >

(o)

Agora, seja P um lugar de F ndo ramificado sobre K(x). Seja e = ¢(P|K(y)) e seja
y=y—btalque PNK(y) =P, p € Pg(y)»

Observacao 120. * Pela Proposi¢do 41, e = vp(§) e dado Q € Pr, vp(F) =0se ONK(y) ¢
(PP

* Se b # 0, pela a propriedade (3) das valorizagdes e 5.4, vp,(¥) = vp(y) = —A; para cada
i=1,...,r,logo PLNK(y) :F%, Vi=1,...,r. Note que os P; sdo os unicos polos de .

O mesmo acontece se b = 0.
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Se P nido estd acima de P.., € Pg(y)> seja X = x —a tal que PNK(x) = P, ,€ Pg(x)- Pelo
Teorema 117, #¥(g(x))~'3#*dx é um diferencial holomorfo; pela Observagdo 120, a Proposigo

35 (4) e 5.6, a sua valorizacdo em P € v + le. Logo, pelas Observacdes 39 e 118, segue que
vipe+1,0<u<p—2,1(u)>2,0<v <r(u)-2 (5.8)

contém todas as lacunas de P.

Se P estd acima de P, entdo P é um somando de Cong /x(y)(P). Pela Observagao 120 e
5.6, temos que v, (x¥(g(x)) 15 dx) = t(u) — 2 — v + pe. Considerando a mudanca de varidvel

1 =t(u)—2—v, observamos que 5.8 contém também todas as lacunas de P neste caso.

Agora vamos determinar os subcorpos racionais K(z) tais que F /K(z) € uma extensao

normal de grau p. Pela andlise no inicio desta Secdo, vamos procurar z € F' tal que
(z)E = p-P, com P totalmente ramificado sobre K (z)(logo z € .Z(p- P)). (5.9

Faremos uma anélise por casos.

5.1.2 t(0)>p+1

Dado P € Pr nio ramificado sobre K(x), por 5.8, v+ 1 é uma lacunade P, 0 < v <
t(0) — 2. Em particular, p é uma lacuna de P, pela hipétese. Por tanto, se existe z satisfazendo
5.9, P = P, para algum i.
Observacao 121. Temos que m;(0) = A; — [—l} .SeA; > p+2entiom;(0) > p+1;sedi=p+1
4
entdo m;(0) = p; se A; < p entdo m;(0) = A;.

Pela defini¢do de #(-), temos que r > 2 ou A; > p+ 2. Por outro lado, m;(p —2) =
{;ti +p—1

p
r > 2 entdo de novo ¢(p —2) > 2.

.Se Ay > p+2entdom(p—2)>2,logot(p—2)>2,comom(p—2)>1,se

Pela Observagdo 119, Z(p-P) = <1,
B

forma o + coma,f €Kef #0.Como K ((x + P ) = K(x), concluimos que para

>. Se existe z satisfazendo 5.9 entdo € da
X —a;

l l
t(0) > p+1, K(x) é o tnico subcorpo racional tal que F /K (x) é uma extensdo normal de grau p.

Vamos focar no caso 1(0) < p. Pela Observagao 121, temos que: (1) r=1,4; < p+1

,
ou2)r=23 4 <p.
i=1



78 Capitulo 5. Automorfismos de curvas de Artin-Schreier

513 r>3e) 4<p
i=1

Neste caso m;(p —2) = 1 para cada i, logo t(0) >t(p—2) =r > 3. Se P é ndo ramificado
sobre K (x), pela Observagdo 5.8 temos que pe+ 1 e pre +2 sdo lacunas de P para0 < u < p —2,
onde ¢ = ¢(P|K(y)).

Por 5.1 e o Teorema 59,

See=1lentdo p=(p—2)14+2éumalacunade P. Se 1 < ep < p, seja U tal que ppep =p — 1
mod pel <y < p—2,logo tpep—+ 1 € uma lacuna de P, divisivel por p. Entdo p deve ser uma
lacuna de P, pois as nao lacunas formam um semigrupo aditivo (Teorema de Weierstrass).
Por tanto, se ¢(P|K(y)) < p para todos os lugares ndo ramificados sobre K(x), entdo os P; s30 0s
tnicos lugares de F' tais que p ndo é uma lacuna. Como feito no caso 5.1.2, temos que K(x) é o
tinico subcorpo racional de F tal que F/K(x) é uma extensdo racional de grau p.
r
Se e(P|K(y)) = p para algum P ndo ramificado sobre K(x) entdo Z Ai=p.Sejay:=
i=1
1
y — b como na Observagdo 120, temos que (§)f = p- P, logo (:) =p-P.
Y/
Por outro lado, m;(0) = A;, logo #(0) = p > 2. Entdo, por 5.8, v+ 1 é uma lacuna de P, para

0 <v < p—2; em particular p € a menor nao lacuna de P.
1
Pela Observacao 119 aplicada a nosso caso, .Z(p-P) = <1, :>. Assim, todo elemento de
y
Z(p-P) com divisor de polos p- P é da forma OH—E~ coma,fB €K, #0.Como K ((x + E) =
y

y
K(y), K(y) é o tinico subcorpo racional, além de K(x), que pode satisfazer 5.9.

Suponha que F/K(y) é normal de grau p. Pela Observagdo 120 e Teorema 59, os P, sdo
conjugados pela a¢do de Aut(F/K(y)),r=peos A; = 1.

Pela Observagdo 91, podemos supor que P estd acima de Pe, € Py equea; =0e
ap =1, logo a equagdo 5.1 fica

f
x(x—1)

~—

X)

W—y=r(x) =

I

| (x—a;)

1

Il
w

Temos que f(x) € K*. De fato, pela Proposicdo 41, vp(r

—

x)) = p—gr f(x) > 0 (Proposigdo 115).
Por outro lado, considerando a extensdo F/K(y), vp(r(x)) = pvp _, (¥ —), entdo gr f(x) =0,
como desejado.

Seja 0 € Aut(F/K(y)) tal que o(P;) = P>. Pelas Observagdes 58 € 5.7,
1 1 — —
L(p-P)= <1,-> - ZL(p-Py) = <1—1> = K(x) > K(x)e P+ P,
X xX—
Note que o fixa P (Teorema 59), entdo o fixa Pe, € Pk (x). Por tanto, ¢ se restringe a um

automorfismo de K (x) de ordem p (pois | Aut(F /K (y))| = p) que fixa P. € leva P; em P,. Por
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3.2, 6(x) =x— 1, em particular 6/(x) = x — jpara j =0,...,p— 1, que deve coincidir com os
(x —a;) pois Aut(F /K(y)) = (o). Por tanto a funcdo geradora de F fica

a _a
x(x—1)--(x—p+1) xP—x

yW—y=

Observamos que F/K(y) é uma extensdo de Artin-Schreier, logo satisfaz 5.9. Por tanto, neste

caso, K(x) é o unico subcorpo de F tal que 5.9 ¢ satisfeito, excepto quando F' € isomorfo a
a

W—y=

xP—x’

514 r=2e3<) Li<p

Pelo menos um A > 1; podemos supor que A; > 2. Olhando os m;, € claro que t(p—2) = 2.

1
Pela Observagdo 5.7, Z(p-P) = <l, >
X—dai

Suponha que K(z) # K(x) é um subcorpo que satisfaz 5.9. Note que z ¢ .Z(p - Py), pela andlise

no inicio da Secdo 4.2.1., P; ndo pode ser totalmente ramificado sobre K(z), e pelo Teorema 59,
Py é ndo ramificado sobre K(z). Além disso, P possui p > 3 conjugados sobre K(y), como r =2
e cada lugar ramificado de K(x) tem uma tnica extensdo em F, existe o € Aut(F /K(y)) tal que
P := o(P;) é ndo ramificado sobre K(x).

Sejaw =0 ( ) ; pela Observagio 58 temos que (w)£ = p- P. Sabemos que F =
x—aj
K(x,y) = K(x)(y) = K(x)[y], além disso {y’ }f;ol ¢ uma base de F' como K (x)—espago vetorial,
p—1
logow = Z rj(x)y/, com r;(x) € K(x). Seja Tr : F — K(x) a traca (veja Segdo 1.2.2.), vamos
j=0

analisar Tr(w).
Sejaj=1,...,p—2, pelo Teorema 22 (3), F, = {b/|b € F,}. Logo, pela Proposi¢do 97,

Tr(y) = ¥ +bY = py/ +aj iy ¥ bttary ¥ 0+ Y b =0="Tr(1)
beF), bEF,, beF), beF,

e Tr(y?~1) = Z bP~! = —1. Pela Proposigdo 21, Tr(w) = —r,_(x).

beF,
Por outro lado, se T é gerador de Aut(F /K (x)) entdo Tr(w Z 7/(w). Pela Observagio 58 e
o Teorema 57, vj(p) (t/(w)) = —p e os T/(P) estdo acima de um mesmo lugar P em K (x) ndo

ramificado. Pela propriedade (3) das valorizacdes e a Proposicdo 46 segue que

1
<nww£=n3%ﬂwwﬂxwmm«ﬂww5%»

> K
logo (Tr(w)K(x) = p- P = (1,1 (x)=".
Os P; ndo sdo polos de w, logo vp (w) > 0, e sdo totalmente ramificados sobre K (x). Por outro
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lado, dado i = 1,2 temos que p|vp (f(x)) para todo f(x) € K(x) (Proposigdo 41) e (A;,p) = 1.
Dado 0 < ji,ja<p—1,se

o (22) - h i 1o

Por 5.4 e as propriedades das valorizacdes, vp,(w) = min{v;(r;(x)) — jA4 |0 < j< p—1} >0,

ve(rji () = J1di = vp(rjy (x)) — phi = p

com i = 1,2, em particular vp,(r,_(x)) > (p — 1)A;. Assim, B é um zero de r,_;(x); pelo
Teorema 31, (r,_1(x))X®¥) =P + P, + A — p- P, onde A é um divisor efetivo de grau p — 2 tal

que v5(A) = 0. Em particular, r,_(x) ndo é¢ uma poténcia p—ésima em K (x).

Agora considere dw = d (G (
X—dai

)) . Pela Observagao 80 e 5.3,

(d( ! )):—2P1+Diff(F/1<(x)):yl-P1+y2-p2,

xX—a
ondeyy =AM +1)(p—1)—2p>0epn=(A+1)(p—1), logo é holomorfa. Pela Observagdo
79, dw também € holomorfa.

Por outro lado, pela Proposi¢ao 71 e o Exemplo 74,

~1
i = T DLl + D)

Por 5.1 temos que Dy(y) = —D,(r(x)), logo
p—2
dw =Y [Dx(r;(x)) = (j+ 1)1 (x)Dy(r(x))]y’dx + Dx(rp-1(x))y"~ dx
j=0
Como r,_1(x) ndo é uma p—ésima poténcia, Dy (r,—1(x)) # 0.
Observamos que o exponente de y nos elementos da base no Teorema 116 é no maximo p — 2,
logo essa base ndo pode gerar dw, por tanto dw nao pode ser holomorfa, e temos uma contradigao.

Em conclus@o, no caso atual, K(x) é o tnico subcorpo racional de F que satisfaz 5.9.

5.1.5 1’22, 11212:1

Assumiremos que p > 2, pois caso contrdrio o género € 1 por 5.2.
Para encontrar os subcorpos racionais que satisfazem 5.9, vamos procurar os subgrupos de ordem
pde G := Aut(F/K).

Pela equacdo 5.1 temos que F /K é um corpo de fungdes hiperelitico. Sejam E = FC e S
o conjunto de lugares de K(y) que se ramificam em F, pelo Teorema 101, G := Aut(K(y) /E)
coincide com o subgrupo dos automorfismos de K(y) que mandam S nele mesmo.
Pelo Teorema do Diferente de Dedekind, o exponente no Diferente de F/K(y) de lugares em S
¢ 1. Entdo, por 4.2 temos que Diff(F /K(y)) = |S| (todos os lugares de F tém grau 1 pois K é

algebricamente fechado), logo, pela Férmula do Género de Hurwitz em F /K (y),

20¢—1)=|S|—4 = por52, g=p—1e|S|=2p.
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Seja Q € S. Suponha que G1(P|E) # {1}, logo Q tem ramificagdo selvagem sobre E (Teorema
65). Pela Observacdo 106, a acdo de G| (P|E) em S fixa somente Q e permuta os outros lugares
em ciclos de ordem |G (P|E)| = p*. Mas isso é impossivel pois |S — {Q}| = 2p — 1. Logo O

tem ramificagdo mansa sobre E e Go(Q|E) é ciclico.

Se Go(Q|E) = {1}, note que p divide a |G| < |S| (Teorema 59), logo |G| = p ou 2p.
Olhando para a lista no Teorema 107, G cai no caso (7). Assim, G é um grupo ciclico de ordem
p ou um grupo dihedral de ordem 2p, logo G € um grupo ciclico de ordem 2p ou um grupo

dihedral de ordem 4p. Em qualquer caso, G possui um tnico subgrupo de ordem p, que tem que
ser Aut(F /K(x)).

Assim, vamos considerar os casos onde Go(Q|E) # {1} para todo Q € S (pelo Teorema
65 (3) esses grupos sdo ciclicos). Pela Observacao 66, E possui um lugar 5 com ramificacao
selvagem em K (y). As 6rbitas de S por G se restringem a lugares de E com ramificagiio mansa,
segue da Secao 4.4 que E somente tem mais um lugar ramificado distinto de 5, logo todos os
lugares de S sdo conjugados por G. Pelo Teorema 59, |G| = 2p|Go(Q|E)|. Observando a lista
do Teorema 1, isto é possivel apenas nos casos (8) e (9), se p =3, |[S| =6¢ se G é isomorfo
a PSL(2,3) ~ A4 ou PGL(2,3) ~ S, (Teorema 9), respectivamente. Além disso, dado G € S,
|Go(Q)| = e(Q|E)| = 2 ou 4, respectivamente (Teorema 61 (2)).

Vamos denotar por Q, ao lugar de K(y) associado ao polindmio y — a. Seja ¢ o auto-
morfismo de F talque x—x, y—y—1esejac = G\K(x) € G. Pela Observacido 91 podemos
assumir que @0 se ramifica em F, logo O e Q, também se ramificam em F (Observacdo 58 (1)).

Se Q) é um quarto lugar em S entdio os lugares ramificados restantes sd0 Q.| € Op12. A agdo

de G em S é (09010)(0pQp+10p+2)-

Lema 122. b pode ser escolhido como sendo 2i, onde i =2.Em particular,
S ={00,01,07,02i,02i11,02i12}-

Demonstragdo. Seja T o elemento de ordem 2 de Go(Qp|E). Como T age em S em ciclos
disjuntos de comprimento 2, ele deve fixar um lugar Q, em S distinto de Q,. Temos que
67(Q,) = O, 1, por outro lado T6(Q;) = T(Q;. 1), como T ndo fixa Q,, | entdo 67 # T6. Em

particular 7, 676 | ¢ 6°TG 2 sdo elementos distintos dois a dois de G de ordem 2, entdo os
dois tltimos ndo pertencem a Go(Q)). Avaliando esse automorfismos em Qy), observamos que T

ndo fixa Q; nem Q,, assim podemos tomar s = b.

Agora vamos denotar Q, simplesmente por a. Pelo feito no anteriormente e equacio 3.2,

_ b+q)y
T(v) = u, yEK
y+q
Temos que T(1) = 2,b+ 1 ou b+ 2. No primeiro caso, substituindo na expressio acima, temos
que b+g = —1—gq. Por outro lado, como 7(2) = 1, —b— g = — 1 +¢, 0 que leva uma contradicao.

Similarmente, se T(1) = b+ 2, temos que 2g = gb — 1, e como T(—1) = b+ 1 entdo gb = 1,
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outra contradi¢do. Por tanto T(1) =b+1,b+ 1 =1 e 7(2) = b+ 2. Assim obtemos as equagdes
2q=¢qgb—1,b*>+qb=1e¢bg=—1, o que implica que b> = g = 2, por tanto podemos tomar
b=—-i=2i. L

2i+1 - _
(L)y" ele leva S nele mesmo, logo A € G. Como
2y+ 141

A tem ordem 4, G deve ser isomorfo a S4 (Observagdo 100). Vamos determinar quando é que

Considere o automorfismo A (y) =

isso acontece.
Pela Observacdo 91, podemos assumir que a; = 0 e a; = 1, e que as extensdes de Oy, Q) e O,

em F' estdo acima do lugar no infinito de K(x), pois elas sdo conjugadas por ¢ . Assim, a equagdo
a

com a € K 5.1, que pode ser escrita como (x —2)% =1+ 7 _

y =y

deFﬁcay3—y:x(x_1)

Y —y+a
¥ —
ramifica em F' se ¢ somente se vy = (2i)® — (2i) +a = 0, equivalentemente, se a = i. Assim, F

- l
tem equacao y3 —y= m

Por tanto, K(x) é o tinico subcorpo racional tal que F/K(x) é normal de grau p, a menos que

x(x—1)

. Como F /K (y) é uma extensdo de Kummer, o Teorema 3.6 (2) mostra que Q»; se

p =3 e aequacio geradora de F possa ser escrita na forma y> —y = , com % = 2.

516 r=1,1<p+1

Podemos assumir que a; = 0 (Observagdo 91). Pelo Teorema 103, Go(P) = G1(P||E) =

Aut(F /K(x)), de fato G = Aut(F /K(x)) ~ ¢, exceto no caso excepcional y’ —y = ;- com
A1|p+ 1. O grupo de automorfismos nos casos excepcionais vém dados pelo Teorema 103.

Nos casos ndo excepcionais, suponha que K(z) € um subcorpo de F que satisfaz 5.9. Se F /K(z),
pela Proposicao 17 existe um corpos L tal que F /L é puramente insepardvel e L/K(z) é separdvel.
Temos que [F : L] = p ou [L: K(z)] = p, assim necessariamente F = L e L = K(z), logo F /K(z)
€ puramente inseparavel. Mas o Teorema 54 (3) implica que F é racional, o que ndo € possivel.
Segue que F/K(z) é galoisiana, em particular FAU(F/K() = K(7) (Teorema Galois); como
Aut(F /K(z)) C Aut(F /K) entdo F D K(z) D K(x) = FA"F/K) "1ogo K(z) = K(x). Por tanto,

K (x) € o tinico subcorpo racional de F' que satisfaz 5.9.

Em conclusdo, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 123. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Seja F /K (x)
uma extensdo de Artin-Schreier com género maior que 1, com F = K(x,y). Temos Aut(F /K) é

uma extensdo de C,, por um subgrupo finito de PGL(2, K), exceto nos seguintes casos:

. yP —y = 7 com a € K, logo G é o produto semidireto de um p—grupo abeliano

elementar de ordem p2 eD,;

2.y —y= : com i> = —1, logo G é a extensio de Z, via Sy;
x(x—1)
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1
3.y —y= —7 com Alp+1eA < p+1,logo G é a extensdo de um grupo ciclico de ordem
X
2 via PGL(2, p);

—

_ ~ 2
4, yP —y = st logo G ~PGU(3, p*).

Demonstragdo. Pela Observagdo 100, G := Aut(F /K) é uma extensdo de C,, por um subgrupo
finito de PGL(2, K), exceto nos casos ndo excepcionais.

O caso (2) aparece em 5.1.5 e os casos (3) e (4) aparecem no Teorema 103.

Para achar (1), considere os seguintes automorfismos de F:

o:(xy)—(x,y—1) T:(xy)—(x—1y) A:(xy)+— (yx) a:(x,y)»—>(8x,£_]y)

onde € é uma raiz (p — 1)—ésima primitiva da unidade. Note que o e T geram Aut(F /K(x)) e
Aut(F /K(y)) respectivamente, e (G, T) é um p—grupo abeliano elementar de ordem p>. Como
Aod =a~ !, (a,A) é um grupo dihedral de ordem 2(p — 1). Além disso, AGA = Te ATA = 0,
e que ¢ estd no normalizador de Aut(F/K(x)) e Aut(F/K(y)). Assim, (0,7, a,A) é o produto

semidireto de um p—grupo abeliano elementar de ordem p* com um grupo dihedral de ordem
2(p—1).

Para mostrar que G = (0,7, ®, ), é suficiente mostrar que |G| < 2p*(p — 1). Sejam
Pi,P,,...,P, os lugares de F que se ramificam sobre K(x). Por 5.1.3, os lugares de F tais que p
¢ uma ndo-lacuna sdo os P; e os lugares ndo ramificados sobre K(x) e ramificados sobre K (y).

1
Logo, P tem no maximo 2p conjugados. Pela Observacao 119, Z(p-P;) = ( 1, 1/ Assim,
x —

Go(P1)/ Aut(F/K(x)) — Aut(K(x)/K) (correspondéncia de Galois) que fixa P; e permuta
{P;,P3,...,P,}. Logo Go(P)/Aut(F /K(x)) — Aut(K(x)/K) deve ser ciclico de ordem no
maximo p — 1. Assim, |G| < 2p?*(p — 1), como querfamos mostrar. O

5.2 Casos nao excepcionais

Suponha que F /K estd definida pela equacao
yYW=y=fx), f(x) e K(x)\K

tal que cai nos casos nio excepcionais do teorema anterior. Seja H = w(Aut(F /K)) como na

Observagao 100.

Lema 124. H coincide com os automorfismos que fixam f(x).

Demonstragdo. (=) Seja a € Aut(F/K), temos que a(y)’ —a(y) = a(f(x)) = f(a(x)).
Temos que o (y) =y+r,comr € Fj,, logo f(a(x)) = a(y)? —a(y) =y’ —y= f(x). Logo w(cx)
fixa f(x).

(<=) Se a&(x) é um automorfismo de K (x)/K que fixa f(x), entdo o : (x,y) — ((ot)(x),y) é tal
.

que () =
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Por simplicidade, assumiremos que f(x) € K[x]. Assim P, € Pg(x) € um polo de f(x),
como f(a(x)) tem polo em o~ ! (P..), entdo 0 (Pw) = Peo, sSegue que 0(x) = ax + b (aqui temos
olhado or como um automorfismo da reta projetiva). Assumiremos ainda que f(x) = Zﬁvzo cix' é

moénico. E claro que a = §, com d|N, ptd e med(d, k) =1 .

Observacido 125. Sea # 1,d # 1 e ptd, entdo

100 = et = 7 (27) =1 (257) = r (227) ki)

a—1

Se a =1 entdo p|N ou o = 1.

Se ptN, pelo Lema 124 aplicado aos coeficiente de x¥ ! temos que

Nb

CN—1 = "7,
a

-1

T Agora podemos determinar os possiveis d|N tais que f <x_1) c K[x9),
a —

o que permite a e b. E ficil ver que H é um grupo ciclico de ordem no divisivel por p.

0 que determina
a J—

Seja N = p*L, com k,L > 1 e p{ L. Primeiro considere a = % # 1 com p{ d|N, logo
N
d|L. Note que (x —b)N = (xpk — bpk)L. Suponha f(x) # xV, seja r 0 maior inteiro positivo < i

tal que ¢,y # 0. Temos os seguintes casos:

e Se rd >N—pk+ 1 entdo ¢; = 0 para rd < i < N. Pelo Lema 124,

b Cy
a—1  cq(rd)

é

* Se rd = N — p¥ + 1, uma das restri¢des para
a _—

k

b \? . b
L a_l +CN—pk+1(N_p +1)—_CN_P/<:O.

a—1

* Se rd < N — p¥ entdo
k

b p _CN_pk
a—1 - L

Note que muitas das equagdes anteriores sdao igualdades no corpo K.

Quando a = 1, o seguinte resultado pode ser muito ttil, especialmente quando K = E.

Proposicdo 126. Para r >0 e f € F,[x] temos

f)=fx+ta),VacF, «— feFyx" —x
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Exemplo 127.

F: y-y=(-x% Kk=F,

Temos (x> —x)* = x%0 +x16 4 x12 + x8 4-x* logo temos que os automorfismos a(x) =
x+a, com a € s, estdo em H (pela Proposi¢do acima). Por outro lado, N =20 e L =4. Se
o € H,com a(x) =ax+bea#1,temosa= (K # 1, com p{d|N e med(d, k) = 1. Segue que
d =2 ou 4, com raizes primitivas 4 e 2 respectivamente, e rd = 16 = N — p* + 1 nos dois casos.

b \° b b
Temos 4 ( 1) —16 < 1> =0, logo (—1> € 5. Assim, os possiveis automorfismos
a— a—

neste caso sao

o (x) = 4x+k Bi(x) = 2x+k Ye(x) =3x+k k€ TFs

Verificamos que eles sdo de fato elementos de H. Além disso, pela Proposi¢dao 126, também
temos os automorfismos 0 (x) = x+k, k € Fs estdo em H. Temos que H é o produto semidireto

de C5 com C4 (caso 7 no Teorema 113).

O caso geral f € K(x) é mais complexo. Ele pode ser estudado analisando os zeros e os

polos de f.

Exemplo 128.

2n
xT+1
FiyPty==———, pin

2n

Note que =x"+ —.- Seja { uma raiz n—ésima primitiva da unidade, é claro que
X

n
i
o;(x) = Cixe Bi(x) = ¢ estdoem H, parai=1,...,n. Por outro lado temos que f (o) = f(0) =0
x

(olhando f como um morfismo P! — PP!), logo os automorfismos em H satisfazem ¢(o0) = oo

ou & (0) = eo. Assim, podemos verificar que os ¢; e os f3; sdo todos elementos de H, e H ~ D,,.
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