Traco de distribuicoes e geracao de semigrupos de
operadores lineares sobre espacos localmente convexos

Bruno Vicente Marchi de Macedo

Tese de Doutorado do Programa de P6s-Graduagao em
Matematica (PPG-Mat)

o
=
2
o
o
<
V)]
LLl
a)
LL
a)
<
o
Vs
oc
LLl
>
P
-

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao

SAO CARLOS

ICMC
i







SERVIGO DE POS-GRADUAGAO DO ICMC-USP
Data de Depésito:

Assinatura:

Bruno Vicente Marchi de Macedo

Traco de distribuicOes e geracao de semigrupos de
operadores lineares sobre espacos localmente convexos

Tese apresentada ao Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo - ICMC-USP,
como parte dos requisitos para obtengcdo do titulo
de Doutor em Ciéncias — Matemética. EXEMPLAR
DE DEFESA

Area de Concentracdo: Matematica
Orientador: Prof. Dr. Eder Ritis Aragdo Costa

USP - Sao Carlos
Outubro de 2020



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Prof. Achille Bassi
e Secdo Técnica de Informéatica, ICMC/USP,
com os dados inseridos pelo(a) autor(a)

Macedo, Bruno Vicente Marchi
ML41t Traco de distribui ¢cbes e geracdo de sem grupos de
operadores |ineares sobre espagos |ocal nente
convexos / Bruno Vicente Marchi Macedo; orientador
Eder Ritis Aragao Costa. -- Sado Carlos, 2020.
132 p.

Tese (Doutorado - Programa de Pds- G aduacdo em
Matematica) -- Instituto de G éncias Matematicas e
de Conputacdo, Universidade de Sao Paul o, 2020.

1. Trago de distribui¢bes. 2. Sem grupos de
operadores lineares. |. Costa, Eder Ritis Aragao,
orient. Il. Titulo.

Bibliotecéarios responsaveis pela estrutura de catalogacéo da publicacdo de acordo com a AACR2:
Glaucia Maria Saia Cristianini - CRB - 8/4938
Juliana de Souza Moraes - CRB - 8/6176



Bruno Vicente Marchi de Macedo

Trace of distributions and generation of semigroups of linear
operators on locally convex spaces

Thesis submitted to the Institute of Mathematics and
Computer Sciences — ICMC-USP - in accordance
with the requirements of the Mathematics Graduate
Program, for the degree of Doctor in Science.
EXAMINATION BOARD PRESENTATION COPY

Concentration Area: Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Eder Ritis Aragao Costa

USP - Sao Carlos
October 2020






AGRADECIMENTOS

Agradeco a minha companheira Thays pelo apoio durante 0 momentos dificeis desta
jornada.

Agradeco aos meus pais Ana e Vicente por sempre incentivarem a curiosidade pelo saber.

Agradeco a todos os Professores que compartilharam comigo nao sé seus conhecimentos,
mas também o apreco pela Matematica. Em especial, agradeco ao meu orientador Eder pela

imensa ajuda no desenvolvimento do projeto de tese, por ser sempre paciente € bem-humorado.
Agradeco a Capes pelo apoio financeiro.

"O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001".






RESUMO

MACEDO, B. V. M. Traco de distribuicoes e geracio de semigrupos de operadores lineares
sobre espacos localmente convexos. 2020. 132 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2020.

Neste trabalho apresentaremos uma nocao de trago para distribuicdes em um certo subespaco
de 2'(Q). Essa nogdo de trago fornece sentido para o problema de Dirichlet com a equagdo de
Laplace na bola unitaria, no caso em que a condi¢do de contorno € uma distribui¢do qualquer, de

modo que a férmula integral de Poisson continua produzindo solugdes para o problema.

Apresentamos também um resultado de geracdo de semigrupos de operadores lineares sobre
um espaco vetorial topoldgico localmente convexo. No caso em que este espaco € Fréchet,
mostraremos que tal resultado generaliza o Teorema cldssico de geracao de semigrupos analiticos

de operadores lineares continuos sobre um espaco de Banach.

Palavras-chave: Traco, Distribuicdes, Semigrupos de operadores lineares, Espacos localmente

CcOonvexos.






ABSTRACT

MACEDO, B. V. M. Trace of distributions and generation of semigroups of linear operators
on locally convex spaces. 2020. 132 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computacgdo, Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

In this work, we will present a notion of trace for distributions in a certain subspace of 2'(Q).
This notion of trace provides meaning to the Dirichlet problem with the Laplace equation on
the unit ball, in the case where the boundary condition is any distribution, such that Poisson’s

integral formula continues to produce solutions to the problem.

We also present a result of the generation of semigroups of linear operators on a locally convex
topological vector space. When this space is Fréchet, we will show that such result generalizes
the classical Theorem of generation of analytical semigroups of continuous linear operators on a

Banach space.

Keywords: Trace, Distributions, Semigroups of linear operators, Locally convex spaces.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A ideia principal deste trabalho € usar a Teoria da Distribui¢des e a Andlise de Fourier
para encontrar e descrever as solucdes de algumas equagdes diferenciais parciais lineares para

casos em que as condi¢des iniciais ou de fronteira sdo mais singulares do que o usual.

Este trabalho ficou dividido em duas partes independentes entre si. Na primeira parte,
presente no Capitulo 3, é apresentado um resultado sobre a geracdo de semigrupos sobre espacos
vetoriais topoldgicos localmentes convexos, no caso em que o gerador € um operador linear
que chamamos de pseudosetorial, e mostramos que € possivel aplicar tal resultado a uma classe
de operadores pseudodiferenciais com coeficientes constantes. Na segunda parte, presente no
Capitulo 4, apresentamos um conceito de trago para distribui¢des em um subespago de 2’ (Q),
mostramos como esse conceito generaliza outros conceitos de trago ja conhecidos e como ele
pode dar sentido ao problema de Dirichlet com a equagao de Laplace, no caso em que a condi¢ao

de contorno é uma distribui¢do qualquer.

Para compreender nossa motivagao para o desenvolvimento da Capitulo 3, a titulo de
exemplo, considere a equagdo do calor:
diu(x,t) = Au(x,t), para (x,1) € R" x (0,00)

(1.1)
u(x,0) = up(x), parax € R",

onde A representa o operador de Laplace na varidvel x, isto €,
" 9%y

AM(X,I) = Z:l W(X,t)

J=177]

e up : R" — C é uma funcdo. Se ug € LP(R") para algum p € [1,0), entdo uma forma de abordar
o problema (1.1) é olhar A como um operador linear (ndo-limitado) sobre L?(R"), u como uma
aplicagdo u : [0,00) — LP(R") e reescrever (1.1) como a equagéo diferencial ordinaria:

u(t) = Au(t), parat € (0,)

l/t(O) = Uugp.

(1.2)
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Como —A é um operador setorial, o semigrupo {e*};~o gerado por A é obtido pela férmula

integral de Cauchy

1
tA tA —1
= — A—A)""dA
¢ 27ti/re ( ) ’

onde I' € uma curva que contorna o espectro de A (ver Teorema 1.3.4 em (HENRY, 1981)), e

temos que u : [0,00) — LP(R") definida por u(t) = e

ug € a solugdo de (1.2). No entanto, se para
todo p € [1,e0) temos que ug ¢ L”(R") o problema (1.1) ndo pode ser abordado dessa forma.
Uma alternativa para usar essa abordagem, mesmo quando a condicao inicial uy € mais singular
que funcgdes em LP(R"), é desenvolver um resultado de geragdo de semigrupos em espagos

vetoriais topoldgicos localmente convexos.

Esse tema vem sendo desenvolvido em alguns trabalhos. Em (BABALOLA, 1974), por
exemplo, € apresentado uma generaliza¢do do Teorema de Hille-Yosida (ver (PAZY, 1983)) para
espacgos vetoriais localmente convexos completos. Em (ARAGAO-COSTA; SILVA, 2020), o
grupo {e},cg de operadores lineares continuos sobre um espago de Fréchet (X, {p;},en) €

definido através da formula
oo k
A _ Z (tA)
e - T,
= k!
por meio da introdugdo do espaco .Z;.(X) dos operadores lineares continuos fortemente compa-
tiveis com a familia de seminormas {p;} jcn, mostrando que se A € Z;.(X), entdo a série acima

converge em % (X).

Neste trabalho apresentamos uma versdao do Teorema 1.3.4 em (HENRY, 1981) para
espagos vetoriais topolégicos localmente convexos, isto €, geraremos o semigrupo {e 4},

através da férmula integral de Cauchy

1
—tA __ tA -1
e = _27ri/re (A+A)"'dA, (1.3)

no caso em que A é um operador que denominamos por operador pseudosetorial.

A maior dificuldade em generalizar os teoremas de geracdo de semigrupos para espagos
vetoriais topoldgicos localmente convexos, encontra-se no fato que, diferentemente do caso em
que X € um espaco de Banach, quando X é um espaco vetorial localmente convexo (ou mesmo
um espaco de Fréchet), ndo hd uma maneira “natural"de munir o espago dos operadores lineares
continuos .Z(X) com uma estrutura de espago vetorial topoldgico localmente convexo. No
caso em que queremos gerar o semigrupo {e "4}, através de (1.3), tentar munir .£(X) com
uma estrutura de espaco vetorial topolégico localmente convexo € muito interessante, porque
neste caso a integral do lado direito de (1.3), caso convergisse, teria um sentido. Nesse trabalho,
contornamos essa dificuldade considerando o espaco de todos os operadores lineares (incluindo

os descontinuos) sobre X, que denotamos por L(X ), em vez de considerar .2 (X).

Mostraremos que podemos aplicar o Teorema de geracao de semigrupos do Capitulo 3

para uma classe de operadores pseudodiferenciais com coeficientes constantes sobre o espaco de
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Schwartz. No entanto, hd uma grande dificuldade em aplicar tal Teorema para o caso em que € é

um conjunto aberto limitado em R”, como mencionaremos a seguir.

Se considerarmos a equacdo do calor (1.1), trocando R” por € subconjunto aberto
limitado de R"”, devemos adicionar uma condicio de contorno para o problema ficar bem posto.
Desta forma, a formulacao para a equacao do calor com condic@o de contorno de Dirichlet € a
seguinte:

diu(x,t) = Au(x,t), para (x,t) € Q x (0,00)

u(x,t) =0, para (x,7) € dQ x (0,0) (1.4)

u(x,0) = up(x), parax € R".
Como antes, podemos reescrever a EDP como uma EDO (1.2) no espago L?(Q). A condigdo de
contorno do problema (1.4) € incorporada ao problema (1.2) através do dominio do operador
de Laplace D(A). Por exemplo, se p =2 e Q é de classe C2, temos que D(A) = H*(Q) NH} (Q)
(ver Capitulo 4 de (VRABIE, 2003)), enquanto para o problema (1.1), temos D(A) = H*(R").
Assim, para estudar o problema (1.4) com condi¢do inicial ug em 2’(Q) (ou em um subespaco

de 2'(Q)), devemos conseguir incorporar a condi¢do de contorno ao dominio D(A) C 2/(Q).

Observe que H} (Q) é formado pelas fungdes em H'(Q) com trago em JQ igual a 0,
onde o sentido de traco para uma funcio em H'(Q) é apresentado em (ADAMS; FOURNIER,
2003), e por isso o dominio do operador de Laplace D(A) = H?*(Q) N HJ (Q) é adequado para
estudar o problema (1.4) quando ug € L?>(Q). Logo ter uma nogio de traco para distribuicdes
parece muito interessante para dar sentido e conseguir estudar o problema (1.4), no caso em que

ug € uma distribuicao que ndo pertence aos espacos L”’s.

Em (CORDARO, 1999) ¢ apresentada uma nocao de trago, denominada valor de fronteira,
entretanto essa nogéo € restrita a fun¢des holomorfas f : I x i(0,8) — C tais que existem C > 0

e N € N de modo que f verifica a estimativa
) C
[f(x+iy)| < y—N

para todo x+iy € I x i(0,6).

Considerando € uma aberto com fronteira suave, no Capitulo 4 apresentamos um
conceito de trago para distribui¢des em um subespago de 2'(Q), denominamos tal subespaco
por espaco das distribuicdes em Q com traco em dQ e o denotamos por @59(9)' O traco de
uma distribui¢do em Z), (), como mostramos, serd uma distribui¢ao em 2'(dQ), por este
motivo come¢amos o Capitulo 4 abordando um espaco de distribuicdes sobre uma variedade
suave M que é apresentado em (HORMANDER, 1980), o qual denotamos por 21(M).

A nocio de traco apresentada no Capitulo 4 fornece sentido para o Problema de Dirichlet
com a equagdo de Laplace:
AU =0, emQ
U=uy, emoaIQ,

(1.5)
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no caso em uy € 9'(dQ), interpretando a condi¢do de contorno como o trago de U em 9Q é

igual a . No caso em que Q = B é a bola unitdria em R"*!, temos que a férmula integral de

U()C) _ 1— ’X|2 / M()()’) dSy

(1 1) @nr1 Jo =y

fornece as solug¢des para o problema (1.5) quando ug € C(dB).

Poisson

No Capitulo 4 apresentamos um Teorema onde mostramos que a férmula integral de
Poisson continua fornecendo solugio para o problema (1.5) no caso em que ug € 2'(dB). Para
formular e demonstrar tal Teorema foi necessario olhar a distribuicao 1y como um funcional
linear continuo sobre o espaco C*(dQ), por este motivo apresentamos no Capitulo 4 o espaco
dos funcionais lineares continuos sobre C*(M), denotado por &’ (M), onde M é uma variedade
suave. A conexdo entre os espagos de distribuicdes 7 (M) e &'(M) é feita por um terceiro

espaco de distribui¢des apresentado no Capitulo 4, denotado por Z5(M).

No Capitulo 2 sdo apresentados alguns conceitos basicos da Teoria das distribui¢des e da

Anélise de Fourier que serao utilizados nos Capitulos 3 e 4.
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CAPITULO

PRELIMINARES

2.1 Nets

Como sabemos a convergéncia de sequéncias caracteriza a topologia de um espago
métrico, ja que caracteriza seus fechados. No entanto, 0 mesmo ndo ocorre em um espaco
topolégico qualquer. Por exemplo, seja RY o conjunto das sequéncias em R munido com a

topologia box, isto é, a topologia gerada pela base

B = {H(aj,bj):jENeaj<bj}.

E imediato que QY é denso em RY, no entanto dada qualquer sequéncia (x*) ¢ QN onde
xk = (ko L), existe B € B tal que (v2,v/2,V/2,...) € Be BN {x*: k € N} = 0. De fato, basta
usar o argumento diagonal de Cantor considerando

B:ﬁ(ﬁ_|x;_ﬁ|,m|x;:_ﬁ|).

Portanto, ndo existe uma sequéncia em @N que converge para (\/5, \/5, \/§7 )

Para caracterizar um espaco topoldgico qualquer a partir da convergéncia de determinados
objetos necessitamos que esses objetos sejam um pouco mais gerais que as sequéncias. Esses

objetos sdo os nets.

Defini¢ao 1. Um conjunto dirigido é um conjunto Y munido de uma relagdo binaria < que

satisfaz:
(i) @ < aparatodo @ €Y.
(ii)) Se a,B,ycYsaotaisqueax SPef Syentioa <.

(iii) Dados a, € Yexiste ye Ytalque a Sye S < 7.
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Neste caso, dizemos também que < é uma pré-ordem filtrante, onde pré-ordem se refere a relagao

< satisfazer (i) e (ii) e filtrante se refere a relagdo < satisfazer (iii).

Um net em um conjunto X € uma aplicacdo ¥ > a +— x4 € X, de um conjunto dirigido Y
em X. Indicaremos tal net por (xq) ey Ou simplesmente por (xy) quando estiver claro qual € o

conjunto dirigido Y em questao.
Exemplo 1. N € um conjunto dirigido com a pré-ordem filtrante <.

Exemplo 2. Seja M um espaco métrico e a € M, M\{a} é um conjunto dirigido com a relagdo
< definida por:
xSy<=d(x,a) >d(y,a).

Exemplo 3. Dado um intervalo [a,b] o conjunto & de todas as parti¢des de [a,b] € um conjunto
dirigido com a relag@o < definida por:

PSSO loll <P

Exemplo 4. Seja X um espago topoldgico e x € X, o conjunto .45 de todas as vizinhangas de x é
um conjunto dirigido pela inclusio inversa, isto é, dados U,V € A dizemos que U <V quando
VcU.

Exemplo 5. Se Y, Y5 sdo conjuntos dirigidos pelas relagdes <; e <, entdo Y| x Y fica dirigido
com a relagdo < definida por:

(a.p)S(dp)=aia e p

Definicio 2. Seja (xg)qey um netem X e E C X. Dizemos que,

(@) (xq)qey estd eventualmente em E quando existe oy € Y tal que xq € E sempre que o = 0.
(b) (x¢)qer estd frequentemente em E quando para todo o € Y existe B € Y com 8 2 a e

XB cE.

Se X € um espago topoldgico, dizemos que um net (xy)qey converge para x € X quando
dada qualquer vizinhanga U de x 0 net (xq)qey estd eventualmente em U e denotamos esta

A s X .
convergencia por Xg —Y> X ou 51mplesmente por xo — X.
ac

Dizemos também que x é um valor de aderéncia de (xq)qcy quando para toda vizinhanga

U de x o net (xg)qey estd frequentemente em U.

Proposicao 1. Seja X um espacgo topoldgico, E um subconjunto de X e x € X. Entao:
= . X
(a) x € E se, e somente se, existe um net (xa>aey em E tal que xg HY X.
ac

. X
(b) x € E' se, e somente se, existe um net (xq)gey em E\{x} tal que xq —
oc
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Demonstracdo. (a) Seja (xq)qey em E tal que xg LY> x. Dada uma vizinhanca U de x existe
ac
op € Y tal que xq € U para todo o 2 0, em particular, xo, € U NE, logo U NE # 0. Portanto,
x€E.
Reciprocamente, suponhamos que x € E e para cada vizinhanca U de x seja xy € U,
assim o conjunto .4; de todas as vizinhangas de x dirigido pela inclusdo inversa, obtemos o net

(xu)ve.x.- Dada uma vizinhanga Uy de x, para todo U C Uy temos que xy € U C Uy. Portanto,

Xy — X.
Ue s

(b) Temos que x € E’ se, e somente se, x € E\{x}, logo o (b) segue de (a). O

O préximo resultado nos mostra que assim como a continuidade de uma fungao entre
espacos métricos € descrita através da convergéncia das sequéncias, a continuidade de uma

funcdo entre espacos topoldgicos é descrita através da convergéncia dos nets.

Proposicao 2. Sejam X,Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma funcdo. Entdo f € continua
X
em um ponto x € X se, e somente se, para todo (xy)gey em X tal que xq —Y> X temos que
oac
Y

flxa) > 1)

~ ( . . X
Demonstragdo. Suponhamos que f é continua em x € X e seja (xq) ey em X tal que xg —Y> X.
oc

Se V € A}y entdo F~HV) € A, logo existe o € Y tal que xq € f~!(V) para todo « = a,
entdo f(xq) € V paratodo o € 0. Portanto f(xy) LY> f(x).
ac

Reciprocamente, se f ndo é continua em x existe V € 45 tal que £~ (V) & A4, ou seja,

x € int(f~1(V)), ou ainda, x € [int(f~1(V))]¢ = [f~1(V)]¢ = f~1(V¢). Entio pela proposicio

anterior existe (xg)qey em £~ (V) tal que xq % x. Por outro lado, como (f(xg))ger é um
oc

net em V¢ segue que (f(xq))qey ndo converge para f(x). O

Proposicao 3. Sejam X,Y espagos topoldgicos e consideremos X X ¥ munido com a topologia

X
produto. Um net ((xq, Y )) ey €m X X Y converge para (x,y) € X x Y se, e somente se, Xq —
oc

emX e yqy L>yemY.
oY

Demonstrag¢do. Suponhamos que o net ((xq,Vq))qey €em X X Y converge para (x,y) € X X Y,
entdo dadas uma vizinhanca U de x e uma vizinhanca V de y, como U x V € uma vizinhancga de
(x,y), existe o € Y tal que (xg,yq) € U X V para todo a 2 o, ou ainda, xo € U e yy € V para
todo & 2 . Portanto, xy X ixe Yo x, V.

aeY aeY

. X Y ..
Reciprocamente, suponhamos que x —Y> Xe€ Vg —Y> y. Dada uma vizinhanca W de
ac ac
(x,y), da defini¢do da topologia produto, existem vizinhangas U de xe V de y taisque U x V C W.
A X Y . .
Por outro lado, das convergéncias xq —Y> Xe Yy —Y> y, existem o, 0p € Y tais que xo € U
oc oc

para todo @ 2 o e yq € V para todo @ = 0. Tomando oy € Y tal que o = o e 0 = 0,
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obtemos que xy € U ey € V para todo & 2 ¢, 1020 (x¢,ye) € U X V. C W para todo a 2 .
XxY
Portanto, {(xa,ya))acr = (%,¥). O

acY
2.2 Espacos vetoriais topologicos

Por vezes em alguns espagos vetoriais € necessario considerar uma topologia que nio é
gerada por uma norma. Entretanto € muito interessante quando tal topologia se comporta bem
com a estrutura algébrica do espaco vetorial, como é o caso dos espacgos vetoriais topoldgicos

que definiremos a seguir.

Definicao 3. Um espaco vetorial topoldgico € um espago vetorial X sobre K (K =R ou K = C),
munido de uma topologia de modo que as aplicagdes soma s : X x X — X e multiplicacao de

escalar por vetor m : K x X — X definidas por
s(x,y)=x+y e m(d,x)=Ax
sdo continuas.

Definicao 4. Seja X um espago vetorial sobre K, uma seminorma em X é uma funcdo p: X — R

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) p(x) >0
(i) p(Ax) =[A|p(x)
(i) p(x+y) < p(x)+p(y)

para quaisquer x,y € X e A € K.

Assim como uma norma gera uma topologia em um espaco vetorial normado através das
bolas que tal norma define, a definicdo abaixo nos mostra um processo para obter uma topologia

para um espaco vetorial através de uma familia de seminormas.

Definicao 5. Seja X um espago vetorial sobre K e A uma familia de seminormas em X. Dizemos

que a familia de seminormas A é separante se p(x) = 0 para todo p € A somente quando x = 0.

Dadosx € X, pe Aer>0,sejaB,(x,r) :={y € X;p(x—y) < r}. O conjunto,

N
{U CX;VxeUexistemN €N, p; € Apara j=1,....Ner >0 tais que ﬂBpj(x,r) C U}
j=1

¢ uma topologia em X, a qual chamamos de topologia gerada pela familia de seminormas A.
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Seja X um espaco vetorial munido de uma familia de seminormas A, sempre que nada

for dito, estaremos considerando em X a topologia gerada pela familia de seminormas A.

Segue diretamente da defini¢do anterior que B, (x,r) ¢ um aberto em X para quaisquer
peEAN,xeXer>0eque

N
B = {ﬂBpj(x,r);xEX,r>O,N€Nepj € A para j = 1,...,N} (2.1)
j=1

¢ uma base para a topologia de X.

Teorema 1. Seja X um espaco vetorial sobre K munido de uma familia de seminormas A. Entio

(a) Um net (xg)pgey converge para x € X se, e somente se, p(xg —X) ﬁ—T> 0 para todo p € A.
€

(b) X € um espaco vetorial topolédgico.

(¢) X é Hausdorff se, e somente se, A € separante.

Demonstragdo. (a) Suponhamos que o net (xlg) pep converge para x € X. Entdo, dados p€ A e
€ >0, como B, (x,€) € uma vizinhanga de x, existe o € Y tal que xg € B)(x, €) para todo fy € T
tal que B 2 Bo. Logo p(xg —x) < € para todo f3 2, . Portanto, p(xg —x) B—Y> 0.

€

Reciprocamente, suponhamos que p(xg —X) B—Y> 0 para toda p € A. Dada uma vi-

S
zinhanga U de x, da definicdo da topologia de X, existem N € N, p; € Apara j=1,....N
e r> 0 tais que x € ﬂljy:prj(x, r) C U. Da hipétese, para cada j = 1,...,N existe f3; tal que
pj(xg —x) < rparatodo f§ 2 f3;. Tomando By € Y tal que fy 2 f3; para todo j = 1,..., N, obtemos
que pj(xg —x) < r para quaisquer 8 2 o e j € {1,...,N}, logo xg € ﬂ]Jylepj(x, r) C U para

X
todo B 2 By e portanto xg ? X.
er

(b) Seja ((xg,yg)) ey um netem X x X que converge para (x,y) € X x X, entéo xg /3X—Y> X
S

X
—— y.Dado p € A, , € —x)—0 —y)—0.C
ey = y. Dado p por (a), temos que p(xg —x) = e p(yg—y) = omo

p(s(xg,yp) —s(x,y)) = p(xg +yg — (x+¥)) < plxg —x) + p(yg — ),

X
segue que , —s(x,y)) —— 0. Novamente por (a), segue que , —— s(x,y) e
gue que p(s(xg,yp) —s(x,y)) = por (a), segue que s(xg,yp) = s(x,y)

portanto s € continua.

Analogamente, usando a desigualdade

P(Agxs — 20) = p(Ag(xp —x) + (Ag — A)x) < 4| p(xg — ) + A — A|p(x)

e o item (a), obtemos que a aplicagcdo produto de escalar por vetor € continua.
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(c) Suponhamos que X é Hausdorff e seja x € X\{0}. Temos que existem abertos
disjuntos U e V tais que x € U € 0 € V, pela defini¢do da topologia em X, existem N € N, p; € A
para j=1,...,N e r > 0 tais que ﬂjjylepj(x, r) CU. Segue que 0 ¢ ﬂljylepj(x, r), logo existe
ke{l,2...,N} talque 0 ¢ B, (x,r) e entdo py(x) = px(x—0) > r > 0. Portanto A ¢ separante.

Por outro lado, se A é separante, dados x,y € X com x # y, existe p € A tal que p(x—y) >
0. Sejam r = p(x—y),X € B, (x,5) ey € B, (1, %), temos que
ror

p(x—y)>p(x—y)—plx—%) > plx—y)—p(>—y) — p(x—%) > r—5-5=0

logo x # y. Portanto B, (x ( ) eB, (y ) sdo conjuntos abertos disjuntos, logo X € Hausdorff. [

Definicao 6. Se X € um espaco vetorial topoldgico cuja topologia é gerada por uma familia A
de seminormas sobre X, dizemos que X = (X, A) é um espago vetorial topolégico localmente

convexo.

Observacio 1. Seja X = (X,A) um espaco vetorial topoldgico localmente convexo, observe
que a base # para a topologia de X definida em (2.1) é formada por conjuntos convexos, pois
dados p € A, x € X e r > 0 o conjunto B, (x,r) é convexo. Além disso, se X é um espago vetorial
topoldgico cuja topologia possui uma base formada por conjuntos convexos € possivel mostrar

que tal topologia é gerada por uma familia de seminormas (ver Capitulo 7 de (TREVES, 1967)).

Teorema 2. Sejam X = (X,Ax) e Y = (¥, Ay) espagos vetoriais topoldgicos localmente convexos
e T : X — Y € um operador linear. Entdo T é continuo se, e somente se, dada g € Ay existem

P1,P2,---, PN € Ax e uma constante C > 0, tais que
N
q(Tx) <CY pj(x)
j=1
para todo x € X.
Demonstragcdo. Suponhamos que 7 € continuo, entdo dada g € Ay, como o conjunto Bg (0,1)=

{y €Y :q(y) <1} é um aberto que contém a origem, segue que 7! (Bg (0, 1)) ¢ um aberto que

contém a origem. Consequentemente existem pp, p2,...,py € Ay e r > 0, tais que
n
BX Y
ﬂ 5(0,r) C T~ (BY(0,1)).

Dado x € X, temos dois casos: (i) p;(x) # 0 para algum j € {1,2,...,N}. Nesse caso, como

(%x) _r_pi) 1,
2Zk 1 Pi(x) sz 1 Pr(x) — 2
paratodo j € {1,2,...,N}, temos que

r n
S BX (0, T (BY(0,1)).
22]{ 1pk( )xejf]] Pj( I’)C ( q( ))
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()

N
CEEE W

(i) p;j(x) =0 paratodo j € {1,2,...,N}. Nesse caso, dado ¢ > 0, temos que p;(tx) =tp;(x) =0
paratodo j € {1,2,...,N}, logo

Logo

de onde segue que,

txe (1) By,(0,r) T~ (By(0,1))
j=1

e entdo 1q(Tx) = g(T (tx)) < 1. Temos assim que

1
q(Tx) < "

para todo ¢ > 0 e portanto ¢(7x) = 0. Com isso,

N
q(Tx) =0<0= %;}pk(@-

O

Note que, quando (X, || - ||x) € um espago normado, a topologia em X gerada pela familia
unitdria de seminormas {|| - ||x } € exatamente a topologia induzida pela norma || - || x, dessa forma

o seguinte Coroldrio € um caso particular do Teorema 2.

Corolario 1. Sejam X = (X,A) um espago vetorial topolégico localmente convexoe f: X — K
¢ um funcional linear. Temos que f é continuo se, € somente se, existem py, p2,..., py € A e uma

constante C > 0 tais que
N
fI<CY pi(x)
j=1

para qualquer x € X.

A seguir sao apresentados alguns exemplos de espacos vetoriais topoldgicos localmente

convexos.

Exemplo 6 (O Espaco L] (Q)). Sejam Q C R” um aberto, A = {K C Q;K é compacto} e

loc

Lio(Q) :={f : Q = C; f € mensurdvel e f|x € L'(K) para qualquer K C Q compacto}.

A familia de seminormas {PL]l (@), «}kea em LL (Q) definidas por

Py @)= [ 1@)ldx

é separante. Portanto L (Q) = (Ll

loc 1oc (), {PLII @) K}K€A> ¢ um espaco vetorial topoldgico

localmente convexo e Hausdorff.
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Exemplo 7 (O Espaco C"*(Q2) ). Ainda com Q C R”" aberto e o mesmo A do Exemplo 6, dado
m € Z4, seja
C"(Q):={¢:Q— C;¢ édeclasse C"}.

A familia de seminormas {Pen () k } kea» definidas por

Poniay x(9) = ). sup|0%¢]

laj<m K

é separante. Entdo C"(Q) = (C"(Q), {Pom) k) Kkea) € um espago vetorial topolégico local-

mente convexo e Hausdorff.

Exemplo 8 (O Espaco C*(Q) ). Ainda com Q C R” aberto e 0o mesmo A do Exemplo 6, seja
C(Q):={¢ : Q — C; ¢ é de classe C* para todo k € N}.
A familia de seminormas {Pe=(q) m,x } m k)7, x4 definidas por

Pew(@)mix(9) =) sup|o®¢]

o <m

é separante. Entdo C*(Q) = (C(Q), {Pe=(Q) mk } (m,K)eZ, x 4) € um espago vetorial topolégico

localmente convexo e Hausdorff.
Exemplo 9 (O Espaco C°(K) ). Seja E C R" definimos

CZ(E):={¢ € C*(R") : supp(¢) é um compacto contido em E }

C

Dado um compacto K C R”, a familia de seminormas {cho( K em C°(K) definidas por

)7m }m€Z+

Pesym(9) = Y, sup|o®9]

loe|<m R"

é separante. Portanto C°(K) = <C;°(K), {PCZ"(K)J"}meZ+) ¢ um espago vetorial topoldégico
localmente convexo e Hausdorff.

Exemplo 10 (O Espago de Schwartz . ). Consideremos o espaco de Schwartz
S = {(p € C*(R™) : sup (1 + |x|)V]0%p(x)| <o VYNEZ,eVac Zﬁ}
xeR®

munido da familia de seminormas {|| - ||(v,a) } v,a)ez, xz definidas por
191lv,0) = sup (1+[x])" 0% (x).
xeR"

Como a familia de seminormas {|| - [|(v,a)} (v,0)ez, xz" € separante, segue que

S = (ﬂ Al ov,e) Y v,ayezy <z ) ¢ um espago vetorial topoldgico localmente convexo e
Hausdorff.



2.2. Espacos vetoriais topologicos 25

A proposicdo a seguir nos mostra que se X € um espaco vetorial topoldgico, cuja a

topologia é gerada por uma familia enumerdvel e separante de seminormas, entdo X € metrizvel.

Proposicao 4. Sejam X = (X, {pm }men) um espago vetorial topoldgico localmente convexo,
munido de uma familia enumerével e separante de seminormas { p,, } nen, T a topologia em X

gerada por esta familia de seminormas e d : X X X — R a aplicacdo definida por:

)

me y)
W)= X 3wt e =) @2

Temos que d € uma métrica sobre X e sendo 7 a topologia em X gerada pela métrica d, temos

que T=T".

Demonstragdo. De fato, dados x,y,z € X, temos que d(x,y) = d(y,x) > 0 e como a familia de

seminormas {p,; } e € separante

- Pm(x—Y)
dx—y)=0 & =0
CI=0 S L )
Pm(x—Y)
=0 VmeN
2"(14 pm(x—y))
& pm(x—y)=0 Vm e N
S X =)
Além disso, sendo f : [0,00) — [0, 1) a fun¢do definida por
t
)= —o
) 1+1¢
para todo ¢ > 0, temos que
1
"(t) = >0
£ (141)?
para todo t > 0, logo f € crescente e entdo
Pm(x—y) pm(y—=2) _ pmx=Y) (A +pm(y=2)) +Pn(y—2) (1 +pu(x—y))
L+ pm(x—y)  14+pm(y—2) (14 pm(x =) (1 + pm(y —2))

_ P =) (Y =) +2pm(x = Y)Pm(y = 2)
L+ pm(x =)+ pm(y — 2) + Pm(x = ¥) pm(y — 2)
Pmn(x =)+ pm(y —2) + pm(x = y) pm(y — 2)
T 1+ pn(x =) + (Y —2) + pm(x =) pm(y —2)

= f(pm(x=Y) +Pm(y —2) + pm(x = ¥) pm(y — 2))

> flpala—2) = 02

para todo m € N. Segue que d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) e portanto d é uma métrica sobre X.
Como f é bijetivae f~!:[0,1) — [0,0) é dada por
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temos que f~! é continua no ponto 0, logo dados j € Ne £ > 0, existe § > O tal que f~'(¢) < &
para todo ¢ € [0,2/5), assim

d(x,y) < 8= Z = lpzi“m_(j) 5 <9

pi(x—y) ;
(rpay) ~2°

= pix—y)=f (flpj(x—y)) <e

= f(pj(x—y)) =

e entdo temos que a aplicagdo identidade Id: (X,T) — (X, T) é continua, logo T C 7. Por outro
lado, dado € > 0, seja j € N tal que 21-J < &, temos que

E
Pulx—y) < S Wm=1,....]

2
J J
Pm(x—y) 8
= =z
Z 214 pm(x—y)) Z:: <2

[}

Pm(x—Y) € > 1 e
=d(x,y) = < -+ —=-+2"/<g¢,
”;1 201+ pm(x—y)) 2 m:zj:+l 2m 2

logo a aplicagdo identidade Id: (X,7) — (X, %) é continua. Portanto T C . O

Definicao 7. Seja X um espago vetorial topolégico e (X¢)ger um net em X. Dizemos que

(Xa) e € um net de Cauchy se xq — xg (—m 0. Dizemos que X é completo se todo net de
o cl'x

Cauchy em X é convergente. Dizemos que X € sequencialmente completo se toda sequéncia de

Cauchy € convergente.

Definicao 8. Seja X = (X, {pm}men) um espago vetorial topolégico localmente convexo tal que
a familia enumeravel de seminormas { py, } men € separante. Dizemos que X = (X, {pm }men) €

um espaco de Fréchet se X é completo.

Lema 1 (Baire). Seja X um espago métrico completo e (X )rey uma sequéncia de subconjuntos
fechados em X. Se intX; = @ para todo k € N, entdo

" (U Xk> o

Demonstragdo. Ver (BREZIS, 2011). OJ

Se X = (X,{pm}men) € um espago de Fréchet, temos que X = (X,d) é um espago
métrico completo onde a métrica d € apresentada na Proposicdo 4. Logo o Lema de Baire é
valido em espacos de Fréchet e podemos enunciar e demonstrar a seguinte generalizacdo do

Principio da Limitagcdo Uniforme:
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Teorema 3 (Banach-Steinhaus). Sejam X = (X, { pm }men) um espaco de Fréchet, Y = (Y,A)
um espago vetorial topolégico localmente convexo e .7 um conjunto de operadores lineares

continuos de X em Y. Dada g € A, se

sup g(Tx) < o
TeT

para todo x € X, entdo existem C > 0 e j € N tais que

q(T) <C Y pu®)

m=1

paratodoxeXeT € 7.

Demonstracdo. Dado m € N, seja
Xm={x€X:q(Tx) <mparatodo T € T},

como

sup ¢(Tx) < o
TeT

para todo x € X, temos que

[}

U X =X.

m=1
Além disso, como todo 7 € .7 é um operador continuo e g : ¥ — R é uma aplicacio continua,
segue que

Xe= () T7" (¢ ([0,4]))

Teos
€ fechado em X. Como intX = X e X # 0, segue do Lema de Baire que existe k € N, tal que
intXy # 0, entdo existem y € Xy, j € Ne r > 0, tais que

J

ﬂ B, (y,7) C Xi.

m=1

Dado x € X, temos que

N~

. -1 i
(ZJ: pm(x)> x+ye ﬂ B, (y,7) C Xk,
m=1

m=1

logo
r J -
q| 5| X pnlx) | Tx+Ty| <k
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para todo T € 7. Portanto

IA
S
M-

q(Tx) < —(k+4(Ty)) ), pm(x)

3
I

paratodoxeXeT € 7. Il

Corolario 2. Sejam X = (X, {pm}men) um espaco de Fréchet, Y = (Y, A) um espago vetorial
topoldgico localmente convexo e (Ti)ren C -Z(X,Y) uma sequéncia de operadores lineares
continuos. Se para todo x € X a sequéncia (7;(x))ren € convergente em Y, entdo o operador
T : X — Y definido por

Tx= lim T}x
k—oo

pertence a .2 (X,Y).

Demonstracdo. Seja p € A, temos que p(Tix — Tx) — 0, logo
—>00

sup p(Tix) < sup[p(Tix — Tx) + p(Tx)] = p(Tx) +sup p(Tix — Tx) < oo
keN keN keN

para todo x € X. Pelo Teorema anterior, existem C > 0 e j € N tais que

P <C Y ()

m=1

para todo x € X e k € N. Logo fazendo k — oo na estimativa acima, obtemos

PTE)<CY pul()),

m=1

para todo x € X. Portanto T € .Z(X,Y). O

2.3 O espaco das funcoes teste C°(Q)

Nesta se¢do apresentaremos o espago C°(Q2), o qual é fundamental para definir o conceito

de distribuicao.

Defini¢ao 9 (Espaco das fungdes teste C2°(Q2)). Seja Q C R” um aberto, munimos o espaco
C(Q) com a topologia limite indutivo .7 definida por

Tg:={U C CZ(Q);UNC(K) é um aberto em C; (K) para todo K C Q compacto }.

Podemos nos perguntar se C;°(Q) ndo € o espago trivial {0}, isto é, se existe alguma

funcdo ¢ € C°(Q) tal que ¢ # 0. A seguir, daremos um exemplo de tal ¢.
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Exemplo 11. Consideremos a fung@o f : R — [0, +e0) definida por

0, set <0

f(t) =

1 .
e ¢, caso contrario.
Verificamos facilmente por indugio que para cada k € N temos f € C¥(R") e existe um polinémio
P, tal que,
0, set <0

P (1) e~7, caso contrario,
portanto f € C*(R).
Seja ¢ : R" — R definida por

1
e b7 se <x€B(0,1)
¢(x) =

0, caso contrario.

Temos que ¢ é a fungio f composta com a fungdo R” > x — 1 — |x|*> € R, como esta

tltima func¢do também € de classe C*™ segue que ¢ € C=(IR"). Por outro lado supp(¢) C B(0,1),
portanto ¢ € C°(R").

Sejam Q C R”" um aberto, xp € Q e € > 0 tais que B(0,&) C Q, entdo temos que fungdo
v : R" — R definida por y(x) = ¢ (€~ (x—x)) pertence a C° (B(O,S)> CCT(Q).

Proposicao 5. As inclusdes ig : C2*(K) — C(Q) com K C Q compacto sdo continuas. Além

disso, 74 é a maior topologia sobre C:°(2) que torna tais inclusdes ix continuas.

Demonstragdo. Fixado K C © compacto, seja U C C2°(Q) um aberto, temos que ix' (U) =
UNCZ(K) é um aberto em C°(K) pela definigdo da topologia de C:°(Q). Portanto, ix : Co°(K) —
C(Q) é continua. Por outro lado, se .7 € outra topologia sobre C2°(Q) que torna as inclusdes
i : C2(K) — C2(Q) com K C Q compacto continuas, entdo dado U € .7 e K C Q compacto,
temos que U NC(K) = i (U) é um aberto em C*(K), logo U € Ty. N

Proposic@o 6. Sejam X um espaco topoldgico e f : C2°(Q) — X uma funcdo. Entdo f € continua

se, € somente se, sua restri¢ao f |C;°( K): CZ(K) — X é continua para qualquer K C Q compacto.

Demonstragdo. Suponhamos que f € continua e seja K C € compacto, temos entdo que
f |c;°(K) = foik € continua pela Proposicdo 5. Reciprocamente, se dado K C € compacto
temos f|c=(x) : C7(K) — X continua, entdo para U C X aberto i uynce(K) = f‘E;’(K)(U)
é um aberto em C°(K). Como o compacto K C Q é tomado arbitrariamente, segue que f~!(U)
¢ um aberto em C;°(Q2). O
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Proposicao 7. Seja [ : C°() — C um funcional linear, entdo f € continuo se, e somente se,

para todo K C £ compacto existe m € Z, e uma constante C > 0 tais que

£(@)]<C Y. suplo“g],

af<j R

para toda ¢ € C°(K).

Demonstragcdo. Segue imediatamente da Proposi¢ao 6 e do Coroldrio 1. ]

2.4 O espaco das distribuicoes 7'(Q2)

Nesta se¢do apresentamos o espago das distribui¢des 2'(Q) e algumas propriedades

deste espaco.

Defini¢do 10. Seja X um espaco vetorial topoldgico, o dual de X, o qual denotamos por X’
€ o espaco de todos os funcionais lineares continuos sobre X. Munimos X’ com a familia de

seminormas { Py’ , }rcx definidas por

Py x(f) = [(f,x)]
para toda f € X'.
Seja Q C R” aberto, o espago das distribui¢des, denotado por Z’(Q), é o dual do espago

das fungdes teste Co°(Q). Isto €, uma distribuicdo é um funcional linear continuo f : Ci°(Q) — C.

Observe que a Proposi¢do 7 nos d4 uma caracterizacdo para as distribuicoes.

Exemplo 12. Seja f € LL (Q), temos que f : C=(Q) — C definida por

loc
(7.0)= | 19

¢ uma distribui¢do. De fato, € evidente que fé linear, além disso, dado K € Q temos que

o= [ ro| = [oso| < [Lvrol < ([ 1r1)suplol,

para toda ¢ € C°(K). Pela Proposigdo 7, f € 2/(Q). Temos ainda que a aplicagio L. (Q) 3
f= fe ]76 2'(Q) é linear, injetiva e continua. A linearidade de tal aplicagio é evidente
e a injetividade € obtida por consequéncia do Teorema da diferenciacdo de Lebesgue (ver

(FOLLAND, 1999), pagina 98). Ja a continuidade segue pelo Teorema 2, pois

ooy o) = 117001 < (splol) [ 111= (500101 Py 001

para quaisquer ¢ € C>(K) e f € L} _(Q).

Como € usual, iremos identificar a funcdo f com a distribui¢ao f nesse sentido, temos
1 /
que L, (Q)C Z2'(Q).
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O Exemplo 12, mostra que Z'(Q) contém todas a fungdes de L}, .(Q), é natural nos
perguntar se existe alguma distribui¢do que ndo seja uma fungdo de Lllo -(Q). A seguir temos um

exemplo de uma distribuic¢ao deste tipo.

Exemplo 13. Seja § : C°(R") — C definida por

Segue da Proposicdo 7 que 0 € uma distribui¢do, conhecida como a distribui¢do delta de Dirac.

Suponhamos que 6 = f para alguma f € Lllo .(Q), como

fo={f¢)=(5,9)=0(0)=0

Rl‘l

para qualquer ¢ € C;°(R"\{0}), segue f = 0 quase sempre em R"\{0}. Assim

(6.9)=(1.0)= [ fo=0

para toda ¢ € C°(R"), o que contraria a existéncia de ¢ € C°(R") tal que ¢(0) = 1, ja que neste
caso teremos (8,¢) = ¢(0) = 1. Portanto, ¢ ¢ L} (R").

loc

Segue do Principio da Limitacdo Uniforme (Teorema 3) o seguinte resultado.

Proposicio 8. Sejam Q C R” aberto e (uy)ren uma sequéncia em 2'(Q). Suponhamos que para
toda ¢ € C°(Q) o limite ]}im (ug, @) existe. Seja u : C(Q) — C o funcional definido por
—>00

<u> (P> = lim <uk> (P>
k—yoo

para toda fungo teste @ € C°(Q). Temos que u € 2'(Q).

Em particular, 2’(Q) € um espago sequencialmente completo.

Demonstragdo. A linearidade de u segue da linearidade do limite. Mostraremos que u : Co°(Q) —
C ¢ continuo. Seja K C Q compacto, temos que {(ux)|c=(x), ®) — (ulc=(k), @) para toda
¢ € CZ(K). Entdo, como C7°(K) € um espago de Fréchet, segue do Coroldrio 2 que ufc= (k) :
C2(K) — C é continuo. Entdo, pela Proposi¢io 6, temos que u : Ci°(Q) — C é continuo. Portanto

ue 7'Q).

Em particular, se (u;)ren uma sequéncia de Cauchy em 2'(Q), entdo o limite klim (ug, @)
—yo0

existe para toda ¢ € C°(Q). Seja u : C°(Q) — C o funcional definido por
<I/l, q)> = lim <I/tk, (p>
k—boo

7'(Q
para toda ¢ € C(Q), temos que u € 2'(Q) e uy #) u. Portanto 2'(Q) é sequencialmente
—>00

completo. [
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2.5 Operacoes com distribuicoes

Definiciio 11. Sejam Q,Q' C R" abertos e L: C°(Q) — C(Q/), L' : C2(Q') — CZ(Q) opera-

dores lineares continuos tais que
| wow=[ow
Q Q

para quaisquer ¢ € C°(Q) e y € C° (). Dizemos que L' é o transposto formal de L e vice-versa.

Dado um operador L como na defini¢do anterior, seu transposto formal L' nos d4 uma
maneira natural de criar uma extensio L : &’ (Q) — 2'(Q') do operador L. Com efeito, definimos
L:92'(Q) — 2'(&) por

(Lu, ) = (u, L'y)
para quaisquer u € 7'(Q) e y € C(Q).

Observe que de fato Lu € 2'(Q') ja que Lu = uo L é a composigdo de aplicagdes lineares

e continuas. Note também que

Lov) = 0.Lv) = [ o) = [ (Lo =(Lo.v),

para quaisquer ¢ € C=(Q) e y € C=°(€Y), portanto Lo = L¢. Por fim, temos que L : 2'(Q) —
2'(Q) é linear e continuo. A linearidade é evidente e a continuidade segue do Teorema 2, ji
que dada y € C°(QY)

Por(gry, (L) = [(Lu, w)| = [(u, L' W) | = Py () 1y (1)
paratodau € 7'(Q).

Exemplo 14 (Derivagio). Sejam Q C R” um abertoe j € {1,2,...,n} e consideremos o operador
linear L : C°(Q) — C*(Q) definido por

99
Ly =—.
(P 8xj
O operador L é continuo. De fato, dado K C Q compacto e ¢ € C°(K), temos que L = gf
99
ox; j

= ¥ supl0%| < Y sup |9P6| = Peey i (9).

af<m |B[<m+1

CZ(K), além disso, dado m € K temos que

Pes(k)m(LO) = Pe=( (8 ,) Y, sup|o

la|<m

Segue entdo que L|c= (k) : C7'(K) — C7(K) € continuo, assim das Proposicdes 5 e 6 concluimos

que L é continuo. Note alnda que dadas ¢, y € C°(Q2), tomando r > 0 tal que ¢ (x,x2,...,x,) =0
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sempre que x; & (—r,r), temos que

/Q (L) y = /IR n gfjw - ( Ragg) w(x)dx,-) &7
= /Rn_l ( rr aépg) w(x)dxj-) dx = /R . ( rr 833) Y (x) dxj) dz
~ [ (erw)-gt-nwi-n- [ ¢<x>&"’—<f‘)dxj) a5
:/Rnl (_/Rmx)a;’)fj) dxj) d)?:/n¢>( 3;5)

onde X representa a (n 1)-upla obtida ao retirar a j-ésima coordenada de x. Portanto 0 transposto

formal do operador i ¢ o operador — >~ Logo estendemos o operador -2 o (Cr(Q) = C(Q)

a0 operador -2 s 1 9'(Q) = 2'(Q) pondo

du B do
<a—x,-"f’>—‘<“’a—x,~>’

para quaisquer u € 2'(Q) e ¢ € C°(Q). Em geral, dado um multi-indice o € Z'} o transposto
formal do operador 9% : C°(Q) — C=(Q) é o operador (—1)I%9% : C2(Q) — CZ(Q). Logo
definimos 0% : 7'(Q) — 2'(Q) por

(0%u,9) = (—1)/*/(u,0%¢)

para quaisquer u € 2'(Q) e ¢ € C°(Q).

Exemplo 15 (Multiplicagdo por uma fungdo C*). Sejam Q C R” um aberto, f € C*(Q) e
¢ € CZ(Q). Temos que supp(f¢) C supp(¢), logo f¢ € C°(L2). Desta forma, seja L : C°(Q) —
C(Q) o operador linear definido por

Lo = f9.

Afirmamos que L é continuo, de fato, dado K C Q compacto € fécil ver que L (C°(K)) = C(K),
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além disso, dada ¢ € C°(K) e m € N temos que

Pez(k)m(L9) = ), sup|d®(f9)l =} sup|o“(f¢)|

la|<m R” lot|<m

- ¥ sl Y (§)anPrafs
aZm K |fZa \P

o

= sup]&afﬁf! SUP|9B¢’
agrnﬁ;a (B> K K

< max{( )sup|8ﬁf|}sup!aﬁ¢|
}%g%m< K K

< max sup |9P } sup |0P

‘a<m{<ﬁ> pr d |a|z<’mﬁ;a plo"ol
B<a

< max {(a) sup|3ﬁf|} Z Z Sup|aﬁ¢|
aisn (\P/ & joi=m B =m K

<C Z sup]8ﬁ¢|:C Z Sup|aﬁ¢|:CPC§°(K),m(¢);

Bl<m K |B|<m R

de onde segue a continuidade de L|c= (k) : C'(K) — CZ(K), portanto L € continuo.

Note também que, para quaisquer ¢,y € C2°(Q2)

/Q(L¢)w=/g(f¢>w=/g¢(fw)=/Q¢(Lw)7

logo L é o transposto formal de L. Assim definimos a extensdo L : 2’(Q) — 2'(Q) de L por

(Lu,9) := (u, L) = (u, f$).
para quaisquer u € Z'(Q) e ¢ € C=(Q). Naturalmente, dada u € 2’ () denotamos Lu por fu.

Exemplo 16 (Mudanga de variveis). Sejam Q, Q' C R" abertos, @ : Q' — Q um difeomorfismo
de classe C* e L: C(Q) — CZ(Q') o operador linear definido por

Qod(x), sexeQ
Lo(x) =

0, caso contrario.

para toda ¢ € CZ°(€2). Mostraremos que L é continuo. Dado o € Z" \ {0}, existem Ny € N,
smjre{1,2,...,n}
e Bjrx € tal que |Bjx| < |ot| para j=1,2,... . Nyek=1,2,...,mgq tais que

oj € Z" tal que |oy| < |et| para j =1,2,...,Ng, mg € N tal que

Ng

aa((poCID) = Z <[(aaj(p) o P| ﬁ&ﬁfﬁkq)m.j,k) . 2.3)
k=1

j=1
onde @, € am;;-¢sima fungdo coordenada de ®. De fato, temos que

n

(po(I) = Z j(p OCD]aICI)k

]:
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paratodo/ € {1,2,...,n}. Além disso, sejam € N e suponhamos que d%* (¢ o @) pode ser escrita
da forma (2.3) para todo o € Z"_ \ {0} tal que |ot| < m. Sejal € {1,2,...,n}, temos entdo que

9,0%(pod) = Z Z ( (0,0% @) 0P alcquaﬁfkcbm k)

j=lg=
Na Mme
+ Z Z (0% @)od Haﬁj,k+5(kﬂ)ezq)mjk
j=lg= k=1 ’
onde & € a funcdo delta de Kronecker, isto €,
1, sek=gq
6(k,q) = ,
0, caso contrario.
Logo, como ! € {1,2,...,n} foi tomado arbitrariamente, segue que d%(¢ o ®) pode ser escrita

da forma (2.3) para todo & € Z" \ {0} tal que |¢t| < m+ 1. Entdo, segue por indugdo sobre m,
que d% (¢ o @) pode ser escrita da forma (2.3) para todo o € Z" \ {0}.

Seja K C  compacto, temos que
sup|L¢| = sup @ o®@| = sup|¢],
R” R” R”
além disso, dado m € N, considerando

Cin = sup {|0%®y(x)| : x € & Y(K),ke{1,2,....n} e ol < m},

temos que
Ny Mgy Ny
sup [0%(Le)| = sup | ) ([(30"@0)0@]1_193’7"@%%) <Y Cpe sup [(9%@)od|
R o 1(K) | j=1 k=1 ’ =1 @K
< NgCpp Z sup|0P gl
|B|<m R

para todo o € Z". tal que |&t| <me ¢ € CZ(K). Portanto, temos que T : C7°(K) — C (P (K))

¢ continuo. Como K C Q compacto foi tomado arbitrariamente, segue que 7" é continuo.

Temos que

| o= [ (0o®)y= [ o[yo(@ )] |detiac(@ )|

paratoda ¢ € C(Q) e y € C(Q'). Logo considerando o operador linear L' : C*(Q') — C°(Q)
definido por
(@~ (x)) |det[Jac(®™ ) (x)]

, sexeQ
L'y(x) =

0, caso contrario

para toda y € C°(€'), pelo que jé foi provado (trocando & por &~ 1) e pelo Exemplo anterior,
temos que L’ € continuo, logo é L’ é o transposto formal de L. Seja L : 2'(Q) — 2'(Q) o

operador linear continuo definido por

(Lu, ) = (u,L'y)
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para quaisquer u € 2'(Q) e y € C>(Q'), representaremos Lu por u o ®, assim temos que

(o ®,y) = (u,L'y) = {u,yo (®7") |det[Jac(®")]|)

para quaisquer u € 2'(Q) e y € C(Q).

Como veremos na se¢do 4.2, a operagao apresentada no exemplo anterior nos permitird

definir um espaco de distribuicdes sobre uma variedade suave.

2.6 Convolucao

Definicao 12. Sejam f,g : R" — C fun¢des mensuraveis. A convolugdo de f por g, denotada
por fx g, é a fungado definida por

fglx / fx=y)g
para todo x € R” tal que a integral acima exista.

Observacio 2. Se f,g: R" — C sdo fun¢bes mensurdveis e x € R” € tal que f * g(x) existe

entao,

frg(x /fx y)g(y)dy = /f (x—z)dz=gx* f(x).

Teorema 4 (Desigualdade de Young). Se f € L!(R") e g € L?(R") onde 1 < p < oo, entdo
[ *g(x) existe para quase todo x € R", fxg € LP(R") e || f *gllrmn) < £ |1yl 8llLr(rn-

Demonstragdo. De fato, como f(y)g(-—y) € LP(R") paratodo y € R", || f(y)g(- —¥)||rr(rr) =
!f(y)!HgHLp(Rn) €

Ol ey dy =11 i e

o resultado segue da desigualdade de Minkowski para integrais (ver (FOLLAND, 1999), pagina
194). []

Defini¢ao 13 (Translagdo). Dado y € R" e uma funcéo f : R" — C definimos 7, f : R" — C por
Tf(x) = flx—).

Lema 2. Sejam 1 < p < e f € LP(R") temos que || f — fl|1r(mrn) — 0.
y—

Demonstracdo. Com efeito, seja g € C.(R") como g é uniformemente continua, dado € > 0

existe 6 > 0 tal que

g(r—) ()| < &7 |m (supp(g) + B0, 1))};’
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para todo y € R” tal que |y| < 8, onde m representa a medida de Lebesgue. Assim dado y € R”
tal que |y| < min{d,1}

/ Ifyg—g|”=/ \g(x—y)—g(x)l”dXZ/ __ |glx—y)—g(x)|Pdx
R~ R” supp(g)+B(0,1)

< /S g [m (Supp(g) +m>} e

Portanto, ||7yg — gl|r(rn) — 0. Dada f € LP(R") e € > 0, como C.(R") é denso em L”(R")
y—

(ver (FOLLAND, 1999), pdgina 217), existe g € C.(R") tal que || f — g|zr(rn) < €. Logo

1tyf = fllr@ny < N5 (f = &) llowe) + 1798 — 8l @) + 118 = fllzo (e

<\ f - gllr®n + 1178 — gllr@ey + |8 — fllLrme)

< 23—8 + 1178 — &l o (-
Como ||7yg — gl 1r(rr) < £ para y suficientemente pequeno, o resultado estd demonstrado.  [J
Teorema 5. Sejam ¢ € L'(R"), a = [pa ¢ € f € LP(R"). Para cada t > 0, seja ¢, : R" — C
definida por

0 (x) =17"p(1 ).

Entdo f* ¢, — af em LP(R") quando t — O+.

Demonstragdo. Note que para todo t > 0

/Rn(f’z(X)dx:/an”(Z)(tlx)dx:/an)(y)dy:a_

Logo temos que

10— af@) = [ fe=0)a0)dy -5 [ a0y
[fx—y) = f(0)]¢:(y)dy

= [ =) = F@o ) dy

Il
T—

= [ [t @) = rlo()

Segue entdo da desigualdade de Minkowski para integrais que

1750 =af Dllen < [ 15ef = Pl |0(2)

Como para quaisquer t >0 e z € R”

1Te2f = fllr )9 (2)| < ([T o ey + [ ll2r @) [0 ()] < 20 f Lo () [0 (2)]
epelolema?2 ([T f — fll1r ()| 9 (2)] — 0 para todo z € R", segue do Teorema da convergéncia
=0+
dominada (ver (FOLLAND, 1999), pagina 54) que

[t = Flusen) |0 @) dz —— 0.

Portanto, || f * ¢ (x) —af(x)||Lr(rr) — 0 quando # — O+. O
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2.7 A transformada de Fourier

Definicdo 14. Seja f € L'(R"), sua transformada de Fourier f: R*—-C(ouZf:R"—=C)éa

funcao definida por

~

F&) = [ fle? .
Rn
Observacao 3. Temos que

~

|f(§)’ = /”f(x)e_zmé‘xdx < /R,, |f(x)He—2m'§.x’dx
— [ 1@l =1 f Iy VEER"

Portanto, f € L*(R") e ”f”Lm(Rn) <Nl (-

Observacio 4. Seja & € R" e (§;) C R” uma sequéncia convergindo para &. Dado x € R”, pela
continuidade da aplicagiio R” 3 1 — e~ 2%1* ¢ C temos que

lim f(x)e_zméf'x = f(x)e_zmé'x.

J—reo
Além disso

[fx)e 2| < |f(x)] VxeR"eVjeEN,

logo pelo Teorema da convergéncia dominada segue que

lim [ f(x)e 2% dx = / Fx)e 275 dx,
J—reo
isto €,
lim f(&;) = (&)
J—reo
Portanto fé continua.

Teorema 6. Sejam f,g € L' (R"). Entio:

@ (5/)"(§) = e F(§) e T () (&) = (27 f(x))"(E).

(b) Se T éuma transformada linear invertivel sobre R” ¢ S = (T*) ! entio (foT)" = |detT|™' fo
S. Em particular se T é uma rotagdo, temos que (foT)" = fo T.Ese Tx=t"'x com

t > 0entio (foT)N(E) ="f(r&).
© (f+9) =7&
(d) Sex*f € L para |at| < k entdo f € Ck e 9%f = ((—2mix)* ).

(e) Se f € Ck d%f c L! para |a| < K e d%f € Cy para || < k— 1, entdo (d*f)\(E) =

~

(2mi&)*f(&).
) Z(L'(R")) C Cy(R"), onde Co(R") = {¢ e C(R") : lim ¢ (x) = o}.

X—roo
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Demonstragdo. (a) De fato,

()" (&) = /]R” f(X—y)ezmé'xdx:/ flz)e 2miE @) gz

n

= e 2 | f(2)e eI gz = ¢TI f(E).

Rn
Analogamente mostramos a outra igualdade.
(b) Com efeito,
(foT) /f Tx)e 2™~ dx = |detT|~ l/f Je 2HET 1 gy

= |dezT|—‘/f xX)e 25X dx = |detT | F(SE) = |detT | o S(E).

(c) Como |f],|g| € L' podemos aplicar o Teorema de Tonelli e em seguida aplicar o Teorema de

Fubini, obtendo

(20" = [ Frete #erar= [ ( [ rte-new)ay) e ey
-[(/ f(x—y)g(y)e—zm“dy) = [(f f(x—y)g(y)e—”’wx) &
(e ) e

f(&)@
(d) Faremos por indug@o sobre |¢t|. Primeiramente, se || = 0 entdo o = (0, ...,0) e a afirmagéo
¢ obvia. Suponhamos que |o| = 1, entdo ot = ¢; para algum j € {1,...,n}. Temos que
) , .
\a—§<f<x>e2”’5'X> = 2 ()2 < 2l f(x)] W€ € R.
J

Logo pelo Teorema da convergéncia dominada
&) = [ ~2mie;f(x)e 2 dx = (~2mini f(3))(6) = (~2mix; () (E):

Além disso a%}f(é) ¢ continua pela igualdade acima. Suponhamos que a afirmacao seja vélida
para || = N < k—1. Dado |a| = N + 1, existe o # 0 para algum j € {1,...,n}. Logo pela
hipétese de inducao
0% f = ((—2mix) ¢ f)".
Como x% (—2mix)*~¢ f € L' do que j4 mostramos segue que 9% f existe, e além disso
I%f = 3%(9% ¢ f) = 9% ((—2mix)* "4 f) = ((—2mix;)(—2mix)* ¢ f)"
= ((=2mix)* (=27ix)* % )" = ((—2mi)* )"
(e) Provaremos por inducao sobre k. Para k = 0 ndo hd o que demonstrar. Provaremos o caso

k=1.Se |a| =1, entdo a = ¢; para algum j € {1,2,...,n} e temos que

—27‘L‘i§-x
(8xj ) / (9xj dx

/f —2mi)Eje TN gx = 27ti€jf(§).
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Suponhamos que a afirmagio vale para k € N e provaremos que vale para k + 1. E suficiente

entdo demonstrar que
(0%1)"(§) = (2mi&)* f(§)
para || = k+ 1. Usando a hipdtese de inducdo e o caso k = 1 temos que
(0%1) (&) = (% 4% f)\(§) = (2mi&)* (9 f)"(§) = (2mi&)**i2mi&; f(§)
= (2mi&)* I (2mi&)I (&) = (2mi&)* F(§),
onde j € {1,...,n} é tal que aj # 0.
(f) Suponhamos que f € C}(R"), entdo por (e) temos que

(aif) " omie f(e).

Logo |&[[7(&)] € limitada para todo j = 1,....,n. Assim, como |£[If(€)] < (-, I&1) IF(E)]
segue que |€||f(&)] é limitada. Portanto

lim |£(&)] = —(|§Hf(§)|)=
HEs o TE]
O]
Corolario 3. Temos que .7 (.) C ., além disso a aplica¢do .# : . — . é continua.
Demonstragdo. Ver Corolério 8.23 em (FOLLAND, 1999). O]

Proposicao 9. Seja f : R — R definida por f(x) = e~k onde a € C 6 tal que Re(a) > 0.
Entdo

FE) =a e sl
Demonstragdo. Provaremos primeiramente o caso 7 = 1. Usando o Teorema 6 (d) segue que
(7) (& =(-2mixs) (&) = (~2mie =) " ¢)
- (Leame=) @ =L@
—SomiE f(E) = ~ T E(E).

Assim temos que

d  zg~ T, mg2~ ng2 2T
gz (et F&) =228er= f(§) —et®

logo 6%52]?(5) ¢ constante. Além disso,

if(é)

f(0) = / e~ 20X £ () dx = / e T gy 2.4)
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Pelo Teorema de Tonelli temos que

/zeﬂa(x2+y2)dxdy:/ (/ e—nax2ef7my2 dx) dy
R R \/R
:/ (/ eﬂaxzdx) efﬂfayz dy: (/ eﬂaxzdx) </ e—n:ay2 dy))
R \/R R R

2
/ e ) gy gy — < / e”“x2dx> . (2.5)
R2 R

Por outro lado, consideremos o difeomorfismo C! ¢ : (0, 4e0) x (-7, ) — Q definido por

ou seja,

©(t,0) = (tcosH,tsin )

onde Q = R?\{(x,y) : x <0 e y=0}. Usando o teorema de mudanca de varidveis com a mudanca

(x,y) = (tcos B,7sin 0) segue que

/ e—ﬂa(x2+y2) dxdy :/ e—ﬂa(x2+y2) dxdy = / e_nalzt dtdo
R2 o (0,+e0)x (~1,7)
T ~+o0 ) oo 2
:/ (/ e—nat tdt) d@ — 271:/ e—TL'at ldt
- 0 0
ot \ |t 1 1
=2l — =2T— = — 2.6
T ( 27a ) 0 n27ra a (20)

De (2.4), (2.5) e (2.6) segue que f(O) — a~2. Entdo

para todo & € R”". Portanto

No caso geral, temos que

f(g) :/ o Tl g 2milx gy / Iﬁle_nax.?e_zméjxj dx
n n j:l

n
( (/ He_mx?e_zméfxf dx1> ...dxn1> dx,
Rj]

n

mg2 2
H/ —max; 27rz§1xjdx _ a 26 aSi — g s alsl”
j=1 =1

O

Definiciio 15 (Transformada de Fourier Inversa). Seja f € L'(R"), definimos sua transformada

de Fourier inversa, denotada por £V, da seguinte maneira

= [ 1@)e5ag = fi—v).
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Os préximos resultados terdo o objetivo de mostrar que dada f € L' (R") tal que fe
Y,
L' (R") entio (f) = f.

Observacao 5. Uma simples aplicacao do Teorema de Fubini com esse propdsito falha, ja que
AV R , ' .
(f) (x) :/ f<5)62ﬂ1§~xd€ :/ (/ f(y)eng-ydy) ezmg.xdg
n n Rn

= o ( / nf (y)e_z”’f'yez’”é'xdy> dé

e o integrando ndo estd em L' (R” x R").

Lema 3. Se f,g € L'(R") entdo ffg:ffg.

Demonstragcdao. Usando os Teoremas de Tonelli e Fubini segue que

[Fe= [ ([ e ax)a@raz = [ ([ roe@re2menar) ag
[, T aaz = [ ([ wee 2 at ) ax
~ [ ([ e ag ) ar= [ wgeas— | re

[]

Teorema 7. Se f € L'(R") e feLl (R™) entdo f coincide em quase todo ponto com uma fungdo

continua fj e <f>v = (" = f.

Demonstragdo. Dadost > 0e x € R" seja ¢ : R" — R definida por
0(8) = el

Usando o Teorema 6 (a) e a Proposicao 9 segue que

50) = (516 ) = 1| () )]
_z, (fne—t%w) e L e g(x—y),
onde g;(y) = 1" 2" Pelo Lema 3 temos entdio que
[ e e dg = [ 0(©)f(E) d
— / o) f(y)dy = / gi(x=y)f(y)dy,

ou seja,

[ e gt gt @)
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Como [ g(y)dy =1, pelo Teorema 5 segue que

fxg—> fem L'(R™). (2.8)

Por outro lado, como f € L', pelo Teorema da convergéncia dominada temos que

lim efmz\élzezmé.xf(g)dg :/ez”ié'xf(g)dx: (f)v(x)‘ (2.9)

t—0

AV
Segue de (2.7), (2.8) e (2.9) que (f) = f quase sempre e analogamente f = (fv)A quase

A~

Vv
sempre. Como < f > ¢ continua o teorema estd demonstrado. [
Corolario4. Se feL' e f: 0 entdo f = 0 quase sempre.

~ AV
Demonstragcdo. Se f = 0 entdo ( f) =0 logo f = 0 quase sempre. [

Corolario 5. .% é um isomorfismo de . em .¥, com inversa .Z ! : . — .¥ definida por
Flo=09".

Demonstragdo. Pelo Coroldrio 3 .% : . — . é continua. Além disso, como fV(x) = f(—x)
segue que f € .7 e a aplicagio . > f — f € .. Por fim, pelo Teorema 7 a tiltima aplicagdo é
a inversa da transformada de Fourier .7 . ]

Teorema 8 (Plancherel). Se f € L'(R") NL*(R"), entdo f € L*(R") e Z| 12 S€ estende

unicamente para um isomorfismo unitario sobre L?(R").
Demonstracdo. Consideremos o subespago de L! (R")
V={feL'(R"):;feL (R")}.

- AV
Dada f € L'(R") tal que f € L' (R"), temos que f = (f) € L*(R"), logo

LU= [ A [ el 1< 1 ey 1 sy

Entdo f € L?(R") e portanto V C L?>(R"). Como C*(R") C . C V, segue que V é denso em
L?*(R"). Além disso, dadas f,g € V, pondo h = g temos que

HE) = [ gl dr = [ EG) dr = @)(E) = 8(E),

entdo pelo Lema 3 segue que
[re=[sh=[fn= [ 72

Portanto, .7 |V preserva o produto internode L?(R"), em particular .% |V preserva a norma de
L2(R"). Dada f € V, temos que f¥ € L'(R) (pois ¥ (x) = f(—x)) e f = (f¥)", assim f¥ € V
e Z(fY) = f, mostrando assim que .Z (V) =V.
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Como .# :V — V € um isomorfismo unitario munindo V com o produto interno de
L>(R") e V é denso em L?(R") segue que .Z se estende por continuidade a um isomorfismo
unitrio .7 : L*(R") — L*(R").

Provaremos que .# = .% em L'(R") N L*(R"). Sejam g : R" — R definida por g(x) =
e e g : R" — R para t > 0 dada por

Comogc L'(R") e [g=1,dada f € L'(R")NL*(R"), segue pelo Teorema 5 que (f * g;) — f
—
em L' (R") e em L2(R"). Além disso, (f*g;)" = fg; = fe TR, logo como f ¢ limitada segue
que (f*g:)" € L'(R"). Portanto f *g; € V para todo ¢ > 0. Por fim, como (f  g;) —O> fem
t—
L'(R"), segue que (f *g;)" — f uniformemente, e como (f * g;) — f em L?(R") temos
r— r—

que (f*g)" — Z (f) em L2(R"). Concluimos entdo que .Z (f) = f. O
—

2.8 O espaco das distribuices temperadas .’

Dado um multi-indice & € Z". adotaremos a notagdo D* = (27i)~|1*19.

Seja P(&) = Yio<m aqg&® um polindmio e consideremos o operador diferencial parcial
linear com coeficientes constantes P(D) = Yiaj<m agD® por ele determinado. Se u € .7, temos
pelo Teorema 6 (€) que [P(D)u]” = P(&)u. Desta forma a transformada de Fourier nos da
um método para tentar encontrar solu¢des para equagdo P(D)u = f. De fato, aplicando a
transformada de Fourier obtemos a equagio P(&)u = f, entdo se P ndo possui raizes reais segue
que i = P’lj/‘\. Assim obtemos que u = (P*1f> . No entanto, para encontrar solu¢des através
desse processo deve ser possivel aplicar a transformada de Fourier em f e a transformada inversa
em P~ 1]?. Nesse ponto notamos que quanto maior o dominio da transformada de Fourier, maior
€ a chance de encontrarmos uma solug¢do utilizando essa técnica. Essa € a grande motivagao para

o estudo das distribuicdes temperadas.

Proposicdo 10. Seja y € C°(Q) tal que y(0) = 1 e dado € > 0 seja y* € C°(R") definida por
y¢(x) = y(éex). Entdo para qualquer ¢ € ., temos que y*¢ — ¢ em . quando € — 0+. Em

particular, C;°(R") é denso em ..

Demonstracdo. Fixado N € Z e dado § > 0, como ¢ € .¥ existe um compacto K tal que
(L+ ) ¥lo()| < 8

para todo x € Q\K. Como y é continua no ponto 0 e y(0) = 1 segue imediatamente que

ad o 1 uniformemente em K, logo existe g > 0 tal que |y*(x) — 1| < 0, para quaisquer
£—0+
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xeKe(<eg<ég. Assim, paratodo 0 < € < &

sup(1+ )" [y (x)9 (x) = ¢ (x)| = sup(1 + [x])™|9 (x) |y (x) — 1]

xeK xeK
< (sup(1-+)"10691) 8 = ol
xe
Além disso,

sup (14 )Yy (09 (x) =9 ()| < sup (14 x))V [y (x)ll9 ()] +[9 (x)]

xeRMK XERMK
<sup|y| sup (1+R)Vo(x)[+ sup (1+x)"]¢(x)|
R"  xeRM\K x€RMK

< (sup!le) 0
R"

w0 =l v o) < (19l v0) +sup|‘lf|+1)

para todo € > 0, logo

sempre que 0 < € < &. Portanto ||yf¢ — ¢H(N,O) _0+> 0.
£—

Em geral dado o € Z temos que,

(1+ k)™ 0% (W) (x) = 9% (x)| = (1 + |x])"

(Z x)9%“ Po(x >) — 9% (x)
<+ 1) [ 1vE %) — 0% )+ Y ( )raﬁ 9199 Po(x >r>
0<B<a

=(1+ kDY | 1w ()09 (x) — 9%9 (x)] + %‘, ( elPl|oPy(ex)||0* Po(x )I)
0<f<a

<(1 k)" (%00 - 0%l ve T max () sup|aﬁw<x>|}|a“ﬁ¢<x>r>

xeR”?

0<p<
—1 B0 - %0 ) +emax{ () swp PPV} T 0l

xeR” 0<B<a
=(1+ )V (x)2% 9 (x) — 9% (x)| + Ce
=||y %9 — 99|l (0,a) +Ce

para quaisquer x € R" e 0 < € < 1. Segue entdo que,
W — Ol v,y < W% —9%P||(w0) +Ce (2.10)

para todo 0 < € < 1. Como ¢’ = 9%¢ € . temos pelo que ji demonstramos que ||[y€d%¢p —
d%¢||(v,0) — 0 quando € — O+. Portanto segue da estimativa (2.10) que ||y — @ ||(y.q) — 0
quando € — 0+, o que conclui a demonstracao. [
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Observacio 6. A inclusdo C°(Q) C ./ € continua. De fato, dadosN e Z,, a € ZI. e K C Q

compacto, temos que
[91lv.c = sup(1 + x)¥10%9]

- <sup<1+\x\ ) Y suplo’o

p<lal K
= (SIIJ(p(l + ‘x‘)N) PC?’(K).,\a\((p)v

paratoda ¢ € C°(K). Portanto a inclusdo C°(K) C . € continua para qualquer K C £ compacto,

logo segue da Proposi¢do 6 que a inclusdo C°(Q) C . é continua.

Como a inclusdo C°(Q) C . € continua, dada u € .7’ temos que u|c=(wn) € Z'(R") &

como C7°(Q) € denso em . segue que se u|c=rn) = 0 entdo u = 0, além disso,

Pyrrny. (tlcomm) = | (ulco@n), )| = (1, 9)] = Pgr ¢ (u).

Portanto a aplicagdo linear .’ 5 u — ulc=(rr) € Z'(R") € injetiva e continua. Desta forma,
como é usual, iremos identificar 1 € .’ com M’CSQ(RH) <74 (R™), neste sentido temos entdo que

" C 2'(R") com inclusdo continua.

Defini¢do 16. Dizemos que uma distribui¢do u € 2'(R") é temperada se u € ., isto é, se u
possui uma extensdo linear continua ao espaco .. Dessa forma, dizemos que .’ é o espago das

distribui¢Oes temperadas.

Exemplo 17. Dado 1 < p < e, temos que L”(R") C .’ com incluséo continua.

Notemos inicialmente dado qualquer 1 < g < e temos que . C L4(R") com inclusao
continua. No caso g = o basta notar que ||¢ || z=(rn) = [|@]](0,0)- Suponhamos entdo que 1 < g < oo,
seja N > n+1, dada ¢ € . temos que

100 = [ 010 = [ ote-+ bt +1ay = [ [supol(1-+ "] 1+ 1)

cR"

= ( L+ !xl>‘N") 1911fy0) < ( .a +|x|>—N) 160190, < Clo %0

Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que [|¢||z4(rn) < C'[|@||(v,0) para toda ¢ € 7. Dada
feLP(R") C 2'(R"), temos que f:.% — C definida por

(F.0)= [ 19

€ uma extensdo linear e continua de f. E evidente que f € uma extensao linear de f, para a

continuidade usando a desigualdade de Holder tem-se para toda ¢ € ..

(G0 =| [ 79| < Wl 0linen <l llno 21D
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Segue entdo que f € .’. Além disso, dada ¢ € . a estimativa (2.11) vale para qualquer
f € LP(R"), assim

Py o (f) = [(£,0) < C 1101 .0y 1 Nl o e -

Portanto a inclusdo LP(R") C .#’ é continua.

Assim como estendemos algumas operagdes em C°(Q) para 2’ (Q) através do transposto
formal, utilizando o mesmo processo, podemos estender algumas operagdes em . para ¥’
Utilizando o Lema 3 temos que o transposto formal da transformada de Fourier .% : .% — .
¢ a propria .%, assim podemos estender .% a uma transformada de Fourier .% : . — ..
principal motivagdo para o estudo do espago das distribui¢des temperadas .’ é que tal espago se

torna um dominio substancialmente maior para a transformada de Fourier.

Defini¢so 17. Dada u € ., definimos sua transformada de Fourier & € ./ por

(@.9) = (u,9)
paratoda ¢ € .7.

Observagao 7. A aphcagao F " — &' definida por .% u = i é uma bije¢io linear e continua

cuja inversa . ~! : .’ — .’ definida por .% ~'u = u" é continua, onde

(u’,0) = (u,9")

para toda ¢ € .. De fato, a continuidade de .7 segue de

Py (@) = |(i.9)| = |(u,0)| = Py 5(u)

pelo Teorema 2 e a continuidade de .% ~! segue analogamente. Além disso, é consequéncia

imediata do Corolario 5 e das defini¢ces de .F ede ¥ ' que Fo.F ! =Teque F 1o F =1

Observagio 8. Sejam .71 ga) : L' (R") = Co(R"), Fpagny : L*(R") = L*(R") e T 1 S —
' as transformadas de Fourier ja definidas, temos que .%o = ,9ZL1(Rn) em L'(R") e F o =
yLZ(Rn) em L2 (Rn>

De fato, dadas f € Ll(R”) e ¢ €.7, temos que
(Fonf 0)= [ (Fuen o= [ F(Fuwn0) = . Fownd) = (Fof.0).

Entdo F 1 (gn) f = F o f € portanto F g = F |1 (ge) em L'(R™).

Por outro lado, ji sabemos que Fp 1 (gn) = Fp2(gn) em L' (R") NL*(R"), logo Fgn =
F12(rny €M L'(R")NL*(R"). Como C*(R") C L'(R") NL?*(R") segue que L' (R*) N L*(R") é
denso em L' (R"), assim Ty, F L?*(R") — .’ sdo operadores continuos que coincidem

em um conjunto denso, portanto % g1 = F 2 gy €m L*(R™).
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Definicao 18. Dizemos que y € C*(R") tem crescimento lento, se para todo multi-indice

o € 7" existe uma constante Co > 0 € um inteiro Ny € Z tal que
0% (x)] < Co(1+ [x])™
para todo x € R".

Proposicio 11. Seja u € .7’ temos que:

(i) 0%u € . paratodo o € Z"..

(ii) Se y € C*(R") tem de crescimento lento, entdo yu € .7’

Demonstragdo. (i) Inicialmente, note que o operador linear L : . — . definido por L$ = 9% ¢

¢ continuo ja que dado N € Z e B € Z", temos que
1991l v.p) = sup (1+ ||)185(8%9)| = sup (1+[x)"[0% P o] = 8] 1)
xeR" xeR"

paratoda ¢ € .7.
Consideremos agora d%,u : ./ — C definida por (d%,u,¢) = (=) (u,0%¢) para toda

¢ € .. Temos que 0%, u = (—=1)!?lyo L é continua, além disso, 0%, u é claramente uma extensdo
linear de d%u, portanto d%u € ..

(i) Analogamente a demonstracao do item (i), € suficiente demonstrar que o operador
linear L : . — . definido por L¢ = y¢ € continuo. De fato, dado N € Z e a € 7}, temos

que
ol v.a = Suﬂg(l + )N [0%(w9)|
xeR”

< sup (14 |x[)Y Z <O‘)’3aﬁw‘|aﬁ¢)|

xeR”? B<a B

< sup(1-+ )" ¥ max{ () sup (9% Py} P9)

xeR”? ﬁgaﬁf xeR"

<max{ () sup 0% PyI} T sup(1-+)VI0%9)
p<a (\B/ rern B<axeR”

—C Y 19llwg):

p<o

portanto a continuidade de L segue do Teorema 2. ]
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CAPITULO

OPERADORES PSEUDOSETORIAIS E
SEMIGRUPOS ANALITICOS

Nesse Capitulo, apresentaremos um resultado para a geragio de semigrupos {e =" };5¢
de operadores lineares sobre X, para o caso em que X € um espacgo topoldgico localmente
convexo e A € um operador linear que denominamos pseudosetorial. Tal resultado surge a partir
da generalizac@o dos conceitos e técnicas usados na demonstra¢do do Teorema 1.3.4 de (HENRY,
1981) para o caso em que X € um espaco topologico localmente convexo. Para simplificar a
escrita, os espagos vetoriais considerados nesse Capitulo serdo sempre complexos, isto €, o corpo
de escalares serd sempre C, ainda que algumas defini¢des e resultados possam ser enunciados

para espagos vetoriais reais também.

3.1 Operadores setoriais e geracao de semigrupos anali-

ticos em espacos de Banach

Comecgaremos definindo alguns conceitos que serdo usados neste capitulo e enunciando
o cléssico Teorema de geragdo de semigrupos analiticos {e "4 }i>0 C Z(X), para o caso em que

X é um espago de Banache A : D(A) C X — X é um operador setorial.

Definicdo 19. Sejam X,Y,Z espacos vetoriais topolégicos e A : D(A) C X — Y um operador
linear. Dizemos que A é fechado se seu grafico Gr(A) é fechado em X x Y, onde

Gr(A) ={(x,Ax) CX xY :x € X}.

Dado E C Z, definimos o fecho sequencial de E em Z, denotado por Eseq, como sendo

EX = {x € Z: I(xx)ken C E tal que x; kL> x}
—>00

e dizemos que E é sequencialmente fechado se E™" = E.
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Dizemos que A é sequencialmente fechado se Gr(A) € sequencialmente fechado em
X xY.

Definicao 20 (Resolvente e Espectro). Seja X um espago vetorial topoldgico sobre C e A :
D(A) C X — X um operador linear, o conjunto resolvente de A denotado por p(A) é o subconjunto

de C formado por todos os A € C, tais que:

(i) (A —A):D(A) C X — X é injetivo.

———seq

(i) RA—A)“1=X.

(iii) (A —A)"!':R(A —A) — X é continuo.

O operador (A —A)~! : R(A —A) — X é chamado de operador resolvente.
O espectro de A, denotado por (A), é definido por o(A) := C\p(A).
Defini¢ao 21 (Operador Setorial). Seja X = (X, || - ||x) um espago de Banach. Dizemos que um

operador linear A : D(A) : X — X é setorial se A é fechado, densamente definido e existem um

angulo 6 € (0, %), uma constante M > 0 e um ndmero real a, tais que o setor
Yoo ={A €C\{a}:0 <|Arg(A —a)| <7} 3.1)

estd contido no conjunto resolvente de A e
M
A —a

paratodo A € X, ¢, onde Arg(A —a) é o argumento principal do nimero complexo A —a.

(2 —=A) " gx < (3.2)

Definicao 22. Sejam X espaco vetorial topoldgico, U C R um aberto e f : U — X uma aplicacio.
Dizemos que f ¢ analitica se para cada fy € U existem 6 > 0 e x; € X para j € NU{0}, tais que
(to—0,1p+6)CUce

o5}

f@)="Y (t—1)x;

=0
paratodo t € (tp— 8,fp+ 5), isto é,
k . X
Y (t—10)/x; — f()
j=0 T

para todo t € (tp— 0,19+ 9).

Definicao 23 (Semigrupo Analitico e Gerador Infinitesimal). Seja X um espago vetorial topo-
16gico, denotaremos por L(X) o espaco vetorial de todos os operadores lineares 7 : X — X,
incluindo os descontinuos, enquanto o espago vetorial dos operadores lineares continuos sera
denotado por £ (X).

Seja {T(t) };>0 C L(X) uma familia de operadores lineares e consideremos as proprieda-

des:
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G) T(0) =1.
(ii) T(t+s) =T(¢)T(s) para todo t,s > 0.
(iii) A aplicac@o [0,+o) 3¢+ T(t)x € X é continua para todo x € X.

(iv) A aplicagdo (0,4o0) 57+ T(t)x € X é analitica para todo x € X.

Se (i) e (ii) sdo verificadas, dizemos que {7'(#) };,>0 é um semigrupo de operadores lineares. Se
(i), (i) e (iii) sdo verificadas dizemos que {7 () };,>0 ¢ um semigrupo fortemente continuo. Se
(i), (ii), (iii) e (iv) sdo verificadas dizemos que {7'(¢) };>0 € um semigrupo analitico. O gerador
infinitesimal L : D(L) C X — X de um semigrupo analitico {7'(¢) },>0 € o operador linear definido
por

T(t)x—x

Lx= lim ———,
t—0+ t

onde seu dominio D(L) consiste de todos os x € X para os quais o limite acima existe.

Teorema 9. Sejam X um espaco de Banache A : D(A) C X — X um operador setorial com angulo
¢ e vértice a. Entdo —A é o gerador infinitesimal do semigrupo analitico {e~"4},59 C Z(X),
onde

o= L / (A +A)"TMan (3.3)
27i Jr

el': R — p(—A) é a curva definida por
Re'" —a se te€[—0,0]
['(s)= %Reie —a se t€[0,+)
—3Re™® —a se t€(—o0,—0)
comR>0e0c (5, m—9).

A fungio (0,4) 3t — e € Z(X) pode ser estendida para uma fungio analitica
{z€ C\{0}: |argz| < €} Dz — e ¥ € Z(X) para € > 0 suficientemente pequeno.

Temos também que se b € R é tal que Rec(A) > b, isto é, se ReA > b paratodo A € 6(A),

entdo existe uma constante C > 0 tal que

=~

le | gx) <Ce™™ e |Ae || ) < —e

para todo ¢ > 0. Por fim, temos que

d
E(e,ftA) — _AeftA

para todo ¢ > 0.

Demonstragdo. A demonstragdo pode ser encontrada na pagina 21 de (HENRY, 1981) e também
na pagina 43 em (MACEDO, 2016). [
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3.2 Conceitos e resultados fundamentais

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e resultados para espacos vetoriais topoldgi-
cos localmente convexos, tais conceitos e resultados sdo bem conhecidos em espacos de Banach

e serdo fundamentais para enunciar € demonstrar o principal resultado deste Capitulo.

Proposicao 12. Seja X = (X, A) um espago vetorial topoldgico localmente convexo e sequen-
cialmente completo. Se A : D(A) C X — X é um operador linear sequencialmente fechado e
A €p(A),entdio (A —A): D(A) — X é bijetivo.

Demonstragdo. Seja (yi)reny uma sequéncia em R(A —A), tal que yy kL> y € X.Como (A —
—»00

A)~1:R(A —A) — X é continuo, dada g € A existem py, p2,...,pm € A e C > 0, tais que
a((A—-A)"y) <CY pi(y
j=1

para todo y € R(A —A). Logo, seja x; = (A —A) 'y, para k € N, temos que
| m
g —x)=q((A—=A) " ok—w)) <CY. pilk—)
=1

para quaisquer m,/ € N e entdo, como (yi)ren € uma sequéncia de Cauchy, segue que (xi)ren €

A ~ . X v o A
uma sequéncia de Cauchy. Temos entdo que existe x € X tal que x; k—> x, pois X € sequéncial-
—yo0

4 : X
mente completo. Como (xi )xery € uma sequencia em D(A) tal que x pa
oo

Axp = Axg — (A —A)xg = Axg — yi %} Ax—y
—> 00

e A:D(A) C X — X é sequencialmente fechado segue que x € D(A) e Ax = Ax —y. Entdo
(A—A)x=y,logoy e R(A —A) e portanto

RA—A)=R(A—-A)""=x.
0

Proposicio 13 (Identidade do Resolvente). Seja X = (X,A) um espaco vetorial topolégico
localmente convexo e sequencialmente completo. Se A : D(A) C X — X é um operador linear
fechadoe A,u € p(A), entdo

(m=4)"'-A-A) "' =A-wp-4)"A-4)"
Consequentemente temos que,

(-A) A=A =R -A) " -A)
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Demonstragdo. De fato,
(=A== (A -A)A-4)"

= (-4 A - I+ @p-2a))*r-4a)"
=A-pu-A)"' A=A+ @A -a)"

de onde segue a primeira igualdade. A segunda igualdade é 6bvia se u = A, por outro lado se

U # A, segue da primeira igualdade que

(m=A) " A-A)" =A - u-A4)" - (A -4)"]
=u-2)""A-A) T = (-4 = -4 (u-A)
]

Definicao 24. Sejam (Y,d) um espago métrico e f : ¥ — X uma aplicagdo. Dizemos que f é
uniformemente continua se, dados p € A e € > 0, existe 6 > 0 tal que p(f(x) — f(y)) < € para
todos x,y € Y tais que d(x,y) < 8.

Proposicio 14. Sejam (Y,d) um espago métrico compacto e f : Y — X uma aplica¢do continua.

Entdo f é uniformemente continua.

Demonstracdo. Dados p € A e € > 0, da continuidade de f, segue que para cada y € Y existe
8, > 0 tal que p(f(x) — f(y)) < § para todo x € Y tal que d(x,y) < 28. Como Y é compacto,
a cobertura aberta {B,(y,dy) }ycy possui uma subcobertura finita {B,;(y j,5yj)}lj‘.:1, seja 0 =
min{d,, : j = 1,2,...,k}. Dados x,y € Y tais que d(x,y) < 8, como {Bd(yj,5yj)}’]‘.:1 ¢ uma
cobertura de Y temos que existe m € {1,2,...,k} tal que y € B;(ym, Oy,,), 10go d(y,ym) < 6y, <
26y,
d(x,ym) < d(x,y) +d(y,ym) < 0 + 8y, <20,

Entao

PUF) = F0)) < () = Flm)) + P(flim) = () < 5 + 5 =€,

Portanto f é uniformemente continua. 0

Defini¢do 25. Uma parti¢do P de um intervalo [a,b] é uma familia finita {¢ J}IJV *, de pontos em
[a,b] tais que a =1y <t < ... <1y, = b. O mddulo da parti¢do P = {tj}ljyio, denotado por || P||,
¢ definido por ||P|| = max{r; —t;_1 : 1 < j < Np}.

Dada uma curva ¥ : [a,b] — C, dizemos que Y tem variagdo limitada se existe uma

constante C > 0 tal que
Np
Y () = vt <C
=1

para qualquer parti¢do P = {t,}ljv *o de [a,b]. Neste caso definimos a variacdo total de ¥, a qual
denotamos por V(7), sendo
Np
V(y) = sup { Zl [Y(t;) = ¥(tj-1)| - P = {1}, & partigio de [a7b]} :

J
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Teorema 10. Sejam ¥ : [a,b] — C uma curva de variacdo limitada e f : [a,b] — X uma fungio

continua, existe um Unico y € X com a seguinte propriedade:

Dados p € Ae € > 0, existe 6 > 0 tal que se P = {tj}jjyio ¢ uma parti¢do de [a,b] com
||P|| < o entdo
Np
ply— Y [v@)—y@i-)lf(7)) | <e
j=1

para quaisquer T; € [tj,¢j—1] com j=1,...,Np.

Demonstragdo. Segue da Proposicdo 14 que f € uniformemente continua, logo para cada k € N
existe & > 0 tal que

1
P~ F(5) < ¢
se |t —s| < O. Para cada k € N, sejam
Ne P = {t;}" ¢ particdo de [a,b], |P|| < &
Eg:= 9 ) [v(t) = v(t;-0)]f (z)) - T . e
j=1 €T c [tj,tj,l]parajzl,...,Np

diam,(Ey) :=sup{p(x—y) : x,y € E;},

mostraremos que diam, (Ey) < % Suponhamos que P = {z j}]}]i 0eQ={s j}yfo sejam parti¢oes
de [a,b] tais que ||P|| < & e P C Q, entdo para cada j € {0,1,...,Np} existe [; € {0,1,....Np}
tal que s;; = ; e naturalmente temos 0 = lp </; <... < Iy, = Ng. Segue que

Np N
p (Z] [v(t)) — y(ti—0))f (%)) — ZQ, [v(sj) — Y(Sj—l)]f(cj)>

J=1

j=lI=lj—y
Np !
< U; [¥(st) = ¥(si_)p(f (%)) — f(o1))
J=1i=li
Np 1 1 Ne Lj
< [Y(st) =)l = ¢, Y Iy(st) = v(si)]

para quaisquer 7; € [tj,t;—] com j=1,..,Np e 0; € [sj,sj—1] com j=1,...,Np, pois para
quaisquer 1 < j<Npel; | <I <

01 € [s1,81-1] C [s1;,50,,] = [t tj-1]
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e entdo |7, — 07| < O.

Assim para quaisquer, P = {¢ J} L0 0= {s j}?’go parti¢des de [a, b] denotando a partigdo
PUQ por {r]}jzo, como P C PUQe Q C PUQ, temos que

'

<p

M=

[v(#;) = v(t;—0)lf (7)) — Z[’V sj)—y(sj— 1)]f(oj)>

1

Np
Zl['}’(tj) Y(ti-1))f (7)) —

]:

No
+p (Zl[y(sﬂ —y(sj—1)]f(o)) -
=
1 1 2

p’(v) + §V(Y) = %V(Y)

'MZ

Il
—

N

[y(rj) = v(rji-Dlf( ]))

J

M=

[y(rj) = v(rji-n)]f( j)>

1

<
I

IN

para quaisquer 7; € [t;,¢j—1] com j=1,....Npe 0; € [sj,5;—1] com j = 1,...,Np, como querfamos
mostrar.

Para cada k € N seja y; € Ey, como E,, C Ej se m > k, entdo dado kg € N, para k,m > kg
temos yg, ym € Eg, € entao ||yx — ym| < %V(y). Portanto a sequéncia (yi) é de Cauchy e, como X
¢ sequencialmente completo, segue que tal sequéncia converge, seja y seu limite. Se P = {¢ J}IJV ’o
¢ uma particao de [a,b] com ||P|| < &, entdo

Np
p (yj - Y Ir(r) - Y(Ul)]f(%‘)) < %V(?’)

j=1

para qualquer j > k, fazendo j — oo obtemos

Np )
p (y— Y [v(tj) - Y(tj—l)]f(fj)) < V).

j=1
Portanto, y tem a propriedade desejada Se x € X tem a mesma propriedade de y, dada uma

sequéncia de particdes P, = {tk } , tal que || P|| — 0 quando k — oo, segue que

NPk NPk
Y [r(ef) = vef_ )G )k——%xe Y () = v DI ==,
=1 —yo0 = k—yo0
portanto x = y pela unicidade do limite. [

Definicao 26. Tal y € X do teorema anterior é chamado de integral de Riemann-Stieltjes de
f com respeito a curva y e denotado por | f fdv. No caso especial em que Y € a identidade
denotamos a integral |, : fdvy simplesmente por |, : f(t)dt, tal integral é chamada de integral de

Riemann de f.

Seja I C R um intervalo e ¥y : I — K uma curva de variagdo limitada sobre intervalos
compactos,isto é, 7| [a,b] tem variagdo limitada para qualquer intervalo [a,b] C I. Consideremos

também f : I — X uma fung¢@o continua.
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Se I = [a,b) com —oo < a < b < +oo, diremos que a integral | Cf’ fdy existe (ou converge)

b c
/ fdy:= lim / fdy
a c—b— a

e definimos

caso o limite acima exista.

Analogamente, se I = (a,b] com —oo < a < b < +oo, diremos que a integral fab fdy

existe (ou converge) e definimos

b c
/ fdy:= lim / fdy
a c—a+ Jq

caso o limite acima exista.

Se I = (a,b) com —oo < a < b < +eo, diremos que a integral | f fdy existe (ou converge)

e definimos . . ,
/ fdy:= / fl(a,c}d’}/"i_/ f|[c.,b)dy
a a c
se dado ¢ € (a,b) as duas integrais do lado direito existem.

Se I é um intervalo com extremos a € b, com —oo < g < b < 400, denotaremos a integral
fffdypor J; fdy também.

Proposicdo 15. Sejam X = (X, Ax), (Y,Ay) espacos vetoriais topolégicos localmente convexos,
Hausdorff e sequencialmente completos. Consideremos também / C R um intervalo, y: 1 — C
uma curva de variacio limitada sobre intervalos compactos, f : I — X uma aplica¢do continua e

E C X um subespaco vetorial. Temos que
(i) SeI=/{a,b] e f(I) C E, entdo existe uma sequéncia (x)ren C E tal que
X b
X —— / fdy. (3.4)
k—oo a

(ii) Se A:X — Y ¢ um operador sequencialmente continuo e a integral [; fdy é convergente,

entdo a integral [;A o fdy é convergente e

A (/Ifdy) :/IAofdy. 3.5)

(iii) Se A:D(A) C X — Y é um operador sequencialmente fechado, Ao f : I — Y é continua e

as integrais [, fdye [;Ao fdy sdo convergentes, entdo

A(/Ifdy) :/IAofdy.

Demonstragdo. (i) Consideremos

xk::]é [y(a—l—(b—a)%) —}/(a—f—(b—a)j;l)}f<a+(b—a)%>
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para k € N. Temos que (x¢)xeny C E e pelo Teorema 10 temos (3.4).

(ii) Suponhamos I = [a,b] e seja (x;)ren @ sequéncia apresentada no item (i). Temos que

(3.4) ocorre e pelo Teorema 10

k

Axg=) [y(a+(b—a)£) —y<a+(b—a)j;1>]Aof<a+(b—a)£> ;HLJ IAofdy.

j=1

Portanto, como A € sequencialmente continuo, temos (3.5).

Se I =[a,b), seja (¢i)ken C (a,b), usando continuidade sequencial do operador A, temos

klggo/ackAofdy:A(gg/ackfdy) :A(/Ifdy>.

Entdo a integral [;A o fdy é convergente e temos (3.5). Os outros casos (I = (a,b] e I = (a,b))

entao que

sao andlogos.

(iii) E similar a demonstracgao de (ii). ]

Definicdo 27. Seja I C R um intervalo e ¥y : I — C uma curva de variacdo limitada sobre

intervalos fechados, fixado um ¢ € I definimos a curva |y|. : I — R por

V(7] [ax]) sex > ¢
|V]e(x) =
=V (7l [x,c}) sex < c.

Seja f : y(I) — X uma fungdo continua definimos

/yf(Z)dzrz /Ifovdve

[ szl = | rovar

caso existam as integrais do lado direito.

Observaciio 9. A defini¢do de [, f(z)|dz| € independente da escolha de ¢ € 1, de fato, basta notar
que [7]e(y) — |¥le(x) = V(¥lp,)) para quaisquer x,y,c € I com x <y e que a integral [, f(z)|dz]
s6 depende das diferengas |y|.(v) — |7]c(x). Como para fins de integragdo ndo hd diferenga o

¢ € I escolhido, denotaremos a curva |y|. somente por |7].

Proposicao 16. Sejam y: I — C uma curva de variagao limitada sobre intervalos compactos e

[+ y(I) — X uma fungdo continua. Se para toda p € A aintegral [, p(f(z))|dz| existe, entdo a

p ( / f(z)dz) < [

integral [, f(z)dz existe e

para toda seminorma p € A.
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Demonstracdo. A demonstragcdo € idéntica ao caso em que X € um espaco de Banach (ver
Proposi¢do 1.1.11 em (MACEDO, 2016)), trocando apenas a norma pela seminorma. O]

Definiciio 28. Dizemos que uma curva y: I — X é de classe C! por partes se existem a; < ay <
... <ay em I, tais que ¥|p (a4, o) YI\(—oo.ay) € Vaj.a;.,) PATA j=1,2,...,N — 1 sdo curvas de

classe C!.

Teorema 11 (Fubini). Sejam I,J C R intervalos, y:I — C e { : J — C curvas de classe C! por
partes e F : [ x J — X uma funcdo continua. Suponhamos que, para quaisquert € [ e s € J, as

integrais
10):= [ F5)de(s) e 5= [Fle.s)aro)

existam e que as fungdes f : I — X e g : J — X definidas dessa forma sejam continuas. Suponha-

mos ainda que para toda seminorma p € A

/,XJP<F(I»S))I7/U)IIC/(s)Idtds < oo,

onde a integral acima € a integral de Lebesgue. Entdo as integrais abaixo existem e vale

[ £ar= [ ga. (3.6)

Demonstracdo. A demonstracdo € idéntica ao caso em que X € um espaco de Banach (ver

Teorema 1.2.9 em (MACEDO, 2016)), trocando apenas a norma pela seminorma. O

Definicao 29. Sejam Q € C um aberto e f : Q — X uma aplicacdo. Dizemos que f € holomorfa

em zg € Q se o limite
. <) —J &
D)~ ()
=20 Z—20
. .. . / df(ZO) . / ,
existe. Neste caso, denotamos o limite acima por f'(zo) (ou = ) e dizemos que f(z0) € a
derivada de f no ponto zg. Se f é holomorfa em todos os pontos de Q dizemos que f € holomorfa

em Q ou simplesmente que f é holomorfa.

Proposicio 17 (Hahn-Banach). Seja X = (X,A) um espaco vetorial topolégico localmente
convexo Hausdorff. Dado x € X\ {0}, existe & € X’ tal que & (x) # 0.

Demonstragdo. Ver Coroldrio 2 do Teorema 18.1 em (TREVES, 1967). O

Teorema 12 (Cauchy). Sejam Q C C um aberto simplesmente conexo, f : Q — X uma aplicagdo

holomorfa e y: [a,b] — Q uma curva fechada (isto é, y(a) = (b)) de variagdo limitada. Entdo

/Yf(z)dz:O.
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Demonstracdo. Sabemos que o teorema € valido para X = C (ver Teorema 6.15 de (CONWAY,
1978)). Em geral, dados & € X' e Ay € Q, temos que

(o o) = iy STCD=EU) _ (1) =T )

720 Z—20 =20 Z—20

_¢ (nm M) — £(F(0)).

220 Z—20

Logo & o f é holomorfa em Q. Temos entdo que

5(/}/f(z)dz> =/7/§Of(z)dz=0.

Portanto, como & € X’ foi tomado arbitrariamente, segue da Proposi¢do 17 que

/yf(Z)dZZO-

3.3 Operadores pseudosetoriais e semigrupos analiticos
em espacos vetoriais topologicos localmente conve-

XO0Ss

Nesta se¢do apresentamos uma versdo do Teorema 9 para o caso em que X € um espaco
vetorial topologico localmente convexo, Hausdorff e sequencialmente completo. Comegaremos

apresentando o espaco onde convergird a integral da féormula integral de Cauchy:

1
A= — [ (A+A) M.
¢ 27ri/r( TA)Te

Defini¢do 30. Sejam X = (X, A) um espago vetorial topoldgico localmente convexo e L(X) o

espaco dos operadores lineares 7' : X — X. Munimos o espaco L(X ) com a familia de seminormas:
Apx)y={gpx:pEAexeX},
ondedados pe A, xeXeT € L(X)
q4p(T) = p(Tx).

Dessa forma, temos que L(X) = (L(X ),AL(X)) ¢ um espago vetorial topolégico localmente

convexo.

O resultado a seguir nos mostra que o espago L(X) herda algumas propriedades do

espaco X.
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Proposicao 18. Sejam X = (X, A) um espago vetorial topolégico localmente convexo, L(X) =
(L(x ),AL(X)) o espago vetorial topolégico localmente convexo definido acima, (7)gcy um net
em L(X)e T,U € L(X). Temos que:

. L(X) X
(i) Tﬁ ——= T se, e somente se, TBx —— Tx paratodo x € X.

Bex BeY

(ii) Se Tg %T, entdo TﬁoUﬂToU.
S

Bex
(iif) SeU € Z(X) e Ty 24 T, entio U o Ty 225 UoT.
peB pex

(iv) Se A € separante, entdo Ay x) € separante. Logo se X ¢ Hausdorff, entdo L(X) é Hausdorff.

(v) Se X é sequencialmente completo, entdo L(X) é sequencialmente completo. Se X é completo,

entdo L(X) é completo.

Demonstragdo. (i) De fato, Tg % T se, e somente se, p(Tgx —Tx) = qp.(Tg —T) ﬁ—Y> 0
€ €

. X
para quaisquer x € X e p € A. O que ocorre se, e somente se, Tgx ﬁ—Y> Tx paratodo x € X.
S

(i1) Segue imediatamente de (i).

(iii) Seja x € X, segue da continuidade de (i) e da continuidade de U que Tj (Ux) _I[;(X;’
S

T (Ux). Portanto, segue de (i) que U o T %(% UoT.
€

(iv) De fato, seja T € L(X) tal que g, «(T) = 0 para quaisquer x € X e p € A. Entdo
dado x € X, temos que p(Tx) = 0 para todo p € A, supondo que A é separante, segue Tx = 0.
Portanto 7' = 0.

(v) Seja (Ti)keny uma sequéncia de Cauchy em L(X), entdo

p(Tex = Tjx) = qp (T = Tj) —— 0
k,j—reo
para quaisquer x € X e p € A. Dado x € X, temos entdo que (7;x)ieny € uma sequéncia de
Cauchy em X, logo como X é sequéncialmente completo, temos que (7jx)ien € convergente.
Seja T : X — X definido por

Tx = lim Tjx,
k—ro0

segue que 7 € L(X) e
Gpx(Te —=T) = p(Tix — Tx) — 0

L(X
para quaisquer x € X e p € A. Entdo T} k—(—)—> T e portanto L(X) é sequencialmente completo.
—» 00

Supondo que X é completo a demonstragdo de que L(X) é completo é idéntica a demons-

tragdo feita, trocando apenas a sequéncia (7j)ren por um net (7g)gery- O
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Definicao 31 (Operador pseudosetorial). Seja X = (X, A) um espaco vetorial topoldgico local-
mente convexo e sequencialmente completo. Dizemos que um operador linear A : D(A) : X — X
é pseudosetorial com vértice a e angulo 6 se A é sequencialmente fechado,a c Re 6 € (0, %)

sdo tais que o setor

Loo :={A €C\{a}: 0 <|Arg(A —a)|} (3.7)
estd contido em p(A) e dados p € Ae x € X, existe C » > 0 tal que
C
—A —— :
dpx (A —4)7") < 7 dl (3.8)

paratodo A € X, 9.

Proposicio 19. Sejam X = (X, A) um espago vetorial topoldgico localmente convexo sequen-
cialmente completo e A : D(A) : X — X um operador pseudosetorial com vértice a e angulo 6.
Entdo a aplicagdo £, 9 2 A — (A —A)~! € L(X) é holomorfa.

Demonstragdo. Fixados L € £, € qpx € Apx), sejay = (U —A)"!x. Dado A € X, ¢ tal que
=A< 3lp—a
4px (A=A = (u—-A)") =p([(A-A)" = (u—-4)""]x)
=|u=2lp (2~ A) (u A)~!

= [u—2lgp.,y ((’l —A)” )

x)

< [u—A

T
2C,,
< A|———
- |Iu a|,3pv
10go gpx (A —A)™" — (u—A)~") —— 0. Portanto a aplicagio £, 9 2 A — (A —A) ! € L(X)

A—u
¢ continua.

Segue da continuidade demonstrada, da identidade do resolvente (Proposi¢do 13) e do

item (ii) da Proposi¢do 18 que

- - - - -1 LX) -
A-m (A=) = (u-4)"")=-(A-4)(u—-4)" o —(u-A)"2
Portanto a aplicagiio £, 9 3 A — (A —A)~! € L(X) ¢ holomorfa. O

Temos agora todas as ferramentas para enunciar e demonstrar uma versiao do Teorema 9
para o caso em que X € um espaco vetorial topolégico localmente convexo, sequencialmente

completo e Hausdorff.

Teorema 13. Seja X = (X,A) um espaco vetorial topoldgico localmente convexo, sequencial-
mente completo e Hausdorff. Suponhamos que A : D(A) C X — X um operador pseudosetorial
com vértice a € R e angulo 6y € (0,%). Dado t > 0, seja

e = erz / (A+A)"tan, (3.9)
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onde a integracdo acima é realizada em L(X),acurval : R — (—Za’g) ¢ dada por:

Re" —a se te[—0,0]
I'(s) = q §Re® —a se t€[B,+) ,

—2Re @ —a se t€(—c0,—6]

R>0e 6 c (5,m—6). Temos que:

(i) e e 4 = ¢~ (94 para todos 7,5 > 0.
(i) e "Ax —— x para todo x € D(A).
t—0+
(iii) A aplicacdo
(0,400) 3t e € L(X)
se estende a uma aplicacdo
{AeC:|Arg(A)| < e} 3z e # e L(X)
analitica.

(iv) Temos que Im(e 1) C D(A¥) para quaisquer k € N e t > 0. Além disso, para quaisquer
pEAexeX,existe My, > 0 tal que

M
dpx (e_tA) <My e qpx (Ae_ZA> < %e_m (3.10)

para todo ¢t > 0.

(v) Dado x € D(A), se e " Ax Lo> Ax, temos que
t—0+

t t—0+

Em particular, se x € D(A?), segue que a convergéncia acima ocorre.

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que a = 0. Sejam 0 < € < 0 — 7, S, = {A € C\{0} :
|Arg(A)| < €} e z € S¢, definamos

1
—7A zA -1
= A . A1
e - /F et (A+A) dA (3.11)
Mostraremos que a integral acima € convergente. De fato, temos que
Re(zA) = |2A| cos(Arg(zA)) = |2A] cos(|Arg(zA)]) = |24 | cos(|Arg(2) + Arg(A)]),  (3.12)
assim dado A € I'((—ee, —0] U [0,0)), notando que |Arg(A)| = 6, segue que

|Arg(z) + Arg(4)] = [Arg(4) — Arg(2)| = |Arg(A4)| - |Arg(z)| > 6 — & > g e
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3n
|Arg(z) + Arg(1)] < |Arg(z)| +|Arg(A)| < e+ 0 <e—0+2m < —,

2

logo

cos(|Arg(z) + Arg(A)]) < cos(6 —¢) < 0. (3.13)
Seja gp.x € Ap(x), considerando I'y = I'[(_., _g] € [2 = T'|[g o), temos entdo que
Jans (A0t )21 < [ et gy (o)) dal [ S Rl
j
:/ |zA | cos(|Arg(z)+Arg(A ‘ PX d)L’ </ |zA| cos(6— 8| ‘d?t| < o
I Al ;) 7

J

para j = 1,2. Portanto, pela Proposicdo 16, a integral em (3.11) converge, em particular a integral

em (3.9) é convergente para todo ¢ > 0.

(i) Seja @ : R — C a curva definida por

onde K > 0 é uma constante de modo que {I'(s) : s € R}N{I'(s)+ K : s € R} = 0. Fixados

t,s > 0, pelo Teorema de Cauchy (Teorema 12), temos que

1 1
sy -1 SA -1 —sA
o i/ eH(u+A) du——z i/re (A+A) dr=e e (3.14)

/ref"(u—x)—lcm:o (3.15)

para todo u € ®. Além disso, pela Férmula Integral de Cauchy (ver Férmula Integral de Cauchy
5.4 em (CONWAY, 1978)), temos que

/es“(u—l)_ldu — i (3.16)
D

para todo A € I'. Segue de (3.14), da identidade do resolvente (Proposi¢do 13), do Teorema de
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Fubini (Teorema 11), de (3.15) e (3.16) que

1A —sA _ L/ 7 -1 L/ su -1
e et = (27ri L (A+A) dA o (W+A) du
ef’teSﬂ(uA)l(wA)ldu) dA

—

(1
(Aemﬂuw ) (A A = (A du) "
(/

emﬂ“(u—/l)l(lJrA)ldu) dA

a <[De’“““(u —2) +A)‘1du) dA
(Ae’“s“(u—/l)—l(/l +A)_1du) dA

( ety —|—A)_]d/l) du

" o A)e“s (/Fell(ﬂ_)t)_la%) (L+A)"ldu

= (2;1.)2/8’127:1'6“(% +A) A = %m,/e(’“)’l(l FA) AL = (94,
r r

(3.17)

(i1) Pelo Teorema de Cauchy (Teorema 12) e pela Férmula Integral de Cauchy, temos que
1
/ er(A+A) " dA = / rA+A) AL e —/ AATdL =1
r =10 2mi Ji-'r

para todo ¢ > 0. Logo, dados x € D(A) e p € A, temos que

ple™x—x)=p (%/em(l +A)"1xdA —x)
LJr

_ L tA —1 _L/ thq—1

_p(m/tlre (A txdr—o— [ ¢*axad
| _ _

:ﬁp(/ﬁlrem A+ -2 1“‘“)

_L 1A 1717 _ —1

—Mp(/t_lre (A+A)" [I-(A+A)A }xcm)
! 2 -1 1/ tAq -1 —1

—_— — <_
2ﬂp(/l_]re A (A+A) Axd/l) <5z t"F|e A gpax (A+A)7") [dA|
1 [0 )-2 _L/ A

§2ﬂ:/t-|r|e 2] vaAx|d7L|—27r l_|€' I Cp,Ax|dle|m>0-

(ii1) Usando o Teorema da convergéncia dominada para derivar sobre o sinal de integracao,

obtemos que

diz(e—m) _ %M/erd (A+A)"dA. (3.18)
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De fato, notando que (3.12) e (3.13) sdo vélidas para quaisquer z € Se e A € ['((—o0, —0]U[0,00)),

\Zo|

fixado zg € S¢, tomando z € S¢ tal que |z — 70| < e considerando

_cos(G—e)
2
temos que c < 0 e
A _ L7h A _ Lz20h
e e ok < e e Y w0
2—20 Z—20
gsup{ lew’l‘ :w € Sg é tal que |w— 79 §|Z—20|}+|7L| ot

sup {eRe(W’l) w € Sg étal que |w| > |Z20| } _|_eRe(Zo/1))

<|A| (sup{ezdwuLI w € Sg étal que |w| > |20‘ } 2ClZoIM)

SelollA] +ezc|zo\|7t|> < 2[AJeclld

para todo A € I'((—e0, —0] U [0, 00)). Temos também que existe C > 0, tal que

A _ L204 A _ ,20A
et — e et — e
A& < +|A||e0*

Z2—20 Z—20

< sup{‘lewx‘ :w € Ctal que |w| < |ZO|+1}+|7L| et

<sup{|ue"™|:w,u € C tais que |w| < |zo|+1e |u| <r}
+sup{|u||e®*|:ueCtalque |u| <r} <C
paratodo A € I'([—6,0]) e z € C tal que |z| < |zo| + 1.

Assim, sejam g x € Apx) e I3 = F][_eﬁ], usando a Proposi¢do 16, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada temos que

1 eZl _ ezol ] 1 " |
I - - - o 0 -
dp.x ( . / ' ()L ‘|—A) dA i /1"j Ae (A +A) dA

2rwiJr; z—20

1 eZ/l _eZo/l
< — R [P A+A)"Y) dA
< /F,- — 2 dpx (( ) ) | ’

1 gtk C
< —/ e P gA —— 0
| 2—20 A |ﬁp,~x 720

para j = 1,2,3. Portanto

1 / eZ}L—eZO}L (l_f_A)_ldl 1 /A ZOA(A _i_A)—ldl —>O
— _— - e .
v 2riJr z—20 27 Jr 720

(iv) Sejam p € A e x € X, temos que

1 1
—tA) _ A -1 _ A -1
dpx <e > =qpx (277:1'/1“6 (A+A) d?L) dpx <277:i / i (A+A) dl)
1

1
< 1A A+A)"Y lda <_/ tA PX
<5z [ ey aa < o [ et

e
] <ee.
/\m‘
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para todo ¢t > 0. Dado ¢ > 0, temos também que
J1eM21gp ((A4+2)7") R = [ [eHCpald| <
logo, como p € A e x € X foram tomados arbitrariamente, pela Proposicdo 16, a integral
/FeM(;L +A) " dA
converge em L(X). Note que
AA+A)T=1d-A(A+A)"!
e pelo Teorema de Cauchy |- ¢MddA =0. Segue entdo que a integral
/Fe“A(/l +A)"lda
converge em L(X) e
/Fe“A(A A dA = /Fe”lldd/l _ /FeM(/l A dA = —/reM(A +A) A, (3.19)
Dado x € X, como A é sequencialmente fechado, pela Proposi¢do 15, segue que e "x € D(A) e
Ae™ :A/ret}”(/l +A)"tdA = /re”lA(/l +A)"LdA. (3.20)

Logo

1 1
aps (A7) =gy (Z_m /F e +A)—1d/1) = (2_71:1 /F (A +A)—1d/1)

_ L tA -1 L/ A 1
_qw(m/tlre (A +4) d}L) <o [ 12 aps (2 +a)7") a2l

1 C
<— 2\C, L |dA :ﬂ/ 1l
_2ﬂ/t_lr|e CouldA] =20 | le1dA]

e portanto considerando
Cpx le!|
M, = 2% max /—d,/e“dl}
o=t [ gl [ 1e1a

obtemos as estimativas (3.10). Observe que dado x € D(A), temos que

1 1
Ae My = oy / frAAL+A) xdA = Tmi / ¢*(A+A) ' AxdA = e M Ax
1Jr 1Jr

para todo 7 > 0. Logo dado k € N, supondo que Im(e~"4) C D(A*) para todo ¢ > 0, temos que
Ake "y = Ake 16 1Ay = Ao g My € D(A)

para quaisquer x € X e t > 0. Logo Im(e~*4) c D(A**!) para todo ¢ > 0. Portanto, segue por
inducdo que Im(e~*4) C D(AX) para quaisquert > 0e k € N.



3.3. Operadores pseudosetoriais e semigrupos analiticos em espacos vetoriais topologicos localmente
convexos 67

(v) Seja x € D(A) tal que e "4 Ax L0> Ax, segue de (ii)(iii) que a aplicagdo
t—0+

At

[0,00) St e YxeX

¢ continua em [0, ) e diferencidvel sobre (0,). Além disso, segue de (3.18), (3.19) e (3.20)

que
d
— (e*A’x> = —Ae Ay = —¢AAx
dt

para todo ¢ > 0. Como a aplicaciio [0,00) >t — e AAx € X é continua, segue que
A t
e My :x—/ e MAxds,
0

para todo ¢ > 0. Considerando p € A, temos entdo que

—At,. 1 t
p (et$ +Ax> =p (;/ eASAxds—Ax)
0

1 1/
=p (—/ eASAx—Axds) < —/ p (e*ASAx—Ax) ds —— 0.
tJo t Jo t—0+
Portanto 4
—t o
S SN —Ax.
t t—0+

O

O Teorema anterior ndo € exatamente uma generaliza¢do para o Teorema 9, pois ele ndo
conclui duas propriedades relevantes para o semigrupo {e "4 }+>0. A primeira propriedade que
ndo é garantida pelo Teorema anterior é a continuidade dos operadores do semigrupo {e~"4},>¢
e a segunda é a continuidade da aplicacdo t > [0,00) — e "Ax € X, que é garantida apenas para
x € D(A). No entanto, no caso em que D(A) = X a segunda propriedade fica garantida e, como
veremos na proxima secao, no caso em que A € um operador pseudodiferencial com coeficientes
constantes sobre .’ a primeira propriedade também ser4 vélida. Como veremos a seguir, essas
duas propriedades sdo garantidas no caso em que X € um espaco de Fréchet e nesse caso o

Teorema anterior se torna uma generalizacao do Teorema 9.

Corolario 6. Seja X = (X,A) um espago vetorial topoldgico localmente convexo, Hausdorff
e sequencialmente completo. Se A : X — X € um operador pseudosetorial, entdo a familia
{e7"};>0 C L(X) definida por (3.9) é um semigrupo analitico de operadores lineares sobre X,

cujo gerador é —A.

Demonstragdo. Segue imediatamente do teorema anterior. [

Corolario 7. Sejam X = (X, {pm}men) um espaco de Fréchet, A : D(A) C X — X um operador
pseudosetorial e {e~4},~9 C L(X) a familia definida por (3.9). Entio {e~4};59 C Z(X) é um
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semigrupo analitico de operadores lineares continuos sobre X, cujo gerador é —A. Além disso,
dado j € N, existem C; > 0 e k; € N, tais que

kj C: kj
pj (e_’Ax> <Cje ™ Z pm(x) e p; (Ae_tAx> < Leta Z P () (3.21)
m=1 t m=1
para quaisquer f > 0 e x € X.

Demonstracdo. Sejamt >0e N € N, pela Proposi¢do 15, existe uma sequéncia (7} )en C -Z(X)

tal que
1
Tkﬂf/ (A+4)"'eHdn.
koo 2T Ty

Logo, pelo Principio da Limitacdo Uniforme (ver Coroldrio 2), temos que

1 / —1 At
— (A +4)"'Man e 2(X).
27i Tl _n
Como
1
_/ (A{ _{_A)—lell‘d)t L(X) e—l‘A7
27i Tli_n N—so0

pelo Principio da Limitacio Uniforme, temos que e "4 € .2 (X).

Seja .7 = {e%e ™ :t > 0} U {e“Ae™™ 1t > 0} C £ (X), dado j € N, segue das
estimativas (3.10) que p;(Tx) = gp; «(Tx) < M), , para quaisquer x € X e T € 7. Logo, pelo
Principio da Limita¢do uniforme (Teorema 3), existem C; > 0 e k; € N, tais que

kj
PiT) <C; 1. pul)

para quaisquer 7 € . e x € X. Logo as estimativas (3.21) sao validas para quaisquer t > 0 e
xeX.

Sejam x € X, j € Ne € >0, como D(A) e denso em X, existe y € D(A) tal que

max{j ;)
(Cj+1) sup {7} Y pulx—y)<e,
tG[O,l] m=1

logo

() <y (e ) s () 1
kj
<Cie Y pulx—y) +p; <€_tAy —y> +pj(y—x)
m=1

<2&+pj (e_my —y>

para todo ¢ € (0,1]. Segue do Teorema anterior que p; (e "4y —y) — 0, logo existe 6 > 0,
=0+

tal que
pj (e_tAy—y> <&



3.3. Operadores pseudosetoriais e semigrupos analiticos em espacos vetoriais topologicos localmente
convexos 69

para todo ¢ € (0,8). Temos entdo que
pj (e_tAx—x> <3¢

X
para todo ¢ € (0, 8). Portanto e "Ax —ox
t—0+

Segue entio do Teorema anterior que {e *},>0 é um semigrupo analitico de operadores
lineares continuos sobre X. Seja L : D(L) C X — X o gerador infinitesimal do semigrupo

{e7"4};>0, segue de (v) do Teorema anterior que D(A) C D(L) e L| p(a) = —A.

Por fim, seja T : X — X o operador linear definido por
o0 4
T ::/ e e Mdt. (3.22)
0

Observe que, para toda p € A e x € X, temos que
/ qpx (e 'e—At)dt = / e 'qpx(e—At)dt < / e 'Cpxdt < oo,
0 0 0
logo a integral em (3.22) converge e T estd bem definido.

Dado x € X j4 provamos que e 4'x € D(A) para todo ¢t > 0, logo como A é fechado, dado
J € N temos que

J J J
/1 e'eMxdtcD(A) e A </1 e_te_Atdt> :/ e "AeMdr.
j j j

Além disso, integrando por partes, segue que

j j
lim A ( ﬁ efeA’xdz> = lim [ e 'Ae dt

J—eo j=ee )

: J
= lim | (—e T 4 x)| —/ e e M xdt
J=re i JE

1 1 . . J
) _L 4l _i -
=lim|e jie “ix—e Ve AJx—/ e e M xdt
j—roe 1
T
:x—/ e e “xdt =x—Tx.
0

Logo novamente por A ser fechado segue que Tx € D(A) e A(Tx) = x — Tx. Note agora que,
dado x € D(L) temos que e A'x € D(A) C D(L) e

a . e—Ase—Atx . e—Atx ‘ e—Ate—Asx . e—Atx
Le ' x = lim = lim
s—0+ S s—0+ S
—As —As
. _ e X—X _ . e X—X _
= lim e At _— =e At Iim —— = e AtLX.
s—0-+ R) s—0+ S
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Assim, se x € D(L) temos que

oo oo
T (Lx) :/ e e M Lxdt :/ e 'Le Y xdt
0 0
oo oo
= / e "Ae M xdt = A (/ e_te_Atxdt>
0 0
=A(Tx)=x—Tx.

Portanto x = T'(Lx) + Tx € D(A), logo D(L) C D(A). Entdo D(L) = D(A) e L = —A. O

3.4 Operadores pseudodiferenciais com coeficientes cons-

tantes

Nesta secdo caracterizaremos os operadores pseudodiferenciais com coeficientes coe-
ficientes constantes que sao pseudosetoriais, de modo a apresentar uma classe de operadores
pseudodiferenciais com coeficientes coeficientes constantes para a qual o Teorema 13 pode ser

aplicado.

Definicao 32. Um operador pseudodiferencial com coeficientes contantes € um operador linear
a(D) : " — /' definido por
a(D)u=[a(§)u]’

para toda distribui¢do u € ./, onde a € C*(R") é uma func@o tal que existe m € N de modo que

para todo a € 7, existe uma constante Cy, satisfazendo
[0%a(&)| < Ca(1+[)" 1 (3.23)

para todo & € R". Dizemos que a(D) tem ordem menor ou igual a m.

O resultado a seguir nos mostra como localizar o espectro de um operador pseudodife-

rencial com coeficientes constantes.

Proposi¢io 20. Sejam a(D) : " — " um operador pseudodiferencial com coeficientes cons-
tantes, a(D)y : ¥ — & a restrigdo de a(D) ao espago & e a(D)2(gn) : D(a(D)2(rny) C
L?(R™) — L*(R") a restri¢do de a(D) ao subespaco D(a(D) 2(rry) de L?(R"), onde

D(a(D)2(gm) = {u € L*(R") : a(D)u € L*(R")}.

Temos que

{a(§): & eR"} C o(a(D)) C{a(§): & R,
{a(3):SeR"} Co(a(D)y) C{a(G): G eR"} e
o(a(D)p2(gny) = {a(G) : & € R}
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Demonstragdo. Seja A € C\{a(§): & € R"}, temos que a funcio R" > & +— [A —a(&)] ' e C
é de crecimento lento. De fato, dado o € Z'| tal que & # 0, existem Ng € N, C“ €eR, m,? eN
tal que my’ < |ot| + 1, M € N tal que Mi¥ < |at| para k =1,2,... Ny e BY; € Z} para k =
1,2,...,Nqe j=1,2,...,|al, de modo que

No JME
0% (A —a(®))") = Y CFA —a(§)) " [T sa(§) (3.24)
k=1 j=1
para todo & € R”. Isto segue por indugéo sobre ||, pois temos que

(A —a(&)™") =A—a(&)]da(&)

para quaisquer £ € R" el € {1,2,...,n} e se (3.24) é vilida, entdo

No
8“”’([%—(1(6)]’1) ZC YA —a(é)]” = Loa(& H&B’wa
k=1
Ny MF MY
(e -wor 5 fiowoseue)
k=1 o=1j=

para quaisquer £ € R" el € {1,2,...,n}, onde 5J-70 ¢é o delta de Kronecker, isto €,

I, sej=o0
Sjo =

0, caso contrario.

Como A ¢ {a() : & € R}, existe C > 1 tal que A —a(&)|~! < C para todo & € R, logo dado
a € Z; tal que o # 0, usando (3.24) e a estimativa (3.23), segue que existe C,, > 0 satisfazendo

Na M
0% (2 —a(@)) ") < Y EC ] Cpe (14181 < Co1+1E1)"
k=1 =1 "
para todo & € R".
Sejaw € .7, segue da Proposicdo 11 que [A —a(&)]~'w € .. Assim dadas u,v € .7,

temos que

A—aD)u=v < u=(A—a(&)]'9)",
logo [A —a(D)] : " — .’ é bijetivo e

(A —a(D))"'v= (A —a(&)]'9)".

Segue que [A —a(D)]~! é continuo e entdo A € p(a(D)). Portanto o(a(D)) C {a(&) : & € R}

Como [A —a(D)] : ¥ — ' é injetivo, segue que [A —a(D) o] : .~ — . € injetivo e
[A —a(D) 2] : D(a(D) 2rny) C L?(R™) — L*(R") é injetivo. Além disso, dada y € .# temos
que

o:=(A-al) ) e e A-aD) o=y,
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logo [A —a(D) #]: ¥ — . é bijetivo e

A —a(D)s] 'y = (2 —a(&)] %)

Segue que [A —a(D) ]! é continuo e entio A € p(a(D) ). Portanto o (a(D) o) C {a(E) : € € R"}.
Como a aplicagdo R" 3 & + [A —a(&)]~! € C é limitada, dada v € L*(R"), pelo Teorema 8

(Plancherel), temos que

w:= (2 —a(@)] )" e X(RY).
Segue que u € D(a(D)2(rn)) €
(A —a(D)2re)u = [A —a(D)]u = (A —a(&)]a)” =v.

Logo [A —a(D)2gm] : D(a(D) 2 (mny) — L?(R") é bijetivo e pelo Teorema 8 (Plancherel)

= =@ g = 102~ @ e
<[4 —a(§)]™! HL""(Rn) V1l 2y = |12 —a(&)]! HL""(]R’!) V]l 2 gery

para toda v € L>(R"). Entdo (A — a(D)LZ(Rn))_] : L*(R") — L*(R") é continuo, logo A €
p(a(D)2(rny)- Portanto 6(a(D)2ny) C {a(§) : § € R}

Por outro lado, se A = a(&) para algum &, € R”, entdo

-1
|2 = a(D) 2~ .

A —a(D))8Y = ([ —a(&)]8,)" =0.

Logo A € 6(a(D)) e portanto {a(§) : & € R"} C o(a(D)). Além disso, [A —a(D) o] : ./ — .
é bijetivo se, e somente se, 0 operador linear 7 : .¥ — . definido por T@(§) = [A —a(&)]e(&)
para quaisquer ¢ € . e & € R" é bijetivo. No entanto, temos T¢(&y) = 0 para toda ¢ € .7,
logo T nio é sobrejetivo. Assim [A —a(D) | : ¥ — . ndo é bijetivo e entdo, como a(D) &
€ sequéncialmente fechado (pois € continuo) e . é completo, segue da Proposi¢do 12 que
A € 6(a(D).y). Portanto {a(&) : £ e R"} C 6(a(D).v).

Por fim, seja A € {a(&) : € € R}, se m(a='({A})) > 0 (onde m representa a medida de
Lebesgue), entiio existe R > 0 tal que E :=a~' ({1}))NB(0,R) é tal que m(E) > 0. Logo, como
0 <m(E) < oo, temos que xg € L*>(R") (onde g ¢ a funcdo caracteristica de E) e (xz)" # 0, ja
que xg # 0. Além disso,

(A —a(D) 2] (xe)" = [2 —a(D)](xe)" = (A —a(&)lxe)” =0" =0,

logo A € o(a(D)2(gn)). Por outro lado, se m(a~'({1})) =0, suponhamos que A € p (a(D)2wn))-
Dado k € N, como A € {a(§) : § € R*}, existe § € R” tal que

A —a@)] < 5

Da continuidade de a, segue que existe 6 > 0 tal que

(&)~ al&)] < o
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para todo & € B(&y, 5) e entdo

1 1

A ~a()] < 1A ~a(o)| +1al8) ~ al@)] < 5 + 5 =1

para todo & € B(&,8). Como m(a'({A})) = 0, temos que B(&y,5)\a ' ({A}) é um aberto
ndo vazio. Sejam v € L?(R")\ {0} tal que supp(v) C B(&o,8)\a~'({A}) e u € L?(R") dada por

_Jo se & ¢ supp(v)
u(E) = |
[A—a(3)]""v(§) se & € supp(v).

Temos que [A — a(D)2gn)]~'v" = u”, pois
A~ a(D)ysqanlu’ = A ~a(D)u’ = (2~ a(&)}u)’ ="
Assim

1A —a(D) 2]~ vV [lr2gemy = e |2y = el 2Ry

([ e bepaz)
> ([ PEPE) = ol =41 e

e entdo ||[A —a(D) Lz(Rn)]’lH 212wy = k. Como k € N foi tomado arbitrariamente segue
que [A —a(D) LZ(Rn)]_] ndo € limitado, o que contraria A € p(a(D)2gn)). Portanto, 4 €
o (a(D)2(rn)) € temos que {a(8) : § € R"} C o(a(D)2(rny)- O

Observacao 10. No exemplo anterior, temos que

o(a(D)) é fechado <= o(a(D)) ={a(&): & e R*}

No entanto, nem sempre o (a(D)) é fechado. Considere, por exemplo, a : R” — C definida por

1
a(€>:T|§P

para todo & € R”. Tal fun¢io define um operador pseudodiferencial com coeficientes constantes

a(D) e entdo pela Proposi¢do anterior

(0,1] =A{a() : ¢ eR"} C a(a(D)) C{a(5): 5 € R"} =[0,1].
No entanto, temos que a(D) : ./ — .’ é bijetivo e
a(D)"lv= [(1+|§|2)ﬂv

para todo v € ., logo a(D) ™! é continuo. Portanto 0 € p(a(D)) e entio o (a(D)) = (0,1].
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O préximo resultado caracteriza quando um operador pseudodiferencial com coeficientes

€ pseudosetorial.

Proposicio 21. Sejam a(D), a(D).» e a(D)2(gn) como na Proposi¢do 20. Sdo equivalentes:

(i) Existem by € R e um angulo 6y € (0,%) tais que {a(§) : & € R"} C C\Zy g,
(i) a(D)y : . — .7 é pseudosetorial.
(iii) a(D): " — .’ é pseudosetorial.

(iv) a(D)p2wny : D(a(D)2(gn)) C L>(R") — L*(R") é setorial.

Demonstragcdo. Segue imediatamente da defini¢do de operador setorial, da definicdo de ope-
rador pseudosetorial e da Proposi¢do 20 que (ii) implica (i), (iii) implica (i) e (iv) implica (i).
Suponhamos que a propriedade (i) é vélida e sejam b, 0 € R tais que b < by e 6y < 6 < J. Temos

que

o(a(D)) C{a(G): & € R"} C C\Ey, 9, C C\Zpp,

logo Z; g C p(a(D)). Analogamente, temos que Xy 9 C p(a(D).») € £ 9 C p(a(D)2(gn)). Note

que
dist(A,{a(§) : & € R"}) > dist (A, C\Zp, g,) > dist (A,C\Zpg,) > sen(6 — 6)|A —b| (3.25)

para todo A € X, . Além disso, existe ¢ > 0 tal que
dist(A,{a(&): & e R"}) > dist (A,C\Zp, q,) > ¢ (3.26)

paratodo A € X . Dado & € Z'}, segue de (3.25), (3.26), (3.23) e (3.24) que existe C,, >0 tal
que

0% ([ —a(@)) )| < Co(1+[8))" |2 —b| !

para quaisquer A € £, 9 ¢ £ € R". Logo dadas ¢ € ., N € Z, e o € 7'}, existe CY >0

(N,a,9)
tal que

P (A —a(8)]7'9) = sup {(1+|ENV[0% (A —a(§)]"'9) [}

EeRn
xfovir g Qs

< sup {(1+\€|)N y (g) (1 eI b |28

EcRr B<a

S
——

<=t ¥ () p sum {0410 o))

B<a

< C?N7a7¢)|l —p| !
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paratodo A € X; . Como a tranformada de Fourier inversa é um operador linear continuo, dados
NeZ ,aecZ epc. s, existemC>0eM,k € Z, tais que

Pvay (A —a(D)#]7'0) = pway (12 —a(€)]7'9) ") < ¢ X poup) (12 -a))"'9)
<k

0 —1
<C Y. Clupglt—bl
IB|<k

para todo A € X 9. Logo considerando

obtemos que
P(N,a)([)' _a(D)y]il(P) < C(N,oc,q))pL - b‘il

paratodo A € X, ¢. Portanto a(D).» : ¥ — . é pseudosetorial.

Dadas u € %" e ¢ € .7, como u : ¥ — C é um funcional linear continuo existem
k,N € Z, e C; > 0,, tais que

-1 -1 1V
ao (2~ a(D)]"'u) = [([A —a(D)) "', 0)| = [{ (A= a(@)]'@)",0)]
= (@A —a@)] ') <1 Y povay (A —a(E)] ')

|| <k

=C1 Y, pway(A—a(€)]7'9) <C1 ), Qaplt—b"

la|<k la|<k

para todo A € X, 9. Considerando

Cou:=C1 Y, C,OW@,

lor| <k

temos entdo que
9o (2 —a(D)]"'u) < Cpulr —b|"!

paratodo A € X, o. Portanto a(D) : .#" — .#" é pseudosetorial.

Por fim, segue do Teorema 8 (Plancherel) e de (3.25) que

14 ~a(D)izqan] ™ u g, = | (A =@ D) ], o, = 1A =@ 22

1 - 1
< . )
~ sen(6 — 6y)|A —b| 1l ey sen(6 — 6)|A — b| ol 22 ey

L2(Rn)

para quaisquer A € ¥, g e u € L*(R"). Entdo

1
<
2(L2(Rrm)) — sen(6 — 6p)|A — b|

|~ atD) 2! |

para todo A € X g e portanto a(D)2(gn) : D(a(D)2gm) C L*(R") — L*(R") é setorial. [
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Proposi¢io 22. Sejam a(D) : ' — ./ um operador pseudodiferencial pseudosetorial e a(D) o :
& — . arestri¢ao de a(D) ao espago .. Temos que:

(i) Dados ¢ € . et > 0, temos que

(ii) Dados u € . et > 0, temos que

e 1Pl = [e@)g] !
Em particular temos que e *“(?) ¢ .#(X) para todo ¢ > 0.

Demonstracdo. (i) Dado & € R", segue da Férmula Integral de Cauchy que

1
—ta(€) _ At -1
e = 5 i/re [7L—|—a(§)] dA,

logo

5] )= [ eOpE) L
_ zim/Rn </Fem[l+a(§)]_ldl) @(é)ezniéxdé
— s [ (feem e ra@n a@an ) ag

1 /n (/Rer(s)tezniéx[r(s)+a(§)]—1§5(§)r’(s) ds> dé.

2w Jr

Note que a curva I' é tal que existem constantes Cy,C, > 0 tais que |[I'(s) +a(§)| > C; e
IT(s)| < C, para quaisquer s € R e & € R”. Desta forma

/Rn </R ‘er(s)tezméx[r(s)+a(§)]—1¢(5)r’(s)‘ ds) dE

<ci'e, [ ([ [ ]ae@las) az
=¢i'Ca [ 19(E)IdE [ e

ds < +oo.
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Assim usando o Teorema de Fubini obtemos que

%/R (/Re””tez”’f"[ns) +a(&)] " P(E)T(s) ds) dé

— o o ([ O 06) +a@) BT ) az ) ay

— 5 o ([, ) a9z ) Ty

- ﬁ /Rem)t ( /R M5 [(0(s) +a(D) ») 9] (é)dé) I (s) ds

— L/Rer(s)t(l“(s) +a(D) ) L o(x)I'(s)ds

2mi
= ﬁ/rem [A+a(D)s] " o(x)dA = <ﬁ Fe)u A +a(D) /] (pd/l) o)
- <ﬁ /Fe“ A+a(D)y]™! d/l) o(x) = )7 o ().

(ii) De fato, seja ¢ € ., temos que

=

I
% 3
‘_E“” |
5 ~
Q
oy
~
+
2
S
A
N
>
<
\/

5|
S
~

I
)
5[ -

(€)7'8]") dr

M2 +a(&)a)’ ) da

M +a(D)]”! u,(p> d

2
- <L_ M A +a(D)] ! ud)L,(p> - <e*m<D>u,<p>.

/\/\/(\\/\N.
E:\'
=
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>
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CAPITULO

TRACO DE DISTRIBUICOES E O
PROBLEMA DE DIRICHLET COM
CONDICOES DE FRONTEIRA SINGULARES

Neste Capitulo apresentaremos uma noc¢ao de trago para distribuicdes em um certo
subespacgo de 2'(Q2). Essa nogdo de trago fornece sentido para o problema de Dirichlet com
a equacgdo de Laplace no caso em que a condi¢do de contorno € uma distribuicdo qualquer.
Mostraremos que, no caso em que a condi¢ao de contorno € uma distribuicao arbitréria, ainda é
possivel obter solugdo para o problema de Dirichlet no disco, associado a equagao de Laplace,
usando a férmula integral de Poisson. Comegaremos apresentando alguns espacos de distribui¢des

sobre uma variedade suave.

4.1 Variedades suaves

Definiremos a seguir o conceito de variedade suave.

Definicao 33. Seja M um espaco topoldgico, um atlas .7 suave n-dimensional sobre M € um

conjunto de aplicacdes & : V;, — Uy, que satisfaz:

(i) Dadah:V), — U, em <7, temos que V}, € um subconjunto aberto de M, Uy, € um subconjunto

aberto de R” e 1 € um homeomorfismo.

(ii) Se hy : Vy, — Up,, hy : Vi, — Uy, pertencem a o7 e Vj, NV, # 0, entdo a aplicacdo
hy ohz_1 :hy (Vi NViy) = hy (Vi NVp,) € de classe C*.

(i) Upeos Vi =M.
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Cada h € o/ é chamada uma carta e sua inversa h~! : U, — V}, é chamada uma parametrizacio
do aberto Vj, C M. Uma variedade suave M = (M, .<7') de dimensdo n é um espago topolégico M

munido de um atlas suave .« n-dimensional.

Dado k € Z,., podemos definir o conceito de variedade de classe C¥ de forma aniloga,
trocando apenas C* por C* no item (ii), no caso em que k = 0 a variedade é chamada variedade
topoldgica. No entanto usaremos apenas o conceito de variedade suave neste trabalho. A seguir
apresentamos dois exemplos simples de variedades suaves, mais exemplos sao apresentados na
secdo 1.3 em (BURNS; GIDEA, 2005).

Exemplo 18. Temos que {Id} (onde Id : R"” — R” é a fun¢do identidade) € um atlas n-dimensional
suave sobre R”. Portanto R"” = (R”,{Id}) é uma variedade suave de dimensao n.

Exemplo 19. Sejam S" C R""! a esfera de raio 1 e ; : S"\{(0,0,...,0,(—1)/)} — R", para
j=0,1, a fun¢ao definida por

1
1= (=1)/xn41

para todo (x1,x2,...,%,11) € S"\{(0,0,...,0,(—1)/)}. Temos que {7y, 7} é um atlas suave

ﬂj(X],XZ,...,xn+1): (xl,xz,...,xn)

n-dimensional sobre S”. Portanto, S" munida do atlas suave {7, 7; } € uma variedade suave de

dimensdo n.

Assim como 0s espacos topoldgicos sdo os espacos sobre os quais podemos falar de
continuidade de aplicagdes, as variedades sdo 0s espacos sobre os quais podemos falar de

diferenciabilidade de aplicacdes.

Defini¢do 34. Sejam M = (M, <7);) uma variedade suave de dimensdo m, N = (N, <Zy) uma
variedade suave de dimensdo n e f : M — N uma aplica¢do. Dado k € Z U {eo}, dizemos que f
é de classe CX, se f é continua e para todo x € M existem hy : Vj,, — Uy, em @y € hy : Vi, — Uy,
em oy tais que x € Vy,, f(x) €V, e a aplicagdo hyo fohy ' : hi(f~1(V2)NVi) — Uy, é de
classe C*. Dizemos que f é um difeomorfismo de classe C* se f é bijetiva, f é de classe Ct e
f~1 éde classe C*.

Lembremos que se (M, 1;) e (M, 12) sdo espagos topolégicos entdo T) = T, se, € somente
se, Id: (M, 1)) — (M, 1) é um homeomorfismo. No entanto, pode ocorrer de M ser um espago
topolégico munido de dois atlas suaves n-dimensionais 7 ,.2%, a aplica¢do Id : (M, <)) —
(M, o) ser um difeomorfismo de classe C* mas <7/ # <%, como € o caso quando M = R",
o = {1d} e o = {—1d}. O que ocorre neste caso é que (M, ) e (M,cf) tem a mesma

estrutura C*, o que serd definido adiante.

Definicao 35. Seja M um espaco topoldgico, dizemos que um atlas suave n-dimensional 7,

sobre M, ¢ maximal, se para todo atlas suave n-dimensional <7’, sobre M, com <7’ D 47, tivermos
que &' = .
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Proposicao 23. Seja M = (M, o)) uma variedade suave de dimens@o n, existe um tdnico atlas
suave n-dimensional maximal .27 sobre M tal que <% C 7. Dizemos que <7 € o atlas maximal

da variedade M, ou ainda, que <7 é a estrutura C* de M.

Demonstragdo. Seja </ o conjunto formado por todos os homeomorfismos 1 : Vj,, — Uy, com
as seguintes propriedades: V;,, C M € aberto, U, C R" € aberto e dada h; : V), — Uj, em
</ tal que Vj,, NV, # 0, temos que a aplicagdo A th—l thy (Vi NViy) = hy (Vi NV, ) € um

difeomorfismo de classe C™.

Pela defini¢@o de o7, temos que 7 verifica (i) da Defini¢do 33 e @) C <7, logo <&/
verifica (iii) da Definigdo 33. Sejam A : V), — Uy, em o/ para j = 1,2 tais que Vj,, NV}, # 0,
x € Vy, NV, € h3 : Vj, — Uy, em 2 tal que x € Vj,. Temos que

hiohy! =hjohytohsohy ! = (hiohy')o(hpohy')™!

em hy(Vy, NVj, NVy, ), logo pela definicdo de .o/ temos que /4 o hz_l ¢ de classe C* na hp(Vj,, N
Vi, NV, ). Como ho (Vi NV, NVy,) C ho(Vy, NVy,) é um aberto contendo /3 (x) e x € V;,, NV,
foi tomado arbitrariamente, segue que iy o i, L ha (Vi NV, ) = b1 (Vi NVp,) € de classe C.
Entdo .7 verifica (ii) da Definicdo 33. Portanto .7 é um atlas n-dimensional suave sobre M tal
que oy C .

Por outro lado seja 7] um atlas n-dimensional suave sobre M tal que <% C 7], dado
hy € o1, como & verifica (ii) da Defini¢ao 33, segue da defini¢do de <7 que h; € <7. Temos
entdo que 7] C 7. Logo se <7’ é um atlas n-dimensional suave sobre M tal que .7’ D &7, entdo
A" D ) e temos que /' C o/ . Portanto &/ é maximal. Se % é outro atlas n-dimensional
suave maximal sobre M tal que %) C 9%, entdo o5 C </ e como @, € maximal segue que
oh = . ]

Outro conceito que usaremos neste trabalho € o conceito de subvariedade, o que a seguir

apresentamos.

Definicao 36. Sejam M uma variedade com atlas m-dimensional suave maximal /' (como
apresentado na Proposicao 23), n < m um natural e N C M. Dizemos que N € uma subvariedade
suave de M se, para todo x € N, existe h: V, — U, em o7 tal que x € Vj, e h(V,NN) = U, N

(R x {0}).

Observe que, na defini¢do anterior, o atlas suave ./ induz um atlas suave sobre N da
seguinte maneira: seja I : R"” x {0} — R" a aplicag@o definida por I(y,0) = y para todo y € R",
dadox € N, sejahy, :V;, — Uy em o/ talque x € V,_e h(V, NN) = U, N(R" x {0}). Definindo
hy Vi, NN — I(Uy, N (R" x {0})) por iy =10 hly, nw, segue imediatamente do fato de &/ um

atlas suave sobre M que {/, } ey é um atlas suave sobre N.
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Exemplo 20. A esfera S” é uma subvariedade de R"*!. De fato, sejam Q C R"*! o conjunto
aberto

Q= {(x1,%2,. ., Xpt1) : Xpr1 > 0}

e f: Q — Q afuncio definida por
|
X)=——
f( ) Xn+1
para todo x € Q. Temos que f é um difeomorfismo de classe C*, cuja inversa f~! : Q — Q é

dada por

f_l(x) - Xn+1 X

A
para todo x € Q. Dado x € £, como

£x) = (""xl bz |l \x\) |

5 5
Xn+1 Xn+1 Xn+1

temos que a dltima coordenada de f(x) é igual a 1 se, e somente se, |x| = 1. Sejam
Q' :=Q—(0,0,...,0,1) = {(x1,%2, ..., X, X1 — 1) 1 (X1,%2, .., Xy X1 1) € R}

e h:Q — Q' definida por
h(x) = £(x) - (0,0,...,0,1)

para todo x € Q. Segue que 4 é um difeomorfismo de classe C* e h(QNS") = Q'N(R" x {0}).
Dados j € {0,1} e k € {1,2,...,n}, seja T : R""1 — R"*! definida por

T (1,22, X0 g1) = (X1,X0, o Xk 1y Xngl Xk Xk 2,0 X0, (= 1))
~— ~———
k-ésima posi¢ao (n+1)-ésima posi¢ao

para todo (x1,x2,...,X,11) € R"H. Temos que T} x € uma isometria linear, logo € um difeomor-
fismo de classe C*. Sejam Q; ; = Tjjkl (Q)ehjr:=hoT;;:Qj;— &, temos que h;jj; € um
difeomorfismo de classe C* tal que /1 x(Q;xNS") = Q' N (R" x {0}).

Como
1 n 1 n '
UUQix=U U{xx2,....x41) s (=15 > 0} =R\ {0} O 8"
j=0k=1 j=0k=1

e o atlas maximal da variedade suave R"*! = (R"*! {1d}) é formado por todos os difeomorfis-

mos de classe C* entre abertos de R"*!, segue que a esfera S” é uma subvariedade de R"*!.

4.2 Distribuicoes sobre variedades

Consideraremos nesta secdo uma variedade suave M de dimensado n, Hausdorff, com

base enumeravel de abertos. Denotaremos por .27 o atlas maximal de M, para cada carta h € o/
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denotaremos por V};, o conjunto aberto de M que é o dominio de 4 e por U, o conjunto aberto de

R" que é a imagem de A, temos assim que & : Vj, — Uy, € um difeomorfismo de classe C™.

Apresentaremos a seguir alguns tipos de espacos de distribuicdes sobre M e algumas
relagdes entre esses espacos. Como encontrado em (HORMANDER, 1980), um tipo de espago
de distribuicdes sobre M pode ser definido por:

Defini¢do 37. Uma distribui¢do sobre M é uma familia {uy},c s tal que para cada h € <7,
up € 7'(Uy) e se hy,hy € o sdo tais que V;, NV, # 0, entdo

Up, = Up, © (hl ohz_l),em hz(Vl ﬂVz).
Representaremos por Z; (M) o espago das distribui¢des sobre M.

Dadas u € 2{(M) e h € </ usaremos também a notagio u o h~! para representar uy, e
consideraremos em 7] (M) a topologia gerada pela familia de seminormas {p, o :h € &/ e ¢ €
C2(Up)}, sendo

Pho () = [(un, @)|.

O resultado a seguir demonstra que a convergéncia em 2] (M) ndo precisa ser verificada
em todas as seminormas, sendo suficiente apenas considerar as pj o para i num atlas qualquer,

ndo necessariamente o maximal.

Proposicio 24. Sejam o) C .o/ um atlas sobre M, (ug)gey C Z1(M) umnete u € 2;(M) tais

7' (Uy Iz
que ugoh™ —(%)—> uoh~! para qualquer € . Entdo uq —(¥)—>

Demonstragdo. Sejamh e o/, ¢ € CZ(Uy) e hj € o para j = 1,2...,m tais que
h! (supp(¢ U
Segue da inclusdo acima que
m
supp(¢@ U Vh N Vh

logo existem @; € C (h (th ﬁVh)) para j =1,2... ,m tais que

m

) 0=

j=1

Entado temos que

m

)= Z <(voh;1)o(hjoh71),(pj>

J=1

I
1=
=

o

=
3

(voh !, )

.
I
—_

I
(agE

<th;1,¢jo(hoh;1) ‘det [Jac (hohjfl)} ’>

.
Il
R
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para toda v € Z{(M), logo considerando v = ug — u, concluimos que

ugoh™ ' —uoh™ @) — 0.
ocY

Z{(M)
Portanto ugq —— u. O
aeY

Proposi¢éio 25. Se M é compacta, entdo dada u € Z{(M), existe uma sequéncia (@g)ren C

/

7\(M
C(M) tal que @y % u.
—yo0

Demonstragdo. Sejam hj € o/ para j=1,2,...,m tais que | J_, V; = M, existem y; € CZ"(th)
para j=1,2,...,m tais que

Y yi=1
j=1

Dado j € {1,2,...,m} consideremos a familia Wju := {(yoh™ "u,},_ ., temos que
(ol Y, = [wohs" o (ol )] o (o)) = [(Woli ] o haohi)

para quaisquer hy,h € 7, logo yu € Z{(M). Como y; € CZ"(th), segue que Y, Oh;l €
CZ(Up,), logo existem U; C R" aberto e K; C R" compacto, tais que

supp(yjoh; ') CU; CKj C Uy,
Como
supp [(wjohjfl)uhj] C supp(l[ljohjfl) CUj CUy,,
existe uma sequéncia (¥ )reny C C7(U;), tal que
7' (U)

Wik ——— (Wjoh; .

Seja @; i : M — C definida por

Yixohj, sexe€Vy,
Qju(x) =13 " !

0, caso contrario,

temos que Y, € C”em Ve yj =0em M\h;1 (Kj). Note que como K; é compacto, segue que
h;l (K;) é compacto e entdo thl (K;) é fechado em M, pois M ¢ Hausdorff. Logo M\h;1 (K;j) ¢é
aberto em M e como

Wﬁ%M\@*MﬁyzW§NM\W):AL @.1)

segue que Y ; € C*(M). Temos que

L ohTl = v M( ~oh_1)u
Pixkon; = Wik —— = \Wjoh; Jiun;,
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além disso, dado x € M\ hjfl (Kj), seja hy € of tal que Vj,, C M\ h;l (Kj), temos que

9/(Uhx)
_—

Qjkoh;! =0 . 0= (wjohy up,.

Segue que (4.1) que {h;} U{h, :x € M\ h;] (K;)} é um atlas, logo pela Proposigao anterior

(Pj.,k oo ll/j .

Portanto

n Qi(M) n
Z q)j,k —_— Z l,t/ju = Uu.
Jj=1 Jj=1

k—>o0

O

Definiremos agora um outro tipo de espaco de distribuicdes sobre M, que serd concebido

como o dual topoldgico do espago C°(M). Para isso, apresentaremos primeiro uma topologia
em C°(M).

Defini¢io 38. Munimos o espago C;°(M) com a topologia T co-induzia pelo conjunto de aplica-
¢oes {1, : C2(Uy) — C>(M); h € o/} onde I, é definida por

_ J(@on)), sexev,
In(9)(x) = 0, se x€ M\ h!(supp(9))

para toda ¢ € C°(Uy). Isto é, T é a maior topologia em C°(M) que torna I, continua para toda
h € o/, ou ainda

t={% CC>(M) 11,1 (%) é aberto em C7°(Uy) para toda h € o}

Definimos
25(M) :={u:C>(M) — C : u é linear e continuo}

e munimos %5 (M) com a topologia fraca*, isto é, a topologia gerada pela familia de seminormas
{po: 2,(M) - R; ¢ € CX(M)}, onde p, € definida por py(u) = [(u, @)|.

Proposicdo 26. Sejam X um espaco topoldgico e f : Co°(M) — X uma aplicagdo, sdo equivalen-
tes:

(i) fé continua.
(ii) fol,:C?(Uy) — X é continua para todo i : Vj, — U, em 7.

(iii) fo[hyczo(,() :C2(K) — X é continua para quaisquer & : V, — Uy, em &7 e K C Uy, compacto.
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Demonstrag¢do. Como I, : C2°(Uy) — C(M) € continua para toda h € <7, segue que (i) implica
(ii). Dado K C Uy, compacto, como a inclusdo Ix : C7°(K) — C7°(Uy) € continua e f o Iy|c=(g) =
folyolg, temos que (ii) implica (iii). Por fim, suponhamos que (iii) é vdlida e seja W C X aberto,
temos que I, ' (f~1(W))NCT(K) = [fOIh]CE_o(K)}_l (W) é aberto em C(K) para quaisquer
h € o/ e K C U, compacto, logo Ih’1 (f~1(W)) € aberto em C{°(Uy,) para toda h € 7. Portanto
f~Y(W) é aberto em C*(M), provando que f é continua. O

De fundamental importancia para o que desenvolveremos neste texto é também o espaco
C*(M) e, por isso, precisamos fixar um sentido de convergéncia para as fun¢des desta classe,
o que fazemos na defini¢ao a seguir. Dada essa noc@o de convergéncia, um novo espaco dual

também surge.

Defini¢do 39. Munimos o espago C*(M) com a topologia gerada pela familia de seminormas

{phxm:h€ o ,KCU,compactoem € Zy },onde py g, : C°(M) — R é definida por

Prkm(@) =Y, sup|9®(poh™t)|.

laj<m K

Definimos
&' (M) :={u:C*(M) — C; u é linear e continuo }

e munimos &’(M) com a topologia fraca*, isto €, com a topologia gerada pela familia de
seminormas {py : ¢ € C*(M)}, onde py, é definida por py(u) = |(u, 9)|.

Proposicio 27. Sejam <% C ./ um atlas, (¢@q)gey C C°(M) um net e ¢ € C*(M), tais que

: c>(M
Phkm(Pa— @) — 0 para quaisquer h € 2%, K C U;, compacto e m € Z . Entéo ¢, —(¥)—> Q.
’ ac oc

Demonstracdo. Dados h € of e K C Uy, compacto e m € Z, seja {h j};]':l C 9%, uma familia
finita tal que A~ ! (K) C U?:l Vy;- Dados j € {1,2,...,q} ek €N, seja

1
Uk = {x € Uy, : dist (x,IR{”\h(VhﬂVh_i)) > %} .

J

Dado x € K, seja j € {1,2,...,q} tal que i~ 'x C Vj;, como x = h(h™'x) € h(V;,NV},,), segue
que existe ko € N tal que dist (x, R" \ h(V, ﬂth)) > % logo x € UJ].{‘). Entao

o [ q
Kc|J (U U]"> :
k=1 \j=1
Como K € compacto e Uj’.‘ é aberto paratodo j € {1,2,...,q} e k € N, existe [ € N tal que

q
KclJ U]’-.
j=1



4.2. Distribuigdes sobre variedades 87

Dado j € {1,2,...,q}, seja
K;:==KnUl,

entdo K € compacto, K; C h(V,NVj;) e
q
= JK;
j=1
Sejam K :=hjoh 1 (K;) para j = 1,2,...,4, existe C > 0 tal que

Phkm(®) =Y, Slll{plaﬁ(wh < ) Zsup!f?ﬁ (pohn™)|

|ﬁ\<m |Bl<mj=1 Kj

_Z Y sup’&ﬁ [(poh o(hjoh™! Hﬁ i Z sup|dP (@ on; )|
J=1B|<m

j= 1|[3|<m K; K;

j=1

para toda @ € C*(M), de onde segue o resultado. [

Proposicdo 28. C*°(M) é um espago de Fréchet.

Demonstragdo. Como M possui base enumerdvel de abertos, existe um atlas enumerdvel
{hj}jen C o Paracada j € N, sejam {Uj x }xeny uma familia de abertos em R" e {K s }xeny uma
familia de compactos em R”, tais que

Uji CKjr CUjt1

paratodo k € Ne
U Ujx=Uy,
k=1

Dado j € Ne K C Uy, compacto, existe k € N tal que

K C Uj.,k C Kj,k7
assim

Ph,-,K,m(‘P) = Z SUP|3ﬁ(‘P°hfl)\ < Z SuP|3ﬁ(‘POh;1)| :Ph,-,Kj,k,m(‘P)
Bl<m K Bl <m Kk
para toda ¢ € C*(M). Segue da estimativa acima e da Proposi¢do 28 que a familia de seminormas
{ph],K,k,m :j,k € Nem € Z,} gera a topologia de C*(M). Seja @ € C*(M), tal que ¢ # 0,
existe xg € M tal que @(xo) # 0. Sejam j, k € N, tais que xo € /; ( k), temos que
1| —

PhjK;,0(9) =sup|[@oh sup |@[ = [@(xo)| > 0.

Kk h (K )
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Portanto a familia de seminormas { PhjK;pm j,keNeme Z+} ¢ separante.

Resta-nos provar que C*(M) é completo. Seja (@ )ren uma sequéncia de Cauchy em

C=(M), entio dado h € o7 a sequéncia (¢ o h~ ey é de Cauchy em C*(U,), logo como
C>(U,) é completo, existe @, € C(Uy,) tal que @goh™! % Op.

—o0

Dado x € M, temos que a sequéncia (¢ (x))ren converge em C, pois seja h € 7 tal que x €V,

lim gy (x) = lim @ 0 k™" (h(x)) = @u(h(x)).

k—roo
Seja ¢ : M — C definida por
©(x) = lim @ (x),

k—yoo

temos que @ oh~! = @, para toda h € o7, logo ¢ € C°(M) e @ Ck—(@% ¢. Portanto C* (M) é
—>00
completo. L

A seguir, destacamos alguns fatos relacionando as convergéncias em C*(M) e &' (M).

ér?/
Proposicio 29. Sejam (uy)reny C &'(M) uma sequéncia e ug € &'(M) tais que uy % uo.
—>00
Temos que:
. 0o 0o T (M) ~
(i) Se (@r)reny CC=(M) e @y € C*(M) sdo tais que @ 0, entdo (uy, @) — (ug, Qo).
—>00 —»00

(ii) Se # C C*(M) é compacto, entdo

sup [{ug —uo, )| —— 0. (4.2)

k—yoo

ISy 4

Demonstragdo. Pelo Teorema da Limitacdo Uniforme, existem {h}?:1 C &, K C Uy, compacto,

m € Z4 e C > 0, tais que
q

[k, @)1 < C Y. Py k()
j=1

para quaisquer k € Ne ¢ € C*(M). Logo
| (i, @) — (w0, Po)| < |t @ — Qo) | + [t — 10, Po) |
< Cpn (P = ¢0) + | (e — w0, 9o} —— 0,

o que prova (i).
Seja % C C*(M) um compacto e suponhamos que (4.2) ndo ocorra, entdo existem € > 0, uma

subsequéncia (ukj)jeN de (uy)ren € uma sequéncia (@) jeny C C*(M), tais que
| (g, —uo, )| > € (4.3)

para todo j € N. Como .#" é compacto, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos

supor que (;) jen € convergente, seja @y € C*(M) o limite dessa subsequéncia. Segue de (i) que

<ukj _u07(Pj> _];T: <O,(PO> =0,

0 que contraria (4.3). Portanto (4.2) ocorre, o que prova (ii). O
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Definicéio 40. Seja u € 2}(M) definimos o suporte de u, denotado por supp(u), como sendo

supp(u) = {x € M : ndo existe V C M vizinhanca de x tal que Ulc=(vy = 0}.

Proposicao 30. As seguintes afirmagdes sao validas:

(i) Dada y € C*(M), o operador linear T : C>(M) — C*(M) definido por T (@) = y¢ é

continuo.

(i) Sejam K C M compacto e Vi,V,,...,V; abertos em M tais que K C Ulj‘-zl V;. Existem
v, €CZ(V;) para j =1,2,...,k, tais que ZIJ‘.ZI y; = 1 em uma vizinhanca de K.

(iii) Sejam ¢ € CZ(M) eV, Vs, ...,V abertos em M tais que supp(@) C Ulf':l V;. Entéio existem
¢; € CZ(Vj) para j = 1,2,... k tais que Z’J‘.Zl ;= 0.

(iv) Sejau € 25(M), temos que (u, ) = 0 para toda ¢ € C*(M\supp(u)).

(v) Sejam u € 25(M) tal que supp(u) é compacto e Vi, V,,...,V; abertos em M tais que
supp(u) C Ulj‘-zl V;. Entdo existem uy,us,...,ux € Z5(M) tais que supp(u;) CC V; para
J=12,. keXS juj=u.

Demonstracdo. (i) Seja h € <7, dada ¢ € C°(Uj,) temos que

T oly(9) = yii(@) = y(9oh) = Iy ([woh"1¢) =110 T(9).
onde T : C(Uy,) — CZ(Uy) é o operador linear definido por T¢ = [woh~!]¢@ para toda ¢ €
C>(Uy). Como T : C2(Uy) — C=(Uy) e I : C2(Uy) — C2(M) sdo continuos, segue que T o), :
C>(Uy) — CZ(M) é continuo. Portanto, segue da Proposi¢do 26, que T : C*(M) — C (M) é

continuo.

(ii) Suponhamos inicialmente o caso em que existem hy, ha, ..., h € & tais que V; C th
para j = 1,2,... k. Existem compactos K;,Kj,...,Ky C M eV C M aberto, tais que K; C V;
para j=1,2,....ke KCV C Ulj‘-zll{j. De fato, dados j € {1,2,...,k} em € N, seja

—_— {x € hj(V)) : dist(x, R\h;(V;)) >m~ '}, seh;(V;) #R"
I R" caso contrario.
Temos que U" C R" € aberto para quaisquer j € {1,2,...,k} em e N.Dados j € {1,2,...,k} e

m € N, seja W;" = UJ’~" N Bgrn(0,m), temos que

U W;”:hj(vj) e W_JmCU_JmChj(Vj).
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Logo
ok
kclJUnr'twm
m=1 j=1

e entdo, como K € compacto, existe mg € N tal que
k
71 mg
Kc|Jrtwi)
j=1

Definindo K := h; ( ) para j=1,2,....keV = Uk-_ hfl(W'-"O) como W_Jm é compacto
e Wm C hj(V;), segue que K; é compacto e K; C V; para j =1,2,...,k, além disso K CV C
UK

Dado j € {1,2,...,k}, pelo Coroldrio 1.2.2 de (HOUNIE, 1979), existe ¢; € C*(h;(V}))
tal que @; = 1 em h(K ) logo tomando &; = @;oh, temos que &; € C°(V;) e ¢; = 1 em K;.

Sejam y; =& e
j—1

:gjn(l_ém)

m=1
para j =2,3,... k. Temos que y; € CZ°(V;) e

k k—1
1—;%:1—51—52(1—51)—"'—5kn(1—5m)

k—1
=(1-&) [1—52—53(1—52)—---—5kH(l—ém)]

k—1
=(1-8)(1-&) [1 & —a(1-G) ==& Il(l —ﬁm)]

k
“llo-s0

Portanto Z] 1 ¥j =1em V. No caso geral, sejam hy,ha,...,h, € & tais que K C UT:I Vi

temos que
k m
cU U (VinVa)-
j=li=1

Logo, pelo caso jd demonstrado, existem y;; € C°(V; ﬂVh;) para j=1,2,....kel=1,2,...,m,
tais que ZI;':1 Y, ¥, = 1 em uma vizinhanga de K. Considerando y; = " | y;; para j =

1,2,...,k, temos o que desejamos.

(iii) Por (ii) existem y; € C°(V;) para j = 1,2,...,k tais que ZIJ‘.:I y;=1em uma
vizinhanga de K. Dado para j € {1,2,...,k}, seja ¢; = @y, temos que ¢; € C°(V;) e

k k k
Yoi=Yoyi=0) vi=
j=1 j=1 j=1
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(iv) Seja ¢ € C*(M\supp(u)), como supp(¢) C M\supp(u), segue da defini¢io do su-
porte de u que para cada x € supp(¢), existe uma vizinhanga aberta V; de x, tal que u|C>° (V) = 0.
Como supp(¢) é compacto, a cobertura aberta {Vi}cqupp(p) de supp(¢) possui uma subco-
bertura finita {ij}’]‘.zl. Segue de (iii) que existem ¢@; € C7(Vy;) para j = 1,2,...,k, tais que
Z];: 1 ¢; = @. Portanto, temos que

oefeg) e

(v) Por (ii), existem y; € C°(V;) para j = 1,2,...,k e um aberto V C M tais que
supp(u) CV e Z’J‘.ZI yj=1emV.Dado j € {1,2,...,k}, sejau; : C(M) — C definida por
(uj, @) = (u,y;@) para toda @ € C°(M). Segue de (i) que u; € Z5(M), além disso, se ¢ €

C (M \supp(y;)) temos que (i}, p) = (i, ¥;p) = {1,0) = 0, 10go temos que i;]c(vr\supp(y)) =
0 e entdo supp(u;) C supp(y;) CCV;.

Dada ¢ € C(M) e x € V temos que

k
<; Wj(X)) o(x) — @(x) =0,
logo

k
supp(u) C V C M\supp ((Z llfj) ¢ — @)

Jj=1
€ entao

k
supp((Z ) ) C M\V C M\supp(u).

Usando (iv), temos que

<Jéuj7(P> ;u],(p> g@ wip) = <u,<;wj>¢,>
< (Z%)w <p> (,9) = (u,0).

Portanto Z’J‘-Zl uj=u. O

>~

Proposicao 31. Sdo vilidas as seguintes afirmacoes:
(i) A inclusdo C*(M) C C*(M) é continua.
(ii) C(M) é denso em C*(M).

(i) Se u € &' (M), entdo u|c=(pr) € Z5(M). Além disso, u tem suporte compacto.
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(iv) Se u € (M) tem suporte compacto, entdo existe uma tinica v € &' (M) tal que v|c=(pr) = u-

Demonstragdo. Para mostrar que a inclusdo Ci°(M) C C*(M) é continua, da Proposicao 26, é
suficiente provar que para quaisquer i; € o/ e Ky C Uj, compacto, o operador linear C;°(K) >
¢ — @ohy € C7(M) é continuo. Sejam h; € o7, K, C U, compacto, m € Z e consideremos
K =h{ (K1) Nhy'(K2), se K = 0 temos que
Piosm(@oh) = 3, sup|d®(@ohioh, )| =0 < sup|g].
1

o[ <m K2

Por outro lado, se K # 0, existe C > 0 tal que

Phoom(@oh) =Y sup|0®(@ohiohy )= Y sup|[0%(@ohiohy")|

la|<m K2 lot| <mh2(K)
<C Z sup |0%p| < C Z sup|d%o|
lot|<mhi1(K) la|<m Ki

0 que mostra (i).
Portanto, se u € &'(M) temos que u|c=(pr) € Z5(M). Além disso, segue da continuidade de
u:C”(M) — C que existem h; € &/, K; C Uy, compacto para j = 1,2,....k, m€ Z; e C > 0,
tais que
k
(@) <CY., Y sup|o®(pon;h)|
j=1al<m Kj

para toda ¢ € C*(M). Assim, seja K = Ul;:1 h;l(Kj) e ¢ € C(M\K), temos que

k
(o)l <CY Y sup|o®(poh;") =0,
j=lla|<m Kj

logo supp(u) C K, o que mostra (iii).

Suponhamos que u € Z5(M) e exista h € </ tal que supp(«) é um compacto contido em V),
e provemos que existe v € &' (M) tal que V|Cg°(M) = u. De fato, seja V C M aberto, tal que
supp(u) CV CV CV,e yeCe(V,) tal que y =1 em V, definamos v : C*(M) — C por
(v, @) = (u, yo) paratoda ¢ € C*(M). Como u: C°(M) — C é linear, segue que v: C*(M) — C
é linear, além disso, como u € 2}(M), temos que uol, € Z'(Uy), logo seja K = h(supp(y))
existem m € Z4 e Cy > 0 tais que

[(uoly, @) <Co Y. sup|d®e|

la|<m K

para toda @ € C*(K). Logo, existe C > 0 tal que

(v, @)| = [{u, y@)| = [(uo Iy, (Woh ") (@oh™ "))
<Co Y sup|d*[(yoh ) (@on™ )

laj<m K

<C Z sup|0%(@oh™ )| = Cppxm(@)

la|<m K



4.2. Distribuigdes sobre variedades 93

para toda ¢ € C”(M). Segue entdo que v : C*(M) — C é continua, portanto v € &' (M). Além
disso, dada ¢ € C°(M) temos que

(, ) = (u, y @) + (u, (1 = y)@) = (v, ),

pois supp((1 — y)@) Nsupp(u) = 0. Portanto v|c=(pr) = u.

Em geral, dada u € 2)(M) com suporte compacto, sejam h; € o7 e u; € P5(M) para j=1,2,....k,
tais que supp(u) C Uljleh.j, supp(uj) CC Vj; e ZIJ‘.ZI u; = u. Como ja provado, para cada
J€{1,2,..,k} existe v; € & (M) tal que vj|c=(pr) = uj, logo v = Z/]‘.:lvj étalqueve &' (M)e
V]coe ) = u.

Por fim, sejam ¢ € C*(M), h € </, K C Uy, compacto, m € Z e consideremos y € C;°(V},) tal

que ¥ = 1 em uma vizinhanca de K. Temos que

Prkm(@—yo) =Y sup|d0*[@oh™' —(yoh ') (poh")]|=0.

la|<m K

Portanto, C;°(M) é denso em C*(M) e entdo dada u € 2(M) com suporte compacto, existe uma

tnica v € &' (M) tal que v|c=(pr) = u. O

Corolario 8. Se M é compacta, entdo &' (M) = Z5(M).

Suponhamos agora que M é uma subvariedade n-dimensional de R"*!. Nesse caso, existe

uma forma natural de identificar os espagos 7 (M) e Z5(M).

Comecemos com a seguinte consideragdo: Dada f € L} (M), seja f: C2(M) — C o

funcional linear definido por
(f.0)= / fo.
M

Dadas h € o7 e ¢ € C°(Uy,), temos que
<f,lho(p>:/Mf(Iho(p):/U(foh1)(p|81 (R x 3y (1) 5 x 3y (1)
h

onde dados x1,x3,...,x, € R x; xxp X -+ X xp, representa o produto vetorial de n vetores em

R isto é, x; X xp X - -- X x,, é 0 tinico vetor em R"*! que satisfaz:
x- (X1 X Xp X - X xp) = det(x,x1,X2, ..., Xn).-
para todo x € R"*!. Seja K C Uj, um compacto, segue ento que
}<f,1ho(p>‘§/K\fohl||(p||8l (R x 3y (1) x - x 3, (1)
< (/K|foh1||al (1) x 0 (1) - x 0, (hl)\)sup|<p|,

para toda @ € C2(K), logo f 01h|c:(1() € continuo. Portanto, pela Proposi¢do 26, segue que
f € Z5(M). Agora, se ¢ € CZ(M), pela compacidade de supp(@), existem hy,hy,...,h € o
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tais que supp(¢) C Ul;:l Vi~ Além disso, pela Proposigdo 30, existem @1, @2, ..., ¢x € C7 (M),
tais que supp(¢;) C Vp, para j=1,2,....ke Z’J‘.ZI @; = @. Temos entdo que

<f,(P> /f(P Z/ foh q)joh ’81< >><82< 1>><...><8n<h]f1>‘.

Temos assim que  f, ¢ ) pode ser obtido por meio da familia { f o h~'};c 7. Quando u € 2| (M),

a expressdo acima nos sugere uma forma de definir i € 25(M).

Sejam u = {upbpes € 21(M), @, 01,02,....,0r € CZ(M) € hy,ha,. .., hy € o tais que
k
supp(@;) C Vi, paraj=12,..k e Y @;=0, 4.4)
j=1
definimos
k
0= % (oo o (1) <o () om0 i) e

Mostraremos a seguir que funcional i : C2°(M) — C fica bem definido por (4.5), que i pertence
a 75(M) e a aplicagdo Z{(M) > u — ii € 25(M) é um homeomorfismo linear.

Teorema 14. Sao vdlidas as seguintes afirmacdes:

(i) Seja u € Z{(M), o funcional i : C*(M) — C dado por (4.5) estd bem definido, isto &,
€ Q,P1, P2, ., Popm € CT(M) € by, 2, .. hyeyyy € &7 580 tais que supp(@;) C V), para

j=1,2,.. k+meZ] 10 = le‘+k+1goj,entao
;@wW%wuwp@@gwwﬂwm
= X (oo (57) < () <00 (07 )

(i) Sejau € (M), temos que ii € Z5(M).

(iii) Seja T : Z{(M)— Z5(M) o operador definido por Tu = i para toda u € Z;(M). Temos

que 7' é um homeomorfismo linear.

Demonstracdo. (i) Comecemos com o seguinte caso: Sejam ¢ € C2°(M) e hy,h, € < tais que
supp(®) C Vi, NVj,. Mostraremos que

(uny (9o by 1) |01 (1) x 0 () <+ x 9 (hy 1))
= (uny, (9 oy 1) |91 (R 1) x 9 (hy ) <+ x 0y (hy ).



4.2. Distribuigdes sobre variedades 95

De fato, temos que

<uh1,((pohl_l) el (hl_l) X 0 (hl_l) X -+ X 0 (hl_l)|>
= (up,,[@ohy o (hyohy ]|y (1) x I () x - x 9, (BT ) ])
= (up, 0 (mohy "), (ohy ) g) = (un,, (9ohy')g)

onde g € C*(hy(V, NVy,)) € a fungao
g:=01 (hy ") (mohy ') x & (A1) (miohy ') x -+ x 9y (k') (hy oy )| |det [Jac(hy o hy 1)]] .

Resta-nos mostrar que g = ‘81 (hz_l) X dh (hz_l) X -+ X Oy (hz_]) } em 7y (Vy, NV, ). Fixado x €
ha (Vi NV, ), consideremos as matrizes 77 e 7> de dimensdo (n+1) x (n+1):

Ti:= |91 (h7Y) (hiohy'(x)) & (hY) (hiohy'(x)) -+ Qu (") (hohy'(x)) wi

L= |0 (') (x) d2(hy') (x) -+ (') (x)

ondeyl 81( )(hloh x X&z(h;l) hloh ( )) ><8 ( )(/’lloh ( ))
y2 =01 (hy )(x)xaz(hz_l)(x) + X O (hy )( ).DadOJG{1,2,...,n},temosque

vi- ([Jac (hy') (hohy ' (x))] ej) = yi-[9; (A7) (hiohy ' (x)]
=det (J1 (hy") (hohy ' (%)), 0 (hy") (1 oy (x)),0; (A1) (h1ohy ' (x))) =0,

logo, por linearidade y -y = 0 para todo y € Im (Jac (h’l) (hyohy! (x))). Além disso, como h;
¢ uma carta, temos que os vetores 0 (h; ) (h1ohy'(x)),...,0n (h_l) (hy o hy ! (x)) sdo linear-
mente independentes, logo y; -y = 0 se e somente se y € Im (Jac (h; ') (hy ohy ' (x))). Analo-
gamente, temos que y; -y = 0 se e somente se y € Im (J ac (h2 1) (x )) Em particular temos que
y1 # 0 ey, # 0. Como

Jac (hy ') (x) =Jac (hy ' oy oy ) (x) = [Jac (") (1 ohy ! (x))] Jac (hy ') (x)

ehyohy ' hy (Vi NVi,) — hy (Vi NVy, ) é um difeomorfismo, segue Im (Jac (k') (h1ohy ' (x))) =
Im (Jac (hy 1) (x)). Entdo yy,y> sdo vetores em R""1\{0} tais que dado y € R"™! temos que

y1-y =0 se e somente se y> -y = 0, logo

y2|

|
Y2 = Sgﬂ(yl 'yz)wyy
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Seja
_ ) ]
0
- o (hohy') (x) 9 (hiohy!) (x) O (hohy ') (x) 0
0
- 0 0 0 0 sgn(y1 'yz)%_
temos que
1T = | Bac (b O ohy! ()] Pac (i ohy ') (] senva22)
= rc(itonons )@ vl = |t () w| =T
Logo
y22 = y2 - y2 = det(T) = det(T\T) = det(T}) det(T)
= (y1-y1)det [Jac (hl Ohgl) (x)] sgn(y; ')’2)%
= |yildet [Jac (h1 ok ') (x)] sgn(y1 -y2) y2|
e entdo

g(x) = |y1| ‘det [Jac (h1 th_l) (x)” =|y| = }81 (hz_l) (x) X & (hz_l) (x) X -+ X dy (hz_l) (x)‘

como queriamos mostrar.

Para demonstrar (i) € suficiente, e necessario, demonstrar a seguinte afirmacdo: se
PL P2, Pk € CT(M) € hyyhy,. .. by € o sBo tais que supp(;) C Vj,, para j=1,2,... ke
Z’j‘-zl ¢; =0, entdo

k

y <uhj,(¢joh;1) ‘al (h;l) % O (hjfl) X e X Oy (hjf]) ‘> —0.

J=1

Mostraremos por inducio sobre k. Se k = 1 temos que ¢; = 0 e ndo ha o que demonstrar.

Suponhamos que a afirmagdo acima seja vélida para k € N e que @1, ¢2,..., @1 € C(M) e
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hi,ha, ... hit € & s8o tais que supp(¢;) C Vj, para j=1,2,....k+1e Zkﬂ ¢; = 0. Temos
que —@rs1 = X5, @) logo

k k
supp(@i+1) C Vi, N supp (Z (Pj> C Vit N (U supp(%))

j=1 j=1
k k
C Vi N U th U Vg N Vh/
=1 =1

Segue da Proposigdo 30 que existem Y1, ya,..., Y € C7 (M) tais que supp(y;) C Vi, NVy,
para j=1,2,....ke Z’J‘.Zl V; = —@+1. Logo Z’;ZI((pj — yj) = 0 e pela hipétese de indugao

temos que

J_Z,1<”h, —w)ohy o (1) x 32 (1) x - x an (7)) = o0.

Usando a igualdade acima e o caso ja demonstrado, temos que

3 ooy 17) <3517 3 7))
= oo 17) <253 30 7))

j=1

k
Z Unpiys WJOhk+1 \81( k+1) Xa2( k+1) ++ X Oh (hk+11)‘>

<(z ohih ) L) s 1) --xa<h,:¢1><>

uhk+1’ (Prs1 Ohk—i—l) \81 (hk_+11) X 0 (hk_ll) X e X Oy (hk_ll) ‘>

.

~.

~.
ey

Portanto

5 (o0 (177) 0 (o7) 2, (7)) <o

(i) Dado u € 2! (M), a linearidade de i segue da linearidade de uoh~! paratoda h € 7.
1 g P

Por outro lado, seja h € o7, temos que

(@oly, @) = (i, 1,¢0) = (@, @oh) = (up, @[ (h") x (A1) x---x 9, (A7 1)])

para toda ¢ € C°(Uy,). Logo iioly, : C2(Uy) — C é continua. Entdo, segue Proposi¢io 26 que
ii: C2 (M) — C é continua e portanto i € Z5(M).
(iii) A linearidade de T segue direto da defini¢do de ii. Suponhamos que u = {up } ey €

21(M) é tal que ii = 0. Entdo dada h € <7, temos que

(un, ) = (@, (9o ) |91 (") 0l s (W) o x--x 3 (") oh| ) =0
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para toda ¢ € C°(Uy), logo up, = 0. Entdo u = 0 e portanto 7 ¢ injetivo.

Por outro lado, seja v € Z5(M), dada h € <7, definamos u, : C°(Uy,) — C por
(up, @) == <v, @oh)|oi (h ') ohxd (h™ )Ohx'“xan(h_l)oh‘*1>

= <VOIh7§D‘81 () xdh (h') x---x 0, (h_1)|’1>

para toda ¢ € C°(Uy,). Pela Proposigdo 26, temos que vol, : C°(U,) — C € continua, logo
up € 2'(Uy). Sejam hy,hy € of tais que Vj,, NVj, #0e @ € C(ha(Vy, NVy,)), temos que

(up o (hiohy '), @) = (up,, [@o (haohy )] |det Jac(hy o by 1)]|)

_ <uh1, (9o (hyohy")] |det [Jac(hy oy V) (hyohy ]|~ 1>

= (v, [@o(haoh; o] (gom)™ ")

= (w(9oh2) [0 (h7") ol x 3a (13") ol -+ Oy (3 ) oo ) = (s, 9)

onde g € C*(h2(Vy, NVy,)) € a fungdo definida na demonstragdo de (i). Assim, seja u =
{up}heer, temos que u € Z{(M) e se @, @1, ¢2,...,¢, € C°(M) e hy,hy,....h € o sdo tais
que supp(@;) C Vi, para j=1,2,... ke Z’]‘.Zl ¢; = @, entdo

k

(ﬁ,(p>zz<uhj,((pjoh ‘al( )Xaz( )x.,.xan(hjl)D:il<v,<pj>:<v,<p>.

j=1
Portanto 7" € sobrejetivo.

Seja (ug) ey um netem Z; (M) que converge a 0. Dada ¢ € C°(M), sejam @1, @2,..., g €
CZ(M) € hy,hy,... . by € o tais que supp(@;) C Vj, para j=1,2,... ke Z’;zl ¢; = @, temos
que

k

<Tua,q0>zz<uaoh (g0 ‘al( )><82< 1)x---xan(h;1>)>—>o.

J=1

Portanto, Tuy — 0 em Z}(M) e segue que T é continuo.
(0453

Por fim, seja (ug)gey um net em Z; (M) tal que Tug — Oem Z5(M). Dada h € <,
oc

temos que

(o h™, @) = (Tua, (@oh) |y (7" ohx 3 (™) ohx -+ x 9 (W) oh| ") —0.

/

71 (M) ( .
Portanto, ug —1(7 0 e segue que 7! é continuo. ]
oc

No caso em que M € uma subvariedade n-dimensional de R+ identificaremos (através
de T') os espacos 7 (M) e Z%(M) e representaremos tais espagos apenas por Z'(M), assim uma
distribui¢do u € 2'(M) representard tanto uma familia {uy,},c ., de distribui¢des quanto um

funcional linear continuo sobre C2°(M).
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4.3 Traco de distribuicoes

Nessa secao serd introduzida uma nocao de traco em um certo espaco de distribuicdes
especiais. Apresentaremos um modo de entender o que pode ser o trago de uma distribuigao e,
em seguida, discutiremos resultados que demonstrardo que essa €, de fato, uma boa maneira para
se definir o traco dstes objetos. Comegaremos com o caso U € Z'(V x (0,¢)), onde V C R" é
aberto, e depois generalizaremos essa nogdo para distribui¢cdes U € 2'(Q), no caso em que Q é

um aberto com fronteira suave.

Fixaremos a partir desta se¢do uma funcdo teste ¢ € C:°((0,1)), talque ¢ >0e [¢ = 1.
Dado € > 0, consideraremos também a funcdo ¢, € C°((0,€)) definida por

0e() =20 (1)

para todo ¢t € R. Observe que [ ¢ = 1 para todo € > 0.

4.3.1 O traco sobreV x {0} de distribuicées em 2'(V x (0,c))

Sejam ¢ € (0,0], V. C R" um aberto, f € C(V x [0,c)) uma fungdo e fy, (o : V — C
definida por fy . {0y (x) = f(x,0) para todo x € V, a qual € continua em V..

oo
C

funcio Yy ® ¢ € C°(V x (0,€)) definida por Y ® ¢¢(x,1) = y(x)@e (1), para (x,¢) €V x (0,€),

concluimos que

Para cada y € C°(V), denotando por ¥ ® ¢, o produto tensorial de y por ¢, isto é, a

W 0e) — Ui \—‘//fxt 9060t~ | 0y
PN e(e) et~ [ £(x.0) [ woge(r) dvar
// £50) = S (5.0l (1) [ ()|

= [ e - s 0ge( dr

para todo € € (0,¢). Seja & € (0,c), da continuidade uniforme de f em supp(y) x [0, &), segue
que dado & > 0, existe €1 € (0,&) tal que

£ = £(x,0)] < 8
para todo (x,7) € supp(y) x [0, &]. Logo
w00~ ooy W < [ [ 1) = Fx.0) () ()
supp(y
< /Suppw) [ 80e(0)ct ly () ax = 81wl
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para todo € € (0, &), demonstrando que

<fV><{0}all/> <falll®¢€> (4.6)

= lim

£—=0"
A igualdade acima representa a distribui¢do fy, (o) € 2'(V) em termos da distribui¢do f €
2'(V x (0,c)), dessa forma, tal igualdade sugere uma maneira de definir o trago de uma distri-

buicao.

Definicao 41. Sejam ¢ € (0,00] e V C R” um aberto, definimos o espago das distribui¢cdes em
V x (0,c) com trago em V x {0}, denotado por ‘@\I/X{O} (V x (0,c)), como sendo

",X{O}(V x (0,c)) := {U € 2'(V x(0,c)) (U, y ® @) existe para toda y € CE"(V)} :

: lim

£—0"
Dada U € 7, (0} (V x(0,c)), definimos o tragco de U em V x {0}, como sendo o funcional
linear Uy , 4oy : CZ(V) — C dado por

<UV><{O}71//> <U’W® ¢8>

= lim
e—0T
paratoda y € C°(V).

Dadas @ € C°(V x (0,¢)) e y € CZ(V), definimos a seminorma P,y : .@{,X{O}(V X
(0,¢)) — R por

P(@,y)(U) == [(U, @) +sup {|{U,y @ )| : 0 < & <min{c,1}}

para toda distribui¢do U € .@{,X{O}(V x (0,¢)) e munimos o espago .@{,X{O}(V x (0,¢)) com a
familia de seminormas { p(g ) : ® € CZ(V x (0,¢)) e y € CZ(V) }.

Observacio 11. O espaco 7, (0} (V x (0,¢)) depende da fungdo ¢ fixada a priori, no entanto,
todos os resultados a seguir ndo dependem de qual funcdo ¢ € C°((0,1)), tal que ¢ >0 e
J ¢ = 1, foi fixada. Por simplicidade, na defini¢do anterior, ndo explicitamos esta dependéncia
de ¢ na notagio @{,X{O} (V x (0,c)).

O exemplo que antecede a defini¢do mostra que ., (0} (V x (0,c¢)) é ndo vazio, pois ele
estabelece que C(V x [0,¢)) C Zy, (5, (V x (0,¢)).
Mostraremos a seguir que o tragco de uma distribui¢do em &, {O}(V x (0,c¢)) é uma

distribui¢do em Z'(V)

Proposicao 32. Se U € @{,X{O}(V x (0,¢)) , entdo Uy, 1oy € Z'(V). Em palavras, o trago de

uma distribui¢cdo € ainda uma distribuigao.

Demonstragdo. Paracada € € (0,¢), sejals : C°(V) — C(V x (0,c¢)) o operador linear definido
por Iy = Y ® ¢, para toda y € C*(V'). Temos que I é continuo, logo Uol; € 2'(V) para todo
€ € (0,c). Além disso

(Uole,y) = (U, Ley) = (U, ¥y @ @) —— (Uy o}, ¥)

£—0
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para toda y € C;°(V). Em particular,

<UOI%7V/> - <UV><{O}7II/>

k—

para toda y € C°(V). Portanto, da Proposigao 8, segue que Uy, 1oy € Z'(V). O

Como mostrado em (CORDARO, 1999), o valor de fronteira de uma fun¢do holomorfa é

definido a partir do seguinte resultado:

Proposicao 33. Sejam / C R um intervalo aberto, & > 0, f : I x i(0,a) — C uma fun¢ao
holomorfa, N € N e C > 0 tais que

) C
[fx+iy)| < =
y
para todo x+ iy € I x i(0, o). Entdo para cada y € C°(I) o limite

lim /If(x—I— iy)y(x)dx 4.7)

y—0+

existe. Se u : C°(I) — C é o funcional linear definido por
(u,9) = lim | f(x+iy)y(x)dx
y—0+J1
para toda y € C°(1), entdo u € 9'(I). Essa distribui¢do u é denominada valor de fronteira de f
e é indicada por b(f).

Demonstragdo. Dada y € C(I), seja gy : (0, ct) — C definida por

gu0) = [ flx+in)wi) ds

paratodo y € (0, ). Sejam yg € (0, ) e (v )keny C (0, @) uma sequéncia que converge para yy.
Seja K C I xi(0, @) o conjunto compacto K := supp(y) x i{yy : k € Z }, como f é continua
temos que sup{|f(x+iy)| : x+iy € K} < oo. Temos que

[f(x+iyo)[[w(x)| < sup{|f(t+iy)| : 1 +iy € K}y (x)]

para quaisquer k € N e x € I, logo segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

gy = [ S de— [ flx+ o)) de = gy (o).

Portanto, para qualquer y € C;°(1), temos que gy € continua.

Sejam € > 0 tal que [yo — €,y0+ €] C I e ko € N tal que y; € (yo — €,y0+ €) para todo
k > ko. Seja K := supp(y) X [yo — €,y0 + €], temos que K é compacto, logo da continuidade de
dyf segue que sup{|d, f(t +iy)| : t +iy € K} < oo. Pela desigualdade do valor médio, temos que

fx+iyr) — f(x+iyo)
Yk —Y0

[w(x)| < sup{loyf(t+iy)| -1 +iy € K} y(x)]
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para quaisquer x € [ e k > ko. Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

gy (k) — gy (o) /f x+iyg) — f(x+iyo)

Yk =0 W (x)dx — Iayf(x+ iyo) y(x) dx.

Yk — Y0 k—yeo
Portanto gy, é diferencidvel, além disso, como f é holomorfa tem-se dy /' = idyf, logo
M= [astriv@di=i [ o+ i ds

= =i [ fle+ )W (1) dr = —igy ()

para todo y € (0, ). Pelo que ja foi demonstrado, temos que g,/ é continua. Portanto, para
qualquer y € C2(I), temos que gy € C1(0, ).

Segue entdo, por indugdo sobre m, que para quaisquer m € N e y € C(I), temos
gy eC"(0,a)e

() "0) = (=" [ Flx+ i) (2)d
paratodo y € (0, ).

Dados y € CZ(I) e m € N, existe C, ) > 0 tal que

(gy) \—‘/fxﬂy '/Ifxﬂy\\w x)| dv
C
m 7lll
< [Slv <x>]dxs .
y
Por outro lado, sejam a € (0, &) coma < 1,m € Ntal que m >2,¢; >0e g € C'(0, ) tais que

&)
1g'(y)] < o

para todo y € (0,a). Nessas condigdes, existe ¢; > 0 tal que para todo y € (0,a):

(&)
ym—l

lg(y)] <

De fato, pois pelo Teorema Fundamental do Cédlculo vem

lg)| < [g(a)| +|g(y) — gla)| = |g(a)| + /ag'(t)dt §|g(a)\+/a g’ (r)]ds
y y
C1 C1
<letal+ [0 = s i ~ (e
|8 ( a)! c (m—1)[g(a)|+c
< ym 1 ( _ll)ym 1S ymfl 1’

~—

para todo y € (0,a). Assim, basta por c; = (m—1)|g(a)| +cj.

Entdo segue, por indugdo sobre m, que para todo m € N com m < N, existe C,, > 0 tal

que
_ G
(gu/)(N m+2) )] < )r%
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para todo y € (0,a). Logo temos que

’(gw)(z) (y)) < Cy—N

para todo y € (0,a). Analogamente ao que foi feito para a fungéo g, segue do Teorema Funda-

mental do Célculo que

(54 0] < lew) @]+ ey 0)— (&) (@) = ey @] +| [ (a) V1)
Y@+ [ e @0l < ey @)+ [ o

y
= |(gy)'(a)| 4+ Cn1In(a) — CyIn(y) < |(gy)'(a)| — CyIn(y)

para todo y € (0,a). Como a fungdo In: (0,a) — R é Lebesgue integravel, segue que (gy)' é
Lebesgue integravel em (0,a), logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pelo Teorema

Fundamental do Célculo segue que

[l i =gy) = gyla) - [ ey a1 gyla) - [ ()

y—0+

Portanto o limite (4.7) existe.

Seja (yr)ren C (0, ) uma sequéncia convergindo para 0 e u; : C2°(I) — C o funcional

linear definido por
() = [ o+ inyio e

para toda ¥ € C°(I). Como f é continua, segue que uy € 9'(I) para todo k € N. Além disso,
seja u : C(I) — C o funcional linear definido no enunciado desta Proposi¢do, temos que

(g —u, y) — 0 para toda y € C:°(1). Portanto, como 2’ (1) é sequencialmente completo (Ver
—>00

a Proposicdo 8 ), segue que u € 2'(I). O

O préximo resultado mostra que dada f uma fungao holomorfa satisfazendo a hipétese
da Proposigdo anterior, olhando f como uma distribui¢do em 2’(I x (0, )), temos que f possui

traco em I x {0} e seu trago coincide com b(f).

Proposicdo 34. Sejam I C R um intervalo aberto, a > 0, f : I x i(0,a) — C uma fungio
holomorfa, N € N e C > 0 tais que

) C
fx+i)l< =
y
para todo x+ iy € I X i(0, &). Consideremos U € 2'(I x (0, &)) a distribui¢do definida por
U.@) = [ flrtiy)Dlry)drdy
Ix(0,c)

paratoda ® € C°(I x (0,¢t)). Temos que U € -@;x{o} (Ix(0,a)) e Uy, qoy = b(f).
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Demonstragdo. De fato, dados w € C°(I) e 6 > 0, seja & € N tal que

60— [ 16+ pa <5

para todo y € (0, &). Temos entdo que

(0. e00) ~ U= | [ W)y — (), )|
= | s v aratar— i)
[ (frsomwman— o0 ) et
[ v ar— b0, w0 dy

< [ 8031y =5

para todo € € (0, &). Portanto U € 7, X{0}( (0,a)) e

(Urqop, ¥) = Jim (U, w@9e) = (b(f), ¥)

para toda y € C(I). O

Teorema 15. Sejam V C R” um aberto e ¢ € (0, 00|, temos que Q‘GX{O}(V x (0,c)) é um espago

vetorial topoldgico localmente convexo, Hausdorff e sequencialmente completo.

Demonstragdo. Como a topologia de 7, (0} (V x(0,c)) provém de uma familia separante de
seminormas, segue que _@ vV {0}( x (0,¢)) é um espaco vetorial topoldgico localmente convexo
e Hausdorff.

Seja (U*)en uma sequéncia de Cauchy em 7, V< {0} (V x(0,c)), como
(U = U, @) = po) (U - 1)

para quaisquer k, j € Ne ® € C°(V x (0,c)), temos que (U¥);cy é uma sequéncia de Cauchy

em 2'(V x (0,¢)). Como 2'(V x (0,c)) é sequencialmente completo (Proposigdo 8), segue que

existe U € 2'(V x (0,c¢)) tal que U M
—>00

que

U. Note que dados k, j € N, y € C*(V), temos

(U)o} = Ub gy W) = Tim [(UF =07,y ¢)|

e—07T

< sup{|<Uk—Uj,l//®¢g>| 0<e< min{c,l}} :p(o’w)(Uk—Uj),
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logo (U"‘,X {0})k€N é uma sequéncia de Cauchy em 2'(V). Como 2'(V) é sequencialmente

9'(V
completo, segue que existe u € 2’ (V) tal que UVX 0 % M u.Dados y € C°(V) e & > 0, existe

ko € N tal que
(U Uy @ 6e)] < sup {[(UF — U/, y @ )| : 0 < &' < minfe, 1} | = pio ) (U~ 1) < 8
para quaisquer k, j > ko e 0 < € < min{c, 1}. Fazendo j — oo, obtemos que
(U~ U,y @) <6
para todo k > kg e 0 < € < min{c, 1}. Segue entdo que
sup{|<U U,y 9:)|: 0 < & < min{c, 1}}%0 4.8)

Mostraremos agora que U € 7, v {0} (V x(0,c)) e Uy yoy = u. De fato, dada y € C°(V), temos
que

(U, y @ ¢e) — (1, )| < {U=U5 w @ 9e) |+ (U5, w @ 9e) — (U oy W) + (U g — )|

para quaisquer k € Ne € € (0,c¢). Assim dado & > 0, como UVX 0 M u e por (4.8), tomando

k € N suficientemente grande, segue que

(U, y @ ¢e) — (u,y)| < (UL, W @ 9e) — (U}, 11, W) | +

para todo € € (0,c¢). Logo existe & € (0,c¢) tal que

(U, ¥y @) — (u, )| < &

para todo € € (0, &). Portanto

lim (U, y ® ¢e) = (u, y).

e—0t

7 <0 (Vx(0))
Por fim, como U* M U, segue de (4.8) que U % {‘2
—>0 yeo

U. ]

Sejam R :=R" x (0,00), [':=R" x {0} e 1 < p < 0. Quando U esté no espago de
Sobolev W!» (R’f] ), uma forma de definir o traco de U em I pode ser encontrada em (BREZIS,

2011), a qual estd baseada nos resultados apresentados na seguinte Proposicao:

Proposi¢do 35. Sejam 1 < p <eoe B = {®|pui: P € C2 (R 1)}, Temos que

(i) O espago E é denso em WP (R,
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(i) SejaTy: E C W'P(R™!) — LP(T) o operador definido da seguinte maneira: dada @ € E,
seja @ € C(R™1) tal que ®D|gni1 = Py, definimos ToPg = P|r. O operador Ty estd bem
+

definido e € continuo.

Demonstragdo. (1) Ver Corolério 9.8 em (BREZIS, 2011).

(ii) Dada ®g € E, sejam @1, P, € C(R*"1) tais que P11 = Py = Pogre1, entlo
segue por continuidade que ®|r = ®;|r. Além disso, temos que ®1|r € C.(I") C LP(T"), logo o
operador Tj estd bem definido. A continuidade de Tp estd provada no Lema 9.9 em (BREZIS,
2011). [

Seja 1 < p < o, como o operador da Proposi¢io acima Ty : E C W"P(R"!) — LP(T) é
continuo (logo € uniformemente continuo), L”(I") é completo e E é denso em W7 (R"+1), segue
que existe um tnico operador linear continuo 7 : W!»(R"*!) — LP(T") que estende o operador
Tp. DadaU e Wh? (R’fl), como é feito em (BREZIS, 2011), é natural definir o traco de Uem I”
por TU € LP(I).

Veremos a seguir, que o conceito de traco apresentado na Definicao 41, coincide com o

conceito de traco definido em (BREZIS, 2011) e mencionado acima.

Proposiciio 36. Sejam 1 < p < oo, U WIP(RY ) e T: WP (R™!) — LP(T) o tnico operador
linear continuo que estende o operador Tp : E C lel’(R’frl) — LP(T") da proposicdo anterior.
Temos que U € Z[(R"*!) e Ur = TU(-,0). Além disso, a inclusio W!?(R:) ¢ 2L (R ¢

continua.

Demonstracdo. Dadost >0eF : ]Rf’:“l — C, seja F' : R’_’ﬁl — C definida por
F'(x,s) = F(x,t +5)

para todo (x,s) € R, Naturalmente, se U € W!»(R%™), entdo U’ € W!P(R""!) para todo
¢ > 0. Mostremos agora que
T(U")(x,0) = U(x,1)

para quase todo (x,7) € R%H!.
De fato, seja (Py)reny C E uma sequéncia tal que Py k—> Uem Whp (R’ﬂl), pelo
—>00

Teorema 4.9 em (BREZIS, 2011), passando a uma subsequéncia se necessério, podemos supor
que

CI)k(X,t) — U(X,l)
k—ro0

para quase todo (x,7) € R" x (0,00). Parat > 0, temos

H (q)k)t - Ulel,p(Rrgl) < Hq)k - Ule,p(Rfl),
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logo (®y)! — U’ em WP (R™). Segue pela continuidade de T que
—>00

(@)'(-,0) = T[(@p)] L2 7).

k—ro0

Assim, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que

D (x,1) = (Pr)' (x,0) — T(U")(x,0)

k—boo
para quase todo x € R, Portanto, T (U")(x,0) = U(x,) para quase todo (x,7) € R%*!.

Agora, pondo C := HT”K(W‘«P(RTI),LF(F))’ temos

Uy @00l < [ 1001w |9e() dade

= |7 (U") (x,0) [y (x) |9e (¢) dxdt

o RT—I

- /ow LT (. 0) ) dx e 1)
g/0°°||T(Uf)(.,0)||L,,(Rn)kuu,(w)%(r)dt

- /000 1T (U")|| o (ry W () 9 (2) 2

< [} €0 a1l e ()

< [ Uy 1 oy 9 )t = CIU v W e

para quaisquer U € WHP(RM) w € C2(R") e € > 0.
Dadas U € W'"P(RT™), y € C2(R") e § > 0, seja @ € E tal que

)

U= y1p@rty < 2>
WP (R ACI Wl o

segue que

‘(UaW®¢€>_<TU<7O)7W>’
< U~ @l ety Wl oy + (WS ) — (@00, 4|+ TV~ T oy | W ey
< 2CHU_CDHW1-,1:(R1+1)H‘I’HLP’(Rn)+ (P, ¥R @) —(D(-,0), )|
0
para todo € > 0. Entdo existe & > 0 tal que
para todo € € (0, &). Logo

(U, ¥ @ ¢e) — (TU(-,0), y)| —— 0.

e—0t
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Portanto, U € 2} (R":) e Ur = TU(-,0).

Além disso

P,y)(U) = [(U,@)[+ sup [(U,y® ¢e)|
e€(0,1]

< N[0l ety 1Pl sty + C Ul sy W o
< (HCI)”LP/(RTI)+C||lI/”Lp’(Rn)> HU||W17P(R'_1~_+1)’

para quaisquer U € Z(R™™), & € C2(R™™), w € C(R"), consequentemente, a inclusio
whr(R™) ¢ 2{ (R € continua. O

Nem todas as distribui¢des em .@f(R’f“l) pertencem a W1-» (RTI), na verdade, como
mostra o proximo exemplo, as distribui¢cOes em @f(RTI) podem ser muito singulares. No en-
tanto, mesmo fungdes em C**(R™-"") podem ndo estar em Z-(R"!) (como veremos no Exemplo
22), ja que o fato de u € C”(Ri“) pertencer ou nio a .@f(Ri“) depende do comportamento de

u a medida que os pontos em RTI se aproximam da fronteira I'.

Exemplo 21. Fixado y € R”, consideremos a distribuigdo &gy, 1) € 2’ (R™*1) definida por

D) = /RCID(ty,t)dt

para toda ® € C2*(R"™!). Temos que 8g(, 1) € Zf-(R ) e (8r(y1))p = O
De fato, dada y € C°(R"), temos

(B w00) (0. = [ wio)oeloyan - w<0>\ = | [1vio) - wiOj0c ()
/|1lffy 0)|ge(z)dt = /\wty v (0)|¢e(r)dt —— 0.

e—0t
Exemplo 22. Seja F : ]Rffrl — R a fungao definida por

Flxt) =+

para todo (x,7) € R Seja y € C°(R") tal que [y = 1, temos que

(F, v o) / Rn‘l/ )9e (1) ddf — /‘Ps
(PS dt>/ Pe (1) dr =

8 e—>0+

Portanto F ¢ Z(R"™1).
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4.3.2 O traco sobre dQ de distribuicées em 2'(Q)

Inspirados pela Defini¢ao 41, definiremos nessa se¢do o espago das distribui¢des em
2'(Q) com trago em dQ, que serd denotado por 959 (Q). Apresentaremos antes alguns conceitos

e notacoes que serdo utilizados.

Definicdo 42. Seja Q C R"*! um conjunto aberto. Dizemos que Q tem fronteira suave se Q. é
uma subvariedade suave de R"*!. Denotaremos o atlas maximal de dQ simplesmente por .27

(omitindo a dependéncia de Q).

Definicdo 43. Sejam Q C R"*! um aberto com fronteira suave. Dada & € <7, consideremos
H,(l) : U, x R — R"! a aplicagdo definida por

Hp(x,t) = ™ (x) =1v (k™ (x)),

em que v : 9Q — R™F! § a aplicacio que associa a cada y € dQ o vetor unitdrio normal a dQ
no ponto y e que aponta para fora de Q.

Denotemos por % o conjunto formado pelas cartas i € o/ tais que existe um intervalo /

satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) I é aberto, 0 €1,
(i) H) (U, x I) é aberto em R""1,
(iii) HY: Uy x I — HY(U, x I) é um difeomorfismo de classe C*,

(iv) H)(Uyx{0}) = H)(Uy x )N Qe H)(Uy x I.) = H)(Uy, x I) N, sendo I, = 1N (0, o).

Sejam h € @ e I;, a unido de todos os intervalos / que verificam as propriedades acima,
segue que I, ainda verifica tais propriedades. Denotaremos por W), o conjunto aberto H }?(Uh x Ip)
e por Hy, : Uy x I, - W), o difeomorfismo de classe C* definido pela restri¢cao de H,? alU, x1I,.

Exemplo 23. Seja B := B(0,1) C R"*! a bola unitdria centrada na origem, neste caso temos
que <% = o/ . Além disso, para toda h € <7, temos que [}, = (—oo, 1).
De fato, como V(w) = w para todo w € dB, dada h € <7 temos que H, : U, x R — R"*! ¢ dada
por

H) (x,t)=h ' (x) —ev(h ' (x) = Y x) =t Y (x) = (1 =) (x).

Se (Xl,l‘l),()Q,IQ) e U, x (—00,1) sdo tais que H;?(xl,tl) :H/O

, (X2,12), entdo

1—1 = |H,?(X1,t1)| = ‘H}?(XZ,Z‘Q)‘ =1—0n
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logo t; = t,. Assim temos que
h_l(xl) =(1 —tl)_1H2<X1,11) =(1 —lz)_lH/?(xl,tl) = (1 —l‘z)_lH,?<X2,l‘2) = h_l()Cz)

e entdo x; = xp. Logo (x1,71) = (x2,1,) e portanto H}) € injetiva sobre Uy, X (—oo, 1).
Por outro lado, dados (x,7) € Uj, x (—eo,1) e j € {1,2,...,n}, temos que 8xjH£(x,t) =(1-

1)d;h~!(x), logo como h € </ temos que os vetores
O HY (x,1), 00, HY (x,1), ..., O H (x,1)

sdo linearmente independentes. Além disso, como &, H, (x,t) = —h~!(x) = —v(h~!(x)) é ndo
nulo e normal a 9B em i~ (x), temos que d;H, (x,t) é normal a d;h~! (x) e entdo d,H} (x,t) é
normal a 8xjH}?(x,t) para todo j € {1,2,...,n}. Logo, sendo d,H, (x,t) = —h~!(x) ndo nulo,

temos que os vetores
O HY (x,1), 0, HY (x,1),. ..., O HY (x,1) € ,H)) (x,1)

sdo linearmente independentes e entdo (dH))(x,t) : R*™1 — R""! ¢ bijetivo. Segue do Teorema
da Aplica¢do Inversa (ver (LIMA, 2010)) que W), := H;?(Uh X (—oo,1)) € aberto e Hg 1 Uy, %
(—o0,1) — W}, é um difeomorfismo de classe C*. Temos também que H) (Uj, x {0}) = HP (U, x
(—o0,1))NIB e HY (U, x (0,1)) = H(Uy X (—o0,1)) N B. Portanto, h € o e (—oo,1) C I,

Por outro lado 1 ¢ I, pois caso contrério teriamos que
Hy(x,1) = H)(x,t) =0

para todo x € Uy, logo Hj, : Uy, x I — R™"! nio seria injetiva, o que contraria I = I;, satisfazer a

propriedade (iii)da defini¢éo anterior. Logo temos que I, C (—eo, 1).

Proposi¢io 37. Seja Q um aberto com fronteira suave. Temos que Upe o, Vi = 9€2, logo < é

um atlas sobre 0Q.

Demonstra¢do. Dado y € dQ, como Q é de classe C*, existe Wy C R"*+! aberto contendo ye
Hp : B(0,1) x (—1,1) — Wp um difeomorfismo de classe C* tal que Hy(0,0) =y, Hy(B(0,1) x
{0}) =WoNdQe Hy(B(0,1) x L) =WoNQ.

Sejam g : B(0, 1) — Wy N dQ definida por

g(x) = Ho(x,0)
para todo x € Wy e h:= g~ !, temos que 1 € .«7. Seja H : B(0,1) x (—1,1) — R**! definida por
H(x,1) = g(x) —1v(g(x))

para todo (x,¢) € B(0,1) x (—1,1). Como as aplicagdes g : B(0,1) = WpNIQ, IQ>w—we
R RS (x,f) s x € R e v 9Q — R sdio de classe C*, segue que H é de classe
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C>. Além disso, temos que dy;H(0,0) = 0dx;(0) = dy;Hp(0,0) para todo j € {1,2,...,n} e
d,H(0,0) = —v(y). Assim, como dx, Hy(0,0), dy,Ho(0,0), ..., x,Hy(0,0) sdo linearmente inde-
pendentes e

V(y) ’ ang(O) =0

para todo j € {1,2,...,n}, segue que dy,Hy(0,0),0x,Hp(0,0),...,0x, Hp(0,0) e —v(y) sdo li-
nearmente independentes. Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, existe 0 < &y < 1 tal que
W1 == Hy(B(0,8) x (—&,8)) é aberto e H : H~'(W;) — W; é um difeomorfismo de classe
C=.

E imediato que H(H~'(W;) NT") C W; N Q. Por outro lado, como

H(B(0,8) x {0}) = Ho(B(0, ) x {0}) C Ho(B(0,8) x (=80, )) = W1,
segue que B(0,80) x {0} c H~1(Wy). Logo B(0,&) x {0} C H~!(W;)NT, e entdo

W1NdQ = Hy(B(0,8) x (—8,8)) NI = Hy(B(0,8) x {0})
= H(B(0,8) x {0}) c H(H™'(W;)nT).

Portanto,
HH'(W)NT) =W NoQ. (4.9)

Seja 0 < & < 1 tal que B(0,8) x (—8,8) C H~'(W;), como H : H~'(W;) — W; é um dife-
omorfismo de classe C*, segue que H(B(0,6) x (—0,08)) é aberto, H : B(0,0) X (—8,0) —
H(B(0,6) x (—98,0)) é um difeomorfismo de classe C* e de (4.9) temos que

H(B(0,8) x {0}) = H(B(0,8) x (—8,8)) N 9.

Como H(B(0,8) x (0,8)) é conexo e estd contido em QU (R""1\Q), segue que H(B(0,8) x
(0,8)) C Q ou H(B(0,8) x (0,8)) C (R""\Q), logo como v(y) é o vetor unitdrio normal a
dQ em y que aponta para fora de Q, temos que H(B(0,0) x (0,8)) C Q. Analogamente, temos
que H(B(0,6) x (—8,0)) C Qou H(B(0,8) x (—8,0)) C (R"*1\Q), logo como H(B(0,8) x
(=8,6))N (R™N\Q) # 0, segue que H(B(0,8) x (—8,0)) C (R"*'\Q). Portanto, H(B(0, §) x
(0,6)) =H(B(0,8) x (5,6))NQ. O

Defini¢ciio 44. Definiremos o espago das distribui¢des de Q com trago em 9Q, o qual denotaremos
por .@(’m(ﬂ), como sendo o conjunto das distribui¢cdes U € 2'(Q), tais que para quaisquer i € 2%
e ¥y € C(Uy) o limite

Jdim (Ul (Hilu,cqp- ¥ 0 e )
existe, em que I; = I;,N(0,00). Em outras palavras, temos que U € @éQ(Q) se, e somente se,

para toda h € % tivermos que Uly, o © (Hh)|UhX,h+ € l’]hx{o}(Uh x L")
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Dadas U € Z7),(Q) e h € o, denotaremos por U, o funcional linear sobre Cg°(Uj,)
definido por

<Ugg, ll/> = 8l_igl+ <U|Whﬂ£2 o (Hh)‘UhXI;T’ /%9 ¢g>
para toda y € C°(Up).
Muniremos o espago .@é o (&) com a topologia gerada pela familia de seminormas
{P@py)  PeC(Q),hedeyeC(Uy)},
onde
Pony)(U) = [(U,®)|+sup { | (Ulw,c00 (B gy ¥ b )

para toda U € Z,,(Q).

0<e< min{l,supl,‘f}}

Proposicio 38. Sejam Q C R”*! um aberto com fronteira suave, U € .@éQ(Q) e h € o). Temos
que Ul € Z'(U;). Além disso, a familia {U%}4c, se estende, de maneira dnica, a uma
familia {U%, } ey em 2/(0Q).

Demonstragdo. Segue diretamente da defini¢do anterior que Ulw,nq o (Hp)|y, « € 91/1,1 X {0} (U, x
L") e Uk ¢ o trago de Ulyw,nq o (Hj) |Uhxlh+ em Uy, x {0}. Logo, pela Proposi¢io 32, segue que
Ut e 7'(Uy).

Como %) é um atlas sobre dQ2, para provar a segunda afirmacéo é suficiente (e necessério)

mostrar que dadas hy,hy € o), tais que V,, NV}, # 0, temos que

U = Ugg o (h20hy")

em hy(Vj, NVy,) (ver (HORMANDER, 1980), Teorema 6.3.4). De fato, dada y € CZ(hy(Vy,, N
Vi,)), temos que

(Usao (ot ). v) = (U, wo (h oy ) det[Jac (i ony )] )

= lim <U|whzmo(th>|U,lzX,;2 ,(wo (hiohy") |det[Jac (hy ohy ‘)H)®¢e>

01

= lim <U|Wh2, [(yo(h ohy!) |det [Jac (hy th_])} ) @ 0| OHh_Z] det|Jac(Hh_21)|>

e—0t

= lim <U, [(wo(hiohy")|det [Tac (ki oy ')]|) @ 9e] o (H,' o Hpy,) o H,, ! detyJac(H,;zl)|> :

0+
Note que Hh_zl o Hp, : hi(Viy, NV,) X (In, N I,) = ho(Vi, NViy,) X (In, N1, ) € dada por
H, ' oHy, (x,1) = (haohy ' (x),1)
para todo (x,t) € hi(Vi, NVy,) X (In, N1y, ), logo
det [Jac(Hh_z U (Hp, (x,1))| det [JacHp, (x,)] = det [Jac(Hh_z Lo H, )(x,t)] = det [Jac(hy o by ) ()]

= (det [Jac(hyohy ') (hyo by (x))D_l



4.4. Problema de Dirichlet no disco 113

para todo (x,t) € hyi(Vy, NVp,) x (I, N1y,). Entdo
‘det Jac(H, ") (Hp, (x,t ] ’ |det [Jac(hy o hy )(hzohl_l(x))” = |det [JacHj, (x,t)]r1
para todo (x,) € hy(Vy, NVy,) x (I, N1y,) € portanto

lim <U, (w|det [Jac (hiohy ') o (haohy1)]]) ® @] oH};]‘det[Jac(H};])]D

0T

= hm< [(w‘det[]ac(hloh ) (hzohfl)”)@)%

e—0t

det[Jac(Hh’zl) oHp,]

] oH};1>
= lim (Ulw, o |w @ e det PJact, ]| '] o1, ")

. h
— 111’]’]+ <U|Wh]mQ (e} (th)’Uhl XI;rl 3 ll/® ¢6> = <Uab7 ll/> )

e—0

como queriamos demonstrar. [

Definicdio 45. Seja U € Z,(€), denotaremos a distribui¢do {U%, }er € Z'(9Q) obtida na
proposic¢ao anterior por Uyq e diremos que Uyq € o trago de U em JQ.

Teorema 16. .@éQ(Q) € um espaco vetorial topoldgico localmente convexo, Hausdorff e sequen-

cialmente completo.

Demonstragdo. Seja (Uy)ren uma sequéncia de Cauchy em 2, (), como Z'(Q) € sequen-

7'(Q
cialmente completo, temos que existe U € 2'(Q) tal que Uy % U. Dada h € 4, te-
—o0

mos que (Ug|w,nq © (Hh)‘Uhxlj)kEN ¢ uma sequéncia de Cauchy em QI’JM{O}(U/, X I;), logo
pela demonstragdo do Teorema 15, temos que Ulwy,nq © (Hh)|UhX1h+ € Q{Jhx{o} (Unx L") e

(/e ) Z5o(Q)
Uilwyng © (Hi)ly, r+ hxk—> Ulwine© (Hi)ly, - Portanto U € Z54(Q) e Uy Zi—oo>

U.

4.4 Problema de Dirichlet no disco

Consideremos a bola unitdria centrada na origem B := B(0,1) C R**! e f € C(dB).
Como mostrado em (GILBARG; TRUDINGER, 2001), sejam @, a medida de Lebesgue de B
e F : B— C a funcdo definida por

1— 2
\x\ / ) ldSy se x€B
F(x)={ (n+1)@ut1 Jop [x—y|**

f(x) se x€dB,

temos que F € C*(B)NC (B) e AF =0 em B.
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Desta forma F resolve o problema de Dirichlet:

AF=0 em B
F=f em 0B

(4.10)

Olhando f como um funcional linear continuo sobre C*(dB), podemos exprimir F como:

1— |x|? 1
F(x)= B.

Notemos que a expressdo acima ainda faz sentido quando f € 2'(dB), o que torna

natural querer provar que, nesse caso, a equacao (4.10) continua satisfeita, se interpretarmos
a igualdade F = f em dB como sendo F,z = f, ou seja, entendendo-a como o trago de F em
dB sendo igual a f. Isso constitui a nossa proxima tarefa e, também, a principal aplica¢do dos

resultados do nosso trabalho.

A Proposicao seguinte, que serd usada na demonstracdo do Lema 4, d4 uma codigao
suficiente (e alternativa) para a demonstracio da convergéncia das derivadas de um net no espaco

das funcdes continuas.

A importancia do Lema 4 serd evidenciada na demonstracido do Teorema 17.

Proposicao 39. Sejam M uma variedade suave de dimensao n, <7 o atlas maximal de M,V C M
aberto, hj: V — U; uma cartaem <7 para j =0,1,...,nev; € R" para j = 1,2,...,n, tais que
as derivadas direcionais
9 (h")
——=(h h . h
oo (h1(y)), s (ma(y)),- -, T (hn(y))

sao linearmente independentes para todoy € V.

Sejam m € Z e (fa)aer um net em C=(V), tal que o net (fy ohal)m6
C"(Uy).

T converge em

Tl

Suponhamos também que o net (% ( Jaoh;
J

je{1,2,....n}.
Entdo, (foohy 1) qey converge em ().

)) converge em C"(U,) para todo
ocY

Demonstragdo. Fixemos k € {1,...,n} e B € Z" tal que || < m. Dados x € Uy, como

J (hy') d (h,")
vy vy

J (h)
8v1

(h1ohy ' (x)), (hyohy'(x)),..., (hwohy'(x))

sao linearmente independentes, entao

P —1
(dh())ha](x) <<ah—vll)(h1 Ohal(x))> ""’<dh0)hal(x) ( v, (/’ln Ohal(x)))
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sdo linearmente independentes, logo existem tnicos aj(x),...,a,(x) em R tais que

j=1
9 (hoot;') (hj0h: 1 ()
=) aj(x) hjohy (x)
j:ZI J 8\/] J =70
n
= Zaj(x) [Jac (hooh;I) (hjohal(x))} V.
j=1
As fungdes a; : Up — R definidas acima para j = 1,...,n slo de classe C*, ja que
- 1 -1
ay (x)
a(x) - -1 -1 1
= | Pac(hooh") (hiohy'(x))]vi -+ [Jac(hoohy,') (huohy'(x))]ve | ek
an(x)

e a inversdo de matrizes ¢ uma operagdo continua de {A € R - det(A) #0} em R,
Por outro lado, dado j € {1,2,...,n}, segue por indugdo sobre ||, que existem fungdes b}/ €
C*(Up) para y € Z"_ tal que |y| < m, de modo que

oP (fohgl) — 9P <foh;10(hjohal)> = Z b}/ay<foh;1>o(hjohal)

ly|<m

para toda f € C*(V). Temos entdo que

94P (fohy") =% 9P (rong")| = [V (9P (fohg"))]ex
_[v (aﬂ (ot )] | £ o e (o) o051
2 )] [ oet?) ok
9P (fomy") (hoo;')) o (yohg") v,
X et [o ()] ) Oy

ly|l<m

I
~.
=
N}
~.
RS /_\

I
1=
\Q

v

.
I

I
1=
\Q

N

~.
I
—_

b}/ohooh;l [37 (fohjl)}> o (hjohal)

) _ _ 1 d _ _
@ (a_vj <b}/ohoohj 1) av<fohj 1) +bYongoh; {m(a_vj (fohj 1))]) o (hjohg")

para toda f € C*(V). Aplicando a igualdade obtida acima para f = fy, — fg,, temos que dado

Il
1=
Q
~. .
QO r
= \QJ <
—
=
IA

~.
I
—_

I

~
[
~

=

IA

K C Uy compacto

(061 ,(XQ)EYXT

sup
K
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Portanto o net (a€k+ﬁ (fao h51)> . ¢ de Cauchy em C(U)) e entdo, como C(Up) é completo,
04
tal net é convergente em C(Up). Como k € {1,...,n} e B € Z" tal que |B| < m foram tomados

arbitrariamente o resultado segue. O]

Lema 4. Consideremos as notacdes apresentadas nas Defini¢cdes 42 e 43 para o caso em que
Q = B é a bola unitéria de R"*! (ver o Exemplo 23). Dados h € <7, w € C2(Uy,) e € € (0,1],
consideremos a fungao f;, y¢) : dB — C definida por

dxdt

1 1—|Hy,(x,0)[2) w(x) o
fnwe) ) = th(071)< [ (x,)[2) () 9e (1)

(n+ 1)@, |H (x,1) =y

para todo y € dB. Temos que:

(i) Dadas h € o, y € CZ(Uy) e € € (0,1], temos f{;, y ) € C*(dB).

(i) Dadas h € o e y € CZ(Uy), se & = &) € C”(dB) € a fungio definida por

W) 91 () () x o x () BOD| L sev e,

E0v) =
0, caso contrario,
~ C(dB)
entao —&.
fiwe) 578

(iii) Existe um atlas </ C o7 tal que, se h € 7|, entdo a sequéncia f{y, y, ¢) converge em C*(dB)
quando € — 0.

Demonstragdo. (i) Seja h € o/ e consideremos a : U, x (0,1) x U; — R a fungio definida por

| — [Hy(x,1)|? _ 1-(1-1)?
(n+ 1)@yt [Hy(x,1) = L) (4 D@ [(1 =)k~ (x) = B ()41

a(x,t,y) =

para todo (x,t,y) € Uy, x (0,1) x U;,. Temos que a € C*(U;, x (0,1) x Uj,).

Dado o € 77}, seja g¢ : Uj — C definida por

gel)= [ faler ) wlge(s)

para todo y € Uj,. Sejam yg € Uj, e (yi)ken C Uj, tais que yg k———> Yo, temos que
—>00

O%ale. 1,y W(x)0e (1) ——> Aa(x.t,y0) W(x) e (1)

k—yo0

e sendo x¢ : Uy x (0,1) — R a fung@o caracteristica do compacto supp(y) x supp(@e), K = {yx :
keZi}eC= sup{]3yaa(x,t,y)| 11 € supp(¢9e),x € supp(y) e y € K }, segue que

|07 a(x, 1,71 ) W (x) 9e (1) < Csup(w) sup(@e) xe (x,7)
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para todo x € Uy, t € (0,1) e k € N. Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada

lim g (yx) = lim oya(x,t,ye) ¥ (x) e (t) dxds
k—>oo k—e0 JU, % (0,1)
= dfa(x,t,y0) w(x)ge(r) dxdr = ga(yo).
UhX(O,])

Portanto go € C(Uj,) €, em particular, fj y ¢) oh~!' =gy € C(U;).

Seja m € Z., suponhamos que fj, y.¢)0h~' € C™(Uy) € 0% (fijye)0h™") = ga para
todo a € Z" tal que || < m. Dados o € Z'} tal que |&| <m, j€ {1,2,...,n} e yo € Uj,
consideremos 6 > 0 tal que B(y,6) C Uj e

C = sup {13 “a(x,1,y)| : 1 € supp(@e), x € supp(w) ey € B(50,5) }.

Seja (t)ken C (0,0) tal que #; — 0, segue do Teorema do Valor Médio que
—» 00

0%a(x ej)—d%a(x
X (x,2,y0 +tke;) y ( ’t’yO)y/(x)fpe(t) < Cy(x)oe(t) < Csup(y)sup(oe)xe (x,1)

Iy

para todo x € Uy, t € (0,1) e y € B(yo,8). Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

temos que

9; [0% (finyey o ")) (v0) = 9jga(y0)
da(x,t,yo +te;) — da(x,t,y0)

= lim W (x) e (1) dxdr
k—re JU,x(0,1) Iy
= O % alx,1,y0) W(x) e (1) dndt = g4 (y0)-
U x (0,1)

Como o € Z} tal que || <m, j € {1,2,...,n} e yy € Uj,, foram tomados arbitrariamente, segue
que finy.e) oh~teCc™t(U;) e 0% (f(hw,e) ofz_l) = gq para todo o € 7" tal que |a| <m+ 1.
Por indugdo sobre m, segue que f(j, y.e) 0" € C°(U;) € 0% (fipye)oh ') = ga para todo
a € 7, mostrando que f{j y.¢) € C”(V}). Portanto, como & € </ foi tomada arbitrariamente,

segue que [ y.¢) € C(9B).

(i1) Note que
1—(1—1)?
/ (1-1) s,
9B (n+ 1)@y | (1 —1)w —y[**
1—(1—1)?
:/ ( ) n+l1 dSW
IB (n+ 1), 1 (1 =) ((1—1)2=2(1—-t)w-y+1) 7

1—(1—1¢)?
:/ Chat) _ds, =1
o (n+ 1)@, 1w — (1 —1)y|*+
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para quaisquer y € dB et € (0,1). Temos entdo que

/ (1 — [Hy (x, 1)) w(x)9e (2) dxdt—é()’)‘
U (0,1) (

n+ 1)@y 1|Hy(x,1) — y| !

B / /U, =0 W(( ))_ |n+1dx¢’e(f)df—€(y)

n+1) a),,+1| 1—1)h~!

|f(h,q/,8) (Y> - 5 (y)} =

/ / (1=1)*] w(h(w)) |91 (h") (h(w)) X ... X (™!
7

DI
-+ @y (1= 1w =y as. a0 @50

(1— 21 E(w
N / /33 n+1)a)n+1\ : ]t)g( ’n+1dSW¢8(t)dt_5()’)

—(1=1)*][E(w) — &)
N / /33 n+1)a)n+1\ 1—1)w—yr+! dSy e (1) dr

<[ [ IO EO g,

B(n+1) a)n+1| l—t)w y|rt

para quaisquer y € dBe € € (0, 1]. Dado 11 > 0, como & é uniformemente continua, existe 6 > 0
tal que

Ew) —E)| <2

para quaisquer y,w € dB, tais que |w —y| < 8. Logo

|fh v,€) 5()’)‘
—)716(w) -8y
= </ /83m{w lw—y|<8} / /(93ﬂ{ww y>6}) ([1 ()1 t)|(}1’_(t)l, y(’ni‘l dSy @ (1) dt

’7 (2=0)|E(w) =S ()|
//83m{w|w —y|>8} (n+1)a)n+1(\w y| — )n+1dS w Qe (1) dt

< g+4sup(€') (g)we

para quaisquery € dBe € € (0,1]N (0, %) Segue que existe & > 0, tal que ‘f(m%@ ) —&W)| <
1 para quaisquer y € dB e € € (0, &). Portanto,

— 0,
yseur;\fh% V) =E0) —

o que conclui (ii).

(iii) Consideremos agora a aplicagdo g : (—%,%)" — dB definida por

n n n

g(x) = (H cos(x;),sen(xy) [ [ cos(x;j),sen(xz) [ [ cos(x;),. .. ,sen(x,—1)cos(x,), sen(x,,))
J=1 J=2 j=3

para todo x = (x,x2,...,X,) € (— Mostraremos que o conjunto Im(g) é aberto em dB,

b3

)"
g:(—=%,%5)" —Im(g) é bijetiva g~ € /.
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Temos que g ¢ injetiva. De fato, sejam x,y € (-7, 5)" tais que g (x) = gi(y), entdo

Sen(xn) = [g('x>]n+] = [g(y)]n+l = Sen(yn)v
onde [g(x)],, | € [¢(¥)],,| representam a (n+- 1)-ésima coordenada de g(x) e g(y), respectiva-
mente. Logo, como sen : (—7%, %) — R é injetiva, temos que x, = y,. Sejak € {1,2,...,n—1}

tal que X,—j+1 = yn—j+1 paratodo j € {1,...,k}, como

sen(x,) [] cosCt) = (6], is = g0V, ir = sen(yus) ] cos(s)
Jj=n—k+1 Jj=n—k+1
—sen(a ) T costxy)
j=n—k+1

e [Tj_, 1 cos(x;) > 0, segue que sen(x,—x) = sen(y,—x), 10g0 x,_k = y,—. Portanto, segue

por indugdo sobre k que x = y.

Dadox € (—%,%)"el € {1,2,...,n}, temos que [d;g(x)]; = 0 para todo j € N tal que
[+2 < j<n+1,além disso, temos também que [J;g];+1 = H;?:l cos(x;). Assim, sejam A; € R

paral =1,2,...,n, tais que
Z Ai0ig(x) =
=1
segue que
lncos(xn) A [ang n+l — Z}Ll [alg n+1 = [Z Alalg] = [O]n+1 =0,
n+1
logo A, =0. Sejak € {1,2,...,n} tal que A, 1 =0 paratodo j € {1,2,...,k}, temos que
n
dnte [T cos(xj) = Ay—i[On—k&ln—kr1 = Z 20 [918)p— ki1
j=n—k =1
n n
Z 98] n k+1 = Zklalg = [O]n—k—i—l =0,
=1 =1 n—k+1

logo A, = 0. Portanto, por induc@o sobre k, segue que A; = 0 para todo j € {1,2,...,n}.
Seja V := {(x1,x2,...,%,+1) € dB : x; > 0}, temos que Im(g) = V. De fato, dado x €
(—%,%)" temos que cos?(x;) +sen*(x;) = L e sendo k € {1,2,...,n— 1}, tal que

k k k

I1 cos?(x;) +sen?(x;) I1 cos?(x;) +sen?(x) I cos?(x;) +...+sen’(x;) = 1,
=1 j=2 j=3
temos que
k+1 k+1 k+1
H cos?(x;) +sen?(x;) H cos?(x;) +sen?(xy) H cos?(x;) + ... +sen®(xy 1)
=1 =2 =3
k k k
= cos?(Xpt1) H cos?(x;) +sen?(x;) H cos?(x;) +sen?(x) H cos?(x;) + ... +sen®(x;)
j=1 j=2 J=3

+sen? (Xpy1) = COSz(Xk+1) + sen? (Xkr1) = 1.



120 Capitulo 4. Trago de distribuicoes e o problema de Dirichlet com condigées de fronteira singulares

Entdo segue por inducio que

lg(x)? = ﬁcosz(xj) +sen®(x1) ﬁcosz(xj) +sen®(x) ﬁcosz(xj) +...

j=1 Jj=2 J=3

Portanto, temos que Im(g) C V. Por outro lado, dado y = (y1,yz,..

(x1,x2,...,Xx,) onde

Jj+1 2
2
xj=arcsen | yji1 Z Vi )

k=1

mostraremos que g(x) = y. Observe que
cos?(x,) = 1 —sen®(x,) = 1 —y2, | = Zy],

logo como cos(x,) > 0, segue que

Sejak € {1,2,...,n— 1} e suponhamos que

cos(x;)
Jj=n—k+1
entao
- 2 2 - 2 S
[T cos™(xj) =cos”(rus) [ cosxj)=cos*(xus) Y, )
j=n—k j=n—k+1 J=1
n k+1 5 n—k
:(1—sen Xp_ k Z y] 1—yn—k+1 Z
n—k+1 ) ) n—k+1 ) Dkt 5
= Y Vi ik ) Y V=
j=1 j=1 J=1
Logo

Segue, por indugdo sobre k, que

+sen®(x,) = 1.

S Ynt+1) €V, seja x =

—k+1 ) I\ ke )
Vi Z,] Yj
J:

n—k

Y g
=1
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paratodo k € {1,2,...,n}. Portanto

g(x) = (ﬁ cos(x;),sen(xy) ﬁ cos(x;),sen(xy) ﬁ cos(x;),...,sen(x,—1)cos(xy,), sen(xn)>

Jj=1 J=2 J=3

3 n
Zy]» ,sen(x, | “ Zy?,sen(x,,)
j=1 j=1

o que prova que V C Im(g).

Sejah:=g"1:V > (—%, %)n, segue do Teorema da Aplicacdo Inversa que i € <7 (ver Proposi-

¢do 1.9.3 em (BURNS; GIDEA, 2005)).

2
Y 12 sen(nr)

J=1

= | y1,sen(xy)

= (}’1»}’27---a)’n+1) =Yy

A parametrizac¢do g tem a seguinte propriedade:

[tg(x) —g(y)] - [1d1g(x) — ig(y)] =0

para quaisquer f € Rex,y € (—%,%)". De fato, dadost € Re x,y € (—%,%)", temos que
]

[18(x) —8(y)]- [tdrg(x) — A1g(y)
=[tg(x)—g()]- (sen(yl) ﬁcos(yj) —1sen(xp) ﬁcos(x_j),t ﬁcos(xj) - ﬁcos(y_j),0,0, e ,0>
=1 =1

J=2 J=2

= (tﬁcos(xﬁ—ﬁcos(yﬁ) (sen(yl)ﬁcos(yj)—tsen(xl)ﬁcos(xj))
=1 =1

j=2 j=2
n n n n
+ | tsen(xp) Hcos(xj) —sen(y;) Hcos(yj) tHcos(xj) — Hcos(yj) =0.
j=2 =2 j=1 j=1
Dado j € {1,2,...,n}, seja Tj : R"*! — R"*1 o operador linear definido por
T(X1,X2, .+, Xn1) = (X1, X4 1,23, X4, - o0 Xj— 1, X, X0, X542, X435+ -+ 3 X 1)
para todo x = (x1,%2,...,%,+1) € R""!. Temos que T é bijetivoe T(V) =V.Dado j € {1,2,...,n},
sejam g;:=Tjog: (—%%)n —Vehj:= gjfl, temos que h; € /. Como T; é um operador
linear que preserva o produto interno de R"*!, temos que
[18;(x) —&;(v)] - [td18;(x) — drg;(v)] = T; (tg(x) — 8(v)) - T} (1018 (x) — A g(»))
= [tg(x) —8(y)] - [tdrg(x) — d1g(»)] =0
para quaisquerf € Rex,y € (—=%,%) e j € {1,2,...,n}. Portanto,
[18;(x) —8; ()] - [t918;(x)] = [rg;(x) —g;(¥)] - 18;(y) (4.11)

para quaisquert € Re x,y € (—7,7) e je€{1,2,...,n}. Observe que

d18x(x) = 91 (Trog)(x) = Ti(d1g(x) ((H cos(x; ) er — (sin(xl) ﬁcos(xj)) e1>
j=2
= (ﬁ cos(xj)> €kl — (sin(xl) Hcos(xj)> el,
j=1

j=2
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para quaisquer x € (—7, 2) ek e {1,2,....,n}. Logo, como [T}_, cos(x;) > 0, para qualquer

xe (—%, 7) , segue que os vetores

d1g1(x"),0182(x),..., D1 gn(x")
sdo linearmente independentes para quaisquer x!,x%, ... x" € (—%, %)" Em particular, dado

y € dB, temos que
2181081 (), 0182(85' (1)), -, d1gn(8y ' () (4.12)

sdo linearmente independentes.

Por (ii), temos que f{;,,y.¢) © g, converge em C ((—3, Z)™) quando & — 0 para quais-
quer y € C¥ ((—j,g) Jeje{l,2,...,n}.

Seja m € N tal que f{;, y.¢) © g converge em C"~! ((=%,%)") quando € — 0" para
quaisquer y € C2 ((—%,%)"), j€{1,2,...,n}.

Dados y € C2° ((—%,%)"), j.k€{1,2,....n} e B €Z" tal que |[B| <m—1,seja f €
Ce ((—%,%)") definida por

ITI(X):W(g, o gk (x )’det [Jac (g, ogk)( )H

para todo x € (—Z,Z)". Usando a igualdade (4.11), temos que

_ (1= (1=1)*] w(x)9e (1)
"o (f “""’””ng) ) =97, </Uh.,.x(071) (n+ D)@ 1| (1=1)g;(x) = ge(y)["*+! dmt)

s, ( [ (1= (=02 w (g7 08k(x)) 9el0)|det [Jac (g7 o) ()] dxdt)

Y < (0,1) (n+1) @1 | (1 —1)gr(x) — g ()"

s [1- (1—02] P9 (1) i
& </U o wtta o (aae —apE)

k

)
_ 98 [1=(1=1)*] Y(x)9e(r) (n+ 1)[(1—1)ge(x) — gk ()] - [d18k(»)]
=% /Uhkx(o,l) (n+1)wy41 |(1—1)gr(x) — gr(y)|"+3 dods
Y [1=(1=1)*] §(x)9e(r) (n+ 1)[(1—1)gx(x) — ()] - [(1 — 1)1 gx ()]
=% /Uhkx(o,l) (n+ 1) 0,41 |(1—1)gr(x) — gu(y) "3 duxdr
_ P (1= (=] @) ee) [ !
P\ foon @ Do 2 (i o)

1 —(1=1)*] ¥(x)¢e (1)
/0 /Uhk : znil)]coll;q = {—8,(1 <|(1—t)gk(x)l—gk(y)|”+1)} dmt)

1 — (1=1)*] 91 (x) e (1)
8 /() / n+1 wn—l—l‘ 1—t)gk( ) gk(y)]"H dth>
- (1= (1=0’] 1 (x)9e(r) ~
ki / 0.1) (n+ 1)1 |(1—1)gi(x) — g (y)["*! dmt) =P (.o 08e) ).
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Entéo d; ( 1 h;y.e) © gk) converge em C" ! ((—%, 7) ) quando € — 0" para quaisquer

v eCr((-%,%)"), j,ke{1,2,....n}. Logo, como os vetores em (4.12) sdo linearmente
independentes para todo y € V, temos pela Proposi¢do 39 que f(hjyv,’g) o gj converge em
C" ((—%,%)") quando € — 0" para quaisquer y € C° ((—%,%)") e j € {1,2,...,n}.

Portanto, por indugdo sobre m, segue que f(hj’q,’g) o g; converge em C* ((—%, %)n)

quando & — 0" para quaisquer y € C° ((—%,%)") e j € {1,2,...,n}. Em particular, conside-
rando o caso j = 1, temos que f{; ) © g converge em C~ ((—7, 2)") quando € — 0" para
qualquer ¥ € C7 ((—5,5)").

Sejam y € C ((—%,%)"), w € dB\g(supp(y)), hy, € o tal que Vj,, C IB\g(supp(y))
e K C Uy, um compacto. Dado 8 € Z'{, segue por indugdo sobre |B| que existe bg € C™(Uj, X
R x Uy, ), tal que

B 1 _ bﬁ(x,t,y)
> (|(1 —1)g(x) — hy' (ﬁ!"“) [(1—1)g(x) — hyy () [T 1+21B]

para quaisquer x € Uy, 1 € (0,1) e y € Up,,. Como g(supp(y)) e h,,(K) sdo compactos disjuntos,

segue que
d := dist(g(suppy), ' (K)) > 0
além disso, temos que
1

1
(= 0gl) il (o) 1281 = (80— 0] — &) — (g P

3 1 e n+142|B|
T (d )R d

para quaisquer x € g(supp(y)), y € h,' (K) et € (0, ‘7’) Logo

aﬁ(/ (1= (1= y(x)9 <> dxdt)
Y N\ Jux1) (14 1)@t | (1= 1)g(x) — b ()7

9P (finye)oh') )] =

_ / 12— 1)y (x)ge ()b ﬁ(_xl,t,y) e
Upx(0.1) (n+ 1)@y 1] (1 —1)g(x) — by ' (y) 1421l
/ /U,, ntl wnﬂy_lt)lf)(;z;lc')b ﬁ(;z?t;(yy)J‘nHHmdxq)e(t)dt
iy S
: /0 /g(suppw) (n+ 1)wn+jillp(— 3)|Zi§xj/’qy;)1’ ()| 1+20B] dx g (t) dr

) n+142|B]
(@) e

para quaisquer y € K e 0 < € < min{1, %’} Logo

sup’&ﬁ fnwe ohy') ()] —— 0.

=071
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Como K C Uy, compacto e B € Z" foram tomados arbitrariamente, segue que

1 CZ(Un,)

0T

f(h,w,e) oh,, 0.

Seja o/p = {hy, : w € dB\ g(supp(y))} U{h}, temos que

Uvi=wu U Vi =VUI[dB\g(supp(y))] =V,U(9dB\V,) = 9B,
he o wedB\g(supp(y))

logo % é um atlas sobre dB, tal que Sfny.e)© h~! converge em C(U;) quando € — 07, para
qualquer & € 7. Portanto, pela Proposigio 27, segue que fin,y,e) converge em C(dB) quando
e—0".

Por fim, dados j € {0,1} e k€ {1,2,...,n}, seja Tj; : R — R a aplicacdo definida

por

Tik(X1,X2, - Xng1) = (X X2, X3, X4, oy X2, X1, (— 1) X0, X0 1, X2, -5 X 15 %)
e V; x o seguinte aberto em JdB
Vik:={weadB:(—1)/w-e >0}.

Temos que T; x € um operador linear bijetivo que preserva o produto interno de R e Tix(V)=
V;x para quaisquer j € {0,1} e k € {1,2,...,n}. Dados j € {0,1} e k € {1,2,...,n} sejam

. . n o1
gik=Tixog: (=5.5) = Vixehjr:= 8- Temos que /1y € o e

/ [1—(1—1)%] w(x)9e (1)

U< (0.0) (n+ 1)@t | (1~ 1)gx(x) — =1 ()"
[1— (1 =) w(x)¢e (0)

OO0 (n+ D@ | (1—1)Tji0 g(x) —h 1)

_ (1= (1 =1)*] y(x)9e(t) : e

U< O (n 4 1) @41 )Tj,k ((1 —1)g(x) =T} Ohfl(y))
[1=(1=1)*] w(x)9e(r)

OO (14 1) @ )(1 —1)g(x) = T;; b= (y)

= f(h,w,e) © (izo Tj,k)_1 <J’)

S pwey ol () = dxdt

dxdt

dxdt

n+l1

para quaisquer j € {0,1}, k€ {1,2,....n}, y € C7 ((-%.%)"). he o, y e U; e € € (0,1].
Logo, temos que fj,, y.¢) converge em C*(dB) quando € — 0" para quaisquer j € {0,1}, k €
{1,2,.. n}el//EC‘”(( Z_Z)"). Portanto, como < := {h;;: j€{0,1} ek € {1,2,...,n}}

¢ um atlas sobre dB, a afirmag@o (iii) estd provada. L]
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Lema 5. Sejam .«7; C o/ um atlas, (Ug)gex C Z55(B) umnet e U € 2 ,(B), tais que

P@ny)(Ua—U) —0

oY
. Z5(B)
para quaisquer ® € C°(B), h € o/ e y € C¢°(Uy). Entdo Uy 4T> U.
ac

Demonstragdo. Sejam ® € C’(B), h € o/, y € CZ(Uy). Existem hj € o) para j=1,2...,m

tais que
h! (supp(y U

Segue da inclusdo acima que

s

supp(y) C | J A (Vi, N Vi),

1

.
I

logo existem y; € C7 (h (th ﬂVh)) para j = 1,2... ,m tais que

Y=
j=1

Dado j € {1,2,...,1’]1}, sejam Uj .= h(Vhﬂth), Uj = ]’l]’ (Vhﬂth), W; .= Hh(Uj X (0,1))
Temos queHh_jllo:ij(0,1)—>l7j><(0,1)édadapor

~1 —(p o]
Hy, " o Hy(x,1) = (hjoh™ (x),1)
para quaisquer (x,z) € U x (0,1) e j € {1,2,...,m}. Temos também que
det [Jac (Hh_l Oth> (x,1)] = det [Jac <hoh;1) (x)}

para quaisquer (x,) € U; x (0,1) e j € {1,2,...,m}. Seja §; € C*(Uy;) definida por

;= (wjo(hohjfl)) ‘det [Jac (hoh]fl)] ,

para j=1,2,...,m, temos que

(Ulw,nz o (Hn)lu,x 0.1, V@ ¢e) = Y (Ulw,na o (Hi)ly,x(0,1), Vi @ )
j=1

<U’W,-O(Hh)|ij(0,1)> [(Wjo(hohfl)) ®¢e] ( lo)>

I
M=

.
I
—_

I
agE

<UIW o Elupon© (Hy) o) [ (wpo (hon;")) @ e et [rac (Hh‘]loj)H>

~.
Il
—_

I
M=

~.
I
_

I
gE

<U]W o (Hi)lg x 0.1): [(wjo(hohjfl)) ‘det [Jac (hoh;l)m ®¢8>
b (

U|Wh nB © (Hp, |U,, (0,1) ‘l’/®¢e>

~.
Il
—_
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para quaisquer € € (0,1] e U € 9'(B). Entdo

sup |(Ulw,nz o (Hp)lu,x(0.1): W@ 0e)| < Y, sup ‘<U|WhjﬂBo(Hh‘,-)|U;,.><(O,1)7l/~/j®¢£>
£€(0,1] j=1€€(0,1] J

para todo U € Z),(B). O resultado segue da estimativa acima. O

Teorema 17. Dada u € 9'(dB), seja U : B — C definida por

I[P 1
U)oy iy ) @19

para todo x € B. Temos que U € 7, ,(B).

/

. . 2'(d
Além disso, se (fi)reny € C(dB) é uma sequéncia tal que f; k(—B)> uekF,:B—Cé
—>00
definida por

o 1—[x? 1
A= G Ty () @19

P, 5(B
para todo k € N, entdo F :L(% U. Em particular, U satisfaz o problema de Dirichlet:
—>00

AU =0 em B
(4.15)

UaB =Uu.

Demonstragcdo. Consideremos a aplicag¢do § : B — C*(dB) definida por

(1= kP)

(n+ 1)@y 1]x —y|"*!

[E@]0) =

para quaisquer x € B e y € dB. Mostraremos que { é continua.

De fato, sejam (x; )reny C B uma sequéncia, xo € B tais que x; k—> X0, h € o/, K C Uy, compacto,
—>00

B €7 e G:BxU,— R definida por

(1= KP)

(n+ D @nyrlx— A= )+t

G(xay) =

para todo (x,y) € B x Uy,. Temos que G € C*(B x Uy,), logo seja Ko = {x : k € Z }, temos que
Ky é compacto e entdo 8yﬁ G € uniformemente continua em Ky X K. Logo dado 1 > 0, existe
0 > 0 tal que

Gy~ G(9)| <
para quaisquer (x,y), (%,¥) € B x Uy, tais que |(x,y) — (£,¥)| < 0.

Assim, seja ko € N tal que |x; —xp| < O para todo k > kg, temos que

98 [6l) oh™"] (v) = 0F [E(x0) o] (v)] = P Glaiy) — 9 Glxo,v)| < 8
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paratodoy € K e k > k. Entao

sup |9f [£(v) o h™'] (v) — 9f [S (o) o h™'] ()| —— 0.
yeK —y00

Como h € o/, K C Uj, compacto, 3 € Z" foram tomados arbitrariamente, segue que
C(dB) < .
& () - {(xo) e portanto § € continua.
oo

. . 2'(0B . . .
Sejam (fi)ken € C(dB) uma sequéncia tal que fj #) u (a existéncia de tal sequéncia segue
—»00
da Proposic¢do 25), Fy : B — C definida em (4.14) para k € N e K C B compacto, como § é

continua, temos que §(K) C C*(dB) é compacto e entdo pela Proposi¢do 29

sup [U(x) — Fi(x)] = sup |{u, § (x)) = {fi, 6 ()| —— 0.

xeK xeK
. o C(B)
Portanto, como K C B compacto foi tomado arbitrariamente, segue que U € C(B) e Fj k—> U.
—>00
. 2'(B) - .
Em particular, F; ﬁ U e entdo AU = limy_,., AF;, = 0.
—> 00

Sejam 7} C &/ o atlas obtido no Lema 4, h € /1, y € CZ(Uy), € € (0,1], & € fin y.¢) as
func¢des definidas no Lema 4, entao

<(Fk —Fj) o (H)ly,xi ¥ © ¢e>
B 1 — |Hy(x,1)[? i) = £ )
_ 1= [Hnx, 1)1 (/a i

Uh><1;'r (n+1)wn+l B |H()C,t)—y|n+1

— x,1)|? X) 0
:/ank()’)_fj(y) </th; ([1 Hi(x. )] yx) e ) dxdt) ds,

n+ 1) @1 [H(x,1) —y|"*!

wam%mmw

= (fk—fi»finye)) paraquaisquerk,; € N.

Seja y: [0,1] — C*(dB), definida por
finwe), seee(0,1]
’}/(8) _ (h,y.g)
&, see=0,

segue do Lema 4 que ¥ é continua no 0. Além disso, temos também que ¥ é continua em (0, 1],
logo ¥ é continua. Temos entdo que ([0, 1]) C C*(dB) é compacto, logo segue da Proposicdo

29 que

= sup \(fk(y) _fj()’)vf(h,u/,s)>’

€€(0,1]

uw [(fe) = £ (), 7(€))]

S
e€(0,

= sup |(fi(»)—fi(y),7(€))] —— 0.

€€l0,1] k,j—oo

cc(0.] [((F= B o (g ¥ 0 )
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Resulta entdo do Lema 5 que (Fy)ren € uma sequéncia de Cauchy em ) ,(B), logo como
7} 5(B) é sequencialmente completo, temos que (Fj)ren € uma sequéncia convergente em
/ 7 (

B 9
) 5(B). Portanto, como Fj % U, segue que U € 7 ,(B) ¢ Fi /ji;o} U. Temos entdo que

UaB = lim (Fk)é’B = lim fk = U.
k—yoo k—yo0

]

O Teorema anterior € muito importante para este trabalho, pois mostra que o conceito de
traco apresentado na secao anterior atribui sentido para o problema de Dirichlet com a equacado
de Laplace no disco, de modo que a férmula integral de Poisson continua fornecendo solugdes,

mesmo quando a condi¢do de contorno € uma distribui¢do qualquer.
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CAPITULO

CONCLUSAO

Os resultados principais e mais importantes deste trabalho sdo o Teorema 13 e o Teorema
17.

O Teorema 13 apresenta uma forma de gerar um semigrupo {e¢"},>( de operadores
lineares sobre X, usando a férmula integral de Cauchy, no caso em que X € um espaco veto-
rial topolégico localmente convexo, Hausdorff, sequencialmente completo e A € um operador
pseudosetorial sobre X. Como mostrado na se¢do 3.3, o Teorema 13 generaliza o Teorema
classico de geracdo de semigrupos analiticos de operadores lineares continuos sobre um espaco
de Banach (Teorema 1.3.4 em (HENRY, 1981), Teorema 9 neste trabalho) no caso em X é um
espaco de Frechét. Na secdo 3.4, mostramos que o Teorema 13 pode ser aplicado a uma classe

de operadores pseudodiferenciais com coeficientes constantes.

O Teorema 17 mostra que, além de qtil, a no¢do de traco apresentada na secao 4.3 é
adequada para interpretar a condicao de fronteira do problema de Dirichlet com a equacao de

Laplace:

AU=0 emB
U=u emdB

quando u € Z'(dB), a medida que a férmula integral de Poisson continua oferecendo solugdes

nesse caso.

Como mencionado na introdugdo desse trabalho, os Capitulos 3 e Capitulo 4 sdo inde-
pendentes entre si, mas juntos oferecem a possibilidade de estudar problemas como a equacao

do calor com condicao de contorno de Dirichlet:

diu(x,t) = Au(x,t), para (x,1) € Qx (0,)
u(x,t) =0, para (x,1) € dQ x (0,)

u(x,0) = up(x), parax € R".
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quando a condig¢do inicial ug é mais singular que o usual, escrevendo tal problema em um
problema da forma:
u(t) = Au(t), parat € (0,)
u(0) = uo.
Considerando
Z2(Q) :={U € 2)5(Q) : Uya =0} e

resta-nos provar que A: Z)(Q)NE — @(’m(ﬂ) € um operador pseudosetorial para que possamos
aplicar aplicar o Teorema 13. Esta questao € nao-trivial e serd nosso préximo objeto de estudo.
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