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RESUMO

MACEDO, B. V. M. Traço de distribuições e geração de semigrupos de operadores lineares
sobre espaços localmente convexos. 2020. 132 p. Tese (Doutorado em Ciências – Matemática)
– Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos –
SP, 2020.

Neste trabalho apresentaremos uma noção de traço para distribuições em um certo subespaço
de 𝒟 ′(Ω). Essa noção de traço fornece sentido para o problema de Dirichlet com a equação de
Laplace na bola unitária, no caso em que a condição de contorno é uma distribuição qualquer, de
modo que a fórmula integral de Poisson continua produzindo soluções para o problema.

Apresentamos também um resultado de geração de semigrupos de operadores lineares sobre
um espaço vetorial topológico localmente convexo. No caso em que este espaço é Fréchet,
mostraremos que tal resultado generaliza o Teorema clássico de geração de semigrupos analíticos
de operadores lineares contínuos sobre um espaço de Banach.

Palavras-chave: Traço, Distribuições, Semigrupos de operadores lineares, Espaços localmente
convexos.





ABSTRACT

MACEDO, B. V. M. Trace of distributions and generation of semigroups of linear operators
on locally convex spaces. 2020. 132 p. Tese (Doutorado em Ciências – Matemática) – Instituto
de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2020.

In this work, we will present a notion of trace for distributions in a certain subspace of 𝒟 ′(Ω).
This notion of trace provides meaning to the Dirichlet problem with the Laplace equation on
the unit ball, in the case where the boundary condition is any distribution, such that Poisson’s
integral formula continues to produce solutions to the problem.

We also present a result of the generation of semigroups of linear operators on a locally convex
topological vector space. When this space is Fréchet, we will show that such result generalizes
the classical Theorem of generation of analytical semigroups of continuous linear operators on a
Banach space.

Keywords: Trace, Distributions, Semigroups of linear operators, Locally convex spaces.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

A ideia principal deste trabalho é usar a Teoria da Distribuições e a Análise de Fourier
para encontrar e descrever as soluções de algumas equações diferenciais parciais lineares para
casos em que as condições iniciais ou de fronteira são mais singulares do que o usual.

Este trabalho ficou dividido em duas partes independentes entre si. Na primeira parte,
presente no Capítulo 3, é apresentado um resultado sobre a geração de semigrupos sobre espaços
vetoriais topológicos localmentes convexos, no caso em que o gerador é um operador linear
que chamamos de pseudosetorial, e mostramos que é possível aplicar tal resultado a uma classe
de operadores pseudodiferenciais com coeficientes constantes. Na segunda parte, presente no
Capítulo 4, apresentamos um conceito de traço para distribuições em um subespaço de 𝒟 ′(Ω),
mostramos como esse conceito generaliza outros conceitos de traço já conhecidos e como ele
pode dar sentido ao problema de Dirichlet com a equação de Laplace, no caso em que a condição
de contorno é uma distribuição qualquer.

Para compreender nossa motivação para o desenvolvimento da Capítulo 3, a título de
exemplo, considere a equação do calor:∂tu(x, t) = ∆u(x, t), para (x, t) ∈ Rn× (0,∞)

u(x,0) = u0(x), para x ∈ Rn,
(1.1)

onde ∆ representa o operador de Laplace na variável x, isto é,

∆u(x, t) =
n

∑
j=1

∂ 2u
∂x2

j
(x, t)

e u0 : Rn→C é uma função. Se u0 ∈ Lp(Rn) para algum p ∈ [1,∞), então uma forma de abordar
o problema (1.1) é olhar ∆ como um operador linear (não-limitado) sobre Lp(Rn), u como uma
aplicação u : [0,∞)→ Lp(Rn) e reescrever (1.1) como a equação diferencial ordinária:u̇(t) = ∆u(t), para t ∈ (0,∞)

u(0) = u0.
(1.2)
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Como −∆ é um operador setorial, o semigrupo {et∆}t≥0 gerado por ∆ é obtido pela fórmula
integral de Cauchy

et∆ =
1

2πi

∫
Γ

etλ (λ −∆)−1 dλ ,

onde Γ é uma curva que contorna o espectro de ∆ (ver Teorema 1.3.4 em (HENRY, 1981)), e
temos que u : [0,∞)→ Lp(Rn) definida por u(t) = et∆u0 é a solução de (1.2). No entanto, se para
todo p ∈ [1,∞) temos que u0 /∈ Lp(Rn) o problema (1.1) não pode ser abordado dessa forma.
Uma alternativa para usar essa abordagem, mesmo quando a condição inicial u0 é mais singular
que funções em Lp(Rn), é desenvolver um resultado de geração de semigrupos em espaços
vetoriais topológicos localmente convexos.

Esse tema vem sendo desenvolvido em alguns trabalhos. Em (BABALOLA, 1974), por
exemplo, é apresentado uma generalização do Teorema de Hille-Yosida (ver (PAZY, 1983)) para
espaços vetoriais localmente convexos completos. Em (ARAGÃO-COSTA; SILVA, 2020), o
grupo {etA}t∈R de operadores lineares contínuos sobre um espaço de Fréchet (X ,{p j} j∈N) é
definido através da fórmula

etA =
∞

∑
k=0

(tA)k

k!
,

por meio da introdução do espaço ℒsc(X) dos operadores lineares contínuos fortemente compa-
tíveis com a família de seminormas {p j} j∈N, mostrando que se A ∈ℒsc(X), então a série acima
converge em ℒsc(X).

Neste trabalho apresentamos uma versão do Teorema 1.3.4 em (HENRY, 1981) para
espaços vetoriais topológicos localmente convexos, isto é, geraremos o semigrupo {e−tA}t≥0

através da fórmula integral de Cauchy

e−tA =
1

2πi

∫
Γ

etλ (λ +A)−1 dλ , (1.3)

no caso em que A é um operador que denominamos por operador pseudosetorial.

A maior dificuldade em generalizar os teoremas de geração de semigrupos para espaços
vetoriais topológicos localmente convexos, encontra-se no fato que, diferentemente do caso em
que X é um espaço de Banach, quando X é um espaço vetorial localmente convexo (ou mesmo
um espaço de Fréchet), não há uma maneira “natural"de munir o espaço dos operadores lineares
contínuos ℒ (X) com uma estrutura de espaço vetorial topológico localmente convexo. No
caso em que queremos gerar o semigrupo {e−tA}t≥0 através de (1.3), tentar munir ℒ (X) com
uma estrutura de espaço vetorial topológico localmente convexo é muito interessante, porque
neste caso a integral do lado direito de (1.3), caso convergisse, teria um sentido. Nesse trabalho,
contornamos essa dificuldade considerando o espaço de todos os operadores lineares (incluindo
os descontínuos) sobre X , que denotamos por L(X), em vez de considerar ℒ (X).

Mostraremos que podemos aplicar o Teorema de geração de semigrupos do Capítulo 3
para uma classe de operadores pseudodiferenciais com coeficientes constantes sobre o espaço de
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Schwartz. No entanto, há uma grande dificuldade em aplicar tal Teorema para o caso em que Ω é
um conjunto aberto limitado em Rn, como mencionaremos a seguir.

Se considerarmos a equação do calor (1.1), trocando Rn por Ω subconjunto aberto
limitado de Rn, devemos adicionar uma condição de contorno para o problema ficar bem posto.
Desta forma, a formulação para a equação do calor com condição de contorno de Dirichlet é a
seguinte: 

∂tu(x, t) = ∆u(x, t), para (x, t) ∈Ω× (0,∞)

u(x, t) = 0, para (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞)

u(x,0) = u0(x), para x ∈ Rn.

(1.4)

Como antes, podemos reescrever a EDP como uma EDO (1.2) no espaço Lp(Ω). A condição de
contorno do problema (1.4) é incorporada ao problema (1.2) através do domínio do operador
de Laplace D(∆). Por exemplo, se p = 2 e Ω é de classe C2, temos que D(∆) = H2(Ω)∩H1

0 (Ω)

(ver Capítulo 4 de (VRABIE, 2003)), enquanto para o problema (1.1), temos D(∆) = H2(Rn).
Assim, para estudar o problema (1.4) com condição inicial u0 em 𝒟 ′(Ω) (ou em um subespaço
de 𝒟 ′(Ω)), devemos conseguir incorporar a condição de contorno ao domínio D(∆)⊂𝒟 ′(Ω).

Observe que H1
0 (Ω) é formado pelas funções em H1(Ω) com traço em ∂Ω igual a 0,

onde o sentido de traço para uma função em H1(Ω) é apresentado em (ADAMS; FOURNIER,
2003), e por isso o domínio do operador de Laplace D(∆) = H2(Ω)∩H1

0 (Ω) é adequado para
estudar o problema (1.4) quando u0 ∈ L2(Ω). Logo ter uma noção de traço para distribuições
parece muito interessante para dar sentido e conseguir estudar o problema (1.4), no caso em que
u0 é uma distribuição que não pertence aos espaços Lp’s.

Em (CORDARO, 1999) é apresentada uma noção de traço, denominada valor de fronteira,
entretanto essa noção é restrita a funções holomorfas f : I× i(0,δ )→ C tais que existem C > 0
e N ∈ N de modo que f verifica a estimativa

| f (x+ iy)| ≤ C
yN

para todo x+ iy ∈ I× i(0,δ ).

Considerando Ω uma aberto com fronteira suave, no Capítulo 4 apresentamos um
conceito de traço para distribuições em um subespaço de 𝒟 ′(Ω), denominamos tal subespaço
por espaço das distribuições em Ω com traço em ∂Ω e o denotamos por 𝒟 ′

∂Ω
(Ω). O traço de

uma distribuição em 𝒟 ′
∂Ω

(Ω), como mostramos, será uma distribuição em 𝒟 ′(∂Ω), por este
motivo começamos o Capítulo 4 abordando um espaço de distribuições sobre uma variedade
suave M que é apresentado em (HÖRMANDER, 1980), o qual denotamos por 𝒟 ′1(M).

A noção de traço apresentada no Capítulo 4 fornece sentido para o Problema de Dirichlet
com a equação de Laplace: ∆U = 0, em Ω

U = u0, em ∂Ω,
(1.5)
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no caso em u0 ∈ 𝒟 ′(∂Ω), interpretando a condição de contorno como o traço de U em ∂Ω é
igual a u0. No caso em que Ω = B é a bola unitária em Rn+1, temos que a fórmula integral de
Poisson

U(x) =
1−|x|2

(n+1)ωn+1

∫
∂B

u0(y)
|x− y|n+1 dSy

fornece as soluções para o problema (1.5) quando u0 ∈C(∂B).

No Capítulo 4 apresentamos um Teorema onde mostramos que a fórmula integral de
Poisson contínua fornecendo solução para o problema (1.5) no caso em que u0 ∈𝒟 ′(∂B). Para
formular e demonstrar tal Teorema foi necessário olhar a distribuição u0 como um funcional
linear contínuo sobre o espaço C∞(∂Ω), por este motivo apresentamos no Capítulo 4 o espaço
dos funcionais lineares contínuos sobre C∞(M), denotado por ℰ ′(M), onde M é uma variedade
suave. A conexão entre os espaços de distribuições 𝒟 ′1(M) e ℰ ′(M) é feita por um terceiro
espaço de distribuições apresentado no Capítulo 4, denotado por 𝒟 ′2(M).

No Capítulo 2 são apresentados alguns conceitos básicos da Teoria das distribuições e da
Análise de Fourier que serão utilizados nos Capítulos 3 e 4.
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CAPÍTULO

2
PRELIMINARES

2.1 Nets
Como sabemos a convergência de sequências caracteriza a topologia de um espaço

métrico, já que caracteriza seus fechados. No entanto, o mesmo não ocorre em um espaço
topológico qualquer. Por exemplo, seja RN o conjunto das sequências em R munido com a
topologia box, isto é, a topologia gerada pela base

ℬ =

{
∞

∏
j=1

(a j,b j) : j ∈ N e a j < b j

}
.

É imediato que QN é denso em RN, no entanto dada qualquer sequência (xk) ⊂ QN onde
xk = (xk

1,x
k
2, ...), existe B ∈ℬ tal que (

√
2,
√

2,
√

2, ...)∈ B e B∩{xk : k ∈N}= /0. De fato, basta
usar o argumento diagonal de Cantor considerando

B =
∞

∏
j=1

(√
2−|x j

j−
√

2|,
√

2+ |x j
j−
√

2|
)
.

Portanto, não existe uma sequência em QN que converge para (
√

2,
√

2,
√

2, ...).

Para caracterizar um espaço topológico qualquer a partir da convergência de determinados
objetos necessitamos que esses objetos sejam um pouco mais gerais que as sequências. Esses
objetos são os nets.

Definição 1. Um conjunto dirigido é um conjunto ϒ munido de uma relação binária . que
satisfaz:

(i) α . α para todo α ∈ ϒ.

(ii) Se α,β ,γ ∈ ϒ são tais que α . β e β . γ então α . γ .

(iii) Dados α,β ∈ ϒ existe γ ∈ ϒ tal que α . γ e β . γ .
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Neste caso, dizemos também que . é uma pré-ordem filtrante, onde pré-ordem se refere a relação
. satisfazer (i) e (ii) e filtrante se refere a relação . satisfazer (iii).

Um net em um conjunto X é uma aplicação ϒ 3 α 7→ xα ∈ X , de um conjunto dirigido ϒ

em X . Indicaremos tal net por 〈xα〉α∈ϒ ou simplesmente por 〈xα〉 quando estiver claro qual é o
conjunto dirigido ϒ em questão.

Exemplo 1. N é um conjunto dirigido com a pré-ordem filtrante ≤.

Exemplo 2. Seja M um espaço métrico e a ∈M, M\{a} é um conjunto dirigido com a relação
. definida por:

x . y⇐⇒ d(x,a)≥ d(y,a).

Exemplo 3. Dado um intervalo [a,b] o conjunto 𝒫 de todas as partições de [a,b] é um conjunto
dirigido com a relação . definida por:

P . Q⇐⇒‖Q‖ ≤ ‖P‖.

Exemplo 4. Seja X um espaço topológico e x ∈ X , o conjunto 𝒩x de todas as vizinhanças de x é
um conjunto dirigido pela inclusão inversa, isto é, dados U,V ∈𝒩x dizemos que U .V quando
V ⊂U .

Exemplo 5. Se ϒ1,ϒ2 são conjuntos dirigidos pelas relações .1 e .2, então ϒ1×ϒ2 fica dirigido
com a relação . definida por:

(α,β ). (α ′,β ′)⇐⇒ α .1 α
′ e β .2 β

′.

Definição 2. Seja 〈xα〉α∈ϒ um net em X e E ⊂ X . Dizemos que,

(a) 〈xα〉α∈ϒ está eventualmente em E quando existe α0 ∈ ϒ tal que xα ∈ E sempre que α & α0.

(b) 〈xα〉α∈ϒ está frequentemente em E quando para todo α ∈ ϒ existe β ∈ ϒ com β & α e
xβ ∈ E.

Se X é um espaço topológico, dizemos que um net 〈xα〉α∈ϒ converge para x ∈ X quando
dada qualquer vizinhança U de x o net 〈xα〉α∈ϒ está eventualmente em U e denotamos esta
convergência por xα

X−−→
α∈ϒ

x ou simplesmente por xα → x.

Dizemos também que x é um valor de aderência de 〈xα〉α∈ϒ quando para toda vizinhança
U de x o net 〈xα〉α∈ϒ está frequentemente em U .

Proposição 1. Seja X um espaço topológico, E um subconjunto de X e x ∈ X . Então:

(a) x ∈ E se, e somente se, existe um net 〈xα〉α∈ϒ em E tal que xα

X−−→
α∈ϒ

x.

(b) x ∈ E ′ se, e somente se, existe um net 〈xα〉α∈ϒ em E\{x} tal que xα

X−−→
α∈ϒ

x.
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Demonstração. (a) Seja 〈xα〉α∈ϒ em E tal que xα

X−−→
α∈ϒ

x. Dada uma vizinhança U de x existe

α0 ∈ ϒ tal que xα ∈U para todo α & α0, em particular, xα0 ∈U ∩E, logo U ∩E 6= /0. Portanto,
x ∈ E.

Reciprocamente, suponhamos que x ∈ E e para cada vizinhança U de x seja xU ∈U ,
assim o conjunto 𝒩x de todas as vizinhanças de x dirigido pela inclusão inversa, obtemos o net
〈xU〉U∈𝒩x . Dada uma vizinhança U0 de x, para todo U ⊂U0 temos que xU ∈U ⊂U0. Portanto,
xU −−−→

U∈𝒩x
x.

(b) Temos que x ∈ E ′ se, e somente se, x ∈ E\{x}, logo o (b) segue de (a).

O próximo resultado nos mostra que assim como a continuidade de uma função entre
espaços métricos é descrita através da convergência das sequências, a continuidade de uma
função entre espaços topológicos é descrita através da convergência dos nets.

Proposição 2. Sejam X ,Y espaços topológicos e f : X → Y uma função. Então f é contínua
em um ponto x ∈ X se, e somente se, para todo 〈xα〉α∈ϒ em X tal que xα

X−−→
α∈ϒ

x temos que

f (xα)
Y−−→

α∈ϒ
f (x).

Demonstração. Suponhamos que f é contínua em x ∈ X e seja 〈xα〉α∈ϒ em X tal que xα

X−−→
α∈ϒ

x.

Se V ∈𝒩 f (x) então f−1(V ) ∈𝒩x, logo existe α0 ∈ ϒ tal que xα ∈ f−1(V ) para todo α & α0,

então f (xα) ∈V para todo α ∈ α0. Portanto f (xα)
Y−−→

α∈ϒ
f (x).

Reciprocamente, se f não é contínua em x existe V ∈𝒩x tal que f−1(V ) 6∈𝒩x, ou seja,
x 6∈ int( f−1(V )), ou ainda, x ∈ [int( f−1(V ))]c = [ f−1(V )]c = f−1(V c). Então pela proposição
anterior existe 〈xα〉α∈ϒ em f−1(V c) tal que xα

X−−→
α∈ϒ

x. Por outro lado, como 〈 f (xα)〉α∈ϒ é um

net em V c segue que 〈 f (xα)〉α∈ϒ não converge para f (x).

Proposição 3. Sejam X ,Y espaços topológicos e consideremos X×Y munido com a topologia
produto. Um net 〈(xα ,yα)〉α∈ϒ em X×Y converge para (x,y)∈X×Y se, e somente se, xα

X−−→
α∈ϒ

x

em X e yα

Y−−→
α∈ϒ

y em Y .

Demonstração. Suponhamos que o net 〈(xα ,yα)〉α∈ϒ em X ×Y converge para (x,y) ∈ X ×Y ,
então dadas uma vizinhança U de x e uma vizinhança V de y, como U×V é uma vizinhança de
(x,y), existe α0 ∈ ϒ tal que (xα ,yα) ∈U×V para todo α & α0, ou ainda, xα ∈U e yα ∈V para
todo α & α0. Portanto, xα

X−−→
α∈ϒ

x e yα

Y−−→
α∈ϒ

y.

Reciprocamente, suponhamos que xα

X−−→
α∈ϒ

x e yα

Y−−→
α∈ϒ

y. Dada uma vizinhança W de

(x,y), da definição da topologia produto, existem vizinhanças U de x e V de y tais que U×V ⊂W .
Por outro lado, das convergências xα

X−−→
α∈ϒ

x e yα

Y−−→
α∈ϒ

y, existem α1,α2 ∈ ϒ tais que xα ∈U

para todo α & α1 e yα ∈ V para todo α & α2. Tomando α0 ∈ ϒ tal que α0 & α1 e α0 & α2,
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obtemos que xα ∈U e yα ∈V para todo α & α0, logo (xα ,yα) ∈U×V ⊂W para todo α & α0.
Portanto, 〈(xα ,yα)〉α∈ϒ

X×Y−−−→
α∈ϒ

(x,y).

2.2 Espaços vetoriais topológicos

Por vezes em alguns espaços vetoriais é necessário considerar uma topologia que não é
gerada por uma norma. Entretanto é muito interessante quando tal topologia se comporta bem
com a estrutura algébrica do espaço vetorial, como é o caso dos espaços vetoriais topológicos
que definiremos a seguir.

Definição 3. Um espaço vetorial topológico é um espaço vetorial X sobre K (K=R ou K=C),
munido de uma topologia de modo que as aplicações soma s : X ×X → X e multiplicação de
escalar por vetor m : K×X → X definidas por

s(x,y) = x+ y e m(λ ,x) = λx

são contínuas.

Definição 4. Seja X um espaço vetorial sobre K, uma seminorma em X é uma função p : X →R
que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) p(x)≥ 0

(ii) p(λx) = |λ |p(x)

(iii) p(x+ y)≤ p(x)+ p(y)

para quaisquer x,y ∈ X e λ ∈K.

Assim como uma norma gera uma topologia em um espaço vetorial normado através das
bolas que tal norma define, a definição abaixo nos mostra um processo para obter uma topologia
para um espaço vetorial através de uma família de seminormas.

Definição 5. Seja X um espaço vetorial sobre K e Λ uma família de seminormas em X . Dizemos
que a família de seminormas Λ é separante se p(x) = 0 para todo p ∈ Λ somente quando x = 0.

Dados x ∈ X , p ∈ Λ e r > 0, seja Bp(x,r) := {y ∈ X ; p(x− y)< r}. O conjunto,{
U ⊂ X ;∀x ∈U existem N ∈ N, p j ∈ Λ para j = 1, ...,N e r > 0 tais que

N⋂
j=1

Bp j(x,r)⊂U

}

é uma topologia em X , a qual chamamos de topologia gerada pela família de seminormas Λ.
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Seja X um espaço vetorial munido de uma família de seminormas Λ, sempre que nada
for dito, estaremos considerando em X a topologia gerada pela família de seminormas Λ.

Segue diretamente da definição anterior que Bp(x,r) é um aberto em X para quaisquer
p ∈ Λ, x ∈ X e r > 0 e que

ℬ =

{
N⋂

j=1

Bp j(x,r);x ∈ X ,r > 0,N ∈ N e p j ∈ Λ para j = 1, ...,N

}
(2.1)

é uma base para a topologia de X .

Teorema 1. Seja X um espaço vetorial sobre K munido de uma família de seminormas Λ. Então

(a) Um net 〈xβ 〉β∈ϒ converge para x ∈ X se, e somente se, p(xβ − x)−−→
β∈ϒ

0 para todo p ∈ Λ.

(b) X é um espaço vetorial topológico.

(c) X é Hausdorff se, e somente se, Λ é separante.

Demonstração. (a) Suponhamos que o net 〈xβ 〉β∈B converge para x ∈ X . Então, dados p ∈ Λ e
ε > 0, como Bp(x,ε) é uma vizinhança de x, existe β0 ∈ ϒ tal que xβ ∈ Bp(x,ε) para todo β0 ∈ ϒ

tal que β & β0. Logo p(xβ − x)< ε para todo β & β0. Portanto, p(xβ − x)−−→
β∈ϒ

0.

Reciprocamente, suponhamos que p(xβ − x) −−→
β∈ϒ

0 para toda p ∈ Λ. Dada uma vi-

zinhança U de x, da definição da topologia de X , existem N ∈ N, p j ∈ Λ para j = 1, ...,N
e r > 0 tais que x ∈

⋂N
j=1 Bp j(x,r) ⊂U . Da hipótese, para cada j = 1, ...,N existe β j tal que

p j(xβ −x)< r para todo β & β j. Tomando β0 ∈ ϒ tal que β0 & β j para todo j = 1, ...,N, obtemos
que p j(xβ − x) < r para quaisquer β & β0 e j ∈ {1, ...,N}, logo xβ ∈

⋂N
j=1 Bp j(x,r) ⊂U para

todo β & β0 e portanto xβ

X−−→
β∈ϒ

x.

(b) Seja 〈(xβ ,yβ )〉β∈ϒ um net em X×X que converge para (x,y)∈X×X , então xβ

X−−→
β∈ϒ

x

e yβ

X−−→
β∈ϒ

y. Dado p ∈ Λ, por (a), temos que p(xβ − x)−−→
β∈ϒ

0 e p(yβ − y)−−→
β∈ϒ

0. Como

p(s(xβ ,yβ )− s(x,y)) = p(xβ + yβ − (x+ y))≤ p(xβ − x)+ p(yβ − y),

segue que p(s(xβ ,yβ )− s(x,y))−−→
β∈ϒ

0. Novamente por (a), segue que s(xβ ,yβ )
X−−→

β∈ϒ

s(x,y) e

portanto s é contínua.

Analogamente, usando a desigualdade

p(λβ xβ −λx) = p(λβ (xβ − x)+(λβ −λ )x)≤ |λβ |p(xβ − x)+ |λβ −λ |p(x)

e o item (a), obtemos que a aplicação produto de escalar por vetor é contínua.
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(c) Suponhamos que X é Hausdorff e seja x ∈ X\{0}. Temos que existem abertos
disjuntos U e V tais que x ∈U e 0 ∈V , pela definição da topologia em X , existem N ∈N, p j ∈Λ

para j = 1, ...,N e r > 0 tais que
⋂N

j=1 Bp j(x,r)⊂U . Segue que 0 /∈
⋂N

j=1 Bp j(x,r), logo existe
k ∈ {1,2 . . . ,N} tal que 0 /∈ Bpk(x,r) e então pk(x) = pk(x−0)≥ r > 0. Portanto Λ é separante.

Por outro lado, se Λ é separante, dados x,y∈ X com x 6= y, existe p∈Λ tal que p(x−y)>

0. Sejam r = p(x− y), x ∈ Bp
(
x, r

2

)
e y ∈ Bp

(
y, r

2

)
, temos que

p(x− y)≥ p(x− y)− p(x− x)≥ p(x− y)− p(y− y)− p(x− x)> r− r
2
− r

2
= 0,

logo x 6= y. Portanto Bp
(
x, r

2

)
e Bp

(
y, r

2

)
são conjuntos abertos disjuntos, logo X é Hausdorff.

Definição 6. Se X é um espaço vetorial topológico cuja topologia é gerada por uma família Λ

de seminormas sobre X , dizemos que X = (X ,Λ) é um espaço vetorial topológico localmente
convexo.

Observação 1. Seja X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico localmente convexo, observe
que a base ℬ para a topologia de X definida em (2.1) é formada por conjuntos convexos, pois
dados p ∈ Λ, x ∈ X e r > 0 o conjunto Bp(x,r) é convexo. Além disso, se X é um espaço vetorial
topológico cuja topologia possui uma base formada por conjuntos convexos é possível mostrar
que tal topologia é gerada por uma família de seminormas (ver Capítulo 7 de (TREVES, 1967)).

Teorema 2. Sejam X =(X ,ΛX) e Y =(Y,ΛY ) espaços vetoriais topológicos localmente convexos
e T : X → Y é um operador linear. Então T é contínuo se, e somente se, dada q ∈ ΛY existem
p1, p2, ..., pN ∈ ΛX e uma constante C > 0, tais que

q(T x)≤C
N

∑
j=1

p j(x)

para todo x ∈ X .

Demonstração. Suponhamos que T é contínuo, então dada q ∈ ΛY , como o conjunto BY
q (0,1) =

{y ∈ Y : q(y)< 1} é um aberto que contém a origem, segue que T−1 (BY
q (0,1)

)
é um aberto que

contém a origem. Consequentemente existem p1, p2, ..., pN ∈ ΛX e r > 0, tais que

n⋂
j=1

BX
p j
(0,r)⊂ T−1 (BY

q (0,1)
)
.

Dado x ∈ X , temos dois casos: (i) p j(x) 6= 0 para algum j ∈ {1,2, ...,N}. Nesse caso, como

p j

(
r

2∑
N
k=1 pk(x)

x
)
=

r
2

p j(x)

∑
N
k=1 pk(x)

≤ r
2
< r

para todo j ∈ {1,2, ...,N}, temos que

r
2∑

N
k=1 pk(x)

x ∈
n⋂

j=1

BX
p j
(0,r)⊂ T−1 (BY

q (0,1)
)
.
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Logo

q
(

T
(

r
2∑

N
k=1 pk(x)

x
))

< 1,

de onde segue que,

q(T x)<
2
r

N

∑
k=1

pk(x).

(ii) p j(x) = 0 para todo j ∈ {1,2, ...,N}. Nesse caso, dado t > 0, temos que p j(tx) = t p j(x) = 0
para todo j ∈ {1,2, ...,N}, logo

tx ∈
n⋂

j=1

BX
p j
(0,r)⊂ T−1 (BY

q (0,1)
)

e então tq(T x) = q(T (tx))< 1. Temos assim que

q(T x)<
1
t

para todo t > 0 e portanto q(T x) = 0. Com isso,

q(T x) = 0≤ 0 =
2
r

N

∑
k=1

pk(x).

Note que, quando (X ,‖ ·‖X) é um espaço normado, a topologia em X gerada pela família
unitária de seminormas {‖·‖X} é exatamente a topologia induzida pela norma ‖·‖X , dessa forma
o seguinte Corolário é um caso particular do Teorema 2.

Corolário 1. Sejam X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico localmente convexo e f : X →K
é um funcional linear. Temos que f é contínuo se, e somente se, existem p1, p2, ..., pN ∈ Λ e uma
constante C > 0 tais que

| f (x)| ≤C
N

∑
j=1

p j(x)

para qualquer x ∈ X .

A seguir são apresentados alguns exemplos de espaços vetoriais topológicos localmente
convexos.

Exemplo 6 (O Espaço L1
loc(Ω) ). Sejam Ω⊂ Rn um aberto, A = {K ⊂Ω;K é compacto} e

L1
loc(Ω) := { f : Ω→ C; f é mensurável e f |K ∈ L1(K) para qualquer K ⊂Ω compacto}.

A família de seminormas {PL1
loc(Ω),K}K∈A em L1

loc(Ω) definidas por

PL1
loc(Ω),K( f ) =

∫
K
| f (x)|dx

é separante. Portanto L1
loc(Ω) =

(
L1

loc(Ω),{PL1
loc(Ω),K}K∈A

)
é um espaço vetorial topológico

localmente convexo e Hausdorff.
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Exemplo 7 (O Espaço Cm(Ω) ). Ainda com Ω⊂ Rn aberto e o mesmo A do Exemplo 6, dado
m ∈ Z+, seja

Cm(Ω) := {φ : Ω→ C;φ é de classe Cm}.

A família de seminormas {PCm(Ω),K}K∈A, definidas por

PCm(Ω),K(φ) = ∑
|α|≤m

sup
K
|∂ α

φ |

é separante. Então Cm(Ω) =
(
Cm(Ω),{PCm(Ω),K}K∈A

)
é um espaço vetorial topológico local-

mente convexo e Hausdorff.

Exemplo 8 (O Espaço C∞(Ω) ). Ainda com Ω⊂ Rn aberto e o mesmo A do Exemplo 6, seja

C∞(Ω) := {φ : Ω→ C;φ é de classe Ck para todo k ∈ N}.

A família de seminormas {PC∞(Ω),m,K}(m,K)∈Z+×A definidas por

PC∞(Ω),m,K(φ) = ∑
|α|≤m

sup
K
|∂ α

φ |

é separante. Então C∞(Ω) =
(
C∞(Ω),{PC∞(Ω),m,K}(m,K)∈Z+×A

)
é um espaço vetorial topológico

localmente convexo e Hausdorff.

Exemplo 9 (O Espaço C∞
c (K) ). Seja E ⊂ Rn definimos

C∞
c (E) := {φ ∈C∞(Rn) : supp(φ) é um compacto contido em E}

Dado um compacto K ⊂ Rn, a família de seminormas
{

PC∞
c (K),m

}
m∈Z+

em C∞
c (K) definidas por

PC∞
c (K),m(φ) = ∑

|α|≤m
sup
Rn
|∂ α

φ |

é separante. Portanto C∞
c (K) =

(
C∞

c (K),
{

PC∞
c (K),m

}
m∈Z+

)
é um espaço vetorial topológico

localmente convexo e Hausdorff.

Exemplo 10 (O Espaço de Schwartz 𝒮 ). Consideremos o espaço de Schwartz

𝒮 :=
{

φ ∈C∞(Rn) : sup
x∈Rn

(1+ |x|)N |∂ α
φ(x)|< ∞ ∀N ∈ Z+ e ∀α ∈ Zn

+

}
munido da família de seminormas {‖ · ‖(N,α)}(N,α)∈Z+×Zn

+
definidas por

‖φ‖(N,α) = sup
x∈Rn

(1+ |x|)N |∂ α
φ(x)|.

Como a família de seminormas {‖ · ‖(N,α)}(N,α)∈Z+×Zn
+

é separante, segue que

𝒮 =
(
𝒮 ,{‖ · ‖(N,α)}(N,α)∈Z+×Zn

+

)
é um espaço vetorial topológico localmente convexo e

Hausdorff.
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A proposição a seguir nos mostra que se X é um espaço vetorial topológico, cuja a
topologia é gerada por uma família enumerável e separante de seminormas, então X é metrizável.

Proposição 4. Sejam X = (X ,{pm}m∈N) um espaço vetorial topológico localmente convexo,
munido de uma família enumerável e separante de seminormas {pm}m∈N, τ a topologia em X

gerada por esta família de seminormas e d : X×X → R a aplicação definida por:

d(x,y) =
∞

∑
m=1

pm(x− y)
2m(1+ pm(x− y))

. (2.2)

Temos que d é uma métrica sobre X e sendo τ̃ a topologia em X gerada pela métrica d, temos
que τ̃ = τ .

Demonstração. De fato, dados x,y,z ∈ X , temos que d(x,y) = d(y,x)≥ 0 e como a família de
seminormas {pm}m∈N é separante

d(x− y) = 0 ⇔
∞

∑
m=1

pm(x− y)
2m(1+ pm(x− y))

= 0

⇔ pm(x− y)
2m(1+ pm(x− y))

= 0 ∀m ∈ N

⇔ pm(x− y) = 0 ∀m ∈ N
⇔ x = y.

Além disso, sendo f : [0,∞)→ [0,1) a função definida por

f (t) =
t

1+ t

para todo t ≥ 0, temos que

f ′(t) =
1

(1+ t)2 > 0

para todo t ≥ 0, logo f é crescente e então

pm(x− y)
1+ pm(x− y)

+
pm(y− z)

1+ pm(y− z)
=

pm(x− y)(1+ pm(y− z))+ pm(y− z)(1+ pm(x− y))
(1+ pm(x− y))(1+ pm(y− z))

=
pm(x− y)+ pm(y− z)+2pm(x− y)pm(y− z)

1+ pm(x− y)+ pm(y− z)+ pm(x− y)pm(y− z)

≥ pm(x− y)+ pm(y− z)+ pm(x− y)pm(y− z)
1+ pm(x− y)+ pm(y− z)+ pm(x− y)pm(y− z)

= f (pm(x− y)+ pm(y− z)+ pm(x− y)pm(y− z))

≥ f (pm(x− z)) =
pm(x− z)

1+ pm(x− z)

para todo m ∈ N. Segue que d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z) e portanto d é uma métrica sobre X .
Como f é bijetiva e f−1 : [0,1)→ [0,∞) é dada por

f−1(t) =
t

1− t
,
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temos que f−1 é contínua no ponto 0, logo dados j ∈ N e ε > 0, existe δ > 0 tal que f−1(t)< ε

para todo t ∈ [0,2 jδ ), assim

d(x,y)< δ ⇒
∞

∑
m=1

pm(x− y)
2m(1+ pm(x− y))

< δ

⇒ f (p j(x− y)) =
p j(x− y)

(1+ p(x− y))
< 2 j

δ

⇒ p j(x− y) = f−1( f (p j(x− y)))< ε

e então temos que a aplicação identidade Id : (X , τ̃)→ (X ,τ) é continua, logo τ ⊂ τ̃ . Por outro
lado, dado ε > 0, seja j ∈ N tal que 21− j < ε , temos que

pm(x− y)<
ε

2
∀m = 1, . . . , j

⇒
j

∑
m=1

pm(x− y)
2m(1+ pm(x− y))

<
j

∑
m=1

ε

2m+1 <
ε

2

⇒ d(x,y) =
∞

∑
m=1

pm(x− y)
2m(1+ pm(x− y))

<
ε

2
+

∞

∑
m= j+1

1
2m =

ε

2
+2− j < ε,

logo a aplicação identidade Id : (X ,τ)→ (X , τ̃) é continua. Portanto τ̃ ⊂ τ .

Definição 7. Seja X um espaço vetorial topológico e (xα)α∈ϒ um net em X . Dizemos que
(xα)α∈ϒ é um net de Cauchy se xα − xβ

X−−−−−−−→
(α,β )∈ϒ×ϒ

0. Dizemos que X é completo se todo net de

Cauchy em X é convergente. Dizemos que X é sequencialmente completo se toda sequência de
Cauchy é convergente.

Definição 8. Seja X = (X ,{pm}m∈N) um espaço vetorial topológico localmente convexo tal que
a família enumerável de seminormas {pm}m∈N é separante. Dizemos que X = (X ,{pm}m∈N) é
um espaço de Fréchet se X é completo.

Lema 1 (Baire). Seja X um espaço métrico completo e (Xk)k∈N uma sequência de subconjuntos
fechados em X . Se intXk = /0 para todo k ∈ N, então

int

(
∞⋃

k=1

Xk

)
= /0.

Demonstração. Ver (BRÉZIS, 2011).

Se X = (X ,{pm}m∈N) é um espaço de Fréchet, temos que X = (X ,d) é um espaço
métrico completo onde a métrica d é apresentada na Proposição 4. Logo o Lema de Baire é
válido em espaços de Fréchet e podemos enunciar e demonstrar a seguinte generalização do
Princípio da Limitação Uniforme:
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Teorema 3 (Banach-Steinhaus). Sejam X = (X ,{pm}m∈N) um espaço de Fréchet, Y = (Y,Λ)

um espaço vetorial topológico localmente convexo e 𝒯 um conjunto de operadores lineares
contínuos de X em Y . Dada q ∈ Λ, se

sup
T∈𝒯

q(T x)< ∞

para todo x ∈ X , então existem C > 0 e j ∈ N tais que

q(T x)≤C
j

∑
m=1

pm(x)

para todo x ∈ X e T ∈𝒯 .

Demonstração. Dado m ∈ N, seja

Xm = {x ∈ X : q(T x)≤ m para todo T ∈𝒯 },

como
sup

T∈𝒯
q(T x)< ∞

para todo x ∈ X , temos que
∞⋃

m=1

Xm = X .

Além disso, como todo T ∈𝒯 é um operador contínuo e q : Y → R é uma aplicação contínua,
segue que

Xk =
⋂

T∈𝒯
T−1 (q−1([0,k])

)
é fechado em X . Como intX = X e X 6= /0, segue do Lema de Baire que existe k ∈ N, tal que
intXk 6= /0, então existem y ∈ Xk, j ∈ N e r > 0, tais que

j⋂
m=1

Bpm(y,r)⊂ Xk.

Dado x ∈ X , temos que

r
2

(
j

∑
m=1

pm(x)

)−1

x+ y ∈
j⋂

m=1

Bpm(y,r)⊂ Xk,

logo

q

 r
2

(
j

∑
m=1

pm(x)

)−1

T x+Ty

≤ k

para todo T ∈𝒯 e segue que

r
2

(
j

∑
m=1

pm(x)

)−1

q(T x)−q(Ty)≤ k.
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para todo T ∈𝒯 . Portanto

q(T x)≤ 2
r
(k+q(Ty))

j

∑
m=1

pm(x)

para todo x ∈ X e T ∈𝒯 .

Corolário 2. Sejam X = (X ,{pm}m∈N) um espaço de Fréchet, Y = (Y,Λ) um espaço vetorial
topológico localmente convexo e (Tk)k∈N ⊂ℒ (X ,Y ) uma sequência de operadores lineares
contínuos. Se para todo x ∈ X a sequência (Tk(x))k∈N é convergente em Y , então o operador
T : X → Y definido por

T x = lim
k→∞

Tkx

pertence a ℒ (X ,Y ).

Demonstração. Seja p ∈ Λ, temos que p(Tkx−T x)−−−→
k→∞

0, logo

sup
k∈N

p(Tkx)≤ sup
k∈N

[p(Tkx−T x)+ p(T x)] = p(T x)+ sup
k∈N

p(Tkx−T x)< ∞

para todo x ∈ X . Pelo Teorema anterior, existem C > 0 e j ∈ N tais que

p(Tk(x))≤C
j

∑
m=1

pm((x))

para todo x ∈ X e k ∈ N. Logo fazendo k→ ∞ na estimativa acima, obtemos

p(T (x))≤C
j

∑
m=1

pm((x)),

para todo x ∈ X . Portanto T ∈ℒ (X ,Y ).

2.3 O espaço das funções teste C∞
c (Ω)

Nesta seção apresentaremos o espaço C∞
c (Ω), o qual é fundamental para definir o conceito

de distribuição.

Definição 9 (Espaço das funções teste C∞
c (Ω)). Seja Ω ⊂ Rn um aberto, munimos o espaço

C∞
c (Ω) com a topologia limite indutivo 𝒯𝒟 definida por

𝒯𝒟 := {U ⊂C∞
c (Ω);U ∩C∞

c (K) é um aberto em C∞
c (K) para todo K ⊂Ω compacto }.

Podemos nos perguntar se C∞
c (Ω) não é o espaço trivial {0}, isto é, se existe alguma

função φ ∈C∞
c (Ω) tal que φ 6= 0. A seguir, daremos um exemplo de tal φ .
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Exemplo 11. Consideremos a função f : R→ [0,+∞) definida por

f (t) =

0, se t ≤ 0

e−
1
t , caso contrário.

Verificamos facilmente por indução que para cada k ∈N temos f ∈Ck(Rn) e existe um polinômio
Pk tal que,

f (k)(t) =

0, se t ≤ 0

Pk
(1

t

)
e−

1
t , caso contrário,

portanto f ∈C∞(R).

Seja φ : Rn→ R definida por

φ(x) =

e
− 1

1−|x|2 , se ≤ x ∈ B(0,1)

0, caso contrário.

Temos que φ é a função f composta com a função Rn 3 x 7→ 1−|x|2 ∈ R, como esta
última função também é de classe C∞ segue que φ ∈C∞(Rn). Por outro lado supp(φ)⊂ B(0,1),
portanto φ ∈C∞

c (Rn).

Sejam Ω⊂ Rn um aberto, x0 ∈Ω e ε > 0 tais que B(0,ε)⊂Ω, então temos que função
ψ : Rn→ R definida por ψ(x) = φ

(
ε−1(x− x0)

)
pertence a C∞

c

(
B(0,ε)

)
⊂C∞

c (Ω).

Proposição 5. As inclusões iK : C∞
c (K)→C∞

c (Ω) com K ⊂Ω compacto são contínuas. Além
disso, 𝒯𝒟 é a maior topologia sobre C∞

c (Ω) que torna tais inclusões iK contínuas.

Demonstração. Fixado K ⊂ Ω compacto, seja U ⊂ C∞
c (Ω) um aberto, temos que i−1

K (U) =

U∩C∞
c (K) é um aberto em C∞

c (K) pela definição da topologia de C∞
c (Ω). Portanto, iK : C∞

c (K)→
C∞

c (Ω) é contínua. Por outro lado, se 𝒯 é outra topologia sobre C∞
c (Ω) que torna as inclusões

iK : C∞
c (K)→C∞

c (Ω) com K ⊂Ω compacto contínuas, então dado U ∈𝒯 e K ⊂Ω compacto,
temos que U ∩C∞

c (K) = i−1
K (U) é um aberto em C∞

c (K), logo U ∈𝒯𝒟 .

Proposição 6. Sejam X um espaço topológico e f : C∞
c (Ω)→ X uma função. Então f é contínua

se, e somente se, sua restrição f |C∞
c (K) : C∞

c (K)→ X é contínua para qualquer K ⊂Ω compacto.

Demonstração. Suponhamos que f é contínua e seja K ⊂ Ω compacto, temos então que
f |C∞

c (K) = f ◦ iK é contínua pela Proposição 5. Reciprocamente, se dado K ⊂ Ω compacto
temos f |C∞

c (K) : C∞
c (K)→ X contínua, então para U ⊂ X aberto f−1(U)∩C∞

c (K) = f |−1
C∞

c (K)
(U)

é um aberto em C∞
c (K). Como o compacto K ⊂Ω é tomado arbitrariamente, segue que f−1(U)

é um aberto em C∞
c (Ω).
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Proposição 7. Seja f : C∞
c (Ω)→ C um funcional linear, então f é contínuo se, e somente se,

para todo K ⊂Ω compacto existe m ∈ Z+ e uma constante C > 0 tais que

| f (φ)| ≤C ∑
|α|≤ j

sup
Rn
|∂ α

φ |,

para toda φ ∈C∞
c (K).

Demonstração. Segue imediatamente da Proposição 6 e do Corolário 1.

2.4 O espaço das distribuições 𝒟 ′(Ω)

Nesta seção apresentamos o espaço das distribuições 𝒟 ′(Ω) e algumas propriedades
deste espaço.

Definição 10. Seja X um espaço vetorial topológico, o dual de X , o qual denotamos por X ′

é o espaço de todos os funcionais lineares contínuos sobre X . Munimos X ′ com a família de
seminormas {PX ′,x}x∈X definidas por

PX ′,x( f ) = |〈 f ,x〉|

para toda f ∈ X ′.

Seja Ω⊂ Rn aberto, o espaço das distribuições, denotado por 𝒟 ′(Ω), é o dual do espaço
das funções teste C∞

c (Ω). Isto é, uma distribuição é um funcional linear contínuo f : C∞
c (Ω)→C.

Observe que a Proposição 7 nos dá uma caracterização para as distribuições.

Exemplo 12. Seja f ∈ L1
loc(Ω), temos que f̃ : C∞

c (Ω)→ C definida por

〈 f̃ ,φ〉=
∫

Ω

f φ

é uma distribuição. De fato, é evidente que f̃ é linear, além disso, dado K ∈Ω temos que

|〈 f̃ ,φ〉|=
∣∣∣∣∫

Ω

f φ

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫K
f φ

∣∣∣∣≤ ∫K
| f φ | ≤

(∫
K
| f |
)

sup
Rn
|φ |,

para toda φ ∈C∞
c (K). Pela Proposição 7, f̃ ∈ 𝒟 ′(Ω). Temos ainda que a aplicação L1

loc(Ω) 3
f 7→ f̃ ∈ f̃ ∈ 𝒟 ′(Ω) é linear, injetiva e contínua. A linearidade de tal aplicação é evidente
e a injetividade é obtida por consequência do Teorema da diferenciação de Lebesgue (ver
(FOLLAND, 1999), página 98). Já a continuidade segue pelo Teorema 2, pois

P𝒟 ′(Ω),φ ( f̃ ) = |〈 f̃ ,φ〉| ≤
(

sup
Rn
|φ |
)∫

supp(φ)
| f |=

(
sup
Rn
|φ |
)

PL1
loc(Ω),supp(φ)( f )

para quaisquer φ ∈C∞
c (K) e f ∈ L1

loc(Ω).

Como é usual, iremos identificar a função f com a distribuição f̃ , nesse sentido, temos
que L1

loc(Ω)⊂𝒟 ′(Ω).
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O Exemplo 12, mostra que 𝒟 ′(Ω) contém todas a funções de L1
loc(Ω), é natural nos

perguntar se existe alguma distribuição que não seja uma função de L1
loc(Ω). A seguir temos um

exemplo de uma distribuição deste tipo.

Exemplo 13. Seja δ : C∞
c (Rn)→ C definida por

〈δ ,φ〉= φ(0).

Segue da Proposição 7 que δ é uma distribuição, conhecida como a distribuição delta de Dirac.

Suponhamos que δ = f para alguma f ∈ L1
loc(Ω), como∫

Rn
f φ = 〈 f ,φ〉= 〈δ ,φ〉= φ(0) = 0

para qualquer φ ∈C∞
c (Rn\{0}), segue f = 0 quase sempre em Rn\{0}. Assim

〈δ ,φ〉= 〈 f ,φ〉=
∫
Rn

f φ = 0

para toda φ ∈C∞
c (Rn), o que contraria a existência de φ ∈C∞

c (Rn) tal que φ(0) = 1, já que neste
caso teremos 〈δ ,φ〉= φ(0) = 1. Portanto, φ 6∈ L1

loc(R
n).

Segue do Princípio da Limitação Uniforme (Teorema 3) o seguinte resultado.

Proposição 8. Sejam Ω⊂Rn aberto e (uk)k∈N uma sequência em 𝒟 ′(Ω). Suponhamos que para
toda ϕ ∈C∞

c (Ω) o limite lim
k→∞
〈uk,ϕ〉 existe. Seja u : C∞

c (Ω)→ C o funcional definido por

〈u,ϕ〉= lim
k→∞
〈uk,ϕ〉

para toda função teste ϕ ∈C∞
c (Ω). Temos que u ∈𝒟 ′(Ω).

Em particular, 𝒟 ′(Ω) é um espaço sequencialmente completo.

Demonstração. A linearidade de u segue da linearidade do limite. Mostraremos que u :C∞
c (Ω)→

C é contínuo. Seja K ⊂ Ω compacto, temos que
〈
(uk)|C∞

c (K),ϕ
〉
−−−→
k→∞

〈
u|C∞

c (K),ϕ
〉

para toda

ϕ ∈C∞
c (K). Então, como C∞

c (K) é um espaço de Fréchet, segue do Corolário 2 que u|C∞
c (K) :

C∞
c (K)→C é contínuo. Então, pela Proposição 6, temos que u : C∞

c (Ω)→C é contínuo. Portanto
u ∈𝒟 ′(Ω).

Em particular, se (uk)k∈N uma sequência de Cauchy em 𝒟 ′(Ω), então o limite lim
k→∞
〈uk,ϕ〉

existe para toda ϕ ∈C∞
c (Ω). Seja u : C∞

c (Ω)→ C o funcional definido por

〈u,ϕ〉= lim
k→∞
〈uk,ϕ〉

para toda ϕ ∈C∞
c (Ω), temos que u ∈𝒟 ′(Ω) e uk

𝒟 ′(Ω)−−−→
k→∞

u. Portanto 𝒟 ′(Ω) é sequencialmente
completo.
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2.5 Operações com distribuições

Definição 11. Sejam Ω,Ω′ ⊂ Rn abertos e L : C∞
c (Ω)→C∞

c (Ω
′), L′ : C∞

c (Ω
′)→C∞

c (Ω) opera-
dores lineares contínuos tais que ∫

Ω′
(Lφ)ψ =

∫
Ω

φ(L′ψ),

para quaisquer φ ∈C∞
c (Ω) e ψ ∈C∞

c (Ω
′). Dizemos que L′ é o transposto formal de L e vice-versa.

Dado um operador L como na definição anterior, seu transposto formal L′ nos dá uma
maneira natural de criar uma extensão L̃ : 𝒟 ′(Ω)→𝒟 ′(Ω′) do operador L. Com efeito, definimos
L̃ : 𝒟 ′(Ω)→𝒟 ′(Ω′) por

〈L̃u,ψ〉= 〈u,L′ψ〉

para quaisquer u ∈𝒟 ′(Ω) e ψ ∈C∞
c (Ω

′).

Observe que de fato L̃u∈𝒟 ′(Ω′) já que L̃u = u◦L′ é a composição de aplicações lineares
e contínuas. Note também que

〈L̃φ ,ψ〉= 〈φ ,L′ψ〉=
∫

Ω′
φ(L′ψ) =

∫
Ω

(Lφ)ψ = 〈Lφ ,ψ〉,

para quaisquer φ ∈C∞
c (Ω) e ψ ∈C∞

c (Ω
′), portanto L̃φ = Lφ . Por fim, temos que L̃ : 𝒟 ′(Ω)→

𝒟 ′(Ω′) é linear e contínuo. A linearidade é evidente e a continuidade segue do Teorema 2, já
que dada ψ ∈C∞

c (Ω
′)

P𝒟 ′(Ω′),ψ(L̃u) = |〈L̃u,ψ〉|= |〈u,L′ψ〉|= P𝒟 ′(Ω),L′ψ(u)

para toda u ∈𝒟 ′(Ω).

Exemplo 14 (Derivação). Sejam Ω⊂Rn um aberto e j ∈ {1,2, ...,n} e consideremos o operador
linear L : C∞

c (Ω)→C∞
c (Ω) definido por

Lφ =
∂φ

∂x j
.

O operador L é contínuo. De fato, dado K ⊂Ω compacto e φ ∈C∞
c (K), temos que Lφ = ∂φ

∂x j
∈

C∞
c (K), além disso, dado m ∈K temos que

PC∞
c (K),m(Lφ) = PC∞

c (K),m

(
∂φ

∂x j

)
= ∑
|α|≤m

sup
∣∣∣∣∂ α

(
∂φ

∂x j

)∣∣∣∣
= ∑
|α|≤m

sup
∣∣∂ α+e jφ

∣∣≤ ∑
|β |≤m+1

sup
∣∣∣∂ β

φ

∣∣∣= PC∞
c (K),m+1(φ).

Segue então que L|C∞
c (K) : C∞

c (K)→C∞
c (K) é contínuo, assim das Proposições 5 e 6 concluímos

que L é contínuo. Note ainda que dadas φ ,ψ ∈C∞
c (Ω), tomando r > 0 tal que φ(x1,x2, ...,xn) = 0
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sempre que x j 6∈ (−r,r), temos que

∫
Ω

(Lφ)ψ =
∫
Rn

∂φ

∂x j
ψ =

∫
Rn−1

(∫
R

∂φ(x)
∂x j

ψ(x)dx j

)
dx̂

=
∫
Rn−1

(∫ r

−r

∂φ(x)
∂x j

ψ(x)dx j

)
dx̂ =

∫
Rn−1

(∫ r

−r

∂φ(x)
∂x j

ψ(x)dx j

)
dx̂

=
∫
Rn−1

(
φ(r)ψ(r)−φ(−r)ψ(−r)−

∫
R

φ(x)
∂ψ(x)

∂x j
dx j

)
dx̂

=
∫
Rn−1

(
−
∫
R

φ(x)
∂ψ(x)

∂x j
dx j

)
dx̂ =

∫
Rn

φ

(
−∂ψ

∂x j

)
,

onde x̂ representa a (n-1)-upla obtida ao retirar a j-ésima coordenada de x. Portanto, o transposto
formal do operador ∂

∂x j
é o operador − ∂

∂x j
. Logo estendemos o operador ∂

∂x j
: C∞

c (Ω)→C∞
c (Ω)

ao operador ∂

∂x j
: 𝒟 ′(Ω)→𝒟 ′(Ω) pondo

〈
∂u
∂x j

,φ

〉
=−

〈
u,

∂φ

∂x j

〉
,

para quaisquer u ∈𝒟 ′(Ω) e φ ∈C∞
c (Ω). Em geral, dado um multi-índice α ∈ Zn

+ o transposto
formal do operador ∂ α : C∞

c (Ω)→ C∞
c (Ω) é o operador (−1)|α|∂ α : C∞

c (Ω)→ C∞
c (Ω). Logo

definimos ∂ α : 𝒟 ′(Ω)→𝒟 ′(Ω) por

〈∂ αu,φ〉= (−1)|α|〈u,∂ α
φ〉

para quaisquer u ∈𝒟 ′(Ω) e φ ∈C∞
c (Ω).

Exemplo 15 (Multiplicação por uma função C∞). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto, f ∈ C∞(Ω) e
φ ∈C∞

c (Ω). Temos que supp( f φ)⊂ supp(φ), logo f φ ∈C∞
c (Ω). Desta forma, seja L : C∞

c (Ω)→
C∞

c (Ω) o operador linear definido por

Lφ = f φ .

Afirmamos que L é contínuo, de fato, dado K ⊂Ω compacto é fácil ver que L(C∞
c (K)) =C∞

c (K),
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além disso, dada φ ∈C∞
c (K) e m ∈ N temos que

PC∞
c (K),m(Lφ) = ∑

|α|≤m
sup
Rn
|∂ α( f φ)|= ∑

|α|≤m
sup

K
|∂ α( f φ)|

= ∑
|α|≤m

sup
K

∣∣∣∣∣ ∑
β≤α

(
α

β

)
∂

α−β f ∂
β

φ

∣∣∣∣∣
= ∑
|α|≤m

∑
β≤α

(
α

β

)
sup

K
|∂ α−β f | sup

K
|∂ β

φ |

≤ ∑
|α|≤m

∑
β≤α

max
|α|≤m
β≤α

{(
α

β

)
sup

K
|∂ β f |

}
sup

K
|∂ β

φ |

≤ max
|α|≤m
β≤α

{(
α

β

)
sup

K
|∂ β f |

}
∑
|α|≤m

∑
β≤α

sup
K
|∂ β

φ |

≤ max
|α|≤m
β≤α

{(
α

β

)
sup

K
|∂ β f |

}
∑
|α|≤m

∑
|β |≤m

sup
K
|∂ β

φ |

≤C ∑
|β |≤m

sup
K
|∂ β

φ |=C ∑
|β |≤m

sup
Rn
|∂ β

φ |=CPC∞
c (K),m(φ),

de onde segue a continuidade de L|C∞
c (K) : C∞

c (K)→C∞
c (K), portanto L é contínuo.

Note também que, para quaisquer φ ,ψ ∈C∞
c (Ω)∫

Ω

(Lφ)ψ =
∫

Ω

( f φ)ψ =
∫

Ω

φ( f ψ) =
∫

Ω

φ(Lψ),

logo L é o transposto formal de L. Assim definimos a extensão L̃ : 𝒟 ′(Ω)→𝒟 ′(Ω) de L por

〈L̃u,φ〉 := 〈u,Lφ〉= 〈u, f φ〉,

para quaisquer u ∈𝒟 ′(Ω) e φ ∈C∞
c (Ω). Naturalmente, dada u ∈𝒟 ′(Ω) denotamos L̃u por f u.

Exemplo 16 (Mudança de variáveis). Sejam Ω,Ω′ ⊂Rn abertos, Φ : Ω′→Ω um difeomorfismo
de classe C∞ e L : C∞

c (Ω)→C∞
c (Ω

′) o operador linear definido por

Lϕ(x) =

ϕ ◦Φ(x), se x ∈Ω′

0, caso contrário.

para toda ϕ ∈ C∞
c (Ω). Mostraremos que L é contínuo. Dado α ∈ Zn

+ \ {0}, existem Nα ∈ N,
α j ∈ Zn

+ tal que |α j| ≤ |α| para j = 1,2, . . . ,Nα , mα ∈N tal que |mα | ≤ |α|, m j,k ∈ {1,2, . . . ,n}
e β j,k ∈ Zn

+ tal que |β j,k| ≤ |α| para j = 1,2, . . . ,Nα e k = 1,2, . . . ,mα tais que

∂
α(ϕ ◦Φ) =

Nα

∑
j=1

(
[(∂ α jϕ)◦Φ]

mα

∏
k=1

∂
β j,kΦm j,k

)
. (2.3)

onde Φm j,k é a m j,k-ésima função coordenada de Φ. De fato, temos que

∂l(ϕ ◦Φ) =
n

∑
j=1

[(∂ jϕ)◦Φ]∂lΦk
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para todo l ∈ {1,2, . . . ,n}. Além disso, seja m ∈N e suponhamos que ∂ α(ϕ ◦Φ) pode ser escrita
da forma (2.3) para todo α ∈ Zn

+ \{0} tal que |α| ≤ m. Seja l ∈ {1,2, . . . ,n}, temos então que

∂l∂
α(ϕ ◦Φ) =

Nα

∑
j=1

n

∑
q=1

(
[(∂r∂

α jϕ)◦Φ]∂lΦq

mα

∏
k=1

∂
β j,kΦm j,k

)

+
Nα

∑
j=1

mα

∑
q=1

(
[(∂ α jϕ)◦Φ]

mα

∏
k=1

∂
β j,k+δ (k,q)el Φm j,k

)
onde δ é a função delta de Kronecker, isto é,

δ (k,q) =

1, se k = q

0, caso contrário.

Logo, como l ∈ {1,2, . . . ,n} foi tomado arbitrariamente, segue que ∂ α(ϕ ◦Φ) pode ser escrita
da forma (2.3) para todo α ∈ Zn

+ \{0} tal que |α| ≤ m+1. Então, segue por indução sobre m,
que ∂ α(ϕ ◦Φ) pode ser escrita da forma (2.3) para todo α ∈ Zn

+ \{0}.

Seja K ⊂Ω compacto, temos que

sup
Rn
|Lϕ|= sup

Rn
|ϕ ◦Φ|= sup

Rn
|ϕ|,

além disso, dado m ∈ N, considerando

Cm = sup
{
|∂ α

Φk(x)| : x ∈Φ
−1(K),k ∈ {1,2, . . . ,n} e |α| ≤ m

}
,

temos que

sup
Rn
|∂ α(Lϕ)|= sup

Φ−1(K)

∣∣∣∣∣ Nα

∑
j=1

(
[(∂ α jϕ)◦Φ]

mα

∏
k=1

∂
β j,kΦm j,k

)∣∣∣∣∣≤ Nα

∑
j=1

Cmα

m sup
Φ−1(K)

|(∂ α jϕ)◦Φ|

≤ NαCmα

m ∑
|β |≤m

sup
Rn
|∂ β

ϕ|

para todo α ∈Zn
+ tal que |α| ≤m e ϕ ∈C∞

c (K). Portanto, temos que T : C∞
c (K)→C∞

c
(
Φ−1(K)

)
é contínuo. Como K ⊂Ω compacto foi tomado arbitrariamente, segue que T é contínuo.

Temos que∫
Ω′
(T ϕ)ψ =

∫
Ω′
(ϕ ◦Φ)ψ =

∫
Ω

ϕ
[
ψ ◦ (Φ−1)

]∣∣det[Jac(Φ−1)]
∣∣

para toda ϕ ∈C∞
c (Ω) e ψ ∈C∞

c (Ω
′). Logo considerando o operador linear L′ : C∞

c (Ω
′)→C∞

c (Ω)

definido por

L′ψ(x) =

ψ(Φ−1(x))
∣∣det[Jac(Φ−1)(x)]

∣∣ , se x ∈Ω

0, caso contrário

para toda ψ ∈C∞
c (Ω

′), pelo que já foi provado (trocando Φ por Φ−1) e pelo Exemplo anterior,
temos que L′ é contínuo, logo é L′ é o transposto formal de L. Seja L̃ : 𝒟 ′(Ω)→ 𝒟 ′(Ω′) o
operador linear contínuo definido por

〈L̃u,ψ〉= 〈u,L′ψ〉
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para quaisquer u ∈𝒟 ′(Ω) e ψ ∈C∞
c (Ω

′), representaremos L̃u por u◦Φ, assim temos que

〈u◦Φ,ψ〉= 〈u,L′ψ〉=
〈
u,ψ ◦ (Φ−1)

∣∣det[Jac(Φ−1)]
∣∣〉

para quaisquer u ∈𝒟 ′(Ω) e ψ ∈C∞
c (Ω

′).

Como veremos na seção 4.2, a operação apresentada no exemplo anterior nos permitirá
definir um espaço de distribuições sobre uma variedade suave.

2.6 Convolução

Definição 12. Sejam f ,g : Rn→ C funções mensuráveis. A convolução de f por g, denotada
por f ∗g, é a função definida por

f ∗g(x) =
∫
Rn

f (x− y)g(y)dy

para todo x ∈ Rn tal que a integral acima exista.

Observação 2. Se f ,g : Rn → C são funções mensuráveis e x ∈ Rn é tal que f ∗ g(x) existe
então,

f ∗g(x) =
∫
Rn

f (x− y)g(y)dy =
∫
Rn

f (z)g(x− z)dz = g∗ f (x).

Teorema 4 (Desigualdade de Young). Se f ∈ L1(Rn) e g ∈ Lp(Rn) onde 1 ≤ p ≤ ∞, então
f ∗g(x) existe para quase todo x ∈ Rn, f ∗g ∈ Lp(Rn) e ‖ f ∗g‖Lp(Rn) ≤ ‖ f‖L1(Rn)‖g‖Lp(Rn).

Demonstração. De fato, como f (y)g(·− y) ∈ Lp(Rn) para todo y ∈ Rn, ‖ f (y)g(·− y)‖Lp(Rn) =

| f (y)|‖g‖Lp(Rn) e ∫
Rn
| f (y)|‖g‖Lp(Rn) dy = ‖ f‖L1(Rn)‖g‖Lp(Rn),

o resultado segue da desigualdade de Minkowski para integrais (ver (FOLLAND, 1999), página
194).

Definição 13 (Translação). Dado y ∈ Rn e uma função f : Rn→ C definimos τy f : Rn→ C por

τy f (x) = f (x− y).

Lema 2. Sejam 1≤ p < ∞ e f ∈ Lp(Rn) temos que ‖τy f − f‖Lp(Rn) −−→
y→0

0.

Demonstração. Com efeito, seja g ∈ Cc(Rn) como g é uniformemente contínua, dado ε > 0
existe δ > 0 tal que

|g(x− y)−g(x)|< ε
1
p

[
m
(

supp(g)+B(0,1)
)]− 1

p
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para todo y ∈ Rn tal que |y| ≤ δ , onde m representa a medida de Lebesgue. Assim dado y ∈ Rn

tal que |y| ≤min{δ ,1}∫
Rn
|τyg−g|p =

∫
Rn
|g(x− y)−g(x)|p dx =

∫
supp(g)+B(0,1)

|g(x− y)−g(x)|p dx

≤
∫

supp(g)+B(0,1)
ε

[
m
(

supp(g)+B(0,1)
)]−1

= ε.

Portanto, ‖τyg−g‖Lp(Rn) −−→
y→0

0. Dada f ∈ Lp(Rn) e ε > 0, como Cc(Rn) é denso em Lp(Rn)

(ver (FOLLAND, 1999), página 217), existe g ∈Cc(Rn) tal que ‖ f −g‖Lp(Rn) < ε . Logo

‖τy f − f‖Lp(Rn) ≤ ‖τy( f −g)‖Lp(Rn)+‖τyg−g‖Lp(Rn)+‖g− f‖Lp(Rn)

≤ ‖ f −g‖Lp(Rn)+‖τyg−g‖Lp(Rn)+‖g− f‖Lp(Rn)

≤ 2ε

3
+‖τyg−g‖Lp(Rn).

Como ‖τyg−g‖Lp(Rn) <
ε

3 para y suficientemente pequeno, o resultado está demonstrado.

Teorema 5. Sejam φ ∈ L1(Rn), a =
∫
Rn φ e f ∈ Lp(Rn). Para cada t > 0, seja φt : Rn → C

definida por
φt(x) = t−n

φ(t−1x).

Então f ∗φt → a f em Lp(Rn) quando t→ 0+.

Demonstração. Note que para todo t > 0∫
Rn

φt(x)dx =
∫
Rn

t−n
φ(t−1x)dx =

∫
Rn

φ(y)dy = a.

Logo temos que

f ∗φt(x)−a f (x) =
∫
Rn

f (x− y)φt(y)dy− f (x)
∫
Rn

φt(y)dy

=
∫
Rn
[ f (x− y)− f (x)]φt(y)dy

=
∫
Rn
[ f (x− y)− f (x)]φ(t−1y)t−n dy

=
∫
Rn
[ f (x− tz)− f (x)]φ(z)dz

=
∫
Rn
[τtz f (x)− f (x)]φ(z)dz.

Segue então da desigualdade de Minkowski para integrais que

‖ f ∗φt(x)−a f (x)‖Lp(Rn) ≤
∫
Rn
‖τtz f − f‖Lp(Rn)|φ(z)|dz.

Como para quaisquer t > 0 e z ∈ Rn

‖τtz f − f‖Lp(Rn)|φ(z)| ≤ (‖τtz f‖Lp(Rn)+‖ f‖Lp(Rn))|φ(z)| ≤ 2‖ f‖Lp(Rn)|φ(z)|

e pelo lema 2 ‖τtz f − f‖Lp(Rn)|φ(z)| −−−→
t→0+

0 para todo z∈Rn, segue do Teorema da convergência

dominada (ver (FOLLAND, 1999), página 54) que∫
Rn
‖τtz f − f‖Lp(Rn)|φ(z)|dz−−−→

t→0+
0.

Portanto, ‖ f ∗φt(x)−a f (x)‖Lp(Rn)→ 0 quando t→ 0+.
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2.7 A transformada de Fourier

Definição 14. Seja f ∈ L1(Rn), sua transformada de Fourier f̂ : Rn→ C (ou ℱ f : Rn→ C) é a
função definida por

f̂ (ξ ) =
∫
Rn

f (x)e−2πiξ ·x dx.

Observação 3. Temos que

| f̂ (ξ )|=
∣∣∣∣∫Rn

f (x)e−2πiξ ·x dx
∣∣∣∣≤ ∫Rn

| f (x)||e−2πiξ ·x|dx

=
∫
Rn
| f (x)|dx = ‖ f‖L1(Rn) ∀ξ ∈ Rn.

Portanto, f̂ ∈ L∞(Rn) e ‖ f̂‖L∞(Rn) ≤ ‖ f‖L1(Rn).

Observação 4. Seja ξ ∈ Rn e (ξ j)⊂ Rn uma sequência convergindo para ξ . Dado x ∈ Rn, pela
continuidade da aplicação Rn 3 η 7→ e−2πiη ·x ∈ C temos que

lim
j→∞

f (x)e−2πiξ j·x = f (x)e−2πiξ ·x.

Além disso
| f (x)e−2πiξ j·x| ≤ | f (x)| ∀x ∈ Rn e ∀ j ∈ N,

logo pelo Teorema da convergência dominada segue que

lim
j→∞

∫
f (x)e−2πiξ j·x dx =

∫
f (x)e−2πiξ ·x dx,

isto é,
lim
j→∞

f̂ (ξ j) = f̂ (ξ ).

Portanto f̂ é contínua.

Teorema 6. Sejam f ,g ∈ L1(Rn). Então:

(a) (τy f )∧(ξ ) = e−2πiξ ·y f̂ (ξ ) e τη( f̂ )(ξ ) = (e2πiη ·x f (x))∧(ξ ).

(b) Se T é uma transformada linear invertível sobre Rn e S=(T ∗)−1 então ( f ◦T )∧= |detT |−1 f̂ ◦
S. Em particular se T é uma rotação, temos que ( f ◦T )∧ = f̂ ◦T . E se T x = t−1x com
t > 0 então ( f ◦T )∧(ξ ) = tn f̂ (tξ ).

(c) ( f ∗g)∧ = f̂ ĝ.

(d) Se xα f ∈ L1 para |α| ≤ k então f ∈Ck e ∂ α f̂ = ((−2πix)α f )∧.

(e) Se f ∈ Ck, ∂ α f ∈ L1 para |α| ≤ K e ∂ α f ∈ C0 para |α| ≤ k− 1, então (∂ α f )∧(ξ ) =

(2πiξ )α f̂ (ξ ).

(f) ℱ (L1(Rn))⊂C0(Rn), onde C0(Rn) =
{

φ ∈C(Rn) : lim
x→∞

φ(x) = 0
}

.
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Demonstração. (a) De fato,

(τy f )∧(ξ ) =
∫
Rn

f (x− y)e−2πiξ ·x dx =
∫
Rn

f (z)e−2πiξ ·(z+y) dz

= e−2πiy·ξ
∫
Rn

f (z)e−2πiξ ·z dz = e−2πiy·ξ f̂ (ξ ).

Analogamente mostramos a outra igualdade.
(b) Com efeito,

( f ◦T )∧(ξ ) =
∫

f (T x)e−2πiξ ·x dx = |detT |−1
∫

f (x)e−2πiξ ·T−1x dx

= |detT |−1
∫

f (x)e−2πiSξ ·x dx = |detT |−1 f̂ (Sξ ) = |detT |−1 f̂ ◦S(ξ ).

(c) Como | f |, |g| ∈ L1 podemos aplicar o Teorema de Tonelli e em seguida aplicar o Teorema de
Fubini, obtendo

( f ∗g)∧(ξ ) =
∫

f ∗g(x)e−2πiξ ·x dx =
∫ (∫

f (x− y)g(y)dy
)

e−2πiξ ·x dx

=
∫ (∫

f (x− y)g(y)e−2πiξ ·x dy
)

dx =
∫ (∫

f (x− y)g(y)e−2πiξ ·x dx
)

dy

=
∫ (∫

f (x)g(y)e−2πiξ ·(x+y) dx
)

dy =
(∫

f (x)e−2πiξ ·x dx
)(∫

g(y)e−2πiξ ·y dy
)

= f̂ (ξ )ĝ(ξ ).

(d) Faremos por indução sobre |α|. Primeiramente, se |α|= 0 então α = (0, . . . ,0) e a afirmação
é obvia. Suponhamos que |α|= 1, então α = e j para algum j ∈ {1, . . . ,n}. Temos que∣∣∣∣ ∂

∂ξ j
( f (x)e−2πiξ ·x)

∣∣∣∣= |−2πix j f (x)e−2πiξ ·x| ≤ 2π|x j f (x)| ∀x,ξ ∈ R.

Logo pelo Teorema da convergência dominada

∂

∂ξ j
f̂ (ξ ) =

∫
−2πix j f (x)e−2πiξ ·x dx = (−2πix j f (x))∧(ξ ) = (−2πix j f (x))∧(ξ ).

Além disso ∂

∂ξ j
f̂ (ξ ) é contínua pela igualdade acima. Suponhamos que a afirmação seja válida

para |α| = N ≤ k− 1. Dado |α| = N + 1, existe α j 6= 0 para algum j ∈ {1, . . . ,n}. Logo pela
hipótese de indução

∂
α−e j f̂ = ((−2πix)α−e j f )∧.

Como xe j(−2πix)α−e j f ∈ L1 do que já mostramos segue que ∂ α f̂ existe, e além disso

∂
α f̂ = ∂

e j(∂ α−e j f̂ ) = ∂
e j((−2πix)α−e j f )∧ = ((−2πix j)(−2πix)α−e j f )∧

= ((−2πix)e j(−2πix)α−e j f )∧ = ((−2πi)α f )∧.

(e) Provaremos por indução sobre k. Para k = 0 não há o que demonstrar. Provaremos o caso
k = 1. Se |α|= 1, então α = e j para algum j ∈ {1,2, . . . ,n} e temos que(

∂

∂x j
f
)∧

(ξ ) =
∫

∂

∂x j
f (x)e−2πiξ ·x dx

=−
∫

f (x)(−2πi)ξ je−2πiξ ·x dx = 2πiξ j f̂ (ξ ).
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Suponhamos que a afirmação vale para k ∈ N e provaremos que vale para k+ 1. É suficiente
então demonstrar que

(∂ α f )∧(ξ ) = (2πiξ )α f̂ (ξ )

para |α|= k+1. Usando a hipótese de indução e o caso k = 1 temos que

(∂ α f )∧(ξ ) = (∂ α−e j∂
e j f )∧(ξ ) = (2πiξ )α−e j(∂ e j f )∧(ξ ) = (2πiξ )α−e j2πiξ j f̂ (ξ )

= (2πiξ )α−e j(2πiξ )e j f̂ (ξ ) = (2πiξ )α f̂ (ξ ),

onde j ∈ {1, . . . ,n} é tal que α j 6= 0.
(f) Suponhamos que f ∈C1

c (Rn), então por (e) temos que(
∂

∂x j
f
)∧

= 2πiξ j f̂ (ξ ).

Logo |ξ j|| f̂ (ξ )| é limitada para todo j = 1, . . . ,n. Assim, como |ξ || f̂ (ξ )| ≤
(

∑
n
j=1 |ξ j|

)
| f̂ (ξ )|,

segue que |ξ || f̂ (ξ )| é limitada. Portanto

lim
|ξ |→∞

| f̂ (ξ )|= lim
|ξ |→∞

1
|ξ |

(|ξ || f̂ (ξ )|) = 0.

Corolário 3. Temos que ℱ (𝒮 )⊂𝒮 , além disso a aplicação ℱ : 𝒮 →𝒮 é contínua.

Demonstração. Ver Corolário 8.23 em (FOLLAND, 1999).

Proposição 9. Seja f : R→ R definida por f (x) = e−πa|x|2 onde a ∈ C é tal que Re(a) > 0.
Então

f̂ (ξ ) = a−
n
2 e−

π

a |ξ |
2
.

Demonstração. Provaremos primeiramente o caso n = 1. Usando o Teorema 6 (d) segue que(
f̂
)′
(ξ ) =(−2πix f )∧(ξ ) =

(
−2πie−πax2

)∧
(ξ )

=

(
i
a
(−2πa)e−πax2

)∧
(ξ ) =

i
a
( f ′)∧(ξ )

=
i
a

2πiξ f̂ (ξ ) =−2π

a
ξ f̂ (ξ ).

Assim temos que

d
dξ

(e
π

a ξ 2
f̂ (ξ )) = 2

π

a
ξ e

π

a ξ 2
f̂ (ξ )− e

π

a ξ 2 2π

a
ξ f̂ (ξ ) = 0,

logo e
π

a ξ 2
f̂ (ξ ) é constante. Além disso,

f̂ (0) =
∫

e−2πi0·x f (x)dx =
∫

e−πax2
dx. (2.4)
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Pelo Teorema de Tonelli temos que∫
R2

e−πa(x2+y2) dxdy =
∫
R

(∫
R

e−πax2
e−πay2

dx
)

dy

=
∫
R

(∫
R

e−πax2
dx
)

e−πay2
dy =

(∫
R

e−πax2
dx
)(∫

R
e−πay2

dy
)
,

ou seja, ∫
R2

e−πa(x2+y2) dxdy =
(∫

R
e−πax2

dx
)2

. (2.5)

Por outro lado, consideremos o difeomorfismo C1 ϕ : (0,+∞)× (−π,π)→Ω definido por

ϕ(t,θ) = (t cosθ , t sinθ)

onde Ω=R2\{(x,y) : x≤ 0 e y= 0}. Usando o teorema de mudança de variáveis com a mudança
(x,y) = (t cosθ , t sinθ) segue que∫

R2
e−πa(x2+y2) dxdy =

∫
Ω

e−πa(x2+y2) dxdy =
∫
(0,+∞)×(−π,π)

e−πat2
t dt dθ

=
∫

π

−π

(∫ +∞

0
e−πat2

t dt
)

dθ = 2π

∫ +∞

0
e−πat2

t dt

=2π

(
−e−πat2

2πa

)∣∣∣∣+∞

0
= 2π

1
2πa

=
1
a

(2.6)

De (2.4), (2.5) e (2.6) segue que f̂ (0) = a−
1
2 . Então

e
π

a ξ 2
f̂ (ξ ) = e

π

a 02
f̂ (0) = f̂ (0) = a−

1
2

para todo ξ ∈ Rn. Portanto
f̂ (ξ ) = a−

1
2 e−

π

a ξ 2
∀ξ ∈ Rn.

No caso geral, temos que

f̂ (ξ ) =
∫
Rn

e−πa|x|2e−2πiξ ·x dx =
∫
Rn

n

∏
j=1

e−πax2
j e−2πiξ jx j dx

=
∫
R

(∫
R
. . .

(∫
R

n

∏
j=1

e−πax2
j e−2πiξ jx j dx1

)
. . . dxn−1

)
dxn

=
n

∏
j=1

∫
Rn

e−πax2
j e−2πiξ jx j dx j =

n

∏
j=1

a−
1
2 e−

π

a ξ 2
j = a−

n
2 e−

π

a |ξ |
2
.

Definição 15 (Transformada de Fourier Inversa). Seja f ∈ L1(Rn), definimos sua transformada
de Fourier inversa, denotada por f∨, da seguinte maneira

f∨(x) =
∫

f (ξ )e−2πiξ ·x dξ = f̂ (−x).
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Os próximos resultados terão o objetivo de mostrar que dada f ∈ L1(Rn) tal que f̂ ∈
L1(Rn) então

(
f̂
)∨

= f .

Observação 5. Uma simples aplicação do Teorema de Fubini com esse propósito falha, já que(
f̂
)∨

(x) =
∫
Rn

f̂ (ξ )e2πiξ ·x dξ =
∫
Rn

(∫
Rn

f (y)e−2πiξ ·y dy
)

e2πiξ ·x dξ

=
∫
Rn

(∫
Rn

f (y)e−2πiξ ·ye2πiξ ·x dy
)

dξ

e o integrando não está em L1(Rn×Rn).

Lema 3. Se f ,g ∈ L1(Rn) então
∫

f̂ g =
∫

f ĝ.

Demonstração. Usando os Teoremas de Tonelli e Fubini segue que∫
f̂ g =

∫
Rn

(∫
Rn

f (x)e−2πiξ ·x dx
)

g(ξ )dξ =
∫
Rn

(∫
Rn

f (x)g(ξ )e−2πiξ ·x dx
)

dξ

=
∫∫

Rn×Rn
f (x)g(ξ )e−2πiξ ·x dxdξ =

∫
Rn

(∫
Rn

f (x)g(ξ )e−2πiξ ·x dξ

)
dx

=
∫
Rn

f (x)
(∫

Rn
g(ξ )e−2πiξ ·x dξ

)
dx =

∫
Rn

f (x)ĝ(x)dx =
∫

f ĝ.

Teorema 7. Se f ∈ L1(Rn) e f̂ ∈ L1(Rn) então f coincide em quase todo ponto com uma função

contínua f0 e
(

f̂
)∨

= ( f∨)∧ = f0.

Demonstração. Dados t > 0 e x ∈ Rn seja φ : Rn→ R definida por

φ(ξ ) = e2πξ ·x−πt2|ξ |2.

Usando o Teorema 6 (a) e a Proposição 9 segue que

φ̂(y) =
(

e2πξ ·x−πt2|ξ |2
)∧

(y) = τx

[(
e−πt2|ξ |2

)∧
(y)(y)

]
=τx

(
t−ne−

π

t2
|y|2
)
= t−ne−

π

t2
|x−y|2

= gt(x− y),

onde gt(y) = t−ne−
π

t2
|y|2 . Pelo Lema 3 temos então que∫

e−πt2|ξ |2e2πiξ ·x f̂ (ξ )dξ =
∫

φ(ξ ) f̂ (ξ )dξ

=
∫

φ̂(y) f (y)dy =
∫

gt(x− y) f (y)dy,

ou seja, ∫
e−πt2|ξ |2e2πiξ ·x f̂ (ξ )dξ = f ∗gt(x). (2.7)
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Como
∫

g(y)dy = 1, pelo Teorema 5 segue que

f ∗gt −−→
t→0

f em L1(Rn). (2.8)

Por outro lado, como f̂ ∈ L1, pelo Teorema da convergência dominada temos que

lim
t→0

∫
e−πt2|ξ |2e2πiξ ·x f̂ (ξ )dξ =

∫
e2πiξ ·x f̂ (ξ )dx =

(
f̂
)∨

(x). (2.9)

Segue de (2.7), (2.8) e (2.9) que
(

f̂
)∨

= f quase sempre e analogamente f = ( f∨)∧ quase

sempre. Como
(

f̂
)∨

é contínua o teorema está demonstrado.

Corolário 4. Se f ∈ L1 e f̂ = 0 então f = 0 quase sempre.

Demonstração. Se f̂ = 0 então
(

f̂
)∨

= 0 logo f = 0 quase sempre.

Corolário 5. ℱ é um isomorfismo de 𝒮 em 𝒮 , com inversa ℱ−1 : 𝒮 → 𝒮 definida por
ℱ−1φ = φ∨.

Demonstração. Pelo Corolário 3 ℱ : 𝒮 →𝒮 é contínua. Além disso, como f∨(x) = f̂ (−x)

segue que f̌ ∈𝒮 e a aplicação 𝒮 3 f −→ f̌ ∈𝒮 . Por fim, pelo Teorema 7 a última aplicação é
a inversa da transformada de Fourier ℱ .

Teorema 8 (Plancherel). Se f ∈ L1(Rn)∩ L2(Rn), então f̂ ∈ L2(Rn) e ℱ
∣∣
L1∩L2 se estende

unicamente para um isomorfismo unitário sobre L2(Rn).

Demonstração. Consideremos o subespaço de L1(Rn)

V = { f ∈ L1(Rn); f̂ ∈ L1(Rn)}.

Dada f ∈ L1(Rn) tal que f̂ ∈ L1(Rn), temos que f =
(

f̂
)∨
∈ L∞(Rn), logo∫

Rn
| f |2 =

∫
Rn
| f || f | ≤

∫
Rn
‖ f‖L∞(Rn)| f | ≤ ‖ f‖L∞(Rn)‖ f‖L1(Rn).

Então f ∈ L2(Rn) e portanto V ⊂ L2(Rn). Como C∞
c (Rn) ⊂𝒮 ⊂ V , segue que V é denso em

L2(Rn). Além disso, dadas f ,g ∈V , pondo h = ĝ temos que

ĥ(ξ ) =
∫

e−2πiξ ·xĝ(x)dx =
∫

e−2πiξ ·xĝ(x)dx = (ĝ)∨(ξ ) = g(ξ ),

então pelo Lema 3 segue que ∫
f g =

∫
f ĥ =

∫
f̂ h =

∫
f̂ ĝ.

Portanto, ℱ
∣∣
V preserva o produto internode L2(Rn), em particular ℱ

∣∣
V preserva a norma de

L2(Rn). Dada f ∈V , temos que f∨ ∈ L1(R) (pois f∨(x) = f̂ (−x)) e f = ( f∨)∧, assim f∨ ∈V

e ℱ ( f∨) = f , mostrando assim que ℱ (V ) =V .
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Como ℱ : V → V é um isomorfismo unitário munindo V com o produto interno de
L2(Rn) e V é denso em L2(Rn) segue que ℱ se estende por continuidade a um isomorfismo
unitário ℱ : L2(Rn)→ L2(Rn).

Provaremos que ℱ = ℱ em L1(Rn)∩L2(Rn). Sejam g : Rn→ R definida por g(x) =

e−π|x|2 e gt : Rn→ R para t > 0 dada por

gt(x) = t−ng
(x

t

)
.

Como g∈ L1(Rn) e
∫

g= 1, dada f ∈ L1(Rn)∩L2(Rn), segue pelo Teorema 5 que ( f ∗gt)−−→
t→0

f

em L1(Rn) e em L2(Rn). Além disso, ( f ∗gt)
∧ = f̂ ĝt = f̂ e−π|ξ |2 , logo como f̂ é limitada segue

que ( f ∗gt)
∧ ∈ L1(Rn). Portanto f ∗gt ∈V para todo t > 0. Por fim, como ( f ∗gt)−−→

t→0
f em

L1(Rn), segue que ( f ∗ gt)
∧ −−→

t→0
f̂ uniformemente, e como ( f ∗ gt) −−→

t→0
f em L2(Rn) temos

que ( f ∗gt)
∧ −−→

t→0
ℱ ( f ) em L2(Rn). Concluímos então que ℱ ( f ) = f̂ .

2.8 O espaço das distribuições temperadas 𝒮 ′

Dado um multi-índice α ∈ Zn
+ adotaremos a notação Dα = (2πi)−|α|∂ α .

Seja P(ξ ) = ∑|α|≤m aαξ α um polinômio e consideremos o operador diferencial parcial
linear com coeficientes constantes P(D) = ∑|α|≤m aαDα por ele determinado. Se u ∈𝒮 , temos
pelo Teorema 6 (e) que [P(D)u]∧ = P(ξ )û. Desta forma a transformada de Fourier nos dá
um método para tentar encontrar soluções para equação P(D)u = f . De fato, aplicando a
transformada de Fourier obtemos a equação P(ξ )û = f̂ , então se P não possui raízes reais segue

que û = P−1 f̂ . Assim obtemos que u =
(

P−1 f̂
)∨

. No entanto, para encontrar soluções através
desse processo deve ser possível aplicar a transformada de Fourier em f e a transformada inversa
em P−1 f̂ . Nesse ponto notamos que quanto maior o domínio da transformada de Fourier, maior
é a chance de encontrarmos uma solução utilizando essa técnica. Essa é a grande motivação para
o estudo das distribuições temperadas.

Proposição 10. Seja ψ ∈C∞
c (Ω) tal que ψ(0) = 1 e dado ε > 0 seja ψε ∈C∞

c (Rn) definida por
ψε(x) = ψ(εx). Então para qualquer φ ∈𝒮 , temos que ψεφ → φ em 𝒮 quando ε → 0+. Em
particular, C∞

c (Rn) é denso em 𝒮 .

Demonstração. Fixado N ∈ Z+ e dado δ > 0, como φ ∈𝒮 existe um compacto K tal que

(1+ |x|)N |φ(x)|< δ

para todo x ∈ Ω\K. Como ψ é contínua no ponto 0 e ψ(0) = 1 segue imediatamente que
ψε −−−−→

ε→0+
1 uniformemente em K, logo existe ε0 > 0 tal que |ψε(x)−1|< δ , para quaisquer
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x ∈ K e 0 < ε < ε0. Assim, para todo 0 < ε < ε0

sup
x∈K

(1+ |x|)N |ψε(x)φ(x)−φ(x)|= sup
x∈K

(1+ |x|)N |φ(x)||ψε(x)−1|

≤
(

sup
x∈K

(1+ |x|)N |φ(x)|
)

δ = ‖φ‖(N,0)δ .

Além disso,

sup
x∈Rn\K

(1+ |x|)N |ψε(x)φ(x)−φ(x)| ≤ sup
x∈Rn\K

(1+ |x|)N |ψε(x)||φ(x)|+ |φ(x)|

≤ sup
Rn
|ψ| sup

x∈Rn\K
(1+ |x|)N |φ(x)|+ sup

x∈Rn\K
(1+ |x|)N |φ(x)|

≤
(

sup
Rn
|ψ|+1

)
δ

para todo ε > 0, logo

‖ψε
φ −φ‖(N,0) ≤ (‖φ‖(N,0)+ sup

Rn
|ψ|+1)δ

sempre que 0 < ε < ε0. Portanto ‖ψεφ −φ‖(N,0) −−−−→
ε→0+

0.

Em geral dado α ∈ Z+ temos que,

(1+ |x|)N |∂ α(ψε
φ)(x)−∂

α
φ(x)|= (1+ |x|)N

∣∣∣∣∣
(

∑
β≤α

(
α

β

)
∂

β
ψ

ε(x)∂ α−β
φ(x)

)
−∂

α
φ(x)

∣∣∣∣∣
≤(1+ |x|)N

(
|ψε(x)∂ α

φ(x)−∂
α

φ(x)|+ ∑
0<β≤α

(
α

β

)
|∂ β

ψ
ε(x)||∂ α−β

φ(x)|

)

=(1+ |x|)N

(
|ψε(x)∂ α

φ(x)−∂
α

φ(x)|+ ∑
0<β≤α

(
α

β

)
ε
|β ||∂ β

ψ(εx)||∂ α−β
φ(x)|

)

≤(1+ |x|)N

(
|ψε(x)∂ α

φ(x)−∂
α

φ(x)|+ ε ∑
0<β≤α

max
β≤α

{(
α

β

)
sup
x∈Rn
|∂ β

ψ(x)|
}
|∂ α−β

φ(x)|

)

=(1+ |x|)N |ψε(x)∂ α
φ(x)−∂

α
φ(x)|+ ε max

β≤α

{(
α

β

)
sup
x∈Rn
|∂ β

ψ(x)|
}

∑
0<β≤α

‖φ‖(N,α−β )

=(1+ |x|)N |ψε(x)∂ α
φ(x)−∂

α
φ(x)|+Cε

=‖ψε
∂

α
φ −∂

α
φ‖(0,α)+Cε

para quaisquer x ∈ Rn e 0 < ε < 1. Segue então que,

‖ψε
φ −φ‖(N,α) ≤ ‖ψε

∂
α

φ −∂
α

φ‖(N,0)+Cε (2.10)

para todo 0 < ε < 1. Como φ ′ = ∂ αφ ∈𝒮 temos pelo que já demonstramos que ‖ψε∂ αφ −
∂ αφ‖(N,0)→ 0 quando ε → 0+. Portanto segue da estimativa (2.10) que ‖ψεφ −φ‖(N,α)→ 0
quando ε → 0+, o que conclui a demonstração.
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Observação 6. A inclusão C∞
c (Ω)⊂𝒮 é contínua. De fato, dados N ∈ Z+, α ∈ Zn

+ e K ⊂Ω

compacto, temos que

‖φ‖(N,α) = sup
K
(1+ |x|)N |∂ α

φ |

≤
(

sup
K
(1+ |x|)N

)
∑

β≤|α|
sup

K
|∂ β

φ |

=

(
sup

K
(1+ |x|)N

)
PC∞

c (K),|α|(φ),

para toda φ ∈C∞
c (K). Portanto a inclusão C∞

c (K)⊂𝒮 é contínua para qualquer K ⊂Ω compacto,
logo segue da Proposição 6 que a inclusão C∞

c (Ω)⊂𝒮 é contínua.

Como a inclusão C∞
c (Ω)⊂𝒮 é contínua, dada u ∈𝒮 ′ temos que u|C∞

c (Rn) ∈𝒟 ′(Rn) e
como C∞

c (Ω) é denso em 𝒮 segue que se u|C∞
c (Rn) = 0 então u = 0, além disso,

P𝒟 ′(Rn),φ

(
u|C∞

c (Rn)

)
=
∣∣〈u|C∞

c (Rn),φ
〉∣∣= |〈u,φ〉|= P𝒮 ′,φ (u).

Portanto a aplicação linear 𝒮 ′ 3 u→ u|C∞
c (Rn) ∈ 𝒟 ′(Rn) é injetiva e contínua. Desta forma,

como é usual, iremos identificar u ∈𝒮 ′ com u|C∞
c (Rn) ∈𝒟 ′(Rn), neste sentido temos então que

𝒮 ′ ⊂𝒟 ′(Rn) com inclusão contínua.

Definição 16. Dizemos que uma distribuição u ∈ 𝒟 ′(Rn) é temperada se u ∈𝒮 ′, isto é, se u

possui uma extensão linear contínua ao espaço 𝒮 . Dessa forma, dizemos que 𝒮 ′ é o espaço das
distribuições temperadas.

Exemplo 17. Dado 1≤ p≤ ∞, temos que Lp(Rn)⊂𝒮 ′ com inclusão contínua.

Notemos inicialmente dado qualquer 1≤ q≤ ∞ temos que 𝒮 ⊂ Lq(Rn) com inclusão
contínua. No caso q=∞ basta notar que ‖φ‖L∞(Rn) = ‖φ‖(0,0). Suponhamos então que 1≤ q<∞,
seja N ≥ n+1, dada φ ∈𝒮 temos que

‖φ‖q
Lq(Rn)

=
∫
Rn
|φ |q =

∫
Rn
|φ |q(1+ |x|)Nq(1+ |x|)−Nq =

∫
Rn

[
sup
x∈Rn
|φ |(1+ |x|)N

]q

(1+ |x|)−Nq

=

(∫
Rn
(1+ |x|)−Nq

)
‖φ‖q

(N,0) ≤
(∫

Rn
(1+ |x|)−N

)
‖φ‖q

(N,0) ≤C‖φ‖q
(N,0).

Portanto, existe uma constante C′ > 0 tal que ‖φ‖Lq(Rn) ≤C′‖φ‖(N,0) para toda φ ∈𝒮 . Dada
f ∈ Lp(Rn)⊂𝒟 ′(Rn), temos que f̃ : 𝒮 → C definida por

〈 f̃ ,φ〉=
∫
Rn

f φ

é uma extensão linear e contínua de f . É evidente que f̃ é uma extensão linear de f , para a
continuidade usando a desigualdade de Hölder tem-se para toda φ ∈𝒮 .

|〈 f̃ ,φ〉|=
∣∣∣∣∫Rn

f φ

∣∣∣∣≤ ‖ f‖Lp(Rn)‖φ‖Lq(Rn) ≤C′‖ f‖Lp(Rn)‖φ‖(N,0). (2.11)
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Segue então que f ∈ 𝒮 ′. Além disso, dada φ ∈ 𝒮 a estimativa (2.11) vale para qualquer
f ∈ Lp(Rn), assim

P𝒮 ′,φ ( f ) = |〈 f̃ ,φ〉| ≤C′‖φ‖(N,0)‖ f‖Lp(Rn).

Portanto a inclusão Lp(Rn)⊂𝒮 ′ é contínua.

Assim como estendemos algumas operações em C∞
c (Ω) para 𝒟 ′(Ω) através do transposto

formal, utilizando o mesmo processo, podemos estender algumas operações em 𝒮 para 𝒮 ′.
Utilizando o Lema 3 temos que o transposto formal da transformada de Fourier ℱ : 𝒮 →𝒮

é a própria ℱ , assim podemos estender ℱ a uma transformada de Fourier ℱ : 𝒮 ′→𝒮 ′. A
principal motivação para o estudo do espaço das distribuições temperadas 𝒮 ′ é que tal espaço se
torna um domínio substancialmente maior para a transformada de Fourier.

Definição 17. Dada u ∈𝒮 ′, definimos sua transformada de Fourier û ∈𝒮 ′ por

〈û,φ〉= 〈u, φ̂〉

para toda φ ∈𝒮 .

Observação 7. A aplicação ℱ : 𝒮 ′→𝒮 ′ definida por ℱu = û é uma bijeção linear e contínua
cuja inversa ℱ−1 : 𝒮 ′→𝒮 ′ definida por ℱ−1u = u∨ é contínua, onde

〈u∨,φ〉= 〈u,φ∨〉

para toda φ ∈𝒮 . De fato, a continuidade de ℱ segue de

PS′,φ (û) = |〈û,φ〉|= |〈u, φ̂ 〉|= PS′,φ̂ (u)

pelo Teorema 2 e a continuidade de ℱ−1 segue analogamente. Além disso, é consequência
imediata do Corolário 5 e das definições de ℱ e de ℱ−1 que ℱ ◦ℱ−1 = I e que ℱ−1 ◦ℱ = I.

Observação 8. Sejam ℱL1(Rn) : L1(Rn)→C0(Rn), ℱL2(Rn) : L2(Rn)→ L2(Rn) e ℱ𝒮 ′ : 𝒮 ′→
𝒮 ′ as transformadas de Fourier já definidas, temos que ℱ𝒮 ′ = ℱL1(Rn) em L1(Rn) e ℱ𝒮 ′ =

ℱL2(Rn) em L2(Rn).

De fato, dadas f ∈ L1(Rn) e φ ∈𝒮 , temos que

〈ℱL1(Rn) f ,φ〉=
∫
Rn
(ℱL1(Rn) f )φ =

∫
Rn

f (ℱL1(Rn)φ) = 〈 f ,ℱL1(Rn)φ〉= 〈ℱ𝒮 ′ f ,φ〉.

Então ℱL1(Rn) f = ℱ𝒮 ′ f e portanto ℱ𝒮 ′ = ℱL1(Rn) em L1(Rn).

Por outro lado, já sabemos que ℱL1(Rn) = ℱL2(Rn) em L1(Rn)∩L2(Rn), logo ℱ𝒮 ′ =

ℱL2(Rn) em L1(Rn)∩L2(Rn). Como C∞
c (Rn)⊂ L1(Rn)∩L2(Rn) segue que L1(Rn)∩L2(Rn) é

denso em L1(Rn), assim ℱL2(Rn),ℱ𝒮 ′ : L2(Rn)→𝒮 ′ são operadores contínuos que coincidem
em um conjunto denso, portanto ℱ𝒮 ′ = ℱL2(Rn) em L2(Rn).
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Definição 18. Dizemos que ψ ∈ C∞(Rn) tem crescimento lento, se para todo multi-índice
α ∈ Zn

+ existe uma constante Cα > 0 e um inteiro Nα ∈ Z+ tal que

|∂ α
ψ(x)| ≤Cα(1+ |x|)Nα

para todo x ∈ Rn.

Proposição 11. Seja u ∈𝒮 ′ temos que:

(i) ∂ αu ∈𝒮 ′ para todo α ∈ Zn
+.

(ii) Se ψ ∈C∞(Rn) tem de crescimento lento, então ψu ∈𝒮 ′.

Demonstração. (i) Inicialmente, note que o operador linear L : 𝒮 →𝒮 definido por Lφ = ∂ αφ

é contínuo já que dado N ∈ Z+ e β ∈ Zn
+, temos que

‖∂ α
φ‖(N,β ) = sup

x∈Rn
(1+ |x|)N |∂β (∂

α
φ)|= sup

x∈Rn
(1+ |x|)N |∂ α+β

φ |= ‖φ‖(N,α+β )

para toda φ ∈𝒮 .

Consideremos agora ∂ α

𝒮 ′u : 𝒮 →C definida por 〈∂ α

𝒮 ′u,φ〉= (−1)|α|〈u,∂ αφ〉 para toda
φ ∈𝒮 . Temos que ∂ α

𝒮 ′u = (−1)|α|u◦L é contínua, além disso, ∂ α

𝒮 ′u é claramente uma extensão
linear de ∂ αu, portanto ∂ αu ∈𝒮 ′.

(ii) Analogamente à demonstração do item (i), é suficiente demonstrar que o operador
linear L : 𝒮 →𝒮 definido por Lφ = ψφ é contínuo. De fato, dado N ∈ Z+ e α ∈ Zn

+, temos
que

‖ψφ‖(N,α) = sup
x∈Rn

(1+ |x|)N |∂ α(ψφ)|

≤ sup
x∈Rn

(1+ |x|)N
∑

β≤α

(
α

β

)
|∂ α−β

ψ||∂ β
φ)|

≤ sup
x∈Rn

(1+ |x|)N
∑

β≤α

max
β≤α

{(
α

β

)
sup
x∈Rn
|∂ α−β

ψ|
}
|∂ β

φ)|

≤max
β≤α

{(
α

β

)
sup
x∈Rn
|∂ α−β

ψ|
}

∑
β≤α

sup
x∈Rn

(1+ |x|)N |∂ β
φ)|

=C ∑
β≤α

‖φ‖(N,β ),

portanto a continuidade de L segue do Teorema 2.
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CAPÍTULO

3
OPERADORES PSEUDOSETORIAIS E

SEMIGRUPOS ANALÍTICOS

Nesse Capítulo, apresentaremos um resultado para a geração de semigrupos {e−tA}t≥0

de operadores lineares sobre X , para o caso em que X é um espaço topológico localmente
convexo e A é um operador linear que denominamos pseudosetorial. Tal resultado surge a partir
da generalização dos conceitos e técnicas usados na demonstração do Teorema 1.3.4 de (HENRY,
1981) para o caso em que X é um espaço topológico localmente convexo. Para simplificar a
escrita, os espaços vetoriais considerados nesse Capítulo serão sempre complexos, isto é, o corpo
de escalares será sempre C, ainda que algumas definições e resultados possam ser enunciados
para espaços vetoriais reais também.

3.1 Operadores setoriais e geração de semigrupos analí-
ticos em espaços de Banach

Começaremos definindo alguns conceitos que serão usados neste capítulo e enunciando
o clássico Teorema de geração de semigrupos analíticos {e−tA}t≥0 ⊂ℒ (X), para o caso em que
X é um espaço de Banach e A : D(A)⊂ X → X é um operador setorial.

Definição 19. Sejam X ,Y,Z espaços vetoriais topológicos e A : D(A) ⊂ X → Y um operador
linear. Dizemos que A é fechado se seu gráfico Gr(A) é fechado em X×Y , onde

Gr(A) = {(x,Ax)⊂ X×Y : x ∈ X}.

Dado E ⊂ Z, definimos o fecho sequencial de E em Z, denotado por E seq, como sendo

E seq
=

{
x ∈ Z : ∃(xk)k∈N ⊂ E tal que xk

Z−−−→
k→∞

x
}

e dizemos que E é sequencialmente fechado se E seq
= E.
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Dizemos que A é sequencialmente fechado se Gr(A) é sequencialmente fechado em
X×Y .

Definição 20 (Resolvente e Espectro). Seja X um espaço vetorial topológico sobre C e A :
D(A)⊂X→X um operador linear, o conjunto resolvente de A denotado por ρ(A) é o subconjunto
de C formado por todos os λ ∈ C, tais que:

(i) (λ −A) : D(A)⊂ X → X é injetivo.

(ii) R(λ −A)
seq

= X .

(iii) (λ −A)−1 : R(λ −A)→ X é contínuo.

O operador (λ −A)−1 : R(λ −A)→ X é chamado de operador resolvente.

O espectro de A, denotado por σ(A), é definido por σ(A) := C\ρ(A).

Definição 21 (Operador Setorial). Seja X = (X ,‖ · ‖X) um espaço de Banach. Dizemos que um
operador linear A : D(A) : X → X é setorial se A é fechado, densamente definido e existem um
ângulo θ ∈ (0, π

2 ), uma constante M ≥ 0 e um número real a, tais que o setor

Σa,θ = {λ ∈ C\{a} : θ < |Arg(λ −a)| ≤ π} (3.1)

está contido no conjunto resolvente de A e

‖(λ −A)−1‖ℒ (X) ≤
M
|λ −a|

(3.2)

para todo λ ∈ Σa,θ , onde Arg(λ −a) é o argumento principal do número complexo λ −a.

Definição 22. Sejam X espaço vetorial topológico, U ⊂R um aberto e f : U→ X uma aplicação.
Dizemos que f é analítica se para cada t0 ∈U existem δ > 0 e x j ∈ X para j ∈ N∪{0}, tais que
(t0−δ , t0 +δ )⊂U e

f (t) =
∞

∑
j=0

(t− t0) jx j

para todo t ∈ (t0−δ , t0 +δ ), isto é,

k

∑
j=0

(t− t0) jx j
X−−−→

k→∞
f (t)

para todo t ∈ (t0−δ , t0 +δ ).

Definição 23 (Semigrupo Analítico e Gerador Infinitesimal). Seja X um espaço vetorial topo-
lógico, denotaremos por L(X) o espaço vetorial de todos os operadores lineares T : X → X ,
incluindo os descontínuos, enquanto o espaço vetorial dos operadores lineares contínuos será
denotado por ℒ (X).

Seja {T (t)}t≥0 ⊂ L(X) uma família de operadores lineares e consideremos as proprieda-
des:
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(i) T (0) = I.

(ii) T (t + s) = T (t)T (s) para todo t,s≥ 0.

(iii) A aplicação [0,+∞) 3 t 7→ T (t)x ∈ X é contínua para todo x ∈ X .

(iv) A aplicação (0,+∞) 3 t 7→ T (t)x ∈ X é analítica para todo x ∈ X .

Se (i) e (ii) são verificadas, dizemos que {T (t)}t≥0 é um semigrupo de operadores lineares. Se
(i), (ii) e (iii) são verificadas dizemos que {T (t)}t≥0 é um semigrupo fortemente contínuo. Se
(i), (ii), (iii) e (iv) são verificadas dizemos que {T (t)}t≥0 é um semigrupo analítico. O gerador
infinitesimal L : D(L)⊂X→X de um semigrupo analítico {T (t)}t≥0 é o operador linear definido
por

Lx = lim
t→0+

T (t)x− x
t

,

onde seu domínio D(L) consiste de todos os x ∈ X para os quais o limite acima existe.

Teorema 9. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A)⊂X→X um operador setorial com ângulo
φ e vértice a. Então −A é o gerador infinitesimal do semigrupo analítico {e−tA}t≥0 ⊂ℒ (X),
onde

e−tA =
1

2πi

∫
Γ

(λ +A)−1eλ tdλ (3.3)

e Γ : R→ ρ(−A) é a curva definida por

Γ(s) =


Reit−a se t ∈ [−θ ,θ ]

s
θ

Reiθ −a se t ∈ [θ ,+∞)

− s
θ

Re−iθ −a se t ∈ (−∞,−θ ]

com R > 0 e θ ∈ (π

2 ,π−φ).

A função (0,+∞) 3 t → e−tA ∈ℒ (X) pode ser estendida para uma função analítica
{z ∈ C\{0} : |argz|< ε} 3 z→ e−zA ∈ℒ (X) para ε > 0 suficientemente pequeno.

Temos também que se b∈R é tal que Reσ(A)> b, isto é, se Reλ > b para todo λ ∈σ(A),
então existe uma constante C > 0 tal que

‖e−tA‖ℒ (X) ≤Ce−bt e ‖Ae−tA‖ℒ (X) ≤
C
t

e−bt

para todo t > 0. Por fim, temos que

d
dt
(e−tA) =−Ae−tA

para todo t > 0.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada na página 21 de (HENRY, 1981) e também
na página 43 em (MACEDO, 2016).



52 Capítulo 3. Operadores pseudosetoriais e semigrupos analíticos

3.2 Conceitos e resultados fundamentais

Nesta seção apresentamos alguns conceitos e resultados para espaços vetoriais topológi-
cos localmente convexos, tais conceitos e resultados são bem conhecidos em espaços de Banach
e serão fundamentais para enunciar e demonstrar o principal resultado deste Capítulo.

Proposição 12. Seja X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico localmente convexo e sequen-
cialmente completo. Se A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear sequencialmente fechado e
λ ∈ ρ(A), então (λ −A) : D(A)→ X é bijetivo.

Demonstração. Seja (yk)k∈N uma sequência em R(λ −A), tal que yk
X−−−→

k→∞
y ∈ X . Como (λ −

A)−1 : R(λ −A)→ X é contínuo, dada q ∈ Λ existem p1, p2, . . . , pm ∈ Λ e C > 0, tais que

q
(
(λ −A)−1y

)
≤C

m

∑
j=1

p j(y)

para todo y ∈ R(λ −A). Logo, seja xk = (λ −A)−1yk para k ∈ N, temos que

q(xk− xl) = q
(
(λ −A)−1(yk− yl)

)
≤C

m

∑
j=1

p j(yk− yl)

para quaisquer m, l ∈ N e então, como (yk)k∈N é uma sequência de Cauchy, segue que (xk)k∈N é
uma sequência de Cauchy. Temos então que existe x ∈ X tal que xk

X−−−→
k→∞

x, pois X é sequêncial-

mente completo. Como (xk)k∈N é uma sequencia em D(A) tal que xk
X−−−→

k→∞
x,

Axk = λxk− (λ −A)xk = λxk− yk
X−−−→

k→∞
λx− y

e A : D(A) ⊂ X → X é sequencialmente fechado segue que x ∈ D(A) e Ax = λx− y. Então
(λ −A)x = y, logo y ∈ R(λ −A) e portanto

R(λ −A) = R(λ −A)
seq

= X .

Proposição 13 (Identidade do Resolvente). Seja X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico
localmente convexo e sequencialmente completo. Se A : D(A)⊂ X → X é um operador linear
fechado e λ ,µ ∈ ρ(A), então

(µ−A)−1− (λ −A)−1 = (λ −µ)(µ−A)−1(λ −A)−1.

Consequentemente temos que,

(µ−A)−1(λ −A)−1 = (λ −A)−1(µ−A)−1.
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Demonstração. De fato,

(µ−A)−1 = (µ−A)−1(λ −A)(λ −A)−1

= (µ−A)−1[(λ −µ)I +(µ−A)](λ −A)−1

= (λ −µ)(µ−A)−1(λ −A)−1 +(λ −A)−1

de onde segue a primeira igualdade. A segunda igualdade é óbvia se µ = λ , por outro lado se
µ 6= λ , segue da primeira igualdade que

(µ−A)−1(λ −A)−1 = (λ −µ)−1[(µ−A)−1− (λ −A)−1]

= (µ−λ )−1[(λ −A)−1− (µ−A)−1] = (λ −A)−1(µ−A)−1

Definição 24. Sejam (Y,d) um espaço métrico e f : Y → X uma aplicação. Dizemos que f é
uniformemente contínua se, dados p ∈ Λ e ε > 0, existe δ > 0 tal que p( f (x)− f (y))< ε para
todos x,y ∈ Y tais que d(x,y)< δ .

Proposição 14. Sejam (Y,d) um espaço métrico compacto e f : Y → X uma aplicação contínua.
Então f é uniformemente contínua.

Demonstração. Dados p ∈ Λ e ε > 0, da continuidade de f , segue que para cada y ∈ Y existe
δy > 0 tal que p( f (x)− f (y)) < ε

2 para todo x ∈ Y tal que d(x,y) < 2δ . Como Y é compacto,
a cobertura aberta {Bd(y,δy)}y∈Y possui uma subcobertura finita {Bd(y j,δy j)}k

j=1, seja δ =

min{δy j : j = 1,2, . . . ,k}. Dados x,y ∈ Y tais que d(x,y) < δ , como {Bd(y j,δy j)}k
j=1 é uma

cobertura de Y temos que existe m ∈ {1,2, . . . ,k} tal que y ∈ Bd(ym,δym), logo d(y,ym)< δym <

2δym e
d(x,ym)≤ d(x,y)+d(y,ym)< δ +δym ≤ 2δym.

Então
p( f (x)− f (y))≤ p( f (x)− f (ym))+ p( f (ym)− f (y))<

ε

2
+

ε

2
= ε.

Portanto f é uniformemente contínua.

Definição 25. Uma partição P de um intervalo [a,b] é uma família finita {t j}NP
j=0 de pontos em

[a,b] tais que a = t0 < t1 < ... < tNP = b. O módulo da partição P = {t j}NP
j=0, denotado por ‖P‖,

é definido por ‖P‖= max{t j− t j−1 : 1≤ j ≤ NP}.

Dada uma curva γ : [a,b]→ C, dizemos que γ tem variação limitada se existe uma
constante C > 0 tal que

NP

∑
j=1
|γ(t j)− γ(t j−1)| ≤C

para qualquer partição P = {t j}NP
j=0 de [a,b]. Neste caso definimos a variação total de γ , a qual

denotamos por V (γ), sendo

V (γ) = sup

{
NP

∑
j=1
|γ(t j)− γ(t j−1)| : P = {t j}NP

j=0 é partição de [a,b]

}
.
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Teorema 10. Sejam γ : [a,b]→ C uma curva de variação limitada e f : [a,b]→ X uma função
contínua, existe um único y ∈ X com a seguinte propriedade:

Dados p ∈ Λ e ε > 0, existe δ > 0 tal que se P = {t j}NP
j=0 é uma partição de [a,b] com

‖P‖< δ então

p

(
y−

NP

∑
j=1

[γ(t j)− γ(t j−1)] f (τ j)

)
< ε

para quaisquer τ j ∈ [t j, t j−1] com j = 1, ...,NP.

Demonstração. Segue da Proposição 14 que f é uniformemente contínua, logo para cada k ∈ N
existe δk > 0 tal que

p( f (t)− f (s))<
1
k

se |t− s|< δk. Para cada k ∈ N, sejam

Ek :=

{
NP

∑
j=1

[γ(t j)− γ(t j−1)] f (τ j) :
P = {t j}NP

j=0 é partição de [a,b], ‖P‖< δk

e τ j ∈ [t j, t j−1] para j = 1, ...,NP

}
e

diamp(Ek) := sup{p(x− y) : x,y ∈ Ek},

mostraremos que diamp(Ek)≤ 2
k . Suponhamos que P = {t j}NP

j=0 e Q = {s j}
NQ
j=0 sejam partições

de [a,b] tais que ‖P‖< δk e P⊂ Q, então para cada j ∈ {0,1, ...,NP} existe l j ∈ {0,1, ...,NQ}
tal que sl j = t j e naturalmente temos 0 = l0 < l1 < ... < lNP = NQ. Segue que

p

(
NP

∑
j=1

[γ(t j)− γ(t j−1)] f (τ j)−
NQ

∑
j=1

[γ(s j)− γ(s j−1)] f (σ j)

)

= p

(
NP

∑
j=1

l j

∑
l=l j−1

[γ(sl)− γ(sl−1)] f (τ j)−
NP

∑
j=1

l j

∑
l=l j−1

[γ(sl)− γ(sl−1)] f (σl)

)

= p

(
NP

∑
j=1

l j

∑
l=l j−1

[γ(sl)− γ(sl−1)]( f (τ j)− f (σl))

)

≤
NP

∑
j=1

l j

∑
l=l j−1

|γ(sl)− γ(sl−1)|p( f (τ j)− f (σl))

≤
NP

∑
j=1

l j

∑
l=l j−1

|γ(sl)− γ(sl−1)|
1
k
=

1
k

NP

∑
j=1

l j

∑
l=l j−1

|γ(sl)− γ(sl−1)|

=
1
k

NQ

∑
j=1
|γ(s j)− γ(s j−1)| ≤

1
k

V (γ)

para quaisquer τ j ∈ [t j, t j−1] com j = 1, ...,NP e σ j ∈ [s j,s j−1] com j = 1, ...,NQ, pois para
quaisquer 1≤ j ≤ NP e l j−1 ≤ l ≤ l j

σl ∈ [sl,sl−1]⊂ [sl j ,sl j−1] = [t j, t j−1]
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e então |τ j−σl|< δk.

Assim para quaisquer, P = {t j}NP
j=0,Q = {s j}

NQ
j=0 partições de [a,b] denotando a partição

P∪Q por {r j}N
j=0, como P⊂ P∪Q e Q⊂ P∪Q, temos que

p

(
NP

∑
j=1

[γ(t j)− γ(t j−1)] f (τ j)−
NQ

∑
j=1

[γ(s j)− γ(s j−1)] f (σ j)

)

≤ p

(
NP

∑
j=1

[γ(t j)− γ(t j−1)] f (τ j)−
N

∑
j=1

[γ(r j)− γ(r j−1)] f (r j)

)

+ p

(
NQ

∑
j=1

[γ(s j)− γ(s j−1)] f (σ j)−
N

∑
j=1

[γ(r j)− γ(r j−1)] f (r j)

)

≤ 1
k

V (γ)+
1
k

V (γ) =
2
k

V (γ)

para quaisquer τ j ∈ [t j, t j−1] com j = 1, ...,NP e σ j ∈ [s j,s j−1] com j = 1, ...,NQ, como queríamos
mostrar.

Para cada k ∈N seja yk ∈ Ek, como Em ⊂ Ek se m≥ k, então dado k0 ∈N, para k,m≥ k0

temos yk,ym ∈ Ek0 e então ‖yk−ym‖ ≤ 2
k0

V (γ). Portanto a sequência (yk) é de Cauchy e, como X

é sequencialmente completo, segue que tal sequência converge, seja y seu limite. Se P = {t j}NP
j=0

é uma partição de [a,b] com ‖P‖< δk, então

p

(
y j−

NP

∑
j=1

[γ(t j)− γ(t j−1)] f (τ j)

)
≤ 2

k
V (γ)

para qualquer j ≥ k, fazendo j→ ∞ obtemos

p

(
y−

NP

∑
j=1

[γ(t j)− γ(t j−1)] f (τ j)

)
≤ 2

k
V (γ).

Portanto, y tem a propriedade desejada. Se x ∈ X tem a mesma propriedade de y, dada uma
sequência de partições Pk = {tk

j}
NPk
j=0 tal que ‖Pk‖→ 0 quando k→ ∞, segue que

NPk

∑
j=1

[γ(tk
j )− γ(tk

j−1)] f (t
k
j )

X−−−→
k→∞

x e
NPk

∑
j=1

[γ(tk
j )− γ(tk

j−1)] f (t
k
j )

X−−−→
k→∞

y,

portanto x = y pela unicidade do limite.

Definição 26. Tal y ∈ X do teorema anterior é chamado de integral de Riemann-Stieltjes de
f com respeito a curva γ e denotado por

∫ b
a f dγ . No caso especial em que γ é a identidade

denotamos a integral
∫ b

a f dγ simplesmente por
∫ b

a f (t)dt, tal integral é chamada de integral de
Riemann de f .

Seja I ⊂ R um intervalo e γ : I→ K uma curva de variação limitada sobre intervalos
compactos,isto é, γ|[a,b] tem variação limitada para qualquer intervalo [a,b]⊂ I. Consideremos
também f : I→ X uma função contínua.
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Se I = [a,b) com −∞ < a < b≤+∞, diremos que a integral
∫ b

a f dγ existe (ou converge)
e definimos ∫ b

a
f dγ := lim

c→b−

∫ c

a
f dγ

caso o limite acima exista.

Analogamente, se I = (a,b] com −∞ ≤ a < b < +∞, diremos que a integral
∫ b

a f dγ

existe (ou converge) e definimos ∫ b

a
f dγ := lim

c→a+

∫ c

a
f dγ

caso o limite acima exista.

Se I = (a,b) com−∞≤ a < b≤+∞, diremos que a integral
∫ b

a f dγ existe (ou converge)
e definimos ∫ b

a
f dγ :=

∫ c

a
f |(a,c]dγ +

∫ b

c
f |[c,b)dγ

se dado c ∈ (a,b) as duas integrais do lado direito existem.

Se I é um intervalo com extremos a e b, com −∞≤ a < b≤+∞, denotaremos a integral∫ b
a f dγ por

∫
I f dγ também.

Proposição 15. Sejam X = (X ,ΛX), (Y,ΛY ) espaços vetoriais topológicos localmente convexos,
Hausdorff e sequencialmente completos. Consideremos também I ⊂ R um intervalo, γ : I→ C
uma curva de variação limitada sobre intervalos compactos, f : I→ X uma aplicação contínua e
E ⊂ X um subespaço vetorial. Temos que

(i) Se I = [a,b] e f (I)⊂ E, então existe uma sequência (xk)k∈N ⊂ E tal que

xk
X−−−→

k→∞

∫ b

a
f dγ. (3.4)

(ii) Se A : X → Y é um operador sequencialmente contínuo e a integral
∫

I f dγ é convergente,
então a integral

∫
I A◦ f dγ é convergente e

A
(∫

I
f dγ

)
=
∫

I
A◦ f dγ. (3.5)

(iii) Se A : D(A)⊂ X → Y é um operador sequencialmente fechado, A◦ f : I→ Y é contínua e
as integrais

∫
I f dγ e

∫
I A◦ f dγ são convergentes, então

A
(∫

I
f dγ

)
=
∫

I
A◦ f dγ.

Demonstração. (i) Consideremos

xk :=
k

∑
j=1

[
γ

(
a+(b−a)

j
k

)
− γ

(
a+(b−a)

j−1
k

)]
f
(

a+(b−a)
j
k

)
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para k ∈ N. Temos que (xk)k∈N ⊂ E e pelo Teorema 10 temos (3.4).

(ii) Suponhamos I = [a,b] e seja (xk)k∈N a sequência apresentada no item (i). Temos que
(3.4) ocorre e pelo Teorema 10

Axk =
k

∑
j=1

[
γ

(
a+(b−a)

j
k

)
− γ

(
a+(b−a)

j−1
k

)]
A◦ f

(
a+(b−a)

j
k

)
Y−−−→

k→∞

∫
I
A◦ f dγ.

Portanto, como A é sequencialmente contínuo, temos (3.5).

Se I = [a,b), seja (ck)k∈N ⊂ (a,b), usando continuidade sequencial do operador A, temos
então que

lim
k→∞

∫ ck

a
A◦ f dγ = A

(
lim
k→∞

∫ ck

a
f dγ

)
= A

(∫
I

f dγ

)
.

Então a integral
∫

I A◦ f dγ é convergente e temos (3.5). Os outros casos (I = (a,b] e I = (a,b))
são análogos.

(iii) É similar a demonstração de (ii).

Definição 27. Seja I ⊂ R um intervalo e γ : I → C uma curva de variação limitada sobre
intervalos fechados, fixado um c ∈ I definimos a curva |γ|c : I→ R por

|γ|c(x) =

V (γ|[c,x]) se x≥ c

−V (γ|[x,c]) se x≤ c.

Seja f : γ(I)→ X uma função contínua definimos∫
γ

f (z)dz :=
∫

I
f ◦ γ dγ e

∫
γ

f (z)|dz| :=
∫

I
f ◦ γ d|γ|c

caso existam as integrais do lado direito.

Observação 9. A definição de
∫

γ
f (z)|dz| é independente da escolha de c∈ I, de fato, basta notar

que |γ|c(y)−|γ|c(x) =V (γ|[x,y]) para quaisquer x,y,c ∈ I com x≤ y e que a integral
∫

γ
f (z)|dz|

só depende das diferenças |γ|c(y)−|γ|c(x). Como para fins de integração não há diferença o
c ∈ I escolhido, denotaremos a curva |γ|c somente por |γ|.

Proposição 16. Sejam γ : I→ C uma curva de variação limitada sobre intervalos compactos e
f : γ(I)→ X uma função contínua. Se para toda p ∈ Λ a integral

∫
γ

p( f (z))|dz| existe, então a
integral

∫
γ

f (z)dz existe e

p
(∫

γ

f (z)dz
)
≤
∫

γ

p( f (z))|dz|

para toda seminorma p ∈ Λ.
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Demonstração. A demonstração é idêntica ao caso em que X é um espaço de Banach (ver
Proposição 1.1.11 em (MACEDO, 2016)), trocando apenas a norma pela seminorma.

Definição 28. Dizemos que uma curva γ : I→ X é de classe C1 por partes se existem a1 < a2 <

... < aN em I, tais que γ|I\(a1,+∞), γ|I\(−∞,aN) e γ|[a j,a j+1] para j = 1,2, ...,N− 1 são curvas de
classe C1.

Teorema 11 (Fubini). Sejam I,J ⊂ R intervalos, γ : I→ C e ζ : J→ C curvas de classe C1 por
partes e F : I× J→ X uma função contínua. Suponhamos que, para quaisquer t ∈ I e s ∈ J, as
integrais

f (t) :=
∫

J
F(t,s)dζ (s) e g(s) :=

∫
I
F(t,s)dγ(t)

existam e que as funções f : I→ X e g : J→ X definidas dessa forma sejam contínuas. Suponha-
mos ainda que para toda seminorma p ∈ Λ∫

I×J
p(F(t,s))|γ ′(t)||ζ ′(s)|dtds < ∞,

onde a integral acima é a integral de Lebesgue. Então as integrais abaixo existem e vale∫
I

f dγ =
∫

J
gdζ . (3.6)

Demonstração. A demonstração é idêntica ao caso em que X é um espaço de Banach (ver
Teorema 1.2.9 em (MACEDO, 2016)), trocando apenas a norma pela seminorma.

Definição 29. Sejam Ω ∈ C um aberto e f : Ω→ X uma aplicação. Dizemos que f é holomorfa
em z0 ∈Ω se o limite

lim
z→z0

f (z)− f (z0)

z− z0

existe. Neste caso, denotamos o limite acima por f ′(z0)
(

ou d f (z0)
dz

)
e dizemos que f ′(z0) é a

derivada de f no ponto z0. Se f é holomorfa em todos os pontos de Ω dizemos que f é holomorfa
em Ω ou simplesmente que f é holomorfa.

Proposição 17 (Hahn-Banach). Seja X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico localmente
convexo Hausdorff. Dado x ∈ X\{0}, existe ξ ∈ X ′ tal que ξ (x) 6= 0.

Demonstração. Ver Corolário 2 do Teorema 18.1 em (TREVES, 1967).

Teorema 12 (Cauchy). Sejam Ω⊂C um aberto simplesmente conexo, f : Ω→ X uma aplicação
holomorfa e γ : [a,b]→Ω uma curva fechada (isto é, γ(a) = γ(b)) de variação limitada. Então∫

γ

f (z)dz = 0.
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Demonstração. Sabemos que o teorema é válido para X = C (ver Teorema 6.15 de (CONWAY,
1978)). Em geral, dados ξ ∈ X ′ e λ0 ∈Ω, temos que

(ξ ◦ f )′(z0) = lim
z→z0

ξ ( f (z))−ξ ( f (z0))

z− z0
= lim

z→z0
ξ

(
f (z)− f (z0)

z− z0

)
= ξ

(
lim
z→z0

f (z)− f (z0)

z− z0

)
= ξ ( f ′(z0)).

Logo ξ ◦ f é holomorfa em Ω. Temos então que

ξ

(∫
γ

f (z)dz
)
=
∫

γ

ξ ◦ f (z)dz = 0.

Portanto, como ξ ∈ X ′ foi tomado arbitrariamente, segue da Proposição 17 que∫
γ

f (z)dz = 0.

3.3 Operadores pseudosetoriais e semigrupos analíticos
em espaços vetoriais topológicos localmente conve-
xos

Nesta seção apresentamos uma versão do Teorema 9 para o caso em que X é um espaço
vetorial topológico localmente convexo, Hausdorff e sequencialmente completo. Começaremos
apresentando o espaço onde convergirá a integral da fórmula integral de Cauchy:

e−tA =
1

2πi

∫
Γ

(λ +A)−1eλ tdλ .

Definição 30. Sejam X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico localmente convexo e L(X) o
espaço dos operadores lineares T : X→X . Munimos o espaço L(X) com a família de seminormas:

ΛL(X) := {qp,x : p ∈ Λ e x ∈ X},

onde dados p ∈ Λ, x ∈ X e T ∈ L(X)

qp,x(T ) = p(T x).

Dessa forma, temos que L(X) =
(
L(X),ΛL(X)

)
é um espaço vetorial topológico localmente

convexo.

O resultado a seguir nos mostra que o espaço L(X) herda algumas propriedades do
espaço X .
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Proposição 18. Sejam X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico localmente convexo, L(X) =(
L(X),ΛL(X)

)
o espaço vetorial topológico localmente convexo definido acima, 〈Tβ 〉β∈ϒ um net

em L(X) e T,U ∈ L(X). Temos que:

(i) Tβ

L(X)−−−→
β∈ϒ

T se, e somente se, Tβ x X−−→
β∈ϒ

T x para todo x ∈ X .

(ii) Se Tβ

L(X)−−−→
β∈ϒ

T , então Tβ ◦U
L(X)−−−→
β∈ϒ

T ◦U .

(iii) Se U ∈ℒ (X) e Tβ

L(X)−−−→
β∈B

T , então U ◦Tβ

L(X)−−−→
β∈ϒ

U ◦T .

(iv) Se Λ é separante, então ΛL(X) é separante. Logo se X é Hausdorff, então L(X) é Hausdorff.

(v) Se X é sequencialmente completo, então L(X) é sequencialmente completo. Se X é completo,
então L(X) é completo.

Demonstração. (i) De fato, Tβ

L(X)−−−→
β∈ϒ

T se, e somente se, p(Tβ x−T x) = qp,x(Tβ −T ) −−→
β∈ϒ

0

para quaisquer x ∈ X e p ∈ Λ. O que ocorre se, e somente se, Tβ x X−−→
β∈ϒ

T x para todo x ∈ X .

(ii) Segue imediatamente de (i).

(iii) Seja x ∈ X , segue da continuidade de (i) e da continuidade de U que Tβ (Ux)
L(X)−−−→
β∈ϒ

T (Ux). Portanto, segue de (i) que U ◦Tβ

L(X)−−−→
β∈ϒ

U ◦T .

(iv) De fato, seja T ∈ L(X) tal que qp,x(T ) = 0 para quaisquer x ∈ X e p ∈ Λ. Então
dado x ∈ X , temos que p(T x) = 0 para todo p ∈ Λ, supondo que Λ é separante, segue T x = 0.
Portanto T = 0.

(v) Seja (Tk)k∈N uma sequência de Cauchy em L(X), então

p(Tkx−Tjx) = qp,x(Tk−Tj)−−−−→
k, j→∞

0

para quaisquer x ∈ X e p ∈ Λ. Dado x ∈ X , temos então que (Tkx)k∈N é uma sequência de
Cauchy em X , logo como X é sequêncialmente completo, temos que (Tkx)k∈N é convergente.
Seja T : X → X definido por

T x = lim
k→∞

Tkx,

segue que T ∈ L(X) e

qp,x(Tk−T ) = p(Tkx−T x)−−−→
k→∞

0

para quaisquer x ∈ X e p ∈ Λ. Então Tk
L(X)−−−→
k→∞

T e portanto L(X) é sequencialmente completo.

Supondo que X é completo a demonstração de que L(X) é completo é idêntica a demons-
tração feita, trocando apenas a sequência (Tk)k∈N por um net 〈Tβ 〉β∈ϒ.
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Definição 31 (Operador pseudosetorial). Seja X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico local-
mente convexo e sequencialmente completo. Dizemos que um operador linear A : D(A) : X → X

é pseudosetorial com vértice a e ângulo θ se A é sequencialmente fechado, a ∈ R e θ ∈ (0, π

2 )

são tais que o setor
Σa,θ := {λ ∈ C\{a} : θ < |Arg(λ −a)|} (3.7)

está contido em ρ(A) e dados p ∈ Λ e x ∈ X , existe Cp,x > 0 tal que

qp,x
(
(λ −A)−1)≤ Cp,x

|λ −a|
(3.8)

para todo λ ∈ Σa,θ .

Proposição 19. Sejam X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico localmente convexo sequen-
cialmente completo e A : D(A) : X → X um operador pseudosetorial com vértice a e ângulo θ .
Então a aplicação Σa,θ 3 λ 7→ (λ −A)−1 ∈ L(X) é holomorfa.

Demonstração. Fixados µ ∈ Σa,θ e qp,x ∈ ΛL(X), seja y = (µ −A)−1x. Dado λ ∈ Σa,θ tal que
|µ−λ |< 1

2 |µ−a|, temos que

qp,x
(
(λ −A)−1− (µ−A)−1)= p

([
(λ −A)−1− (µ−A)−1]x

)
= |µ−λ |p

(
(λ −A)−1(µ−A)−1x

)
= |µ−λ |qp,y

(
(λ −A)−1)

≤ |µ−λ |
Cp,y

|λ −a|βp,y

≤ |µ−λ |
2Cp,y

|µ−a|βp,y
,

logo qp,x
(
(λ −A)−1− (µ−A)−1)−−−→

λ→µ

0. Portanto a aplicação Σa,θ 3 λ 7→ (λ −A)−1 ∈ L(X)

é contínua.

Segue da continuidade demonstrada, da identidade do resolvente (Proposição 13) e do
item (ii) da Proposição 18 que

(λ −µ)−1 ((λ −A)−1− (µ−A)−1)=−(λ −A)−1(µ−A)−1 L(X)−−−→
λ→µ

−(µ−A)−2.

Portanto a aplicação Σa,θ 3 λ 7→ (λ −A)−1 ∈ L(X) é holomorfa.

Temos agora todas as ferramentas para enunciar e demonstrar uma versão do Teorema 9
para o caso em que X é um espaço vetorial topológico localmente convexo, sequencialmente
completo e Hausdorff.

Teorema 13. Seja X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico localmente convexo, sequencial-
mente completo e Hausdorff. Suponhamos que A : D(A)⊂ X → X um operador pseudosetorial
com vértice a ∈ R e ângulo θ0 ∈ (0, π

2 ). Dado t > 0, seja

e−tA :=
1

2πi

∫
Γ

(λ +A)−1eλ tdλ , (3.9)



62 Capítulo 3. Operadores pseudosetoriais e semigrupos analíticos

onde a integração acima é realizada em L(X), a curva Γ : R→
(
−Σa,θ

)
é dada por:

Γ(s) =


Reit−a se t ∈ [−θ ,θ ]

s
θ

Reiθ −a se t ∈ [θ ,+∞)

− s
θ

Re−iθ −a se t ∈ (−∞,−θ ]

,

R > 0 e θ ∈ (π

2 ,π−θ0). Temos que:

(i) e−tAe−sA = e−(t+s)A para todos t,s > 0.

(ii) e−tAx X−−−→
t→0+

x para todo x ∈ D(A).

(iii) A aplicação
(0,+∞) 3 t 7→ e−tA ∈ L(X)

se estende a uma aplicação

{λ ∈ C : |Arg(λ )|< ε} 3 z 7→ e−zA ∈ L(X)

analítica.

(iv) Temos que Im(e−tA) ⊂ D(Ak) para quaisquer k ∈ N e t > 0. Além disso, para quaisquer
p ∈ Λ e x ∈ X , existe Mp,x > 0 tal que

qp,x

(
e−tA

)
≤Mp,xe−ta e qp,x

(
Ae−tA

)
≤

Mp,x

t
e−ta (3.10)

para todo t > 0.

(v) Dado x ∈ D(A), se e−tAAx X−−−→
t→0+

Ax, temos que

e−tAx− x
t

X−−−→
t→0+

−Ax.

Em particular, se x ∈ D(A2), segue que a convergência acima ocorre.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que a = 0. Sejam 0 < ε < θ − π

2 , Sε = {λ ∈ C\{0} :
|Arg(λ )|< ε} e z ∈ Sε , definamos

e−zA :=
1

2πi

∫
Γ

ezλ (λ +A)−1dλ . (3.11)

Mostraremos que a integral acima é convergente. De fato, temos que

Re(zλ ) = |zλ |cos(Arg(zλ )) = |zλ |cos(|Arg(zλ )|) = |zλ |cos(|Arg(z)+Arg(λ )|), (3.12)

assim dado λ ∈ Γ((−∞,−θ ]∪ [θ ,∞)), notando que |Arg(λ )|= θ , segue que

|Arg(z)+Arg(λ )|= |Arg(λ )−Arg(z)| ≥ |Arg(λ )|− |Arg(z)|> θ − ε >
π

2
e
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|Arg(z)+Arg(λ )| ≤ |Arg(z)|+ |Arg(λ )|< ε +θ < ε−θ +2π <
3π

2
,

logo

cos(|Arg(z)+Arg(λ )|)< cos(θ − ε)< 0. (3.13)

Seja qp,x ∈ ΛL(X), considerando Γ1 = Γ|(−∞,−θ ] e Γ2 = Γ|[θ ,∞), temos então que

∫
Γ j

qp,x

(
ezλ (λ +A)−1

)
|dλ | ≤

∫
Γ j

|ezλ |qp,x
(
(λ +A)−1) |dλ |

∫
Γ j

eRe(zλ )|
Cp,x

|λ |
|dλ |

=
∫

Γ j

e|zλ |cos(|Arg(z)+Arg(λ )|)|
Cp,x

|λ |
|dλ | ≤

∫
Γ j

e|zλ |cos(θ−ε)|
Cp,x

|λ |
|dλ |< ∞

para j = 1,2. Portanto, pela Proposição 16, a integral em (3.11) converge, em particular a integral
em (3.9) é convergente para todo t > 0.

(i) Seja Φ : R→ C a curva definida por

Φ(s) = Γ(s)+K

onde K > 0 é uma constante de modo que {Γ(s) : s ∈ R}∩{Γ(s)+K : s ∈ R} = /0. Fixados
t,s > 0, pelo Teorema de Cauchy (Teorema 12), temos que

1
2πi

∫
Φ

esµ(µ +A)−1dµ =
1

2πi

∫
Γ

esλ (λ +A)−1dλ = e−sA e (3.14)

∫
Γ

etλ (µ−λ )−1dλ = 0 (3.15)

para todo µ ∈Φ. Além disso, pela Fórmula Integral de Cauchy (ver Fórmula Integral de Cauchy
5.4 em (CONWAY, 1978)), temos que

∫
Φ

esµ(µ−λ )−1dµ = 2πiesλ (3.16)

para todo λ ∈ Γ. Segue de (3.14), da identidade do resolvente (Proposição 13), do Teorema de
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Fubini (Teorema 11), de (3.15) e (3.16) que

e−tAe−sA =

(
1

2πi

∫
Γ

etλ (λ +A)−1dλ

)(
1

2πi

∫
Φ

esµ(µ +A)−1dµ

)
=

1
(2πi)2

∫
Γ

(∫
Φ

etλ esµ(λ +A)−1(µ +A)−1dµ

)
dλ

=
1

(2πi)2

∫
Γ

(∫
Φ

etλ+sµ(µ−λ )−1 [(λ +A)−1− (µ +A)−1]dµ

)
dλ

=
1

(2πi)2

∫
Γ

(∫
Φ

etλ+sµ(µ−λ )−1(λ +A)−1dµ

)
dλ

− 1
(2πi)2

∫
Γ

(∫
Φ

etλ+sµ(µ−λ )−1(µ +A)−1dµ

)
dλ

=
1

(2πi)2

∫
Γ

(∫
Φ

etλ+sµ(µ−λ )−1(λ +A)−1dµ

)
dλ

− 1
(2πi)2

∫
Φ

(∫
Γ

etλ+sµ(µ−λ )−1(µ +A)−1dλ

)
dµ

=
1

(2πi)2

∫
Γ

etλ
(∫

Φ

esµ(µ−λ )−1dµ

)
(λ +A)−1dλ

− 1
(2πi)2

∫
Φ

eµs
(∫

Γ

etλ (µ−λ )−1dλ

)
(µ +A)−1dµ

=
1

(2πi)2

∫
Γ

etλ 2πiesλ (λ +A)−1dλ =
1

2πi

∫
Γ

e(t+s)λ (λ +A)−1dλ = e−(t+s)A.

(3.17)

(ii) Pelo Teorema de Cauchy (Teorema 12) e pela Fórmula Integral de Cauchy, temos que∫
Γ

etλ (λ +A)−1 dλ =
∫

t−1Γ

etλ (λ +A)−1 dλ e
1

2πi

∫
t−1Γ

etλ
λ
−1 dλ = 1

para todo t > 0. Logo, dados x ∈ D(A) e p ∈ Λ, temos que

p(e−tAx− x) = p
(

1
2πi

∫
Γ

etλ (λ +A)−1xdλ − x
)

= p
(

1
2πi

∫
t−1Γ

etλ (λ +A)−1xdλ − 1
2πi

∫
t−1Γ

etλ
λ
−1xdλ

)
=

1
2π

p
(∫

t−1Γ

etλ [(λ +A)−1−λ
−1]xdλ

)
=

1
2π

p
(∫

t−1Γ

etλ (λ +A)−1 [I− (λ +A)λ−1]xdλ

)
=

1
2π

p
(∫

t−1Γ

etλ
λ
−1(λ +A)−1Axdλ

)
≤ 1

2π

∫
t−1Γ

|etλ ||λ |−1qp,Ax
(
(λ +A)−1) |dλ |

≤ 1
2π

∫
t−1Γ

|etλ ||λ |−2Cp,Ax |dλ |= t
2π

∫
Γ

|eµ ||µ|−2Cp,Ax |dµ| −−−→
t→0+

0.

(iii) Usando o Teorema da convergência dominada para derivar sobre o sinal de integração,
obtemos que

d
dz

(e−zA) =
1

2πi

∫
Γ

λezλ (λ +A)−1dλ . (3.18)
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De fato, notando que (3.12) e (3.13) são válidas para quaisquer z∈ Sε e λ ∈Γ((−∞,−θ ]∪[θ ,∞)),
fixado z0 ∈ Sε , tomando z ∈ Sε tal que |z− z0|< |z0|

2 e considerando

c =
cos(θ − ε)

2
temos que c < 0 e∣∣∣∣∣ezλ − ez0λ

z− z0
−λez0λ

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣ezλ − ez0λ

z− z0

∣∣∣∣∣+ |λ | ∣∣∣ez0λ

∣∣∣
≤ sup

{∣∣∣λewλ

∣∣∣ : w ∈ Sε é tal que |w− z0| ≤
|z0|
2

}
+ |λ |

∣∣∣ez0λ

∣∣∣
≤ |λ |

(
sup
{

eRe(wλ ) : w ∈ Sε é tal que |w| ≥ |z0|
2

}
+ eRe(z0λ )

)
≤ |λ |

(
sup
{

e2c|w||λ | : w ∈ Sε é tal que |w| ≥ |z0|
2

}
+ e2c|z0||λ |

)
≤ |λ |

(
ec|z0||λ |+ e2c|z0||λ |

)
≤ 2|λ |ec|z0||λ |

para todo λ ∈ Γ((−∞,−θ ]∪ [θ ,∞)). Temos também que existe C > 0, tal que∣∣∣∣∣ezλ − ez0λ

z− z0
−λez0λ

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣ezλ − ez0λ

z− z0

∣∣∣∣∣+ |λ | ∣∣∣ez0λ

∣∣∣
≤ sup

{∣∣∣λewλ

∣∣∣ : w ∈ C tal que |w| ≤ |z0|+1
}
+ |λ |

∣∣∣ez0λ

∣∣∣
≤ sup{|µewµ | : w,µ ∈ C tais que |w| ≤ |z0|+1 e |µ| ≤ r}

+ sup{|µ| |ez0µ | : µ ∈ C tal que |µ| ≤ r} ≤C

para todo λ ∈ Γ([−θ ,θ ]) e z ∈ C tal que |z| ≤ |z0|+1.

Assim, sejam qp,x ∈ ΛL(X) e Γ3 = Γ|[−θ ,θ ], usando a Proposição 16, pelo Teorema da
Convergência Dominada temos que

qp,x

(
1

2πi

∫
Γ j

ezλ − ez0λ

z− z0
(λ +A)−1dλ − 1

2πi

∫
Γ j

λez0λ (λ +A)−1dλ

)

≤ 1
2π

∫
Γ j

∣∣∣∣∣ezλ − ez0λ

z− z0
−λez0λ

∣∣∣∣∣qp,x
(
(λ +A)−1) |dλ |

≤ 1
2π

∫
Γ j

∣∣∣∣∣ezλ − ez0λ

z− z0
−λez0λ

∣∣∣∣∣ Cp,x

|λ |βp,x
|dλ | −−−→

z→z0
0

para j = 1,2,3. Portanto

qp,x

(
1

2πi

∫
Γ

ezλ − ez0λ

z− z0
(λ +A)−1dλ − 1

2πi

∫
Γ

λez0λ (λ +A)−1dλ

)
−−−→
z→z0

0.

(iv) Sejam p ∈ Λ e x ∈ X , temos que

qp,x

(
e−tA

)
= qp,x

(
1

2πi

∫
Γ

etλ (λ +A)−1 dλ

)
= qp,x

(
1

2πi

∫
t−1Γ

etλ (λ +A)−1 dλ

)
≤ 1

2π

∫
t−1Γ

|etλ |qp,x
(
(λ +A)−1) |dλ | ≤ 1

2π

∫
t−1Γ

|etλ |
Cp,x

|λ |
|dλ |=

Cp,x

2π

∫
Γ

|eµ |
|µ|
|dµ|< ∞.
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para todo t > 0. Dado t > 0, temos também que∫
Γ

|etλ ||λ |qp,x
(
(λ +A)−1) |dλ |=

∫
Γ

|etλ |Cp,x |dλ |< ∞,

logo, como p ∈ Λ e x ∈ X foram tomados arbitrariamente, pela Proposição 16, a integral∫
Γ

etλ
λ (λ +A)−1 dλ

converge em L(X). Note que

A(λ +A)−1 = Id−λ (λ +A)−1

e pelo Teorema de Cauchy
∫

Γ
etλ Iddλ = 0. Segue então que a integral∫

Γ

etλ A(λ +A)−1 dλ

converge em L(X) e∫
Γ

etλ A(λ +A)−1 dλ =
∫

Γ

etλ Iddλ −
∫

Γ

etλ
λ (λ +A)−1 dλ =−

∫
Γ

etλ
λ (λ +A)−1 dλ . (3.19)

Dado x ∈ X , como A é sequencialmente fechado, pela Proposição 15, segue que e−tAx ∈ D(A) e

Ae−tA = A
∫

Γ

etλ (λ +A)−1 dλ =
∫

Γ

etλ A(λ +A)−1 dλ . (3.20)

Logo

qp,x

(
Ae−tA

)
= qp,x

(
1

2πi

∫
Γ

etλ A(λ +A)−1 dλ

)
= qp,x

(
1

2πi

∫
Γ

etλ
λ (λ +A)−1 dλ

)
= qp,x

(
1

2πi

∫
t−1Γ

etλ
λ (λ +A)−1 dλ

)
≤ 1

2π

∫
t−1Γ

|etλ ||λ |qp,x
(
(λ +A)−1) |dλ |

≤ 1
2π

∫
t−1Γ

|etλ |Cp,x |dλ |=
Cp,x

2πt

∫
Γ

|eµ | |dλ |

e portanto considerando

Mp,x =
Cp,x

2π
max

{∫
Γ

|eµ |
|µ|
|dµ|,

∫
Γ

|eµ | |dλ |
}

obtemos as estimativas (3.10). Observe que dado x ∈ D(A), temos que

Ae−tAx =
1

2πi

∫
Γ

etλ A(λ +A)−1xdλ =
1

2πi

∫
Γ

etλ (λ +A)−1Axdλ = e−tAAx

para todo t > 0. Logo dado k ∈ N, supondo que Im(e−tA)⊂ D(Ak) para todo t > 0, temos que

Ake−tAx = Ake−
t
2 Ae−

t
2 Ax = Ak−1e−

t
2 AAe−

t
2 Ax ∈ D(A)

para quaisquer x ∈ X e t > 0. Logo Im(e−tA) ⊂ D(Ak+1) para todo t > 0. Portanto, segue por
indução que Im(e−tA)⊂ D(Ak) para quaisquer t > 0 e k ∈ N.
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(v) Seja x ∈ D(A) tal que e−tAAx X−−−→
t→0+

Ax, segue de (ii)(iii) que a aplicação

[0,∞) 3 t 7→ e−Atx ∈ X

é continua em [0,∞) e diferenciável sobre (0,∞). Além disso, segue de (3.18), (3.19) e (3.20)
que

d
dt

(
e−Atx

)
=−Ae−Atx =−e−AtAx

para todo t > 0. Como a aplicação [0,∞) 3 t 7→ e−AtAx ∈ X é contínua, segue que

e−Atx = x−
∫ t

0
e−AsAxds,

para todo t ≥ 0. Considerando p ∈ Λ, temos então que

p
(

e−Atx− x
t

+Ax
)
= p

(
1
t

∫ t

0
e−AsAxds−Ax

)
= p

(
1
t

∫ t

0
e−AsAx−Axds

)
≤ 1

t

∫ t

0
p
(

e−AsAx−Ax
)

ds−−−→
t→0+

0.

Portanto
e−tAx− x

t
X−−−→

t→0+
−Ax.

O Teorema anterior não é exatamente uma generalização para o Teorema 9, pois ele não
conclui duas propriedades relevantes para o semigrupo {e−tA}t≥0. A primeira propriedade que
não é garantida pelo Teorema anterior é a continuidade dos operadores do semigrupo {e−tA}t≥0

e a segunda é a continuidade da aplicação t 3 [0,∞) 7→ e−tAx ∈ X , que é garantida apenas para
x ∈ D(A). No entanto, no caso em que D(A) = X a segunda propriedade fica garantida e, como
veremos na próxima seção, no caso em que A é um operador pseudodiferencial com coeficientes
constantes sobre 𝒮 ′ a primeira propriedade também será válida. Como veremos a seguir, essas
duas propriedades são garantidas no caso em que X é um espaço de Fréchet e nesse caso o
Teorema anterior se torna uma generalização do Teorema 9.

Corolário 6. Seja X = (X ,Λ) um espaço vetorial topológico localmente convexo, Hausdorff
e sequencialmente completo. Se A : X → X é um operador pseudosetorial, então a família
{e−tA}t≥0 ⊂ L(X) definida por (3.9) é um semigrupo analítico de operadores lineares sobre X ,
cujo gerador é −A.

Demonstração. Segue imediatamente do teorema anterior.

Corolário 7. Sejam X = (X ,{pm}m∈N) um espaço de Fréchet, A : D(A)⊂ X → X um operador
pseudosetorial e {e−tA}t≥0 ⊂ L(X) a família definida por (3.9). Então {e−tA}t≥0 ⊂ℒ (X) é um
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semigrupo analítico de operadores lineares contínuos sobre X , cujo gerador é −A. Além disso,
dado j ∈ N, existem C j > 0 e k j ∈ N, tais que

p j

(
e−tAx

)
≤C je−ta

k j

∑
m=1

pm(x) e p j

(
Ae−tAx

)
≤

C j

t
e−ta

k j

∑
m=1

pm(x) (3.21)

para quaisquer t > 0 e x ∈ X .

Demonstração. Sejam t > 0 e N ∈N, pela Proposição 15, existe uma sequência (Tk)k∈N⊂ℒ (X)

tal que

Tk
L(X)−−−→
k→∞

1
2πi

∫
Γ|[−N,N]

(λ +A)−1eλ tdλ .

Logo, pelo Princípio da Limitação Uniforme (ver Corolário 2), temos que

1
2πi

∫
Γ|[−N,N]

(λ +A)−1eλ tdλ ∈ℒ (X).

Como
1

2πi

∫
Γ|[−N,N]

(λ +A)−1eλ tdλ
L(X)−−−→
N→∞

e−tA,

pelo Princípio da Limitação Uniforme, temos que e−tA ∈ℒ (X).

Seja 𝒯 := {etae−tA : t > 0} ∪ {etatAe−tA : t > 0} ⊂ ℒ (X), dado j ∈ N, segue das
estimativas (3.10) que p j(T x) = qp j,x(T x)≤Mp j,x para quaisquer x ∈ X e T ∈ 𝒯 . Logo, pelo
Princípio da Limitação uniforme (Teorema 3), existem C j > 0 e k j ∈ N, tais que

p j(T x)≤C j

k j

∑
m=1

pm(x)

para quaisquer T ∈ 𝒯 e x ∈ X . Logo as estimativas (3.21) são válidas para quaisquer t > 0 e
x ∈ X .

Sejam x ∈ X , j ∈ N e ε > 0, como D(A) e denso em X , existe y ∈ D(A) tal que

(C j +1) sup
t∈[0,1]

{
e−ta}max{ j,k j}

∑
m=1

pm(x− y)< ε,

logo

p j

(
e−tAx− x

)
≤ p j

(
e−tAx− e−tAy

)
+ p j

(
e−tAy− y

)
+ p j (y− x)

≤C je−ta
k j

∑
m=1

pm(x− y)+ p j

(
e−tAy− y

)
+ p j (y− x)

≤ 2ε + p j

(
e−tAy− y

)
para todo t ∈ (0,1]. Segue do Teorema anterior que p j

(
e−tAy− y

)
−−−→
t→0+

0, logo existe δ > 0,

tal que
p j

(
e−tAy− y

)
< ε
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para todo t ∈ (0,δ ). Temos então que

p j

(
e−tAx− x

)
< 3ε

para todo t ∈ (0,δ ). Portanto e−tAx X−−−→
t→0+

x.

Segue então do Teorema anterior que {e−tA}t≥0 é um semigrupo analítico de operadores
lineares contínuos sobre X . Seja L : D(L) ⊂ X → X o gerador infinitesimal do semigrupo
{e−tA}t≥0, segue de (v) do Teorema anterior que D(A)⊂ D(L) e L|D(A) =−A.

Por fim, seja T : X → X o operador linear definido por

T :=
∫ +∞

0
e−te−Atdt. (3.22)

Observe que, para toda p ∈ Λ e x ∈ X , temos que∫ +∞

0
qp,x

(
e−te−At

)
dt =

∫ +∞

0
e−tqp,x (e−At)dt ≤

∫ +∞

0
e−tCp,xdt < ∞,

logo a integral em (3.22) converge e T está bem definido.

Dado x ∈ X já provamos que e−Atx ∈D(A) para todo t > 0, logo como A é fechado, dado
j ∈ N temos que

∫ j

1
j

e−te−Atxdt ∈ D(A) e A

(∫ j

1
j

e−te−Atdt

)
=
∫ j

1
j

e−tAe−Atdt.

Além disso, integrando por partes, segue que

lim
j→∞

A

(∫ j

1
j

e−te−Atxdt

)
= lim

j→∞

∫ j

1
j

e−tAe−Atdt

= lim
j→∞

(
(−e−te−Atx)| j1

j
−
∫ j

1
j

e−te−Atxdt

)

= lim
j→∞

(
e−

1
j e−A 1

j x− e− je−A jx−
∫ j

1
j

e−te−Atxdt

)

= x−
∫ +∞

0
e−te−Atxdt = x−T x.

Logo novamente por A ser fechado segue que T x ∈ D(A) e A(T x) = x−T x. Note agora que,
dado x ∈ D(L) temos que e−Atx ∈ D(A)⊂ D(L) e

Le−Atx = lim
s→0+

e−Ase−Atx− e−Atx
s

= lim
s→0+

e−Ate−Asx− e−Atx
s

= lim
s→0+

e−At
(

e−Asx− x
s

)
= e−At lim

s→0+

e−Asx− x
s

= e−AtLx.
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Assim, se x ∈ D(L) temos que

T (Lx) =
∫ +∞

0
e−te−AtLxdt =

∫ +∞

0
e−tLe−Atxdt

=
∫ +∞

0
e−tAe−Atxdt = A

(∫ +∞

0
e−te−Atxdt

)
= A(T x) = x−T x.

Portanto x = T (Lx)+T x ∈ D(A), logo D(L)⊂ D(A). Então D(L) = D(A) e L =−A.

3.4 Operadores pseudodiferenciais com coeficientes cons-
tantes

Nesta seção caracterizaremos os operadores pseudodiferenciais com coeficientes coe-
ficientes constantes que são pseudosetoriais, de modo a apresentar uma classe de operadores
pseudodiferenciais com coeficientes coeficientes constantes para a qual o Teorema 13 pode ser
aplicado.

Definição 32. Um operador pseudodiferencial com coeficientes contantes é um operador linear
a(D) : 𝒮 ′→𝒮 ′ definido por

a(D)u = [a(ξ )û]∨

para toda distribuição u ∈𝒮 ′, onde a ∈C∞(Rn) é uma função tal que existe m ∈N de modo que
para todo α ∈ Zn

+, existe uma constante Cα satisfazendo

|∂ αa(ξ )| ≤Cα(1+ |ξ |)m−|α| (3.23)

para todo ξ ∈ Rn. Dizemos que a(D) tem ordem menor ou igual a m.

O resultado a seguir nos mostra como localizar o espectro de um operador pseudodife-
rencial com coeficientes constantes.

Proposição 20. Sejam a(D) : 𝒮 ′→𝒮 ′ um operador pseudodiferencial com coeficientes cons-
tantes, a(D)𝒮 : 𝒮 → 𝒮 a restrição de a(D) ao espaço 𝒮 e a(D)L2(Rn) : D(a(D)L2(Rn)) ⊂
L2(Rn)→ L2(Rn) a restrição de a(D) ao subespaço D(a(D)L2(Rn)) de L2(Rn), onde

D(a(D)L2(Rn)) = {u ∈ L2(Rn) : a(D)u ∈ L2(Rn)}.

Temos que

{a(ξ ) : ξ ∈ Rn} ⊂ σ(a(D))⊂ {a(ξ ) : ξ ∈ Rn},

{a(ξ ) : ξ ∈ Rn} ⊂ σ(a(D)𝒮 )⊂ {a(ξ ) : ξ ∈ Rn} e

σ(a(D)L2(Rn)) = {a(ξ ) : ξ ∈ Rn}.
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Demonstração. Seja λ ∈ C\{a(ξ ) : ξ ∈ Rn}, temos que a função Rn 3 ξ 7→ [λ −a(ξ )]−1 ∈ C
é de crecimento lento. De fato, dado α ∈ Zn

+ tal que α 6= 0, existem Nα ∈ N, Cα
k ∈ R, mα

k ∈ N
tal que mα

k ≤ |α|+ 1, Mα
k ∈ N tal que Mα

k ≤ |α| para k = 1,2, . . . ,Nα e β α
k, j ∈ Zn

+ para k =

1,2, . . . ,Nα e j = 1,2, . . . , |α|, de modo que

∂
α
(
[λ −a(ξ )]−1)= Nα

∑
k=1

Cα
k [λ −a(ξ )]−mα

k

Mα
k

∏
j=1

∂
β α

k, ja(ξ ) (3.24)

para todo ξ ∈ Rn. Isto segue por indução sobre |α|, pois temos que

∂l
(
[λ −a(ξ )]−1)= [λ −a(ξ )]−2

∂la(ξ )

para quaisquer ξ ∈ Rn e l ∈ {1,2, . . . ,n} e se (3.24) é válida, então

∂
α+el

(
[λ −a(ξ )]−1)= Nα

∑
k=1

Cα
k mα

k [λ −a(ξ )]−mα
k −1

∂la(ξ )
Mα

k

∏
j=1

∂
β α

k, ja(ξ )

+
Nα

∑
k=1

(
Cα

k [λ −a(ξ )]−mα
k

Mα
k

∑
o=1

Mα
k

∏
j=1

∂
β α

k, j+δ j,oel a(ξ )

)

para quaisquer ξ ∈ Rn e l ∈ {1,2, . . . ,n}, onde δ j,o é o delta de Kronecker, isto é,

δ j,o =

1, se j = o

0, caso contrário.

Como λ /∈ {a(ξ ) : ξ ∈ Rn}, existe C > 1 tal que |λ −a(ξ )|−1 ≤C para todo ξ ∈ Rn, logo dado
α ∈ Z+

n tal que α 6= 0, usando (3.24) e a estimativa (3.23), segue que existe C′α > 0 satisfazendo

∣∣∂ α
(
[λ −a(ξ )]−1)∣∣≤ Nα

∑
k=1

Cα
k C|α|+1

Mα
k

∏
j=1

Cβ α
k, j
(1+ |ξ |)m ≤C′α(1+ |ξ |)m|α|

para todo ξ ∈ Rn.

Seja w ∈𝒮 ′, segue da Proposição 11 que [λ −a(ξ )]−1w ∈𝒮 ′. Assim dadas u,v ∈𝒮 ′,
temos que

[λ −a(D)]u = v ⇐⇒ u =
(
[λ −a(ξ )]−1v̂

)∨
,

logo [λ −a(D)] : 𝒮 ′→𝒮 ′ é bijetivo e

[λ −a(D)]−1v =
(
[λ −a(ξ )]−1v̂

)∨
.

Segue que [λ −a(D)]−1 é contínuo e então λ ∈ ρ(a(D)). Portanto σ(a(D))⊂ {a(ξ ) : ξ ∈ Rn}.

Como [λ −a(D)] : 𝒮 ′→𝒮 ′ é injetivo, segue que [λ −a(D)𝒮 ] : 𝒮 →𝒮 é injetivo e
[λ −a(D)L2(Rn)] : D(a(D)L2(Rn))⊂ L2(Rn)→ L2(Rn) é injetivo. Além disso, dada ψ ∈𝒮 temos
que

ϕ :=
(
[λ −a(ξ )]−1v̂

)∨ ∈𝒮 e [λ −a(D)𝒮 ]ϕ = ψ,



72 Capítulo 3. Operadores pseudosetoriais e semigrupos analíticos

logo [λ −a(D)𝒮 ] : 𝒮 →𝒮 é bijetivo e

[λ −a(D)𝒮 ]−1
ψ =

(
[λ −a(ξ )]−1

ψ̂
)∨

.

Segue que [λ−a(D)𝒮 ]−1 é contínuo e então λ ∈ ρ(a(D)𝒮 ). Portanto σ(a(D)𝒮 )⊂{a(ξ ) : ξ ∈ Rn}.
Como a aplicação Rn 3 ξ 7→ [λ − a(ξ )]−1 ∈ C é limitada, dada v ∈ L2(Rn), pelo Teorema 8
(Plancherel), temos que

u :=
(
[λ −a(ξ )]−1v̂

)∨ ∈ L2(Rn).

Segue que u ∈ D(a(D)L2(Rn)) e

[λ −a(D)L2(Rn)]u = [λ −a(D)]u = ([λ −a(ξ )]û)∨ = v.

Logo [λ −a(D)L2(Rn)] : D(a(D)L2(Rn))→ L2(Rn) é bijetivo e pelo Teorema 8 (Plancherel)∥∥∥[λ −a(D)L2(Rn)]
−1v
∥∥∥

L2(Rn)
=
∥∥∥([λ −a(ξ )]−1v̂

)∨∥∥∥
L2(Rn)

=
∥∥[λ −a(ξ )]−1v̂

∥∥
L2(Rn)

≤
∥∥[λ −a(ξ )]−1∥∥

L∞(Rn)
‖v̂‖L2(Rn) =

∥∥[λ −a(ξ )]−1∥∥
L∞(Rn)

‖v‖L2(Rn)

para toda v ∈ L2(Rn). Então (λ − a(D)L2(Rn))
−1 : L2(Rn) → L2(Rn) é contínuo, logo λ ∈

ρ(a(D)L2(Rn)). Portanto σ(a(D)L2(Rn))⊂ {a(ξ ) : ξ ∈ Rn}.

Por outro lado, se λ = a(ξ0) para algum ξ0 ∈ Rn, então

[λ −a(D)]δ∨
ξ0
=
(
[λ −a(ξ )]δξ0

)∨
= 0.

Logo λ ∈ σ(a(D)) e portanto {a(ξ ) : ξ ∈Rn} ⊂ σ(a(D)). Além disso, [λ −a(D)𝒮 ] : 𝒮 →𝒮

é bijetivo se, e somente se, o operador linear T : 𝒮 →𝒮 definido por T ϕ(ξ ) = [λ −a(ξ )]ϕ(ξ )

para quaisquer ϕ ∈𝒮 e ξ ∈ Rn é bijetivo. No entanto, temos T ϕ(ξ0) = 0 para toda ϕ ∈𝒮 ,
logo T não é sobrejetivo. Assim [λ −a(D)𝒮 ] : 𝒮 →𝒮 não é bijetivo e então, como a(D)𝒮

é sequêncialmente fechado (pois é contínuo) e 𝒮 é completo, segue da Proposição 12 que
λ ∈ σ(a(D)𝒮 ). Portanto {a(ξ ) : ξ ∈ Rn} ⊂ σ(a(D)𝒮 ).

Por fim, seja λ ∈ {a(ξ ) : ξ ∈ Rn}, se m(a−1({λ}))> 0 (onde m representa a medida de
Lebesgue), então existe R > 0 tal que E := a−1({λ}))∩B(0,R) é tal que m(E)> 0. Logo, como
0 < m(E)< ∞, temos que χE ∈ L2(Rn) (onde χE é a função característica de E) e (χE)

∨ 6= 0, já
que χE 6= 0. Além disso,

[λ −a(D)L2(Rn)](χE)
∨ = [λ −a(D)](χE)

∨ = ([λ −a(ξ )]χE)
∨ = 0∨ = 0,

logo λ ∈σ(a(D)L2(Rn)). Por outro lado, se m(a−1({λ}))= 0, suponhamos que λ ∈ ρ(a(D)L2(Rn)).
Dado k ∈ N, como λ ∈ {a(ξ ) : ξ ∈ Rn}, existe ξ0 ∈ Rn tal que

|λ −a(ξ0)|<
1
2k

.

Da continuidade de a, segue que existe δ > 0 tal que

|a(ξ )−a(ξ0)|<
1
2k
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para todo ξ ∈ B(ξ0,δ ) e então

|λ −a(ξ )| ≤ |λ −a(ξ0)|+ |a(ξ )−a(ξ0)|<
1
2k

+
1
2k

=
1
k

para todo ξ ∈ B(ξ0,δ ). Como m(a−1({λ})) = 0, temos que B(ξ0,δ )\a−1({λ}) é um aberto
não vazio. Sejam v ∈ L2(Rn)\{0} tal que supp(v)⊂ B(ξ0,δ )\a−1({λ}) e u ∈ L2(Rn) dada por

u(ξ ) =

0 se ξ /∈ supp(v)

[λ −a(ξ )]−1v(ξ ) se ξ ∈ supp(v).

Temos que [λ −a(D)L2(Rn)]
−1v∨ = u∨, pois

[λ −a(D)L2(Rn)]u
∨ = [λ −a(D)]u∨ = ([λ −a(ξ )]u)∨ = v∨.

Assim

‖[λ −a(D)L2(Rn)]
−1v∨‖L2(Rn) = ‖u∨‖L2(Rn) = ‖u‖L2(Rn)

=

(∫
supp(v)

|λ −a(ξ )|−2|v(ξ )|2dξ

) 1
2

≥
(∫

supp(v)
k2|v(ξ )|2dξ

) 1
2

= k‖v‖L2(Rn) = k‖v∨‖L2(Rn)

e então ‖[λ − a(D)L2(Rn)]
−1‖ℒ (L2(Rn)) ≥ k. Como k ∈ N foi tomado arbitrariamente segue

que [λ − a(D)L2(Rn)]
−1 não é limitado, o que contraria λ ∈ ρ(a(D)L2(Rn)). Portanto, λ ∈

σ(a(D)L2(Rn)) e temos que {a(ξ ) : ξ ∈ Rn} ⊂ σ(a(D)L2(Rn)).

Observação 10. No exemplo anterior, temos que

σ(a(D)) é fechado ⇐⇒ σ(a(D)) = {a(ξ ) : ξ ∈ Rn}

No entanto, nem sempre σ(a(D)) é fechado. Considere, por exemplo, a : Rn→ C definida por

a(ξ ) =
1

1+ |ξ |2

para todo ξ ∈ Rn. Tal função define um operador pseudodiferencial com coeficientes constantes
a(D) e então pela Proposição anterior

(0,1] = {a(ξ ) : ξ ∈ Rn} ⊂ σ(a(D))⊂ {a(ξ ) : ξ ∈ Rn}= [0,1].

No entanto, temos que a(D) : 𝒮 ′→𝒮 ′ é bijetivo e

a(D)−1v =
[(

1+ |ξ |2
)

v̂
]∨

para todo v ∈𝒮 ′, logo a(D)−1 é contínuo. Portanto 0 ∈ ρ(a(D)) e então σ(a(D)) = (0,1].
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O próximo resultado caracteriza quando um operador pseudodiferencial com coeficientes
é pseudosetorial.

Proposição 21. Sejam a(D), a(D)𝒮 e a(D)L2(Rn) como na Proposição 20. São equivalentes:

(i) Existem b0 ∈ R e um ângulo θ0 ∈ (0, π

2 ) tais que {a(ξ ) : ξ ∈ Rn} ⊂ C\Σb0,θ0 .

(ii) a(D)𝒮 : 𝒮 →𝒮 é pseudosetorial.

(iii) a(D) : 𝒮 ′→𝒮 ′ é pseudosetorial.

(iv) a(D)L2(Rn) : D(a(D)L2(Rn))⊂ L2(Rn)→ L2(Rn) é setorial.

Demonstração. Segue imediatamente da definição de operador setorial, da definição de ope-
rador pseudosetorial e da Proposição 20 que (ii) implica (i), (iii) implica (i) e (iv) implica (i).
Suponhamos que a propriedade (i) é válida e sejam b,θ ∈R tais que b < b0 e θ0 < θ < π

2 . Temos
que

σ(a(D))⊂ {a(ξ ) : ξ ∈ Rn} ⊂ C\Σb0,θ0 ⊂ C\Σb,θ ,

logo Σb,θ ⊂ ρ(a(D)). Analogamente, temos que Σb,θ ⊂ ρ(a(D)𝒮 ) e Σb,θ ⊂ ρ(a(D)L2(Rn)). Note
que

dist(λ ,{a(ξ ) : ξ ∈ Rn})≥ dist
(
λ ,C\Σb0,θ0

)
≥ dist

(
λ ,C\Σb,θ0

)
≥ sen(θ−θ0)|λ −b| (3.25)

para todo λ ∈ Σb,θ . Além disso, existe c > 0 tal que

dist(λ ,{a(ξ ) : ξ ∈ Rn})≥ dist
(
λ ,C\Σb0,θ0

)
≥ c (3.26)

para todo λ ∈ Σb,θ . Dado α ∈ Zn
+, segue de (3.25), (3.26), (3.23) e (3.24) que existe C′α > 0 tal

que ∣∣∂ α
(
[λ −a(ξ )]−1)∣∣≤C′α(1+ |ξ |)m|α||λ −b|−1

para quaisquer λ ∈ Σb,θ e ξ ∈ Rn. Logo dadas ϕ ∈𝒮 , N ∈ Z+ e α ∈ Zn
+, existe C0

(N,α,ϕ) > 0
tal que

p(N,α)

(
[λ −a(ξ )]−1

ϕ̂
)
= sup

ξ∈Rn

{
(1+ |ξ |)N ∣∣∂ α

(
[λ −a(ξ )]−1

ϕ̂
)∣∣}

= sup
ξ∈Rn

{
(1+ |ξ |)N

∑
β≤α

(
α

β

)∣∣∣∂ α−β
(
[λ −a(ξ )]−1)∣∣∣ ∣∣∣∂ β (ϕ̂)

∣∣∣}

≤ sup
ξ∈Rn

{
(1+ |ξ |)N

∑
β≤α

(
α

β

)
C′

α−β
(1+ |ξ |)m|α−β ||λ −b|−1

∣∣∣∂ β (ϕ̂)
∣∣∣}

≤ |λ −b|−1
∑

β≤α

(
α

β

)
C′

α−β
sup

ξ∈Rn

{
(1+ |ξ |)N+m|α−β |

∣∣∣∂ β (ϕ̂)
∣∣∣}

≤C0
(N,α,ϕ)|λ −b|−1
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para todo λ ∈ Σb,θ . Como a tranformada de Fourier inversa é um operador linear contínuo, dados
N ∈ Z+, α ∈ Zn

+ e ϕ ∈𝒮 , existem C > 0 e M,k ∈ Z+ tais que

p(N,α)([λ −a(D)𝒮 ]−1
ϕ) = p(N,α)

((
[λ −a(ξ )]−1

ϕ̂
)∨)≤C ∑

|β |≤k
p(M,β )

(
[λ −a(ξ )]−1

ϕ̂
)

≤C ∑
|β |≤k

C0
(M,β ,ϕ)|λ −b|−1

para todo λ ∈ Σb,θ . Logo considerando

C(N,α,ϕ) :=C ∑
|β |≤k

C0
(M,β ,ϕ)

obtemos que

p(N,α)([λ −a(D)𝒮 ]−1
ϕ)≤C(N,α,ϕ)|λ −b|−1

para todo λ ∈ Σb,θ . Portanto a(D)𝒮 : 𝒮 →𝒮 é pseudosetorial.

Dadas u ∈ 𝒮 ′ e ϕ ∈ 𝒮 , como û : 𝒮 → C é um funcional linear contínuo existem
k,N ∈ Z+ e C1 > 0„ tais que

qϕ

(
[λ −a(D)]−1u

)
=
∣∣〈[λ −a(D)]−1u,ϕ

〉∣∣= ∣∣∣〈([λ −a(ξ )]−1û
)∨

,ϕ
〉∣∣∣

=
∣∣〈û, [λ −a(ξ )]−1

ϕ
∨〉∣∣≤C1 ∑

|α|≤k
p(N,α)

(
[λ −a(ξ )]−1

ϕ
∨)

=C1 ∑
|α|≤k

p(N,α)

(
[λ −a(ξ )]−1

ϕ̂
)
≤C1 ∑

|α|≤k
C0

N,α,ϕ |λ −b|−1

para todo λ ∈ Σb,θ . Considerando

Cϕ,u :=C1 ∑
|α|≤k

C0
N,α,ϕ ,

temos então que

qϕ

(
[λ −a(D)]−1u

)
≤Cϕ,u|λ −b|−1

para todo λ ∈ Σb,θ . Portanto a(D) : 𝒮 ′→𝒮 ′ é pseudosetorial.

Por fim, segue do Teorema 8 (Plancherel) e de (3.25) que∥∥∥[λ −a(D)L2(Rn)]
−1u
∥∥∥

L2(Rn)
=
∥∥∥([λ −a(ξ )]−1û

)∨∥∥∥
L2(Rn)

=
∥∥[λ −a(ξ )]−1û

∥∥
L2(Rn)

≤ 1
sen(θ −θ0)|λ −b|

‖û‖L2(Rn) =
1

sen(θ −θ0)|λ −b|
‖u‖L2(Rn)

para quaisquer λ ∈ Σb,θ e u ∈ L2(Rn). Então∥∥∥[λ −a(D)L2(Rn)]
−1
∥∥∥

ℒ (L2(Rn))
≤ 1

sen(θ −θ0)|λ −b|

para todo λ ∈ Σb,θ e portanto a(D)L2(Rn) : D(a(D)L2(Rn))⊂ L2(Rn)→ L2(Rn) é setorial.
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Proposição 22. Sejam a(D) : 𝒮 ′→𝒮 ′ um operador pseudodiferencial pseudosetorial e a(D)𝒮 :
𝒮 →𝒮 a restrição de a(D) ao espaço 𝒮 . Temos que:

(i) Dados ϕ ∈𝒮 e t ≥ 0, temos que

e−ta(D)𝒮 ϕ =
[
e−ta(ξ )

ϕ̂

]∨
.

(ii) Dados u ∈𝒮 ′ e t ≥ 0, temos que

e−ta(D)u =
[
e−ta(ξ )û

]∨
.

Em particular temos que e−ta(D) ∈ℒ (X) para todo t ≥ 0.

Demonstração. (i) Dado ξ ∈ Rn, segue da Fórmula Integral de Cauchy que

e−ta(ξ ) =
1

2πi

∫
Γ

eλ t [λ +a(ξ )]−1 dλ ,

logo

[
e−ta(ξ )

ϕ̂

]∨
(x) =

∫
Rn

e−ta(ξ )
ϕ̂(ξ )e2πiξ x dξ

=
1

2πi

∫
Rn

(∫
Γ

eλ t [λ +a(ξ )]−1 dλ

)
ϕ̂(ξ )e2πiξ x dξ

=
1

2πi

∫
Rn

(∫
Γ

eλ te2πiξ x[λ +a(ξ )]−1
ϕ̂(ξ )dλ

)
dξ

=
1

2πi

∫
Rn

(∫
R

eΓ(s)te2πiξ x[Γ(s)+a(ξ )]−1
ϕ̂(ξ )Γ′(s)ds

)
dξ .

Note que a curva Γ é tal que existem constantes C1,C2 > 0 tais que |Γ(s)+a(ξ )| ≥C1 e
|Γ(s)| ≤C2 para quaisquer s ∈ R e ξ ∈ Rn. Desta forma

∫
Rn

(∫
R

∣∣∣eΓ(s)te2πiξ x[Γ(s)+a(ξ )]−1
ϕ̂(ξ )Γ′(s)

∣∣∣ ds
)

dξ

≤C−1
1 C2

∫
Rn

(∫
R

∣∣∣eΓ(s)t
∣∣∣ |ϕ̂(ξ )|ds

)
dξ

=C−1
1 C2

∫
Rn
|ϕ̂(ξ )|dξ

∫
R

∣∣∣eΓ(s)t
∣∣∣ ds <+∞.
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Assim usando o Teorema de Fubini obtemos que

1
2πi

∫
Rn

(∫
R

eΓ(s)te2πiξ x[Γ(s)+a(ξ )]−1
ϕ̂(ξ )Γ′(s)ds

)
dξ

=
1

2πi

∫
R

(∫
Rn

eΓ(s)te2πiξ x[Γ(s)+a(ξ )]−1
ϕ̂(ξ )Γ′(s)dξ

)
ds

=
1

2πi

∫
R

eΓ(s)t
(∫

Rn
e2πiξ x[Γ(s)+a(ξ )]−1

ϕ̂(ξ )dξ

)
Γ
′(s)ds

=
1

2πi

∫
R

eΓ(s)t
(∫

Rn
e2πiξ x [(Γ(s)+a(D)𝒮 )−1

ϕ
]∧

(ξ )dξ

)
Γ
′(s)ds

=
1

2πi

∫
R

eΓ(s)t(Γ(s)+a(D)𝒮 )−1
ϕ(x)Γ′(s)ds

=
1

2πi

∫
Γ

eλ t [λ +a(D)𝒮 ]−1
ϕ(x)dλ =

(
1

2πi

∫
Γ

eλ t [λ +a(D)𝒮 ]−1
ϕ dλ

)
(x)

=

(
1

2πi

∫
Γ

eλ t [λ +a(D)𝒮 ]−1 dλ

)
ϕ(x) = e−ta(D)𝒮 ϕ(x).

(ii) De fato, seja ϕ ∈𝒮 , temos que〈[
e−ta(ξ )û

]∨
,ϕ

〉
=

〈
u,
[
e−ta(ξ )

ϕ̂

]∨〉
=
〈

u,e−ta(D)𝒮 ϕ

〉
=

〈
u,

1
2πi

∫
Γ

eλ t [λ +a(D)𝒮 ]−1 dλ ϕ

〉
=

〈
u,

1
2πi

∫
Γ

eλ t [λ +a(D)𝒮 ]−1
ϕ dλ

〉
=

1
2πi

∫
Γ

〈
u,eλ t [λ +a(D)𝒮 ]−1

ϕ

〉
dλ

=
1

2πi

∫
Γ

〈
eλ tu,

[
(λ +a(ξ ))−1

ϕ̂
]∨〉

dλ

=
1

2πi

∫
Γ

〈
eλ t [(λ +a(ξ ))−1û

]∨
,ϕ
〉

dλ

=
1

2πi

∫
Γ

〈
eλ t [λ +a(D)]−1 u,ϕ

〉
dλ

=

〈
1

2πi

∫
Γ

eλ t [λ +a(D)]−1 udλ ,ϕ

〉
=
〈

e−ta(D)u,ϕ
〉
.
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CAPÍTULO

4
TRAÇO DE DISTRIBUIÇÕES E O

PROBLEMA DE DIRICHLET COM
CONDIÇÕES DE FRONTEIRA SINGULARES

Neste Capítulo apresentaremos uma noção de traço para distribuições em um certo
subespaço de 𝒟 ′(Ω). Essa noção de traço fornece sentido para o problema de Dirichlet com
a equação de Laplace no caso em que a condição de contorno é uma distribuição qualquer.
Mostraremos que, no caso em que a condição de contorno é uma distribuição arbitrária, ainda é
possível obter solução para o problema de Dirichlet no disco, associado à equação de Laplace,
usando a fórmula integral de Poisson. Começaremos apresentando alguns espaços de distribuições
sobre uma variedade suave.

4.1 Variedades suaves

Definiremos a seguir o conceito de variedade suave.

Definição 33. Seja M um espaço topológico, um atlas 𝒜 suave n-dimensional sobre M é um
conjunto de aplicações h : Vh→Uh, que satisfaz:

(i) Dada h : Vh→Uh em 𝒜 , temos que Vh é um subconjunto aberto de M, Uh é um subconjunto
aberto de Rn e h é um homeomorfismo.

(ii) Se h1 : Vh1 → Uh1 , h2 : Vh2 → Uh2 pertencem a 𝒜 e Vh1 ∩Vh2 6= /0, então a aplicação
h1 ◦h−1

2 : h2 (Vh1 ∩Vh2)→ h1 (Vh1 ∩Vh2) é de classe C∞.

(iii)
⋃

h∈𝒜 Vh = M.
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Cada h ∈𝒜 é chamada uma carta e sua inversa h−1 : Uh→Vh é chamada uma parametrização
do aberto Vh ⊂M. Uma variedade suave M = (M,𝒜 ) de dimensão n é um espaço topológico M

munido de um atlas suave 𝒜 n-dimensional.

Dado k ∈ Z+, podemos definir o conceito de variedade de classe Ck de forma análoga,
trocando apenas C∞ por Ck no item (ii), no caso em que k = 0 a variedade é chamada variedade
topológica. No entanto usaremos apenas o conceito de variedade suave neste trabalho. A seguir
apresentamos dois exemplos simples de variedades suaves, mais exemplos são apresentados na
seção 1.3 em (BURNS; GIDEA, 2005).

Exemplo 18. Temos que {Id} (onde Id :Rn→Rn é a função identidade) é um atlas n-dimensional
suave sobre Rn. Portanto Rn = (Rn,{Id}) é uma variedade suave de dimensão n.

Exemplo 19. Sejam Sn ⊂ Rn+1 a esfera de raio 1 e π j : Sn\{(0,0, . . . ,0,(−1) j)} → Rn, para
j = 0,1, a função definida por

π j(x1,x2, . . . ,xn+1) =
1

1− (−1) jxn+1
(x1,x2, . . . ,xn)

para todo (x1,x2, . . . ,xn+1) ∈ Sn\{(0,0, . . . ,0,(−1) j)}. Temos que {π0,π1} é um atlas suave
n-dimensional sobre Sn. Portanto, Sn munida do atlas suave {π0,π1} é uma variedade suave de
dimensão n.

Assim como os espaços topológicos são os espaços sobre os quais podemos falar de
continuidade de aplicações, as variedades são os espaços sobre os quais podemos falar de
diferenciabilidade de aplicações.

Definição 34. Sejam M = (M,𝒜M) uma variedade suave de dimensão m, N = (N,𝒜N) uma
variedade suave de dimensão n e f : M→ N uma aplicação. Dado k ∈ Z+∪{∞}, dizemos que f

é de classe Ck, se f é contínua e para todo x ∈M existem h1 : Vh1 →Uh1 em 𝒜M e h2 : Vh2 →Uh2

em 𝒜N tais que x ∈ Vh1 , f (x) ∈ Vh2 e a aplicação h2 ◦ f ◦ h−1
1 : h1( f−1(V2)∩V1)→Uh2 é de

classe Ck. Dizemos que f é um difeomorfismo de classe Ck se f é bijetiva, f é de classe Ck e
f−1 é de classe Ck.

Lembremos que se (M,τ1) e (M,τ2) são espaços topológicos então τ1 = τ2 se, e somente
se, Id : (M,τ1)→ (M,τ2) é um homeomorfismo. No entanto, pode ocorrer de M ser um espaço
topológico munido de dois atlas suaves n-dimensionais 𝒜1,𝒜2, a aplicação Id : (M,𝒜1)→
(M,𝒜2) ser um difeomorfismo de classe C∞ mas 𝒜1 6= 𝒜2, como é o caso quando M = Rn,
𝒜1 = {Id} e 𝒜2 = {−Id}. O que ocorre neste caso é que (M,𝒜1) e (M,𝒜2) tem a mesma
estrutura C∞, o que será definido adiante.

Definição 35. Seja M um espaço topológico, dizemos que um atlas suave n-dimensional 𝒜 ,
sobre M, é maximal, se para todo atlas suave n-dimensional 𝒜 ′, sobre M, com 𝒜 ′⊃𝒜 , tivermos
que 𝒜 ′ = 𝒜 .
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Proposição 23. Seja M = (M,𝒜0) uma variedade suave de dimensão n, existe um único atlas
suave n-dimensional maximal 𝒜 sobre M tal que 𝒜0 ⊂𝒜 . Dizemos que 𝒜 é o atlas maximal
da variedade M, ou ainda, que 𝒜 é a estrutura C∞ de M.

Demonstração. Seja 𝒜 o conjunto formado por todos os homeomorfismos h1 : Vh1 →Uh1 com
as seguintes propriedades: Vh1 ⊂ M é aberto, Uh1 ⊂ Rn é aberto e dada h2 : Vh2 → Uh2 em
𝒜 tal que Vh1 ∩Vh2 6= /0, temos que a aplicação h1 ◦ h−1

2 : h2 (Vh1 ∩Vh2)→ h1 (Vh1 ∩Vh2) é um
difeomorfismo de classe C∞.

Pela definição de 𝒜 , temos que 𝒜 verifica (i) da Definição 33 e 𝒜0 ⊂ 𝒜 , logo 𝒜

verifica (iii) da Definição 33. Sejam h j : Vh j →Uh j em 𝒜 para j = 1,2 tais que Vh1 ∩Vh2 6= /0,
x ∈Vh1 ∩Vh2 e h3 : Vh3 →Uh3 em 𝒜0 tal que x ∈Vh3 . Temos que

h1 ◦h−1
2 = h1 ◦h−1

3 ◦h3 ◦h−1
2 = (h1 ◦h−1

3 )◦ (h2 ◦h−1
3 )−1

em h2(Vh1 ∩Vh2 ∩Vh3), logo pela definição de 𝒜 temos que h1 ◦h−1
2 é de classe C∞ na h2(Vh1 ∩

Vh2 ∩Vh3). Como h2(Vh1 ∩Vh2 ∩Vh3)⊂ h2(Vh1 ∩Vh2) é um aberto contendo h2(x) e x ∈Vh1 ∩Vh2

foi tomado arbitrariamente, segue que h1 ◦h−1
2 : h2(Vh1 ∩Vh2)→ h1(Vh1 ∩Vh2) é de classe C∞.

Então 𝒜 verifica (ii) da Definição 33. Portanto 𝒜 é um atlas n-dimensional suave sobre M tal
que 𝒜0 ⊂𝒜 .

Por outro lado seja 𝒜1 um atlas n-dimensional suave sobre M tal que 𝒜0 ⊂𝒜1, dado
h1 ∈𝒜1, como 𝒜1 verifica (ii) da Definição 33, segue da definição de 𝒜 que h1 ∈𝒜 . Temos
então que 𝒜1 ⊂𝒜 . Logo se 𝒜 ′ é um atlas n-dimensional suave sobre M tal que 𝒜 ′ ⊃𝒜 , então
𝒜 ′ ⊃ 𝒜0 e temos que 𝒜 ′ ⊂ 𝒜 . Portanto 𝒜 é maximal. Se 𝒜2 é outro atlas n-dimensional
suave maximal sobre M tal que 𝒜0 ⊂ 𝒜2, então 𝒜2 ⊂ 𝒜 e como 𝒜2 é maximal segue que
𝒜2 = 𝒜 .

Outro conceito que usaremos neste trabalho é o conceito de subvariedade, o que a seguir
apresentamos.

Definição 36. Sejam M uma variedade com atlas m-dimensional suave maximal 𝒜 (como
apresentado na Proposição 23), n≤ m um natural e N ⊂M. Dizemos que N é uma subvariedade
suave de M se, para todo x ∈ N, existe h : Vh→Uh em 𝒜 tal que x ∈ Vh e h(Vh∩N) = Uh∩
(Rn×{0}).

Observe que, na definição anterior, o atlas suave 𝒜 induz um atlas suave sobre N da
seguinte maneira: seja I : Rn×{0}→ Rn a aplicação definida por I(y,0) = y para todo y ∈ Rn,
dado x∈N, seja hhx : Vhx→Uhx em 𝒜 tal que x∈Vhx e h(Vhx∩N) =Uhx∩(Rn×{0}). Definindo
h̃x : Vhx ∩N→ I(Uhx ∩ (Rn×{0})) por h̃x = I ◦h|Vhx∩N , segue imediatamente do fato de 𝒜 um
atlas suave sobre M que {h̃x}x∈N é um atlas suave sobre N.
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Exemplo 20. A esfera Sn é uma subvariedade de Rn+1. De fato, sejam Ω ⊂ Rn+1 o conjunto
aberto

Ω = {(x1,x2, . . . ,xn+1) : xn+1 > 0}

e f : Ω→Ω a função definida por

f (x) =
|x|

xn+1
x

para todo x ∈ Ω. Temos que f é um difeomorfismo de classe C∞, cuja inversa f−1 : Ω→ Ω é
dada por

f−1(x) =
xn+1

|x|
x

para todo x ∈Ω. Dado x ∈Ω, como

f (x) =
(
|x|x1

xn+1
,
|x|x2

xn+1
, . . . ,

|x|xn

xn+1
, |x|
)
,

temos que a última coordenada de f (x) é igual a 1 se, e somente se, |x|= 1. Sejam

Ω
′ := Ω− (0,0, . . . ,0,1) = {(x1,x2, . . . ,xn,xn+1−1) : (x1,x2, . . . ,xn,xn+1) ∈Ω}

e h : Ω→Ω′ definida por

h(x) = f (x)− (0,0, . . . ,0,1)

para todo x ∈Ω. Segue que h é um difeomorfismo de classe C∞ e h(Ω∩Sn) = Ω′∩ (Rn×{0}).
Dados j ∈ {0,1} e k ∈ {1,2, . . . ,n}, seja Tj,k : Rn+1→ Rn+1 definida por

Tj,k(x1,x2, . . . ,xn+1) = (x1,x2, . . . ,xk−1, xn+1︸︷︷︸
k-ésima posição

,xk+1,xk+2, . . . ,xn, (−1) jxk︸ ︷︷ ︸
(n+1)-ésima posição

)

para todo (x1,x2, . . . ,xn+1) ∈ Rn+1. Temos que Tj,k é uma isometria linear, logo é um difeomor-
fismo de classe C∞. Sejam Ω j,k = T−1

j,k (Ω) e h j,k := h ◦Tj,k : Ω j,k → Ω′, temos que h j,k é um
difeomorfismo de classe C∞ tal que h j,k(Ω j,k∩Sn) = Ω′∩ (Rn×{0}).

Como

1⋃
j=0

n⋃
k=1

Ω j,k =
1⋃

j=0

n⋃
k=1

{(x1,x2, . . . ,xn+1) : (−1) jxk > 0}= Rn+1 \{0} ⊃ Sn

e o atlas maximal da variedade suave Rn+1 = (Rn+1,{Id}) é formado por todos os difeomorfis-
mos de classe C∞ entre abertos de Rn+1, segue que a esfera Sn é uma subvariedade de Rn+1.

4.2 Distribuições sobre variedades

Consideraremos nesta seção uma variedade suave M de dimensão n, Hausdorff, com
base enumerável de abertos. Denotaremos por 𝒜 o atlas maximal de M, para cada carta h ∈𝒜
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denotaremos por Vh o conjunto aberto de M que é o domínio de h e por Uh o conjunto aberto de
Rn que é a imagem de h, temos assim que h : Vh→Uh é um difeomorfismo de classe C∞.

Apresentaremos a seguir alguns tipos de espaços de distribuições sobre M e algumas
relações entre esses espaços. Como encontrado em (HÖRMANDER, 1980), um tipo de espaço
de distribuições sobre M pode ser definido por:

Definição 37. Uma distribuição sobre M é uma família {uh}h∈𝒜 tal que para cada h ∈ 𝒜 ,
uh ∈𝒟 ′(Uh) e se h1,h2 ∈𝒜 são tais que Vh1 ∩Vh2 6= /0, então

uh2 = uh1 ◦ (h1 ◦h−1
2 ),em h2(V1∩V2).

Representaremos por 𝒟 ′1(M) o espaço das distribuições sobre M.

Dadas u ∈ 𝒟 ′1(M) e h ∈ 𝒜 usaremos também a notação u ◦ h−1 para representar uh e
consideraremos em 𝒟 ′1(M) a topologia gerada pela família de seminormas {ph,ϕ : h ∈𝒜 e ϕ ∈
C∞

c (Uh)}, sendo
ph,ϕ(u) = |〈uh,ϕ〉|.

O resultado a seguir demonstra que a convergência em 𝒟 ′1(M) não precisa ser verificada
em todas as seminormas, sendo suficiente apenas considerar as ph,ϕ para h num atlas qualquer,
não necessariamente o maximal.

Proposição 24. Sejam 𝒜0 ⊂𝒜 um atlas sobre M, 〈uα〉α∈ϒ ⊂𝒟 ′1(M) um net e u ∈𝒟 ′1(M) tais

que uα ◦h−1 𝒟 ′(Uh)−−−−→
α∈ϒ

u◦h−1 para qualquer h ∈𝒜0. Então uα

𝒟 ′1(M)
−−−−→

α∈ϒ
u.

Demonstração. Sejam h ∈𝒜 , ϕ ∈C∞
c (Uh) e h j ∈𝒜0 para j = 1,2 . . . ,m tais que

h−1(supp(ϕ))⊂
m⋃

j=1

Vh j .

Segue da inclusão acima que

supp(ϕ)⊂
m⋃

j=1

h
(
Vh j ∩Vh

)
,

logo existem ϕ j ∈C∞
c
(
h
(
Vh j ∩Vh

))
para j = 1,2 . . . ,m tais que

m

∑
j=1

ϕ j = ϕ.

Então temos que

〈v◦h−1,ϕ〉=
m

∑
j=1
〈v◦h−1,ϕ j〉=

m

∑
j=1

〈
(v◦h−1

j )◦ (h j ◦h−1),ϕ j

〉
=

m

∑
j=1

〈
v◦h−1

j ,ϕ j ◦ (h◦h−1
j )
∣∣∣det

[
Jac
(

h◦h−1
j

)]∣∣∣〉
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para toda v ∈𝒟 ′1(M), logo considerando v = uα −u, concluimos que

|〈uα ◦h−1−u◦h−1,ϕ〉| −−→
α∈ϒ

0.

Portanto uα

𝒟 ′1(M)
−−−−→

α∈ϒ
u.

Proposição 25. Se M é compacta, então dada u ∈ 𝒟 ′1(M), existe uma sequência (ϕk)k∈N ⊂

C∞(M) tal que ϕk
𝒟 ′1(M)
−−−−→

k→∞
u.

Demonstração. Sejam h j ∈𝒜 para j = 1,2, . . . ,m tais que
⋃m

j=1Vj = M, existem ψ j ∈C∞
c (Vh j)

para j = 1,2, . . . ,m tais que
n

∑
j=1

ψ j = 1.

Dado j ∈ {1,2, . . . ,m} consideremos a família ψ ju :=
{
(ψ ◦h−1)uh

}
h∈𝒜 , temos que

(ψ ◦h−1
1 )uh1 =

[
ψ ◦h−1

2 ◦
(
h2 ◦h−1

1
)][

uh2 ◦
(
h2 ◦h−1

1
)]

=
[
(ψ ◦h−1

2 )uh2

]
◦
(
h2 ◦h−1

1
)

para quaisquer h1,h2 ∈ 𝒜 , logo ψ ju ∈ 𝒟 ′1(M). Como ψ j ∈ C∞
c (Vh j), segue que ψ j ◦ h−1

j ∈
C∞

c (Uh j), logo existem U j ⊂ Rn aberto e K j ⊂ Rn compacto, tais que

supp(ψ j ◦h−1
j )⊂U j ⊂ K j ⊂Uh j .

Como

supp
[
(ψ j ◦h−1

j )uh j

]
⊂ supp(ψ j ◦h−1

j )⊂U j ⊂Uh j ,

existe uma sequência (ψ j,k)k∈N ⊂C∞(U j), tal que

ψ j,k
𝒟 ′(Uh j )−−−−→

k→∞
(ψ j ◦h−1

j )uh j .

Seja ϕ j,k : M→ C definida por

ϕ j,k(x) =

ψ j,k ◦h j, se x ∈Vh j

0, caso contrário,

temos que ψ j,k é C∞ em Vh j e ψ j,k = 0 em M\h−1
j (K j). Note que como K j é compacto, segue que

h−1
j (K j) é compacto e então h−1

j (K j) é fechado em M, pois M é Hausdorff. Logo M \h−1
j (K j) é

aberto em M e como

Vh j ∪
[
M \h−1

j (K j)
]
=Vh j ∪ (M \Vh j) = M, (4.1)

segue que ψ j,k ∈C∞(M). Temos que

ϕ j,k ◦h−1
j = ψ j,k

𝒟 ′(Uh j )−−−−→
k→∞

(ψ j ◦h−1
j )uh j ,
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além disso, dado x ∈M \h−1
j (K j), seja hx ∈𝒜 tal que Vhx ⊂M \h−1

j (K j), temos que

ϕ j,k ◦h−1
x = 0

𝒟 ′(Uhx)−−−−→
k→∞

0 = (ψ j ◦h−1
x )uhx .

Segue que (4.1) que {h j}∪{hx : x ∈M \h−1
j (K j)} é um atlas, logo pela Proposição anterior

ϕ j,k
𝒟 ′1(M)
−−−−→

k→∞
ψ ju.

Portanto
m

∑
j=1

ϕ j,k
𝒟 ′1(M)
−−−−→

k→∞

m

∑
j=1

ψ ju = u.

Definiremos agora um outro tipo de espaço de distribuições sobre M, que será concebido
como o dual topológico do espaço C∞

c (M). Para isso, apresentaremos primeiro uma topologia
em C∞

c (M).

Definição 38. Munimos o espaço C∞
c (M) com a topologia τ co-induzia pelo conjunto de aplica-

ções {Ih : C∞
c (Uh)→C∞

c (M) ; h ∈𝒜 } onde Ih é definida por

Ih(ϕ)(x) =

(ϕ ◦h)(x), se x ∈Vh

0, se x ∈M \h−1(supp(ϕ)
)

para toda ϕ ∈C∞
c (Uh). Isto é, τ é a maior topologia em C∞

c (M) que torna Ih contínua para toda
h ∈𝒜 , ou ainda

τ =
{
𝒰 ⊂C∞

c (M) : I−1
h (𝒰 ) é aberto em C∞

c (Uh) para toda h ∈𝒜
}
.

Definimos

𝒟 ′2(M) := {u : C∞
c (M)→ C : u é linear e contínuo}

e munimos 𝒟 ′2(M) com a topologia fraca*, isto é, a topologia gerada pela família de seminormas
{pϕ : 𝒟 ′2(M)→ R ; ϕ ∈C∞

c (M)}, onde pϕ é definida por pϕ(u) = |〈u,ϕ〉|.

Proposição 26. Sejam X um espaço topológico e f : C∞
c (M)→ X uma aplicação, são equivalen-

tes:

(i) f é contínua.

(ii) f ◦ Ih : C∞
c (Uh)→ X é contínua para todo h : Vh→Uh em 𝒜 .

(iii) f ◦ Ih|C∞
c (K) : C∞

c (K)→ X é contínua para quaisquer h : Vh→Uh em 𝒜 e K ⊂Uh compacto.
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Demonstração. Como Ih : C∞
c (Uh)→C∞

c (M) é contínua para toda h ∈𝒜 , segue que (i) implica
(ii). Dado K ⊂Uh compacto, como a inclusão IK : C∞

c (K)→C∞
c (Uh) é contínua e f ◦ Ih|C∞

c (K) =

f ◦ Ih ◦ IK , temos que (ii) implica (iii). Por fim, suponhamos que (iii) é válida e seja W ⊂ X aberto,
temos que I−1

h

(
f−1(W )

)
∩C∞

c (K) =
[

f ◦ Ih|C∞
c (K)

]−1
(W ) é aberto em C∞

c (K) para quaisquer
h ∈𝒜 e K ⊂Uh compacto, logo I−1

h

(
f−1(W )

)
é aberto em C∞

c (Uh) para toda h ∈𝒜 . Portanto
f−1(W ) é aberto em C∞

c (M), provando que f é contínua.

De fundamental importância para o que desenvolveremos neste texto é também o espaço
C∞(M) e, por isso, precisamos fixar um sentido de convergência para as funções desta classe,
o que fazemos na definição a seguir. Dada essa noção de convergência, um novo espaço dual
também surge.

Definição 39. Munimos o espaço C∞(M) com a topologia gerada pela família de seminormas{
ph,K,m : h ∈𝒜 ,K ⊂Uh compacto e m ∈ Z+

}
, onde ph,K,m : C∞(M)→ R é definida por

ph,K,m(ϕ) = ∑
|α|≤m

sup
K
|∂ α(ϕ ◦h−1)|.

Definimos
ℰ ′(M) :=

{
u : C∞(M)→ C ; u é linear e contínuo

}
e munimos ℰ ′(M) com a topologia fraca*, isto é, com a topologia gerada pela família de
seminormas

{
pϕ : ϕ ∈C∞(M)

}
, onde pϕ é definida por pϕ(u) = |〈u,ϕ〉|.

Proposição 27. Sejam 𝒜0 ⊂ 𝒜 um atlas, 〈ϕα〉α∈ϒ ⊂ C∞(M) um net e ϕ ∈ C∞(M), tais que

ph,K,m(ϕα −ϕ)−−→
α∈ϒ

0 para quaisquer h ∈𝒜0, K ⊂Uh compacto e m ∈ Z+. Então ϕα

C∞(M)−−−−→
α∈ϒ

ϕ .

Demonstração. Dados h ∈𝒜 e K ⊂Uh compacto e m ∈ Z+, seja {h j}q
j=1 ⊂𝒜0, uma família

finita tal que h−1(K)⊂
⋃q

j=1Vh j . Dados j ∈ {1,2, . . . ,q} e k ∈ N, seja

Uk
j =

{
x ∈Uh : dist

(
x,Rn \h(Vh∩Vh j)

)
>

1
k

}
.

Dado x ∈ K, seja j ∈ {1,2, . . . ,q} tal que h−1x ⊂ Vh j , como x = h(h−1x) ∈ h(Vh∩Vh j), segue
que existe k0 ∈ N tal que dist

(
x,Rn \h(Vh∩Vh j)

)
> 1

k0
, logo x ∈Uk0

j . Então

K ⊂
∞⋃

k=1

(
q⋃

j=1

Uk
j

)
.

Como K é compacto e Uk
j é aberto para todo j ∈ {1,2, . . . ,q} e k ∈ N, existe l ∈ N tal que

K ⊂
q⋃

j=1

U l
j .
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Dado j ∈ {1,2, . . . ,q}, seja
K j := K∩U l

j ,

então K j é compacto, K j ⊂ h(Vh∩Vh j) e

K =
q⋃

j=1

K j.

Sejam K̃ j := h j ◦h−1(K j) para j = 1,2, . . . ,q, existe C > 0 tal que

ph,K,m(ϕ) = ∑
|β |≤m

sup
K
|∂ β (ϕ ◦h−1)| ≤ ∑

|β |≤m

m

∑
j=1

sup
K j

|∂ β (ϕ ◦h−1)|

=
m

∑
j=1

∑
|β |≤m

sup
K j

∣∣∣∂ β

[
ϕ ◦h−1

j ◦ (h j ◦h−1)
]∣∣∣≤C

m

∑
j=1

∑
|β |≤m

sup
K̃ j

|∂ β (ϕ ◦h−1
j )|

=C
m

∑
j=1

ph j,K̃ j,m(ϕ).

para toda ϕ ∈C∞(M), de onde segue o resultado.

Proposição 28. C∞(M) é um espaço de Fréchet.

Demonstração. Como M possui base enumerável de abertos, existe um atlas enumerável
{h j} j∈N ⊂𝒜 . Para cada j ∈N, sejam {U j,k}k∈N uma família de abertos em Rn e {K j,k}k∈N uma
família de compactos em Rn, tais que

U j,k ⊂ K j,k ⊂U j,k+1

para todo k ∈ N e
∞⋃

k=1

U j,k =Uh j .

Dado j ∈ N e K ⊂Uh j compacto, existe k ∈ N tal que

K ⊂U j,k ⊂ K j,k,

assim

ph j,K,m(ϕ) = ∑
|β |≤m

sup
K
|∂ β (ϕ ◦h−1

j )| ≤ ∑
|β |≤m

sup
K j,k

|∂ β (ϕ ◦h−1
j )|= ph j,K j,k,m(ϕ)

para toda ϕ ∈C∞(M). Segue da estimativa acima e da Proposição 28 que a família de seminormas{
ph j,K j,k,m : j,k ∈ N e m ∈ Z+

}
gera a topologia de C∞(M). Seja ϕ ∈ C∞(M), tal que ϕ 6= 0,

existe x0 ∈M tal que ϕ(x0) 6= 0. Sejam j,k ∈ N, tais que x0 ∈ h−1
j (K j,k), temos que

ph j,K j,k,0(ϕ) = sup
K j,k

|ϕ ◦h−1|= sup
h−1

j (K j,k)

|ϕ| ≥ |ϕ(x0)|> 0.
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Portanto a família de seminormas
{

ph j,K j,k,m : j,k ∈ N e m ∈ Z+

}
é separante.

Resta-nos provar que C∞(M) é completo. Seja (ϕk)k∈N uma sequência de Cauchy em
C∞(M), então dado h ∈ 𝒜 a sequência (ϕk ◦ h−1)k∈N é de Cauchy em C∞(Uh), logo como

C∞(Uh) é completo, existe ϕh ∈C∞(Uh) tal que ϕk ◦h−1 C∞(Uh)−−−−→
k→∞

ϕh.

Dado x ∈M, temos que a sequência (ϕk(x))k∈N converge em C, pois seja h ∈𝒜 tal que x ∈Vh

lim
k→∞

ϕk(x) = lim
k→∞

ϕk ◦h−1(h(x)) = ϕh(h(x)).

Seja ϕ : M→ C definida por
ϕ(x) = lim

k→∞
ϕk(x),

temos que ϕ ◦ h−1 = ϕh para toda h ∈𝒜 , logo ϕ ∈C∞(M) e ϕk
C∞(M)−−−−→
k→∞

ϕ . Portanto C∞(M) é
completo.

A seguir, destacamos alguns fatos relacionando as convergências em C∞(M) e ℰ ′(M).

Proposição 29. Sejam (uk)k∈N ⊂ ℰ ′(M) uma sequência e u0 ∈ ℰ ′(M) tais que uk
ℰ ′(M)−−−→
k→∞

u0.
Temos que:

(i) Se (ϕk)k∈N ⊂C∞(M) e ϕ0 ∈C∞(M) são tais que ϕk
C∞(M)−−−−→
k→∞

ϕ0, então 〈uk,ϕk〉 −−−→
k→∞

〈u0,ϕ0〉.

(ii) Se 𝒦 ⊂C∞(M) é compacto, então

sup
ϕ∈𝒦

|〈uk−u0,ϕ〉| −−−→
k→∞

0. (4.2)

Demonstração. Pelo Teorema da Limitação Uniforme, existem {h}q
j=1 ⊂𝒜 , K ⊂Uh compacto,

m ∈ Z+ e C > 0, tais que

|〈uk,ϕ〉| ≤C
q

∑
j=1

ph j,K,m(ϕ)

para quaisquer k ∈ N e ϕ ∈C∞(M). Logo

|〈uk,ϕk〉−〈u0,ϕ0〉| ≤ |〈uk,ϕk−ϕ0〉|+ |〈uk−u0,ϕ0〉|

≤Cph,K,m(ϕk−ϕ0)+ |〈uk−u0,ϕ0〉| −−−→
k→∞

0,

o que prova (i).
Seja 𝒦 ⊂C∞(M) um compacto e suponhamos que (4.2) não ocorra, então existem ε > 0, uma
subsequência

(
uk j

)
j∈N de (uk)k∈N e uma sequência (ϕ j) j∈N ⊂C∞(M), tais que∣∣〈uk j −u0,ϕ j

〉∣∣> ε (4.3)

para todo j ∈ N. Como 𝒦 é compacto, passando a uma subsequência se necessário, podemos
supor que (ϕ j) j∈N é convergente, seja ϕ0 ∈C∞(M) o limite dessa subsequência. Segue de (i) que〈

uk j −u0,ϕ j
〉
−−−→
k→∞

〈0,ϕ0〉= 0,

o que contraria (4.3). Portanto (4.2) ocorre, o que prova (ii).
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Definição 40. Seja u ∈𝒟 ′2(M) definimos o suporte de u, denotado por supp(u), como sendo

supp(u) =
{

x ∈M : não existe V ⊂M vizinhança de x tal que u|C∞
c (V ) = 0

}
.

Proposição 30. As seguintes afirmações são válidas:

(i) Dada ψ ∈ C∞(M), o operador linear T : C∞
c (M)→ C∞

c (M) definido por T (ϕ) = ψϕ é
contínuo.

(ii) Sejam K ⊂ M compacto e V1,V2, . . . ,Vk abertos em M tais que K ⊂
⋃k

j=1Vj. Existem
ψ j ∈C∞

c (Vj) para j = 1,2, . . . ,k, tais que ∑
k
j=1 ψ j = 1 em uma vizinhança de K.

(iii) Sejam ϕ ∈C∞
c (M) e V1,V2, . . . ,Vk abertos em M tais que supp(ϕ)⊂

⋃k
j=1Vj. Então existem

ϕ j ∈C∞
c (Vj) para j = 1,2, . . . ,k tais que ∑

k
j=1 ϕ j = ϕ .

(iv) Seja u ∈𝒟 ′2(M), temos que 〈u,ϕ〉= 0 para toda ϕ ∈C∞
c (M\supp(u)).

(v) Sejam u ∈ 𝒟 ′2(M) tal que supp(u) é compacto e V1,V2, . . . ,Vk abertos em M tais que
supp(u) ⊂

⋃k
j=1Vj. Então existem u1,u2, . . . ,uk ∈ 𝒟 ′2(M) tais que supp(u j) ⊂⊂ Vj para

j = 1,2, . . . ,k e ∑
k
j=1 u j = u.

Demonstração. (i) Seja h ∈𝒜 , dada ϕ ∈C∞
c (Uh) temos que

T ◦ Ih(ϕ) = ψIh(ϕ) = ψ(ϕ ◦h) = Ih
(
[ψ ◦h−1]ϕ

)
= Ih ◦ T̃ (ϕ),

onde T̃ : C∞
c (Uh)→C∞

c (Uh) é o operador linear definido por T̃ ϕ = [ψ ◦ h−1]ϕ para toda ϕ ∈
C∞

c (Uh). Como T̃ : C∞
c (Uh)→C∞

c (Uh) e Ih : C∞
c (Uh)→C∞

c (M) são contínuos, segue que T ◦ Ih :
C∞

c (Uh)→C∞
c (M) é contínuo. Portanto, segue da Proposição 26, que T : C∞

c (M)→C∞
c (M) é

contínuo.

(ii) Suponhamos inicialmente o caso em que existem h1,h2, . . . ,hk ∈𝒜 tais que Vj ⊂Vh j

para j = 1,2, . . . ,k. Existem compactos K1,K2, . . . ,Kk ⊂M e V ⊂M aberto, tais que K j ⊂ Vj

para j = 1,2, . . . ,k e K ⊂V ⊂
⋃k

j=1 K j. De fato, dados j ∈ {1,2, . . . ,k} e m ∈ N, seja

Um
j =


{

x ∈ h j(Vj) : dist(x,Rn\h j(Vj))> m−1}, se h j(Vj) 6= Rn

Rn, caso contrário.

Temos que Um
j ⊂ Rn é aberto para quaisquer j ∈ {1,2, . . . ,k} e m ∈ N. Dados j ∈ {1,2, . . . ,k} e

m ∈ N, seja W m
j =Um

j ∩BRn(0,m), temos que

∞⋃
m=1

W m
j = h j(Vj) e W m

j ⊂Um
j ⊂ h j(Vj).
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Logo

K ⊂
∞⋃

m=1

k⋃
j=1

h−1
j (W m

j )

e então, como K é compacto, existe m0 ∈ N tal que

K ⊂
k⋃

j=1

h−1
j (W m0

j ).

Definindo K j := h−1
j

(
W m

j

)
para j = 1,2, . . . ,k e V =

⋃k
j=1 h−1

j (W m0
j ), como W m

j é compacto

e W m
j ⊂ h j(Vj), segue que K j é compacto e K j ⊂ Vj para j = 1,2, . . . ,k, além disso K ⊂ V ⊂⋃k

j=1 K j.

Dado j ∈ {1,2, . . . ,k}, pelo Corolário I.2.2 de (HOUNIE, 1979), existe ϕ j ∈C∞
c (h j(Vj))

tal que ϕ j = 1 em h(K j), logo tomando ξ j = ϕ j ◦ h, temos que ξ j ∈ C∞
c (Vj) e ϕ j = 1 em K j.

Sejam ψ1 = ξ1 e

ψ j = ξ j

j−1

∏
m=1

(1−ξm)

para j = 2,3, . . . ,k. Temos que ψ j ∈C∞
c (Vj) e

1−
k

∑
j=1

ψ j = 1−ξ1−ξ2(1−ξ1)−·· ·−ξk

k−1

∏
m=1

(1−ξm)

= (1−ξ1)

[
1−ξ2−ξ3(1−ξ2)−·· ·−ξk

k−1

∏
m=2

(1−ξm)

]

= (1−ξ1)(1−ξ2)

[
1−ξ3−ξ4(1−ξ3)−·· ·−ξk

k−1

∏
m=3

(1−ξm)

]

= · · ·=
k

∏
m=1

(1−ξm).

Portanto ∑
k
j=1 ψ j = 1 em V . No caso geral, sejam h1,h2, . . . ,hm ∈ 𝒜 tais que K ⊂

⋃m
j=1Vh j ,

temos que

K ⊂
k⋃

j=1

m⋃
l=1

(
Vj∩Vhl

)
.

Logo, pelo caso já demonstrado, existem ψ j,l ∈C∞
c (Vj∩Vhl) para j = 1,2, . . . ,k e l = 1,2, . . . ,m,

tais que ∑
k
j=1 ∑

m
l=1 ψ j,l = 1 em uma vizinhança de K. Considerando ψ j = ∑

m
l=1 ψ j,l para j =

1,2, . . . ,k, temos o que desejamos.

(iii) Por (ii) existem ψ j ∈ C∞
c (Vj) para j = 1,2, . . . ,k tais que ∑

k
j=1 ψ j = 1 em uma

vizinhança de K. Dado para j ∈ {1,2, . . . ,k}, seja ϕ j = ϕψ j, temos que ϕ j ∈C∞
c (Vj) e

k

∑
j=1

ϕ j =
k

∑
j=1

ϕψ j = ϕ

k

∑
j=1

ψ j = ϕ.
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(iv) Seja ϕ ∈C∞
c (M\supp(u)), como supp(ϕ)⊂M\supp(u), segue da definição do su-

porte de u que para cada x ∈ supp(ϕ), existe uma vizinhança aberta Vx de x, tal que u|C∞
c (Vx) = 0.

Como supp(ϕ) é compacto, a cobertura aberta {Vx}x∈supp(ϕ) de supp(ϕ) possui uma subco-
bertura finita {Vx j}k

j=1. Segue de (iii) que existem ϕ j ∈ C∞
c (Vx j) para j = 1,2, . . . ,k, tais que

∑
k
j=1 ϕ j = ϕ . Portanto, temos que

〈u,ϕ〉=

〈
u,

k

∑
j=1

ϕ j

〉
=

k

∑
j=1

〈
u,ϕ j

〉
= 0.

(v) Por (ii), existem ψ j ∈ C∞
c (Vj) para j = 1,2, . . . ,k e um aberto V ⊂ M tais que

supp(u) ⊂ V e ∑
k
j=1 ψ j = 1 em V . Dado j ∈ {1,2, . . . ,k}, seja u j : C∞

c (M)→ C definida por
〈u j,ϕ〉 = 〈u,ψ jϕ〉 para toda ϕ ∈ C∞

c (M). Segue de (i) que u j ∈ 𝒟 ′2(M), além disso, se ϕ ∈
C∞

c (M\supp(ψ j)) temos que 〈u j,ϕ〉= 〈u,ψ jϕ〉= 〈u,0〉= 0, logo temos que u j|C∞
c (M\supp(ψ j)) =

0 e então supp(u j)⊂ supp(ψ j)⊂⊂Vj.

Dada ϕ ∈C∞
c (M) e x ∈V temos que(

k

∑
j=1

ψ j(x)

)
ϕ(x)−ϕ(x) = 0,

logo

supp(u)⊂V ⊂M\supp

((
k

∑
j=1

ψ j

)
ϕ−ϕ

)
e então

supp

((
k

∑
j=1

ψ j

)
ϕ−ϕ

)
⊂M\V ⊂M\supp(u).

Usando (iv), temos que〈
k

∑
j=1

u j,ϕ

〉
=

k

∑
j=1

〈
u j,ϕ

〉
=

k

∑
j=1

〈
u,ψ jϕ

〉
=

〈
u,

(
k

∑
j=1

ψ j

)
ϕ

〉

=

〈
u,

(
k

∑
j=1

ψ j

)
ϕ−ϕ

〉
+ 〈u,ϕ〉= 〈u,ϕ〉 .

Portanto ∑
k
j=1 u j = u.

Proposição 31. São válidas as seguintes afirmações:

(i) A inclusão C∞
c (M)⊂C∞(M) é contínua.

(ii) C∞
c (M) é denso em C∞(M).

(iii) Se u ∈ ℰ ′(M), então u|C∞
c (M) ∈𝒟 ′2(M). Além disso, u tem suporte compacto.
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(iv) Se u ∈𝒟 ′2(M) tem suporte compacto, então existe uma única v ∈ ℰ ′(M) tal que v|C∞
c (M) = u.

Demonstração. Para mostrar que a inclusão C∞
c (M)⊂C∞(M) é contínua, da Proposição 26, é

suficiente provar que para quaisquer h1 ∈𝒜 e K1 ⊂Uh1 compacto, o operador linear C∞
c (K1) 3

ϕ 7→ ϕ ◦h1 ∈C∞
c (M) é contínuo. Sejam h2 ∈𝒜 , K2 ⊂Uh2 compacto, m ∈ Z+ e consideremos

K = h−1
1 (K1)∩h−1

2 (K2), se K = /0 temos que

ph2,K2,m(ϕ ◦h1) = ∑
|α|≤m

sup
K2

|∂ α(ϕ ◦h1 ◦h−1
2 )|= 0≤ sup

K1

|ϕ|.

Por outro lado, se K 6= /0, existe C > 0 tal que

ph2,K2,m(ϕ ◦h1) = ∑
|α|≤m

sup
K2

|∂ α(ϕ ◦h1 ◦h−1
2 )|= ∑

|α|≤m
sup

h2(K)

|∂ α(ϕ ◦h1 ◦h−1
2 )|

≤C ∑
|α|≤m

sup
h1(K)

|∂ α
ϕ| ≤C ∑

|α|≤m
sup
K1

|∂ α
ϕ|

o que mostra (i).
Portanto, se u ∈ ℰ ′(M) temos que u|C∞

c (M) ∈ 𝒟 ′2(M). Além disso, segue da continuidade de
u : C∞(M)→ C que existem h j ∈𝒜 , K j ⊂Uh j compacto para j = 1,2, ...,k, m ∈ Z+ e C > 0,
tais que

|〈u,ϕ〉| ≤C
k

∑
j=1

∑
|α|≤m

sup
K j

|∂ α(ϕ ◦h−1
j )|

para toda ϕ ∈C∞(M). Assim, seja K =
⋃k

j=1 h−1
j (K j) e ϕ ∈C∞

c (M\K), temos que

|〈u,ϕ〉| ≤C
k

∑
j=1

∑
|α|≤m

sup
K j

|∂ α(ϕ ◦h−1
j )|= 0,

logo supp(u)⊂ K, o que mostra (iii).
Suponhamos que u ∈ 𝒟 ′2(M) e exista h ∈ 𝒜 tal que supp(u) é um compacto contido em Vh

e provemos que existe v ∈ ℰ ′(M) tal que v|C∞
c (M) = u. De fato, seja V ⊂ M aberto, tal que

supp(u) ⊂ V ⊂ V ⊂ Vh e ψ ∈ C∞
c (Vh) tal que ψ = 1 em V , definamos v : C∞(M)→ C por

〈v,ϕ〉= 〈u,ψϕ〉 para toda ϕ ∈C∞(M). Como u : C∞
c (M)→C é linear, segue que v : C∞(M)→C

é linear, além disso, como u ∈ 𝒟 ′2(M), temos que u ◦ Ih ∈ 𝒟 ′(Uh), logo seja K = h(supp(ψ))

existem m ∈ Z+ e C0 > 0 tais que

|〈u◦ Ih,ϕ〉| ≤C0 ∑
|α|≤m

sup
K
|∂ α

ϕ|

para toda ϕ ∈C∞(K). Logo, existe C > 0 tal que

|〈v,ϕ〉|= |〈u,ψϕ〉|= |〈u◦ Ih,(ψ ◦h−1)(ϕ ◦h−1)〉|

≤C0 ∑
|α|≤m

sup
K
|∂ α [(ψ ◦h−1)(ϕ ◦h−1)]|

≤C ∑
|α|≤m

sup
K
|∂ α(ϕ ◦h−1)|=Cph,K,m(ϕ)
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para toda ϕ ∈C∞(M). Segue então que v : C∞(M)→ C é continua, portanto v ∈ ℰ ′(M). Além
disso, dada ϕ ∈C∞

c (M) temos que

〈u,ϕ〉= 〈u,ψϕ〉+ 〈u,(1−ψ)ϕ〉= 〈v,ϕ〉,

pois supp((1−ψ)ϕ)∩ supp(u) = /0. Portanto v|C∞
c (M) = u.

Em geral, dada u∈𝒟 ′2(M) com suporte compacto, sejam h j ∈𝒜 e u j ∈𝒟 ′2(M) para j = 1,2, ...,k,
tais que supp(u) ⊂

⋃k
j=1Vh j , supp(u j) ⊂⊂ Vh j e ∑

k
j=1 u j = u. Como já provado, para cada

j ∈ {1,2, ..,k} existe v j ∈ ℰ ′(M) tal que v j|C∞
c (M) = u j, logo v = ∑

k
j=1 v j é tal que v ∈ ℰ ′(M) e

v|C∞
c (M) = u.

Por fim, sejam ϕ ∈C∞(M), h ∈𝒜 , K ⊂Uh compacto, m ∈ Z+ e consideremos ψ ∈C∞
c (Vh) tal

que ψ = 1 em uma vizinhança de K. Temos que

ph,K,m(ϕ−ψϕ) = ∑
|α|≤m

sup
K
|∂ α [ϕ ◦h−1− (ψ ◦h−1)(ϕ ◦h−1)]|= 0.

Portanto, C∞
c (M) é denso em C∞(M) e então dada u ∈𝒟 ′2(M) com suporte compacto, existe uma

única v ∈ ℰ ′(M) tal que v|C∞
c (M) = u.

Corolário 8. Se M é compacta, então ℰ ′(M) = 𝒟 ′2(M).

Suponhamos agora que M é uma subvariedade n-dimensional de Rn+1. Nesse caso, existe
uma forma natural de identificar os espaços 𝒟 ′1(M) e 𝒟 ′2(M).

Comecemos com a seguinte consideração: Dada f ∈ L1
loc(M), seja f̃ : C∞

c (M)→ C o
funcional linear definido por 〈

f̃ ,ϕ
〉
=
∫

M
f ϕ.

Dadas h ∈𝒜 e ϕ ∈C∞
c (Uh), temos que〈

f̃ , Ih ◦ϕ
〉
=
∫

M
f (Ih ◦ϕ) =

∫
Uh

( f ◦h−1)ϕ
∣∣∂1
(
h−1)×∂2

(
h−1)×·· ·×∂n

(
h−1)∣∣ ,

onde dados x1,x2, . . . ,xn ∈Rn+1, x1×x2×·· ·×xn representa o produto vetorial de n vetores em
Rn+1, isto é, x1× x2×·· ·× xn é o único vetor em Rn+1 que satisfaz:

x · (x1× x2×·· ·× xn) = det(x,x1,x2, . . . ,xn).

para todo x ∈ Rn+1. Seja K ⊂Uh um compacto, segue então que∣∣〈 f̃ , Ih ◦ϕ
〉∣∣≤ ∫

K
| f ◦h−1||ϕ|

∣∣∂1
(
h−1)×∂2

(
h−1)×·· ·×∂n

(
h−1)∣∣

≤
(∫

K
| f ◦h−1|

∣∣∂1
(
h−1)×∂2

(
h−1)×·· ·×∂n

(
h−1)∣∣)sup |ϕ|,

para toda ϕ ∈ C∞
c (K), logo f̃ ◦ Ih|C∞

c (K) é contínuo. Portanto, pela Proposição 26, segue que
f̃ ∈ 𝒟 ′2(M). Agora, se ϕ ∈C∞

c (M), pela compacidade de supp(ϕ), existem h1,h2, . . . ,hk ∈𝒜



94 Capítulo 4. Traço de distribuições e o problema de Dirichlet com condições de fronteira singulares

tais que supp(ϕ)⊂
⋃k

j=1Vh j . Além disso, pela Proposição 30, existem ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕk ∈C∞
c (M),

tais que supp(ϕ j)⊂Vh j para j = 1,2, ...,k e ∑
k
j=1 ϕ j = ϕ . Temos então que

〈
f̃ ,ϕ
〉
=
∫

M
f ϕ =

k

∑
i=1

∫
Uh j

( f ◦h−1
j )(ϕ j ◦h−1

j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣ .
Temos assim que

〈
f̃ ,ϕ
〉

pode ser obtido por meio da família { f ◦h−1}h∈𝒜 . Quando u ∈𝒟 ′1(M),
a expressão acima nos sugere uma forma de definir ũ ∈𝒟 ′2(M).

Sejam u = {uh}h∈𝒜 ∈𝒟 ′1(M), ϕ,ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕk ∈C∞
c (M) e h1,h2, . . . ,hk ∈𝒜 tais que

supp(ϕ j)⊂Vh j para j = 1,2, ...,k e
k

∑
j=1

ϕ j = ϕ, (4.4)

definimos

〈ũ,ϕ〉=
k

∑
j=1

〈
uh j ,(ϕ j ◦h−1

j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉 . (4.5)

Mostraremos a seguir que funcional ũ : C∞
c (M)→ C fica bem definido por (4.5), que ũ pertence

a 𝒟 ′2(M) e a aplicação 𝒟 ′1(M) 3 u 7→ ũ ∈𝒟 ′2(M) é um homeomorfismo linear.

Teorema 14. São válidas as seguintes afirmações:

(i) Seja u ∈ 𝒟 ′1(M), o funcional ũ : C∞
c (M)→ C dado por (4.5) está bem definido, isto é,

se ϕ,ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕk+m ∈C∞
c (M) e h1,h2, . . . ,hk+m ∈𝒜 são tais que supp(ϕ j)⊂Vh j para

j = 1,2, . . . ,k+m e ∑
k
j=1 ϕ j = ϕ = ∑

k+m
j=k+1 ϕ j, então

k

∑
j=1

〈
uh j ,(ϕ j ◦h−1

j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉
=

k+m

∑
j=k+1

〈
uh j ,(ϕ j ◦h−1

j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉 .
(ii) Seja u ∈𝒟 ′1(M), temos que ũ ∈𝒟 ′2(M).

(iii) Seja T : 𝒟 ′1(M)→𝒟 ′2(M) o operador definido por Tu = ũ para toda u ∈𝒟 ′1(M). Temos
que T é um homeomorfismo linear.

Demonstração. (i) Comecemos com o seguinte caso: Sejam ϕ ∈C∞
c (M) e h1,h2 ∈𝒜 tais que

supp(ϕ)⊂Vh1 ∩Vh2 . Mostraremos que〈
uh1,(ϕ ◦h−1

1 )
∣∣∂1
(
h−1

1
)
×∂2

(
h−1

1
)
×·· ·×∂n

(
h−1

1
)∣∣〉

=
〈
uh2,(ϕ ◦h−1

2 )
∣∣∂1
(
h−1

2
)
×∂2

(
h−1

2
)
×·· ·×∂n

(
h−1

2
)∣∣〉 .



4.2. Distribuições sobre variedades 95

De fato, temos que〈
uh1,(ϕ ◦h−1

1 )
∣∣∂1
(
h−1

1
)
×∂2

(
h−1

1
)
×·· ·×∂n

(
h−1

1
)∣∣〉

=
〈
uh1, [ϕ ◦h−1

2 ◦ (h2 ◦h−1
1 )]

∣∣∂1
(
h−1

1
)
×∂2

(
h−1

1
)
×·· ·×∂n

(
h−1

1
)∣∣〉

=
〈
uh1 ◦ (h1 ◦h−1

2 ),(ϕ ◦h−1
2 )g

〉
=
〈
uh2,(ϕ ◦h−1

2 )g
〉

onde g ∈C∞(h2(Vh1 ∩Vh2)) é a função

g :=
∣∣∂1
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 )×∂2
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 )×·· ·×∂n
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 )
∣∣ ∣∣det

[
Jac(h1 ◦h−1

2 )
]∣∣ .

Resta-nos mostrar que g =
∣∣∂1
(
h−1

2
)
×∂2

(
h−1

2
)
×·· ·×∂n

(
h−1

2
)∣∣ em h2(Vh1 ∩Vh2). Fixado x ∈

h2(Vh1 ∩Vh2), consideremos as matrizes T1 e T2 de dimensão (n+1)× (n+1):

T1 :=

∂1
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x)) ∂2
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x)) · · · ∂n
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x)) y1



T2 :=

∂1
(
h−1

2
)
(x) ∂2

(
h−1

2
)
(x) · · · ∂n

(
h−1

2
)
(x) y2


onde y1 = ∂1

(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))×∂2
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))×·· ·×∂n
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x)) e
y2 = ∂1

(
h−1

2
)
(x)×∂2

(
h−1

2
)
(x)×·· ·×∂n

(
h−1

2
)
(x). Dado j ∈ {1,2, . . . ,n}, temos que

y1 ·
([

Jac
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))
]

e j
)
= y1 ·

[
∂ j
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))
]

= det
(
∂1
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x)), . . . ,∂n
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x)),∂ j
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))
)
= 0,

logo, por linearidade y1 · y = 0 para todo y ∈ Im
(
Jac
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))
)
. Além disso, como h1

é uma carta, temos que os vetores ∂1
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x)), . . . ,∂n
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x)) são linear-
mente independentes, logo y1 · y = 0 se e somente se y ∈ Im

(
Jac
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))
)
. Analo-

gamente, temos que y2 · y = 0 se e somente se y ∈ Im
(
Jac
(
h−1

2
)
(x)
)
. Em particular temos que

y1 6= 0 e y2 6= 0. Como

Jac
(
h−1

2
)
(x) = Jac

(
h−1

1 ◦h1 ◦h−1
2
)
(x) =

[
Jac
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))
]

Jac
(
h−1

2
)
(x)

e h1◦h−1
2 : h2(Vh1∩Vh1)→ h1(Vh1∩Vh1) é um difeomorfismo, segue Im

(
Jac
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))
)
=

Im
(
Jac
(
h−1

2
)
(x)
)
. Então y1,y2 são vetores em Rn+1\{0} tais que dado y ∈ Rn+1 temos que

y1 · y = 0 se e somente se y2 · y = 0, logo

y2 = sgn(y1 · y2)
|y2|
|y1|

y1.
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Seja

T :=



0
0

∂1
(
h1 ◦h−1

2
)
(x) ∂2

(
h1 ◦h−1

2
)
(x) · · · ∂n

(
h1 ◦h−1

2
)
(x) 0

...
0

0 0 0 0 sgn(y1 · y2)
|y2|
|y1|


temos que

T1T =


[
Jac
(
h−1

1
)
(h1 ◦h−1

2 (x))
][

Jac
(
h1 ◦h−1

2
)
(x)
]

sgn(y1 · y2)
|y2|
|y1| y1



=

Jac
(
h−1

1 ◦h1 ◦h−1
2
)
(x) y2

=

Jac
(
h−1

2
)
(x) y2

= T2.

Logo

|y2|2 = y2 · y2 = det(T2) = det(T1T ) = det(T1)det(T )

= (y1 · y1)det
[
Jac
(
h1 ◦h−1

2
)
(x)
]

sgn(y1 · y2)
|y2|
|y1|

= |y1|det
[
Jac
(
h1 ◦h−1

2
)
(x)
]

sgn(y1 · y2)|y2|

e então

g(x) = |y1|
∣∣det

[
Jac
(
h1 ◦h−1

2
)
(x)
]∣∣= |y2|=

∣∣∂1
(
h−1

2
)
(x)×∂2

(
h−1

2
)
(x)×·· ·×∂n

(
h−1

2
)
(x)
∣∣

como queríamos mostrar.

Para demonstrar (i) é suficiente, e necessário, demonstrar a seguinte afirmação: se
ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕk ∈C∞

c (M) e h1,h2, . . . ,hk ∈ 𝒜 são tais que supp(ϕ j) ⊂ Vh j para j = 1,2, . . . ,k e

∑
k
j=1 ϕ j = 0, então

k

∑
j=1

〈
uh j ,(ϕ j ◦h−1

j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉= 0.

Mostraremos por indução sobre k. Se k = 1 temos que ϕ1 = 0 e não há o que demonstrar.
Suponhamos que a afirmação acima seja válida para k ∈ N e que ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕk+1 ∈C∞

c (M) e
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h1,h2, . . . ,hk+1 ∈𝒜 são tais que supp(ϕ j)⊂Vh j para j = 1,2, . . . ,k+1 e ∑
k+1
j=1 ϕ j = 0. Temos

que −ϕk+1 = ∑
k
j=1 ϕ j logo

supp(ϕk+1)⊂Vhk+1 ∩ supp

(
k

∑
j=1

ϕ j

)
⊂Vhk+1 ∩

(
k⋃

j=1

supp(ϕ j)

)

⊂Vhk+1 ∩

(
k⋃

j=1

Vh j

)
=

k⋃
j=1

(
Vhk+1 ∩Vh j

)
.

Segue da Proposição 30 que existem ψ1,ψ2, . . . ,ψk ∈C∞
c (M) tais que supp(ψ j) ⊂ Vhk+1 ∩Vh j

para j = 1,2, . . . ,k e ∑
k
j=1 ψ j = −ϕk+1. Logo ∑

k
j=1(ϕ j−ψ j) = 0 e pela hipótese de indução

temos que

k

∑
j=1

〈
uh j ,(ϕ j−ψ j)◦h−1

j

∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉= 0.

Usando a igualdade acima e o caso já demonstrado, temos que

k

∑
j=1

〈
uh j ,(ϕ j ◦h−1

j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉
=

k

∑
j=1

〈
uh j ,(ψ j ◦h−1

j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉
=

k

∑
j=1

〈
uhk+1,(ψ j ◦h−1

k+1)
∣∣∂1
(
h−1

k+1

)
×∂2

(
h−1

k+1

)
×·· ·×∂n

(
h−1

k+1

)∣∣〉
=

〈
uhk+1,

(
k

∑
j=1

ψ j ◦h−1
k+1

)∣∣∂1
(
h−1

k+1

)
×∂2

(
h−1

k+1

)
×·· ·×∂n

(
h−1

k+1

)∣∣〉
=−

〈
uhk+1,

(
ϕk+1 ◦h−1

k+1

)∣∣∂1
(
h−1

k+1

)
×∂2

(
h−1

k+1

)
×·· ·×∂n

(
h−1

k+1

)∣∣〉 .
Portanto

k+1

∑
j=1

〈
uh j ,(ϕ j ◦h−1

j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉= 0.

(ii) Dado u ∈𝒟 ′1(M), a linearidade de ũ segue da linearidade de u◦h−1 para toda h ∈𝒜 .
Por outro lado, seja h ∈𝒜 , temos que

〈ũ◦ Ih,ϕ〉= 〈ũ, Ihϕ〉= 〈ũ,ϕ ◦h〉=
〈
uh,ϕ

∣∣∂1
(
h−1)×∂2

(
h−1)×·· ·×∂n

(
h−1)∣∣〉

para toda ϕ ∈C∞
c (Uh). Logo ũ◦ Ih : C∞

c (Uh)→ C é contínua. Então, segue Proposição 26 que
ũ : C∞

c (M)→ C é contínua e portanto ũ ∈𝒟 ′2(M).

(iii) A linearidade de T segue direto da definição de ũ. Suponhamos que u = {uh}h∈𝒜 ∈
𝒟 ′1(M) é tal que ũ = 0. Então dada h ∈𝒜 , temos que

〈uh,ϕ〉=
〈

ũ,(ϕ ◦h)
∣∣∂1
(
h−1)◦h×∂2

(
h−1)◦h×·· ·×∂n

(
h−1)◦h

∣∣−1
〉
= 0
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para toda ϕ ∈C∞
c (Uh), logo uh = 0. Então u = 0 e portanto T é injetivo.

Por outro lado, seja v ∈𝒟 ′2(M), dada h ∈𝒜 , definamos uh : C∞
c (Uh)→ C por

〈uh,ϕ〉 :=
〈

v,(ϕ ◦h)
∣∣∂1
(
h−1)◦h×∂2

(
h−1)◦h×·· ·×∂n

(
h−1)◦h

∣∣−1
〉

=
〈

v◦ Ih,ϕ
∣∣∂1
(
h−1)×∂2

(
h−1)×·· ·×∂n

(
h−1)∣∣−1

〉
para toda ϕ ∈ C∞

c (Uh). Pela Proposição 26, temos que v ◦ Ih : C∞
c (Uh)→ C é contínua, logo

uh ∈𝒟 ′(Uh). Sejam h1,h2 ∈𝒜 tais que Vh1 ∩Vh1 6= /0 e ϕ ∈C∞
c (h2(Vh1 ∩Vh1)), temos que〈

uh1 ◦ (h1 ◦h−1
2 ),ϕ

〉
=
〈
uh1,

[
ϕ ◦ (h2 ◦h−1

1 )
]∣∣det

[
Jac(h2 ◦h−1

1 )
]∣∣〉

=
〈

uh1,
[
ϕ ◦ (h2 ◦h−1

1 )
]∣∣det

[
Jac(h1 ◦h−1

2 )(h2 ◦h−1
1 )
]∣∣−1

〉
=
〈
v,
[
ϕ ◦ (h2 ◦h−1

1 )◦h1
]
(g◦h2)

−1〉
=
〈

v,(ϕ ◦h2)
∣∣∂1
(
h−1

2
)
◦h2×∂2

(
h−1

2
)
◦h2×·· ·×∂n

(
h−1

2
)
◦h2
∣∣−1
〉
=
〈
uh2,ϕ

〉
onde g ∈ C∞(h2(Vh1 ∩Vh2)) é a função definida na demonstração de (i). Assim, seja u =

{uh}h∈𝒜 , temos que u ∈ 𝒟 ′1(M) e se ϕ,ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕk ∈ C∞
c (M) e h1,h2, . . . ,hk ∈ 𝒜 são tais

que supp(ϕ j)⊂Vh j para j = 1,2, . . . ,k e ∑
k
j=1 ϕ j = ϕ , então

〈ũ,ϕ〉=
k

∑
j=1

〈
uh j ,(ϕ j ◦h−1

j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉=
k

∑
j=1

〈
v,ϕ j

〉
= 〈v,ϕ〉 .

Portanto T é sobrejetivo.

Seja 〈uα〉α∈ϒ um net em 𝒟 ′1(M) que converge a 0. Dada ϕ ∈C∞
c (M), sejam ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕk ∈

C∞
c (M) e h1,h2, . . . ,hk ∈𝒜 tais que supp(ϕ j) ⊂ Vh j para j = 1,2, . . . ,k e ∑

k
j=1 ϕ j = ϕ , temos

que

〈Tuα ,ϕ〉=
k

∑
j=1

〈
uα ◦h−1

j ,(ϕ j ◦h−1
j )
∣∣∣∂1

(
h−1

j

)
×∂2

(
h−1

j

)
×·· ·×∂n

(
h−1

j

)∣∣∣〉−−→
α∈ϒ

0.

Portanto, Tuα −−→
α∈ϒ

0 em 𝒟 ′2(M) e segue que T é contínuo.

Por fim, seja 〈uα〉α∈ϒ um net em 𝒟 ′1(M) tal que Tuα −−→
α∈ϒ

0 em 𝒟 ′2(M). Dada h ∈𝒜 ,
temos que〈

uα ◦h−1,ϕ
〉
=
〈

Tuα ,(ϕ ◦h)
∣∣∂1
(
h−1)◦h×∂2

(
h−1)◦h×·· ·×∂n

(
h−1)◦h

∣∣−1
〉
−−→
α∈ϒ

0.

Portanto, uα

𝒟 ′1(M)
−−−−→

α∈A
0 e segue que T−1 é contínuo.

No caso em que M é uma subvariedade n-dimensional de Rn+1, identificaremos (através
de T ) os espaços 𝒟 ′1(M) e 𝒟 ′2(M) e representaremos tais espaços apenas por 𝒟 ′(M), assim uma
distribuição u ∈ 𝒟 ′(M) representará tanto uma família {uh}h∈𝒜 de distribuições quanto um
funcional linear contínuo sobre C∞

c (M).
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4.3 Traço de distribuições

Nessa seção será introduzida uma noção de traço em um certo espaço de distribuições
especiais. Apresentaremos um modo de entender o que pode ser o traço de uma distribuição e,
em seguida, discutiremos resultados que demonstrarão que essa é, de fato, uma boa maneira para
se definir o traço dstes objetos. Começaremos com o caso U ∈𝒟 ′(V × (0,c)), onde V ⊂ Rn é
aberto, e depois generalizaremos essa noção para distribuições U ∈𝒟 ′(Ω), no caso em que Ω é
um aberto com fronteira suave.

Fixaremos a partir desta seção uma função teste φ ∈C∞
c ((0,1)), tal que φ ≥ 0 e

∫
φ = 1.

Dado ε > 0, consideraremos também a função φε ∈C∞
c ((0,ε)) definida por

φε(t) =
1
ε

φ

( t
ε

)
para todo t ∈ R. Observe que

∫
φε = 1 para todo ε > 0.

4.3.1 O traço sobre V ×{0} de distribuições em 𝒟 ′(V × (0,c))

Sejam c ∈ (0,∞], V ⊂ Rn um aberto, f ∈C (V × [0,c)) uma função e fV×{0} : V → C
definida por fV×{0}(x) = f (x,0) para todo x ∈V , a qual é contínua em V .

Para cada ψ ∈C∞
c (V ), denotando por ψ⊗φε o produto tensorial de ψ por φε , isto é, a

função ψ⊗φε ∈C∞
c (V × (0,ε)) definida por ψ⊗φε(x, t) = ψ(x)φε(t), para (x, t) ∈V × (0,ε),

concluímos que

|〈 f ,ψ⊗φε〉−〈 fV×{0},ψ〉|=
∣∣∣∣∫V

∫ c

0
f (x, t)ψ(x)φε(t)dxdt−

∫
V

f (x,0)ψ(x)dx
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫V

∫ c

0
f (x, t)ψ(x)φε(t)dxdt−

∫
V

f (x,0)
∫ c

0
ψ(x)φε(t)dxdt

∣∣∣∣
≤
∫

V

∫ c

0
| f (x, t)− f (x,0)|φε(t)dt |ψ(x)|dx

=
∫

supp(ψ)

∫
ε

0
| f (x, t)− f (x,0)|φε(t)dt |ψ(x)|dx

para todo ε ∈ (0,c). Seja ε0 ∈ (0,c), da continuidade uniforme de f em supp(ψ)× [0,ε0], segue
que dado δ > 0, existe ε1 ∈ (0,ε0) tal que

| f (x, t)− f (x,0)|< δ

para todo (x, t) ∈ supp(ψ)× [0,ε1]. Logo

|〈 f ,ψ⊗φε〉−〈 fV×{0},ψ〉| ≤
∫

supp(ψ)

∫
ε

0
| f (x, t)− f (x,0)|φε(t)dt |ψ(x)|dx

≤
∫

supp(ψ)

∫
ε

0
δφε(t)dt |ψ(x)|dx = δ‖ψ‖L1.
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para todo ε ∈ (0,ε1), demonstrando que

〈 fV×{0},ψ〉= lim
ε→0+

〈 f ,ψ⊗φε〉. (4.6)

A igualdade acima representa a distribuição fV×{0} ∈ 𝒟 ′(V ) em termos da distribuição f ∈
𝒟 ′(V × (0,c)), dessa forma, tal igualdade sugere uma maneira de definir o traço de uma distri-
buição.

Definição 41. Sejam c ∈ (0,∞] e V ⊂ Rn um aberto, definimos o espaço das distribuições em
V × (0,c) com traço em V ×{0}, denotado por 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)), como sendo

𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) :=
{

U ∈𝒟 ′(V × (0,c)) : lim
ε→0+

〈U,ψ⊗φε〉 existe para toda ψ ∈C∞
c (V )

}
.

Dada U ∈ 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)), definimos o traço de U em V ×{0}, como sendo o funcional
linear UV×{0} : C∞

c (V )→ C dado por

〈UV×{0},ψ〉= lim
ε→0+

〈U,ψ⊗φε〉

para toda ψ ∈C∞
c (V ).

Dadas Φ ∈C∞
c (V × (0,c)) e ψ ∈C∞

c (V ), definimos a seminorma p(Φ,ψ) : 𝒟 ′V×{0}(V ×
(0,c))→ R por

p(Φ,ψ)(U) := |〈U,Φ〉|+ sup
{
|〈U,ψ⊗φε〉| : 0 < ε ≤min{c,1}

}
para toda distribuição U ∈𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) e munimos o espaço 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) com a
família de seminormas

{
p(Φ,ψ) : Φ ∈C∞

c (V × (0,c)) e ψ ∈C∞
c (V )

}
.

Observação 11. O espaço 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) depende da função φ fixada a priori, no entanto,
todos os resultados a seguir não dependem de qual função φ ∈ C∞

c ((0,1)), tal que φ ≥ 0 e∫
φ = 1, foi fixada. Por simplicidade, na definição anterior, não explicitamos esta dependência

de φ na notação 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)).

O exemplo que antecede a definição mostra que 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) é não vazio, pois ele
estabelece que C (V × [0,c))⊂𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)).

Mostraremos a seguir que o traço de uma distribuição em 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) é uma
distribuição em 𝒟 ′(V )

Proposição 32. Se U ∈ 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) , então UV×{0} ∈ 𝒟 ′(V ). Em palavras, o traço de
uma distribuição é ainda uma distribuição.

Demonstração. Para cada ε ∈ (0,c), seja Iε : C∞
c (V )→C∞

c (V×(0,c)) o operador linear definido
por Iεψ = ψ⊗φε para toda ψ ∈C∞

c (V ). Temos que Iε é contínuo, logo U◦ Iε ∈𝒟 ′(V ) para todo
ε ∈ (0,c). Além disso

〈U◦ Iε ,ψ〉= 〈U, Iεψ〉= 〈U,ψ⊗φε〉 −−−→
ε→0+

〈UV×{0},ψ〉
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para toda ψ ∈C∞
c (V ). Em particular,

〈U◦ I1
k
,ψ〉 −−−→

k→∞
〈UV×{0},ψ〉

para toda ψ ∈C∞
c (V ). Portanto, da Proposição 8, segue que UV×{0} ∈𝒟 ′(V ).

Como mostrado em (CORDARO, 1999), o valor de fronteira de uma função holomorfa é
definido a partir do seguinte resultado:

Proposição 33. Sejam I ⊂ R um intervalo aberto, α > 0, f : I × i(0,α)→ C uma função
holomorfa, N ∈ N e C > 0 tais que

| f (x+ iy)| ≤ C
yN

para todo x+ iy ∈ I× i(0,α). Então para cada ψ ∈C∞
c (I) o limite

lim
y→0+

∫
I

f (x+ iy)ψ(x)dx (4.7)

existe. Se u : C∞
c (I)→ C é o funcional linear definido por

〈u,ψ〉= lim
y→0+

∫
I

f (x+ iy)ψ(x)dx

para toda ψ ∈C∞
c (I), então u ∈𝒟 ′(I). Essa distribuição u é denominada valor de fronteira de f

e é indicada por b( f ).

Demonstração. Dada ψ ∈C∞
c (I), seja gψ : (0,α)→ C definida por

gψ(y) =
∫

I
f (x+ iy)ψ(x)dx

para todo y ∈ (0,α). Sejam y0 ∈ (0,α) e (yk)k∈N ⊂ (0,α) uma sequência que converge para y0.
Seja K ⊂ I× i(0,α) o conjunto compacto K := supp(ψ)× i{yk : k ∈ Z+}, como f é contínua
temos que sup{| f (x+ iy)| : x+ iy ∈ K}< ∞. Temos que

| f (x+ iyk)||ψ(x)| ≤ sup{| f (t + iy)| : t + iy ∈ K}|ψ(x)|

para quaisquer k ∈ N e x ∈ I, logo segue do Teorema da Convergência Dominada que

gψ(yk) =
∫

I
f (x+ iyk)ψ(x)dx−−−→

k→∞

∫
I

f (x+ iy0)ψ(x)dx = gψ(y0).

Portanto, para qualquer ψ ∈C∞
c (I), temos que gψ é contínua.

Sejam ε > 0 tal que [y0− ε,y0 + ε]⊂ I e k0 ∈ N tal que yk ∈ (y0− ε,y0 + ε) para todo
k ≥ k0. Seja K := supp(ψ)× [y0− ε,y0 + ε], temos que K é compacto, logo da continuidade de
∂y f segue que sup{|∂y f (t + iy)| : t + iy ∈ K}< ∞. Pela desigualdade do valor médio, temos que∣∣∣∣ f (x+ iyk)− f (x+ iy0)

yk− y0

∣∣∣∣ |ψ(x)| ≤ sup{|∂y f (t + iy)| : t + iy ∈ K}|ψ(x)|
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para quaisquer x ∈ I e k ≥ k0. Então, pelo Teorema da Convergência Dominada, temos que

gψ(yk)−gψ(y0)

yk− y0
=
∫

I

f (x+ iyk)− f (x+ iy0)

yk− y0
ψ(x)dx−−−→

k→∞

∫
I
∂y f (x+ iy0)ψ(x)dx.

Portanto gψ é diferenciável, além disso, como f é holomorfa tem-se ∂y f = i∂x f , logo

(gψ)
′(y) =

∫
I
∂y f (x+ iy)ψ(x)dx = i

∫
I
∂x f (x+ iy)ψ(x)dx

=−i
∫

I
f (x+ iy)ψ ′(x)dx =−igψ ′(y)

para todo y ∈ (0,α). Pelo que já foi demonstrado, temos que gψ ′ é contínua. Portanto, para
qualquer ψ ∈C∞

c (I), temos que gψ ∈C1(0,α).

Segue então, por indução sobre m, que para quaisquer m ∈ N e ψ ∈ C∞
c (I), temos

gψ ∈Cm(0,α) e

(gψ)
(m)(y) = (−i)m

∫
I

f (x+ iy)ψ(m)(x)dx

para todo y ∈ (0,α).

Dados ψ ∈C∞
c (I) e m ∈ N, existe C(m,ψ) > 0 tal que∣∣∣(gψ)

(m)(y)
∣∣∣= ∣∣∣∣∫I

f (x+ iy)ψ(m)(x)dx
∣∣∣∣≤ ∫I

| f (x+ iy)|
∣∣∣ψ(m)(x)

∣∣∣ dx

≤
∫

I

C
yN

∣∣∣ψ(m)(x)
∣∣∣ dx≤

C(m,ψ)

yN .

Por outro lado, sejam a ∈ (0,α) com a < 1, m ∈ N tal que m≥ 2, c1 > 0 e g ∈C1(0,α) tais que

|g′(y)| ≤ c1

ym

para todo y ∈ (0,a). Nessas condições, existe c2 > 0 tal que para todo y ∈ (0,a):

|g(y)| ≤ c2

ym−1

De fato, pois pelo Teorema Fundamental do Cálculo vem

|g(y)| ≤ |g(a)|+ |g(y)−g(a)|= |g(a)|+
∣∣∣∣∫ a

y
g′(t)dt

∣∣∣∣≤ |g(a)|+∫ a

y
|g′(t)|dt

≤ |g(a)|+
∫ a

y

c1

tm dt = |g(a)|+ c1

(1−m)am−1 −
c1

(1−m)ym−1

≤ |g(a)|
ym−1 +

c1

(m−1)ym−1 ≤
(m−1)|g(a)|+ c1

ym−1 ,

para todo y ∈ (0,a). Assim, basta por c2 = (m−1)|g(a)|+ c1.

Então segue, por indução sobre m, que para todo m ∈ N com m≤ N, existe Cm > 0 tal
que ∣∣∣(gψ)

(N−m+2)(y)
∣∣∣≤ Cm

yN−m+1
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para todo y ∈ (0,a). Logo temos que ∣∣∣(gψ)
(2)(y)

∣∣∣≤ CN

y

para todo y ∈ (0,a). Analogamente ao que foi feito para a função g, segue do Teorema Funda-
mental do Cálculo que

|(gψ)
′(y)| ≤ |(gψ)

′(a)|+ |(gψ)
′(y)− (gψ)

′(a)|= |(gψ)
′(a)|+

∣∣∣∣∫ a

y
(gψ)

(2)(t)dt
∣∣∣∣

≤ |(gψ)
′(a)|+

∫ a

y
|(gψ)

(2)(t)|dt ≤ |(gψ)
′(a)|+

∫ a

y

CN

t
dt

= |(gψ)
′(a)|+CN ln(a)−CN ln(y)≤ |(gψ)

′(a)|−CN ln(y)

para todo y ∈ (0,a). Como a função ln : (0,a)→ R é Lebesgue integrável, segue que (gψ)
′ é

Lebesgue integrável em (0,a), logo pelo Teorema da Convergência Dominada e pelo Teorema
Fundamental do Cálculo segue que∫

I
f (x+ iy)ψ(x)dx = gψ(y) = gψ(a)−

∫ a

y
(gψ)

′(t)dt −−−→
y→0+

gψ(a)−
∫ a

0
(gψ)

′(t)dt.

Portanto o limite (4.7) existe.

Seja (yk)k∈N ⊂ (0,α) uma sequência convergindo para 0 e uk : C∞
c (I)→ C o funcional

linear definido por
〈uk,ψ〉=

∫
I

f (x+ iyk)ψ(x)dx

para toda ψ ∈C∞
c (I). Como f é contínua, segue que uk ∈ 𝒟 ′(I) para todo k ∈ N. Além disso,

seja u : C∞
c (I)→ C o funcional linear definido no enunciado desta Proposição, temos que

〈uk−u,ψ〉 −−−→
k→∞

0 para toda ψ ∈C∞
c (I). Portanto, como 𝒟 ′(I) é sequencialmente completo (Ver

a Proposição 8 ), segue que u ∈𝒟 ′(I).

O próximo resultado mostra que dada f uma função holomorfa satisfazendo a hipótese
da Proposição anterior, olhando f como uma distribuição em 𝒟 ′(I× (0,α)), temos que f possui
traço em I×{0} e seu traço coincide com b( f ).

Proposição 34. Sejam I ⊂ R um intervalo aberto, α > 0, f : I × i(0,α)→ C uma função
holomorfa, N ∈ N e C > 0 tais que

| f (x+ iy)| ≤ C
yN

para todo x+ iy ∈ I× i(0,α). Consideremos U ∈𝒟 ′(I× (0,α)) a distribuição definida por

〈U,Φ〉=
∫

I×(0,c)
f (x+ iy)Φ(x,y)dxdy

para toda Φ ∈C∞
c (I× (0,α)). Temos que U ∈𝒟 ′I×{0}(I× (0,α)) e UI×{0} = b( f ).
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Demonstração. De fato, dados ψ ∈C∞
c (I) e δ > 0, seja ε0 ∈ N tal que∣∣∣∣〈b( f ),ψ〉−

∫
I

f (x+ iy)ψ(x)dx
∣∣∣∣≤ δ

para todo y ∈ (0,ε0). Temos então que

|〈U,ψ⊗φε〉−〈b( f ),ψ〉|=
∣∣∣∣∫I×(0,α)

f (x+ iy)ψ(x)φε(y)dxdy−〈b( f ),ψ〉
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ α

0

∫
I

f (x+ iy)ψ(x)dxφε(y)dy−〈b( f ),ψ〉
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ α

0

(∫
I

f (x+ iy)ψ(x)dx−〈b( f ),ψ〉
)

φε(y)dy
∣∣∣∣

≤
∫

ε

0

∣∣∣∣∫I
f (x+ iy)ψ(x)dx−〈b( f ),ψ〉

∣∣∣∣φε(y)dy

≤
∫

ε

0
δφε(y)dy = δ

para todo ε ∈ (0,ε0). Portanto U ∈𝒟 ′I×{0}(I× (0,α)) e〈
UI×{0},ψ

〉
= lim

ε→0+
〈U,ψ⊗φε〉= 〈b( f ),ψ〉

para toda ψ ∈C∞
c (I).

Teorema 15. Sejam V ⊂ Rn um aberto e c ∈ (0,∞], temos que 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) é um espaço
vetorial topológico localmente convexo, Hausdorff e sequencialmente completo.

Demonstração. Como a topologia de 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) provém de uma família separante de
seminormas, segue que 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) é um espaço vetorial topológico localmente convexo
e Hausdorff.

Seja (Uk)k∈N uma sequência de Cauchy em 𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)), como

|〈Uk−U j,Φ〉|= p(Φ,0)(Uk−U j)

para quaisquer k, j ∈ N e Φ ∈C∞
c (V × (0,c)), temos que (Uk)k∈N é uma sequência de Cauchy

em 𝒟 ′(V × (0,c)). Como 𝒟 ′(V × (0,c)) é sequencialmente completo (Proposição 8), segue que

existe U ∈𝒟 ′(V × (0,c)) tal que Uk 𝒟 ′(V×(0,c))−−−−−−−→
k→∞

U. Note que dados k, j ∈ N, ψ ∈C∞
c (V ), temos

que

|〈Uk
V×{0}−U j

V×{0},ψ〉|= lim
ε→0+

|〈Uk−U j,ψ⊗φε〉|

≤ sup
{
|〈Uk−U j,ψ⊗φε〉| : 0 < ε ≤min{c,1}

}
= p(0,ψ)(Uk−U j),
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logo (Uk
V×{0})k∈N é uma sequência de Cauchy em 𝒟 ′(V ). Como 𝒟 ′(V ) é sequencialmente

completo, segue que existe u∈𝒟 ′(V ) tal que Uk
V×{0}

𝒟 ′(V )−−−→
k→∞

u. Dados ψ ∈C∞
c (V ) e δ > 0, existe

k0 ∈ N tal que

|〈Uk−U j,ψ⊗φε〉| ≤ sup
{
|〈Uk−U j,ψ⊗φε ′〉| : 0 < ε

′ ≤min{c,1}
}
= p(0,ψ)(Uk−U j)≤ δ

para quaisquer k, j ≥ k0 e 0 < ε ≤min{c,1}. Fazendo j→ ∞, obtemos que

|〈Uk−U,ψ⊗φε〉| ≤ δ

para todo k ≥ k0 e 0 < ε ≤min{c,1}. Segue então que

sup
{
|〈Uk−U,ψ⊗φε〉| : 0 < ε ≤min{c,1}

}
−−−→
k→∞

0. (4.8)

Mostraremos agora que U ∈𝒟 ′V×{0}(V × (0,c)) e UV×{0} = u. De fato, dada ψ ∈C∞
c (V ), temos

que

|〈U,ψ⊗φε〉−〈u,ψ〉| ≤ |〈U−Uk,ψ⊗φε〉|+ |〈Uk,ψ⊗φε〉−〈Uk
V×{0},ψ〉|+ |〈U

k
V×{0}−u,ψ〉|

para quaisquer k ∈N e ε ∈ (0,c). Assim dado δ > 0, como Uk
V×{0}

𝒟 ′(V )−−−→
k→∞

u e por (4.8), tomando
k ∈ N suficientemente grande, segue que

|〈U,ψ⊗φε〉−〈u,ψ〉| ≤ |〈Uk,ψ⊗φε〉−〈Uk
V×{0},ψ〉|+

δ

2

para todo ε ∈ (0,c). Logo existe ε0 ∈ (0,c) tal que

|〈U,ψ⊗φε〉−〈u,ψ〉| ≤ δ

para todo ε ∈ (0,ε0). Portanto

lim
ε→0+

〈U,ψ⊗φε〉= 〈u,ψ〉.

Por fim, como Uk 𝒟 ′(V×(0,c))−−−−−−−→
k→∞

U, segue de (4.8) que Uk
𝒟 ′V×{0}(V×(0,c))−−−−−−−−−−→

k→∞
U.

Sejam Rn+1
+ := Rn× (0,∞), Γ := Rn×{0} e 1 ≤ p < ∞. Quando U está no espaço de

Sobolev W 1,p(Rn+1
+ ), uma forma de definir o traço de U em Γ pode ser encontrada em (BRÉZIS,

2011), a qual está baseada nos resultados apresentados na seguinte Proposição:

Proposição 35. Sejam 1≤ p < ∞ e E = {Φ|Rn+1
+

: Φ ∈C∞
c (Rn+1)}. Temos que

(i) O espaço E é denso em W 1,p(Rn+1
+ ).
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(ii) Seja T0 : E ⊂W 1,p(Rn+1
+ )→ Lp(Γ) o operador definido da seguinte maneira: dada Φ0 ∈ E,

seja Φ ∈C∞
c (Rn+1) tal que Φ|Rn+1

+
= Φ0, definimos T0Φ0 = Φ|Γ. O operador T0 está bem

definido e é contínuo.

Demonstração. (i) Ver Corolário 9.8 em (BRÉZIS, 2011).

(ii) Dada Φ0 ∈ E, sejam Φ1,Φ2 ∈ C∞
c (Rn+1) tais que Φ1|Rn+1

+
= Φ0 = Φ2|Rn+1

+
, então

segue por continuidade que Φ1|Γ = Φ2|Γ. Além disso, temos que Φ1|Γ ∈Cc(Γ)⊂ Lp(Γ), logo o
operador T0 está bem definido. A continuidade de T0 está provada no Lema 9.9 em (BRÉZIS,
2011).

Seja 1≤ p < ∞, como o operador da Proposição acima T0 : E ⊂W 1,p(Rn+1
+ )→ Lp(Γ) é

contínuo (logo é uniformemente contínuo), Lp(Γ) é completo e E é denso em W 1,p(Rn+1
+ ), segue

que existe um único operador linear contínuo T : W 1,p(Rn+1
+ )→ Lp(Γ) que estende o operador

T0. Dada U ∈W 1,p(Rn+1
+ ), como é feito em (BRÉZIS, 2011), é natural definir o traço de U em Γ

por T U ∈ Lp(Γ).

Veremos a seguir, que o conceito de traço apresentado na Definição 41, coincide com o
conceito de traço definido em (BRÉZIS, 2011) e mencionado acima.

Proposição 36. Sejam 1≤ p<∞, U∈W 1,p(Rn+1
+ ) e T : W 1,p(Rn+1

+ )→ Lp(Γ) o único operador
linear contínuo que estende o operador T0 : E ⊂W 1,p(Rn+1

+ )→ Lp(Γ) da proposição anterior.
Temos que U ∈𝒟 ′

Γ
(Rn+1

+ ) e UΓ = T U( · ,0). Além disso, a inclusão W 1,p(Rn+1
+ )⊂𝒟 ′

Γ
(Rn+1

+ ) é
contínua.

Demonstração. Dados t > 0 e F : Rn+1
+ → C, seja F t : Rn+1

+ → C definida por

F t(x,s) = F(x, t + s)

para todo (x,s) ∈ Rn+1
+ . Naturalmente, se U ∈W 1,p(Rn+1

+ ), então Ut ∈W 1,p(Rn+1
+ ) para todo

t > 0. Mostremos agora que

T (Ut)(x,0) = U(x, t)

para quase todo (x, t) ∈ Rn+1
+ .

De fato, seja (Φk)k∈N ⊂ E uma sequência tal que Φk −−−→
k→∞

U em W 1,p(Rn+1
+ ), pelo

Teorema 4.9 em (BRÉZIS, 2011), passando a uma subsequência se necessário, podemos supor
que

Φk(x, t)−−−→
k→∞

U(x, t)

para quase todo (x, t) ∈ Rn× (0,∞). Para t > 0, temos

‖(Φk)
t−Ut‖W 1,p(Rn+1

+ ) ≤ ‖Φk−U‖W 1,p(Rn+1
+ ),
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logo (Φk)
t −−−→

k→∞
Ut em W 1,p(Rn+1

+ ). Segue pela continuidade de T que

(Φk)
t( · ,0) = T [(Φk)

t ]
Lp(Γ)−−−→
k→∞

T (Ut).

Assim, passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que

Φk(x, t) = (Φk)
t(x,0)−−−→

k→∞
T (Ut)(x,0)

para quase todo x ∈ Rn. Portanto, T (Ut)(x,0) = U(x, t) para quase todo (x, t) ∈ Rn+1
+ .

Agora, pondo C := ‖T‖ℒ (W 1,p(Rn+1
+ ),Lp(Γ)), temos

|〈U,ψ⊗φε〉| ≤
∫
Rn+1
+

|U(x, t)||ψ(x)|φε(t)dxdt

=
∫
Rn+1
+

|T (Ut)(x,0)||ψ(x)|φε(t)dxdt

=
∫

∞

0

∫
Rn
|T (Ut)(x,0)||ψ(x)|dxφε(t)dt

≤
∫

∞

0
‖T (Ut)( · ,0)‖Lp(Rn)‖ψ‖Lp′(Rn)φε(t)dt

=
∫

∞

0
‖T (Ut)‖Lp(Γ)‖ψ‖Lp′(Rn)φε(t)dt

≤
∫

∞

0
C‖Ut‖W 1,p(Rn+1

+ )‖ψ‖Lp′(Rn)φε(t)dt

≤
∫

∞

0
C‖U‖W 1,p(Rn+1

+ )‖ψ‖Lp′(Rn)φε(t)dt =C‖U‖W 1,p(Rn+1
+ )‖ψ‖Lp′(Rn)

para quaisquer U ∈W 1,p(Rn+1
+ ), ψ ∈C∞

c (Rn) e ε > 0.
Dadas U ∈W 1,p(Rn+1

+ ), ψ ∈C∞
c (Rn) e δ > 0, seja Φ ∈ E tal que

‖U−Φ‖W 1,p(Rn+1
+ ) <

δ

4C‖ψ‖Lp′(Rn)

,

segue que

|〈U,ψ⊗φε〉−〈T U( · ,0),ψ〉|

≤ |〈U−Φ,ψ⊗φε〉|+ |〈Φ,ψ⊗φε〉−〈Φ( · ,0),ψ〉|+ |〈T U( · ,0)−Φ( · ,0),ψ〉|

≤C‖U−Φ‖W 1,p(Rn+1
+ )‖ψ‖Lp′(Rn)+ |〈Φ,ψ⊗φε〉−〈Φ( · ,0),ψ〉|+‖T U−T Φ‖Lp(Γ)‖ψ‖Lp′(Rn)

≤ 2C‖U−Φ‖W 1,p(Rn+1
+ )‖ψ‖Lp′(Rn)+ |〈Φ,ψ⊗φε〉−〈Φ( · ,0),ψ〉|

≤ δ

2
+ |〈Φ,ψ⊗φε〉−〈Φ( · ,0),ψ〉|.

para todo ε > 0. Então existe ε0 > 0 tal que

|〈U,ψ⊗φε〉−〈T U( · ,0),ψ〉|< δ

para todo ε ∈ (0,ε0). Logo

|〈U,ψ⊗φε〉−〈T U( · ,0),ψ〉| −−−→
ε→0+

0.
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Portanto, U ∈𝒟 ′
Γ
(Rn+1

+ ) e UΓ = T U( · ,0).

Além disso

p(Φ,ψ)(U) = |〈U,Φ〉|+ sup
ε∈(0,1]

|〈U,ψ⊗φε〉|

≤ ‖U‖Lp(Rn+1
+ ) ‖Φ‖Lp′(Rn+1

+ )+C‖U‖W 1,p(Rn+1
+ )‖ψ‖Lp′(Rn)

≤
(
‖Φ‖Lp′(Rn+1

+ )+C‖ψ‖Lp′(Rn)

)
‖U‖W 1,p(Rn+1

+ ),

para quaisquer U ∈ 𝒟 ′
Γ
(Rn+1

+ ), Φ ∈ C∞
c (Rn+1

+ ), ψ ∈ C∞
c (Rn), consequentemente, a inclusão

W 1,p(Rn+1
+ )⊂𝒟 ′

Γ
(Rn+1

+ ) é contínua.

Nem todas as distribuições em 𝒟 ′
Γ
(Rn+1

+ ) pertencem a W 1,p(Rn+1
+ ), na verdade, como

mostra o próximo exemplo, as distribuições em 𝒟 ′
Γ
(Rn+1

+ ) podem ser muito singulares. No en-
tanto, mesmo funções em C∞(Rn+1

+ ) podem não estar em 𝒟 ′
Γ
(Rn+1

+ ) (como veremos no Exemplo
22), já que o fato de u ∈C∞(Rn+1

+ ) pertencer ou não a 𝒟 ′
Γ
(Rn+1

+ ) depende do comportamento de
u a medida que os pontos em Rn+1

+ se aproximam da fronteira Γ.

Exemplo 21. Fixado y ∈ Rn, consideremos a distribuição δR(y,1) ∈𝒟 ′(Rn+1) definida por〈
δR(y,1),Φ

〉
=
∫
R

Φ(ty, t)dt

para toda Φ ∈C∞
c (Rn+1). Temos que δR(y,1) ∈𝒟 ′

Γ
(Rn+1

+ ) e
(
δR(y,1)

)
Γ
= δ .

De fato, dada ψ ∈C∞
c (Rn), temos∣∣〈δR(y,1),ψ⊗φε

〉
−〈δ ,ψ〉

∣∣= ∣∣∣∣∫Rψ(ty)φε(t)dt−ψ(0)
∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫R[ψ(ty)−ψ(0)]φε(t)dt

∣∣∣∣
≤
∫
R
|ψ(ty)−ψ(0)|φε(t)dt =

∫
ε

0
|ψ(ty)−ψ(0)|φε(t)dt −−−→

ε→0+
0.

Exemplo 22. Seja F : Rn+1
+ → R a função definida por

F(x, t) =
1
t

para todo (x, t) ∈ Rn+1
+ . Seja ψ ∈C∞

c (Rn) tal que
∫

ψ = 1, temos que

〈F,ψ⊗φε〉=
∫

∞

0

∫
Rn

ψ(x)φε(t)
t

dxdt =
∫

∞

0

φε(t)
t

dt

=
∫

ε

0

φε(t)
t

dt ≥
∫

ε

0

φε(t)
ε

dt =
1
ε
−−−→
ε→0+

∞.

Portanto F /∈𝒟 ′
Γ
(Rn+1

+ ).
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4.3.2 O traço sobre ∂Ω de distribuições em 𝒟 ′(Ω)

Inspirados pela Definição 41, definiremos nessa seção o espaço das distribuições em
𝒟 ′(Ω) com traço em ∂Ω, que será denotado por 𝒟 ′

∂Ω
(Ω). Apresentaremos antes alguns conceitos

e notações que serão utilizados.

Definição 42. Seja Ω⊂ Rn+1 um conjunto aberto. Dizemos que Ω tem fronteira suave se ∂Ω é
uma subvariedade suave de Rn+1. Denotaremos o atlas maximal de ∂Ω simplesmente por 𝒜

(omitindo a dependência de Ω).

Definição 43. Sejam Ω ⊂ Rn+1 um aberto com fronteira suave. Dada h ∈ 𝒜 , consideremos
H0

h : Uh×R→ Rn+1 a aplicação definida por

H0
h (x, t) = h−1(x)− tν(h−1(x)),

em que ν : ∂Ω→ Rn+1 é a aplicação que associa a cada y ∈ ∂Ω o vetor unitário normal a ∂Ω

no ponto y e que aponta para fora de Ω.
Denotemos por 𝒜0 o conjunto formado pelas cartas h ∈ 𝒜 tais que existe um intervalo I

satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) I é aberto, 0 ∈ I,

(ii) H0
h (Uh× I) é aberto em Rn+1,

(iii) H0
h : Uh× I→ H0

h (Uh× I) é um difeomorfismo de classe C∞,

(iv) H0
h (Uh×{0}) = H0

h (Uh× I)∩∂Ω e H0
h (Uh× I+) = H0

h (Uh× I)∩Ω, sendo I+ = I∩ (0,∞).

Sejam h ∈𝒜0 e Ih a união de todos os intervalos I que verificam as propriedades acima,
segue que Ih ainda verifica tais propriedades. Denotaremos por Wh o conjunto aberto H0

h (Uh× Ih)

e por Hh : Uh× Ih→Wh o difeomorfismo de classe C∞ definido pela restrição de H0
h a Uh× Ih.

Exemplo 23. Seja B := B(0,1) ⊂ Rn+1 a bola unitária centrada na origem, neste caso temos
que 𝒜0 = 𝒜 . Além disso, para toda h ∈𝒜 , temos que Ih = (−∞,1).
De fato, como ν(w) = w para todo w ∈ ∂B, dada h ∈𝒜 temos que H0

h : Uh×R→ Rn+1 é dada
por

H0
h (x, t) = h−1(x)− tν(h−1(x)) = h−1(x)− th−1(x) = (1− t)h−1(x).

Se (x1, t1),(x2, t2) ∈Uh× (−∞,1) são tais que H0
h (x1, t1) = H0

h (x2, t2), então

1− t1 =
∣∣H0

h (x1, t1)
∣∣= ∣∣H0

h (x2, t2)
∣∣= 1− t2
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logo t1 = t2. Assim temos que

h−1(x1) = (1− t1)−1H0
h (x1, t1) = (1− t2)−1H0

h (x1, t1) = (1− t2)−1H0
h (x2, t2) = h−1(x2)

e então x1 = x2. Logo (x1, t1) = (x2, t2) e portanto H0
h é injetiva sobre Uh× (−∞,1).

Por outro lado, dados (x, t) ∈Uh× (−∞,1) e j ∈ {1,2, . . . ,n}, temos que ∂x jH
0
h (x, t) = (1−

t)∂ jh−1(x), logo como h ∈𝒜 temos que os vetores

∂x1H0
h (x, t),∂x2H0

h (x, t), . . . ,∂xnH0
h (x, t)

são linearmente independentes. Além disso, como ∂tH0
h (x, t) =−h−1(x) =−ν(h−1(x)) é não

nulo e normal a ∂B em h−1(x), temos que ∂tH0
h (x, t) é normal a ∂ jh−1(x) e então ∂tH0

h (x, t) é
normal a ∂x jH

0
h (x, t) para todo j ∈ {1,2, . . . ,n}. Logo, sendo ∂tH0

h (x, t) = −h−1(x) não nulo,
temos que os vetores

∂x1H0
h (x, t),∂x2H0

h (x, t), . . . ,∂xnH0
h (x, t) e ∂tH0

h (x, t)

são linearmente independentes e então (dH0
h )(x, t) : Rn+1→ Rn+1 é bijetivo. Segue do Teorema

da Aplicação Inversa (ver (LIMA, 2010)) que Wh := H0
h (Uh× (−∞,1)) é aberto e H0

h : Uh×
(−∞,1)→Wh é um difeomorfismo de classe C∞. Temos também que H0

h (Uh×{0}) = H0
h (Uh×

(−∞,1))∩∂B e H0
h (Uh× (0,1)) = H0

h (Uh× (−∞,1))∩B. Portanto, h ∈𝒜0 e (−∞,1)⊂ Ih.

Por outro lado 1 /∈ Ih, pois caso contrário teríamos que

Hh(x,1) = H0
h (x, t) = 0

para todo x ∈Uh, logo Hh : Uh× I→ Rn+1 não seria injetiva, o que contraria I = Ih satisfazer a
propriedade (iii)da definição anterior. Logo temos que Ih ⊂ (−∞,1).

Proposição 37. Seja Ω um aberto com fronteira suave. Temos que
⋃

h∈𝒜0
Vh = ∂Ω, logo 𝒜0 é

um atlas sobre ∂Ω.

Demonstração. Dado y ∈ ∂Ω, como Ω é de classe C∞, existe W0 ⊂ Rn+1 aberto contendo y e
H0 : B(0,1)× (−1,1)→W0 um difeomorfismo de classe C∞ tal que H0(0,0) = y, H0(B(0,1)×
{0}) =W0∩∂Ω e H0(B(0,1)× I+) =W0∩Ω.
Sejam g : B(0,1)→W0∩∂Ω definida por

g(x) = H0(x,0)

para todo x ∈W0 e h := g−1, temos que h ∈𝒜 . Seja H : B(0,1)× (−1,1)→ Rn+1 definida por

H(x, t) = g(x)− tν(g(x))

para todo (x, t) ∈ B(0,1)× (−1,1). Como as aplicações g : B(0,1)→W0∩∂Ω, ∂Ω 3 w 7→ w ∈
Rn+1, Rn+1 3 (x, t) 7→ x ∈ Rn e ν : ∂Ω→ Rn+1 são de classe C∞, segue que H é de classe
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C∞. Além disso, temos que ∂x jH(0,0) = ∂x jg(0) = ∂x jH0(0,0) para todo j ∈ {1,2, ...,n} e
∂tH(0,0) =−ν(y). Assim, como ∂x1H0(0,0),∂x2H0(0,0), ...,∂xnH0(0,0) são linearmente inde-
pendentes e

ν(y) ·∂x jg(0) = 0

para todo j ∈ {1,2, ...,n}, segue que ∂x1H0(0,0),∂x2H0(0,0), ...,∂xnH0(0,0) e −ν(y) são li-
nearmente independentes. Pelo Teorema da Aplicação Inversa, existe 0 < δ0 < 1 tal que
W1 := H0(B(0,δ0)× (−δ0,δ0)) é aberto e H : H−1(W1)→W1 é um difeomorfismo de classe
C∞.
É imediato que H(H−1(W1)∩Γ)⊂W1∩∂Ω. Por outro lado, como

H(B(0,δ0)×{0}) = H0(B(0,δ0)×{0})⊂ H0(B(0,δ0)× (−δ0,δ0)) =W1,

segue que B(0,δ0)×{0} ⊂ H−1(W1). Logo B(0,δ0)×{0} ⊂ H−1(W1)∩Γ, e então

W1∩∂Ω = H0(B(0,δ0)× (−δ0,δ0))∩∂Ω = H0(B(0,δ0)×{0})

= H(B(0,δ0)×{0})⊂ H(H−1(W1)∩Γ).

Portanto,

H(H−1(W1)∩Γ) =W1∩∂Ω. (4.9)

Seja 0 < δ < 1 tal que B(0,δ )× (−δ ,δ ) ⊂ H−1(W1), como H : H−1(W1)→W1 é um dife-
omorfismo de classe C∞, segue que H(B(0,δ )× (−δ ,δ )) é aberto, H : B(0,δ )× (−δ ,δ )→
H(B(0,δ )× (−δ ,δ )) é um difeomorfismo de classe C∞ e de (4.9) temos que

H(B(0,δ )×{0}) = H(B(0,δ )× (−δ ,δ ))∩∂Ω.

Como H(B(0,δ )× (0,δ )) é conexo e está contido em Ω∪
(
Rn+1\Ω

)
, segue que H(B(0,δ )×

(0,δ )) ⊂ Ω ou H(B(0,δ )× (0,δ )) ⊂
(
Rn+1\Ω

)
, logo como ν(y) é o vetor unitário normal a

∂Ω em y que aponta para fora de Ω, temos que H(B(0,δ )× (0,δ ))⊂Ω. Analogamente, temos
que H(B(0,δ )× (−δ ,0))⊂Ω ou H(B(0,δ )× (−δ ,0))⊂

(
Rn+1\Ω

)
, logo como H(B(0,δ )×

(−δ ,δ ))∩
(
Rn+1\Ω

)
6= /0, segue que H(B(0,δ )×(−δ ,0))⊂

(
Rn+1\Ω

)
. Portanto, H(B(0,δ )×

(0,δ )) = H(B(0,δ )× (δ ,δ ))∩Ω.

Definição 44. Definiremos o espaço das distribuições de Ω com traço em ∂Ω, o qual denotaremos
por 𝒟 ′

∂Ω
(Ω), como sendo o conjunto das distribuições U∈𝒟 ′(Ω), tais que para quaisquer h∈𝒜0

e ψ ∈C∞
c (Uh) o limite

lim
ε→0+

〈
U|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×I+h

,ψ⊗φε

〉
existe, em que I+h = Ih∩ (0,∞). Em outras palavras, temos que U ∈𝒟 ′

∂Ω
(Ω) se, e somente se,

para toda h ∈𝒜0 tivermos que U|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×I+h
∈𝒟 ′Uh×{0}(Uh× I+h ).
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Dadas U ∈ 𝒟 ′
∂Ω

(Ω) e h ∈ 𝒜0, denotaremos por Uh
∂Ω

o funcional linear sobre C∞
c (Uh)

definido por 〈
Uh

∂Ω
,ψ
〉
= lim

ε→0+

〈
U|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×I+h

,ψ⊗φε

〉
para toda ψ ∈C∞

c (Uh).

Muniremos o espaço 𝒟 ′
∂Ω

(Ω) com a topologia gerada pela família de seminormas{
p(Φ,h,ψ) : Φ ∈C∞

c (Ω),h ∈𝒜0 e ψ ∈C∞
c (Uh)

}
,

onde

p(Φ,h,ψ)(U) = |〈U,Φ〉|+ sup
{∣∣∣〈U|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×I+h

,ψ⊗φε

〉∣∣∣ : 0 < ε ≤min{1,sup I+h }
}

para toda U ∈𝒟 ′
∂Ω

(Ω).

Proposição 38. Sejam Ω⊂Rn+1 um aberto com fronteira suave, U ∈𝒟 ′
∂Ω

(Ω) e h ∈𝒜0. Temos
que Uh

∂Ω
∈ 𝒟 ′(Uh). Além disso, a família {Uh

∂Ω
}h∈𝒜0 se estende, de maneira única, a uma

família {Uh
∂Ω
}h∈𝒜 em 𝒟 ′(∂Ω).

Demonstração. Segue diretamente da definição anterior que U|Wh∩Ω◦(Hh)|Uh×I+h
∈𝒟 ′Uh×{0}(Uh×

I+h ) e Uh
∂Ω

é o traço de U|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×I+h
em Uh×{0}. Logo, pela Proposição 32, segue que

Uh
∂Ω
∈𝒟 ′(Uh).

Como 𝒜0 é um atlas sobre ∂Ω, para provar a segunda afirmação é suficiente (e necessário)
mostrar que dadas h1,h2 ∈𝒜0, tais que Vh1 ∩Vh2 6= /0, temos que

Uh1
∂Ω

= Uh2
∂Ω
◦ (h2 ◦h−1

1 )

em h1(Vh1 ∩Vh2) (ver (HÖRMANDER, 1980), Teorema 6.3.4). De fato, dada ψ ∈C∞
c (h1(Vh1 ∩

Vh2)), temos que〈
Uh2

∂Ω
◦ (h2 ◦h−1

1 ),ψ
〉
=
〈

Uh2
∂Ω

,ψ ◦ (h1 ◦h−1
2 )
∣∣det

[
Jac
(
h1 ◦h−1

2
)]∣∣〉

= lim
ε→0+

〈
U|Wh2∩Ω ◦ (Hh2)|Uh2×I+h2

,
(
ψ ◦ (h1 ◦h−1

2 )
∣∣det

[
Jac
(
h1 ◦h−1

2
)]∣∣)⊗φε

〉
= lim

ε→0+

〈
U|Wh2

,
[(

ψ ◦ (h1 ◦h−1
2 )
∣∣det

[
Jac
(
h1 ◦h−1

2
)]∣∣)⊗φε

]
◦H−1

h2
det |Jac(H−1

h2
)|
〉

= lim
ε→0+

〈
U,
[(

ψ ◦ (h1 ◦h−1
2 )
∣∣det

[
Jac
(
h1 ◦h−1

2
)]∣∣)⊗φε

]
◦ (H−1

h2
◦Hh1)◦H−1

h1
det |Jac(H−1

h2
)|
〉
.

Note que H−1
h2
◦Hh1 : h1(Vh1 ∩Vh2)× (Ih1 ∩ Ih2)→ h2(Vh1 ∩Vh2)× (Ih1 ∩ Ih2) é dada por

H−1
h2
◦Hh1(x, t) =

(
h2 ◦h−1

1 (x), t
)

para todo (x, t) ∈ h1(Vh1 ∩Vh2)× (Ih1 ∩ Ih2), logo

det
[
Jac(H−1

h2
)(Hh1(x, t))

]
det [JacHh1(x, t)] = det

[
Jac(H−1

h2
◦Hh1)(x, t)

]
= det

[
Jac(h2 ◦h−1

1 )(x)
]

=
(
det
[
Jac(h1 ◦h−1

2 )(h2 ◦h−1
1 (x))

])−1
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para todo (x, t) ∈ h1(Vh1 ∩Vh2)× (Ih1 ∩ Ih2). Então∣∣∣det
[
Jac(H−1

h2
)(Hh1(x, t))

]∣∣∣ ∣∣det
[
Jac(h1 ◦h−1

2 )(h2 ◦h−1
1 (x))

]∣∣= ∣∣det [JacHh1(x, t)]
∣∣−1

para todo (x, t) ∈ h1(Vh1 ∩Vh2)× (Ih1 ∩ Ih2) e portanto

lim
ε→0+

〈
U,
[(

ψ
∣∣det

[
Jac
(
h1 ◦h−1

2
)
◦ (h2 ◦h−1

1 )
]∣∣)⊗φε

]
◦H−1

h1

∣∣∣det[Jac(H−1
h2

)] |〉

= lim
ε→0+

〈
U,
[(

ψ
∣∣det

[
Jac
(
h1 ◦h−1

2
)
◦ (h2 ◦h−1

1 )
]∣∣)⊗φε

∣∣∣det[Jac(H−1
h2

)◦Hh1]
∣∣∣]◦H−1

h1

〉
= lim

ε→0+

〈
U|Wh1∩Ω,

[
ψ⊗φε

∣∣det [JacHh1]
∣∣−1
]
◦H−1

h1

〉
= lim

ε→0+

〈
U|Wh1∩Ω ◦ (Hh1)|Uh1×I+h1

,ψ⊗φε

〉
=
〈

Uh1
∂Ω

,ψ
〉
,

como queríamos demonstrar.

Definição 45. Seja U ∈𝒟 ′
∂Ω

(Ω), denotaremos a distribuição {Uh
∂Ω
}h∈𝒜 ∈𝒟 ′(∂Ω) obtida na

proposição anterior por U∂Ω e diremos que U∂Ω é o traço de U em ∂Ω.

Teorema 16. 𝒟 ′
∂Ω

(Ω) é um espaço vetorial topológico localmente convexo, Hausdorff e sequen-
cialmente completo.

Demonstração. Seja (Uk)k∈N uma sequência de Cauchy em 𝒟 ′
∂Ω

(Ω), como 𝒟 ′(Ω) é sequen-

cialmente completo, temos que existe U ∈ 𝒟 ′(Ω) tal que Uk
𝒟 ′(Ω)−−−→
k→∞

U. Dada h ∈ 𝒜0, te-

mos que (Uk|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×I+h
)k∈N é uma sequência de Cauchy em 𝒟 ′Uh×{0}(Uh× I+h ), logo

pela demonstração do Teorema 15, temos que U|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×I+h
∈ 𝒟 ′Uh×{0}(Uh × I+h ) e

Uk|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×I+h

𝒟 ′Uh×{0}
(Uh×I+h )

−−−−−−−−−−→
k→∞

U|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×I+h
. Portanto U ∈𝒟 ′

∂Ω
(Ω) e Uk

𝒟 ′
∂Ω

(Ω)
−−−−→

k→∞

U.

4.4 Problema de Dirichlet no disco
Consideremos a bola unitária centrada na origem B := B(0,1) ⊂ Rn+1 e f ∈ C(∂B).

Como mostrado em (GILBARG; TRUDINGER, 2001), sejam ωn+1 a medida de Lebesgue de B

e F : B→ C a função definida por

F(x) =


1−|x|2

(n+1)ωn+1

∫
∂B

f (y)
|x− y|n+1 dSy se x ∈ B

f (x) se x ∈ ∂B,

temos que F ∈C2(B)∩C
(
B
)

e ∆F = 0 em B.
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Desta forma F resolve o problema de Dirichlet:∆F = 0 em B

F = f em ∂B.
(4.10)

Olhando f como um funcional linear contínuo sobre C∞(∂B), podemos exprimir F como:

F(x) =
1−|x|2

(n+1)ωn+1

〈
f ,

1
|x− ·|n+1

〉
, x ∈ B.

Notemos que a expressão acima ainda faz sentido quando f ∈ 𝒟 ′(∂B), o que torna
natural querer provar que, nesse caso, a equação (4.10) continua satisfeita, se interpretarmos
a igualdade F = f em ∂B como sendo F∂B = f , ou seja, entendendo-a como o traço de F em
∂B sendo igual a f . Isso constitui a nossa próxima tarefa e, também, a principal aplicação dos
resultados do nosso trabalho.

A Proposição seguinte, que será usada na demonstração do Lema 4, dá uma codição
suficiente (e alternativa) para a demonstração da convergência das derivadas de um net no espaço
das funções contínuas.

A importância do Lema 4 será evidenciada na demonstração do Teorema 17.

Proposição 39. Sejam M uma variedade suave de dimensão n, 𝒜 o atlas maximal de M, V ⊂M

aberto, h j : V →U j uma carta em 𝒜 para j = 0,1, . . . ,n e v j ∈ Rn para j = 1,2, . . . ,n, tais que
as derivadas direcionais

∂
(
h−1

1
)

∂v1
(h1(y)),

∂
(
h−1

2
)

∂v2
(h2(y)), . . . ,

∂
(
h−1

n
)

∂vn
(hn(y))

são linearmente independentes para todo y ∈V .

Sejam m ∈ Z+ e ( fα)α∈ϒ um net em C∞(V ), tal que o net
(

fα ◦h−1
0
)

α∈ϒ
converge em

Cm(U0).

Suponhamos também que o net
(

∂

∂v j

(
fα ◦h−1

j

))
α∈ϒ

converge em Cm(U j) para todo
j ∈ {1,2, . . . ,n}.
Então,

(
fα ◦h−1

0
)

α∈ϒ
converge em Cm+1(U0).

Demonstração. Fixemos k ∈ {1, . . . ,n} e β ∈ Zn
+ tal que |β | ≤ m. Dados x ∈U0, como

∂
(
h−1

1
)

∂v1
(h1 ◦h−1

0 (x)),
∂
(
h−1

2
)

∂v2
(h2 ◦h−1

0 (x)), . . . ,
∂
(
h−1

n
)

∂vn
(hn ◦h−1

0 (x))

são linearmente independentes, então

(dh0)h−1
0 (x)

(
∂
(
h−1

1
)

∂v1
(h1 ◦h−1

0 (x))

)
, . . . ,(dh0)h−1

0 (x)

(
∂
(
h−1

n
)

∂vn
(hn ◦h−1

0 (x))

)
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são linearmente independentes, logo existem únicos a1(x), . . . ,an(x) em R tais que

ek =
n

∑
j=1

a j(x)(dh0)h−1
0 (x)

∂

(
h−1

j

)
∂v1

(h j ◦h−1
0 (x))


=

n

∑
j=1

a j(x)
∂

(
h0 ◦h−1

j

)
∂v j

(
h j ◦h−1

0 (x)
)

=
n

∑
j=1

a j(x)
[
Jac
(

h0 ◦h−1
j

)(
h j ◦h−1

0 (x)
)]

v j.

As funções a j : U0→ R definidas acima para j = 1, . . . ,n são de classe C∞, já que
a1(x)

a2(x)
...

an(x)

=


[
Jac
(
h0 ◦h−1

1
)(

h1 ◦h−1
0 (x)

)]
v1 · · ·

[
Jac
(
h0 ◦h−1

n
)(

hn ◦h−1
0 (x)

)]
vn



−1

ek

e a inversão de matrizes é uma operação contínua de {A ∈ Rn2
: det(A) 6= 0} em Rn2

.
Por outro lado, dado j ∈ {1,2, . . . ,n}, segue por indução sobre |β |, que existem funções bγ

j ∈
C∞(U0) para γ ∈ Zn

+ tal que |γ| ≤ m, de modo que

∂
β
(

f ◦h−1
0
)
= ∂

β

(
f ◦h−1

j ◦
(
h j ◦h−1

0
))

= ∑
|γ|≤m

bγ

j∂
γ

(
f ◦h−1

j

)
◦
(
h j ◦h−1

0
)

para toda f ∈C∞(V ). Temos então que

∂
ek+β

(
f ◦h−1

0
)
= ∂

ek
[
∂

β
(

f ◦h−1
0
)]

=
[
∇

(
∂

β
(

f ◦h−1
0
))]

ek

=
[
∇

(
∂

β
(

f ◦h−1
0
))][ n

∑
j=1

a j

[
Jac
(

h0 ◦h−1
j

)(
h j ◦h−1

0
)]

v j

]

=
n

∑
j=1

a j

[
∇

(
∂

β
(

f ◦h−1
0
))][[

Jac
(

h0 ◦h−1
j

)(
h j ◦h−1

0
)]

v j

]
=

n

∑
j=1

a j

[
∇

(
∂

β
(

f ◦h−1
0
)(

h0 ◦h−1
j

))
◦
(
h j ◦h−1

0
)]

v j

=
n

∑
j=1

a j

[
∇

(
∑
|γ|≤m

bγ

j ◦h0 ◦h−1
j

[
∂

γ

(
f ◦h−1

j

)])
◦
(
h j ◦h−1

0
)]

v j

=
n

∑
j=1

a j
∂

∂v j

(
∑
|γ|≤m

bγ

j ◦h0 ◦h−1
j

[
∂

γ

(
f ◦h−1

j

)])
◦
(
h j ◦h−1

0
)

=
n

∑
j=1

∑
|γ|≤m

a j

(
∂

∂v j

(
bγ

j ◦h0 ◦h−1
j

)
∂

γ

(
f ◦h−1

j

)
+bγ

j ◦h0 ◦h−1
j

[
∂

γ

(
∂

∂v j

(
f ◦h−1

j

))])
◦
(
h j ◦h−1

0
)

para toda f ∈C∞(V ). Aplicando a igualdade obtida acima para f = fα1− fα2 , temos que dado
K ⊂U0 compacto

sup
K

∣∣∣∂ ek+β
(

fα1 ◦h−1
0
)
−∂

ek+β
(

fα2 ◦h−1
0
)∣∣∣−−−−−−−−→

(α1,α2)∈ϒ×ϒ

0.
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Portanto o net
(

∂ ek+β
(

fα ◦h−1
0
))

α∈ϒ

é de Cauchy em C(U0) e então, como C(U0) é completo,
tal net é convergente em C(U0). Como k ∈ {1, . . . ,n} e β ∈ Zn

+ tal que |β | ≤ m foram tomados
arbitrariamente o resultado segue.

Lema 4. Consideremos as notações apresentadas nas Definições 42 e 43 para o caso em que
Ω = B é a bola unitária de Rn+1 (ver o Exemplo 23). Dados h ∈𝒜 , ψ ∈C∞

c (Uh) e ε ∈ (0,1],
consideremos a função f(h,ψ,ε) : ∂B→ C definida por

f(h,ψ,ε)(y) =
1

(n+1)ωn+1

∫
Uh×(0,1)

(
1−|Hh(x, t)|2

)
ψ(x)φε(t)

|Hh(x, t)− y|n+1 dxdt

para todo y ∈ ∂B. Temos que:

(i) Dadas h ∈𝒜 , ψ ∈C∞
c (Uh) e ε ∈ (0,1], temos f(h,ψ,ε) ∈C∞(∂B).

(ii) Dadas h ∈𝒜 e ψ ∈C∞
c (Uh), se ξ = ξ(h,ψ) ∈C∞(∂B) é a função definida por

ξ (y) =

ψ(h(y))
∣∣∂1(h−1)(h(y))× . . .×∂n(h−1)(h(y))

∣∣−1
, se y ∈Vh

0, caso contrário,

então f(h,ψ,ε)
C(∂B)−−−→
ε→0+

ξ .

(iii) Existe um atlas 𝒜1⊂𝒜 tal que, se h∈𝒜1, então a sequência f(h,ψ,ε) converge em C∞(∂B)

quando ε → 0+.

Demonstração. (i) Seja h̃ ∈𝒜 e consideremos a : Uh× (0,1)×Uh̃→ R a função definida por

a(x, t,y) =
1−|Hh(x, t)|2

(n+1)ωn+1|Hh(x, t)− h̃−1(y)|n+1
=

1− (1− t)2

(n+1)ωn+1|(1− t)h−1(x)− h̃−1(y)|n+1
,

para todo (x, t,y) ∈Uh× (0,1)×Uh̃. Temos que a ∈C∞(Uh× (0,1)×Uh̃).

Dado α ∈ Zn
+, seja gα : Uh̃→ C definida por

gα(y) =
∫

Uh×(0,1)
∂

α
y a(x, t,y)ψ(x)φε(t)dxdt

para todo y ∈Uh̃. Sejam y0 ∈Uh̃ e (yk)k∈N ⊂Uh̃ tais que yk −−−→
k→∞

y0, temos que

∂
α
y a(x, t,yk)ψ(x)φε(t)−−−→

k→∞
∂

α
y a(x, t,y0)ψ(x)φε(t)

e sendo χε : Uh× (0,1)→R a função característica do compacto supp(ψ)× supp(φε), K = {yk :
k ∈ Z+} e C = sup

{
|∂ α

y a(x, t,y)| : t ∈ supp(φε),x ∈ supp(ψ) e y ∈ K
}

, segue que

|∂ α
y a(x, t,yk)ψ(x)φε(t)| ≤C sup(ψ)sup(φε)χε(x, t)



4.4. Problema de Dirichlet no disco 117

para todo x ∈Uh, t ∈ (0,1) e k ∈ N. Logo pelo Teorema da Convergência Dominada

lim
k→∞

gα(yk) = lim
k→∞

∫
Uh×(0,1)

∂
α
y a(x, t,yk)ψ(x)φε(t)dxdt

=
∫

Uh×(0,1)
∂

α
y a(x, t,y0)ψ(x)φε(t)dxdt = gα(y0).

Portanto gα ∈C(Uh̃) e, em particular, f(h,ψ,ε) ◦ h̃−1 = g0 ∈C(Uh̃).

Seja m ∈ Z+, suponhamos que f(h,ψ,ε) ◦ h̃−1 ∈Cm(Uh̃) e ∂ α
(

f(h,ψ,ε) ◦ h̃−1) = gα para
todo α ∈ Zn

+ tal que |α| ≤ m. Dados α ∈ Zn
+ tal que |α| ≤ m, j ∈ {1,2, . . . ,n} e y0 ∈ Uh̃,

consideremos δ > 0 tal que B(y0,δ )⊂Uh̃ e

C = sup
{
|∂ e j+α

y a(x, t,y)| : t ∈ supp(φε),x ∈ supp(ψ) e y ∈ B(y0,δ )
}
.

Seja (tk)k∈N ⊂ (0,δ ) tal que tk −−−→
k→∞

0, segue do Teorema do Valor Médio que

∣∣∣∣∂ α
y a(x, t,y0 + tke j)−∂ α

y a(x, t,y0)

tk
ψ(x)φε(t)

∣∣∣∣≤Cψ(x)φε(t)≤C sup(ψ)sup(φε)χε(x, t)

para todo x ∈Uh, t ∈ (0,1) e y ∈ B(y0,δ ). Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada,
temos que

∂ j
[
∂

α
(

f(h,ψ,ε) ◦ h̃−1)](y0) = ∂ jgα(y0)

= lim
k→∞

∫
Uh×(0,1)

∂ α
y a(x, t,y0 + tke j)−∂ α

y a(x, t,y0)

tk
ψ(x)φε(t)dxdt

=
∫

Uh×(0,1)
∂

e j+α

y a(x, t,y0)ψ(x)φε(t)dxdt = ge j+α(y0).

Como α ∈ Zn
+ tal que |α| ≤m, j ∈ {1,2, . . . ,n} e y0 ∈Uh̃, foram tomados arbitrariamente, segue

que f(h,ψ,ε) ◦ h̃−1 ∈Cm+1(Uh̃) e ∂ α
(

f(h,ψ,ε) ◦ h̃−1)= gα para todo α ∈ Zn
+ tal que |α| ≤ m+1.

Por indução sobre m, segue que f(h,ψ,ε) ◦ h̃−1 ∈ C∞(Uh̃) e ∂ α
(

f(h,ψ,ε) ◦ h̃−1) = gα para todo
α ∈ Zn

+, mostrando que f(h,ψ,ε) ∈C∞(Vh̃). Portanto, como h̃ ∈𝒜 foi tomada arbitrariamente,
segue que f(h,ψ,ε) ∈C∞(∂B).

(ii) Note que

∫
∂B

1− (1− t)2

(n+1)ωn+1|(1− t)w− y|n+1 dSw

=
∫

∂B

1− (1− t)2

(n+1)ωn+1(1− t)n+1((1− t)2−2(1− t)w · y+1)
n+1

2
dSw

=
∫

∂B

1− (1− t)2

(n+1)ωn+1|w− (1− t)y|n+1 dSw = 1



118Capítulo 4. Traço de distribuições e o problema de Dirichlet com condições de fronteira singulares

para quaisquer y ∈ ∂B e t ∈ (0,1). Temos então que

∣∣ f(h,ψ,ε)(y)−ξ (y)
∣∣= ∣∣∣∣∣

∫
Uh×(0,1)

(
1−|Hh(x, t)|2

)
ψ(x)φε(t)

(n+1)ωn+1|Hh(x, t)− y|n+1 dxdt−ξ (y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∫
Uh

[
1− (1− t)2]ψ(x)

(n+1)ωn+1|(1− t)h−1(x)− y|n+1 dxφε(t)dt−ξ (y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∫
Vh

[
1− (1− t)2]ψ(h(w))

∣∣∂1(h−1)(h(w))× . . .×∂n(h−1)(h(w))
∣∣−1

(n+1)ωn+1|(1− t)w− y|n+1 dSw φε(t)dt−ξ (y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∫
∂B

[
1− (1− t)2]ξ (w)

(n+1)ωn+1|(1− t)w− y|n+1 dSw φε(t)dt−ξ (y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∫
∂B

[
1− (1− t)2] [ξ (w)−ξ (y)]

(n+1)ωn+1|(1− t)w− y|n+1 dSw φε(t)dt

∣∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

∫
∂B

[
1− (1− t)2] |ξ (w)−ξ (y)|

(n+1)ωn+1|(1− t)w− y|n+1 dSw φε(t)dt,

para quaisquer y ∈ ∂B e ε ∈ (0,1]. Dado η > 0, como ξ é uniformemente contínua, existe δ > 0
tal que

|ξ (w)−ξ (y)|< η

2
para quaisquer y,w ∈ ∂B, tais que |w− y|< δ . Logo∣∣ f(h,ψ,ε)(y)−ξ (y)

∣∣
≤
(∫ 1

0

∫
∂B∩{w:|w−y|<δ}

+
∫ 1

0

∫
∂B∩{w:|w−y|≥δ}

) [
1− (1− t)2] |ξ (w)−ξ (y)|

(n+1)ωn+1|(1− t)w− y|n+1 dSw φε(t)dt

≤ η

2
+
∫

ε

0

∫
∂B∩{w:|w−y|≥δ}

t(2− t)|ξ (w)−ξ (y)|
(n+1)ωn+1(|w− y|− t)n+1 dSw φε(t)dt

≤ η

2
+4sup

∂B
(ξ )

(
2
δ

)n+1

ε

para quaisquer y∈ ∂B e ε ∈ (0,1]∩(0, δ

2 ). Segue que existe ε0 > 0, tal que
∣∣ f(h,ψ,ε)(y)−ξ (y)

∣∣<
η para quaisquer y ∈ ∂B e ε ∈ (0,ε0). Portanto,

sup
y∈∂B

∣∣ f(h,ψ,ε)(y)−ξ (y)
∣∣−−−→

ε→0+
0,

o que conclui (ii).

(iii) Consideremos agora a aplicação g : (−π

2 ,
π

2 )
n→ ∂B definida por

g(x) =

(
n

∏
j=1

cos(x j),sen(x1)
n

∏
j=2

cos(x j),sen(x2)
n

∏
j=3

cos(x j), . . . ,sen(xn−1)cos(xn),sen(xn)

)

para todo x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ (−π

2 ,
π

2 )
n. Mostraremos que o conjunto Im(g) é aberto em ∂B,

g : (−π

2 ,
π

2 )
n→ Im(g) é bijetiva g−1 ∈𝒜 .
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Temos que g é injetiva. De fato, sejam x,y ∈ (−π

2 ,
π

2 )
n tais que g1(x) = g1(y), então

sen(xn) = [g(x)]n+1 = [g(y)]n+1 = sen(yn),

onde [g(x)]n+1 e [g(y)]n+1 representam a (n+1)-ésima coordenada de g(x) e g(y), respectiva-
mente. Logo, como sen : (−π

2 ,
π

2 )→ R é injetiva, temos que xn = yn. Seja k ∈ {1,2, . . . ,n−1}
tal que xn− j+1 = yn− j+1 para todo j ∈ {1, . . . ,k}, como

sen(xn−k)
n

∏
j=n−k+1

cos(x j) = [g(x)]n−k+1 = [g(y)]n−k+1 = sen(yn−k)
n

∏
j=n−k+1

cos(y j)

= sen(yn−k)
n

∏
j=n−k+1

cos(x j),

e ∏
n
j=n−k+1 cos(x j) > 0, segue que sen(xn−k) = sen(yn−k), logo xn−k = yn−k. Portanto, segue

por indução sobre k que x = y.

Dado x ∈ (−π

2 ,
π

2 )
n e l ∈ {1,2, . . . ,n}, temos que [∂lg(x)] j = 0 para todo j ∈ N tal que

l +2≤ j ≤ n+1, além disso, temos também que [∂lg]l+1 = ∏
n
j=l cos(x j). Assim, sejam λl ∈ R

para l = 1,2, . . . ,n, tais que
n

∑
l=1

λl∂lg(x) = 0,

segue que

λncos(xn) = λn [∂ng]n+1 =
n

∑
l=1

λl [∂lg]n+1 =

[
n

∑
l=1

λl∂lg

]
n+1

= [0]n+1 = 0,

logo λn = 0. Seja k ∈ {1,2, . . . ,n} tal que λn− j+1 = 0 para todo j ∈ {1,2, . . . ,k}, temos que

λn−k

n

∏
j=n−k

cos(x j) = λn−k[∂n−kg]n−k+1 =
n−k

∑
l=1

λl [∂lg]n−k+1

=
n

∑
l=1

λl [∂lg]n−k+1 =

[
n

∑
l=1

λl∂lg

]
n−k+1

= [0]n−k+1 = 0,

logo λn−k = 0. Portanto, por indução sobre k, segue que λ j = 0 para todo j ∈ {1,2, . . . ,n}.

Seja V := {(x1,x2, . . . ,xn+1) ∈ ∂B : x1 > 0}, temos que Im(g) = V . De fato, dado x ∈
(−π

2 ,
π

2 )
n temos que cos2(x1)+ sen2(x1) = 1 e sendo k ∈ {1,2, . . . ,n−1}, tal que

k

∏
j=1

cos2(x j)+ sen2(x1)
k

∏
j=2

cos2(x j)+ sen2(x2)
k

∏
j=3

cos2(x j)+ . . .+ sen2(xk) = 1,

temos que

k+1

∏
j=1

cos2(x j)+ sen2(x1)
k+1

∏
j=2

cos2(x j)+ sen2(x2)
k+1

∏
j=3

cos2(x j)+ . . .+ sen2(xk+1)

= cos2(xk+1)

(
k

∏
j=1

cos2(x j)+ sen2(x1)
k

∏
j=2

cos2(x j)+ sen2(x2)
k

∏
j=3

cos2(x j)+ . . .+ sen2(xk)

)
+ sen2(xk+1) = cos2(xk+1)+ sen2(xk+1) = 1.
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Então segue por indução que

|g(x)|2 =
n

∏
j=1

cos2(x j)+ sen2(x1)
n

∏
j=2

cos2(x j)+ sen2(x2)
n

∏
j=3

cos2(x j)+ . . .+ sen2(xn) = 1.

Portanto, temos que Im(g) ⊂ V . Por outro lado, dado y = (y1,y2, . . . ,yn+1) ∈ V , seja x =

(x1,x2, . . . ,xn) onde

x j = arcsen

y j+1

(
j+1

∑
k=1

y2
k

)− 1
2
 ,

mostraremos que g(x) = y. Observe que

cos2(xn) = 1− sen2(xn) = 1− y2
n+1 =

n

∑
j=1

y2
j ,

logo como cos(xn)> 0, segue que

cos(xn) =

√
n

∑
j=1

y2
j .

Seja k ∈ {1,2, . . . ,n−1} e suponhamos que

n

∏
j=n−k+1

cos(x j) =

√√√√n−k+1

∑
j=1

y2
j ,

então

n

∏
j=n−k

cos2(x j) = cos2(xn−k)
n

∏
j=n−k+1

cos(x j) = cos2(xn−k)
n−k+1

∑
j=1

y2
j

=
(
1− sen2(xn−k)

)n−k+1

∑
j=1

y2
j =

1− y2
n−k+1

(
n−k+1

∑
j=1

y2
j

)−1
n−k+1

∑
j=1

y2
j

=

[(
n−k+1

∑
j=1

y2
j

)
− y2

n−k+1

](
n−k+1

∑
j=1

y2
j

)−1 n−k+1

∑
j=1

y2
j =

n−k

∑
j=1

y2
j .

Logo

n

∏
j=n−k

cos(x j) =

√√√√n−k

∑
j=1

y2
j .

Segue, por indução sobre k, que

n

∏
j=n−k+1

cos(x j) =

√√√√n−k+1

∑
j=1

y2
j
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para todo k ∈ {1,2, . . . ,n}. Portanto

g(x) =

(
n

∏
j=1

cos(x j),sen(x1)
n

∏
j=2

cos(x j),sen(x2)
n

∏
j=3

cos(x j), . . . ,sen(xn−1)cos(xn),sen(xn)

)

=

y1,sen(x1)

√√√√ 2

∑
j=1

y2
j ,sen(x2)

√√√√ 3

∑
j=1

y2
j , . . . ,sen(xn−1)

√
n

∑
j=1

y2
j ,sen(xn)


= (y1,y2, . . . ,yn+1) = y

o que prova que V ⊂ Im(g).
Seja h := g−1 : V →

(
−π

2 ,
π

2

)n, segue do Teorema da Aplicação Inversa que h ∈𝒜 (ver Proposi-
ção 1.9.3 em (BURNS; GIDEA, 2005)).

A parametrização g tem a seguinte propriedade:

[tg(x)−g(y)] · [t∂1g(x)−∂1g(y)] = 0

para quaisquer t ∈ R e x,y ∈
(
−π

2 ,
π

2

)n. De fato, dados t ∈ R e x,y ∈
(
−π

2 ,
π

2

)n, temos que

[tg(x)−g(y)] · [t∂1g(x)−∂1g(y)]

= [tg(x)−g(y)] ·

(
sen(y1)

n

∏
j=2

cos(y j)− tsen(x1)
n

∏
j=2

cos(x j), t
n

∏
j=1

cos(x j)−
n

∏
j=1

cos(y j),0,0, . . . ,0

)

=

(
t

n

∏
j=1

cos(x j)−
n

∏
j=1

cos(y j)

)(
sen(y1)

n

∏
j=2

cos(y j)− tsen(x1)
n

∏
j=2

cos(x j)

)

+

(
tsen(x1)

n

∏
j=2

cos(x j)− sen(y1)
n

∏
j=2

cos(y j)

)(
t

n

∏
j=1

cos(x j)−
n

∏
j=1

cos(y j)

)
= 0.

Dado j ∈ {1,2, . . . ,n}, seja Tj : Rn+1→ Rn+1 o operador linear definido por

T (x1,x2, . . . ,xn+1) = (x1,x j+1,x3,x4, . . . ,x j−1,x j,x2,x j+2,x j+3, . . . ,xn+1)

para todo x=(x1,x2, . . . ,xn+1)∈Rn+1. Temos que T é bijetivo e T (V )=V . Dado j∈{1,2, . . . ,n},
sejam g j := Tj ◦ g :

(
−π

2 ,
π

2

)n → V e h j := g−1
j , temos que h j ∈ 𝒜 . Como Tj é um operador

linear que preserva o produto interno de Rn+1, temos que[
tg j(x)−g j(y)

]
·
[
t∂1g j(x)−∂1g j(y)

]
= Tj (tg(x)−g(y)) ·Tj (t∂1g(x)−∂1g(y))

= [tg(x)−g(y)] · [t∂1g(x)−∂1g(y)] = 0

para quaisquer t ∈ R e x,y ∈
(
−π

2 ,
π

2

)
e j ∈ {1,2, . . . ,n}. Portanto,[

tg j(x)−g j(y)
]
·
[
t∂1g j(x)

]
=
[
tg j(x)−g j(y)

]
·∂1g j(y) (4.11)

para quaisquer t ∈ R e x,y ∈
(
−π

2 ,
π

2

)
e j ∈ {1,2, . . . ,n}. Observe que

∂1gk(x) = ∂1(Tk ◦g)(x) = Tk(∂1g(x)) = Tk

((
n

∏
j=1

cos(x j)

)
e2−

(
sin(x1)

n

∏
j=2

cos(x j)

)
e1

)

=

(
n

∏
j=1

cos(x j)

)
ek+1−

(
sin(x1)

n

∏
j=2

cos(x j)

)
e1,
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para quaisquer x ∈
(
−π

2 ,
π

2

)n e k ∈ {1,2, . . . ,n}. Logo, como ∏
n
j=1 cos(x j) > 0, para qualquer

x ∈
(
−π

2 ,
π

2

)n, segue que os vetores

∂1g1(x1),∂1g2(x2), . . . ,∂1gn(xn)

são linearmente independentes para quaisquer x1,x2, . . . ,xn ∈
(
−π

2 ,
π

2

)n. Em particular, dado
y ∈ ∂B, temos que

∂1g1(g−1
1 (y)),∂1g2(g−1

2 (y)), . . . ,∂1gn(g−1
n (y)) (4.12)

são linearmente independentes.

Por (ii), temos que f(h j,ψ,ε) ◦g j converge em C
((
−π

2 ,
π

2

)n) quando ε → 0+ para quais-
quer ψ ∈C∞

c
((
−π

2 ,
π

2

)n) e j ∈ {1,2, . . . ,n}.

Seja m ∈ N tal que f(h j,ψ,ε) ◦ g j converge em Cm−1 ((−π

2 ,
π

2

)n) quando ε → 0+ para
quaisquer ψ ∈C∞

c
((
−π

2 ,
π

2

)n), j ∈ {1,2, . . . ,n}.

Dados ψ ∈C∞
c
((
−π

2 ,
π

2

)n), j,k ∈ {1,2, . . . ,n} e β ∈ Zn
+ tal que |β | ≤ m−1, seja ψ̃ ∈

C∞
c
((
−π

2 ,
π

2

)n) definida por

ψ̃(x) = ψ

(
g−1

j ◦gk(x)
)∣∣∣det

[
Jac
(

g−1
j ◦gk

)
(x)
]∣∣∣

para todo x ∈
(
−π

2 ,
π

2

)n. Usando a igualdade (4.11), temos que

∂
β

∂1

(
f(h j,ψ,ε) ◦gk

)
(y) = ∂

β
y ∂y1

(∫
Uh j×(0,1)

[
1− (1− t)2]ψ(x)φε(t)

(n+1)ωn+1|(1− t)g j(x)−gk(y)|n+1 dxdt

)

= ∂
β
y ∂y1

∫
Uhk×(0,1)

[
1− (1− t)2]ψ

(
g−1

j ◦gk(x)
)

φε(t)
∣∣∣det

[
Jac
(

g−1
j ◦gk

)
(x)
]∣∣∣

(n+1)ωn+1|(1− t)gk(x)−gk(y)|n+1 dxdt


= ∂

β
y

(∫
Uhk×(0,1)

[
1− (1− t)2] ψ̃(x)φε(t)

(n+1)ωn+1
∂y1

(
1

|(1− t)gk(x)−gk(y)|n+1

)
dxdt

)

= ∂
β
y

(∫
Uhk×(0,1)

[
1− (1− t)2] ψ̃(x)φε(t)

(n+1)ωn+1

(n+1)[(1− t)gk(x)−gk(y)] · [∂1gk(y)]
|(1− t)gk(x)−gk(y)|n+3 dxdt

)

= ∂
β
y

(∫
Uhk×(0,1)

[
1− (1− t)2] ψ̃(x)φε(t)

(n+1)ωn+1

(n+1)[(1− t)gk(x)−gk(y)] · [(1− t)∂1gk(x)]
|(1− t)gk(x)−gk(y)|n+3 dxdt

)

= ∂
β
y

(∫
Uhk×(0,1)

[
1− (1− t)2] ψ̃(x)φε(t)

(n+1)ωn+1

[
−∂x1

(
1

|(1− t)gk(x)−gk(y)|n+1

)]
dxdt

)

= ∂
β
y

(∫ 1

0

∫
Uhk

[
1− (1− t)2] ψ̃(x)φε(t)

(n+1)ωn+1

[
−∂x1

(
1

|(1− t)gk(x)−gk(y)|n+1

)]
dxdt

)

= ∂
β
y

(∫ 1

0

∫
Uhk

[
1− (1− t)2]∂1ψ̃(x)φε(t)

(n+1)ωn+1|(1− t)gk(x)−gk(y)|n+1 dxdt

)

= ∂
β
y

(∫
Uhk×(0,1)

[
1− (1− t)2]∂1ψ̃(x)φε(t)

(n+1)ωn+1|(1− t)gk(x)−gk(y)|n+1 dxdt

)
= ∂

β
(

f(hk,∂1ψ̃,ε) ◦gk
)
(y).
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Então ∂1

(
f(h j,ψ,ε) ◦gk

)
converge em Cm−1 ((−π

2 ,
π

2

)n) quando ε → 0+ para quaisquer

ψ ∈ C∞
c
((
−π

2 ,
π

2

)n), j,k ∈ {1,2, . . . ,n}. Logo, como os vetores em (4.12) são linearmente
independentes para todo y ∈ V , temos pela Proposição 39 que f(h j,ψ,ε) ◦ g j converge em
Cm ((−π

2 ,
π

2

)n) quando ε → 0+ para quaisquer ψ ∈C∞
c
((
−π

2 ,
π

2

)n) e j ∈ {1,2, . . . ,n}.

Portanto, por indução sobre m, segue que f(h j,ψ,ε) ◦ g j converge em C∞
((
−π

2 ,
π

2

)n)
quando ε → 0+ para quaisquer ψ ∈C∞

c
((
−π

2 ,
π

2

)n) e j ∈ {1,2, . . . ,n}. Em particular, conside-
rando o caso j = 1, temos que f(h,ψ,ε) ◦ g converge em C∞

((
−π

2 ,
π

2

)n) quando ε → 0+ para
qualquer ψ ∈C∞

c
((
−π

2 ,
π

2

)n).
Sejam ψ ∈C∞

c
((
−π

2 ,
π

2

)n), w ∈ ∂B\g(supp(ψ)), hw ∈𝒜 tal que Vhw ⊂ ∂B\g(supp(ψ))

e K ⊂Uhw um compacto. Dado β ∈ Zn
+, segue por indução sobre |β | que existe bβ ∈C∞(Uh×

R×Uhw), tal que

∂
β
y

(
1

|(1− t)g(x)−h−1
w (y)|n+1

)
=

bβ (x, t,y)

|(1− t)g(x)−h−1
w (y)|n+1+2|β |

para quaisquer x ∈Uh, t ∈ (0,1) e y ∈Uhw . Como g(supp(ψ)) e hw(K) são compactos disjuntos,
segue que

d := dist(g(suppψ),h−1
w (K))> 0

além disso, temos que

1
|(1− t)g(x)−h−1

w (y)|n+1+2|β | ≤
1(

|g(x)−h−1
w (y)|− |g(x)− (1− t)g(x)|

)n+1+2|β |

≤ 1

(d− t)n+1+2|β | ≤
(

2
d

)n+1+2|β |

para quaisquer x ∈ g(supp(ψ)), y ∈ h−1
w (K) e t ∈ (0, d

2 ). Logo∣∣∣∂ β
(

f(h,ψ,ε) ◦h−1
w
)
(y)
∣∣∣= ∣∣∣∣∣∂ β

y

(∫
Uh×(0,1)

[
1− (1− t)2]ψ(x)φε(t)

(n+1)ωn+1|(1− t)g(x)−h−1
w (y)|n+1

dxdt

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫Uh×(0,1)

t(2− t)ψ(x)φε(t)bβ (x, t,y)

(n+1)ωn+1|(1− t)g(x)−h−1
w (y)|n+1+2|β | dxdt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

∫
Uh

t(2− t)|ψ(x)||bβ (x, t,y)|
(n+1)ωn+1|(1− t)g(x)−h−1

w (y)|n+1+2|β | dxφε(t)dt

=
∫

ε

0

∫
g(suppψ)

t(2− t)|ψ(x)||bβ (x, t,y)|
(n+1)ωn+1|(1− t)g(x)−h−1

w (y)|n+1+2|β | dxφε(t)dt

≤
∫

ε

0

∫
g(suppψ)

ε|ψ(x)||bβ (x, t,y)|
(n+1)ωn+1|(1− t)g(x)−h−1

w (y)|n+1+2|β | dxφε(t)dt

≤C
(

2
d

)n+1+2|β |
ε

para quaisquer y ∈ K e 0 < ε < min{1, d
2}. Logo

sup
y∈K

∣∣∣∂ β
(

f(h,ψ,ε) ◦h−1
w
)
(y)
∣∣∣−−−→

ε→0+
0.
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Como K ⊂Uhw compacto e β ∈ Zn
+ foram tomados arbitrariamente, segue que

f(h,ψ,ε) ◦h−1
w

C∞
c (Uhw)−−−−−→
ε→0+

0.

Seja 𝒜2 = {hw : w ∈ ∂B\g(supp(ψ))}∪{h}, temos que

⋃
h̃∈𝒜2

Vh̃ =Vh∪
⋃

w∈∂B\g(supp(ψ))

Vhw =Vh∪ [∂B\g(supp(ψ))] =Vh∪ (∂B\Vh) = ∂B,

logo 𝒜2 é um atlas sobre ∂B, tal que f(h,ψ,ε) ◦ h̃−1 converge em C∞
c (Uh̃) quando ε → 0+, para

qualquer h̃ ∈𝒜2. Portanto, pela Proposição 27, segue que f(h,ψ,ε) converge em C∞(∂B) quando
ε → 0+.

Por fim, dados j ∈ {0,1} e k ∈ {1,2, . . . ,n}, seja Tj,k : Rn+1→Rn+1 a aplicação definida
por

Tj,k(x1,x2, . . . ,xn+1) = (xk,x2,x3,x4, . . . ,xk−2,xk−1,(−1) jx1,xk+1,xk+2, . . . ,xn−1,xn)

e Vj,k o seguinte aberto em ∂B

Vj,k := {w ∈ ∂B : (−1) jw · ek > 0}.

Temos que Tj,k é um operador linear bijetivo que preserva o produto interno de Rn+1 e Tj,k(V ) =

Vj,k para quaisquer j ∈ {0,1} e k ∈ {1,2, . . . ,n}. Dados j ∈ {0,1} e k ∈ {1,2, . . . ,n} sejam
g j,k := Tj,k ◦g :

(
−π

2 ,
π

2

)n→Vj,k e h j,k := g−1
j,k . Temos que h j,k ∈𝒜 e

f(h j,k,ψ,ε) ◦ h̃−1(y) =
∫

Uh×(0,1)

[
1− (1− t)2]ψ(x)φε(t)

(n+1)ωn+1
∣∣(1− t)g j,k(x)− h̃−1(y)

∣∣n+1 dxdt

=
∫

Uh×(0,1)

[
1− (1− t)2]ψ(x)φε(t)

(n+1)ωn+1
∣∣(1− t)Tj,k ◦g(x)− h̃−1(y)

∣∣n+1 dxdt

=
∫

Uh×(0,1)

[
1− (1− t)2]ψ(x)φε(t)

(n+1)ωn+1

∣∣∣Tj,k

(
(1− t)g(x)−T−1

j,k ◦ h̃−1(y)
)∣∣∣n+1 dxdt

=
∫

Uh×(0,1)

[
1− (1− t)2]ψ(x)φε(t)

(n+1)ωn+1

∣∣∣(1− t)g(x)−T−1
j,k ◦ h̃−1(y)

∣∣∣n+1 dxdt

= f(h,ψ,ε) ◦
(
h̃◦Tj,k

)−1
(y)

para quaisquer j ∈ {0,1}, k ∈ {1,2, . . . ,n}, ψ ∈ C∞
c
((
−π

2 ,
π

2

)n), h̃ ∈ 𝒜 , y ∈ Uh̃ e ε ∈ (0,1].
Logo, temos que f(h j,k,ψ,ε) converge em C∞(∂B) quando ε → 0+ para quaisquer j ∈ {0,1}, k ∈
{1,2, . . . ,n} e ψ ∈C∞

c
((
−π

2 ,
π

2

)n). Portanto, como 𝒜1 := {h j,k : j ∈ {0,1} e k ∈ {1,2, . . . ,n}}
é um atlas sobre ∂B, a afirmação (iii) está provada.
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Lema 5. Sejam 𝒜1 ⊂𝒜 um atlas, 〈Uα〉α∈ϒ ⊂𝒟 ′
∂B(B) um net e U ∈𝒟 ′

∂B(B), tais que

p(Φ,h,ψ)(Uα −U)−−→
α∈ϒ

0

para quaisquer Φ ∈C∞
c (B), h ∈𝒜1 e ψ ∈C∞

c (Uh). Então Uα

𝒟 ′
∂B(B)−−−−→
α∈ϒ

U.

Demonstração. Sejam Φ ∈C∞
c (B), h ∈𝒜 , ψ ∈C∞

c (Uh). Existem h j ∈𝒜1 para j = 1,2 . . . ,m
tais que

h−1(supp(ψ))⊂
m⋃

j=1

Vh j .

Segue da inclusão acima que

supp(ψ)⊂
m⋃

j=1

h
(
Vh j ∩Vh

)
,

logo existem ψ j ∈C∞
c
(
h
(
Vh j ∩Vh

))
para j = 1,2 . . . ,m tais que

m

∑
j=1

ψ j = ψ.

Dado j ∈ {1,2, . . . ,m}, sejam U j := h
(
Vh∩Vh j

)
, Ũ j := h j

(
Vh∩Vh j

)
, Wj := Hh(U j × (0,1)).

Temos que H−1
h j
◦Hh : U j× (0,1)→ Ũ j× (0,1) é dada por

H−1
h j
◦Hh(x, t) =

(
h j ◦h−1(x), t

)
para quaisquer (x, t) ∈U× (0,1) e j ∈ {1,2, . . . ,m}. Temos também que

det
[
Jac
(
H−1

h ◦Hh j

)
(x, t)

]
= det

[
Jac
(

h◦h−1
j

)
(x)
]

para quaisquer (x, t) ∈ Ũ j× (0,1) e j ∈ {1,2, . . . ,m}. Seja ψ̃ j ∈C∞
c (Uh j) definida por

ψ̃ j :=
(

ψ j ◦ (h◦h−1
j )
)∣∣∣det

[
Jac
(

h◦h−1
j

)]∣∣∣ ,
para j = 1,2, . . . ,m, temos que〈

U|Wh∩B ◦ (Hh)|Uh×(0,1),ψ⊗φε

〉
=

m

∑
j=1

〈
U|Wh∩Ω ◦ (Hh)|Uh×(0,1),ψ j⊗φε

〉
=

m

∑
j=1

〈
U|W j ◦ (Hh)|U j×(0,1),

[(
ψ j ◦ (h◦h−1

j )
)
⊗φε

]
◦
(

H−1
h j
◦Hh

)〉
=

m

∑
j=1

〈
U|W j ◦ (Hh)|U j×(0,1) ◦

(
H−1

h j
◦Hh

)−1
,
[(

ψ j ◦ (h◦h−1
j )
)
⊗φε

]∣∣det
[
Jac
(
H−1

h ◦Hh j

)]∣∣〉
=

m

∑
j=1

〈
U|W j ◦ (Hh j)|Ũ j×(0,1),

[(
ψ j ◦ (h◦h−1

j )
)∣∣∣det

[
Jac
(

h◦h−1
j

)]∣∣∣]⊗φε

〉
=

m

∑
j=1

〈
U|Wh j∩B ◦ (Hh j)|Uh j×(0,1)

, ψ̃ j⊗φε

〉
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para quaisquer ε ∈ (0,1] e U ∈𝒟 ′(B). Então

sup
ε∈(0,1]

∣∣〈U|Wh∩B ◦ (Hh)|Uh×(0,1),ψ⊗φε

〉∣∣≤ m

∑
j=1

sup
ε∈(0,1]

∣∣∣〈U|Wh j∩B ◦ (Hh j)|Uh j×(0,1)
, ψ̃ j⊗φε

〉∣∣∣
para todo U ∈𝒟 ′

∂B(B). O resultado segue da estimativa acima.

Teorema 17. Dada u ∈𝒟 ′(∂B), seja U : B→ C definida por

U(x) =
1−|x|2

(n+1)ωn+1

〈
u,

1
|x− ·|n+1

〉
, (4.13)

para todo x ∈ B. Temos que U ∈𝒟 ′
∂B(B).

Além disso, se ( fk)k∈N ∈C(∂B) é uma sequência tal que fk
𝒟 ′(∂B)−−−−→
k→∞

u e Fk : B→ C é
definida por

Fk(x) =
1−|x|2

(n+1)ωn+1

〈
fk,

1
|x− ·|n+1

〉
(4.14)

para todo k ∈ N, então Fk
𝒟 ′

∂B(B)−−−−→
k→∞

U. Em particular, U satisfaz o problema de Dirichlet:

∆U = 0 em B

U∂B = u.
(4.15)

Demonstração. Consideremos a aplicação ζ : B→C∞(∂B) definida por

[ζ (x)](y) =

(
1−|x|2

)
(n+1)ωn+1|x− y|n+1

para quaisquer x ∈ B e y ∈ ∂B. Mostraremos que ζ é contínua.
De fato, sejam (xk)k∈N⊂ B uma sequência, x0 ∈ B tais que xk −−−→

k→∞
x0, h∈𝒜 , K ⊂Uh compacto,

β ∈ Zn
+ e G : B×Uh→ R definida por

G(x,y) =

(
1−|x|2

)
(n+1)ωn+1|x−h−1(y)|n+1 .

para todo (x,y) ∈ B×Uh. Temos que G ∈C∞(B×Uh), logo seja K0 = {xk : k ∈ Z+}, temos que
K0 é compacto e então ∂

β
y G é uniformemente contínua em K0×K. Logo dado η > 0, existe

δ > 0 tal que ∣∣∣∂ β
y G(x,y)−∂

β
y G(x̃, ỹ)

∣∣∣< η

para quaisquer (x,y),(x̃, ỹ) ∈ B×Uh tais que |(x,y)− (x̃, ỹ)|< δ .

Assim, seja k0 ∈ N tal que |xk− x0|< δ para todo k ≥ k0, temos que∣∣∣∂ β
y
[
ζ (xk)◦h−1](y)−∂

β
y
[
ζ (x0)◦h−1](y)∣∣∣= ∣∣∣∂ β

y G(xk,y)−∂
β
y G(x0,y)

∣∣∣< δ
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para todo y ∈ K e k ≥ k0. Então

sup
y∈K

∣∣∣∂ β
y
[
ζ (xk)◦h−1](y)−∂

β
y
[
ζ (x0)◦h−1](y)∣∣∣−−−→

k→∞
0.

Como h ∈𝒜 , K ⊂Uh compacto, β ∈ Zn
+ foram tomados arbitrariamente, segue que

ζ (xk)
C∞(∂B)−−−−→

k→∞
ζ (x0) e portanto ζ é contínua.

Sejam ( fk)k∈N ∈C(∂B) uma sequência tal que fk
𝒟 ′(∂B)−−−−→
k→∞

u (a existência de tal sequência segue

da Proposição 25), Fk : B→ C definida em (4.14) para k ∈ N e K ⊂ B compacto, como ζ é
contínua, temos que ζ (K)⊂C∞(∂B) é compacto e então pela Proposição 29

sup
x∈K
|U(x)−Fk(x)|= sup

x∈K
|〈u,ζ (x)〉−〈 fk,ζ (x)〉| −−−→

k→∞
0.

Portanto, como K ⊂ B compacto foi tomado arbitrariamente, segue que U ∈C(B) e Fk
C(B)−−−→
k→∞

U.

Em particular, Fk
𝒟 ′(B)−−−→
k→∞

U e então ∆U = limk→∞ ∆Fk = 0.

Sejam 𝒜1 ⊂𝒜 o atlas obtido no Lema 4, h ∈𝒜1, ψ ∈C∞
c (Uh), ε ∈ (0,1], ξ e f(h,ψ,ε) as

funções definidas no Lema 4, então〈
(Fk−Fj)◦ (Hh)|Uh×I+h

,ψ⊗φε

〉
=
∫

Uh×I+h

1−|Hh(x, t)|2

(n+1)ωn+1

(∫
∂B

fk(y)− f j(y)
|H(x, t)− y|n+1 dSy

)
ψ(x)φε(t)dxdt

=
∫

∂B
fk(y)− f j(y)

(∫
Uh×I+h

[
1−|Hh(x, t)|2

]
ψ(x)φε(t)

(n+1)ωn+1|H(x, t)− y|n+1 dxdt

)
dSy

=
〈

fk− f j, f(h,ψ,ε)

〉
para quaisquer k, j ∈ N.

Seja γ : [0,1]→C∞(∂B), definida por

γ(ε) =

 f(h,ψ,ε), se ε ∈ (0,1]

ξ , se ε = 0,

segue do Lema 4 que γ é contínua no 0. Além disso, temos também que γ é contínua em (0,1],
logo γ é contínua. Temos então que γ([0,1])⊂C∞(∂B) é compacto, logo segue da Proposição
29 que

sup
ε∈(0,1]

∣∣∣〈(Fk−Fj)◦ (Hh)|Uh×I+h
,ψ⊗φε

〉∣∣∣= sup
ε∈(0,1]

∣∣〈 fk(y)− f j(y), f(h,ψ,ε)

〉∣∣
= sup

ε∈(0,1]

∣∣〈 fk(y)− f j(y),γ(ε)
〉∣∣

= sup
ε∈[0,1]

∣∣〈 fk(y)− f j(y),γ(ε)
〉∣∣−−−−→

k, j→∞
0.
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Resulta então do Lema 5 que (Fk)k∈N é uma sequência de Cauchy em 𝒟 ′
∂B(B), logo como

𝒟 ′
∂B(B) é sequencialmente completo, temos que (Fk)k∈N é uma sequência convergente em

𝒟 ′
∂B(B). Portanto, como Fk

𝒟 ′(B)−−−→
k→∞

U, segue que U ∈𝒟 ′
∂B(B) e Fk

𝒟 ′
∂B(B)−−−−→

k→∞
U. Temos então que

U∂B = lim
k→∞

(Fk)∂B = lim
k→∞

fk = u.

O Teorema anterior é muito importante para este trabalho, pois mostra que o conceito de
traço apresentado na seção anterior atribui sentido para o problema de Dirichlet com a equação
de Laplace no disco, de modo que a fórmula integral de Poisson continua fornecendo soluções,
mesmo quando a condição de contorno é uma distribuição qualquer.
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CAPÍTULO

5
CONCLUSÃO

Os resultados principais e mais importantes deste trabalho são o Teorema 13 e o Teorema
17.

O Teorema 13 apresenta uma forma de gerar um semigrupo {etA}t≥0 de operadores
lineares sobre X , usando a fórmula integral de Cauchy, no caso em que X é um espaço veto-
rial topológico localmente convexo, Hausdorff, sequencialmente completo e A é um operador
pseudosetorial sobre X . Como mostrado na seção 3.3, o Teorema 13 generaliza o Teorema
clássico de geração de semigrupos analíticos de operadores lineares contínuos sobre um espaço
de Banach (Teorema 1.3.4 em (HENRY, 1981), Teorema 9 neste trabalho) no caso em X é um
espaço de Frechét. Na seção 3.4, mostramos que o Teorema 13 pode ser aplicado a uma classe
de operadores pseudodiferenciais com coeficientes constantes.

O Teorema 17 mostra que, além de útil, a noção de traço apresentada na seção 4.3 é
adequada para interpretar a condição de fronteira do problema de Dirichlet com a equação de
Laplace: ∆U = 0 em B

U = u em ∂B

quando u ∈𝒟 ′(∂B), a medida que a fórmula integral de Poisson continua oferecendo soluções
nesse caso.

Como mencionado na introdução desse trabalho, os Capítulos 3 e Capítulo 4 são inde-
pendentes entre si, mas juntos oferecem a possibilidade de estudar problemas como a equação
do calor com condição de contorno de Dirichlet:

∂tu(x, t) = ∆u(x, t), para (x, t) ∈Ω× (0,∞)

u(x, t) = 0, para (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞)

u(x,0) = u0(x), para x ∈ Rn.
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quando a condição inicial u0 é mais singular que o usual, escrevendo tal problema em um
problema da forma: u̇(t) = ∆u(t), para t ∈ (0,∞)

u(0) = u0.

Considerando
𝒟 ′0(Ω) := {U ∈𝒟 ′

∂Ω
(Ω) : U∂Ω = 0} e

E := {U ∈𝒟 ′
∂Ω

(Ω) : ∆U ∈𝒟 ′
∂Ω

(Ω)}

resta-nos provar que ∆ : 𝒟 ′0(Ω)∩E→𝒟 ′
∂Ω

(Ω) é um operador pseudosetorial para que possamos
aplicar aplicar o Teorema 13. Esta questão é não-trivial e será nosso próximo objeto de estudo.
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