Q
[72]
=
e
(o]
e
[
[>]
<
]
72}
]
-l
<
o
w
(a]

pLAcIDO Zofga TABOAS

ORIENTADOR : PROF.Dr.NELSON ONUCHIC

% N
S e e

SOBRE‘OTCOMPORTAEENTO ASSINT@TICO PARA UMA CLASSE

DE EQUAQOES DIFERENCIAIS COM RETARDAMENTO NO TEMPO

==
|
==
="
]
——
=

Class. = X
Cutt. - T.L LY. S..

Tombo L1629

Trabalho apresentado &

Escola de Engenharia de Sao

Carlos da Universidade de

S8o Paulo para a obtengdo de

Mestrado em Cléncias.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS - USP

1970

o~ (O



) Carmen Maria e aos meus pais

e

e R PR -
P PR ¥ FONES. s -RMENEE S



RN DI TR
A TAER

AGRADECIMENTOS

bé um~modoA98pa¢ial ao Prof.Dr. Nelson Onuchic, que
sugeriu &ste trabalho, pela orientagdo, pelo estimulo e pe
lo exemplo de seriédade cientifica que &.

Ao Departamento de Matematica da F.F.C.L. de Rio Cla
ro'(ae_qual’estahos vinculados), particularmente & pessda do

Prof.Dr-Mﬁrié mouiasseimeixeira,'por nos haver concedido to-

do o apdio necessario.

Aos colegas do grupe de Equagdes Diferenciais da Es-
cola de Engepharia de S0 Carlos, pelo clima de cordialidade
em que temos trabalhado. | '

1s pessoas ou entidades que de algum modo colabora -

ram conodsco.

Placido Zoéga Taboas

Bste trabalho dependeu parcialmente
de auxilios das seguintes entidades:

CAPES (através de uma bdlsa de pds-
graduagdo, 1967).

CNPgq (atraves de auxilios concedi -
dos ao Depto.de Matematica da Esco-
la de Engenharia de S&o Carlos).




frnpicE

1 . INTRODUGXO

2. ALGUNS FATOS BASICOS

3. TEOREMA FUNDAMENTAL E CONSEQUENQIAS
4 '. APLICAGOES

5 « REFERENCIAS

* o SUMMARY

19

39

47

49




1 . INTRODUGXO

¥,

0 objetivo déste trabalho e estudar alguns proble-
mas relacionados com as propriedades no infinito de solu -~

¢0es da equagado diferencial com retardamento no tempo

() X=A(t)x + £(¥,x)
onde x<X (aqui e no que segue X denota indistintamente um
dos espagos n - dimensionais R® ou ¢%) , A(t) & uma matriz
nxn localmente Lebesgue - integravel em J=[0,), ou seja,
cada uma de suas colunas & uma fungdo localmente ILebesgue -
integravel de J em X, e £(t,x;) €X. As defini¢Bes precisas
concernentes & equacdo (E) encontram-se na secgdo 2.

fropomo-nos estabelecer condi¢Oes de existéncia pam
soluqb;es de (E) em certos espagos funcionais. Como observa
C. Corduneanu em [3] a prdpria pertinéncia de uma solugdo
a um tal espago j& lhe garante certas propriedades de cara-
ter global. Portanto, nossos objetivos s@o essencialmente a
determinagao de tais condi¢Oes de existéncia.

Pretendemos dar uma extensdo natural a (E) de resul
tados de Hartman e Onuchic [5] , obtidos originalmente pa-
ra o-sistema ordinario perturbado

X = A(t)x + £(t s X) o
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0 método de abordagem aqui empregado é completamen-
te anélogo ao utilizado por Hartman e Onnchi;, o qual depen
de essencialmente de resultados de Massera e Sc¢hiffer con-
tidos em [ 6] e do teorema do ponto fixo de Tychonoff., Is-
to & decorréncia do fato de ser ésfe trabalho todo inspira-
dc em [5] .

A seglo 2 e dedicéda a& colocagao da; basés para ©
desenvolvimento das segdes 3 e 4. constituifse de uma ligei
ra introdugé@o as Equagoes com Retardamento no Tempo e fdeu
uma apresentagfo nfio sistematica de resultados da teoria -
das EquagSes Ordinarias e da Analise Funcional. As referén-
cigs bibliogréficas all contidas e;viam 0 leitor a obras que
fornecem um tratamenfo méis detalhado & matéria relacionada.

0 corpo déste trabalﬁo, por assim dizer, & a segdo A
Contem o teorema central - teorema 3.1 - e uma analise de suas
implicagOes. O lema 3.1, inépirado en [5,lemma 2.1] rece-
be aqui ﬁma formulaq&é restrita aoélespacos do tipo IP (i)
mas, em contrapartida, as hipdteses sdbre a aplicagio £(%,9)
aparecen enfraquecidas. A relev‘a‘xﬁcia do lema 3.1 estd em
facilitar o manejo do teorema central.

Na seg¢do 4 apresentamos e discutimos duas situagOes

em que se aplicam os resultados da segao anterior.



2 . ALGUNS FATOS BASICOS

Consideremos O (h{ » e o espago de Banach
C=C([~h, 0] , X) das fungBes continuas de [-h,0] em X,

munido com a norma || . ||, definida por:

loll = suple(t)] 4 -h(t O,

onde | « | denota qualQuer norma sObre X, o que fica implici_

to daqui em diante., Sejam O (L~ , t, real e x uma fungdo

continua de [t -h,t, +L1) em X. Para cada t,t  {t (t,+L,

definimos xi € C por x,.(0) =x(t+6) ,-h (6 O, Na figura a-
baixo damos uma ilustra¢ao desta situag@o para o caso en

que x & uma fung¢io escalar

L E®) = x(50)

%N ------ /-- m[\ \‘///_x/_____‘

{ —} {

-h 8 O t,-h t-h & t+p t %

De posse destas idéias, estamos agora em condigdes

de estabelecer as definig¢Oes de equagao diferencial com re-
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tardamento no tempo e de solugBo de uma tal equagdo.
Seja F(t ,¢) uma aplicagdo de Eto 96,+1)X C en X,
A equagao diferencial

(2.1) - x(t) = F(t, xt)

e, por definigfo, uma equagdo diferencial com retardamento

no tempo

oul=[t-hyt,+8),0(8( L

Uma solugBo da equagio (2.1) no intervalo I & uma fungdo x
de T em X, continua em I e derivavel em I ~[t -h,%.), =2

tisfazendo x(t) = F(ﬁ ,,xt)9 para t )1;0 e teIl,

Observacoes s 1) A condigﬁo de derivabilidade gxi'g_i_
da acima & 'entendida em t_ -como va_exi’sténci‘.a da derivada § 
direita é,‘ ‘em ty + 5, lda d.erivada 4 esquerda.

é) A equéqﬁo '(E)‘ e do tipo ci;a equagao (2.1) como se
. pode verificar tomando 5, =0, L - @ e fazendo‘ .]!;'(t 5P ) =
- A(t) 9(0) + £(t ,9) , para (t,9) em IxC .

3) As eqﬁaggéé diferenciais ordinkrias poden. se.i* vis
tas como casos eSpeéiais das equagles com retardamento toman
do-se h = 0, | |

4). Como estamdsj interessados na equacgao (E) 5 de ac&_i:"

" do com a observagdo 2), podemos pensar sempre em [tooto+ D) =Jo

kXN
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A seguir formularemos o problema do valor inicial

para equa¢oes com retardamento no tempo. Sejam to)‘/‘O,QeC

e F(ty,(p») uma :'aplicagﬁo‘ de JxC em X+ 0 problema do valor
inicial |

(22) 0 E(E) = B(baxy) g Xy, = @

'-_consis_tem‘eni‘ determinar uma fungdo x R definida em um inter-

valo b, =hy t +a] com valores em X, continua ndsse inter-
 valo @ derivavel em [tg s to".-a- «] , satisfazendo ds seguintes
céﬁdigb'_"e‘fs;d':‘_} |
s (i) xto '3 ¢, ou 8 6;)&, x(t,+0) =4(6) ) ‘.6’6[-11 , 01,
1) EE) = B(E,x)  belty sty ol

Uma tal fungdo & chamada solugfo do problema (2.2)

no intervalo ([t,=h,%, + « 1.

0 t‘eor-ema" abaixo da condigdes bastante gerais para a
'existéﬁéia e i\:lxii'cidade de solugao do problema do valor ini -

cial,

Teqremaz.l"- Suponhamos que F{UsJ @) seja continua

em JxC e que, dados T ,H,0¢T (=, O(H( =, exista uma

constante‘- M = M(T ,H)) O", tal gue :
IF(E 4 ) =F(t, 9) I LM | ¢~ 9ll 5 para

P5€C ;5 1l ogll<H; 3= ,2;04t¢T .



Entfo , para todo %, ,0¢ %, (T,e todo ¢eC, [[$|iXH,

existe a , 0¢ a (>, tal que 0 problema (2.2) possui uma uni-

ca solugdo em [, -h, t +al.

0 teprema acima & anélogo ao de Picard - Lindeldf pa-
ra as equacl;:'lée's ordinarias. Uma prova baseada no teorema do
ponto fixo de Banach & encontrada em [9,pag. 9], bem co-
mo uma clara introdugdo 2 teoria das equagGes com retardamen

to no fempo .

L iﬁdicalfemos com L o espago das fungoes reais defini
das em J ,t localmente Lébesgue-integréveis, munido com a to
pologia da converé’éncia em média de L* nos' intervalos limi-
tados de J .

‘Seja L(X) o espago"das funcgles x, de J em X, mensu-
raveis @xcom a propriedade seguinte ¢ se definirmos em J. a
fungao real ¢ por ¢ (t)=|x(t)|,ted, entdo ¢ e L. Consi -
deremos aqui L(X) como espago vetorial topoldgico localmen-
te convexo d,ei'inido pela familia de semi-normas

(pg) s0¢a{ = , onde
Pa(x) = /' 1x($) 18t , x €L(X) ,0¢a ( = ,

Nos espagos L(X) ifdentificaremos sempre duas fungOes

que coincidem em J a menos de um conjunto de medida nula .
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Seja B um subespago vetorial de L(X) e suponhamos
que B seja um espago de Banach segundo uma certa norma l"B‘

Dizemos, por definigdo, que.B & mais forte gue L(X) se a to

pologia de espago de Banach de B @ mais fina que a induzida
pela de L(X), | |

0 Iafo d,a'tolaolo'gia de espa¢go de Banach de B ser
mais fina que a induzida pela de L(X) & equivalente a dizer-
se que, pﬁ:a todo real poitivo a, existe um nfmero ap =

= a(a , B) de modé que

(2:3) j:‘ [x(t) | dt ¢:;.B|::|B s Para todo x € B.

‘ 08 espagos seguintes s@o exemplos de espagos de Ba-

nach mais fortes que L(X). ©
¢
1) IP (X) s 1 p (= : espago das fungbes x de J enm
X, mensuraveis, com |xlp Lebesgue - integravel. Evidentemente

IP(X) CL(x)".lAlén disso, se xeIP(X) ,1{p ¢ = , tomando - se

a(pya) = aP' y cOM 1/p' = 1 - -;‘;- , tem-se de aclrdo com a

desigualdade de HSlder
1

j: Ix(t) [at € a (P, a)( fJ |Ax(t) |P d‘b)E .

2) L“(x) : espago das fungSes x de J em X, mensura -

veis, limitadas em guase t3da parte e com a norma Ix|, =



= supess |x(t),t eJ.A expressdo "supess |x(t) |, teJ" (su-

premo essencial) & entendida do seguinte modo :

~sup ess |x(t)| =inf (sup |x(%)]) ,
ted ECJ teJ-E ‘

onde o infimo & tomado sdbre todos os conjﬁntos EcCJ de me-
dida nula, Neste caso basta tomar opm=a para se verificar a

relagao (2.3) o -

5) 'L (x) subeSpaqo de L (X) das fungles x tais que :

lim ess x(t) - O onde a expressao "lim ess x(t) = G)" s:.gnl
C —pp 0. . . t -~
fica que X coincide em quase tdda parte com uma. fungao 4 de

J em X tal gue lim y(t) = 00'
- e U

D_enotaremoé com C(X) o espéqo das fun¢Bes continuas
&e J em X nmnido com a topolcagn.a da cuergencla unlf@rme
nos intervglos limitados de J . |
. _C.onsiderémos 0s ISisitemas_l 1ineé.;'es ordinério‘s- homogé; -
neo e nao homogéneo 3 |
(24) X = A(t_jx )

l'('-zos,)_ X = A(6)x + (%)

com geL(X) e onde A(t) é uma matriz nxn 1ocalmen.te Lebesgue

J.ntegravel em J .
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Se D & um espago de Banach mais forte qué L(X), de-

f£inimos uma D - solucao de (2.4), ou de (2.5), -como uma solu
¢ao x(t) de (2.4), ou de (2.5), que pertenga a D.

Diremos que um par (B, D) de espagos de Banach mais

fortes que L(X) ‘6 A(t) - admissivel se a cada fungdo g eB cor
responder.f uma D - solugdo de (2.5).

Consideremos o subespago Xop de X formado pelos‘ pon._
tos iniciais x(0)e X, de tddas as D - solugdes x de (2.4) e‘
seja xln algum subespago de X complementar de xOD (no senti |
do de éer'x soma direta de Ioﬁ com xlD?' Indicaremos com"l’oD
‘& projegao de X sdbre Xgp» amulando X;,. Indicamos 'a;léloga-
mente com Py, & projegao de X sbre X9 anulando Xgpe

Visando o teorema fundamental da proxima segdo apre
sentarémos a seguir um lema basico - lema 2.2 -devido a
Schﬂrrei e Massera [6,p. 295] . Conm &sse objetivo faremos
antes algumas consideragSes 'preiiminares.

TEOREMA 2.2 - Sejam A(§) matriz nxn localmente Le -

besgue - integravel em J e D um espaco de Banach mais forte

que L(X). Entdo existem constantes. C,& C, de modo que para

t6da D - solucdo x(t) de (2.4) se tem:

(2.6) Ixly € Golx(O)l 5 1=x(0)| € Cyix|pe

PROVA :
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- PROVA ¢
" A aplicagBo ¢ , que associa a cada D - solugdo x(t)

._s

de (20;4): o seu ponto inicial, x(0) €Xypo & linear, biunivo-
ca e -séjbréa' Isto &, a apliéag'éo ® & um isomorfismo de espa
gos vetoriais. Como a dimensgo ‘de Xop é finita, temos gque
] el é‘;l"4§.§'o:continuaso Assim, existem constantes C, Cl”
tais quié ..Icé(x)[ K¢ clixln e llqﬁml(x(O)) I;D‘< 8,1x(0)|, para 6=
da D—so{:l.g%;'é"o x(t) de (2.4). Estas desigualdades equivalem
és '(256;)‘:4_i‘v;-“ycqm‘pletam nossa prova.

| '.Séja'.' (E o D) um par de.eSp'ac;o‘s de Banach mais fértes
que L(x)a_'1Cons;I.deremos o conjunto Dy das fungoes x(t) € D
gque s?ib-_.abs.ol-utamente cqntinuas nos intervales @ompactos de

J e ﬁaié‘!vque- g(t) = (x(t) = A(t) x(t)) € B Definamos um ope-

rador T Di ~> B por TX = g, para todo x&Dp -

'.TECREMA 2.3 = Sejam A(t) uma matriz nxn localmente

Lebesgue mihﬁegrfa\rel em J e (B,D) um par de espacos de Ba =

nach mais fortes qué L(X). Entao o operador T : Dp_—= B e fe-

- chado, ou seja, seu grafico G(T) = {(x,g)eDXB|x¢€ Dy g=Tx}

& fechado em DXB o

- PROVA 3 .

' 'Mo”st'r_aremos que se (xn) ¢ uma seqiiéncia de elementos
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de DT de modo que x, = XeD e gn=Txn -= geB, quando
D —~ =, entdo xeDy e g=Tx.Isto &, se (x,,8,)e6(T) e
(x, 0 8y) — (x48) 5 Qquando n ~» », em DXB , entdo
(x,8)e &(T) .«

Temos kX - x, =A(t)(x, -x )+ (8, ~8y) » Ou seja,
X, -X & solugio de (2.5) com g= g, - & , Para quaisquer in

dices myn .
Para tdda solug¢do de (2.5) num intervalo [0,a],

segue da teoria geral dos sistemas lineares que
@7)  Ix®) I {Ix@)+ [ le(s)|ds} o exp [2|A(8)(ds ,
para t yr € [0 ,8] o
Integrando-se em relagdo a r, sobre [0,a], vem
que @
(2.8) [x(6) {2t 2 [x(s)[ds + /2 [6(s)ds) o exp /g 1A(S)Ids,
t e [0,al
Aplicando (2.8) a Xn = Xp s obtemos, para
0Kt Ca, 1x,(6) =x ()] ¢
- a
a™ 2 13y (8) - xy(s) [ds + [2 1y (8) - g, (s) 148} + exp Jy A(s)]ds.
Do fato de serem B e D, mais fortes que L(X) resul
ta existirem constantes % e op de modo que :
J2 1xp(8) = xp(s) s aplxy - x|
J318,(s) ~gy(s)lds Cople, ~ gyl -
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Portanto, para todo te[{0O,a ], vem:
-1

1%, (8) = 2, () 1< { 8™ ap %, =Xy Iy + a8, = gyl g} exp 1A(s) |ds.

Desta desigualdade decorre que xn(t) converge unifor -
memente para x¢t) em [0 ,-al). Assim, fot A(s)xhﬁ(ws«)dswconverge u_
niformemente em [0, a] para j'ot A(s) x(s)ds.

Como g, — g eém B, quando n —= = , e convergéncia em
B implica convergéncia em L(X), resulta que g, converge para
g em L(X)s Assim para todo t )0, f: gn(s) converge para

+
J, &(s)as.

0 fato de ser g, =Tx, equivale a in-A(t)xn+ €n €
portanto, x,(t) =X, (a) +/ > A(s)x,(s)ds+ [P g (s)ds.
Passando a0 limite ambos os membros, para n —e = ,
em virtude do que observamos acima segue que :
x(t)'a-x(a) + f:A(s)x(s)ds + fat g(s)ds ,
donde se conclui que x €Dy e g=Tx,ou seja, (xﬂ,g)e G(T) »

Déste modo a prova esta completa.

Observacao : Tomando Dp< Dy por I)T - {x € DTlx(O) e XlD}

a prova acima garante que o teorema 2.3 continua valido quan
do substituimos DT por 5‘13 e T por sua restrigao & a BT .
O lema abaixo & uma formulago conveniente para a

prova do lema 2.2 de um resultado mais geral que pode ser en
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contrado em [13,Th. 6,p.1631].

LEMA 2.1-Sejam B, e B, dois espagos de Banach e

BC B, um subespago vetorial de B, nfo necessiriamente comple-

to. Seja T:B —» B um operador linear sdbre. Supomos gue g;

é fechado, ou seja, que seu Earico G(T)={(x,Tx) €B, xB,| xeB x € B}

& fechado em B, X Bs5.

Entao existe uma constante C tal que, para todo I‘Bz’

existe ch con TX= z e |x|Blg C|Tx |Ba Enpart;cgar, se T
e biunijoga, |x |Bl,§ |  IBZ « X cB. (a notagédo para as nbrmas

é obvia).

L

LEMA 2.2 - ggjéinl‘(t) como acima e (B, D) um par de

espagos de Banach»igtz - admissivel. Seja Eo€Xope.

Entao,_se,'g(t)ﬁ.e?s . (2.5) possui uma finica D - soluc@o

x(t) sa‘cisrazendo |

(209) ' POD X(O) .«. ;0 °

Além disso, existem constantes C_ e _K , dependendo de

- A(t) ,B,D e xm (mas néo de g ou £,) tais que
(2.10) xlp€ ol &I + Klelg

PROVA ¢

Inicialmente mostremos qﬁe seE e XOD e g(t) e B ,.
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além disso (2.5) possuir uma D - soluglo x(t) tal que
Pop X(0) =€, 4 entdo esta solugdo serd tnica. De fato, su =
pondo que Q(t)xé uma D - solugao de (2..5) com a mesma proprie
dade, x(t) -x(t) seria uma D~ solugSo de (2.4) com
;z:(bj) - fi(oj = 0 e, portanto, x(t) = X(t) .

Mogtremos agoré a existéncia de uma fal D - solugao

supondo, primeiramente, £ = O . Provaremos entao que existe

(o)

uma Dasolug'a'.q x(t) de (2.5) com x(0) € Xy, , isto é
Pop ¥(0) = 0« | |

Dado g(t)e€B,como (B, D) & 'A(t) - admissivel, existé
uma D - solugao x(t) de (2.5). Coloquemos x(0) = X, *X; o COR
X, €Xop © xle X, » Denotemos com x,(%) a solucao de (2.4)

tal que 10(0) = X

o 3 como x € Xy, , Gemos que xo(ﬂ €D . Entdo

%, (3) = (x(t) =x (t)eD., Além disso, esta & a solugdo de
(2.5) com x,(0) = x(0) = x,(0) = x,+X) -X,=x; €X;,, , OU 8¢
539 EOD xl(O) = 0,

Assim, a cada g(t)e B corresponde uma tnica D - solu~-

cao x(t) de (2.5) satisfazendo x(0)e Xype Déste modo, o ope=-

rador T 3 ET —» B , mencionado na observagdo subsequente ao
teorema 2.3 definido por Ix = g, & linear, biunivoco, sbre
e, pela mesma observagdo, & fechado. De acdrdo com o lema

2.1, existe uma constante K de modo que 'leD\( KlslB .
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Est& provado o lema para o caso &, = O.

Supoﬁhamoa agora t;o+o e seja g(t) eB . Considere~-
mes a D-usolnc;ﬁé X4 (t) de (2.5) tal que x1(0) € X;. Assim,
ge itt) o a D-aoluqﬁo de (2;4) com X(0) = Z, o x(t) =
= X(t) + x,(%) 6 a B-solm;éo de (2.5) com Pqyy x(0) +
+ PODxl(O) - 50 .

»'!ono{n |i|n\( Iiin- + lxlll:D .

De iac‘ﬁrdo com o teorema 2,2, existe uma constante
0, tal que |%|,€ 0, I%(0)| = O, &,ls Como J& obtivemos para
O Gaso Eo = 0, existe uma cpnataute K y independente .de

g(t)e B, tal que lel'b‘( Klglg D8ste modo,

Isto completa a 'proira.

08 teoremas de Ascolli e do pontuv fixo de Tychonoff
B80 essenclals para a prova do teorema 3.l. Em vista dissc

08 recordamos a seguir. O teorema 2.5 & wma formulagdo con-

venlente aos nossos objetivos do teorema habitualmente refe
rido na literatura como "teorema de Tychonoff" (teorema 2,6).
Sua prova a partir do teorema 2.6 foi extraida de [8] .

§o E e F sdo espagos topoldglcos, C(E,F) & o conjun
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to das fun¢des continuas de E em F.

TEOREMA 2.4 (Ascoli) - Sejam E um espago localmente

compacto, F um espago completamente regular e H cC(E,F) o

Para que H seja relativamente compacto no espagco CG(E , F), mu-

v Iy . Lol ° - . N
nido com a topologia da convergencia uniforme e nas partes

compactas de E , é necessario e suficiente que H seja equicon~

-tinuo e que, para todo x¢E, H(x) seja relativamente compacto

em Fo

Para uma prova, ver p.eX. [_‘l] o

TEOREMA 2.5 (Tychonoff) - Seja E um espago vetorial

topoldgico localmente convexo completo. Sejam ACE um con =

Junto fechado e convexo, T uma aplicacao continua de A em A

tal que‘ a imagem T(A) de A se}ja relativamente compacta em E.

En%s0 T possui pelo menos um ponto fixo, ou seja, existe

XeA tal gue X = X,

TEOREMA 2,6, —.Sejam E um espaco vetorial tdpolc')gico

localmente convexo, ACE um conjunto compacto convexo e T

uma aplicag@o continua de A em A .

Entao T possui pelo menos um ponto fixo .
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Prova do Teorema 2.5 & partir do Teorema 2.6 : Temos,

por hipbtese que B=T(Z) & compacto. Como A & fechado e
T(A) CA segue que BCA .

Indiquemos com K a envoltdria convexa fechada de B.
Como A & fechado e convexo temos KCA. Sendo E completo, VK
é compacto como envoltér;a convexa fechada de um conjunto
compacto. [2,p. 81 1] .

Portanto, K & compacto, convexo e P(K)CT(A)CcB c K
e do teorema 2,6 segue que a restrigao de T a K tem um ponto
fixo.

Assim esta terminada a prova.

Observacao : Neste trabalho, as referéncias ao teo -

rema do ponto fixo de Tychonoff s@o relacionadas & formula-

¢ao do teorema 2.5.

Finalisabemos esta seg&o apresentando um resultado

que nos sera util na secao 4. Trata-se do seguinte lema :

LEMA 2.3 - Seja h(t) uma func8o real, com h(t)), 0,

para t Yt e f: h(t)dt (= .
d o

Ent8o existe uma funcdo réal 9 (t) , continua para

t X%, 9(t) ¥l e@ (%) —» = , quando t —» « , de modo que

Ly o(n(t)at <=,
o
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Prova :
‘Coloquemos f: h(i:)d’c = & ,.Definimos uma séquén-
"% .
cia crescente (a.n) de modo que a, = ¢, quando n = = ,

pondo a, =t e, para n= 1,2,000 ', escolhendo a  de modo

que f:n lh(f)dt = o /2", Nestas condigdes, obtemos :
Se T

&

oo an '
5, L2 n(t)dt = S h(t)dt = «
o n=l "8 % ) |
Définimos agora a fungd@o real O (t) ,para Zto ’
pondo Q(t) =1 en [an-l" an)',nsl 92 g o0 D‘éste‘mod'o ’

podemos escrever que

fgog(t)h(t)dt = ngl = ¢

e sSe ﬂtgrna facil coﬁstﬁgfgr nestas cbndiqaes uma fungao con-
tinua ¢ (%), com ;p:(:t)b'l', Q(t) = » quando t —» « - e

() o (t). Uma tal fungdo teré evidentemente as proprie
‘dades fgqueridas no lema 2.3,

" Fica assim completa a nossa prova..
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3. TEOREMA FUNDAMENTAL E CONSEQUENCIAS

Nesta segdo estd contido ovv teorema central déste
trabalho, ou seja, o teoréma 3.1 . Trata-se, como ja disse-
mos, de uma extensao natural de um engénhoso resultado de
Hartman e Onuchic [5, th. l.1] originalmente enunciado pa
ra as equagdes ordinarias.

No que segue, dada uma fungao ®€C,com &(0) = O,
identificaremos cada x(t) € L(X) com a fungdo x(t) de [~h, =)
em X ,0(h (> , definida por

x(t) s8¢ t % O
(3.1) x(%) =
®(t)+x(0) ,se =h{t L0 .

Seja (B, D) um par de espagos de Banach mais fortes
que L(X) » Consideremos a bola V = Vp, = { x(¥)€D| |xix the )0,
e ponhamos S = VTNC(X) , denotando com S a aderéncia de S em

Cc(X) »

TEOREMA 3,1 - Sejam A(t) matriz nxn localmente Le

- besgue - integravel em J e £(t ,?) uma funcdo de JxC em X

satisfazendo &s seguintes condicoes :

(a) (B,D) & um par de espacos de Banach mais fortes

que L(X) A(t) - admissivel .
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(b) Seja deC, com HO0)=0. A aplicacdo

Z(6) == £(b 4 %) e continua de 8, com subespaco

de C(X) , em B. (xt 2Ot (=, faz sentido em vis-

ta da identificacao que fizemos entre =x(t) e

x(t)o

(¢) Existe uma constante r) O tal que |f(t, Xt)—l-B {z,

para todo x(t)e S.

(d) Existe A(t)el tal gque [f(t,xt)l\< AE)

x(t)eS,ted .

Seja b0 X0

Entao existem constantes positivas, C, & Xy dependen~-

do apenas de B, D e XlD” de modo gue se

(3.2) ColEl + K2 oy

segue que (E) tem pelo menos uma solucdo x(t)e S satisfazen~

do (2.9) com X = @+ x(0) .

Prova :
Seja y(t)e8. De acbrdo com a condigdo (b),f(t,y.) B

e, do lema 2.2 segue que

(3.3) XeA()x + £(t, 7y)
tem uma fnica D=-solugBo x(t) satisfazendo (2.9) e (2.10), on-
de g(t) = £(t,7;). Seja T,:5 — D o operador que associa

a cada y(t) €S a correspondente D - solug@o x(t) de (3.3) .



Déste modo, se y(t)eS e =x(t) = T [y(t)] , segue
de (2.,10) qﬁe IxID\( colgo.l + Klf(t,:’y’t)lB e, combinando es
ta relagao com a hipot#se (c) e depois com (3.2), obtemos
que |x|;{ p « Portanto, TS cs.

Consideremos yj(t)e 8, Sd(t) = £(t, yjt), xj(t) -
-1, [(y9(6)] 3 = 1,2 , Nestas condigBes, x,(t) -x,(t) &
a D-solugao de (2.5), onde g=8) -8, y COR Pen(xl(O)-xa(G))-

= 0. Déste fato resulta que

(3.4) 1%, - x50y & Elgy =85l
e isto significa que a aplicagdo g(t) = £(t s Tg) = x(6) ,
de algum subconjunto de B em D, gque associa a cada g(t) =
= i‘(t ,yt) a fmica D - solug8o de (3.3) satisfazendo (2.9)
e (2,10), e continua.

Uma vez que, pela hipotese (b), a aplj.caqﬁo 5
y(t) = g(t) = £(%, yt) , ¢ continua de §5cC(X) em B ,6. ope-

rador T, & contingo de §cC(X) em SCD como composigdo de

aplicagdes continuas.

Provemos agora que T, & um operador contimuo de §

em S, considerando S e S como subespagos de C(X). Para tan-
to langaremos m3o novamente da desigualdade (2.8), ou seja,
para t6da solugdo x(t) de (2.5) temos:

(305) [x(®)I¢ 17t fPix(s)lds+ ST Ie(s)Ids] « exp [TIA(8)]as,

Ot .
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Do fato de serem B e D mais fortes que L(X), decor~

re atravées de (2.3) que existem constantes ag(T) e o (T) ,
com: |
[T 1x(8)1at & ap(Dixip 5 ST I()1atd ag(Dlely
quaisquer qu'e.seg‘am x?D e geB.
Assinm, resulta de (3.5) que, 'paia 0L t{T e x(t) =
= 2y (5) = X (8) 5 X (8) =2() | &
(1 ap(Mxy = xply+ ap(lgy - gplp) exp [ [A(s)]as
e, de acordo com (3.4), temos: |
(3.6) 12, (8)-xp(8) K [T Yy (1K + @ 5(1) 1 18,8 | goxn/ 2 as) as.
Sejae) 0o, |
Existe, de acdrdo com (3.6), 61 =84( s-!, ?)) O tal
que |g; =gslg ¢ 8y implica que I%,(8) =x5(8)[{ e, OKECT &
Mas, pela hipdtese (b‘)_, gxigte 6 = 6(6,,T)? O tal que
Iyt =211 <6 o;<' ?c_.\<m,implica que |g; -85l =
= |£(t, y]% )=-£(t, yzt Mgty Déste modo,
15’1(’1:) - ye('t»)!( ) » Q\(. ¥ T, implica que
| lxl(t) -xg(t)l (g 4 0Lt (T, Portanté, T, & continuo ade

Sca(x) emSct(X).

Demonstremos agora que T 5 é relativamente compacto

em C(X) . De fatoq, se x(t)eT B, (3.5) combinado com a hipd
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tese (¢) e o fato de termos T,S5CS implica que
. 1x(8) 1 e(T) , para O &K T, onde
(1) =[TL aé(‘f)p +ag(Mr] exp fOT |a(s)|ds
Portanto, T, ¥ & uniformemente limitado nos intervalos 1li-
mitados de J. |
Se x(t) ¢ T,§, sabemos gﬁe x(%) & solugdo de (3.3),

portanto podemos por

t

t
x(tp) - X(51) = [2A(R)R(a)S + J, " £(8,7,)8,0 (b1 (B < Ty

1

dbnde resulta, pela hipdtese (El) e pela propriedade de c¢(T) ,

que 3

. , t '
| x(t5) = x(t7)1 L &(T) f:f IA(s)|ds + ftf" (8)a8,0 by L, To

b |
Como ¢ segundo membro desta @ltima desigualdade inde

peiide de x(t) €T,S ertende para zero, quando lta-tll - 0,
segue que T ¥ é ;qﬁi'contimj,o nos intervalos da forma [0, T],
Observemos agora que C(X) & um espage® vetorial topoldgico lo-
calmenté convexo | e completo [2 ]e que § 3 fechado e convexo
como aderdncia de um convexo.

Desta forma, as conclusGes que tiramas até aqui mos -
tram que as hipdteses do teorema do ponto fixo de Tychonoff
estao satisfeitas. Portanto o opérador 2, S — S tem pelo

menos um ponto fixo x(t)er,S<s.
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Completamos assim a prova do }teorema 3.1 s

A hipdtese (a) do teorema 3.1 & a mais dificil de
ser testada, Massera e Schiffer em [6j dao condigoes neces~
sarias e suficientes para que um par (B, D) de espagos de
Banach seja A(%) «-admissivei com B =‘L1(X) eD=L (X) ou
DsIs: (X) o Abaixo nos limitaremos a enunciar essas cpnd.igae‘s.

Primeiramente, o par (Ll(x) ’ (X)) & A(t) - admissi-
vel se, e somente se, o par (Ll(X) ;L:(X)) o for. Uma condi -
¢80 necessaria e suficiente para que o par (Ll(X)¢,ﬁZCX» o
ou equivalentemente o par (Ll(X) s L (X)), seja A(t) - admis-

sivel & que exista uma constante C com a propriedade seguin

te @
(3.7) 1U(E) Popl™(s)I( Gy OLn(H
(3.8) [u(e) PypU™(a) < G, O(E(s

onde U(t) & a matriz fundamental de (2.4) com U(0) = I, (ma-
triz identidade de ordem n)., Nas relagoes (3.7) 5 (3.8), D
pode ser entendido como L:(X) ou L7(X) »

fste resultado simplifica em alguns casos nas aplica
gOes o problema de testar a hipbtese (a) do teorema 3.1 .

0 exemplo seguinte ilustra uma situagédo em que se a-

plicam as condig¢oes acima .
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Exemplo 1: Suponhamos que a makriz A(t) = A seja
constante e que seus auto-valores com parte real nula sejam
todos sOmente raizes simples dos divisores elementares. Seja
J a forma candnica deA Jordan da matriz A. Podemos colocar
J = diag(;" J°‘J+) , onde J~ e um bloco onde apenas aparecem
08 auto-valores A com Re A { O,em J% sb aparecém os auto-va-
lores A com ReA = O e, em J*, 86 agueles com Re A > 0. Nos
sa hipt')tese sébre os divisores elementares e 0s auto-valores
Ay com Re A= O, & pecesséria,e suficiente para que o bloco
J° seja diagonal [ver, p. eX., 4, p. 148 ], Suponhamos ain-
da que J*, 3%, e J° tenham, respectivamente, ordens p,r e
q. Obviamente, p+q+ren e nada impede Que um ou dois dés -
Ses nimeros se anulem.

Por uma mudanga de vgrié’.yeis y=Px,onde P & uma ma
triz nao - singular, a equagdo (2.4) se transforma em

(2,49 §=Jy , JaPaPt,

Dado g(t) eI.l(X) s por simples substituigdo verifica=-
se que existe uma L:(X) - solugdo y(t) de yimJy+ g(t) se e
sémente se , x(t) = P'ly(t) £8r uma L:(x) uéoluqﬁo de X =
= AX+ Pg(t) . Assinm, (Ll(xj ,,L:.(X)) ¢ A-admissivel se, e
sdmente se, for J - adnissivel, Fixemo-nos portanto na matriz

J e no sistema (2.4°).,
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A matriz fundamental U(t) de (2.4'), com U(O) = I

- ) +
é dada por U(t) = diag(eJ VI I t). Assim, para D=LZ(X),

o espago X,, & o espago dos x = (X; yeerXy 3 0ye00,0)€X, o

0D
Pop e dada por Pop(Xy s eoe s X)) = (Xg o0 »Xg 2104y eee s 0) .

Logo,
et o 0 S8 9 0
[U(6)P0"2(8)| =|| ©O eJot 0 P 0 EJOS 0 -
'Pop oD
+ +
0 0 ed b 0 0 e s
%o o ¥ 0 o e (58) o o
(o]
=1l 0 el ¥ o 0 o oll = |0 0o 0
+
0 0 e ¥/ \o 0 0 0 0 o0

é limitada para O 8(t, ficando desta forma verificada a
condigao (3.7).
Tomemos agora por XlD 0 espago dos
X = (O’Ooo O,XQ+1, ceo ,%)o

Déste modo, temos :

(o]
IU(t)PlDU'l(s)|= 0 eV o Py | © @e 9 -
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Jd Tt o 0 0 0 0 0 0 0
(o] (6] O
o et o Jod® o0 |la|o e (™o
+ + g
0 0 ed Y\o o A 0 o eJ (t=8)

que & limitada para O« t{ 8, cumprindo-se também a condigio

(3.8).

_Observemos finalmente que, existe algum auto-valor
A, de A com parte real nula e que ¢ ralz de multiplicidade
m)l de algum divisor elementar se, e sdmente se, existir
um bloco I\, Da forma cénanica de Jordan, "contido" em J°,

de ordem m )1 e que pode ser escrito na forma

ko 1 O ¢0e O

0 )»o l...0

Jx = 0000060 00000000068 0

0 0 0 eee 1

0 €] O ¢co 7\0 .
Assim, lembrando que

L2 ~1
1 & £ ... a0
28 (m~-1)¢

n~-2
0 l t XX '_t—'—
(m=2)¢

0060000000000 000600000600E0

O O 0000009& t

R t
oho¥ Mo

0 O O socecoool
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. Int
- podemos garantir que pelo menos um elemento de e Mo s por-

o
3% & produto de ot por um polindmio em t de

)
ed

tanto de e
grau m=1% 1. Logo , ndo & limitada para t§ O. Ent3o, se
nossas hipOteses ihiciais ndo forem satisfeitas, a condigé@o

(3.8) nao se cumpre.
. 0 resultado da anélise acima pode ser resumido na
seguinte assergao.
"Uma condig¢8o necessaria e suficiente para que
@) ,I2(X) 5 e portanto (z1(X) ,17x) , seja A -admissi-
vel & que os auto-valores de A com parte real nula, quando

existirem, sejam ralzes simples dos divisores elementares".

A seguir daremos condigGes suficientes sbbre os es
pagos B e D e sObre a fdnc;'élo £(t ,9) para que sejam verifica
das as hipateses (b) 3 (¢) e (d) do teorema 3.1..

Suponhamos que B seja um espago de Banach de fungOes
reais definidas em J com as seguintes propriedades:

(1) B e mais forte que L = L(R)

(1) se o(t) eB, ¢(t) © mensuravel em J e

1OCE) IS KB 4 06 <=, entdo G (t)eB e
I‘MB\( WlB o |

(1i1) Se hp, n1(%) & a fungdo caracteristica de um in-
9
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ﬁervalo o, 71, entao hto.,,mj(t) €Bo,
(iv) .B" e "lean" em » [10] , isto &, se ¢(t)e€B,
_ entao h[OQTJ p—> @ empB, com :

T ”:(h[osgj(t) - 9(%) € Bypor (ii)) .

0s espagos IP ,1{p{ =, e L: sao exemplos de
espagos que satisfazem &s condigdes (i) - (iv), entretanto
1° n8@o satisfaz & condigdo (iv) como se pode verificar ime

diatamente tomando @(t) = 1 .

Um espago com as prepriedalles que descrevemos aéima
e qué utilizaremos mais adiante & dado a seguir. Seja ¢ (%)
uma fungdo real, mensuravel em J, positiva e tal que ¢(%)
e 1/¢(t) sejam localmente limitédas.. Definiﬁos L“;;,O como o
espag¢o das fungSes reais @(t) tais que @(t)/y $(t) éL: com

satisfaz (i) = (iv) «

norma l‘f’|¢90 = |9/ylee Déste modo L°°9 o

Uma condig¢@o suficiente para que uma fungdo A(t) per
tenga a I’?g,o e que

(3.9) OKA(E)L B(E) 5 A(E) = &(P(E) , t ——=

Hipbtese (H) sbbre f : Seja®eC,com $(0)=0, « e

consideremos a bola V= {@ecl Holl p + “@ll}g p >0,e a apli-
cagao f£(t ;) que leva JxV num subéspago Y de X . Suponhamos

ainda que se verifiquem as seguintes condigOes : '
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(1) £(t,p) & mensuravel em t para cada @€V fixa
do e continua em ¢ para cada t €J fixado.
(2) Existe uma fung8o real A (%) , mensuravel em J,

tal que ¢

o

(3.10) FEC(E o) C A(E) 56 %0, llgll Lo+ 110Nl

O lema seguinte nos fornece condigOes suficientes pa
ra que se verifiquem as hipoteses (b) 3 (¢) e (d) do teorema

3ol o

LEMA 3.1 ~ Sejam B = IP(Y) ;1 p{ ®, D=L (X) ou

cem A {t) e IP. Entdo as condicdes (b)) , (¢) e (4) do teorema

3,1 estac satisfeitas, com r= [A(t)| . em (c) -
k4

Todo nosso trabalho nesta prova se resumira em veri-
ficar a condigdo (b), ou seja, que a aplicagao x(t) —» f(t,x,o)

¢ contiaua de §, como subespago de C(X) sem B,

Tendo sempre em conta a identificagao dada em (3.1),
temos que,se x(t)e 5, a fungdo (da variavel t) f(t,xt) e

mensuravel em J o

Como A(t)eIP e (3.10) & verificado segue - ¢
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que f£(t , xt) e1P(Y) , para x(t)e S .

 Seja xn(t)e'é.g’n- 1,2, 000 s'comlxn(t) - x(t) em S,
quando n:—» « , Como a tbpologia de § & a induzida pela de
c(X) , segue qﬁe x,(t) —» x(t), quando n —» =, uniformemente
nos intervalos limitados de J. Déste fato e da continuidade
de £(t ;9) em ¢ , para cada t eJ , com || o||{ p+ |8l , decor-
re que £(t ,Xn.) — £(t,X.), quando n —- « ', pontualmen-
te em J., Como ‘A(t)eLp ‘t‘em.os;, cbmo consequéncia do teorema

da convergéncia dominada [12, th. 4. 4a ], que

I£C6s X, ) = 2(t o X1 = 0 quando n - *

Assim, a aplicagdo x(t) —> £(t , xy) e vcon’cinua de
Sem B = I (D) , estando verificada a condigao (b) .

A condigd@o (¢) esta sai:ié'feita em virtude de (3,10)
COm I = l)\lp e (d) e consequéncia imediata de (3.10) .

Fica assim completa a nossa prova.

O lema 3.1 relacionado com um resultado de Hartman
e Onuéhic (5, lemma 2.1 ] para o éaso o;‘dinérioo Entretanto,
a formulagao que -épérece aqui apreéen’ca alguma dif‘érengal além
das naturais adapfagaes a0_nosso contexto. Como dissemos na

se¢dao 1 , Hartman e Onuchic enunciam o resultado para espagos
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de Banach mais gerais que os do tipo B = IF(Y) ,1¢p{ %,
com 0S8 quais t;;'abalhamos. Por outro lado, ndo fazemos aqui -
a hipotese de que a continuidade em ¢ ‘da aplicagap f(t , @)
seja uniforme em t para t variando em intervalos limitados

de J o

e

Um lema andlogo ao discutido em [ 5, lemma 2.1 ] &

dade a seguir. Com é_s;eﬁ?w;;g.etivo colocaremos antes duas de-
finigdes.

Se B e um ésﬁago de Banach dé fungdes reais mensu~
raveis definidas em J, ‘s‘ati‘.sfazendo (1) = (iv), B (X) repre-
senta o espago de Banach das fungdes ¢ de J em X, mensura -

veis, de modo que |o(t)| € B. Em B(X) consideramos a norma

§@§‘KX)= lle(t) llg , que abreviaremos com |pl

Hipbtese (fi) sbbre f: Suponhamos que a aplicagio

£(t ,9) satisfaga 3s condigdes da hipbétese (H) , sendo a con=
dicdo (1) substituida por

(1)  £(t ,9) & mensuravel em te€J para cada QcV
fixado e continua em @€V para cada t €J fixado, uniforme

mente em t© p'ara 4 variando em intervalos limitados.

LEMA 3.2 - Seja B um espago de Banach do tipo B=8(Y),
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onde B satisfaz (i) = (iv). Seja D=I1"(X) ou D =Ij,j(x) . Se

£(t ,9) satisfaz & hipdtese (H), com A(t) eB, entdo as

condigdes (b), (c) e (4) do teorema 3,1 estado satisfeitas,

com I‘#i?\(t)ls en (c)

Erova :

As condigdes (c) e (d) estao satisfeitas pelas mes-~
mas razoes que no .lema 3.1 . Neste caso, sb nos resta verifi
car a condigao (b).

Na condig@o (2) da hipdtese (H), que esta contida
em (ﬁ), temos que A(t) epB, entao f£(t, xt) € B, para todo
x(t) € C(X), com |x(t)|Lp »

Seja &) 0, De acdrdo com (iv), existe T) 0 de mo-
do que Iﬁ[m’m)(t) x(t)Is< € /4.

Sabemos pela condigdo (1') que f(t ,9) & continua
em ¢ uniformemente em t ,para tel 0, T] , portanto, existe
5 ) 0, independente de t € [0, T] , tal que se x(t) ,y(t) e’

e [x(5)-y(+)[( 6 entdo |£(t,x) = £(t,7¢)| < 2 '

2l 5,01 I
56 5€[0,1] , donde para todo teJ temse

2lhpg, palp '™
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B 3 aléem disso, para todo x(t) e §, a fungao £(%, Xt) & men
suravel em J. Assim, en vista da condigao (ii) , podemos es-
grever s

If(.t » Xi) = £(%, Yt)!B&

. e ot . . » o
\( !h[OQT] iB o 2311 o o1 ,B + 2|h [T “>(t) . ?\.(t)la<e.
. o ‘

Déste modo completamos a prova da condigdo (b) e

com ela a 4o lema 3.2,

A prova do lema 3.2 & uma adaptagdo ao caso com Tre-

tardamento no tempo da que se encontra em [8,lema 2.3].

0 exemplo seguinte mbstra uma situagao em que se

aplica o lema 3,1 , mas n3o o lema 3.2,

Exemplo 2: Seja fixddo6, -h{ 6 {O.Pomos & =

=p4+ || @}l o Definamos £(t .4 ) de JXV em R por

4

Y%0) ,0 ¢t (1
26, 9) = § t20(8) , 1Kt (o

0 ’t.o

\
Consideremos A (%)e€ I‘p" 1{p{ > , definida por

| 1 . '
8t 2p , 0{t(1

/

K(t)-% 5t™2/P 14t (=

0 , =0
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‘A apiicagio f(t s®) satisfaz claramente & hipdtese
(H);7 portanto o lema 3.1 garante neste caso as \.coﬁdiQSes (b),
(¢) e (&) do teorema 3.1 ,com X=Y =R, Entretanto, a coﬁtinug._
dade de £(t ,¢) em ¢ nao 2 uniforme em t para t variando em

intervalos da forma [0,M],0{T {=, logo, o lema 3.2 ndo €

aplicavel a esta situag8o .

0 teorema seguinte & uma combinag@o do lema 3.2 com

o teorema 3.1,

TEOREMA 3.2 - Seja ;A.(t) matriz nxn localmente Le --

besgue - integravel em J. Sejam B um espaco de Banach do ti -

po B=B(Y) com B satisfazendo (i) - (iv) e D=1 (X)

(13

foud =T (X)] . Suponhamos ainda que (B, D) seja A(%) -ad-

missivel e que £(t ,9) se,‘la. uma aplicacdo satisfazendo a hi-

potese (H), com A(t) € B » Sejam ﬁo eX,peTe M(t) IB__g,

o
3 . I

Entdo, se (3,2) estd satisfeita, (E) tem pelo menos

uma solucao x(t), com X, = ¢ + x(0), satisfazendo (2,9) e

() p 5,J'pau-et teJ [e x(t) ==0,quando t = ],

Prova :
Trata-se apenas de aplicar o lema 3.2 para verifi -
car as hipoteses do teorema 3.1 ,

B e D sao espagos de Banach mais fortes que L(X) e,
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como a condigdo (a) do teorema 3.1 & uma de nossas hipdte =
ses, e suficiente verificar as condigSes (b), (¢) e (d).

Mas, as hipoteses do lema 3.2 estdo satisfeitas e portanto,
valem as condigdes (b) , (¢) e (d) . Observando que as conclu
soes do teorema 3.l coincidem com as do nosso teorema quan-

Ao D=L (X) [ou D-L:(X)J | , completamos nossa provae

0 teorema precedente poderia ser estabelecido simi-

larmente com base no lema 3.1 como segue,

TEOREMA 3.3 - Seja A(t) matriz nxn localmente Le-

besgue - integravel em J. Sejam B =IP(Y) 1{p (= e Dal (X)

cu_f D= L:(X) 1. Suponhamos ainda que (B, D) seja A(t) -admis-

sivel e gue f£(t ,,'(p) seja uma aplicac8o satisfazendo a hip&te«-

se (H) , com A (t) eIF. Sejam € Xop @ r-[?\(ﬂ[?__a_

Entao, valem as conclusoes do teorema 3.2

Uma prova pode sefc dada de ma’ngira comple’camerite ané_
loga & do teorema 3.2 , combinando agora o lema 3.1 eom o teo-

rema 3.1 o

Finalizamos es’ca'segﬁo apresentando um teorema que
constitui um caso particular do teorema 3.1 . £ bastante mane

javel para as aplicagdes.
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TEOREMA 3.4 - Sejam A(t) matriz nxn localmente Le-

besgie - integrivel em J e D=L"(X) [ou D=L (X)1 . Suponha-

mos que £(t , ¢ ) satisfaca a hipOtese '(ﬁ)g com =0, _e

admitamos que s

(I) A (t)jeLl e (L]'(X)‘ . D) seja A(t) - admissivel ,

ou (II) exista uma fungdo real ¢ (t) mensurdvel em J,

com  (t) , 1/«t) localmente limitadas, de modo gque:

1) AME)E (b)) e A(H) =o(p(tNeb —= =

2) QL;_@) ofD) ;D) & A(E) - admissivel,

Entao existem constantes Qositivas‘ C., e K de modo que,

se [gcl £6r suficientemente pequeno e T suficientemente gran-

de no sentido de -se fer, no easc (I) ,

&
(3.11) Col Bl + K [TN4)a8 <o

bu , no caso (II) ,

(3.12) G I Eyl + EA(E)/ 0(tXp, .

(E) tem uma solucdo i(t) para ¥ )T, com |x(%)I( geji(t)l -0,

com t — =] e
(3.13) Ry UHm=E(D) = I,

onde U(t) & a matriz fundamental ds (2.4) com U(0) = I o
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PROVA

Substituinde f(t ,¢) por I(t,¢) = Brg w)(ﬁ)f(t 50 )
e A(H) por i(t) = hE‘.I? »“)(‘w A(t) e, tendo em conta que
se B= 1t oou B x L:; L0 ° entdo § satisfaz as condigdes
(i) = (iv), estamos ém condic¢oes de aplicar o teorema | 302
com B = Ll no caso (I) e B = L%so no ¢aso (II) .

Assim, existe pelo menos uma solucdo (%) de x(t) =
‘= A(E) ®(t) 4 i('b 9 :x:t’,) p Para %) O, satisfazendo
IZ(5) 1 ple X(E) —= 0, com t —> @] com Py x(0) = E, e X =
= ¢ + x(0) = %(0) » Mas, x(t) = X(t) para t¥T & solugfo
de (E) em [T, =), Além disso, x(D) = %(D) = T(T) X (0) ,
donde %(0) = Uml('l')x(‘r)oibogo9 !x{t)Q& o para
t¥T L x(t) == O,com t =] & Py U7 (T) (D) = & «

Déste modo, estd completa a prova.

Uma significativa aplicagao do teorema acima, com a
hipbtese (II), a problemas de integrag8o assintdtica no caso

ordinario & encontrada em{ 71 .



4  APLICACOES

(A) Consideremos o sistems

ﬁl(t) = uy(t)

(4.1) a(t) = uz(t)

&n‘(t> - h(t’(ui)t’(u2>t""’(un)t) [ n >2 N

onde h(t y Ppyeeey (pn) & uma aplicagdo continua de Jx¢C
em X (onde c®éo produto cartesiano de n fatores iguais
ao espago C=C( [~h, 0] ,R) . Consideremos ainda wum
polindmio em t de grau n-1, P(t) =a,+a1t+ .o |

T ’ aj- constante, j=1,¢¢. 4 0n=1, a1 + O.

LN B J an-l
O problema que se pde & o de saber se existe uma

solugao (ul(t) ’ ua(t) g 000 o %(t)) de (4.1) de modo que
ul(t) -P(t) —= O

(4.2) uy(t) =B(t) —= 0

w, (%) -p(®L(4) =0 ,.qﬁando t > w

ESQOLIO : o sistema (4.1) & equivalente & equa-

¢ao escalar de ordem n
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(4.3) ER(OFICHE NN N SRS ESE:

Observando que uma solugdo da equagdo ordina -
ria de ordem n,x(n) = 0,6 um polindmio da forma P(t), o
problema colocado & ¢ de encontrar condigGes sdbre a
pe_rturbagao h(t 9Py 90009 q‘)n) paraL que a equag¢ao (4.3)
tenha uma solugdo que, juntamente com suas derivadas ate -
ordem n -1, estejam proximas de P(t) e suas respectivas
derivadas, para t suficientemente grande, no sentido de
(4.2). Evidentemente o problema sugere condigoes de pe -

quenez para h(t ;P 5 coo o Cpn) o
Consideremos a sqguinte mudanga de variaveis
uj-P@’JJmo+xjgj-192,oo.,n;
Assim o sistema ("I'oj.) fica
il(t) = xa(t)

(4o4t) XH(5) = xz(6)

[N-X-N-¥

o

X, (6) = h(t o Py + (xl)t,Pt +(Xp)gseeo
soo g (D=1)3 an—l(xn)t)

e as condig8es (4.2) podem agora ser escritas

xﬁﬂhw—~05@mmtm~~qj-lezwusno
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' fste fato sugere a aplicagado do teorema (3.4) fazen
do D = L (X) . Para tanto, observemos que o sistema (4.3) ma
forma matricial & equivalente a uma equagao do tipo da equa_

gao (E) , ou seja,

§1 *
.2 X2
. = A(t) . +
X x,
0
. o
B(t 3 P+ (Xy)g 0 By + (Xp)g s ove s (A1)l 8y 3(x)y)
onde

A(t). ® o & & ¢ & s & ¢ & 6 o o o

0 0 0 +.0 O 1

Afim de que a hipbtese (H) esteja satisfeita, assumi

remos que se cumpra a condigdo :
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(4.5) Ih(t s Py+ @y 900y (n=-1)¢ an-lq’n)“( A(E),

para H%“{ p 93d=1ly2,000 30, onde A(t) & uma funglo
real mensuravel em J . .

Além disso, visando empregar o teorema (3.4) no ca-
so (II), consideremos uma fungdo ¢ (t)) O , mensuravel em J,
com ¢(t) e 1/9(%) loéalmente limitadas em J @ ainda satis-
fazendo 0 ¢ A(t) ¢ ¢ (t) , de modo que o par (L;,O(Y) s D) se=-

ja A(t) - admissivel, onde

Ly, o(T) -{ eL”;,o(x)}

0000

¢(%)
tem a norma induzida pela de L":p olX) .
v .
Procuraremos agora dar condigdes para que o par
(LEQO(Y) s D) seja A(t) - admissivel. Com &sse objetivo, con-

sideremos uma fungdo P(t) ”’3,0 e o sistema ordinaério

il = x2
(406) 2 =%
x, = ¢(t)

que, na forma matricial & dado por X =A(t)x , onde

Bose o 0O
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0o OO

e Xm(X)yo0ey x,) « Para que seja satisfeita a

¢ () |
condig8o de A(t) ~ admissibilidade deve existir uma solugao

X, (t) = ;%to?(s)ds+ ¢ da @ltima equagio (4;6) qué satisfaca

x,(t) — 0, quando t —~ « (lembrando que D = L(X)) « Assim,

devemos ter xn(t) = fb p(8)ds e, fazendo o mesmo raciocinio
»

para as equagdes restantes concluimos que existira uma solu

cao x(t) = (x1(£) 5 coe y X () do sistema (4.6), com

x(t) == O0,quando t ~ « , se a integral

T t 5
(4.7) X (8) = [ Aty [ © dbge.. [ PTTp(8)d8, t) T

onde T & alguma constante nao negativa, f£or convergente .
Uma condigao neqessérz’na e sui‘iciente para a conver

géncia de (4.7) &€ que f'tu'll p(t)|dt{ = [11] . Por razoes

que ficarao claras logo abaixo tomaremos a fun¢&@o escalar

A(t) positiva e de modo que se tenha
ootn—l o
/ A(t)at ¢
Nestas condigdes, existe uma fung8o escélar u (%) )1,

com H(t) —» *, quanto t —»= , tal que /"t IA(E) p()db o

de acdrdo com o -lema 2.3 .

Se tomarmos ¢ (t) = p(t) A(t) estaremos em condigdes

desaplicar o teorema 3.4 - caso (II) . De fato, da propria es-
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cdlha segue A(t){ ¢ (t) e que A(t) =o(Pp(t), t — =, Além
disso, se o(t)e L‘;;o s tem-se Q(E) mo((E)A(ER , t —» =,
0 que acarreta para qualquer constante M) Q, que

lo(t) | ¢ Mp(t) Nt) , para t suficientemente grande. Assim,

S o (6) abC M7 62T w(E) A (B)a ¢

0 que justifica a escdlha de A (t) e implica que

7 ] b
;/odtl £ 1dt2 coe an—!«s)ds ( ®

donde a existéncia de uma D - solugao de (4.6) e portanto, a

A(t) - admissibilidade de (L;’O s D)

Logo o teorema 3.4 garante a existéncia de uma solu~-
¢8o do sistema (4o4j dentro das condig¢oes requeridas e, por
conseguinte, de uma solucao de (4.1) satisfazendo as condi~-
goes (4.2) . |

TD“éste modo, podemos resumir : Para .que (4.1) tenha u-
ma solugdo satisfazendo &s condigles (4.2) & suficiente que
existam uma constante p e uma fungdo A(t))> O tais que:

[h(t sPp+ @q 9000y (n=-1)4 =1 (Pn)' $ A (),

para H(pjll (p sd=lgoece gD o

f;_lx(t)dt (=,
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(B) Suponhamos que a matriz A(t) = A seja constante
e que seus auto -~ valores de parte real nula sejam raizes sim
ples dos divisores elementares. Seja A(t) uma fungdo real

mensuravel em J de modo que
(4.7) [£(E ,0) I L A(E) teJ, ©@eC
(4.8) SOA(t)at (

Suponhambs ainda que a matriz A tenha p auto -vélo -
res com parte real ﬁositiva, q auto valores com pai"ce real
negativa e r auto - valores com parte real zero, onde admiti
mos a possibilidade de um ou dois dos inteiros P,Qq €er se-
. rem zero . Nestas condigdes, se f(t ,9) & continua, para

t »0 , decorre do teorema 3.4 - caso I - que a equagaq

#.9)  E(E) =AX() + £(,X;)

tem uma familia a g - par@metros de solugdes x(t) satisfazen-
do x(t) —= 0, quando t —» =,

De fato, de acOrdo com a discussio feita anteriormen
te, exemplo 1 - sec. 3,’ 0 par (Ll(x) 0 L:(X)) é A-admissivel
e.XO»I’: (X) e um subeSpéqo q - dimensional de X . Da hipotese
de continuidade sdbre f(t ,¢) e da relagdo (4.7) segue que

(Yt ,9) satisfag a condigao (ﬁ) .
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Portanto, em virtude de ser X, .o, Um espago g-di-
O,LO(X)
mensional, podemos garantir a existéncia de uma familia a

q = pardmetros de soluc¢des com a propriedade requerida.

OBSERVACZO : l)_O resultado acima garante a existén-
cia de uma familia de solugGes x(%t) , com x(t) —= O, guando
t =+ » , a q-parametros, podendo eventualmente existir uma
familia dependendo de um nimero maior de pardmetros, Entre -
tranto, dentro das condig¢des requeridas, esta & a maxima ge-
neralidade em que ée pode enunciar o resultado. De fato, se
tomarmos £(t ,9) = O, a equagdo (4.9) se reduz uma equagao
ordinaria linear homogeénea e, portanto, a cada Eo correspon
de uma Gnica solugdc e, neste caso, q & o nlmero maximo de

pardmetros.

2) Quando g=0 a expressdo "existe uma
familia a q - pardmetros de solugOes "significa que existe

uma unica solugfo.
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ON THE ASYMPTOTIC BEHAVIOR FOR A CLASS OF DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH TIME DELAY (SUMMARY)

The objective of this work is to study certain
properties near the infinity of the solutions of the differ-

ential stsﬁem

X(6) = ACE) X(6) + £(6 5 X,) s
whe;e:f is a pérturbatién with time delay.

The idea is to extend results of a paper by P. Hart-
man and N.Onuchic , quoted in fhe work , concerning the ordi-
nary sistem x=A(t)x + £(t ,Xx) . We use essentially the same
tool as in the mentioned paper of Hartman and Onuchic, which
is strongly dependent on the results of J.Massera and J.

Schéffer on linear differentisl equations and functional an-
alysis.

We make also applications of the mentioned extemsion.



