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1 . INTRODUQÃO

)

O objetivo dêste trabalho é estudar alguns proble—

mas relacionados com as propriedades no infinito de solu -
ções da equação diferencial com retardamento no tempo

(E) Í'ACthª "' f(t , xt) ,

onde xcx (aqui e no que segue X denota indistintamente um

dos espaços n-dimensionais B11 ou cª) , A(t) & uma matriz

nxn localmente LebeSgue-integrâvel em J- [O ,no), ou seja,
cada uma de suas colunas e uma função localmente Lebesgue-

integrãvel de J em x, e f(t , xt) ex. As definições precisas

concernentes à equação (E) encontram-se na secção 2 .
Éropomo—nos estabelecer condições de existência para

soluções de (E) em certos espaços funcionais. Como observa

C. Corduneanu em [3] a própria pertinência de uma solução

a um tal espaço já lhe garante certas propriedades de cara—

ter global. Portanto, nossos objetivos são essencialmente a

determinação de tais condições de existência.

Pretendemos dar" uma extensão natural a (E) de resul
tados de Hartman e Onuchic [5] , ºbtidos originalmente pa-

ra o:—-sistema ordinário perturbado
5: = A(t)"x + f(t , x) .

“...ªjÁná' . '.- :
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O método de abordagem aqui empregado & completamen-

te análogo ao utilizado por Hartman e Onuchic, o qual depeª
de essencialmente de resultados de Massera e schaffer con—

tidos em [jô] e do teorema do ponto fixo de Tychonoffo Is—

to & decorrência do fato de ser êste trabalho todo insPira-
do em [5] .

A seção 2 é dedicada à colocação das bases para o

desenvolvimento das seções 3'e«4. Constituifse de uma ligeâ

ra introdução às Equações com Retardamento no Tempo e fdeu

uma apreSentação não sistemática de resultados da teoria —

das Equações Ordinárias e da Análise Funcional. As referên—

cias bibliográficas alí contidas enviam o leitor a obras que

fornecem um tratamento mais detalhado à matéria relacionada.

O corpo dêste trabalho, por assim dizer, & a seção Zx

Contém o teorema central-teorema 3.1 — e uma análise de sms

implicaçõeso O lema 3.1, inspirado em [5 ,lemma 2.1] rece—

be aqui uma formulação restrita aos espaços do tipo LP (X)

mas, em contrapartida, as hipóteses sôbre a aplicação f(t,m)

aparecem entr-aquecidas, A relevância do lema 5.1 está em

facilitar o manejo do teorema central.
Na seção 4 apresentamos e discutimos duas situações

em que se aplicam os resultados da seção anterior.



2 . ALGUNS FATOS BÁSICOS

Consideremos Ox<h< ao e o espaço de Banach

C=C([—h , Ó] , X) das funções contínuas de [-h , O] em X ,

munido com a norma H . H , definida por:

MH - suplcpCtH ,-hx<'ªx<º,

onde ! . | denota qualquer norma sôbre X, o que fica implíci;

to daqui em diante. Sejam O (L&ººi, tº real e 3: uma função

contínua de [to-h , tº+L) em X._Para.cada t , tº x(t (to+L,
definimos xt e C por xt(6) =x(t +6 ) , —h «e & O . fla figura a-

baixo damos uma ilustração desta situação para o caso em

que x é uma função escalar

I !

=-h e 0“ tº-h t—h tº me t 1:

De posse destas id'eias, estamos agora em condições

de estabelecer as definições de equação diferencial com re—
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tax—damente no tempo” e de solução de uma tal equaçãoo

Seja FU; &,(p) uma aplicação, de [to , tO+L) : C em X.

A equação diâerenci'al

(201) « &(t) . F(t ,, xt)

É,, por definição,, nina equação diferencial com retardame'mªo

no tengo

seja 1 .= [tºmhqtº+õ ]Qo<ô < Lg
ou I = [tºwhgtº+õ)90 (&& I. o“

Um soluçâc; da equªção (201) no intervaiól ? uma função ::

de I em x ,,
éontínuã ein—I e derivãvel em I —

'E tºª-h,, tº), "85

tisfazendo à(t) : 305 91:99 para t>1sº e t 'e: I .
.

Observações 3
,

1) A condição de derivabiiidade gxi'gª

da acima & .entendída em tó como vapxi'stência da derivada âp'

direita é,“
'

em 150 + võ
,,
Ada derivada ã es.'<;_7aez.'ó.za.º

.

É) «A equàção '(E) & dp tipo cia .equaçã0'(201) como se

pode verificar tomando tº .; 0 , L :! “ºº 'e .fazendof .lª'Ct W )A ..

= Mt") ªlª—(º) +- f(t W)»?para (t. 99) em «Tinº «»

5) As. eqúaçãêâ diferenéiaís ordinárias'podemaei' Vig:

tas Como casos esPeéíais das çquações'com'retardaménfo mmaº

do-se h = 0 o

.

.

4) Como- evstamo'ls interessados na' equação (3) “, de 54:63

' do com & observaçãóá), pºdemos pensar àempre ”em [toºtº-r-D =J.»
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A seguir 'fermúlaremos o problema do valor inicial
pára equações .com retardamento no tampe.“ Sejam tº)'/*O,Qc-:G

e Mir,-<p») mia n'alzzlicação' de ch em X . o problema do valor

,

iniciail » .

l-(202)' '. ª(º). ª(t 93.5) Nªtº ' dª

Íconeisfemeni defeúhar une funçâo “: , definida em um inter—

.vaijo [tª'—7h, iza-'a'] com—vªlores; em'x, contiene. nêeee inter—

vale.-reª'rdefiªªv'âie'liemí[tº ,»tQ'A-wa] , satisfezeedo às seguintes
ceàdiçõ'jeíªeuíib

.

A ,

. (i)" xtº ,; ,,] “feiª,—;;,mºf”)...“,e), sem ; o'] .

,

(ii)-';-”i;á1;>ª..,rº<t x;) ,ftê [tº . tº na :,

vinha tal funçâo.ê chamada solªgão do problema g2.2)

ndintéàrap' [130 —'h _, 170 + a ] . '

'

>

A

o teor-eme abalam dã condições bastante gerais para a

“existênóia 'e Geia-idade de' solução do problema do valor ini —

cial.

TeetemaZJÁ ªranhamosªze 3054 (p) seia contínua
em JÍwaeAªe, dad-081,5 , 0 <a; (ªº, 0<ªª<v " ,! exista uma

constªnte- M - MM)) O,,vtal que :

|r<t1.pl>»'—m. 92)! « u " “.; «pan ; 'para

«9360 ; 'll mªll-4,3;Jq1,2;'ox<tg<m .



' «Então , para todo tº ,o“, (m , etodo «pec . [MIKE ,

existe a. , 0( a. (ªº, tal _que o problema (2.2) possui uma úni-

ca solução em [t,_ —h i t,, +a]. .
.O teorema acima & análogo ao de Picard-Lindelõf pa-

ra as equações ordinárias. Uma prova baseada no teorema do

«ponto fixo ”de Banach é encontrada em [9 , pag; 93 , bem co-

;mo uma clara introdução a teoria das equações. com retardameª

to no tempo .

'.
" indicaremos com L o eSpaço das funçõesreais defini

das em J; localmente Lebessue-integrãveis, munido com e tº
pologia da convergência em média de L1 nos intervalos limi—

tados de J ;

'Seja MX) o espaçoª'das funções x, de J em X, mensuw

râveís %com a propriedade seguinte : se definimos em J:; a

função real. ep por” o(t) : |x(t)| , teJ , então <P e L. Consiv

deremos aqui L(X) como espaço vetorial topolôgico localmen—

te convexo definido pela família de semi-normas

(Pa) 90<a< ªª , onde

pa(x)=fºª |x<t>|at.xçn<x> ,o <,a< «» .

Nos espaços-MX) identificar—emos sempre duas funções

que coincidemem J a menos de um conjunto de medida nula o
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Seja a um subespaço vetorial do LG) e suponhamos

que B seja um espaço de Banaoh segundo uma certa norma [JB.
Díàemos, por definição, que; é mais forte que ªº; se. & tº
p'ologia de esPaço de Banach de B é mais fina que a induzida

pela de MX),
.

O fafe datolaologia de espaço de Banaoh de E ser
mais fina-_ que a induzida pela de L(X) é equivalente a dizer—

se que, pa;-a todo real poâitivo a, existe um número “B .
- «(a ,B) de modo que

(2.3.9 " ]: [x(t) [ dt; «.leIB ,para todo :: e B.

_

'Os cepaços seguintes são exemplos de espaços de Ba-

naoh mais fortes que MX). "º

9

1) 1:9(1) , 14 p (ªº : espaço das. funções : de J em

X , mensuráveis, com lep Lebesgue - integrâvel. Evidentemente

IP(X)CL(X)'A.lAlên disso, se xeLPCX) , lx<P ( ªº , tomando-se ,

a(p , a) ar aº. , com l/p' . 1 - %- , tem—se de aoôrdo com a

desigualdade de Hªider
&

*

.
ª'-

!O I::(t) | dt“ (maul, lxm flºat)? .

2) Leºa) : espaço das funções : de J em X, mensurá-

veis, limitadas em quase tôda parte 'e com a norma le,º -



. supess l'.x(t)| ,,t eJ . A expressão "supess lx(t) [, t EJ" (suª

premo eesencial) & entendida do seguinte modo:

.

Sup ess [x(t)! ::in (Sªp IIU-7“) ».

tçJ 3ch teJ—E
ª

onde o ínfimo % tomado sôbre todos os conjúntos E CJ. de me»

dida nula.. Neste. case basta tomar º'B . a para se verificar a

relação (2.3) o '

3) L:(X)g subespaço de I.. º"(X) das funções :: tais que -

lini ess x(t) . 0, onde a expressão "lim ess x(t) . G)" sígni
t __, eo .

" — ., . tª'-'" ao

fica que :: coincide em Quase toda parte 'com uma funçao y de

J emxtal que lim y(t) . Oo'" 'Meu
Denotaremoá com'C(X) o espaço das funções _contínúás

de J em X munido com & topológia da Guel—gência uniferme

nos inter-Neles limitados de J ..

,
.

«' “Consideremos os “Sisfemasj líneàpes ordinários homogà '—

neo e não homogêneo :

.

(2.4) 52 . A(t)x“
(('-205). I;“; =“ m);: + g(t)

com gàMX) e onde Mt) e uma matriz nxn localmente Lebesgue

íntegravel em J º
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Se D e um esPaço de Banach mais forte que L(X), de-

finimos uma D—solução de (2.4), ou de (2.5), "como uma solª
ção x(t) de (2,4), ou de (2.5), que pertença a D .

Diremos que-um par (B , D) de espaços de Banaoh mais

fortes que L(X) .ê Am —admissíve1 se a cada função 5 5.3 eo;
responder-fuma D- solução de (2.5).

Consideremos o subeSpaço XDD de X formado pelos p'oxL

tos iniciais x(O)s X , de tôdas as D- soluções :: de (2.4) e.

seja X1D algum subespaço de X complementar de XDD (no senti.

do de ser! sem direta de 105 com Imª. Indicaremos com'iPºD

a projeção 'de X sôbre XOD' anulando xm. Indicamos análoga-

mente com PID a projeção de X sôbre xm, anulando XOD'

Visando o teorema fundamental da próxima seção aprª
sentaremos a seguir um lema basico — lema 2.2-devido a'
Sohâfrei' e Massai-a [6 , 15. 295] . 'Com êsse objetivo faremos

antes algumas, comido-nações 'preiiminares.

TEÓREMA 2,2 — Salam All) matriz nxn loealmente Le-

besgue-integrâvel em J e D um espaço de Banach mais forte
gªe- MX). Então existem constantes ºs e ºl de modo que para
tôda Dv—solução x(tí) de (2.4) se tem:

(2.6) [xl], & cºladº)! ; me)! x< cllxlD.

PROVA :
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'

PROVA :

'“

_Aw'àplícação <P 5 que associa a cada Dmsolução x(t)
"5

de (204) o Aseulponto ínícialº x(O) eXºDº ºe linear.9 biunívo=

ca e _Sàbrêb' Isto És) & aplieaç'ão <? % um isomorfismo de esp_a_ '

ços vetoràlaisº Como a dimensão-de XDD % finítaº temos que

(? eªgligãoioontínuaso Ássimº existem constantes (:e e Cl.“

tais que ..lqu)! & Clixln e ll?"1(x(0)) IIDN< aºlxw)! 9 para têm

da Déswogªçãºo x(t) de (204)o Estas desigualdaêes equivalem

às (256) 'ijsoompletam nossa prom -

.

13535059 D) um par de'eSpraços de Banàch mais fontes

que LCX)5_'1Consíderemos o conjunto DT das funções x(t) e D

que são;-absolutamente contínuas nos intervalos fgompaetos de

J -e taiveàoue- g(t) = (à(t) «= ÁCt) x(t» && Definamos um opem

nador (T>: DT «=> E por Tx = 59 para todo xeDT o

'TEÓREMA 202 === Sejam Mt) uma matriz nxn localmente

Lebesgue mintegraºaVel. em J e BB 9 D) mujer de espagos de Ban

nach mais "fºrtes club L&D.) Então o operador [E :; DCD --=> B "é 'fe-v

- ohadgí ouºsejag, seu gráfico GÇT) = ((g; 9 g) & DxB ] xe DT ,, gsmxí

'e fechado em DxB ;

, PROVA“: .

'

'Mo'Straremos que ”se. (xn) % uma seqúêneía de elementos
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de D']! de modo que xn—bxeD e gn=TxnwgeB, quando

11—— oo, então anT e g=Tx.Isto ê, se (xn,gn)<—:G(T) e

(311.311) + (Ins) , quandonu—ºº, em DxB , então

(X , e) e G0!) .

Temos in - âm-A(t)(xn-xm) + (gn-sm) , ou seja,

xn'xm & solução de (2.5) com g=gn—sm ,para quaisquer íª
dices m , n .

"

Para tôda solução de (2.5) num intervalo [0 , a] ,

segue da teoria geral dos sistemas lineares que

_(2.7) |x<t>|x< (lxcrn + fºªlscsnas) . exp fºª |A<s>|ds ,

para 13,1: e[0,a] .

Integrando-«se em relação a r, sôbre [O , a] , vem

que :
.

(2.8) lxct)l<[aª'1f; |x<s>las + fºª |s<s>=ds) . exp ff |A<s>|ds,
.

.

t e [O , a] .

Aplicando (2.8) a xn—xm , obtemos, para

OMS «a , IXDÇt)-15n(t)l x<

x< ist-'ª'];a Ixn(s) —xm(s)lds + foa Ign(s) —gm(s)íds3 . exp foa |A(s)|ds.

De fato de serem B e D., mais fortes que L(X) result

ta existirem constantes “D e GB de modo que:

fºª|5<s>-xm<s>|asx< Gºlªn-xml], ,

[ºª le,,(SD-emCSHdsowlsn—smlB .
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Portanto, para todo t eEO , a ] , vem :

IXn(t)-xm(t)lx< (a'laDIxn-gmlwaglsn-smlg. exp ÚlMSHdS—

Desta desigualdade decorre que xn(t) converge unifor—

memente para met) em [O ,»a]. Assim, [ot A(s)xhne(n=s»=)dswconverge ª.
niformemente em [O , a] para fºt A(s) x(s)ds.

Como gn -- s em B , quando n —— oº , e convergência em

B implica convergência em MX), resulta que gn converge para

5 em LCX). Assim para todo t )0 , [: gn(s) converge para
ªb

fa g(s)ds .

O fato de ser gnn'l'xn equivale a in-A(t)xn+gn e,

portanto, anna) . xn(a) + [: A(s)xn(s)ds + ]: sn(s)ds .
_Passando ao limite ambos os membros, Bªran + ºº ,

em virtude do Que observamos acima segue que:

x(t)'fx(a) + fatA(s)x(s)ds + fat g(s)ds ,

donde se conclui que xeDT e gs'l'x , ou seja, (X,?)E G(T) .

Dêste modo a prova está completa.

Observagao : Tomando DTCDT por DT six eDT|x(O)é KID)

a prova acima garante que o teorema 2.3 continua válido quaª

do substituimos DT por BT e T por sua restrição &' a BT .

O lema abaixo ê uma formulação conveniente para a

prova do lema 2.2 de um resultado mais geral que pode ser e_1_1_
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centrado em [15 , Th. 6 , 13.165] .

.LEuA al.—Sejam Bl 'e Bádois espaços de Banach e

ªc B]. um subespago vetórial de 13; não necessàriamente comple-

te. Seja T : B —r Bªlm operador línéar sôbre. Supomos que 3;

e fechado, ou seja, gue seu Eâfico ($$$)-in,sz €BPq! le_____xeB)

e fechado em 31 : Bº .
Então existe uma constante O tal que, para todo01:32,

existe ch com mx- :. e |x|BlgMx] IBZ . Em partícªar, se '.B

e biunítosa, [x lªlª clmx' |132 , : :.B . (a notação para as nómas-

& ôbvia) .
nl

LENA 2.2 -— ªgasalit) sono acima e (B .º) um par de

espaços de Banachjgtz -admiss'íve1. Se,-1a g:eXºD_._

EntãoLsefg'Çtjsz'; (2.5) possui uma ânica D— solmão

x(t) satisfazendo
.

(2.9) '

POD I(º) :. ªº «»

Além cu.:àsc»l existem. constantes (:e e ª , deºendendo de

' A(t)1VB, D e xm Luas não' de 5 ou gc) tais que

(2.10)
__ lxln< cºl Pºr + KllslB'

PROVA:
,

Inicialmente niostrenios qúe se aº e XOD e g(t) e B ,.
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além disso (2.5) possuir uma D- solução x(t) tal que

POD x(O) : Eº , então esta solução será ânica. De fato, su —»

pondo que ª(tlê uma D- solução de (2.5) com a mesma propriº
dade, x(t) w;?(t) seria uma D—solução de (2.4) com

x(o) == ª(º). . o e, portanto, 'xÇt): à(t) .»

Mostramos agore a existência de uma tal D— solução

supondoº primeiramente, E . '0 . Prova:-emos então que existe0

uma Dasolução x(t) de (2.5) com x(O)exlD , isto é

301) xªº) ' º º

.

,

Dado g(t) e B , como (B ., D) & Mt) — adslssível, existe

uma D—solução x(t) de (2.5). Coloquemos :(.O) - xº ;*.xl , com

xaéxºn e xlªxlb o Denotemos com xº(t) & solução de (2,4)

tal que xGÇO) : xº ; como .xºe XOD , temos que xo“) eD . Então

351%) a- (x(t) —xº(t))eD.. Alem disso, esta e a solução de

(2.5) ooh 5:1(0) - x(o) — 1:0(0) - xº+xl—xº-x1eX1D , ou sg

539 POD 1:1(0) : O .
'

,

Assinº & cada g(t)e B cos.—responde uma (mica D—solu—

ção x(t) de (2,5) satisfazendo x(0)e XlDº Dêste modo, o ope—

nador & ; 55? .... B , mencionaoo na observação subsequente ao

teorema 2.3 definido por ªx . 5, é linear, biunívoco, sôbre

e,, pela mesma observação—, é fechado. De'acôrdo com o lema

2,19 existe uma constante K de modo que Alxle< Klng .
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Está provado o lema para o caso 50 - O o

Suponhamos agora 504.0 e seáa g(t) eB . Considere—

mos a Dueolnção xl(t) 'de (2.5) tal que x]»(O) e xm. Assim,

se Sªnkt) % a D-eoluçào de (Boª) com SECO) . gº , x(t) .-

- iÇt) + x1(t) 5 & D-eoluçào de (2.5) com POD ECO) +
.

+ PODxIÇO) - ªº .

feno; “Iná liliD + lxlll:D .

De “acordo com o teorema 2.2, existe uma constante

Oº tal que Iilná Cº|i(0)| . cºl Lºl. Gomo .jâ obtivemos para

o cano Eº - O, exiete uma oonetante K , independente ”de

305): B , tal que [xii-D&KIQIB . Dªete modo,

Ieto completa e 'proira.

De teorenae de Ascom. e do ponto fixo de myohonom

não eeeenoiaie para a prova do teorema 3.1. Em'vieta diese

os recordamos a seguir. o teorema 2.5 8 uma formulação con-

vamente aos nossoe objetivos do teorema habitualmente retº
rida na literatura como "teorema de Tychonoi'r" (teorema 2.6).
Sua prova a partir do teorema 2.6 foi extraída de [8] .

89 E e E são espaços tmpolôgicos9 O(E , F) 8 o canjª
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to das funções contínuas de E em F .

TEOREMA 204 ÇAscoli) — Seªm E um espaço localmente,

oompactoLF um espaço camªletamente regular e ;HcC(E 9 F) e

Para que"-H seja relativamente compacto no eSpaço CLEJ El.,, (mu-

nido com a topologia da convergência uniforme e nas partes
compactas de EJ & necessário e-Isuficiente que E seja ecluicon—

tínuo e gueí para todo 151“. , Hçx) seja relativamente ooªacto
91130

Para uma prova, ver p.ex. [_l] o

TEQREMA 205 (Eienonoff) «=» gªja E um espaço vetorial
tgpo'lôgíco localmente convexo completo. sªiam ACE um con.—

junto fechado e conventos, '.D uma aplicação contínua de A em A

tal que a imagem TCA) de A seàa relativamente compacta ,em E.»

Então T possui pelomenos um ponto fixo, ou seja9 existe.

xeA talgue Tx = Xe

TEOREMA 2.60 ?Sejam E um espaço vetorial topologico

localmente convexo” ACE um congªnto compete convexo e T

uma aplicação contínua de A em A 0

Então T possui pelo menos um ponto fixo 0
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grava do Teorema 2.5 a partir do Teorema 2.6: Temos,

por hipôtese que Bu-TTXT & compacto. Como A ê fechado e

T(A)CA segue que BcA .

Indiquemos com E & envoltôria convexa fechada de B.

Como A & fechado e convexo temos Kczn. Sendo E completo, YK

& compacto como envoltória eonvexa fechada de um conjunto

compacto. [2 , p. 81] .

Portanto, K e compacto, convexo e T(K)CT(A)CB C. E

e do teorema 2.6 segue que a restrição de T 9. E tem um ponto

fixo.
Assim está terminada a prova.

Observação : Neste tzcªzaaaalhe9 as referências ao teo—

rema do ponto fixo de Tychon'off são relacionadas & formula-

ção do teorema 2.5.

Finalisni'mmos esta seção apresentando um resultado

que nos será útil na seção 4. Trata-se do seguinte lema :

LEMA 2. - Seja th) uma função real., com h(t)), O,

pªra t ),t_ e [: hmm; <» .“' "

0
Então existe uma função réal ep (17) Lcontínua para

1: Nº L QOS) >,l e o(t) —> ºº , quando t —-> ªº; de modo que

Af: ºmnmdt <» .
O
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Prova :

'Coloquemos f: h(f7)dt . oc .«Definimoâ uma sequên—
.. º _

cia crescente (an) de modo que ªn -+ Gª“ , quando 11 -> oo ,

pondo ªo :- tº- e, para, n a. l , 2 , .. .. ., escolhendo ªn de modo

que faªn' lh(€)dt . oc /2n.Nestas condições, obtemos :
n-

ª

ao % .2 !“ h(t)dt . fººhu: dt . oc

_

' n'; .ªn—l
,

to )
.

Definimos agora a função real 0 (tz) ,para 1: Miº ,
pondo (f(t) ; "11 em [51—11 an)r,n=1 , 2 , ... Dêstelmod'o ,

podemos escrever que

fgºe(k)h(t)dt = nª 2ª.
<

e se tânia fácil castigª nestas condições uma função con—

tínua o(t) ,com EQM/1”, o(t) —> ªº quando 1; —> aº e

q: (t) & o (t) . Uinavtal função tex-â evidentemente às propriº
'dades requeridas no lema 2.3 . _

' Fiea assím— oompleta & nossa prova o.
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5 . TÉCREMA FUNDAMENTAL E CONSEQUÉNCIAS

Nesta seção está contido oteorema central dêste

trabalho, ou seja, o teorema 5.1 . Trata-se, como já disse—

mos, de uma extensão natural de um engenhoso resultado de

Hartman e Onuohio [5 , th. 1.1] originalmente enunciado pª
ra as equações ordinárias.

No que segue, dada uma função ºco , com MO) - O,

identificarmos cada x(t) ; MX) com, a função ;(t) de [-h, ªº)

em X ,, 0x< 11 (ªº .,, definida. por

x(t) , se 1: >,- 0

(5.1) ;:(t) :.

º(t) +x(0) ,, se mh x(t x( O .

Seja (B , D) um par de espaços de Banach mais fortes
que L(X) . Consideremos a bola V - 'VDp - [x(t)eDl lxlpá Php >e,

e ponhamos S - an(X) ,, denotando com 5 a aderência de S em

O(X) .

mom 5,1 _» Sejam Mt) matriz nxn localmente Leia

' besgue—íntegrâvel em J e f(t ”(P) uma função de ch em X

satisfazendo às seguintes condições:

(a) (B . D) e umpar de espaços de Banach mais fortes

gue L(X) ACB) ,. admissível .
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(b) Seja 950, com <I>(O) =O. A aplicação

x(t) ——f(t ,xt) e contínua de 31 com subespaço

de O(X) , em B. (xt Lªt (ªº; faz sentido em vie-

ta de identificação que fizemos entre x(t) e

S': t .

(c) Existe uma constante r) O tal que if(t , thl-B 53,

para todo x(t)e É .

(d.) Existe xgt)eL tal que [f(tjxt2|x( Astª ,

xgt) e'S' , t 63 .

Seja ; aim);
Então existem constantes positivasJL Cº e Kl dependen-

do apenas de B) D e XlDº de modo que se

(5.2) cºmº! + Kr x< pá,

segue que (E) ten pelo menos uma solução x(t) <=. S satisfazen—

do 9.9) com xo: <D+ xÇO) .

gms:
Seja y(t)e€.l De acôrdo com a condição (b),f(t,yt) eB

e, do lema 202 segue que

(505) &=A(t)x + f(t , yt)
tem uma única D-solução x(t) satisfazendo (2,9) e (2.10), on—

de g(t) = f(t , 3745), Seja To:—S' —> D o operador que associa

a cada y(t) 6,5 a correspondente D-solução x(t) de (305) .



Dêste modo, se y(t)e's' e x(t) - Tº[y(t)] , segue

de (2.10) que [xing cºmº] + Klftt ,thB e, combinando e_s_

ta relação com a hipôtise (c) e depois com (5.2), obtemos

que lxle(p . Portanto, Tº'ã CS .

Consideremos f(t)€ É" , 3303) - f(t , yát), xau?) -

- mà [yâ(t)] ,; . 1.,2 . Nestas condições, x1(t)-x2(t) &

& D—solução de (2.5), onde gugle-32 , com PºD(x1(O)—12(G))-

- O . Dêste fato resulta que

(5.4) le - xau, x< Kiel-salª
e isto significa que a aplicação g(t) - f(t ,yt) + x(t) ,

de algum subconjunto de B em D , que associa a cada g(t) .
= f(t ,yt) a única D—solução de (3.3) satisfaZendo (2.9)

e (2010), % contínua.

Uma vez que, pela hipótese ('o), a apllcação ;"
,

y(t) —-— g(t) . f(t , yt) , é contínua de Écc(X) em B ,o ope-

rador Tº & contínde de ãcCÇX) em SC]) como composição de
&“

aplicações contínuas.

Provemos agora que Tº & um ºperador contínuo de É

em'S, considerando É e S como subespaços de O(X). Para 'ban-

to lançaremos mão novamente da desigualdade (2.8), ou seja,
para tôda solução :(t) de (2.5) temos :

(5.5) lxctm [T"1£TII(S)Iª—S+ J;? is(8)lds]oe1p ffncsnas.
ostgm;
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Do fato de serem B e D mais fortes que L(X)z, decor—=

re através de (2.5) que existem constantes dB(T) e %(T) ,
eam—

fºª na.-(mat « %(THXID; foº !sCtHdN aB<w>nenB

quaisquer quelsejam xei) e 3613 .
Assim, resulta de (3.5) que, pata Ox< tx< T e x(t)-

, 3:1(t) —_x2<t> , Ix1(t) -x2(t> m'

mªl aDÇTle 421,3», «Banal-52131 exp/ºº |A<s>ms

es de aoõrdo com'(5.4), temos :

.
'

,

_1 4

. T
.

,

(5,6) |Xl(t)"12(t)|x<['lª aD<m>K+aB<m> J Isl-salBexpfº !Acsnas.

Seja a ) O .

Existe, de acôrdo com (5.6), 51'61( 6, EE) ) O tal
que (sl-8213 ( 61. implpe que lxl(t)-x2(t)l< e , ºx< 'N T .

Mas, pela hipótese (b“), existe 5 - õ(ô:L , T) ). O tal que

157100 —y2(1=)l (ô. .. 0x<' T_x<TvímP3-íºª que [sl-3213 -

== [f(t , 371% )l—f(t , 721; )IB( 61 . Dêste .modo,

Iler) — yºmu & , 94 a; x< m , implica que
.

lxlít) —x2(t)| (e , && t «º . Portanto, Tº & contínuo de

's c em em "ãccm .

Demonstremós agora que Tog & relativamente compacto

em o(x) . De fam se x(t)emºã , (5.5) combinado com a hipê
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tese (e) e o fatº de termos Tº ECS implica gue

me)“ em) ,para agem, ende

e(T) =[?-fd “Ilº-DP + dB(Th ] exp ]? lA(s)£ds .

Pºrtantºº TOS & unifºrmemente limitado nos intervalos li—

mitados de J.
.

Se x(t) & ITOS , sabefnoe gde x(ºhª) & sºlução de (51.3),

portanto pºdemos por
1; t

x<t2> -x<t1> - ftªuspxcsm; + ftlª r<s9y5>ds,ox< t1x< um,
1

dºnde resultag pela hipºtese (d) e pela prºpriedade de º(l') ,
que :

. t .

IXÇtZ) «— x(th & e(T) [;]-2 “(e) Ide .+ ft121(s)ds,,º & tl & 1.12 x( T .
É

.

Como e segundo membrº desta âltima desigualdade ind_e_

pelãde de x(t) eTºSertende para zerº, quandº Ita—tl! -— G ,

segue que Tºg 'e eq'di'cºntínúo nºs intervalos da fºrma [O , 'N .
Observamºs agora que O(X) 'e um espaçº vetorial tºpológico le—

eelmente convexo
.

e cºmpletº [2 ]e que S e fechadº e cºnvexº

como aderência de um cºnvexo.

Desta foz—maº as conclusões que'tirame's até aqui mos—-

iram que as hipºteses dº teºrema de pºnto fixº de Tychºnºff

estãº satisfeitas., Portanto o ºperadºr Tº : É -ª-— S tem pelº
menºs um peritº fixo x(t) & TGÉCS .
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Completamos assim a prova do teorema 5.1 .

A hipôtese (a) de teorema 5.1 é a mais difícil . de

ser testada. Hassera e Schãffer em [61 dão condições neces_

sârias e suficientes para que um par (B.,D) de sepaços de

Banaeh seja A(t) nadmissível eam B s-L1(X) e D :LººOI) ou

Dalí.: (X) . Abaixo nos limitaremos a enunciar essas condições.

Primeiramente, o par (L1(X) , LmCX» & AÇt) —ad.missi—a

vel se, e sêmente se, o par (LICX) ;Lº;(X)) o fôr. pma'cendim

ção necessária e suficiente para que o par (Ll(X)4,ÉZCX» 9

ou“ equivalentemente o par (LIÇX) , f(x)) , seja ACt) =admis»

sível & que exista uma constante C com a propriedade seguiª
te a

(B.,?) mas) Pªvªº)! & o o» me
(as) mas) Plpvªlcsm c , o «t «a
onde U(t) & a matriz fundamental de (204) com U(0) = 111 (ma—-

triz identidade de ordem n)o Nas relações (3.7) , (5.8), B

pode serentendido como 1.300 eu LººÇX) .
Este resultado simplifica em alguns casos nas aplicª

ções e problema de testar a hipótese (a) do teorema 3.1 .f

O exemplo seguinte ilustra uma situação em que se &—

plieam as condições acima .
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Exenºlo l 3 Suponhamos que a matriz AU?) -A sede.

constante e que seus auto—valores com parte real nula sejam

todos somente raízes simples dos divisores elementares., Seja

J a forma canônica de. Jordan da matriz A. Podemos colocar
J' : diag(J" JºlJ+) , onde J" 3 un bloco onde apenas aparecem

os auto-valores A com Re lé O,em Jº sô aparecem os auto—ve.—

lores Ã com Re). - 0 e, em J+, sô aqueles com Re 'A > 0. Neº

se. hipótese sôbre os divisores elementares e os auto—valores

A 9 com Re A - O,, é necessárias suficiente para que o bloco

Jº seja diagonal [ver9 p. 8109 4-9 1)» 14-83.» Suponhamos ain—

da que Jª' , Jº ,, e J" tenham,, respectivamente, ordens p , r e

q. õbv'iamenteº p+ q+r-n e nada impede que um ou dois dês—»

ses números se anulemo

Por uma mudança de veriâyeis y-Px ,, onde P 3 uma nª
triz não«usingulerº & equação (2.4) se transforma em

(2,4!) Sv-Jy , Jump“l .,

Dado g(t) eL1(X) , por simples substituição verifica—

se que existe uma Lga) -solução yÇt) de âgàJy+ g(t) se e

somente se » x(t) - P'ly(t) fôr uma LZÇX) == solução de 5: -

= Ax+ Pg(t) ;Assim, (1,1331439) & Amaamissível se, e

somente se., fôr J «sadmissívelo Fizemos-anos porjento na matriz.

J e no sistema («Zoll—º) o
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A matriz fundamental U(t) de (2.4'), com UÇO) - In ,
- o +

& dada por U(t) . <ííag(eJ 17 &"T t eJ 17). Assim, para D=L;(X),

o eSpaço X ê o esPaço dos x-(xl ,...,xq,0,...,0)ex, e0D

POD ê dada Pºr POD(X1 , ooo ,xn) -(X1 , .o. gªtº, 0, ooo , O) 0

Logo,

eJ t o 0 sª 5 o o

SU(t)P U-l(s)l- o eJºt o P o 3503 o' on ou
+ +

o o eJ “ o o aº ª

eJ t o o EJ ª o o eJ (tiº) o o
O

. o eJ t o o o o . o o o
+

o o eJ ª -o o o o o o

& limitada para O< sx(t, ficando desta forma verificada a

condição (5.7).

Tomemos agora por Km 0 esPaço dos

x= (O,—oo O,xq+l, ooo ,xn>o
Dêste modo, temos:

|U<t>PlDU'l(s)|= o e
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eJto o 00 o 00 o
o o o_o eJto 03350 : 093703900

+ + +_o o eJtOO aªª 00 Jºªº)
que 'e limitada para Oxi t ( s, cumprindo-se também a condição

(3.8).

Observamos finalmente que, existe algum auto-valor

7x0 de A com parte real nula e que é raiz de multiplicidade

m > 1 de algum divisor elementar se, e somente se, existir
um bloco JÃo na forma cenônica de ãordan, "contido" em Jº,
de ordem m ) 1 e que pode ser escrito na gama

Ão l O ... O

0 ?»O 1... 0

JÁ . ooooooooooooooooo

O 0 0.0.1
O 0 O ... Ãº .

Assim, lembrando que
- 2 m—l

1 t íº- JL—
28 (m—l):

m—2

0 1 t ooo “_.(b—“T

e€Xº : ekº coco-ooeoeooooo'oooooºo
O 0 00000099 t
0 0 0000090001
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. J t
. podemos garantir que pelo menos um elemento de e Aº

, por-
Jºt Mttanto de e 9 é produto de e por um polinômio em t de

' o
grau mc— l>/ ]. 0 Logo , eJ

1; não e limitada para tg< 0. Então., se

nossas hípôteses iniciais não forem satisfeitas, a condição

(5.38) não se cumpre.

, o resultado da análise acima pode ser resumido na

seguinte asserçãoo

"Uma condição necessária e suficiente para que

(L1(X)
._, Lº;(x)) 9 e portanto (1.100 ,Lºº(x)) , seja A-admissí—

vel & que os auto-valores de A com parte_real nula, quando

existirem sejam raízes simples dos divisores elementares'f.

A seguir daremos condições ,sufieientes sôbre os eg

paços B e D e sôbre & função f(t ,(p) para que" sejam verificª
das as hipªteses (b) , (e) e (d.) do teorema 5.1 ..

Suponhamos que B seja um espaço de Banach de funções

reais definidas em J com as seguintes propriedades :

(i) E É mais forte que L - L(R)

(ii) se Mt) 68 , (Mt) & mensurável em J e

mw Mt)! ,ohw, então mus e

|$-|Bx< lºlª º
.

(iii) Se nº) CE] (t) & a função característica de um in-
9
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temalo [O ., T .], então 13.039,33“) "e B .

(iv) IB" & "lean“ em ªº [103 , isto é, se m(t)eB,

_

então hEOQT] (p.—>- o emB , com

T --o- “;(htogTJCt) , o(t) e B,, por (ii)) »

Os eSpaços'Lp , lé p< ªº 9 e I;; são exemplos de

espaços que satisfazem ãsªoondíçõesfi) ?- (iv), entretanto
Lºº não satisfaz à condição (iv) como se pode verificar img

diatamente tomando o(t) : l o

Um espaço com as propriedades que descreyemos aoima

e que utilizaremos mais aúianteê dado a seguir., Seja 4) (t)
uma função real, mensurável em J9 positiva e tal “que o(t)
e l/çp(t) sejam localmente limitadas. Definilaos Lºãªo como o

espaço das funçães reais (P(t) tais que €P(t)/'4>(t)'e1.: som

satisfaz (i) —=- (iv) onorma “Pleno - W/Ólwo Dêste modo Lªºs, 0

Uma condição suficiente para que uma função Mt) pe;
tença a Leão 3 que

(5.9) 0x<ª(t)s«b(t); Mt) - M&M's» , t ——º .

Hipôtese (H) Sô'bre f : Seja & aC ,, com ª (O) - º, «ªv e

consideremos a bola V“, (esc! [WIN p+ “MIL, p )6,e & apli—

cação f(t $,q;) que leva J xv mm subs-Spaço 1“ de X . Suponhamos

ainda que se verifiquem as seguintes condiçôes :
'
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(1) f(t ”(p) & mensurável em 1: para cada 3 eV fixª
do e. contínua em q) para cada teJ fixado..

(2) Existe uma função real ª). (t) , mensurável em J,,

tal que :
..

(Bolº) ªfçº e)?“ & kct) » "3 »O 9 " W“ « P+ " $" &

O lema seguinte nos fornece condições suficientes pª
ra que se verifiquem as hípôteses (p) , (e) e (d) do teorema

Bol o

.um 501 m Se,-jam B - LPCY) ,, y; n< ªº , I).-1.73) ou

D =- LÉÇX) & suponhamos que f(t asp”) satisfaça %. hípôteserau LIQ,

cºm A (i;) elfº.» Entãº as condições (b) q,Lc) e (d) do taorema

501 estão satisfeitasi. com r . LAÇt)L_ em (e) º
.E'

Todo nosso trabalho nesta prºva se resumirã em veri—

ficar a condiçãº (b),, ou seja, que'a aplicação x(t) —— f(tgxt)
É eon'àzí'nua de “59 como subespaço de O(X) , em "B .

Tendo sempre em conta a identificação dada em (3.1)9
temos queºse x(t)€.'€ 9 a função (da variável t) Nuxª) &

hensurâvel em J o
'

Gomo MMS]? e (3010) é verificado segue
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que f(t ,, Xt) GLPÇY) 9 para x(t)eã .
'

Seja xn(t)e'ãiaºn ",1 , 2 ,,
.,“,— s'comanCt) —— x(t) em É,

quando 11—— eo 0 Como a tópºlogia de E É a ináuzida pela de

O(X) 9 segue Que xn(t) —> x(t)9 quando 11 —-> ªº? miiformemente

nos intervalºs limitados de J o Dêste fato e da cºntinuidade

de f(t $,cp) em q) ,) para cada teJ 9 cºm IWIM (D+ “fªll ,) decor-

re que f(t ,, xªt) --_—— f(t , xt) 9 quandó ri.—> ªº '9 pontualmen—

te em Jo Gomo à(t)e-LP temosg, cómo consequência do teorema

da convergência dominada [12 .,,th'a % 4a ] 9 que

”(tº 'xnt) mf(t ”wat“? + (')ºgqúando n + ªº

Assim9 a aplicação x(t) "">. f(t 9 Xt) É vcontínua de

'S' em B : LPÇY) 9 estando'verífícada a condição (b) .
A condição (e) está satisfeita em virtude de (5010)

com r- [Mp e (d) & consequência imediata de (5.10) 0

Fica assim completa a nossa prova o

O lema 5.1 & relacíoaadó' com um resultado de Hartman

e Onuehic [5 ,, lemma 2,1 ] para o caso ordinário., Entretanto,

a formulação que aparece aqui apresenta alguma diferença além

das naturais adaptações así'nosso contex'tó, Como dissemos na

seção '1 9 Hartman e Onuchic enunciam o resultado para espaços
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de Banach mais gerais que os do tipo B. = LECY) , lx< p < &,

sem os quais trabalhamos. Por outro lado, não fazemos aqui --

a hípôtese de que a continuidade em (p "da aplicação f(t ,, $)

sega uniforme em 1; para 1: variando em intervalos limitados

deJo '.

Um lema análogo ao discutido em [5 ,, lemma 2.1 ] &

dade & seguir. Com ess-veªânáetivo cºlocaremos antes duas de-

finiçgesº
'

Se B 3 um esfaçe de Banach de funções reais men'su»

;râveís definidas em J, satisfazendo (1) -(iv), B (X) repre—

senta e espaço de Banach das funçães q) de J em X,, mensura-

veísg de modo que |q>(t)| “e B . Em BCX) consideramos a norma

gangª“): N?O?) "5 , que abreviaremos com [els »

Hípôtese (É) sôbre f: Suponhamºs que a aplicação

fm; $,'q>) satisfaça às condiçõesda hipêtese (H) , sendo a con-'—

díção (l) substituída por.

(lª) 'f(t , <p) & mensurável em te.“! para cada queV

fixado e continua _em' çev para cada t e.] fixaõm9 uniforme

mente em t para 1: variando em intervalos limitados.,

LENA 302 — Seja B um“ e'Spaçe de Banach do tigo B=B(Y),



_55_

onde E satisfaz (i) -(i'v1. Seja D:Lºº(x) ou Dalí,:(x) . Se

f(t ,cp) satisfaz & hipôtese (1h, com! Mt) e B , então as

condições (I)), (o) e (d.) do teorema 5.1 estão satisfeitas,-
com r41=l7x(t)|5 em (c) .

gªiºlª. :

As condições (c),e (cl) estão satisfeitas pelas mes-

mas razões que no 'lema 5.1 . Neste caso, sõ nos resta verifª
car & condição (b).

Na condição (2) da hipôtese (E'), que está contida

em (É), temos que Mt) : B , então f(t , xt) 53, para todo

341060009 cºm II“)“ P .

Seja &: > O . Deº acôrdo com (iv), existe '1' ) O de mo-

do que IBM,”)(t) x(t)|5< 6/4.
Sabemos pela condição (1') que f(t ,cp) & contínua

em cp uniformemente em t ,para te“) , T] , portanto, existe
5 > O, independente de t eEO , T3 , tal que se x(t) , y(t)eg
e |x<t>—y<t>|<ô,então ”(mt)—ma,)“ 21h

ª
|

;
[0,53] E

se net!,T] , donde para todo teJ tem—se:

ª'h[0,m]|8 ' )
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B ; além disso, “para fode x(t) ; E, a função f(t , xt) & meª

surâvel em J . Assim, eni fiesta oe obndiç'ão .(ii) , podemos es—

crever :

.

..

lfÓ: . x,) »:(t , WM
«, [hmm 5.5 ., EEE—LT "+ 2|h Em, .,)(t) . Mtnpãg', .

' EO , T] B ,

pªste modo completainos a prova da condição (b) e

com ela a do lema 5,2.

A prova do lema 5.2 e uma adaptação ao caso com re-
tardamento no'tempo de que se encontra em [8 , lema 2.5] .

O exemplo seguinte mostra uma situação em que se

aplica o lema 561 , mas não .o lema 5.2 .

Exemplo 2 : Seje fixados , —h« e ,(O .Pomos & -
= p ª» |! (M! o Definamos £(t;,<g ) de ,Jxv em B por

. t'lfªçce) , o (1: «1

KM?) - it'º º(a) ,meu»
o ,t-º

Consideremos ?; (”e IP, 1x< p< ºº , definida por
. 1

_

:

'õt'ã',0<tx<l
Mt) . õt'º/P , 1x“: < ºº

o ,t-O
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'A aplicação f(t ,a) satisfaz claramente «ã hipotese

(E); portanto o lema 5,1 garante neste caso as ,,.condições (b),

(c) e (d.) do teorema 5,1 9 com X- Y-R 0 Entretanto, a contínuª

dade de f(t ,,cp) em qa não & Uniforme em t para t variando em

intervalos da forma [O ,, EE] , 0 (T «»9 logo, ,o lema 3.2 não é

aplicável a esta situação o

O teorema seguinte e uma combinação do lema 3.2 com

o teorema 301 ..

TEOREMA 302 »- Seíja Mt) matriz nxn localmente lie—..

besguewíntegrãvel em J. Sejam B um espaço de Bausch do ti—

no E :- QÇY) sem 5 satisfazendo (í) - (iv) e D-LººÇX)

Lou º : IJ:: XX)] o Suªmamos ainda. que (B., IL) sega A(t=) mad.-

ªíssível e que f(t ,,59) seis uma aplicação satisfazendo ã hí-
pôtese (Éh com ÃLt)e B . Seiam 5021505 e r- | Mtzlsà

.!. : 5

Então,, se (302) está satisfeita, (E) tem pelo menos

uma solução x(t),, com xa : $ + x(O), satisfazendo (2.9) e

[x(tMM jMoema teJÁe x(tl—u—Oºquando t +“). .
Prova :

Tratawse apenas de aplicar o lema 5.2 para verifi-
car as hipóteses do teorema 301 o

B e D são espaços de Banaeh mais fortes que L(X) e,
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como a condição (a) do teorema 5.1 'é uma de nossas hipóte—

ses, & suficiente verificar as condições (I)) , (c) e (d) .

Mas9 as hipóteses do lema 502 estão satisfeitas e portanto.)

valem as condições (b) ,, (o) e (d) o Observando que as oonolª
sões do teorema Bol coincidem com as "do nosso teorema quan—

do D = Lºº (X) [ou Dun-Lga);
'

, completamos nossa prova.

O teorema precedente poderia. ser estabelecido simi—

larmente com base. no lema 501 como segue»

moema 2.2 - '__9_,ja 'Açt) matriz nxn localmente Le—

L—ªâesgue =-=i1'nteg:x:ºâveíl. em J.. Sejam _B -I|PLY) & lá 19 (ªº,, e Dª- f(x)
ou ED: LÍÇX) 3. Suponhamos ainda gue QB , D) seja AG:) «amas
sível e que f(t grep) Seja uma aplicação s'atisfaZendo à hipóte—

se LH) ,, com ÃCt)€LPo Sejam $a XJQD e r. “Gªli; .

Então,, valem as oonolúsões do teorema 3.2 0

Uma prova pode ser dada de maneira completamente anâ_

loga 31 do teorema 502 9 combinando agora o lema 5.1 *com o teo—'

rema 5.1 o

Finalizamos esta'seção apresentando um teorema «que

constitui um caso particular do teorema 501 o É bastante man_e_

jãvel para as aplicações.,



ªa?“

TEORM 3,4 == Sejam Açt) matriz nxn localmente Le—

besgúe—integrãvel em J e D -Lºº(X) [eu D al.:.(ggn . Suponha-

mos que f(t ;, çª) satísfeçea hipôtese (Éh, com (D - O , ,.e

admitamos gue :

(I) A (t); L1 e (LIQ). ;, D) seja ACU) —admissíve13

ou (Ill existe uma função real 49 (t) mensurávei em J,
com &? (t) ,, 1/4103) localmente limitadasí de modo que:

1) Mag Wa) e Mc) . amu», e .. ..
22 SL;» º(YL, D) & AÇt) =- admissível .

Então existem constantes yosítivas' C,. e K de modº que,

se [gºl fôr» suficientemente pequeno e T suficientemente gran—

de no sentido de u—se ter:, no caso (I) 9

ªº
,.

(5,11) cai :º! + K gªme)“ <p,,

eu (,no caso (il) ,,
'

(3,12) Cºl Eo! + KÁUÚ/ ª(tX—ípo .

gE) tem uma solução x(t) para t ),Tº com“ |x(t)[x( gejí(t)| »O ,

com 1; -—=- ººJ e

(5015) ,

.

POD vºª-(mmº) «“= aº º

onde UÇt) & & meªn fundamental de (2.4) com U(0) = I.;
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PROVA :

Su'bstituínão f(t: 9 $.) pºr %(t $, 4» == 1aEm
9 ºº)(1“s)f(t 9cp )

e X (t) por 5105) = biªl“ ”g(x) Mt) e,, tendo em conta que

se 6 == Ll ou. B := L:; ,,O 9 então & satisfaz às condições

(i) = (ri.,vL> estamos e'm condiçôes de aplicar o teorema
,

5.2

sem 5 == Ll no caso (1) e B = LTD“) no aaso (II);.
Aasimº exisâze pelo menos uma solução ª(t) de &(t) =

".=-. Att:) TK (13) «3— "Em ,, xt) ,, para ªs:. ),O ;, satisfazendo

&:QCÉÉNÉ 9533 52:63) ===-G ,) ocm % “» ººJ com P&D ª(º) = Eº e &&

= (D + SECO) ª(º) e Masa x(t) :=: âÇt) para t)/T & solução

de (E) em Em 9 Gº), Além (115309 x(T) = SECT) = «mim) ,

donde SECO) = UQÃ'ÇT) Xiii!) o “Logos, hajªs)! “< 9 para

am % x(t) __» 09 com i; “>eu? & Pºnvªlçmnw) = ao º

Dêste modoº está completa a prova,

Uma signifíoatíva aplicação do teorema acima, com a

hipótese (II):, a problemas de integração assintôtioa no caso

ordinário 'é encontrada em É," 73 o



' 4 . APLICAQÓES

(A) Consideremos o sistema

ala) . na(t)
(4.1) àzct) . uau)

ãhkt) . h(t9(ui)t9(u2>tvººº,(un)t) , n >2 ,

onde h(t , (Pr..., (Pn) & une aplicação contínua de JxC
em X (onde Gn 6 o produto cartesiano de n fatores iguais
ao espaço O: 0( [—h ,. O ] , R)) . Consideremos ainda um

polinômio em t de grau n—l , P(t) .aº+alt+ ... .,

tn'l , ª;)“ constante, ,j- 1 , ... , n—l, ªn—l + O.... an-l

O problema que se p'õe & o de saber se existe uma

solução (u1(t) , na(t) , ... , %(t)) de (4.1) de modo ”que

u1(t) —P(t) —— O

(4.2) u2<t> —-íá<t> —— o

“!,(t) -P(ª'l)(t) —— o ,lqúando t _.- »

ESCÓLIO : o sistema (4.1) & equivalente & equa—

ção escalar de ordem n



.»40—"

(4.5) nºmes) -h<t,, % , ªt , , u(ª'1)t>.n>, 2

ºbservando que uma _solúção da equação ordínã -
ria de ordem n,):(n) - O,ê um polinômio da forma P(t), o

problema colocado e o de encontrar condições sôbre &

perturbação h(t ”(Pl ,, ”o ,, (43h) para que a equação (4.5)

tenha uma solução que» juntamente com suas derivadas até —

ordem n- 1 ,, estejam prôxímas de P(t) e suas respectivas
derivadas,, para t suficientemente grande, no sentido de

(4,2), Evidentemente o problema sugere condições de pe—

quenez para h(t ”(pl » ooo 9 (Pn) .

Consideremos a seguinte mudança de variáveis

uã'P(aal)Qt)+xá 9351929 ooo ,no
Assim o sistema (LI-ol) fica

105105) ' Ice“?)
(404) âZÇt) . xõçt)

coooo

o

xn (t) . hÇt ” Pt + (1:91:93; + (Xen,...
ooo 9 (n— ].)3 ªn—l(xn)t)

e as condições (4,2)pedem agora ser escritas
xí3“1)(t) -— 05 quando tª,.» 9

à - leZsoo- an º
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'Este fato sugere a aplicação do teorema (5.4) Iazeª
do D - L;(X) . Para tanto, observamos que o sistema (4.3) na

forma matricial & equivalente a uma equação do tipo da equq_

ção (E) ,ou.seja,

ª1 X1

.2 “ªa

: Ç A(t) : +

ºn =,,

O

+ ?

hct , P,; (xl), , 15“ (x;), , , <n-1>:,—. a.,(xgt)
onde

à(t). . e o o o e o o o o o'. o o

O «O O ... 0 l

Afim de que a hipótese (É) esteja satisfeita, assumª

remos que se cumpra a condição:
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(405) lh“? ºPt+ (Pla ººº 9 (Il-1“ ªn_1ªpn)lx( RCE),

para IWÚIN p “ju-1,2, ." ºn, e onde x(t) ê uma função
_

real mensurável em J o .

Alêm disso9 visando empregar o teorema (5.4) no ea-

se (11), consideremos uma função <p (t)) o , mensurável em J,
com (Mt) e II./Mt) looalmente limitadas em J e ainda satis—

fazendo 0 & Mt) &( q; ('a) , de modo que o par (LE,O(Y) , D) se-
ja ACt) «— admissívelº onde

LãºoíY) «[ ªlmª))
noeooo

<p 17)

tem a norma induzida pela de I.":p O(X) .º ,

Procuraremos agora dar condições para que o par

(lªgºa) , D) seja AO;) madmíssível. Com êsse objetivo, com-

sideremos uma função WO:) ex.:; 0 e o sistema ordinário
,

" Xl . xa

(4,6) ªªa ' ªªa

in ª a(º)

que9 na forma matricial & dado por i-A(t)x , onde
ª»...

3
o
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cego

e x- (xl , o.. , xn) . Para que seja satisfeita a

º(t)
,

condição de A(t) -- admissibilidade deve existir uma solução

xn(t) - ;êgfttoç(s)ds+ (: da ultima equação (4.6) que satisfaça

xn(t) —-— 0, quando 'I; + no (lembrando que D -Lººº(X)) . Assim,

devemos ter xn(t) =- jt q,(8)ds e, fazendo o mesmo raciocínio
»

para as equações restantes concluímos que existirá uma solª
ção x(t) - (x1(t) , ... ,:rh(t)) do sistema (4.6), com

x(t) + O , quando t -—- oo , se a integral

. t » t t(4,7) xl(t) = f” dtl [wl 6.152... Lª'lwsms , t >, m

onde 'l' & alguma constante não negativa, fôr convergente .

Uma condição necessária e suficiente para a convezrà

gência de (4.7) 'e que fºtu—ll cp(t)|dt<ºº[ll] . Por razões

que ficarão claras logo abaixo tomaremos a função escalar

Ã(t) positiva e de modo que se tenha

fººtª'l Msm < »

Nestas condições9 existe uma função escalar p.(t) ),1,
com P(t) » — , quanto t »» , tal que fººtª'lxct) “(wat (..,
de acôrdo com o flama 2.5 .

Se tomarmos o(t) - g(t) )»(t) estaremos em condições

deaaplicar o teorema 3.4? caso (II) . De fato, da propria es-
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côlha segue >»(t)x( 4; (t) e que Mt) - o(q)(t)), 1: —-> ºº . Além

(l.-isso9 se o(t) e Lªo , tem-se g(t) :- o( Mt) X (t)) , 17 —> º ,

o que acarreta para qualquer constante M) 53, que

[q,(t)lx( Mp(t) ).(t) 9 para t suficientemente grande. Assim,

Jºªº“! ep (t) law mf“ tª'ª' pct) & (mt < «»

o que justifica & escôlha de )» (t) e implica que

35 t t
id.-bl £ ldt2 ooo ªn—%«S)ds < &

donde a east-gência de uma D— solução de (4.6) e portanto, a

ACt) -=admissibilídade de (Lao , D) .

Logo o teorema 504 garante a existência de uma solu—

ção do sistema (L!-04) dentro das condições requeridas e, por

conseguinte9 de uma solução de (4,1) satisfazendo às condi-

çÉes (402) .
.

:Dêste modo$> podemos resumir : .Para 'que (4.1) tenha 11-

ma solução satisfazendo às condições (4.2) 'e suficiente que

existam .uma constante p e uma função l(t) ) O tais que:
“'ª-(t ”Pt-* (P]. 9 ººº o (nªl->*? ªn_1(Pn)l x< 2—0?) 9

para llmáll<ngªlºooosno

f;_l).,(t)dt < ºª .
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(B) Suponhamos que a matriz ACt) . A seja constante

e que seus auto-valores de parte real nula sejam raízes siª
ples dos divisores elementares. Seja KW) uma função real
mensurável em J de modo que

(4.7) |f(t9<P)|x<Ã(t), teJ , «pec

(4.8) fºº)» (106.1: ( ...

Suponhamos ainda que a matriz A tenha 1: auto -valo —

res com parte real positiva, (1 auto valores com parte real

negativa e r auto-valores com parte real zero, onde admitª

mos & possibilidade de um ou dois dos inteiros p , q e r se-

._ rem zero o Nestas condiçõesº se f(t ,o) "é contínua, para
1: >,O , decorre do teorema 3.4- — caso 1 — que a equação“

(4.9) ' im .um + ro: me) '

tem uma família a q-parâmetros de soluções x(t) satisfazen—

do x(t) —- 09 quando 17 —>ºº.

De fato,, de acôrdo com a discussão feita anteríomeª

te, exemplo l—seco' 3,1 o par (LICX) , BECK» % A—admissível

elxººLé; (X) é um subeSpeço q—dimensional de X . Da hipótese

de continuidade sôbre f(t ,cp) .e da relação (4.7) segue que

f(t ,(p) satísfa. & condição (É) .
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' º+ . _'_Portanto, em Viruude de ser XO,L:(X) um eSpaço q di

mensional, podemos garantir a existência de uma família &

qg=parâmetros de soluções com a prºpriedade requerida.

OBSERVAÇÃO: l)_0 resultado acima garante a existên-

cia de uma família de soluções x(t) ,com x(t) -—- 0, quando

t —> & , & q-—parâmetros, podendo eventualmente existir uma

família dependendo de um número maior de parâmetros, Entre —

tranto9 dentro das condições requeridas9 esta & a máxima ge—

neralidade em que se pode enunciar o resultado. De fato, se

tomarmos f(t &,q;) 5 O$ & equação (409) se reduz uma equação

ordinária linear homogênea e” portantoe & cada :O correspoª
de uma única solução 69 neste caso9 q & o número máximo de

parâmetros.,

2) Quando q=0 & expressão "existe uma

família & q==parâmetros de soluções "significa que existe
uma única solução:.
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ON THE ASYHPTOTIC BEHAVIOR FOR A CLASS OF DIFFERENTIAL

EQUATIONS WITH TIME DELAY (SUMMARY)

The objective of this work is to study certain

prºperties near the infinity of the solutions of the differ;
ential system

imo -Auoxuo+;nt,xg .

where f is a perturbation with time delay.

The idea is to extend results of a paper by P. Hart-

man and NaOnuchic, quotbd in the work.,concerning the ordi-

nary sistem íc-A(t)x + f(t , x) . We use essentially the same

tool as in the mentioned paper of Hartman and Onuchic, which

is strongly dependent on the results of J.Kassera and J.

Scheffer çn linear, differential equations and functional an-

alysis.
We make also applications of the mentioned extension.


