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RESUMO

SILVA, D. F. . Boa coloca¢ao e comportamento assintético de solucoes de equacoes diferen-
ciais abstratas com retardo dependendo do estado. 2021. 90 p. Tese (Doutorado em Ciéncias
— Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2021.

Neste trabalho € estudada a existéncia e unicidade de solucdes locais e globais, a boa colocacgio
e a existéncia de atrator global para equacdes diferenciais funcionais abstratas com retardo
dependente do estado. Alguns exemplos relativos a equagdes diferenciais parciais com retardo

dependente de estado sdo apresentados.

Palavras-chave: Retardo dependendo do estado, solucdo estrita, boa colocacgdo, atrator global,

EDP’s com retardo dependendo do estado.






ABSTRACT

SILVA, D. F. . Wellposedness and asymptotic behavior of solutions of abstract differential
equations with state-dependent delay. 2021. 90 p. Tese (Doutorado em Ci€ncias — Matema-
tica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos — SP, 2021.

In this work is studied the existence and uniqueness of local and global solutions, the well-
posedness and the existence of global attractor for abstract functional differential equations
with state-dependent delay. Some examples concerning partial differential equations with state

dependent delay are presented.

Keywords: State dependent delay, strict solution, well-posedness, global attractor, PDEs with

state dependent delay.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Equacdes diferenciais com retardo sao uma linha de pesquisa de intensa atividade e uma
das mais antigas em sistemas dinamicos de dimensao infinita. Mais recentemente, equagdes
diferenciais com retardo dependo do estado tém atraido ateng¢do de muitos pesquisadores por

melhor descrever muitos processos de evolugdo.

Um ponto a ser destacado, que diferencia a teoria de equagdes diferenciais com retardo
dependendo do estado para outros tipos de retardo, € o fato de a fungdo u — u(- — o(u(.))) ndo
ser Lipschitz no espago das funcdes continuas, o principal espaco de fase no qual a teoria de
equacoes diferenciais com retardo € desenvolvido. Isto tem implicacdes importantes na boa
colocacdo do problema estudado e, em geral, este problema ndo € bem colocado no espaco
de fungdes continuas C([—p,0];X). Mais ainda, a adi¢do do termo u(- — o(u(.)) faz com que
equagoes diferenciais com retardo dependendo do estado sejam intrinsecamente nao lineares e

mais complexas que as equagdes diferenciais com retardo usuais.

Este trabalho é dedicado ao estudo de equagdes diferenciais abstratas com retardo
dependo de estado. Mais especificamente, nosso objetivo € encontrar espacos de fase nos quais
conseguimos estabelecer a boa colocacdo das classes de problemas adotadas e, desta forma,
estudar o comportamento assintético das solugdes globais dos mesmos. Este trabalho € divido
em dois capitulos nos quais estudamos duas classes gerais de equagdes diferenciais abstratas

com retardo dependendo do estado.

Relativo a literatura, para equagdes diferenciais ordindrias em espagos de dimensao
finita citamos os trabalhos (DRIVER, 1963) e (DRIVER, 1984), o estudo (HARTUNG et al.,
2006), e os trabalhos (AIELLO; FREEDMAN; WU, 1992), (WALTHER, 2003) e as referéncias
contidas nestes. Para equacdes diferenciais parciais e abstratas com retardo dependo do estado,
mencionamos o trabalho inicial (HERNANDEZ; PROKOPCZYK; LADEIRA, 2006) os recentes
trabalhos de Hernandez et al. (HERNANDEZ; PIERRI; WU, 2016), (HERNANDEZ; WU,
2019b), (HERNANDEZ; WU, 2019a) e (HERNANDEZ; FERNANDES; WU, 2020) sobre
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existéncia de solugdes locais e globais e boa colocac@o do problemas abstratos, e os trabalhos
(KRISZTIN; REZOUNENKO, 2016), (KOSOVALIC et al., 2013), (KOSOVALIC; CHEN; WU,
2017), (LV; YUAN; PEI, 2016) e (REZOUNENKO; WU, 2006).

Relacionado a existéncia e propriedades qualitativas de solugdes e atratores para proble-
mas abstratos e equagdes diferenciais parciais com retardo dependo do estado, mencionamos os
trabalhos de Rezounenko (REZOUNENKO, 2012), (REZOUNENKO, 2011), (REZOUNENKO,
2010), (REZOUNENKO, 2009) e (REZOUNENKO, 2008), e Rezounenko et. al. (KRISZTIN;
REZOUNENKO, 2016), (REZOUNENKO; WU, 2006) e (CHUESHOV; REZOUNENKO,
2015). Para outros trabalhos sobre o comportamento assintético de solucdes, veja (KRISZTIN;
REZOUNENKO, 2016), (KOSOVALIC et al., 2013), (KOSOVALIC; CHEN; WU, 2017), (LV;
YUAN; PEL 2016), (LV; PEI; YUAN, 2019) e (REZOUNENKO; WU, 2006).

No Capitulo 2, continuamos os estudos iniciados em (HERNANDEZ; PIERRI; WU,
2016) e (HERNANDEZ; WU, 2019a) sobre equacdes diferenciais abstratas com retardo depen-
dendo do estado. Mais especificamente, estudamos a existéncia de solugdes estritas globais e
a boa colocagdo para uma classe geral de equacgdes integro-diferenciais abstratas com retardo

dependendo do estado da forma

u'(t) = Au(l‘)—i—F(l‘,u(t),/OtK(t,T)u(T—G(T,M(T)))d‘c), t €10,qa], (1.1)
uy = @ €Crip([—p,0;X), (1.2)

nos quais A : D(A) C X — X ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de operadores

lineares limitados (7'()),>o definidos no espaco de Banach (X, || - ||), K(-) é uma aplicagdo com

imagem numa classe de operadores em X e F(-),o(+) sdo fungdes continuas adequadas.

O estudo do modelo (1.1)-(1.2) € motivado por uma extensa literatura em equagdes
integro-diferenciais ordindrias e parciais surgindo na teoria de dinamicas de populag¢des, veja,
em particular, os trabalhos influentes de Briton (BRITTON, 1990), os trabalhos (GOPALSAMY,
1980), (GOURLEY; BRITTON, 1996) e (GOURLEY, 1996), e as referéncias contidas nestes.
Como motivac¢ao, também mencionamos os trabalhos de Cooke & Huang (COOKE; HUANG,
1996) e Alt (ALT, 1979) sobre equagdes integro-diferenciais ordindrias com retardo dependendo
do estado e por Zhang & Vandewalle (ZHANG; VANDEWALLE, 2006) sobre equacgdes integro-

diferenciais com memoria.

Em nossos estudos, estabelecemos condi¢des ndo excessivamente restritivas para o

problema (1.1)-(1.2) estar bem colocado relativo aos espacos
B = {¢ € Crip([-p,0; X) : ¢(0) € D(A)},

munido da norma || ¢ [[s=[l ¢ |[c(—pox) + [| A@(0) ||, e C([=p,a];X), (veja Teorema 1).
Do Teorema 1 obtemos que || u;(-, @) — us(-, @) |lc(|—p,0j:x)— 0 quando s — ¢ e || u (-, ¢) —
u (W) lle(—p.0px)— 0 quando || y — @ [|3— 0, onde u(-, y) denota a tinica solugdo estrita do
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(1.1) com condicao inicial y. Resultados de boa colocacgdo para o problema (1.1)-(1.2) também

sdo provados relacionados aos espagos de fungdes C!.

Para provar nossos resultados, usamos algumas das ideias em (HERNANDEZ; PIERRI;
WU, 2016) e (HERNANDEZ; WU, 2019a). Usando os desenvolvimentos em (HERNANDEZ;
WU, 2019a), estabelecemos a existéncia global e unicidade de solucdes estritas para (1.1)-(1.2),
um problema nao considerado em (HERNANDEZ; WU, 2019a), trabalhando em ‘5. Além
disso, de (HERNANDEZ; WU, 2019a) assumimos uma condi¢do de integrabilidade natural
sobre a aplicagdo com operadores valores K(-) (a condi¢do %), que permite obter estimativas
lteis para [”K('v ¢)— VK('? lI/)]C‘J‘([O,a];X) € [F('7u<')7u1<(')) - F('aV(')avK('))]Ca([O,a];X)’ onde a
expressio z, denota a fungdo z,, : [0,a] — X dada por z, (t) = [ K(t,s)z(s — o (s,z(s)))ds. Estas

estimativas sdo fundamentais para provar nossos resultados.

Este capitulo € dividido em trés se¢des. Nossos resultados abstratos sdo apresentados na
Secdo 2.1. Na Proposicdo 2 e no Coroldrio 1 provamos a existéncia e unicidade de solugdes estri-
tas globais para (1.1)-(1.2). Este resultado estende os resultados encontrados em (HERNANDEZ;
PIERRI; WU, 2016) e (HERNANDEZ; WU, 2019a) sobre existéncia e unicidade de solu¢des
locais. Na mesma se¢@o estabelecemos diferentes estimativas para u(-, @), u(-, @) —u(-,¥) e
F(-u(),u () —F(-,v(-),v(+)), necessdrias para provar nossos resultados principais, Teorema

1 e Proposi¢do 4.

Os resultados relativos ao Capitulo 2 foram submetidos para a publica¢iao e podem ser
encontrados em (HERNANDEZ; FERNANDES; WU, 2020).

Ja no Capitulo 3, estudamos a existéncia e unicidade de solug¢des locais e globais, a boa
colocacdo e a existéncia de atratores para uma classe geral de equagdes diferenciais abstratas

com retardo dependendo do estado na forma

() = Au(t)+F(tut),ult—o(t,u))), t>0, (1.3)
w = @e%:=Cc([-p,0;X), (1.4)

nos quais A : D(A) C X — X ¢é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo analitico e compacto
de operadores lineares limitados (7'(¢));>¢ definido no espago de Banach (X, || - ||), F(-),o(+) sdo
funcdes continuas adequadas e, para todo 7 > 0, a fungdo histéria u, € C([—p,0];X) é definida
por u;(0) = u(t+ 0) para 0 € [—p,0].

Nesse capitulo, estabelecemos diferentes resultados sobre existéncia e unicidade de
solucdes fracas e estritas locais e globais, boa colocacdo e existéncia de atrator global para a
versao autdnoma de (1.3)-(1.4). Para estabelecer nossos resultados, usamos algumas ideias de
(HERNANDEZ; PIERRI; WU, 2016), (HERNANDEZ; WU, 2019b), (HERNANDEZ; WU,
2019a) e (HERNANDEZ; FERNANDES; WU, 2020) o que permite estudar a existéncia e
unicidade de solugdes em espacos de fungdes Lipschitz. Em particular, estudamos a boa
colocacdo de (1.3)-(1.4) relativo aos espagos B := {y € Cri([—p,0];X) : ¢(0) € D(A)} e
By = {y e CrLip([-p,01;X)NC([—p,0]: Xy) : w(0) € D(A)} (y € (0,1) e Xy é o dominio da
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Y—poténcia fraciondria de A) munidos das normas || ¢ [[s=| @ |lc(—pox) + || A@(0) || e
| @ lls,=ll ¢ llc(—popx,) + | A@(0) || respectivamente. As observagdes anteriores permitem
introduzir as familias de aplicagdes (S (t))r>0 € (Sw, (f))r>0 associadas as solugdes globais do
problema (1.3)-(1.4) relativas aos espagos B e B, respectivamente ( Sp(f)@ = (-, ¢) para
t>0,0eD,e®D =2,DBy), e estudar a existéncia de atratores ( para a versdo autbnoma de
(1.3)-(1.4)) nesses espacos e no espago ¢ = C([—p,0]; X). Este método requer o estudo da boa
colocagdo, dissipatividade e a compacidade de (S (?))r>0 € (S, ())r>0 usando normas com
peso, mas é mais direto e mais geral que os métodos utilizados na literatura associada, formada
basicamente pelos interessantes trabalhos de Rezounenko citados anteriormente. Nos trabalhos
de Rezounenko (REZOUNENKO, 2012), (REZOUNENKO, 2011) e (REZOUNENKO, 2009) os
resultados sdo provados introduzindo diferentes propriedades para a fun¢do retardo dependendo
do estado o(-), 0 que minimiza ou elimina a perda da Lipschizinidade das func¢des da forma
u—u(o(-,u())) e u = ug(.u()))- O mesmo objetivo tem o conceito de retardo dependendo
do estado seletivo (state-dependent selective delay) introduzido em (REZOUNENKO; WU,
2006). Uma estratégia diferente é adotada em (CHUESHOV; REZOUNENKO, 2015), no qual é
estudada a existéncia de um atrator global e exponencial de dimensao finita. Os resultados em
(CHUESHOV; REZOUNENKO, 2015) s@o provados assumindo que X € um espaco de Hilbert,
que A € um operador positivo com espectro discreto, trabalhando em espagos de fun¢des Lips-
chitz de valores em D((—A)%) e usando método de Galerkin. Para outros trabalhos relacionados
ao estudo de comportamento assintético de solugdes, citamos (HERNANDEZ; WU, 2019b),
(KRISZTIN; REZOUNENKO, 2016), (KOSOVALIC et al., 2013), (KOSOVALIC; CHEN; WU,
2017), (LV; YUAN; PEI, 2016) e (LV; PEI; YUAN, 2019).

1.1 Notacoes e definicoes premilinares

Neste trabalho, C([b,c|; X), C¥([b,c];X), y € (0,1), e CLip([b, c]; X ) munidos das normas

denotados por || - |lc(p,cx)»

“Nler(pex) € |+ lleg, (.:x) 80 os usuais espagos das fungdes

continuas, Holder continuas e Lipschitz continuas respectivamente. Por conveniéncia, obser-

vamos que || - [lcv((p,elsx) =1 - oo Tlerpaxs I ey, b =1 - leqp.a: )‘H]CL,p([b,c];X)’

onde [g]CY([b,C];X) = SuPt,se[b,c],z;és % e [5]%, ([b.cl:X) = SUPy seb,c] rs ||5(|2 5‘( lew)=s )],

Neste trabalho, assumimos que 0 € p(A) e (—A)P (B > 0) denota a B-poténcia fraciondria
(—A)B . D((—A)B) € X — X de A. Usamos o simbolo Xg para o dominio de (—A)P munido
com anorma || x ||g=|| (—A)Bx||. Mais ainda, por simplicidade, assumimos que C~ eCipg >0,
i =0,1,2, sdo constantes positivas tais que || (—A)'T(¢) ||< g’, (—A)*BT (1) ||< £ para todo
B>0,t>0ei=0,1,2.

Seja (Z,|| - ||z) um espago normado. Para r > 0 e z € Z, a bola de centro em z e raio r
em Z serd dentada por B,(z,Z) :={x € Z:|| x —z ||z< r}. Além disso, para A C Z, A7 denota o
fecho do conjunto A em (Z, || - ||2).
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Definicdo 1. A seguir, € e €, A € (0, 1], sdo os espacos C([—p,0];X) e C([—p,0]; X, ) munidos

com as normas uniforme denotadas por || -

@ € || - [|«, respectivamente. Além disso, para a > 0

e 7€ (0,1], temos que B, B,, Bye B! sdo os espacos

B: = {yvel(-p,0:X): v(0) D)},

B,: = {uEC([—p,a];X):uoe‘B,u“O_a]EC([O,a];Xl)}
By: = {weCp([=p,0::X)NC([=p,0;Xy) : w(0) € D(A)},
Bl = {yeC([-p,0:X): y(0) € D(A), ¥'(07) =Ay(0)},

munidos das normas || ¥ [ls=[| ¥ [l& + | Ay(0) [l || - s, =l - llc(—p.aix) + I - lleqoasx),

onde X; é o espaco D(A) munido da norma || x ||;=|| Ax Vs, =l ¥z + | Ap(0) | e
1wl =1 W len o + 1| AW(0) | respectivamente.

’
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CAPITULO

EQUACOES INTEGRO-DIFERENCIAIS
ABSTRATAS COM RETARDO
DEPENDENDO DO ESTADO

Neste capitulo, estudamos a existéncia de solugdes estritas globais e a boa colocagao
para uma classe geral de equacdes integro-diferenciais abstratas com retardo dependendo do

estado da forma

W) = Ault)+F(tulf), /OtK(z,r)u(r—o(f,u(r)))dr), tel0,q, (1)
up = @ €CLp([—p,0:X), (2.2)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de operadores

lineares limitados (7°()),>o definidos no espaco de Banach (X, || -

), K(+) é uma aplica¢do com

imagem numa classe de operadores em X e F(+),o(+) sdo fungdes continuas adequadas.

2.1 Boa colocacao

Nesta secdo, estudamos a existéncia e unicidade de solugdes estritas globais e a boa

colocagio do problema (2.1)-(2.2). Nos restante deste capitulo, B8 e B! sio os espacos

B = {¢cCLp([—p,0:X): ¢(0) e D(A)},
B! = {peC'([-p,0;X): 9(0) €D(A), ¢'(07) =Ap(0)},

munidos das normas || @ [|s=[| A@(0) || + || @ llc(—p.0jx) € | @ llog1 =N A@O) [| + (| @ |1 (|- 01:x)
respectivamente. A escolha dos espacos B e B! sio baseadas em consideragdes técnicas da

teoria de semigrupos. Esses espacos foram considerados anteriormente em (KRISZTIN; RE-
ZOUNENKO, 2016), (LV; YUAN; PEI, 2016) e (WALTHER, 2003).
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Notacao 1. Por conveniéncia, para uma fungdo u € C([—p,b]; X), b € (0,a], usamos os simbolos
u® e u, para as fungdes u° : [0,b] — X e u, : [0,b] — X definidas por u°(t) = u(t — o (t,u(t)))
eu,(t) = K (t,5)u’(s)ds.

Observacido 1. Por simplicidade, assumiremos sempre que F(-) e o(-) sdo Lipschitz e es-
crevemos [Fc,;, e [0]c,, no lugar de [Flc,, ((0.4)xx xx:x) € [Olcy,([0.axx:[0,p))- Similarmente,
para v € Crip([—p,b]; X) escrevemos [v]c,, (p 5 00 lugar [v]c,, ([~ p.s).x)- Similar notagdes serdo

adotadas para outros tipos de espagos de funcoes.

Definicdo 2. Uma fung¢io u € C([—p,b];X) é chamada uma soluc@o fraca de (2.1)-(2.2) em
[_pvb] seup=0¢

t
u(t) = T(£)0(0) + / T(t —s)F (s,u(s),u(s))ds, V1€[0,b]. 2.3)
0
Defini¢do 3. Uma funcdo u € C([—p,b]; X) é chamada uma solugdo estrita de (2.1)-(2.2) em

[—p,b] se Ul € C'([0,b];X), u(t) € D(A) para todo ¢ € [0,5], Auy,, € C([0,b];X),up=0 e
u(+) satisfaz (2.1) em [0, b].

0,b]

Relativos as defini¢des, observamos que nomenclaturas similares serdo utilizadas para os

problemas definidos em [—p, b).
De (HERNANDEZ; WU, 2019a), incluimos as condi¢des a seguir.

Lo a € (0,1], K : [0,a] x [0,a] — Z(X) é uma fungdo integrével,
1 1

K(t,-) € L0-9([0,1],.Z (X)) para todo t € [0,a] (tomamos L1~ = L~

para oo = 1); para todo b € [0,4q]

s 1
o) = sup ([ I1K(5.7) | 477 <o, sea <1, @)
s€[0,6] YO

O(b) = Sl[épb} | K(s,7) ll=(o,szx) <o sea=1, (2.5)
s€(o,

e para todo s € [0,a] existe uma fungdo Lg o s € L' (0,5];RT) tal que
| K(t,7) —K(5,7) [|< Lg,as(7) [t —5|%, VO<T<s5<t<a, (2.6)

e Y(b) = (O(b) +supse(op) || Lk as

|L1([0,5:r)) < o paratodo b € [0, a].

Incluimos agora alguns lemas uteis. A prova do Lema 1 segue procedendo como na prova
do (HERNANDEZ; WU, 2019a, Lema 3.1). Por completude, incluiremos uma prova curta.
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Lema 1. Assuma que a condi¢do £4 esteja satisfeita, u € C([—p,b];X) e v € Cpip([—p,b]; X).
Entdo, u, € C*([0,6];X), [ug]cajg ) ST(B) [ ullci-—pp e

[ u® v llcopy < Q=W llepo T¥@V, W) [ u—v o)
[y —vi ey < OB @ =¥ llci—poy ¥ G, ¥) [u—v lcop)
e —vilepy < YO)I @ = llc—poy TE @ v ¥) [ u—v o)

onde up = @, vo =y e ¥(b,v,y) =1+ ([W]CU,,[—I),O] + [V]CLiP[O,b])[G]CLip'

Demonstragdo. A desigualdade para [u,] co(jo,p]x) € Provada em (HERNANDEZ; WU, 20194,

Lema 3.1). Relacionada a segunda desigualdade, observamos que

| u® —v° HC[O,b
< Ju(-=o(u(-) —v(-—o(,ul)) llcos
+ v =0o(,u(-)) =v(-=a(-v()) llcis)

< Nu=vllerpp +WVey,ps | 0 ul) =0 (v() |cpos)
< Nu=vlci-pp +Wep,-pailOleu, 4=V llciop
< lo—wllerpo 1+ {Wlcy,-po + Ve 0l Tu—=v o).

Observando que || u, — vy lcjo)<Il 4 =V |lcjo,p) @(b)b* obtemos a terceira desigualdade.

Para provar a dltima desigualdade, para 0 < s < ¢ < b observamos que

| (6) = v (0) = (0 (5) = V() |
< ([ 1KG0 K9 v+ [ 1K) 1d9) |4 =22 o
< (1 Lk o) OB |47 =17l (6 =5)%,

0 que permite finalizar a prova utilizando a segunda desigualdade. [

A seguir, na Proposicao 1 e Corolario 1, estabelecemos a existéncia de solucao estrita
maximal, um problema que nao foi considerado em (HERNANDEZ; WU, 2019a).

Proposicao 1. Assuma que o semigrupo (7'(¢)),>0 é compacto, a condi¢do £ esteja satisfeito,
a € (0,1) e @ € B. Entdo, existe uma tnica solugdo estrita u(-, @) € Cr;p([—p,b]; X) de (2.1)-
(2.2) em [—p,b] para algum 0 < b < a.

Demonstragdo. Seja R > Co || @ [|c—p,0)- Selecionamos agora 0 < b < min{1,a} tal que R >
Co(ll @ ller-p.op + 1 F(-0,0) [lcio,a) o+ [Fley, R(1 4 Y(a)a®)b).
Seja (R, @) = {u € C([—p,b];X) :up = @, || u [|c[—p < R}, munido com a métrica
d(u,v) =[l u—v|lcqopx) e T : L (R,9) — C([—p,b];X) a aplicagdo definida por I'u = ¢ em
[p,0] e ,
Tu(t) = T(1)9(0) + /0 T(t —$)F (s, u(s),u (s))ds, fort € [0,b].



22 Capitulo 2. Equacoes integro-diferenciais abstratas com retardo dependendo do estado

Do Lema 1, parau € .7 (R, @) et € [0,b], observamos que
| Tu(t) < Co(ll @ llcr-pop + | F(-,0,0) lico.q) o+ [Fley, R(1+Y(a)a®)b) <R,

o que implica que . (R, @) C .7 (R, @). Além do anterior, observando que R := SUP,e 7 (R.)
F(,u(),u () llcpp < o parat € [0,b) e h > 0 tal que  +h € [0, b] vemos que

| Tu(t +h) —Tu(r) ||
< [(T(t+h)—T(@1))e(0) || +C0§h—l—§/0 | T(t+h—s)—T(t—s) | ds,

o que implica que {T'u: u € Z (R, ¢)} é equicontinua em [0, b]. Além disso, para u € .7 (R, @),
t€(0,b] e 0 < € <t temos que

Tu(t) = T)e(0)+T(¢g) Ot_STO‘—S—S)F(S,M(S),MK(S))dS

+ T(t—s)F(s,u(s),u(s))ds

t—¢&

e {T()p(0)} +T(&)(t — €)CoRB} (0;X) + CoReAB; (0; X)),

e, assim, I'(.7 (R, 9))(t) ={Tu(t) :u e .”(R,9)} C Ke+Dg,onde Ke :={T(t)(0)} +T(€)(r—
€)CoRB1(0;X) é compacto em X e o didimetro do conjunto D¢ := CoReAB; (0;X) converge para
zero quando € | 0. Isto prova que I'(-7 (R, ¢))(¢) é relativamente compacto.

Das observagdes acima, I' é uma aplicagdo completamente continua de .(R, @) nele
mesmo e do Teorema do Ponto Fixo de Schauder, existe uma tnica solugdo fraca u(-, @) €
(R, ) de (2.1)-(2.2) em [—p, b].

Do item (a) Lema 17, u € C%([0,b];X) o que implica que F(-,u(-),u,) pertence a
C%([0,b];X). Usando agora o item (b) do Lema 17 obtemos que u(-) é uma solucéo estrita em

[—p,b] e Uy, € C'([0,b];X), o que mostra que u € Cr;,([—p,b]; X) desde que @(-) é Lipschitz.

Para finalizar, provaremos a unicidade. Se v € C([0,5]; X) é uma solugéo fraca de (2.1)-

(2.2) em [—p, D], usando o Lema 1 vemos que

) =v(0) 1= Co [ [Fls (1+ Y (@a®B(,u(,9). ) 4= o ds.

€, assim,

t

| u—vlcpn< Co/o [Flcy, (1+Y(a)a®¥(b,u(-,¢),9)) | u—v |l ds,
o que implica que u(-) = v(-) em [0, b]. O

Corolario 1. Suponha que as condi¢des na Proposicéo 1 estdo satisfeitas e assuma que [F ]CL,.[, (14
Y(a)a®)a < 1. Entao, existe uma tnica solugdo estrita u(-, @) € Cr;p([—p,al; X) de (2.1)-(2.2)
em [—p,al.
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Demonstragdo. Das hipdteses, podemos selecionar R > 0 grande o suficiente tal que R > Cy (||
? lle=po) + | F(+,0,0) [lcpo.q @+ [Flcy,,R(1+Y(a)a%)a). A prova pode ser completada agora

usando o argumento da Proposicdo 1 com ‘a’ no lugar de ‘b’. [

Procedendo como na pova de (HERNANDEZ; WU, 2019a, teorema 3.2), podemos

provar a Proposi¢do a seguir sobre existéncia de solugdes locais.

Proposicao 2. Suponha que a condi¢do £ esteja satisfeitas e ¢ € ‘5. Entdo, existe uma tnica
solucdo estrita u(-, @) € Cpi([—p,b];X) de (2.1)-(2.2) em [—p, b] para algum 0 < b < a.

Proposicao 3. Suponha que as condi¢des na Proposi¢do 1 ou na Proposicao 2 estdo satisfeitas.
Se ¢ € B, entdo existe uma tnica solugdo estrita u(-, ¢) € Crip([—p,a]; X) de (2.1)-(2.2) em
[—p,a] e constantes positivas Aj(a),As(a), independentes de ¢ € B, tal que

lu(,9) licio.q < A1(@) [| @ [lc—p.o) +A2(a). 2.7)

Demonstragcdo. Da Proposicao 1 ou Proposicao 2, existe 0 < by < a e uma udnica solucdo
estrita u! € Crip([—p,b1];X) de (2.1)-(2.2) em [—p, b1]. Assumindo b; < a e observando que
u,])(~, @) € B, da Proposi¢do 1 ou Proposi¢do 2 obtemos que existe 0 < by < a e uma tnica

solugdo estrita u?(+,up, ) € CLip([b1 — p,b1 + b2];X) do problema

w(t) = Aw()+F(t,w(t),wl (1)), telbi,by+b),

Wp = ubl('7(P)a
onde w (1) = fé’l K(t,v)ul (t—o(t,u(t))dt+ [ K(t,T)w(t — o (t,w(T))dT.

Definindo u : [—p, b +by] — X por u(-) = u'(-) em [—p,b1] e u(-) = u?(-) em [by,bs],
temos que u(-) é uma solugdo estrita de (2.1)-(2.2) em [—p,b; + b]. Mais ainda, procedendo de
maneira similar obtemos uma solugdo (estrita) maximal u(-, @) € C(Imax;X) de (2.1)-(2.2). A

seguir, provaremos que Iyq = [—p,d].
Sejau(-) = u(-,9) e by = suplnax. Parat € [0,by), podemos ver que
1
[ u(t) [|< Co |l 9(0) || +Co/0 (Fley, (| uls) | + [ ug (s) [N+ | F(s,0,0) [))ds,
e usando o Lema 1 obtemos que

lullci—pg < (A+Co)l @ llcj=po +a |l F(+,0,0) [lco.q))
t
+ColFlcy, [ (1 X(@a") || i p ds 28)
o que implica que u(-) e F(-,u(-),u,(-)) sdo limitadas em I,«. Mais ainda, do item (a) do Lema

17 obtemos que u € C%([0,b¢); X) e que lim,_,, u(t, @) existe. Definindo v : [—p,be] — X por

v(-) =u(-) em [=p,by) € v(by) := lim;_, u(t, ), podemos mostrar que v(-) € uma solugdo
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fraca de (2.1)-(2.2) em [—p,by), 0 que implica que Inax = [—p,bgp]. Mais ainda, também temos
que u € C*([0,bg]; X) e F(-,u(-),u(-)) € C*([0,by): X).

Assuma by < a. Do item (b) do Lema 17 e Lema 1, u(-) é uma solugdo estrita em

[_p7b(P]e

[ Auliciop,) < CollA@0) [ +(Co+1) | F(ul-),ux(-)) llcpos)
+C1[F (u() 1 (oo, oo
< Gol[A@(0) | +(Co+1) | F(ul-),ue(4) llcpop)

+Cibga [Fley, (@~ + [ulcefop, + Y0) [ llc—ppy)s  (229)
o que implica que Au(-) é limitada em [0,by]. Assim, u'(-, @) é também limitada em [0,by] e
u(-, @) € Crip([—p,bel;X) desde que ¢ € Crip([—p,0]: X).

Observando agora que Wy pig) Crip([bp — p,bg); X) e que u(by, ¢) € D(A), da Propo-
sicdo 1 ou Proposigdo 2 obtemos que existe ¢ > 0 e uma solugdo estrita v € C([by — p, by +¢],X)

do problema
wi(t) = Aw(t)+F(t,w(t),we (1)), € [bg,be+cl, (2.10)
Wh, = ub(p('aq))7 (2.11)
onde w, (1) = fé’“’ K(t,t)u(t —o(t,u(t))dt + f,j(p K(t,7)w(t — o(7,w(7))dt, 0 que permite
construir uma solugdo estrita de (2.1)-(2.2) em [—p, by + c|. Isto implica que by = a.

Do anterior, u(-, ¢) é uma solugdo estrita de (2.1)-(2.2) em [—p,a]. Mais ainda, proce-
dendo como na dltima parte da prova da Proposi¢do 1 provamos a unicidade de u(-, @) e de (2.8)

obtemos que (2.7). Isto completa a prova. L

Observacao 2. A seguir, assumimos sempre que as condi¢des na Proposicdo 3 sdo satisfeitas.
Além disso, u(-, ) denota a tnica solugdo estrita em Cr;,([—p,a];X) de (2.1) com condicdo
inicial y € B e para u € C([—p,a|;X), F,) € a fungdo F,. : [0,a] — X dada por F,((-) =

F('?”(')’uk('))'

Lema 2. Existem constantes positivas A;(a), i = 3,4, independentes de ¢ € B, tal que
max{|| Au(-, @) [[cpo,a), [u(, ®)]cy, 00} < A3(a) || @ [|s +A4(a). (2.12)

Demonstragdo. Sejam ¢ € B e u(-) = u(-,¢). Do Lema 1 temos que

| Futo) llcpo.q < [Fleg, (I #llcpoa + 1 g lefo.a)+ || Fo llco,ql
< [Fley, (I llcjo.q +Y(@)a® [| 4 |l ci—p.a)+ | Fo llcjo.q
< [Fleg, (I 4 llcjo.q +X(@a“(| @ lleq—pop + 1 llcjo.a)
+ 1| Fo llcfo,.q)
< a1(a@) | ¢ lle=p,o) t02(a) || ullcpq +03(a), (2.13)
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onde a;(a), i =1,...,3 s@o constantes independentes de ¢(-). Definindo a4 (a) = ( a(lcl sl

Cop)a'~%, do item (a) do Lema 17 e da dltima desigualdade, obtemos que

IA

[T()e0)]cao.qt | Fu) llef—p.a 0ala)
0a' " | Ap(0) || +au(a) || @ ller—po
+on(a) || ullco.q +os(a)
as(a) || @ |l +oa(a) || ullcp.q +3(a), (2.14)

(] ca 0,4]

IN

IN

onde as(a), é uma constante independente de ¢(-). Do anterior, (2.9), (2.7), (2.13) e (2.14),
obtemos que

[ Au(-) llcpo.a < os(a) || @ [l +o(a),

onde a;(a), i = 6,7, sdo constantes independentes de ¢(-). Mais ainda, podemos obter uma desi-
gualdade similar para [u]c,; (0,4 Observando que u(-, ) € uma solugdo estrita e que [uc,, 0.4 <I|
' |lcro,a <II At llco.q) + | Fuco) llco.a- O

Lema3. Sejam @, y € B, u=u(-,¢)ev=u(-, y). Entdo F(-,u(-),u.(-)) pertence a C*([0,a]; X)
e

S [ ]CL,p(al +X(a) [| @ llci—po) + (1 +Y(@)) || ullcago.q)
| Fu..0) = Futy) llco,q)

< [F]CL[p(T(a)aa H -y HC[fp,O] +(1 +Y(a)aa‘P(a,V7 II/)) H u—v ||C[O,a])'
Demonstragdo. Do Lema 1, podemos ver que

[Fu(.0))cef0.q
< [F]CLip(al_a + [M]Ca[o,a] +T(a) H u HC[fp,a])
< [Fley, (@ % +Y(@) | @ llej-po) + (1 +Y(@) || u llcajo.q)-

Novamente usando o Lema 1, temos que

Fu~ ”COa

| Fu(p) —
< [Fleg,(lu—=vllcpo.q + I ux = v lcpo,a)
< [Fleg, (I u—=v llcjo.q +a” [ug = vileaoa)
< [Fleg, lu—vlicp.q

+[Fley, Y(@)a® (| @ = ¥ llcj—p.o) T (@ v, W) lu—v lcio.q)
[Flcy,,(X(a)a® || ¢ = |lc—po) +(1+Y(a)a®P(a,v,¥)) || u =V [lcio.a);

IN

0 que permite finalizar a prova. [
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Lema 4. Existe As(a) > 0 tal que
(- 0) =v( ) llcr—pa < As(@) || @ =y [|sg e OFent-¥I ¥ (2.15)
para todo @, y € °B.

Demonstracdo. Do Lema 3, para ¢ € [0,a], temos que

Ju9)—u¥) e
< Coll o=V llerpor+ [ ColFla, Y@a® | 9=V llr_poyds
+ [ ColFle, (14 T(@a™¥ (@ 9. W) 4= o ds
< Co(1+[Fley, Y(@)a' ™) | ¢ = ¥ llcipo)
+ Pl (1+ T (@™l ), ) [ 1= o s,

e, assim, || 4, @) ~v(-, V) lci0a)< 00 (a) | @— W [l e@@¥@C9)¥) onde ay (a), aa(a) st
constantes independentes de ¢(-) e y(+). Usando esta desigualdade obtemos (2.15). O

Para estimar || Au(-, @) —Au(-, y) ||, de (HERNANDEZ; WU, 2019a) incluimos a condi-

¢do a seguir.

Sa:a € (0,1), F(-) é Frechet diferencidvel em X x X, Do F (+) é continua
em [0,D] x (X x X) e existe Lr > 0 tal que

| F(t, (x,y)) — F (s, (x,)) |
+ || D2F (¢, (x,y)) = D2F (5, (x,9)) | 2 x xx )< Lr | £ =5 %,
| D2F (s, (x1,31)) — D2F (s, (x2,32)) || 2(x xx x)
< Lp([|x1—x2 | + | y1 =2 (),

paratodo 0 < s, <b <a,x,x;,y,y; €X.

Procedendo como na prova de (HERNANDEZ; O’ REGAN; PONCE, 2014, Lema 2.2),

podemos provar o préximo resultado.
Lema 5. Suponha que a condi¢do F esteja satisfeita, ¢, y € B, u =u(-,¢9) e v=u(-, y). Entdo
Fu9) = Fut ) leejo.)

< LpBo(u,v)([| u—=vlcjo.aq + Il uk — vk llco.q)
+(LrB(u,v)+ || d2F (+,0,0) |l co.q) ([# = V]cap,q + Uk —Vklcapq), — (2.16)

onde Bq(u,v) = 1+ [u]cajg g + [Uglceo,a + [VIcepq + [Vilcep.q and B(u,v) = u |cjo,q + |l

ug lc.a + 11V licpo.q + 11 vk llco,q-
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Observaciio 3. E conveniente reescrever as desigualdades no Lema 5 e no Lema 3. Para
h € C*([—p,al;X), observe que

[hlcao.q + [Pkl < [hlcaoq +Y(@) [ 7 [lcf—pa
< Y(a) | ho llcj-po) +(1+X(@)) [| 2 [lcapo,q)s
| 7 llco.a + Il g llejo.q
< Ao FY(@)a® || hlle-pa
< Y(a)a® || ho |lcf—po) H(T+X(@)a®) [| ]l cjo.q -

Observe também que existe a(a) > 0 independente de ¢(-) e y(-) tal que By (u,v) + B(u,v) <
a(a) 1 (u,v), onde 71 (u,v) = 1+ || @ [[cj—po) + [| ¥ llci=p.o) T | 4 llcajo,q + || v [lcejo,q- Do
anterior, podemos reescrever as desigualdades no Lema 5 e no Lema 3 na forma

Fut ) = Futw) ool
< As(@)A ) @ =W lc—po + 14— llcpo,a +u—V]cep.q)
| Fu(-.0) = Fu(w) llcio.q
< As(@)(l o=V llci-po t¥(av, ¥) [[u—vllcpoq),
onde Ag(a) é uma constante positiva independente de ¢(-) e y/(-).

Lema 6. Se a condicdo F, estd satisfeita, entdo existe A7(a) > 0 tal que

[u('v (P) - u('7 W)]C“[fpﬂ}
< M@)(le—wlls +¥(a,uCv),w) [ u( @) —ul- ¥) llcp.a) (2.17)

para todo @, y € °B.

Demonstragdo. Seja o (a) = (= ) +Cp)a'~%. Do item (a) do Lema 17 e observacao 3,

a(l—a)
obtemos que
(-, 9) —u(, ‘l/)]ca[o,a]
a'"Co || A@(0) —Aw(0) || +01(a) || Fy..p) = Fury) llcio
< a'""%Co || Ap(0) —Aw(0) |
+ai(a)As(a)([| @ — v llcj—po ¥ (@, u, ¥), W) [ u—vlco.q)

IN

0 que permite finalizar a prova. [

Lema 7. Existe Ag(a) > 0 tal que

| Au(-, @) = Au(-, ¥) [|cpo.q
< As(@)Fuv) [l o —wils
+A8<a)<<5ﬂ1 (M,V) +y1(u7v)ly<aava W) +\P(aava ll/)) || I/t(7(p) —M(',l[/) HC[O,a]a (2.18)

paratodo @,y € B, onde u = u(-,@) e v=u(-,y).
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Demonstragdo. Observando que ¢@(0) — w(0) € D(A) e Fy(. o) — Fy(..y) € C¥([0,a];X) (Veja

Lema 5), temos que u(-) — v(-) é uma solugdo estrita de
w/(t) = Aw(t) + Fy(. ) (1) = Fy (1), 1 €[0,a],
com condi¢do inicial w(0) = ¢(0) — y(0). Do item (b) do Lema 17 vemos que

| Au(-, ) —Au(-, ¥) llco.q
< GollA@(0) —Ay(0) || +(Co+ 1) || Fu(.p) = Fu(y) llcpoa

o

a
+CIE[FM( o) — Fut.wlcep.a)s (2.19)

)

e combinando as estimativas na observacdo 3 e no Lema 6, obtemos (2.18). O

Para estabelecer o resultado a seguir, incluimos a préxima defini¢ao.

Definicdo 4. Sejam (.77, || - ||s) e (#,]| - ||w) espagos normados tais que (-7, || - ||s) — C([—p,a]; X)
e (#,| " |lw)— C([—p,0];X). Dizemos que o problema (2.1)-(2.2) estd bem colocado relativo
aos espacgos (7, - ||s) e (-7, || - ||.#), se para todo ¢ € #  existe uma tnica solugao fraca u(-, @)
de (2.1)-2.2), u(-, @) € L e[| u(-,@) —u(-,¥) || »— 0 quando || y — ¢ ||,y — 0.

Podemos estabelecer agora o primeiro Teorema. Neste resultado, B, é o espaco
B, ={ucC([—p,a;X) :up € B, Uy, € C([0,a];X1)}

munido da norma || - [|,=|| - [lc(—p.ax) + || - lc(0,41:x,)> onde X1 € o espago D(A) munido da

norma || x ||;=|| Ax||.

Teorema 1. Assuma que as condi¢des na Proposi¢do 3 e a condi¢do §¢ estdo satisfeitas. Entdo

o problema (2.1)-(2.2) estd bem colocado relativo aos espagos ‘B e ‘B,,.

Demonstracdo. Seja @,y € B. A existéncia de uma tnica solugdo estrita u(-, y) € B, de (2.1)

com condi¢do inicial y segue da Proposicao 3. Por outro lado, do Lema 4 temos que
Lo 9) = W) o < As(a) || @ =y [l S@F@CO0 S0, (2.20)

quando || ¥ — ¢ [|s— 0. Além disso, usando a nota¢do u = u(-,¢) e v=u(-,y), do Lema 7

obtemos que

|| Au(: (P) —AM(-, W) HC[O,a]
< M@ (uy) | o—vle
+A8(a)(‘5ﬂ1 (uvv> +‘5ﬂ1 (uvv)ql(avua (P) —f-‘P(Cl,I/l, QD)) H u('u §D> - u('» W) ||C[O7a} - (2.21)
De (2.7) e (2.12), podemos ver que .#] (u,v) é limitada para y(-) em subconjuntos limitados de

B, 0 que implica usando (2.20) que || Au(-, ) —Au(-, ¥) |lc((0,q:x)— 0 quando || ¥ — @ [[s— 0.
Do anterior, temos que || u(-, @) —u(-,y¥) ||ss,— 0 quando || y — @ |[3— 0. O
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A seguir, para ¢ € B e t > 0 usamos a notagdo S(r) para a aplicagdo S(r) : B —
C([—p,0];X) dada por S(¢)¢ = u;(-,¢). Do Teorema 1, temos o préximo resultado.

Corolario 2. Assuma que a condi¢des no Teorema 1 estdo satisfeitas e seja ¢ € 8. Entao

| S(t)e =SV lle(-pojx)— 0 quando || @ —y [ls— 0 e || S{)9 —S()® |lc(—p.ox)— O
quando s — t.

Demonstragdo. A primeira afirmacgdo segue do Teorema 1. A segunda afirmacao segue obser-

vando que u(+, ¢) é Lipschtz em [—p,a]. O

No resultado a seguir, B! é o espaco introduzido no comeco da segio.

Proposicdo 4. Assuma que F(0,-,0) = 0 e que as condi¢des no Teorema 1 estdo satisfeitas.

Entiio o problema (2.1)-(2.2) estd bem colocado relativo aos espacos B! e C!([—p,a]; X).

Demonstragdo. Seja ¢,y € B!, Da Proposigio 3, existe uma tnica solucfo estrita u(-, ) de
(2.1) em [—p,a] com condi¢do inicial y. Mais ainda, da condi¢do F(0,-,0) = 0 temos que
W' (0%, y) = Ay(0), o que implica que u(-, y) € C!([—p,a]; X).

Sejau =u(-,0) e v=u(-,y). Observando que u(-) e v(-) sdo solucdes estritas, temos

que

H u/<'7 (P) - u/('a W) HC[O,a]
< [[Au(, @) —Au(-,¥) lIcio.q) + | Fut..0) = Futy) llcioql

Do Teorema 1, || Au(-, @) —Au(-, ¥) [|c(j0,a1:x)— O as || ¥ — @ |5 — 0. Mais ainda, da observago
3 e (2.15) temos que

| Futp) = Fu) llcio,al
< As@)(| @ =V llc—po) +¥(@,u, @) [l u—v|Icio.q)
< As(@) [l 9=V llc-po
+Ag(@)As (@)W, 1, 0) | @ — v [l 5 @¥aut-0)0)a o

quando || y — ¢ ||z — 0.

Das observagdes anteriores, vemos que || u(-, @) —u(-, ¥) ||¢1(j0,4.x)— 0 quando || y —
¢ ||z — 0, o que permite finalizar a prova. O

Finalizamos esta secao com o coroldrio a seguir.

Corolario 3. Se as condi¢des na Proposi¢do 4 estdo satisfeitas e ¢ € B, entdo || S(¢)p —
S(s)@ ||gr— Oquandos —te || S(t)o —S(t)y ||z — 0 quando || ¢ — ¥ ||z — 0.
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2.2 Exemplos

Nesta secdo, estudamos alguns exemplos de equagdes diferenciais parciais com retardo
dependendo do estado motivado por diferentes trabalhos e aplicagdes, veja por exemplo (ALT,
1979), (BRITTON, 1990), (COOKE; HUANG, 1996), (GOURLEY; BRITTON, 1996), (GO-
PALSAMY, 1980), (GOURLEY, 1996), (HERNANDEZ; PIERRI; WU, 2016), (HERNANDEZ;
WU, 2019a), (REZOUNENKO; WU, 2006), (SHAKOURIFAR; ENRIGHT, 2011), (YI; CHEN;
WU, 2012) e (ZHANG; VANDEWALLE, 2006).

A seguir, Q C RV, N € {1,2,3}, é um subconjunto aberto com fronteira suave, X = L>(Q)
e A é operador Laplaciano com condicéo de Dirichlete D(A) ={u € X :u=0em dQe Au € X}.
E bem conhecido que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico e compacto (7'(¢));>0
em X. A seguir, adotamos todas as notacdes e propriedades consideradas nas se¢des anteriores €
assumimos que f € Cr;,([0,a] x R";R") e £ € Cpip([0,a] X X;[0, p]).

Iniciamos estudando alguns dos exemplos em (HERNANDEZ; WU, 2019a). Considere

o problema

w'(t,8) = AW(I,5)+f(fa/Olﬁ(laS)W(S—C(SaW(S"))aé)dS)v (2.22)
W(l‘,-) = 0, ondQ, (2.23)
W(Své) - (p(sv§>7 s € [_p70]7 (2.24)

para& € Q,t €[0,a], onde B € C([0,a] x [0,a];R) e a familia de aplica¢des {B(-,7) : T € [0,a]}
¢ limitada em C%*([0,a];R) para algum a € (0, 1).

Para aplicar os resultados obtidos na se¢@o anterior, definimos F : [0,a] x X — X, K(t,s) :
X —=>Xeo:[0,al xX — R por F(t,x)(&) = f(¢,x(§)), K(t,8)x(E) = B(t,5)x(E) e o(s,x) =
{(s,x). Desta forma, vemos que F é Lipschitz e que a condigdo £ estd satisfeita. No resultado
a seguir, que segue da Proposi¢do 3, dizemos que u € C([—p,a];X) é uma solugdo estrita de
(2.22)-(2.24) em [—p,a] e u(-) é uma solugdo estrita do problema associado (2.1)-(2.2) em

[—p,a]. Adotamos nomenclaturas similares nos exemplos seguintes.
Proposicao 5. Sob as condi¢des anteriores, para todo ¢ € *B existe uma Unica solucao estrita
u(,9) € Crip([—p,al;X) de (2.22)-(2.24) em [—p,a]. Se, além disso, f € C>([0,a] x R";R") e
existe Ly > 0 tal que
Condition fo: | f(2,x) — f(s,x) |gv + | D2f(t,x) — Do f (s,x) |[< Ly | t — s |%,
| Daf(t,x) = Daf(t,y) |[< Ly [x— [,
paratodo 0 < s,f < aex,y € RV, entdo o problema estd bem colocado relativo aos espacos B e

B, || S@) =SV llc(j-pojx)— O quando || @ —y [ls— 0e || S{)@ —S(5)@ |lc(|—pojx)— O
quando s — .

Demonstragcdo. Somente observamos que a condi¢do 4 implica que a condicao § estd verifi-
cada. [
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Estudamos agora o problema

W8 = e840 [ P Lot . @2s)
w(t, ), = O, (2.26)
W(S7§) = (P(S,§> SE[—p,O], (2.27)

para & € Q,t € [0,a], onde & € (0,3) e p € C([0,a];R).
Sejam K(1,5) € Lx o5 : [0,5] — R as fungdes definidas por K(t,s)x(&) = p(s) x(&)e

Lk a,s(7) = (s’i(f))za. Para 0 <7 <s <t <b <aq, temos que

11—«

1—-a
1—2a)

1 e
1K) 15 4~ <1 p llpa =2

e || K(t,7) = K(5,7) [ )< Qﬂ% |t —s|%, o que implica que a condi¢do £, estd satisfeita.

Do Teorema 1 temos o proximo resultado.

Proposicao 6. Se a condigdo f, estd satisfeita, entdo o problema (2.25)-(2.27) estd bem colocado
relativo aos espagos B e By, || ()@ — S(t)W [l¢(—pox)— 0 quando || ¢ — vy [[g— O e ||
S(t)o —S(5)® [lc(—p,0):x)— 0 quando s — 7.

Para finalizar esta secdo, consideramos o problema

WLE) = A+ [ [ ylesy—Ewls— o) dvds,  (229)
0Jo
wit, ), = O, (2.29)
W(S7€) = (P<S,€), 5 € [_p70]7 (2.30)
para (t,&) € [0,a] x Q, onde y € C([0,a] x [0,a] x RV;R) e u € C*([0,a];R) para algum o €
(0,1).
Para estudar este problema, definimos K : [0,a] x [0,a] - Z(X) e F : [0,a] x X — X
por K(t,5)x(&) = [ov(t,s,y —&)x(y)dy e F(t,x)(&) = u(r)x(&), e assumimos que existe x €
C([0,a] x R";R™) tal que

| y(t,5,%) — (', 5,x) |< x(s,x) |t =1 |%, Vi,/',5s€][0,a],xeRY,

e que () = (Jo Jo | 2(-.x—y)*dydx)? pertence a L' ([0, d)).

Do anterior, a condigio £ estd satisfeita com Lx ¢ 5(-) = x(-) €
©(b) = sup;c(o ) (foUa Jo1(t,s,x —y)zdydx)%)ﬁdt. Observando que F(-) é “nao Lispchitz",
para estabelecer o resultado a seguir, precisamos incluir algumas observagoes.

A prova do Teorema 1 segue de algumas desigualdades presentes em diferentes proposi-

¢oes e lemas. Observando que F'(+) € linear, temos que as tnicas (possiveis) diferencas “qualita-

tivas” relativas as essas desigualdades pode aparecerem nas estimativas de [F(. o)lco([0,4:x) €
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[Fu(,y(p) — Fu(~,u/)]ca([0,a] .x) (veja Lema 3 e Lema 5). No presente caso, a estimativa de [Fu(,,(p) —
Fu(~,u/)]C°‘([0,a] .x) (0 que também permite estimar também [Fu(~,<p)]ca([0,a] .x)) pode se obtida sem

o uso do (HERNANDEZ; O’'REGAN; PONCE, 2014, Lema 2.2). Usando a ultima desigualdade

no Lema 1, obtemos a desigualdade

(Fu0) = Fug-w)lceo.q <II 1 el ug (- @) —ug (W) lleeo.q)
< i llce (®(@)a® +X(a))(| ¢ =¥ llcj—po) ¥ (@, ¥) [l u—vlcl.q);

o que € “qualitativamente” mais simples que a desigualdade no Lema 5. Da observagdes anteriores

e do Teorema 1, obtemos o resultado a seguir.

Proposicao 7. O problema (2.28)-(2.30) estd bem colocado relativo aos espagos B e B,.
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS ABSTRATAS
COM RETARDO DEPENDENDO DO
ESTADO

Neste capitulo, estudamos a existéncia e unicidade de solug¢des locais e globais, a boa
colocacdo e a existéncia de atratores para uma classe de equacdes diferenciais abstratas com

retardo dependendo do estado na forma
() = Au(t)+F(tut),ult—o(t,u))), t>0, (3.1)
up = @ €€ :=C([—p,0);X), (3.2)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo analitico e compacto de
operadores lineares limitados (7'(¢));>o definido no espaco de Banach (X, || - ||), F(-),o(-) sdo
funcdes continuas adequadas e, para ¢ > 0, a funcéo histéria u, € C([—p,0];X) é definida por
u (0) = u(t+0), para 6 € [—p,0].

Neste capitulo, estabelecemos diferentes resultados sobre existéncia e unicidade de
solucdes fracas e estritas locais e globais, boa colocacdo e existéncia de atrator global para a

versdo autdnoma de (3.1)-(3.2).

Nossos resultados sobre existéncia e unicidade de solu¢des serdo provadas assumindo
uma condic@o do tipo Lipschitz em F(-) e o(+), o que nos permite estender e generalizar os resul-
tados em (HERNANDEZ; PIERRI; WU, 2016), (HERNANDEZ; WU, 2019b), (HERNANDEZ;
WU, 2019a) e (HERNANDEZ; FERNANDES; WU, 2020).

Definicao 5. (HERNANDEZ; WU; CHADHA, 2020) Sejam Y;, i = 1,2, espagos de Banach,
g>1ePeC([0,00)xY;;Y>). Dizemos que P(+) é localmente L-Lipschitz, se existe uma fung¢do
integravel [P](. .y : [0,00) x [0,00) — R™ e uma fungdo ndo decrescente #p : [0,00) — [0, o) tais
que [Py € L9([0,a];R™), paratodos > 0ea >0, ¢

I P(t,x) = P(s,Y) lly < [Pl #p(max{ || x [|y, [| y [y (T2 =5 |+ [ x=pllv),  (3.3)
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para quase todo ponto (q.t.p.) 7, s € [0,00) e todo x,y € ¥;. A seguir, usamos a nota¢do Lzl.p(Yl :Y2)

para o conjunto formado pelas fungdes que satisfazem esta condigao.

Observacao 4. (HERNANDEZ; WU; CHADHA, 2020) Como um exemplo de uma fun¢do em
Lzlp(Yl;Yz), considere a fungdo G : [0,+) x X — X dada por G(t,x) = ¥/tf(x), onde 6 > 1
e f: X — X é uma funcdo localmente Lipschitz. A funcdo G(-) ndo € localmente Lipschitz,
mas G € Lf; (X;X) com g € 1, %5 9) [Gls) = 571 I f lleo +/5[flcy,(x) Parat >s >0,
(Glioy =19 11 f |l paras >0, (Gl ) = ¥ilf1cy,x) Parat >0, [Glg o) = 0, onde || f [li=

maxyex || f(x) |-

Notagdio 2. Para/ > 1 usamos a notagdo /' para I’ = 7L+ De forma usual, para / = 1 tome I = o

Mais ainda, para r,q € [1,c0), usamos a notagio ®(q,r) = 1 + 1. Se ©(g,r) < 1, usamos a

q r
notacdo A(q,r) € [1,00] para o nimero definido pela relacdo Cl] + % + @ =1.

Notacao 3. Precisamos de algumas notacdes adicionais.

(a) Parab>0euc C([—p,b];X), usamos a notagdo u° para a fun¢do u° : [0,b] — X dada por
u®(t) =u(t —o(t,u)) parat € [0,b]. Além disso, para v € Cr;,([—p,b]; X) escrevemos
simplesmente [v]c,, (- p4)) N0 lugar de [V]c,, ((—p.p).x)- Similares notagSes sao usadas para

outros tipos de espagos de fung¢des continuas.

(b) Parab >0eu € C([—p,b];X), usamos a notacdo F° (u) para a fun¢do F°(u) : [0,b] — X
dada por F° (u)(s) = F(s,u(s),u®(s)) para s € [0,b].

(c) € e %), A< (0,1],sdo os espagos C([—p,0];X) e C([—p,0];X; ) munidos com as normas
uniforme denotadas por | - || e || - |4, respectivamente. Além disso, B e By, com
y € (0, 1], sdo os espagos
B: = {yeCp([=p,0:X): y(0) € D(A)},
By = {y e Cupll=p.01:X) NC([=p.0:Xy) : y(0) € D(A)},

munidos das normas || ¥ [[s=| ¥ llx + [ Ay(0) | e || w [ls, =l ¥ ll«, + | Aw(0) [|.

Incluimos os seguintes lemas uteis.

Lema 8. Sejam (Z, || - ||z) um espago Banach, 2 = C([—p,0];Z) e b > 0. Se u,v € C(|—p,b]; Z),
n € Ly,;,(2;2);(0,p]) e u € CLip([—p,b;Z), entdo u(y € Cpip([0,b];7), [u ()]cL,p([Ob] 7y <
[l (1-pb)iz)s € Paras € [0,b) e h> 0 coms+h € [0,b],

IN

| n(s+h7u5+h) - n(sﬂls) ’ [n](s+h,s)%(pl)(1 + [M]CLip([_P,b];Z))h7
| u(s+h) —ull(s) Iz [Wlcyy (- potzy (L M (sns) P (PO (X + [y (- po)iz)) s
[ull(s) =v1(s) Iz < (1+[uley, (-porz) M (P2) | 4= lle(—pasz)»

IN

onde p1 =\ [le((_psjz) € P2 = max{l|  lleq_pz)s |V e piz -



3.1. Existéncia e unicidade de solu¢do 35

Para o caso de fun¢des a-Holder, obtemos o seguinte resultado.

Lema 9. Sejam (Z,|| - ||z) um espago Banach, ¥ = C([—p,0];Z) e b > 0. Assuma u,v €
C([=p,bl:2), n € Ly;,(Z:]0, p]), uy,, € C*([0,b];Z) e up € C%([—p,0]; Z). Entdo

u € C¥([=p,bl;Z), [ulca(—pp).z) < [Molce((—p01z) T [Ulca(0,]:2), € Para s € [0,b) e h > 0 com
s+h € 0,b],

| (s +h,ugn) —n(s,us) |< [n](erh,s)%(Pl)(bl_a + [M]ca([,p,b];z))ha7
2

Ry )
(s 4+ ) = (5) 12 [ulcaqpi (B + 1M1y 7 (01 B + 1)y 2) K

[ (s) = v (s) lz< Il =V lle—pstz) Teo(—porz G070 (P2) | v =V ¢ pz)
onde p1 =|| u [|c(—pp):z) € P2 = max{|| u [[c(—pp:2): | V llc(=pp1:2) }-

Completamos esta se¢do com o proximo resultado onde apresentamos uma desigualdade

tipo Gronwall.

Lema 10. Sejam ¢, ¢’ € [1,00] tais que ©(q,q’) < 1. Assuma & € C([c,d];R™), B € L1([c,d];RT),
o e L9 ([e,d);RY) e que E(1) < a(t) + [IB(s)& (s)ds para todo ¢ € [c,d). Entdo

! 1
() < alr) + / a(s)B(s)eh BOTds i € le.d). (3.4)
Se a(-) é ndo decrescente, entdo & (¢) < a(t)e) P$)4s para todo ¢ € [c,d].

Demonstragdo. Seja h: [c,d] — R™ definida por h(t) B (s)&(s)ds. Entdo, h é continua e

-
=B ()& (1) < B(r)a(r) +B(1)A(t) q.-Lp.

diferencidvel em quase todos os pontos (q.t.p.) com /' ()
parat € (c,d), e, assim,

d

E(h(t)e_ ffﬁ(s)ds) — h'(t)e_ JEB(s)ds _ﬁ(t)h(t)e—fjﬁ(s)ds < ﬁ(l)d(l)e_ﬁﬁ(s)ds7

q.t.p. parat € (c,d). O que implica que h(t) < [’ a(s)p (s)ef-vlﬁ(f)dfds e nos permite obter (3.4).
A ultima afirmacdo segue de (3.4 ) observando que

) < )+ alr) [ Bk POds = ao) + (PO )

3.1 Existéncia e unicidade de solucao

3.1.1 Existéncia e unicidade de solucées locais

Nesta secdo estudamos a existéncia e unicidade de solucdes locais para o problema

abstrato

W) = Au(t)+F°u)(t), t>0, (3.5)
uwy = Q. (3.6)
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Defini¢ao 6. Dado b > 0, uma funggo u € C([—p, b]; X ) € dita ser uma solucao fraca do problema
(3.5)-(3.6)em [—p,blseup =@ e

t
u(t) = T()p(0) + / T(t—s)F°(u)(s)ds, V1€ [0,b].
0
Defini¢ao 7. Dado b > 0, uma funcdo u € C([—p,b];X) é dita ser uma solucdo estrita do

problema (3.5)-(3.6) em [—p,b] se up = ¢, Uy, € C([0,b);X1) NCY([0,b];X) e u(-) satisfaz
(3.5) em [0, b].

Para apresentar os resultados nesta secdo incluimos as condi¢des a seguir onde usamos a
notacdo Xy = X.

0, . q .

Pyt €[50, 020,0<p<n<TeF €Ly, (Xy xXp:Xp).

Hg o re[l e o €Ly,;,(¢]0,p]).

0, . X . ~
%’}#ﬁﬁ :0>0,0<p<7n<1,¢>1,F:[0,0)xXy xX, — Xg, F(t,-) ¢ uma fungio
continua para todo ¢ > 0, a fungdo F(-,x,y) ¢ integravel for todo (x,y) € Xy, X Xy, e

existem fun¢des localmente integraveis £f; € quo .

([0,00);[0,00)), i = 1,2, e uma fungdo
ndo decrescente 20 : [0,00) — [0, 00) tal que

1F(t,%,5) llo< Lr1 ()20 (max{[| x |[x,, , | ¥ llx,, }) + £r2()
para todo (z,x,y) € [0,00) X Xy, X Xy,.

6 . .
"?JF:%J’Z :q>1,0>20,0<p <y <1,FeC([0,) x Xy, ><X7,2;X9) e existem fungoes
continuas Lg; € C([0,00)), i = 1,2 tais que

1F(t,x,9) [lo< Lr (1) ([l x |lxy, + [1y llxy,) + L (¢)
para todo (7,x,y) € [0,00) x Xy X Xy .

Hro: @ >0eparatodo 6 € [0,1) existe D; g > 0 tal que || (—A) 0T (s) ||< D,-’gi;Ta;s e
| T(t) ||< Dooe " paratodos>0,r>0eiecN.

Notacao 4. Para evitar notacdes excessivas, independente de y e 6, usaremos 0s mesmos

simbolos [F](..y € #F(-) para as fungdes nas condigdes acima.

oy

Podemos estabelecer e provar agora nosso primeiro resultado sobre existéncia de solugdes

locais. No restante deste trabalho, “a” denota um nimero real positivo.

Gy, €stdo satisfeitas com O(q,7) <1, ¢ €
Crip([=p,0]: Xy, ), 9(0) € Xy, T(-)9(0) € Crip([0,a]: Xy,) €

Teorema 2. Assuma que as condi¢des H g ’7? y, ¢H :
ARV

Fliin.
®(h) = sup I [](—Hl;,)(Z—F [0](1n,9) lL(0,)— O quando b — 0, (3.7)
h,c€[0,b],h+ce[0,b] (c—-)h
F..
q)z(b) — sup || [ ](a) (24—[6](70)) ||L1([0,c])_>0 quando b—0. (38)

cel0,b] (c—-)h
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Se F(-,¢(0),9(—0(0,9))) € L™([0,a]; Xy ), entdo existe uma tnica solucdo fraca u(-, @) €
C([—p,b];Xyz) para o problema abstrato (3.5)-(3.6) em [—p,b| para algum 0 < b < a tal que
u(, @) € Crip([=p, b: Xy,) e u(-, @)y, € CLip([0,0]: Xy, ).

Demonstragdo. Para comegar, assuma F (-, ¢(0), (=0 (0,9))) € L™([0,a]; Xy ). Seja

A = [TO)eO)cy,(0a:x,) + [P, (—pojxy,)
+Coy, [ F(,9(0), 9(=0(0,9))) ll=(0.a:x,, ) (3.9)

e R> A(1+ || (—A)2"" ||). Usando as condigdes (3.7) € (3.8), podemos selecionar 0 < b <
min{1,a} tal que

(14 || (A2 NA+2Coy, || (—A) " || (®1(b) + P2(b)) #ro(R)(1+R)] <R, (3.10)

onde Wi (s) = Wi (s)(1+ /5 (s)) e #i(s) = Hils(a+2p)+ || @ ll, + 1| 9(0) |ly,) para h =
F,o.

Seja % (b,R) o espago definido por

@(b7R> = {l/t S C([_p7b];x7/2) tup =@, u‘[o_b]] € C([Ovb];XYI)7

W1, Jeup (062, ) < Ry [y (1-palix,) <R, B1D)

munido da métrica d(u,v) = maxi—12 || u—v|lc(os)x,) € I+ % (b,R) = C([—p,b]; X) definido
por (Tu)o = ¢ ¢

Tu(t) = T(1)9(0) + /0 "T(t—$)FO(u)(s)ds, t€[0,b]. (3.12)

Para provar que I'(-) é uma contragdo em %/ (b,R), a seguir assumimos que u,v € % (b,R).

Inicialmente, estabeleceremos algumas desigualdades uteis.

Para estimar [FM]CLip([()?b};XYI) e [Tulc,,, (po) X, )> Para s € [0, 5] notamos que

14 (s) = (=0(0,9)) Iy, < [Ulcy,, (-pblixy, ) (s+ | O (s,u5) = 0(0,9) [) < R(a+2p), 3.13)
14 (s) [l <[l u®(s) = @(=0(0,9)) [ly, + | 9(=0(0,9)) [, < R(a+2p)+ || ¢ |, , 3.14)
[(s) lly, <[l us) = @(0) [ly, + Il 9(0) Iy, < Ra+ [ (0) [l (3.15)
max{|| u(s) [yl u®(s) [n} < R(a+2p)+ || ¢ I, + | @(0) [ly, - (3.16)
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Além disso, do Lema 8 e da estimativas acima, para s, € [0,b) com s+ h € [0,b], temos que

| FO(u)(s+h) = FO(u)(s) [|[<[| (=A) " [[[| FO(u)(s+h) — F° (u)(s) ||o
< N (=A) " | [Fl(sno) 5 (R) (h+ [u ey, (0515 YA+ 1%y, (0.1, ) )
< (A F)ns) Wr(R)(1+ [u U] ey, (10.5]: X))
+ | (=AY F) s (Rl (= ot x,) (1 +[G](s+h,s)%'(R)(1+[u]CLi,,([—p,b};Xyz)Dh
1 (=A) "8 || [F) () 7 (RY(1+ R)R
+ 1L (=AY | 1F) (o) 5 (RY(1+ H(R)R(1 + 6] 51 (1 + R
)
)
)

IN

IA

| (=A) " | [F) ) 7o (R) (1 + 6 (R)) (14 R) (1 + (1 + [0] s, (1 +R)))
(=)~ [i](ms Ve (R)(1+ o (R)) (14 R)* (2+[0] (s
1 (=A) "% || #ro (R) (14 R)*[F(s4n,) (2+

IN

IA

[G] (s+h,s))h' (3.17)

De modo similar, obtemos que

1 F (u)(s) = F (5,9(0), (=5 (0,9))) [|<[| (=A) " | #5,0(R)(1 +R)*[F(s.5)(2+ [0 50))s:

Observando que semigrupo (7'(¢)),>0 € analitico, é facil ver (Fu)‘[o = C([0,5]; Xy, ). Mais ainda,
usando a desigualdade acima, parat € [0,b) e h > 0 comt+h € [0,b], temos que

I Tl 1) ~Tute)
h

< QPO ommy i+ [ 1T+ h-)(-AVF(z.0(0),0(-0(0,0)) | de
[ AT ) PG (0) ~ F(2,000),0(-0(0.9)) | d
[ AT P+~ Fow(e) | d
[T(’)QD(O)]CL,-I,([O,IJ};X},I)h+c0 H F(-,QD(O),(D(—G(O, (P))) ||L°°([O7a];Xy1) h
o | (=) | T o @1+ R[50

0% F,o 0 (h— )

o | (A | TR0+ R [ 2204 o] a0

< Ah+Coy || (—A) 70 || (@2(b) + @1 (b)) #ro(R)(1+R)?h, (3.18)

IN

(2+[0](r.0))dT)h

o que implica que [[u] CLip([0.5]:Xy,) < R. Mais ainda, das estimativas acima e (3.10) obtemos que

Lty (-pbxy,)

< max{[@le,,,(-poxy), || (A2 [Ty, (o1, )

< max{R,|| (—A)27" [(A+Coy, | (—A) 7O || (@2(b) + ®1 (b)) #ro(R)(1+R)))}
R

IN

Y

0 que nos permite obter que I'(-) e uma fun¢do com valores em % (b, R).
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Provaremos agora que I'(-) é uma contragdo em % (b, R). Para t € [0,b] podemos ver que

| Tu(t) —Tv(t) ||xy1

< /Ot 7@ =) Iy, (—1‘1)"9 I FC () () = FC(v)(7) llo d7

< Coy, |l (- (R)(u(5) —(2) I, + 114 (5) =17 (2) |, )
< Cog, I (- (R) [u=v oo, ) 47

+Coy, | (=4)| / (R)(1+ R(O) e W (R)) | 4= oo, 7
< 20, | (-4) | FrolR) /O t ([ﬂj;;, (14 Rlo] o)z
< 2o 1A o148 [0+ 0 e

< 2Coy | (—A) " (| @1(b) Vo (R)(1+R)d(u,v),
o que implica que

| Tu =T fleqosiuc, )< 2o, | (~4)~° || @1(6) o (R)(1+R)d(u.v).
| Tu=Tv oo, < 2 | (—A)2 7 | o, || (—A)~ || @1(b) Fro (R)(1+R)d(u,v).

Dos resultados acima e (3.10) segue que I'() é uma contragdo em % (b,R) e existe uma
tinica solugdo fraca u(-, Q) € CL,-p([—p,b];Xyz) de (3.5)-(3.6) em [—p, D] tal que u(-,(p)hw €

Crip([0,D]; Xy, ). O

Proposiciao 8. Assuma que as condi¢des do Teorema 2, com excegdo das condi¢des sobre @, (b)
e F(-,9(0),p(—0(0,9))), sdo verificadas. Se F(0,9(0),p(—0(0,9))) € Xy e

[F].
®3(0) = sup || 9 (2+4[0](.0)) 1oy O quando b0, (3.19)

cel0,b] (c—)h

entdo existe uma dnica solugdo fraca u(-, @) € Crip([—p,b]; Xy,) em [—p,b] paraalgum 0 <b <a
tal que u(-, @) € Crip([=p,b]; Xy,) e u(-, @), € CLip([0,5]: Xy ).

Demonstragdo. A prova desta proposicao segue diretamente da prova do Teorema 2 modificando
a estimativa (3.18) usando F (0, (0),¢(—0c(0,¢))) e ®3(b) no lugarde F(7,¢(0),p(—0c(0,9)))
e ®,(b). Omitiremos os detalhes adicionais. O

Observacio 5. Relacionado a condigdo (3.7), assumindo [F] ) = s""1 e [o] (t5) = 1 para
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0<s<t<aeye(0,1). Neste caso, da estimativa

| [Fl(1n,)[0] (4, || _ /C dr - / dt . /5 dt
CEDIEE o T =17 T Js ()T e—1)Y o TV(R)Y

2 1, c 2,1 c
> I o AR E TRty 2l P SR ¢
2177 1, 2r . 1,271
Z —[1—_17 ]+—[1__]2 )
1—7v 217 Y 2Y Y
temos que a condicao (3.7) nao € satisfeita apesar da integrabilidade de % em [0, c].

Motivado pela tltima observagao, introduzimos os resultados a seguir.

Corolario 4. Suponha que as condi¢des H; ,, © ng’f y, SA0 verificadas com @O(gq,r) < 1 e
? A REY)

A7) > Y @ € Cuip([=p,01:Xy,), 9(0) € Xy e T()9(0) € Crip([0,a]: Xy,). Se

Alg,r
F(,9(0),0(-0(0,9))) € L([0,a];: Xy, ) €
Dy(c) = h51[109” [ F]ny Nzaqo.epll R +10] ) o, < o
E b
Ds(c) = | [Fliy lzaqoenll 2+10](.0)) lzrj0,) < o

para algum ¢ > 0, entdo existe uma tnica solucdo fraca u(-, ) € Cri,([—p,b]; Xy, ) de (3.5)-(3.6)
em [—p,b| para algum 0 < b < min{a,c} tal que u(-, (p)HM € CLip([0,b]; Xy,).

Demonstragdo. O resultado segue do Teorema 2 observando que

&) < s I ol o
hdel0b].d+heop]  (d—)N ’ ’
1
< sup —_— A (o 24 0] (ap. r
oo ® o | @— | zan | IF)my Nzaqop | 2+ 0] (qn) Nz 0.)

1 1
< bNe N1 —yA(g,r)] M dy(b) — 0, quando b — 0,

bﬁ_%
Dy(b) < —®5(b) — 0 quando b — 0.

[1=nA(g,r)]¥en

Da Proposi¢do 8, obtemos o seguinte coroldrio.

Corolario 5. Assuma que as condi¢des Hg’yql% e Hg ,, estdo satisfeitas com O(q,r) <1 e
A7) > 1 9 € Cip([=p,01:Xy,), 9(0) € Xy, e T(-)9(0) € Crip([0,al; Xy,). Se

F(0,9(0),9(—0(0,9))) € Xy, e, paraalgum ¢ >0, P4(c) <eoe

D6 (c) == [Fl.0) llzaqo,e)) |2+ [0](.0)) (0. < =0

entdo existe uma tnica solucdo fraca u(-, @) € Crip([—p,b]; Xy,) de (3.5)-(3.6) em [—p, b| para
algum 0 < b < atal que u(-, ¢) € Crip([0,b]; Xy, ).
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Para estudar a existéncia de uma solugdo estrita, incluimos o lema a seguir.

Lema 11. Assuma que ©(gq,r) = l +1 < 1. Entdo existe um nimero real x(g,r) € (0,1) tal
Floy  [Fleylo }< )
7€
=h e

que para todo o € (x(q,r),1) et > 0, as fun¢des i sdo integraveis em [0,¢] e

[Fle.) [F]t

SuP;e(0,q] (| (I(T 2 o.7) + || z |l21(j0,7)) < e para todo a > 0.

Demonstragdo Para a € (0,1), temos que l + ¢ < 1, e definindo pg = qr_‘fr_ &g Segue que
Ho>1e - + + —=1.Se1—(1— O‘z)ﬂa > 0, entdo %[G]&) ¢ integravel em [0,7]
desde que

[Flt,) 1
| ( ')(l,az)[ G oo = IFle) lzaqonll (0] 1o PRI 2 (0.0
(e (1-0)

VAN

I F ) Neaqoll [0 o) 1
(I—(1—0a?)ug)ka

Mais ainda, observando que 0 < 1 — (1 — o®)ug < 1 — (1 — &)Ly obtemos que FF
integravel em [0,7] e

e < | IF 14 S
H (l‘—~)(17(x) HLl([O,t]) = H [ ](t,) HL‘I([O,I‘])H HL’([OJ])” (l‘— .)(lf(x)ﬂa ’lLH(x([()7t))
t%Jrﬁ*(lf(X)

IN

I TF e Nzapo) -
(I=(1—a)uq)ke

Por outro lado, a desigualdade 1 — (1 — a?)ug > 0 é equivalente a o> — % — é > (, e obser-

.
2_%_611>Os€10 o+(q,r) =

1 2yl . . ~ [F](t,)[a}g’.)
= (1 +(1 +4?)2>e que 0 < ay < 1 pois ©(g,r) < 1, concluimos que as fungdes U)T
[Fli.

e ), |- sdo integraveis para o € (o (g,r),1). Assim, as afirmagdes sio verificadas para
%(Q7 )_ a+(Q7 ) L

vando que as raizes do polindmio de segunda ordem P(a) = «

Relativo a existéncia de solugdo estrita, temos o os resultados a seguir.

Proposicao 9. Assuma que as condi¢cdes no Teorema 2 (respectivamente, Proposi¢do 8) estao
satisfeitas, @(0) € D(A) e seja u(-, @) a solugdo fraca do problema (3.5)-(3.6) em [—p,b] no
Teorema 2 (respectivamente, Proposicao 8). Se, além disso, O(g,r) < 1e

D7(a) := sup | [Fliy ooy @+ 1 [0, llero,s) <o

s€[0,q]

entdo u(-, ¢) é uma solugdo estrita do problema (3.5)-(3.6) em [—p, b].
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Demonstracdo. A seguir, usaremos as notac¢des introduzidas na prova Teorema 2. Para comecar,

observamos que para ¢ € [0, D]
[ 1A= 9)(Fw)s) - F @) | ds
/Ot FAT (e =) Il (=A) = [l (F (u)(s) = F (u)(1) |l ds

I -A) | Fro (R +RP [ (P 2+ (0 )0 —5)ds
< (A7 [ Fro(R)(1 +RC11(b) < oo

IN

IN

o que permite obter que [ 7 (¢ —s)(F(u)(s) — F°(u)(t))ds € D(A) e, consequentemente, que
u(t) € D(A) para todo ¢ € [0,b] desde que

Au(t) = AT())p(0)+A /0 Tt — 5)FC () (1)ds + A /0 Tt — ) (FO(u)(s) — FO(u)(1))ds
— T()A@(0)+ (T(t) = )F (u)(t) + A /0 Tt — ) (FO () (s) — FO () (1) )ds. (3.20)

Provaremos agora que Au € C([0,b];X). Usando (3.20) e definindo v : [0,b] — X por
v(t) =[5 T(t—s)(F°(u)(s) — F°(u)())ds, para T € [0, b], podemos ver que Au(t) = T (t)A¢(0) +
(T(t)—I)F°(u)(t)+Av(t), parat € [0,D].

A seguir, provaremos que Av € C([0,b];X). Parat € [0,b) e h > 0 com ¢ +h < b temos
que

| A +) = av(0) |
< I [ AT @+n=5) =T =) (F)s) = Fow)0)ds |

+ | (T (¢ +h) =T (h))(F(u)(t) — F° (u)(t +h)) ||
t+h
+H AT (t+h—s)(F°(u)(s) — F° (u)(t +h))ds ||
t rt+h—s
< |1 (=A)° | #ro(R) 1+R2/0/ti () 1| [F]) 2+ [0] ) (¢ — 5)dTds

26 | FO(u)(t+h) = F()(0) |
t+h
AN T o (R +RPC [ 1F i) 2+ [0]n)ds.

Escolhendo o € (x(q,r),1) e observando que

t+h—s (l _ S) t+h—s 1 hl—a
dt < 1“/ 924t <
[—s T ( ) r—s - (I—S)l_a 1_(X7

obtemos que
| Av(e +h)— Av(r) |
< (A0 | FroR)(1+R1C / 0+ (0] )ds]

+2Co || FO (u)(t+h) = F(u)(1) | |
+ 1| (=A) " | #E (R)(1+ R)*C17 (a)h e,
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0 que nos permite obter Av é continua a direita em [0,b). Procedendo de maneira similar,
conseguimos provar que Av é continua a esquerda em (0,b]. Do anterior obtemos que Av €

C([0,b];X), o que nos permite concluir que Au € C([0,b];X) e finalizamos a prova. O

Corolario 6. Assuma que as condicdes no Coroldrio 4 (respectivamente, Corolario 5) estdo
satisfeitas, @(0) € D(A) e seja u(+, @) a solucdo fraca do problema (3.5)-(3.6) em [—p,b] no
Coroldrio 4 (respectivamente, Corolério 5). Se, além disso, ®7(a) < oo, entdo u(-,¢) é uma

soluc@o estrita do problema (3.5)-(3.6) em [—p, b].

Corolario 7. Suponha ¢ € Cpip([—p,0};Xy,), ®(0) € Xy, T(-)9(0) € Crip([0,a];Xy,),0 > 0,
0<p<n<lLFe CLip([O,a] ><X)/l XXyz;Xg) eoc CLl’p([O,a] X Gy [0, p]). Se
F(,9(0),0(—0(0,9))) € L™([0,a]; Xy ) ou F(0,9(0),9(—0(0,9))) € Xy , entdo existe uma
tinica solucdo fraca u(-, @) € Crip([—p, b];Xyz) de (3.5)-(3.6) em [—p,b] paraalgum 0 < b < a
tal que u(-, (p)‘[oﬁb] € Crip([0,6];Xy, ). Se ¢(0) € D(A), entdo u(-, ¢) € uma solugdo esrita.

Observacao 6. Os resultados de solucido fraca e estrita para o caso onde as condi¢des Hg’g 0€

H[, , sdo verificadas seguem de forma trivial dos resultados anteriores.

3.1.2 Solucées maximais e globais

Nesta sec¢do estudaremos o intervalo maximal de existéncia de soluc¢do e concentraremos

1 1A 07q r
nossos estudos no caso onde F(-) e o(-) verificam as condigdes Hr o € Hg .

A seguir, usamos a nota¢ao In,x para o dominio de uma solugdo maximal , I/, =

Inax NRT € x(q,7) = ot (q,7) = 5 (1+(1 —l—4§)%) ¢ o niimero na prova do Lema 11.
Proposicao 10. Assuma que as condi¢des ngg o © Hg ( sdo satisfeitas, O(q,r) < 1,0 eBeque
max{®P4(a),Ps(a),P7(a)} < oo ou max{P4(a),Pe(a),P7(a)} < oo, (3.21)

para todo a > 0. Entdo existe uma tnica solug@o estrita maximal localmente Lipschitz u(-, @) €
C(Imax;X) do problema (3.5)-(3.6). Adicionalmente, se x(g,r) < % e by 1= supImax < oo, entdo
I =[=p,by) e limsup,_,;, || u() [|=co. Em particular, se Inax ¢ limitado e oy (g,r) —l—é =

> <1 + (1 —1—4%)%) —1—611 < 1, entdo u(-) € ilimitada.

Demonstragcdo. Observando que as hip6teses no Teorema 2 ou na Proposicao 8 estio satisfeitas,
temos que existe uma unica solugdo estrita v € C([—p,b];X) de (3.5)-(3.6) em [—p,b| para
algum b > 0. Como v(b) € D(A) temos que T (- —b)v(b) € Crip([b,a]; X ) paratodo a > b e que
v € CLip([—p,0];X). Novamente, procedendo como no Teorema 2 ou na Proposigdo 8, obtemos

que existe 1 > 0 e uma tnica solucdo estrita w € Cp;,([b — p,b+ b;];X) do problema

w(t) = Aw(t)+F(t,w(t),w°(t)), t€[b,b+b], (3.22)
Wy = Vp. (3.23)
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Definindo z : [—p,b+by] +— X por z(t) = v(t) parat € [—p,b] e z(t) = w(t) parat € [b,b+by],
obtemos uma solug¢do estrita Lipschitz de (3.5)-(3.6) em [—p, b+ by]. Dos resultados acima e do

Lema de Zorn conseguimos obter a existéncia de uma tnica solugdo estrita maximal localmente
Lipschitz u € C(Inax; X ) de (3.5)-(3.6).

Assuma agora que x(q,r) < ,, by := suplmax < o € suponha p :=|| u [|¢(f.x)<

0. Observando que F°(u)(-) € Lq([O,b(P]), do Lema 17 (veja (d)) e do Lema 11, para a €

[F](t‘,.) [F}(ty)[c]g_,)
(t_.)lfot (17,)1*012
em [0,] para todo ¢ € [0,b¢). Dos resultados acima, ii(bg) := lim, ,p, u(t) existe e a fungdo

(x(q,r), %) temos que u € C%([0,b¢); X) e que as fungdes sdo integraveis
it : [=p,by] — X dada porii(t) = u(t) parat € [—p,by) € ii(by) := lim, ,;, u(t) € uma solugdo
fraca de (3.5)-(3.6) em [—p,by| e it € C*([—p,be|; X ). Usando agora a segunda desigualdade
no Lema 9 e a notagao #r,6(p) = #¥(p)(1+#5(p)), parat € [0,by] obtemos

[ AT —s)Feats) - Feao) | ds
< atilp) | L) (1)t ilcaoag (=517 () —a(0) ) ds

r—s

‘ i t[Fls)
< Ci#r(p)( ; [Flt,5)ds =+ [it] cec(0,,)) 0 (t—ds)

_S>1—oc

+ CiWro(p)@lce(—ppy) (1 +a* " H”]g“([—nbwb)z/o (t—s)-2?

o que implica que a fung¢do s — AT (t —s)(F u(s) — F%iu(t)) é integravel em [0,7] para todo ¢ €
[0,b¢]. Usando este fato, vamos provar que 7(-) é uma soluc@o estrita procedendo como na prova
da Proposicio 9. Resta somente provar que t — v(t) := [JAT (t —s)(F° (ii)(s) — F°(i1)(t))ds
¢ continua em [0, b] o que implica que é Aii € C([0,b¢];X). Parat € [0,by] e h > 0 tais que
t+h < by, temos que

|9t +h) =v(t) || < H/ T(t+h—s)=T(t—s)(F°(u)(s) = F°(u)())ds |
+ (Tt +h) =T (R)(F(a)(t) = F® (@)t +h)) |

+ ’+hAT<r+h—s><F“<a><s> — P )t -+ h))ds |
< [ /f“ 7 () (F° () (s) — F(@)(1) | deds
+260 | Fo( ><z+h> Fe@) |
t+h

+ | [ AT (t+h—s)(F°(i)(s) — FC(u)(t+h))ds || .

Do anterior e procedendo como no Lema 11, obtemos
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t [Fluy nl—e

1
< AP Flodsh+ o) | o ait-ar T —g)

_ o—o? 0 2 ! [F](”s) '
+Co ko (P)tlce(—p b)) (1 a5 + (@l _pp,)) /0 (t_s)z(l—oﬂ)d 1—o?

_ —a? 1o o 1 Flay e
+C2WF,G(p>[”]C‘X([fp,b D(l—f—aa “ +[u]g°‘([fp,bq,])) /0 (I—S)Z(]_a) [G]&s)dsl — o2
+2Cy || FO(a)(t +h) — FO () (t) ||
_|_C17/F(p)(/t+h[F] st fileeos /t+h [F](z+h7s) a’s)

; (t+h.s) ([0,b6]) (t+h—s)l-

ol t+h z+hs
+Ci W6 (P) i ca(—pb,)) (1 +a +lale C([=p.by]) / )= (t+h—s)-@
o OC t+h t+hs o
+C1#Fo(P)i]ce pb(p])(1+a + [al¢ Co([~p,by)) / 5)1- T [G](lJrh,S)ds’
. Cz%(p)(/l[p] dsh -+ [i]oe /t [F](l s) dS )
< 0 (t,s) C%([0,b¢]) 0 (1— )2(1 ) " 1—q

) o C Fley B

-I-CzWF,cr(P)[u]ca([fp,btp})(l“‘aa ¢ +[”]ga([—p7b<p}))2/0 (t_s)z(t(l)az) 1—o?
2
~ 2 _ 2 ! [F](Z7S) hl_a
oW ko (P)[lca((—ppy) (1 +a"™ +llca(_p b)) /0 (,_S)zafa)[ Jieods T
+2Co || FO (i) (t +h) — FO (i0)(t) |
N h%+i7(lfa)
FCWE(P)P7(be) (h? + [i]ce 0.6, +)
(1= (1—a)ug)re
hif(lfaz)

_ —o? | -
+Ci W Fo(P) il co by (1 + a® % + [”]ga([fp,b(l,}))zqh(b(p) ; -
(1= (1—0a?)ug) e
onde Uy € a contante definida na prova do Lema 11. Do anterior e procedendo como na prova da
Proposi¢io 9, concluimos que 7 € C([—p,be|; X) o que implica que i(-) € uma solugdo estrita
m [—p,bg| e it € Cpip([—p,bgl;X). Isso implica que by € Inmax € que it = u em [—p,by| desde

que u € uma solugdo estrita maximal localmente Lipschitz.

Do anterior, u(-) é uma solugdo estrita em [—p,by], u(by) € D(A), T(- —by)u(by) €
CLip([0,a];X) e up,, € CLip([—p,0];X), e procedendo novamente como no Teorema 2 obtemos

que existe ¥’ > 0 e uma tinica solucdo estrita u! € Crip([bg — p,by +'];X) de
w(t) =Aw(t) + Fow(t), 1€ [bg,bp+Db], wp, = up,,

0 que uma contradi¢do com a maximalidade de u(-). Do anterior, concluimos que «(-) € ilimitada

em Iyax. ]
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Corolario 8. Se F € Cpp([0,00) x X x X;X), 6 € Cp;p([0,0) X €;[0, p]) e ¢ € ‘B, entdo existe
uma dnica solugdo estrita localmente Lipschitz u(-, ¢) € C([0,0);X) de (3.5)-(3.6).

Demonstragdo. Procedendo como na prova da Proposicdo 10, podemos provar que existe uma
solucdo estrita maximal localmente Lipschitz. Logo, observando que
t
[ u®) I< Co(ll @ llz +be | FC(0) llc(o.64):x)) +2C0/0 [Fley, [ lleq—p.a:x) 47,

para todo t € I,,4x, obtemos que u(-, @) é limitada em I,,,,. Podemos finalizar a prova usando a

segunda afirmac¢ao na Proposi¢ao 10. ]

Para completar esta se¢do, estabeleceremos e provaremos alguns resultados usando o
Teorema do ponto fixo de Schauder. Para provar o préximo resultado, usaremos basicamente a
condi¢do %;GY?YZ Por conveniéncia, consideraremos os casos ¥, = 0 e ¥, > 0 separadamente.
Proposicao 11. Suponha que ¢ € ‘57,2, ©(0) € Xy, n>0,2n < %, a condi¢do %?7’,?#2 é
verificada e o semigrupo (7'(¢));>0 é compacto. Entdo, existe uma solugdo fraca maximal
t € C(Inax; Xy,) do problema (3.5)-(3.6) tal que u|, . € C(Igax; Xy, ) onde Iy = Inax NRT.

Mais ainda, se Inax € limitado, entdo u(-) € ilimitado.

Demonstragdo. A seguir, provaremos o caso ¥, > 6 > 0. Os casos 8 =0 e 6 > ¥, podem ser

provados usando o mesmo argumento. Seja R > Comax{|| ¢ ||<g727 | (0) [ly, } € 6 > 0 tais que

$+677/i
TWR)(| ££1 llzao,87) + || £F2
(1—(v,—06)q)

max{Cy || (0) [l + lLa(o.5) } < R.

Seja .7 (R, @) o espaco definido por

S (R,9) = {u € C(1=p,8):Xp) : uo = @, ), ; € C([0,8]:Xy,),

max ]| lcqo,gx, ) | # leq-psjx) } < R

munido da métrica d(u,v) := max;=12 || u — v [|c(j0,8]x, )- Seja I': (R, @) — C([—p, 6];X)
a aplicagdo definida na prova do Teorema 2 e considere a decomposi¢do I'u(r) = T (¢)@(0) +
Flu(t).

Sejau e S (R,p) e 0 < Vv < min{y, % — % }. Observando que || F(¢,u(t),u(t)) ||o<
L£r1(1)2(R) + £ (1), da dltima afirmagdo do Lema 17, obtemos que {I'jv:ve .7 (R, @)} é
limitado em C¥ ([0, 6]; Xy, ), o implica que {T'u, , : u € (R, ¢)} € um subconjunto equicontinuo
de C([0,6]; Xy,) e C([0,0];Xy,) desde que Xy, — X,,.
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Para mostrar que I'(.7 (R, 9))(¢) = {Tu(t) : u € .Z (R, ¢)} é relativamente compacto em
Xy, paratodot € [0, 6], para 0 < ¢ < d < § observamos que

Ayt [T @
< [N 1At ra A @

. /cd % (Lr.1(T)W(R) + Lpa(1))dT

(d— c)iJr@_y1

1—q(y,— )7

< Ri(c,d) = CO,y]—G(m](R) I Lr1

|za(ea)) + I €F2 lza(e.a)

Desta estimativa, vemos que
(=A)"Tu(t) = (AT (1)(0)+T(¢) /()IS(—A)Y‘ T(t—e—s)F°(u)(s)ds

+ t (=AVNT (t—s)F°(u)(s)ds

t—&

e {(—AMT1)@(0)} + T()Ry(0,8)B1(0:X) + Ry (1 —&,1)B1(0:X), (3.24)

e, assim, [.7 (R, @)(t) = {Tu(t) :u € S (R, @)} C K¢ + D¢, onde K é compacto em Xy €eo
diametro de D (relativo a norma de Xy, ) converge para zero quando € | 0. O que prova que
I'(7(R, @))(¢) € relativo compacto em Xy, .

Por outro lado, para 7 € [0, 8] € facil ver que

Covy o
| (—A)Y%Tu(t) |< Co || 9(0) [ly, +— T WR)(| Lra1 llzaqo.a) + | €72 lzao8)) <R,

o que mostra que I'(Z (R, 9)) C .Z(R, ¢). Do anterior e do Teorema do ponto fixo de Schauder,
obtemos que existe uma solugdo fraca u! (-,¢) € (R, ¢) de (3.5)-(3.6) em [—p, §].

Observando que u(+) é uma fun¢@o limitada de valores em Xy eus € %@2, podemos usar
o argumento anterior para provar que existe §; > 0 e uma solugio fraca u?(-,¢) € C([6 — p, 8 +
01];X) do problema

w(t) = Aw()+F°(w)(t), t€[5,6+8], (3.25)
ws = ugEngz. (3.26)

Colando as solugdes u'(-) e u?(-) obtemos uma solugio fraca u € C([—p, & + 61):Xy,) de
(3.5)-(3.6), e procedendo de forma usual, obtemos que existe uma solucao fraca maximal
u € C(Imax; Xy,) do problema (3.5)-(3.6) tal que u, € CIaxs Xy, )-

Para finalizar, assuma que by = supImax < °° € suponha sup;c( 5, || u(f) ||y, < oo Neste
caso, da condigdo L%’}Q)’,ﬁn temos que F°(u) € L9([0,by)) e do item (e) do Lema 17 segue que
u—T(-)p(0) € C¥([0,b¢); Xy, ) para v = min{y,, % — 7%}, 0 que implica que Xy, -lim;_,,, u(r)
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existe. Do anterior, é fcil ver que a fungdo it : [—p,by] — X dada por it(t) = u(t) parat € [—p, by)
eil(bp) :=lim;;p,, u(t), ¢ uma solugdo fraca com valores em X, de (3.5)-(3.6) em [—p,by] e que
g1 € C([0,b¢]; Xy, ). O que implica que Imax = [—p, by]. Finalmente, procedendo como acima,
podemos provar que existe uma solugéo fraca u € C([—p,by+ '] ;Xy,) de (3.5)-(3.6) para algum
6’ > 0 tal que Uy sy € C([0,by + 0] ;Xy, ), 0 que € uma contradi¢do com a maximalidade de

u(+). O que prova que u(-) é ilimitada se I« € limitado. O

Corolario 9. Se ¢ € ¥, a condicdo C%”F(.) 0.0 €std satisfeita e o semigrupo (7'(¢));>0 € compacto,
entdo existe uma solucdo fraca maximal u € C(Inax;X) de (3.5)-(3.6). A solugdo u(-) € ilimitado

se Inmax € limitado.

Demonstracdo. A prova segue do argumento na prova da Proposicdo 11, mas usando o item (d)

no Lema 17 no lugar do item (e). Omitiremos os detalhes adicionais. O

Corolario 10. Assuma que as condi¢des na Proposi¢do 11 estejam satisfeitas e assuma que
limsupe_,., %@ < co. Entdo existe uma solugdo fraca u(-, ) € C([—p,*);Xy,) do problema

(3.5)-(3.6) tal que u(-, @) € uma fungdo continua com valores em Xy no intervalo [0,c0).

Demonstragdo. Provaremos somente o caso ¥ > 1 > 6 > 0. A prova dos outros casos sdo
similares. A existéncia de uma solugdo fraca maximal u(-) € C(Inax; X ) segue da Proposicgo 11.
Assuma by = supImax < °° 0 que implica sup;cg,,) | u(t) [ly, = o=. Seja c € (0,by) € Ac, ") :
[c,bg) — R, Y:[0,by) — R as fungdes dadas por A(c,s) =|| u ||C([c7s];Xy1) + |l u ||C([c—p,s];Xy2)
L,Jreﬂfi

bo—s) 4 -
(bo—s) . Usando as nota¢des ante-

e Y(s) = ([ L1 llza(is.by)) + I €72 lLa((s.b,))) Maxi=12 T
(1-(v,—0)q") ¢

riores, para t € [c,by) temos que

lu() lly, < Collule) Hyﬁ/ct I (=) =°T (t =) ||| FO(u)(2) llo d™

CO 'yl

IN

t Coy —
Collu(e) Iy + | g WA e )2 (et [
Co [l u(c) [ly, +Co,y,—0W(A(c,1))Y(c) +Co,y, —0Y(c),

7 71 —5 Lra(t)dT

IN

e, assim,

sup || u(s) lly, < Co |l u(e) lly, +Co 6 W(ALe,1))T(c) +Co oY (0).

s€le,t]
Procedendo de maneira similar, obtemos que

sup || u(s) lly, < Co [l u(c) [ly, +Co,y, oW (A(c,))Y(c) +Coy,—0Y(c),

s€le,t]

o que implica

sup [ u(s) [, <Co sup | u(s) [ly, +Coy,—02W(A(c,1))Y(c) +Coy oY (c).

s€lc—p,t] s€lc—p,c]
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Das estimativas anteriores, podemos ver que
A(c,t) < CoAlc,c) + mzll)éco# W (A(c,t))Y(c)+ maluéC(WT(c),
=1, ! i= 9 !
(&)

e 1 <max;—2Coy limsupg_,., QUTY(C), desde que A(c,t) — o0 ast — by, 0 que é uma con-
tradi¢do com o fato Y'(c) — 0 quando ¢ — by. A afirmacdo segue agora da Proposi¢do 11. [J

W(E)

Corolario 11. Se as condi¢des no Coroldrio 9 estdo satisfeita e limsupe_,., —¢ < o, entdo

existe uma solugdo fraca u(-, @) € C(|—p,);X) do problema (3.5)-(3.6).

Demonstracdo. A prova segue procedendo como na prova do Corolério 10 e utilizando a dltima

afirmacao no Coroldrio 9. U

Corolario 12. Assuma que ¢ € 6),,71 > 0,2y < %, ¢(0) € X,,, a condicdo HI?’;I 7 ¢ verifi-
) 17

cada, o semigrupo (7'(¢)),>0 € compacto e limsup_,, #1(§) < c. Entdo existe uma solugdo

fraca u(-, ) € C([—p,); Xy, ) do problema (3.5)-(3.6) tal que u(-, (p)|[0‘m) € C([0,0); Xy, ). Em

particular, a afirmac@o anterior é verdadeira se #7(-) € limitado ou F(-) é Lipschitz.

Demonstragdo. A prova segue com pequenas alteragdes das demonstragdes da Proposicao 11 e
do Corolério 10. [

Relacionado com a existéncia de solugdo estrita global, temos o resultado a seguir.

Proposicao 12. Assuma que as condi¢des Hg’&o, H(’LO e t%’jg(’)‘fo estdo satisfeitas, ¢ € ‘B,
(T(#))r=0 € compacto, ©(g,7) < 1 e que a condigdo (3.21) seja vélida. Se limsupg_,., %é) < oo,

entdo existe uma tnica solug@o estrita u(-, @) de (3.5)-(3.6) definida em [0, o).

Demonstragdo. Da Proposi¢ao 10, existe uma tnica solugdo estrita maximal localmente Lips-
chitz u(-) = u(-, ®) € C(Imax; X) de (3.5)-(3.6). Do Coroldrio 11, temos que existe uma uma solu-
¢do fracav € C([—p,0);X) de (3.5)-(3.6). Sejaa € Imax e p =|| u HCLip([_pﬂ];X) +v ”C([—p,a];x)-
Procedendo como na prova do Teorema 2, para ¢ € (0,a] encontramos que

t

| =V {leqogx)< 2Co%7a(P)(1+P)/O [Fliz)(1+[0]iz0) | u =V [leqo,q:x) 47,

o que implica que u(-) = v(-) em [0,a]. Consequentemente, u(-) = v(-) em Inax € u(-) é limitado

em Imax.

Do anterior, se by = supImax < °°, temos que lim;_,p, u(t) = v(by). Mais ainda, obser-
vando que u(-) € uma solugdo fraca em [—p,by|, F°(u) € C([0,by];X), do item (a) no Lema
17, temos que u € C*([0,by);X) para todo o € (x(g,7),1), onde x(g,r) é o nimero no Lema
11. Procedendo agora como na segunda parte da Proposi¢do 10 (veja estimativa (3.24)), podemos
provar que u(-) € uma solucdo estrita em [0, by, 0 que implica que by € Imax = [—p,bg)] desde

que u(-) € uma solugdo estrita maximal.
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Continuando como na parte final da prova da Proposi¢ao 10, obtemos que existe uma
solucgdo estrita de (3.24), o que implica que existe uma solugdo estrita de (3.5)-(3.6) definida em

[—p,bep + b1] para algum by > 0. O que permite finalizar a demonstragao. ]

. . 0,
Nos resultados a seguir, assuma que as condi¢des H F’q

- - e
T HG% e Hr ¢ estdo satisfeitas

e para x > () usamos a notagdo a seguir.

_ Flon.
.: —o(c—) ) [F)(4n,)
P (x) up e Y rol(x) =% 2+[0](1n) 0.
. —a)(c—~)_ [F](v)
Py(x) = suplle Vro(,x) 3 (24 [0].0) o)
c>0 (C ) !
o —o(c— )77 [F](~,0)
P3(x) = sup|le Y rol(x) 7 2+[0].0) o)
c>0 (C— ) !

onde ¥ 5,6 (s,%) = W r(8,) (1 + W 5(s5,x)) € W 1(s5,%) = Wis(x(s+2p)+ | @ &, + 11 9(0) [15,)
parah=F,O.
Usando as ideias da prova do Teorema 2, podemos provar os resultados a seguir sobre

existéncia de solucdes globais.

Proposicao 13. Assuma que as condicdes Hg’;] 7 Hg , e Hr o estdo satisfeitas, O(q,r) <1,
XA RED) ?

¢ € Crip([=p,01: Xy,). T(-)9(0) € Crip([0,0): X, ) e F (-, 0(0), 9(—05(0,9))) € L7([0,00): Xy, ).
Suponha que ®;(x) < oo, i = 1,2, para todo x > 0 e que a fungdo P : R — R dada por

P(x) = (14 || (=A)% 7" )[A+2Doy, | (—=A4)7° || (@1(x) +P2(x))(1+x)*] —x,

onde
A= [TCO)0)cy, (0., ) F [Plew,(1-p0:x, )
D
+ 2 1 F(.9(0).9(=0(0.9)) lle=(0.0)x,,)- (3.27)

tem uma raiz positiva. Entdo existe uma tnica solucdo estrita u(-, @) € C([—p,=);Xy,) de
(3.5)-(3.6).

Demonstracdo. A prova segue da demonstracdo do Teorema 2. A seguir apresentaremos resu-
midamente os argumentos desta prova. Seja R > 0 a raiz de P(-) e %' (R) o espaco definido

por
@(R) = {u < C([_p7°°);XYZ) tup =9, ”\[o,w) < C([O,OO);XYI ),
[u|[0,h1]]CLiP([Ov°°);XY1) SR, [”]CLip([—mw);Xyz) <R},

munido da métrica D (u,v) = max;=12 || u — v [|c(j0.0):x, )- Seja I' : Z(R) = C([—p,);X)

>

definido de forma usual (veja 3.12).
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Provaremos a seguir que I'(-) é uma contragdo. Inicialmente, observe que a desigualdade
(3.13)-(3.17) continua vélida e que

(14 | (=A)% 77 [)[A+2Doy, || (=A) 7% [[I| (@1(R)+P2(R)(1+R)*| <R.  (3.28)
Procedendo como na primeira parte de prova do Teorema 2, vemos que
max{[| u(s) [l u®(s) n} < R(s+2p)+ 1 @ g, + 1 @(0) Iy, Vs>0.  (3.29)

Usando esta desigualdade e procedendo como na prova citada, parat,h € [0,00) e u,v € #(R),

obtemos
| Tu(t +h) —Tu(t) [y,

D
< [T(')fp(o)]c”,,([o,oo);xn)h+% IEC, 9(0),0(=0(0,9))) [[=(0.0):x,, ) F

h o= ®(h—s) __
+Doy || (—A)7? | (1+R)2(/0 T 77 F.o(T,R)[F)(z.0)(2+ (0] 0))dT)h

_ S)
e 5 t efco(tfs)_
+D0J’1 | (=A)"" [[ (1+R) /0 (t—s)" Y Fo(T,R) [F](T+h,f)(2+ o] (s+h7s))d7)h

< Ah+Doy, || (=A)7% || (@2(R) +@1(R))(1+R)h,
[ Tu(t +h) =Tu(t) |y,
< (=AY | Al Doy, || (=A)R R || (—A) 7% || (@2(R) + @1 (R))(1+R)*h,

[ Tu(r) =Tw(z) [ly,
—o(t—s)

< 20y | A1 (14B) [ W (e RIF s (14 0] )50 )

< 2oy || (~A)C || @1 (R)(1+R)D(w,),

o que implica usando (3.28) que [FM]CLip([*Ov"");XYI) <R, [F”]Cup([fp,w);XyZ) <Re
I =TV o) < 2P0 | (A | @1 (R)(1+R)D(w.v)
ITu=Tv llcowyx,) < 21 (=A)>7" [ Doy, || (—A) " | @1 (R) (1 +R)D(u,v).

Do anterior e (3.28), segue que I'(+) é a contragdo em % (R) e existe uma tdnica solugdo fraca
u € Crip([—p,);Xy,) de (3.5)-(3.6) tal que Uy, € Crip([0,%0); Xy, ).

Finalmente, usando que u(-) é uma solug@o estrita de (3.5)-(3.6) segue da prova do

Teorema 2, omitimos os detalhes adicionais. OJ

Corolario 13. Assuma que a Hr ¢, esteja satisfeita, 1 >y > 1 >0, T(-)@(0) € Crip([0,00); Xy, ),
(NS CLip([_P,O];XyZ), F e CL,'p([O,OO) X Xy, X XYZ;XQ) eoc CLip([O,OO) X Cps [0,p]). Se
F(,9(0),0(=0(0,9))) € L=([0,00): Xy ) e 1 > 4((1+ || (=A)"27" [[)A+ 1), onde A é 0 nii-
mero definido em (3.27) e
- _ I 1
o= (14| (=A)2 7" [)2Doy, || (=A)~% || 2[Flc,, 2+ [G]CLip)(avL?)a (3.30)
1

entdo existe uma tnica solugdo estrita u(-, ¢) € C([—p,); X, ) do problema (3.5)-(3.6).
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Demonstracdo. A afirmagao segue da Proposicao 13 definindo P(-) por
P(x) = (1+ || (=A)2 7" [DA+o(1+x)* —x

e usando que @ (x) = P2 (x) = [Flc,, (2+[0]c,,) (5 + %) para todo x > 0. Finalmente, obser-

vando que a condi¢do 1 > 4((1+ || (—A)>"" ||)A+ 1)« implica que P(-) tem uma uma raiz

positiva. O]

Procedendo como na prova da Proposi¢do 13 e do Corolério 13, podemos provar os

resultados a seguir.

Proposicao 14. Assuma que as condi¢des na Proposi¢c@o 13, com exce¢ao das condi¢des sobre
F(-,9(0),9(—0(0,9))) e P2(.), estdo satisfeitas. Se F (0, ¢(0),p(—0(0,9))) € Xy, P3(x) <
oo para todo x > 0 e que a funcdo Q : R — R definida por

Ox) = (14 || (=A)2 7" [N[A+2Do || (=A) 7% || (®1(x) +P3(x)) (1 +0)*] —x,
onde

A = [T()9O)lc,(00):%, ) T [Ples, (-p.01xy,)

Do0
+F H F(07(p(0)7(p(_6(07 (P))) HXVI ) (3.31)
tem uma raiz positiva, entdo existe uma tnica solugdo estrita u(-, @) € C([—p,);Xy,) de (3.5)-
(3.6).

Corolario 14. Assuma que a condi¢do Hr ¢, esteja satisfeita, 1 > 1 > 1 >0, ¢ € Crip([—p, 0] ;Xy2 ),
T()9(0) € Crip([0,al; Xy,), F € Crip([0,90) x Xy X Xpp3Xg) € 0 € CLip([0,90) X €3 [0, p]). Se
F(0,9(0),9(-0(0,9))) € Xy, e 1 >4((1+ || (=A)2"" [ )A+1)a, onde & e A sdo os nlimeros
em (3.31) e (3.30), entdo existe uma tnica solucdo estrita u(-, @) € C([—p,oo);Xyz) de (3.5)-(3.6)
tal que u(-, @)y, . € CLip([=p,20): Xy, ).

3.2 Boa colocacao e atratores

Neste capitulo estudaremos a boa colocagdo e a existéncia de atratores para problema
(3.5)-(3.6). Estudaremos esses topicos considerando diferentes espacos de fase. Para iniciar,

introduzimos a definicao a seguir.

Definicao 8. Seja (Z,]| - ||#) um espaco normado continuamente imerso em (%, || -

¢)- Di-
zemos que o problema (3.5)-(3.6) estd bem colocado relativo ao espaco (Z,] - ||») se para
todo @ € Z e a > 0 existe uma tnica solugdo fraca u(-, ) € C([—p,al; X) of (3.5)-(3.6) tal que
ut('7 ¢) €9 para todot € [0,61] € SuptE[O,a] || ul‘('? (P) - ut('7 lV) ||.@_> 0 quando || -y ||.@_> 0.

Notacao 5. No restante deste trabalho, para um conjunto ¥ C ¥ tal que para todo ¢ € ¢
existe uma solugdo fraca u(-) de (3.5)-(3.6) definida em [— p, o), usaremos a notagdo (S ());>o0
para a familia de aplica¢des (possivelmente) multivalorada definidas por S4 (1)@ = {u(-) :

u(-) é uma solucdo de (3.5)-(3.6) em [—p,0)}.
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3.2.1 Boa colocacao, dissipatividade e atratores em ‘5

Nesta secao, estudaremos a boa colocagdo e a existéncia de atrator para o problema
(3.5)-(3.6) relativas ao espaco B. Com esse objetivo, no restante desta se¢cdo assumiremos que a

condicdo a seguir esteja verificada.
S As condigdes ngjg,o’ H 1?,7;],0’ Hje ﬁOFﬁO estdo satisfeitas com ®(q,r) < 1, o semigrupo
(T(1))i>0 é compacto e a condigdo (3.21) estd verificada.

Observacao 7. Se a condicdo .77 € verificada, da Proposi¢ao 12 temos que para todo ¢ € B
existe uma tnica solucdo estrita u(-, ¢) € C([0,0);X) de (3.5)-(3.6). Mais ainda, do Corolario
10, para todo y € € existe uma solugdo fraca v(-) € C([0,0);X) de (3.5)-(3.6).

Dividiremos esta secao em duas subsecoes.

3.2.1.1 Boa colocacio relativa ao espaco ‘B.
Para estudar este problema no espaco ‘B, precisaremos dos lemas a seguir.

Lema 12. Se a condigdo .7 estd satisfeita e y € (0, 1), entdo existe fun¢des ndo decrescentes
6 € C(]0,00);[0,00)),i=1,...,4, independentes de ¢ € ‘B, tais que

[u(0) llcqoagx) < J4@0) | @ lle +74(), Vo €B, 1 >0, (3.32)
[u( @) lcqonx,) < HB0) | @ |ls +Ha(t), Yo €B, 1> 0. (3.33)

Demonstragdo. Seja @ € B e u(-) = u(-,¢) € C([0,);X) a solugdo estrita na observagao 7.
Usando a condic¢ao f)OF:aO, parat € [0,a] temos que
t t
[u(t) [<Coll @(0) ] +Co/0 L (s)(] u lleqpos)x) + 14 (s) H)dSJrCo/O Lra(s)ds,

e, assim,

t t
Il pair= Co | @l +2C0 [ Lra(s) [0 leq-pugix) ds+Co [ Lra(s)ds.

o260 ILF2l1 (o,

ellul- @) lleqon<Colll @ I + 1l Lrz | j0.) ), 0 que prova a primeira desigual-

dade. Mais ainda, usando (3.32), obtemos

lut) |y < Coll (~A)9(0) | +c07y/0t%ds

! LFl(S) /t LF2(S>
< —A) ’ , ’
< ol (<AY9(0) | +2C0y || (S ey dst || 2 s
=Y
< Goll (=A)T9(0) | +2Co (s (1) | @ |l +=%”2(f))m I LE llego.)
=Y
+Coy | Lr2 lleqo) 7 ” (3.34)

0 que nos permite obter (3.33). [
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Observacao 8. Da prova do Lema 12, podemos ver que a desigualdade (3.32) continua vélida

no caso de uma solugdo fraca de (3.5)-(3.6) com condi¢ao inicial ¥ € .

Lema 13. Assuma que a condi¢do /] estd satisfeitae (1 —0) < %. Entdo, existem uma fungao
ndo decrescente % : [0,0) — [0,00) e uma fun¢@o continua 775 : [0,00) X [0,00) — [0,00),
independentes de ¢ € B, tais que J5(s,x) < J5(t,y)ses <tex<y,e

max{|| Au(-, @) [[c(osx): U @)ley, 0} < 50, @ [|8) + H6(t), Vo € B,1>0.(3.35)

Demonstragdo. Sejam J(-), i = 1,...,4, as fun¢des no Lema 12 ¢ A [0,00) X B +— [0,0)
as fungdo definida por J2(t,y) := (JA (1) + 745(t)) || ¥ || +76(t) + H4(t) para (t,y) €
[0,00) x B. Do Lema 12, para ¢ € B, u = u(-,¢),a > 0e s,z € [0,a], podemos ver que

| £ (u)(s) = F°(0)(s) [lo
< [Fls,p?r (max{(|| u |lc(o.5:x,) | #° lleo,sx) T leqosgx,) + 114 llego,sx))
< [Flsy (A (s,0) +1)(H(s,90) +1). (3.36)

Usando esta desigualdade e observando que A (-, @) é ndo decrescente, obtemos que

A 9) | < 1AT@0O) |+ [ (=4)"°T (=) | FEO)(s) o ds
+ / I (=A)'OT (=) [l P () (s) = F(O)(s) o ds
< Goll49(0) |+ /0 T I FO)(9) o ds

(A 9)+ DA 1,9) + 1)/ot%wds,

0 que permite obter

| Au(-, @) llco.:%)
t@
< GollA@(0) | +Co.1-6 Il F°(0) llc(jo.0:x0) r
— __ ti—(l—e)
+Wp(H(t,0)+1)(A(t,0) +1)Co1-0 || [F](..) l|za(o.) T
(1-¢'(1-0))7

Mais ainda, da desigualdade anterior, da desigualdade (3.32), da condicdo 56 F00 ©

observando que as fungdes Lr;(-) sdo continuas e que

[u( (P)]CLU)([OJ};X)
<l fleqo.:x)) < Au lleqogx) + I B lleqoaz)
<

| A [leqo.0:x)) +2 | # lleq—paxpll L lcqoaxyy + I Le2 llcqogxy,  (3:37)

obtemos (3.35). Isto completa a prova. ]
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Observacao 9. Para provar o préximo teorema, é conveniente introduzir algumas notagdes.
Assuma as condi¢des no Lema 13 estdo satisfeitas. Sejam .7(¢), i = 1,2, as fun¢des no Lema
12. Para ¢ € B, y € €, u = u(-,9) a solucdo estrita associada e v = v(-, ) uma solugio fraca

com condi¢do inicial y, definimos as fungdes

it 0.9) = W((AAO+ D)@ le + | v lle)+76(4), L=Fo,t>0,
Vro() = Pr()(1+75()),
Usando as desigualdades no Lema 8 e Lema 13, para t > 0 temos que
|| MG(I,(p)—VG(I,l[/) ||

< (1+ [uo<'a(p)]CLip([O,t];X)[G](l,t)%(ta(p7W)) [ u(, @) =v( W) lleq—pax))
< 5 0)leuy(0.4:x) (L +[0]60) L+ o (t,0,9)) [ u(, @) =v(, W) lle(-pax)) -

—~
-
-
<
Q
—~

Notando que [u® (-, @)]c,., (1 pajx) < [Wilcy, (- p.ojx) T[4 (- @)lc,,, (j0.:x) € usando as notagdes
no Lema 13 e definindo S1(9)(7) := (1+([@]c,,, (- pojx) + 7651, || @ ) + H6(1)), reescreve-

mos a dltima desigualdade na forma

” ua(t7 QD) _vo-(ta W) ”
< S1(@)@)(1+[0]1n) 1+t 0, W) @ =W lle + [ u(-,0) =v(-, W) llc(o.:x))- (3.38)
Dos resultados anteriores, temos a proposicao a seguir.

Proposicao 15. Suponha que a condi¢do .77 esteja satisfeita. Entdo existe uma funcio .77 :
[0,00) X [0,00) x [0,00) — [0,00) tal que F7(t,s1,52,53) < JG(1',5,55,55) set <t',5; < s,

i=1,...,3,¢e

[ u(- @) =v( W) lleqoagx) < 2401 @ lls, [@lcy,(—poax): | Vi) le—wle (339

para todo ¢ € B, y € €, t > 0 e para toda solucéo fraca v(-,y) € C([—p,);X) da equagdo
(3.5) com condig¢do inicial y. Em particular, || u; (-, @) —v;(-, ¥) ||¢— 0 quando || v — ¢ ||¢— O.

Demonstragdo. Usando o Lema 13, a condi¢io Hg’g o € as notagdes introduzidas na observagao
9, para @ € B, y € €, u(-) = u(-, ¢), uma solugdo fraca v(-) = v(-, ) de (3.5) com condigio
inicial v € € et > 0, obtemos

[ u(t, @) =v(t,¥) |
< G ||(P—llf||<€+co/0[F](s,s)%(S,(Pa‘V)(H u(s) =v(s) | + 11 u®(s) =v°(s) [)ds

—~ t
< Gle-vle +C0WF(MP,W)/O [Flis.s) lu=vllcqo,s:x) ds
— t —
+C07/F(t,<P,1I/)/O [Fls,5S1(9)(s)(1+[0](5.5)) (1 + #6(s,0,9)) | ¢ — ¥ ||z ds

. t —
+Co Wk (1,9, IV)/O [Fl(5,5)S1(@) ($) (1 + [0 (5,5)) (1 + Z(5, 0, W) [ e = v [l cfo.s]ix) 4
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e, assim,

[ u(,0) =v(, ¥) llcqoa)
< Co(L+S81(@) )W ro(t, 0, ¥) || [F].)(L+[o].) lLiqo) | @ — ¥ |z

t

+Co(1+51(<P)(f))%,c(t,<l),ll/)/0 [Flis,5)(1+10](5,6) 1=V llco,9:x) 9

0 que nos permite finalizar a demonstrac¢do usando o Lema 10. U

Para estudar a boa colocagdo do problema (3.5)-(3.6) relativa ao espaco ‘B, precisaremos
estabelecer estimativas adequadas para || Au(t, @) — Av(t, ¥) ||. Com esse objetivo, precisaremos
introduzir algumas hipéteses adicionais e novos lemas. A seguir, para g,r € [1,00] tais que
®(q,r) < 1, usamos a notagdo A(g,r) para o nimero positivo tal que ®(q,r) + @ =1.

Lema 14. Suponha que a condi¢do .7 estd verificada. Se y < Qouy>6¢el > (y—0)A(q,r),
entdo para todo a > 0 existe uma fungo 75 : [0,00) X [0,00) X [0,00) — [0,0) tal que F(s1,52,53) <
G (s),sh,s5) ses; < sh,i=1,...,3¢e

| u(-, @) —ul, W) lleqonx,) < 263 @ s, [P, (—pox) | We) | =y s,

para todo @,y € Ber € [0,q].

Demonstracdo. Sejama >0, o,y € B, u=u(-,@),v=u(-,y) e 72;/ :10,a] x B xB - RT
definido por

Wy, ) = Wi () + A0 + D) v s + 1| v lls) + (H() + H4(1))),

onde J4(-),i=1,...,4, sdo as fun¢des no 12.

Inicialmente, assuma que y— 60 >0, 1 > (y—0)A(gq,r) e ® € (0,1). Das condigdes
Fl.. Fi.. ~ - —
(s[—}-sf’ZG (S‘[—%};_)e (1+[o]y.,)) sdo integrdveis em [0,s] para

todo s € [0,a]. Mais ainda, podemos selecionar 0 < § < a tal que

anteriores, temos que as funcoes

T,T)

._ 4 —y ! [F]( ,
Atr) = (ot Cog o 7 IS ON@( (A) T +1) [ 1+ o e
< 0, (3.40)

paratodo 0 <r <t <s<acom|t—r|< &, ondeS;(¢)(-)éafuncio introduzida na observagio
9. Seja Ace > max{1,sup,.,«,A(t,r)}.



3.2. Boa colocagdo e atratores 57

Usando Lema 12, Lema 13, a condi¢do HF ;10, o fato que F°(u) e F°(v) pertence a

C([0,a];Xg) e as notagdes na observagio 9, para ¢ € [0, ] vemos que
[ ut, @) —u(t,y) [y
< Goll (=4[] Ap(0) — Ay (0) ||
+/ 1 (=A)0T (1 —s) ||l (~A)°F° (u)(s) — (~A) FO(v)(s) || ds

< Gl =A"""e—wls
t[F]s
+C0776/0 #WY(S @, W) (|| u(s) =v(s) [lx, + [| u®(s) =v°(s) |)ds
y—1 Y ! [F] (s,5)
< Gl (A"l e—wlls +CoyoF (t, 0, ¥) o (—s)7 0 [ u=vlcqo.s:x,) ds
Y ! [F](s,s)
+Coy-oW5 (1, 0,¥) A msl(‘P)(S)(l +[0](55) | @ — W [l ds
Y ! [F](s,s)
+Coy-6W5 (1,0, V) A msl(@(s)(l +[0](5.5)) | 0=V llcqo.s:x) ds
< Gl =AM llle—wlls
. 1P
+Coy-081 (@)@ o00.9) [ 51+ [0l ds | 9=y I
Gy 009 [ ooy d
=07\ @, o (t—s)7 @ C([0,s]:Xy)
Y ! [F](s,s) —y
+Co,y-0S1(@)(a) V¢ (f,(Pall/)/O m(1+[6](s,s)) | (=A) " {[llu—=vllcqo.sx,) ds
(3.41)
e, assim,
[ u(t,@) —ult,y) [y< A@#,0) | ¢ — v [ls +A7,0) [ u—v llcqo:x,) - (3.42)
Do anterior, temos que
[u( @) —u(,¥) lleqonx) < Al @ =W lls +O [ u—v llc(o.:x,)
c
A
[ u(- @) —uC¥) llcqonx,) < || o—Vyls, Vtel0,d]. (3.43)

Adicionalmente ao anterior, notando que (3.41) vale para todo ¢t > 0 e usando a definicao
de A(-), parat € [§,28] temos que

[ut,@)—u(t,y)lly < A@O)[|¢—y s +A(S,0) [ ul-.0)—ul-,¥) llco,5):x,)
+A(t,6) [ u—vleqog:x,)

Aoo
< Asllo-vls +Ae—gllo- =V lcqonx,)»
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e observando que A > 1, de (3.43) obtemos que

2

lu=vlcax) = A=llo=Vis+1—glo=Vls+O[u—vlc@pix,)

(Aw N AZ
1-0  (1—

[u(, @) = ul- W) lleqo28)x,) < ))H<P ¥ls, Viel§,28]. (3.44)

Continuando como anterior, obtemos que

l

[ u(, @) —ul-,y HcommsZ A ||<p VAIPS (3.45)
l:1

0 que permite obter o resultado para o caso Y > 0 desde que os nimeros A ¢ ® dependem das
fungdes ;! (a, 9, v) e S1(¢)(a) que dependem de || @ ||, [y, (—pojx) € || W ll-

O caso Y — 6 < 0 segue procedendo como anterior. Observando somente que neste
caso, podemos usar a Desigualdade de Gronwall pois o operador || (—A)"~9T(r —s) || sdo

uniformemente limitado em {(z,s) : 0 < s <7 < a}. Omitiremos os detalhes adicionais. O]

Podemos provar agora o préximo Teorema sobre a boa colocacdo relativa ao espaco *B.

Teorema 3. Suponha que a condicdo .77 estd satisfeita e 8 >0.Se y<Oouy>0el >
(y—0)A(g,r), o problema (3.5)-(3.6) estd bem colocado relativo ao espaco 8. Mais ainda,
para todo a > 0 existe uma fung@o continua 7 : [0,00) x [0,00) x [0,00) — [0,0) tal que
FA0(s1,82,53) < Ho(s),85,55)ses; < si,i=1,....3¢e

[ ue(-, @) —u (-, w) |l < Ho(ll @ ll8: [@ley, (pox): | W lle) | @—w s, (3.46)
paratodo @,y € Ber € [0,q].

Demonstracdo. Sejam a > 0 e v %YG :[0,a] x B x B — RT, com L = F, 0, as fungdes
definidas por

Vv w) = A +AG+FD s+ v ls)+ (B0 + A1),
Wio() = PEOA+HE()),
onde J7(-), i = .,4, sdo as fungdes no Lema 12. Seja Y : [0,a] — [0,0) a fungdo dada por

X(s) = os[F (1+[](r,n)df-sejamfp,we%,uzu(~,¢)ev:u(»‘lf)-DoLema12@
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da condi¢do HF ;f o> parat € (0,a] obtemos que

[ Au(t, @) —Au(t, y) ||
< CollA@(0) —Aw(0 H+/ 1 (=A)' =0T (1 = 5)((~A)°FO (u)(s) — (~A)°F° (v)(s)) || ds

'+ IFl;
< CollAQ(0) =AY (O) | +Cor-o || = (5, 0.9) v oy

' Il
oo || iz s 0.9) 16— Lo d

IA

Y ! [F]s
Co 9=V lhs +Co1-0770.0.9) || 530 = oo d

—~ S
+CO,1—9WFyo'(a7§D7W)/O F ]((:S) sl)E(pg( )(1+[ lss) | @ =W llc(=p,0)) ds
F S,
+C01 GV/FG a, o,y / [ ((t )E(pz)( )(1+[G](s,s)) H u—v ”C([O,s];X) ds

IA

Coll @~ vl +Co—o 77 (@, @, w)Y(t) | u—v leo.:x,)
+Co1-074 5(a, 0, ¥)S1(9) (@)Y (1) [| @ — W ||l
+Co1-0 77 5 (a, 0, ¥)S1(@) (@)Y (2) || (—A) 7 Il = [leqox,)» (3.47)

o que implica que

| Au(t, @) —Au(t,y) || < (C0+C0,1_97f/;7:0(a,(p,w)Sl(<p)(a)Y(t)) [o—vls
+Co,1—o 7} (a, @, W)Y(t) || u—v le(oa:x,)
+C0,1—97/FTG(G,<P,W)Sl((P)(a)Y(t) = lleqogx) -

O resultado segue desta desigualdade, Proposi¢do 15, Lema 14, observando que as fungdes

S1(9)(-) ¢ #5(-) dependem de || ¢ ||, [@lcy,, (- pojx) € || W 1. e utilizando que

[w(0)—w(w) ls < [@—Wleqpo + [ ul @) —ul ) lleqogx)
+ || AM(I,QD) —AM(I, II/) ||
< o= llcqpopy + AT+ [ ul, @) = ul, ) llco.ax) -

]

Da prova do Teorema 3, temos o préximo corolario.

Corolario 15. Assuma F € Cr;p([0,a] x X x X;X) NCrip([0,a] x Xy x X;Xg), 6 >0e 0 €
Crip([0,a] x €;[0,p]). Se y< Oouy>0e 1> (y—0),entdo as afirmagdes no Teorema 3 sdo
verificadas.

A seguir, usaremos a notagdo Sy para a aplicag¢@o Sy : [0, +0) X B — B definida por
Sos (1)@ = us (-, 9). Dos resultados anteriores temos o proximo coroldrio.
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Corolario 16. Se as condi¢cdes no Teorema 3 ou Coroldrio 15 estdo satisfeitas, entdo So :
[0,00) X B — B é continua.

Demonstragdo. Seja (t,¢) € [0,00) x B. Entdo, para h > 0, s € [0,7+h] e y € B obtemos que

| S(1) 9 — S (s)w [l (-, @) —us(- W) [l + || Aulz, @) — Au(s, ) |

< Huz(',(P)_Ms(',(P) ¢+ Hus('v(p>_us('7ll/) H%
+ [ Ault, @) = Auls, @) [| + [| Aus, @) — Au(s, ) |
< [uCs Oy, (—parnix) |t = s+ [| Ault, @) — Au(s, 9) |
+ H uS(’? )_”s('a ) H%a
0 que permite finalizar a prova utilizando o Lema 13 e o Teorema 3. L

3.2.1.2 Compacidade de (Sx3(t))r>0 em B

Nesta se¢do, estudaremos a compacidade da familia de aplica¢des (S (¢));>0-

Proposicao 16. Se as condigoes .71 e H g 73?0 estdo verificadascom 8 > 0e (1 —0) < %, entdo
Sos(t) é compacto para todo ¢ > p.

Demonstracdo. Sejam a >t > p, 1 > 0 e B := B;(0,8). Seja s*(t) := (14 || (=A)77 ||
)(H4(t) + 1)1+ H#4(t), onde F(-), i = 3,4, sdo as fungdes no Lema 12 e @1 = [1 — (1 —0)4].
Inicialmente, estudaremos a equicontinuidade do conjunto {u, (-, ) : @ € B} relativa a norma
|- le(=p.0.x1)-

Sejam @ € B = B;(0,8), u = u(-, ¢) a solugdo estrita associada e considere a decompo-

sicio u(t) =T (t)@(0) +v(¢,)(t). Do Lema 12 e da condi¢éo HF notamos que

7,07

Il 4 lleqo,a:x,) + 114 lleqo,n:x)

< lulleqo,x,) +( (=A) "l lleqo,n:xy)
< (AT ulleqogx,) + e lle
< (1 EATDEAE e lls +40)+ e e
< HA7(1),
IFe)(T) lo < [Flioo e (2 (0)Il u llco,a:x,) + 11 4 lleqo,nx)+ 11 FC0)(T) [lo
< [FlaoWr (A7 (7)) (T)+ | F°(0)(7) [|o,

o que implica que o conjunto de fun¢des {v(-,y) : y € B} é limitado em LY([0,a]; Xy ). Usando
este fato e a ultima afirmag@o no Lema 17, obtemos que o conjunto de fun¢des {Av(-, y) : y € B}

¢ limitado em CV([0,a|; X) para v = i, — (1 —0). Mais ainda, observando

AT (e +mw(0) AT (w(0) 1< Sh | Aw(0) < Thi
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obtemos que {Au; (-, ) : ¥ € B} é equicontinuo em [—p, 0] para todo ¢ > p.

A seguir, mostraremos que {u(s, ®) : ¢ € B} é relativamente compacto em X para todo

s€[t—p,t].Paras € [t — p,t] e 0 < € < s observamos que
Ss—E
||A/ T(s—&—1)F°(u)(t)d7 |
0
Ss—E&
< [ A Ta—e =) | FUw)(E) x, dt

< [ oot (Fleo 7 OF" (@) (24 FTO)() lo)de

9
- )
* * aq a
< Rii=Cr Wi (" (@) (@ || [FI(.) oo + 1 F7(0) leqosg) Crog
e/

De maneira similar, podemos provar que
/ 1(=A)" =0T (s — 7)(~A) F° () (7) || d®
s—E& o,
* * ed
< Ro(&):=C1gWr(H(a)) " (a)| [F](..) lLaqoa)— +Ci-0
cH

89
EIFPO)0) leqoasxe)

Do anterior, obtemos que
Au(s) = T(s)A@(0)+T(¢g) /Os_e(—A)leT(s —&— T)(—A)BFG(M)(T)dT

+/_ (—A) 0T (s — 1)(—A)PFO (u)(t)de
€ T(5)Bi(0:X) +T(€)Br, (0:X) + Ra(€)B1 (0:X),

e, assim, {Au(s,@): @ € B} C T(s)B;(0;X)+T(€)Bg,(0;X)+R2(€)B1(0;X), 0 que mostra que
{Au(s,9) : ¢ € B} é relativamente compacto em X desde que 7'(s)B;(0;X) + T (&)Bg, (0;X) é
relativamente compacto em X e R(€) — 0 quando € — 0.

Do anterior, o conjunto AS(¢#)B = {Au(-,¢) : ¢ € B} ¢é relativamente compacto em
C([~p,0];X) e observando que {[u(-, ¥)]c,,,(—p0}:x): ¥ € B} € limitado ( veja Lema 13) e que
(B, - lle=poix)) = (B, | - |3), obtemos que o conjunto W%, onde C denota o fecho
do conjunto C em ‘B, é compacto em ‘8. [

O préximo resultado € uma direta consequéncia da Proposi¢ao 16.
Corolario 17. Assuma que F € Cr;,([0,a] x X x X;X)NCrip([0,a] x Xy x X;Xg) para algum
0 >0e 0 €CLi([0,a] x€5[0,p]), entdo Sy (r) é compacto para todo t > p.
3.2.1.3 O problema auténomo, dissipatividade e atrator global em 5

Nesta secdo, estudaremos a existéncia de atrator em B para problema autdonomo
W) = Au(t)+F°u)(t), t>0, (3.48)
uy = @, (3.49)



62 Capitulo 3. Equacoes diferenciais abstratas com retardo dependendo do estado

com FO(u)(t) = F(u(t),u®(t)) e u®(t) = u(t — o(u;)). Como citado na observagdo 7, se a con-
digdo 771 é verificado, para todo ¢ € B existe uma unica solucdo estrita u(-, @) € C([—p,); X)
de (3.48)-(3.49). Para desenvolver nossos estudos, precisamos estabelecer algumas estimativas

para || u(t, @) ||x, for v =1,7. A seguir, consideraremos a seguinte condigao.

JAa: 0<y<1,FeCrLip(X xX;X)NCLip(Xy x X;Xy), acondigdo Hr  estd satisfeita, a fungio
o () pertence ao espago Crip(%’;[0,p]) € 214 < @, onde u := Cy[F|c,,,e®? e [Fc,,,, por
simplicidade, denota a Lipschitz constante de F(-) em ambos espagos Cr;,(X x X;X) e
Crip(Xy x X X).

Procedendo como na prova de (YOU; YUAN, 2010, Proposi¢do 3.1), podemos provar o

resultado a seguir.

Proposiciio 17. Se a condi¢do /] o estd verificada, ¢ € € e u(-) ¢ uma solugio fraca de
(3.48)-(3.49) em [—p,0), entdo

F°(0
| S5(0) < Co |l @ [l P CH=0) HCO_—(ZLHCoewp(l D)

Demonstracdo. Sejat > 0, entdo para 6 € [—p,0] temos que

t+0
ISs()@(8) | < Coe |l gy +/0 Coe™ O || F (u(s, 0),u” (5, 9)) || ds
< Coe®Pe ™ | @lly
p — ot r+o (0] o
+Coere [ e (IF,, | S3(6)0 leg-paz + 1 F70) )ds
t
< Coe®Pe || @ |l +Coe®” || FC(0) || ewt/ e®ds
0

t
200 Fle e~ [ ¢ || S2(5)9 lcq-po) ds.

o que implica que

C
e | Ss()@ llc-—pox) < Coe® Il @ lleq-popx) +50 I F2(0) || e“P(e® — 1)

1
_1_2;1/0 e® || S (s)@ ||C([—p70];X) ds,

para todo ¢ > 0 e permite finalizar a prova utilizando a desigualdade de Gronwall. ]

Nos resultados a seguir, I": [0,00) — [0,00) denota de fun¢do Gama, isto é, I'(x) =

Jo s*"le=5ds para x > 0. Usando a proposicio anterior, podemos provar o préximo resultado.
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Proposicdo 18. Suponha que a condigdo 7] A esteja satisfeita. Se ¢ € 9B, entdo

2C06a)p+(2ufw)t

| (S5@e)O) by, < =% (AT ) ]9 lw+

LGQUFO, p | eortine o

Co || F2(0) llx,
W — Ue ®p

I

W—Ue  "w-2u 2e%P — 1
—ot Cl—%ue_wp op+(2u—o)t,y op 1—y
| (Sa(@)@)(0) Ix, < (Coe +me 2P+ A7)+ 1] @ [l

CI—YF(Y)(DI_Y o

+m | F°(0) lx,
Cy_ e C(y)u e@p+ (e P —w)tzy

F OB 2 o) ) () _
o — fe ®P o¥(w—2u) Y(2e®P — 1)

Demonstracdo. Observando que u(t,9) = (Sp3(¢)@)(0) é uma solucdo estrita, para t > 0 obte-

mos que

la@) I, < 1 TORO) I+ [ 17C=5) I F2O)) I, ds
+ [ ITa=9) 11 Fo@)(s) ~F0)(s) 1y,
< Coe ™ (=AY 1 400) |+ | FO(0) i, Co [ ¢ s

t
+Co[Flcy, /O eI (| uls) Ilx, + | uC(s) [1)ds,

e, assim,

M lu() llx, < Coll (=AY A@(0) ||+ 1| F°(0) Ilx, %(ew’ -1

t t
e [0 u(s) Iy ds e [ u(s) | ds. (3.50)
0 0

Observando que || u° (s) || <]| S(s)¢ ||, da Proposi¢do 17 temos que

1
pe=o / e || u®(s) || ds
0

-0 0] ! s ,2u—o) HFG<O) H 0] ' 1) Qu—-w)
< peOP(Coe p||(p||<g/ ¢S (2H st Coe P/ ¢S (1 — 2H-0)s) g
0 - 0
e P LH [FeO) ], e e 11

< 2ur _ TN (—_
< o ol @ -+ O o8 (-
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e usando estd desigualdade em (3.50),

e® | u(r) ||x,
Co

< ol (A [+ 5 2@ 1) gl + 1 FO(0) [, e 1)

" o
(I FOO) |, e 11

o ap Q= 5= (o =3+ e [ (o) [, ds

G+ A ) L s - 1O e 1)

ETO) L+ 55 PO D = 1 e [ [uls) 5, ds

IN

Co

Do anterior e do Lema 10, segue que

e || u(t) Ilx,
< Go(1+ | (A D [ @ lls € —

Co H
F2( O (0) fx, + 2

IETO - 2ue
20— 2p) =)

5 1 F2O) e =)

4 —-o
e [ o1 (=AY )| @l et s

—pe= " 2H<26( z)uH) o(e2 — et ™0y

C -~
e 0 [ FO0) e+ 55 PO e = et ™0as
= Gl (A ) [l 10l Cofe™ 1)

2(0—2u) 2u)
£ FO(0) |y, ot 1F2O e ~1)

(eZ[Jt _ e/.te“‘”’t)
2e9P — 1

FCo(1+ (| (A" ) [ @ [l
CIFOO) ], (et ™)
2o—21) 0 2e0r 1

£ 2001700 I+ L=

— (e 1))

pe P
W — Ue ®p

(97 — ey — (h ™ 1)),

0 que nos permite estabelecer a primeira desigualdade.

A segunda desigualdade segue usando que || u°(s) ||<|| S(s)@ ||s3, Proposic¢do 17, Pro-
posicdo 18 e a desigualdade

[ASWOO) | < Coe™ [|49(0) || +C1y0 1) | F(O) |
t e—a)(t—s)
+Cy [ e Pl (1) I+ () s G5

]
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Usando os resultados anteriores, o Coroldrio 17 e a Proposi¢cdo 31, temos o préximo

corolario.

Corolario 18. Assuma que as condicdes na Proposi¢do 18 e na Proposi¢ao 16 estdo satisfeitas.
Entdo o semigrupo (Sgs(7)),>0 € limitado dissipativo, eventualmente compacto e, consequente-

mente, possui um atrator global .27y in *B. Se F°(0) = 0, entdo %4z = {0}.

3.2.2 Boa colocacio, dissipatividade e atratores em ‘5,

Nesta se¢do, estudaremos a boa colocagdo e a existéncia de atratores relativa ao espaco
By, v€ (0,1). Com esse objetivo, assumiremos que F € inp (Xy x Xy; Xg) para algum 0 < 6 <
Y < 1, o que é uma condi¢do mais fraca do que a utilizada no caso do espaco ‘B, permitindo

incluir uma extensiva variedade de fungdes.

Para simplificar o enunciado dos préximos resultados, introduzimos a condi¢do a seguir.

76 As condigoes Hg’&o, Hg’;{y, H&O e 5’)%7%70 estdo satisfeitascom 0 < 0 <y<le

O(q,r) < 1, 0 semigrupo (T (t));>0 € compacto e a condi¢do (3.21) estd verificada.

3.2.2.1 Boa colocacdo relativa ao espaco By

Se a condigdo 7% estd verificada, da Proposicdo 12 temos que para cada ¢ € By C ‘B
existe uma tnica solug@o estrita u(-, @) de (3.5)-(3.6) definida em [—p,e). Além disso, do
Coroldrio 10, para todo y € € existe uma solugdo fraca v(-, y) € C([—p,);X) de (3.5) com

condicdo inicial y/(-).

Lema 15. Suponha que a condic¢do .75 esteja satisfeita e y < %. Entdo existe fungdes continuas

nio decrescentes &; € C([0,0);[0,)), i = 1,...,4, independentes de ¢ € B, tais que

[ u(,0) lle(=pax) < G1(@0) | @ |l +4(1), (3.52)
[ u(, @) lle(-pax)< G || @ [, +%(1), (3.53)

para todo @ € 5. Mais ainda, se 0 < 1 -6 < %, entdo existem fungdes continuas nio decres-
centes ¥s : [0,00) X [0,00) = [0,00) & % : [0,00) — [0,c0), independentes de ¢ € B, tais que
Gs(t1,x1) <Ys(t2,x2) sety <thex; <x, e

max{|[| Au(-, @) [[c(o.x): [ @)le,(ox) L D1 @ |ls,) +D6(0), (3.54)

paratodo @ € Byer > 0.

Demonstragdo. A prova segue combinando as provas do Lema 12 e Lema 13. A prova de (3.52)
¢ direta. A prova de (3.53) segue da estimativa (3.34) observando que Cy || (—A)"¢@(0) [|[< Cy ||
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(0} ||(gy. Mais ainda, procedendo como na prova do Lema 13, usando (3.53), a condi¢ao H 1?,7;/1,7/ e

observando que

| F(u)(s) = F°(0)(s) llo
< Wr(max{| ullcqosx,) | 4% leqosx) DU lleqosxy) + 114 leqo.s:x,)
< Wr2(G0) | ¢ lle, +9(1))2(% (1) | @ ||, +9(t), Vs>0, (3.55)

parat > 0 obtemos

| Au(z, @) ||
< GollAg(0) H+/ I (=A)' =0T (1 =s5) |[[l (~=A)°FC(0)(s) || ds

+ [ AT 1 AP0 () - (A FT0)(5) | ds

0
o9 lln, + | Gt 1 77(0)() o s

IN

+f %WWF<2<%<s> 19 lle, +44(6))2(5) || @ 1, +%5(9)ds

0
t
Coll @ llss, + 11 F°(0) [lc(po):xe) Co1-05

0
! [F](&s)
WG 1| @ lle, +94(1))2(%(1) || @ |14, +%(t))Co,1e/O mds,

IN

o que implica (3.54) utilizando (3.37). O

O resultado a seguir estd relacionado com a boa colocagdo de (3.5)-(3.6) relativo ao

espago ‘By.

Teorema 4. Assuma que as condi¢des .73 and H; ,, estdo satisfeitas com 6 > 0, max{y,1—0} <
% e Y <1—0(q,r). Entio, para todo a > 0 e [ > 0 existe uma func¢do % : [0,e0) X [0,c0) X
[0,00) = [0,00) tal que %7 (x1,y1,21) < F7(x2,y2,22) se x1 Sxp. y1 Syre 21 <2, €

[u(, @) =v(¥) lleqogx) < Gl @ sy (9l (—poix): 1V llg) @ —wlle,  (3.56)

para todo t € [0,a], ¢ € B;(0,By), y € B;(0,%)) e toda solugdo fraca v(-,y) € C([—p,); X)
de (3.5) com condicao inicial y. Mais ainda, o problema (3.5)-(3.6) estd bem posto relativa ao

espago ‘By.

Demonstracdo. Sejam a > 0,1 >0, u = A(q,r) ( veja observagdo 2), e ¥4;(-),i =1,...,6 as

fun¢des no Lema 15. Adicionalmente, defina as funcdes

Pt,0.w) = W)l @ lls+ | wle)+%(), L=F.o,t>0,
%,0‘('7(1)) = %(7(1))(1_"%(7@))
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Da prova do Lema 15 podemos ver que || u(-, @) [lc(—p1:x)< 41(t) || @ [|¢ +%(t) para todo
t >0e y e B(0,%y). Usando estd desigualdades e procedendo como na observagio 9, para

0 <s < avemos que
1u®(5) = v (s) 1< S2(9) () (1 + Zs(a,0,9)) (1 +[6] (5 (| @ = W |z + || 4= (0.5

onde S>(¢)(s) := (1 + ([@lc,, (—pojx) T %(s, || @ |l8,) + Y6 (s))-

Observando que para 0 < ¢ <t

¢ [Flie,n) (t—c)s "
s 2D (4167 10.0)dT < L 1 TFT o lattenn ]l (T 100 0) i ciesns
sup (S_T)y( [O](2,0))dT < ) I TF) oy Nzaqeapll A +[01¢9) e
e definindo
B — s [Flie,
As1.9.) = 200,14 | ()7 )S:(9)(a)(1+ Frolag.9) [ (2555 (1 + 0] e

podemos selecionar 0 < § < a tal que A(s,7,Q,y) < % para todo ¢ € [0,a], ¢ € B;(0,B,) e

Usando as notag¢des acima e a condig@o Hg’go, parat € [0,0], ¢ € B;(0,By) e y €
B;(0,%y) obtemos que
[ u(t, @) =v(t, ¥) llx,
t
< Gllo—vlg +/0 I (=A)"T (¢ = s) |[[| F© (u)(s) = FO(v)(s) || ds

! [F] 8,8)
< Coll o=Vl +Co || i Prs 0. W) u(s) () |+ [ 47(5) =+ (s) )ds
< Gl oWl 1o T 0.9) [ v o
= Gy Y ? Y 0 (t_s)'y ([ ,S], )
o ! [ ]s,s
Cos ol 0 WISAO)) || 5501+ [0)e) | 0 =Wl ds
v t[F s,s
oy rolt. 0 WA [ 251 (00 e oo, (3:57)

o que implica que
” u(tv(P) _v(t7 V/) HXyS [CO +A(Oat7(p> W)] “ -y ”(gy +A(07t7(P7 W) H u—v “C([O,t];Xy)?
e

1
u(29) v ) leqoany < (Cot A0 @) | 0wl +5 Il u—v lconad-59)

Do anterior, obtemos que

[u(, @) =v( W) lle(oix) < 2(Co+A(0,a,0,¥)) | ¢ = ||, V2 ][0,5].
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Procedendo como acima e observando que a desigualdade (3.57) est4 satisfeita para

todot € [0,a], para 0 < s <t, parat € [§,20] podemos ver que

[ ult, @) = vt ¥) llx,
< [CO +A(Oaa; P, W)] H -y Hcgy +A<Oa g, ?, II/) H u—v HC([O,S};XY)
+A<67t7(p7 W) || u—v ||C([0,t};Xy)

< [CO +A(07a7 o, W)] || -y ||<5y +A(Oua7 o, W)Z(CO +A(07a7 o, II/)) || -V ||<5Y
+A(8,1,0,¥) [l u—vllco:x,)
1
< 2[Co+A0,a,0. )] | 9= |, +a llu=vlleqorx,),

0 que nos permite obter que

lu=vllconx) < 2°[Co+A(0,a,0.¥)* || ¢ =¥ I, V1 €10,28].

para todo ¢ € [0,26] desde que Cyp > 1. Procedendo como acima, obtemos que

| u—vlleqors)x,)< 2[Co+A0,a,0, )] |0 — v ||,

para todo r € [0,k8], ¢ € B;(0,By) e v € B;(0,%y). Da desigualdade anterior e defini¢do de
A(0,a, @, y) obtemos (3.56).

Para mostrar que o problema (3.5)-(3.6) estd bem colocado relativo ao espago B,
precisamos estimar o termo || Au(z,®) — Au(z, ) ||. Por conveniéncia, para ¢t € [0,a] e ¥ €
By(¢,B) a seguir usamos a notagio 73 (t,0,¥) = Wr(%(1) (|| @ ll¢, + | ¥ l¢,) +“a(1)).
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Usando a condi¢do HF{,I y € (3.56), parat € [0,a] vemos que
| Au(t, @) — Av(z, y) ||
< [[T(1)(Ap(0) —Ay(0)) | +/ 1 (=A)'=°T (¢ =) ||| FO(u)(s) = F(v)(s) [lo ds

< Gollo— c t[F]AW - d
< Glle—vyls, +Ci-o ) T—s)? F(8:0,9) | u—vllcqo,s:x,) ds

't Fl
€ || g 7 0w 1 = oo ds

Collo—vls,

IN

[Pl
+Cro 7 (a.0.y) / o g D019 s, 0lcs pon, 1V 116) || 0= ¥l ds

[Fl(s.) .
+Cp- 97/ (a,0,v) mdSHu =7 lcqo.ax,)

Al —wllw, +A2 |4 = [lc(o.a:xy)

Arllo—wlles, +A2 [[u(- —o(vy)) =v( =0 (ve)) lle-paxy)

+A2 [ u(-—o(ucy)) —u- —o(ve)) lle-paxy)

Al o—vlws, +M0% (@ @ s, [@lc,,(—pox) | Vie) |0 — v,

+A2 [ u(- —o(ucy)) —u-—o(v)) lleqo.a:x,)

Asllo—vs,

+Az [ u(-—o(ucy)) —u-—o(v) lle—paxy): (3.59)

onde A;, i = 1,2,3, sdo independentes de y € B;(¢,By). Observando que ¢ € C([0,a] x

IN

IN

IA

IN

€y [—p,0]), temos que o (s,vs) = O(s,us) quando ¥ — ¢ em By uniformemente para s € [0, 4],

0 que 1mphca que
[u(-—o(u))) —u(-—o(-v,))) ||C([07a];Xy)—> 0 quando ¥ — @ em B,. (3.60)
Finalmente, de (3.59) e (3.60), obtemos que || Au(z, ¢) — Au(t,y) ||— 0 quando y —

¢ em By, o que implica || u (-, @) —u (-, y¥) [[»s,— 0 quando Yy — ¢ em By e completa a

demonstracao. 0
A seguir, S, 1 [0,4o0) X By — By € a aplicacio definida por S, (1) 9 = u (-, ¢). Dos

resultados anteriores, obtemos o coroldrio a seguir.

Corolério 19. Se as condicdes no Teorema 4 estdo satisfeitas, entdo Sg,, : [0,00) X By — By €

continuo.

Demonstragdo. Seja (t, @) € [0,00) x B,. Entdo, para (s, ) € [0,0) x B, temos que

I Ss(0)e—Su()w s, = [[u(0)—us(¥)llg, + || Ault, @) — Auls, y) |
< Nu( @) —us(,0) [lg, + L us(- @) —us(, ¥) [,
+ [ Auls, ) — Au(s, @) || + [| Au(s, @) — Au(z, 9) ||,

N
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0 que permite finalizar a prova usando o Teorema 4 e o fato que u(-, ¢) é uma solugdo estrita. [

3.2.2.2 Compacidade de Sy, () em By

A seguir, estudamos a compacidade do familia de aplicagdes (S, (7))r>0-

Proposicao 19. Se a condicdo 773 estd verificada, 6 >0e (1 —0) < % e o semigrupo (7'(¢))r>0

€ compacto. Entao S%y(z‘) ¢ compacto definido de By em B, para todo t > p.

Demonstragdo. Sejamt > p,1>0eB:=B;(0,%By). DoLema 15, temos que || u(-, ¥) [|c(j0.1:x,) <
pit) == G3(1)l +F4(t) para todo y € B, || (=A) F (u(-,w))(s) < #5(p1(1)) [F] (s 5)pr(1)+ |

F°(0)(s) ||¢ para todo s € [0,¢]. Consequentemente, o conjunto de funcdes {(—A)F° (u(-,y)) :
y € B} é limitado em L9([0,7];X).

Do anterior e da dltima afirmac¢do no Lema 17, é facil ver o conjunto de fungdes
T
(v [ T(=5)(~A)F° (- 9))(s)ds: p € B)
0

1o
¢ limitado em C7 ! 6)([O,t];Xl_e) e observando que
t+7

AS, (1)(7) =T (1 +7)A9(0) + (—A)le/o T(1+7—s5)(=A)°FO(u(-, ))(s)ds,

para T € [—p,0], podemos obter que {ASw, (1) : ¢ € B} € equicontinuo em C([—p,0];X), o

que implica que {Sw,(t)@ : @ € B} € um subconjunto equicontinuo de B.

Sejas € [t —p,t]. Para @ € Be 0 < € < 5, vemos que
s—E&
/ I (=A)'"°T(s—e—7)(=A) F° (u)(7) || d7
0

< [ et R Fleop(+ | FO)E) o) de

4=01-6)
11— (1-0)g)7
| AT 6= 0 (-A)F () (7)ax

cu—(1-8)

[1-(1-6)q]

onde py(r) := Ci—g (Wr(P1(1)) P ()l [F1(...) ooy 1 FO(0)(-) llLa(o.1:xp)) - Usando o ante-
rior e procedendo como na parte final da prova da Proposi¢do 16, obtemos que o conjunto

< Ri(t) :=pu(t)

Y

< Rao(1,€):=pi(r)

Y

Ny

{8, (1)(@)(7) : @ € B} € relativamente compacto em X; para todo T € [—p,0].
Das observacdes acima e do Critério de Arzela-Ascoli, obtemos que o conjunto de
fungdes S, () B € relativamente compacto no espago & := {y € C([—p,0[:Xy) : y(0) € D(A)}

munido da norma || @ |le,=[| @ [lc(—p.0j:x,) + [| A@(0) || Assim, se (@n)nen € uma sequencia
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em B, existe y € &y tal que || u(-,¢y) — ¥ [|¢,— 0 quando n — co. Por outro lado, do Lema 15
(veja (3.54)), temos que sup,e[u(*, @)]c,, (- pix) < 0 que implica que Y € Crip([—p,0]:X)
e nos permite concluir que S%Y(I)B ¢ relativamente compacto em 5. O que completa a prova.

[

3.2.2.3 O problema auténomo, dissipatividade e atrator global em B,

Para estabelecer os resultados desta secdo, introduzimos a préxima condigao.

J6 a0 0 <y <1, F €Cpip(X xX;X)NCrip(Xy x Xy;Xy), a condicdo Hr q, estd satisfeita, o €
CLip(%5[0,p]), e 21 < @, onde p := Co[F]c,,,e”? e [Fc,,, € a constante de Lipschitz de
F em ambos espagos Cri,(X x X;X) e Crip(Xy X Xy; Xy).

Procedendo como na prova da Proposi¢do 18, podemos provar o resultado a seguir.

Proposicdo 20. Se a condicdo 7% 4 estd satisfeita, entdo

Coe®?

+(2u—w)t
| S, (1) s, < CoeP GV [ 0 s, + 1| FO0) 1y 5

(149 v c B, 1> 0.

Demonstracdo. Sejat > 0, entdo para 6 € [—p,0] obtemos que

t+6
| S3,00(0) |, < Coe O [ g+ [ Coe ) | Fu(s,0).u7(5,9)) |, ds
< e 9 g,
@p ,— ot o . o
+Coee [ e 2FIay, | S5, ()9 ller-poixy + | F(0) x)ds

t

< Coe®Pe” | @ g, +Coe® | FC(0) ||x, e_“”/ e®ds
0

t
200 [Fley, e [ e | S3,(9 lleg- pojy s

o que implica que
Co
e | S, (00 lle-poixy < Coe™ | @ lleq-poixy T 1F(0) [|x, e (e = 1)

t
1ou /0 e || S, ()@ llo(-p.ox,) ds,

parat > 0 e permite finalizar a demonstra¢do utilizando a desigualdade de Gronwall. [

A seguir, I' denota a fungdo Gama. Em relacdo a dissipatividade, temos o resultado a

seguir.
Proposicao 21. Assuma que a condig¢do 775 A esteja verificada. Entdo

1ASs,()@(0) || < (Coe™® +2uC1—yy ' 17ePH=2N) || ¢ |15,

r 2 B
+C1y | F°(0) Ix, [ a()a;) + @ fzmﬂ(l—zue(w o)y,

paratodo? > 0e @ € ‘By.
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Demonstragdo. O resultado segue usando a Proposi¢ao 20 observando que

| ASs, ()@(0) || < Coe™ || Ap(0) || +C1—y@™"T(y) | F°(0) [l
t efw(tfs)

—s)i-7 | S5, ()@ ||, ds,  Vt>0.

+2C1_')/[F]CLip 0 (t—s

]

O préximo resultado segue combinando a Proposi¢do 19, a Proposicao 20 e a Proposi¢ao
21.

Corolario 20. Assuma que a condigdo % o esteja satisfeitas e y > 0. Entdo semigrupo

(S, (t))r>0 possui um atrator global <4g, em B,. Mais ainda, se F°(0) = 0, entdo @43, = {0}.

3.2.3 Atrator global em ¢ = C([—p,0];X)

Nesta secdo, usando os resultados nas secoes 3.2.1.3 e 3.2.2.3, estudaremos a existéncia
de atrator para o problema (3.48)-(3.49) no espaco % . Este problema ¢é diferente do estudado
nas secdes citadas pois (S¢(7));>0 € (possivelmente) uma familia de aplicagdes multivaloradas
em % . Por simplicidade, nesta se¢do assumiremos que o semigrupo (7(¢)),>0 € compacto e
que F € Cpip(X xX;X) e o(-) € Cpip(€;1]0, p]), 0 que implica que as condi¢des no Coroldrio 9
e no Coroldrio 11 estdo satisfeitas, e que para todo ¢ € ¢ existe uma solugao fraca u(-, @) de
(3.48)-(3.49) definida em [—p,o0). A seguir, para ¢ € € ¢ 2 C € definimos os conjuntos

X(¢)=A{u(-,) :u(-,p) éuma solugio fraca de (3.48)-(3.49) },
Se()@={w(-):ucX(@)}, S¢(1)7=UpcaS¢(1)9. (3.61)

Procedendo como na prova de (CARABALLO; MARIN-RUBIO; VALERO, 2005, lema

8), podemos mostrar o proximo resultado.

Lema 16. A aplicagdo S¢ : R x ¢ — (%) define um semigrupo multivalorado (m-semigrupo),
isto &, S (0)p = {p} e Sx(t+5)p = S¢(t)S¢(s) @ para todo ¢,s > 0.

Demonstracdo. E facil ver que a aplicacio estd bem definida e S¢(0)@ = {@}. Seja t,5 > 0
e Y € S¢(t+5)@ entdo existe v € X(@) tal que v;+; = y. Claramente vs € S¢(s)@. A seguir,
definindo w : [0,00) — X por w(r) = v(r+s) parar >0, temos que w € X (vs) e Y = vy =w; €
S¢(t)vg C S¢(t)S¢(s)@. De onde concluimos que Sy (1 +5)@ C Sy (1)S¢ (s)@.

Considere agorat,s > 0 e y € S¢(1)S¢(s)@, entdo existem v € X(¢) e w € X (vy) tais
que ¥ = w;. Defina agora z : [0,0) — X por

i v(r) parar € [—p,s], (3.62)

w(r—s) parar € [s,o).

Desde que w € X(vy), temos que z estd bem definido e que z € X(¢@), o que implica que
V=w =245 €Se(t+5)QeSg(t)S¢(s)@ C Sy (t+5)@. A Prova estd completa. O



3.2. Boa colocagdo e atratores 73

A seguir, apresentamos o principal resultado desta secao.

Proposicdo 22. Parat > 2p, a aplica¢do S¢(¢) leva subconjuntos limitados de 4" em subconjun-
tos limitados de B

Demonstragdo. Sejamt >2p, oc € (0,1),p >0, 9 € B:=B,(0,%€), u(-) € X(¢) e considere a
decomposicdo u(t) = T (t)@(0) 4+ v(z).

Seja € > 0 tal que 2p + € < t. Para estimar || Au(r)

, precisamos estimar [u]co [¢ .x) €

| Fu [|lc(jo,7:x)- Para s € [0,], podemos ver que

It lle(=pastoo < Co(ll @ |l +r [ F°(0) H)+2C0[F]Cup/0 [l le(—posiix) ds,

que nos permite obter que

lulleq-pax)y < Pi1(t):=Colp+t| F°(0) H)eZCO[F]CLipt,
| Foulleqon < pa(t) =2[Fley,pr(6)+ | FO(0) |

Por outro lado, do Lema 17, Lema 9 e dltima estimativa, obtemos que

Ucaesx) < Cot'"* || AT(€)(0) || +[Vlca(o.x)
_ C -
< o' " AT(@)p(0) |+ 1| F7u lleonn) (g +Co0' ™
_ . tl—a C l—a
< p3(t,€) == CoCi | @(0) |l +P2(1)(m +Co)t %, (3.63)

&€

2
[MG]CO‘Z([PJrs,t];X) = [u]C"‘([SJ];X)(t(a a)+[G]gup[u]g°‘([&t];x)>

2
< p4(t78) = p3<t78)(t(a * )+ [O']guppg(l,g», (364)
0 que nos permite obter que F%u € C“z([p—i— g,t];X) paratodo € >0 tal que 2p+ e <te

FOWeprequy < P(:8) = Flupps(e. ) pulre)). (3.65)

>

A seguir, vamos mostrar que u € C([p +¢&,r];D(A))NC'([p+€,r];X) para todo € > 0
tal que p+¢& < 1. Seja € >0 é tal que 2p+¢& <t. Como 2p+% < 2p+¢& <1, temos que
Fuce C“z([p+ $,r:X). Para s € [p+¢€,t] escreva v(s) = v (s) +v2(s) onde

ni(s) = T(s— (p+§V(p+§) + [« Tls — DFu(s)dr,

P (3.66)
va(s) = f;Jr% T(s—7)(F°u(t)—FCu(s))dt.
E ficil ver que v (s),v2(s) € D(A) paratodo s € [p+¢,t] e
A () =Tl (p+ AP+ )+ (TG~ (- P -DFous).

Avy(s) = f;+%AT(S— T)(F%u(t) — Fu(s))dr,
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0 que nos permite concluir que Av;(s) € C([p + €,t];X). Logo, para mostrar que Av € C([p +
€,1];X) resta somente mostrar que Av, € C([p + €,1];X). Para s € [p+¢€,t] e h > 0 tal que
s+ h <t temos que

| Ava(s+h) AVz( )
< H/ T(s+h—1)=T(s—1))(F°(u)(t) = F°(u)(t))d7 ||
+ | ( (S+h) T (h))(FC(u)(s)—F°(u)(s+h)) |
4 HA/HhT Sh— T)(FO (u)(t) — F () (s+ h))d |

/.. [ AP (@)~ o)) || doas

IN

2 s+h )
+2Co[F® ()] a2 (e )i € [FG(”)]Caz([pH’,};X)/S (s+h—1)%* ldt
s+h—1 ol Cl 5
< GF ()] e e, /+ / 6% d0dt + ps(t,£)(2Co + 3 )h*
P

2

< [ps(t,5) +ps(1,€)(2C0 + CHA.

—2
2702 (1—o?)
Desta forma, temos que Av, € C*’ ([p+e&,1];X) e, consequente, Au € C([p+€,t]; X ). Mais ainda,

desde que T'(s)@(0) € C((0,¢];D(A)) NC'((0,¢];X) e da arbitrariedade da escolha de &, segue
que u € C((p,t];D(A))NC' ((p,1];X) e u; € €. Entdo, S (t)B C *B.

Usando as observagdes anteriores e a representacao

p+E€ t
u(t) = T(1)9(0) + /0 T(t —$)FOu(s)ds + /p Tu=9Fus)ds,  (368)

temos que
|4 | < 1AT@00) [+ [ 1 ATG=5)Futs) | ds
Hla [ Te—sFouds |+ [ AT 5)(Fuls) ~ Foult)) | ds
pte pte
+e
Sot [1 s+ | (T~ (p+e) - DF°u() |

e O )~ -+ ()~ s
p S

IA

+e I—
C Cip2(t)(p+e) f CI[F]CLip a
< i [ A —— _— o . -
< - e T2+ | = P (e (t =) ds
t Ci[Fle,
+/p+eTsp[”G]c“2([p+et1 =) ds
Ci  Cipa(t)(pte) 1
< - P N A . —
< - p+ .- (p—l—&‘) —|—2C0p2(t)+C1 [F]CL,,,p3(tv8) a

o2

_ t
+Cy [F]CL,-,,P3(I,€)(1(OC ) 4 [G]gL,-,,Psa(fag))?7
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e, assim,
Po(t) :=sup{|| Au(t) ||: u € X(¢),0 € B:=B,(0,%)} < oo, (3.69)
eS¢ (t)B C Bp, (1) +p(1)(0,B). O que completa a demonstragdo. O

Corolario 21. Assuma que as condi¢des no Corolario 18 estdo satisfeitas e seja 2%y o atrator
global de (S (7));>0 in B. Entdo, %4y € o atrator global de (S¢(7)),>0 in .

Demonstragdo. Observando que (B, || - ||s) — (%, || - ||¢), temos que 2%y é compacto em €.
Mais ainda, da Proposic¢éo 22, para um subconjunto limitado C C € e r > 2p, temos que S¢ (r)C
¢ limitado em B e da unicidade de solucdo para condi¢des iniciais em B, para y € S¢(r)C
e s > 0 obtemos que S¢(s)y = {Su(s)y} e Sg(s+r)C = Sy (5)Syx(r)C = S (s)S¢(r)C. Do
anterior e usando as notacOes disty € distys para as semidistancias de Hausdorff induzidas por

Il - [l# el - |ls nos espagos € e B, parat > r > 2p obtemos
disty (S¢ (1)C, g ) < distss (S (t —r)Sqy (r)C,ols) — 0 as t — oo,

0 que mostra que %y atrai os subconjuntos limitados de & sob a a¢do de S¢ (). Finalmente,
observando que S (7).9%s = Sgs(t) oA = s, concluimos que <y é um atrator global de S¢ (-)
no espago . [

Procedendo como na prova da Proposi¢do 22, temos o resultado a seguir.

Proposicao 23. Parar > 2p, a aplicagdo S¢ (¢) leva subconjuntos limitados de 4 em subconjun-
tos limitados de ‘B.

Demonstragdo. A prova segue procedendo como na prova da Proposi¢do 22 e observando que
parat >2p,p >0,B:=B,(0,%),u(:) e X(@)et €[t —p,t]

Gy
(t—s)Y

(ClF]Lipp1(s)+ [ F(0,0) [[)ds

Cy T

lu)ly < o+ |
S NI F0,0) )
< pr(t) = Pt yCIF]Lipp1()+ || F(O, )H)m?

o que implica que S« (t)B C By, (1)+p,(1) (0, By). O

Corolario 22. Suponha que as condi¢des no Coroldrio 20 estdo satisfeitas e seja g, 0 atrator
global de (Sw, (7))r>0 em By. Entdo, oy, € um atrator global de (S¢())r>0 em €.
3.3 Exemplos

Nesta secao, estudaremos a existéncia de solugdes locais e globais e a existéncia de

atratores para alguns exemplos de equagdes diferenciais parciais com retardo dependendo do
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estado. Com esse objetivo, dividiremos este secdo em duas subsecdes. No restante deste secao,
Q C R" é um subconjunto aberto e limitado com fronteira suave dQ, X = L?(Q) e o operador
A:D(A) = H*(Q)NH;(Q) C X — X dado por Au = Azu. E bem conhecido que A é o gerador
infinitesimal de um Cp-semigrupo de operadores lineares e limitados (7'());>0 em X que é

analitico e compacto.

Observando que —A : D(A) C X — X é um operador linear auto-adjunto positivamente
definido com dominio denso e que (—A)~! é compacto, temos existe uma base ortonormal (e;);cn
de X tal que cada e; é um autovetor de —A com autovalor associado A;, 0 <A} <--- < A, < A,11,
> e M <x e, > ey parat >0ex€X,
e, para Y > 0, temos que X, = {w € X : Yo (A <wen>)P? <oo)e (—A)w=Y" A <

w, e, > e, paraw € Xy.

n €N, e A, — o quando n — oo. Mais ainda, T'(¢)x =

3.3.1 Existéncia e unicidade de solucao

Problema 1

Inicialmente, consideraremos a equacao diferencial parcial

W (t,8) = Agu(f,i)Jrﬁ(f)/Qb(u(t—C(f,ur%y))g(i,y)dy, t>20,£€Q, (3.70)

u(0,y) = ¢(0,y), 0 <€[-p,0],yeQ, (3.71)

u(t, ),y = O, (3.72)

onde Ag € o operador Laplaciano na varidvel ¢, ¢ € € =C[—p,0:X), b € CLip(R,;R"),
§ € Crip([0,0) x %30, p]), B € C([0,=);R), g € C*(R" x R R), g(€,y) = 0 paratodo (£, y) €
0QxQ,eLy1 = (g ngz(G,‘c)dG”E)%, Leo=(Jo fQ(Agg(y,(:‘))zdédy)% sdo finitos. Por sim-

plicidade, assumimos que 5(0) = 0.

Adicionalmente, suponha que f3(-) é diferencidvel em quase todos os pontos (q.t.p.) em
[0,00) e que existe uma fungdo &g : U= {(t,5) : 0 <5 <1 < oo} i RT tal que | B(1) — B(s) [<

B'(Ep(t,s)) |t —s|es < Eg(t,s) <tparatodo (t,s) € U, e que a fungdo Bli..) = B'(Ep(-,-)) ¢
L9-localmente integravel em U para algum g > 1.

Para representar o problema (3.70)-(3.72) na forma abstrata (3.5)-(3.6), definimos a
aplicacdo 0 : [0,00) X €+ [0,p] e F : [0,00) X X — X por o(t,¥) = (t,y) e
F(.2)(8) = Bl1) [ bx())g(Ev)db.

Das hipéteses anteriores, vemos que F € LZl-p (X:X1), AgF(1,x)(8) = B () [ob(x(y))Ae (&, y)dy
e

|AF(t,x) || < |l3(f)l[b]cL,-p(g)(/Q/Q(Agg(é,y))zdidy)é 1x (1= 1 B llcqon Pley,@L2g
HAF(tvxl)_AF(Sv)CZ) ”
< (Blusy+ I B lleqo.a) 16 ey, @ny (Let +Le2) ([t —s |+ | x1 —x2 []),

x|l
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para todo ¢,s € [0,a], a > 0 e todo x;,x2 € X.

Do anterior, para ¢ > 0, definimos

®1(c) = sup || [Bl(sn) lleapes
helo,1]

®(c) = sup | [Bls) e -
s€[0,c]

A seguir, dizemos que uma fungdo u € C([0,a| x Q;R") € uma solugdo estrita de (3.70)-
(3.72) em [0, 5], e a fung@o v : [0,00) — X definida por v(z)(&) = u(z,&) é uma solug@o estrita
do problema abstrato associado (3.1)-(3.2). Nos proximos exemplos adotamos nomenclaturas

similares.

Usando as observagdes anteriores, do Teorema 2, Proposi¢ao 9 e da Proposi¢ao 12, temos

o proximo resultado.

Proposicao 24. Assuma que as condi¢cdes acima estdo satisfeitas.

(a) Se ¢ € ¥, entdo existe uma solugdo fraca v(-) € C([—p,);X) do problema (3.70)-(3.72).

(b) Se @ € Crip([—p,0]:Xy), T(-)9(0) € Crip([0,a]; Xy), % > ye®;(c) < oo para algum ¢ > 0.
Entdo existe uma solugdo fraca u(-, ¢) € C([—p,b];Xy) do problema (3.70)-(3.72) para
algum 0 < b < c. Mais ainda, se ¢(0) € D(A) e @ (c) < oo, entdo u(-, ) é uma solucio

estrita.

(c) Se ¢ € B (ou ¢ € Byparaalgumyec (0,1))e max{®(c),P;(c)} < oo para todo ¢ > 0,
entdo existe uma unica solugdo estrita u(-, @) € C([—p,0);X) de (3.70)-(3.72).

Problema 2

Estudamos agora o problema
W'(t,8) = Au(t)(&)+ Y, Bit)(Fi(ult— () eide, 1>0,6€Q,  (373)
icH
u(t,-)‘ag =0, t>0, (3.74)
u0,y) = ¢(0,y), 6€[-p0,ycQ, (3.75)

onde
R = [ baO)AE -y,

¢ € C([—p,0];X), H C N é finito, a fun¢do b(-), {(-) sdo como no primeiro exemplo, f; €
C(R";R) paratodoi € H e Ly = Y;cr([o fo 7 (6 — ’c)ded’c)% ¢ finito. Assumimos também
que as fungdes B;(-), i € H, sdo diferencidveis q.t.p. e suponha que &g : U= {(t,5) : 0 <s <t <
oo} = [0,00) sdo fungdes tais que | B;(¢) — Bi(s) |< B/(Ep,(t,5)) |t —s|es < &g (t,s) <t para

todo (¢,s) € Ue i € H. De maneira similar ao primeiro exemplo, a seguir assumimos que as
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fungdes [Bi]..), i € H, dada por [B]..) = B/ (&p,(-,-)) pertencem ao espago L?(U) para algum
q>1.

Neste caso, definimos o(-) como no primeiro exemplo e F : [0,00) X X — X por

F(2)(E) = ¥ B0 [ bO)A(E —)dyee

icH
Sob estas condigdes, podemos ver que F € LIqJ.p (X;X )ﬂLIqJ.p (Xy:Xp) paratodo 7,0 € [0,1] e

| F(#,x1) = F(s,x2) |
1
< Nl ey Lr(1+m()2) Y ([Bil )+ | Bi leqo.an) (12 =51+ [l x1 = x2 []),
i€eH
| F(t,x1) = F(s,x2) [[§< max | A8 || F(t,x1) — F(s,x2) ||,

1 F@,x) 1< Y 11 Bi lleqoa B, @ Ly [l x|,
i€EH

paratodox,y € X, 0 <s <t <aea>0.Do anterior, para ¢ > 0, definimos

®3(c) = sup Y || [Bil(sn) llzapos
hel0,1]ieH

Dy(c) = sup Y || [Bils,) oo, -
s€[0,c]icH

Usando as observagdes anteriores e do Teorema 2, Proposi¢do 9 e da Proposicao 12,
obtemos o préximo resultado.

Proposicao 25. Assuma que as condi¢des acima estdo satisfeitas.

(a) Se @ € ¥, entdo existe uma solucdo fraca v(-) € C(|—p,);X) do problema (3.70)-(3.72).

(b) Se ¢ € Crip([—p,0;Xy), T(-)9(0) € Crip([0,a]; X), % > ye ®3(c) < oo para algum ¢ > 0.
Entdo existe uma solugdo fraca u(-,¢) € C([—p,b]; Xy) do problema (3.70)-(3.72) para
algum 0 < b < a. Mais ainda, se @(0) € D(A) e ®4(c) < oo, entdio u(-, @) é uma solugo
estrita.

(c) Se ¢ €B (ou ¢ € By paraalgum yec (0,1))e max{®3(c), P4(c)} < oo para todo ¢ > 0,
entdo existe uma unica solugdo estrita u(-, 9) € C([—p,0);X) de (3.70)-(3.72).

Problema 3

A seguir, estudamos brevemente o problema anterior para o caso em que H € enumeravel.
Considere o problema

u'(t,E) = Au(t)(E)+ Z Bi(t)(F;(u(t — C(t,uy)),ei)ei, t >0,& € Q, (3.76)
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sob a condi¢do (3.74) e (3.75) e assuma que H C N é enumerdvel. Para estudar o problema,
supomos que as fungdes B;(-), b(-) e fi(+), i € H, verificam as condi¢des do exemplo anterior e
existe Oy € [0,1) tal que

Ar(ts) == Y 122 1 (1Bl + || B lleqoa)Ls < o,

icH

paratodo 0 <s <t,onde Ly, = (Jqo [o /(6 — T)d@dr)%. Sob estas condigdes e definindo F(+)
como anterior, podemos ver que F € LZip (X;X)NLY(Xy; Xg) para todo 0 < 6 < 6. Mais ainda,
para 0 < 0 < 6y temos que

| F(t,x1) — F(s,%2) [|x,
1 _
< 118 ey (L+m(@)2) max | 4 7% Ap(t,s)( £ = 5] + [l x1 =2 ),

| F(#,x) [lxg < max [ 2 197% Y 1410 Bi o) Bley,@nLs | x 1,
! i€eH

Do anterior, para ¢ > 0, definimos

®s(c) = sup || Ar(-+h-) Lo
hel0,1]

EI36(6‘) ‘= Sup H AF(Sv') ”L‘J[O,s] :
s€[0,¢]

Similar a proposi¢a@o anterior, do Teorema 2, Proposi¢do 9 e da Proposi¢do 12, temos o

resultado a seguir.

Proposicao 26. Assuma que as condi¢cdes acima estdo satisfeitas.

(a) Se ¢ € ¥, entdo existe uma solugdo fraca v(-) € C([—p,);X) do problema (3.70)-(3.72).

(b) Se @ € Crip([—p,0];Xy), T(-)9(0) € Crip([0,a]; Xy), % > ye ®s(c) < oo para algum ¢ > 0.
Entdo existe uma solugdo fraca u(-,¢) € C([—p,b];Xy) do problema (3.70)-(3.72) para
algum 0 < b < c. Mais ainda, se ¢(0) € D(A) e @5 (c) < oo, entdo u(-, ) é uma solugio

estrita.

(c) Se @ € B (ou ¢ € Byparaalgumye (0,1))e max{®s(c),Pg(c)} < o0 para todo ¢ > 0,
entdo existe uma tnica solug@o estrita u(-, @) € C([—p,);X) de (3.70)-(3.72).

Problema 4

No préximo exemplo, estudamos o problema

W (t,8) = Au(t)(&)+F(ut—C(t,u))(E), t>0,§€Q, (3.77)
u(67y) = (p(G,y), 96[_1770]7)769; (3.78)
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onde {(-) e o(+) sdo como nos exemplos anteriores, F(x) =Y."_| 0,(fu(x),en)en, frn € CLip(X;X)
e {6, }nen é uma sequéncia de nimeros reais tais que Y (enl,%z([fn]cup(xﬂ' | fn(0) ) €
convergente para algum 6 € (0,1]. Das hipéteses anteriores, F € Cp;»(X;X)NCrip(X:Xy) N
Crip(Xy; Xy) paratodoy € [0,0), e parax,y € X ey € [0,0), temos que

1

[F) I, < (Y A6 | fulx) IISr;g\;i|7%IH’(Z13993)7([fn]a,<p(X) [ WACRE

0w 1
| F(x)=F(y) l|lx,< max |2 7700 42062 [ fuley, 0 1x =y |l -

n=1

Combinando o Teorema 2, Proposicdo 9 e da Proposi¢do 12, obtemos o proximo resul-

tado.

Proposicao 27. Assuma que as condi¢des acima estdo satisfeitas.

(a) Se @ € ¥, entdo existe uma solugdo fraca v(-) € C([—p,0);X) de (3.73)-(3.75).

(b) Se ¢ € Crip([—p,01:Xy), T(-)9(0) € Crip([0,a];Xy), para algum y € [0,min{6, %}), entdo
existe uma solugao fraca u(-, ) € C([—p,al;Xy) do problema (3.73)-(3.75). Mais ainda,

se ¢(0) € D(A), entdo u(-, @) é uma solugdo estrita.

(c) Se ¢ € B (ou ¢ € B, para algum ¥ € [0,0)), entdo existe uma tnica solugdo estrita
u(-,9) € C([—p,):X) de (3.73)-(3.75) em [—p, o).

3.3.2 Existéncia de atrator global

Nesta secdo, estudamos a existéncia de atratores para os problemas considerados na
secdo 3.3.1. Para isto, assumiremos a seguir que § € Cr;,(¢; [0, p]), o(-) é definido como na
secdo anterior e adotamos as notacdes das secdes anteriores. Mais ainda, das condi¢des na se¢do

3.3.1, temos que a condi¢@o Hy 5 estd satisfeita.

Inicialmente, consideramos a versao autonoma do problema (3.70), dada por

W(,E) = &)+ [ blu Jg(Ey)dy, t>0,E€Q, (379
u(@,y) = <P(9,y), 96[ p70]>y€§2, (3.80)
u(t,’) oo = 0, (3.81)

e assumimos que as hipdteses no exemplo (3.70)-(3.72) sdo verificadas.

Dos comentérios no primeiro exemplo, temos que a funcdo F : X — X dada por

F@)(E) = [ bx))e(E.)dy, (.82

é tal que [F]CL,‘I,(X;X) S [b]CL,’p [b]CL,'pLg,l’ [F]CL,'I,(X;XI) S [b]CLipL&z € H F(X) HS [b]CLipLg7] || X ||
Se, adicionalmente, assumirmos que

2C0 max{[F]CLip(X;X)) [F]CLip(X;Xl)}eA]p S 2C0 [b]CLip maX{Lg,laLg,Z}el]p < )'17
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segue que a condigdo J#] A estd satisfeita para todo ¥ € [0, 1]. Do Coroldrio 18, obtemos o

proximo resultado.

Proposicao 28. Sob as condi¢des anteriores, o problema (3.77)-(3.78) possui um atrator global
oty em B e oy = {0} desde que b(0) = 0. Mais ainda, <%z é um atrator global em %

Procedendo como no tltimo exemplo, podemos estabelecer resultados similares para os
problemas autdonomos associados as equagdes (3.73)-(3.75) e (3.77)-(3.78). Especificamente, do

Corolario 18, obtemos o préximo resultado.

Proposicao 29. (Problema (3.73)-(3.75)) Suponha que as condi¢des usadas na se¢do anterior
para estudar o problema (3.73)-(3.75) estdo satisfeitas. Se

2C0 1B ey L (14 m(Q) (1 | (-A)Y || max{ A/ Hebr < 2,

entdo o problema (3.73)-(3.75) tem um atrator global .z em B e .oy = {0} desde que »(0) = 0.

Mais ainda, o7y € um atrator global em %

Proposicao 30. (Problema (3.77)-(3.78)) Se as hip6teses usadas na secdo para estudar o problema
(3.77)-(3.78) estdio satisfeitas e 2Co|| (—A)Y || maxjen | A |70 (X, A2002)2] Flcy, ) €M? <
A1, entdo o problema (3.77)-(3.78) possui um atrator global %3, em By Se f,(0) = 0 para todo
n €N, o/, = 0. Mais ainda, o4, € também um atrator global em %"
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APENDICE

SEMIGRUPO ANALITICO E PROBLEMA
SEMILINEAR ABSTRATO

Neste secdo, incluiremos alguns resultados tteis relativos ao problema de Cauchy abstrato

W) = Au(t)+E&(t), te€]0,q], (A.1)
u(0) = xeX. (A.2)

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em um espaco de Banach X.

Defini¢do 9. Uma fungio u € C(|—p,b];X), b > 0, é dita ser uma solugdo fraca do problema
(A.1)-(A2)em [—p,b] seuy =xe

u(t) :T(t)x+/OtT(t—s)§(s)ds7 Vi € [0,b].

Defini¢do 10. Uma fungio u € C([—p,b];X), b > 0 é dita ser uma solug@o estrita do problema
(A.1)-(A.2) em [—p,b] se up = x, Ui, € C([0,b];X1) NC'([0,b];X) e u(-) satisfaz (A.1) em
0,5].

0,5]

No lema a seguir, que segue dos resultados em (LUNARDI, 1995, Chapter IV), u €
C([0,b];X) é a solugdo fraca de (A.1)-(A.2) e & : [0,b] — X é uma fungio integravel.

Lema 17. Sob as condicdes anteriores, obtemos o seguintes resultados.

(a) Se & € L2([0,b];X), ac (0,1)e T(-)x € C*([0,a];X), entdo u € C*([0,b];X) e

C -
lceqoa0) <118 lmonn (Gry—gy +Cob" ™ +IT (Mlceqoarx)

(b) Se x € (0,1), & € C*([0,b];X) e x € Xj, entdo u(-) é uma solugdo estrita de (A.1)-(A.2)
em [0,b] e || Au [|¢(jo,p)x) < Co || Ax || +(Co+1) || & [le(o.p):x) +Co [ﬁ]ca([o,b],x)%-
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(c) Se & € Crip([0,b];X) e x € Xy, entdo u(-) € uma solugdo de (A.1)-(A.2) em [0,b] e
I Au [lco.p1x)< Co [ Ax || +(Co+1) || € [leqo.ppx) +C1lE ey, (0.61x)9-

(d) Se ¢,¢' > 1 com é%—% =1, & e L1(]0,b];X), o € (0,%) e T(-)x € C%(]0,a];X), entdo
uecC*[0,b;X)e

C
4+ Co) + [T () ca(o.ax)-

1
] o.51x) <N € llzago.px) b7 *( -
(1-q'a)?

(e) Sejam y>0e p,p’ > 1 tais que llj-i—l% =le2y< 1% . Assuma & € LP([0,b];X) e

T(-)x € CH([0,b]; Xy), entdo u € C9([0,b];Xy) para 6 = min{y, I% —7v}e

1_v 9 L—y—0
_ C()7 br Y Cl7 br
[lco o.5):x,) < [T ()xlen(jo.s)x,) D" O 1 E llrqosy (—E —+—7 +)-
(I=vyp")?  y(1=2yp)"
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APENDICE

SEMIGRUPO DE FUNCOES CONTINUAS

Nesta se¢do, (Z,|| - ||z) é um espaco normado e (S());>0 € uma familia de aplicagdes
definidas de Z em Z.

Definicdo 11. Uma familia de aplicacdes (S(¢));>0 C C(Z) é dita ser um semigrupo de fungdes

continuas em Z se

(I) S(0)x=xparatodox € Z, e

(IT) S(s)S(t) =S(t+s) para todo t,s > 0.
Se, adicionalmente, temos que
(D) (z,x) — S(t)x é continua em [0,0) X Z,
a familia é dita ser um Cy-semigrupo de fun¢des continuas.

A seguir, A, B e C s3o subconjuntos de Z.
Definicao 12. A semidistancia de Hausdorff entre os subconjuntos A e B é definido por
disty(A,B) :=supinf || x—y|z.
xcAYEB
Definicao 13. Dizemos que
(i) B é invariante sob a agdo do (S());>0 se S(r)B =B paratodot > 0, e
(ii) B atrai C sob a agdo de (S(t));>0, se limy_ disty (S(t)C,B) = 0.

Definicio 14. Seja (S(¢));>0 um Cy-semigrupo em Z.
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1. (S(7))r>0 € dito ser eventualmente compacto, se existe 7o > 0 tal que S(79)B é compacto

em Z para todo subconjunto limitado B C Z.

2. (S(r))r>0 € dito ser limitado dissipativo se existe um subconjunto limitado W C Z tal que

W atrai todos os subconjuntos limitados de Z sob a ac¢do de (S(t)),>0.

Definicao 15. Um subconjunto @ # B C Z é dito ser um global atrator de (S(7));>0 se B é
>

compacto, invariante e atrai todo subconjunto limitado de Z sob a ac@o de (S(z));>o0.

De (CARVALHO; LANGA; ROBINSON, 2012, Corolario 2.18) e (CARVALHO;
LANGA; ROBINSON, 2012, Corolério 2.21), temos o resultado a seguir.

Proposicao 31. (CARVALHO; LANGA; ROBINSON, 2012, Corolério 2.21) Se (S(7));>0 €

limitado dissipativo e eventualmente compacto, entdo (S(¢));>0 possui um atrator global.

Para detalhes adicionais sobre Cy-semigrupos e atratores, veja (CHOLEWA, 2000),
(HALE, 1988) e (PAZY, 1983).
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