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RESUMO

RENGIFO-SANTANDER, M. M. Conjectura de Borel. 2021. 88 p. Dissertação (Mestrado em
Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de
São Paulo, São Carlos – SP, 2021.

A Conjectura de Borel diz que todo conjunto de números reais que tem medida nula forte é
enumerável. Estendemos a noção de medida nula forte no contexto dos espaços métricos e dos
espaços topológicos. Estudamos as relações entre a propriedade de Rothberger e a medida nula
forte com alguns jogos topológicos. Mostramos as equivalências da Conjectura de Borel em
termos dos jogos estudados.

Palavras-chave: Medida nula forte, propriedade de Rothberger.





ABSTRACT

RENGIFO-SANTANDER, M. M. Borel’s Conjecture. 2021. 88 p. Dissertação (Mestrado em
Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de
São Paulo, São Carlos – SP, 2021.

Borel’s Conjecture says that any set of real numbers that has strong measure zero is countable.
We extend the notion of strong measure zero in the context of metric spaces and topological
spaces. We studied the relations between the Rothberger’s property and the strong measure zero
with some topological games. We show the equivalences of Borel’s Conjecture in terms of the
games studied.

Keywords: Strong measure zero, Rothberger’s property.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

A maioria da terminologia e notação usada neste texto é baseada no paper de Leandro F.
Aurichi e Rodrigo R. Dias (AURICHI; DIAS, 2020).

Esta dissertação tem como objetivo apresentar algumas relações existentes entre a pro-
priedade de medida nula forte e a propriedade C′′ de Rothberger (chamada simplesmente de
propriedade de Rothberger). Em tal sentido, analisamos as relações entre os jogos topológicos
associados à propriedade de medida nula forte e à propriedade de Rothberger. Este trabalho é
organizado da seguinte forma:

No Capítulo 2 de preliminares o resultado principal é mostrar quatro equivalências da
Conjectura de Borel que serão úteis para demonstrar outras equivalências em termos dos jogos
dos próximos capítulos. Também são importantes as propriedades dos espaços de medida nula
forte e dos espaços de Rothberger.

Na Seção 2.1 mostramos algumas propriedades de famílias ilimitadas que foram usadas
por Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) para provar as quatro equivalências mencionadas.

Na Seção 2.2 apresentamos algumas generalizações de um conceito de medida. Borel
(BOREL, 1919) introduziu a propriedade de medida nula forte para conjuntos de números reais.
Carlson (CARLSON, 1993) generaliza a noção de medida nula forte para espaços métricos.
Rothberger (ROTHBERGER, 1938) introduziu a propriedade C′′ que é chamada de propriedade
de Rothberger e generaliza a noção de medida nula forte para espaços topológicos. Scheepers
(SCHEEPERS, 1999) introduziu a propriedade de medida nula topológica que generaliza a noção
de medida nula forte para subconjuntos de um espaço topológico. Rothberger (ROTHBERGER,
1938) introduziu a propriedade de Rothberger-limitado que generaliza a noção de medida nula
forte para subconjuntos de um grupo topológico. Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020)
analisaram os jogos associados de todas as propriedades mencionadas. Vamos analisar as
propriedades mencionadas mas estamos interessados somente nos jogos associados à propriedade
de medida nula forte e os jogos associados à propriedade de Rothberger.
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Na Seção 2.3 apresentamos formalmente a Conjectura de Borel. Provamos que o espaço
de Cantor não é Rothberger para mostrar a consistência da negação da Conjectura de Borel.
Apresentamos a Conjectura de Borel para espaços métricos. Galvin conjecturou que Conjectura
de Borel implica a Conjectura de Borel para espaços métricos. Carlson (CARLSON, 1993)
demonstrou a Conjetura de Galvin. Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) introduziram a
Conjectura R-Borel. Rothberger (ROTHBERGER, 1941) demonstrou que a Conjectura R-Borel
implica a Conjectura de Borel. Apresentamos a Conjectura R-Borel para espaços métricos.
Finalmente, demonstramos a equivalência entre as quatro conjectura mencionadas.

No Capítulo 3 apresentamos dois jogos topológicos associados à propriedade de medida
nula forte: O Jogo de Mycielski-Solovay e o Jogo Sigma de Mycielski-Solovay.

Na Seção 3.1 definimos o Jogo de Mycielski-Solovay e as estratégias de seus jogadores.
Também definimos quando temos que uma estratégia é vencedora. Essa definição pode ser
estendida a outros jogos. Galvin, Mycielski e Solovay (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY,
2017) mostraram que um espaço métrico é enumerável se, e somente se, o Jogador II tem
estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay. Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020)
mostraram que um espaço métrico σ−totalmente limitado tem medida nula forte se, e somente
se, o Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay. A partir daí, são
estabelecidas as primeiras equivalências da Conjectura de Borel em termos de jogos determinados
de Mycielski-Solovay.

Na Seção 3.2 definimos o Jogo Sigma de Mycielski-Solovay e as estratégias de seus
jogadores. Galvin, Mycielski e Solovay (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) mostra-
ram que, dado um espaço métrico σ−totalmente limitado, os conjuntos de medida nula forte
dentro dele podem ser caracterizados pela inexistência de uma estratégia vencedora no Jogo de
Mycielski-Solovay e, também, pela inexistência de uma estratégia vencedora no Jogo Sigma de
Mycielski-Solovay.

Na Seção 3.3 mostramos a prova feita por Galvin, Mycielski e Solovay (GALVIN;
MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) do Teorema de Galvin-Mycielski-Solovay sobre Produtos
Cartesianos.

Na Seção 3.4 adaptamos um teorema a partir do paper de Galvin, Mycielski e Solovay
(GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) para mostrar que a Conjectura de Prikry é verdadeira
e responder a pergunta de Sierpiński

Na Seção 3.5 adaptamos um teorema a partir do paper de Galvin, Mycielski e Solovay
(GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) para mostrar responder a pergunta de Fickett.

No Capítulo 4 apresentamos três jogos topológicos associados à propriedade de Rothber-
ger: O Jogo de Rothberger, o Jogo ponto-aberto e o Jogo finito-aberto. No final deste capítulo
definimos as variantes Sigma de esses jogos para obter doze equivalências da Conjectura de
Borel.
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Na Seção 4.1 apresentamos o princípio de seleção S1(A ,B) e seu jogo associado
G1(A ,B) junto com as estratégias de seus jogadores. Em particular, observamos que a proprie-
dade de Rothberger é definida por um tipo de princípio de seleção S1(O(X),O(X)), onde O(X)

denota o conjunto de todas as coberturas abertas do espaço topológico X , e seu jogo associado
G1(O(X),O(X)) é chamado de Jogo de Rothberger. Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020)
estabeleceram que, no caso dos espaços métricos compactos, a propriedades de medida nula
forte e a prorpriedade de Rothberger são equivalentes. A partir daí, podemos concluir que o
espaço de Cantor 2ω não tem medida nula forte.

Na Seção 4.2 apresentamos a noção de jogos duais. Também definimos o Jogo ponto-
aberto e as estratégias de seus jogadores. Galvin (GALVIN, 1978) demonstrou que o Jogo de
Rothberger e o Jogo ponto-aberto são jogos duais. Telgarsky (TELGÁRSKY, 1975) e Galvin
(GALVIN, 1978) mostraram que em um espaço topológico onde todo ponto é Gδ , o Jogador II

tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger se, e somente se, o espaço é enumerável. Em
particular, no campo dos espaços métricos, mostramos que a Conjectura de Borel implica que o
Jogo de Rothberger e o Jogo ponto-aberto são jogos determinados.

Na Seção 4.3 apresentamos a noção de jogos equivalentes. Aurichi e Dias (AURICHI;
DIAS, 2020) mostram que, no caso dos espaços métricos compactos, o Jogo de Mycielski-
Solovay e o Jogo de Rothberger são jogos equivalentes. Definimos o Jogo finito-aberto e as
estratégias de seus jogadores. Galvin (GALVIN, 1978) demonstrou que o Jogo de finito-aberto e
o Jogo ponto-aberto são jogos equivalentes. A partir daí, deduzimos que o Jogo de Rothberger e
o Jogo finito-aberto são jogos duais. Em particular, no campo dos espaços métricos deduzimos
que a Conjectura de Borel implica que o Jogo finito-aberto é determinado. Concluimos que o
Jogo de Rothberger, o Jogo ponto-aberto e o Jogo finito-aberto são jogos determinados se um
deles é determinado.

Na Seção 4.4 apresentamos o Jogo Sigma de Rothberger, o Jogo Sigma ponto-aberto
e o Jogo Sigma finito-aberto. Pawlikowski (PAWLIKOWSKI, 1994) demonstrou que se X é
um espaço topológico de Rothberger, então o Jogador I não tem uma estratégia vencedora no
Jogo Sigma de Rothberger em X . Demonstramos que se o Jogador I não tem uma estratégia
vencedora no Jogo Sigma de Rothberger, então o Jogador I não tem uma estratégia vencedora
no Jogo de Rothberger. Deduzimos que se X é um espaço topológico de Rothberger, então o
Jogador I não tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X . Finalmente, obtemos
doze equivalências da Conjectura de Borel.
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CAPÍTULO

2
PRELIMINARES

Borel (BOREL, 1919) introduziu a propriedade de medida nula forte para conjuntos de
números reais e percebeu que todo conjunto enumerável de números reais tem medida nula forte.
A Conjectura de Borel é “todo conjunto de números reais tem medida nula forte é enumerável.”
A propriedade de medida nula forte pode ser generalizada para espaços métricos. A Conjectura
de Borel para espaços métricos é “todo espaço métrico de medida nula forte é enumerável.”
Rothberger (ROTHBERGER, 1938) introduziu uma propriedade que generaliza a noção de
medida nula forte para espaços topológicos. A Conjectura R-Borel é “todo conjunto de números
reais que tem a propriedade de Rothberger é enumerável” e a Conjectura R-Borel para espaços
métricos é “todo espaço métrico com a propriedade de Rothberger é enumerável.” As quatro
conjecturas mencionadas são equivalentes.

2.1 Famílias ilimitadas
Definição 2.1.1. Sejam f ,g ∈ ωω . Dizemos que f 6∗ g se {n ∈ ω : f (n)> g(n)} é finito.

Proposição 2.1.2. Se f ,g ∈ ωω , então f 6∗ g se, e somente se, existe n0 ∈ ω tal que, para todo
n> n0, f (n)6 g(n).

Demonstração. Suponha que f 6∗ g. Pela Definição 2.1.1, {n ∈ ω : f (n)> g(n)} é finito. Seja
m = max{n ∈ ω : f (n) > g(n)}. Nenhum n > m pertence ao conjunto {n ∈ ω : f (n) > g(n)}.
Escreva n0 = m+1. Então, para todo n> n0, f (n)6 g(n).

Reciprocamente, suponha que existe n0 ∈ ω tal que, para todo n> n0, f (n)6 g(n). Se n

é um número natural tal que f (n)> g(n), então n < n0. Daí, {n ∈ ω : f (n)> g(n)} ⊆ n0. Assim,
{n ∈ ω : f (n)> g(n)} é finito. Pela Definição 2.1.1, f 6∗ g.

Definição 2.1.3. Uma pré-ordem é uma relação reflexiva e transitiva.
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Proposição 2.1.4. A relação 6∗ é uma pré-ordem.

Demonstração. Considere f ∈ ωω arbitrário. Temos que, para todo n > 0, f (n) 6 f (n). Pela
Proposição 2.1.2, f 6∗ f . Portanto, 6∗ é reflexiva.

Considere f ,g,h ∈ ωω arbitrários com f 6∗ g e g 6∗ h. Pela Proposição 2.1.2, existe
n1 ∈ ω tal que, para todo n> n1, f (n)6 g(n), e também existe n2 ∈ ω tal que, para todo n> n2,
g(n)6 h(n). Seja n0 = max{n1,n2}. Temos que, para todo n> n0, f (n)6 g(n) e g(n)6 h(n).
Então, para todo n> n0, f (n)6 h(n). Pela Proposição 2.1.2, f 6∗ h. Portanto, 6∗ é transitiva.

Assim, 6∗ é uma pré-ordem.

Definição 2.1.5. Dizemos que uma família F ⊆ ωω é uma família ilimitada se não existe
g ∈ ωω tal que, para todo f ∈ F , f 6∗ g.

Proposição 2.1.6. A família ωω é uma família ilimitada.

Demonstração. Considere g ∈ ωω arbitrário. Defina f ∈ ωω por f (n) = g(n)+ 1 para cada
n ∈ ω . Logo o conjunto {n ∈ ω : f (n)> g(n)} é infinito. Pela Definição 2.1.1, f 
∗ g. Portanto,
ωω é uma família ilimitada.

Proposição 2.1.7. Nenhuma família enumerável é ilimitada.

Demonstração. Vamos assumir por contradição que { fn : n ∈ ω} é uma família enumerável
ilimitada em ωω . Defina g∈ωω por g(n) =max

m6n
fm(n). Pela Definição 2.1.5, existe algum m∈ω

tal que fm 
∗ g. Pela Proposição 2.1.2, fm(n) > g(n) para algum n > m mas isso contradiz a
definição de g.

Definição 2.1.8. Definimos b como sendo a menor cardinalidade possível de uma família
ilimitada.

Observação 2.1.9. A Hipótese do Contínuo pode ser escrita como ℵ1 = 2ℵ0 . Pela Proposição
2.1.7, ℵ1 6 b. Pela Proposição 2.1.6, b6 2ℵ0 . Logo a Hipótese do Contínuo implica que b= ℵ1.

Proposição 2.1.10. Sejam as famílias F ⊆ ωω e G ⊆ ωω de maneira que, para cada f ∈ F ,
existe algum g ∈ G tal que f 6∗ g. Se F é uma família ilimitada, então G também é uma família
ilimitada.

Demonstração. Vamos usar a contrapositiva. Suponha que G não é uma família ilimitada. Então
existe h ∈ ωω tal que, para todo g ∈ G, g6∗ h. Considere f ∈ F arbitrário. Logo existe algum
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g ∈ G tal que f 6∗ g. Pela transitividade de 6∗ e pelo que foi dito acima, temos que f 6∗ h.
Portanto, F não é uma família ilimitada.

Lema 2.1.11. Se b= ℵ1, então existe uma família ilimitada {gα : α < ω1} em ωω tal que

α < β < ω1 =⇒ gα 6
∗ gβ .

Demonstração. Considere { fα : α < ω1} uma família ilimitada em ωω . Usando recursão trans-
finita, seja g0 = f0 e, para cada β < ω1, assuma já definido o conjunto {gα : α < β} que
é enumerável. Fixe uma enumeração {hn}n∈ω = {gα : α < β}∪ { fβ}. Defina gβ ∈ ωω por
gβ (n) = max

m6n
hm(n) de modo que, para cada m ∈ ω , se n > m, então gβ (n) > hm(n). Portanto,

hm 6∗ gβ para todo m ∈ ω . Como fβ = hm para algum m ∈ ω , fβ 6
∗ gβ para todo β < ω1. Pela

Proposição 2.1.10, {gα : α < ω1} é uma família ilimitada em ωω . Finalmente, se α < β < ω1,
então gα = hm para algum m ∈ ω , de onde gα 6∗ gβ .

Pela Observação 2.1.9, a consequência do Lema 2.1.11 vale sob a Hipótese do Contínuo.

2.2 Generalizações de um conceito de medida
Émile Borel introduziu um tipo de generalização do conceito de medida em R:

Definição 2.2.1. (BOREL, 1919) Um conjunto X ⊆R tem medida nula forte se, para qualquer
sequência 〈εn〉n∈ω de números reais positivos, existe uma sequência 〈In〉n∈ω de intervalos
abertos satisfazendo 1 diam(In)6 εn para cada n ∈ ω e X ⊆

⋃
n∈ω

In.

Todo conjunto de números reais que tem medida nula forte também tem medida nula
de Lebesgue pois se X ⊆ R tem medida nula forte, então, para todo ε > 0, na Definição 2.2.1
podemos definir, para cada n ∈ ω , εn = ε e obtemos que X tem medida nula de Lebesgue.

Na medida nula de Lebesgue os diâmetros dos intervalos são menores que um número
positivo fixo, enquanto na medida nula forte o diâmetro de cada intervalo deve diminuir se a
sequência de números reais positivos estiver diminuindo. Por exemplo, sabemos que o Conjunto
de Cantor do intervalo [0,1] tem medida nula de Lebesgue. No processo iterativo da construção
do Conjunto de Cantor, para ε > 0 fixo, podemos encontrar um n ∈ ω tal que todos os intervalos
dos passos maiores que n têm comprimento menor que ε . Portanto, o Conjunto de Cantor tem
medida nula de Lebesgue. Porém, não podemos concluir que o Conjunto de Cantor tem medida
nula forte se a sequência de números reais positivos estiver diminuindo “mais rápido” do que
diminui o comprimento dos intervalos do processo iterativo da construção do Conjunto de Cantor.
1 diam(In) = sup{|x− y| : x,y ∈ In}



28 Capítulo 2. Preliminares

Podemos observar na Seção 4.1 que o Conjunto de Cantor não tem medida nula forte.
Para isso vamos usar o fato bastante conhecido que Conjunto de Cantor do intervalo [0,1] é
homeomorfo a 2ω pois os elementos do Conjunto de Cantor são os números reais entre 0 e 1 que
na base 3 podem ser escritos usando somente os dígitos 0 e 2, isto é, o Conjunto de Cantor é
homeomorfo a {0,2}ω que é homeomorfo a {0,1}ω = 2ω onde os conjuntos da forma {a,b}
tem a topologia discreta e o conjuntos da forma {a,b}ω tem a topologia de Tychonoff segundo a
Definição 2.3.2. A partir do Exemplo 2.3.3 vamos dizer que 2ω é o espaço de Cantor.

Algumas propriedades simples que vamos usar:

Exemplo 2.2.2. (BOREL, 1919) Todo conjunto enumerável de números reais tem medida nula
forte.

Demonstração. Considere um conjunto enumerável arbitrário {xn}n∈ω ⊆ R e uma sequência
arbitrária 〈εn〉n∈ω ∈Rω

>0. Para cada n∈ω , defina In =
(

xn−
εn

2
,xn +

εn

2

)
. Então a sequência de

intervalos abertos 〈In〉n∈ω satisfaz diam(In)6 εn para cada n ∈ ω e {xn}n∈ω ⊆
⋃

n∈ω

In. Portanto,

{xn}n∈ω tem medida nula forte.

Exemplo 2.2.3. Todo subconjunto incluído em um conjunto de números reais que tem medida
nula forte também tem medida nula forte.

Demonstração. Se Y ⊆ X ⊆ R e X tem medida nula forte, então, para qualquer sequência
〈εn〉n∈ω ∈ Rω

>0, existe uma sequência 〈In〉n∈ω de intervalos abertos satisfazendo diam(In)6 εn

para cada n ∈ ω e Y ⊆ X ⊆
⋃

n∈ω

In. Portanto, Y tem medida nula forte.

Exemplo 2.2.4. Se r > 0 e X é um conjunto de números reais que tem medida nula forte, então
o conjunto rX = {rx : x ∈ X} tem medida nula forte.

Demonstração. Sejam r > 0 e X um conjunto de números reais que tem medida nula forte.
Considere uma sequência arbitrária 〈εn〉n∈ω ∈ Rω

>0. Defina a sequência
〈

εn

r

〉
n∈ω

∈ Rω
>0. Como

X tem medida nula forte, existe uma sequência 〈In〉n∈ω de intervalos abertos satisfazendo
diam(In)6

εn

r
para cada n ∈ ω e X ⊆

⋃
n∈ω

In. Então a sequência de intervalos abertos 〈rIn〉n∈ω

satisfaz diam(rIn) = rdiam(In)6 εn para cada n ∈ ω e rX ⊆ r
⋃

n∈ω

In =
⋃

n∈ω

rIn. Portanto, rX tem

medida nula forte.

Exemplo 2.2.5. A união enumerável de conjuntos de números reais que têm medida nula forte
também tem medida nula forte.
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Demonstração. Seja X =
⋃

k∈ω

Xk onde cada Xk é um conjunto de números reais que tem medida

nula forte. Considere uma sequência arbitrária 〈εn〉n∈ω ∈ Rω
>0. Escolha uma partição de ω em

uma quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjuntos como ω =
⋃̇

k∈ω

Mk. Para cada k ∈ ω ,

considere a sequência 〈εm〉m∈Mk
. Como cada Xk tem medida nula forte, para cada k ∈ ω , existe

uma sequência de intervalos abertos 〈Ik,m〉m∈Mk satisfazendo diam(Ik,m)6 εm para cada m ∈Mk

e Xk ⊆
⋃

m∈Mk

Ik,m. Então X =
⋃

k∈ω

Xk ⊆
⋃

k∈ω

⋃
m∈Mk

Ik,m e, para cada n ∈ ω , existe um único k ∈ ω

tal que n ∈Mk e diam(Ik,n)6 εn. Portanto, X tem medida nula forte.

Pelo Exemplo 2.2.3 e pelo Exemplo 2.2.5 os seguentes conjuntos de números reais têm
medida nula forte: O conjunto vazio, os conjuntos unitários, os conjuntos finitos e a união finita
de conjuntos de números reais que têm medida nula forte.

Podemos observar na Seção e na Seção algumas caracterizações dos conjuntos de
números reais que têm medida nula forte.

Timothy J. Carlson apontou no seu paper que a noção de medida nula forte é generalizada
para espaços métricos arbitrários de forma obvia:

Definição 2.2.6. (CARLSON, 1993) Um espaço métrico 〈X ,d〉 é dito ter medida nula forte
se, para qualquer sequência 〈εn〉n∈ω de números reais positivos, existe uma sequência 〈An〉n∈ω

de conjuntos satisfazendo 2 diam(An)6 εn para cada n ∈ ω e X =
⋃

n∈ω

An.

Observação 2.2.7. Se X ⊆ R, então a Definição 2.2.6 é equivalente à Definição 2.2.1.

Pois, para ir da Definição 2.2.1 para a Definição 2.2.6, escrevemos An = In∩X para cada
n ∈ ω , e para ir da Definição 2.2.6 para a Definição 2.2.1, escolhemos intervalos In de diâmetro
εn que cobrem cada An com diam(An)6

εn

2
.

Observação 2.2.8. Qualquer subespaço de um espaço de medida nula forte também é de medida
nula forte.

Pois, se Y é subespaço de um espaço de medida nula forte X , então, para qualquer
sequência 〈εn〉n∈ω ∈ Rω

>0, se 〈An〉n∈ω é a sequência de conjuntos que satisfaz a definição de
medida nula forte para X , então a sequência de conjuntos 〈An∩Y 〉n∈ω satisfaz a definição de
medida nula forte para Y .

Observação 2.2.9. Todo espaço métrico enumerável é de medida nula forte.

Pois, se {xn}n∈ω é um espaço métrico enumerável, então, para qualquer sequência
〈εn〉n∈ω ∈ Rω

>0, a sequência de conjuntos unitários 〈{xn}〉n∈ω satisfaz a definição de medida
nula forte para {xn}n∈ω . Em particular, os espaços métricos finitos são de medida nula forte.
2 diam(An) = sup{d(x,y) : x,y ∈ An}



30 Capítulo 2. Preliminares

Podemos observar algumas caracterizações da propriedade de medida nula forte para
espaços métricos σ−totalmente limitadas e para espaços métricos compactos na Seção 3.2 e na
Seção 4.1 respectivamente.

Fritz Rothberger introduziu a propriedade C′′ que poderia ser vista como generalização
da noção de medida nula forte para os espaços topológicos. Vamos usar a terminologia que
Aurichi e Dias usam no seu paper (AURICHI; DIAS, 2020), a propriedade C′′ é chamada por
eles de propriedade de Rothberger:

Definição 2.2.10. (ROTHBERGER, 1938) Um espaço topológico X é dito ser Rothberger se,
para qualquer sequência 〈Cn〉n∈ω de coberturas abertas de X , existe uma sequência 〈Un〉n∈ω tal
que cada Un ∈ Cn e X =

⋃
n∈ω

Un.

Podemos observar a caracterização da propriedade de Rothberger como propriedade
seletiva definida por um princípio de seleção na Seção 4.1

Na Seção 2.3 vamos mostrar vários resultados relacionados com a propriedade de medida
nula forte e a propriedade de Rotherger para obter algumas equivalências da Conjectura de Borel.

No Capítulo 3 e no Capítulo 4 vamos ver jogos infinitos em espaços métricos de medida
nula forte e em espaços de Rothberger respectivamente. Não vamos ver jogos infinitos em
outros espaços que generalizam a noção de medida nula forte. Porém, vamos finalizar esta seção
apontando mais algumas generalizações que apareceram na Introdução do paper de Aurichi e
Dias (AURICHI; DIAS, 2020).

Marion Scheepers propôs uma propriedade semelhante à propriedade de Rothberger mas
definida para um subconjunto de um espaço topológico:

Definição 2.2.11. (SCHEEPERS, 1999) Um subconjunto X de um espaço topológico Y é
de medida nula topológica se, para qualquer sequência 〈Vn〉n∈ω de coberturas abertas de Y ,
podemos escolher Vn ∈ Vn para cada n ∈ ω de modo que X ⊆

⋃
n∈ω

Vn.

Definição 2.2.12. Um superespaço de um espaço topológico X é um espaço topológico Y tal
que X ⊆ Y e todo conjunto aberto de X é a interseção de X com algum conjunto aberto de Y .

Na Introdução do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apereceu uma relação
entre a propriedade de Rothberger e a propriedade de medida nula topológica:

Proposição 2.2.13. Um espaço X é um espaço de Rothberger se, e somente se, X é de medida
nula topológica em qualquer superespaço.

Demonstração. A prova da parte recíproca da proposição é trivial pois basta considerar X como
um superespaço de X . Vamos provar a implicação direta.
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Considere X um espaço de Rothberger. Considere Y qualquer superespaço topológico
de X . Considere 〈Vn〉n∈ω uma sequência arbitrária de coberturas abertas de Y . Para cada n ∈ ω ,
a coleção Cn = {V ∩X : V ∈ Vn} é uma cobertura aberta de X . Logo existe uma sequência
〈Vn∩X : n ∈ ω〉 tal que cada Vn∩X ∈ Cn e X =

⋃
n∈ω

(Vn∩X)⊆
⋃

n∈ω

Vn. Então Vn ∈ Vn para cada

n ∈ ω e X ⊆
⋃

n∈ω

Vn. Portanto, X é de medida nula topológica em Y .

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontam na Introdução do paper deles que
outro contexto particular no qual existe uma extensão natural da noção de medida nula forte é no
contexto dos grupos topológicos:

Definição 2.2.14. Em um grupo 〈G,∗〉, para cada x ∈ G e U ⊆ G, definimos o conjunto

x∗U = {x∗u : u ∈U}.

Fritz Rothberger introduziu uma propriedade que poderia ser vista como generalização
da noção de medida nula forte para os subconjuntos de um grupo topológico:

Definição 2.2.15. (ROTHBERGER, 1938) Considere um grupo topológico 〈G,∗〉 que tem ele-
mento identidade e. Um subconjunto X ⊆ G é chamado Rothberger-limitado se, para qualquer
sequência de vizinhanças abertas de e, existe um translado esquerdo de cada vizinhança na
sequência que juntos cobrem X . Isto é, existe uma sequência 〈xn〉n∈ω de elementos de G tal que

X ⊆
⋃

n∈ω

xn ∗Un.

Na Introdução do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020), eles apontaram:

Proposição 2.2.16. Um subconjunto de R tem medida nula forte se, e somente se, for um
subconjunto Rothberger-limitado de R, onde R visto como um grupo topológico aditivo.

Demonstração. Suponha que X ⊆ R tem medida nula forte. Considere 〈Un〉n∈ω uma sequência
arbitrária de vizinhanças abertas de 0. Para cada n∈ω , escolhemos εn > 0 tal que (−εn,εn)⊆Un.
Como X ⊆R tem medida nula forte, existem intervalos abertos In satisfazendo diam(In)6 εn para
cada n ∈ ω e X ⊆

⋃
n∈ω

In. Para cada n ∈ ω , vamos escolher xn ∈ In e vamos definir Jn =−xn + In.

Logo 0 ∈ Jn e diam(Jn)6 εn para cada n ∈ ω . Daí, Jn ⊆ (−εn,εn)⊆Un para cada n ∈ ω Assim,
In = xn + Jn ⊆ xn +Un para cada n ∈ ω . Então X ⊆

⋃
n∈ω

(xn +Un). Portanto, X é Rothberger-

limitado.

Reciprocamente, suponha que X ⊆ R é Rothberger-limitado no grupo topológico 〈R,+〉.
Considere 〈εn〉n∈ω uma sequência arbitrária de números reais positivos. Para cada n ∈ ω , va-
mos definir Jn =

(
−εn

2
,
εn

2

)
. Como X é Rothberger-limitado e 〈Jn〉n∈ω é uma sequência de
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vizinhanças abertas de 0, existe uma sequência 〈xn〉n∈ω de números reais com

X ⊆
⋃

n∈ω

(xn + Jn) =
⋃

n∈ω

(
xn−

εn

2
,xn +

εn

2

)
.

Para cada n ∈ ω , vamos definir In =
(

xn−
εn

2
,xn +

εn

2

)
. Assim, 〈In〉n∈ω é uma sequência de

intervalos abertos satisfazendo diam(In) 6 εn para cada n ∈ ω e X ⊆
⋃

n∈ω

In. Portanto, X tem

medida nula forte.

Marion Scheepers mostrou que existem grupos topológicos Rothberger-limitados de
cardinalidade infinita arbitrária:

Exemplo 2.2.17. (SCHEEPERS, 2011) Considere um número cardinal infinito κ . Seja o grupo
de Zκ = ∏

α∈κ

Z com a operação adição de números inteiros em cada coordenada α ∈ κ .

Considere Z com a topologia discreta e Zκ com a topologia de Tychonoff. Seja o σ−produto
σ(Zκ) = { f ∈Zκ : |{α ∈ κ : f (α) 6= 0}|< ℵ0}. Então σ(Zκ) visto como sub-grupo topológico
de Zκ é um grupo topológico Rothberger-limitado de cardinalidade κ .

Demonstração. Como σ(Zκ) é o conjunto de funções de Zκ que têm um número finito de
coordenadas com valores diferentes de zero, a adição dos valores de dois funções de σ(Zκ) em
cada coordenada α ∈ κ tem como resultado uma função de Zκ que tem um número finito de
coordenadas com valores diferentes de zero, isto é, tal resultado é outro elemento de σ(Zκ).
Então σ(Zκ) é subgrupo de Zκ . Portanto, σ(Zκ) é um subgrupo topológico de Zκ onde um
conjunto aberto de σ(Zκ) é a interseção de σ(Zκ) com um conjunto aberto de Zκ .

Afirmação 1. |σ(Zκ)|= κ .

Demonstração. [da Afirmação 1] Para cada n ∈ ω , definimos

σn(Zκ) = { f ∈ Zκ : |{α ∈ κ : f (α) 6= 0}|6 n}.

Então σ0(Zκ) = {0} e para cada n ∈ ω \ {0}, escolhendo αi < κ e mi ∈ Z para cada i ∈ n

podemos definir f ∈ σn(Zκ) por

f (α) =

{
mi se α = αi;
0 caso contrário.

Então |σn(Zκ)|= κn ·ℵn
0 = κ para cada n ∈ ω \{0}. Portanto,

κ = |σ1(Zκ)|6 |σ(Zκ)|=

∣∣∣∣∣⋃n∈ω

σn(Zκ)

∣∣∣∣∣6ℵ0 ·κ = κ.
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Assim, σ(Zκ) é um grupo topológico de cardinalidade κ .

Resta verficar que σ(Zκ) é Rothberger-limitado.

Considere 〈Un〉n∈ω qualquer sequência de vizinhanças abertas básicas de 0̄, isto é, para
cada n ∈ ω , 0̄ ∈ Un e Un é um conjunto de funções de σ(Zκ) que têm os mesmos valores
num número finito de coordenadas. Para cada n ∈ ω , f ∈Un se, e somente se, f ∈ σ(Zκ) e
existem conjuntos finitos {α0, . . . ,αln} ⊆ κ e {m0, . . . ,mln} ⊆ Z tais que f (αi) = mi para cada
i6 ln. Como 0̄ ∈Un para cada n ∈ ω , mi = 0 para cada i6 ln. Portanto, para cada n ∈ ω , existe
um subconjunto finito Fn ⊆ κ de modo que Un = { f ∈ σ(Zκ) : ∀α ∈ Fn( f (α) = 0)}. Agora,
seja C =

⋃
n∈ω

Fn. Como C é enumerável, σ(ZC) também é enumerável. Fixe uma enumeração

{gn}n∈ω = σ(ZC) e, para cada n ∈ ω , defina fn ∈ σ(Zκ) por

fn(α) =

{
gn(α) se α ∈C;

0 caso contrário.

Portanto, fn �C = gn.

Afirmação 2. σ(Zκ)⊆
⋃

n∈ω

( fn +Un).

Demonstração. [da Afirmação 2] Considere h ∈ σ(Zκ) arbitrário,

|{α ∈C : h(α) 6= 0}|6 |{α ∈ κ : h(α) 6= 0}|< ℵ0.

Então h �C ∈ σ(ZC), de onde, segue que h �C = gm para algum m ∈ ω . Defina g ∈ σ(Zκ) por

g(α) =

{
0 se α ∈C;

h(α) caso contrário.

Portanto, g ∈Um. Note que h = fm +g. Então, h ∈ ( fm +Um)⊆
⋃

n∈ω

( fn +Un). Portanto,

σ(Zκ)⊆
⋃

n∈ω

( fn +Un).

Assim, σ(Zκ) é Rothberger-limitado.

No paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020), eles analisaram o Jogo de me-
dida nula topológica e o Jogo fraco de Rothberger sobre espaços métricos com propriedades
específicas para obter algumas caracterizações da propriedade de medida nula forte. Também
analisaram o Jogo de Rothberger-Limite para obter algumas caracterizações dos subconjun-
tos Rothberger-limitados de grupos topológicos com propriedades específicas. Além disso,
mostraram as equivalências da Conjectura de Borel em termos de todos os jogos analisados.
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2.3 Algumas equivalências da Conjectura de Borel

Pelo Exemplo 2.2.2, todo conjunto enumerável de números reais tem medida nula forte.
Depois de observar isso, Borel conjecturou a recíproca:

Definição 2.3.1. (BOREL, 1919) A Conjectura de Borel é a afirmação “Qualquer subconjunto
de números reais que tem medida nula forte é enumerável”.

Os resultados a seguir são úteis para mostrar a consistência da negação da Conjectura de
Borel com ZFC.

Definição 2.3.2. Seja 〈Ai〉i∈I uma família de espaços topológicos. A topologia de Tychonoff
de ∏

i∈I
Ai é a topologia gerada pela sub-base de todas as imagens inversas pelas projeções dos

conjuntos abertos de Ai para cada i ∈ I.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontam na Introdução do paper deles:

Exemplo 2.3.3. O espaço de Cantor 2ω não é de Rothberger.

Demonstração. Escreva 2ω = ∏
n∈ω

{0,1} onde {0,1} recebe a topologia discreta e 2ω recebe a

topologia de Tychonoff. Como todo conjunto é um conjunto aberto na topologia discreta, temos
que {0} e {1} são conjuntos abertos em {0,1}. Como, para cada n ∈ ω , a projeção na n−ésima
coordenada πn : 2ω −→ {0,1} é uma função contínua, para cada n ∈ ω , as imagens inversas
π−1

n [{0}] e π−1
n [{1}] são conjuntos abertos em 2ω e

π
−1
n [{0}]∪π

−1
n [{1}] = π

−1
n [{0}∪{1}] = π

−1
n [{0,1}] = 2ω .

Para cada n ∈ ω , defina Cn = {π−1
n [{0}],π−1

n [{1}]}. Então 〈Cn〉n∈ω é uma sequência de cober-
turas abertas de 2ω . Considere 〈Un〉n∈ω uma sequência arbitrária tal que cada Un ∈ Cn. Assim,
para cada n ∈ ω , existe algum mn ∈ 2 tal que Un = π−1

n [{mn}]. Defina f ∈ 2ω por

f (n) =

{
0 se mn = 1;
1 se mn = 0.

Se g ∈Un, então g(n) = mn 6= f (n), de onde, segue que, para todo n ∈ ω , f /∈Un. Portanto,
2ω 6=

⋃
n∈ω

Un. Assim, 2ω não é um espaço de Rothberger.

Na Introdução do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020), eles apontam:

Proposição 2.3.4. A propriedade Rothberger é preservada por imagens contínuas.
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Demonstração. Sejam X e Y espaços topológicos e f : X −→Y contínua. Se X é Rothberger, en-
tão vamos mostrar que f [X ] também é Rothberger. Considere 〈Dn〉n∈ω uma sequência arbitrária
de coberturas abertas de f [X ], para cada n ∈ ω , defina Cn = { f−1[D] : D ∈Dn}. Como 〈Cn〉n∈ω

é uma sequência de coberturas abertas de X , existe uma sequência 〈Un〉n∈ω tal que cada Un ∈ Cn

e X =
⋃

n∈ω

Un. Note que, para cada n ∈ ω , existe um Vn ∈ Dn tal que Un = f−1[Vn], de onde

〈Vn〉n∈ω é uma sequência tal que cada Vn ∈Dn e f [X ] =
⋃

n∈ω

Vn. Portanto, f [X ] é Rothberger.

Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) na Introdução do paper deles apontam:

Observação 2.3.5. Se temos um conjunto compacto K ⊆ ωω , então, para cada n ∈ ω , o
conjunto compacto πn[K]⊆ ω é finito. Defina F ∈ ωω por F(n) = maxπn[K].

Portanto, se f ∈ K, então, para todo n ∈ ω , f (n)6 F(n). Isto é,

K ⊆ { f ∈ ω
ω : ∀n ∈ ω( f (n)6 F(n))}.

O teorema seguinte apareceu na Introdução do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS,
2020). Na demonstração do teorema é usado o fato de que ωω e [0,1] \Q são homeomorfos.
Possivelmente é bastante conhecido que ωω é homeomorfo a R\Q. Como R é homeomorfo a
[0,1], ωω é homeomorfo a [0,1]\Q.

Teorema 2.3.6. (ROTHBERGER, 1941) A Hipótese do Contínuo implica que existe um conjunto
não enumerável de números reais que tem medida nula forte e que não satisfaz a propriedade de
Rothberger.

Demonstração. Sob a Hipótese do Contínuo, podemos escrever 2ω = {hα : α < ω1} e vale a
consequência do Lema 2.1.11 pois, pela Observação 2.1.9, a Hipótese do Contínuo implica
que b= ℵ1. Portanto, podemos escolher uma família ilimitada {gα : α < ω1} em ωω tal que
α < β < ω1 =⇒ gα 6∗ gβ .

A partir de {gα : α < ω1} e {hα : α < ω1} vamos obter outra família indexada por ω1.
Para cada α ∈ ω1, defina fα ∈ ωω por fα(n) = 2 ·gα(n)+hα(n) e escreva Z = { fα : α < ω1}.

Agora, vamos obter uma função: fα 7→ hα . Defina ψ : ωω −→ 2ω tal que, para cada
n ∈ ω , ψ( f )(n) = f (n) mod 2.

Afirmação 1. A função ψ � Z : Z −→ 2ω é contínua e sobrejetora.

Demonstração. [da Afirmação 1] Se ψ é contínua, então ψ � Z é contínua. Para mostrar a
continuidade de ψ basta verificar que a imagem inversa por ψ de todo conjunto aberto básico
em 2ω é um conjunto aberto em ωω . Considere B um conjunto aberto básico arbitrário em 2ω .
Um conjunto aberto básico em 2ω é um conjunto de funções que têm os mesmos valores num
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número finito de coordenadas. Então existem conjuntos finitos {ni}i6k ⊆ ω e {mi}i6k ⊆ 2 com
B = {h ∈ 2ω : h(ni) = mi∀i6 k} para algum k ∈ ω . Portanto,

ψ−1[B] = { f ∈ ωω : ψ( f ) ∈ B}
= { f ∈ ωω : ψ( f )(ni) = mi∀i≤ k}
=

⋂
i≤k

{ f ∈ ω
ω : ψ( f )(ni) = mi}

=
⋂
i≤k

{ f ∈ ω
ω : f (ni) = mi mod 2 }

=
⋂
i≤k

{ f ∈ ω
ω : f (ni) = 2 j+mi para algum j ∈ ω}

=
⋂
i≤k

⋃
j∈ω

{ f ∈ ω
ω : f (ni) = 2 j+mi}

=
⋂
i≤k

⋃
j∈ω

π
−1
ni

[{2 j+mi}].

Como os conjuntos unitários são conjuntos abertos na topologia discreta de ω , as imagens
inversas pelas projeções dos conjuntos unitários de ω são conjuntos abertos na topologia de
Tychonoff de ωω = ∏

n∈ω

ω . Como a união arbitrária de conjuntos abertos é um conjunto aberto e

a interseção finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto, ψ−1[B] é um conjunto aberto em
ωω , de onde, segue que ψ é contínua. Portanto, também ψ � Z é contínua.

Por outro lado, note que, para todo hα ∈ 2ω , existe fα ∈ Z tal que, para cada n ∈ ω ,
fα(n) = 2 ·gα(n)+hα(n). Então, para cada n∈ω , hα(n) = fα(n) mod 2, isto é, para cada n∈ω ,
hα(n) = ψ( fα)(n). Portanto, ψ � Z : Z −→ 2ω é sobrejetora.

Agora, fixe um homeomorfismo ϕ : ωω −→ [0,1]\Q e escreva X = ϕ[Z]. Note que
X ⊆ [0,1]\Q⊆ R. Como Z é não enumerável e ϕ é bijetora, X é um conjunto não enumerável
de números reais.

Vamos mostrar que X não é um espaço de Rotheberger.

Se X fosse um espaço de Rothberger então, pela Proposição 2.3.4, ϕ−1[X ] = Z também
seria um espaço de Rothberger. Pela Afirmação 1 acima, ψ � Z : Z−→ 2ω é contínua e sobrejetora.
Então ψ[Z] = 2ω e, pela Proposição 2.3.4, 2ω também seria um espaço de Rothberger mas já
vimos no Exemplo 2.3.3 que 2ω não é um espaço de Rothberger. Portanto, X não é um espaço
de Rothberger.

Afirmação 2. Se U é um conjunto aberto de [0,1] tal que [0,1]∩Q⊆U , então X \U é
enumerável.

Demonstração. [da Afirmação 2] Considere U um conjunto aberto de [0,1] tal que [0,1]∩Q⊆U .
Então [0,1]\U é um conjunto fechado e limitado tal que [0,1]\U ⊆ [0,1]\Q. Logo [0,1]\U

é um subconjunto compacto de [0,1] \Q. Seja K = ϕ−1 [[0,1]\U ]. Como a compacidade é
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preservada por homeomorfismos, K é um subconjunto compacto de ωω . A Observação 2.3.5
implica que existe F ∈ ωω tal que K ⊆ { f ∈ ωω : ∀n ∈ ω( f (n)6 F(n))}. Como {gα : α < ω1}
é uma família ilimitada em ωω , vamos escolher η ∈ ω1 com gη 
∗ F . Note que se η < α < ω1,
então gη 6∗ gα , de onde, segue que gα 
∗ F para todo α ∈ ω1 \η . Portanto, fα 
∗ F para todo
α ∈ ω1 \η . Note que se f ∈ Z∩K, então f = fα para algum α < ω1 e fα(n)6 F(n) para todo
n ∈ ω . Pela Proposição 2.1.2, fα 6∗ F e pelo que foi dito acima, α /∈ ω1 \η , isto é, α < η .
Portanto, Z∩K ⊆ { fα : α < η}, de onde, segue que Z∩K é enumerável. Como ϕ é bijetora,
ϕ[Z ∩K] também é enumerável. Note que X \U = X ∩ [0,1] \U = ϕ[Z]∩ϕ[K] = ϕ[Z ∩K].
Portanto, X \U é enumerável.

Vamos mostrar que X tem medida nula forte.

Considere 〈εn〉n∈ω uma sequência arbitrária de números reais positivos. Fixe uma enume-
ração {qk}k∈ω = [0,1]∩Q. Para cada k ∈ ω , defina I2k =

(
qk−

ε2k

2
,qk +

ε2k

2

)
. Como a união

de tais conjuntos é um conjunto aberto, [0,1]∩
⋃

k∈ω

I2k é um conjunto aberto de [0,1] tal que

[0,1]∩Q⊆ [0,1]∩
⋃

k∈ω

I2k. Pela Afirmação 2 acima, X \

(
[0,1]∩

⋃
k∈ω

I2k

)
é enumerável. Note

que X \
⋃

k∈ω

I2k =X \

(
[0,1]∩

⋃
k∈ω

I2k

)
. Portanto, X \

⋃
k∈ω

I2k é enumerável. Fixe uma enumareção

{xm}m∈ω =X \
⋃

k∈ω

I2k. Finalmente, para cada m∈ω , defina I2m+1 =
(

xm−
ε2m+1

2
,xm +

ε2m+1

2

)
.

Como a união de tais intervalos cobre X \
⋃

k∈ω

I2k, temos que X ⊆
⋃

n∈ω

In e diam(In) 6 εn para

cada n ∈ ω . Portanto, X tem medida nula forte.

Assim, X é o conjunto de números reais que estamos procurando.

Corolário 2.3.7. A Hipótese do Contínuo implica que a Conjectura de Borel falha.

Demonstração. Vamos assumir que vale a Hipótese do Contínuo. Pelo Teorema 2.3.6, existe um
conjunto não enumerável de números reais que tem medida nula forte. Portanto, a Conjectura de
Borel falha.

Decorre do Corolário 2.3.7 que a negação da Conjetura de Borel é consistente com ZFC.
Richard Laver (LAVER, 1976) usou a técnica de forcing para provar que a Conjectura de Borel é
consistente com ZFC. Isto estabelece a independência da Conjectura de Borel com ZFC.
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Timothy J. Carlson (CARLSON, 1993) apontou a generalização da propriedade de
medida nula forte para espaços métricos segundo a Definação 2.2.6. Não obstante eu não saiba
se está em outro lugar, acho natural generalizar a Conjectura de Borel para espaços métricos:

Definição 2.3.8. A Conjectura de Borel para espaços métricos é a afirmação “Todo espaço
métrico de medida nula forte é enumerável”.

Galvin conjecturou que a Conjectura de Borel implica a Conjectura de Borel para
espaços métricos. Vamos mostrar a prova que Carlson fez da Conjectura de Galvin. Antes disso,
precisamos de algumas definições e mostrar alguns resultados que Carlson aponta no seu paper.

Definição 2.3.9. Um espaço topológico é dito separável se possui algum subconjunto denso
enumerável.

Carlson aponta na Seção de Preliminares de seu paper (CARLSON, 1993) que todo
espaço métrico de medida nula forte dever ser separável. Antes de demonstrar isso vamos provar
um lema técnico usando o Lema de Zorn:

Lema de Zorn. Se em um conjunto não vazio parcialmente ordenado toda cadeia tem
limitante superior, então o conjunto parcialmente ordenado tem elemento maximal.

Lema 2.3.10. Seja 〈X ,d〉 um espaço métrico. Para cada r > 0 definimos a coleção

Ar = {A⊆ X : ∀x,y ∈ A(x 6= y⇒ d(x,y)> r)}

Se, para todo r > 0, temos que todos os conjuntos da coleção Ar são enumeráveis, então o espaço
〈X ,d〉 é separável.

Demonstração. Considere r > 0 fixo mas arbitrário. Observe que Ar 6=∅ pois o conjunto vazio
e os conjuntos unitários pertencem a Ar. Seja C qualquer cadeia em Ar com a ordem da inclusão.

Afirmação 1. 3
⋃

C ∈Ar.

Demonstração. [da Afirmação 1] Considere x,y∈
⋃

C arbitrários. Então existem A,B∈C ⊆Ar

tal que x ∈ A e y ∈ B. Como C é cadeia, A⊆ B ou B⊆ A. Daí, x,y ∈ B ∈Ar ou x,y ∈ A ∈Ar.
Em ambos os casos: x 6= y⇒ d(x,y)> r. Portanto,

⋃
C ∈Ar.

Pela Afirmação 1 acima, toda cadeia em Ar tem limitante superior. Como as hipóteses do
Lema de Zorn são satisfeitas, cada Ar tem algum elemento maximal. Para cada r > 0, escolhemos
um elemento maximal Mr ∈Ar.

Afirmação 2. 4 d(z,Mr)6 r para todo z ∈ X .
3
⋃

C =
⋃

C∈C
C

4 d(z,Mr) = inf{d(z,y) : y ∈Mr}



2.3. Algumas equivalências da Conjectura de Borel 39

Demonstração. [da Afirmação 2] Suponha o contrário. Isto é, d(z,Mr) > r para algum z ∈ X .
Então z /∈Mr e d(z,y)> r para todo y ∈Mr. Assim, Mr  Mr∪{z} e Mr∪{z} satisfaz que, para
todo x,y ∈Mr ∪{z}, x 6= y⇒ d(x,y)> r. Daí, Mr ∪{z} ∈Ar o que contradiz a maximalidade
de Mr.

Denotamos por M =
⋃

r∈Q>0

Mr. Cada coleção Ar tem somente conjuntos enumeráveis.

Logo cada Mr é enumerável. Daí, M é união enumerável de conjuntos enumeráveis. Portanto, M

é enumerável.

Afirmação 3. M é denso em X .

Demonstração. [da Afirmação 3] Considere W ⊆ X um conjunto aberto não vazio arbitrário.
Sejam z ∈W e ε > 0 com B(z,ε)⊆W . Escolhemos r ∈Q>0 tal que 0 < r < ε . Pela Afirmação
2 acima, d(z,Mr)6 r < ε . Logo d(z,Mr) = inf{d(z,y) : y ∈Mr}< ε. Então existe um y ∈Mr

tal que d(z,y)< ε . Daí, y ∈ B(z,ε)⊆W . Assim, y ∈Mr∩W . Portanto, M∩W 6=∅.

Assim, M é um conjunto denso enumerável em X . Isto é, 〈X ,d〉 é separável.

Vamos usar o Lema 2.3.10 para provar o apontado por Carlson:

Proposição 2.3.11. (CARLSON, 1993) Todo espaço métrico de medida nula forte é separável.

Demonstração. Vamos assumir por contradição que existe um espaço métrico 〈X ,d〉 de medida
nula forte não separável. Pelo Lema 2.3.10, para algum r > 0 deve existir pelo menos um
conjunto não enumerável A da coleção Ar. Basta provar que A não tem medida nula forte o que
contradiz a Observação 2.2.8 pois A⊆ X . Para cada n ∈ ω , definimos εn = r. Considere 〈An〉n∈ω

uma sequência arbitrária de conjuntos satisfazendo que A =
⋃

n∈ω

An. Como A não é enumerável,

para algum m∈ω temos que Am não é enumerável. Daí, existem pontos x,y∈ Am ⊆ A com x 6= y.
Como A ∈ Ar, d(x,y) > r. Assim, diam(Am) = sup{d(x,y) : x,y ∈ Am} > d(x,y) > r = εm.

Portanto, A não tem medida nula forte.

Devemos ver algumas propriedades das imersões de Lipschitz que Carlson usou para
demonstrar a Conjectura de Galvin.
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Definição 2.3.12. Sejam 〈X ,d〉 e 〈X̂ , d̂〉 espaços métricos. Uma função injetora h : X −→ X̂ é
dita, uma imersão de Lipschitz se existe c ∈ R>0 tal que, para quaisquer x,x′ ∈ X , temos que

d̂(h(x),h(x′))6 c ·d(x,x′).

O número c é chamado de constante de Lipschitz.

Proposição 2.3.13. Sejam 〈X ,d〉 e 〈X̂ , d̂〉 espaços métricos e h : X −→ X̂ uma imersão de
Lipschitz com constante de Lipschitz c. Dado qualquer subconjunto A⊆ X temos que

diam(h[A])6 c ·diam(A).

Demonstração. Considere o subconjunto arbitrário A⊆ X . Considere y,y′ pontos arbitrários de
h[A]. Então existem pontos x,x′ de A tais que y = h(x) e y′ = h(x′). Como h é uma imersão de
Lipschitz com constante de Lipschitz c, temos que d̂(y,y′) = d̂(h(x),h(x′)) 6 c ·d(x,x′). Mas
d(x,x′)6 sup{d(x,x′) : x,x′ ∈ A}= diam(A). Daí, para todo y,y′ ∈ h[A], d̂(y,y′)6 c ·diam(A).

Logo o número c · diam(A) é limitante superior do conjunto {d̂(y,y′) : y,y′ ∈ h[A]}. Portanto,
diam(h[A]) = sup{d̂(y,y′) : y,y′ ∈ h[A]}6 c ·diam(A).

Vamos usar a Proposição 2.3.13 para provar que as imersões de Lipschiz preservam a
propriedade de medida nula forte.

Proposição 2.3.14. Sejam 〈X ,d〉 e 〈X̂ , d̂〉 espaços métricos e h : X −→ X̂ uma imersão de
Lipschitz. Se X é de medida nula forte, então h[X ] também é de medida nula forte.

Demonstração. Seja c uma constante de Lipschitz para h. Considere 〈εn〉n∈ω uma sequência
arbitrária de números reais positivos. Como 〈X ,d〉 é um espaço métrico de medida nula forte,
existe uma sequência de conjuntos 〈An〉n∈ω satisfazendo diam(An) 6

εn

c
para cada n ∈ ω e

X =
⋃

n∈ω

An. Pela Proposição 2.3.13, para cada n∈ω , temos que diam(h[An])6 c ·diam(An)6 εn.

Então a sequência de conjuntos 〈h[An]〉n∈ω satisfaz que diam(h[An]) 6 εn para cada n ∈ ω e
h[X ] =

⋃
n∈ω

h[An]. Portanto, h[X ] é de medida nula forte.

Estamos nos aproximando da prova da Conjectura de Galvin. Resta apenas demonstrar
um lema usando o Teorema da Identidade:

Teorema da Identidade. Considere as funções holomorfas f e g definidas em um
domínio D (subconjunto de C aberto e conexo). Se f = g em algum subconjunto S⊆D, onde S

tem um ponto de acumulação em D, então f = g em D.

Lema 2.3.15. (CARLSON, 1993) Se 〈X ,d〉 é um espaço métrico separável de cardinalidade
estritamente menor que 2ℵ0 , então existe uma imersão de Lipschitz de 〈X ,d〉 na reta real.
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Demonstração. Como 〈X ,d〉 é um espaço métrico separável, existe um subconjunto de X denso
enumerável {xn}n∈ω . Defina a métrica d′(x,x′) = min{1,d(x,x′)} para x,x′ ∈ X . Para cada

x ∈ X defina a função hx de variável complexa da seguinte maneira hx(z) = ∑
n∈ω

d′(x,xn)

n!
zn.

Note que cada hx é uma função analítica de domínio C. Como toda função analítica num
domínio é holomorfa em tal domínio, cada hx é uma função holomorfa de domínio C (as funções
holomorfas de domínio C são chamadas de funções inteiras).

Afirmação 1. Para cada x,x′ ∈ X com x 6= x′, o conjunto Sx,x′ = {r > 0 : hx(r) = hx′(r)}
é enumerável.

Demonstração. [da Afirmação 1] Suponha o contrário. Então existem x,x′ ∈ X com x 6= x′ tais
que o conjunto Sx,x′ é não enumerável. Note que Sx,x′ =

⋃
n∈ω

{r ∈ (n,n+1] : hx(r) = hx′(r)}. Logo

para algum n ∈ ω o conjunto limitado S = {r ∈ (n,n+ 1] : hx(r) = hx′(r)} é não enumerável.
Então S tem um ponto de acumulação em R. Como os pontos de acumulação em R são pontos de
acumulação em C, temos que S tem um ponto de acumulação em C. Pelo Teorema da Identidade,
hx = hx′ em C. Então, h(n)x = h(n)x′ para todo n ∈ ω , isto é, d′(x,xn) = d′(x′,xn) para todo n ∈ ω .
Como {xn}n∈ω é denso em X , existe uma sequência 〈xnk〉k∈ω de pontos de {xn}n∈ω que converge
para x. Então,

d′(x′,x) = d′
(

x′, lim
k→∞

xnk

)
= lim

k→∞
d′(x′,xnk) = lim

k→∞
d′(x,xnk) = d′

(
x, lim

k→∞
xnk

)
= d′(x,x) = 0.

Portanto, x′ = x. Isto é uma contradição.

Afirmação 2. Existe um r ∈ R>0 tal que hx(r) 6= hx′(r) para todos os pares de pontos
distintos x e x′ em X .

Demonstração. [da Afirmação 2] Pela Afirmação 1 acima, para todo 〈x,x′〉 ∈ X×X com x 6= x′,
|Sx,x′ |6ℵ0. Como X tem cardinalidade estritamente menor que 2ℵ0 ,∣∣∣∣∣∣⋃x 6=x′

Sx,x′

∣∣∣∣∣∣6 |X |2 ·ℵ0 < 2ℵ0.

Logo
⋃

x 6=x′
Sx,x′  R>0. Então existe um r ∈ R>0 tal que r /∈ Sx,x′ para todo 〈x,x′〉 ∈ X ×X com

x 6= x′. Portanto, hx(r) 6= hx′(r) para todos os pares de pontos distintos x e x′ em X .

Pela Afirmação 2 acima, podemos definir a função h : X −→ R por h(x) = hx(r). Consi-

dere x,x′ ∈ X arbitrários, |h(x)−h(x′)|6 ∑
n∈ω

|d′(x,xn)−d′(x′,xn)|
n!

rn. Como d′ é uma métrica,
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para cada n ∈ ω , temos que |d′(x,xn)−d′(xn,x′)|6 d′(x,x′) = min{1,d(x,x′)}6 d(x,x′). Daí,
obtemos

∑
n∈ω

|d′(x,xn)−d′(x′,xn)|
n!

rn 6 ∑
n∈ω

d(x,x′)
n!

rn = d(x,x′) ∑
n∈ω

1
n!

rn = d(x,x′)er.

Portanto, resulta que |h(x)−h(x′)|6 er ·d(x,x′). Assim, h é uma imersão de Lipschitz de 〈X ,d〉
em R com constante de Lipschitz er.

A partir de tais resultados Carlson demonstrou a Conjectura de Galvin:

Teorema 2.3.16. (CARLSON, 1993) A Conjectura de Borel implica a Conjectura de Borel para
espaços métricos.

Demonstração. Vamos assumir por contradição que a Conjectura de Borel é verdadeira e que
existe um espaço métrico de medida nula forte não enumerável.

Já mencionamos no Corolário 2.3.7 que a Hipótese do Contínuo implica que a Conjectura
de Borel falha. Portanto, usando a contrapositiva, a Conjectura de Borel implica que a Hipótese
do Contínuo falha. Então, ℵ1 < 2ℵ0 . Como existe um espaço métrico de medida nula forte não
enumerável, podemos escolher um subespaço dele com cardinalidade ℵ1 e, pela Observação
2.2.8, este subespaço também é de medida nula forte.

Suponha que 〈X ,d〉 é um espaço métrico de medida nula forte com cardinalidade ℵ1.
Pela Proposição 2.3.11, 〈X ,d〉 é separável. Pelo Lema 2.3.15, existe uma imersão h de Lipschitz
de 〈X ,d〉 na reta real. Pela Proposição 2.3.14, h[X ] é um espaço métrico de medida nula forte na
reta real. Pela injetividade de h e pela Observação 2.2.7, h[X ] é um conjunto de números reais de
cardinalidade ℵ1 que tem medida nula forte, o que contradiz a Conjectura de Borel.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) usaram a propriedade de Rothberger em vez da
propriedade de medida nula forte para definir a conjectura seguente:

Definição 2.3.17. Vamos chamar de Conjectura R-Borel a afirmação “Todo subespaço de
Rothberger de R é enumerável”.

Vamos mostrar as provas que Aurichi e Dias fizeram de alguns resultados de Rothberger
relacionados com a propriedade de Rothberger e a Conjectura R-Borel.

Definição 2.3.18. Dizemos que o espaço Y está concentrado em A ⊆ Y se |Y \U | 6ℵ0 para
cada subconjunto aberto U ⊆ Y satisfazendo A⊆U .

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontaram:
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Proposição 2.3.19. (ROTHBERGER, 1938) Todo espaço que está concentrado em um subcon-
junto enumerável é Rothberger.

Demonstração. Considere um espaço Y que está concentrado em um subconjunto enumerável
A ⊆ Y . Considere 〈Cn〉n∈ω uma sequência arbitrária de coberturas abertas de Y . Fixe uma
enumeração {an}n∈ω = A. Podemos escolher C2n ∈ C2n com an ∈C2n para cada n ∈ ω . Note

que A⊆
⋃

n∈ω

C2n ⊆ Y. Daí,

∣∣∣∣∣Y \ ⋃n∈ω

C2n

∣∣∣∣∣6ℵ0. Fixe uma enumeração {bn}n∈ω = Y \
⋃

n∈ω

C2n e

escolha C2n+1 ∈ C2n+1 com bn ∈C2n+1 para cada n ∈ ω . Assim, Y =
⋃

n∈ω

Cn. Portanto, Y é um

espaço de Rothberger.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) mostraram:

Lema 2.3.20. (ROTHBERGER, 1941) Todo subconjunto de R que tem medida nula forte com
cardinalidade menor que b é Rothberger.

Demonstração. Considere X um subconjunto arbitrário de R que tem medida nula forte com
|X | < b. Considere 〈Cn〉n∈ω uma sequência arbitrária de coberturas de X por subconjuntos
abertos de R. Para cada x ∈ X e n ∈ ω , existe um aberto Ux

n ∈ Cn com x ∈Ux
n . Vamos escolher

fx(n) ∈ ω \{0} de modo que
(

x− 1
fx(n)

,x+
1

fx(n)

)
⊆Ux

n . Como |{ fx : x ∈ X}|6 |X |< b, a

família { fx : x ∈ X} em ωω não é ilimitada. Logo existe um g ∈ ωω tal que, para qualquer x ∈ X ,
fx 6∗ g. Assim, para todo x ∈ X , o conjunto {n ∈ ω : fx(n) > g(n)} é finito. Daí, para cada
x ∈ X , existe um mx ∈ ω tal que {n ∈ ω : fx(n) > g(n)} ⊆ mx. Considere uma partição de ω

em uma quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjuntos como ω =
⋃̇

k∈ω

Ak de forma que,

para cada k ∈ ω , minAk > k. Para cada k ∈ ω , o conjunto Xk = {x ∈ X : mx = k} tem medida

nula forte. Em particular, para a sequência
〈

1
g(n)+1

〉
n∈Ak

, existe uma sequência 〈In〉n∈Ak

de intervalos abertos satisfazendo diam(In) 6
1

g(n)+1
para cada n ∈ Ak e Xk ⊆

⋃
n∈Ak

In. Seja

Mk = {n ∈ Ak : Xk∩ In 6=∅}. Logo Xk =
⋃

n∈Mk

(Xk∩ In). Então vamos escolher xn ∈ Xk∩ In para

cada n ∈Mk e vamos escolher xn ∈ Xk para cada n ∈ Ak \Mk. Como diam(Xk∩ In)6
1

g(n)+1
para cada n ∈Mk,

Xk =
⋃

n∈Mk

(Xk∩ In)⊆
⋃

n∈Mk

[
xn−

1
g(n)+1

,xn +
1

g(n)+1

]
⊆
⋃

n∈Mk

(
xn−

1
g(n)

,xn +
1

g(n)

)
.

Portanto, existe uma sequência 〈xn〉n∈Ak de pontos de Xk satisfazendo que

Xk ⊆
⋃

n∈Mk

(
xn−

1
g(n)

,xn +
1

g(n)

)
⊆
⋃

n∈Ak

(
xn−

1
g(n)

,xn +
1

g(n)

)
.
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Se x ∈ Xk e n ∈ Ak, então n> k = mx, de onde, segue que fx(n)6 g(n). Logo

Xk ⊆
⋃

n∈Ak

(
xn−

1
g(n)

,xn +
1

g(n)

)
⊆
⋃

n∈Ak

(
xn−

1
fxn(n)

,xn +
1

fxn(n)

)
⊆
⋃

n∈Ak

Uxn
n .

Então

X =
⋃

k∈ω

Xk ⊆
⋃

k∈ω

⋃
n∈Ak

Uxn
n =

⋃
n∈ω

Uxn
n .

Portanto, X é Rothberger.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) provaram:

Teorema 2.3.21. (ROTHBERGER, 1941) Se b= ℵ1, então a Conjectura R-Borel falha.

Demonstração. Vamos assumir que b= ℵ1. Pelo Lema 2.1.11, podemos escolher uma família
ilimitada { fα : α < ω1} em ωω tal que α < β < ω1 =⇒ fα 6∗ fβ .

Escreva X = { fα : α < ω1} ⊆ ωω e fixe um homeomorfismo ϕ : ωω −→ [0,1] \Q.
Denotamos por Y = ϕ[X ]∪ ([0,1]∩Q).

Afirmo que Y está concentrado em [0,1]∩Q.

Com efeito, seja U ⊆ R um subconjunto aberto incluindo [0,1]∩Q. Denotamos por
F = [0,1] \U ⊆ [0,1] \Q. Note que F é compacto. Logo ϕ−1[F ] também é compacto. A
Observação 2.3.5 implica que existe g ∈ ωω tal que ϕ−1[F ] ⊆ ∏

n∈ω

g(n) ⊆ ω
ω . Como X é um

subconjunto ilimitado de ωω , existe α ∈ ω1 tal que fα 
∗ g. Note que o conjunto

X ∩ϕ
−1[F ]⊆ X ∩∏

n∈ω

g(n)⊆ { fζ : ζ < α}

é enumerável. Logo ϕ[X ]∩ F = ϕ[X ] \U = Y \U também é enumerável. Portanto, Y está
concentrado em [0,1]∩Q.

A Proposição 2.3.19 implica que Y é Rothbeger e observe que a cardinalidade de Y é
b= ℵ1. Isto é, Y não é enumerável. Então a Conjectura R-Borel falha.

Por um lado, na demonstração do Teorema 2.3.21 afirmamos que o conjunto Y ⊆ [0,1]
está concentrado em um subconjunto enumerável de Y , isto é, para todo conjunto aberto U ⊆ Y

que contém tal subconjunto enumerável, Y \U é enumerável. Por outro lado, na Afirmação 2 da
demonstração do Teorema 2.3.6 temos um conjunto X ⊆ [0,1] e um subconjunto enumerável de
[0,1] tais que para qualquer conjunto aberto U ⊆ [0,1] que contém tal subconjunto enumerável,
X \U é enumerável mas nesse caso X não contém tal subconjunto enumerável de [0,1]. De fato,
X e tal subconjunto enumerável de [0,1] são conjuntos disjuntos. Portanto, as construções de tais
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conjuntos Y e X foram parecidas mas diferentes pois Y é espaço de Rothberger e X não é espaço
de Rothberger.

Lembremos que decorre do Teorema 2.3.6 que a Hipóteses do Contínuo implica que a
Conjetura de Borel falha (Corolário 2.3.7). Decorre do Teorema 2.3.21 um corolário parecido:

Corolário 2.3.22. A Hipótese do Contínuo implica que a Conjectura R-Borel falha.

Demonstração. Vamos assumir que vale a Hipótese do Contínuo. Pela Observação 2.1.9, b=ℵ1.
Pelo Teorema 2.3.21, a Conjectura R-Borel falha.

Decorre do Corolário 2.3.22 que a negação da Conjetura R-Borel é consistente com ZFC.
No final desta seção, estabeleceremos a independência da Conjectura R-Borel com ZFC.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) demonstraram:

Teorema 2.3.23. (ROTHBERGER, 1941) A Conjectura R-Borel implica a Conjectura de Borel.

Demonstração. Vamos usar a contrapositiva. Suponha que a Conjectura de Borel falha. Então
existe algum subconjunto de R não enumerável que tem medida nula forte. Logo podemos
escolher um subconjunto de R que tem medida nula forte com cardinalidade ℵ1, o qual, se
ℵ1 < b, é Rothberger sob o Lema 2.3.20, e a Conjectura R-Borel falha. Também no caso ℵ1 = b

a Conjectura R-Borel falha sob o Teorema 2.3.21. Portanto, a Conjectura R-Borel implica a
Conjectura de Borel.

Não obstante eu não saiba se está em outro lugar, acho natural generalizar a Conjectura
R-Borel para espaços métricos:

Definição 2.3.24. Vamos chamar de Conjectura R-Borel para espaços métricos a afirmação
“Todo espaço métrico de Rothberger é enumerável”.

Apareceu na Introdrução do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020):

Proposição 2.3.25. Todo espaço métrico de Rothberger é um espaço de medida nula forte.

Demonstração. Suponha que 〈X ,d〉 é um espaço métrico de Rothberger. Considere 〈εn〉n∈ω

uma sequência arbitrária de números reais positivos, para cada n ∈ ω , defina Cn como a coleção
de conjuntos abertos com diâmetro menor que εn. Como 〈Cn〉n∈ω é uma sequência de coberturas
abertas de X , existe uma sequência 〈Un〉n∈ω tal que cada Un ∈ Cn e X =

⋃
n∈ω

Un. Note que

diam(Un)6 εn para cada n ∈ ω . Portanto, 〈X ,d〉 é de medida nula forte.
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Teorema 2.3.26. A Conjectura de Borel para espaços métricos implica a Conjectura R-Borel
para espaços métricos.

Demonstração. Vamos assumir que vale a Conjectura de Borel para espaços métricos. Todo
espaço métrico de Rothberger, pela Proposição 2.3.25, é um espaço de medida nula forte, e pela
Conjectura de Borel para espaços métricos, é enumerável. Portanto, vale a Conjectura R-Borel
para espaços métricos.

O corolário a seguir é o primeiro resultado para estabelecer algumas equivalências da
Conjectura de Borel.

Corolário 2.3.27. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. A Conjectura de Borel;

2. A Conjectura de Borel para espaços métricos;

3. A Conjectura R-Borel para espaços métricos;

4. A Conjectura R-Borel.

Demonstração. A implicação 1.⇒ 2. segue do Teorema 2.3.16, a implicação 2.⇒ 3. segue
da Proposição 2.3.25, a implicação 3.⇒ 4. é trivial e a implicação 4.⇒ 1. segue do Teorema
2.3.23.

Como já foi estabelecida a independência com ZFC da Conjectura de Borel, decorre do
Corolário 2.3.27 a independência com ZFC da Conjectura de Borel para espaços métricos, da
Conjectura R-Borel para espaços métricos e da Conjectura R-Borel.
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CAPÍTULO

3
JOGOS INFINITOS ASSOCIADOS À

PROPRIEDADE DE MEDIDA NULA FORTE

Galvin, Mycielki e Solovay (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) introduziram
o Jogo MS(X) onde X é um espaço métrico e o Jogo MSσ (X ,F ) onde X é um espaço métrico
σ−totalmente limitado. Eles provaram que um espaço métrico σ−totalmente limitado pode
ser caracterizado pela inexistência de estratégia vencedora para o Jogador I em tais jogos.
Eles usaram tal caracterização para demonstrar o Teorema de Galvin-Mycielski-Solovay sobre
Produtos Cartesianos. Eles usaram tal teorema para mostrar que a Conjectura de Pribry é
verdadeira e responder perguntas de Sierpiński e de Ficket.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) mostraram que a Conjectura de Borel pode ser
caracterizada pela existência de estratégia vencedora para algum dos jogadores do Jogo MS(X)

onde X é qualquer espaço métrico σ−totalemnte limitado ou um conjunto arbitrário de números
reais.

3.1 Jogo de Mycielski-Solovay

Apareceu no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) a definição do jogo que
Jan Mycielski e Robert M. Solovay introduziram para caracterizar a propriedade de medida nula
forte:

Definição 3.1.1. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Dado um espaço métrico X , o
Jogo de Mycielski-Solovay (MS(X)) entre os jogadores I e II é assim:

Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe εn ∈R>0 e o Jogador II responde An ⊆ X com
diam(An)6 εn.

Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador II se
⋃

n∈ω

An = X . Caso contrário, a partida
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é ganha pelo Jogador I.

Definição 3.1.2. Considere o Jogo MS(X). Seja L a coleção de todos os subconjuntos limitados
de X .

Uma estratégia do Jogador I é uma função θ com domθ ⊂L <ω tal que 1

θ(〈A0, . . . ,An−1〉) ∈ R>0

para cada sequência finita 〈A0, . . . ,An−1〉 ∈ domθ .

Uma estratégia do Jogador II é uma função ρ com domρ ⊂ R<ω
>0 tal que

ρ(〈ε0, . . . ,εn〉) ∈L e diam(ρ(〈ε0, . . . ,εn〉))6 εn

para cada sequência finita 〈ε0, . . . ,εn〉 ∈ domρ .

Definição 3.1.3. Uma estratégia vencedora num jogo é uma estratégia tal que, dada qualquer
sequência de jogadas de um dos jogadores numa partida, a partida do jogo for ganha pelo outro
jogador jogando segundo tal estratégia.

Apareceu no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) o primeiro teorema do
paper de Fred Galvin, Jan Mycielski e Robert M. Solovay:

Teorema 3.1.4. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere X um espaço métrico.
Então, X é enumerável se, e somente se, o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo MS(X).

Demonstração. Suponha que X é enumerável e escreva X = {xn}n∈ω . Se o Jogador II responde
Bn = {xn} em cada turno n ∈ ω , então tal estratégia é uma estratégia vencedora para o Jogador
II no Jogo MS(X).

Reciprocamente, suponha que o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo MS(X).
Considere ρ uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo MS(X).

Afirmação 1. Para cada ponto x ∈ X , existe sx ∈ Q<ω
>0 tal que 2 x ∈ ρ(sx

aq) para
qualquer q ∈Q>0.

Demonstração. [da Afirmação 1] Suponha que não. Então, existe x ∈ X tal que, para toda
s ∈ Q<ω

>0 , existe qs ∈ Q>0 com x /∈ ρ(saqs). Defina por indução uma estratégia do Jogador
I como segue. Sejam ε0 = q〈〉 e εn+1 = q〈ε0,...,εn〉. Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe
εn ∈Q>0 tal que x /∈ ρ(〈ε0, . . . ,εn〉). Assim, x /∈

⋃
n∈ω

ρ(〈ε0, . . . ,εn〉). Daí,
⋃

n∈ω

ρ(〈ε0, . . . ,εn〉) 6= X

mas isso é uma contradição pois ρ é uma estratégia vencedora do Jogador II.

1 Se n = 0 então 〈A0, . . . ,An−1〉= 〈〉.
2 〈〉aδ = 〈δ 〉 e 〈ε0, . . . ,εn〉aδ = 〈ε0, . . . ,εn,δ 〉.
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Afirmação 2. A função x 7→ sx é injetora.

Demonstração. [da Afirmação 2] Considere x,y∈ X com sx = sy. Seja sx = sy = s∈Q<ω
>0 . Então

x,y ∈ ρ(saq) para qualquer q ∈Q>0. Daí, para qualquer q ∈Q>0, d(x,y)6 diam(ρ(saq))6 q

pois ρ é estratégia do Jogador II. Logo d(x,y) = 0. Assim, x = y.

Portanto, X é enumerável.

Apareceram no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) as definições seguintes:

Definição 3.1.5. Um espaço métrico é totalmente limitado se, para todo ε ∈ R>0, o espaço
pode ser coberto por uma quantidade finita de conjuntos de diâmetro no máximo ε .

Definição 3.1.6. Um espaço métrico é σ−totalmente limitado se é união enumerável de subes-
paços totalmente limitados.

Embora as definições acima não apareceram no paper de Galvin, Mycielski e Solovay,
eles usaram essas definições em seus teoremas pois possivelmente eles presumiram que eram
bastante conhecidas.

Observação 3.1.7. Em um espaço métrico temos que a união finita de subespaços totalmente
limitados acaba sendo um subespaço totalmente limitado. Portanto, se X é um espaço métrico
σ−totalmente limitado, então podemos escolher uma sequência crescente 〈Xn〉n∈ω de subespaços
totalmente limitados de X com X =

⋃
n∈ω

Xn.

Apareceu no paper de Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) o teorema seguinte:

Teorema 3.1.8. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere X um espaço métrico
σ−totalmente limitado. Então X é de medida nula forte se, e somente se, o Jogador I não tem
estratégia vencedora no Jogo MS(X).

Demonstração. Vamos provar primeiro a parte recíproca do teorema.

Suponha que o Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo MS(X). Considere uma
sequência 〈εn〉n∈ω ∈ Rω

>0. Definimos a seguinte estratégia para o Jogador I: Em cada turno
n ∈ ω , o Jogador I escolhe εn. Como tal estratégia não pode ser uma estratégia vencedora, em
cada turno n ∈ω o Jogador II pode responder An ⊆ X com diam(An)6 εn de modo que a partida
〈ε0,A0,ε1,A1,ε2,A2, . . .〉 do Jogo MS(X) é ganha pelo Jogador II. Isto é,

⋃
n∈ω

An = X . Portanto,

X é de medida nula forte.

Agora, vamos provar a implicação direta.
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Suponha que X é de medida nula forte. Considere θ uma estratégia arbitrária do Jogador
I no Jogo MS(X). Vamos provar que θ não pode ser uma estratégia vencedora. Como X é um
espaço métrico σ−totalmente limitado, pela Observação 3.1.7, podemos escolher uma sequência
crescente 〈Xn〉n∈ω de subespaços totalmente limitados de X com X =

⋃
n∈ω

Xn. Para cada n ∈ ω ,

vamos definir 3 εn ∈R>0 e Cn ∈ [L ]<ω recursivamente como segue. Defina ε0 = θ(〈〉). Agora,
suponha já definidos 4 〈εk〉k6n e 〈Ck〉k<n para n ∈ ω. Como Xn é totalmente limitado, existe um
conjunto finito Fn ⊆P(X) tal que diam(Y )6

εn

3
para todo Y ∈Fn e 5

⋃
Fn = Xn. Sejam

Cn =

{⋃
y∈Y

B
[
y,

εn

3

]
: Y ∈Fn

}
e εn+1 = min

{
θ(〈Ck〉k6n) : 〈Ck〉k6n ∈∏

k6n
Ck

}
. Isso define εn

e Cn para todo n ∈ ω .

Afirmamos que dado n ∈ ω , todo subconjunto não vazio A⊆ Xn com diam(A)6
εn

3
está

incluído em algum elemento de Cn.

Com efeito, considere n ∈ ω e A 6= ∅ de modo que diam(A) 6
εn

3
e A ⊆ Xn =

⋃
Fn.

Escolha x ∈ A. Logo existe algum Y ∈ Fn tal que x ∈ Y . Considere z ∈ A arbitrário. Então
d(x,z)6 diam(A)6

εn

3
. Daí, z ∈ B

[
x,

εn

3

]
. Assim, A⊆

⋃
y∈Y

B
[
y,

εn

3

]
∈ Cn.

Considere uma partição de ω em uma quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjun-
tos como ω =

⋃̇
n∈ω

Mn de forma que minMn > n para cada n ∈ ω . Para cada n ∈ ω considere a

sequência
〈

εm

3

〉
m∈Mn

. Como cada Xn tem medida nula forte, podemos escolher uma sequência

〈Am〉m∈Mn de subconjuntos de Xn satisfazendo diam(Am)6
εm

3
para cada m∈Mn e Xn =

⋃
m∈Mn

Am.

Se m ∈ ω , então m ∈Mn para algum n ∈ ω . Daí, Am ⊆ Xn. Note que n6minMn e minMn 6 m.
Assim, n 6 m. Logo Xn ⊆ Xm. Portanto, Am ⊆ Xm para cada m ∈ ω . Então, pelo que é afir-
mado acima, para cada m ∈ ω , temos que Am ⊆ Cm para algum Cm ∈ Cm. Isto implica que
diam(Cm)6 εm 6 θ(〈Ck〉k<m) por construção. O Jogador II pode responder à estratégia θ do
Jogador I de acordo com a partida

〈θ(〈〉),C0,θ(〈C0〉),C1,θ(〈C0,C1〉),C2, . . . ,θ(〈Ck〉k<m),Cm, . . .〉.

Finalmente, X =
⋃

n∈ω

Xn =
⋃

n∈ω

⋃
m∈Mn

Am ⊆
⋃

n∈ω

⋃
m∈Mn

Cm =
⋃

m∈ω

Cm ⊆ X . Logo X =
⋃

m∈ω

Cm. Então

a partida é ganha pelo Jogador II. Portanto, o Jogador I não tem estratégia vencedora.

A demonstração do teorema acima é uma adaptação da prova do segundo teorema do
paper de Galvin, Mycielski e Solovay.
3 [L ]<ω =

⋃
n∈ω

{C ⊆L : |C |= n}
4 〈εk〉k6n = 〈ε0, . . . ,εn〉 e 〈Ck〉k<n = 〈C0, . . . ,Cn−1〉
5
⋃

Fn =
⋃

Y∈Fn

Y
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Apareceu no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) a definição seguinte:

Definição 3.1.9. Dizemos que um jogo é determinado se um dos jogadores tiver uma estratégia
vencedora.

Apareceu no pape de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) o corolário seguinte:

Corolário 3.1.10. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. A Conjectura de Borel;

2. O Jogo MS(X) é determinado em cada X ⊆ R;

3. O Jogo MS(X) é determinado em cada espaço métrico σ−totalmente limitado X .

Demonstração. A implicação 3.⇒ 2. é trivial.

2.⇒ 1. : Vamos assumir que o Jogo MS(X) é determinado em cada X ⊆ R.

Considere X um subconjunto arbitrário de R que tem medida nula forte. Pelo Teorema
3.1.8, o Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo MS(X). Pelo Item 2, o Jogo MS(X) é
determinado em X . Logo o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo MS(X). Então, pelo
Teorema 3.1.4, X é enumerável. Portanto, a Conjectura de Borel é verdadeira.

1.⇒ 3. : Vamos assumir que a Conjectura de Borel é verdadeira.

Considere X um espaço métrico σ−totalmente limitado arbitrário. Suponha que o Jo-
gador I não tem estratégia vendedora no Jogo MS(X). Pelo Teorema 3.1.8, X é um espaço de
medida nula forte. Como a Conjectura de Borel é verdadeira, pelo Teorema 2.3.16, a Conjectura
de Borel para espaços métricos também é verdadeira. Logo X é enumerável. Então, pelo Teo-
rema 3.1.4, o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo MS(X). Portanto, o Jogo MS(X) é
determinado em X.

O corolário acima é o primeiro resultado para estabelecer as equivalências da Conjectura
de Borel em termos do Jogo de Mycielski-Solovay. Decorre a independência de cada afirmação
do Corolário 3.1.10 com ZFC.

3.2 Jogo Sigma de Mycielski-Solovay

Galvin, Mycielski e Solovay definiram uma variante técnica do Jogo de Mycielski-
Solovay e estudaram as condições sob as quais um jogador ou outro tem uma estratégia vence-
dora.
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Definição 3.2.1. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere X espaço métrico σ−to-
talmente limitado e F = 〈Fn〉n∈ω uma sequência de subconjuntos de X totalmente limitados tais
que

⋃
n∈ω

Fn = X e Fn ⊆ Fn+1 para cada n ∈ ω . Definimos o Jogo Sigma de Mycielski-Solovay

(MSσ (X ,F )) entre os jogadores I e II como segue:

Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe εn ∈ R>0 e o Jogador II responde Bn ⊆ Fn

com diam(Bn)6 εn.

Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador II se 6 limsup
n∈ω

Bn = X . Caso contrário, a

partida é ganha pelo Jogador I.

Definição 3.2.2. Considere o Jogo MSσ (X ,F ). Para cada n ∈ ω , seja Ln a coleção de todos
os subconjuntos limitados de Fn.

Uma estratégia do Jogador I é uma função θ com domθ ⊂
⋃

n∈ω

∏
m∈n

Lm tal que

θ(〈B0, . . . ,Bn−1〉) ∈ R>0

para cada sequência finita 〈B0, . . . ,Bn−1〉 ∈ domθ .

Uma estratégia do Jogador II é uma função ρ com domρ ⊂ R<ω
>0 tal que

ρ(〈ε0, . . . ,εn〉) ∈Ln e diam(ρ(〈ε0, . . . ,εn〉))6 εn

para cada sequência finita 〈ε0, . . . ,εn〉 ∈ domρ .

Para demonstrar o segundo teorema do paper de Galvin, Mycielski e Solovay, eles
fizeram um lema técnico:

Lema 3.2.3. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere F um espaço métrico
totalmente limitado e um número δ > 0. Então podemos encontrar uma coleção finita não vazia
B de subconjuntos de F , cada um de diâmetro no máximo δ , de modo que todo subconjunto de

F de diâmetro no máximo
1
3

δ esteja contido em algum membro de B.

Demonstração. Como F é totalmente limitado, F pode ser coberto por uma quantidade finita

de conjuntos de diâmetro no máximo
1
3

δ . Isto é, existe algum m ∈ ω tal que F =
m⋃

n=0

Fn com

diam(Fn)≤
1
3

δ para cada n6 m. Seja B = {B0, · · · ,Bm}, onde, para cada n6 m, temos

Bn = {x ∈ F : d(x,y)6
1
3

δ para algum y ∈ Fn}.

Afirmação 1. diam(Bn)6 δ para cada n6 m.

6 limsup
n∈ω

Bn =
⋂

n∈ω

⋃
k>n

Bk.
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Demonstração. [da Afirmação 1] Considere x,w ∈ Bn arbitrários. Existem y,z ∈ Fn tais que

d(x,y)6
1
3

δ e d(w,z)6
1
3

δ . Além disso, d(y,z)6 diam(Fn)6
1
3

δ . Então

d(x,w)6 d(x,y)+d(y,z)+d(z,w)6
1
3

δ +
1
3

δ +
1
3

δ = δ .

Portanto, diam(Bn)6 δ .

Afirmação 2. Se A⊆ F e diam(A)6
1
3

δ , então A⊆ Bn para algum n6 m.

Demonstração. [da Afirmação 2] Considere o conjunto não vazio A ⊆ F =
m⋃

n=0

Fn tal que

diam(A)6
1
3

δ . Escolha y ∈ A. Logo y ∈ Fn para algum n6m. Agora, considere x ∈ A arbitrário.

Então, d(x,y)6 diam(A)6
1
3

δ . Daí, x ∈ Bn. Assim, A⊆ Bn.

Portanto, a coleção B tem as propriedades desejadas.

Agora, o segundo teorema do paper de Galvin, Mycielski e Solovay:

Teorema 3.2.4. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere X um espaço métrico
σ−totalmente limitado e F = 〈Fn〉n∈ω uma sequência de subconjuntos de X totalmente limitados
tais que

⋃
n∈ω

Fn = X e Fn⊆ Fn+1 para cada n∈ω . Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. O Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo MSσ (X ,F ).

2. O Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo MS(X).

3. X é de medida nula forte.

Demonstração. Já temos 2.⇔ 3. pelo Teorema 3.1.8.

1.⇒ 2. : Suponha que o Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo MSσ (X ,F ).

Considere θ uma estratégia arbitrária do Jogador I no Jogo MS(X). Em cada turno n∈ω ,
quando o Jogador I escolhe εn = θ(〈B0, . . . ,Bn−1〉) ∈R>0, o Jogador II pode responder Bn ⊆ Fn

com diam(Bn)6 εn de modo que a partida 〈θ(〈〉),B0,θ(〈B0〉),B1,θ(〈B0,B1〉),B2, . . .〉 do Jogo
MSσ (X ,F ) é ganha pelo Jogador II. Isto é, limsup

n∈ω

Bn = X . Temos que

X = limsup
n∈ω

Bn ⊆
⋃

n∈ω

Bn ⊆ X .
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Daí, a partida 〈θ(〈〉),B0,θ(〈B0〉),B1,θ(〈B0,B1〉),B2, . . .〉 vista como uma partida do Jogo
MS(X) é ganha pelo Jogador II. Portanto, o Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo
MS(X).

3.⇒ 1. : Suponha que X é de medida nula forte. Vamos provar que o Jogador I não tem
estratégia vencedora no Jogo MSσ (X ,F ).

Considere θ uma estratégia arbitrária do Jogador I no Jogo MSσ (X). Note que F0 é um
espaço métrico totalmente limitado. Defina δ0 = θ(〈〉). De acordo com o Lema 3.2.3, podemos
encontrar uma coleção finita não vazia B0 de subconjuntos de F0, cada um de diâmetro no

máximo δ0, de modo que todo subconjunto de F0 de diâmetro no máximo
1
3

δ0 esteja contido em
algum membro de B0. Usando recursivamente o Lema 3.2.3, é possível definir δn,Bn(n > 0)
como segue:

(i) δn = min{θ(〈B0, . . . ,Bn−1〉) : B0 ∈B0, . . . ,Bn−1 ∈Bn−1};

(ii) Bn é uma coleção finita não vazia de subconjuntos de Fn, cada um de diâmetro no máximo
δn;

(iii) todo subconjunto de Fn de diâmetro no máximo
1
3

δn está contido em algum membro de
Bn.

Considere uma partição de ω em uma quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjuntos como

ω =
⋃̇

n∈ω

Mn de forma que minMn > n para cada n ∈ ω . Seja αk =
1
3

δk para cada k ∈ ω . Para

cada n ∈ ω , considere a sequência 〈αk〉k∈Mn . Como cada Fn é de medida nula forte, podemos
escolher uma sequência 〈Ak〉k∈Mn de conjuntos satisfazendo diam(Ak)6 αk para cada k ∈Mn e
Fn =

⋃
k∈Mn

Ak. Se k ∈ ω , então k ∈Mn para algum n ∈ ω . Daí, Ak ⊆ Fn. Note que n6minMn e

minMn 6 k. Assim, n6 k. Logo Fn ⊆ Fk. Portanto, Ak ⊆ Fk para cada k ∈ ω . Como para cada

k ∈ ω temos que diam(Ak)6 αk =
1
3

δk, pelo item (iii), podemos escolher B̂k ∈Bk com Ak ⊆ B̂k.

Agora, seja ε0 = θ(〈〉) e, para n > 0, seja εn = θ(〈B̂0, . . . , B̂n−1〉). Assim, para cada n∈ω , temos
que B̂n ⊆ Fn e diam(B̂n)6 δn 6 εn. Daí, a sequência 〈ε0, B̂0,ε1, B̂1, . . . ,εn, B̂n, . . .〉 é uma partida
do Jogo MSσ (X ,F ).

Afirmação 1. Para todo x ∈ X , o conjunto {k ∈ ω : x ∈ B̂k} é infinito.

Demonstração. [da Afirmação 1] Considere x um ponto arbitrário de X =
⋃

n∈ω

Fn. Como, para

cada n ∈ ω , temos que Fn ⊆ Fn+1, existe m ∈ ω tal que, para todo n > m, temos que x ∈ Fn.
Logo x ∈

⋃
k∈Mn

Ak para todo n>m. Assim, para cada n>m, existe kn ∈Mn tal que x ∈ Akn ⊆ B̂kn .

Como os conjuntos Mn(n> m) são disjuntos, o conjunto {kn : n> m} é infinito. Daí, o conjunto
{k ∈ ω : x ∈ B̂k} é infinito.
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Afirmação 2. limsup
n∈ω

B̂n = X .

Demonstração. [da Afirmação 2] Considere x ∈ X arbitrário e qualquer n ∈ω . Como o conjunto
{k ∈ ω : x ∈ B̂k} é infinito, existe k > n tal que x ∈ B̂k. Assim, x ∈

⋃
k>n

B̂k para todo n ∈ ω . Logo

x ∈
⋂

n∈ω

⋃
k>n

B̂k. Isto é, x ∈ limsup
n∈ω

B̂n. Daí, segue que limsup
n∈ω

B̂n = X .

Daí, a partida 〈ε0, B̂0,ε1, B̂1, . . . ,εn, B̂n, . . .〉 do Jogo MSσ (X ,F ) é ganha pelo Jogador II.
Note que tal partida é jogada com uma estratégia θ arbitrária do Jogador I no Jogo MSσ (X ,F ).
Portanto, o Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo MSσ (X ,F ).

3.3 Teorema de Galvin-Mycielski-Solovay sobre Produtos
Cartesianos

A caracterização do Teorema 3.2.4 tem como o principal consequência um teorema sobre
produtos cartesianos que é o terceiro teorema que apareceu no paper de Galvin, Mycielski e
Solovay. Tal teorema pode ser usado para provar a Conjectura de Prikry e responder perguntas
de Sierpiński e de Fickett.

Apareceu no paper de Galvin, Mycielski e Solovay a definição seguente:

Definição 3.3.1. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere os espaços métricos X

e Y . Um conjunto A⊆ X×Y é verticalmente denso se, para cada x ∈ X , o conjunto

{y ∈ Y : 〈x,y〉 ∈ A}

é denso em Y .

Observação 3.3.2. Considere A⊆ B⊆ X ×Y . Se A é verticalmente denso, então B também é
verticalmente denso.

Antes de demonstrar o Teorema sobre Produtos Cartesianos, Galvin, Mycielski e Solovay
provaram um lema técnico usando o clássico Lema da cobertura de Lebesgue:

Lema da cobertura de Lebesgue. Considere X um espaço métrico compacto e C uma
cobertura aberta de X . Então existe ε ∈ R>0 tal que qualquer A ⊆ X com diam(A) 6 ε é um
subconjunto de algum elemento de C (diz-se que ε é um número de Lebesgue para a cobertura
C ).

Lema 3.3.3. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere os espaços métricos X e Y .
Dados
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a) um conjunto compacto K ⊆ X ,

b) um conjunto aberto não vazio W ⊆ Y , e

c) um conjunto aberto verticalmente denso A⊆ X×Y ,

podemos encontrar um número ε > 0 tal que, para qualquer conjunto B⊆ K com diam(B)6 ε,

existe um conjunto aberto não vazio V ⊆W com B×V ⊆ A.

Demonstração. Vamos provar que a seguinte coleção é uma cobertura aberta de X :

S = {S⊆ X : S é aberto e S×V ⊆ A para algum conjunto aberto não vazio V ⊆W}.

Considere x qualquer ponto de X . Por hipótese o conjunto A é verticalmente denso. Logo o
conjunto {y ∈ Y : 〈x,y〉 ∈ A} é denso em Y . Então W ∩{y ∈ Y : 〈x,y〉 ∈ A} 6=∅. Escolha y ∈W

com 〈x,y〉 ∈ A. Por hipótese temos também que A é um conjunto aberto em X ×Y . Então
podemos encontrar dois conjuntos abertos S e U de forma que x ∈ S, y ∈U e S×U ⊆ A. Seja
V =W ∩U . Logo y ∈V . Então V 6=∅ e S×V ⊆ S×U ⊆ A. Portanto, S é um conjunto aberto
com S×V ⊆ A onde V é um conjunto aberto não vazio de maneira que V ⊆W . Logo S ∈S .
Então, x ∈

⋃
S∈S

S. Portanto, X =
⋃

S∈S
S. Isto é, S é uma cobertura aberta de X .

Em particular, S é uma cobertura aberta para o subespaço métrico compacto K ⊆X . Pelo
Lema da cobertura de Lebesgue, podemos encontrar um número ε > 0 tal que, para qualquer
conjunto B ⊆ K com diam(B) 6 ε, temos que B ⊆ S para algum S ∈ S . Então, existe um
conjunto aberto não vazio V ⊆W com B×V ⊆ S×V ⊆ A.

Possivelmente é bastante conhecida a definição de conjuntos perfeitos:

Definição 3.3.4. Dizemos que um conjunto é perfeito se é um conjunto fechado sem pontos
isolados.

Galvin, Mycielski e Solovay demonstraram o Teorema sobre Produtos Cartesianos:

Teorema 3.3.5. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Se

a) X é um espaço métrico σ−compacto,

b) Y é um espaço métrico completo sem pontos isolados,

c) Z ⊆ X é um subespaço de medida nula forte,

d) A⊆ X×Y é um conjunto Gδ verticalmente denso,

e) U ⊆ Y é um conjunto aberto não vazio, e
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f) D⊆ Y é um conjunto Gδ denso,

então existe um conjunto perfeito não vazio P⊆U ∩D de modo que Z×P⊆ A.

Demonstração. Pelas hipóteses vamos mostrar que Z é um espaço σ−totalmente limitado e
vamos usar o Teorema 3.2.4 para caracterizar a propriedade de medida nula forte de Z pela
inexistência de uma estratégia vencedora para o Jogador I no Jogo Sigma de Mycielski-Solovay.
Em tal jogo vamos definir uma estratégia do Jogador I e um conjunto perfeito não vazio P⊆U∩D

de modo que
(

limsup
n∈ω

Bn

)
×P⊆ A para qualquer sequência 〈Bn〉n∈ω de jogadas do Jogador II.

Como tal estratégia do Jogador I não pode ser uma estratégia vencedora, Z = limsup
n∈ω

Bn para

alguma sequência 〈Bn〉n∈ω de jogadas do Jogador II. Logo obtemos o resultado.

Vamos começar a prova. Pelas hipóteses A e D são conjuntos Gδ e X é um espaço métrico
σ−compacto. Então

• A =
⋂

n∈ω

An, onde An é aberto em X×Y e An ⊇ An+1 para cada n ∈ ω;

• D =
⋂

n∈ω

Dn, onde Dn é aberto em Y e Dn ⊇ Dn+1 para cada n ∈ ω; e

• X =
⋃

n∈ω

Kn, onde Kn é compacto e Kn ⊆ Kn+1 para cada n ∈ ω .

Seja F = 〈Fn〉n∈ω , onde Fn = Z∩Kn para cada n ∈ ω . Considere n ∈ ω e ε > 0. Logo a coleção
de bolas abertas de diâmetro ε cobre Kn. Então, um número finito delas cobre Kn ⊇ Fn. Portanto,
Fn é totalmente limitado. Daí, Z =

⋃
n∈ω

Fn é σ−totalmente limitado com Fn ⊆ Fn+1 para cada

n ∈ ω . Por hipótese Z é de medida nula forte. Pelo Teorema 3.2.4 e pelo que foi dito acima,
o Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo MSσ (Z,F ). Considere θ uma estratégia
arbitrária para o Jogador I no Jogo MSσ (Z,F ). Então existe uma partida

〈θ(〈〉),B0,θ(〈B0〉),B1,θ(〈B0,B1〉),B2, . . .〉

do Jogo MSσ (X ,F ) que é ganha pelo Jogador II. Isto é, limsup
n∈ω

Bn = Z.

Portanto, para demonstrar o resultado, basta encontrar uma estratégia para o Jogador I

no Jogo MSσ (Z,F ) que garanta que
(

limsup
n∈ω

Bn

)
×P⊆ A para algum conjunto perfeito não

vazio P⊆U ∩D.

Para começar, sejam U〈〉 =U e W〈〉 =U〈〉∩D0. Por hipótese A é um conjunto vertical-
mente denso e note que A⊆ An para todo n ∈ ω . Pela Observação 3.3.2, cada An é um conjunto
verticalmente denso. Observe que K0 é um conjunto compacto em X , W〈〉 é um conjunto aberto
não vazio em Y e A0 é um conjunto aberto verticalmente denso em X ×Y . Pelo Lema 3.3.3,
podemos encontrar um número ε〈〉 > 0 de maneira que, para qualquer conjunto B ⊆ K0 com
diam(B)6 ε〈〉, existe um conjunto aberto não vazio V ⊆W〈〉 com B×V ⊆ A0.
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Defina θ(〈〉) = ε〈〉. Seja B0 a resposta do Jogador II no turno 0. Temos B0 ⊆ F0 ⊆ K0

de modo que diam(B0) 6 ε〈〉. Escolha um conjunto aberto não vazio V〈〉 ⊆W〈〉 de forma que
B0×V〈〉 ⊆ A0. Como Y não tem pontos isolados, podemos escolher dois conjuntos abertos não

vazios U〈0〉 e U〈1〉 de diâmetro no máximo
1
2

de maneira que U 〈0〉∪U 〈1〉⊆V〈〉 e U 〈0〉∩U 〈1〉=∅.

Para continuar, assuma que no turno n > 0 já estão definidos os conjuntos abertos não
vazios Us ⊆ Y e Ws =Us∩Dn para cada s ∈ {0,1}n. Observe que Kn é um conjunto compacto
em X , cada Ws é um conjunto aberto não vazio em Y e An é um conjunto aberto verticalmente
denso em X×Y . Pelo Lema 3.3.3, para cada s ∈ {0,1}n, podemos encontrar um número εs > 0
de forma que, para qualquer conjunto B⊆ Kn com diam(B)6 εs, existe um conjunto aberto não
vazio V ⊆Ws com B×V ⊆ An.

Defina θ(〈B0, . . . ,Bn−1〉) = min{εs : s ∈ {0,1}n}. Seja Bn a resposta do Jogador II no
turno n > 0. Temos Bn ⊆ Fn ⊆ Kn de modo que diam(Bn) 6 θ(〈B0, . . . ,Bn−1〉) 6 εs para cada
s ∈ {0,1}n. Escolha, para cada s ∈ {0,1}n, um conjunto aberto] não vazio Vs ⊆Ws de forma
que Bn×Vs ⊆ An. Como Y não tem pontos isolados, para cada s ∈ {0,1}n, podemos escolher

dois conjuntos abertos não vazios Usa0 e Usa1 de diâmetro no máximo
1

2n+1 de maneira que

U sa0∪U sa1 ⊆Vs e U sa0∩U sa1 =∅. Isso define a estratégia θ recursivamente.

Como Y é um espaço métrico completo, para cada s ∈ {0,1}ω , temos que o conjunto⋂
n∈ω

U〈s(0),...,s(n)〉 é um conjunto unitário. Definimos f : {0,1}ω −→ Y tal que f (s) é o ponto

único de
⋂

n∈ω

U〈s(0),...,s(n)〉.

Afirmo que a função f : {0,1}ω −→ Y é contínua e injetora.

Com efeito, considere um conjunto aberto não vazio W ⊆ Y arbitrário. Se s ∈ f−1[W ],

então f (s) ∈W . Daí, para cada s ∈ f−1[W ], existe um rs > 0 tal que B( f (s),rs)⊂W e
1

2ns
< rs

para algum ns ∈ ω . Para cada s ∈ f−1[W ], defina um conjunto aberto em {0,1}ω da seguinte
maneira: Ts = {t ∈ {0,1}ω : t(k) = s(k) para todo k 6 ns}. Se s ∈ f−1[W ], então s ∈ Ts. Assim,

f−1[W ]⊆
⋃

s∈ f−1[W ]

Ts.

Para provar a continuidade de f basta demonstrar que⋃
s∈ f−1[W ]

Ts ⊆ f−1[W ].

Considere t ∈
⋃

s∈ f−1[W ]

Ts arbitrário. Existe um st ∈ f−1[W ] tal que t ∈ Tst . Logo f (st) ∈W ,

B( f (st),rst )⊂W ,
1

2nst
< rst e t(k) = st(k) para todo k 6 nst . Pela definição de f

f (t) ∈U〈t(0),...,t(nst )〉 =U〈st(0),...,st(nst )〉.

Por construção diam
(

U〈st(0),...,st(nst )〉

)
6

1
2nst+1 <

1
2nst

< rst . Então

f (t) ∈U〈st(0),...,st(nst )〉 ⊂ B( f (st),rst )⊂W
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Portanto, t ∈ f−1[W ].

Agora, somente resta verificar a injetividade de f . Considere s, t ∈ {0,1}ω com s 6= t.
Temos que s(n) 6= t(n) para algum n ∈ ω . Seja m = min{n ∈ ω : s(n) 6= t(n)}. Daí, s(n) = t(n)

para n < m e os valores de s(m) e t(m) são diferentes, sendo um deles 0 e o outro 1. Por
construção U 〈s(0),...,s(m)〉∩U 〈t(0),...,t(m)〉 =∅. Pela definição de f temos que f (s) ∈U 〈s(0),...,s(m)〉

e f (t) ∈U 〈t(0),...,t(m)〉. Então f (s) 6= f (t). Portanto, f é injetora.

Uma vez que já definimos recursivamente a estratégia θ , podemos assumir que

〈θ(〈〉),B0,θ(〈B0〉),B1,θ(〈B0,B1〉),B2, . . .〉

é uma partida tal que limsup
n∈ω

Bn = Z.

Vamos verificar que P = { f (s) : s ∈ {0,1}ω} tem as condições exigidas.

• P é um conjunto perfeito.

Observe que f é contínua, {0,1}ω é compacto e P = f [{0,1}ω ]. Logo P é compacto.
Então P é um conjunto fechado.

Agora, resta verificar que P não tem pontos isolados. Considere f (s) um ponto arbitrário

de P e ε > 0 arbitrário. Temos que
1
2n < ε para algum n ∈ ω . Escolha t ∈ {0,1}ω de

maneira que t(k) = s(k) para todo k 6 n e t(n+ 1) 6= s(n+ 1). Note que f é injetora e
s 6= t. Logo f (s) 6= f (t). Observe que f (s), f (t) ∈U〈t(0),...,t(n)〉 =U〈s(0),...,s(n)〉. Daí,

d( f (s), f (t))6 diam
(
U〈s(0),...,s(n)〉

)
6

1
2n+1 <

1
2n < ε

Então P não tem pontos isolados.

Portanto, P é um conjunto perfeito.

• P⊆U ∩D.

Considere f (s) um ponto arbitrário de P e n ∈ ω . Pela definição de f

f (s) ∈U〈s(0),...,s(n),s(n+1)〉.

Por construção temos que

U〈s(0),...,s(n),s(n+1)〉 ⊆V〈s(0),...,s(n)〉 ⊆W〈s(0),...,s(n)〉 =U〈s(0),...,s(n)〉∩Dn+1 ⊆U ∩D

Então f (s) ∈U ∩D.

Portanto, P⊆U ∩D.

•
(

limsup
n∈ω

Bn

)
×P⊆ A.
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Vamos assumir por contradição que existe algum ponto 〈x, f (s)〉 de
(

limsup
n∈ω

Bn

)
×P que

não pertence a A =
⋂

n∈ω

An. Logo 〈x, f (s)〉 /∈ Ak para algum k ∈ ω . Como An ⊇ An+1 para

todo n ∈ ω , 〈x, f (s)〉 /∈ An para todo n> k. Note que x ∈ limsup
n∈ω

Bn =
⋂

n∈ω

⋃
m>n

Bm. Em par-

ticular, x ∈ Bm para algum m> k+1. Observe que f (s) ∈U〈s(0),...,s(m)〉 ⊆V〈s(0),...,s(m−1)〉

e Bm×V〈s(0),...,s(m−1)〉 ⊆ Am. Então 〈x, f (s)〉 ∈ Am para algum m > k, o que é uma contra-
dição.

Portanto,
(

limsup
n∈ω

Bn

)
×P⊆ A.

3.4 Conjectura de Prikry e a pergunta de Sierpiński

Possivelmente é bastante conhecida a definição de translado de um conjunto de números
reais:

Definição 3.4.1. Um translado de um conjunto X ⊆ R é um conjunto X + t = {x+ t : x ∈ X}
onde t ∈ R.

O próximo teorema é uma adaptação de parte do quarto teorema e o primeiro corolário
do paper de Galvin, Mycielski e Solovay:

Teorema 3.4.2. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Para qualquer conjunto X ⊆ R as
seguintes afirmações são equivalentes:

1. Para qualquer conjunto Gδ denso D ⊆ R e qualquer conjunto aberto não vazio U ⊆ R,
existe um conjunto perfeito não vazio P⊆U ∩D tal que X +P⊆ D;

2. Todo conjunto Gδ denso contém um translado de X ;

3. Todo conjunto aberto denso contém um translado de X ;

4. Existe algum número k ∈ ω \ {0} tal que X pode ser coberto por k translados de cada
subconjunto aberto denso de R;

5. X tem medida nula forte.

Demonstração. Claramente 1. implica que todo conjunto Gδ denso D contém um conjunto X+P

para algum conjunto P 6=∅. Escolha t ∈ P. Daí, X + t ⊆ D, isto é, D contém um translado de X .
Assim, 1.⇒ 2.. Obviamente 2.⇒ 3. pois todo conjunto aberto é um conjunto Gδ . Trivialmente
3.⇒ 4. sendo k = 1. Resta verificar 4.⇒ 5. e 5.⇒ 1..
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4.⇒ 5. : Suponha que k ∈ ω \{0} é um número tal que X ⊆ R pode ser coberto por k

translados de cada subconjunto aberto denso de R; devemos mostrar que X tem medida nula
forte.

Considere a sequência 〈εn〉n∈ω ∈ Rω
>0 arbitrária. Considere a seguinte partição de ω

em uma quantidade finita de conjuntos infinitos e disjuntos como ω =
⋃̇
j∈k

M j. Defina a função

f : ω −→ k de forma que n ∈M f (n). Para cada j ∈ k, escolha alguma sequência de intervalos
abertos 〈In〉n∈M j com diam(In) = εn para cada n ∈M j de forma que o conjunto D j =

⋃
n∈M j

In seja

denso em R.

Claramente, a interseção finita de conjuntos abertos densos também é um conjunto aberto
denso. Como cada D j é um conjunto aberto denso, D =

⋂
j∈k

D j também é um conjunto aberto

denso. Daí, existem números t0, . . . , tk−1 ∈R de maneira que X ⊆
⋃
j∈k

(t j+D)⊆
⋃
j∈k

(t j+D j). Para

cada j ∈ k temos que t j +D j = t j +
⋃

n∈M j

In =
⋃

n∈M j

(t j + In) e diam(t j + In) = εn para cada n ∈M j.

Logo X ⊆
⋃
j∈k

⋃
n∈M j

(t j + In) =
⋃

n∈ω

(t f (n)+ In) com diam(t f (n)+ In) = εn para cada n ∈ ω . Seja

Jn = t f (n)+ In para cada n∈ω . Então 〈Jn〉n∈ω é uma sequência de intervalos abertos satisfazendo
diam(Jn)6 εn para cada n ∈ ω e X ⊆

⋃
n∈ω

Jn.

Portanto, X tem medida nula forte.

5.⇒ 1. : Vamos assumir que X ⊆ R tem medida nula forte.

Note que R é um espaço métrico completo sem pontos isolados e σ−compacto. Con-
sideremos um conjunto Gδ denso D ⊆ R e um conjunto aberto não vazio U ⊆ R arbitrá-
rios. Sejam D =

⋂
n∈ω

Un onde cada Un é aberto e A = {〈x,y〉 ∈ R×R : x + y ∈ D}. Logo

A =
⋂

n∈ω

{〈x,y〉 ∈ R×R : x+ y ∈Un}. Como a função f (x,y) = x+ y é contínua,

{〈x,y〉 ∈ R×R : x+ y ∈Un}= f−1[Un]

é aberto para cada n ∈ ω . Então A =
⋂

n∈ω

f−1[Un] é um conjunto Gδ . Além disso, o conjunto

{y∈R : 〈x,y〉 ∈ A}=−x+D é denso em R para cada x∈R. Portanto, A⊆R×R é um conjunto
Gδ verticalmente denso.

Como as hipóteses do Teorema 3.3.5 são satisfeitas, existe um conjunto perfeito não
vazio P⊆U ∩D de modo que X×P⊆ A. Isto é, X +P⊆ D.

Karel Prikry observou que um subconjunto X ⊆R tem medida nula forte se todo conjunto
aberto denso de R contiver um translado de X ; e ele também conjecturou que, reciprocamente,
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cada conjunto aberto denso e até mesmo cada conjunto Gδ denso de R contém um translado de
cada subconjunto de R com medida nula forte. Isto é, Prikry perguntou se são equivalentes as
afirmações 2.,3. e 5. do teorema acima. Decorre do Teorema 3.4.2 que a Conjectura de Prikry é
verdadeira.

Possivelmente são bastante conhecidas a definições de conjuntos raros e conjuntos
magros:

Definição 3.4.3. Dizemos que um conjunto é raro se o interior do fecho dele é vazio.

Definição 3.4.4. Dizemos que um conjunto é magro se é união enumerável de conjuntos raros.

Wacłac Sierpiński perguntou se existe um conjunto magro não enumerável X ⊆ R de
medida nula forte tal que todo translado de X está contido em X , exceto por um conjunto
enumerável de pontos.

O próximo teorema que é o segundo corolário que apareceu no paper de Galvin, Mycielski
e Solovay responde à pergunta de Sierpiński de forma negativa.

Teorema 3.4.5. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Se X ⊆ R é um conjunto magro
tal que o conjunto (X + t)\X é enumerável para cada t ∈ R, então todos os subconjuntos de X

que têm medida nula forte são enumeráveis.

Demonstração. Considere um subconjunto de medida nula forte Z ⊆ X arbitrário. Por hipótese
X ⊆ R é um conjunto magro. Pela definição 3.4.4, X =

⋃
n∈ω

En onde cada conjunto En é um

conjunto raro. Pela definição 3.4.3, E̊n =∅ para todo n ∈ ω . Como os conjuntos de interior
vazio têm complemento denso, R\En é denso para cada n ∈ ω . Assim, cada conjunto R\En é
um conjunto aberto denso. Como R é espaço de Baire, a interseção enumerável de conjuntos
abertos densos é um conjunto denso. Daí, D =

⋂
n∈ω

(R\En) é um conjunto Gδ denso. Pelo Item

2 do Teorema 3.4.2, D contém um translado de Z. Isto é, Z + t ⊆ D para algum t ∈ R. Note que
X ⊆

⋃
n∈ω

En. Logo

Z + t ⊆ D =
⋂

n∈ω

(R\En) = R\
⋃

n∈ω

En ⊆ R\X .

Então Z+t = (Z+t)\X ⊆ (X +t)\X . Por hipótese temos que |Z|= |Z+t|6 |(X +t)\X |6ℵ0.

Portanto, Z é enumerável.

3.5 A pergunta de Fickett
Possivelmente é bastante conhecida a definição de cópia homotética de um conjunto de

números reais:
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Definição 3.5.1. Uma cópia homotética de um conjunto X ⊆ R é um conjunto

aX +b = {ax+b : x ∈ X}

onde a,b ∈ R e a > 0.

James Fickett perguntou se existe uma caracterização dos conjuntos X de números reais
tais que todo conjunto aberto denso ou todo conjunto Gδ denso contenha uma cópia homotética
de X .

O próximo teorema que é uma adaptação de parte do quarto teorema que apareceu no
paper de Galvin, Mycielski e Solovay mostra que a resposta à pergunta de Fickett apenas no caso
de conjuntos Gδ densos é que tais conjuntos X são os conjuntos que têm medida nula forte.

Teorema 3.5.2. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Para qualquer conjunto X ⊆ R as
seguintes afirmações são equivalentes:

1. Para qualquer conjunto Gδ denso D⊆ R, existem a,b ∈ R,a > 0 com aX +b⊆ D;

2. Para qualquer conjunto Gδ denso D ⊆ R, existem conjuntos enumeráveis A,B ⊆ R tais
que X ⊆ AD+B;

3. X tem medida nula forte.

Demonstração. A implicação 1.⇒ 2. é clara pois basta considerar conjuntos enumeráveis

A,B⊆ R tais que
1
a
∈ A e −b

a
∈ B.

3.⇒ 1. : Vamos assumir que X tem medida nula forte. Pelo Item 2 do Teorema 3.4.2,
todo conjunto Gδ denso D ⊆ R contém um translado de X . Isto é, existe um b ∈ R tal que
X +b⊆ D. Assim, vale 1. sendo a = 1.

2.⇒ 3. : Vamos assumir que X ⊆ R é tal que, para qualquer conjunto Gδ denso D⊆ R,
existem conjuntos enumeráveis A,B ⊆ R tais que X ⊆ AD+B; devemos mostrar que X tem
medida nula forte.

Considere uma sequência 〈εn〉n∈ω ∈Rω
>0 arbitrária. Considere uma partição de ω em uma

quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjuntos como ω =
⋃̇
j∈ω

M j. Para cada j ∈ ω , escolha

alguma sequência de intervalos abertos 〈In〉n∈M j com diam(In)6
1

j+1
εn para cada n ∈M j de

maneira que o conjunto D j =
⋃

n∈M j

In seja denso em R. Como cada D j é um conjunto aberto

denso e R é um espaço de Baire, D =
⋂
j∈ω

D j é um conjunto Gδ denso. Sejam A,B⊆R conjuntos

enumeráveis tais que X ⊆ AD+B e escolha uma injeção j : A×B −→ ω com j(〈a,b〉) > |a|.
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Seja M =
⋃̇

〈a,b〉∈A×B

M j(〈a,b〉). Note que, para cada m ∈M, existe um par único 〈am,bm〉 ∈ A×B

tal que m ∈M j(〈am,bm〉). Observe que

X ⊆ AD+B =
⋃

〈a,b〉∈A×B

(aD+b)

⊆
⋃

〈a,b〉∈A×B

(aD j(〈a,b〉)+b)

=
⋃

〈a,b〉∈A×B

⋃
m∈M j(〈a,b〉)

(aIm +b)

=
⋃

m∈M

(amIm +bm).

Note que, para m ∈M, j(〈am,bm〉)> |am| e diam(Im)6
1

j(〈am,bm〉)+1
εm. Logo

diam(amIm +bm) = |am|diam(Im)6
|am|

j(〈am,bm〉)+1
εm 6 εm.

Agora, escolha uma sequência 〈Jn〉n∈ω de intervalos abertos com anIn + bn ⊆ Jn se n ∈ M

satisfazendo diam(Jn) 6 εn para cada n ∈ ω . Então X ⊆
⋃

n∈ω

Jn. Portanto, X tem medida nula

forte.

Finalmente, a resposta à pergunta de Fickett no caso de conjuntos abertos densos é dada
no próximo teorema que é o quinto teorema que apareceu no paper de Galvin, Mycielski e
Solovay.

Teorema 3.5.3. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Para qualquer conjunto X ⊆ R as
seguintes afirmações são equivalentes:

1. Para qualquer conjunto aberto denso D⊆ R, existem a,b ∈ R,a > 0 com aX +b⊆ D;

2. X é a união de um conjunto limitado e um conjunto de medida nula forte.

Demonstração. 2.⇒ 1. : Seja X = K∪Z, onde K é limitado e Z tem medida nula forte. Con-
sidere D ⊆ R um conjunto aberto denso arbitrário. Escolha a > 0 e um intervalo B tal que
aK +B ⊆ D. Escolha um conjunto enumerável M tal que B+M = R. Como o translado de
um conjunto aberto denso também é um conjunto aberto denso e R é um espaço de Baire,
G =

⋂
m∈M

(D+m) é um conjunto Gδ denso. Como Z tem medida nula forte, pelo Exemplo

2.2.4, aZ também tem medida nula forte. Pelo Item 2 do Teorema 3.4.2, G contém um trans-
lado de aZ. Isto é, aZ + t ⊆ G para algum t ∈ R. Escreva t = b+m onde b ∈ B e m ∈M. Daí,
aZ + b+m ⊆ G ⊆ D+m, de onde aZ + b ⊆ D. Além disso, aK + b ⊆ aK +B ⊆ D. Assim,
aX +b⊆ D.
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1.⇒ 2. : Vamos assumir por contradição que, para qualquer conjunto aberto denso
D⊆R, existem a,b ∈R,a > 0 com aX +b⊆D; e que X não é a união de um conjunto limitado
e um conjunto de medida nula forte.

Afirmação 1. Dado δ > 0, podemos encontrar Y ⊆ X e Z ⊆ X com d(Y,Z)> δ tais que
nem Y nem Z tem medida nula forte.

Demonstração. [da Afirmação 1] Dado δ > 0. Escreva R=
⋃̇

n∈Z
(δ (n,n+1]). Seja

M = {n ∈ Z : X ∩δ (n,n+1] tem medida nula forte}.

Pelo exemplo 2.2.5, a união enumerável de conjuntos de medida nula forte também é um conjunto
de medida nula forte. Então

⋃̇
n∈M

(X ∩δ (n,n+1]) tem medida nula forte. Observe que

X =
⋃̇

n∈Z\M
(X ∩δ (n,n+1]) ∪̇

⋃̇
n∈M

(X ∩δ (n,n+1]).

Temos que X é união de
⋃̇

n∈Z\M
(X ∩δ (n,n+1]) e um conjunto de medida nula forte. Portanto, é

claro que
⋃̇

n∈Z\M
(X ∩δ (n,n+1]) não pode ser limitado. Então Z\M deve ser infinito. Escolha

m,n∈Z\M com |m−n|> 1. Sejam Y =X∩δ (m,m+1] e Z =X∩δ (n,n+1]. Então d(Y,Z)> δ

e nem Y nem Z tem medida nula forte.

Afirmação 2. Dado δ > 0, podemos encontrar uma sequência de números positivos
〈εn〉n∈ω\{0} de modo que X não seja coberto por nenhuma sequência de intervalos cujos diâmetros
sejam δ ,ε1,ε2, . . .

Demonstração. [da Afirmação 2] Vamos assumir por contradição que existe um δ > 0 tal que,
para toda sequência 〈εn〉n∈ω\{0} ∈R

ω\{0}
>0 , X pode ser coberto por alguma sequência de intervalos

cujos diâmetros são δ ,ε1,ε2, . . .

Usando a Afirmação 1, escolha Y,Z subconjuntos de X com d(Y,Z)> δ tais que nem
Y nem Z tem medida nula forte. Considere a sequência 〈εn〉n∈ω ∈ Rω

>0 arbitrária. Seja 〈In〉n∈ω

uma sequência de intervalos tal que X ⊆
⋃

n∈ω

In com diam(I0) = δ e diam(In) =
1
2

εn para cada

n ∈ ω \{0}.

Suponha que Y ∩ I0 =∅. Logo Y ⊆
⋃

n∈ω\{0}
In. Então escolha uma sequência 〈Jn〉n∈ω de

intervalos abertos com diam(Jn) 6 εn para cada n ∈ ω tais que In ⊆ Jn para cada n ∈ ω \{0}.
Daí, Y ⊆

⋃
n∈ω

Jn mas isso é impossível porque Y não tem medida nula forte. Portanto, Y ∩ I0 6=∅.
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O mesmo raciocínio se aplica a Z. Assim, Z∩ I0 6=∅. Temos que Y e Z têm pontos de I0, o que
implica que d(Y,Z)6 δ mas isso é uma contradição.

Seja {rm}m∈ω\{0} um conjunto denso em R.

Para cada m ∈ ω \ {0} definimos Im,Jm,δm e 〈εm,n〉n∈ω\{0} satisfazendo as seguintes
condições:

(i) Im é um intervalo aberto limitado com rm ∈ Im e se m > 1 então diam(Im)6
1
k

εk,m−k para
cada k ∈ {1, . . . ,m−1};

(ii) Jm é um intervalo limitado com I1∪·· ·∪ Im ⊆ Jm;

(iii) δm = m ·diam(Jm);

(iv) 〈εm,n〉n∈ω\{0} é uma sequência de números positivos de maneira que X não é coberto
por nenhuma sequência de intervalos cujos diâmetros sejam δm,εm,1,εm,2, . . . (a referida
sequência de números positivos existe devido à Afirmação 2 acima).

Temos que D =
⋃

m∈ω\{0}
Im é um conjunto aberto denso em R. Escolha a,b ∈ R,a > 0 com

aX +b⊆ D. Defina Ŝ =
1
a
(S−b) para cada S⊆ R. Escolha m ∈ ω \{0} com

1
a
6 m. Então

X ⊆ D̂⊆ Î1∪·· ·∪ Îm∪ Îm+1∪ Îm+2∪·· · ⊆ Ĵm∪ Îm+1∪ Îm+2∪·· · .

Observe que diam(Ĵm) =
1
a
· diam(Jm) ≤ m · diam(Jm) = δm. Além disso, note que, para cada

n ∈ ω \{0},

diam(Îm+n) =
1
a
·diam(Im+n)≤ m ·diam(Im+n)≤ m · 1

m
εm,n = εm,n.

Portanto, temos que X pode ser coberto por uma sequência de intervalos cujos diâmetros são
δm;εm,1;εm,2; . . . mas isso contradiz a condição (iv).
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CAPÍTULO

4
JOGOS INFINITOS ASSOCIADOS À
PROPRIEDADE DE ROTHBERGER

Scheepers (SCHEEPERS, 1996) introduziu o princípio de seleção S1(A ,B). Em par-
ticular, a propriedade de Rothberger é definida por S1(O,O) onde O é o conjunto de todas as
coberturas abertas de um espaço topológico.

Scheepers (SCHEEPERS, 1997) definiu o Jogo G1(A ,B) associado a cada propriedade
definida por algum princípio de seleção S1(A ,B). Em particular, o Jogo de Rothberger é o Jogo
G1(O,O) associado à S1(O,O) (propriedade de Rothberger). Telgarsky (TELGÁRSKY, 1975)
e Galvin (GALVIN, 1978) definiram separadamente o Jogo ponto-aberto. Galvin (GALVIN,
1978) definiu o Jogo finito-aberto.

Galvin (GALVIN, 1978) introduziu o conceito de jogos duais. Dois jogos são duais se
satisfizerem que o Jogador I tem uma estratégia vencedora no primeiro jogo se, e somente se,
o Jogador II tiver uma estratégia vencedora no segundo jogo e o Jogador I tem uma estratégia
vencedora no segundo jogo se, e somente se, o Jogador II tiver uma estratégia vencedora no
primeiro jogo.

Galvin (GALVIN, 1978) introduziu o conceito de jogos equivalentes. Dois jogos são
equivalentes se satisfizerem que o Jogador I tem uma estratégia vencedora no primeiro jogo se,
e somente se, o Jogador I tiver uma estratégia vencedora no segundo jogo e o Jogador II tem
uma estratégia vencedora no primeiro jogo se, e somente se, o Jogador II tiver uma estratégia
vencedora no segundo jogo.

Galvin (GALVIN, 1978) mostrou que o Jogo de Rothberger e o Jogo ponto-aberto são
jogos duais. Galvin (GALVIN, 1978) também mostrou que o Jogo ponto-aberto e o Jogo finito-
aberto são jogos equivalentes. A partir daí, podemos deduzir que o Jogo de Rothberger e o Jogo
finito-aberto são jogos duais. Portanto, para que o Jogo de Rothberger, o Jogo ponto-aberto e o
Jogo finito-aberto sejam jogos determinados, é suficiente que um dos três jogos seja determinado.
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Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) mostraram que o Jogo de Rothberger e o Jogo
de Mycielski-Solovay são jogos equivalentes no caso de espaços métricos compactos. A partir
daí, Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) mostraram que, para todo espaço métrico compacto,
a prorpriedade de Rothberger e de medida nula forte são equivalentes. Em particular, espaço de
Cantor 2ω não é de medida nula forte pois é compacto e não é de Rothberger.

Pawlikowski (PAWLIKOWSKI, 1994) definiu o Jogo Sigma de Rothberger e o Jogo
Sigma ponto-aberto. De maneira semelhante, podemos definir o Jogo Sigma finito-aberto. Pawli-
kowski (PAWLIKOWSKI, 1994) demonstrou que se um espaço topológico tem a propriedade de
Rothberger, então o Jogador I não tem uma estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger
nesse espaço. Não é difícil deduzir que se Jogador I não tem uma estratégia vencedora no Jogo
Sigma de Rothberger, então Jogador I não tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger.
Portanto, se um espaço topológico tem a propriedade de Rothberger, então o Jogador I não
tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger nesse espaço. Usamos tal resultado para
estabelecer doze equivalências da Conjectura de Borel.

4.1 Princípios de seleção e o Jogo de Rothberger

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontaram que a propriedade de Rothberger
pode ser definida pelo princípio de seleção seguente:

Definição 4.1.1. (SCHEEPERS, 1996) Considere A e B famílias não vazias de conjuntos não
vazios. Denotamos por S1(A ,B) a afirmação “Para cada sequência 〈An〉n∈ω de elementos de
A , existe uma sequência 〈xn〉n∈ω tal que xn ∈ An para todo n ∈ ω e {xn}n∈ω ∈B.”

Observação 4.1.2. A afirmação de que um espaço topológico X é um espaço de Rothberger
pode ser expressa por S1(O(X),O(X)), onde O(X) é o conjunto de todas as coberturas
abertas de X . Isso segue da Definição 2.2.10 e da Definição 4.1.1. Quando não existe nenhuma
possibilidade de má interpretação, vamos apenas escrever O em vez de O(X).

Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontaram que toda propriedade definida por
S1(A ,B) tem um jogo associado:

Definição 4.1.3. (SCHEEPERS, 1997) Considere A e B famílias não vazias de conjuntos não
vazios. O Jogo G1(A ,B) é definido da seguinte forma:

Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe An ∈A e o Jogador II responde xn ∈ An.

A partida é ganha pelo Jogador II se {xn}n∈ω ∈B. Caso contrário, a partida é ganha
pelo Jogador I.

Vamos colocar ênfase na diferença entre o princípio de seleção S1(A ,B) e o Jogo
G1(A ,B) pois o princípio de seleção S1(A ,B) é uma afirmação que pode ser verdadeira ou
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falsa, enquanto o Jogo G1(A ,B) é um conjunto de regras que define as condições das jogadas
alternadas entre dois jogadores e se uma partida de tal jogo é ganha por um jogador ou outro.

Definição 4.1.4. Considere o Jogo G1(A ,B).

Uma estratégia do Jogador I é uma função θ com domθ ⊂
(⋃

A
)<ω

tal que

θ(〈x0, . . . ,xn−1〉) ∈A

para cada sequência finita 〈x0, . . . ,xn−1〉 ∈ domθ .

Uma estratégia do Jogador II é uma função ρ com domρ ⊂A <ω tal que

ρ(〈A0, . . . ,An〉) ∈ An

para cada sequência finita 〈A0, . . . ,An〉 ∈ domρ .

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontaram:

Proposição 4.1.5. Considere A e B famílias não vazias de conjuntos não vazios tais que o
Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo G1(A ,B). Então, S1(A ,B) é verdadeira.

Demonstração. Considere A e B famílias não vazias de conjuntos não vazios. Vamos usar
a contrapositiva. Suponha que S1(A ,B) não é verdadeira. Existe uma sequência 〈An〉n∈ω de
elementos de A tal que, para toda sequência 〈xn〉n∈ω , temos que xm /∈ Am para algum m ∈ ω ou
{xn}n∈ω /∈B.

Defina a seguinte estratégia para o Jogador I: Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I joga
An. Seja xn ∈ An a resposta arbitrária do Jogador II no turno n ∈ ω . Como a sequência 〈xn〉n∈ω

satisfaz que xn ∈ An para todo n ∈ ω , {xn}n∈ω /∈ B. Então tal estratégia é uma estratégia
vencedora para o Jogador I no Jogo G1(A ,B).

Em particular, Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) definiram o Jogo de Rothberger:

Definição 4.1.6. O Jogo de Rothberger em um espaço topológico X é G1(O,O). Isto é, o
jogo naturalmente associado a S1(O,O) (propriedade de Rothberger em X), que é definido por:

Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe uma cobertura aberta Cn de X e o Jogador II

responde com Un ∈ Cn.

A partida é ganha pelo Jogador II se
⋃

n∈ω

Un = X . Caso contrário, a partida é ganha pelo

Jogador I.

Definição 4.1.7. Considere o Jogo G1(O,O). Seja τ a topologia de X .
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Uma estratégia do Jogador I é uma função θ com domθ ⊂ τ<ω de modo que

θ(〈U0, . . . ,Un−1〉) ∈ O

para cada sequência finita 〈U0, . . . ,Un−1〉 ∈ domθ .

Uma estratégia do Jogador II é uma função ρ com domρ ⊂ O<ω de modo que

ρ(〈C0, . . . ,Cn〉) ∈ Cn

para cada sequência finita 〈C0, . . . ,Cn〉 ∈ domρ .

Observação 4.1.8. A Definição 4.1.6 concorda com a Definição 4.1.3 uma vez que
⋃

n∈ω

Un = X

é o mesmo que dizer que {Un}n∈ω é cobertura aberta de X . Também a Definição 4.1.7 concorda
com a Definição 4.1.4 dado que τ =

⋃
O .

Observação 4.1.9. Se o Jogador I não tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger no
espaço topológico X , então X é um espaço de Rothberger, isso segue da Proposição 4.1.5 e da
Observação 4.1.2.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) observaram algumas relações entre o Jogo de
Mycielski-Solovay e o Jogo de Rothberger:

Proposição 4.1.10. Se 〈X ,d〉 é um espaço métrico, então temos que são verdadeiras as seguintes
afirmações:

1. Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay em X , então o
Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X .

2. Se o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X , então o Jogador II

tem estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay em X .

Além disso, se X também é compacto, então também são verdadeiras as recíprocas das duas
afirmações acima.

Demonstração. Para provar as implicações diretas, observe que a coleção de todos os subcon-
juntos abertos de X com diâmetro menor que um ε > 0 fixo forma uma cobertura aberta de X .
Seja τd a topologia de X induzida pela métrica d.

1. Considere θ uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo MS(X). Usaremos tal estraté-
gia para definir uma estratégia vencedora ρ do Jogador I no Jogo G1(O,O).

Para iniciar defina ρ(〈〉) = {A ∈ τd : diam(A)< θ(〈〉)}. Considere An a resposta arbitrária
do Jogador II no turno n ∈ ω do Jogo G1(O,O) e defina

ρ(〈A0, . . . ,An〉) = {A ∈ τd : diam(A)< θ(〈A0, . . . ,An〉)}.
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Como θ é uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo MS(X), a partida

〈θ(〈〉),A0,θ(〈A0〉),A1,θ(〈A0,A1〉),A2, . . . ,θ(〈A0, . . . ,An〉),An+1, . . .〉

do Jogo MS(X) é ganha pelo Jogador I. Isto é,
⋃

n∈ω

An 6= X . Daí, a partida

〈ρ(〈〉),A0,ρ(〈A0〉),A1,ρ(〈A0,A1〉),A2, . . . ,ρ(〈A0, . . . ,An〉),An+1, . . .〉

do Jogo G1(O,O) é ganha pelo Jogador I. Assim, ρ é uma estratégia vencedora do Jogador
I no Jogo G1(O,O).

2. Considere θ uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo G1(O,O). Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora ρ do Jogador II no Jogo MS(X).

Para cada ε > 0 seja Cε = {A ∈ τd : diam(A)< ε}. Para cada n ∈ ω defina

ρ(〈ε0, . . . ,εn〉) = θ(〈Cε0, . . . ,Cεn〉).

Como θ é estratégia vencedora do Jogador II em G1(O,O),⋃
n∈ω

ρ(〈ε0, . . . ,εn〉) =
⋃

n∈ω

θ(〈Cε0, . . . ,Cεn〉) = X .

Portanto, ρ é uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo MS(X).

Agora, suponha que X seja compacto. Vamos provar as recíprocas das afirmações acima.

1. Considere θ uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo G1(O,O). Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora ρ do Jogador I no Jogo MS(X).

Para começar, X é um espaço métrico compacto e θ(〈〉) é uma cobertura aberta de X . Pelo
Lema da cobertura de Lebesgue, existe um número de Lebesgue para a cobertura aberta
θ(〈〉). Definimos ρ(〈〉) como um número de Lebesgue para a cobertura aberta θ(〈〉).

Considere A0 a resposta arbitrária do Jogador II no turno 0 do Jogo MS(X). Então
diam(A0)6 ρ(〈〉). Como ρ(〈〉) é um número de Lebesgue para a cobertura aberta θ(〈〉),
existe um V0 ∈ θ(〈〉) tal que A0 ⊆V0.

Para continuar, X é um espaço métrico compacto e θ(〈V0〉) é uma cobertura aberta de
X . Logo existe um número de Lebesgue para a cobertura aberta θ(〈V0〉). Vamos definir
ρ(〈A0〉) como um número de Lebesgue para a cobertura aberta θ(〈V0〉).

Considere A1 a resposta arbitrária do Jogador II no turno 1 do Jogo MS(X). Então
diam(A1)6 ρ(〈A0〉). Como ρ(〈A0〉) é um número de Lebesgue para a cobertura aberta
θ(〈V0〉), existe um V1 ∈ θ(〈V0〉) tal que A1 ⊆V1.

Para avançar ainda mais, X é um espaço métrico compacto e θ(〈V0,V1〉) é uma cobertura
aberta de X . Logo existe um número de Lebesgue para a cobertura aberta θ(〈V0,V1〉).
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Podemos definir ρ(〈A0,A1〉) como um número de Lebesgue para a cobertura aberta
θ(〈V0,V1〉).

Em geral, suponha que, para cada n ∈ ω , 〈A0, . . . ,An〉 ∈ domρ é tal que ρ(〈A0, . . . ,An〉)
foi definido como um número de Lebesgue para a cobertura aberta θ(〈V0, . . . ,Vn〉), onde
〈V0, . . . ,Vn〉 é tal que, para cada k 6 n, Ak ⊆ Vk ∈ θ(〈V0, . . . ,Vk−1〉). Então, para cada
An+1 ⊆ X com diam(An+1)6 ρ(〈A0, . . . ,An〉), podemos escolher Vn+1 ∈ θ(〈V0, . . . ,Vn〉)
tal que An+1 ⊆ Vn+1. Como X é um espaço métrico compacto e θ(〈V0, . . . ,Vn,Vn+1〉)
é uma cobertura aberta de X , usando o Lema da cobertura de Lebesgue, podemos
definir ρ(〈A0, . . . ,An,An+1〉) como um número de Lebesgue para a cobertura aberta
θ(〈V0, . . . ,Vn,Vn+1〉). Uma vez finalizada a partida do Jogo MS(X)

〈ρ(〈〉),A0,ρ(〈A0〉),A1,ρ(〈A0,A1〉),A2, . . . ,ρ(〈A0, . . . ,An〉),An+1, . . .〉,

temos
⋃

n∈ω

Vn 6= X pois θ é estratégia vencedora do Jogador I no Jogo G1(O,O).

Daí,
⋃

n∈ω

An ⊆
⋃

n∈ω

Vn  X . Logo
⋃

n∈ω

An 6= X . Isto é, tal partida do Jogo MS(X) é ganha

pelo Jogador I jogando de acordo com ρ . Assim, ρ é estratégia vencedora do Jogador I no
Jogo MS(X).

2. Considere θ uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo MS(X). Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora ρ do Jogador II no Jogo G1(O,O).

Como X é compacto, o Lema da cobertura de Lebesgue permite definir o seguinte: Para
cada C ∈ O seja εC um número de Lebesgue para a cobertura aberta C . Assim, se o
Jogador I escolhe uma cobertura aberta C0 no turno 0 do Jogo G1(O,O), então εC0 é
um número de Lebesgue para a cobertura aberta C0 e o conjunto θ(〈εC0〉) é tal que
diam(θ(〈εC0〉))6 εC0. Logo θ(〈εC0〉) é um subconjunto de algum elemento da cobertura
aberta C0. Definimos a resposta do Jogador II como o conjunto aberto ρ(〈C0〉) ∈ C0 tal
que θ(〈εC0〉)⊆ ρ(〈C0〉).

Em geral, se 〈C0, . . . ,Cn〉 ∈ domρ é a sequência das escolhas do Jogador I até o turno
n ∈ ω do Jogo G1(O,O), então εCk é um número de Lebesgue para a cobertura aberta Ck

para cada k 6 n, e o conjunto θ(〈εC0, . . . ,εCn〉) é tal que diam(θ(〈εC0, . . . ,εCn〉)) 6 εCn.

Logo θ(〈εC0, . . . ,εCn〉) é um subconjunto de algum elemento da cobertura aberta Cn.
Definimos a resposta do Jogador II como o conjunto aberto ρ(〈C0, . . . ,Cn〉) ∈ Cn tal que
θ(〈εC0, . . . ,εCn〉)⊆ ρ(〈C0, . . . ,Cn〉). Após a conclusão da partida do Jogo G1(O,O)

〈C0,ρ(〈C0〉),C1,ρ(〈C0,C1〉), . . . ,Cn,ρ(〈C0, . . . ,Cn〉),Cn+1,ρ(〈C0, . . . ,Cn,Cn+1〉), . . .〉,

temos X =
⋃

n∈ω

θ(〈εC0, . . . ,εCn〉)⊆
⋃

n∈ω

ρ(〈C0, . . . ,Cn〉)⊆ X pois θ é uma estratégia ven-

cedora do Jogador II no Jogo MS(X). Logo
⋃

n∈ω

ρ(〈C0, . . . ,Cn〉) = X . Isto é, tal partida do

Jogo G1(O,O) é ganha pelo Jogador II jogando de acordo com ρ . Assim, ρ é estratégia
vencedora do Jogador II no Jogo G1(O,O).
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Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) concluíram:

Corolário 4.1.11. Se X é um espaço métrico compacto, então são equivalentes:

1. X é espaço de medida nula forte;

2. O Jogador I não tem uma estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay em X ;

3. O Jogador I não tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X ;

4. X é espaço de Rothberger.

Demonstração. A equivalência 1.⇔ 2. segue do Teorema 3.1.8, a equivalência 2.⇔ 3. segue
da Proposição 4.1.10, a implicação 3.⇒ 4. segue da Observação 4.1.9, e a implicação 4.⇒ 1.
segue da Proposição 2.3.25.

Observação 4.1.12. O espaço de Cantor 2ω não é de medida nula forte pois lembremos que no
Exemplo 2.3.3 mostramos que não é de Rothberger e, dado que é compacto, temos que pelo
Corolário 4.1.11 as propriedades de medida nula forte e de Rothberger são equivalentes.

4.2 Jogos duais e o Jogo ponto-aberto
A definição de jogos duais que apareceu no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS,

2020) pode ser escrita assim:

Definição 4.2.1. (GALVIN, 1978) Dizemos que os jogos A e B jogados pelos jogadores I e II

são jogos duais se satisfizerem as seguintes condições:

A) O Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo A se, e somente se, o Jogador II tem
estratégia vencedora no Jogo B.

B) O Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo B se, e somente se, o Jogador II tem
estratégia vencedora no Jogo de A.

Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) definiram o Jogo ponto-aberto:

Definição 4.2.2. (TELGÁRSKY, 1975) (GALVIN, 1978) O Jogo ponto-aberto em um espaço
topológico X é definido da seguinte maneira:

Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe xn ∈ X e o Jogador II responde com um
conjunto aberto Vn ⊆ X de modo que xn ∈Vn.
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Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador I se
⋃

n∈ω

Vn = X . Caso contrário, a partida é

ganha pelo Jogador II.

Definição 4.2.3. Considere o Jogo ponto-aberto. Seja τ a topologia de X .

Uma estratégia do Jogador I é uma função θ com domθ ⊂ (τ \{∅})<ω de forma que

θ(〈V0, . . . ,Vn−1〉) ∈ X

para cada sequência finita 〈V0, . . . ,Vn−1〉 ∈ domθ .

Uma estratégia do Jogador II é uma função ρ com domρ ⊂ X<ω de forma que

ρ(〈x0, . . . ,xn〉) ∈ τ e xn ∈ ρ(〈x0, . . . ,xn〉)

para cada sequência finita 〈x0, . . . ,xn〉 ∈ domρ .

Lema 4.2.4. Se X é um espaço topológico, então são verdadeiras as seguintes afirmações:

1. Se ρ é uma estratégia do Jogador II no Jogo ponto-aberto em X , então, para cada s∈ domρ ,
temos que {ρ(sax) : x ∈ X} ∈ O .

2. Se ρ é uma estratégia do Jogador II no Jogo de Rothberger em X , então, para cada
s ∈ domρ , existe um ponto x ∈ X tal que, para qualquer conjunto aberto V ∈ τ com x ∈V ,
temos que ρ(saC ) =V para alguma cobertura aberta C ∈ O .

Demonstração. Sejam τ a topologia de X e O o conjunto de todas as coberturas abertas de X .

1. Considere ρ uma estratégia arbitrária do Jogador II no Jogo ponto-aberto em X .

Considere s ∈ domρ arbitrário. Então ρ(sax) ∈ τ e x ∈ ρ(sax) para todo x ∈ X . Isto é,
ρ(sax) ∈ τ e {x} ⊆ ρ(sax) para todo x ∈ X . Portanto, ρ(sax) ∈ τ para todo x ∈ X e
X =

⋃
x∈X

{x} ⊆
⋃
x∈X

ρ(sax). Assim, {ρ(sax) : x ∈ X} ∈ O .

2. Considere ρ uma estratégia arbitrária do Jogador II no Jogo de Rothberger em X .

Vamos assumir por contradição que existe um s ∈ domρ de modo que, para cada ponto
x ∈ X , existe algum conjunto aberto V com x ∈V tal que ρ(saC ) 6=V para toda cobertura
aberta C ∈O . Podemos fazer o seguinte: Para cada ponto x ∈ X , escolhemos um conjunto
aberto V x com x ∈ V x tal que ρ(saC ) 6= V x para toda cobertura aberta C ∈ O . Daí,
definimos a coleção C ′ = {V x : x ∈ X}. Como x ∈ V x para todo x ∈ X , {x} ⊆ V x para
todo x ∈ X . Portanto, X =

⋃
x∈X

{x} ⊆
⋃
x∈X

V x =
⋃

C ′. Assim, C ′ é uma cobertura aberta de

X . Isto é, C ′ ∈ O . Então ρ(saC ′) ∈ C ′ = {V x : x ∈ X}. Logo ρ(saC ′) =V x′ para algum
ponto x′ ∈ X , o que é uma contradição.
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Teorema 4.2.5. (GALVIN, 1978) O Jogo de Rothberger e o Jogo ponto-aberto são jogos duais.

Demonstração. Vamos mostrar que a condição A da Definição 4.2.1 é satisfeita verificando que
as condições que chamaremos de A1 e A2 são satisfeitas.

A1) Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger, então o Jogador II tem
estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto.

Considere θ uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo de Rothberger. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora ρ do Jogador II no Jogo ponto-aberto.

Se o Jogador I joga no turno 0 qualquer ponto x0 ∈ X , então o Jogador II escolhe o
conjunto aberto ρ(〈x0〉) tal que ρ(〈x0〉) ∈ θ(〈〉) e x0 ∈ ρ(〈x0〉). Suponha já definida uma
sequência 〈x0, . . . ,xn〉 ∈ domρ de pontos arbitrários de X jogados pelo Jogador I até o
turno n ∈ ω . Se o Jogador I joga no turno n+1 qualquer ponto xn+1 ∈ X , então o Jogador
II escolhe o conjunto aberto ρ(〈x0, . . . ,xn,xn+1〉) tal que

ρ(〈x0, . . . ,xn,xn+1〉) ∈ θ(〈ρ(〈x0〉), . . . ,ρ(〈x0, . . . ,xn〉)〉)

e
xn+1 ∈ ρ(〈x0, . . . ,xn,xn+1〉).

Como θ é estratégia vencedora do Jogador I no Jogo de Rothberger,⋃
n∈ω

ρ(〈x0, . . . ,xn〉) 6= X .

Portanto, ρ é estratégia vencedora do Jogador II no Jogo ponto-aberto.

A2) Se o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto, então o Jogador I tem
estratégia vencedora no Jogo de Rothberger.

Considere ρ uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo ponto-aberto. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora θ do Jogador I no Jogo de Rothberger.

Pelo Item 1 do Lema 4.2.4, temos que {ρ(〈x〉) : x ∈ X} ∈ O. Para iniciar o turno 0 defina
θ(〈〉) = {ρ(〈x〉) : x ∈ X}. Considere U0 ∈ θ(〈〉) qualquer resposta do Jogador II. Então
U0 = ρ(〈x0〉) para algum ponto x0 ∈ X .

Pelo Item 1 do Lema 4.2.4, temos que {ρ(〈x0,x〉) : x ∈ X} ∈ O. Para continuar com o
turno 1 defina θ(〈U0〉) = {ρ(〈x0,x〉) : x ∈ X}. Considere U1 ∈ θ(〈U0〉) qualquer resposta
do Jogador II. Então U1 = ρ(〈x0,x1〉) para algum ponto x1 ∈ X .

Pelo Item 1 do Lema 4.2.4, temos que {ρ(〈x0,x1,x〉) : x ∈ X} ∈ O. Em geral, suponha já
definidos os pontos x0, . . . ,xn tais que, para cada k 6 n, Uk = ρ(〈x0, . . . ,xk〉).

Pelo Item 1 do Lema 4.2.4, podemos definir no turno n+1 a seguinte jogada

θ(〈U0, . . . ,Un〉) = {ρ(〈x0, . . . ,xn,x〉) : x ∈ X}.
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Como ρ é estratégia vencedora do Jogador II no Jogo ponto-aberto,⋃
n∈ω

ρ(〈x0, . . . ,xn〉) 6= X .

Portanto,
⋃

n∈ω

Un 6= X . Isto é, θ é estratégia vencedora do Jogador I no Jogo de Rothberger.

A seguir, vamos mostrar que a condição B da Definição 4.2.1 é satisfeita verificando que as
condições que chamaremos de B1 e B2 são satisfeitas.

B1) Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto, então o Jogador II tem
estratégia vencedora no Jogo de Rothberger.

Considere θ uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo ponto-aberto. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora ρ do Jogador II no Jogo de Rothberger.

Se o Jogador I joga no turno 0 a cobertura aberta C0 ∈ O , então o Jogador II escolhe o
conjunto aberto ρ(〈C0〉) tal que ρ(〈C0〉) ∈ C0 e θ(〈〉) ∈ ρ(〈C0〉). Suponha já definida a
sequência 〈C0, . . . ,Cn〉 ∈ domρ de coberturas abertas de X jogadas pelo Jogador I até o
turno n ∈ ω .

Se o Jogador I joga no turno n+ 1 a cobertura aberta Cn+1 ∈ O , então o Jogador II

escolhe o conjunto aberto ρ(〈C0, . . . ,Cn,Cn+1〉) tal que ρ(〈C0, . . . ,Cn,Cn+1〉) ∈ Cn+1 e
θ(〈ρ(〈C0〉), . . . ,ρ(〈C0, . . . ,Cn〉)〉) ∈ ρ(〈C0, . . . ,Cn,Cn+1〉). Como θ é estratégia vence-
dora do Jogador I no Jogo ponto-aberto,

⋃
n∈ω

ρ(〈C0, . . . ,Cn〉) = X . Portanto, ρ é estratégia

vencedora do Jogador II no Jogo de Rothberger.

B2) Se o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger, então o Jogador I tem
estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto.

Considere ρ uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo de Rothberger. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora θ do Jogador I no Jogo ponto-aberto.

Pelo Item 2 do Lema 4.2.4, existe um ponto x0 ∈ X tal que, para qualquer conjunto aberto
V ∈ τ com x0 ∈V , temos que ρ(〈C 〉) =V para alguma cobertura aberta C ∈ O .

Para começar o turno 0 defina θ(〈〉) = x0. Considere V0 ∈ τ com x0 ∈ V0 a resposta do
Jogador II. Então existe alguma cobertura aberta C0 ∈ O tal que ρ(〈C0〉) =V0.

Pelo Item 2 do Lema 4.2.4, existe um ponto x1 ∈ X tal que, para qualquer conjunto aberto
V ∈ τ com x1 ∈V , temos que ρ(〈C0,C 〉) =V para alguma cobertura aberta C ∈ O .

Para continuar com o turno 1 defina θ(〈V0〉) = x1. Considere V1 ∈ τ com x1 ∈V1 a resposta
do Jogador II. Então existe alguma cobertura aberta C1 ∈ O tal que ρ(〈C0,C1〉) =V1.

Pelo Item 2 do Lema 4.2.4, existe um ponto x2 ∈ X tal que, para qualquer conjunto aberto
V ∈ τ com x2 ∈V , temos que ρ(〈C0,C1,C 〉) =V para alguma cobertura aberta C ∈ O.
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Em geral, suponha já definidas as coberturas abertas C0, . . . ,Cn tais que, para cada k 6 n,

ρ(〈C0, . . . ,Ck〉) =Vk.

Pelo Item 2 do Lema 4.2.4, podemos definir no turno n+1 a seguinte jogada

θ(〈V0, . . . ,Vn〉) = xn+1

onde xn+1 é um ponto de X tal que, para qualquer conjunto aberto V ∈ τ com xn+1 ∈V ,
temos que ρ(〈C0, . . . ,Cn,C 〉) =V para alguma cobertura aberta C ∈ O .

Como ρ é estratégia vencedora do Jogador II no Jogo de Rothberger,⋃
n∈ω

ρ(〈C0, . . . ,Cn〉) = X .

Portanto,
⋃

n∈ω

Vn = X . Isto é, θ é estratégia vencedora do Jogador I no Jogo ponto-aberto.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) demonstraram:

Teorema 4.2.6. (TELGÁRSKY, 1975) (GALVIN, 1978) Considere X um espaço topológico
em que todo ponto é um conjunto Gδ . Então o Jogador II tem uma estratégia vencedora no Jogo
de Rothberger em X se, e somente se, X é enumerável.

Demonstração. Pelo Teorema 4.2.5, para demonstrar o resultado basta demonstrar que:

“O Jogador I tem uma estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto em X se, e somente se,
X é enumerável”.

Primeiro, vamos demonstrar a parte recíproca.

Suponha que X é enumerável e fixe uma enumeração {xn}n∈ω = X . Se o Jogador I

escolhe xn em cada turno n ∈ ω , então isso é uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo
ponto-aberto em X pois se o Jogador II no turno n ∈ ω responde o conjunto aberto Vn com
xn ∈Vn então X =

⋃
n∈ω

{xn} ⊆
⋃

n∈ω

Vn ⊆ X .

Agora, para demonstrar a implicação direta vamos usar a contrapositiva.

Suponha que X não é enumerável. Considere θ uma estratégia arbitrária do Jogador I no
Jogo ponto-aberto em X . Vamos mostrar que θ não pode ser estratégia vencedora.

Para cada x ∈ X , seja {V x
k }k∈ω um conjunto de vizinhanças abertas de x (que é Gδ )

satisfazendo {x}=
⋂

k∈ω

V x
k .

Definir recursivamente:
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• x〈〉 = θ(〈〉);

• W〈k〉 =V
x〈〉
k para cada k ∈ ω;

• xs = θ(〈Ws�1, . . . ,Ws�n〉) para s ∈ ωn, n 6= 0;

• Wsak =V xs
k para cada k ∈ ω .

Como {xs : s ∈ ω<ω} é enumerável e X não é enumerável, podemos escolher um ponto
y ∈ X \ {xs : s ∈ ω<ω}. Considere a seguinte partida do Jogo ponto-aberto em X . O Jogador
I começa com x〈〉 = θ(〈〉). Como y 6= x〈〉, existe k0 ∈ ω tal que y /∈ V

x〈〉
k0

= W〈k0〉. Seja W〈k0〉 a
resposta do Jogador II. No seguinte turno o Jogador I joga x〈k0〉 = θ(〈W〈k0〉〉). Como y 6= x〈k0〉,
existe k1 ∈ω tal que y /∈V

x〈k0〉
k1

=W〈k0,k1〉. Seja W〈k0,k1〉 a resposta o Jogador II. No próximo turno
o Jogador I joga x〈k0,k1〉 = θ(〈W〈k0〉,W〈k0,k1〉〉). Em geral, considere n ∈ ω , se s ∈ ωn é tal que o
Jogador I joga xs no turno n, então existe kn ∈ ω tal que y /∈V xs

kn
=Wsakn

e em resposta o Jogador
II escolhe Wsakn

. Observe que isso descreve uma partida em que o Jogador I segue θ e perde (já
que o ponto y nunca é coberto), o que mostra que θ não é uma estratégia vencedora. Portanto, o
Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto em X .

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) concluíram:

Corolário 4.2.7. A Conjectura de Borel implica que o Jogo de Rothberger é determinado em
cada espaço métrico.

Demonstração. Vamos assumir que a Conjectura de Borel é verdadeira. Pelo Teorema 2.3.16,
a Conjectura de Borel para espaços métricos também é verdadeira. Considere X um espaço
métrico. Suponha que o Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X .
Pela Observação 4.1.9, X é um espaço de Rothberger. Pela Proposição 2.3.25, X é um espaço de
medida nula forte. Logo X é enumerável. Pelo Teorema 4.2.6 e pelo fato que todo ponto é Gδ

em um espaço métrico, temos que o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger
em X . Portanto, o Jogo de Rothberger é determinado em X .

Observação 4.2.8. A Conjectura de Borel implica que o Jogo ponto-aberto é determinado em
cada espaço métrico. Isso segue do Teorema 4.2.5 e do Corolário 4.2.7.

4.3 Jogos equivalentes e o Jogo finito-aberto

Definição 4.3.1. (GALVIN, 1978) Dizemos que os jogos A e B jogados pelos jogadores I e II

são jogos equivalentes se satisfizerem as seguintes condições:
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A) O Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo A se, e somente se, o Jogador I tem estratégia
vencedora no Jogo B.

B) O Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo A se, e somente se, o Jogador II tem
estratégia vencedora no Jogo de B.

Observação 4.3.2. Em um espaço métrico compacto o Jogo de Mycielski-Solovay e o Jogo de
Rothberger são jogos equivalentes. Isso segue da Proposição 4.1.10 e da Definição 4.3.1.

Definição 4.3.3. (GALVIN, 1978) O Jogo finito-aberto em um espaço topológico X é definido
da seguinte maneira:

Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe um conjunto finito não vazio Fn ⊆ X e o
Jogador II responde com um conjunto aberto Vn ⊆ X de modo que Fn ⊆Vn.

Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador I se
⋃

n∈ω

Vn = X . Caso contrário, a partida é

ganha pelo Jogador II.

Definição 4.3.4. Considere o Jogo finito-aberto. Seja τ a topologia de X .

Uma estratégia do Jogador I é uma função θ com domθ ⊂ (τ \ {∅})<ω de maneira
que

θ(〈V0, . . . ,Vn−1〉) ∈ [X ]<ω \{∅}

para cada sequência finita 〈V0, . . . ,Vn−1〉 ∈ domθ .

Uma estratégia do Jogador II é uma função ρ com domρ ⊂ ([X ]<ω \ {∅})<ω de
maneira que

ρ(〈F0, . . . ,Fn〉) ∈ τ e Fn ⊆ ρ(〈F0, . . . ,Fn〉)

para cada sequência finita 〈F0, . . . ,Fn〉 ∈ domρ .

Teorema 4.3.5. (GALVIN, 1978) O Jogo finito-aberto e o Jogo ponto-aberto são jogos equiva-
lentes.

Demonstração. Vamos mostrar que a condição A da Definição 4.3.1 é satisfeita verificando que
as condições que chamaremos de A1 e A2 são satisfeitas.

A1) Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo finito-aberto, então o Jogador I tem
estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto.

Considere θ uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo finito-aberto. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora ρ do Jogador I no Jogo ponto-aberto.

O Jogador I escolhe o ponto x0,0 no turno 0, o ponto x0,1 no turno 1, e assim por diante
até escolher o ponto x0,k0 no turno k0 de forma que θ(〈〉) = {x0,0;x0,1; . . . ;x0,k0}. Sejam
os conjuntos abertos V0,0;V0,1; . . . ;V0,k0 as respostas arbitrárias do Jogador II na devida
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ordem. Logo x0,i ∈ V0,i para cada i 6 k0. Defina V0 =
k0⋃

i=0

V0,i. Então V0 é um conjunto

aberto tal que θ(〈〉)⊆V0.

Nos seguintes turnos, o Jogador I escolhe os pontos x1,0;x1,1; . . . ;x1,k1 de maneira que
θ(〈V0〉) = {x1,0;x1,1; . . . ;x1,k1}. Sejam os conjuntos abertos V1,0;V1,1; . . . ;V1,k1 as respostas
arbitrárias do Jogador II na devida ordem. Logo x1,i ∈ V1,i para cada i 6 k1. Defina

V1 =
k1⋃

i=0

V1,i. Então V1 é um conjunto aberto tal que θ(〈V0〉)⊆V1.

Considere n > 1, nos próximos turnos na devida ordem o Jogador I escolhe os pontos
xn,0;xn,1; . . . ;xn,kn de modo que θ(〈V0, . . . ,Vn−1〉) = {xn,0;xn,1; . . . ;xn,kn}. Sejam os con-
juntos abertos Vn,0;Vn,1; . . . ;Vn,kn as respostas arbitrárias do Jogador II na devida ordem.

Logo xn,i ∈Vn,i para cada i6 kn. Defina Vn =
kn⋃

i=0

Vn,i. Então Vn é um conjunto aberto tal

que θ(〈V0, . . . ,Vn−1〉)⊆Vn.

Como θ é estratégia vencedora do Jogador I no jogo finito-aberto,
⋃

n∈ω

Vn = X . Mas

⋃
n∈ω

Vn =
⋃

n∈ω

kn⋃
i=0

Vn,i. Logo
⋃

n∈ω

kn⋃
i=0

Vn,i = X onde Vn,i foi o conjunto aberto arbitrário que

respondeu do Jogador II para cobrir o ponto xn,i escolhido pelo Jogador I na devida ordem.

Assim, a partida do Jogo ponto-aberto em X

〈x0,0;V0,0; . . . ;x0,k0;V0,k0 ;x1,0;V1,0; . . . ;x1,k1;V1,k1; . . . ;xn,0;Vn,0; . . . ;xn,kn;Vn,kn ; . . .〉

é ganha pelo Jogador I. Portanto, o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo ponto-
aberto.

A2) Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto, então o Jogador I tem
estratégia vencedora no Jogo finito-aberto.

Considere θ uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo ponto-aberto. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora ρ do Jogador I no Jogo finito-aberto.

Definir a jogada no turno 0: ρ(〈〉) = {θ(〈〉)}. Seja V0 ∈ τ a resposta do Jogador II no
turno 0. Então ρ(〈〉) = {θ(〈〉)} ⊆V0. Isto é, θ(〈〉) ∈V0. Suponha que no turno n ∈ ω o
Jogador II já tem as respostas Vk ∈ τ tais que θ(〈V0, . . . ,Vk−1〉) ∈Vk para cada k 6 n.

Definir a jogada no turno n+ 1: ρ(〈V0, . . . ,Vn〉) = {θ(〈V0, . . . ,Vn〉)}. Seja Vn+1 ∈ τ a
resposta do Jogador II no turno n+1. Então ρ(〈V0, . . . ,Vn〉) = {θ(〈V0, . . . ,Vn〉)} ⊆Vn+1.

Isto é, θ(〈V0, . . . ,Vn〉) ∈Vn+1.

Como θ é estratégia vencedora do Jogador I no Jogo ponto-aberto,
⋃

n∈ω

Vn = X . Isto é, ρ é

estratégia vencedora do Jogador I no Jogo finito-aberto.
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Em seguida, vamos mostrar que a condição B da Definição 4.3.1 é satisfeita verificando que as
condições que chamaremos de B1 e B2 são satisfeitas.

B1) Se o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo finito-aberto, então o Jogador II tem
estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto.

Considere ρ uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo finito-aberto. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora θ do Jogador II no Jogo ponto-aberto.

Seja x0 o ponto arbitrário que o Jogador I escolheu no turno 0. Definir a jogada no turno 0:
θ(〈x0〉) = ρ(〈{x0}〉). Então

x0 ∈ θ(〈x0〉) = ρ(〈{x0}〉).

Isto é, {x0} ⊆ ρ(〈{x0}〉). Suponha que no turno n ∈ ω o Jogador I já escolheu os pontos
arbitrários xk ∈ X tais que {xk} ⊆ ρ(〈{x0}, . . . ,{xk}〉) para cada k 6 n.

Seja xn+1 o ponto arbitrário que o Jogador I escolheu no turno n+1. Definir a jogada no
turno n+1: θ(〈x0, . . . ,xn,xn+1〉) = ρ(〈{x0}, . . . ,{xn},{xn+1}〉). Então

xn+1 ∈ θ(〈x0, . . . ,xn,xn+1〉) = ρ(〈{x0}, . . . ,{xn},{xn+1}〉).

Isto é, {xn+1} ⊆ ρ(〈{x0}, . . . ,{xn},{xn+1}〉).

Como ρ é estratégia vencedora do Jogador II no Jogo finito-aberto,⋃
n∈ω

ρ(〈{x0}, . . . ,{xn}〉) 6= X .

Portanto,
⋃

n∈ω

θ(〈x0, . . . ,xn〉) 6= X . Isto é, θ é estratégia vencedora do Jogador II no Jogo

ponto-aberto.

B2) Se o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto, então o Jogador II tem
estratégia vencedora no Jogo finito-aberto.

Considere ρ uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo ponto-aberto. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora θ do Jogador II no Jogo finito-aberto.

Se o Jogador I no turno 0 joga o conjunto finito não vazio arbitrário F0⊆ X , então podemos
escolher os k0 +1 pontos x0,0; . . . ;x0,k0 tais que

F0 = {x0,0; . . . ;x0,k0}

e o Jogador II responde com o conjunto aberto

θ(〈F0〉) =
k0⋃

i=0

ρ(〈x0,0; . . . ;x0,i〉).
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Note que F0 ⊆ θ(〈F0〉) pois, para cada i6 k0,

x0,i ∈ ρ(〈x0,0; . . . ;x0,i〉).

Suponha que no turno n∈ω o Jogador I já jogou os conjuntos finitos não vazios arbitrários
Fj ⊆ X para cada j 6 n onde, para cada j 6 n, temos os k j +1 pontos x j,0; . . . ;x j,k j tais
que

Fj = {x j,0; . . . ;x j,k j}

e o Jogador II já respondeu

θ(〈F0, . . . ,Fj〉) =
k j⋃

i=0

ρ(〈x0,0; . . . ;x0,k0 ; . . . ;x j,0; . . . ;x j,i〉)

de onde Fj ⊆ θ(〈F0, . . . ,Fj〉) pois, para cada i6 k j,

x j,i ∈ ρ(〈x0,0; . . . ;x0,k0; . . . ;x j,0; . . . ;x j,i〉).

Se o Jogador I no turno n+1 joga o conjunto finito não vazio arbitrário Fn+1 ⊆ X , então
podemos escolher os kn+1 +1 pontos xn+1,0; . . . ;xn+1,kn+1 tais que

Fn+1 = {xn+1,0; . . . ;xn+1,kn+1}

e o Jogador II responde com o conjunto aberto

θ(〈F0, . . . ,Fn,Fn+1〉) =
kn+1⋃
i=0

ρ(〈x0,0; . . . ;x0,k0; . . . ;xn+1,0; . . . ;xn+1,i〉).

Note que Fn+1 ⊆ θ(〈F0, . . . ,Fn,Fn+1〉) pois, para cada i6 kn+1,

xn+1,i ∈ ρ(〈x0,0; . . . ;x0,k0; . . . ;xn+1,0; . . . ;xn+1,i〉).

Assim,

⋃
n∈ω

θ(〈F0, . . . ,Fn〉) =
k0⋃

i=0

ρ(〈x0,0; . . . ;x0,i〉)∪
k1⋃

i=0

ρ(〈x0,0; . . . ;x0,k0;x1,0; . . . ;x1,i〉) · · ·

· · ·∪
k j⋃

i=0

ρ(〈x0,0; . . . ;x0,k0; . . . ;x j,0; . . . ;x j,i〉) · · ·

...

Como ρ é estratégia vencedora do Jogador II no Jogo ponto-aberto em X ,⋃
n∈ω

θ(〈F0, . . . ,Fn〉) 6= X .

Portanto, θ é estratégia vencedora do Jogador II no Jogo finito-aberto em X .
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Observação 4.3.6. O Jogo de Rothberger e o Jogo finito-aberto são jogos duais. Isso segue da
Definição 4.2.1, da Definição 4.3.1, do Teorema 4.2.5 e do Teorema 4.3.5.

Observação 4.3.7. A Conjectura de Borel implica que o Jogo finito-aberto é determinado em
cada espaço métrico. Isso segue da Observação 4.2.8 e do Teorema 4.3.5.

Corolário 4.3.8. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. O Jogo de Rothberger é determinado em cada espaço topológico;

2. O Jogo ponto-aberto é determinado em cada espaço topológico;

3. O Jogo finito-aberto é determinado em cada espaço topológico.

Demonstração. A equivalência 1.⇔ 2. segue do Teorema 4.2.5, e a equivalência 2.⇔ 3. segue
do Teorema 4.3.5.

4.4 Jogo Sigma de Rothberger, Jogo Sigma ponto-aberto
e Jogo Sigma finito-aberto

Vamos definir as variantes técnicas dos jogos apresentados neste capítulo.

Definição 4.4.1. (PAWLIKOWSKI, 1994) O Jogo Sigma de Rothberger em um espaço topo-
lógico X é definido por:

Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe uma cobertura aberta Cn de X e o Jogador II

responde com Un ∈ Cn.

A partida é ganha pelo Jogador II se limsup
n∈ω

Un = X . Caso contrário, a partida é ganha

pelo Jogador I.

Definição 4.4.2. (PAWLIKOWSKI, 1994) O Jogo Sigma ponto-aberto em um espaço topoló-
gico X é definido por

Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe xn ∈ X e o Jogador II responde com um
conjunto aberto Vn ⊆ X de modo que xn ∈Vn.

Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador I se limsup
n∈ω

Vn = X . Caso contrário, a

partida é ganha pelo Jogador II.

Definição 4.4.3. O Jogo Sigma finito-aberto em um espaço topológico X é definido por
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Em cada turno n ∈ ω , o Jogador I escolhe um conjunto finito não vazio Fn ⊆ X e o
Jogador II responde com um conjunto aberto Vn ⊆ X de modo que Fn ⊆Vn.

Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador I se limsup
n∈ω

Vn = X . Caso contrário, a

partida é ganha pelo Jogador II.

Note que nos três jogos Sigma acima somente muda a condição para que uma partida
seja ganha por um jogador mas as condições das jogadas alternadas entre os dois jogadores
não mudam respeito à versão não Sigma dos jogos. Portanto, as respectivas estratégias terão as
mesmas condições em cada caso. Isso não acontece com o Jogo Sigma de Mycielski-Solovay
(Definição 3.2.1) pois nesse caso mudou a condição para que uma partida seja ganha por um
jogador mas também Jogador II tem a condição adicional de que o conjunto que escolhe deve
estar contido no conjunto totalmente limitado com o respectivo índice de acordo com o turno.

Proposição 4.4.4. Se X é um espaço topológico, então

1. Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X , então Jogador I tem
estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger em X .

2. Se o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto em X , então Jogador II

tem estratégia vencedora no Jogo Sigma ponto-aberto em X .

3. Se o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo finito-aberto em X , então Jogador II tem
estratégia vencedora no Jogo Sigma finito-aberto em X .

Demonstração. Vamos usar a contrapositiva para demonstrar as três implicações.

1. Suponha que o Jogador I não tem estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger
em X . Considere θ uma estratégia arbitrária do Jogador I no Jogo de Rothberger em X .
Então θ não pode ser estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger em X . Logo
existe uma partida 〈θ(〈〉),U0,θ(〈U0〉),U1,θ(〈U0,U1〉),U2, . . . ,θ(〈U0, . . . ,Un〉),Un+1, . . .〉
ganha pelo Jogador II no Jogo Sigma de Rothberger em X . Isto é, X = limsup

n∈ω

Un. Daí,

X = limsup
n∈ω

Un ⊆
⋃

n∈ω

Un ⊆ X . Assim, X =
⋃

n∈ω

Un. Portanto, a partida acima é ganha pelo

Jogador II no Jogo de Rothberger em X . Isso mostra que θ não é estratégia vencedora do
Jogador I no Jogo de Rothberger em X .

2. Suponha que o Jogador II não tem estratégia vencedora no Jogo Sigma ponto-aberto
em X . Considere ρ uma estratégia arbitrária do Jogador II no Jogo ponto-aberto em X .
Então ρ não pode ser estratégia vencedora no Jogo Sigma ponto-aberto em X . Logo
existe uma partida 〈x0,ρ(〈x0〉),x1,ρ(〈x0,x1〉), . . . ,xn,ρ(〈x0, . . . ,xn〉), . . .〉 ganha pelo Jo-
gador I no Jogo Sigma ponto-aberto em X . Isto é, X = limsup

n∈ω

ρ(〈x0, . . . ,xn〉). Daí,
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X = limsup
n∈ω

ρ(〈x0, . . . ,xn〉) ⊆
⋃

n∈ω

ρ(〈x0, . . . ,xn〉) ⊆ X . Assim, X =
⋃

n∈ω

ρ(〈x0, . . . ,xn〉).

Portanto, a partida acima é ganha pelo Jogador I no Jogo ponto-aberto em X . Isso mostra
que θ não é estratégia vencedora do Jogador II no Jogo ponto-aberto em X .

3. Suponha que o Jogador II não tem estratégia vencedora no Jogo Sigma finito-aberto
em X . Considere ρ uma estratégia arbitrária do Jogador II no Jogo finito-aberto em X .
Então ρ não pode ser estratégia vencedora no Jogo Sigma finito-aberto em X . Logo
existe uma partida 〈F0,ρ(〈F0〉),F1,ρ(〈F0,F1〉), . . . ,Fn,ρ(〈F0, . . . ,Fn〉), . . .〉 ganha pelo Jo-
gador I no Jogo Sigma finito-aberto em X . Isto é, X = limsup

n∈ω

ρ(〈F0, . . . ,Fn〉). Daí,

X = limsup
n∈ω

ρ(〈F0, . . . ,Fn〉) ⊆
⋃

n∈ω

ρ(〈F0, . . . ,Fn〉) ⊆ X . Assim, X =
⋃

n∈ω

ρ(〈F0, . . . ,Fn〉).

Portanto, a partida acima é ganha pelo Jogador I no Jogo finito-aberto em X . Isso mostra
que θ não é estratégia vencedora do Jogador II no Jogo finito-aberto em X .

Em 1994, Janusz Pawlikowski estudou a propriedade de Rothberger e a propriedade M

de Menger. Também pesquisou o Jogo ponto-aberto, o Jogo de Rothberger, o Jogo de Menger e
as variantes técnicas de tais jogos. Ele demonstrou no segundo lema de seu paper:

Lema 4.4.5. (PAWLIKOWSKI, 1994) Se X é um espaço topológico de Rothberger, então o
Jogador I não tem uma estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger em X .

Teorema 4.4.6. Se X é um espaço topológico de Rothberger, então o Jogador I não tem uma
estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X .

Demonstração. Se X é um espaço topológico de Rothberger, então, pelo Lema 4.4.5, o Jogador
I não tem uma estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger em X , e pelo Item 1 da
Proposição 4.4.4, o Jogador I não tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X .

Finalmente, juntamos todas as equivalências:

Corolário 4.4.7. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. A Conjectura de Borel;

2. A Conjectura de Borel para espaços métricos;

3. A Conjectura R-Borel;

4. A Conjectura R-Borel para espaços métricos;

5. O Jogo de Mycielski-Solovay é determinado em cada subespaço da reta real;
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6. O Jogo de Mycielski-Solovay é determinado em cada espaço métrico σ−totalmente
limitado;

7. O Jogo de Rothberger é determinado em cada subespaço da reta real;

8. O Jogo ponto-aberto é determinado em cada subespaço da reta real;

9. O Jogo finito-aberto é determinado em cada subespaço da reta real;

10. O Jogo de Rothberger é determinado em cada espaço métrico;

11. O Jogo ponto-aberto é determinado em cada espaço métrico;

12. O Jogo finito-aberto é determinado em cada espaço métrico.

Demonstração. Já temos:

• 1.⇔ 2.⇔ 3.⇔ 4. pelo Corolário 2.3.27.

• 1.⇔ 5.⇔ 6. pelo Corolário 3.1.10.

• 7.⇔ 8.⇔ 9. pelo Corolário 4.3.8.

• 10.⇔ 11.⇔ 12. pelo Corolário 4.3.8.

• 1.⇒ 10. pelo Corolário 4.2.7.

• 10.⇒ 7. é obvio.

Basta provar que 7.⇒ 3. e estabelecemos todas as equivalências.

Considere X um subespaço de Rothberger de R. Pelo Teorema 4.4.6, o Jogador I não
tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X . Como o Jogo de Rothberger é
determinado em X , o Jogador II tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X .
Note que todo ponto de X é um conjunto Gδ pois X ⊂ R. Pelo Teorema 4.2.6, X é enumerável.
Portanto, a Conjectura R-Borel é verdadeira.

Como já foi estabelecida a independência da Conjectura de Borel com ZFC, decorre a
independência de cada afirmação do Corolário 4.4.7 com ZFC.
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