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RESUMO

RENGIFO-SANTANDER, M. M. Conjectura de Borel. 2021. 88 p. Dissertacdo (Mestrado em
Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

A Conjectura de Borel diz que todo conjunto de nimeros reais que tem medida nula forte é
enumeravel. Estendemos a no¢do de medida nula forte no contexto dos espagos métricos e dos
espacos topologicos. Estudamos as relacdes entre a propriedade de Rothberger e a medida nula
forte com alguns jogos topoldgicos. Mostramos as equivaléncias da Conjectura de Borel em

termos dos jogos estudados.

Palavras-chave: Medida nula forte, propriedade de Rothberger.






ABSTRACT

RENGIFO-SANTANDER, M. M. Borel’s Conjecture. 2021. 88 p. Dissertacdo (Mestrado em
Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

Borel’s Conjecture says that any set of real numbers that has strong measure zero is countable.
We extend the notion of strong measure zero in the context of metric spaces and topological
spaces. We studied the relations between the Rothberger’s property and the strong measure zero
with some topological games. We show the equivalences of Borel’s Conjecture in terms of the

games studied.

Keywords: Strong measure zero, Rothberger’s property.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A maioria da terminologia e notagdo usada neste texto € baseada no paper de Leandro F.
Aurichi e Rodrigo R. Dias (AURICHI; DIAS, 2020).

Esta dissertacdo tem como objetivo apresentar algumas relacdes existentes entre a pro-
priedade de medida nula forte e a propriedade C” de Rothberger (chamada simplesmente de
propriedade de Rothberger). Em tal sentido, analisamos as relacdes entre os jogos topoldgicos
associados a propriedade de medida nula forte e a propriedade de Rothberger. Este trabalho é

organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2 de preliminares o resultado principal € mostrar quatro equivaléncias da
Conjectura de Borel que serdo tteis para demonstrar outras equivaléncias em termos dos jogos
dos proximos capitulos. Também sdo importantes as propriedades dos espagos de medida nula
forte e dos espacos de Rothberger.

Na Sec¢ao 2.1 mostramos algumas propriedades de familias ilimitadas que foram usadas
por Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) para provar as quatro equivaléncias mencionadas.

Na Secao 2.2 apresentamos algumas generalizacdes de um conceito de medida. Borel
(BOREL, 1919) introduziu a propriedade de medida nula forte para conjuntos de niimeros reais.
Carlson (CARLSON, 1993) generaliza a nocao de medida nula forte para espagos métricos.
Rothberger (ROTHBERGER, 1938) introduziu a propriedade C” que é chamada de propriedade
de Rothberger e generaliza a no¢cao de medida nula forte para espacos topoldgicos. Scheepers
(SCHEEPERS, 1999) introduziu a propriedade de medida nula topoldgica que generaliza a no¢ao
de medida nula forte para subconjuntos de um espaco topoldgico. Rothberger (ROTHBERGER,
1938) introduziu a propriedade de Rothberger-limitado que generaliza a no¢do de medida nula
forte para subconjuntos de um grupo topolégico. Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020)
analisaram os jogos associados de todas as propriedades mencionadas. Vamos analisar as
propriedades mencionadas mas estamos interessados somente nos jogos associados a propriedade

de medida nula forte e os jogos associados a propriedade de Rothberger.
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Na Secdo 2.3 apresentamos formalmente a Conjectura de Borel. Provamos que o espaco
de Cantor nao € Rothberger para mostrar a consisténcia da negacdo da Conjectura de Borel.
Apresentamos a Conjectura de Borel para espagos métricos. Galvin conjecturou que Conjectura
de Borel implica a Conjectura de Borel para espacos métricos. Carlson (CARLSON, 1993)
demonstrou a Conjetura de Galvin. Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) introduziram a
Conjectura R-Borel. Rothberger (ROTHBERGER, 1941) demonstrou que a Conjectura R-Borel
implica a Conjectura de Borel. Apresentamos a Conjectura R-Borel para espacos métricos.

Finalmente, demonstramos a equivaléncia entre as quatro conjectura mencionadas.

No Capitulo 3 apresentamos dois jogos topoldgicos associados a propriedade de medida
nula forte: O Jogo de Mycielski-Solovay e o Jogo Sigma de Mycielski-Solovay.

Na Secao 3.1 definimos o Jogo de Mycielski-Solovay e as estratégias de seus jogadores.
Também definimos quando temos que uma estratégia € vencedora. Essa definicdo pode ser
estendida a outros jogos. Galvin, Mycielski e Solovay (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY,
2017) mostraram que um espago métrico € enumeravel se, e somente se, o Jogador I/ tem
estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay. Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020)
mostraram que um espago métrico o —totalmente limitado tem medida nula forte se, e somente
se, o Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay. A partir dai, sao
estabelecidas as primeiras equivaléncias da Conjectura de Borel em termos de jogos determinados
de Mycielski-Solovay.

Na Secdo 3.2 definimos o Jogo Sigma de Mycielski-Solovay e as estratégias de seus
jogadores. Galvin, Mycielski e Solovay (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) mostra-
ram que, dado um espago métrico o —totalmente limitado, os conjuntos de medida nula forte
dentro dele podem ser caracterizados pela inexisténcia de uma estratégia vencedora no Jogo de
Mycielski-Solovay e, também, pela inexisténcia de uma estratégia vencedora no Jogo Sigma de
Mycielski-Solovay.

Na Sec¢do 3.3 mostramos a prova feita por Galvin, Mycielski e Solovay (GALVIN;
MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) do Teorema de Galvin-Mycielski-Solovay sobre Produtos

Cartesianos.

Na Secdo 3.4 adaptamos um teorema a partir do paper de Galvin, Mycielski e Solovay
(GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) para mostrar que a Conjectura de Prikry é verdadeira
e responder a pergunta de Sierpinski

Na Secao 3.5 adaptamos um teorema a partir do paper de Galvin, Mycielski e Solovay
(GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) para mostrar responder a pergunta de Fickett.

No Capitulo 4 apresentamos trés jogos topoldgicos associados a propriedade de Rothber-
ger: O Jogo de Rothberger, o Jogo ponto-aberto e o Jogo finito-aberto. No final deste capitulo
definimos as variantes Sigma de esses jogos para obter doze equivaléncias da Conjectura de

Borel.
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Na Secdo 4.1 apresentamos o principio de sele¢do S)(7, %) e seu jogo associado
G (o, %) junto com as estratégias de seus jogadores. Em particular, observamos que a proprie-
dade de Rothberger é definida por um tipo de principio de sele¢do S} (& (X), (X)), onde O'(X)
denota o conjunto de todas as coberturas abertas do espacgo topoldgico X, e seu jogo associado
G1(0(X),0(X)) é chamado de Jogo de Rothberger. Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020)
estabeleceram que, no caso dos espagos métricos compactos, a propriedades de medida nula
forte e a prorpriedade de Rothberger s@o equivalentes. A partir dai, podemos concluir que o

espaco de Cantor 2% ndo tem medida nula forte.

Na Secao 4.2 apresentamos a no¢do de jogos duais. Também definimos o Jogo ponto-
aberto e as estratégias de seus jogadores. Galvin (GALVIN, 1978) demonstrou que o Jogo de
Rothberger e o Jogo ponto-aberto sdo jogos duais. Telgarsky (TELGARSKY, 1975) e Galvin
(GALVIN, 1978) mostraram que em um espago topolégico onde todo ponto é G, o Jogador /1
tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger se, e somente se, o espaco € enumerdvel. Em
particular, no campo dos espacos métricos, mostramos que a Conjectura de Borel implica que o

Jogo de Rothberger e o Jogo ponto-aberto sdo jogos determinados.

Na Secdo 4.3 apresentamos a no¢do de jogos equivalentes. Aurichi e Dias (AURICHI;
DIAS, 2020) mostram que, no caso dos espacos métricos compactos, o Jogo de Mycielski-
Solovay e o Jogo de Rothberger sdo jogos equivalentes. Definimos o Jogo finito-aberto e as
estratégias de seus jogadores. Galvin (GALVIN, 1978) demonstrou que o Jogo de finito-aberto e
0 Jogo ponto-aberto sdo jogos equivalentes. A partir dai, deduzimos que o Jogo de Rothberger e
0 Jogo finito-aberto sdo jogos duais. Em particular, no campo dos espacos métricos deduzimos
que a Conjectura de Borel implica que o Jogo finito-aberto € determinado. Concluimos que o
Jogo de Rothberger, o Jogo ponto-aberto e o Jogo finito-aberto sdo jogos determinados se um

deles é determinado.

Na Sec¢do 4.4 apresentamos o Jogo Sigma de Rothberger, o Jogo Sigma ponto-aberto
e o Jogo Sigma finito-aberto. Pawlikowski (PAWLIKOWSKI, 1994) demonstrou que se X é
um espaco topolégico de Rothberger, entdo o Jogador / ndo tem uma estratégia vencedora no
Jogo Sigma de Rothberger em X. Demonstramos que se o Jogador / ndo tem uma estratégia
vencedora no Jogo Sigma de Rothberger, entdo o Jogador / ndo tem uma estratégia vencedora
no Jogo de Rothberger. Deduzimos que se X € um espaco topoldgico de Rothberger, entdo o
Jogador I ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X. Finalmente, obtemos

doze equivaléncias da Conjectura de Borel.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Borel (BOREL, 1919) introduziu a propriedade de medida nula forte para conjuntos de
ndmeros reais e percebeu que todo conjunto enumeravel de ndmeros reais tem medida nula forte.
A Conjectura de Borel é “todo conjunto de nimeros reais tem medida nula forte € enumerdvel.”
A propriedade de medida nula forte pode ser generalizada para espagos métricos. A Conjectura
de Borel para espacos métricos é “todo espago métrico de medida nula forte € enumeravel.”
Rothberger (ROTHBERGER, 1938) introduziu uma propriedade que generaliza a no¢ao de
medida nula forte para espacos topoldgicos. A Conjectura R-Borel € “todo conjunto de niimeros
reais que tem a propriedade de Rothberger € enumerdvel” e a Conjectura R-Borel para espacos
métricos € “todo espaco métrico com a propriedade de Rothberger é enumerdvel.” As quatro

conjecturas mencionadas sao equivalentes.

2.1 Familias ilimitadas
Definicio 2.1.1. Sejam f,g € ®®. Dizemos que f <* gse {n € @ : f(n) > g(n)} é finito.

Proposicio 2.1.2. Se f,g € ®?, entdo f <* g se, e somente se, existe ny € o tal que, para todo
n = no, f(n) < g(n).

Demonstragdo. Suponha que f <* g. Pela Defini¢do 2.1.1, {n € @ : f(n) > g(n)} é finito. Seja
m=max{n € o : f(n) > g(n)}. Nenhum n > m pertence ao conjunto {n € o : f(n) > g(n)}.
Escreva no = m+ 1. Entdo, para todo n > ny, f(n) < g(n).

Reciprocamente, suponha que existe ng € o tal que, para todo n > ng, f(n) < g(n). Sen
¢ um nimero natural tal que f(n) > g(n), entdo n < ng. Dai, {n € @ : f(n) > g(n)} C ny. Assim,
{ne€w: f(n) > g(n)} é finito. Pela Defini¢do 2.1.1, f <* g.

]

Defini¢ao 2.1.3. Uma pré-ordem ¢é uma relagao reflexiva e transitiva.
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Proposicao 2.1.4. A relacdo <* € uma pré-ordem.

Demonstragdo. Considere f € @® arbitrario. Temos que, para todo n > 0, f(n) < f(n). Pela

Proposicdo 2.1.2, f <* f. Portanto, <* é reflexiva.

Considere f,g,h € @® arbitrarios com f <* g e g <* h. Pela Proposicao 2.1.2, existe
ny € @ tal que, para todo n > ny, f(n) < g(n), e também existe n, € o tal que, para todo n > ny,
g(n) < h(n). Seja ng = max{nj,ny }. Temos que, para todo n > ng, f(n) < g(n) e g(n) < h(n).
Entdo, para todo n > ng, f(n) < h(n). Pela Proposi¢do 2.1.2, f <* h. Portanto, <* é transitiva.

7z

Assim, <* € uma pré-ordem.

[]

Defini¢io 2.1.5. Dizemos que uma familia F C ®® é uma familia ilimitada se ndo existe
g € 0? tal que, paratodo f € F, f <* g.

Proposicio 2.1.6. A familia @® é uma familia ilimitada.

Demonstracdo. Considere g € @® arbitrério. Defina f € @® por f(n) = g(n) + 1 para cada
n € @. Logo o conjunto {n € @ : f(n) > g(n)} ¢ infinito. Pela Defini¢do 2.1.1, f &£* g. Portanto,

o® é uma familia ilimitada.

]

Proposicao 2.1.7. Nenhuma familia enumerdvel € ilimitada.

Demonstracdo. Vamos assumir por contradicdo que {f, : n € ®} é uma familia enumeravel
ilimitada em @®. Defina g € @® por g(n) = max fm(n). Pela Definigdo 2.1.5, existe algum m € @
tal que f,, £* g. Pela Proposi¢do 2.1.2, f,,(n) > g(n) para algum n > m mas isso contradiz a
defini¢cdo de g.

O

Definicao 2.1.8. Definimos b como sendo a menor cardinalidade possivel de uma familia

ilimitada.

Observaciio 2.1.9. A Hipétese do Continuo pode ser escrita como X = 2%0, Pela Proposicio

2.1.7, ® < b. Pela Proposigdo 2.1.6, b < 280, Logo a Hipétese do Continuo implica que b = X .

Proposicio 2.1.10. Sejam as familias F C ®® e G C ®® de maneira que, para cada f € F,
existe algum g € G tal que f <* g. Se F € uma familia ilimitada, entdo G também é uma familia

ilimitada.

Demonstragdo. Vamos usar a contrapositiva. Suponha que G nio € uma familia ilimitada. Entdo

existe 1 € @ tal que, para todo g € G, g <* h. Considere f € F arbitrdrio. Logo existe algum
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g € G tal que f <* g. Pela transitividade de <* e pelo que foi dito acima, temos que f <* h.

Portanto, F ndo é uma familia ilimitada.

]

Lema 2.1.11. Se b = X, entfo existe uma familia ilimitada {gy: & < @} em @® tal que
a<B<w = gqa<" gp

Demonstragdo. Considere {fy : @ < )} uma familia ilimitada em @®. Usando recursdo trans-
finita, seja go = fo e, para cada B < m, assuma ja definido o conjunto {gq : @ < B} que
é enumerdvel. Fixe uma enumeragdo {/,}nco = {ga : & < B}U{fp}. Defina gg € ®® por
gp(n) = g}gﬁhm(n) de modo que, para cada m € @, se n > m, entdo gg(n) > hy(n). Portanto,
hn <* gp para todo m € @. Como fg = hy, para algum m € @, fg <* gg para todo < o;. Pela
Proposi¢do 2.1.10, {g¢ : & < ®; } é uma familia ilimitada em @®. Finalmente, se @ < § < oy,

entdo go = hy, para algum m € ®, de onde go <* gg.

]

Pela Observacdo 2.1.9, a consequéncia do Lema 2.1.11 vale sob a Hipétese do Continuo.

2.2 Generalizacoes de um conceito de medida

Emile Borel introduziu um tipo de generalizagio do conceito de medida em R:

Definicao 2.2.1. (BOREL, 1919) Um conjunto X C R tem medida nula forte se, para qualquer
sequéncia (&,),ce de nimeros reais positivos, existe uma sequéncia (I,,),c de intervalos

abertos satisfazendo ! diam(I,) < &, paracadanc we X C U L.
necw

Todo conjunto de nimeros reais que tem medida nula forte também tem medida nula
de Lebesgue pois se X C R tem medida nula forte, entdo, para todo € > 0, na Defini¢do 2.2.1

podemos definir, para cada n € @, &, = € e obtemos que X tem medida nula de Lebesgue.

Na medida nula de Lebesgue os didametros dos intervalos sdo menores que um nimero
positivo fixo, enquanto na medida nula forte o didmetro de cada intervalo deve diminuir se a
sequéncia de nimeros reais positivos estiver diminuindo. Por exemplo, sabemos que o Conjunto
de Cantor do intervalo [0, 1] tem medida nula de Lebesgue. No processo iterativo da constru¢do
do Conjunto de Cantor, para € > 0 fixo, podemos encontrar um n € @ tal que todos os intervalos
dos passos maiores que n t€tm comprimento menor que €. Portanto, o Conjunto de Cantor tem
medida nula de Lebesgue. Porém, nao podemos concluir que o Conjunto de Cantor tem medida
nula forte se a sequéncia de ndmeros reais positivos estiver diminuindo “mais rapido” do que

diminui o comprimento dos intervalos do processo iterativo da constru¢do do Conjunto de Cantor.

U diam(I,) = sup{|x—y| : x,y € I,}
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Podemos observar na Secao 4.1 que o Conjunto de Cantor nao tem medida nula forte.
Para isso vamos usar o fato bastante conhecido que Conjunto de Cantor do intervalo [0,1] é
homeomorfo a 2% pois os elementos do Conjunto de Cantor sdo os nimeros reais entre 0 e 1 que
na base 3 podem ser escritos usando somente os digitos 0 e 2, isto é, o Conjunto de Cantor é
homeomorfo a {0,2}® que é homeomorfo a {0,1}® = 2? onde os conjuntos da forma {a,b}
tem a topologia discreta e o conjuntos da forma {a,b}® tem a topologia de Tychonoff segundo a

Defini¢do 2.3.2. A partir do Exemplo 2.3.3 vamos dizer que 2% é o espago de Cantor.

Algumas propriedades simples que vamos usar:

Exemplo 2.2.2. (BOREL, 1919) Todo conjunto enumeravel de niimeros reais tem medida nula

forte.

Demonstracdo. Considere um conjunto enumerdavel arbitrario {x, },co C R e uma sequéncia

arbitréria (&,),co € RY,. Paracadan € o, definal, = (xn — En,xn + E") . Entéo a sequéncia de

intervalos abertos (I,),cq satisfaz diam(1,) < €, paracadan € @ e {x,; }pew C U I,. Portanto,

ncw
{Xn tnew tem medida nula forte.

]

Exemplo 2.2.3. Todo subconjunto incluido em um conjunto de nimeros reais que tem medida

nula forte também tem medida nula forte.

Demonstragdo. Se Y C X C R e X tem medida nula forte, entdo, para qualquer sequéncia
(€n)ncw € R, existe uma sequéncia ()¢ de intervalos abertos satisfazendo diam(7,) < &,
paracadanc weY CX C U 1,,. Portanto, Y tem medida nula forte.

new

]

Exemplo 2.2.4. Se r > 0 e X € um conjunto de nlimeros reais que tem medida nula forte, entdao

o conjunto rX = {rx: x € X} tem medida nula forte.

Demonstragdo. Sejam r > 0 e X um conjunto de nimeros reais que tem medida nula forte.

) . L A
Considere uma sequéncia arbitraria (€,),c0 € R?,. Defina a sequéncia <—"> € R?,. Como
. . A . . r new .
X tem medida nula forte, existe uma sequéncia (I,),c, de intervalos abertos satisfazendo

. S - . .
diam(7,) < =z paracadanc we X C U I,. Entéo a sequéncia de intervalos abertos (rl,;)nce
r
new
satisfaz diam(rl,) = rdiam(/l,,) < €, paracadan € werX Cr U I, = U rl,. Portanto, rX tem

new new
medida nula forte.

O

Exemplo 2.2.5. A unido enumeravel de conjuntos de nimeros reais que tém medida nula forte

também tem medida nula forte.
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Demonstragdo. Seja X = U X; onde cada X é um conjunto de nimeros reais que tem medida

kew
nula forte. Considere uma sequéncia arbitraria (€,),co € R?,. Escolha uma parti¢cdo de @ em

uma quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjuntos como ® = U M. Paracadak c o,

kew
considere a sequéncia (&), m, - Como cada X; tem medida nula forte, para cada k € o, existe

uma sequéncia de intervalos abertos (i ;) men, satisfazendo diam(ly ,) < &, para cada m € My

e X; C U I - Entdo X = U X; C U U Iy m €, para cada n € @, existe um Unico k € @
meMy, kew kew meM;,
tal que n € My e diam(ly ,) < &,. Portanto, X tem medida nula forte.

]

Pelo Exemplo 2.2.3 e pelo Exemplo 2.2.5 os seguentes conjuntos de niimeros reais tém
medida nula forte: O conjunto vazio, 0os conjuntos unitdrios, os conjuntos finitos e a unido finita

de conjuntos de nimeros reais que t€ém medida nula forte.

Podemos observar na Secdo e na Secdo algumas caracterizacdes dos conjuntos de

nimeros reais que tém medida nula forte.

Timothy J. Carlson apontou no seu paper que a no¢ao de medida nula forte é generalizada

para espacos métricos arbitrarios de forma obvia:

Definicdo 2.2.6. (CARLSON, 1993) Um espago métrico (X,d) é dito ter medida nula forte
se, para qualquer sequéncia (€,),ce de nimeros reais positivos, existe uma sequéncia (A,)ncw

de conjuntos satisfazendo > diam(A,) < &, paracadan € we X = U A,
necw

Observacao 2.2.7. Se X C R, entdo a Defini¢do 2.2.6 é equivalente a Defini¢do 2.2.1.

Pois, para ir da Defini¢do 2.2.1 para a Defini¢do 2.2.6, escrevemos A, = I,, N X para cada

n € ®, e para ir da Defini¢do 2.2.6 para a Definicdo 2.2.1, escolhemos intervalos I, de didmetro

g
€, que cobrem cada A, com diam(4,) < En

Observacao 2.2.8. Qualquer subespago de um espago de medida nula forte também é de medida

nula forte.

Pois, se Y € subespagco de um espaco de medida nula forte X, entdo, para qualquer

(O]
>

medida nula forte para X, entdo a sequéncia de conjuntos (A, NY),cq satisfaz a defini¢do de

sequéncia (&,)ncn € RY;, se (A,)nco € a sequéncia de conjuntos que satisfaz a definigao de

medida nula forte para Y.

Observacao 2.2.9. Todo espago métrico enumerdvel é de medida nula forte.

Pois, se {x,}ncw € um espago métrico enumeravel, entdo, para qualquer sequéncia
(€n)ncw € RY, a sequéncia de conjuntos unitarios ({x,})nce satisfaz a definicdo de medida

nula forte para {x, },co. Em particular, os espagos métricos finitos sdo de medida nula forte.
2 diam(A,) = sup{d(x,y) : x,y €A, }
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Podemos observar algumas caracterizagdes da propriedade de medida nula forte para
espacos métricos 0 —totalmente limitadas e para espacos métricos compactos na Sec¢do 3.2 e na

Secdo 4.1 respectivamente.

Fritz Rothberger introduziu a propriedade C” que poderia ser vista como generaliza¢do
da no¢ao de medida nula forte para os espagos topologicos. Vamos usar a terminologia que
Aurichi e Dias usam no seu paper (AURICHI; DIAS, 2020), a propriedade C” é chamada por
eles de propriedade de Rothberger:

Definicao 2.2.10. (ROTHBERGER, 1938) Um espago topoldgico X € dito ser Rothberger se,
para qualquer sequéncia (%) ,cq de coberturas abertas de X, existe uma sequéncia (U, ) e tal
quecadalU, € 6,e X = U U,.

new

Podemos observar a caracterizagdo da propriedade de Rothberger como propriedade

seletiva definida por um principio de selecdo na Secao 4.1

Na Secdo 2.3 vamos mostrar varios resultados relacionados com a propriedade de medida

nula forte e a propriedade de Rotherger para obter algumas equivaléncias da Conjectura de Borel.

No Capitulo 3 e no Capitulo 4 vamos ver jogos infinitos em espacos métricos de medida
nula forte e em espacos de Rothberger respectivamente. Nao vamos ver jogos infinitos em
outros espagos que generalizam a no¢do de medida nula forte. Porém, vamos finalizar esta secdo
apontando mais algumas generaliza¢des que apareceram na Introdugdo do paper de Aurichi e
Dias (AURICHI; DIAS, 2020).

Marion Scheepers propds uma propriedade semelhante a propriedade de Rothberger mas

definida para um subconjunto de um espago topoldgico:

Definicao 2.2.11. (SCHEEPERS, 1999) Um subconjunto X de um espaco topolégico Y é
de medida nula topoldgica se, para qualquer sequéncia (¥;),c de coberturas abertas de Y,

podemos escolher V,, € ¥, para cada n € @ de modo que X C U V.
ncw

Definicao 2.2.12. Um superespaco de um espago topolégico X é um espago topolégico Y tal

que X C Y e todo conjunto aberto de X € a intersecao de X com algum conjunto aberto de Y.

Na Introducao do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apereceu uma relaciao

entre a propriedade de Rothberger e a propriedade de medida nula topoldgica:

Proposicao 2.2.13. Um espaco X é um espaco de Rothberger se, e somente se, X € de medida

nula topolédgica em qualquer superespaco.

Demonstragdo. A prova da parte reciproca da proposi¢ao € trivial pois basta considerar X como

um superespaco de X. Vamos provar a implicagdo direta.
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Considere X um espaco de Rothberger. Considere Y qualquer superespaco topolégico
de X. Considere (¥},),ce uma sequéncia arbitraria de coberturas abertas de Y. Para cadan € o,
a colecdo 6, = {VNX :V € ¥,} é uma cobertura aberta de X. Logo existe uma sequéncia
(V,nX:n€w)talquecadaV,NX € 6, e X = U (V,NX) C U V,.. Entao V,, € ¥;, para cada

ncw ncw
neweX C U V,,. Portanto, X € de medida nula topolégicaem Y.
ncw

]

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontam na Introducao do paper deles que
outro contexto particular no qual existe uma extensao natural da no¢do de medida nula forte € no

contexto dos grupos topoldgicos:

Definicao 2.2.14. Em um grupo (G, ), para cada x € G e U C G, definimos o conjunto

xxU={xxu:uecU}.

Fritz Rothberger introduziu uma propriedade que poderia ser vista como generalizacdo

da nocao de medida nula forte para os subconjuntos de um grupo topolégico:

Definicdo 2.2.15. (ROTHBERGER, 1938) Considere um grupo topolégico (G, *) que tem ele-
mento identidade e. Um subconjunto X C G é chamado Rothberger-limitado se, para qualquer
sequéncia de vizinhancas abertas de e, existe um translado esquerdo de cada vizinhanga na

sequéncia que juntos cobrem X. Isto é, existe uma sequéncia (x,),cq de elementos de G tal que

X C an*Un.

ncw
Na Introdugdo do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020), eles apontaram:

Proposicao 2.2.16. Um subconjunto de R tem medida nula forte se, e somente se, for um

subconjunto Rothberger-limitado de R, onde R visto como um grupo topoldgico aditivo.

Demonstracdo. Suponha que X C R tem medida nula forte. Considere (U,),cq uma sequéncia
arbitrdria de vizinhangas abertas de 0. Para cada n € @, escolhemos g, > 0 tal que (—¢&,,€,) C U,.
Como X C R tem medida nula forte, existem intervalos abertos I, satisfazendo diam(7,,) < &, para

caddancweX C U I,,. Para cada n € w, vamos escolher x,, € I, e vamos definir J, = —x,, + I,,.

ncw
Logo 0 € J,, e diam(J,)) < g, para cada n € @. Dai, J,, C (—¢&,,€,) C U, para cada n € ® Assim,

I, =x,+J, C x,+ U, para cada n € ®. Entdao X C U (xn + Up,). Portanto, X é Rothberger-

.. ncw
limitado.

Reciprocamente, suponha que X C R é Rothberger-limitado no grupo topoldgico (R, +).

Considere (&,),c uma sequéncia arbitraria de nimeros reais positivos. Para cada n € o, va-

definir J, = ( ——
mos definir J, 277

) . Como X € Rothberger-limitado e (J,),ce é uma sequéncia de
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vizinhangas abertas de 0, existe uma sequéncia (x,),cq de nimeros reais com

g, &,
xe Ut =U (u-F0+73)

new new

. &n En . . .
Para cada n € w, vamos definir [,, = (xn — 5,xn + 3> . Assim, (I) e € uma sequéncia de
intervalos abertos satisfazendo diam(/,,) < €, paracadan € w e X C U 1,,. Portanto, X tem

. new
medida nula forte.

]

Marion Scheepers mostrou que existem grupos topolégicos Rothberger-limitados de

cardinalidade infinita arbitraria:

Exemplo 2.2.17. (SCHEEPERS, 2011) Considere um niimero cardinal infinito k. Seja o grupo

de 7Z*= H Z com a operacdo adicdo de nimeros inteiros em cada coordenada o € K.
ocK
Considere Z com a topologia discreta e Z* com a topologia de Tychonoff. Seja o —produto

o(Z*)={feZ": {aex: f(a)#0}| < Xo}. Entdo 6(Z") visto como sub-grupo topoldgico
de ZX é um grupo topoldgico Rothberger-limitado de cardinalidade x.

Demonstra¢do. Como 6(Z*) é o conjunto de fungdes de Z* que t¢ém um ndmero finito de
coordenadas com valores diferentes de zero, a adi¢do dos valores de dois fungdes de o(Z*) em
cada coordenada o € k tem como resultado uma funcéo de Z* que tem um ndmero finito de
coordenadas com valores diferentes de zero, isto é, tal resultado é outro elemento de o (ZX).
Entdo ¢ (Z*) é subgrupo de Z*. Portanto, ¢(Z*) é um subgrupo topolégico de Z* onde um

conjunto aberto de 6(Z*) é a interse¢do de ¢(Z*) com um conjunto aberto de ZX.

Afirmagdo 1. |0 (Z")| = k.
Demonstragdo. [da Afirmagdo 1] Para cada n € @, definimos

0n(Z°) ={f € Z": {a € k: f(a) # O} < n}.

Entdo 0p(Z*) = {0} e para cada n € w \ {0}, escolhendo o; < Kk e m; € Z para cada i € n
podemos definir f € 6,(Z*) por

f(OC)Z{ m; Se o = 0

0 caso contrario.

Entdo |0,(Z¥)| = k" - X{} = k para cadan € @\ {0}. Portanto,

k= |o1(Z)| < |o(Z)| = <o k=K.

U 6u(Z¥)

new
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Assim, 6(Z*) é um grupo topoldgico de cardinalidade k.
Resta verficar que 6(Z*) é Rothberger-limitado.

Considere (U, ), qualquer sequéncia de vizinhangas abertas bdsicas de 0, isto é, para
cadan € o, 0 € U, e U, é um conjunto de fungdes de o(Z¥) que tém os mesmos valores
num nidmero finito de coordenadas. Para cada n € @, f € U, se, e somente se, f € 6(Z") e
existem conjuntos finitos { ¢, ...,04, } C x e {mo,...,m; } C Z tais que f(@;) = m; para cada
i<, Como0eU, para cada n € @, m; = 0 para cada i < [,,. Portanto, para cada n € m, existe
um subconjunto finito F, C k de modo que U, = {f € 6(Z*) :Va € F,(f(a) = 0)}. Agora,

seja C = U F,,. Como C é enumerivel, 6(Z°) também é enumerével. Fixe uma enumeragio
new
{gn}new = 0(Z) e, para cada n € o, defina f, € 6(ZX) por

fn(a):{ gn() seacC;

0 caso contréario.
Portanto, f,, | C = gj.
Afirmagdio 2. 6(Z*) C | J (fu+Un).

ncw

Demonstracdo. [da Afirmacédo 2] Considere h € ¢ (ZX) arbitrério,
HaeC:h(a)#0}| <|{a € k:h(a)#0} < No.
Entdo i | C € 6(Z°), de onde, segue que 4 | C = g, para algum m € ®. Defina g € 6(ZX) por

0 seaeC;
gla) = iy
h(a) caso contrério.

Portanto, g € Uy, Note que h = f;, + g. Entdio, h € (fu+ Uy) C | (fo -+ Uy). Portanto,

new

o(2%) € U (fu+Un)-

ncw

Assim, 6(Z*) é Rothberger-limitado.

]

No paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020), eles analisaram o Jogo de me-
dida nula topoldgica e o Jogo fraco de Rothberger sobre espacos métricos com propriedades
especificas para obter algumas caracterizacdes da propriedade de medida nula forte. Também
analisaram o Jogo de Rothberger-Limite para obter algumas caracterizagdes dos subconjun-
tos Rothberger-limitados de grupos topolégicos com propriedades especificas. Além disso,

mostraram as equivaléncias da Conjectura de Borel em termos de todos os jogos analisados.
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2.3 Algumas equivaléncias da Conjectura de Borel

Pelo Exemplo 2.2.2, todo conjunto enumeravel de nimeros reais tem medida nula forte.

Depois de observar isso, Borel conjecturou a reciproca:

Definicao 2.3.1. (BOREL, 1919) A Conjectura de Borel ¢ a afirmacdo “Qualquer subconjunto

de nimeros reais que tem medida nula forte € enumeravel”.

Os resultados a seguir sdo Uteis para mostrar a consisténcia da negacao da Conjectura de
Borel com ZFC.

Definicao 2.3.2. Seja (A;);c; uma familia de espagos topoldgicos. A topologia de Tychonoff

de HAi ¢ a topologia gerada pela sub-base de todas as imagens inversas pelas projecoes dos
icl

conjuntos abertos de A; para cadai € I.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontam na Introdug@o do paper deles:

Exemplo 2.3.3. O espaco de Cantor 2% ndo é de Rothberger.

Demonstragdo. Escreva2® = [[{0,1} onde {0,1} recebe a topologia discreta e 2® recebe a
new
topologia de Tychonoff. Como todo conjunto € um conjunto aberto na topologia discreta, temos

que {0} e {1} s@o conjuntos abertos em {0, 1}. Como, para cada n € @, a proje¢do na n—ésima
coordenada 7, :2%° — {0, 1} é uma funco continua, para cada n € @, as imagens inversas

m, '[{0}] e m, '[{1}] sdo conjuntos abertos em 2% e

m, {0} um, ' [{1}] = m {0y U{1}] = 7, '[{0, 1}] = 2°.

Para cada n € @, defina ¢, = {x, '[{0}], 7, '[{1}]}. Entio (€, )nce é uma sequéncia de cober-
turas abertas de 2®. Considere (Uy),cq uma sequéncia arbitrdria tal que cada U, € 6. Assim,

para cada n € @, existe algum m,, € 2 tal que U, = 7, '[{m,}]. Defina f € 2% por

f(n):{ 0 sem,=1;

1 sem,=0.
Se g € Uy, entdo g(n) = m, # f(n), de onde, segue que, para todo n € @, f ¢ U,. Portanto,

20 £ U U,. Assim, 2% ndo é um espago de Rothberger.

ncw

Na Introdugdo do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020), eles apontam:

Proposicao 2.3.4. A propriedade Rothberger € preservada por imagens continuas.
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Demonstragcdo. Sejam X e Y espacgos topoldgicos e f: X — Y continua. Se X é Rothberger, en-
tdo vamos mostrar que f[X] também € Rothberger. Considere (Z,),ce uma sequéncia arbitrdria
de coberturas abertas de f[X], para cada n € ®, defina %6, = {f~'[D]: D € Z,}. Como (€,)ncw
¢ uma sequéncia de coberturas abertas de X, existe uma sequéncia (U, ) e tal que cada U, € 6,

e X = U U,. Note que, para cada n € @, existe um V,, € 9, tal que U, = f~'[V,], de onde
ncw
(Vi) new € uma sequéncia tal que cada 'V, € &, e f[X| = U V,. Portanto, f[X] é Rothberger.

new

]

Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) na Introducdo do paper deles apontam:

Observacio 2.3.5. Se temos um conjunto compacto K C @®, entdo, para cada n € ®, o

conjunto compacto 7, (K] C o é finito. Defina F € o® por F(n) = max m,[K].

Portanto, se f € K, entdo, para todo n € o, f(n) < F(n). Isto é,

KC{few®:VYneco(f(n)<Fn)

O teorema seguinte apareceu na Introdug@o do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS,
2020). Na demonstracdo do teorema é usado o fato de que ®® e [0, 1]\ Q sdo homeomorfos.
Possivelmente € bastante conhecido que ®® é homeomorfo a R\ Q. Como R é homeomorfo a
[0,1], @® é homeomorfo a [0, 1]\ Q.

Teorema 2.3.6. (ROTHBERGER, 1941) A Hipoétese do Continuo implica que existe um conjunto
nao enumerdvel de nimeros reais que tem medida nula forte e que nao satisfaz a propriedade de

Rothberger.

Demonstracdo. Sob a Hipétese do Continuo, podemos escrever 29 = {hy : @ < @, } e vale a
consequéncia do Lema 2.1.11 pois, pela Observagdo 2.1.9, a Hipétese do Continuo implica
que b = X . Portanto, podemos escolher uma familia ilimitada {gy : @ < ®;} em @® tal que
a<B <o = ga<"gp

A partirde {gq : @ < ®1} e {hg : @ < @1} vamos obter outra familia indexada por ®;.

Para cada o € @y, defina fi, € @ por fo(n) =2-ga(n) +he(n) eescrevaZ = {fo : ¢ < 1 }.

Agora, vamos obter uma funcdo: fy — hy. Defina v : @® — 2@ tal que, para cada
ne o, y(f)(n)=f(n) mod2.

Afirmacao 1. A fungdo y [ Z: Z — 29 € continua e sobrejetora.

Demonstracdo. [da Afirmacgdo 1] Se y é continua, entdo y | Z € continua. Para mostrar a
continuidade de y basta verificar que a imagem inversa por ¥ de todo conjunto aberto basico
em 2% é um conjunto aberto em ®®. Considere B um conjunto aberto bdsico arbitrario em 2?.

Um conjunto aberto basico em 2% é um conjunto de fung¢des que t&ém os mesmos valores num
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nimero finito de coordenadas. Entdo existem conjuntos finitos {n;};<x C ® e {m;};<x C 2 com
B={h€2?:h(n;) =m;Vi < k} para algum k € . Portanto,

v '[B = {feo®: y(f)eB}
— {fe®: y(f)(m)=m¥i <k}
= (WS eo®: y(f)(n)=m}

i<k

— m{fea)w:f(ni):mimodZ}

i<k
= ﬂ{fe ®® : f(n;) =2j+m; para algum j € ®}

i<k

= N U{feo®: f(n)=2j+m}

i<k jew
—1 .
i<k jew
Como os conjuntos unitdrios sdo conjuntos abertos na topologia discreta de @, as imagens
inversas pelas projecdes dos conjuntos unitdrios de @ sdo conjuntos abertos na topologia de

Tychonoff de @® = H @. Como a unido arbitraria de conjuntos abertos € um conjunto aberto e
necw
a intersegio finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto, ¥~ ![B] é um conjunto aberto em

®®, de onde, segue que ¥ é continua. Portanto, também v [ Z € continua.

Por outro lado, note que, para todo hy € 29, existe f, € Z tal que, para cada n € o,
fa(n) =2-gq(n) +heg(n). Entdo, para cadan € ®, hg(n) = fo(n) mod 2, isto é, para cadan € o,
ho(n) = Yy(fg)(n). Portanto, y [ Z : Z — 29 & sobrejetora.

S

]

Agora, fixe um homeomorfismo ¢ : ®® — [0,1]\ Q e escreva X = ¢[Z]. Note que
X C[0,1]\ Q C R. Como Z € ndo enumerdvel e ¢ é bijetora, X é um conjunto ndo enumerével

de nimeros reais.
Vamos mostrar que X ndo € um espaco de Rotheberger.

Se X fosse um espago de Rothberger entio, pela Proposicio 2.3.4, ¢ ! [X] = Z também
seria um espago de Rothberger. Pela Afirmacdo 1 acima, y [ Z : Z — 2% é continua e sobrejetora.
Entdo y[Z] =29 e, pela Proposi¢do 2.3.4, 2® também seria um espago de Rothberger mas ja
vimos no Exemplo 2.3.3 que 2% ndo é um espago de Rothberger. Portanto, X ndo é um espagco
de Rothberger.

Afirmagdo 2. Se U é um conjunto aberto de [0,1] tal que [0,1]NQ C U, entdo X \ U é

enumeravel.

Demonstracdo. [da Afirmacéo 2] Considere U um conjunto aberto de [0, 1] tal que [0,1]NQ C U.
Entdo [0, 1]\ U é um conjunto fechado e limitado tal que [0,1]\ U C [0,1]\ Q. Logo [0,1]\U
é um subconjunto compacto de [0,1]\ Q. Seja K = ¢~ [[0,1]\ U]. Como a compacidade é
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preservada por homeomorfismos, K é um subconjunto compacto de ®®. A Observagio 2.3.5
implica que existe F € 0® talque K C {f € ®® :Vn € o(f(n) < F(n))}. Como {gq: 0t < @ }
¢ uma familia ilimitada em @®, vamos escolher 1] € ®; com &n ;{* F.Note que se n < o < 0,
entdo gn <* gq, de onde, segue que g £* F para todo o € o; \ 1. Portanto, f £* F para todo
o € @1\ 1. Note que se f € ZNK, entdo [ = fy para algum @ < ) e fo(n) < F(n) para todo
n € . Pela Proposi¢do 2.1.2, fi, <* F e pelo que foi dito acima, @ ¢ w; \ 1, isto é, a < 7.
Portanto, ZNK C {fy : @ < N}, de onde, segue que ZN K é enumeravel. Como ¢ ¢é bijetora,
©[ZN K] também é enumeravel. Note que X \U = X N[0,1]\U = ¢[Z] N ¢[K] = @[ZNK].

Portanto, X \ U é enumeravel.

]

Vamos mostrar que X tem medida nula forte.

Considere (€,),ce uma sequéncia arbitraria de niimeros reais positivos. Fixe uma enume-

€ €
ragdo {qx trew = [0,1] N Q. Para cada k € w, defina I, = <qk — %,qk + %) . Como a unido
de tais conjuntos é um conjunto aberto, [0,1]N U b é um conjunto aberto de [0, 1] tal que
kew

[0,1]NQ C[0,1]N U by Pela Afirmagdo 2 acima, X \ ([O, 11N U IZk) ¢ enumeravel. Note

kew kew

que X \ U Ly=X\|{1[0,1]N U IZk) . Portanto, X \ U by é enumerdvel. Fixe uma enumarecao
kew kew kew

) € €
{xm}meo =X\ U I;.. Finalmente, para cadam € @, defina I, | = (xm — 2';“ X+ 2";1 ) )
kew
Como a unido de tais intervalos cobre X \ U by, temos que X C U I, e diam(/,) < g, para

kew new
cada n € w. Portanto, X tem medida nula forte.

Assim, X é o conjunto de nimeros reais que estamos procurando.

Corolario 2.3.7. A Hipétese do Continuo implica que a Conjectura de Borel falha.

Demonstragdo. Vamos assumir que vale a Hipétese do Continuo. Pelo Teorema 2.3.6, existe um
conjunto ndo enumeravel de nimeros reais que tem medida nula forte. Portanto, a Conjectura de
Borel falha.

O]

Decorre do Coroldrio 2.3.7 que a negacdo da Conjetura de Borel € consistente com ZFC.
Richard Laver (LAVER, 1976) usou a técnica de forcing para provar que a Conjectura de Borel é

consistente com ZFC. Isto estabelece a independéncia da Conjectura de Borel com ZFC.
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Timothy J. Carlson (CARLSON, 1993) apontou a generalizacdo da propriedade de
medida nula forte para espacos métricos segundo a Definacdo 2.2.6. Nao obstante eu ndo saiba

se estd em outro lugar, acho natural generalizar a Conjectura de Borel para espacos métricos:

Definicao 2.3.8. A Conjectura de Borel para espacos métricos ¢ a afirmacio “Todo espago

meétrico de medida nula forte é enumeravel”.

Galvin conjecturou que a Conjectura de Borel implica a Conjectura de Borel para
espacos métricos. Vamos mostrar a prova que Carlson fez da Conjectura de Galvin. Antes disso,

precisamos de algumas defini¢des e mostrar alguns resultados que Carlson aponta no seu paper.

Definicao 2.3.9. Um espago topoldgico € dito separavel se possui algum subconjunto denso

enumeravel.

Carlson aponta na Secdo de Preliminares de seu paper (CARLSON, 1993) que todo
espaco métrico de medida nula forte dever ser separdvel. Antes de demonstrar iSso vamos provar

um lema técnico usando o Lema de Zorn:

Lema de Zorn. Se em um conjunto ndo vazio parcialmente ordenado toda cadeia tem

limitante superior, entdo o conjunto parcialmente ordenado tem elemento maximal.
Lema 2.3.10. Seja (X,d) um espago métrico. Para cada r > 0 definimos a colegio
Ay ={ACX:Vx,y EA(x#y=d(x,y) >r)}

Se, para todo r > 0, temos que todos os conjuntos da colecdo o7 sdo enumeraveis, entdo o espago
(X,d) é separavel.

Demonstragdo. Considere r > 0 fixo mas arbitrdrio. Observe que <7, # & pois 0 conjunto vazio
e 0s conjuntos unitarios pertencem a .o7,. Seja ¢ qualquer cadeia em .27, com a ordem da inclusao.

Afirmagio 1.3 UCK € .
Demonstracdo. [da Afirmacdo 1] Considere x,y € U % arbitrarios. Entao existem A,B € € C .7,

talque x e Aey e B. Como % € cadeia, AC BouB C A.Dai, x,ye B€ @, oux,y €A € .
Em ambos os casos: x # y = d(x,y) > r. Portanto, U‘ﬁ € ).

[]

Pela Afirmacdo 1 acima, toda cadeia em .7, tem limitante superior. Como as hipéteses do
Lema de Zorn sdo satisfeitas, cada <7, tem algum elemento maximal. Para cada r > 0, escolhemos

um elemento maximal M, € <7,.
Afirmacdo 2.4 d(z,M,) < rparatodoz € X.
P Ue=Uc
C

€¢
Y d(z,M;) =inf{d(z,y) : y € M}
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Demonstragdo. [da Afirmagdo 2] Suponha o contrario. Isto é, d(z,M,) > r para algum z € X.
Entéo z ¢ M, e d(z,y) > r paratodo y € M,. Assim, M, & M, U{z} e M,U{z} satisfaz que, para
todo x,y € M, U{z}, x #y = d(x,y) > r. Dai, M, U {z} € 4 o que contradiz a maximalidade
de M,.

]

Denotamos por M = U M,. Cada colec¢do o7, tem somente conjuntos enumeraveis.

r€Qso
Logo cada M, é enumerdvel. Dai, M é unido enumeravel de conjuntos enumerdveis. Portanto, M

€ enumeravel.

Afirmacdo 3. M € denso em X.

Demonstragdo. [da Afirmagdo 3] Considere W C X um conjunto aberto ndo vazio arbitrario.
Sejam z € W e € > 0 com B(z,€) C W. Escolhemos r € Q- tal que 0 < r < €. Pela Afirmagéo
2 acima, d(z,M,) < r < &. Logo d(z,M,) =inf{d(z,y) : y € M,} < €. Entéo existe um y € M,
tal que d(z,y) < €. Dai, y € B(z,€) C W. Assim, y € M,NW. Portanto, M NW # &.

]

Assim, M é um conjunto denso enumerdvel em X. Isto é, (X, d) é separavel.

Vamos usar o Lema 2.3.10 para provar o apontado por Carlson:

Proposicao 2.3.11. (CARLSON, 1993) Todo espaco métrico de medida nula forte é separavel.

Demonstra¢do. Vamos assumir por contradi¢do que existe um espago métrico (X,d) de medida
nula forte ndo separdvel. Pelo Lema 2.3.10, para algum r > 0 deve existir pelo menos um
conjunto ndo enumerdvel A da colecdo .o7,. Basta provar que A nao tem medida nula forte o que
contradiz a Observagéo 2.2.8 pois A C X. Para cada n € @, definimos €, = r. Considere (A,),ce

uma sequéncia arbitrdria de conjuntos satisfazendo que A = U A,. Como A ndo é enumeravel,

new
para algum m € @ temos que A,, ndo € enumerdvel. Dai, existem pontos x,y € A,, C A com x # y.

Como A € 7, d(x,y) > r. Assim, diam(A,,) = sup{d(x,y) : x,y € Ay} = d(x,y) > r = &,.
Portanto, A ndo tem medida nula forte.

]

Devemos ver algumas propriedades das imersoes de Lipschitz que Carlson usou para

demonstrar a Conjectura de Galvin.
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Definiciio 2.3.12. Sejam (X,d) e (X,d) espacos métricos. Uma funcio injetora h: X — X é

dita, uma imersdo de Lipschitz se existe ¢ € R~ tal que, para quaisquer x,x’ € X, temos que
d(h(x),h(x')) < c-d(x,x).
O namero ¢ é chamado de constante de Lipschitz.

Proposicio 2.3.13. Sejam (X,d) e (X,d) espacos métricos e h: X — X uma imersdo de

Lipschitz com constante de Lipschitz ¢. Dado qualquer subconjunto A C X temos que

diam(h[A]) < c¢-diam(A).

Demonstracdo. Considere o subconjunto arbitrario A C X. Considere y,y’ pontos arbitrdrios de
h|A]. Entéo existem pontos x,x" de A tais que y = h(x) e y/ = h(x’). Como h é uma imerséo de
Lipschitz com constante de Lipschitz ¢, temos que d(y,y') = d(h(x),h(x')) < c-d(x,x'). Mas
d(x,x') <sup{d(x,x') : x,x’ € A} = diam(A). Dai, para todo y,y’ € h[A], d(y,y') < c-diam(A).
Logo o niimero ¢ - diam(A) é limitante superior do conjunto {d(y,y’) : y,y' € h[A]}. Portanto,
diam(h[A]) = sup{d(y,y’) : y,y' € h|A]} < c-diam(A).

]

Vamos usar a Proposi¢do 2.3.13 para provar que as imersdes de Lipschiz preservam a

propriedade de medida nula forte.

Proposicdo 2.3.14. Sejam (X,d) e (X,d) espacos métricos e 1 : X — X uma imersdo de

Lipschitz. Se X é de medida nula forte, entdo 4[X| também é de medida nula forte.

Demonstragdo. Seja ¢ uma constante de Lipschitz para h. Considere (&,),cq uma sequéncia
arbitraria de nimeros reais positivos. Como (X ,d) é um espaco métrico de medida nula forte,

. A e . . . £
existe uma sequéncia de conjuntos (A,),cq satisfazendo diam(A,) < — para cada n € @ e
c

X = U A, Pela Proposigéo 2.3.13, para cada n € @, temos que diam(h[A,]) < c-diam(A,) < &,.
ncw
Entdo a sequéncia de conjuntos (h[A,|)nce satisfaz que diam(h[A,]) < &, paracadan € w e

h[X] = U h[A,]. Portanto, h[X] é de medida nula forte.

ncw

O

Estamos nos aproximando da prova da Conjectura de Galvin. Resta apenas demonstrar

um lema usando o Teorema da Identidade:

Teorema da Identidade. Considere as fun¢des holomorfas f e g definidas em um
dominio D (subconjunto de C aberto e conexo). Se f = g em algum subconjunto S C D, onde §

tem um ponto de acumulagdo em D, entdo f = g em D.

Lema 2.3.15. (CARLSON, 1993) Se (X,d) é um espaco métrico separdvel de cardinalidade
estritamente menor que 20, entdo existe uma imerséo de Lipschitz de (X,d) na reta real.
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Demonstragdo. Como (X,d) é um espago métrico separdvel, existe um subconjunto de X denso

enumeravel {x,},ce. Defina a métrica d’(x,x’) = min{1,d(x,x')} para x,x' € X. Para cada
d'(x,xn)

7"
n!

x € X defina a fung@o h, de varidvel complexa da seguinte maneira h,(z) = Z
necw

Note que cada A, ¢ uma funcdo analitica de dominio C. Como toda fungio analitica num
dominio é holomorfa em tal dominio, cada &, ¢ uma funcio holomorfa de dominio C (as fungdes

holomorfas de dominio C sdo chamadas de fung¢des inteiras).

Afirmagdo 1. Para cada x,x’ € X com x # x’, o conjunto Sy v = {r > 0: hy(r) = hy(r)}

é enumeravel.

Demonstracdo. [da Afirmagdo 1] Suponha o contrério. Entdo existem x,x’ € X com x # x’ tais

que o conjunto S, v € ndo enumerdvel. Note que S, v = _J {r € (n,n+1] : he(r) = hy(r)}. Logo

para algum n € ® o conjunto limitado S = {r € (n,n}f(f] : hy(r) = hy(r)} é ndo enumeravel.
Entdo S tem um ponto de acumulacdo em R. Como os pontos de acumulacdo em R sdo pontos de
acumula¢do em C, temos que S tem um ponto de acumulagdo em C. Pelo Teorema da Identidade,
hy = hy em C. Entao, A = h)(:) para todo n € , isto é, d’'(x,x,) = d’'(x’,x,) para todo n € w.
Como {x, }rce € denso em X, existe uma sequéncia (x,, ) ke de pontos de {x, }nco que converge

para x. Entao,

— k—o0 k—>o0

d,x)=d (x/,klim xnk) = limd' (X', x,,) = lim d'(x,x,,) = d’ (x, klim xnk) =d'(x,x) =0.
oo —>00

Portanto, x' = x. Isto é uma contradic@o.

]

Afirmagdo 2. Existe um r € R~ tal que hy(r) # hy(r) para todos os pares de pontos

distintos x e X’ em X.

Demonstracdo. [da Afirmagédo 2] Pela Afirmagéo 1 acima, para todo (x,x’) € X x X com x # X/,

ISy | < Xp. Como X tem cardinalidade estritamente menor que 2%,

U Sew| < X+ Xg < 2%0.
x#x'

Logo U Syx & R>o. Entdo existe um r € R.g tal que r ¢ S, v para todo (x,x’) € X x X com

x#x!
x # x'. Portanto, h,(r) # hy(r) para todos os pares de pontos distintos x e x’ em X.

O

Pela Afirmacéo 2 acima, podemos definir a fung¢do 4 : X — R por h(x) = hy(r). Consi-

d/ _d/ /
dere x,x’ € X arbitrarios, |h(x) —h(x')| < ) 4 (. xn) , (x 7x">|r”. Como d’ é uma métrica,
new n:
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para cada n € ®, temos que |d'(x,x,) —d' (x;,x')| < d'(x,x') = min{1,d(x,x')} < d(x,x). Dai,

obtemos

d(x,x")
n!

|d/(x7xn)_d/(xlvxﬂ)| n
)3 - <)

new new

1
M =d(xx) Y —r'= d(x,x)e".
ncw
Portanto, resulta que |h(x) —h(x')| < e"-d(x,x"). Assim, h é uma imersdo de Lipschitz de (X, d)

em R com constante de Lipschitz e’.

[]

A partir de tais resultados Carlson demonstrou a Conjectura de Galvin:

Teorema 2.3.16. (CARLSON, 1993) A Conjectura de Borel implica a Conjectura de Borel para

espagos métricos.

Demonstragdo. Vamos assumir por contradi¢do que a Conjectura de Borel é verdadeira e que

existe um espago métrico de medida nula forte ndo enumeravel.

Ja mencionamos no Coroldrio 2.3.7 que a Hip6tese do Continuo implica que a Conjectura
de Borel falha. Portanto, usando a contrapositiva, a Conjectura de Borel implica que a Hipétese
do Continuo falha. Entdo, X < 2%0. Como existe um espago métrico de medida nula forte nio
enumerdavel, podemos escolher um subespaco dele com cardinalidade X e, pela Observacao

2.2.8, este subespaco também € de medida nula forte.

Suponha que (X,d) é um espago métrico de medida nula forte com cardinalidade X .
Pela Proposicdo 2.3.11, (X, d) é separdvel. Pelo Lema 2.3.15, existe uma imersdo & de Lipschitz
de (X,d) na reta real. Pela Proposi¢do 2.3.14, h[X] é um espago métrico de medida nula forte na
reta real. Pela injetividade de & e pela Observagdo 2.2.7, h[X] é um conjunto de nimeros reais de

cardinalidade ¥; que tem medida nula forte, o que contradiz a Conjectura de Borel.

[]

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) usaram a propriedade de Rothberger em vez da

propriedade de medida nula forte para definir a conjectura seguente:

Definicao 2.3.17. Vamos chamar de Conjectura R-Borel a afirmagdo “Todo subespaco de

Rothberger de R é enumerdvel”.

Vamos mostrar as provas que Aurichi e Dias fizeram de alguns resultados de Rothberger

relacionados com a propriedade de Rothberger e a Conjectura R-Borel.

Definicio 2.3.18. Dizemos que o espago Y estd concentrado em A C Y se |[Y \ U| < X para
cada subconjunto aberto U C Y satisfazendo A C U.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontaram:
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Proposicao 2.3.19. (ROTHBERGER, 1938) Todo espaco que estd concentrado em um subcon-

junto enumeravel é Rothberger.

Demonstragdo. Considere um espago Y que estd concentrado em um subconjunto enumeravel
A CY. Considere (%6,)nceo uma sequéncia arbitrdria de coberturas abertas de Y. Fixe uma
enumeragao {ay }nep = A. Podemos escolher Cy, € 62, com a, € Cy, para cada n € @. Note

queAC | )G CY. Dai, Y\ | Can

new ncw

< Ny. Fixe uma enumeragio {b, }nce =Y \ U Cy €
new

escolha Gy, 11 € 62,41 com b, € Cyp, 11 paracadan € @. Assim, Y = U C,. Portanto, Y é um
ncw

espaco de Rothberger.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) mostraram:

Lema 2.3.20. (ROTHBERGER, 1941) Todo subconjunto de R que tem medida nula forte com
cardinalidade menor que b é Rothberger.

Demonstracdo. Considere X um subconjunto arbitrario de R que tem medida nula forte com
|X| < b. Considere (%,),ce» uma sequéncia arbitraria de coberturas de X por subconjuntos

abertos de R. Para cada x € X e n € @, existe um aberto U, € 6, com x € U;/. Vamos escolher

fr(n) € @\ {0} de modo que (x— fin)’”fxzn)) CU;.Como |[{fy:xeX} <|X|<b,a

familia { f; : x € X} em ®® ndo ¢é ilimitada. Logo existe um g € ®® tal que, para qualquer x € X,

fr <* g. Assim, para todo x € X, o conjunto {n € @ : f,(n) > g(n)} € finito. Dai, para cada
x € X, existe um m, € o tal que {n € ® : fi(n) > g(n)} C my. Considere uma parti¢do de @

em uma quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjuntos como ® = U Ay de forma que,

kew
para cada k € @, minA; > k. Para cada k € @, o conjunto X; = {x € X : m, = k} tem medida

nula forte. Em particular, para a sequéncia < > , existe uma sequéncia (I,)nea,
neAy

g(n)+1
1

de intervalos abertos satisfazendo diam(Z,) < O para cada n € Ay e X; C U I,. Seja
s\n neAy
My ={n€A;:X;NI,# 2}. Logo X = U (XxN1,). Entdo vamos escolher x,, € X; NI, para

neM;

cada n € M, e vamos escolher x,, € X; para cada n € A \ M. Como diam(X; N1,;) < OES
g(n
para cada n € M,

Xe= | Xenn) < U {xn—g(mﬁ,xﬁg(”)lﬂ} c <x”_g(1n)’x"+ 1 )

neM; neM; neM;

Portanto, existe uma sequéncia (x,),ca, de pontos de X; satisfazendo que

e U (x"‘ g<1n>’x”+ g<1n>) =y (x”‘ ﬁ* ﬁ) |
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Se x € X; e n € Ay, entdo n > k = m,, de onde, segue que fy(n) < g(n). Logo

% U (oot i) € U (o gt ) € U v

neAy neAy neAy

Entao

x=UUxxclJ Jur=Uum

kew kewnecAy new

Portanto, X é Rothberger.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) provaram:

Teorema 2.3.21. (ROTHBERGER, 1941) Se b = X, entao a Conjectura R-Borel falha.

Demonstragdo. Vamos assumir que b = X . Pelo Lema 2.1.11, podemos escolher uma familia

ilimitada {fo : & < @1} em @® tal que & < B < Wy = fo <* fp.

Escreva X = {fy: @ < 0} C 0® e fixe um homeomorfismo ¢ : ®® — [0,1]\ Q.
Denotamos por Y = ¢[X]|U ([0,1]NQ).

Afirmo que Y estd concentrado em [0, 1] N Q.

Com efeito, seja U C R um subconjunto aberto incluindo [0, 1] N Q. Denotamos por
F =10,1]\U € [0,1]\ Q. Note que F é compacto. Logo ¢~ ![F] também é compacto. A

Observacio 2.3.5 implica que existe g € ®® tal que ¢~ ![F] C H g(n) C ®®. Como X é um
necw
subconjunto ilimitado de 0®, existe o € o, tal que f £* g. Note que o conjunto

Xne'[Flexn[]s() C{f;: ¢ <a}
new
¢ enumeravel. Logo ¢[X|NF = ¢[X]\U =Y \ U também ¢é enumeravel. Portanto, ¥ estd

concentrado em [0, 1] N Q.

A Proposicao 2.3.19 implica que Y € Rothbeger e observe que a cardinalidade de Y é

b = ;. Isto &, Y ndo € enumeravel. Entdo a Conjectura R-Borel falha.

]

Por um lado, na demonstra¢do do Teorema 2.3.21 afirmamos que o conjunto ¥ C [0, 1]
esta concentrado em um subconjunto enumeravel de Y, isto €, para todo conjunto aberto U C Y
que contém tal subconjunto enumerével, Y \ U é enumeravel. Por outro lado, na Afirmagdo 2 da
demonstragio do Teorema 2.3.6 temos um conjunto X C [0, 1] e um subconjunto enumeravel de
[0, 1] tais que para qualquer conjunto aberto U C [0, 1] que contém tal subconjunto enumerével,
X \ U é enumerdvel mas nesse caso X ndo contém tal subconjunto enumerével de [0, 1]. De fato,

X e tal subconjunto enumerdvel de [0, 1] sdo conjuntos disjuntos. Portanto, as construgdes de tais
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conjuntos Y e X foram parecidas mas diferentes pois Y € espaco de Rothberger e X ndo € espaco
de Rothberger.

Lembremos que decorre do Teorema 2.3.6 que a Hip6teses do Continuo implica que a

Conjetura de Borel falha (Corolario 2.3.7). Decorre do Teorema 2.3.21 um corolario parecido:

Corolario 2.3.22. A Hipétese do Continuo implica que a Conjectura R-Borel falha.

Demonstracdo. Vamos assumir que vale a Hipétese do Continuo. Pela Observagdo 2.1.9, b = X;.

Pelo Teorema 2.3.21, a Conjectura R-Borel falha.

]

Decorre do Corolario 2.3.22 que a nega¢do da Conjetura R-Borel € consistente com ZFC.

No final desta secdo, estabeleceremos a independéncia da Conjectura R-Borel com ZFC.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) demonstraram:

Teorema 2.3.23. (ROTHBERGER, 1941) A Conjectura R-Borel implica a Conjectura de Borel.

Demonstracdo. Vamos usar a contrapositiva. Suponha que a Conjectura de Borel falha. Entao
existe algum subconjunto de R ndo enumerdvel que tem medida nula forte. Logo podemos
escolher um subconjunto de R que tem medida nula forte com cardinalidade X, o qual, se
X | < b, € Rothberger sob o Lema 2.3.20, e a Conjectura R-Borel falha. Também no caso X =b
a Conjectura R-Borel falha sob o Teorema 2.3.21. Portanto, a Conjectura R-Borel implica a

Conjectura de Borel.

]

Nao obstante eu ndo saiba se estd em outro lugar, acho natural generalizar a Conjectura

R-Borel para espagos métricos:

Definicao 2.3.24. Vamos chamar de Conjectura R-Borel para espacos métricos a afirmacao

“Todo espago métrico de Rothberger € enumeravel”.

Apareceu na Introdrucio do paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020):

Proposicao 2.3.25. Todo espaco métrico de Rothberger € um espago de medida nula forte.

Demonstracdo. Suponha que (X,d) é um espago métrico de Rothberger. Considere (€,)nce
uma sequéncia arbitraria de nimeros reais positivos, para cada n € ®, defina %, como a cole¢io
de conjuntos abertos com didmetro menor que &,. Como (%)) ,ce € uma sequéncia de coberturas

abertas de X, existe uma sequéncia (U,)qce tal que cada U, € 6, e X = U U,. Note que

ncw
diam(U,) < €, para cada n € ®. Portanto, (X,d) é de medida nula forte.
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Teorema 2.3.26. A Conjectura de Borel para espacos métricos implica a Conjectura R-Borel

para espagos métricos.

Demonstra¢do. Vamos assumir que vale a Conjectura de Borel para espagcos métricos. Todo
espaco métrico de Rothberger, pela Proposicao 2.3.25, é um espago de medida nula forte, e pela
Conjectura de Borel para espagos métricos, € enumeravel. Portanto, vale a Conjectura R-Borel

para espacos métricos.

]

O corolario a seguir € o primeiro resultado para estabelecer algumas equivaléncias da

Conjectura de Borel.

Corolario 2.3.27. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. A Conjectura de Borel;
2. A Conjectura de Borel para espacos métricos;
3. A Conjectura R-Borel para espagos métricos;

4. A Conjectura R-Borel.

Demonstragdo. A implicac¢do 1. = 2. segue do Teorema 2.3.16, a implicagdo 2. = 3. segue
da Proposi¢do 2.3.25, a implicagdo 3. = 4. é trivial e a implicacdo 4. = 1. segue do Teorema
2.3.23.

[
Como j4 foi estabelecida a independéncia com ZFC da Conjectura de Borel, decorre do

Corolério 2.3.27 a independéncia com ZFC da Conjectura de Borel para espacos métricos, da

Conjectura R-Borel para espagos métricos e da Conjectura R-Borel.
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CAPITULO

JOGOS INFINITOS ASSOCIADOS A
PROPRIEDADE DE MEDIDA NULA FORTE

Galvin, Mycielki e Solovay (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) introduziram
0 Jogo MS(X) onde X é um espago métrico e 0 Jogo MSs(X,.%) onde X é um espago métrico
o —totalmente limitado. Eles provaram que um espaco métrico o —totalmente limitado pode
ser caracterizado pela inexisténcia de estratégia vencedora para o Jogador / em tais jogos.
Eles usaram tal caracteriza¢do para demonstrar o Teorema de Galvin-Mycielski-Solovay sobre
Produtos Cartesianos. Eles usaram tal teorema para mostrar que a Conjectura de Pribry é

verdadeira e responder perguntas de Sierpinski e de Ficket.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) mostraram que a Conjectura de Borel pode ser
caracterizada pela existéncia de estratégia vencedora para algum dos jogadores do Jogo MS(X)
onde X € qualquer espaco métrico o —totalemnte limitado ou um conjunto arbitrério de nlimeros

reais.

3.1 Jogo de Mycielski-Solovay

Apareceu no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) a defini¢do do jogo que
Jan Mycielski e Robert M. Solovay introduziram para caracterizar a propriedade de medida nula

forte:

Definicao 3.1.1. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Dado um espaco métrico X, o
Jogo de Mycielski-Solovay (MS(X)) entre os jogadores I e I é assim:

Em cada turno n € @, o Jogador I escolhe &, € R~ e o Jogador /I responde A, C X com
diam(A,) < &,.

Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador 7 se U A, = X. Caso contrdrio, a partida
ncw
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¢ ganha pelo Jogador 1.

Definicio 3.1.2. Considere o Jogo MS(X). Seja.Z a colegdo de todos os subconjuntos limitados
de X.

Uma estratégia do Jogador / é uma funcio 6 com dom6 C £ < tal que '
9(<A0, ... ,An,1>) € Ry

para cada sequéncia finita (Ao, ...,A,—1) € dom#.

Uma estratégia do Jogador /7 ¢ uma fungio p com domp C RS tal que

p((gy,...,&)) €L e diam(p ((&o,...,&4))) < &
para cada sequéncia finita (g, ...,¢&,) € domp.

Definicao 3.1.3. Uma estratégia vencedora num jogo é uma estratégia tal que, dada qualquer
sequéncia de jogadas de um dos jogadores numa partida, a partida do jogo for ganha pelo outro

jogador jogando segundo tal estratégia.

Apareceu no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) o primeiro teorema do
paper de Fred Galvin, Jan Mycielski e Robert M. Solovay:

Teorema 3.1.4. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere X um espaco métrico.
Entdo, X é enumeravel se, e somente se, o Jogador /1 tem estratégia vencedora no Jogo MS(X).

Demonstragdo. Suponha que X é enumeravel e escreva X = {x, },c. Se o Jogador /I responde
B, = {x,} em cada turno n € ®, entdo tal estratégia é uma estratégia vencedora para o Jogador
II no Jogo MS(X).

Reciprocamente, suponha que o Jogador /I tem estratégia vencedora no Jogo MS(X).

Considere p uma estratégia vencedora do Jogador I1 no Jogo MS(X).

Afirmagdo 1. Para cada ponto x € X, existe s, € Q3§ tal que 2 x € p(sy"q) para
qualquer g € Q.

Demonstragdo [da Afirmacdo 1] Suponha que nao. Entdo, existe x € X tal que, para toda
s € Q3 existe g; € Q=0 com x ¢ p(s”g;). Defina por indugéo uma estratégia do Jogador

I como segue. Sejam & = q(y € €11 = q(g,,...¢,)- EM cada turno n € @, o Jogador I escolhe
en € Qsotal quex & p((€,...,€)). Assim,x & | ] p((€o,...,€:)). Dai, | J p((€0,..., &) #X

new new
mas isso € uma contradi¢do pois p € uma estratégia vencedora do Jogador /1.

ISen—Oentao<A0, An1) = ().
2 ()76 =(8)e (e, ..&)" 8 =(&,....&,0).
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Afirmacgdo 2. A fungdo x — s, € injetora.

Demonstragdo. [da Afirmacdo 2] Considere x,y € X com s, = s5y. Seja s, =5, =5 € Q;g’ . Entdo

x,y € p(s”q) para qualquer g € Q. Dai, para qualquer g € Q~¢, d(x,y) < diam(p(s~q)) < ¢
pois p € estratégia do Jogador /1. Logo d(x,y) = 0. Assim, x = y.

]

Portanto, X € enumeravel.

O

Apareceram no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) as defini¢des seguintes:

Definicao 3.1.5. Um espaco métrico é totalmente limitado se, para todo € € R, o espaco

pode ser coberto por uma quantidade finita de conjuntos de didmetro no maximo &.

Definicao 3.1.6. Um espaco métrico é o —totalmente limitado se é unido enumeravel de subes-

pacos totalmente limitados.

Embora as defini¢des acima ndo apareceram no paper de Galvin, Mycielski e Solovay,
eles usaram essas defini¢des em seus teoremas pois possivelmente eles presumiram que eram

bastante conhecidas.

Observacao 3.1.7. Em um espa¢o métrico temos que a unido finita de subespacos totalmente
limitados acaba sendo um subespaco totalmente limitado. Portanto, se X é um espago métrico
o —totalmente limitado, entdo podemos escolher uma sequéncia crescente (X;) e de subespagos
totalmente limitados de X com X = U X.

new

Apareceu no paper de Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) o teorema seguinte:

Teorema 3.1.8. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere X um espago métrico
o —totalmente limitado. Entdo X € de medida nula forte se, e somente se, o Jogador / ndo tem

estratégia vencedora no Jogo MS(X).

Demonstracdo. Vamos provar primeiro a parte reciproca do teorema.

Suponha que o Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo MS(X). Considere uma
sequéncia (&;),co € R?,. Definimos a seguinte estratégia para o Jogador I: Em cada turno
n € , o Jogador I escolhe g,. Como tal estratégia ndo pode ser uma estratégia vencedora, em
cada turno n € @ o Jogador /1 pode responder A,, C X com diam(4,) < &, de modo que a partida
(€9,A0,€1,A1,€,A2,...) do Jogo MS(X) é ganha pelo Jogador /1. Isto é, U A, = X. Portanto,

new
X € de medida nula forte.

Agora, vamos provar a implicacio direta.
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Suponha que X € de medida nula forte. Considere 6 uma estratégia arbitraria do Jogador
I no Jogo MS(X). Vamos provar que 6 ndo pode ser uma estratégia vencedora. Como X é um
espaco métrico o —totalmente limitado, pela Observacdo 3.1.7, podemos escolher uma sequéncia

crescente (X,)nece de subespacos totalmente limitados de X com X = U X,,. Paracadan € o,
ncw

3 g, €Roge G, € [L]? recursivamente como segue. Defina &y = 8(()). Agora,

vamos definir

suponha j4 definidos * (&;)r<, € (€i)k<n para n € @. Como X, é totalmente limitado, existe um
g

conjunto finito .%, C #(X) tal que diam(Y) < gn paratodo Y € ., e Uﬂn = X,. Sejam

= { U B [y, %} Y e 3",,} €& = min{9(<Ck>k<n) : (Ck)rsn € H‘Kk} . Isso define g,
yey

k<n
e ¢, paratodon € @.
. . . , g i
Afirmamos que dado n € @, todo subconjunto nio vazio A C X, com diam(A) < gn esta

incluido em algum elemento de %,,.

&
Com efeito, considere n € @ e A # @ de modo que diam(A) < gn eACX, = Uﬂn
Escolha x € A. Logo existe algum Y € ., tal que x € Y. Considere z € A arbitrario. Entao
S & S
d(x,z) < diam(A) < ?n Dai,z€B [x, ?"] . Assim, A C U B [y, ?"] € G,
ey

Considere uma particdo de @ em uma quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjun-

tos como = U M, de forma que minM,, > n para cada n € @. Para cada n € w considere a

ncw
. /& . A
sequéncia <?m> . Como cada X, tem medida nula forte, podemos escolher uma sequéncia
meM,
. . . &
(Am)mem, de subconjuntos de X,, satisfazendo diam(A,,) < ?m paracadam e M, e X, = U Ay

meM,
Se m € w, entdo m € M,, para algum n € . Dai, A,, C X,,. Note que n < minM,, e minM,, < m.

Assim, n < m. Logo X, C X,,. Portanto, A,, C X,, para cada m € ®. Entdo, pelo que € afir-
mado acima, para cada m € w, temos que A,, C C, para algum C,, € %,,. Isto implica que
diam(Cp,) < &y, < 0((Ck)k<m) por constru¢do. O Jogador /1 pode responder a estratégia 6 do

Jogador I de acordo com a partida
<9<<>)5C07 9(<C0>>7C17 9(<C07C1>)5C27 SR 9(<Ck>k<m)7cma . >

Finalmente, X = UX = U U A, C U U Cn= U CnCX.LogoX = U C,,. Entao
new newmeM, newmeM, mem mew
a partida € ganha pelo Jogador /1. Portanto, o Jogador I ndo tem estratégia vencedora.

O

A demonstragdo do teorema acima é uma adaptagdo da prova do segundo teorema do
paper de Galvin, Mycielski e Solovay.
YLl =Ulecz: ¢ =n}

ncw

4 <8k>k<n = <807 ceey 8n> € <Cgk>k<n = <Cg07 cee acgn—1>
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Apareceu no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) a definicdo seguinte:

Definicao 3.1.9. Dizemos que um jogo é determinado se um dos jogadores tiver uma estratégia

vencedora.

Apareceu no pape de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) o corolério seguinte:

Corolario 3.1.10. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. A Conjectura de Borel;
2. OJogo MS(X) é determinado em cada X C R;

3. OJogo MS(X) é determinado em cada espaco métrico ¢ —totalmente limitado X.

Demonstragcdo. A implicagdo 3. = 2. é trivial.
2. = 1.: Vamos assumir que o Jogo MS(X) é determinado em cada X C R.

Considere X um subconjunto arbitrdrio de R que tem medida nula forte. Pelo Teorema
3.1.8, o Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo MS(X). Pelo Item 2, o Jogo MS(X) é
determinado em X. Logo o Jogador /I tem estratégia vencedora no Jogo MS(X). Entdo, pelo
Teorema 3.1.4, X é enumerdvel. Portanto, a Conjectura de Borel é verdadeira.

1. = 3.: Vamos assumir que a Conjectura de Borel é verdadeira.

Considere X um espaco métrico o —totalmente limitado arbitrario. Suponha que o Jo-
gador I ndo tem estratégia vendedora no Jogo MS(X). Pelo Teorema 3.1.8, X é um espago de
medida nula forte. Como a Conjectura de Borel é verdadeira, pelo Teorema 2.3.16, a Conjectura
de Borel para espacos métricos também € verdadeira. Logo X é enumeravel. Entdo, pelo Teo-
rema 3.1.4, o Jogador /I tem estratégia vencedora no Jogo MS(X). Portanto, o Jogo MS(X) é
determinado em X.

]

O corolario acima € o primeiro resultado para estabelecer as equivaléncias da Conjectura
de Borel em termos do Jogo de Mycielski-Solovay. Decorre a independéncia de cada afirmacao
do Corolério 3.1.10 com ZFC.

3.2 Jogo Sigma de Mycielski-Solovay

Galvin, Mycielski e Solovay definiram uma variante técnica do Jogo de Mycielski-
Solovay e estudaram as condi¢des sob as quais um jogador ou outro tem uma estratégia vence-

dora.
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Definicao 3.2.1. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere X espagco métrico o —to-
talmente limitado e .# = (F}),e uma sequéncia de subconjuntos de X totalmente limitados tais

que U F,=XeF, C F,; paracadan € @. Definimos o Jogo Sigma de Mycielski-Solovay
new
(MSs(X,.%)) entre os jogadores I e II como segue:

Em cada turno n € w, o Jogador I escolhe €, € R-( e o Jogador /I responde B, C F;,

com diam(B;,) < &,.

Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador /1 se ® limsupB, = X. Caso contrario, a
ncw

partida é ganha pelo Jogador /.

Definicdo 3.2.2. Considere o Jogo MS(X,.% ). Paracadan € o, seja.%, a cole¢do de todos
os subconjuntos limitados de F;,.

Uma estratégia do Jogador / € uma fungdo 6 com dom6 C U H % tal que

new@men

9(<B(), e ,Bn_1>) € Ry

para cada sequéncia finita (By,...,B,_1) € dom#.

Uma estratégia do Jogador /7 ¢ uma fungdo p com domp C RS{ tal que

p((go,...,&1)) € %L e diam(p((€9,...,&))) < &,

para cada sequéncia finita (g, ...,¢&,) € domp.

Para demonstrar o segundo teorema do paper de Galvin, Mycielski e Solovay, eles

fizeram um lema técnico:

Lema 3.2.3. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere F' um espaco métrico
totalmente limitado e um nimero 6 > 0. Entao podemos encontrar uma colecio finita ndo vazia

2 de subconjuntos de F, cada um de didmetro no méaximo &, de modo que todo subconjunto de

. | . .
F de diametro no mdximo 55 esteja contido em algum membro de A.

Demonstra¢do. Como F € totalmente limitado, F' pode ser coberto por uma quantidade finita
m

. A L. 1 L.
de conjuntos de didmetro no maximo 55 . Isto €, existe algum m € o tal que F = U F, com
n=0

1
diam(F,) < 55 para cada n < m. Seja #8 = {By, - ,Bn,}, onde, para cada n < m, temos
1
B,={x€F:d(x,y) < 55 para algumy € F, }.
Afirmacgao 1. diam(B,,) < 0 para cada n < m.

¢ limsupB, = ﬂ UBk'

new neEwk>n
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Demonstragcdo. [da Afirmacdo 1] Considere x,w € B,, arbitrdrios. Existem y,z € F; tais que
1 1 1
d(x,y) < 55 ed(w,z) < 55. Além disso, d(y,z) < diam(F;,) < 55. Entdo

1 1 1
d(X,W) < d(x7y) —|—d(y,z) +d(Z,W) < §5+ §5+ §5 =4.

Portanto, diam(B,,) < §.

1
Afirmacao 2. Se A C F e diam(A) < 55, entdo A C B, para algum n < m.

m
Demonstragdo. [da Afirmagdo 2] Considere o conjunto ndo vazio A C F = U F, tal que
n=0

1
diam(A) < 55 . Escolha y € A. Logo y € F, para algum n < m. Agora, considere x € A arbitrario.

1
Entdo, d(x,y) < diam(A) < 55. Dai, x € B,,. Assim, A C B,,.
Portanto, a colecdo Z tem as propriedades desejadas.

Agora, o segundo teorema do paper de Galvin, Mycielski e Solovay:

Teorema 3.2.4. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere X um espago métrico
o —totalmente limitado e .7 = (F,),c, uma sequéncia de subconjuntos de X totalmente limitados

tais que U F,=XeF, CF,, paracadan € ®. Entdo, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
ncw

1. O Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo MSs(X,.7).
2. O Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo MS(X).

3. X € de medida nula forte.

Demonstragdo. Ja temos 2. < 3. pelo Teorema 3.1.8.
1. = 2.: Suponha que o Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo MSs (X, .7 ).

Considere 6 uma estratégia arbitraria do Jogador 7 no Jogo MS(X). Em cada turno n € ,
quando o Jogador [ escolhe €, = 0((Bo,...,By,—1)) € R~9, 0 Jogador I pode responder B, C F,
com diam(B,,) < &, de modo que a partida (6(()),Bo, 6((Bo)),B1,0({(Bo,B1)),B>,...) do Jogo
MSs(X,F) é ganha pelo Jogador I1. Isto é, limsup B,, = X. Temos que

new

X =limsupB, C U B, CX.

ncw new



54 Capitulo 3. Jogos infinitos associados a propriedade de medida nula forte

Dai, a partida (6(()),Bo,0((Bo)),B1,0((Bo,B1)),B2,...) vista como uma partida do Jogo
MS(X) é ganha pelo Jogador /1. Portanto, o Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo
MS(X).

3. = 1. : Suponha que X é de medida nula forte. Vamos provar que o Jogador / ndo tem

estratégia vencedora no Jogo MSs(X,.%).

Considere 6 uma estratégia arbitraria do Jogador I no Jogo MSs(X). Note que Fy é um
espaco métrico totalmente limitado. Defina &y = 0(()). De acordo com o Lema 3.2.3, podemos
encontrar uma colecfo finita ndo vazia %, de subconjuntos de Fy, cada um de didmetro no
maximo &y, de modo que todo subconjunto de Fy de didmetro no maximo l(‘)‘0 esteja contido em
algum membro de %. Usando recursivamente o Lema 3.2.3, é possivel definir o,, %,(n > 0)

cOmo Ssegue:

(i) 8, =min{6((By,...,By_1)):Bo € Bo,...,Bu_1€ Bn_1};

(i1) %, € uma colecio finita ndo vazia de subconjuntos de F,, cada um de didmetro no maximo

5n;

. " o1 P
(iii) todo subconjunto de F, de didmetro no maximo 55,1 estd contido em algum membro de
By

Considere uma particdo de @ em uma quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjuntos como

. ) 1
W= U M,, de forma que minM,, > n para cada n € ®. Seja o = §5k para cada k € @. Para
ncw
cada n € w, considere a sequéncia (0 )rep,- Como cada F, é de medida nula forte, podemos

escolher uma sequéncia (Ay)kep, de conjuntos satisfazendo diam(Ay) < oy paracadak € M, e

F, = U Ay. Se k € o, entdo k € M), para algum n € w. Dai, Ay C F,,. Note que n < minM,, e
keM,
minM, < k. Assim, n < k. Logo F;,, C F;. Portanto, Ay C Fy para cada k € @. Como para cada

k € @ temos que diam(A;) < oy = %Sk, pelo item (ii1), podemos escolher By € %, com Ay C By
Agora, seja gy = 0(()) e, paran > 0, seja &, = O((By,...,B,_1)). Assim, para cada n € @, temos
que B, C F, e diam(B,) < §, < &,. Dai, a sequéncia (&, By, €,By,...,&,,B,,...) é uma partida
do Jogo MSs(X,.7).

Afirmagio 1. Para todo x € X, o conjunto {k € @ : x € By} é infinito.

Demonstragdo. [da Afirmacgdo 1] Considere x um ponto arbitrario de X = U F,. Como, para

new
cada n € w, temos que F, C F;1, existe m € ® tal que, para todo n > m, temos que x € F,.

Logo x € U Ay para todo n > m. Assim, para cada n > m, existe k, € M, tal que x € Ay, C ékn.
keM,
Como os conjuntos M, (n > m) sio disjuntos, o conjunto {k, : n > m} é infinito. Dai, o conjunto

{k € ® : x € B;} é infinito.

]
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Afirmagio 2. limsupB, = X.
- neow
Demonstragdo. [da Afirmacio 2] Considere x € X arbitrdrio e qualquer n € @. Como o conjunto

{k € ® : x € B} ¢ infinito, existe k > n tal que x € By. Assim, x € | ] By para todo n € @. Logo
k>n
x€ () U B Isto é, x € limsup B,,. Daf, segue que limsupB, = X.

neEWk>n necw necw

]

Dat, a partida (€9, B, €1,B1,...,€:,B,,...) do Jogo MSs(X,.%) é ganha pelo Jogador I1.
Note que tal partida é jogada com uma estratégia 6 arbitraria do Jogador I no Jogo MSs(X,.%).

Portanto, o Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo MSs(X,.7).

]

3.3 Teorema de Galvin-Mycielski-Solovay sobre Produtos

Cartesianos

A caracteriza¢do do Teorema 3.2.4 tem como o principal consequéncia um teorema sobre
produtos cartesianos que € o terceiro teorema que apareceu no paper de Galvin, Mycielski e
Solovay. Tal teorema pode ser usado para provar a Conjectura de Prikry e responder perguntas

de Sierpinski e de Fickett.

Apareceu no paper de Galvin, Mycielski e Solovay a defini¢cdo seguente:

Definicao 3.3.1. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere os espacos métricos X
e Y. Um conjunto A C X x Y € verticalmente denso se, para cada x € X, o conjunto

{rer:(xy €A}
édensoemY.

Observacao 3.3.2. Considere A C B C X x Y. Se A é verticalmente denso, entdo B também ¢é

verticalmente denso.

Antes de demonstrar o Teorema sobre Produtos Cartesianos, Galvin, Mycielski e Solovay

provaram um lema técnico usando o cldssico Lema da cobertura de Lebesgue:

Lema da cobertura de Lebesgue. Considere X um espaco métrico compacto e ¢ uma
cobertura aberta de X. Entdo existe € € R~ tal que qualquer A C X com diam(A) < € é um
subconjunto de algum elemento de % (diz-se que € € um nimero de Lebesgue para a cobertura
6).

Lema 3.3.3. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Considere os espagos métricos X e Y.
Dados
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a) um conjunto compacto K C X,
b) um conjunto aberto ndo vazio W CY, e

¢) um conjunto aberto verticalmente denso A C X x Y,

podemos encontrar um nimero € > 0 tal que, para qualquer conjunto B C K com diam(B) < &,

existe um conjunto aberto ndo vazioV C W com B xV C A.

Demonstragdo. Vamos provar que a seguinte cole¢do € uma cobertura aberta de X:
S ={SCX:Séabertoe S xV C A para algum conjunto aberto nio vazioV C W}.

Considere x qualquer ponto de X. Por hip6tese o conjunto A € verticalmente denso. L.ogo o
conjunto {y € Y : (x,y) € A} édensoem Y. Entdio WN{y €Y : (x,y) € A} # &. Escolhnay € W
com (x,y) € A. Por hipétese temos também que A é um conjunto aberto em X X Y. Entao
podemos encontrar dois conjuntos abertos S e U de formaquex € S,yc U e S xU C A. Seja
V=WnNU.Logoy€ceV.EntioV # @ e SxV CS§SxU C A. Portanto, S é um conjunto aberto
com § XV C A onde V é um conjunto aberto ndo vazio de maneira que V C W. Logo § € .¥7.

Entdo, x € U S. Portanto, X = U S. Isto é, . é uma cobertura aberta de X.
Ses Ses

Em particular, . ¢ uma cobertura aberta para o subespaco métrico compacto K C X. Pelo
Lema da cobertura de Lebesgue, podemos encontrar um nimero € > 0 tal que, para qualquer
conjunto B C K com diam(B) < €, temos que B C S para algum S € .. Entdo, existe um
conjunto aberto ndo vazioV C W com BxV CSxV CA.

O
Possivelmente € bastante conhecida a defini¢do de conjuntos perfeitos:

Definicao 3.3.4. Dizemos que um conjunto € perfeito se ¢ um conjunto fechado sem pontos

1solados.

Galvin, Mycielski e Solovay demonstraram o Teorema sobre Produtos Cartesianos:

Teorema 3.3.5. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Se

a) X é um espago métrico 0 —compacto,

b) Y € um espagco métrico completo sem pontos isolados,
¢) Z C X é um subespaco de medida nula forte,

d) A C X xY éum conjunto G verticalmente denso,

e) U CY é um conjunto aberto ndo vazio, e
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f) D CY é um conjunto G5 denso,
entdo existe um conjunto perfeito ndo vazio P C U N D de modo que Z x P C A.

Demonstragdo. Pelas hipdteses vamos mostrar que Z € um espaco ¢ —totalmente limitado e
vamos usar o0 Teorema 3.2.4 para caracterizar a propriedade de medida nula forte de Z pela
inexisténcia de uma estratégia vencedora para o Jogador I no Jogo Sigma de Mycielski-Solovay.

Em tal jogo vamos definir uma estratégia do Jogador I € um conjunto perfeito ndo vazio P C U ND
de modo que (lim suan> x P C A para qualquer sequéncia (B, ),cq de jogadas do Jogador /1.

necw
Como tal estratégia do Jogador I ndo pode ser uma estratégia vencedora, Z = limsup B,, para
ncw
alguma sequéncia (B;)cq de jogadas do Jogador I1. Logo obtemos o resultado.
Vamos comegar a prova. Pelas hipdteses A e D sdo conjuntos Gg e X € um espago métrico

o —compacto. Entdao

e A= ﬂ Ap,onde A, é abertoem X XY e A, DA, paracadan € w;
new

e D= m D, onde D, é abertoem Y e D, O D, paracadan € ;e
ncw

e X = U K,, onde K, é compacto e K,, C K| para cadan € .
ncw
Seja . F = (Fy)new, onde F, = ZN K, para cada n € . Considere n € @ e € > 0. Logo a colegio
de bolas abertas de didmetro € cobre K,,. Entdo, um niimero finito delas cobre K,, O F;,. Portanto,

F,, é totalmente limitado. Dai, Z = U F, é o—totalmente limitado com F;,, C F; | para cada

necw
n € @. Por hipétese Z € de medida nula forte. Pelo Teorema 3.2.4 e pelo que foi dito acima,
o Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo MSs(Z,.%# ). Considere 6 uma estratégia

arbitrdria para o Jogador I no Jogo MSs(Z,.%). Entdo existe uma partida

(6({)),Bo,68((Bo)),B1,6((Bo,B1)),B2,...)

do Jogo MSs(X,.%) que é ganha pelo Jogador /1. Isto é, limsup B, = Z.

ncw
Portanto, para demonstrar o resultado, basta encontrar uma estratégia para o Jogador /
no Jogo MSs(Z,.7) que garanta que (lim sup Bn) x P C A para algum conjunto perfeito ndo
new
vazio PCUND.

Para comegar, sejam Uy = U e W, = Uy N Dy. Por hipétese A € um conjunto vertical-
mente denso e note que A C A, para todo n € ®. Pela Observagdo 3.3.2, cada A, é um conjunto
verticalmente denso. Observe que Ko ¢ um conjunto compacto em X, Wy € um conjunto aberto
ndo vazio em Y e Ag € um conjunto aberto verticalmente denso em X x Y. Pelo Lema 3.3.3,
podemos encontrar um numero € > 0 de maneira que, para qualquer conjunto B C Ky com

diam(B) < €, existe um conjunto aberto ndo vazio V. C W, com B x V C A,.
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Defina 6(()) = €. Seja By a resposta do Jogador /I no turno 0. Temos By C Fy C Ko
de modo que diam(By) < €()- Escolha um conjunto aberto ndo vazio Vy C W)y de forma que

By x Vjy € Ag. Como Y nédo tem pontos isolados, podemos escolher dois conjuntos abertos nao
1 — — —
vazios Uy e Uy de didmetro no maximo 3 de maneiraque U UU 1y CVyeUNU ) =

Para continuar, assuma que no turno n > 0 ja estdo definidos os conjuntos abertos ndo
vazios Uy C Y e Wy = U;N D, para cada s € {0,1}". Observe que K, é um conjunto compacto
em X, cada W, € um conjunto aberto ndo vazio em Y e A, € um conjunto aberto verticalmente
denso em X x Y. Pelo Lema 3.3.3, para cada s € {0, 1}", podemos encontrar um nimero & > 0
de forma que, para qualquer conjunto B C K,, com diam(B) < &, existe um conjunto aberto ndo
vazioV C W, com B xV C A,,.

Defina 6 ((By,...,B,—1)) = min{g : s € {0,1}"}. Seja B, a resposta do Jogador /I no
turno n > 0. Temos B, C F, C K,, de modo que diam(B,) < 0({(By,...,B,—1)) < & para cada
s € {0,1}". Escolha, para cada s € {0,1}", um conjunto aberto] ndo vazio Vy C W; de forma

que B, x V; C A,. Como Y ndo tem pontos isolados, para cada s € {0, 1}", podemos escolher

dois conjuntos abertos nio vazios U, € U, | de didmetro no maximo de maneira que

i - = o on+1
UygUU CVseUg NUg. = Q. Isso define a estratégia 6 recursivamente.

Como Y é um espago métrico completo, para cada s € {0,1}®, temos que o conjunto

ﬂ U(5(0)....,s(n)) € Um conjunto unitdrio. Definimos f : {0,1}* — Y tal que f(s) € o ponto
new
dnico de ﬂ Uls(0)...s(m)*

new

Afirmo que a fung@o f : {0,1}? — Y é continua e injetora.

Com efeito, considere um conjunto aberto nio vazio W C Y arbitrario. Se s € f~![W],

1
entdo f(s) € W. Dai, para cada s € f~1[W], existe um r; > 0 tal que B(f(s),r;) CW e o <
para algum 7, € . Para cada s € f~![W], defina um conjunto aberto em {0, 1}? da seguinte

maneira: Ty = {t € {0,1}® : t(k) = s(k) para todo k < ns}. Se s € f~1[W], entdo s € T;. Assim,
Mwe U n
sef1w]
Para provar a continuidade de f basta demonstrar que

U ncr'wl
sef 1wl
Considere 7 € | ] T arbitrério. Existe um s, € f~![W] tal que 7 € T,. Logo f(s;) € W,
sef~H[w]

B(f(s¢),rs,) CW, — < r,, et(k) = s;(k) para todo k < ng,. Pela defini¢do de f

2ns
F(#) € Uy0),...0005)) = Ulss(0),.051(n5)) -

1
g +1 < ns,
F(t) € Ui 0),....50(n,)) € B(f(50),75,) CW

Por constru¢do diam <U<s,(0),,..7sl(nsl)>> < < r,,. Entdo
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Portanto, t € f~![W].

Agora, somente resta verificar a injetividade de f. Considere s, r € {0,1}® com s #¢.
Temos que s(n) # t(n) para algum n € ®. Sejam = min{n € w : s(n) #t(n)}. Dai, s(n) =t(n)
para n < m e os valores de s(m) e t(m) sdo diferentes, sendo um deles 0 e o outro 1. Por

construgao U 50y, s(m)) VU ((0),....(m)) = 2- Pela definigdo de f temos que f(s) € U 5(0),....s(m))

EARAS}

e f(t) € U@(O)M,(m». Entdo f(s) # f(¢). Portanto, f € injetora.

Uma vez que ja definimos recursivamente a estratégia 6, podemos assumir que

(6({)),Bo. 6((Bo)),B1,6((Bo,B1)),Ba,...)

€ uma partida tal que limsup B, = Z.
new

Vamos verificar que P = {f(s) : s € {0,1}?} tem as condi¢des exigidas.

* P é um conjunto perfeito.
Observe que f é continua, {0,1}® é compacto e P = f[{0,1}®]. Logo P é compacto.
Entdo P € um conjunto fechado.

Agora, resta verificar que P ndo tem pontos isolados. Considere f(s) um ponto arbitrario

de P e € > 0 arbitrario. Temos que n < € para algum n € @. Escolha ¢t € {0,1}? de
maneira que 7(k) = s(k) paratodo k <net(n+1)# s(n+1). Note que f é injetora e
s # 1. Logo f(s) # f(t). Observe que f(s), f(t) € Uy0),...4(n)) = Uis(0).....s(n))- Dl

1 1

d(f(s), f(t)) < diam (Ug),.._s(n))) < il < <€

Entdo P ndo tem pontos isolados.

Portanto, P € um conjunto perfeito.
s PCUND.

Considere f(s) um ponto arbitrdrio de P e n € ®. Pela defini¢ao de f
f(s) € Us(0).....5(n).5(n+1))-
Por construcao temos que

Uis0).....s(n),s(n+1)) € Vis(0),....s(m)) E Wis(0),....s(n)) = Uis(0).....5(n)) NP1 SUND

Entdo f(s) e UND.

Portanto, P C U N D.

. (limsupB,,) x P CA.

new
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Vamos assumir por contradi¢do que existe algum ponto (x, f(s)) de (lim sup Bn> X P que

new
ndo pertence a A = ﬂ Ay. Logo (x, f(s)) ¢ Ay para algum k € @. Como A, DO A, para
new
todo n € , (x, f(s)) ¢ A, para todo n > k. Note que x € limsupB, = (1] | J By Em par-
new neEWm>=n

ticular, x € B, para algum m > k+ 1. Observe que f(s) € Uis(0),....s(m)) € Vis(0),....s(m—1))
€ B X Vi5(0).....s(m—1)) © Am- Entdo (x, f(s)) € A, para algum m > k, o que € uma contra-

dicao.

ncw

Portanto, (lim sup Bn) x P CA.

3.4 Conjectura de Prikry e a pergunta de Sierpinski

Possivelmente € bastante conhecida a definicdo de translado de um conjunto de nimeros

reais:

Definicdo 3.4.1. Um translado de um conjunto X C R é um conjunto X +¢ = {x+r:x € X}
onde r € R.

O préximo teorema € uma adaptagdo de parte do quarto teorema e o primeiro corolédrio

do paper de Galvin, Mycielski e Solovay:

Teorema 3.4.2. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Para qualquer conjunto X C R as

seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. Para qualquer conjunto G5 denso D C R e qualquer conjunto aberto ndo vazio U C R,

existe um conjunto perfeito ndo vazio P C U ND tal que X +P C D;
2. Todo conjunto G5 denso contém um translado de X;
3. Todo conjunto aberto denso contém um translado de X;

4. Existe algum nimero k € o\ {0} tal que X pode ser coberto por k translados de cada

subconjunto aberto denso de R;

5. X tem medida nula forte.

Demonstragdo. Claramente 1. implica que todo conjunto Gg denso D contém um conjunto X + P
para algum conjunto P # &. Escolhat € P. Dai, X +¢ C D, isto é, D contém um translado de X.
Assim, 1. = 2.. Obviamente 2. = 3. pois todo conjunto aberto € um conjunto G5. Trivialmente

3. =4.sendo k= 1. Resta verificar 4. = 5.e¢ 5. = 1..
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4.=-5.: Suponha que k € ®\ {0} € um nimero tal que X C R pode ser coberto por k
translados de cada subconjunto aberto denso de R; devemos mostrar que X tem medida nula

forte.

Considere a sequéncia (&,)nco € RY arbitrdria. Considere a sg:guinte particdo de @

em uma quantidade finita de conjuntos infinitos e disjuntos como @ = U M;. Defina a fungao
j€k
f @ — k de forma que n € My(,. Para cada j € k, escolha alguma sequéncia de intervalos
abertos (I,)nepm; com diam(1,) = €, para cada n € M; de forma que o conjunto D; = U I, seja
I’IGMI‘
denso em R.

Claramente, a intersecao finita de conjuntos abertos densos também € um conjunto aberto

denso. Como cada D; € um conjunto aberto denso, D = ﬂ D; também € um conjunto aberto

jek
denso. Da, existem nimeros f, ..., f_1 € R de maneiraque X C | J(r;+D) C | J(¢;+D;). Para
Jjek JEk
cada j € ktemos que t;+D; =t;+ U I, = U (tj+1,) e diam(¢; +1,) = &, para cadan € M;.
neM; neM;
Logo X € |J U (tj+1) = | (¢4 +1n) com diam(z () +1,) = &, para cada n € o. Seja

JjE€kneM; new
J,=t f(n) + 1, para cada n € ®. Entéo (J,,),ce é uma sequéncia de intervalos abertos satisfazendo

diam(J,) < g, paracadan € we X C U J,.
ncw

Portanto, X tem medida nula forte.
5. = 1.: Vamos assumir que X C R tem medida nula forte.

Note que R é um espago métrico completo sem pontos isolados e 0 —compacto. Con-
sideremos um conjunto G5 denso D C R e um conjunto aberto ndo vazio U C R arbitri-
rios. Sejam D = (] U, onde cada U, ¢ aberto e A = {(x,y) € Rx R :x+y € D}. Logo

ncw
A= ﬂ {(x,y) e RxR:x+yeU,}. Como a fungdo f(x,y) =x+y é continua,

ncw

{(xy) ERxR:x+y €Uy} =f'[U)]

¢ aberto para cada n € w. Entdo A = ﬂ £~ '[U,] é um conjunto Gg. Além disso, o conjunto

new
{yeR: (x,y) €A} = —x+ D é denso em R para cada x € R. Portanto, A C R x R é um conjunto

G verticalmente denso.

Como as hipéteses do Teorema 3.3.5 sdo satisfeitas, existe um conjunto perfeito nao
vazio PCUND de modoque X x PC A.Istoé, X +P C D.

O

Karel Prikry observou que um subconjunto X C R tem medida nula forte se todo conjunto

aberto denso de R contiver um translado de X; e ele também conjecturou que, reciprocamente,
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cada conjunto aberto denso e até mesmo cada conjunto Gg denso de R contém um translado de
cada subconjunto de R com medida nula forte. Isto €, Prikry perguntou se sdo equivalentes as
afirmacdes 2.,3. e 5. do teorema acima. Decorre do Teorema 3.4.2 que a Conjectura de Prikry é

verdadeira.

Possivelmente sdo bastante conhecidas a definicdes de conjuntos raros e conjuntos

magros:
Definicao 3.4.3. Dizemos que um conjunto € raro se o interior do fecho dele é vazio.

Definicao 3.4.4. Dizemos que um conjunto ¢ magro se é unido enumeravel de conjuntos raros.

Wactac Sierpinski perguntou se existe um conjunto magro nao enumeravel X C R de
medida nula forte tal que todo translado de X estd contido em X, exceto por um conjunto

enumeravel de pontos.

O proximo teorema que € o segundo coroldrio que apareceu no paper de Galvin, Mycielski

e Solovay responde a pergunta de Sierpiriski de forma negativa.

Teorema 3.4.5. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Se X C R € um conjunto magro
tal que o conjunto (X +1¢) \ X é enumerdvel para cada t € R, entdo todos os subconjuntos de X

que tém medida nula forte sdo enumeraveis.

Demonstragcdo. Considere um subconjunto de medida nula forte Z C X arbitrario. Por hipétese

X C R € um conjunto magro. Pela definicdo 3.4.4, X = U E, onde cada conjunto E, € um
ncw

conjunto raro. Pela defini¢do 3.4.3, E, = @ para todo n € @. Como os conjuntos de interior
vazio tém complemento denso, R \ E,, é denso para cada n € @. Assim, cada conjunto R\ E,, ¢
um conjunto aberto denso. Como R € espaco de Baire, a intersecao enumerével de conjuntos

abertos densos ¢ um conjunto denso. Daf, D = () (R\ E,,) é um conjunto G5 denso. Pelo Item

ncw
2 do Teorema 3.4.2, D contém um translado de Z. Isto é, Z+¢ C D para algum ¢ € R. Note que

X C U E,.Logo
new
Z+tCD=()(R\E,) =R\ | JE,CR\X.

new ncw
Entdo Z+1t = (Z+1)\X C (X +1)\ X. Por hipétese temos que |Z| = |Z+1| < [(X +1) \ X]| < No.

Portanto, Z é enumeravel.

]

3.5 A pergunta de Fickett

Possivelmente € bastante conhecida a definicdao de copia homotética de um conjunto de

ndmeros reais:
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Definicao 3.5.1. Uma cépia homotética de um conjunto X C R é um conjunto
aX+b={ax+b:xeX}

onde a,bc Rea>0.

James Fickett perguntou se existe uma caracteriza¢do dos conjuntos X de nimeros reais
tais que todo conjunto aberto denso ou todo conjunto G5 denso contenha uma copia homotética
de X.

O préximo teorema que € uma adaptacao de parte do quarto teorema que apareceu no
paper de Galvin, Mycielski e Solovay mostra que a resposta a pergunta de Fickett apenas no caso

de conjuntos G5 densos € que tais conjuntos X sio os conjuntos que t€ém medida nula forte.

Teorema 3.5.2. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Para qualquer conjunto X C R as

seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

1. Para qualquer conjunto Gg denso D C R, existem a,b € R,a > 0 com aX +b C D;

2. Para qualquer conjunto G5 denso D C R, existem conjuntos enumeraveis A,B C R tais
que X CAD+B;

3. X tem medida nula forte.

Demonstragcdo. A implicacdo 1. =- 2. € clara pois basta considerar conjuntos enumeraveis

1
ABCRtaisque —€Ae—— €B.
a a

3. = 1.: Vamos assumir que X tem medida nula forte. Pelo Item 2 do Teorema 3.4.2,
todo conjunto G5 denso D C R contém um translado de X. Isto é, existe um b € R tal que
X +bCD. Assim, vale 1. sendo a = 1.

2. = 3. : Vamos assumir que X C R € tal que, para qualquer conjunto Gg§ denso D C R,
existem conjuntos enumeraveis A,B C R tais que X C AD + B; devemos mostrar que X tem

medida nula forte.

Considere uma sequéncia (&,),c € R? arbitraria. Considere uma particdo de ® em uma
quantidade infinita de conjuntos infinitos e disjuntos como @ = U M;. Para cada j € @, escolha
JEW
. . ) 1
alguma sequéncia de intervalos abertos (I,;) neM; Com diam(7,) < men para cadan € M; de

maneira que o conjunto D; = U I, seja denso em R. Como cada D; € um conjunto aberto
nEMj
denso e R é um espacgo de Baire, D = ﬂ D; € um conjunto G5 denso. Sejam A, B C R conjuntos
JEW
enumeraveis tais que X C AD + B e escolha uma inje¢do j: A x B— o com j({a,b)) > |a|.
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SejaM = U M;((a,p))- Note que, para cada m € M, existe um par unico (am,bm) € AXB
(a,b)cAxB
tal que m € M4, p,))- Observe que

X C AD+B = |J (aD+b)
(a,bycAxB

C U (@Djap)+b)
(a,bycAxB

= U U (aly, + D)

(a,b)eAXBMEM j((q 1))
= U (amly + bp).

meM
1
J(am,bm)) +1

|am|
J({@m,bm)) +1

Note que, param € M, j({am,bm)) = |am| e diam(I,) < &n- Logo

diam(aply + by) = |apm|diam(Z,) <

En X &

Agora, escolha uma sequéncia (J,),ce de intervalos abertos com a,l, +b, CJ, se n € M

satisfazendo diam(J,) < &, para cada n € @. Entdo X C U J,. Portanto, X tem medida nula

new
forte.

]

Finalmente, a resposta a pergunta de Fickett no caso de conjuntos abertos densos € dada
no préximo teorema que € o quinto teorema que apareceu no paper de Galvin, Mycielski e

Solovay.

Teorema 3.5.3. (GALVIN; MYCIELSKI; SOLOVAY, 2017) Para qualquer conjunto X C R as

seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

1. Para qualquer conjunto aberto denso D C R, existem a,b € R,a >0 com aX 4+ b C D;

2. X € aunido de um conjunto limitado e um conjunto de medida nula forte.

Demonstragcdo. 2. = 1.: Seja X = KUZ, onde K é limitado e Z tem medida nula forte. Con-
sidere D C R um conjunto aberto denso arbitrdrio. Escolha a > 0 e um intervalo B tal que
aK + B C D. Escolha um conjunto enumeravel M tal que B+ M = R. Como o translado de
um conjunto aberto denso também é um conjunto aberto denso e R é um espaco de Baire,

G = ﬂ (D+m) é um conjunto Gg denso. Como Z tem medida nula forte, pelo Exemplo

meM
2.2.4, aZ também tem medida nula forte. Pelo Item 2 do Teorema 3.4.2, G contém um trans-

lado de aZ. Isto é, aZ+t C G para algum t € R. Escrevat =b+monde b € Be m € M. Dai,
aZ+b+mC GCD+m,de onde aZ+ b C D. Além disso, aK +b C aK + B C D. Assim,
aX+bCD.
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1. = 2.: Vamos assumir por contradi¢do que, para qualquer conjunto aberto denso
D C R, existem a,b € R,a > 0 com aX + b C D; e que X ndo € a unido de um conjunto limitado

e um conjunto de medida nula forte.

Afirmagao 1. Dado 6 > 0, podemos encontrar Y C X e Z C X com d(Y,Z) > 9§ tais que

nem Y nem Z tem medida nula forte.

Demonstracdo. [da Afirmagdo 1] Dado 8 > 0. Escreva R = U (8(n,n+1]). Seja
neZ

M={ne€Z:XNdo(n,n+1] tem medida nula forte}.

Pelo exemplo 2.2.5, a unido enumerdvel de conjuntos de medida nula forte também € um conjunto
de medida nula forte. Entao U (XN (n,n+ 1]) tem medida nula forte. Observe que

neM
X = | xndmn+1) U |JEnsmn+1).
neZ\M neM

Temos que X € unido de U (XN &(n,n+1]) e um conjunto de medida nula forte. Portanto, é
neZ\M

claro que U (XN (n,n+ 1]) ndo pode ser limitado. Entdo Z \ M deve ser infinito. Escolha
neZ\M
m,n € Z\M com |m—n| > 1.SejamY =XNd(m,m+1]eZ=XNS(n,n+1]. Entdod(Y,Z) >

e nem Y nem Z tem medida nula forte.

]

Afirmagdo 2. Dado & > 0, podemos encontrar uma sequéncia de nimeros positivos
(£n>n€w\ {0} de modo que X nao seja coberto por nenhuma sequéncia de intervalos cujos didmetros

sejam O, €], &, ...

Demonstragdo. [da Afirmagao 2] Vamos assumir por contradi¢cdo que existe um 6 > 0 tal que,

para toda sequéncia (8,1)”6@\{0} € Rg(\){o}, X pode ser coberto por alguma sequéncia de intervalos

cujos didmetros sdo 8,€;,&p,. ..

Usando a Afirmacéo 1, escolha Y,Z subconjuntos de X com d(Y,Z) > § tais que nem
Y nem Z tem medida nula forte. Considere a sequéncia (&,),c € R?, arbitrdria. Seja (I,)nce

: . : . 1
uma sequéncia de intervalos tal que X C | J I, com diam(ly) = & e diam(/,) = 5 para cada
new

ne o\ {0}

Suponhaque Y NIy = <. Logo Y C U I,,. Entdo escolha uma sequéncia (J,) e de
nea\ {0}
intervalos abertos com diam(J,) < &, para cada n € o tais que I, C J, para cadan € o\ {0}.

Dai, Y C U J, mas isso € impossivel porque Y ndo tem medida nula forte. Portanto, Y N1y # <.
ncw
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O mesmo raciocinio se aplica a Z. Assim, Z N1y # &. Temos que Y e Z tém pontos de [y, o que

implica que d(Y,Z) < 6 mas isso é uma contradig@o.

]

Seja {7} mew\ {0} Um conjunto denso em R.

Para cada m € @\ {0} definimos Ly, Jin, Om € (Emn)new\ {0} Satisfazendo as seguintes

condicdes:

. . L 1
(i) I, € um intervalo aberto limitado com r,, € I,, e se m > 1 entdo diam(/,,) < %ek,m,k para
cadak e {1,...,m—1};
(i1) J; € um intervalo limitado com I} U--- U1, C Jy,;

(iii) 8, =m-diam(J,,);

(iv) (&mn)ncw\foy € uma sequéncia de nimeros positivos de maneira que X néo € coberto
por nenhuma sequéncia de intervalos cujos didmetros sejam Oy, &1, Em2, - - - (a referida

sequéncia de numeros positivos existe devido a Afirmag¢do 2 acima).

Temos que D = U I, € um conjunto aberto denso em R. Escolha a,b € R,a > 0 com
mew\{0}
A 1 1
aX +b C D. Defina § = —(S — b) para cada S C R. Escolham € @\ {0} com — < m. Entdo
a a

~

XCDChU---UlyUlyp Ulyia U+ CJyy Ul Ul U -

N 1
Observe que diam(J,,) = — -diam(J,,,) < m-diam(J,,) = &,,. Além disso, note que, para cada
new\{0},

X 1 1
diam(fy,4p,) = . ~diam(Ly4,) < m-diam(Ly4,) < m- n_zgm’" = Emp-

Portanto, temos que X pode ser coberto por uma sequéncia de intervalos cujos diametros sao

Oms €m,15Em2; - - mas isso contradiz a condigdo (iv).

[]
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CAPITULO

JOGOS INFINITOS ASSOCIADOS A
PROPRIEDADE DE ROTHBERGER

Scheepers (SCHEEPERS, 1996) introduziu o principio de sele¢do S; (<7, %). Em par-
ticular, a propriedade de Rothberger é definida por S1(€,0) onde & € o conjunto de todas as

coberturas abertas de um espago topoldgico.

Scheepers (SCHEEPERS, 1997) definiu o Jogo G (<7, %) associado a cada propriedade
definida por algum principio de sele¢io S1 (<7, %). Em particular, o Jogo de Rothberger é o Jogo
G1(0,0) associado 4 S1(0, O) (propriedade de Rothberger). Telgarsky (TELGARSKY, 1975)
e Galvin (GALVIN, 1978) definiram separadamente o Jogo ponto-aberto. Galvin (GALVIN,
1978) definiu o Jogo finito-aberto.

Galvin (GALVIN, 1978) introduziu o conceito de jogos duais. Dois jogos sdo duais se
satisfizerem que o Jogador / tem uma estratégia vencedora no primeiro jogo se, € somente se,
o Jogador /1 tiver uma estratégia vencedora no segundo jogo e o Jogador / tem uma estratégia
vencedora no segundo jogo se, e somente se, o Jogador /] tiver uma estratégia vencedora no

primeiro jogo.

Galvin (GALVIN, 1978) introduziu o conceito de jogos equivalentes. Dois jogos sdo
equivalentes se satisfizerem que o Jogador / tem uma estratégia vencedora no primeiro jogo se,
e somente se, o Jogador / tiver uma estratégia vencedora no segundo jogo e o Jogador /1 tem
uma estratégia vencedora no primeiro jogo se, e somente se, o Jogador /] tiver uma estratégia

vencedora no segundo jogo.

Galvin (GALVIN, 1978) mostrou que o Jogo de Rothberger e o Jogo ponto-aberto sdo
jogos duais. Galvin (GALVIN, 1978) também mostrou que o Jogo ponto-aberto e o Jogo finito-
aberto sdo jogos equivalentes. A partir dai, podemos deduzir que o Jogo de Rothberger e o Jogo
finito-aberto s@o jogos duais. Portanto, para que o Jogo de Rothberger, o Jogo ponto-aberto e o

Jogo finito-aberto sejam jogos determinados, € suficiente que um dos trés jogos seja determinado.
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Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) mostraram que o Jogo de Rothberger e o Jogo
de Mycielski-Solovay sdo jogos equivalentes no caso de espacos métricos compactos. A partir
dai, Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) mostraram que, para todo espaco métrico compacto,
a prorpriedade de Rothberger e de medida nula forte sdo equivalentes. Em particular, espaco de

Cantor 2% nio é de medida nula forte pois é compacto e ndo é de Rothberger.

Pawlikowski (PAWLIKOWSKI, 1994) definiu o Jogo Sigma de Rothberger e o Jogo
Sigma ponto-aberto. De maneira semelhante, podemos definir o Jogo Sigma finito-aberto. Pawli-
kowski (PAWLIKOWSKI, 1994) demonstrou que se um espago topoldgico tem a propriedade de
Rothberger, entdo o Jogador 7 ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger
nesse espaco. Nao € dificil deduzir que se Jogador / ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo
Sigma de Rothberger, entdo Jogador / ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger.
Portanto, se um espago topoldgico tem a propriedade de Rothberger, entdo o Jogador I ndo
tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger nesse espaco. Usamos tal resultado para

estabelecer doze equivaléncias da Conjectura de Borel.

4.1 Principios de selecao e o Jogo de Rothberger

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontaram que a propriedade de Rothberger

pode ser definida pelo principio de selecao seguente:

Definicao 4.1.1. (SCHEEPERS, 1996) Considere <7 ¢ % familias nao vazias de conjuntos nao
vazios. Denotamos por S (<7, %) a afirmagdo “Para cada sequéncia (A,),cq de elementos de

o/ , existe uma sequéncia (x,),cq tal que x, € A, paratodon € ® e {x, }pcw € B.”

Observacao 4.1.2. A afirmacdo de que um espaco topolégico X é um espago de Rothberger
pode ser expressa por S;(0(X),0(X)), onde &(X) € o conjunto de todas as coberturas
abertas de X. Isso segue da Definicdo 2.2.10 e da Defini¢cao 4.1.1. Quando ndo existe nenhuma

possibilidade de m4 interpretacdo, vamos apenas escrever ¢ em vez de 0'(X).

Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontaram que toda propriedade definida por
S1(<f, ) tem um jogo associado:

Definicao 4.1.3. (SCHEEPERS, 1997) Considere <7 e % familias ndo vazias de conjuntos ndo
vazios. O Jogo G|(</, %) ¢ definido da seguinte forma:
Em cada turno n € @, o Jogador I escolhe A, € <7 e o Jogador II responde x, € A,,.

A partida é ganha pelo Jogador I1 se {x, }ncew € %. Caso contrdrio, a partida é ganha
pelo Jogador 1.

Vamos colocar énfase na diferenga entre o principio de seleg¢do S;(«7, %) e o Jogo

G (o, A) pois o principio de selecdo S| (<7, A) é uma afirmagio que pode ser verdadeira ou
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falsa, enquanto o Jogo G (<7, %) é um conjunto de regras que define as condi¢oes das jogadas
alternadas entre dois jogadores e se uma partida de tal jogo € ganha por um jogador ou outro.

Definiciio 4.1.4. Considere o Jogo G (<7, A).

<o
Uma estratégia do Jogador / é uma funcio 6 com dom6 C (U 4 ) tal que
9(<X(), e ,xn_1>) € o

para cada sequéncia finita (xg,...,x,_1) € dom#.

Uma estratégia do Jogador /7 é uma funcdo p com domp C &7 < tal que

p((Ao,...,A,)) €A,

para cada sequéncia finita (Ao, ...,A,) € domp.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) apontaram:

Proposicao 4.1.5. Considere &7 e % familias ndo vazias de conjuntos nio vazios tais que o

Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo G| (<7, %). Entao, S (<, A) é verdadeira.

Demonstragdo. Considere </ e 9 familias ndo vazias de conjuntos nao vazios. Vamos usar
a contrapositiva. Suponha que S} (<7, %) ndo é verdadeira. Existe uma sequéncia (A,),cq de

elementos de <7 tal que, para toda sequéncia (x,),cw, temos que x,, ¢ A, para algum m € ® ou
{xn }new ¢ AB.

Defina a seguinte estratégia para o Jogador /: Em cada turno n € @, o Jogador I joga
A,. Seja x, € A, aresposta arbitrdria do Jogador /7 no turno n € @. Como a sequéncia (x,),ce
satisfaz que x, € A, para todo n € @, {x,},co ¢ #. Entdo tal estratégia é uma estratégia

vencedora para o Jogador I no Jogo G (<7, %A).
0

Em particular, Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) definiram o Jogo de Rothberger:
Definicao 4.1.6. O Jogo de Rothberger em um espago topoldgico X é G|(0,0). Isto é, o
jogo naturalmente associado a S1(&,0) (propriedade de Rothberger em X), que é definido por:

Em cada turno n € @, o Jogador I escolhe uma cobertura aberta 4, de X e o Jogador I/
responde com U, € G,.
A partida € ganha pelo Jogador /7 se U U, = X. Caso contrdrio, a partida é ganha pelo

ncw

Jogador .

Defini¢io 4.1.7. Considere o Jogo G|(0, ). Seja T a topologia de X.
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Uma estratégia do Jogador / é uma fung¢do 6 com dom6 C 7<® de modo que
0((Vo,...,Up—1)) €O

para cada sequéncia finita (Up,...,U,—) € dom6.

Uma estratégia do Jogador /7 é uma fung¢do p com domp C 0<® de modo que
p((%0,...,%n)) € 6n
para cada sequéncia finita (%4, ...,%,) € domp.

Observacao 4.1.8. A Defini¢do 4.1.6 concorda com a Defini¢do 4.1.3 uma vez que U U,=X
new
¢ 0o mesmo que dizer que {U, } e € cobertura aberta de X. Também a Definigdo 4.1.7 concorda

com a Defini¢do 4.1.4 dadoque t=J 0.

Observacao 4.1.9. Se o Jogador I ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger no
espaco topoldgico X, entdo X € um espago de Rothberger, isso segue da Proposicio 4.1.5 e da

Observagdo 4.1.2.

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) observaram algumas relacdes entre o Jogo de
Mycielski-Solovay e o Jogo de Rothberger:

Proposicdo 4.1.10. Se (X, d) é um espago métrico, entdo temos que sdo verdadeiras as seguintes

afirmacdes:

1. Se o Jogador / tem estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay em X, entdo o

Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X.

2. Se o Jogador /I tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X, entdo o Jogador /1

tem estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay em X.

Além disso, se X também € compacto, entdo também sdo verdadeiras as reciprocas das duas

afirmacdes acima.

Demonstragdo. Para provar as implicacdes diretas, observe que a colecdo de todos os subcon-
juntos abertos de X com didmetro menor que um € > 0 fixo forma uma cobertura aberta de X.

Seja 7; a topologia de X induzida pela métrica d.

1. Considere 6 uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo MS(X). Usaremos tal estraté-

gia para definir uma estratégia vencedora p do Jogador I no Jogo G1(0,0).

Para iniciar defina p(()) = {A € 75 : diam(A) < 6(()) }. Considere A, a resposta arbitraria
do Jogador I no turno n € @ do Jogo G1(0, 0) e defina

p((Ag,....An) = {A € 1, : diam(A) < 8((Ag, ..., Ax)}.
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Como 6 é uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo MS(X), a partida

<9(<>)7A07 0(<A0>)7A170(<A05A1>)7A27 ceey 9(<A0a s 7An>)7An+17 .. >

do Jogo MS(X) é ganha pelo Jogador . Isto é, U A, # X. Dali, a partida

new

(p(()):40,p({A0)),A1,p((A0,A1)), A2, ., p((A0, -+, An) ) Antis - )

do Jogo G1(0, 0) é ganha pelo Jogador I. Assim, p é uma estratégia vencedora do Jogador
I'no Jogo G1(0,0).

2. Considere 6 uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo G|(0, ). Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora p do Jogador /7 no Jogo MS(X).

Para cada € > 0 seja 6 = {A € 7, : diam(A) < €}. Para cada n €  defina
p((€0,--- &) = 9(<<€€07"'7Cg€n>)'

Como 6 ¢ estratégia vencedora do Jogador I1 em G1(0, 0),

U e, &) = | 0%y, Ce)) = X.

new ncw

Portanto, p é uma estratégia vencedora do Jogador /7 no Jogo MS(X).
Agora, suponha que X seja compacto. Vamos provar as reciprocas das afirmagdes acima.

1. Considere 6 uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo G{(&, ). Usaremos tal

estratégia para definir uma estratégia vencedora p do Jogador I no Jogo MS(X).

Para comecar, X é um espago métrico compacto e 0(()) é uma cobertura aberta de X. Pelo
Lema da cobertura de Lebesgue, existe um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta

0(()). Definimos p(()) como um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta 6(()).

Considere Ay a resposta arbitrdaria do Jogador II no turno 0 do Jogo MS(X). Entdo
diam(Ap) < p(()). Como p(()) é um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta 6(()),
existe um Vy € 0(()) tal que Ag C Vj.

Para continuar, X € um espaco métrico compacto e 6((Vp)) € uma cobertura aberta de
X. Logo existe um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta 6 ((Vy)). Vamos definir

p((Ao)) como um niimero de Lebesgue para a cobertura aberta 6 ((Vp)).

Considere A; a resposta arbitrdaria do Jogador II no turno 1 do Jogo MS(X). Entdo
diam(A;) < p((Ao)). Como p({(Ap)) € um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta
0((Vo)), existe um V; € ((Vp)) tal que A} C V.

Para avangar ainda mais, X é um espago métrico compacto e 0((Vp,V})) é uma cobertura

aberta de X. Logo existe um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta 6((Vp,V})).
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Podemos definir p((Ap,A;)) como um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta
0((Vo, V1))

Em geral, suponha que, para cada n € m, (Ao,...,A,) € domp é tal que p((Ao,...,An))
foi definido como um niimero de Lebesgue para a cobertura aberta 0 ((Vj,...,V,)), onde
(Vo,...,Vn) é tal que, para cada k < n, Ay C V, € 0((Vo,...,Vi_1)). Entéo, para cada
Ap+1 € X comdiam(A,11) < p({Ag,...,A,)), podemos escolher V,.+1 € 0((Vo,...,Vn))
tal que A,+1 C Vyq1. Como X € um espago métrico compacto e 0((Vo,...,Vy,Vit1))
€ uma cobertura aberta de X, usando o Lema da cobertura de Lebesgue, podemos
definir p((Ay,...,An,Ap+1)) como um ndmero de Lebesgue para a cobertura aberta
0((Vo,..-,Vn,Vut1)). Uma vez finalizada a partida do Jogo MS(X)

<p(<>)7A07p(<A0>)7A17p(<A07A1>)7A27 cee 7p(<A07 cee 7Ai’l>)7An+l7' . ‘>7

temos U V, # X pois 6 ¢é estratégia vencedora do Jogador I no Jogo G1(0, 0).
ncw
Dai, U A, C U V. & X. Logo U A, # X. Isto é, tal partida do Jogo MS(X) é ganha

new new new
pelo Jogador / jogando de acordo com p. Assim, p € estratégia vencedora do Jogador I no

Jogo MS(X).

. Considere 6 uma estratégia vencedora do Jogador II no Jogo MS(X). Usaremos tal

estratégia para definir uma estratégia vencedora p do Jogador II no Jogo G1(0, 0).

Como X é compacto, o Lema da cobertura de Lebesgue permite definir o seguinte: Para
cada € € U seja €&, um numero de Lebesgue para a cobertura aberta 4. Assim, se o
Jogador I escolhe uma cobertura aberta %y no turno 0 do Jogo G (0, 0), entdo &g, é
um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta ¢p e o conjunto 0((&4,)) ¢é tal que
diam(0((e%,))) < &¢,- Logo 0((€%,)) é um subconjunto de algum elemento da cobertura
aberta 6. Definimos a resposta do Jogador II como o conjunto aberto p({ép)) € ¢ tal

que 6((&4,)) € p({%0))-

Em geral, se (%p,...,%,) € domp é a sequéncia das escolhas do Jogador I até o turno
n € o do Jogo G{(0, ), entdo &4, é um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta %
para cada k < n, e o conjunto 0((&¢,,...,€z,)) é tal que diam(6((&y,,...,&4,))) < €,
Logo 0({&4,,.--,&¢,)) é um subconjunto de algum elemento da cobertura aberta %,.
Definimos a resposta do Jogador /1 como o conjunto aberto p ({6, ...,%,)) € 6, tal que
0((e%,,---,€¢,)) € p((€0,...,€n)). Apés a conclusdo da partida do Jogo G (0, 0)

(€0,p((%0)),€1,p((%0,€1)),-- - Cn, P (G0, -, Cn))s i1, P({€0s - -, G, Cut))- ),

temos X = U 0((es,,---,€¢,)) C U p((%0,-..,%,)) C X pois 0 é uma estratégia ven-
new new
cedora do Jogador /1 no Jogo MS(X). Logo | J p({%0,...,6n)) = X. Isto é, tal partida do

new

Jogo G{(0, 0) é ganha pelo Jogador II jogando de acordo com p. Assim, p € estratégia
vencedora do Jogador 11 no Jogo G{(0,0).
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Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) concluiram:

Corolario 4.1.11. Se X é um espago métrico compacto, entdo sdo equivalentes:

1. X é espaco de medida nula forte;
2. O Jogador I ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo de Mycielski-Solovay em X;
3. O Jogador I ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X

4. X ¢é espaco de Rothberger.

Demonstragdo. A equivaléncia 1. < 2. segue do Teorema 3.1.8, a equivaléncia 2. < 3. segue
da Proposi¢do 4.1.10, a implicacdo 3. = 4. segue da Observagdo 4.1.9, e a implicacdo 4. = 1.
segue da Proposi¢do 2.3.25.

]

Observacao 4.1.12. O espaco de Cantor 2% nao é de medida nula forte pois lembremos que no
Exemplo 2.3.3 mostramos que ndo € de Rothberger e, dado que € compacto, temos que pelo

Corolério 4.1.11 as propriedades de medida nula forte e de Rothberger sdo equivalentes.

4.2 Jogos duais e o Jogo ponto-aberto

A definicdo de jogos duais que apareceu no paper de Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS,

2020) pode ser escrita assim:

Definicao 4.2.1. (GALVIN, 1978) Dizemos que o0s jogos A e B jogados pelos jogadores [ e 11
sdo0 jogos duais se satisfizerem as seguintes condicoes:

A) O Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo A se, e somente se, o Jogador /1 tem

estratégia vencedora no Jogo B.

B) O Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo B se, e somente se, o Jogador I/ tem

estratégia vencedora no Jogo de A.

Auruchi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) definiram o Jogo ponto-aberto:

Definiciio 4.2.2. (TELGARSKY, 1975) (GALVIN, 1978) O Jogo ponto-aberto em um espaco
topoldgico X € definido da seguinte maneira:

Em cada turno n € @, o Jogador I escolhe x, € X e o Jogador /I responde com um

conjunto aberto V;, C X de modo que x,, € V,,.
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Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador / se U V, = X. Caso contrdrio, a partida é
new

ganha pelo Jogador /1.

Definicao 4.2.3. Considere o Jogo ponto-aberto. Seja T a topologia de X.

Uma estratégia do Jogador / é uma fungéo 6 com dom6 C (t\{@})<? de forma que
O((Vo.....Va_1)) €X

para cada sequéncia finita (Vp,...,V,_1) € dom#.

Uma estratégia do Jogador // é uma fung¢do p com domp C X< de forma que

p((x0,...,xn)) €ET e Xn € p((x0,---,Xn))
para cada sequéncia finita (xo,...,x,) € domp.

Lema 4.2.4. Se X € um espaco topoldgico, entdo sdo verdadeiras as seguintes afirmacoes:

1. Se p € uma estratégia do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto em X, entdo, para cada s € domp,
temos que {p(s"x):x€X} € 0.

2. Se p € uma estratégia do Jogador I no Jogo de Rothberger em X, entdo, para cada
s € domp, existe um ponto x € X tal que, para qualquer conjunto aberto V € Tcomx €V,
temos que p (s~ %) =V para alguma cobertura aberta ¢ € 0.

Demonstragcdo. Sejam T a topologia de X e &' o conjunto de todas as coberturas abertas de X.

1. Considere p uma estratégia arbitraria do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto em X.

Considere s € domp arbitrdrio. Entdo p(s~x) € T e x € p(s”x) para todo x € X. Isto &,
p(s™x) € T e {x} C p(s”x) para todo x € X. Portanto, p(s"x) € T para todo x € X ¢

X= U{x} C U p(s"x). Assim, {p(s"x):xeX} € 0.

xeX xeX

2. Considere p uma estratégia arbitraria do Jogador /1 no Jogo de Rothberger em X.

Vamos assumir por contradi¢ao que existe um s € domp de modo que, para cada ponto
x € X, existe algum conjunto aberto V com x € V tal que p(s~ %) # V para toda cobertura
aberta ¢ € ¢. Podemos fazer o seguinte: Para cada ponto x € X, escolhemos um conjunto
aberto V* com x € V¥ tal que p(s~%) # V¥ para toda cobertura aberta € € 0. Dai,
definimos a colegdo ¢’ = {V*: x € X}. Como x € V* para todo x € X, {x} C V¥ para

todo x € X. Portanto, X = U {x} C U V= U‘K'. Assim, ¢” é uma cobertura aberta de
xeX xeX

X.Isto é, %" € 0. Entio p(s~¢€') € €' = {V*:x € X}. Logo p(s~%") = V' para algum

ponto x’ € X, o que é uma contradi¢@o.
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Teorema 4.2.5. (GALVIN, 1978) O Jogo de Rothberger e o Jogo ponto-aberto sdo jogos duais.

Demonstracdo. Vamos mostrar que a condicao A da Definicdo 4.2.1 € satisfeita verificando que

as condi¢des que chamaremos de Al e A2 sdo satisfeitas.

Al)

A2)

Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger, entdo o Jogador /1 tem

estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto.

Considere 6 uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo de Rothberger. Usaremos tal

estratégia para definir uma estratégia vencedora p do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto.

Se o Jogador I joga no turno 0 qualquer ponto x¢ € X, entdo o Jogador /I escolhe o
conjunto aberto p((xo)) tal que p({xp)) € 0(()) e xo € p({xo)). Suponha ja definida uma
sequéncia (xp,...,x,) € domp de pontos arbitrdrios de X jogados pelo Jogador I até o
turno n € @. Se o Jogador [ joga no turno n + 1 qualquer ponto x,4; € X, entdo o Jogador

11 escolhe o conjunto aberto p({xo,...,xn,X,+1)) tal que

P((x0, -+ X Xnt1)) € O({P((x0)), -+, P((x0,- -5 %n))))

Xn+1 € p(<x07 cee 7xnaxn+1>)~
Como 6 ¢ estratégia vencedora do Jogador I no Jogo de Rothberger,
U p<<x07"'7xn>) 7£X
ncw

Portanto, p € estratégia vencedora do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto.

Se o Jogador /1 tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto, entdo o Jogador / tem

estratégia vencedora no Jogo de Rothberger.
Considere p uma estratégia vencedora do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora 0 do Jogador / no Jogo de Rothberger.

Pelo Item 1 do Lema 4.2.4, temos que {p((x)) : x € X} € 0. Para iniciar o turno 0 defina
0(()) ={p((x)) : x € X}. Considere Uy € 0(()) qualquer resposta do Jogador /I. Entao
Up = p({xp)) para algum ponto xy € X.

Pelo Item 1 do Lema 4.2.4, temos que {p((xp,x)) : x € X} € 0. Para continuar com o
turno 1 defina 6 ((Up)) = {p({x0,x)) : x € X }. Considere U; € 0({Up)) qualquer resposta
do Jogador /1. Entdo U; = p((xp,x])) para algum ponto x| € X.

Pelo Item 1 do Lema 4.2.4, temos que {p({xp,x1,x)) : x € X} € €. Em geral, suponha ja
definidos os pontos xo, . . ., x, tais que, para cada k < n, Uy = p({xo, .- -, Xx))-

Pelo Item 1 do Lema 4.2.4, podemos definir no turno n + 1 a seguinte jogada

0((Uo,-..,Un)) = {p ({0, ,xn,x)) 1 x € X}
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Como p ¢é estratégia vencedora do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto,

U p({x0,...,xn)) #X.

ncw

Portanto, U U, # X. Isto é, 0 ¢ estratégia vencedora do Jogador / no Jogo de Rothberger.
new

A seguir, vamos mostrar que a condicdo B da Defini¢do 4.2.1 € satisfeita verificando que as

condi¢des que chamaremos de B1 e B2 sdo satisfeitas.

B1)

B2)

Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto, entdo o Jogador I/ tem

estratégia vencedora no Jogo de Rothberger.

Considere 8 uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo ponto-aberto. Usaremos tal

estratégia para definir uma estratégia vencedora p do Jogador /1 no Jogo de Rothberger.

Se o Jogador I joga no turno 0 a cobertura aberta 6, € ¢, entdo o Jogador /I escolhe o
conjunto aberto p((%p)) tal que p((%o)) € 6o e 0(()) € p({(%s)). Suponha ja definida a
sequéncia (%, ..., %,) € domp de coberturas abertas de X jogadas pelo Jogador I até o

turno n € @.

Se o Jogador I joga no turno n+ 1 a cobertura aberta 6,1 € €, entdo o Jogador I/
escolhe o conjunto aberto p((6p,...,%n, €n+1)) tal que p({(6o,...,6n, Cns1)) € nr1 €
0((p((%0)),---,P((60,.--,En)))) € p({C0,...,6n,Cn+1)). Como 6 & estratégia vence-
dora do Jogador I no Jogo ponto-aberto, U p((%0,...,%,)) = X. Portanto, p ¢ estratégia

ncw
vencedora do Jogador /7 no Jogo de Rothberger.

Se o Jogador /I tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger, entdo o Jogador I tem

estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto.
Considere p uma estratégia vencedora do Jogador /7 no Jogo de Rothberger. Usaremos tal
estratégia para definir uma estratégia vencedora 0 do Jogador I no Jogo ponto-aberto.

Pelo Item 2 do Lema 4.2.4, existe um ponto xo € X tal que, para qualquer conjunto aberto

V € tcom xg € V, temos que p((¢’)) =V para alguma cobertura aberta ¢ € 0.

Para comecar o turno 0 defina 6(()) = xo. Considere V) € T com xy € Vj a resposta do

Jogador /1. Entdo existe alguma cobertura aberta % € € tal que p((%0)) = Vo.

Pelo Item 2 do Lema 4.2.4, existe um ponto x| € X tal que, para qualquer conjunto aberto

V € 1 comx; €V, temos que p((%p, %)) =V para alguma cobertura aberta ¢ € 0.

Para continuar com o turno 1 defina 6((Vp)) = x;. Considere V| € T com x| € V] aresposta
do Jogador /1. Entdo existe alguma cobertura aberta €| € ¢ tal que p ({60, %1)) = V1.

Pelo Item 2 do Lema 4.2.4, existe um ponto x; € X tal que, para qualquer conjunto aberto

V € 1 comx; €V, temos que p((%6p,%1,%¢)) =V para alguma cobertura aberta ¢ € 0.
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Em geral, suponha ja definidas as coberturas abertas %, .. ., 6, tais que, para cada k < n,
p({€o,-.., 1)) = Vi
Pelo Item 2 do Lema 4.2.4, podemos definir no turno n + 1 a seguinte jogada

0((Vo,-.., V) = Xnt1

onde x,, 11 € um ponto de X tal que, para qualquer conjunto aberto V € T com x,41 €V,
temos que p ({6, ...,%,,%)) =V para alguma cobertura aberta ¢ € 0.

Como p ¢ estratégia vencedora do Jogador /1 no Jogo de Rothberger,

U p((%0o.-... %)) = X.

ncw

Portanto, U V., = X. Isto é, 0 € estratégia vencedora do Jogador I no Jogo ponto-aberto.
ncw

]

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) demonstraram:

Teorema 4.2.6. (TELGARSKY, 1975) (GALVIN, 1978) Considere X um espago topoldgico
em que todo ponto € um conjunto G5. Entdo o Jogador /I tem uma estratégia vencedora no Jogo

de Rothberger em X se, e somente se, X é enumeravel.

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.2.5, para demonstrar o resultado basta demonstrar que:

“O Jogador I tem uma estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto em X se, € somente se,
X € enumeravel”.

Primeiro, vamos demonstrar a parte reciproca.

Suponha que X é enumerdvel e fixe uma enumeragio {x,},co = X. Se o Jogador 1
escolhe x, em cada turno n € @, entdo isso é uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo
ponto-aberto em X pois se o Jogador /I no turno n € @ responde o conjunto aberto V,, com
xp€Vyentio X = | J{x,} C [JVa CX.

ncw ncw

Agora, para demonstrar a implicacdo direta vamos usar a contrapositiva.

Suponha que X ndo é enumerdvel. Considere 6 uma estratégia arbitraria do Jogador I no

Jogo ponto-aberto em X. Vamos mostrar que 8 ndo pode ser estratégia vencedora.

Para cada x € X, seja {V,f}kea, um conjunto de vizinhangas abertas de x (que € Gg)
satisfazendo {x} = ﬂ Vi
kew
Definir recursivamente:
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* xy=0(0);
* Wy = V,:O para cada k € w;
o xg=0((Wy1,...,Wypn)) paras € @", n#0;

* Wy =V, paracada k € o.

Como {x,: s € ©<?} é enumerdvel e X ndo é enumerével, podemos escolher um ponto
ye X\ {xs:s5€ ®~?}. Considere a seguinte partida do Jogo ponto-aberto em X. O Jogador
I comega com x;y = 0(()). Como y # x), existe ko € @ tal que y ¢ VI;O = Wik)- Seja W) a
resposta do Jogador 1. No seguinte turno o Jogador 7 joga x iy = 0 ({(Wy,)). Como y # x ).
existe k] € wtal que y ¢ V,jl o) — Wiko i)+ S€ja Wi ) a resposta o Jogador /1. No proximo turno
o Jogador I joga x, x,y = 0 (W), Wiko 4,)))- Em geral, considere n € o, se s € " € tal que o
Jogador I joga x; no turno n, entéo existe k, € @ tal que y ¢ V,jf: = W, € em resposta o Jogador
1T escolhe W~ . Observe que isso descreve uma partida em que o Jogador / segue 6 e perde (ja
que o ponto y nunca € coberto), o que mostra que 0 ndo € uma estratégia vencedora. Portanto, o

Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto em X.

O

Aurichi e Dias (AURICHI; DIAS, 2020) concluiram:

Corolario 4.2.7. A Conjectura de Borel implica que o Jogo de Rothberger é determinado em

cada espaco métrico.

Demonstragdo. Vamos assumir que a Conjectura de Borel € verdadeira. Pelo Teorema 2.3.16,
a Conjectura de Borel para espacos métricos também € verdadeira. Considere X um espaco
métrico. Suponha que o Jogador / ndo tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X.
Pela Observagdo 4.1.9, X € um espaco de Rothberger. Pela Proposicdo 2.3.25, X € um espago de
medida nula forte. Logo X é enumerdvel. Pelo Teorema 4.2.6 e pelo fato que todo ponto é Gg
em um espago métrico, temos que o Jogador /1 tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger

em X. Portanto, o Jogo de Rothberger é determinado em X.

]

Observacao 4.2.8. A Conjectura de Borel implica que o Jogo ponto-aberto € determinado em

cada espaco métrico. Isso segue do Teorema 4.2.5 e do Corolario 4.2.7.

4.3 Jogos equivalentes e o Jogo finito-aberto

Definicao 4.3.1. (GALVIN, 1978) Dizemos que os jogos A e B jogados pelos jogadores I e 11

sao0 jogos equivalentes se satisfizerem as seguintes condigdes:
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A) O Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo A se, e somente se, 0 Jogador / tem estratégia

vencedora no Jogo B.

B) O Jogador /I tem estratégia vencedora no Jogo A se, e somente se, o Jogador /I tem

estratégia vencedora no Jogo de B.

Observacao 4.3.2. Em um espago métrico compacto o Jogo de Mycielski-Solovay e o Jogo de

Rothberger sio jogos equivalentes. Isso segue da Proposi¢do 4.1.10 e da Defini¢do 4.3.1.

Definicao 4.3.3. (GALVIN, 1978) O Jogo finito-aberto em um espaco topoldgico X € definido

da seguinte maneira:

Em cada turno n € w, o Jogador I escolhe um conjunto finito ndo vazio F, C X e o

Jogador /I responde com um conjunto aberto V,, € X de modo que F,, CV,,.

Uma partida deste jogo é ganha pelo Jogador / se U V, = X. Caso contrdrio, a partida é
new

ganha pelo Jogador /1.

Definicao 4.3.4. Considere o Jogo finito-aberto. Seja T a topologia de X.

Uma estratégia do Jogador / é uma fungdo 6 com dom6 C (7\ {@})<® de maneira
que
0((Vo,-.-,Va—1)) € [X]I7?\ {2}

para cada sequéncia finita (Vp,...,V,_1) € dom#.

Uma estratégia do Jogador /7 é uma fungdo p com domp C ([X]<?\ {2})<® de

maneira que
p((Fo,....,Fy)) €T e F, Cp({Fo,...,F))

para cada sequéncia finita (Fp, ..., F,) € domp.

Teorema 4.3.5. (GALVIN, 1978) O Jogo finito-aberto e o Jogo ponto-aberto sdo jogos equiva-

lentes.

Demonstragdo. Vamos mostrar que a condicao A da Definicdo 4.3.1 € satisfeita verificando que

as condi¢des que chamaremos de Al e A2 sdo satisfeitas.

Al) Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo finito-aberto, entdo o Jogador / tem

estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto.

Considere 6 uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo finito-aberto. Usaremos tal

estratégia para definir uma estratégia vencedora p do Jogador I no Jogo ponto-aberto.

O Jogador I escolhe o ponto xg ¢ no turno 0, 0 ponto xp | no turno 1, e assim por diante
até escolher o ponto xg x, no turno ko de forma que 0(()) = {x0,0;X0,1;---:X0 4, }- Sejam

os conjuntos abertos Vy 0; Vo 1;...; Vo k, as respostas arbitrarias do Jogador /I na devida
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A2)

ko
ordem. Logo xo; € Vp; para cada i < ko. Defina Vj = U Vo,i- Entdo V € um conjunto
i=0
aberto tal que 0(()) C Vj.
Nos seguintes turnos, o Jogador I escolhe os pontos xj o;X1 1;...;X1 k, de maneira que
0((Vo)) = {x1,05X1,15---3X1 , }- Sejam os conjuntos abertos V; o;V 1;...; V] k, as respostas
arbitrarias do Jogador /I na devida ordem. Logo x;; € V) ; para cada i < ky. Defina
k1
Vi = U V1.i. Entdo V| € um conjunto aberto tal que 6((Vp)) C V.
i=0

Considere n > 1, nos proximos turnos na devida ordem o Jogador I escolhe os pontos

Xn,03Xn,15 - -3 Xnk, de modo que 0((Vo,...,Va—1)) = {X0.05%n,15- - 3Xnk, }- Sejam os con-

juntos abertos V,, 0;Vy, 15...; Vi, as respostas arbitrarias do Jogador /7 na devida ordem.
kl‘l

Logo x,; € V,,; para cada i < k,. Defina V,, = U V,.i- Entdo V,, € um conjunto aberto tal
i=0

que O((Vo,-..,Va_1)) C V.

Como 6 ¢ estratégia vencedora do Jogador I no jogo finito-aberto, U V, = X. Mas

new
k k

U V, = U U Vi Logo U U Vi = X onde V,, ; foi o conjunto aberto arbitrario que
new newi=0 newi=0
respondeu do Jogador /1 para cobrir o ponto x, ; escolhido pelo Jogador / na devida ordem.

Assim, a partida do Jogo ponto-aberto em X

(x0,0:V0,05 - - - 3X0,k03 Voo 3 1,05 V1,05 - - 3% 1 k3 Viky 5 - 3 X0,03 Vi03 -+ -3 Xk Vi - - )

¢ ganha pelo Jogador /. Portanto, o Jogador / tem estratégia vencedora no Jogo ponto-

aberto.

Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto, entdo o Jogador / tem

estratégia vencedora no Jogo finito-aberto.

Considere 8 uma estratégia vencedora do Jogador I no Jogo ponto-aberto. Usaremos tal

estratégia para definir uma estratégia vencedora p do Jogador I no Jogo finito-aberto.

Definir a jogada no turno 0: p({)) = {6(())}. Seja Vy € 7 a resposta do Jogador II no
turno 0. Entdo p(()) ={0(())} C V. Isto &, 8(()) € Vy. Suponha que no turno n € ® o
Jogador I1 ja tem as respostas Vi € 7 tais que 0((Vp,...,Vi_1)) € V para cada k < n.

Definir a jogada no turno n+ 1: p({(Vy,...,V,)) = {0((Vo,...,Va))}. Seja V1 € T a

resposta do Jogador /1 no turno n+ 1. Entdo p((Vy,...,Vu)) = {0((Vo,..-,Va)) } € V1.

Isto é, 9(<V0, .. ,Vn>) € Vit1.

Como 6 ¢ estratégia vencedora do Jogador I no Jogo ponto-aberto, U Vip=X.Istoé, pé

necw
estratégia vencedora do Jogador I no Jogo finito-aberto.
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Em seguida, vamos mostrar que a condi¢dao B da Defini¢ao 4.3.1 € satisfeita verificando que as

condi¢des que chamaremos de B1 e B2 sdo satisfeitas.

B1)

B2)

Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo finito-aberto, entdo o Jogador I/ tem

estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto.

Considere p uma estratégia vencedora do Jogador /1 no Jogo finito-aberto. Usaremos tal

estratégia para definir uma estratégia vencedora 0 do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto.

Seja xp o ponto arbitrdrio que o Jogador / escolheu no turno 0. Definir a jogada no turno 0:

6((x0)) = p({{x0}))- Entdo

x0 € 6((x0)) = p(({x0}))-

Isto é, {x0} C p({{x0})). Suponha que no turno n € ® o Jogador [ ji escolheu os pontos
arbitrdrios x; € X tais que {x;} C p({({xo0},...,{xx})) paracada k < n.

Seja x,,+1 o ponto arbitrario que o Jogador I escolheu no turno n + 1. Definir a jogada no
turno n+ 1: O((xo,...,Xn,xnt1)) = p({({x0},...,{xn},{xn+1})). Entdo

X1 € O((x0, -+ X Xnp1)) = P({x0}, -5 {xn ) {Xng1 1))

Isto & {xu1} € p(({x0}s - {2}y {xas1})-

Como p ¢ estratégia vencedora do Jogador /7 no Jogo finito-aberto,

U p(<{x0}7 EER) {xn}>) #X.

ncw

Portanto, U 0 ((xo,...,Xn)) # X. Isto &, O é estratégia vencedora do Jogador /I no Jogo

new
ponto-aberto.

Se o Jogador /1 tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto, entdo o Jogador /1 tem

estratégia vencedora no Jogo finito-aberto.

Considere p uma estratégia vencedora do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto. Usaremos tal

estratégia para definir uma estratégia vencedora 6 do Jogador /1 no Jogo finito-aberto.

Se o Jogador I no turno 0 joga o conjunto finito ndo vazio arbitrdrio Fy C X, entdo podemos

escolher os ko + 1 pontos xq ;.. . ;X k, tais que
Fo = {x0,03---3X04 }

e o Jogador /I responde com o conjunto aberto

ko
0((Fo)) = U p({x0.05---3%0.4))-
i=0
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Note que Fy C 0((Fp)) pois, para cada i < ko,

x0,i € P((x0,05---3%0.7))-

Suponha que no turno n € ® o Jogador / ja jogou os conjuntos finitos ndo vazios arbitrarios
F; C X para cada j < n onde, para cada j < n, temos os k; + 1 pontos x; ;... S Xj k;j tais
que

Fi={xj0:-- 3%k}

e o Jogador /1 j4 respondeu
kj
6(<F0,...,Fj>) = Up((xovo;...;x07k0;...;xj70;...;ij))
i=0
de onde F; C 0((Fy,...,F;)) pois, para cada i < k;
Xji € P(X0,05--3X0kg5---3Xj,05--3Xji))-

Se o Jogador I no turno n+ 1 joga o conjunto finito ndo vazio arbitrério F,, | C X, entdo

podemos escolher 08 k1 + 1 pontos X, 11,05 - -3 Xp41,k,,, tais que

Fup1 = {X0 01,05 53X Ly |

e o Jogador /I responde com o conjunto aberto

ki1

O((Fo, -, Fuy Fui1)) = [ P((x0,0: - %0403 - - 3%n1,05 - - -3 X 1,0)) -
i=0

Note que F,+1 C 0((Fo,...,F,,Fy11)) pois, para cada i < k1,

Xnt1,i € P{X0,05 -3 X0.kg5 - - - 3 X0t 1,05 - - 5 Xnt 1,0)) -

Assim,
ko ky
U o(F,....F)) = Up((x00;---3x00)) Ul p((x0,05- - 1X0.k03%1,05- - 3X1,1)) - -
new i=0 i=0
kj
-‘-UUp(<x070;...;x07k0;...;xj70;...;xj,,~>)~~-
i=0

Como p ¢ estratégia vencedora do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto em X,

U 0((Fo,....Fn)) #X.

new

Portanto, 0 € estratégia vencedora do Jogador /1 no Jogo finito-aberto em X.
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]

Observacao 4.3.6. O Jogo de Rothberger e o Jogo finito-aberto sdo jogos duais. Isso segue da
Definicdo 4.2.1, da Defini¢do 4.3.1, do Teorema 4.2.5 e do Teorema 4.3.5.

Observacao 4.3.7. A Conjectura de Borel implica que o Jogo finito-aberto é determinado em

cada espaco métrico. Isso segue da Observagdo 4.2.8 e do Teorema 4.3.5.

Corolario 4.3.8. As seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

1. O Jogo de Rothberger € determinado em cada espaco topoldgico;
2. O Jogo ponto-aberto é determinado em cada espago topoldgico;

3. O Jogo finito-aberto é determinado em cada espago topoldgico.

Demonstragdo. A equivaléncia 1. < 2. segue do Teorema 4.2.5, e a equivaléncia 2. < 3. segue

do Teorema 4.3.5.

]

4.4 Jogo Sigma de Rothberger, Jogo Sigma ponto-aberto
e Jogo Sigma finito-aberto
Vamos definir as variantes técnicas dos jogos apresentados neste capitulo.
Definicao 4.4.1. (PAWLIKOWSKI, 1994) O Jogo Sigma de Rothberger em um espaco topo-
l6gico X € definido por:

Em cada turno n € @, o Jogador I escolhe uma cobertura aberta 4, de X e o Jogador I/

responde com U, € G),.

A partida € ganha pelo Jogador /I se limsupU,, = X. Caso contrério, a partida € ganha
new

pelo Jogador 1.
Definicao 4.4.2. (PAWLIKOWSKI, 1994) O Jogo Sigma ponto-aberto em um espago topolo-
gico X € definido por

Em cada turno n € @, o Jogador I escolhe x, € X e o Jogador /I responde com um
conjunto aberto V,, C X de modo que x,, € V,,.

Uma partida deste jogo € ganha pelo Jogador I se limsupV,, = X. Caso contrério, a
ncw

partida é ganha pelo Jogador /1.

Definicao 4.4.3. O Jogo Sigma finito-aberto em um espaco topolédgico X € definido por
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Em cada turno n € w, o Jogador I escolhe um conjunto finito ndo vazio F, C X e o

Jogador /I responde com um conjunto aberto V,, C X de modo que F,, CV,,.

Uma partida deste jogo € ganha pelo Jogador I se limsupV,, = X. Caso contrério, a
ncw

partida é ganha pelo Jogador /1.

Note que nos trés jogos Sigma acima somente muda a condi¢do para que uma partida
seja ganha por um jogador mas as condicdes das jogadas alternadas entre os dois jogadores
niao mudam respeito a versao ndo Sigma dos jogos. Portanto, as respectivas estratégias terdo as
mesmas condi¢des em cada caso. Isso ndo acontece com o Jogo Sigma de Mycielski-Solovay
(Definicdo 3.2.1) pois nesse caso mudou a condi¢ao para que uma partida seja ganha por um
jogador mas também Jogador // tem a condi¢do adicional de que o conjunto que escolhe deve

estar contido no conjunto totalmente limitado com o respectivo indice de acordo com o turno.

Proposicao 4.4.4. Se X € um espaco topoldgico, entdo

1. Se o Jogador I tem estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X, entdo Jogador I tem

estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger em X.

2. Se o Jogador II tem estratégia vencedora no Jogo ponto-aberto em X, entdo Jogador /71

tem estratégia vencedora no Jogo Sigma ponto-aberto em X.

3. Se o Jogador I1 tem estratégia vencedora no Jogo finito-aberto em X, entdo Jogador /1 tem

estratégia vencedora no Jogo Sigma finito-aberto em X.
Demonstragdo. Vamos usar a contrapositiva para demonstrar as trés implicagdes.

1. Suponha que o Jogador I ndo tem estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger
em X. Considere 6 uma estratégia arbitraria do Jogador I no Jogo de Rothberger em X.
Entdo 0 nao pode ser estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger em X. Logo
existe uma partida (0(()), Uy, 0 ((Up)),U1, 0((Uo,U1)),Us,...,0((Uo,...,Uy)),Upt1,...)
ganha pelo Jogador /1 no Jogo Sigma de Rothberger em X. Isto é, X = limsupU,,. Dai,

necw
X =limsupU, C U U, CX. Assim, X = U U,. Portanto, a partida acima é ganha pelo
new new new
Jogador 11 no Jogo de Rothberger em X. Isso mostra que 0 ndo € estratégia vencedora do

Jogador I no Jogo de Rothberger em X.

2. Suponha que o Jogador /I ndo tem estratégia vencedora no Jogo Sigma ponto-aberto
em X. Considere p uma estratégia arbitrdria do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto em X.
Entdo p ndo pode ser estratégia vencedora no Jogo Sigma ponto-aberto em X. Logo

existe uma partida (xo,p ({x0)),x1, P ((x0,x1)),- -, %n, P({x0,---,%n)),...) ganha pelo Jo-

gador I no Jogo Sigma ponto-aberto em X. Isto é, X = limsupp({(xo,...,x,)). Dai,
ncw
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X = limsupp({xq,...,xn)) C U p((x0,...,xn)) C X. Assim, X = U P ((x0, ... ,Xn))-

new ' ' new new
Portanto, a partida acima € ganha pelo Jogador / no Jogo ponto-aberto em X. Isso mostra

que 6 nao é estratégia vencedora do Jogador /1 no Jogo ponto-aberto em X.

3. Suponha que o Jogador /I ndo tem estratégia vencedora no Jogo Sigma finito-aberto
em X. Considere p uma estratégia arbitraria do Jogador /I no Jogo finito-aberto em X.
Entdo p ndo pode ser estratégia vencedora no Jogo Sigma finito-aberto em X. Logo
existe uma partida (Fy, p((Fo)),F1,p ((Fo,F1)),- .-, Fu,p((Fo,-..,Fyn)),...) ganha pelo Jo-
gador I no Jogo Sigma finito-aberto em X. Isto é, X = limsupp({(Fo,...,F,)). Dai,

new

X = liI;lesal)lpp(<Fo,...,Fn>) C Jp(F,....Fn)) CX. Assim, X = | p((Fo,....F)).

necw ncw
Portanto, a partida acima € ganha pelo Jogador I no Jogo finito-aberto em X. Isso mostra

que 0 ndo € estratégia vencedora do Jogador /7 no Jogo finito-aberto em X.
]

Em 1994, Janusz Pawlikowski estudou a propriedade de Rothberger e a propriedade M
de Menger. Também pesquisou o Jogo ponto-aberto, o Jogo de Rothberger, o Jogo de Menger e

as variantes técnicas de tais jogos. Ele demonstrou no segundo lema de seu paper:

Lema 4.4.5. (PAWLIKOWSKI, 1994) Se X € um espaco topoldgico de Rothberger, entdo o
Jogador I ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger em X.

Teorema 4.4.6. Se X é um espaco topoldgico de Rothberger, entdo o Jogador / ndo tem uma

estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X.

Demonstragdo. Se X é um espago topoldgico de Rothberger, entdo, pelo Lema 4.4.5, o Jogador
I ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo Sigma de Rothberger em X, e pelo Item 1 da

Proposicdo 4.4.4, o Jogador I ndo tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X.
[
Finalmente, juntamos todas as equivaléncias:

Corolario 4.4.7. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. A Conjectura de Borel;
2. A Conjectura de Borel para espacos métricos;
3. A Conjectura R-Borel;
4. A Conjectura R-Borel para espacos métricos;

5. O Jogo de Mycielski-Solovay € determinado em cada subespago da reta real;
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6. O Jogo de Mycielski-Solovay € determinado em cada espaco métrico o—totalmente

limitado;
7. O Jogo de Rothberger € determinado em cada subespaco da reta real;
8. O Jogo ponto-aberto é determinado em cada subespaco da reta real;
9. O Jogo finito-aberto ¢ determinado em cada subespago da reta real;
10. O Jogo de Rothberger é determinado em cada espaco métrico;
11. O Jogo ponto-aberto € determinado em cada espaco métrico;

12. O Jogo finito-aberto é determinado em cada espago métrico.

Demonstragdo. Ja temos:

1. 2.4 3. < 4. pelo Corolério 2.3.27.

1. 5. & 6. pelo Corolério 3.1.10.

7.4 8.4 9. pelo Corolario 4.3.8.

10. & 11. < 12. pelo Corolario 4.3.8.

1. = 10. pelo Corolério 4.2.7.

10. = 7. é obvio.

Basta provar que 7. = 3. e estabelecemos todas as equivaléncias.

Considere X um subespaco de Rothberger de R. Pelo Teorema 4.4.6, o Jogador I ndo
tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X. Como o Jogo de Rothberger é
determinado em X, o Jogador /I tem uma estratégia vencedora no Jogo de Rothberger em X.
Note que todo ponto de X € um conjunto G pois X C R. Pelo Teorema 4.2.6, X é enumerdvel.

Portanto, a Conjectura R-Borel é verdadeira.

]

Como ja foi estabelecida a independéncia da Conjectura de Borel com ZFC, decorre a

independéncia de cada afirmagdo do Coroldrio 4.4.7 com ZFC.
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