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ABSTRACT

F.Treves proves, hi Dig, the following:

Theorem.

Let n be a non-empty open set of R" and let P = P(x,D) be a

linear partial differential operator of order m, with analytic

coefficients, of principal type in 9. if P satisfies hypothesis (|)
then P is analytic-hypoeiliptíc in 9.

Hypothesis (l)

For any given xo & Q, there exists an integer kg 3 0 such.

that the following holds:

(*) For every 50 & Rn [ [0] and every complex number 2 such

that

P(Xo,€o) = 0, d€ Re(2p)(><o,€o) # 0

the function Im(zp), restricted to the bicharacteristic strip ºf
Re(zp) through (xa,£o), has a zero of even order less than or equal to

Zko at the point (xo,€0).

Our purpose is to study the work mentioned abowe in a

detailed fashion, including complete proofs of the main results in

such a way as to make it accessible to non-Specialists and more

easily readable to students of Partial Differential Equations.

An original contribution is the proof of some inequalities

which are essential for the obtainment of the semi-regularity of the

parametrix constructed for the operator P.
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INTRODUÇÃO

Neste trabalho fazemos um estudo detalhado do artigo:
“Analytic-Hypoelliptic Partial Differential Equations of Principal
Type“, publicado em Communications on Pure and Applied Mathematics,vol

2h, págs. 537-570, em l971, de Francois Treves.

Apresentamos demonstrações completas das afirmações mais im

portantes contidas no referido trabalho; um dos nossos objetivos é tor
nã-lo acessivel a não especialistas.

Trabalhamos com operadores diferenciais parciais lineares de

ordem m,

P(x,D) = E a (x) Dp,

onde ap(x) são funções a valores complexos, definidas em um subcon-

junto aberto 9 C RN, analitícas em 9.

Supomos que P(x,D) é de tipo principal em 9 (capitulo 1)

e que satisfaz a condição (l.l):
“para cada ponto xo & Q, existe um inteiro kg 2 O tal que

o seguinte é verdade:

(*) para todo Eº € RN, ãº # 0 e todo número complexo : tal que

p(Xo,€º) = 0, d Re(Zp)(Xo,€º) # 0
E

a função Im(zp), restrita à bícaracterfstica de Re(zp) pas

sando por (xo,€º), tem um zero de ordem par menor ou igual

a Zko em (xo,€º)".

Sob essas hipóteses construimos mõdulo operadores analitiCo-

-regularizante, um inverso a direita, K, de P(x,D). Mais precisamente,



(D
. -construimos um operador linear continuo K: CC(U) + D'(u), onde J e

uma vizinhança de xo tal que o núcleo—distribuição K&,y) associado

a esse operador satisfaz as seguintes condições:

a) P(X.D) K(x,y) = õ(x-y) + R(x,y);

b) K(x,y) é semiregular em x e em y;

c) K(x,y) é uma função analitica quando x # y;

d) R(x,y) é uma função analftica em U X U.

A existência de um tal inverso ã direita implica que o trans

posto do operador P(x,D) é analitico-hipoelftico (teorema 1.2).
A função fase, que comparece na representação de K, é obtida

como solução de uma equação eikonal, enquanto a função amplitude e da-
00

da por uma série formal k = . 2 k., onde cada kj é obtido como
J=m-1 J

solução de uma equação de transporte (capitulo 2).

No capitulo 0, reunimos alguns resultados necessários para a

compreensão do trabalho.
No capitulo l, procuramos situar o problema a ser resolvido

e damos uma aplicação do mesmo.

No capitulo 2, apresentamos a construção formal do inverso ã

direita de P(x,D), ou melhor, de uma parametriz local de P(x,D).

No capitulo 3, estimamos as soluções da equação de transpor-

te.
No capitulo #, estimamos a solução da equação eikonal.
No capitulo 5, representamos a parametriz em série e prova-

mos que o resto, R, é um operador analitico-regularizante.
No capitulo 6, desenvolvemos a prova de que K(x,y) é uma

função analitica quando x#y.



No capitulo 7, provamos que K(x,y) é semi-regular em x e

em y.

No apêndice A, desenvolvemos algumas provas de resultados u—

tilizados nos capitulos anteriores.
Finalmente, no apêndice B, reunimos alguns resultados sobre

funções definidas por integrais



CAPÍTULO 0 - PRÉ-REQUISITOS

Indicaremos por x = (XI,...,Xn) um elemento genérico do es-

paço euclidiano Rn, por E = (E;,...,€n) um elemento genérico do R"

onde Rn é 0 dual de Rn e por Q um aberto do R".

Seja N" o conjunto de todas as n-uplas p = (p1,...,pn),con

p. e N, ] = l,...,n, sendo N o conjunto dos inteiros não negativos.

Para p e N", colocamos Ip] = pl + ... + pn e, para p e q e N", de

finímos p + q = (p1+q1,...,pn+qn). Além disso, p! = pll. ... . pn!

Para x & Rn e p e N", colocamos xp = xei '... 'x:n

Para cada j=l, ...,,n [x=—lui, onde i=/—“i'e —ª—.
J | BXJ ãxJ

indica a derivada parcial em relação a Ã ; escrevemos também 8j= Sºj-
X

Para p e N“, Dp = DEI... D:“ e Gp = 391 ... B:“

De acordo com estas notações, um operador diferencial par

cial linear de ordem m pode ser escrito como segue,

P(x,D) = E a (x)Dp

onde as apíx) são funções a valores complexos definidas num aberto 9

de R". A parte principal de P(x,D) é

P(,D)= z a()Dpmx lpl=mpx
0 polinômio caracteristico de um operador é obtido substi-

tuindo-se D por E:

E a (x)<€p
iplím p

"P(x,cí)

e o polinômio,

p(x,€) =
? a (x)€p é chamado

|

|

simbolo principal de P(x,D).



Indícaremos por D'(Q), o espaço vetorial de todas as dístri
buições sobre 9 e por E'(9) o espaço vetorial de todas as distri—

buições em 9 com suporte compacto. (ver definição de distribuição,pw

exemplo, em Barros-Neto [21%

Transformadas de Fourier

Definição

Uma função Ó & Cm(Rn) é rapidamente decrescente no infini-

tº se

lim ix“ DB$(X)| = o, v a,B & N"

iX|+ª
O conjunto de todas as funções deste tipo é indicado por

S(Rn). Observemos que CÍ(R") & um subespaço vetorial de S(Rn).

Definição

A Transformada de Fourier de uma função f & S(Rn) é defini
da pela integral

F f(g) = %(a) = J nêí<x*ª>f<x)dx
R

onde <x,€> = x1€1 + ... + x En

Definição

A Transformada Inversa de Fourier de uma função 9 & S(Rn)

é definida pela integral
(F'lg><a> = (zw>'"i neí<x'€>g(X)dx

R

Fórmula de Inversão de Fourier



Fórmula de Inversão de Fourier

f(x) =,(2n)""J eí<xºª>i<€)dg
Rn

A familia de semi-normas

Poc B(<i>) = supn |xª38$(x)i,v u,B e Nn
' xeR -

define uma topologia em S(Rn), que se torna um espaço de Fréchet; seu

dual S'(Rn) é um sub-espaço de D'(Rn) e os elementos de S'(Rn)são

chamados distribuições temperadas. A transformada de Fourier de uma

distribuição temperada T é definida por meio de

<FT,o> = <T,F$>

para toda $ 8 S(Rn). FT também é uma distribuição temperada.

OBSERVAÇÃO:

- nE'(Rn) e um sub-espaço de S'(R ).

Definição

A Transformada de Fourier-Lªplace de uma distribuição
T E E'(Rn) é a função inteira

“
, _ -i<x,g>T(Z) — <Tx,e

onde. "3; € Cn. (Ver Barros-N [ZI—pg. 126)

TEOREMA (Paley-Wíener-Schwartz)

]. A transformada de Fourier-Laplace de uma distribuição T

com suporte compacto em Rn é uma função inteira F(Ç) em Cn sa-

tisfazendo a seguinte propriedade:

..3-



(Pl) Existem constantes C e A e um inteiro N 2 O tal que

|F<:)l : C(I+|t|)N eAl'ª“ ª', v : e C"

Inversamente, toda função inteira em C" satisfazendo a prº
priedade (P1) é a transformada de Fourier-Laplace de uma distribui-
ção pertencente a E'(Rn).

2. A transformada de Fourier-Laplace de uma função infinita-
mente diferenciável com suporte compacto em Rn é uma função inteira
F(Ç) em C" satisfazendo a seguinte propriedade:

(Pz) Existe uma constante A > O tal que para todo inteiro
N 2 0 podemos encontrar uma constante C tal que

-N eAJ lmtl,|F(Ç)15C(l'+|Ç|) VÇeC

Inversamente, toda função inteira em Cn satisfazendo a pro
oo

priedade (P2) é a transformada de Fourier-Laplace de uma função C

com suporte compacto em R". (Ver Barros-N.[?]—pgl39).

Condigão P

“Sobre cada bicaracteristica nula de Re(p) a função lm(p)

não muda de sinal“, onde p é o simbolo principal de P(x,D).

(ver definição de bicaracteristica nula no capitulo 1)

Proposigão 0.l -

Se a condição P for verdadeira em uma vizinhança de

(xo,€º) então, a ordem do zero é par, ou infinita, e é invariante
sob multiplicação de p por uma função q # 0.

(Ver L.Nirenberg e F. Treves 1333).

- 4 _



A PARTIQÃO DA UNIDADE,,DEtªªQÉRâãQNZHQÉÉAÉQÉÉ

Suponhamos que os Genes abertos, Fl, ..., Fr formam uma cg

bertura finita do RNiÍO].

Proºosígão 0.2 -

Para todo j = ], ..., r, existe uma função gj & Cw(RN[[03)

tal Que o seguinte é verdade:

' C . - . = .(|) supp gj TJ, (supp gJ suporte de gJ)

(ii) g] + ... + gr = I em RNÍÍO),

(iii) para todo v = 1,2, ..., e toda N—upla &,

| . ' :d" ? V .

lºªgj(€>| s Mo(CoZ V>l 'Ieí se ª la: 5 |E!»

onde C0,Mo são constantes positivas independentes de j,v,a e €.
.. oo ]

Introduzimos uma funçao h(t) & C (R), h(t) = 0 se t<-í,
h(t)=1 se t>l.

Oefínamos,para v = 1,2, ...,
9?(€+ín) = 2

Oi.

onde |a| = 1 se a = 0, Ja

ProEosígão 0.3 -

Sejam gj as funções da proposição 0.2. Existem duas cons

tantes, C, M > 0 tais que

(i) & z rj => gf(5+in) = o,
! V+1

(ii) Mºv(ini+2v) 5 [ii => Í59É(€+in)i 5 Mlgie'ºªJ/ª ,

(iii) para todo £,n, ]9É(g+ín)i 5 AigiecinÍ/ªv;

-5-



(iv) Se p < v e se M2V(jni+2v) 5 iii, então
..

' X)+1

|9É(E+ín) ' 9?(€+in)i 5 Migiº e [ªi/“
p.-

1(Ver demonstração das proposições - 0.2 e 0.3 em Andersson, K.G._ 4)

Definição

Seja f: Rm + R"
. Dizemos que f é homogênea de grau d se

f(px) = pdf(x) quaisquer que sejam p e R, x & Rm.

Dizemos que f é positiva-homogênea de grau d com relação

a x se f(px) = pdf(x) para todo p > 0 e todo x & Rm.

Relação de Euler

Seja f(x,€) homogênea de grau m com relação a €. Então

m.f(x,€) : <ª; gradg f(x9€)>

Definição

Diremos que uma Função f(x) € Cm(Q) é anaiitica em 9 se,

para todo xo 8 Q existir um poiidisco aberto
_] .

D = [x: Ix-xºj < rj, ] 5 j É n)

de centro xo e contido em & tal que, em D, a função f(x) se re-

presenta como série de potências

f(x) = E a (x-xo)p,
p P

a série sendo absolutamente convergente em D.

lndícaremos por A(Q) o espaço das funções analíticas em 9.

A definição acima é equivalente à



Definigão

Uma função f(x) & Cw(Q) é analftica em Q se, para todo
#9

compacto K C 9, existir uma constante C = C(K), tal que

aopfw 5 ciº!“ ipi:
(Ver Barros-Xl. [3] - pg. li)

Seja u uma função a valores complexo em C1(Q), onde S? é

um conjunto aberto em C", que identificamos com R2n e C1(Q) é o

espaço das funções a valores complexos continuamente diferenciáveis em

&.

Denotamos as coordenadas reais por Xj' ] 5 j 5 Zn, e as cg

ordenadas complexas por 2.] = XZj-l + ixzj, j = I, ..., n. e

- n - - - l
.Bu = jªl Bu/BZJ dzj onde Bu/Bzj = í(ãu/8x2j_1 + IGU/ãxzj)

Definigão

Uma função u & Cª(Q)- é dita holomorfa em 9 se Bu = O(as

equações de Cauchy-Riemann). O conjunto de todas as funções holomorfas

em 9 será denotado por H(Q).

TEOREMA 0.l

Se u é uma função a valores complexos definida no conjunto
n - .-aberto 9 C C e u e holomorfa em cada variavel zj quando as ou-

tras variáveis estão arbitrariamente fixas, então u e holomorfa em 9.

(Ver Hormander lj] — pg. 28)

Desigualdade de Cauchx

Se u e holomorfa e [ul 5 A no polidísco

-7-



D = ízzizji < rj' j=i,..., n] segue que

iaªu(0)i 5 M &! r-u, q

onde r = (ri, .--, rn)“

(Ver Hõrmander BG ' Pg- 27)

Corolãrio

Se u satisfaz as cºndições da desigualdade de Cauchy en-

tão

Iôdu(z)i 5 Ma!(%) ,

;
1

para todo 2 & Dl = (z:izj| < 5 rj,

Prova

Seja 2 & Dl arbitrariamente fixo. Definamos, g: Dl+ C por

g(w) = u(w+z)
] 1

Como z.+w. < 'z.' + w. <-— r. + — r. = r. temos|JJ'"'J' IJIZJZJ J

lgiw)| = iu(w+z)| 5 M pois 2 + w € D.

Portanto, g e hoiomorfa em 01 e [gl 5 M em 01 Assim

podemos apiícar a desigualdade de Cauchy para a função 9, isto é,

iaººg(o)| 5 Mau-%)“

Como g(O) = u(z) e 8ag(0) = 8au(z) temos que

isºªu(z>i 5 Moel (%)"ºª

Como 2 está arbitrariamente fixo em Dl, a última desigual
dade vale para todo 2 e 01.



Seja f uma função hoiomorfa em uma vizinhança w de O em
!

Cn e assumimos que f(0,...,0) = 0, ê—;'(O"º'ºº) = O para i=l,
p 32

.
8 f — » a -.., pªi e
——E (O,...,0) # O. Entao po emos escrever f de uma unl-
82 n

ca forma; f = h.w, onde h e w são holomorfas em uma vizinhança de

0, h(0) # 0 e w é um poiinomío de Weierstrass, isto é,

=pp'1,.Jw(z) zn + jgo ªJ(Z')zn

onde ªj são funções analíticas (holomorfas) em uma vizinhança de .0

.,z ) = 0
“'I

,

zerando quando z' = (zl,..
(Ver Teorema de Preparação de Weierstrass e seu corolário em Hõrmander

[7] - pg 148-150)

Corolãrio

Seja f uma função hoiomorfa em uma vizinhança w de
|

3 f 0 0 0)=0(z?,...,zº_ ,O) tai que f(zg,...,zg_l,0) = 0, EZT (z1,...,zn_1,
n

Bpf º º 0. Então odemos escrever
para i=i,...,p-i e ———-(zl,...,zn_l,0) # p

' m uma
f de uma única forma; fn= h.w, onde h e w sao hoiomorfas e

o º 0 evizinhança de (2%,---,Zg ,º), h(Z1,-—"zn-1'0) #

n i n'
onde ªj são funções holomorfas em uma vizinhança de (zg,...,zâ_1),
satisfazendo aj(z?,...,zg_l) = 0.

Prova
. o _ .SeJa g(w1,...,wn) = f(w1+zl,...,wn_1+zg_1,wn). Entao g e

hoiomorfa em uma vizinhança de 0 em C" e além disso,

-9-



aw; az n-1

para 1 = 1, ..., p - 1 e
P Pº-º-(o,...,o) = ª-Í (z?,...,zº ,o) # o

awp sz "'I
n "

Usando o Teorema anterior para a função 9 temos que para

(WI,...,Wn) próximos de O em C"

g(w1,...,wn) = E(w1,...,wn).(wg + 5%; ãj(w')wâ),

onde E e (wª + ?Í; ãj(w')wâ) são funções holomorfas em uma vizi-
J:

nhança de 0, em C", ª(º) # 0 e aj são funções holomorfas em uma ví-

zínhança de 0, anulando-se quando w' = (WI,...,wn_1) = 0.

Logo, para (zl,...,zn) próximo de (z?,...,zã_l,0) temos,

f(21,...,z ) = g(zl-zg,...,zh_1-z:_l,zn) = n(zl-z?,...,zn_1-zg_1,zn) X

p P“ _
O

_ 0 j _ pºl ' Jx (zn + jª aj(21 21,...,zn_1 zn_1)zn) — h(z ,...,zn)(zn+j;º aj(z )zn)

onde h e (zª + pgl aj(z')zâ) são holomorfas numa vizinhança de
. oJ:0 O ª . 0 () _...(zl,. 'Zn-1'0)' Alem dISSO, h(21""ºzn-1'0) — h(0,...,0) # 0 e aj

_ - , , o .sao funçoes holomorfas numa VIZInhança de (zl,...,zâ_1) satisfazendo
º o _ * _ªj(zl""ºzn-1) — ªj(º""'0) — 0. (c.q.d)

FÓRMULA GERAL_DE LEIBNIZ
,

oo
Para u e v e C (9) vale

P(8)(uv) = E

a

onde P(B) = E ap
Bp e ?(a)(ã) é o operador diferencial parcial

_]0_



obtido do polinômio

ºlªm) = <%)“ «ª?-(n),

trocando a variável n por 8. (Ver Barros-N. [?] - pg. 4)

TEOREMA - (Funções Implicitas - versão holomorfa)

Seja f: CN X C + C uma função holomorfa de

. . N
(z,w) = (zl,...,zN,w) em uma Vizinhança de um ponto (zo,wo) em C XC,

e suponhamos que f(zo,wo) = 0 e que

ãf
SW (Zo,Wo) # 0

Então existem vizinhanças abertas U e V com 20 E U C2CN,

wo E V C C e existe 9: U + V holomorfa tal que

f(z,g(z)) = O, V 2 € U. (9 é única)

(Ver Hormander [7]- pg 2h)

Alguns Resultados sobre Equações Diferenciais Ordinárias

TEOREMA - (Picard) 02 —

A

. d+l d " r .Seja f: E CLR + R uma Funçao continua satisfazendo a

condição de Lipschitz com relação a y no retângulo,
R = £(t,y) & E: it-toi 5 a, ÍY'Yol 5 b ] (isto é,

if(t,Y1)'f(t,Y2)Í E L ÍYl'Yzl se (t,Y1) e (t,Y2) E R).

Seja a = mínía,ãl Onde M é tal que

|f(t,y)| 5 M em R.

Então existe uma única solução y = y(t) da-equação:

-]]-



%% = f(t,y), definida em lio-a,to+d3 e satisfazendo, y(to) = yo.

(Ver Hartman - BU)

TEOREHA 0.3 “

Nas condições do Teorema de Picard, se f(t,y) e analítica
então a solução y(t) e analítica em [Eo-a,to+oã

(Ver Hartman - Bª)

TEOREMA O.“ '
Seja f(t,y,Ã) continua em t e analítica de (y,A) para

d+1
)(t,y) & E ClR E aberto e A numa vizinhança de Ao & RP. Então a

solução y(t,A) do problema:

É! :dt f(t,y,l)

y(to) = Yo

depende analitícamente de X em U onde, U é uma vizinhança de Ao.

(Ver Elsgoltz BG).

TEOREMA 0.5 -

Seja f(t,y,A) analitica em (t,y,k) para (t,y) & E c Rd+l

aberto, e A numa vizinhança aberta de A0 e Rp.

Então a solução y(t,Ã) do problema:

_d_
dty f(t,y,Ã)

Y(to) Yo

é analítica de (t,A) em V X U, onde V é uma vizinhança de to e
£...

..]2-



U uma ví

TEOREMA D

zínhança de A0.

.6 -

Seja f(t,y) analitíca em (t,y) para (t,y) & E C Rd+1, aber
to. Para cada (E,?)SE denotamos por y(t,t,y) a solução de

Suponhamos que y(t,to,yo) esteja definida em [É,ta. Então

existe uma vizinhança V de (tº,yo) tal que se (E,;) e V implica

que y(t,E,;) está definida em [É,tª e é analítica nas três variâ-

veis.

Prova

onde g(s,

Y(S,to,Yo)

Definindo,

x = y - yo e s = t - to, temos

d d dtdª 3% . a; = f(t,y).l = f(s+to, x+yo), x(O) = 0.

Portanto o problema:

%% = f(t,y), y(tº) = yº se transforma em:

3-3: QÉSMJOMIO), X(0) : 0

x,to,yo) = f(s+tº,x+yo) é analítica.

Assim pelo Teorema 0.5 x(s,to,yo) é analltica e portanto
= x(S,to,Yo) + Yo é analítica.
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Lema 0.l -

. , +Seja f continua num aberto E C-Rn 1
U C'E um conjun-

to compacto. Então existe d = a(U) > O tal que toda solução y(t) de

y = f(t,y) passando por qualquer ponto (to,yo) & U, está definida em

Lto-d,tº+dj

TEOREMA 0.7 -

Consideremos as seguintes equações diferenciais ordinárias:

(mpg-% = fn(t,y); (|): %% fm)
Seja E C Rn+1 aberto e suponhamos que [fn] converge uni

formemente para f em cada compacto U C E e (tn,yn)->(to,yo) & E.

Sejam yn(t) soluções de (In) definidas em um intervalo

maximal com yn(tn) = yn. Suponhamos também que existe uma unica solu

ção y(t) de (|) em [ê,ta com yitº) = yo. Então existe no tal que

se n ; nc yn(t) está definida em EaJa e ynlt) + y(t) uniforme

mente em [a,bj.

TEOREMA 0.8 '
Seja F: 9 x (-T,T) X 0 X V + Rm uma função analítica em tº

das as variáveis, onde 9 C'Rn é aberto, T é um número maior do que
m(n+1)

zero, QC RN é aberto e VC R é aberto.
Então o problema de Cauchy (não linear):

%: F(x,t,X,y,J(Y/X))

yit=º = yo(X)

admite uma única solução analítica, y(x,t,A)

_ 14 _



Observação:

A demonstração é feita através de algumas modificações na dê

monstração do Teorema de Cauchy-Kovalevskaya, por exemplo, em John Elº;—

Definição

Sejam E e F espaços vetoriais topológicos, u: E + F uma

aplicação linear continua e y' uma forma linear continua sobre F,

isto e, y': F + C. Então definimos

:U: E' -> E' por tu(y') = y'ou.
tA aplicação u e chamada transposto de u.

E' e E' são os duais de E e F respectivamente.

Progosição 0.h -

Sejam E e F espaços vetoriais topológicos e u: E + F li
near e continua. Então tu: F' + E' e continua (quando os duais E'

e F' estão munidos da topologia fraca ou a topologia forte)

(Ver Treves DS] ' pg- 199)

TEOREMA 0.9 '
Sejam E,F e G «espaços vetoriais topológicos de Hausdorff e

j uma aplicação linear continua injetora, de F em G. Seja f: E-+F

uma aplicação linear tal que a composta jof: Eª-G e continua. Então

o gráfico de f é fechado.

(Ver Treves DS:] - pg.]68).

Usaremos o seguinte Teorema que é uma versão do Teorema do

gráfico fechado:

.)5_



TEOREMA 0.l0 '
Seja f: CÍ(Q) + D'(Q) uma aplicação linear contínua tal

f(cjmnc cººm). Então f: cªlªm) + cººm) & contínua.

Definigão

Sejam m,p,ô números reais com 0 5 p 5 l, 0 < 6 5 l. Deng

tamos por S? ô(X X R“) o conjunto de todas a € Cw(X x R

,

para todo compacto K c.X (X C R“| é aberto) e todos a, B & NN a es
tímatíva

& (l+lô|)m—plªl+ô|8l, x e K, 9 & RN' eIDE De a(x,9)| 5 c
a,B,K

válida para alguma constante C
8 K' Os elementos de 52 6 são chama

, , ,

dos símbolos de ordem m e tipo p,ô.

Defínígão

Se u & CÍ(X) e a(x,6) & Sm N

0.6
)(X X R então,

JJeÍ<Xºe>a(x,6)u(x)dxd6 = lim [jeí<x'e>a(x,e)x(€6)u(x)dxd9
€+º

se x & S(RN) e x(O) = 1 e é denominada integral oscilatõría. Aquí

estamos supondo o > O e 6 < l.

Sejam a(x,6) e 52 ô(X><RN) com p > 0 e 6 < 1 e
r - - -

N ,Au(x) = JJe'<x y,6> a(x,6) u(y)dyde uma aplicaçao linear continua de

E:(Y) em D'(X), onde A é definida pela integral oscilatõría.
A essa aplicação associamos um núcleo-distribuição

KA & D'(X XY) dado pela integral oscilatõria:
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KA(u) = JJJ eI<X—yªe>a(x,e)g(x,y)dxdyde, u & CÍ(X><Y)

Podemos escrever:

KA(u) = “ KA(X,y)u(x,Y)dXdY,

onde K (x,y) é dado pela integral oscilatõriaA

( i<x-y,6>KA(x,y) =
) e a(x,6)d6

(Ver Hõrmander EH)

Observagão

Valem OS mesmos resultados anteriores se trocarmos

ª(X,9)€ISÉ SKXXRN) por ã(x,9) com 5 não necessariamente C00 com

relação a E tal que para todo compacto K C X e todo 6 E NN a eg

timativa

]DÍã(x,e)| 5 CB K(1+[e|)m+ô|8|, x e K, e € RN

é válida para alguma constante CB K(ô < 1).

-]7-



CAPÍTULO 1 - PRELIMINARES

Definição l.l
Seja P um operador diferencial de ordem m em 9 e p(x,€)

seu simbolo principal. Dizemos que P é elftico em um ponto xo € 9 se

p(xo,€) # O para todo E e Rn i [O]. P é elitico em um subconjunto

0 de 9 se for elftico em todos os pontos de 0.

Definição l.2
Sejam P e p(x,€) como na definição l.l. Dizemos que P e

de tipo principal em 9 se

d€p(x,€) = grad€p(x,€) # 0,

V x e Q e todo & & RN
[ [0].

Exemplo:
n 2

eSeja, A = i; â—— o operador de Laplace no R". Entao,-1 8x?

: ' 2 - — 2

p(€) = — (€í+...+aã> = -|slª
Como lilZ = 0<=> & = 0 => A 5 elitico no R".

dgp(€) = "(251,..-,2€n) # 0 para E # 0 =» A é de

tipo principal em R”.

Definição 1.3

Um operador diferencial P é dito hipoelitico em 9 se, dª
do qualquer subconjunto aberto U de Q e qualquer distribuição u em
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u, Pu e cºº(u) =>'u :; cºº(u).

Dizemos que P éanalftíco-hípoeiftico em 5? se P 5 h_'_

poeiitico em R e, além disso, se dado qualquer subconjunto aberto U

de Q e qualquer distribuição u em U, Pu e A(U) =º u & A(U) (A(U) in-

dica o espaço das funções anaifticas reais definidas em U).

Bicaracterfstícas

Sejam P(x,D) um operador de ordem m e p(x,€) seu sfmbg

io principal. Escrevemos

P(x,€) = A(x,E) + i B(x,£)

com A e B reais e supomos que dã Aixo,€º) # 0.

Definição i.4

Uma curva bicaracteristíca de A(x,€) passando peio ponto

(xo,€º) é a curva descrita pela solução (x,€) das equações de Hamíl

ton-Jacobi
& = grad£A(x,€), & = -gradXA (x,€)

com condições iniciais (xo,€º).

Observamos que A é constante ao longo de uma bicaracteris-

tica, pois
. J , dg.

8xJ ds BEJ ds

“Definição 1.5

Se A é nula ao longo de uma bicaracteristica, esta é dita

bicaracteristíca nula

-]9_



Teorema dos Núcleos de Schwartz

A todo operador L: CZ(Qy) + D'(QX), linear e continuo, está

associada uma única distribuição K(x,y) € D'(Qx X Ry) (que chamamos

um núcleo distribuigão) tai que, para todas © & c:(Qy),W & CÍ(9X),te

nhamos,

<K(x,y), W(X) C)©(y)> = <L©,W>;

reciprocamente, a cada K(x,y) deste tipo está associado um único L.

(Ver Treves DS:!)

O núcleo-distribuição o(x-y)

Seja 6 a medida de Dirac (isto é, <ô,$> = $(0), para

© & Cc(Qy)) e seja
($i: CÉÇQY) ") DIG-ZK)

$—————>õ,$ = $ (produto de convoiução)

Indicamos por o(x-y) o núcleo—distribuição que está assg
cíado a 6* por meio do Teorema dos Núcleos de Schwartz; temos

(
<õ(x-y),W(X) C3$(y)> = <d,©(y),W(XJ> = <$(X),W(X)> = J$ÁX)W(X)dx

R

Definição 1.6

Uma solugão fundamental de P = P(x,Dx) é um núcleo-distri
buição E(x,y) € D'(€2X x 9 tai quey)

P(x,Dx)E(x,y) = ôix-y)

Definigão 1.7

Um núcleo K(x,y) (ou a aplicação associada L) é dito semii

re uiar em x se L aplica Cm(Q) em Cm(9) e L e continua.__£L_________ c
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Dizemos que um núcleo K(x,y) é semíregular em X se a apil
cação associada L, L: CÉ(Q) + D'(Q) pode ser estendida a uma aplica-
ção linear continua de E'(Q) em D'(Q).

Nossa hipótese básica é a seguinte:
(1.1) para cada ponto ª_úqjªhlª&tâ£? um inteiro kg 2 O tal gue '

o seguinte é verdade:

(#3
.

ara todo Sº & R , Eº # O e todo número complexo E tal9—— N

SEE

p(Xo,€º) = 0, dERe(2p) (Xo,€º) # 0

a Função im(gp), restrita ã bicaracteristica de Re(zp) pas-

sando p0r (xo,Eº), tem um zero de ordem par menor ou igual

a Zko em (xo,€º)

Nosso objetivo é provar o seguinte

TEOREMA i.]
Supomos ue P = P(x,D) é um operador diferencial com coefi

cientes analiticos, de tipo principal, em 9 e satisfazendo a hipóte-

se (1—1)— Então, P é anaiitico-hipoeiftico em 9.

A prova consiste em construir uma parametriz local de P com

certas propriedades de regularidade. Mais precisamente, construiremos

um operador iinear continuo K: CÉ(U) + D'(U), onde U é uma vizinhaº

ça de xo, cujo nucleo-distribuição K(x,y), definido em U X U, sa-

tisfaz

(1.2)
'

P(x,D*)K(x,y) = õ(x-y) + Rix,y)

com as seguintes propriedades adicionais:
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a) K(x,y) é um núcleo regular com relação a ambas variáveis x e y.

b) K(x,y) é uma função analítica de (x,y) quando x # y.

c) R(x,y) é uma função analitíca em U x U.

TEOREMA 1.2

Seja P = P(x,DX) um operador diferencial parcial com coefl
cientes analiticos em 9 e supomos que seu transposto tP tem uma PÉ

rametriz K(x,y) satisfazendo as seguintes condições:

i) K(x,y) é semíregular em x e y;

ii) K(x,y) é uma função analltica fora da diagonal em 9 X 9;

iii) tP(y,Dy) K(x,y> - a(x-y) = R(x,y) e A<9x9>

Então, P é analftico-hípoelftíco.
(Ver Apêndice-A)

Observagão:

l) Usando esse teorema junto com o fato de que nossa hipótese

básica permanece invariante se trocarmos P por tP, concluímos que

o Teorema 1.1 é verdadeiro.

Aplicação do Teorema l.l
lnícialmente provaremos a seguinte:

Proposígão l.l
Seja P(x,D) um operador diferencial parcial com coefi-

cientes analfticos, de tipo principal em 9 tal que: d Rep(x,€) # 0,
&

V x e 9 e € & RN Ilº]. Então nossa hipótese básica (l.l) é equiva-
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lente ã condição:

(1.3) Para cada xo e Q, existe um inteiro" ko & O tal que o se-

guinte é verdade:

para cada 50,6 RN, Eº # O tal que p(xo,€º) = 0,

ngep(xo;€º) # 0, a função lm p, restrita à bícaracterfstíca nula de

Rep passando por (xo,€º), tem um zero de ordem par menor ou igual a

Zko em (Xo ,EO).

Observagão:

2) Como p(xo,íº) = 0 => Rep(xo,€º) = O e Imp (xo,€º) = 0, en

tão Re(ãp)(xo,€º) = 0 e Im(2p)(xo,Eº) & O, qualquer 2 número com

plexo. Logo lm(Zp) tem um zero em (xo,€º). Sabemos que, Re(2p) é

constante ao longo de sua bícaracterfstíca portanto, Re(âp)(xts),€(s))=

= Re(zp(xo,€º) = 0. Assim estamos trabalhando com a bícaracterfstícarª
la de Re(2p) passando por (xo,€º).

Logo podemos escrever a condição (1.1) como segue:

“para cada xº & Q, existe um inteiro kg 2 O tal que o se

guínte é verdade:

para todo ãº € RN, Eº#0, e todo número complexo z tal que

p<xO,€º) = 0, dEReÉÉP)(Xo,€º) # o,

a função |m(zp), restrita ã bícaracterfstíca nula de Re(2p) passan-

do por (xo,gº), tem um zero de ordem par menor ou igual a Zko em

(Xo,Eº)",
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Lema 1.1

Seja f uma função analítica real, f # 0, e supomos que f

tem um zero de ordem par em t = tº. Então f não muda de sinal em al
guma vízinhaça de to.

Como f é analftica e tem um zero de ordem par em to pode

mos escrever:

f(t) = (t-to)ºmg(t)

onde 9 e analítica e g(to) # 0

Devido a continuidade de g, existe uma vizinhança V de to

onde 9 tem sinal constante e eomo (t-toª)2m Z 0, em V f não muda

de sinal.

Lema 1.2

Seja f(t) = g(t) + i h(t) analítica real.
Então g e h também o são.

Prova

('DlComo f anaiitica, em alguma vizinhança do ponto to pg

demos escrever

f(t) = z Ííilííªl (t-to)n = z ª£2?(tº)+í h(")(tº)(t-to)"=
nao n!

&

não n!

(“)(t) n r$“) t)= z 9-—-—rJL-(t'to) + i E —————$—º— (t-to)" =

nao n. -ngo n.

= g(t) + i h(t)



Como [g(n)(to)l 5 [g(n)(to) + i h(n)(to)| e

ihººitoii 5 ig(n)(to) + i h(n)(to)| ,

) ( )

as séries 2 ª_2_$32l (t-tº)n e Z º—Eãêªªl ( t-to)n convergem e
não ' não .

:

portanto a terceira igualdade acima é válida. Logo 9 e h são anaifti-
cas.

Prova dagptgposição i.]
(1.1) => (1.3) : basta tomar i = 1

(1.3) =» (1.1) : Seja p(x,€) = A(x,€) + i B(x,€) onde p: RN X RN-+C

é analftíca. Então A(x,€) é analftica. (Azprova desse fato é análoga

a do lema 1.2).

Consideremos agora as bicaracteristicas de A que são dadas

pelas soluções de

dx BA

&? = E = gradngg);
d

= — ªê = —gradxA<x,s>
m

C). (II

BA BA » r .
ÉÉ' e ãx' sao anaiiticas e portantoComo A é anaiitica,

x(s) e g(s) são analíticas em seu interveio maximai de existência,J.
Assim, p(x(s),€(s)) e analítica e pelo iema 1.2 imp (x(s),€(s)) é ª
naiftica em J.

Seja f(s) = lmp(x(s),€(s)) e supomos que x(so) = xo e

g(so) = íº-
Afirmamos que f não muda de sinai em J. De fato, suponha-

mos que existam 51, 52 e J tais que f(sl) > O e_ f(sz) < 0. Pela

analiticídade da f e do fato que f # 0 existe E e J, 51 < ; <,sz;

tal que f(s) = 0 e em qualquer vizinhança de E existem pontos onde

f > 0 e pontos onde f < 0. Da hipótese (1.3), segue que s é um 23
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ro de ordem par de f e pelo lema l.l existe uma vizinhança de 5 on

de f não muda de sinal, o que nos dá uma contradição.

Logo a condição (P) introduzida no capitulo 0 está satis-
feita numa vizinhança de (xo,€º), pois foram tomados arbitrários. U-

sando a prºposição-0.l, concluímos que a ordem do zero não muda se mui

tiplicarmos p por uma função q # 0. Tomando q igual a Função cons

tante z, (|2|#0) fica verificada a condição (1.1) (c.q.d.)_

Consideremos o operador diferencial parcial, de ordem dois,

no R3, cujo simbolo principal é dado por:

p(X,€) = 5% + gâ- €â+ Í(€2'Ó(X3)€3)2,

onde o(t) é uma função analitica sobre a reta real, a valores reais,
não constante, tal que |Ó<til 5 i para todo t e

X = (X1,X2,X3) 6 R3, 5 = (51,52,€3) 8 R3_

Este operador satisfaz:
i) E de tipo principal

Para mostrar que P(x,D) é de tipo principal basta mostrar

que Re P(x,D) o é.

De fato, sejam P(x,D) = A(x,D) + i B(x,D) e

p(X9€) : A(X9€) + | B(X,€)

Logo, dgplx,€) = d€A(x,€) + i d€B(x,€). Como Re P(x,D) é de

tipo principal, temos que d€A(x,€) # 0
.

para todo X e RN e

V E s RN ] [0]. Portanto d€p(x,€) # 0 V x & RN e V & & RN
Í [Oi e

assim P(x,D) é de tipo principal.
No nosso caso,

Re P(x,€) = EÍ + 5% ' E? e

nge p(x,€)=(2€1,2€z,-253) # 0, V x 8 R3 e V E 6 R3 ] [Ol
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Portanto nosso operador é de tipo principal em Rª,

(ii) Não é elftico em nenhum PºQEE

pºca) = o <=> aã+ &;â = a; e 52 = Q(X3)€s

Tomando ga = l temos que 52 = o(xª) e como

lãzí = [©(xª)l 5 l, concluímos que 5% + oª(xª) = 1 tem solução

51 = /l-$ª(xª)
Podemos concluir então que existe (51,€z,€3) # (0,0,0) que

satiSfaz p(x,€) = 0 e portanto nosso operador não é elitico em ne-

nhum ponto.

(iii) a condição (l.l)
Pela proposição l.l basta verificar a condição (1.3).

Lema 1.3

Suponhamos que f seja uma função analítica real satisfazen
do: f(t) Z 0 , V t & R, F(to) = 0 e f(t) % 0. Então f tem um 23

ro de ordem par em t = to.

Prova

Como to é um zero de uma função analftica f, podemos es-

crever

f(t) = (t—tolmgit)

onde 9 e analítica e g(to) # O. Como f(t) l 0, m é finito e 9

sendo analítica e continua, portanto sinal de 9 é constante em .uma

vizinhança de to, V(to).
)mSabemos que f(t) 2 0, logo sinal de (t-tu é igual ao sl
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nal de g(t) em Vlítoi. Portanto m deve ser par pois, se m for im

par, como (t-to)m é um polinômio, mudaria de sinal em V(to), o que

)mnos dá uma contradição pois, sinal de (t-to é igual ao sinal de g(d

.em V][toi.eeste é constante. (c.q.d.)

Mostremos que imp(x,€) = (Ez-$(x3)€3)ª não se anula identi
camente ao longo de qualquer bicaracterfstíca nula de Re plx,€). De fª
to, a solução do sistema

kl = 251 gl = o x(O) = (xà,xã,xã)

kº = 252 , tz = o ,
í a(o) = (52,53,€2) = €º= o

&
xª =-zg3 Éa = o

é dado por

€1(t) = &? x1(t) = zggt + xá

€2(t) = 3 e xª(t) = zggt + xg

aa(t) = ag xª(t) — -zgºt + xã

Então, Rep(x(t),€(t)) =€É(t) + €ã(t) ' Eâ(t) = (E?)2 +

+ (€2)º ' (62)2 e Rep(X(t), (t)) = 0 <=º(€2)ª + (eg)ª = (Eg)ª- Logo

a bicaracteristica nula de Re p(x,€) é dada por

x1(t) = xá + zgãt
x2(t) = x% + Zãgt

x3(t) = xã ' Zêgt

a(t) = €º# o com (&?)ª + (€%>ª = (5%)2

Assim, |mp(x(t),€(t)) = (£z(t) - Ó(X3(t))€3(t))2 =

(52 — a(xã-zggt)gg)2. Portanto, Imp (x(t),£(t)) E 0 <==

<=> 53 = $(X3(t))€g <=º Ó(X3(t)) = 53/52 (63 # 0, Pºis se 53 = º =º

=> ãº = 0 contradição) ou seja, $ seria constante no intervalo de

existência da solução do sistema (1), o que nos dá uma contradição,
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pois como o é analftica (real) e não constante temos que $ não é

constante em qualquer intervalo.
.

Usando o lema 1.3 concluímos que a função Imp(x,€) restrita
à bícaracteristica nula de Re p(x,€) tem um zero de ordem par e por-

tanto a condição (l.3) estã verificada.
Usando o Teorema l.] podemos concluir que o ºperador P(x,D)v

é analfticorhipoelitico no R3.

Concluímos esse capitulo fazendo as seguintes observações:

Em J.Barros Neto |_3] encontramos o seguinte

TEOREMA 1.3

Todo operador diferencial P(D) com coeficientes constantes
é analítico—hipoelftico se, e somente se, P(D) é elitíco.

Para operadores com coeficientes variáveis, em Avner Fried-

man [5], encontramos o

TEOREMA 1.“

Seja P(x,D) um operador diferencial elftico em 9 com cg

eficientes analíticos em 9. Então P é analitico-hipoelftico em 9.

A recíproca deste Teorema não vale como mostra o exemplo và.

to acima. Observamos ainda que, no exemplo, além do Operador ser ana—

.litico-hipoelftico,ele é de tipo principal e mesmo assim não é eliti-
co em nenhum ponto.
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CAPÍTULO 2

LOCALIZAÇÃO E CONSTRUÇÃO FORMAL DE UMA PARAMÉTRIZ

5 l ' Localização:

Como a propriedade a ser provada é puramente local, podemos

trabalhar na vizinhança de um ponto arbitrário de Q, 0 qual podemos

tomar como sendo a origem em RN. Por razões de conveniência, as quais
1 N)

logo se tornaram claras, chamamos y = (y ,...,y 0 ponto variável

em RN, n = (ml,...nN) o ponto variável no dual, RN.

Suponhamos que N > 1 e escrevemos r1= N-l. Denotamos por

p(y,n) o simbolo principal do operador diferencial P em estudo; ele é

um polinômio homogêneo de grau m (m é a ordem do ºperador P) com rg

lação a n, com coeficientes que são funções analíticas de y na vizi-
nhança aberta O da origem.

Denotamos por S“ a esfera unitária [nl = i de RN e por
V0 a subvariedade algébrica de S_h definida pela equação p(0,n) = 0,

isto e,
vº = [n € sn : p(0,n) = O]

Leme 2.1.0

Seja fsz X C + C uma função holomorfa de

(z,w) = (21,...,ZM,W) em uma vizinhança de um ponto (Zo,Wo) em CMXC

tal que f(ão,wo) = O, e %%Çzo,wo)=# 0.

Então podemos escrever f de uma única forma

f(â,w) = q(ã,w).(w-Ã(í)) em U x V
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onde q e A são funções holomorfas de seus argumentos com a proprig
dade adicional que q não se anula em U x V' e onde 'U é uma vizi-
nhança de 20 em CM e V é uma vizinhança de wo em C.

P_r_o_v_a

Como f é hoiomorfa em uma vizinhança de (io,Wo),f(Zo,Wo)=0

e %%(Zo,wº) % 0 pelo Teorema das Funções implícitas - versão holomoL

fa (ver capitulo 0) existem vizinhanças Ui e V1 com zº & U1 CÍCM

e wo & Vl C: C e existe A: UI + Vl holomorfa tal que

f(z,A(2)) = o, v 2. & u1

Definamos,

[E,i] + C por:

a(t) = f(â,tw+(I-t)A(2)).
Assim, a é anaiitica real e satisfaz:

a(º) = O, a(i) = f(z,W)

1

e a(i) - a(º) = [ a'(t)dt
0

Logo,
(1

1

ff(z,w) = Jº a'(t)dt = Jº º—-(Z,tw+(i't)Ã(Z)ª (w-A(z))dt =

(1
= (mm) ) %— (z,tw+(i,-t))x(z))dt

o

Definindo q( 2 ,w)= Sí %% (2,tw+(i-t)Ã(Z))dt
JO

temos que f(21,w) : q(fz,w).(w-Ã(z.)) em UI >< Vl.

Peia proposição B.7 temos que q é uma função-hoiomorfa em

Ui x Vl. (Ver apêndice-B).



Observemos que,

%% (i,W)=ª%%'(Z,w).(w-Ã(z)) + q(z,w) e portanto,

ôf
"— (2-09W0) : qºiOHNO) 76 0.

Como q é continua existem U e V vizinhanças abertas de

20 e wo respectivamente tai que q # 0 em U x V. (c.q.d.)
Seja nº um ponto arbitrário de Vº. Como P é de tipo

principal existe um índice j, i É j 5 N, tai que %%4 (O,no) # 0. A
]

iém disso p é hoiomorfa em uma vizinhança de (0,no).

Definindo, n(J) = (ml,...,n._l,nJ

,nÉ) = 0, %%—(0, nãº),n3) # O e usando o lema 2.1.0 podemos
j .

escrever p de uma única forma:

j+1""'nN) temos que,
P(ºJioU)

(2.1.0) p(y,n) = q(y,n).(nJ-A(y,n(j))) em N x Mº

onde q e A são funções holomorfas de seus argumentos com a propríg
dade adicional que q não se anula em N X Mº e onde N é uma vizi-

nhança da origem em CN e Mº é uma vizinhança de nº em CN.

Pela parte da unicidade do lema 2.1.0 podemos tomar q(y,n) e

Ã(y,n<j)) como sendo funções homogeneas com relação a n, de grau

m*] e 1 respectivamente, em seu dominio de definição.
Podemos supor (diminuindo Mº se necessário) que o cone gg

rado por Mº é o mesmo que o cone gerado por Mº “ SE e que a ori-
gem não pertence a Mº, onde Sã é a esfera unitária de CN.

Um cone em CN é um subconjunto A tal que pz & A para

todo 2 e A e todo o > 0.

Podemos portanto estender as definições de q e A por homº

geneidade (dos graus acima) com relação a n no cone aberto Fcc: CN
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gerado por Mº. Denotaremos por F a parte real de FC, F = RN “ Fc,

e por F'(F'C) a n(J) - projeção de Tirº). Notemos que, para alguma

constante c > 0, depois de diminuída a vizinhança N, temos:

(2.1.1) Íq(y,n)i 2 cinlm-l para todo y 8 N, n e Pc

É possivel cobrir V0 com um número finito de vizinhanças

como Mº. Observamos, entretanto, que o indice j em (2.1.0) depende

do ponto nº, e pode portanto variar de uma dessas vizinhanças para ou

tra. Denotamos por F?, i = i,...,| os cones que essas vizinhanças gg

ram em CN.

introduzimos um outro cone aberto r$ C C tai que o seguiªN

te é verdade:

(2.1.2) fp(y,n)f 3 c lnlm para todo y & N, n e PE (possivelmente

depois de diminuído N) e

(2.1.3) rº, rl, ..., Pl cobrem RN lio].
Introduzimos uma partição da unidade, 90, g), ..., g,, suboí

dinada a essa cobertura:

gí e c.ºº(RNii0]i, () 5 gí 51, supp gíCFi, i=0,'.,...,l
e gu + gl + ... + gl = 1 em RNlíºi (Ver proposição 0.2-Capituio 0).

“)Definimos um operador gj(D): CÍ(RN) + Cw(R por:

gj(D)u(y) = (m)"N feí<yª>gj<n>a<n>dm u e effiRN)

onde <y,n> = ylnl + ... + yNnN e & denota a transformada de Fou

rier de u.

(Q
A 0 NI &; E ,A

._< v ||
|

Observamos que (.ª u(y)

De fato,
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(9—(D)u(y)) =.â( g (D))U(y) =
j 1 J J1 J

(ZW)-NJeí<y'n>g—(n)G(n)dn
JII

M—

"
M—

J
1

= (ZW)-Njeí<yºn>(jâlgj(n))ã(n)dn = (ZW)_Nfeí<yºn>G(n)dn = u(y)

Proposigão 2.1.0

Seja gJÇD) o operador definido por

3j(D)U(y) = (zn>““jeª<y'">gj(n)a<n>dn.

Então gj(D) aplica CÍ(Q) em Cm(9) e além disso, aplica
E'(Q) em D'(Q).

55913

Em primeiro lugar, mostremos que gj(D)u(y) está bem defini
do se u € CÍ(Q). De Fato, como u 6 CÉ(Q) para todo inteiro M 3 0

podemos encontrar uma constante C tal que

tamu 5 c(1+1n1)'M, v n € RN

(Ver capftulo O, Teorema de Paley-Wiener-Schwartz)

Assim,

[9j(D)U(y)l 5 (zn)'“jla<n>ldn 5<zn>'“c[<1+ini>'("+ª>dn < +00

e portanto gj(D)u(y) está bem definida.

Mostremos agora que gj(D) aplica CÍ(Q) em Cm(Q).

[sãgj<o>u(y)| 5 (zn>'Nj133eª<Y,ª>gj(n>a<n)ldn 5

< (ZW)-lendllú(n)ldn < (ZW)-NJ(1+lnl)la'iâ(n)jdn_. ..

Tomando M 3 [a] + n + l, a última integral é convergente e

portanto gj(D) aplica CÉ(Q) em Cm(9).
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Para-mostrar que 'gj(D) aplica E'(Q) em D'(Q) basta mos-
m (X)

trar que tgj(D), transposto de gj(D), aplica CC(Q) em C (9).

Calculemos tg.(D)=

J<J9 um» ><y> www = <th.(o>q>,w> = <©,gJ<o)w> =

[à(y)(9J(D)W)(y)dy = (Zn)iNíJ$(y) eí<yºn>9j(n)96n)dn dy :

'N e'<yZ'n> ªj (n)$(y)?(2)dz dn dy=

'N

m
(zw) “me'<y“ gJ <n>q><y>w<z> dy dz dn

)JJ(Je '<y ª'“ gJ (-nmM(2)W( )dã dy dn

í JNJel<y 2,71) _n)(b(.Z/J) W(Y) dZ'. dn dy, VÇ), WÉC:(Q)

r.0 (D0 (Q
A O 'e- A “< v " (Zn)_NJJeí<y-Z'n>gj('n)Ó(2) dz dn =

-Nf '< , > -
.

(ZW) )e' Y n gJ(-n)$(n) d

A demonstração de que tgJ.(D) aplica £:(Q) em Cm(Q) é

análoga 5 anterior. (c.q.d.)
Observamos ainda que vale a seguinte

Proºosígão 2.1.1

O operador,

9-(D)u(y) = (Zn)-NJJeí<y'YI'n>9í(“>rU(Y1)dY1dn,.J,
aplica continuamente Cºº(RN ) em Cw(RN)º Y1 Y
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Prova

É suficiente mostrar que para todo compacto LCRÚ1 a apli
» N

caçao g.:' tal que(D): CÉ(RN ,L) + Cm(RN) é contfnua. Seja a e N

Y) y

fal 5 m-

lag 9í(D)u(y)l =(zn)“N|JJ(331 eí<y-yª'n>)gí(n)u(y1)dy1dn|

- ( - , - _1
= (Zn) NIJJ(B$1 e gy yl"P)(HlnlªWHgí(n)U(yz)(l+lnlª) " dyIdnl

_ ( ' _ _ -(Zn) “IJJF-(l-Aygmaºçºl e'<y Ylªªâgí<n>u<m<1+|n|ª> " ªdyl dnl

(ZW)-Nlííei<Y'Y1,n> gí(n)[K]_Ay1)n+1831 U(y1)](l+|nÍ2)—n-ldy1dnl

IA (º“)"ÚrÍ'E(1'Ay1>"*1 ªcªlma]|<1+|n|ª>'"'1dy1 dn 5

5 C. sup [35 u(y1)], onde m' = m + 2(n+l)
Y1€L

1

lBlím'

Seja K um subconjunto compacto de R$, então

sup [8a g.(D)u(y)l 5 C sup IBB u(y1)| (c.q.d.)
Y I Y1

yeK yleL
Ialsm IBISm'

Observagão

0 mergulho Cw(R$) + D'(R3) é contfnuo e portanto a apli—

cação

,ººN .N-,gí(D). Cc(Ry1) + D (Ry) e continua.

Pelo Teorema dos Núcleos de Schwartz, a esse Operador correâ
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ponde um núcleo-distribuição, que denotaremos por (gí(D)õ)(y-y1), dª
do por:

.
— f ' -

(gi(D)õ)(Y“Yz) = (ZW) NJe'<y yl'n>gí(n) dn

Como já vimos, ii; gi(D) = [ onde ! é o operador identidâ
de, então

.il (gíwww-yl) = any-yl)|:
Nosso objetivo é construir, para cada i, um núcleo-distribui

ção Kí(y,y1) tal que

(2.1.ª) P(y,Dy)Kí(y,y1) = (gi(D)ô)(y-y1) + Rí(y,y1)
onde Kí e Ri têm as propriedade a), b) e c) afírmadas para K e

R no capitulo 1. Então tomando

K =í£1 Ki, R = .2 R.

obtemos que

P(Y:DY)K(Y,Y1) = ô(y-y1) + R(y,y1) onde

K e R possuem as propriedades a), b) e c).
Nas próximas discussões fixaremos o indice i. Quando i = 0

o operador P é eiftico, que é justificado pela propriedade (2.1.2),
e tem uma parametriz satisfazendo as condições a),b) e c) (Verljªj).

Assim, trabaiharemos com o caso i > 0, que será referido cº
mo situação não elitica.

Abandonaremos o indice i e escreveremos Fc, F, F', g;K, R

- C .ao inves de Pi, Pi' T;, gi, Ki” Rí' respectivamente.

Caso não elitico: (i > 0)

Neste caso assumimos que uma fatoração do tipo (2.1.0) é ver
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dadeira. Valendo-nos do fato que agora o indice i estã fixo, renume-

ramos as coordenadas a fim de que o fndhce j em (2.1.0) seja N e

colocamos n' =(n1,...,nn) lembrando que n = N']. Assim,

(2.1.5) p(y,n) = qu,n) (nN-Aly,n')). y 6 N, -n e FC

Definamos,

a(y,n') = ReA(y,n'), b(y,n') = lm A(y»n'),
w uma vizinhança aberta da origem em RN com fecho compacto, contl
da em RNFiJW Assim,

qiyini ' p(y'n) : (”N"ª(Y*n')) ' í b(y,n'), y & w, n e r

e além disso, dn(nN-aly,n')) # 0 em qualquer ponto.
Como já sabemos que a ordem do zero é invariante se multipll

carmos p por uma função f # 0, então definindo k = sup ko, onde

kg é o inteiro da condição (l.l) e onde o supremo é tomado sobre to-
dos os pontos de w, podemos afirmar

(2.1.6) A função b(y,n') tem somente zeros de ordem par finita me-

nor ou igual a 2k ao longo de cada bicaracteristíca nula de nN-a(y,n')
(contida em W X F). Observação:. k < +w.

Como b é independente de nN podemos afirmar

(2.l.7) b(y,n') tem somente zeros de ordem par menor ou igual a 2k

ao longo das curvas integrais (contidas em w x F') do sis
tema diferencial

onde y' = (y ,...,yn)

De fato, as bícaracteristicas de nN - a(y,n') são dadas

por soluções das equações a seguir,
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( |

35 (ª _ gi (yl(s),...,y"(s),yN(s), n'kS))

N

d2(5)=1
ds

dndi5) : %%? (Yl(5)' '--, Yn(5)» YN(S),n'(S))

933331._ ºª- <yª<s>,...,y“<s>,n-<s»
&

ds | Q) _< Z

Como b independe de nN podemos desprezar a Última equa-

ção a fim de calcular b ao longo das curvas integrais do sistema.

Impondo a condição que em s = 0, y(0) = Yo» n'(0) = nº', 02

temos

ªiâéâl = ' grªdn.a(y'(5),yN(S),n'(5))

(|) .

YN(S) = s + c onde c = yª

ªªgáíl = grªdy.ª(y'(S),YN(S),n'(s))

Definindo,

Xj(t)=y.j(t_c): ]Éjín
Ej(t) = nj(t-c), ! 5 J 5 "

XN(t) = t , onde t = s + c,

obtemos

dX'(t) dy- ds d .( ) 3__J___._ J _ __ _
Y 5

_ _ a . . _
dt _ 33— (t c).dt — __ág—- - saí

(y (S),S+c,n (S)) —

33 , ,= - 35. (x (c),t,a (t))
J

Analogamente,
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diª? = gª— (X' (t) ,t,a' (t))
J

N

Observamos que para t = c = Yo temos,

xJ-(C)=yj(0)=yo , Igjgn
€J—(C)=nJ-iº)=n3, lÉJÉn
xN(c) = c = y?

Assim, calcular b ao longo do sistema (I) é o mesmo que

calcular b ao longo do sistema

dx'(t)T = ' gradg.ª(x'(t),t,€'(t))
d€'(t) _ . .(II) dt — gradx,a(x (t),t,€ (t))
N

x (t) = t (c.q.d.)

Observemos que dado uma condição inicial, a função b não

muda de sinal ao longo da curva integral, do sistema dado em (2.l.7),
que passa por essa condição inicial.

Lema 2.1.1

A função b(y,n') não muda de sinal em qualquer componente

conexa de w X P'.

me
Sejam, Bl uma bola fechada contendo a origem tal que

BIC: w e 82 uma bola fechada de centro nã tal que Bz c F'.
Assim, K =ABl X 82 é uma vizinhança compacta de (0,nº'),cg

nexa e conexa por caminho. Mostremos que b não muda de sinal em K.

Suponhamos que existam (y1,n1') e (y2,nª') & K tais que
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b(y1,nª') < 0 e b(y2,nº') > 0. Como K é conexo por caminho, exis-

te um caminho ligando esses dois pontos. Seja f:[p,i] + K continua

tal que f(o) = (y1,n*') e f(l) = (y2,nª') e portanto b(f(0)) < 0

e b(f(l)) > 0.

Para cada to e [k,i], denotamos por y(to)(t) a curva inte
gral do sistema diferencial dado em (2.l.7) que passa por f(to), por

ri os pontos do intervalo D3J] tais que b|Y(rí)(t) 5 O e por si

os pontos do intervalo RDJ] tais que blY(Si)(t) 2 0. Então rl =O e

51 = 1.

Tomaremos o ponto médio entre o maior r e o menor 5. Seja

Yq%)(t) & curva integral que passa por f(%). Então. bly(%)(tl 2 0

ou 5 0 e não se anula ídenticamente. Suponhamos que exista um ponto

sobre y(%)(t) tal que b nesse ponto seja maior do que zero, - então

tomamos 52 = % (Se b|y(%)(t) 5 0 teriamos rg = % e trabalharia-
mos com o intervalo E%,l]).

Agora, tomamos o ponto médio entre rl e 52, isto é, o ponto

%. Suponhamos que bly(%)(t) 5 O ou seja, tomamos rz = %;
.

Prosseguindo com esse raciocinio ençontraremos duas sequên-

cia: (rn) e (sn) tais que

rl < rz < ... < rn < ... <

e além disso, ]sn-rnl 5 Eªr? (n = I, 2, 3, ...)
Assim,

. . . . l _So - ro : lim sn - lim rn = lim (sn-rn) 5 lim "_1
— 0

naco n—roo n+oo n-yoo 2

e portanto, se = ro onde lim sn = so e lim rn = ro.
n+oo n—wo

Sejam, (w;(n),w+(n)) o intervalo maximal de existência de
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Y(rn)(t), y(ro)(t) a curva integral que passa por f(ro) e lê,o] con

tido no intervalo maximal de existência de y(ro) (t).
Sabemos que f(rn) converge para f(ro) pois, rn converge

para ro e f e continua. Então para n suficientemente grande,

y(rn)(t) está definida em [ê,bz e Y(rn)(t) converge uniformemen-

, nte para y(ro)(t) em LªrÁJ- Como blYífn)(t) 5 v temos que

b|y(ro)(t) 5 0 para t & La,b].

Analogamente, bl Y(Fo)(t) : 0 para t & [e,b]. Logo,conclul
! = F 'i - . "' .mos que b y(ro)(t) 0 em L9,b_ , o que nos da uma contradlçao pons,

se b(f(r0)) = 0, existe um arco aberto de Y(r0)(t) centrado em Fírg)

tal que b restrita a esse arco menos o ponto f(ro) é diferente de

zero pois b é analítica.
Se b(f(ro)) # 0 e como bof é contínua, existe uma vizi—

nhança de ro tal que bof é diferente de zero.

Observagão:

Existem mais duas possibilidades na determinação dos pontos

r e 5:

lª) Ocorrer que todos os pontos médios sejam do tipo 5" —ou seja que

bl >0. Neste caso, da construção acima, obtemosY(sn)(t)>

e portanto sn converge para zero, enquanto que rn = rl = 0 pª
ra n = l, 2, ..., o que nos dá uma contradição poís, bÍY(0>(ÚÍO

e blv(s )(t)20' n = 1, 2, -.., e alem disso y(sn)(t) converge

uniformemente para y(0)(t).

"142"



2ª) Existe apenas um número finito de pontos r e infinitos pontos 5

(o caso, existem finitos pontos 5 e infinitos pontos r e tratª
do de modo análogo).

Seja rno o último ponto r que aparece, então fazemos

= > .
'

rn rnº para n no ASSlm, (rn) converge para rnº e (Sn) conveí

ge para rnº o que também nos dá uma contradição;nis,como blY(5n)(t%&
b] )(t) É 0 e y(sn)(t) converge uniformemente para y(rno)(t)tgY(rno
mos que bIY( E 0.rnº)(t)

Concluímos assim que b não muda de sinal em K. Chamandode

w o interior de 51 e de F' o cone gerado pelo interior de 32 tº
mos que b não muda de sinal em w X 83 e então por homogeneidade ga

rantimos que b não muda de sinal em w x P'. (c.q.d.)

à 2 - Construção Forma! de uma Parametríz

Assumimos que temos uma fatoração do tipo (2.1.5) no conjun-
n+1to w x I'c R X Rn_1 onde n = N - ], w é vizinhança da origem

em Rn+1 e F é um cone aberto em Rn+1' É conveniente mudar o nome

-1 N
; n n+1das coordenadas (yª,...,yN ,y ) para (XI,...,X ,t) em R

(n1,...,nN_1,nN) para (E;, ”"'En'T) em Rn+1 onde denotaremos por

x = (XI,-..,Xn) e E = (El.:—-,€n)

Assim,

Q(X,Í,E,T) (T—Ã(X9t9€))(2.2.1) p(x,t,€,T)

quando (x,t) €uw e (5,1) e F. No parágrafo ] assumimos que F era
&

uma vizinhança de um ponto nº tai que p(0,nº) = 0, em analogia su

ponhamos que P é uma vizinhança de um ponto (€º,Tº)' tal que
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p(0,0,€º,Tº) = O ou seja que Tº = A(0,0,Eº).

Lembramos que q e A são funções analíticas de todos os

seus argumentos, que q não se anula em nenhum ponto de W X P, que

q e A são funções positivamente homogenea com relação a (E,T) (Adº

pende somente de €!) de grau (m-l) e 1, respectivamente.

Seja g qualquer uma das funções gj para ] > 0, na parti
ção da unidade sobre Rn+1Í[O] introduzida no parágrafo ].

Gostariamos de construir uma 'ÉEEy'aproximação K para uma

solução E do problema ”operacional”,

P(x,t,Dx,Dt) E = g(Dx'Dt)ª
onde g(DX,Dt) é um operador definido por

g<ºx,3t)u(x,t) = (2w>““'1jfeª«X'ª>*tT)g(a.T>G(5,T>dadr.

Nossa aproximação para E será o operador

K u(x,t) = (ZW)-n-1JJei(<X'€>+tT)K(x,t,€,$)g(5,1)G(E,T) dEdT

O termo “223“ aproximação se tornará claro no final desse

trabalho.

Para descrever em mais detalhes o “simbolo" K(x,t,€,T), usª
remos a consequência de nossa hipótese básica (2.1.7), ou seja, que

b(x,t,€) não muda de sinal em w x P'. Suponhamos que,

(2.2.2) b(x,t,€) 2 0 para (x,t) & w, & e T'

O caso onde b(x,t,€) 5 0 pode ser tratado de maneira anãiº
ioga.

Seja T um número maior do que zero (O) (pequeno) escolhido

arbitrariamente e tomamos
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(t ' | _- _ |

Kh,h€yd =J- ea'qº(xºt't'Eª-)'T(-t t)k&,ut'£,ú dv
—T

onde (x,t) & w e (€,T) e F

Note que,

P(X,t,DX,Dt)Ku(X,t) = P(x,t,Dx,Dt) E(2n)-n'1JJei ((X,€>+tT)

K(x,t,€,T)g(€,T)G(€,T)d€df] =

= (2“)_n—1JJP(Xºt=ºx,ºt)[ei(<x'€>+tT)K(x,t,€,T)]g(€,T)G(g,T) dgdr

e para ser igual a

g(ºx,ot>u<x,t> = (zw)'“'ªijeí(<Xªª>*tT)g(a,T)a<e,T)dng,

devemos ter

P(X,t,Dx,Dt) [el
(<X,€,>)+it'l') K(x,t,g,1)]= eí< <x,€>+tí)

mas

P(x9t9nyºt) [35 (<x,g>+tT)K(thy€uT)] :

: ei(<Xºª>+tT)P(x,t,Dx+€,Dt+T)K(x,t,€,T)

então devemos ter
(2.2.3) P(x,t,DX+€,Dt+T)K(x,t,€,T) “ 1,

tendo em mente que (€,T) & supp g e onde " significa que

P(x,t,Dx+€,Dt+T)K(x,t,€,T) = ] módulo simbolo de um operador anaiitl
co regularizante.

Definamos,

Ko(x,t,€,T) = ft eª$<xºt't"ª>+ªit'k(x,t,t-,g,r)dtl
-T

isto é, Ko(x,t,€,T> = e'TtK(x,t,€,T).
É fácil ver que a condição (2.2.3) é equivalente a

(2.2.4) P(x,t,ox+g,ot)xo(x,t,g;T) *eiTt
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Um cálculo direto mostra que
t im ítt'P(x,t,ºx+€,0t) Ko = _TP(x,t,Dx+g,ot)(e “k)e dt'

(2.2.5)

+ 1 “ .l_ (º,j) j—l í©+iTt'
]:T jª; j: )? (X,t,Dx+€,Dt)Dt. (e k))tl:t

onde P(º'J)(x,t,Dx,D ) é um operador diferencial cujo símbolo é dado

P(º'j)(x,t,€,T) = (5%)J P(x,t,€,T), ºnde P(X,t>ª,T)
& o sfmbolo do operador diferencial P(x,t,Dx,Dt).

Observagão

Ver prova de (2.2.5) no apêndice-A

Í$+íTt'k)._ ,
. , ._ .

Como Dâ,lxe eITt (Dt,+T)J 1(e'Ók); em vista de

(2.2.5) tentaremos resolver (2.2.4), resolvendo

(2.2.6) P(x,t,DX+€,Dt) (eiÓk) ”o,

(22 >
É WWW 0 o) (o )J'1< “ºk) — m' -7 _):le X2t, Xi,-€, t ti""( e

quando t' = t.
Construiremos as funções Ó e k da seguinte maneira: elas

serão Funções analíticas de (x,t,€,r) em w X F (talvez depois de di-
minuír esse conjunto). Além disso, $ será positiva homogênea de grau 1

com relação a E, enquanto

00
| .. |k(X,t,t 95,1.) _jªfã'l kj(X,t,t 9€9T);

com kj positiva homogênea de grau -j com relação a (€,T). Podemos

reescrever (2.2.6) na forma

(2.2.8) P(x,t,Dx+Ç+$X,Dt+$t)k “ 0
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O termo de mais alto grau de homogeneidade em relação a

(€,T) presente no lado esquerdo de (2.2.8) é dado por

P(X,t,€+©x,Ó6)km-l

e será nulo se exigirmos que p(x,t,€+$k,oé) = 0 pois, se exigirmos

que km..l =]0 obterfamos k = 0 “visto que os kj serão determinados

por recorrência. Como

p(x,t,a+©x,it) = Q(X»t,E+Óx»Ótl($—'Ã(X,t,€+©x)),

temos que p(x,t,€+©x,©t) = 0 é satisfeito se

(2.2.9) pt = A(x,t,€+$x),
5 qual adicionamos a condição inicial

(2.2.l0) $ = 0 quando t = t'

Como A é uma função analltíca de todas as variáveis, exis-

te uma única solução ©(x,t,t',£) de (2.2.9)-(2.2.10), analítica com

relação a todas suas variáveis e positiva homogênea de grau | com relª
ção a €. (Ver problema de Cauchy-Apêndice A).

Aqui, t e t' permanecem próximos do zero; (x,t) e (x,t') es-
tão próximos da origem e E está em uma vizinhança cônica de gº.

De (2.2.10) segue que ox é pequeno para t 't' e então o

lado direito de (2.2.9) faz sentido.
De fato,

lim lÓX(x,t,t',€)| = |$X(x,t',t',€)| = 0, pois
t+t '

Óx(xptvtl9€)l : %Ólx,t';t':€) = "387 0 = 0 (ast=t'
variáveis são independentes). Assim ox é pequeno quando t ”t'.

Observamos também que o fato de E + ox estar próximo de pãº

(no dominio complexo) implica que ot deve estar próximo de pTº e,
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consequentemente, q(x,t,€+ox,$t) está bem definida.
De fato, como (x,t) “ (0,0) e E + ox “ pãº implica que

A(x,t,€+©x) < Ã(0,0,p€º) = p x(o,o,gº) = pTº. Mas it = A(x,t,€+$x) e

portanto ot “ pTº

Observagão:

p e um número positivo. Note que Effâ pois, como

Tº = A(0,0,Eº) temos p(0,0,€º,Tº) = 0, mas

p(0,0,€º,Tº) = 2 a (0,0) aº“' rºi
Ioci=loc'i+J ºª

Ídi=m

e se Eº = 0 temos p(0,0,0,rº) = Tema(0,___,0,m)(0,0)=0 =»Tº = O,

o que nos dá uma contradição pois (Eº,Tº) # (0,0).
Afirmamos que o termo de grau -v 5 0 no lado esquedo de

(2.2.8) tem a forma
n

Pg (xvt,€+Óxi$t)DXJ km
J

v + PT(x't'E+$X'Ót)D k.2
J=1 -1+ t m-1+v

(2.2.11)
| v'l ”Nf .+C(X,t,t ,€)km_1+v+ º;_ºQv (X,t,t 'E'DX'Dt)km'1+$'

-_gl
onde C e os coeficientes dos operadores diferenciais QQ são fun-

ções analíticas de x,t,t' (próximos da origem) e de E (no cone ªbªí
to F'). Todos esses coeficientes são homogêneos com relação a E; o

...v. _
grau de homogeneidade de C & m-i, e dos coeficientes de QVv e

m-i-U+v'.

Observagão:

Ver prova dessa afirmação no apêndice-A.
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Como p(x,t,$,r) = q(x,t,€,r)(T—Ã(x,t,ã)), afirmamos que

PE.(X,t»E+Óx9Ót) = ªQ(X,t£+Ók:©f)ÃE_(thog+$x) e
J J

PT(x,t,€+$«,©t) = q(x,t,g+©*,©t).
De fato,

_3L_
5%; P(X,t,€,T) : 5%7q(x,t,€,T)(T“Ã(X,t,5)) + q(X,t,€,T) (_

agj
Ã(X,t,€»

J

Portanto,

ng(x,t,€+©x,©f) = q€j(X.t,€+Ók:Óf)(ÓÉ'Ã(X,Í,€+ÓX)+

+ 'q(x,t.€+©g,$g)(ªÃ€;(x,t.€+$i)):=
J

'Q(X,t,E+Ók,$É)Ãg.(x,t,€+Óº)
J

Anaiogamente prova-se que pT(x,t,€+$X,$t) = q(x,t,€+©x,©t)-

Definamos,

A.
J AJ(X,t,tl,€) Ã€j(x9t9€+$k)x (j=1:2,--º9n)

Aº Ao(X,t,tl,€) C(X,t,t',€)/q(X,t,E+ÓX,Ót),

vi v! 1

QV : Qv (X,t,t',ê,D&,D£) : Q(X,t,€+Ók,$g)_ õãzx,t.t',€,ººyºg)

Observamos que, como C tem grau m-i e q tem grau m-I

então Ao tem grau zero, como A tem grau ], Ag tem grau zero e
.

J - .

portanto Aj tem grau zero e como os coeficientes de 2: tem grau
— . . v' —

m-i—v+u' entao os coeficientes de Q» tem grau N'-N.

Usando (2.2.11) e considerando (2.2.6) obtemos

+Ao R + vil Qt.(2.2.12) D k 5
AJD '

m-1+w V.:ºt m-1+v j=1 xJ kmª1+v m-1+v' :
e quando, 9 = 0, não existe soma em d'.

. As equações (2.2.12) não são suficientes para determinar os

kj completamente. Para fazer isso devemos adicionar condições quando
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t = t'. Essas serão derivadas de (2.2.7). Em (2.2.7) também identificª
mos os termos com o mesmo grau de homogeneidade com relação a (€,T)nos

dois lados. ºbteremos equações do tipo:
m - '-
;; 3—5 Nº“ (x,t,€+4>x,4>t) («pt.nH 1/ (mhthãnht=t' km-1+VJ' 1 J

(2.2.13)
1' “v' . _+N|É0 RV (X!t',€9T!DX!Dt)DtI) km-l+v'(x,t,t ,€,T)/t=tl _ SK),

onde ev = i se V = 0, ev = 0 se U > 0.

Notemos que, quando t = t', ox = 0 e at, = 'ªt =

= -A(x,t',€). Também, por (2.2.1) p(x,t,€,l(x,t,€)) = 0

Proposí 50 2.2.1

Os coeficientes de km-1+v em (2.2.13), ou seja,

E —L-p(º'j)(x t E+© $ )($ +T)J-1/ é igual aJ=1 Jf ' ' X' t t' t=t'

rfã,;iíêíêg = q(x't'ºª'T)'

35933

%% = kiº (bx-ãàw'kqeaàkn-A)

Quando, k = 0, (5% k(T'Ã) = T-A

k = 1, (ªka-x) =1

k = 2, ,j, (%%)k(T-à) = 0,

então,



Portanto,
J

P(º,j> (X't'€+Ó-X'q>t)/t=t' : ª? q(,><»t»5+4>x,4>t) (,(Pt'>x(xyt,€"4?(x))/t=t| '"
T

J-1 33-1
+.]. ._1q(X,t,€+$x.Ót)/t=t. =j -_1 q(x,t',€,l(x,t',€))

GTJ STJ

1 &“
e íl—l-p(º'j)(x,t,€+<bx,<bt)/ : q(x,t',€,l(x,t',€)): | '-t t (J'-1): ariª

Logo,

jgl ]]:— p(o,j)(X,t,E+d)X:<bt) (Ót|+T)j_l/t=t| =

m 1 8 3-1
| | '

3'1: J'ªi J-] ! (.a—T) Q(X,t 9€9Ã(X,t vi)) ('E—>*(X3t HE)) :

ITI-l 1— iqu(x,tl,g,)x(x,tl,ê)) (T_Ã(X9t'9g))j : q(X,t',€,T),E 'I (a )

J=º _]. T

(desenvolvimento de Taylor, de q em T, em torno do ponto

Ã(X,t',€)). (c.q.d)

Dividindo ambos os membros de (2.2.13) por q(x,t',€,T) e de

finindo
| _ |

R$ = -q(x,t',€,T) lãs , obtemos para V = 0,

(2.2.lli)º km_1 = /:T q(x,t',€,T)_1 quando t = t'

para v > O,

(2.2.“0V km_1+v.(x,tlytl,g9T)'—'

N 1 (x,t,t' ,€,r)/__ I

= E R“ (X,t',E,T»DX;Dt9DtI)k t=t'm-1+N'
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(2.24% k (Mutum) =
m-1+V

: vl '
Z

V
RV (Xst's : 90 Dx, )k t''t ,53T)/

v'=o
D xt, 't m-l VI( ,+ t—tl
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CAPÍTULO 3 ' ESTIMATIVAS PARA AS SOLUÇõES DAS EQUAçõES DE TRANSPORTE

A fatoração (2.2.1) foi obtida aplicando o Teorema das Fun-

Hºl) —

No sentido de Funções analíticas no domínio complexo. Podemos portanto

_ _
1

çoes Implfcltas no ponto (0,0,£º,Tº) pertencente a Rn+ ><(Rn+1

supor que w = Rn+l/7 wº, onde wº é uma vizinhança aberta da origem

em Cn+1 e F é a parte real de um cone PC em Cn+1.

No que segue vamos supor que (€,T) permanece fora de _ uma

esfera de raio maior do que zero, por exemplo de raio 1/2. É convenleg

te tomar o ”ponto de referência“ (Eº,Tº) pertencente ã esfera unitá-

ria, e já observamos que |Eº| # 0. Colocando p = (|g|ª+|T[2)1/º, pg

demos supor que o cone PC é da forma:

(5,1) e Pc se IE-píºlª + IT-orºlª < cªpª,
onde e > 0 é pequeno. Na verdade, escolhendo €'< ]Eºl; tomando

Y = líº! “ € (>0) temos, no cone FC,

(3.0) lil Z o(IEºl-Ip'ªí-Eºl) > YO

Em particular, [EI > % Y se p > % .

Consideremos agora as equações (2.2.9) e (2.2.l0) ou seja,
-e—

rr
II à(x,t,ã+$x) -

0 quando t = t'e II

Já sabemos que existe ©(x,t,t',€) analítica em uma vizi-

nhança V de (0,0,0,Eº) satisfazendo (l). Seja

V = WL X (“to,to) X Ml

Então $ pode ser estendida como uma função holomorfa em
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WE x [t':lt'f 5 toi x ME, onde WE é uma vizinhança aberta de wl em

Cn+1, M€ & uma vizinhança aberta de M1 em Cn e to podemos supor

diminuído se for necessário.

Continuaremos a denotar por $ a nova função. Usando a homº

geneidade de o com relação a € podemos estende-ia ao cone eº, gerª
º Ffdo por ME. Diminuindo WC e € tais que, WCC wl e C ec pode-

mos afirmar que Ó é continua de (x,t,t',€) no conjunto,

(3.1) (x,t) & wc, lt'l 5 to, € e F', lil > 0

e holomorfa no interior desse conjunto.

Lembrando que © & homogênea de grau ] com relação a E, é

fácil ver que o conjunto dos pontos (x,t,t') onde $ é hoiomorga e

limitada e independente de E.

A propriedade acima de © é refletida em prºpriedades anãig

gas de todos os coeficientes da equação (2.2.12), isto é, todos os coº
ficientes são funções contínuas em (3.1) e hoiomorfas no interior des

se conjunto, depois de diminuído WC, to e FC.

Uma prºpriedade análoga pode ser obtida para os coeficientes

da condição inicial (2.2.iª)v, v = 0, ], ..., exceto que a variável

T intervem também. Aqui, temos que q(x,t',£,r)_1 e os outros coefici
entes em (2.2.ili)V são hoiomorfos e limitados em

(3.2) (x,t) & wº, M < to, (m) e rº, ltl2 + ITI2 > 1';

depois de diminuído wº, to e FC.

Reaiizaremos agora uma mudança das variáveis (x,t), cujo uni

co objetivo é simplificar.
Introduzimos n funções holomorfas FJ, j = i,...,n, defi-
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nidas pelo problema do valor inicial:

, .
dF“| n ,

"Tí? + Aj(F1,...,F ,t,t',E) = o,

FJ/t=t. = zJ, ] = i, ..., n

onde 2 = (Z ,...,2") percorre uma vizinhança da origem em C"

Fazemos a seguinte mudança de variáveis:

(3'3) XJ : FJ(ã'tst|,g)9 j : i,...,n,
deixando t, t' e & fixos.

Observamos que é uma boa mudança de variáveis pois em t = t'
o jacobiano é igual a identidade e por continuidade existe uma vizi-
nhança onde ele é diferente de zero.

Lema 3.1

Nas novas variáveis (z,t) o operador

torna-se simplesmente D .rf

Prova

Seja,

º(ÍOtlt' ,E) G(il,...,zn,t,t',€)=(F1(ã,t,t',€),...,Fn(á,t,t',€),t,t'£)=
(ul,...,G ,e n+2 nn+3)_(xl_ ,

un>G ,“ -9X ,t,t',€) :
(x,t,t',€)

Então, u(x,t,t',€) = (uoaos"ª)(x,t,t',€) =

=(qu)(2,t,t',€)
e portanto,
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Pu(x,t,t',£) = P(uºG)(z,t,t',€) =

= Dtl'_(qu>(z,t.t',£)ÍJ = i-a-ªf ;(,uoa>(z,t.t',e>j =

. n+1

: LE,? _8_u_ eu t t. g))âgi (z,t,t',ê;) +ã—% (G(_z,t,t'.€))ª,G—-<z,t,t'£)+
Í j=1 aj : : , . atx Bt

n+2 "+3 | " _ª” ªº (z,t,t',a>+ª-ªice<z,t,t',e))——ªº (“'t ºª” “+ —(G(Z,t,tl,€))
at' at 35 'at

Qi (z,t,t',&;) + ª—“ (x,t,t',€)] =
at

"l [.; ªi.-(XJJUS)
' J” M at
1 -8u , _

" n . ªu . -? Lí (x,t,t ,E) .;1 Aj(F1,...,F ,,t,t ,a) —J.(x,t,t , €)] —
| J 8x

=%[ª%MLU£)-ª NQHHW?JJUDEÁ&LU£Ú=
at J_1 J BXJ

= (l-ií - É A (x t t' &) l-—ª——) u(x t t' 5) —íBtj=1j"' ia.] 5,3—x

n
_ | (_ (Dt jâl Aj DXJ)u(x,t,t ,E) c.q.d.)

Usando o lema (3.1) as equações (2.2.12) podem ser reescri-
tas como

Ú'l Av'(B'h) (Dt+Ãº)km-1+v _ w?=º QD km-1+u)'

-|Os coeficientes dos operadores diferenciais qr, bem como

Ãº, são funções de z,t,t',€, que podemos supor serem limitadas e hg

lomorfas no conjunto aberto:

(3.5) (2911) € CIC: ltll < tº, & € FIC, 'E' > pº (p0>0)

AC - . . . . .onde w e uma Vlznnhança aberta (suficnentemente pequena) da origem
n+1 - * ' « . . . «

em C . Note tambem que dª sao operadores diferenciais com relaçao
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a 2 e t, e que, para v,v' dados, seus coeficientes são homogêneos de

.. I

grau v'-v com relaçao a E.

Uma transformação análºga é realizada sobre as condições í-
níciais (2.2.ik)N, da quai obtemos:

(3.6)0 km_l = /:T q(z,t',«€,1')_1 quando t = t',

_ u-x *H' _ .(3'6)U km-1+v - migo Rv km-1+v' quando t — t', «v > 0.

. “vi ª- . . .Aqun Rv e um operador diferenCIal em z,t,t' com coefi-
cientes homogêneos de grau v'áv com relação a (€,r), hoiomorfos e

limitados com relação a todos os argumentos no conjunto:

(3.7) (za) e viº, lt'l < to, (in) e rº, l€|ª+lrlº >?

Observagão

Para não haver acúmulo de notação, continuamos denotando as

novas funções com as mesmas letras k, q.

Definindo,
# A

t A
AOO : AC0(z:t3tI.-€) = Í A0(295'9t'9€)d53

|t

W.] = kj exp.[/:T Ãoo], j # m-l, m, ...,
'“ -.: -'"

Mu-xf = e'Aºº Os e 'Aºº e

v-v' ÍÃooºv' -*
' = R “IAN v e 00,

podemos reescrever (3.H) como,
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_ Vªle-IAC“) E4V'V'(e|Aoow

V º, _(3.8) thm_1+V - nª] M www“? v - o,l,...

e (3'6)v' para V > 0, como

(3.9) wm-1+V = lª! N£Wm_1+v_£, quando t = t' e a equação (3.6)0

torna-se
(3-10) Wm_1 = JÍT q(z,t',€,T)—l, quando t = t'

Prova de (3.8), (3.9)v (V>0) e (3.10)

(3.8): '

(Dt+Aº)km-1+v : Dtkm-Hv + º m-1+V :

= , 'ÍAoo “ 'ÍÃoo' :Dtum-HV ) + Aº( m-1+ve )

= (D w )e'iAºº + w (l—(—i Ão)e'íÃºº) + Ãow e'íAºº
t m-1+V m-1+v í m-1+v

_ 'ÍAoo
— e Dt wm_1+V

V_1 *.V'
_ v'l 'ÍÃoo "VI ÍÃoo 'ÍÃoo- _&ãquV km-1+W |_o(e M e ) (wm-1+v'e ) _

_.* _.º 5-1 “_..
_ ,e 'Aºº)] =e 'A“ 2 Mvvw_ x,vl=0 m 1+v “._o m l+.»)

Fazendo v-v' = £ temos,

' u—v' _
V º,

ªo M wm-1+w' _ Zêl M wm-1+N-£ e

portanto (3.h) pode ser escrito como
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V
Z Miw: v =thm-1+M º,=1 m'ªl'HJ'ª5L, O,],..,

º que prova (3.8).
De maneira análoga mºstra-se que (3'9)v' para v > O

.

e

(3.l0) são Verdadeiras (c.q.d)

Quªndº v = 0, obtemos:

: /:T'q(z,t',€,T)-l

cuja solução é dada por:

wm (Z,t,t',g,T)=/:T q<Z>tI9€,T)-1
-1

Por iteração e integrando, obtemos as soluções wm_l+V para

É importante notar que Ão e Ãoo são ambas homogêneas de

grau zero com relação a E, e são holomorfas (e limitadas) com rela-
ção a z,t,t',€ no conjunto aberto (3.5). Que Ãoo é holomorfa (Ver

Apêndice B).

Necessitamos algumas observações sobre os operadores diferen

ciais M£ e Nª. Sabemos de (2.2.ll) que ixi é o termo homogêneo de

grau m-l-V+M', em P(x't'Dx+€+©x'Dt+ÓÉ)' com relação a &. Assim, só

q?, o que justifica a nota-llldepende do numero v-v', isto é, QÍÉÉO

_ v-u' .
'

.' - I
º ,çao M Alem dISSO sabemos que v v deve ser menor ou Igual a

. * '
_ v-v' _m-l pºis se V-v' > m—l, Qx ': 0 e portanto M : U e a ordem

desses operadores deve ser menor ou igual a v-v'+l (essas observações

seguem do apêndice-A).
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Resumindo, podemos afirmar (depois de diminuir QC e to se

preciso):

(3.11) Os coeficientes de Ml são funções holomorfas e limitadas
de z,t,t',€ no conjunto (3.5); a ordem de M'Q é no máximo 2 + l 5 m

e M : 0 se 2 > m - I.

Em particular, a soma em (3.8) é realizada de R = ] até
£ = inf(v,m-l)

» & vCom relaçao a N retornamos para os operadores Rv e para

as equações (2.2.7) e (2.2.13). O operador Rv é construido do termoº
em

] (0 ]) j'ljêl ? P , (X,t,DX+g+(1)X,Dt+(1)t) (Dtl+T+Ótl)

que é homogêneo de grau m-i-v+w' com relação a (€,T). Em particular
ele depende somente do valor V-U', o que justifica a notação Nv'vl.

Podemos afirmar:

(3.12) Os coeficientes de Ni são funções holomorfas e limitadas

de z,t,t',£,T na intersecção dos conjuntos (3.5) e (3.7); a ordem de

N é no máximo 1 5 m ' i e N2 E 0 se 2 > m - i.&:

A soma em (3'9)v é'realizada para

2 = 1 até 2 = ínf(an-l).

Observação

A intersecção dos conjuntos (3.5) e (3.7) é não vazia pois,

para p > % de (3.0) sabemos que |E] > ª-Y e fazendo po = % Y > 0

no conjunto (3.5) vemos que a intersecção é não vazia.

Nosso objetivo agora é estimar as soluções wj,j=m-l,m,....
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Usaremos a notação,

d(z,t—t',t') = (r-[zli) ... (r-fan)(r-|t-t'])(r-lt'l)
Se r > 0 é suficientemente pequeno, temos:

Lema 3.2.
Para 'C > 0 suficientemente grande, para todo j=m-i,m,...,

para todo z,t,t', tais que

(3.13) lzíl < r (lgígn), |t—t'l <,r, It'] < r,

e todo (€,T) e Pc, Iglº + ITÍª > &, temos

(3.14) le| 5 Cj+1j!d(z,t-t',t')—mj(|€l2+|1|2)-j/2

Antes de iniciarmos a prova faremos as seguintes observações:

i - impomos rl> 0 suficientemente pequeno para que o fêcho do

poiidisco definido por (3.13) em Cn+2 esteja contido no

conjunto (z,t) e wº, |t'| < to.

2 - wj é positiva homogênea de grau - j com relação a (€,T) e

portanto, basta mostrar que (3.14) é válida para |€|ª+lT|2=i,

isto é, que

|ij & CjHj! d(z,t-t',t')'mj
3 - Podemos tomar m > 1 pois, se m = i, o lado direito . de

(3.8) e (3.9)v são ídenticamente nulos (desde que a soma é

realizada para £=i até 2 = inf(9,m-i)). Neste caso as soiu

ções são dadas por

Wm_1 = m- q(zytl:€9T)—l; W _

Para m = 1 temos,
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.. _ y-] | -1 '
wm_1 _ Wo _ ETZTÉTTET?T . Sabemos que q(z,t ,€,T) e hoig

morfa em

(z,t) e WC, lt'l < to, (5,1) e FC, ISI2 + M2 > %

e que o fêcho do polídisco (3.13) está contido no conjunto
A

(z,t) & wc, It'l < to; logo Iwo] 5 C, isto e, vale o lema 3.2.

Lema 3.3

A estimativa (3.1h) é verdadeira para todo j 5 J < +ºº desde

que escolhemos C suficientemente grande e r suficientemente pequeno.

Elºi?
Consideremos o compacto

K = [(Z,t,t',€,T):[zí| 5 r (I5í5n), [t-t'l5r, |t'l5r, Iglº + lr[ª=1,

(5,1) e FC]

Como Wj é hoiomorfa no conjunto,

(th) € QC: ltll < tº: (EJ) E Pc, |€|2+|Tl2>à ,

que contem K então

w. < L., ' = ], ..., J] Ji _ J
J

no polídisco (3.13) e Iglº + ltlº = 1. Seja L = máx [Lj].
l5j5J

Assim,

w. 5 L, j = I, ...,JJ

para (z,t,t') no poiidisco (3.13) e Iglº + ]T|2 : ],
)-mJ | (rn+2)-mj.+ .Como d(z,t-t',t') 5 r" º temos d(z,t-t',t' zJ.

_ . 2 _ .

e portanto j! d(z,t-t',t') mJ > j! (rn+ ) mJ. Seja C > 0 uma constan
' z

te tal que CJ+1j.'(rn+ ) _mJ 2 L para I 5 j 5 J, logo

cJ+1j1d(z,t-t',t')'mj ? cJ+1j:(r"+ª)“mJ : |_ 3 lel
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ou seja,
IWJI E C Jª d(Z,t't',t')—mJ,l 5 j 5 J < +ºº (c.q.d.)

Em Lars Hõrmander [É] (pg.ll7) encontramos os seguintes re-
sultados

Lema 3.4

Se v é uma função analítica de uma variável complexa e mig

do ISI < 1, se

|v'(e)] 5 c(1 -|e])“ª'1, lel < 1, e v(0) = o,

onde a > 0, segue que

lv<e)l 5 c a'1(1 -iej)'ª'1, [e] < 1

Lema 3.5

Se v e analítica quando lei < 1 e

!v(6>l 5 C<1-lºl>'ª» lºi < 1»

onde a > O, segue que

|v'(e)) 5 C.e.(l+a) (1—|ei)'ª'1, ie] < 1.

Prova do Lema 3.2

Pelo lema 3.3 já sabemos que (3.1H) é verdadeira para todo

j 5 J < +w, desde que escolhemos C suficientemente grande e r sufl
cíentemente pequeno. Suponhamos que J > Zm-l e provemos que (3.14)

vale para todo ] (aumentando C se for necessário).

Seja,



De (3.8) derivamos que,

"º/:º(... 2,
(3.15) Dtv J =Ég Mªwi.z, onde M M (DtºN )

e portanto Ek são operadores diferenciais de ordem no máximo l-Fl fm

(em z,t e t') cujos coeficientes são funções holomorfas e limitadas de

z,t,t',€,T na intersecção dos conjuntos (3.5) e (3.7) (depois de diml

nuf—los se for necessário).
A prova será feita por indução sobre j e assumimos que

(3.1k) vale para j-Z, ] 5 ª 5 m - 1.

Pela hipótese de indução sabemos que,

ij_£| 5 º(j-Z)+1(j-£)E d(z,t-t',t')—m(j_£) :

c(3'ª)+*(j-z)a (rn+2)-m(j—£)(l
— lêil>-Tfi lã] - lêni)-m(i'£)

X (] _ t-t'[)-m(j-£).(I_ t' )-m(j—£)
l" r

Aplicando o lema (3.5) várias vezes concluímos que existe
"uma constante Cl > 0, independente de £,z,t,t',€,T e ] tal que

” " '- +l '
ÍMZW'-gl 5 C1 CJ £+l(j-£)!e£+l (WJ mz ) (mJEmª+£+lã

d(z t-t' t )m (J Zl+£+

Assim,

m-x j+1 -£ (j&) & 'mj m(j-£+ l)...m(j-z+ ªii)
ID v.| 5 221 [Çlc c j' e e d(z, t—t', t' ) m m
t - Jf

, , m£+l+ld(z,t—t t )

.- 1 .- &u=cªfljl d(z,t—t',t' ) mjc éEk-Ée)£)(jj%)W £+1 (J £+ m)"'(J ª+ m )

- 1d(z,t't',tl) mºfl'ºd'

Como m > 1 e Z 2 1 temos 2 + l 5 m£ o que implica

d(z,t-t',t')mª'ª'1 5 1, desde que d(z,t-t',t') < 1.

- 64 -



(3 16) |D v [ < CJ l
. d(z t t' t ) Jcl e. B,

onde e= ? (º? (J'—kª” mªªªªu- ml) (wmª—fl)
z=1 (: “J'—_: m

J m

ºbservando que,

(jj%) (J'ª+ l) -—(J' (+ ªâl) 5 j e m 5 mm (pois, m > I e 2

percorre de l até m-l), então

. º, (L—l

Shª HJ mm=mmjªrgl (%) <mm izª (%) (%)

= m J — = mmj.e(C“ê)_l (Podemos supor C > é)

. _ _ _1Iºtvjl 5 CJ+1jl d(z,t-t',t') mchl mmeª(c-e)

temos ,
M|—

. . m
, -1e se eXIglrmos que 01 m aª(C-e) _

l '. j+lw -| | 'mj[DtvjÍ.5 2 J C J. d(z,t t ,t ) (IH

Aplicando o lema (3.4) em (II); notando que Vj/t=t' = 0 de

acordo com (3. 9).., obtemos

(3.17) [vj] %CJ“ j! Elm-d(z,t-t'n'fmIA

e como j 5 mj - 1 temos,

_ .1 _.CJ+ j! d(z,t-t',t') mJ
IA

Aplicando mais uma vez a indução sobre j e o lema (3.5) vã-

rías vezes concluímos que existe uma constante cz > 0, independenteck

£,z,t,t',€,T e ] tal que
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& (mj-m£+l)...(mj-m£+£)
d(z,t-t',t')m(j'£)+ª

[nªu | < c2 c(J'º)+ª(j—z)f ejrâ -.

Notemos que 2 5 m£ e que

(mj-m£+l)...(mj-m£+£) 5 mª(j-z+1)...(j—1)j,

e consequentemente ,

-m-1 2 m ,

lgg/ªl N “IJ-º,] 5 E IN VL

<221 c2 CJ+1C-£ j! j;;gli e£d(z,t_t.,t.)*mj (mj'm£+l)...(mj-m£+£)' “1 J- d(z,t_t, t.)-m£+£

. _ . - ' º, . -Cz CJ+IJE d(z,t-t',t') mJ mªl (É» Áàíêlí ”TZU-“')u-(J'Uj 5IA £=1

5 cz Cj+1jl d(z,t-t',t')'mJ mm'1m(e)ª
m'1 é

&

-1Como lª1 (EJ 5 e(E-e) temos que

|ggí N£WJ_£i 5 CJ+1jl czmm'1e(c—e)'1d(z,t—t',t')'mJ

e se exígírmos que CZ m

m-l & , 1 '+1 m(3.19) llgl N Wj-Z' S'? CJ J' d(z t-t',t') J

_ _ m-1 2 _ m- 2Como vj — wj Qãl N wj-l temos wj — Vj + £ª1 N
wJ_£

e combinando (3.18) com (3.19) obtemos

IWJI 5 CJ+ljl d(z,t—t',t')'m3 (c.q.d.)
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CAPÍTULO A * UMA ESTIMATIVA PARA A FUNÇÃO FASE

No que segue supomos que (x,t,t') pertencem a uma vlzinhan
. n 2 - , .ça aberta da—orlgem no espaço real R + e € sera um ponto arbitra-

rio no cone F'C Rn'

Consideremos o seguinte problema de Cauchy, relativo ã equa-

ção diferencial parcial de primeira ordem não linear

(4.1) 73%- y = J(y/X)grad€a(x,t,tJ(y/x)€),

(ª-Z) '

yit = x,

onde J(y/x) denota a matriz Jacobíana dos y's com relação aos x's e

tJ(y/x) sua transposta. Lembramos que a(x,t,€) = Re Ã(x,t,€),
b(x,t,€) = lm Ã(x,t,€). Fazendo r = t - t' transformamos o problema

(4.l)-(A.2 em)

(Lm-> %% = J<y/x) gradga(x,r+t',tJ<y/x>a>,

(h.2') yir=0 =x

que pelo Teorema 0.8 tem uma única solução analftíca y(x,r,t',€). As-

sim, o problema (h.l)-(A.2) tem uma única solução analítica

y = u(x,t,t',€) - na verdade, analítica com relação a todos os argumeº

tos. Além disso, x + y é um dífeomorfísmo (próximo da origem), depeº

dendo analitlcamente de t, t', & (observemos que y é uma função hg

“mogênea de grau zero com relação a € e F').
Se definirmos,

Q = <x,g> + $

-67-



go podemos reescrever (2.2.9) e (2.2.10) da seguinte forma:

Qt : Ã(X,t,©x), Q/t=tl : <X,€>

Em virtude de (H.2) a matriz Jacobiana J(y/x) & igual a ma

triz identidade em t = t'. Como uma consequência,

(Aº3) Y : Y(X,t,t',€), 5 = t: S' = t.:
. .— . . n+2define uma boa mudança de variaveis sobre a origem de R .

Definamos,

x(y,s,5',€,n) = Ã(X(y,s,5',€), 5, tJ(y/X)n) -

- <gradga(x(y,s,s',€), s, tJ(y/x)€), tJ(Y/X)n >,

onde x = x(y,s,s',£) é a inversa de y = y(x,t,t',£). Seja & a ex

pressão de © nas novas coordenadas y,s,s', isto é,
© : º(Y,S,S',€) : ©(X(y:595'9g)9 595I3€)-

Lema 4.1

Afirmamos que,

ªs = Ã(Y,S,5',€,5y), õ/ : . : <Y,€>

Prova

& : ©(Y,5y5')€) : º(X(Y3595',€)35,5'1g) :
= ©(x1(y,s,S',€),...,xn(y,s,5',€),s,5',€)- Asslm,

3534» 3x1 em ex" a<z>_ as ª 93É"Wís—+""ãx_nís—+íã“ ãºas>+as
3?

e sabemos que, 5;—= A(x,s,©x).

Derivando a identidade,
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(Y1,«--,Yn)=(yl(xl(Yi,—s-,Yn:5,5',€),-.-,Xn(---),st'sí),——-;Yn(--—)),

em relação a s obtemos,
1 1 l n 1

= êLàL âLêL BL(O,...,0) [(8x1 35 + ... +.axn s + 35 ),...,
n n n

,, (EE,, __.+_3_L3L+3L
3x1 Bs 8x“ 85 35

Em notação matricial temos,
.

a, ª_vi avi & ' ºii
8x1 "' 525 às 85
' ' I + Z

_
n n n

o ª & &; âL
8x 8x" às &35

ou ainda,
_ 25 21o _ J(Y/x) . as + as

Logo,

8x '1 By _ '1 t _E = —J(y/x) _s- _ -J(Y/X) .J<y/x>gradga<x,s» J(y/x)€> -

= -grad€a(x,s,tJ(Y/X)€).
Portantó,

55 = ºs + <ÓX, -grad€a(x,s,tJ(y/x)€)> =

© ª(xvsxtJ(Y/X)€)1©x> :- <gradª E

A(x,s,óx) - <grad€a(x,s,tJ(y/x)€),©X>

e assim só falta provar que tJ(y/x)<1?y = Qx e para tanto caiculemos

ºy'
36 ap 8x ao 3x“ aq) 3x1 aº ax"
ºãÇTª""ayn)= [(ãxljay "' ã"TT 371) "' 3x1 ey" +"'*'axn eynxj

Em notação matricial,
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»,

fªi.“ 8x1 3251 Eªi.
ªvi 577 ªy1 ªxl

aí_ aii 352 ââ_
Bv" Lí?" BY" BX",

ou ainda, õy = tJ(x/y).<I>x. Sabemos que,

J(x/y).J(y/x) = | e então tJ(y/x) tJ(x/y) = |

Logo,

tJ(y/X)ã>y = tJ(y/x) tJ(x/y)<I>x = "ºx = ºx (c.q.d.)
Definamos,

ã(y.s,S',E.n) = Re X(y,s,5',€,n) e 5(y,s,5',€,n) =

= lm X(Y»S:S'»€,n)

ou seja,
ã<y,s,s',a,n>=a<x<y,s,s',a),s, tJ(y/x)n)*

' grad€a(x(y,s,5',€),s, tJ(y/x)€), tJ(y/x)n>

e

B(y,s,5',E,n) = b(X(y,s,S',€),s, tJ(y/x)n)
A identidade de Enler aplicada ã a(x,t,€) nos dá

a(x,t,E) <9rad€a(x,t.€),í>
portanto,

a(x(y,s,s' 95) 959 tª' (Y/X>E) grªdêjª (x(y,s:5'3€) 959 tJ(Y/x)€) ;tJ(Y/X)E>

Assim,

(“.ª) ã(y»5.5',€,€) E 0

Observamos que,
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gradnã(y,s,s',€,n) = grad€a(x(y,s,5',ã),s, tJ(y/X)n). tJ(.Y/><) “

- grad5a(x(y,S,S',€),S, tJ(y/x)€).tJ(Y/x)
e portanto,
(4.5) (gradnã) (y,s,s',€,E) E 0

Da identidade (h.k) concluímos que

(ª-e) (grad( (Y,S,SI,€,€) E 0,Y)5;S')a)
pois as variáveis são independentes.

Em Treves [38] (pg. 111) encontramos o seguinte resultado:

Lema h.%

Seja f(y,t) uma função a valores reais, C2 em um conjun

to aberto 9 de Rm+1(y=(yl,...,ym)). Fazemos as seguintes hipóteses:
iª) ft se anula em todo ponto onde f se anula;

a » . m2-) Nao eXIste nenhum yo ; R tal que

t + f(Yo,t)

se anula identicamente sobre um intervalo não vazio J da rg

ta real ([yo] >< JG 82).

Então,para todo subconjunto compacto K de Q existe uma

constante CK > O tal que, para todo (y,t) & K,

Igradyf(y,t)l2 S CKif(y,t)|-

Observagãºi (Ver pg. 112 " Treves DBJ).

As condições lª) e 2ª) do lema 4.2 são triviaimente satis
feitas quando assumimos que, para cada y, a função t + f(y,t) tem sg

mente zeros de ordem par finita.
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Lema 4.3

Diminuindo a vizinhança da origem onde (x,t) varia, e o cº
ne F', vemos que, para esses (x,t) e para todo € e F', igl = ],

Igrach,á(.x,t,€)lª 5 Co b(x,t,€)

Me
Seja f(y,t) = b(x,t,€) com y = (XI,...,xn,€1,...,€n) & R2n

e Q = w x P'. Como para cada y, a função t + f(y,t)=b(x,t,€) tem sg

mente zeros de ordem par finita então pela observação feita após o ie-
ma h.2 as condições lª e 2ª estão satisfeitas.

Tomando uma vizinhança relativamente compacta contida em u

(a qual continuamos denotando por w) e IE: = 1 com € e P' e P( dl
mínuido, pelo lema (4.2) temos que

lgraax,€5b(x;t,g)|º 5 (:o ]b(x,t,g)I =co b(x,t,g) pois

b 2 0 em w X F'. (c.q.d.)

Lema “.ª
Existe uma constante Cl > O tal que, se (y,s,s') estão su-

ficientemente próximos da origem, e se & e F', |€l=i,

Ígrad(y,n)5(y,s,s',€,€)[2 Cl b(y,S,$l,€,€)IA

(Lembramos que b, então também b, é maior ou igual a zero no seu domí

nio de definição)

Prova
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Prova

ºrªd<y,n)5<y,s,s',s,€> =

35 35 36 36 35=(—(9535|1€:€) .“", : 9-0- >=Byl Y ' 8y2 By“ anl 'ãnn

_ ab t 9x1 ab 8x
— [(5;7(X,S, J(Y/X)€)—5;T'+ --- + ãíí'gçíºv "'»

(Bb 3x1 +
ab gªg)' 8x1 dy“ 525 yn '

âE_.ââ; âà_.âân âÉ_.âÉL 22. êân :(a
1 nl * + a “ ªn:)' ' (

51 nn
* + a " ann

)]

_ (Bb ab Bb Bb
)

(3x1 3x1
0 o

“
” ax ' 'axn' aglº 'agn ayl ' ayn

8x“ 8x
sy? . ayn

o . o

o 223. êêl
: hl . ªnn

o o lâên êên
L ªhi ªnn)

onde ªgi 851
anl Ban

3 = tJ(y/X)
âân êên
Bm ' ªnn

Logo,
- | = t

grªd(y,n)b(yysgs )€)€) grad<x,€)b(xosyIJ(Y/X)€)c A, º qUé

implica

lºrªd(y,n)5(y'ª,ª"ª'ª)'º 5”Íºrªd(x,a>b<X»s»tJ<v/x)€)iª.HAHª5

s HAMª co b(x,s,tJ(y/X)-€) = cl b<y,s,s',a,a)
A última desigualdade segue do lema (H.3). (c.q.d.)
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Definamos,

Yo = Y(Xo,t,t',€),
Uo = g(yo,s,5',€) ' <yo,€> e

ul = grady 5(yo,s,s',€) - E,

onde xo está fixado arbitrariamente (próximo da origem).

Fazendo y = yo no lema (4.1) obtemos:

(4.7) "ºs = à(yo,s,s',E,E+u1), uo/s=s' = O.

Lema h.5
sªõ -Sejª M = (— (yo,s S '.E))- Entao,

ByJãyk

(ª-8) “15 = AY(Yo.s,S',€,€+ul) + M Ãn(yo,s,5',E,E+U1)

(14.9) U1/S=s' = 0

Prova

Do lema (Ã.l) sabemos que 55 = Ã(y,s,s',€,n)| _“ e n = 5
n—Óy Y

. . 96 955
Implica (nl""'nn) = (5ÇT3"',3ynh õyly=:yo = E + Ul

a 3 _BA && ª_à aí an] 32 ann—.
(8y1""'8yn)'Eã—T+3 1 yl +...+ nn Byn),...,(gyn+ BU1 3y"+“"'8nn aynLJ

- ªi ªi.. íª. ºlªa ªl 91 Bªlªn—' (ªyl' "ªv") + Bªm ªy1
+

nn ªy1)' '(Bm By" ' +
nn ªynu

: (ª ex
) [(em aªª 3_A___ sªõ

)
Y“ "87“ ªm ªyªªyl ªnn ªylªy" ' '

(ax 3%
+

_aj__ aªcp )]' anl aynay1 ann Bynãy“ '



ou seja,
35 aí 9% aºq> ax
wi“ Wi W ***—aylayn aí
; = ; + 32“ 22_ . ;

aq; al a <1> & <1> AL
87% 5775 ªynªyl ªynªy" ªnn

Fazendo y yo temos,
(Y!):SsS'NZ) : XY(Y0,S,S'»5,€+U1) + M Xn(Y0,S,S'»€,€+U1)“030;

“(91

Mas, u1 =-%% (y,s,s',€)iy=yo - & implica que

aªª * ª (ºgà(y,s,5',€)/y=yo =-ií ª(Yo,s,S',€)FTE ay ay

e portanto,

ulS = XY(YO,S,S',€,€+U1) + M in(Y0,S,S',€,€+U1)

Sabemos também que, õ(y,s',s',g) = <y,g> o que implica

©9(Y,S',S',€) = E e portanto,

u1| =<Í> (Yo.$',$',€) -a=a-s=o. (C-q-d.)s=s' Y

Denotando por F(s,u1) o lado direito de (h.8) obtemos o

seguinte problema com valor inicial

uls = F(s,u1)

U1| =O

Aplicando o método de Picard para solução de equações dife-
renciais ordinárias obtemos

SH 5
luxl s C2-5"€Íªl'3,sj

l JsllFÇs"',o)|ds'" | 5 (32 IL.!F(S"'º)4ªª'l

(a prova é feita reproduzindo-se & demonstração do método de Picard).
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Lema h.6

Vale a seguinte estimativa para iull,
5—

full E Calí Ib(Yo,S“,S',€,€)l/Hs“l
S

S ..
5 C3 iS_Slll/ZIí b(yQ,S",S',€,€)dS"l1/2

sl

Prova

F(S",0) = Ãy(yo,5“,5',€,€) + M ín(Yo,5“,S',E,€) =

: ãy(y09sllyslsgyg) + ' By(Yo,S",S':€,€) +

+ M ãn(Yo,Sª',S',€:€) + i M gn(Yo,S"gS',€,€)-

De (4.5) e (h.6) segue que

P(s",0) = : By(yo,s“,s',a,€) + : M 6n(Yo»S"»S'»€,E)o

Como, ÍBy(yo,s”,s',€,€)|2 5 Igrad(y,n)g(yo,s“,5',€,€)l2 do

lema (u.u) segue que

ÍBY(Y0,S",5':€,E)Í2 5 61 g(yo,5“,5',€,ã)

Analogamente, [Bn(yo,5“,5',€»€)lº 5 C1 E(Y0,5",S',€,€)

Assim,

íF(s",o)l 5 JET E(Yº:$"»5',€,€)l/2 +

+ ““Il/f? g(yo,5“,5',€,-€)l/2 = c 't5(yo,5”,$«',€,<5)1/2

Logo,
5 $ " Bê '

CzlJ |F(s",0)|ds“[ 5 CZIJ C.b(yo,s",s',€,€) ds"l=
s' s'

IA|U1|

5 — 1

C3iJ b(.Yº3s“—'5Iv€:€) /2d5“|.
sl

Aplicando a desigualdade de Hõlder obtemos,
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(S-

e então,

J b(yo,S“,S',€,€)yºdS"
sl

TA

S S *
(] 'lªds")1/2 . (J (b(Yo,S",5'o€»€)1/2)2d5")1/2

S | Sl

5 "!S-slllá ' (J lb(Y 95”,5':€9€)d5")lâ
S

5 ” 1 S ”|J b(YO05|-'»5':€»€) Ads”! Í IS-slll/z IJ b(yº'5"95'lªvªdSHII/Z!
s' '

Portanto,
lvl! IA

IA

Lema ª.?

Prova

relação a

S

(E > 0, s 2 s')

s ' BQ
CSIÍ Ib(Yo»S",S',€,E) dsul É

5

1 5 « 1

Csls-S'I/2 |J b(yo,5",s',€,€)d5"|/2 (c.q.d.)
SÍ

Vale a seguinte desigualdade
S -

luº ' í J b(Yo,S",S',€,€)dS”l 5
S'

5 C5 IS'S'IIJ b(Yo,S",S',€,€)d5"l
S'

De (h.7) sabemos que

UDS : 3;(Y0)555':€9€+U1)

Realizando sobre Í uma expansão de Taylor de ordem dois com

n sobre & e, aplicando (4.ª) e (Ã.5) obtemos,

uºs : l B<YOySg5|n€9€) + i < En(Yo,S,s',E,E),U1> + O(Iullz)

Afirmamos que
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iuºs'í g(Y09595'9€>€)I É ls'sll an(YO9595|,€,€)|2 +

+ Cq(l+|S'Sll—I)IUIIZ É Clls—SII g(Yo,S,S',€,5) +

5 *
+ CSIJ lb(y0!5“!5lsga€)d5"|.

5

De fato,
ÍUOS'"í E<Y095,5'9€:€)| : |Í<Bn(Yo,S,S',€,€),U1> + º(lul|2)l É

5 Ibn(yo,s,s',€,€)iiu1| + D|u1|2 (D = constante > 0)

1.
” . /=(Jí lbn(yo,s,5',€,€)l Is-s'lyª) (lººl—lãªí—L—"í) + Dlullª É

- 2 - —1

«% (Zlbn(yo,s,5',€,€)Izls-S'l + Jªil-%E-Ell-9 + Dlullº =5

= Is-s'l |Bn(yo,s,s',ã,€)|º + % IS'S'I'IÍUII2 + Dlullz-É

5 Is-s'l IÉn<Yo,s.s',€,a)|ª + ls-s'l'llu1|º+ º(l+!s-s'l'1>lu1iº 5

5 ís-s'l (5n(yo,s.s',€,€)lº + <I+ls-s'l'l)lullª + o<l+|s-s'l-l)lu1:ª=

= Is-s'l [Én(yo,s,s',£,g)|2 + Cq(]+iSªS'I-I)IU1|2 5 (lema h.h e h.6)

5 C1IS-S'I5(Yo,s,5',€,€) +

$...
+ cu(1+|s-s'1-1> cgls—s'| lj lb<yo,s",s',a,a>ds"| =

s
ou s &

= Clls-S'lb(yo,s,5',£,ã) + CuCã(ls-S'|+l) |J b(yo,s",S',€,€)ds“| 5
Sl

* 5 “
É ClIS'S'Íb(Yo,S,S',€,€) + C5|J5.b(Yo,S",S',€,E)d5"l,

o que prova a afirmação feita.
Integrando com relação a s e como Uo(5') = 0 obtemos,
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s *
IUo-i j b(yo,5“,S',€,

Sl

5

+
S!

IA

S

Cs
y-s[$',á]

5 -SJ lllos'i b(yO,S",S'
“|

5...
Clls-S'l [ b(yo,S",Sª.€,€)dS" +

5 »
€)d5”l = |J (Uos(5")'Í b(yo,5",5',€,€)d5"l 5

Sl

5 -.E,€)ld5” & J C1IS“*S'lb(yo,S",S',€,€)dS“ +
S'

(S Sn“
J CS'Í b(yo,sm,5',€,€)dsmld5" 5
Sl

SH" 5
sUP |J b(yo,sm,5',€,€)dsml.J ds" =

S' sl

5 _ s ”: Elis—S'ÍÍ b(yºªs”'s"€'€)d5" + CSÍS'S'ÍIÍ b(Yo,sm,S',€,€)dS“Í =
S' SI .

5 ..: CGIS-SIHÍ b(y095“95'95,g)d5”| (c.q.d).
sl

Lema h.8

A expressão

o _

onde ã(y,s,si,€rn) =

vaa
Em primeiro

e D)( nas coordenadas

Seja,

G(x,t,t',g)
U(y,s,5',€)

de T-a(x,t,E) nas novas coordenadas é dado por

ã(y,s,5',€,n),
a(X(y.s,S'E), 5, tJ(y/><)n) -

<9rªdgª(X(y,s,S',E),s, tJ(y/X)E), tJ(y/X)n>

lugar calculemos a expressão dos operadores Dt

y,s,s'.

(yl (x,t9tl :$)9H"Yn(x,t9tl rg)95:sl »€)=(Y,S,S' ,E)

(quºG_1)(y,S.S',€) = (uoe><x,t,t',z>
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Então,

DtE(.uºG)(x,t.t',€):J = %ãª—t- [(uoe)(x,t,t',g)j =

n+1
= 2—3— (.,,)âxtt'.€)â—j-(xtmuãhaª—:(G(x,t,ªMt',€))G (x,,tt',€)]

"
.

= % gªlªBU

J
(Yos 5 nª) +(X9 t t'9g) + %%(Y:S,Sl9€)] =

. BY

: « %loºy> + D s)“ (Y9595'9E)

Portanto,

Analogamente mostra-se que

Dx : tJ(Y/X) (X9t,tlv€)ºy

Assim, a expressão do operador D - a(x,t,Dx) nas coordenªt
das (y,s,s') é dada por:

|) DS + <%ª' DY > _ ª(x(Y!Sv5.:ª):5;tJ(Y/X)Dy)

0 sfmbolo do operador (I) é dado por

||) 0 + < %, n > - a(x(y.s.s'.E).s,tJ(y/x)n),

onde o & avariãvel associada a Ds “e n associada a Dy.Quando reª
Iizamos a mudança das variáveis (x,t) para (y,s) provocamos uma mu-

dança das variáveis (&,T) para (n,o). A relação que existe entre &,

T,n e o é dado pelas expressões:

T = o + < %%, “ >

E = J(y/x)n



Substituindo o valor de %% na expressão (Il) obtemos,

o + <J(Y/x)9rªdgª(X(y,s,s'.E),s.tJ(y/x)€),n> '
ª(x(Y:sosl,E)as:tJ(Y/x)n) =

G+<grªdgª (X(Y,S,S' 95) ,sitJ (Y/X)E) ,tJ (Y/X)n> "

a(x(y,s,5'.E),s,tJ(y/x)n) =

º ' ã(Y:S95l:€:n) (Crºq'dº)

Lembrando que

u(, = õ(y0,s,s',g) - <yo,E > e que

º(x,t,t',€) = <x,€> + $(x,t.t',€)
e

ª(y,555'.€) = $(X(y.s,5',€),s,5',€), temos

º(YoóMS'Á) : º(X(Yo,S,S',E),S,S'.E) : ©(X(Y(Xo,t,t',E),S,SIÃ),S,S',€)=

º(Xo,s,S',€) = <Xo,€> + Ó<Xo,S,S'.€)

Portanto a expressão de uo em termos da função fase $ &

dada por

Uo = à(Xo,s,s',€) + <Xo'Yo,E>

Sejam,

x = x(yo,t",t',€)
e = tJ(y/x)(x,t",t',a)a

t
B(x,t,t',€) = J b(x,t“,6)dt" (integração ao longo de y)

tl
onde, Y é o arco (orientado) da curva descrita por (x,t“,6) quando

t“ percorre de t' < t a t.

Observamos também que
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S

_ t -Js.b(Yo,S",S',€,€)dS" = [ b(Yo,t",t',€,€)dt“ =
t I

t
= J b(x,t",e)dt”, poís

t l

g(YQ,t",t',€,€) : b<X(YO»t“9tI,E),t”9tJ(Y/X)(Xºtnit'9€)€) =

$Íb(x,t”,9).
Levando isso em conta no lema (R.7) obtemos,

([*-lo) I(b(Xo-,t,tl,g) _ <Yº—x03€> - | B(X,t9tl9€)l É

IA ceit-t'l |B(x,t,t',g)]

Observagão:

Na verdade, a curva Y é a projeção no espaço (x,t,€) de

uma bícaracterfstíca nula de T - a(x,t,€).
De fato, consideremos o símbolo o - ã(y,s,s',E,n), que pelo

lema (4.8) é a expressão do símbolo T - a(x,t,€) ;nas coordenadas

(y,s,s').
As equações de Hamilton-Jacobi para o símbolo

º ' ã(y,s,s',€,n) são:

%%5 = - gradnã(y,s,s',£,n) %%n = gradyã(y,s,s',€,n)

;

ªí. : ]
dO 8 -“" = 5; ª(Y95;5's€rn)a. É. cL É.

Seja & arbitrariamente fixo. Tomemos n(t") = E. Como

dngt") _dt" — 0 e gradyã(y,s,s',€,n(t”)) = gradyã(y,s,s',€,€) = 0 (por
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(Q.6))a equação %%“ = gpad ã(y,s,s',£,n) está satisfeita para
Y

n(t") = E— ;“

Logo, as equações acima para n(t“) = & tornam-se,

%%«º iãº—=º

d

devido ã (H.5), (Ã.6).

Dando as condições iniciais:

[y(0)
= Yo

ín(0)
= &

s(0) = 0 o(O) = 0,
K

obtemos como solução:

y(t") = Yo n(t“) —

503“) = t" O(t") _

e além disso,

I
|

o

m

o(t") - ã(y(t“),5(t”),S',€,n(t")) = 0 ( Pºis n(t“) = É)

Assim, a bicaracterfstíca nula de o — ã(y,s,s',€,n) due

passa por (Yo,0,€,0) é dada por:

y(t") = Yo

s(t“) = t“

n(t") = &

Ko(t“) = 0

Portanto, a projeção no espaço (y,s,n) é dado por (yo,t”,€)

e assim a expressão deSsa curva no espaço (x,t,€) é dada por

(X(yo,t",t',E),t“,tJ(y/X)(x,t“,t',€)€) = (x,t",6)
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a quai é obtida usando-se as mudanças de coordenadas.

Notemos que,

(x,t“,6)£tu : (x(YOJtlltl:€):tlstJ(Y/x)(x(Yºytl:t'r€)9t':tlag)g) ::t'
(Yo»t',tJ(y/X)(yo,t',t',€)€) = (Wma)

Pºis, como y(Xo,t',t',€) = Xo entãº X(yo,5',s',€) = X(yo,t',t',€)=yo
e como y(x,t',t',€) = x então tJ(y/x)(yo,t',t',€) = i.

= (x(Yoit,t',€),t,tJ(Y/X)(x(Yo,t,t',€),t,t',€)€) =

(Xo,t,tJ(y/x)(X0,t,tl,€)E),
(x,t",e) lt"=t

pois, sendo yº = y(xo,t,t',€) temos que x(yO,t,t',€) = xo

Portanto, a curva Y é um arco (orientado) da curva (x,t",6)
onde essa curva é a projeção no espaço (x,t,€) de uma bicaracteristl
ca nula de T - a(x,t,€), o que justifica a observação feita na pag.82.

De (4.10) derivamos facilmente que:

(A.]l) |im$(xo,t,t',€)-B(x,t,t',€)| 5 Celt-t'i |B(x,t,t',€)|
. i

Assnm, se T 5 E——3 obtemos, notando que -T < t' < t < T,
e -

(h'lz) B(X;t'tl:€) É ImÓ(x09tvtl9g)NI—º

Em particular, Im$(xo,t,t',€) 2 % B(x,t,t',€) Z 0, em seu dº
mfnio de definição (pois xo foi tomado arbitrariamente próximo da o-

rígem).

Em Treves [38] (pg. 112) encontramos o seguinte resultado:

Lema 4.9

Se f é um polinômio monico de grau d, então,
tl

It.-.tlld'l'l 5% í If(s)ld$
t

onde Cd só depende de d.
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Lema Q.10

Existe uma constante B > 0, independente de xo,€,t e t',
-T 5 t' 5 t 5 T, tal que

2k+1l€l(t-t')
onde 2k. é o número que aparece na condição (2.1.6).

5 B.B(x,t,t',g),

Prova

E conveniente retornar para as coordenadas y,s,s' e para

a função b(y,s,s',€,€). Consideremos a função

(tum) s ——> B(0,s,0,€º,€º) = b<x(o,s,o,€º),s,tJ(y/x)€º)

Observemos que para 5 = 0 temos x(0,0,0,€º) = 0 e como

tJ(y/x)(x,t',t',€) = I então tJ(y/x)(0,0,0,€º) = I. Assim,

b(0,0,0,€0,€0) = b(0;0:€0)-

Sabemos que Tº = Ã(0,0,€º) = a(0,05€º) + i b(0,0,Eº) o que implica

b(0,0,€º) = O, logo a Função (4.l3) tem um zero em s = 0.

Além disso, sabemos que (x(0,s,0,€º),s,tJ(y/x)€º) percorre

sobre a projeção no espaço (x,t,€) de uma bicaracteristica nula de

T - a(x,t,€). Verifiquemos que ela passa por (0,0,€0,Tº) com

r? = a(0,0,€º).
Para 5 = 0 temos,

(x(o,o,o,aº),o,€º) = (0,0,eº).
Como T - a(x,t,€) é constante ao longo de sua bicaracterií

tica e estamos trabalhando com bicaracteristica nula temos que

T0 = ª(0,09€º)'
Aplicando nossa hipótese (2.1.6) concluímos que a funçãº
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(k.l3) tem um zero de ordem par finita 21 5 2k em s = 0.

Aplicando o corolário do Teorema de Preparação de Weierstrass

(ver capitulo 0) podemos escrever
.—

b(Y,595|9€9€) : E(Y95)5.:€)f(Y9595',E)

onde E(y,s,s',€l > 0 para todo (y,s,s') próximos de (0,0,0) (em

Rn+2) e todo E e F', enquanto

2 21-1,f(y,s,s',£) = s
&
+ a1(y,s',E)s +...+ a2£(y,s',€)

com coeficientes aj se anulando quando y = O, s' = 0, E = Eº. Além

disso, esses coeficientes e também E são funções holomorfas de

(y,s,s') próximos da origem em Cn+2 e de € € T'C.

Pela unicidade do Teorema de Preparação de Weierstrass pode

mos tomar E positiva homogênea de grau ] com relação a E, e aj pg

sitiva homogênea de grau 0.

Devido a homogeneidade de grau 1 com relação a € e diminuin-

do (se for necessário) a vizinhança da origem, garantimos que

E(y,s,s',€) 2 Clã!

onde C é uma constante maior que zero.

Assim,
ss _

J b(y,S",S',€,€)dS“ 2 CIÇI J f(y,5",5',€)ds“.
s s

e aplicando o lema (h.9) em nosso caso obtemos,

(5 f(y,S",S',€)dS" Z C2£(s_s|)2£+l
51

onde ng só depende de %.

Portanto,
S

J,E(y,5",5',€,€)d5“2C-Cz£|€|(S'S')2£+12 lB-l€|(s-S')2k+1
S
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e como y está arbitrariamente fixo em uma vizinhança da origem, - o

mesmo resultado vale para y=yo, ou seja,
(5 «
J b(Yo,S",S',€,E)dS”2I€ |€|(S's')2k+1.
SI

Voltando ãs coordenadas (x,t,t') temos

B.B(x,t,t',€) : |€l(t-t')2k+1 (c.q.d.')

Progosígão h.l

Existe uma constante B' > O tal que, para todo (x,t,t') em

. . . n+z
uma VIZInhança aberta da origem em R , tal que t' 5 t, e para

561” tams,
zk+1|€I(t-t') & B'Im©(x,t,t',€).

Prova

É só combinar a desigualdade (M.]Z) com o lema (h.lº).



CAPÍTULO 5 ' REPRESENTAÇÃO FM SÉRIE DA PARAMETRIZ - O RESTO

. . . . n+Selecionamos uma Vizunhança aberta JV da origem em C
1

e

um número tl > O tal que, se

(5.1) (x,t) einú it'l < tl;
e se 2 está relacionado com x via (3.3), então

d(z,t-t',t') > K > º,
onde d(z,t-t',t') está definido no capitulo 3. De (3.14) sabemos que,

lei 5 Cj+1j5d(z,t-t',t')-mj(|E|2+|T|2)_j/2

e assim para (z,t,t') nas condições acima e para (€,T) & Fc,

ig|ª + ITÍ2 > % vale

(5'2) |le 5 C<C/Km)jjl (]glº + |T|2)'j/z_

Seja & > O pequeno (o quanto pequeno se tornará claro de-

pois). Retornando para as funções kj, obtemos o seguinte

Lema 5.1

Se (x,t,t') satisfazem (5.1) e se (5,1) e Fc satisfaz
1 z — '

(5.3) (|E!ª+|'r|ª) ! > 8'1 c vc" m(jª)l/J,

então,

(5.u) ]kjl 5 Coej

Prova

Sabemos Que kj = wj e-'Ãºº, portanto

..88-



: lw], ]e -íÃ00J É C(wc/ HIEJZ+JT]2) "J'/2e IÃOOIÉkaJ

< c(C/.g")Jj.' eJc'JmmJ
IL,“elÃººÍ= c &jgelÃººl

< CoeJ (pois Ãoo é limitada) (c.q.d.)

Denotamos por Xj a função caracterfstíca do subconjunto do

Rn+l definido por (5.3) e definamos

o _
m

,_k _ j=mªl ><'J(€'T)kJ

' t í$(x t t' €)-ir(t-t')K0(X:t9€:T) =J e , , , kº(X,t,t',€,T)dt'
-T

Observemos que para cada (x,t,t',E,T) fixo, a soma que defi

ne kº é finita e portanto está bem definido. Além disso, devido a

(S.A), a convergência & uniforme para (x, t) EJV, It'] < tl e (€,T)€F.

Lema 5.2

A fun ão Kº(x,t,E,T) é mensurável e limitada paraG

“+](></C) SJYn R e. (Em) a F.

EEEX?

Como kº é contínua em quase toda parte, implica que Kº é

contínua em quase toda parte e portanto mensurável.

Podemos assumir que a Proposição k.] é válida para

(x,deanH,W|<n WereÇeP.
Como,

|kº| 5 __ªàº Ix- k»| 5 ._É_ cº ej 5.º_zºco sªi =íg- (se 5 < 1)
J—m 1 J J J— ,1 J—0 I e
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temos,
t

|Kº| SJ e "“ºªlkºldt' fªlª—ºí— (ur) <%. ZT = L

:—

Aquí usamos o fato que Imo 3 0.

Logo Kº é limitada para (x,t) eijfan+1 e (€,T) & F.

Nosso objetivo agora é mostrar que,

(5.5) P(x,t,Dx+€,Dt+T)Kº = 1 + R$ ,

..
onde Kª(x,t,€,T)g(€,T) é o “símbolo" de um operador que é analítico-

-regularizante, isto é, transforma distribuição com suporte compacto en

função analftíca.

Lema 5.3

Afirmamos que

P(x,t,Dx+€,Dt+r)Kº = I + R1

onde K1 = K'1 + H1 e

t . , _. _ ,

K1(x,t,€,T) : [ exô(x,t,t ,E) :T(t t )k1(x,t,t.,€,T)dt.
-T

am'kwxa,v,ar)=Pbutmgãwxmfwtwºu,mthãn)

e H1(X,t,€,T) : ªº(Hª(X,t9tl,g:T)l t=t'
com,

Hà = (Km—l'l) e para v 2 l,
1 . =L w—l _ _, —v'
HV(X't't ,€,T)|t=t. ÍQMEO (Xm'l+V' Xmªl+V)RV km-1+Q'lt=t'

Prova
t . . . .

Seja, Rºíx,t,€,f) ='J el$(x,t't 'E)+'Tt kº(x,t,t',€,r)dt'
-T
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m - '-
% 'JT P(0,J)(X9t9©x+g9Çt)(Ótl+T)J lkt=tlkm_1(x,t',tl,€7T) : Í,

m . ._ ..

; —,—I!-p(.D'J)(...)(q>tl+T)J ªltª, km+ RH.. = o,') km-1|t=t'

g1 JT p(o,j)(,..)(ot.+x)j'1lt=tl km+1("')+ãg("º)km-l*t=t' +

.............................................................

Introduzindo as funções características Xj obtemos que

ª _._l._ [P(o,j)(X,t,DX+E$Dt) (Dt|+T)-Í_1(eícbkº)]'t=tl :

"_â .'—, pºª”(><,t,4>x+a,<t>t>(<i>t.+r>3'1lt=t,x

X Xm_1(EfÓkm_1(x,t',t',€,T) +

m ] (ºsj) j_1 & *o 'N
!

+jâ1 ?? P (...)(Ót.+T) |t=t' kam + R1(.-.)Xm-1 km“1|t=t'+

] o,' '—1
+jªl TT

P( J)(-—-)(Ót|+T)J 't=t|Xm+1 km+1 +

+ RH...)[1'(I'Xm-1)]km-l't=t' +
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«nª _L p('o,.Í)(...)(<Í>t.+'r).Í-1*t=t| D-(l-xm+i)]km+l(...) +

+ªº“)[l“(11“'Xm-1)ka-1It=tv +ãà(...)[1-(1-xm)]km]lt=tl +

1 J- 1

m -_ "
+ jâ1TITP(º'J)( )(Ót'+T)J lwt=tlkm( ) + R?( )km'l t=t,+

+ (xm -1>;j21j—'_.-p(ºº“( ><q>t.+T>J'
1

M. km< ) +

+ (X“-1-1) ã?( )km-1|t=t'

+Jg1jl3p(o,j)( ")(q)t'+T)J 1It—t' m+1( ") +

+ R3( ) m'llt=t' + Ãâ( )kmlt=t' +

+ (, +1_])jgl %? p(º»j)( )(Ót'+T)j-llt-t' km+1(" ) +

+ (xml-1) R3( )kmqlht. + (xm—Imã! )kmlt-t' +

+ ..........................................................
= | + [(M-1 15.21 Jl p(º'“<.. ) (Ót.+T)J1[t=t.km_1(.-)]+

+ [<%—15521 T'Tp(º'“< ><q>t.+T>J'1[t_t, km(.. > +



+

+

+

+

+

D<m-1+(r-1)'l) ãÇ-1(- . .)km_1+(r_1) !At=tl] +

Í '" [(Xm'l-l)jg1jl'— pw,“("v'>(q)t'+T)j-1;t=t' km-lj +

"' l (º, ) J
[(Xm_])jª1 -J.—_.-p

J ( ..)(ó .+T) há. km +

"9ª"



+ [3xh_1+r"l) lª 47 P(º,j)("')(çt'+T)j—llt=t3 km.—1+r +

...º!
+vTZo (xm—1+v' ]) Rr km-1+v']t=t'] + '

Assim,

“li-jª]. "';—.| [P(o,j) (X;t,Dx+€9Dt) (Dt|+T)j—l(eí$ko)]t=t' =

I + H1(x,t,E,T) onde H1 = HÉ 1

U=o M

1 _ _e Ho— O%_11),

para. v 2 l,

l -(
m 1 ,º -_

='T L(Xm_1+v1)jg1 TT
p(º J)(...)(d>t.+'r)J 1k=t' km—1+v("')+

-“ ã3'<...>13=
V-l *v'_ [ (xm-1+v'])v'âo RV km-1+v"t=t' +

"VIv-l _(xm-1+v' ]) Rv km—1+v'Ít=t'J '+ Z

Vl=º

] V' -V "V': T [V.;-:º (xm-1+v| 7<m_1+v) RV km_1+vl*t=t|] (Ç.q.d.)

Lema 5.h

Afirmamos que,
1 _ m 1k _ vªo kv'

1 _ v—l “ _, “Vl
ºnde kv _ v'êo (xm—Ph)l Xm-1+v) QV km'1+V'
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Prova

Lembramos que o têrmo homogêneo de grau -v «em

P(x,t,Dx+€+©X,Dt+$t)k é dado por:
n - &(2.2.ll) J.;l pgj(x,t,£+q>x,<pt)DxJ km“W + pT(x,t,E+<1>x,<í>t)Dt km_1+v +

_ "' |

+ c(x,t,t',g)k + vz V1

m-1+v v'=o Qv (X'tºt"g'ºx'ºt)k m-1+v'

Em analogia obtemos que o têrmo homogêneo de grau -v com

relação a E, quando ]El"w, em P(x,t,Dx+g+$X,Dt+$t)kº é dado por:

n

jªl pªí (X,t ,€+<1>x,4>t)DXJ Xmºl'i'V km-Hv + pT(x't'€+ÓX'Ót)Dt%-1+Vkm'1+v

| V-l "VI _C(X't't 'E) Xm-1+v km-1+v +v'âo Qv (X't'tlºg'DX'Dt) Xm-1+v' km-1+v'_+

n
: -q .gl ÁS. DxJ Xm-1+v km-1+v + q Dt xm-1+v km—1+v +

3 A v-l jv'+
q

C' Xm-1+v km-1+v +v'=o QV Xm-1+v' km-1+v' "

v-l — '
X vn .

q(Dt-jª1 Aj DxJ + Aº) Xm-1+v km—1+v v'=o ºv Xm-1+v' km-1+v'

_
"

. v-1 ”v' __.q Xm-1+v(Dt Jªl AJ DxJ+Aº)km-1+v +v'ªo ªv m—1+v' km-1+v' _

_ _ v-1 v' v-1 “v' _' q Xm-1+v( v'z ªv km-1+v') +v'ªo QV Xm-1+v' km-1+v' "
=O

_ v—l
_ 'fV' v—l “v' .

"v'êo xm-1+v ªv km-1+v' +v'âo >(“m-ww QV km-1+v' (pº's'

- 96 _



v ”v' _ V“1
— ' fvQv ='Qv /q) “ E (Xm-1+V' ><m-1+v) ªv km'IW'V'º.

1 = ” 1Portanto, k Vãº kv onde

1 _ V'l “ _ "Vl
kv _v'ªo (Am-1+v' Xm-1+v) Qv km-1+v' (c'q'd')

.. |
'

Lembramos que QX E 0 a menos que v - v' 5 m - 1 e que

Qu depende somente de» v - v' (conforme apêndice A)

Lema 5.5

Para alguma constante Cl > 0 e todos (x,t,t') satisfa-
zendo (5.1), todos (€,T) & P, Iglº + T2 >«à, todos v,v',

V+lN | _
IQX km-1+v'! É Cl V/zv! (|g|ª+Tª)

Prova
. .. |

Como o grau de homogeneidade dos coeficientes de 13 é

- » ”V'- _

_ _ | _ - I
.m 1 v+v e o grau de k e m+l v , entao o grau de lv km-1+v'm-1+v'

e -v, logo basta mostrar que o lema vale para IEI2 + T2 = 1.

Em (5.2) fazendo j = m-l+v' e ]glª + Tª = 1 temos

_ 'ÍÃoo IÃool ,m m'1+V' _ .* ,lkm-1+v'l - Ie Ilwm-1+v'l 5 e C.(C/K ) (m I+v ). 5

"
_ |

5 e”.c.(C/i€")m l+v (m-l+v')! = M

"' |

Seja QX = z aa(x,t,t',€)Da. Então,
Ialfv-v'sm-l

ªknvl
[QV km-l-W'I 5 [al?m-llªal ID mfl+v'|'

Como [k ] 5 M, pela desigualdade de Cauchy temos,m-l+v'
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lºakmuwd 5 Men! rfºª 5 M(,v-v')!(-:;)V'V'

Assim,

lõxl km-1+v'| 5
e&

[al?ãªl [suplaa] llalêm-l C“(c/Km)(m—l+vl)(m-l+v')l

x (v-v'): (%)v-v'

e É o(m).c.(C/Km)(m'ª+“')(%àV-“I (m-1+v'):(v-v'): =

E (C/km)m-l+vl(%JV-vl(m-l+v')! (v-v')!

&
onde & = max [supla |], &(m) = número de n-uplas & e E = e .Ã C(m)c

algm-1 “

Colocando D = maxi], Jl, (C/Km)(%Jv-vl] temos que

_ | 'I _ l _ | ., l _ | _ Í

(C/Km)m 1+v (L)v v : (làv v (C/km)(C/Km)m 2+v
É D.Dm z+v =Dm 1+v

r r

e portanto,
.. l ..
|13 km-1+v'| 5 C D

Notemos que, como a! b! 5 (a+b)!, (m-l+v')!W-v')1 g(m-l+v)!

m-1+V'(m-I-v')!(v—v')!

_ n n n n
e alem disso, como 2n = kz (k) poís, 2n = (I+l)n = 2 (k) temos=o k=o
n
(k) 5 2" e portanto,

m-l+v ! m-l+v m-1+v .W=(v)52 ,ºªªªJª,

(m-l+v)! 5 (m-l): Zm-22v+1v!

Assim,
.. | " _1 I _
qu ka_1+v.l 5 c Dm *“ (m-l)! 2“ ª 2v+l v!

.. _ | _ -Seja R = C Dm 1+v (m-l)! 2m 2. Como (m-I)! Z ], 2m 2
2 l,
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...1 I ..Dm +“, 3 I e podemos supor C 3 1 temos R É 1.

Logo,
— |

lªg km-l+vv| 5 R 2v+l v! 5 Rv+12V+1v!=(2RV*1v! =

V+1=C1 V! (C.q-do)

É fácil ver que podemos escrever:
V+m"2

1 = -kv Jªv (XJ â+z) Sv,J

onde S . = 0 ' < m - 2
, vu se J " e

.- » |

5 . = J ?+1 Qv k se j > m-I
V,J v'=º v m-1+V'

Afirmamos que |Sv j' 5 CÉ+1 v! (|€|2+T2)_V/2
,

De fato,
— +1 ”v' . J 1 v+1

!Sv jI — Vl—o IQV m-1+vll 'V'êo Cl KX)'(I€|2*'TZ)

V+1(j-m+2) Cl VÍ(|£|2+T2)_v/2 <

[On+v-2)-m+2] CY+1 v! (:€|2+T2 )-V/2IA

v cY+1 v!([£|ª+T2)_v/2 < c2+ª v!([£|ª+Tª)-V/2

Observagão
v+1 1

VCl V+l CY+ = (2C1)v+1 = CX+1.52

É fácil ver que podemos escrever:
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onde

Lema 5.6

Para todos (x,t,t') satisfazendo (5.1) e todos (€,T) & F

[Sjl É câ+1j:(l€l2+T2)(n-j)/2,

onde u = ínf(j,m-2).

Prova

Sj =
=j-m+2 sv,j para v 2 O pous se v < 0, SX),.Í = 0,

logo
_

%

Sj = v=max[o,j-m+2] Sv,j . Seja vo=vo(J)=max[0,J-m+2].
J

Assim, 's] = v=v%(j) Sv,j' Como v 5 j e podemos supor

C2>],
IS,] < Z

. IS .] <ª J C2+1 VÍ(|E|2+T2)-v/2 <
J 'V=V0(J) WJ -v=vo(-J) '

'+1 . 2 2 -v/2< 2 . C ! + .- =V0(J)
% J (lí, T )

Seja p = inf [j,m-Zí, então
. u-J '

_ - “_“.i
Isjl É CJ2+1 j! (líl2+Tz)—7—'] [ v=v%(j) ('EIZ+T2) V/z 2 ]

Como |€|2+T2 > & temos que (|EI2+TZ)—l/2 < 2 e portanto,
.

'
.

._AL J
. _ _.

lSj) 5 Câ+l jl(l€lª+Tª) 2 Ev=vê(j)((l€lz+Tz) 1/2)V+u J] 5

< Câ+1j!(lã!z+T2) 2 %: 2V+U J _V=Vo(j)
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.
M J .

_ _. . _. . _.câ+ª j! (!g|2+T2) 2 (2V0(J)*U J + 2vo(J)+u J+1+.'.+2J+U J)

Observemos que como Vo(J) = max[0,j-m+2] e p“= infíj,m-2]
então Qo(j) + p = j e assim,

|5j| 5 Cã+1 j:(|g|ª+rº) º (zº + 21 + ... + 2“) =

. Eli . U'J -cà+1 j! (lg[ª+rª)—z (z“+1—1) 5 câ+ª ]! (|E|2+T2)_7_ —2m
1

. “*”
Câ+l jf(|€ÍZ+T2) ? pois, como u = ínf(j,m-2) temosIA

u 5 m - 2 e portanto u+l 5 m-l e seja Cg = maxfC2,2m—1C2] então,"

zm'lcà+1 = zm'lc2 cá 5 cs cg = cg+1

Logo,
. u—' ?

lsjl 5 câ+1 j!(|€lº+rª) ?
. (c.q.d.)

Lema 5.Z

Sejam M, e > 0 tais que M E 5 e-l/2

Então, se
+ 1/' 1

(5.6) (J:)J < e p 5((j+1)!) “, temos,

j! MJ p—J 5 exp í-% & p].

Prova

Seja f(t) = e't/2 tJ (t 0). o ponto t = Zj é ponto deIV

máximo de f(t) e para t < 2j, f é estritamente crescente. Para

j > 1, temos (j+l)! < (Zj)j+1 o que implica ((j+])!)l/J+l < 2j

Então, no intervalo (5.6),
1

(j:)3 < e p 5 ((j+l)!)1/j+1 < 2j
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e como- f é estritamente crescente para t < 2] temos,

. 1 . .

<en>J e'“? ªº > (U!)JàJ («Jª—><“J = j!(e— í)(i'

Jªwª]?IV

(poís j! 5 jJ e portantº (J3)J 5 3)-

Assim,
. _ _ 1 _

(€D)J e '? ep > j2(e 5)J o que implica,
. _ 1 __l_ .

%? (ep)J e '? ep > (e 2 )J = 3/2 e portanto,
e

. 1

J "* SD
1.7 (aº) ? .2 > .

.] . ou seja,J- €JMJ eJ MJ &J/2

1 _j — % ep 1 -j
Tr(Q/M) e >(——*l/—ZS-J.—=(€M/g)' eMe

Mas sabemos que M E 5 e'l/z, ou seja, M e /€ 5 I e por-

tanto (M e JêfJ 3 1.

Assim,
. _I _. ._. _1

%?“(p/M)J e 7-ep> (€ M JE) J 2 I e então, jEMJp J < e ”7 ªº
(c.q.d.)

Lema 5.8

Afirmamos que

[kªl = ISJI 5 C3(|€|2+T2)(m-l)/2exp£—Co(|€|ª+rª)1/2], no coº

Juntº= <iª>1/j < s<Km/C) (|alª+rº>l/º & «j+1>r>ªfi+l.
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Prova

Em primeiro lugar notemos que (XJ-xj+1) é a função caractg
rfstíca do conjunto

1 1

(5.7) (3:)J < a(km/C)(Í€[2+T2)l/ª < «j+1> >J+ª

e que esses conjuntos são dois a dois disjuntos.
.

I - .Como 0 < É < d(z,t-t',t') < 1 temos F > I e alem dISSO,
&

como podemos supor C 2 1 temos que lá > I. De (5.7) temos que,
K'

(la|ª+rª>1/º > 6-1 3L<J=)J > !.
Km

Como (XJ—Xj+1) é a função caracterfstíca do conjunto (5.7)

temos que .Eli
Ikl' = [Sj | < CJ+IJ ([€[2+T2)

2
no conjunto (5.7)

Agora, aplicando o lema (5.7) com M = Ca e
;m

D = (É?) (|€|2+T2)1/2 obtemos que
. .,m _j '1/1/j! c%(%7) [(|a[ª+Tº) 2] J < expí- — e( )(2|g|ª+T ) 2]

Portanto, u-j
1k1|=|sj| 5 eª“ J!<|€lª+rª> ª =

Ca cá ]! <|€12+Tª>'J/º (ialº+rª>“/ª <

..m '

< cs (%;)J expf- %e(M<1g|ª+TM/º]M1512+T)“/ª <

m;1 -
-

5 os (iziº+rª> ª expí'Co(|€Í2+Tz)1/2]:

_
1 Km

onde Co — ? º(TT) > 0. (c.q.d.)
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Proposígão 5.1

Depois de diminuir Co > O, obtemos

lkll É cª'. ÇXP£"C0([€|2+T2)1/2], (EJ) E F-

Prova

Mostremos inicialmente que,
n -ct -btt e 5 L e com c, L, b > O, V t 2 0.

De fato, -£t __t n
n "Ct n ª 2 tt e = t e e e como lim-——— — 0,ct-H-ºº '2't

c
dado E > 0, 3 K1 > O tal que se t > Kl implica Itne TTI < e. Para

0 5 t 5 Kl estamos num compacto, portanto
º.n ef ªt! 5 M.It

Seja L = maxíe,Ml. Assim, para t 2 0 temos que
-Ct

ltn e 3 | 5 L e então
c

Itne-Ctl = tn e-Ct = tn ; ;te_ %t
5 L e- %t

= L e-bt, com b = %

Agora, aplicando esse resultado com t = (|€|2+T2)1/2 temos,

|k1| 5 c3 tm'le'cºt 5 C3L e'cºt = cqe'cºt =

= Cu exp í-Co(|€|2+T2)l/2 com Co diminuído. (c.q.d.)

Lema 5.9

Se (x,t) & JJ e [t'l < tl e w/ e tl são suficientemen-

te pequenos, então

[©(X,t,t',€)-T(t-t')| 5 Cslt-t'l (|€|ª+Tª)1/2
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Ergva

|©(x,t,t',g)-r(t—t')[ 5 |$(x,t,t',E)i + ITIIt't'I
Como ITI 5 (IEIZ+TZ)1/2 temos que ITIIt-t'l 5

5 ]t-t'l(]£|º+rº)l/ª. Além disso, como $ é homogênea de grau 1 com

relação a &, basta mostrar que para IEI = 1 temos

|<b(x,t,t',€)| 5 cit-t'i
pois, nara & # 0,

i<b(x,t,t',€>i = iãlent'Éril 5 lãMt-t'l 5 Cit-t'ldêlªwªil/º-
Mostremos então que“ |©(x,t,t',€)[ 5 CIt-t'l para [E] = 1.

Como ©(x,t',t',€) = 0 podemos escrever

Ó(X,t,t',€) = (t-t') W(x,t,t',€) com W hoiomorfa.

Tomando uma vizinhança relativamente compacta contida em JL

diminuindo t1 e como IEI = 1 temos que |©(x,t,t',ã)[5C|t—t'|.
(c.q.d.)

Tomando T > 0 suficientemente pequeno tal que

Cslt-t'l < % Co temos

Mem-,a) - m—t'n 5%co<lg|ª+Tª>1/2.

Proºosigão 5.2

Para cada (€,T) e F (fixos), K1(x,t,E,T) é uma função hg

iomorfa de (x,t) en] JV (e anulando-se identicamente em uma vizinhança

de (€,t) = (0,0)), tai que
1

(5'8) |Kl(.x,t,€,T)| 5 (:6 ;TººUEIZH

Prova

Lembrando que

_]05-



j
.= .E . s.=0 “< —

SJ =J_m+2 SV,J , V,J se J _
m 2 e que

J'm+1
'- *v

sv,j = v'ªo lv km-1+v' se J 2 m - 1, temos que Sj e holomorfa.

1 _
oo

Como k — Jãº (X

que k1 = Sj e portanto k1 é uma função holomorfa de (x,t,t').
j—Xj+1)sjª para (€,T) E F flxos temos

Assim,
t . | _. _ ,

K1(X,t,g,T) =J el$(X,t,t ,ª) "f(t t )k1(x,t,t',€,T)dt'
-T

é uma função holomorfa de (x,t) em JV para cada (E,T) e P(fíxos)

(ver proposição - B. 10 - apêndice B).

t | _ _ |

IKl(x,t,ã,T)l sí calªm,“t 'ª) “t t )Iikl(x,t,t',€,r)ldt'
-T

IA

t , 1 1

J e—z—cowalªnª) “ CQ e—com'atªnª) ” dt. 5
-T

1/2
L. 64 é“% Cº(|€l2+T2) : Cs e'f'co(Í€Í2+T2)1/2 (c.q.d.)

I/X

Proeosigão 5.3

Para cada (€,T) & F (fixos), Hl(x,t,£,T) é uma função hg

Iºmºrfª de (x,t) em Jd, tal que

2 2 1/2
(5.9) |H1(x,t,€,'t)] 5 c, eª'z'wlêl +r)

Prova

E análoga à demonstração feita para kl.

Assim, R1(x,t,€,T) = K1(x,t,€,T) + H1(x,t,€,T) satisfaz
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Proposição 5.1!

lomorfa de

(5.10)

R u(x,t)

..
Para cada (€,T) e F (fixos), Kª(x,t,€,r) é uma função hg

(x,t) eJV, tal que

l 2

|Rl(x,t,€,T)i < ca e'%Cº(|€lª+Tª) [

Definamos o seguinte operador:

;.
(N)—n—1 [í em“€>+íTt R1(x,t,€,T)g(€,T)U(€,T)d€dT

n+1 )Mostremos que se u & E'(R , R u 'é uma função holomorfa

de (x,t) no conjunto

pois

(x,t) a(ha (|x|2+it|ª)l/2 < % Co

' Seja,

f(x,t,€,T) = em“€>+íTt R1(x,t,€,T)g(£,T)G(€,T).

Mostremos que f satisfaz as condições da proposição B.IZ.

Provemos os seguintes fatos:

ei,—conaiªnªf/ªlei<x,€>+itt| <

De fato,
Ieí<x,€>+íTt| : e-(<lmx,€>+1(lmt)) < e|x|.|€|+rltf É

<.e<i><lª+ltlª)ª/ª.(mºnº)”2 < É CoilEIZ+T2)1/º

A Última desigualdade acima é válida poís
].Wal + 'rlti & www/º (lala-EZ) fº <=>

<=> (|*| lª' + Tltl>ª $ (lxlª+ltlº) (Iaiª+rª> <=>

<=> 2(]xi.T.lt]]€|) 5 [xlºT2 + ltlªlãlº, o que é verdade

Zab 5 a2 + bª.
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1
N ªrcos '?Cosb) (l+s) e 5 C e

De fato,
N N - k N N(Hs)N = kgº (k) 1“ k

5 = kªº dk sk = (do+dls+dzsº+...+st )

Assim,
Nºi-C“ N "IC-<(1+s) e ª os = (do+d1$+dzsz+...+st )e ?. ºs =

_1 < _L _L
= doe É Cº” + d1$e “ Cºs + ... + stNe “ Cºs 5

1 1 1 3_
Sdoe-ª-Cºs+L1eB—cºs+...+Le—6_CºS=CeecosN

n+1
)Lembramos que se u 8 E'(R então existe uma constante

L e um inteiro N 2 O tal que

lugn)lgLD+uav+H>Vq“,vmfw &RM1

(Segue do Teorema Paley-Wiener-Schwartz).

Então,

If(x,t,€,T)| = le'<x'€>+'Ttl |R1(x,t,€,r)l lg(€,T)|.|G(€,T)I 5

é; Co(|€lª+Tª)l/ª_ ºe-àfco<|s|2+Tª>ª/ªCa .].L.IA

D+(I€IZ+T2)l/2]N
/2

= D e'à'co (f€[2+T2)1
- l1+(1€Iª+T2)l/ZJN É

01 á'% Cº(|€lz+T2)l/2.
IA

Portanto a primeira condição da proposição 8.12 está verífl
cada.

Como para cada (€,T) K1 é uma função holomorfa de (x,t)
em JV temos que f é uma função holomorfa de (x,t) para cada (€,T)
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fixo e assim a segunda condição da proposição B.12 também está verifi-
cada.

Para simplificar a verificação da terceira condição da pro—

posição B.12 denotamos por y = (x,t) e n = (5,1). Assim,

'< > — .f(y,n) = e' y,n K1(y,n)g(n)U(n) e

KEY/JP R1-ªT-f(y,n) = inj e (y,n)g(n)ã(n) +
3%

+ wmv-ªí R1 (y,n»g<n>a<n>.
By

“ _1
-ºw-K1(y,n)l 5 D2 e T'Cºlnl
ªy

ele de
J

(DCºmº iínji 5 ini e !

siguaidade de Cauchy), temos

l-êT-f(y,n)| 5 h(n) onde h é uma Função íntegrãvel.
ªy

Assim a terceira condição fica verificada.

Logo, R u(x,t) está bem definida e é uma função hoiomorfa de
,

1 _ ,(x,t) em JV, (le2+lt|2) /2 < à-Co, e portanto R e um operador anail
tico-regularizante.

De modo anãiogo demonstra-se que é verdadeira a

Proposição 5.5

O núcleo-distribuição, R, associado ao operador R, dado por

R(x,t;y,5) = (Zvi-n-IJJ eí<X—y,€>+iT(t_s) kI(X»t,€,T)9(€.T)d€dT

1

é uma função hoiomorfa de (x,t;y,s) em »” KLM, (le2+|t|2) /2 < % Co,

mis—islª)“ < % ºº-
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Corolãrio

R(x,t;y,s) é uma função analítica em uma vizinhança de

(o,o;o,o) & Rn+l x Rn+ª.
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CAPÍTULO 6

ANALiTlCIDADE DO NÚCEEO FORA DA DIAGONAL

Conservamos todas as notações anteriores. Além disso, defini

t . | _. _ ,.
K3(X9tvg>T) =J equ(X,t,t ,E) ITU: t )kj(x:t:t'9€:T)dtl:

-T

-n—1JJeí(<x—y,g>+T(t-s))K9(Kg(x,t;y,s)=(2W) J x,t,€,T)XJ(€,T)

g(€,T)d€dT,

onde a integral com relação a (£,T) deve ser entendida no sentido

oscilatãrín (ver capitulo 0)

Seja Kj o seguinte operador:

K u(x,t) : (zw)'"'1íJeí(<x,€>+rt)xj(€,T)K3(x,t,E,T)9(€,T)G(€,T)d€dT

_ _ 1 ' - _
'

=(2W) " [JJie'(<x'y'€>+T(t s))xj(€,T)K3(x,t,€,T)g(€,T)U(y,5)dyds dãdr

Observemos que esse operador, Kj' aplica continuamente

Cw(Q ) em D'(Q ) (a demonstração é análoga a'do operador K felc y,s x,t
ta no capitulo 7) e que K3(x,t;y,s) é o núcleo distribuição associa-

do a Kj através do Teorema dos Núcleos de Schwartz.

Lembramos que o(x,t,t',g) e kj(x,t,t',€,T) podem ser esten
dídas como funções hoiomorfas no produto de uma vizinhança aberta da º
rigem em Cn+2 e o cone aberto Pct: Cn+1|[0], onde (x,t,t') perten-

— . . . n+2 C
cem a Vizunhança da origem em C e (€,T) pertencem ao cone F .
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Escolhemos um cone aberto Fo C:? = PC O Rn+1, contendo

(€º,Tº) e supp g, tal que, para algum número 60 > 0,

(6.1) (E,T) + i p v e PC,

para todos (€,T) & Fo, todos vetores v tal que lv] 5 60 e

p : (la]2+Tª)I/2. Assim, por (6.1) temos o direito de substituir (E,T)

por (€,T) + i p v em à e em kj'
Escolhemos o vetor v como segue:

ºââº_lª se x # y, seja v = (v1,...,vn,vn+1) onde

v' = (V1,...,Vn) = ô(x-y)|x-y|2k-l, Vn+1 = 0

Caso II: se t # s, tomamos

v' = O, vn+1 = &(t-s)[t-sl2k-l,

onde Zk é o inteiro que aparece na condiçãp (2.l.6) e 6 é um númg

ro maior que zero, que será escolhido depois.

Lema 6.1

Existem constantes c, 61 > 0 tals que, para todo 6,

O 5 6 < 61, para todo t', -T É t' 5 t, todo (E,T) & T, temos

<x-y,v'>+(t'—s)vn+1+|m$(x,t,t',p-1€+ív') > cô,

onde c e 61 dependem de (x,t,y,s).

Prova

Realizando uma expansão de Taylor finita de ordem 2 com rg
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lação a & sobre p'lí, temos

$(X,t,t',p-1€+ÍV'>=F_=KX,t,t' :pf1€)+<Óg(Xstrtlrp—1€):iVI> :
“+ O(ÍV'ÍZ)=

= % ©(x,t,t',a) + < $€(X,t,t',€),ív'>+0(|v'lª) poís, © é

homogênea de grau 1 com relação a € e og é homogênea de grau 0 com

relação a &. Então,

DIm©(x,t,t'.p'1€+iV') = “nu; Re$(x,t,t',€) + i Im©(X.t,t'.€) +"Ol'—'

+<Ra%bgtm'£)+ ihw€&,ntu€%íwã]+º(W'V)=

|m$(x,t,t',€) + <Re©€(x,t,t',€),v'> + O(lv'lº), ou seja,“ol—-

'mÓ(X,t,t',D—1€+ÍV') ªlª lmÓ(Xnt9t|9€)+Re<Vl,© (X,t,t',€)> "' O(IV'IZ)

Usando a Proposição H.] e a condição (3.0) obtemos,

p'*lm$(x,t,t',ã) z p'l-glrlãlh-t'Pkªª1 > p'ªgª'vp(t-t')ªk+1

: %% (t't')2k+1 = Cl(t't')2k+l, isto é,

(6.2) p_llm$(x,t,t',€) z C1(t-t')2k+1

Separamos a prova em dois casos:

Caso | - Como o(x,t,t',€)[ = 0 temos $E(x,t,t',€)|t=t, = 0 ast=t'
sim obtemos que,

|$E(Xst:tl vg)! I_A c7lt-t'].
Logo,

l<v',©g<x,t,t',a)>l 5 lv'l |©5(x,t,t',€)1 5 C7IV'1 lt-t'l 5

a c7|x-y12k|t'-t«|.|A
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N[—

|V

Afirmamos que neste caso, basta mostrar que,

|x-ylªk+1—C7[x"yI2k(t—t')+Clô“l(t—t')ªk+1-CBÓIX'y|"k > C

De fato, como neste caso v' = ô(x-y) lx-ylªk_1, Vn+1 = 0

temos de mostrar que,

<x-y,v'> + lmo(x,t,t',p“1€+iv') > cô.

Como,

<x-y,V'>=<X'y,õIx-ylªk'1(X'Y)>=5|X'YIªk'llX'Y|ª=ôlX*Ylªk+ª,

|Re<v',o€>l< l<v',og>| 5 6 C7lx-yIZkIt-t'l o que implica

Re<v',og> ; - ôC7lx-ylzkIt-t'l,

|0(Ív'[ª)| 5 Calv'lº = Ce ôª]x-yl“k e portanto,
O(IV'IZ) 2 *Ceôºlx-ylªk.

Usando esses resultados temos

<x-y,v'>+|m©(x,t,t',p'1€+ív')=<x-y,v'> + %-Im$(x,t,t',€)
+ Re<v',$g(x,t,t',€)> + 0(|v'|ª) ;

; 6|x-y|ºk+1+c1(t-t')ºk+1-6C7|x-y|2k|t—t'l-Ceôªlx-ylªk =

|2k+1 2k+1_=ôEIx-y +C16-1(t-t') C7lx-ylzkIt-t'I-Caôlx-ylªkj >

> c.ô.

Mostramos agora que (1) é verdadeiro.
De fato,

(1) Para t — l%%%l 5 t' 5 t vale:

lx-ylºkH-CvIx-Ylºk(t-t') = lx-YIªkíâlx-vl'ºvh't')?2
_ 2k+1

IX'Ylºkí %lxwl “ 11; IX'YU 2 ªlª—%*—

(ll) Analisamos 4% )x-ylªw'1 - Caôlx-yjªk
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Tomando 61 5 l 1

4 Ceix-yl 2k-1*
6 < 61, temos

1

____________ _ uk

Cslx-ylªk'1
Ix ylNI— lx'y|2k+1—CeôÍx-y|*k & %4x_yl2k+1_ca

[

% lx-ylªk“ > Lig—ºº'ªk“

(ill) Para -T 5 t' 5 t - É; , tomemos

““fºi—217151—
k C7

Então,

Cl ô-1(t-t')2k+1 - C7lx-y|2k(t-t') =

" (t-t') (cla-I(t-tu)2k - C7lx_y|zk] IV

|V
_ Zk 2k+1

_ | Zk
gc: [ ºi [&'ÁEL"C££"£')--—ª C7 IX'Ylªk] 2

1

- . _ zk
>

X y [hªªC%k+l lêplªz— - C7Ix-yÍZk) = 0' º7 4“ c 7

Assim,

Cl ô'1(t-t')2k+l - C7lx-y|2k(t-t') ? 0

. . l 1 C .Seja 61 = min [Go,-E . - ,
1 ] e seJaC — ZK 1 Zk 2e x yl L, c7k+1

x- 2k+1
_

IX'ylªk+ª-C7lx-ylªk(t-t')+cl ô'1(t—t')ªk+ª-Ce Glx-vl"k>º
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Assim fica provado o lema no caso |.

Case II v' = 0 e v = ô(t-s) ]t-slªk'1

Afirmamos que neste caso basta mostrar que

(2) lt—sl2k+1 — (t-t')(t—s) lt-slºk'1 + c & 1(t-t")2k+1>c

para C e 6 suficientemente pequenos.

De fato, neste caso temos de mostrar que,

ô(t:'-s)(t-s)|t-s|ªk'1 + Im $(x,t,t',p'1€) > & 6.

Então,
ºk-l + Im $(x,t,t',p'1€) 2

> ô(t'-S)(t- )[t--slºk ª + C1(t-t')2k+1 =

ô(t'-s)(t-s) lt-sl

= ô[(t'-S)(t-s) It-slªk'1 + c1 6'1(t-t')ªk+1] :
= 6[((t-s>—(t-t'»<t-s>;|t-s|2k-1 + cl 5'1(t-tu)2k+1]=

= GCKt-s)(t—s)lt—slºk'ª-(t—t')(t—s)[t-SIzk-l +

+ G1 6-1(t-t')2k+1] =

= SE [t'5|2k+1'(t't')(t-s)It-slªk'1+clô'1(t-tu)2k+1]>
> C 6.

Mostremos que (2) é verdadeiro. De fato,
(|) Se t < 5, (2) 2 |t-s|ªk+1 > & |t_s

se t > 5, (2) : |t_s|
+ cl ô'1(t—t')2k+l

(ll) Para t - â-It—sl 5 t' 5 t temos,

2k+1 _ (tlt-s] 't )|t-s|ºk = lt-sl
] Izª-Ll%“It 5] -|——-|—))=%—|t- 5|2k+1 > Et5> |t-slºk+1(l
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(II,!) Para -T 5 t' 5 t — %[t—sl, tomando & < 615%,
temos,

cl ô_1(t-t')2k+lª(t-t'))t-slzk =

= (Cl ô“(t-t')ºk - it-siªkH )

> (C; 6'1Q% lt—s])2k - [t—slzk)-% ít-sl 2

1 - i .>? lt“$|2k+1[C1 5 1

É: " |] Z

._..
k

|t—“s[ºk+1 [c1 %Í" É? — 1]IV N| II o

Cl !

Seja 61 = —— e C = E It's então vale que
.!?

|t'5|2k+1'(t't')(t-S) It-slªk'1+C1 ô'1(t-t')ºk+1 > c,

Logo fica provado o lema no caso II, o que completa a prova.

Neste ponto selecionamos para 9 um membro da partição da.

unidade de Andersson-Hôrmander descrita no capitulo 0, notando, entre-

tanto, que a variável no capitulo 0 deve ser trocada por (€,T)(assim,

N = n + 1, como antes).

Para estudar kg deformamos a cadeia de integração para o

espaço complexo e estudaremos a seguinte integral:

:IÉ(X»t:Y:5) : (Zn)—n—1JJeí<X—y'€+ipv'>+í(t-S)(T+ipvn+l)23(€,T)

x K3(x,t,g+ípv',T+ípvn+l)gv((€,t)+ipv)d[(€,T)+ípi]-

Estamos usando a notação tradicional d6=d61A...Ad6N; aqui

e = (€,T) + ípv. Além disso, gv é a extensão de 9 no espaço comple-

xo que está definida no capitulo 0:
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(« u)“ ( )ºww-+; w") =â 'g! 9
ºª (w'>h<lw'l-W|&|>.

0 inteiro v ainda está para ser escolhido. Se aplicarmos

a Proposição 0.3 (iii), vemos que

lgv((€,T>+íPV>l 5 M o ecºlvl/ªv

Observamos que lvl < rô, onde r > 0 depende somente de

(X,t,y,s); então,

(6.3) |9v((€,T)+ipv)l 5 M O
eCrOG/2V

Agora, impomos a condição que v é suficientemente grande a

fim de garantir que

(6.H) r.C < c.2

Lembramos que C é independente de v (C é a constante

que aparece na Proposição 0.3) e que c depende somente de (x,t,y,s).
Aplicando o lema 5.1 concluímos que

(6-5) ij(x,t,t',€+ipv',T+ipvn+1)| 5 Co eJ

Aplicando o Lema 6.l, as condições (6.3), (6.H) e (6.5) con-

cluímos que o valor absoluto do integrando em :]?(x,t,y,s) é no máxi—

mo igual a

. _ _ g . _J
p e

ô(c rC/z )p J e ôcp/z< Cl & p(6.6) Cl E

De fato, como
(t .. | . | _. _ | .

K3(x,t,€+ípv',r+ípvn+1)'= J
e'“)(xºt't ªg+'pv ) '(t t )(T+'ºvn+1) x

-T

x kj(x,t,t',€+ipv',T+ipvn+l)dt',
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t . . . .

mªt.->| 5 [ -T|<e'º*º"“'t ““'“an lkjcw «' 5

t _ _ |

J e lmo+p(t t )vn+1
. Cº SJ dt' =

-T
IA

. t —1
.

_ cº €J J e-plm©(X.t,t',p E+Iv')+p(t-t')vn+1 dt.
-T

Assim,
“< — +' v'>+' t- T+” v . .e' x Y»€ up | ( s)( IP n+1>xj(€,T)K3(x,t,€+lpV',T+Ipvn+1)

9V((E,T)+ípv)l 5

IA e—p<x_y'VI>-p(t_s)vn+1,1,(Jt e_p|m©(x,t,tl,p'15+ív')+p(t-tl)vn+ldt,)
-T

x Cosj M p eºrpô/zv

eCroô/zv ft e-plm$+p(t-t')Vn+1-p<x-y.V'>-o(t-s)Vn+1 dt.
-T

M D

t' <
. t

Cº EJ M D eCrpõ/zV J e-p(|m$-(t-t')vn+1+<x-y,v'>+(t-s)vn+1)d
-T

. v t _ . v _
< Co EJ M p eCrpô/z J e pcô dt'g 2T Co M p SJ ecmô/2 e pcô

-T

Cl & p e < Cl eJ p e_ô(:p/2 (c.q.d.)

Isso implica, primeiro de tudo, que a integral J?) é absolg

tamente convergente para todo 6, 0 < 6 < 61. Quando & = 0 ela é

uma integral oscilatõría.
Notemos que as afirmações anteriores são verdadeiras, não
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simplemente no ponto (x,t,y,s), mas também em uma vizinhança complexa
1 n+1desse ponto, no espaço Cn+ x C , %. Podemos escolher 0 indepen-

dente de j. Assim É? pode ser estendida como uma função holomorfa

em 0 e a presença do fator eJ assegura que a série ; J
J

normalmente em O. (O vetor v permanece constante através da vizi-

v
j converge

nhançalà).
. v .Estudaremos agora a diferença K; - dj . Para fazer ISSO, É

plicaremos o Teorema de Stoke na seguinte versão:

J f(x+i|x]õw)d(x+ilx|ôw)-J f(x)dx = Jl + JZ,
xi>R |x[>R

onde
Ni (5

.Jl = R f(R(o+|ô'w))A(w,o,ô')do dô',|o|=1Jº

J2= ll
MZ

. J Jô ªl. (x+í lxlô'wal A (w x 6')dx dô'J 1

iXi>R º
— i ' ' '
ãzj

Denotamos por x (respectivamente 2) a variável em RN (res-

pectivamente CN); w é um vetor fixo em RN. Verifica-se que

|A(w,o,ô')|, iAj(w,x,6')f, l 5 j 5 N, são limitadas independentemente

de x desde que w e 6' permaneçam em um .conjunto limitado. l
No nosso caso, x = (€,T), w = v/ô, R = a_IC K—me)J e

f(g,t) = expli<x-y,€> + iT(t-s)] K3(X,É,E,T)Q(Ç,T),

f((€,t)+ipv) = exp[i<x—y,€+ipv'> + i(t-s)(T+ipvn+;)i X

x K3(X,t,€+ÍPV',T+ÍPVn+1)9v((€,T)+ÍDV)

” , _ - -
' ,A funçao caracteristica xJ(€ T) nao comparece na expressao

%-

da f pois estamos integrando para p > 8—1 C lá—m(j!)J onde
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1

p = (|€[2+Tº)ª . (Ver no apêndice A a demonstração da versão do Teorg

ma de Stoke no caso N = 1).

Em virtude de (6.3), (6.5) e do Lema 6.1 concluímos que

l%(R(o+íô'w))| 5 cl ej R expf—c R ô'/2]
Escrevendo J1,j ao invés de Jl, concluímos que

N(6.7) IJl ][ 5 02 R ej 5 c3 ]“ ej-N.

De fato, sabemos que A(w,o,ô') é limitada, seja então

IA(w,o,ô')| 5 L, assim

.[ < RN J jô |f(R(o+iô'w))| [A(w,o,ô')ldo dõ' 51,1 - [O'|=1 0

IA

a . _ .

RN [ J cl eJ R e
ºRô /ª.L do dõ'

|o|=1

. ô .

L c1 R eJ RN J J e ºRõ'/ª dô' do :
Íº|=1

=LC1R€J RNJ l( 'CRCS/2+])do_<
CRlº|=1

2 ' N
< L c1 R ER sJ R J do =

Iºl=1

Cl ] N
_ ] N

_ - . -
= 2 L 77 A(SN)e R C2 6 R (A(SN)) — area da esfera unltâ

]. 1

T
1 ' ' .

—' <“_ EN CN quN((J'.)J)N _

â—NEN e-N CN K-mN jN : ca.N J'NCszRN 5 cz
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j] <. CZ RN €] 5 C3 jN SSJ—N (C.q.d.)

.N j-NSe aumentarmos a constante Cs, temos que |J1 j|5C3 J e
,

em todo ponto de O. E claro que J1 j define uma função holomorfa em
,

© e que (6.7) implica que a série 2 J1 . converge normalmente em 0.
J :J

Trabalhemos agora com JZ ou melhor, no nosso caso, com

J .. O valor absoluto do integrando é menor ou igual a
2»J

C4|5f(x+i|x|õ'w)l IX] que, por (6.5) e pelo Lema 6.l, é menor ou igual

a

Cs &] e_Çôlp píãgv((€,T)+ipô'w)Í.

Neste ponto, impomos a condição

(6.8) lvl = ôlwl 5 MHZ-v“1 onde M é a constante da proposição

0.3. Note que no conjunto

(6.9) ma): p > M zª“)
temos, M 2v(p[v|+2v) 5 p pois,

M 2V(p|vi+2V) = M valv] + M 22v < M valv] + 2-10 5

- .... .. _1 ..15M2va12v1+21p=2 p+2 p=p.

Como ô'lwl 5 ôlwl para 0 5 6' 5 6 o que foi feito acima

é válido se trocarmos v por õ'w e isso permite-nos aplicar a propg

sição 0.3, assim obtendo
"I V . [ _p/HWI[Bg ((€,t)+|pô W)] 5 M p e ,

e isso continua válido para todo (g,T) desde que trocamos M por

uma constante M(v) dependendo de v. (Vale a pena lembrar que v é

escolhido de acordo com (6.k) - que não envolve ô - e que uma vez fel
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ta a escolha de v, ímpomos sobre 6 a condição (6.8)). De qualquer

forma, encontramos que o valor absoluto do integrando em J2 j é no má
' ,

ximo igual a
. V+1- #csivleJ cª e º/ ,

e isso permanece válido na vizinhança (Ú se esta for suficientemente

pequena. Analogamente, aplicando-se o operador de Cauchy-Riemann com

relação a (x,t,y,s) sob o sinal de integração, J2 j define uma fun
,

ção holomorfa dessas variáveis em 07, e a série Z J2 j converge nor
J ' _

(

malmente em Lª.

Assim, provamos que ;(K353É) pode ser estendida como uma
J

função holomorfa de (x,t,y,s) emlp. Como já provamos que isso também é

verdade para ; ª?, então também é verdade para
J

K'º(x,t;y,5) = ZK3(x,t;y,S)
J

º é analítica em uma vi-Fínalmente, podemos concluir que K

zinhança de qualquer ponto (x,t;y,s) que não pertence a diagonal de

9 x 9.
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CAPÍTULO 7

REGULARIDADE qº QRÉEêQQE_—É;

Seja,
t . , _. _ ,

Kº(x,t,€,'r) =J el©(x,t,t ,E) |T(t t )kº(x,t9t|:€:T)df-I,
-T

como definido no capitulo 5.

Definindo,
t . | . .

Ko(X,t,€,T) =j elq)(X,t,t :€)+th kº(X,t,tl,€,T)dt',
-T

temos que
-iTtKº(x,t,€,T) = e Ko(x,t,€,T)

Inicialmente vamos obter estimativas sobre derivadas de
eoKº(x,t,€,r) afim de mostrar que o operador K aplica C? em C

Lema 7.1

Seja 5 = S(Dx'Dt) = DZD; com Iai + r = m.

Então,

]s Kº(x,t,€,r)l 5 L(I+p)lªl+r,

se (x,t) e K onde K é um compacto.

Prova

Usando a fórmula (2.2.5) pode—se mostrar que S(Ko(x,t,€,T))
e soma finita de termos dos tipos

1:

. . ,
.J_.l.e'q)+lTt Sl(x,t,t',€,DX,Dt)kº dt' e
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í +iTt'e
Ó

52(X,tatl:€,T,Dx,Dtthl)koEt=tia

Onde, 51(X,t,t',€,Dx,Dt)ko =
| l l ]

SY(X:t,tl,g)DYkº,
Y 5 & +r

SZ(X:t:t|:EzTâDX,Dt,Dt'>kº = E SY(X,t,t',€,T)DYko,
iylílai+r'1

e de analíticos e satisfazendomwcom coeficientes
Y

$Y(x,t,t',€)| : C(l+o)fººf+r

ng(X9t3tl3€,T)I É C1(l+p)|al+r

Logo,

)Iºª|+r1s<Ko<x,t,a,T)>l 5 L1(1+p 'e

usando a regra de Leibniz, obtemos que
Ia|+rlS(Kº(x,t,€,T))l 5 L(i+p) (c.q-d.)

Consideremos o operador K, definido no capitulo 2, isto é,

Ku<x,t> = (zn>'"'1j]e'<x'ª>+'TtKº(x,t,e,T)g(a,r>a<g,T)dadT.

Se u & CZ então K está bem definido e além disso

Prova
& .

Como u e CC, para todo inteiro N 3 0 podemos encontrar

uma constante E > O tal que

|G(5,T)l 5 C<1+o>'“
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Assim,

ÍK”(Xºt)|5(2W)—n-líjleí<xº€>+ÍTt Kº<x,t,a,T)l-|g(a,T>l-iG(E,T1ldãdr

< (Zn)-n-1 .L.C jJ(1+p)'“'ªdgdr < +m.

Logo, o operador K está bem definido.
00 «)

Mostremos agora que K(CC) C.C .

03 Di Ku(x,t) = (Zw)'"'ªÍJDÍ DE[ei<x'€>+íTt.Kº(x,t,€,T)]

g(€,T)G(€,T)d€dr
- _ _ | _ r ' ' | |

= (Zn) “ 1
( z c nª ª Dr r e'<xºª>+'“oºº.or Kº(X.t,€,T))
|a'|<la| ª'r X t X t

rlír 9(€,T)Ú(€,T)d€dT

Assim,

CLDFIox t Ku(x,t)| 5 L2 IJ<1+ p)|ªl+r(1+p)'N da dT < +w

se tomarmos N = la|+r+n+l. (Aquí usamos o Lema 7.1). (c.q.d.).

Lema 7.3
& aªª? “lª] -IDXKº(x,t,€,T)l 5 Ca(l+p) , onde k e o inteiro

que aparece na condição (2.1.6).

Prova
. a ,; &

Seja p(DX) = D)< Cõm Id.] = m e p(€) =€ .

Então,
m

<Dx+4>x)ºª = «bj-i + [% (Wup—C] +jg2 aj,

onde, C = C(x,t,t',€) analítica, homogênea de grau m-l com relação

ª € e Qj = Qj(x,t,t',€,Dx) são operadores diferenciais parciais de
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ordem menor ou igual a j, com coeficientes analiticos e homogêneos de

grau m-j com relação a &. (Ver apêndice A)

t ' | _ ' _ |

DÍKº(x,t,€,T) = J Dª[e'©(xºt't ,5) |T<t t )kº(x,t,t',E,T)]
' 'T

dt' =

t ._. _,: J elÓ |T(t t )(D +Ó )Qkº dtl'*
. x x

fT

Assim,

IDÍKº(x,t,g,T)l é menor ou igual a uma soma de termos onde

o de maior grau de homogeneidade com relação a E é dado por:

tm: º<>|
Sabemos que Im$(x,t,t',€) 3 B|€|(t-t')2k+l(Ver proposição

4.1) e como $X(x,t,t,€) = 0 temos que [©X(x,t,t',€)Í 5 Blit-t'llgl
(ox é homogenea de grau ] com relação a 5).

Então,

Jt l$ª eiª-iT(t't')k0 [ dtl É Jt
'T

Tióxliaie-Im$lkºl dt!

t .

_ _ 2k+1
5 J Bz(|t_tll|€|)laie Blgilt tli Ikºl dt'.

-T

Seja B =|t-t'l2k+l.iãl então,
2k+1

Bz(it-t'].lg|)iªie“3i€i|t-t'|
BZ<it“t'|-|EI7É%T'|g|7%?T)|Gie'B|€|lt-t' |2k+1 :

2k 1

= Bz|glªº+1'lªlsªí+1 “Iºle'ªª.
].

Seja f(B) = 52 sºª$1 "ººle'BB B : o
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Para B 2 1 temos 6 g Bªk+1 e portanto, Brtàr-Iªl 5 Bial.

Lººº» f(B) 5 BzBlal-quB que é limitada.

Para 0 5 B 5 I estamos num compacto e como f é contínua

temos que f é limitada.

Assim, f(B) S Ba e

Jt Bz(lt—t'llg|)lql e-BIt-t'12k+l
'T

' 'El Ikºl dtIÉ

t IêâT-- lal ÉÉET'|Q|
J Bªlªl Ikºldt' 5 Bulª! * 5E

zk |Q]
E B“ (1+p)2E+1 '

Portanto o termo de mais alto grau de homogeneidade satisfaz
t , . ,

zk
.

J [©Z e'$_'T(t—t )kº | dt' 5 Bu(l+p)ÉE$T 'ª'
-T

e os demais termos satisfazem uma estimativa do mesmo tipo e assim po-

demos concluír que k2

loi Kº(x,t,E,T)| 5 ca (1+p)ªE+I [ªl (c.q.d.)

Lema 7.h

0 transposto do operador K e dado por:
tk u<y,s> = (zn>'""ªJJJJe'<X'Y'ª>+'(t'ª)TKº<x,t.a.T>g<a,T>u(x,t>

dxdtdng

Prova

Se u, W e C: temos,
(
JJ(tKu)(x,t)W(x,t)dxdt = <tKu,W> = <u,KY> =
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= Jíu(x,t) (KW)(x,t)dxdt =

=JJU(X»t)[(ZW)—n—lííei<xºg>+íTtKº(x,t.€,T)g(€.r)ª(E,T)d€dT3dx dt =

(2")-n-1JJíJJJeí<X—y,g>+í(t-S)TKº(X»t,€,r)g(S.T)W(y,S)U(x,t)
dydsdgdrdxdt =

(zn>'"'ªí[jjjj eª<x'yºª>+í(ª'ª>TKº<x,t,a,r>g(5,T)w<y,s>u(x,t>

dydsdxdtdídT =

(Zn)_n-IJJJJJJeÍ<X_y'g>+i<t_s)t Kº(x,t,€,T)g(€,T)W(y,s)u(x,t)

dxdtdydsdng

(Zn)-n-1JJJJJJeí<x-y'(-€)>+í(t-S)(-T)Kº(y,S.€,T)9(€,T)W(x,t)U(y,s)
dydsdxdt dEdT =

= (ZW)-n—IÍJJíJíeÍ<X_Yº(_€)>+í(t—S)(_T)Kº(y,s,€,T)g(€,T)U(y,s)W(x,t)

dydsdEdexdt

rorLanLv,

t - - ' ' - ' ' 'ku(x,t)=(2n) " IÍJÍÍª'<X y,( 5)>+.(t s>< T)K0(y,S,E,T)g(€,T)u(y,s) x

e,
X dy dS dE dT

t _ - - _ . _Ku(Y,S)=(2W) n IJJJJeI<x Y:€>+|(t s)TKº(x,t,€,T)g(£,T)u(x,t) dxdtdEdT

(c.q.d).

Progosígão 7.1

t -K esta bem definido e aplica C? em Cm.
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Prova

“ r t = 2 ""'l (Bºa“ i“ª“/'º“(t'5)T)Kº(x,t,€,r)g(£,T)]ayas Ku(y,s)| (11) I““ y Se
>< u(x,t)dx dt dg dTl=

=(2n)-n_1]JÍJJCZÇQTreí<X—y'g>+í(t—S)TKº(x,t,€,T)g(£,T)u(x,t)dxdtd€dTi

oc -r a'+r
=(2n>'"'1(JÍJJCZE(I+|a|ª>º*|º|+r<£ªr“(1+|€|ª) 2 )(1+Ig|º)'ª' 2 ]

ei<X'y,€>+Í(t'S)T x Kº(x,t,€,r)g(€,T)u(x,t)dx dt dã de =

=(2“)_n-1IÍJJJCZ(1+|alª>ª+lªi+reí<x'y'ª>+ª(t'ª)T Kº<x,t.€,T>g(a,T>x
& +r

h(£,T) x (1+I€Iª)'£' u(x,t)dx dt dg dTI =

lai+r
(onde h(€,T) = gªTr(1+l€|ª>'ª”'ªf“ eih(€,r)l 5 L)

: (2")-n-1|JJÍJ C2[(l-Ax)ª+|al+r ei<x-y'g>+i(t_s)T]Kº(x,t,€,T)x

[al+rg(€,T)h(E;T)(1+lEÃZ)_Z_ u(x,t)dx dt dg dT | =

IJJJJ Cz ei<x—y,g>+i(t-s)T[(I_AX)£+Íal+r Kº(x,t,E,T)u(x,t)] x

[& +r
X 9(€,T)h(€,T)(I+I€lº)'º' dx dt dg dr ?

5

|A <z«>'"'1]JJJ Cz |<1—Ax>ª+'ºª'*r Kº(x,t,€,r)u(x,t)f ig<a,f)| lh<g,r)zx

_Q-.k£LtE
x <l+|£lª> 2 dx dt dg dT

IA CZ L(21T)—n-1 JJJJ I(I-Ax)£+lal+r Kº(x,t,E,T)u(x,t) ]

[a!"(|+|El2)-Z _ dx dt dg dT

que é menor ou igual a uma combinação linear de termos da forma:
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”Umª Kº(x,t,E,T)l |35u(x,t) |(1+ ]gm'ª'ºlí dx dt dg dT

(com ]ql 5 2 (£+|a|+r))
Como [EI : do (d < ]) temos IEIZ Z dªpª.
Então 1+ laiº 2 1 + dªpº = dª(—-+pª) z dª(1+pª)

, 2
G+(1+lg|º)'ª' r fª“& +r
º É d1(l+p2

Assim,

“”lei Kº(x,t,€,T)l lag u(x,t)|(1+gg]º)'ª'lªlídx dt dg dT

Gªl-l'" “5qu -!L- _ 2k

« ai+r
< E JÍ<1+02)6(£+|al+r)-£- 2 dg dT :

— ( _ _ 1 _1=; JJ ,+QZ)<61>+lal<a ama "%ng

_ j__L r
É E JJ (2)]+p)b(tS-1)+ 2 +? dE dT < +00,

M r -ause £(ô ]) + 2 + í'< 2

e isso ocorre se,
n+l+3q +rº >_? 1-6

Observagão:
.

Quando fazemos [a] = 0 e r = 0 na demonstração anterior,
. . . +concluímos que o operador tK esta bem deflnldo se 2 > 57%:ÉT

-(c.q.d.)
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Lema 7.5

tK aplica CÍ(Q) continuamente em Cw(Q)

3523?

Como C:(Q) estã munido da topologia do limite índutívo,ba3

ta mostrar que a aplicação tK: CÍ(Q, L) + Cw(Q) é contínua para todo

compacto L C 9.

Seja (Ki) j = 1,2, ... uma sequência crescente de subcoº

juntos compactos de Q, cuja união é 9.

Lembrando que uma semi-norma sobre Cm(9) é dada por:

p .(o) = sup IGBÓ(Z)[, v $ & Cw(Q)
zeK'
lBlfrJn

e que uma norma sobre C:(Q,L) é dada por:

p (<b) = sup |ªª©<z>i, v 4) e cºm,»
m zeL C

[slim
ta demonstração que a aplicação K: CÍ(Q,L) + Cw(Q) é contínua segue

facilmente da demonstração da proposição 7.I (c.q.d.)

Proposição 7.2

O operador K e regular em x e em y.

Prova

Sabemos que o mergulho CCOMy s) + D'(Q S) é contínuo e
, ,

portanto a aplicação,
t,oo . - ..K. Cc(gx,t) + D <ºy,s) e continua.
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K(Cc(

gular

gular

Logo, a aplicação

K- (Zººm ) + D' (9 ) é contínua e como' c y,s x;t
Ry s))CI Cºº(SZX ) pelo Te0(ema do gráfico fechado temos que,t

00 00 - f . 'K. Cc(ºy,s> + C (9x,t) e continua, Isto e, K

em X.

C tK Cm(Q ) Cw(9 ) ' '- +omo . C X,t y,$ e continua temos,

+ | ª r . -s) D (Qx,t) e contlnua, IStO e, KK: E'(Q
Y

em y.
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APÉNDICE'A

Prova de (2.2.5)
Temos de mostrar que

t . . '

P(X't'ºx*ª»ºt)'<o = LT P(x,t,ox+€,ot>(e'4ºk)e'ft dt'

m .

+ -l- 2 —L-[P(º'J)(x,t,DX+E,Dt)DJ, -1 ÍÓ+ÍTt'
FT J'“ 3: t (ª k)] t'=t

í$(x,t,t',€)+iTt'Seja f(x,t,t',€,T) = e k(x,t,t',€,T).
Em primeiro lugar mostremos que,

t t
Dm J f(x,t,t',€,r)dt' = [ DT f(x,t,t',g,T)dt' +

-t -Tt

]
m

] (J) .j-l |+ T jgl T3
[F (Dt)Dt. f(x,t,t ,€,r)1t.=t

onde P(Dt) = D?, ou seja, que

m
t t

m ] m-l I m-2(|) o J f dt' = J D fdt' + Tvím D f+ — m(m-I)D 0 ,f +t -T -T t | t 2 t t

m-3 2
+ âT m(m—1)(m—2)Dt 0 f + ... + Dm'ª f]t' t'

De fato, para m = 1 temos,
t 1:

D J fdt' = J D fdt' +—L f(x,t,t',€,r), eu seja, parat -T _T t |

m = I é verdade.

Supomos que m = 2. Então,
t t

2 | _ I .. | L =Dtíf dt _ Dt(DtJ_Tf dt ) - Dt(J thdt + i f(x,t,t,€,T))
-T
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t 1 |
= f Dãfdt' + í—(th) + ? ot f(x,t,t,€,T) =|_.

-T t —t.

t
_ 2 I

I ]
|_ LT thdt + i-(th)t.=t + T [(th(x,t,t ,€,r))t.=t +

+ (Dt,f(x,t,t',E,T))t.=t]

t
= 2 |

]
— . :J-T thdt + TiZth+Dt.f]t.=t, ou seja, para m 2 e vei

dade.

Supomos que (I) é verdade para m-I, ou seja,
_ t t _ _D'" 1 J fdt' = J 021 lfdt' + -l.—[(m-I)Dm ªf + l(rn-1)(m—2)

“T I t 2t -T

+ m'2f]%? (m'|)(m-2)(mª3)DÍ-ª0ã,f + ... + Dt' t'=t'

Provemos que vale para m.

m
t m-1 t

Dtdet'=Dt(Dt ífdt')=
-T -T

+
t m—l ' _L _ m-2

BJJ-TDi; fdt + í[(m |)(ot f)t.=t

]
+ “| (rn-n(rn—z>(o;"'ªot.f>t.=t +

+ 3'—_ (m-1)(m—z)(m-3)(o?ªªºg; “ºt-=J + (D'º'ª f>t.=]3=

t
= [ D?fdt' + l(om"lf)

,

I m*z -
-T | t t =t.+T[(mql)ºtE(D ” '=t-,J +t t
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+ % (m-l)(m-2) otljof“ªot.f) ] + %,m—nm-mm-amt

[(Dª]- I'Dã'f)t'=t:l +

t '=t

+ . + otE<oííªf>t.=;]1 =
.

+
t m ] mªl ] m"2J-Tthdt' + i—(Dt f)t.=t+ T [(m-I)E3t(ºt fut.“

+ (rn-I) ªt.(DT—2f)1 + %- (m-1)(m-2) [Dt(o't'"ªnt.f)] +[=t t t '=t

+ % (m-mm-z)[th,(D't““ªot,f)]t,=t + %(m-IHm-ZHm-D

m'ª z[Dt (Dt Dt'f)1t'=t

+ 3'—_.(m-n)(m-z)(m-3>[Int,(aftª'ª'xag,f)]t,=t + +11)t (ofíªf)]t,=t+

+ m-z
[Dt | (Dt | f)]t '=t] =

[TD,Tth' +-:- (Dm'lf) ,=t + :- [(m-I)V(Dtm'1f) +t t t '=t

]

t'=t+í+ (m-1>(oQªªot.f> <m-1>(m-z><n;"'ªot.f>t.=t +

]

íon.”(,,,-z)(o't"'ªnê,f)t,?t + 3'—. (m-l)(m—2)(m-3)(o't“'ªoã.f) t '=t

+ %? (m--l)(m-2)(m--3)(DZ1—“Dê,f)t,:t + + (Dt Dfízf)t,=t +

m-1

t' f)(D+ t '=t.) :

Jt Dmfdt' + l— [m Dmnlf + l- m*(m-])Dm_2D
-T t | t 2 t u“

“3
+ ã'T-mm—mm-zwgª

.
og,f + ... + om'ªf1 (c.q.d)t' t'=t.

Mostremos agora a igualdade (2.2.5). Não há perda de genera-
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lidade em.supor que,
m .

= JP(x9t 'DX+E,Dt) j'ªº Pm-j (xvt 'Dx+€)ºt

Então,
t

P(X,t,D +gzº ) J f(xvtvt',€,T)dt' =
x t —T

t
2 m , _(Pm+Pm-1 Dt + Pm-z Dt + ". + PODt) J_Tf(x't't 9€,T)dt' '

t t 1
I | _[_T medt + Pm_1EJ_$tfdt + í(mt,:t] +

t 12 | __+ Pm“2Eí-T thdt +
i

(2 th + Dt,f)t,=£] +

m'lf + l m(m—1)D?ªºot 2 f +
t

+ ... + Pº [J Dmfdt' + L(m D
,

-T t : t

'I m-3 m-l+ ? m<m-|)<m-z)ot ngm+ + Dt. f)t.=tJ =

m m-1 t m-z t
t
J (P +? o + P Dª + ... + POD?)f dt' +
-T

1 m-1
T [(Pm_1+z Pm_2 Dt +...+m Pº Dt )f ++

+ (Pm-2 + ... + É

ITI-1
+ ... + Pth, flt'=t _

t ' ]

[_TP(X,t,Dx+Ç,Dt)f dt' + Tí<Pm—1+ 2 Pm_20t + ... +

m—l

+mPth )f'i'
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] m-z ] "1—1
+ ?(2 Pm-z+ + m(m—I)PºDt )Dt:f + + E m'l Pº Dt. “t'gt

Mas,
(09,3) _ _ m'ªP (x,t,DX+Ç,Dt) - Pm-1—+ 2 Pm_ZDt+...+(m ]) Plºt +

-1
m Po Dtm ,

_(º ª) _ _ _ m-aP ' (x,t,DX+£,Dt) - 2 Pm—z + + (m I)(m 2)P Dt +

m(m-I)PoDT-2 ,

P( 'm)(xtD+€D)=m' P
9 : X , t 0

Logo
t

P(x,t,D +€,D ) J f(x,t,t',€,T)dt' =
x t -T

t
= J P(x,t,Dx+€,Dt)f(x,t,t',E,T)dt' +

-T

1 m 1 (º.j) j'l .+ T jâl T." [P (X,t,Dx+€,Dt)Dt| f(xxt9t ,E'T)]t'=t

(c.q.d.)
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Prova de (2.2.11):

Mostramos inicialmente que se
k+l k+1

) eP = .(Dt+<pt p =T. então,
k+1 _ k+1 QE. termos de grau de

(Dt-"(pt) — 4) + [BT (tht + C] +
homog. menor

onde C = C(x,t,t',€,©t, Ótt) é uma função analítica enVolvendo deri-
vadas de $ até ordem dois e homogênea de grau k com relação a €.

. _ k _ k
De fato, sejam Tk = (Dt+$t) e pk — T . Se,

k = 0, To = ]

k=I,T1=Dt+Ót
k = 2, T2 = (Dt+©t)(0t+©t) =

= (pê + BotDthtt] + Dã :
8=$ã+ E—p—Bª ((pt) D t.+<ptt]+02 ,

onde $ª é homogênea de grau 2,LãTº (ot ) e Ótt são homogêneas de

grau ].

Suponhamos que,
ªp

_ k_ k __k
Tk ' (Dªrt) " Ót + [BT (Ótmt + ºk] +

+ [(termo de grau k-2)Dã + ...] + ... + DE?”

k Bponde <bt é homogênea de grau k, ãfª (©t) é homogenea de grau k-I

e ck é uma soma de funções homogeneas de grau k-I, envolvendo deri-
vadas de © até ordem 2.

Então,
ªPkk+1 =k _P = Tk+1 = “Nºt) ª(ºtªªªºtwt +_ (5;— (q>t)>+c |<+.) ] —

ªp
= ot+l+óot atk (ot )Dt + ot ck + (termos de grau menor)

+ R Ót—lótt + Ótºt + (termos de grau menor) =
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ap
“>:“ + [Ept aTk (4; )o + «ptot + (4; c k+kq>t' aa)] +

+ termos de agrau menor =

$k+1 +EBZK+1($t)Dt + Ck+1 ] + termos de grau menor

pois, ªp ªk+lpk“
«15 >= lw, = (kum-'; e

t

ªp k k [,(-1 k
(pt ÉT— (ºpt) + dºt = (it k (pt + 4): : (kHMt

ªp k - -e onde Ck+1 = Ót Ck-kãÉ— (ot) ott e homogenea de grau k envolvendo

derivadas até ordem dois de o.

Com isso terminamos a prova pois, p = pk+1 e como Ó é a-
naiitica temos que C é analítica.k+1

Mostremos agora que vale a seguinte

liºpOSíEaO:

Selª P(, D ) = P (, D ) + zl P (, D ) |“ I d | d.f |J , y m ' Y i-o " , y
u ºpe & º | e en

ciai parcial iinear de ordem m com coeficientes analíticos em um suª
. +1 _conjunto aberto 9 do Rn

. Entao,
m

P = ' . o )(y.Dy+ªP) DW,?) + bmw,?) Oyª] + Jãº SJ

onde, n = (n;,..,n ), W = W(y,t',n) é uma função anaiitica de to-n+1

dos os seus argumentos e homogenea de grau um com relação a n,

Sj = Sj(y,t',n,Dy) são operadores diferenciais parciais de ordem menor

ou igual a j com coeficientes analíticos e homogeneos de grau m—j

com relação a n e C = C(y,t',n) é uma função analítica de todos os

seus argumentos e homogenea de grau m-i com relação a n e além dis

50, C = Cl + Cz onde,
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Cl é uma função analítica envolvendo derivadas até ordem dois de T e

homogenea de grau m-I,

Cz & igual a pm_1(y,W).

Prova

.Se m = 1 temos que,
P ,D =P ,D +P ,D d(Y y) 1(Y y) o(Y y) on e

Pª(y'ºy) = ª(1,º,...,o)(Y) ºy1 * "' * ª(o,...,o,1>(Y)ºy“*l º
Pº(Y'ºy) = ª(o,...,o)(V)-

Assim, p(Y,n) = a(1,º,...,o)(y)n1 + ... + ª(º,_..,o,1)(Y)nn+l

e p(y,w) : a(19ºv-",º)(y) WI + '.. + a(01"',091)(Y)lyn+1,
Pn(y,W) : (a(1,0:"',0)(Y),...,a(09º-'7'091)(Y)).

Portanto,

pn(y,ªP).Dy = a( ,o,-_.,º)(y)Dy1 + ... + a(º,.._,º,1)(y)Dyn+1

Como,

P(y,Dy+W) = a(l,º,..l,o)(y)(Dy1+W1) + ... + a(o, _,0,1)(y)

(Dyn+1+wn+1) +

+ a(ºg' '90)(Y) :
= a ,º)(y)Dy1 + ... + a((lyºyºº' )(Y)Dyn+1+0:"'90)1

W + ... ++ a(1909'--50)(Y) l a(o,.--,o,1)(Y) Wn+1

temos,

'— |M



P(y,Dy+ªP) = piym + pn(.y,i').ny + c,

onde C = a(º,...,o)(y) . Logo,para m 1 a proposição é verdadeira.

Suponhamos que a Proposição é verdadeira para operadores de

ordem menor ou igual a m e provemos que vaie para operadores de ordem

menor ou igual a m + 1.

Seja P(y,Dy) um operador de ordem menor ou igual a m44,is-

to e,

Logo,

P(y,DY+W) = P (y,Dy+w) + .ª
Para cada operador Pj(y,Dy+W); j = 0,...,m, vale a hipõtg

se de indução. Basta mostrar que vale para Pm+1(y,Dy+W).

Temos,

P (y D ) = E a (y)DOt onde Da * Dºª1 DGHIÍ
m+1 , y lai=m+1 a y' y yl ..... Y

oe P ,D +? = E a D +?m+1(y y
) mfwªwy >

ºªi
Seja i o primeiro indice tal que Dyiaª O, então podemos

escrever
|

Da = D Í .
Da onde,

Y Y Y

|_. _va — (0,...,0,0Lí i,ai+1,...,an+1)

y = (D,...,0,yí,yí+1,...,yn+1)
e Ia'l = m.

Estudemos (Dy+W)a com [al = m + I.

Sejam, T(Dy) = D? e t(n) = na. Portanto, T(Dy+?)=(Dy+W)a.



Oi, n+1' nNrr+1

t(W) = ?,

Escrevendo,

(“of—wª = (.o í+Wí)(ºy+W)al e definindo,
Y

_ a' . _ _ d' _ a.-1 a- 1

Q(Dy) — Dy com ]a'l.— m e q(n) - n - ni; ii? .

'
temos que Q(Dy+W) = (Dy+Y)a e t(n) = níq(n) e portanto,

q(W).

Como o operador

dução e portanto,

+

+

poís, t(n) = n. q(n)

Q(Dy ) tem ordem m

(Dy+w)ª = (oy3+wí)(oy+w)oc =
m

wypn)[qow +(%#wLoy+-m Úªªºª =

wi q(w) + wí(qn(w).ny) + wíc + wi (.

Dyi q(w) + qm!)yí
D c D ( É Q )- + - . . =y' y! J=2 J

+ (D
yi qn

«_

IIMB

2 J
Q.) +

vale a hipótese de in-

(v)).oy + qn(w).oy, ny +

m+1
“ª") * “ªnªº-ºw + ª“"“bí + + W + n- =

ITI

t W + t W .D + C' + .E T.,( ) [ n( )
Y

] J=2 J

e portanto,

nos que a proposição é verdadeira para

tn(

implica que

-,º,Q(Ti)+ní qní(n)9 ni q

W).Dy = q(T).Dyí + Yí(qn(W).Dy).

ni+1

.,0,q(W) + Wi qnd“)?í qn. (W),...
|+1

Além disso, C' = wie + Dyi q(Y) e como

C=.C1+C2 com Cz = 0

C' = Vic; + Dyi q(Y)

temos que

(n),-..

Usando a propriedade de linearidade de Pm+1(y,Dy+T) conclui

Então,

Pm+1(

— 1b3 -

,o +w .y y
)

&
,

x «. ;_; )
MHÍÉXXM

ÚÍ$,€%, i,Wodmhu

ªcíãê,

»_

,,

.

ªaª
W

xa? º.“,

k
.



rn-z
P(y,Dy+W) = Pm+1(y,Dy+Y).+ Pm(y,Dy+Y) + jªº pj(y,oy+w) _

m+1
= p(y,ªl/) + [ên(y,ªl').0y + É] +jê2. Rj +

J
»- . ª : 1+ ... _ P(YQP) +Lpn(y,W).Dy + c] ...-2122 S_ ,

onde, E = E + pm(y,Y) e Sj são operadores diferenciais parciais de

m ..+ pm(y,W) + jâl R. +

ordem menor ou igual a j e com coeficientes de grau m+i-j de homogg

neidade, o que completa a prova da proposição. (c.q.d.).
Agora estamos em condições de provar (2.2.1]). De fato, fa-

zendo

y = (x1,...,x“,t), n = (al,...,gn,r) e

W=W%&tx'£)= Wlp.xnywH)= Quoª,".£ím£h$0=
= (E+ÓX(X,t,t',E),Ót(X,t,t',€)), na proposição anterior tg

"ºs:
P(X't'Dx+€+Óx'Dt+Ót) : p(x,t:€+d)x9q>t) + jª)» Rj (X,t,t',E,DX,Dt)

onde Pj são operadores diferenciais de ordem menor ou igual a ] cu

jos coeficientes são funções anaifticas de (x,t,t',€) e homogeneos de

grau m-j com relação a €. Além disso,
n .P1(X,t,t',€,Dx,Dt) : jêl pgj (Xot ,E+Óx,Ót)DXJ +

+ pT(x,t,€+óx,©t) Dt-+ C(x,t,t',€),
onde C(x,t,t',E) têm as propriedades da proposição.

&
Seja k(x,t,t',€,r) = .=%_J kj(x,t,t',$,r). Então,

1

P(X,t ,Dx+€ Wx,º€+<i>t)k(x,t ,t ' ,E 91.) =

= P(x,t,€+©x,©t)k (X,t,t',€,T) +mªl

+ p(x't'€+Óx'Ót) jªm kj (X3t 9t ' nª:-r) +

aut.-



e será nulo se p(X,t.€+©x»Ót)

m
+ (jgl_PJ(xft,t';€,Dx,Dt))km_1(x,t,tf,€,r) +

m
» É | -+ (J.;1 Pj(x.t,t ,a, Dx'Dt)) (]=m kj(x,t,t ,€,r)).

Logo, o termo de grau 1 é dado porá

p(x,t.&+©x,$t) km_1(x,t,t',€,T)
0.

O termo de grau zero é dado por:
Pl k

m—l'

grau -1, por:
Pg k

grau -2, por:

cnnonolononnnoocuun ''''''''''''''''''
13 + _º W + +
m km-l m-1 m "' Pl km+(m-2)'

grau -m, por:
"O 7? + 'O 7? + +

m-1 m+1 "' Plkm+(m—1)

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Assim, o termo de grau —v 5 0 é.dado por:

!% P(V+l)'VI('x,t,tl,€,DX'Dt) km-«1+V.(X,t,tl_9€,ªf) :
V =o

(V'ZVH-m)
V-l

— Vl=º V+1'V' km-1+v' + Pl km—1+v '
(v'zv+l-m)
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= à pg. (x,t,a+4>x;4>t> DJ k + pgxmmxatwt k-1 -1_]
_]

x m +V m +v

+C(xtt'€)k + Víª VI(Xtt'gD D)k' ' ' m-1+v v'=o 5» ' º ' ' x' t m—1+v'

(v'av+l-m)

onde C(x,t,t',€) é uma função analítica de x,t,t' (próximos da ori-
gem) e de E (no cone aberto F') e vale o mesmo para os coeficientes

v' _ . - _dos operadores. ºv — Pv+1_v,. 0 grau de honogeneldade de C e m 1

4

|
.—

e dos coeficientes e m-(v+I-v') = m—I-v+v' e a ordem de GX e me-

nor ou igual a v+l-v'.

wua-



Prova da versão do Teorema de Stoke quando N = ]

nos que

onde,

qckô'
Se Íf(k+íkwô')] 5 C k e 2

_
e w é uma constante, afirmª

Jf(x)dx — Jf(x+íxwô)d(x+íwô) = Jl + JZ
x>R x>R

6

J; = R J f(R+íRwô')(íw)dô'
0

ª afJg = J J —:—(x+ixwô')x(—2w)dô'dx
x>R º az

De fato, »

Pelo Teorema de Green temos,

. Gf .BfIÇ——(z)+ ——(z))dxdyJJRegião 8x layJ f(z)dz = í f(z)dx + íf(z)dy
C C

6

JJZÍ ªê(z)dxdy = J J 2í º; (x+íxwô')(íxw)dô'dx =
“_ Bz k>x>R o 82
região

õãf
= J J ãE—(x+íxwô') x (-2w)dô'dx.

k>x>R 0

Mas,

41.7—



J f(z)dz J ' f(z)dz + J, f(z)dz ' Jf(z)dz — J f(z)dz
C k>x>R. x=k, z=x+ixwõ x=R

k>x?R_

6

= J f(x>dx + J f(Y1(ô'))Yi(õ')dô' — J f(x+ixwô)d(x+ixwô)
k>x>R º k>x>R

6

—J f(Y2(5'))Y£(5')dô' =
O

5
=J f(x)dx + J f(k+íkwô')(íkw)dô€ - J f(x+ixw6)d(x+íxw6)

k>x>R o
'

k>x>R

6
— J f(R+íRwõ')(íRw)dô'

0

onde Y1(ô') = k + ikwõ' e Yz(ô') = R + iRwô'.

Assim,

J f(x)dx - J f(x+ixwõ)d(x+ixwô) =
k>x>R k>x>R

6 6
= R J f(R+iRwô')(íw)dõ' +J à; (x+íxw6')x(-2w)dô'dx

o k>x>R
Jº

82

6

- J f(k+íkwô')(íkw)d6'-
0

Passando o limite para k + +w, obtemos

J f(x)dx - J f(x+ixwô)d(x+ixw6) =
x>R x>R

6 6

= R J f(R+íRwõ')(íw)dõ' + J J âª(x+íxw6')x(-2w)d6'dx
o x>R o Bz

ô
- lim J f(k+ikwô')(íkw)dõ'
k++w o
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Basta mostrar que, ,

6

lim J f(k+íkwô')(_ikw)dõ' = O,
k'Hªº ()

'

_ ckõ'
o que é fácil desde que |f(k+íkwô')| g ck e 2
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PROBLEMA DE CAUCHY (não-linearlv

Seja Q<5 Rn um aberto, onde a variável é denotada por
n . . » .x = (XI,...,X ). Consnderemos uma aplicaçao analítica, Uo, de 9 em

Rm; e um subconjunto aberto (9 de Rm(n+1)
, contendo a imagem de Q

sob a aplicação:

x+(quLgmduo&H
Seja, f: 9 x (-T,T) Xt? + Rm uma função analítica com relª

[ção a todas as variáveis exceto t (t & ('T,T)) e continua com rela-
ção a t, com m posivelmente maior do que um.

Consideremos o seguinte problema de Cauchy (não linear):

(|) ut = f(x,t,u,ux) , x e U, It: < 6

u(x,0) = uo(x), x e U

onde U é um subconjunto aberto de Q e 6 é um número tal que

0 < 6 5 T.

TEOREMA

Existe uma única solução u(x,t) do problema (l) que é analí
tica com relação a x e de classe C1 com relação a t.
(Ver M. Nagumo DZ] ) .

Vamos resolver o seguinte problema de Cauchy (não-linear)

(Seguindo Treves [I7J)

$f- (.xvt vt ' ,E) : Ã(X;t ,€+4)X (X,,t at | vª»)

Ólt=tl : 0
(2)

_]50—



Definindo W(x,t,t',€) = <x,€> + ©(x,t,t',€) o problema (2)

se transforma em

Wt(x,t.t',€) = Ã(x,t,i£'x(x,t,t',ã))
(3)

W] = <x,€>t=t'

Estamos supondo que A(x,t,p) é hoiomorfa em (x,p), para x

numa vizinhança da origem em C“, p numa vizinhança complexa de Eº

em Cn e anaiftíca com relação a t, para lt] < 6 (t real)
As equações de Hamilton-Jacobi são dadas por:

(t+) —-—= “Ãp(x,t,p) %% Ãx(x,t,p)

às quais adicionamos as condições iniciais

(5) x(t') = w p(t') = E

onde w pertence a uma vizinhança da origem em Cn e E pertence a

uma vizinhança de Sº em Cn.

&

As equações (h) e (5) têm uma única solução

.Aat,t',w,€), P(t,t',w,€))
que é anaiitica com relação a t, t' ([C] < 6, It'l < 61) e hoiomorfa

com relação a w,€ (para w em alguma vizinhança da origem em C" e

para E numa vizinhança de ãº em Cn).

Para cada t numa vizinhança de t' e & fixo a aplicação

w + x(t,t',w,€)
(Dc um hoiomorfismo próximo de w = 0; e a aplicação

x + W(t,t',x,Ç)
(0.1 o hoiomorflsmo inverso.

Seja,
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t
W(X,t,t',€) = <X,€> + J, à(X:5:P(5,tI:W(Svt'9xv€)sg))ds

tl
Mostremos que W é solução do problema (3).

De fato, ?] = <x,€>. Comot=t'
tilt (X,t ,t ' ,E.) : Ã(X9t ,P(t ,t ' 9W(t ,tl ,X,€) ,g))

basta mostrar que

p(t,t',w(t,t',x,€),€) = Wx(x,t,t',g).
lbs cono em t = t' temos que

P(t',t',w(t',t',x,€),€) = Wx(x,t',t',€) = E

é suficiente mostrar que

d
d—t. (t ,tlow)€) _ WX(X,t ,t'9€)] “ PW Wt + Pt ' th '

= pw wt + pt — Ax(x,t,p) ' Ap pW wx (pois,
8=? :th tx 8x Ã(x,t,p))

0 (Usamos o fato que x e t são variáveispw(wt _ Ãpwx)

independentes e que pt = Ãx(x,t,p).)
Se diferenciarmos com relação a t a identidade

X : X(t,t ' ;W(t ": ' ,X,€) ,E)

obtemos que

e portanto,

xw wt = Ap(x,t,p) o que implica que

wt = Ap(x,t,p)wX que é nossa afirmação

Assim, W é solução do problema(3) Logo,
t

d>(x,t,t',€) = J ,A(x,s,p(s,t',w(s,t',X,€),E))ds
tl

é solução de (2).
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Estendendo a definição de o para t e t' complexos isto é,

numa vizinhança complexa de (—ô,ô) e de (-ô;,ô;) vemos que o é uma

função holomorfa de x,t,t',€ (isto segue da proposição B.ll do apêndl

ce B) e portanto holomorfa de x,€ e analítica de t, t' (t e

t' reais).
Logo existe uma única solução do problema (2) que é hoiomor-

fa em? x,€ e analitica em t e t' (isto segue do teorema anterior fª
zendo

u= (Re <p, ImÓ) e

f(y,t,p1,pz) = (Re Ã(y,t,p1+ip2),lm Ã(y,t,p1+ípz))
onde y 5 Rºn. Nesse caso o espaço de valores é o Rª tanto para f

como para u.

Como f é analítica em t é de classe C1 em t e dai sg

gue a unicidade.)

Observação:

Se A(x,t,p) é uma função analítica de x,t,p; para x nu-

ma vizinhança da origem em R", para |t| < 6 (t real) e para p nª
ma vizinhança de Eº em Rn então o problema (2) tem uma única solª
ção analitica $(x,t,t',g).

De fato, consideramos a extensão de A para x e p comple—

xos e pela parte anterior sabemos que existe uma única solução

o(x,t,t',€) holomorfa em x,€ e analitica em t e t' e portanto uma

única solução Ó analítica em x, t, t', &.
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PROVA DO TEOREPA l.Z

Um núcleo que é semiregular em x e em y é dito um núcleo

regular
Dizemos que um núcleo K(x,y) é muito regular se:

a) ele é regular
b) K(x,y) é uma função Cºº fora da diagonal de Q x 9

Seja P(x,Dx) um operador diferencial parcial com coeficieº
tes Cºº em R. Dizemos que um núcleo K(x,y) é um núcleo fundamental

(respectivamente uma parametriz) de P se:

P(X.DX) K(x,y) = (Hx-y)

(resp. P(x,Dx)K(x,y)-ô(x-y) & cººmxm)

Em Treves []5] - pg 536, encontramos o seguinte

TEOREMA

Suponhamos que o transposto tP de P tenha uma parametriz

que é muito regular. Então P é hipoelitico.
Nosso objetivo é provar o seguinte

TEOREMA

Seja P = P(x,DX) um operador diferencial parcial com coefl

cientes analiticos em 9 e supomos que seu transposto tP tem uma pª
rametriz K(x,y) satisfazendo as seguintes condições:

i) K(x,y) é semiregular em x e em y;

ii) K(x,y) é uma função analítica fora da diagonal em 9 X 9;
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iii) tP(y,Dy)K(x,y) - 6(x-y) = R(x,Y) e A(QXQ).

Então, P é anaiitico-hipoeiitico.

fºº
Peio Teorema anterior P é hipoeiitico.
E suficiente mostrar que se u € D'(U), onde U é um subcon

junto aberto de 9, é tal que Pu & A(U) então u e A(U). Como anall
ticidade é uma propriedade iocai, é suficiente mostrar que u é ana-

lítica em uma vizinhança w de um ponto arbitrário a € U

Supomos inicialmente que Pu = 0 em U. Seja g & c:(w) ser

= ] sobre Q', onde w' é um subconjunto aberto tal que

a & w'c; Q'c; w e seja p & CZ(R") ser igual a 1 sobre uma vizi-
nhança pequena da origem e tal que seu suporte está contido na bola

aberta “B€(0), com e um numero positivo a ser escolhido depois.

Temos que

P(g u) = 0 em w'.

Por outro lado, P(g u) é uma distribuição com suporte com

pacto e como K(x,y) é semireguiar em y,
K P(g U) = <K(x,y), P(g U)(y)>

está bem definido. Mas,

<K(x,y),P(g U)(y)> = <tP(y,Dy)K(2,y),(g U)(y)> =

<ô(x-y),(9 U)(y)> + <R(x,y),(g U)(y)> =Il

ll (g U>(X) + <R(x,y),(g u)(y)>

Assim,

(g u)(X) = <K(x,y), P(g U)(y)> - <R(x,y),(9 U)(y)>.
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O último termo é obVíamente, uma função analítica de x desde

que R(x,y) & analítica e glu € C:(w)- Resta estudar o primeiro ter-
mo.

Escrevemos,

<K(x,y),P(g u)(y)> = <(l-p(x,y))K(x,y),P(g u)(y)> +

+ <p(X“Y)K(x,y),P(g U)(y)>-

Note que, desde que P(g u) = 0 em w' e 9 € Ç:(w) o su-

porte de P(g u) está contido em wxw'. Agora escolhemos a > O sufl
cientemente pequeno tal que, quando Ix-a] < e o suporte de o(x-y),

como uma função de y, está contido em w' e, se x e B€(a) e y 6

supp P(g u), temos lx-yl > e.

Com uma tal escolha,

<D(X'Y)K(X,Y),P(g u)(y)> = 0 para x & B€(a).

Por outro lado, afirmamos que a Função

h(><) = <(l*p(x-y))K(x,y),P(g U)(y)>

é analítica na bola aberta B€(a). De fato, temos

Dah(X) = <(l-p(x-y))DÍK(x,y),P(g U)(y)> =

J(l-p(x-y))DÍ K(x,y)P(g U)(y)dy—

Isso é justificado pelos seguintes fatos:
6) P(g U) & C:(W);

b) como X E B€(a) e y & sup P(g u), então x # y, e portanto
K(x,y) é uma função analítica;

c) como x & B€(a) e y 5 supp P(g u), [x-y] > e, assim

p(x-y) = 0 e Dª aplica somente em K(x,y).

Da analítícídade de K(x,y) obtemos a estimativa,
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X

que implica uma estimativa análoga para íDªh(x)l. Assim, h & anali-

tica em B€(a) e portanto u(x) é analítica em B€(a).

Suponhamos, a aseguir, que Pu = f seja uma função analíti-
ca (não identicamente nula) em U. Diminuindo U se necessário, exis-

te, pelo teorema de Cauchy-KovaieVSkaya, uma função analítica r; solª
ção de

Pr'= f, em U.

Mas, então, P(u-r) = 0 em U e, peio que acabamos de de-

monstrar, u-r é analítica em B€(a), logo u e analítica em B€(a).

(c.q.d.)

Observação:

Podemos aplicar o Teorema de Cauchy-Kavaievskaya, pois, no

nosso caso o operador P é de tipo principal em 9.
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APENDICE B

ProEosígão B.]:

Seja A c Rn um conjunto mensurável (Lebesgue) e V c: R"1 ª
berto.

Seja f(x,t) definida em A X V tendo as seguintes proprie-
dades

í) para cada t fixo, f(.,t) é mensurável em A.

ii) para cada x fixo, f(x,.) é contínua em V.

ííí) para cada to e V, existe um aberto U tá] que to e U c V e

existe ? & L1(A) tal que

If(x,t)| E W(x) V(x,t) eA x U.

Então a função,

g(t) = J f(x,t)dx
A

é contínua em V ( e está definida para todo t 8 V).

Prova

Seja to e'V e t + to com tn & V. Queremos mostrar que

g(tn) + g(to), onde

g(tn) = JAf(x,tn)dx e g(to) J f(x,to)dx
A

Sejam rn(x) = f(x,tn) (n=],2,...) e ro(x) = f(x,to).
Para cada x e A temos:

rn(x) = f(x,tn) + f(x,to) = ro(x) pois, para cada x 8 A,

f(x,.) é contínua em V.

As Funções rn(x) e ro(x) são mensuráveis pois, para cada t

fixo, f(.,t) é mensurável em A.

- 158 —



De iii) sabemos que para to e V, existe um aberto 'JoC V

com to € Uo<: V e existe Vo e L1(A) tal que

|f(x,t)| 5 Vo(x) V (x,t)€ A XJUo

Como tn + to,“; no tal que se n 2 no =» tn eon e assim

]f(x,tn)] 5 Vo(x) para n 3 no.

Para cada ti (1 5 i < no), de iii) segue que existe

Uic V aberto com ti & Uí e existe Ví € L1(A) tal que

]f(x,t)| 5 ªl/i(x) V (x,t) :; A >< Ui (1<_i < no)

Definindo,

V(x) = Vo(x) + V1(x) + ... + Wnº_1(x),

temos que V & L1(A). Além disso,

lro(X)] = |f(x,to)| 5 Va(X) IA V(x), V X E A,

para n 2 no,

Irn(x)i = |f(x,tn)| 5 Wo(x) 5 V(x), V x & A,

para | 5 i 5 nº - ],

Írí(x)Í = |f(x,tí)Í 5 V.(x) 5 V(x), V x & A.

Logo, lrn(x)| 5 V(x) V x & A e n = 0,1,2,..., com

v & L1(A).

Pelo Teorema da Convergência dominada de Lebesgue temos,

g(tn) : ]Af(x,tn)dx = ÍArn(x)dx + J ró(x)dx = J f(x,to)dx=
A A

: g(to)

Proºosigão 8.2:

Sejam A C Rn um conjunto mensurável (Lebesgue), V C Rm um

aberto e w : R um aberto. Seja f(x,t,s) definida em A x V x w teº
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do as seguintes propriedades:

í) para cada (t,s) fixo, f(.,t,s) € Lª(A)

ii) para cada (x,t) fixo, f(x,t,.) é diferenciável em w.

iii) para cada to e so fixos, existe um aberto U com se & u<:.w

e existe ? & L1(A) tal que

Então, a função

9(t,s) : JAf(x,t,S)dX está definida em wa, existe

%g<t,s>, v <t,s> ev >< w e

%ºit,s) = í ªí (x,t,s)dx, V(t,s) € V X W
5

A às

Além disso, se a condição:

iv) para cada (x,t) e A x V, F(x,t,.) é de classe Cl(W)

estiver satisfeita então, “%%-(t,s) será continua em s para cada

t e V fixo.

Se,

v) para cada 50 € W, existe U aberto com (t,so) & U e

U C V x w e existe W & L1(A) tal que
BF
fã; (x,t,s)l 5 W(x), V (x,t,s) E A x U, e

Gfvi) para cada x & A, f(x,.,.) é derivãvei em s e 5; (x,.,.) é

continua em V x w,

estiverem satisfeitas então,

%% (t,s) é continua em V X w.
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Prova

De i) segue que g(t,s) está bem definida. De ii) segue que

m f(x,t,s+h)-f(x,t,s)existe Ill-LO *_*—_T— e além disso,

MW f(x,t,s+h)|;fºí,t15)= %% (X,t,5)-

Queremos mostrar que existe %% (t,s) V (t,s) & V X w e

ªs'(t,s) = ªí (x,t,s)dx, v (t,s) e V x W,85 ABS

Basta mostrar que para cada (t,s) & V X w, existe
*.

39. agi-aí,Bs (t,s) e às (t,s/ # ]A 85 (x,t,s)dx

Observemos que,

:
[Af(x,t,s+h)dx-fAf(x,t,s)dx

gíp,s+h)jgit,s)
h h

= f(x,t,s+h)-f(x,t,s)JA———————————F——————-—— dx e

Jgi(x,t,s)dx= j “lm mª.-.um)“
A s A

h 0 h

Tomando uma sequência qualquer hn + 0, vamos mostrar que

m J f(x,t,s+hn) * F(x,t,s)
A h dx =

i
n

n

= ]"JA(nLâ
hn

(se existir)
Definindo,
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cn(x) = ÍÁÉLEAÍtªlLL—AÉLEKÉF

Alª J Cn(x
A

De iii) sa

U com

Bf
"É” (XJ- 95

Seja hn +

&atems,

s sUCW eexiste “Pe L1(A)

vamos mostrar que

(
)dx = )(Aig Cn(x))dx (se existir).

bemos que para cada (s,t) e W”! existe um aberto

tal que

)l 5 W(X), V (x,t,s) & A x [t] x U

O tal que s + hn & U; De ii) e do teorema da mé-

f(x,t,s+hn)-f(x,t s) _ BF
Cn(x) _ hn

' _ É? (x,t,s+6nhn),

com 0 < en < 1, V n.

Logo, [cn x)| 5 v(x), v x e A, v n.

As funções Cn(x) são mensuráveis em A, pois de i) segue

que f(.,t,s) é mensurável. Como Alª Cn(x) = %% (x,t,s), estamos nas

condições do Teorema

Alª JACn(x)dx = J

O restante

Corolãrio

Sejam A C

um aberto. Seja f(x

des:

í)

ii)

iii)

para cada

para cada

para cada

da Convergência Domínada de Lebesgue e portanto,
Bf
Bs

(

A
(x,t,s)dx JA(ALQ Cn(x))dx

(c.q.d.)

segue da proposição - B.].

Rn um conjunto mensurável (Lebesgue) e V c Rm

,t) definida em AXV tendo as seguintes propriedg

t e V, f(.,t) e L1(A)

x e A, f(x,.) & Cm(v)

to e V e para cada p & Nm, existe um aberto U

- 162 —



com to elJC'V e existe w € L1(A) tal que

Içáªºpf(x't)l 5 w(X), V (x,t)e Axu,

Então a função,

g(t) = JAf(x,t)dx,

está bem definida e g & Cºº(V).

Prova

A demonstração é feita por indução e observando-se que" para

obter um resultado igual ao da Proposição 8.2 para uma variável tj quaL

quer de t = (t1,...,tm) basta trocar-se a variável 5 com a varíâ
vel tj.

Lema B.]

. m
| n .-Sejam U c R aberto e f: J x [ê,b] + R continua, com

ãf
É; (x,t) contfnua em U X [ê,o]. Então, 9: U + R", definida por

b

g(x) = J f(x,t)dt,

é de classe C1 e
b

" 9'(x) = [ 3—5 (um.
a

(Ver Elon L.L. - Dl]- pg 50)

Proºosígão B.3

Sejam U C Rrn aberto e f: U >< Emb] + R" cont [nua. Então,

a função,
t

g(x,t>=[ f(x,s>ds,
a

é contínua.
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Prova

Sejam to
1 9

Dado >€

te 6' > 0 (devido

Íx-xo] < 6

Como f é

|f(xo,s)| 5 M.

Assim,

|g(x,t)-g(

se (lx-xol2 + lt-tol

Pregosíºão 8.14

Sejam U c
em u x [a,b]. Além

Então para

Então,

IJº

:: (a,b) e xo eU.

(x,t)'9(xo,to)l=
t t to

f(x,s)ds-J f(xo,s)ds+J f(xo,s)ds-J f(xõ,s)dsl =
a a a a

t
|f(x,s)-f(xo,s)|ds + J 'f(xo,s)lds.

t o
.

e .0, tomamos &' = ÍÍBÍET . Para esse e' > 0, exuâ

a continuidade de F) tal que se
' =à ]f(x,s)-f(xo,s)| < e'.
cont fnua e [xo] >< [to,b] é compacto temos que

xo,to)l 5 €'(t-a)+M(t-to)5€'(b-a)+M(t-to) =

=%+ M(t—to) <%+M õ<%+%= &,

2 1/2 _ . , EL) < 6 com 6 — mlníõ 'ZM]

R aberto, f: U X [a,É] contínua com %% contínua

disso, seja &: [a,ú] + U de classe C1 em (a,b).

t & (a,b), seja
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Prova

ªa<t>=êi.g_g+ªº ª_v
dt au 57' dt

Mas,

, u _

ªdãº; ] f(s,v>ds = fw),
50

u u
%% = %% J f(s,v)ds = J %% (SsV)dS—

So So

Usamos o Lema B.] e o teorema fundamental do Cálculo.

Assim,

d (“ af
3% (t) = f(a(t),t).a'(t) + la 5? (s,t)ds (c.q-d.)

So

Observagão:

a) Quando a(t) = t temos que
t

.d_g- : -3—f

dt (c) f(m) +] at (s,t)ds
So

tl
'b) Seja h(t,t') = J %% (s,t)ds, que é contínua pela proposl

So
ção B.B. Então

, t
h(t,t) = J 3% (s,t)ds é contínua e assim

50
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Proposí gão B. 5

Sejam J C. Rm

cont (nua e portanto 9 é de classe Cl.

aberto e f: U >< [a,b] >< [a,b] + R" cont fnua.

Então a função

ª fe cont lnua.

Prova

Anãloga a

Proposição B. 6

Sejam U <: Rm

(t
Jag(x,t) f(x,t,t')dt',

da proposição 8.3

aberto, f: U >< íam] >< T_a,b] + Rn contínua

com _B-t— contínua em U >< [a,b] >< [a,b].
t

Seja g(x,t) =J f(x,t,t')dt'.
a

Então para x e U e t € (a,b),
t

%% (x,t) _ f(x,t,t> +
(

%;"- <x,t,t'>dt'

Prova

Anãloga a da proposição BA.

Observagãq:

Segue da proposição 8.6 que %% (x,t) é cont fnua. Além di_s_

so, do lema B.] segue que,

t
%% (x,t) ==J %% (x,t,t')dt', se %% (x,t,t')

a
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ª f , . B'C ª re continua em d XEa,b] >< La,b_-_] .e que 5% (x,t) e continua.

Portanto, se f e C1 temos que 9 e C1 e por indução con-
_ oo .. ooclu1mos que se f e C entao 9 € C .

Definigões:

a) Uma curva (ou caminho) Y é uma aplicação continua do 'in-
tervaio fechado [O,ljc R em C

b) Yª = [z: z = y(t) para algum t e [0,1]?

c) Para pontos 29 e 21 e C, o segmento de reta, [20,21], 11

gando 20 a 21 é o caminho dado por y(t) = (l-t)zo+tzl,
0 5 t 5 I.

d) Seja Y um caminho emC ligando zo a zl,e f uma fun-
&ção continua de Y em C. Então definimos a integral de

f s/Y* (ou de zo até zl) por:
21 1

J f(z)dz=J f(y(t))Y'(t)dt
20 0

Progosigão B. 7

Seja GC C um aberto, e f uma função cont fnua de

G X [0,1] em C satisfazendo:

i) para cada t e [0,1], f(.,t) é hoiomorfa em G.

ii) ª iz t) é contínua em G X [01]az ,
_

, '

Então para 2 e G,
).

g(z) = J f(z,t)dt é holomorfa em G, e sua derivada é dada
a .

por
1 af9'(Z) = Jo &“ (Z,t)dt
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Prova
ADado zo e q tomamos R > O .tal que

g(Zo,R)C G, onde g(Zo,R) ll £z:|z-zo| 5 R]. Por hipótese,

sabemos que â—í (z,t) é contínua em G x— [10,1] e portanto uniforme-

mente contí'nua em g(zo,R) >< ELI].
.

Então dadc E: > 0, 6 > O tal que

| %(ZJ) -%£- (z',t')! < e,

se 2, z' & g(zo,R), t,t' & [0,1] e [z-z'J < 6, It-t'l < 6.

Suponhamos que 2 e g(zo,R), e consideremos g(z)-g(zo).
Temos ,

1 1 1

g(z)-g(zo = Jof(z,t)dt - J f(zo,t)dt = J(f(z,t)-f(zo,t))dt
0 0

1 Bf=[ ( [ —- (w,t)dw] dt
[20,482

Então,
1 1(z)- (z

_ f _ afLág_ Jº ?“ (zo,t)dt - [ Jo [Jtzmz] E(w,t)dw]'dt

(1 af 1' Jº 5; (Zo,t)dt>-z_zº :

1
1 M af

= Jº ( ”ojº“ 52- (w,t)dw - 3—2 (zo,t)] dt =

1

=J (
'

- (% (wa) -%_g(z0,t)>dw1dt.

Se Iz-zol < 6=> Iw-zol < 6 pois, w & [20,2],

Segue que,
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l-g- w>,t — â—j (zhtn < e.

Então se lZonI < 6 temos,

20) 1,81: 1
] , ,

| 2.202
º az (Zºyt)dtl É

º 2.20“ e'lZ—Zºldt = $

' 1

Assim, g'(zo) = Jº %;(zo,t)dt e o resultado segue desde

que zo foi tomado arbitrariamente.

Proposigão 8.8

Seja & c C um aberto e V CIC um aberto convexo. Seja

f: G X V + C uma função contínua e se 20 e 21 pertencem a V se-

ja [ªo,zlj o caminho ligando zo a zl. Suponhamos que f satísfg
ça:

í) . para cada w e [20,21], f(.,w) é holomorfa em &

.. af , - ,II) «sw, (w ,w) e continua em G X V.

Então para w' & G,

21
g(w') = [ f(w',w)dw é holomorfa em G e sua derivada é

20

dada por:
.

21
g'(w') = J %%T (w',w)dw

20

Prova

Seja y(t) = (I-t)zo + t 21, 0 5 t 5 I, e portanto

YI (t) = 21-20.

Assim,
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va)dw= J: f(w _t:Y( ))Y (“H = .

1

1-zo) if(w' ,Y(t))dt
Estanos n 5 condições da proposição B. 7 e portanto g(w') e

holomorfa em G e vale

21

zºgíT (w',w)dw

4
?

Observagão:

é olomorfa em G X V, g(w') independe do caminho

que liga zº

Proposígão B. 9

Seja um aberto e f: G X G + C uma função holomor-

fa em G X G. Entã & função

(2): ;f(z,w)dw

e holonbrfa em G, onde zo e G.

Prova

Consider mos a função

= . :of(z,w)dw

Para cad w' fixo, h é uma função holomorfa de 2 pela

proposição 8-8 e ara cada 2 fixo, h e uma função holomorfa 'de
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w' pois é uma primitiva.

'Pelo Teorema 0.1', h(z,w'.ª). é holomorfa em G >< G.

Seja I(z) = (2,2), Assim, g(z) = h(I(z)) e portanto 9 é

holomorfa como composição de aplicações holornorfas.

ProEosígão B.]O

Sejam GC C um aberto, Vcc um abertoe f:G><V><V->C

uma função holomorfa. Então a função,

w

g(z,w) = J f(z,w,w')dw'
20

é holomorfa em G X V, onde zº E V.

Prova

Fíxando w, 9 é uma função holomorfa de 2 pela proposi-

ção 8.8 e fixando 2, 9 é uma função holomorfa de w pela proposi
ção B.B. Pelo Teorema 0.1 temos que 9 é holornorfa em G >< V.

Observagão

Vale o mesmo resultado se GC Cn“

Progosígão B. 1]

Sejam GCC,VC C abertose f:G><V><V->C uma função

holomorfa. Então a função,
w

g(z,w,w') : J f(z,w',z')dz'
wl

é holomorfa 'em G >< V X V.
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Prova

Para w & w' fixos, g

ção 8.8. Para z,w fixos 9

Para 2 e w' fixos, 9 é holomorfa de

Assim, pe o Teorema 0.1, 9

Proeosigão B.]Z

Seja S C

tisfazendo:

í) para cada

para cada

Existe h

Então a f

é holomor

Observagão:

.Por simpl

Prova

De I) se

De |?) 5

r

Cn um aberto e

z e G,

f(.,t)
(t) & L1(A)

t e A,

?.L ( ,t> < h(t)?,sz !.

unção,

(2) = J f(z,t)dt
A

fa em G.

gue que 9 está

egue que existe

“*O

_]72—

tal que para

ícidade faremos a prova no caso

ªçaº—“f& nª)
r

é holomorfa de z

é holomorfa em

AC Rn aberto e

Hz,.) & L1(A)

é hoàomorfa em

J

V (z,t) & G x A

n

bem definida.

_af' Bz(z't)

l,..

pela proposi—

ê holomorfa de w' pela proposição 8.9.

w pois é uma primitiva.
nL: X V X V.

f: G x A + C sa-

,,u.

.,n

II



É
A

82

Seja zo & G arbitrariamente fixo. Basta mostrar que existe

Queremos mostrar que existe g'(z) e g'(z) = J (z,t)dt

g'(Zo) e g'(Zo) = JÁgg (zo,t)dt

Observemos que, (

g(zº+r)-g(zz) : Af<Zº+“t>'JAf
!“ ._r

(Zºyt)dt

I' e: J f(zo+r,t)-F(zo,t) dt
A

ºf _ ' fI(ZQ+|',t)"f(Zo,t)[A 55-(Zo,t)dt — JA(iiW -—————*———;—-—-——-) dt

Tomando uma sequência qualquer rn + 0, vamos mostrar que,

].m f(Zo+rn,t)-f(Zo,t) dt : (iim f(Zo+rn,t)-f(Zo,t) dtnlw
A rn A n+w rn

(se existir)
Definindo,

f(zo+r t)-f zo t)= ___—_JLL______-L__Cn(t) rn ,

VªiTDS most rar que

Alª JAcn(t)dt = JA(àlg Cn(t)) dt

(se existir)
De iii) sabemos que existe h(t) & L1(A) tal que

|%;(Z,t)| g h(t), % (z,t) E G X A'

Portanto, pelo Teorema do valor médio temos,
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lCn(t)l = 1Í15—3í34%2:íiãºiíl! 5 sup | êg-ào+enrh,t)l
n 0 < 9 <]

n

5 h(t)

Assim, Cn(t)| 5 h(t), V t e A, Vn

As funçõe Cn(t) são mensuráveis pois de i) f(z,.) é meg

surãvel em A para cada 2 e G. Além disso, para cada t 8 A,
f(t) + 3—2 (zm)

Então pelo Teorema da Convergência dominada de Lebesgue te—

para qualquer sequência rn + 0, existe g'(zo) e

Como zo foi tomado arbitrário segue que existe g'(zb
Gf

'

-—-— (z,t)dt.JA Bz
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