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ABSTRACT

F.Treves proves, in Dlﬂ, the foliowing:
Theorem.

Let § be a non-empty open set of R" and let P = P(x,D) be a
linear partial differential operator of order m, with analytic
coefficients, of principal type in Q. If P satisfies hypothesis (1)

then P is analytic-hypoelliptic in Q.

Hypothesis (I)

For any given xg € Q, there exists an integer ko > 0 such
that the following holds:

(#) for every &£, € R" | {0} and every complexrnumber z such
that

p(x0,80) = 0, dg Re (zp) (xg,80) # 0
the function Im(zp), restricted to the bicharacteristic strip of
Re (zp) through (x9,£0), has a zero of even order less than or ejual to
2ko at the point (x0,&p).

Our purpose is to study the work mentioned above in a
detailed fashion, including complete proofs of the main results in
such a way as to make it accessible to non-specjalists and more
easily readable to students of Partial Differential Equations.

An original contribution is the proof of some inequalities
which are essential for the obtainment of the semi-regularity of the

parametrix constructed for the operator P.
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INTRODUGAD

Neste trabalho fazemos um estudo detalhado do artigo:
"Analytic-Hypoelliptic Partial Differential Equations of Principal
Type'', publicado em Communications on Pure and Applied Mathematics,vol
24, pags. 537-570, em 1971, de Francois Treves.

Apresentamos demonstragoes completas das afirmagoes mais im
portantes contidas no referido trabalho; um dos nossos objetivos e tor
na-lo acessivel a nao especialistas.

Trabalhamos com operadores diferenciais parciais lineares de
ordem m,

P(x,0) = I a (x) DOP,

onde ap(x) sao fungoes a valores complexos, definidas em um subcon-
junto aberto 0 C RN, analiticas em Q.
Supomos que P(x,D) € de tipo principal em Q (capitulo 1)
e que satisfaz a condigao (1.1):
'para cada ponto Xxp € i, existe um inteiro ko > 0 tal que
o seguinte & verdade:
(%) para todo £ ¢ RN’ £% # 0 e todo nimero complexo Z tal que

p(x0,E%) = 0, d.Re(zp) (x9,E°) # 0

€
a fungdao Im(zp), restrita a bicaracteristica de Re(zp) pas
sando por (xo,£%), tem um zero de ordem par menor ou igual

a 2ko em (xq,E%)",

Sob essas hipoteses construimos modulo operadores analitico-

-regularizante, um inverso a direita, K, de P(x,D). Mais precisamente,



[oo] . -
construimos um operador linear continuo K: CC(U) +>D'(u), onde J e
uma vizinhanga de xo tal que o ndcleo~distribuigao Kk,y) associado
a esse operador satisfaz as seguintes condigoes:

a) P(x,D) Kix,y) = 8(x-y) + R(x,y);

b) K(x,y) € semiregular em x e em vy;
c) K(x,y) €& uma fungao analitica quando x # y;
d) R(x,y) €& uma fungao analitica em U x U.

A existencia de um tal inverso a direita implica que o trans
posto do operador P(x,D) € analitico-hipoelitico (teorema 1.2).

A fungao fase, que comparece na representagao de K, € obtida
como solucao de uma equagao eikonal, enquanto a fungao amplitude € da-

(s}
da por uma serie formal k =, I kj’ ohde cada kj € obtido  como

j=m=1
solugao de uma equagao de transporte (capitulo 2).

No capfitulo 0, reunimos alguns resultados necessarios para a
compreensao do trabalho.

No capitulo 1, procuramos situar o problema a ser resolvido
e damos uma aplicagao do mesmo.

No capitulo 2, apresentamos a construgao formal do inverso a
direita de P(x,D), ou melhor, de uma parametriz local de P(x,D).

No capitulo 3, estimamos as solucoes da equagao de transpor-
te.

No capitulo 4, estimamos a solugao da equagao eikonal.

No capfitulo 5, representamos a parametriz em serie e prova-
mos que o resto, R, € um operador analitico-regularizante.

No capitulo 6, desenvolvemos a prova de que K(x,y) e uma

funcao analfitica quando x#y.



No capitulo 7, provamos que K(x,y) e semi-regular em x e
em y.

No apendice A, desenvolvemos algumas provas de resultados u-
tilizados nos capitulos anteriores.

Finalmente, no apendice B, reunimos alguns resultados sobre

funcoes definidas por integrais



CAPITULO 0 - PRE-REQUISITOS

Indicaremos por x = (xl,...,xn) um elemento generijco do es-
paco euclidiano Rn, por & = (El,...,in) um elemento generico do Rn
onde R é o dual de R" e por Q um aberto do R".

Seja N" o conjunto de todas as n-uplas p = (p1,...,pp),cam
p. € N\, ‘j =1l,...,n, sendo N o0 conjunto dos inteiros nao negativos.
Para p € N", colocamos ]pl =pr+...+p e, para pegqe N7, de

finimos p + q = (p1+q1,...,pn+qn). Alem disso, p! = pyle ... « pp!

Para x ¢ R" e p ¢ N", colocamos xP = xel .. -xgn
Para cada j =1, ..., n, D, =+-22 onde i=v/Te —
jo i axJd dxJ
indica a derivada parcial em relagao a iJ; escrevemos tambem 3j= ng-
X
Para p ¢ Nn, pP = DEI... D:“ e oP = P 8:“
De acordo com estas notagSes, um operador diferencial par

cial linear de ordem m pode ser escrito como segue,

P(x,D) = I a (x)bP

onde as ap(x) sao fungoes a valores complexos definidas num aberto §
de R". A parte principal de P(x,D) ¢

P (x,0) = I a (x)0P

0 polindmio caracteristico de um operador € obtido substi-

tuindo-se D por £&:

T a_ (x)EP

|p|<m

L}

P(x,E) p(

e o polinomio,

p(x,8) = ? a (x)eP & chamado




Indicaremos por D'(Q), o espago vetorial de todas as distri
buigoes sobre e por E'(f) o espago vetorial de todas as distri-
buicoes em  com suporte compacto. (ver definigao de distribuigao,mpr
exemplo, em Barros-Neto [2]).

Transformadas de Fourier

Definigao

Uma fungao ¢ € ¢”(R") & rapidamente decrescente no infinij-

to se

im |x* 084 (x)| =0, ¥ a,8 e N

| [0
0 conjunto de todas as fungoes deste tipo e indicado por

S(R"). Observemos que C:(Rn) & um subespaco vetorial de S(R").

Definicao

A Transformada de Fourier de uma funcdo f e S(R") & defini

da pela integral

Pl = Fe) = | S0P G ox
R

onde <x,E> = x'&; + ... + x"gn
Definicao

A Transformada Inversa de Fourier de uma fungao g € s(R™

e definida pela integral

7)) = (2m "] 'O g (e
R

Formula de Inversao de Fourier




Formula de lnversao de Fourier

£ (x) =_(2w)"“J ! 8 (5)de
Rn

A familia de semi=normas

P B(¢) = sup_ |xaas¢(x)i,v a,8 € N"
’ x€R : _

define uma topologia em S(R"), que se torna um espago de Frechet; seu
dual $'(R") & um sub-espago de D'(R") e os elementos de S'(R")sdo
chamadoes distribuicoes temperadas. A transformada de Fourier de uma

distribuicao temperada T € definida por meio de

<FT,¢> = <T,F¢>
para toda ¢ € S(R"). FT também & uma dislribuigéo temperada.
OBSERVAGAQ:

E'(R") € um sub-espaco de s'(RM).

Definigao

A Transformada de Fourier-Laplace de uma distribuigao

Tebe' (R ¢ a funcao inteira
Tiwy - -i<x,g>
T(%) = <T,,e

onde 7 e C". (Ver Barros-N [2]-pg. 126)

TEOREMA (Paley-Wiener-Schwartz)

1. A transformada de Fourier-Laplace de uma distribuigao T
com suporte.compacfo en R" €& uma fungdo inteira F(z) em " sa-

tisfazendo a seguinte propriedade:

..3._



(P,) Existem constantes C e A e um inteiro N > 0 tal que

()] < cOelzpV ATl vz e cn

Inversamente, toda fungéo inteira em Cn satisfazendo a pro
priedade (P;) € a transformada de Fourier-Laplace de uma distribui-

¢3o pertencente a E'(R").

2. A transformada de Fourier-Lapiace de uma fungao infinita-
mente diferencidvel com suporte compacto em R" & uma funcdo inteira
F(z) em C" satisfazendo a seguinte propriedade:

(P,) Existe uma constante A > 0 tal que para todo inteiro
N > 0 podemos encontrar uma constante C tal que

F@) ] <c Oeleh™ MMl y e e

Inversamente, toda funcao inteira em " satisfazendo a pro

0

priedade (P2) € a transformada de Fourier-Laplace de uma fungao c

com suporte compacto em R'. (Ver Barros-N.[2]-pgl39).

Condicao P
"Sobre cada bicaracteristica nula de Re(p) a fungao Im(p)
nao muda de sinal'', onde p € o simbolo principal de P(x,D).

(ver definigao de bicaracteristica nula no capitulo 1)

Proposicao 0.1 -

Se a condigao P for verdadeira em uma vizinhanga de
(x0,E°) entao, a ordem do zero é par, ou infinita, e € invariante
sob multiplicagao de p por uma fungao q # 0.

(Ver L.Nirenberg e F. Treves |13]).

-l -



4 PARTI%A0 DA UWIDADE DE ANDERSSON-HURMANDER

Suponhamos que os -cenes abertos, T,, ..., 'y formam uma co

oertura finita do RNi{O}.

Proposicao 3.2 -

Para todo j =1, ..., r, existe uma fungao 9; ¢ Cw(RNf{O})

tal que o seguinte € verdade:

i [ =4 R q. = .
(i) supp g, PJ, (supp g; = suporte de gJ)
(ii) g1+ ... +g.=1 en RNE{O},

(iii) para todo v = 1,2, ..., e toda N-upla a,

1 . - :d| - vV '
0%, () | < #alco2 ) 1M jg] se WVjaj < 2],
onde Cy,Mq sao constantes positivas independentes de j,v,a e &.
-~ 0 ]
Introduzimos uma fungao h(t) € C (R), h(t) =0 se t<3,
h(t) =1 se t>1,

Definamos,para v = 1,2, ...,

9})(£+in) =
o

onde o] =1 se a=10, |o

Proposicao 0.3 -

Sejam gj as fungoes da proposicao 0.2. Existem duas cons

tantes, C, M > 0 tais que

(i) EET; = gj(£+in) =0,

! V+1
(i) M2”(inj+2") < {g] = [Bg](g+in)| < algie 1A
(iii) para todo &,n, ]g;(g+in)i < AiEieCin[/zv;

_5_



(iv) Se u<v ese M2V(in+2”) < ||, entdo

- i V+1
Ig‘j(&in) - g})(€+in)i < Miglte [E174

i)

(Ver demonstragao das proposigoes - 0.2 e 0.3 em Andersson, K.&.

Definicao

n

Seja f: R" > R". Dizemos que f & homogénea de grau d se

f(ox) = pdf(x) quaisquer que sejam p e R, x € R".

Dizemos que f € positiva-homogénea de grau d com relagao

a x se f(px) = pdf(x) para todo p >0 e todo x & R™.

Relacao de Euler

Seja f(x,E) homogénea de grau m com relagao a £&. Entdo

m.f(x,E) = <£: gradg f(x’£)>

Definigéo

Diremos que uma funcao f(x) € Cm(ﬁ) e analitica em 2 se,

para todo xp € € existir um polidisco aberto

'(])i<rj’]§jfn}

0 = {x: fx-x
de centro xo e contido em & tal que, em D, a fungao f(x) se re~
presenta como série de potencias

f(x) = 2 a_ (x-xo)P,
p P

a serie sendo absolutamente convergente em D.

Indicaremos por A(Q2) o espago das fungoes analiticas em Q.

A definigao acima € equivalente a



Definigao
Uma fungao f(x) € Cm(ﬂ) € analitica em Q se, para todo
ol

compacto K C Q, existir uma constante C = C(K), tal que

oPra] < e Pl gy

(Ver Barros-N. [3] - pg. 4)

Seja u uma fungao a valores complexo em C!(R), onde Q €

-

um conjunto aberto em Cn, que identificamos com R2N e C!(Q) €& o

espaco das fungoes a valores complexos continuamente diferenciaveis em

a.
Denotamos as coordenadas reais por X 1 <j<2n, e asco
ordenadas complexas por Zj = xzj__1 + ixzj, j=1, ..., n. e
= n - = - 1 :
du = jgl du/dzj dz; onde Bu/Bzj = 7(3u/8x2J._1 + |8u/8xzj)
Definicao

Uma funcdo u € C'(R)- € dita holomorfa em Q se du = 0O(as

equacoes de Cauchy-Riemann). 0 conjunto de todas as fungoes holomorfas

em § sera denotado por H(Q).

TEOREMA 0.1

Se u & uma fungao a valores complexos definida no conjunto
aberto € C" e u & holomorfa em cada variavel zj quando as  ou-
tras variaveis estao arbitrariamente fixas, entao u € holomorfa em Q.

(Ver Hormander [7] - pg. 28)

Desigualdade de Cauchy

Se u ¢ holomorfa e |u|] <4 no polidisco

_7_



D = {z:izji < j=1,..., n} segue que

\auu(O)i <M al P
onde r = (ry, ..., rn)‘

(Ver Hormander ﬁﬂ - pg. 27)

Corolario
Se u satisfaz as condicoes da desigualdade de Cauchy en-

tao

, a
0% (z) | < Ma!(%) ,

; 1
para todo z € D; = {z:]zj| <7y

Prova
Seja z € D; arbitrariamente fixo. Definamos, g: D;> C por
g(w) = u(w+z)
] ]
Como |z.,+w.| < |z.| + |w,| <5 r. +=r. =r., temos
zppigl szl e gl e g e gy =y
jgw)| = julwsz) | <M pois z + w e D.

Portanto, g € holomorfa em D, e |g|] <M em D; Assim

podemos aplicar a desigualdade de Cauchy para a fungao g, isto e,

13%(0) | < Ma! (%)™

2
Como g(0) =u(z) e 23%(0) = 3% (z) temos que
%(2) | < Mt ™

Como z esta arbitrariamente fixo em D, a ultima desigual

dade vale para todo 2z € D;.



Seja f wuma fungao holomorfa em uma vizinhanga W de 0 em

i
¢" e assuminos que f(0,...,0) =0, é—-]l:-(O,...,O) = 0 para i=l,
PF . 9z, ]
.y p<l e — (0,...,0) # 0. Entao poaemos escrever f de uma dni-

3zP
n -
ca forma; f = h.w, onde hew sao holomorfas em uma vizinhanga de

0, h(0) #0 e w & um polinomio de Weierstrass, isto e,
o P L PR ]
w(z) = z + on aJ(z,)zn

onde a, sao fungGes analfticas (holomorfas) em uma vizinhanca de .0,

zerando quando z' = (21""’Zn ) =0
-1

(Ver Teorema de Preparagao de Weierstrass e seu corolario em HSrmander

7] - pg 148-150)

Corolario
Seja f wuma fungao holomorfa em uma viginhanga W de
i
J f
0

= S (z0,...,z° ,0)=0
(z?,...,z°_ ,0) tal que f(zg,...,zn_l,O) =0, azi (z1, n-1’
n
P (0 0 0. Entao podemos escrever
para i=l,...,p"1 e 5—5-(21,...,2n_1,0) # p
z

a m uma
f de uma unica forma; = h.w, onde hew sao holomorfas e

0 0 0 e
yizinhanga de (z?,...,zg ,0), h(Z1,...,zn_l,0) #

-l H
w(z) = zs + ?éo aj(z')z%,

~ - .. 0
onde aj sao fungoes holomorfas em uma vizinhanga de (zg,...,z ),

satisfazendo aj(z?,...,z ) = 0.

Prova

. 0 - .
Seja g(wl,...,wn) = f(w1+21,...,wn_1+zg_1,wn). Entao g &

holomorfa em uma vizinhanca de 0 em c" e além disso,

_9-



i
d
89 (0,...,00 = 2L (28,02 00) = 0
M azn
para i =1, ..., p-1 e
p p
339 (0,...,0) = 2L (20,...,2°_ ,0) # 0
awﬁ Bz? n=1

Usando o Teorema anterior para a fungao g temos que para

(wi,...,w,) proximos de 0 em C"

P_ P

- -1 . i
glwiyeeoyw ) = hlwi,.ooo,w ) (wy + jgo aj(W')Wﬂ),
~ =1 _ i ~ ~
onde h e (wﬁ + 7§ aj(w')wi) sao fungoes holomorfas em uma vizi-
j=°
nhanca de 0, em ¢, R(0) A0 e SJ sao funcoes holomorfas em uma vi-
zinhanga de 0, anulando-se quando w' = (Wl”"’wn-l) =0

Logo, para (11»---,Zn) proximo de (z?,...,zn_l,O) temos,
0 -
flz1,...,2,) = g(zl-zl,...,zh_l-z:_l,zn) = h(zl-z?,...,zn_1~z£-1,zn) X

- 0
x (2P + P! aj(zl-zl,...,z

I iy 2 Py ! 1y,
n ¥ g n-1 Zn‘l)zn) = h(z ,...,zn)(zn+-j__2_o aj(z )z,)

1

onde h e (ZE + Pz aj(z')zi) sao holomorfas numa vizinhanca de
.0
J=
0 0 - . 0 0 o
(21,...,zn_1,0). Alem disso, h(zl,...,zn_l,O) = h(0,...,0) #0 e aj

- - .. 0 .
sao fungoes holomorfas numa vizinhanga de (21,...,22_1) satisfazendo

0 0 _ = =
aj(zl,...,zn_l) = aj(O,...,O) = 0. (c.q.d)

FORMULA GERAL DE LZIBNIZ

0]
Para uevecC (R) vale

P(3) (uv) = = éw 2%.p @) (3)y
5 &
onde P(3) = | T a, P e P(a)(a) é o operador diferencial parcial
pl<m



obtido do polinomio
(o) _ (940 o
P () = )% e,

trocando a variavel n por 3. (Ver Barros-N. [2] - pg. 4)

TEOREMA - (Funcoes Implicitas - versao holomorfa)

Seja f: ¢Nxcoc uma funcao holomorfa de

(z,w) = (21,---,ZN,W) em uma vizinhanca de um ponto (zo,wp) em CNXC,

e suponhamos que f(zo,wo) = 0 e que

of

S (zo,wg) # 0

Entao existem vizinhancas abertas U eV com zg € Y C:CN,

wg EVCC e existe g: U~+V holomorfa tal que
f(z,g(z)) =0, ¥zeU. (g € unica)

(Ver Hormander [7]- pg 24)

Alguns Resultados sobre Equacoes Diferenciais Ordinarias

TEOREMA - (Picard) 02 -
S d+1 d ~ r .
Seja f: ECR > R™ uma fungao continua satisfazendo a
condicao de Lipschitz com relagao a y no retangulo,
R={(t,y) € E: |t=to] < a, |y=yo|] < b} (isto e,
]f(t’Y1)‘f(t,Y2)l < L |yi=y2| se (t,y1) e (t,y2) € R).
Seja o = min{a,ﬁ} onde M € tal que
[f(t,y)] <M em R,

Entdo existe uma Gnica solugao y = y(t) da equagao:

_]]_



%% = f(t,y), definida em i}o-a,to+dj e satisfazendo, vy(to) = yo.

(Ver Hartman - [6])

TEOREMYA 0.3 -

Nas condigoes do Teorema de Picard, se f(t,y) € analitica
entao a solugao y(t) € analitica em [}o-a,to+og

(Ver Hartman - [6])

TEOREMA 0.4 -

Seja f(t,y,A) continua em t e analitica de (y,\) para

d+1
’

(t,y) e ECR E aberto e A numa vizinhanga de Xy € RP. Entdo a

solugao y(t,A) do problema:

dy _
It f(t,y,A)

y(to) = yo

depende analiticamente de X em U onde, U e uma vizinhanga de Aq.

(Ver Elsgoltz [4]).

TEOREMA 0.5 -

Seja f(t,y,\) analitica em (t,y,A\) para (t,y) ¢ £ ¢ Rd+1

aberto, e A numa vizinhanga aberta de Aj € RP,

Entao a solucao vy(t,A) do problema:

Edt_ y = f(t,y,\)
y(to) = Yo

é analitica de (t,A\) em V xU, onde V & uma vizinhanca de to, e

Lo

_]2_



U uma vizinhanga de Ag.

TEOREMA 0.6 -

Seja f(t,y) analitica em (t,y) para (t,y) € £ € Rd+1, aber

to. Para cada (t,y)eE denotamos por y(t,t,y) a solucao de

'adT y = f(t»Y)

y(t) =y
Suponhamos que y(t,to,yo) esteja definida em [},tﬁ. Entao
existe uma vizinhanga V de (to,yo) tal que se (t,y) e V implica
que vy(t,t,y) esta definida em [a,b] e é analftica nas trés varia-

veis.

Prova
Definindo,

X=y=-yp e s=1t-t,, temos

d d dt
d: a% “Je = flt,y).1 = fs+tg, x+yo), x(0) = 0.

Portanto o problema:

%% = f(t,y), vy(to) = yo se transforma em:
2= 9 ), x(0) =0
a—s-= gks’x;tO,YO ’ X =

onde g(s,x,to,yo) = f(s+tg,x+y,) € analitica.

Assim pelo Teorema 0.5 x(s,to,yo) e analitica e portanto

y(s,to,yo) = x(s,to,ye) + yo € analitica.
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Lema 0.1 -

. . +
Seja f continua num aberto E < ™!

JCE um conjun-
to compacto. Entao existe o = a(U) > 0 tal que toda solugao vy(t) de
y = f(t,y) passando por qualquer ponto (tg,ye) € U, esta definida em

Lto=0,to+a

TEOREMA 0.7 -

Consideremos as seguintes equagoes diferenciais ordinarias:

(n):SL = f(ey)s (1) = flt,y)

Seja E C R aberto e suponhamos que {fn} converge uni
formemente para f em cada compacto U CE e (tn,yn)->(to,yo) £ E.

Sejam yn(t) solugoes de (In) definidas em um intervalo
maximal com yn(tn) = Y- Suponhamos tambem que existe uma Unica solu
cao vy(t) de (1) em [},tﬂ com y(tg) = yo. Entao existe ng tal que

se n > ng yn(t) esta definida em Eaﬂﬂ e yn(t) ~ y(t) uniforme

mente em I:a,bj.

TEOREMA 0.8 -

Seja F: Q@ x (-T,T) x 0 xV = R™  uma fungao analitica em to
das as variaveis, onde cr" e aberto, T € um numero maior do que

m(n+:)

zero, Q1C RN € aberto e V<& R € aberto.

Entao o problema de Cauchy (nao linear):

%}: F(x,t,4,y,9 (y/x))
Vleo = vo(x)

admite uma unica solugao analitica, y(x,t,A)
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Observagéo:

A demonstragdo € feita atraves de algumas modificagoes na de

monstragao do Teorema de Cauchy-Kovalevskaya, por exemplo, em John E]oj,

Definicao
Sejam E e F espagos vetoriais topologicos, u: E -+ F uma
aplicagao linear continua e y' uma forma linear continua sobre F,
isto €, y': F > C. Entao definimos
fu: F' > E' por ‘Cu(y') = y'ou.
t

A aplicagao ‘u é chamada transposto de u.

E' e F' sao os duais de E e F respectivamente.

Proposicao 0.4 -

Sejam E e F espacos vetoriais topologicos e wu: E > F 1i
near e continua. Entao ty: F' > E' ¢é continua (quando os duais E'
e F' estao munidos da topologia fraca ou a topologia forte)

(Ver Treves [15] - pg. 139)

TEOREMA 0.9 -

Sejam E,F e G ‘espagos vetoriais topologicos de Hausdorff e
j uma aplicagao linear continua injetora, de F em G. Seja f: t~F
uma aplicagao linear tal que a composta jof: E-G € continua. Entao
o grafico de f e fechado.

(Ver Treves[15] ~ pg.168).

Usaremos o seguinte Teorema que & uma versao do Teorema do

grafico fechado:
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TEOREMA 0.10 -

Seja f: C:(Q) + D'(Q2) uma aplicagao linear continua tal

f(c:(g))cz ¢”(Q). Entio f: C:(Q) > C() é contfnua.

Definicao
Sejam m,p,5 ndmeros reais com 0<p <1, 0< &< 1. Deno
m N . 00 N
tamos por Sp 6(X x R") o conjunto de todas a & C (X x R")
)

para todo compacto K e X (X c RnI € aberto) e todos o, B € NN a es

timativa

}DE Dg a(x,0)] < ¢ (]+le|)m-p]a|+6|6|, xekK, 8¢R ©

o,B,K
valida para alguma constante C 8.K' Os elementos de SZ 5 sao chama
H ? b

dos simbolos de ordem m e tipo p,6.

Definicao

Se u € C:(X) e a(x,0) € §"

R RV)  ent3o,

fjei<x’e>a(x,6)u(x)dxde = Tim eri<x’e>a(x,e)x(ee)u(x)dxde
€>0

se x € S(RN) e x(0) =1 e e denominada integral oscilatéria. Aqui

estamos supondo p > 0 e § < 1.

Sejam a(x,8) € Sg 6(X><RN) com p>0 e §<1 e

(f i<x-y,o> ’ ~ r
Au(x) = JJe'<x % a(x,0) u(y)dydd uma aplicagao linear continua de
C:(Y) em D'(X), onde A e defini-a pela integral oscilatoria.
A essa aplicagao associamos um nucleo-distribuigao

Ky € D'(X xY) dado pela integral oscilatoria:
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KA(u) = JJJ e'<x-y’e>a(x,e)y(x,y)dxdyde, ue C:(X><Y)

Podemos escrever:

) =[] Ky Gepduteamaxay,

onde K,(x,y) e dado pela integral oscilatoria

A
( i<x=y,0>

KA(x,y) = J e a(x,9)dse

(Ver H3rmander [8])

Observacgao

Valem os mesmos resultados anteriores se trocarmos

a(x,B)s:SZ SKXXRN) por a(x,8) com & nao necessariamente C . com

relacao a 6 tal que para todo compacto KC X e todo B ¢ NN a es

timativa

m+S | B | N

055 (x,0)| < Co (1416 x €K, 8¢ R

€ valida para alguma constante CB K(d < 1).
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CAPTTULO 1 - PRELIMINARES

Definicao 1.1

Seja P um operador diferencial de ordem m em $ e p(x,£)

seu simbolo principal. Dizemos que P e elitico em um ponto xp € § se

p(x0,&) # 0 para todo & € R, | {0}. P €& elitico em um subconjunto

0 de Q se for elitico em todos os pontos de 0.

Definicao 1.2

Sejam P e p(x,&) como na definigao 1.1. Dizemos que P e

de tipo principal em § se

dgp(x,i) = gradgp(x,g) £ 0,

¥ xeQ e todo Eg R | {0}.

Exemplo:
n 2 -
Seja, A= ig —— o operador de Laplace no R". Entdo,
=t axf
Y S - n2
p(g) = - (E2+...+82) = -|g|?

Como |£]* = 0<=> £ =0= A 3 elftico no R".

dgp(i) = -(281,...,28,) #0 para E#0= A ¢é de

tipo principal em R",

Definigao 1.3

Um operador diferencial P é dito hipoelitico em Q se, da

do qualquer subconjunto aberto U de Q e qualquer distribuicao u em
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U, Pue CT(U) = ue C(U).

Dizemos que P € analitico-hipoelitico em & se P e hi

poel{tico em R e, além disso, se dado qualquer subconjunto aberto U
de Q e qualquer distribuigdo u em U, Pu e A(U) = u e A(U) (A(U) in-

dica o espago das fungoes anal{ticas reais definidas em U).

Bicaracteristicas

Sejam P(x,D) um operador de ordem m e p(x,§) seu simbo
lo principal. Escrevemos
P(x,g) = A(X,E) + i B(ng)

com A e B reais e supomos que dg A(xg,E%) # 0.

Definicao 1.4

Uma curva bicaracterfstica de A(x,£) passando pelo ponto

(xg,E%) € a curva descrita pela solugao (x,£) das equagoes de Hamil
ton-Jacobi
x = gradgA(x,E), £ = -grad, A (x,&)
com condigoes iniciais (xo,£%).
Observamos que A € constante ao longo de uma bicaracteris-

tica, pois

‘Definicao 1.5

Se A é nula ao longo de uma bicaracter{stica, esta e dita

bicaracteristica nula
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Teorema dos Nucleos de Schwartz

A todo operador L: C:(Qy) + D'(Q), linear e continuo, esta

associada uma unica distribuigao K(x,y) € D'(Qx X Qy) (que  chamamos

um nicleo distribuicao) tal que, para todas ¢ € C:(Qy),W € C?(Qx),te
nhamos ,

<K(x,y), ¥(x) @¢(y)> = <L,¥>;
reciprocamente, a cada K(x,y) deste tipo estd associado um unico L.

(Ver Treves [15])

0 nucleo-distribuicaoc &(x-y)

Seja § a medida de Dirac (isto e, <8,6> = $(0), para
¢ € CC(QY)) e seja
61‘: C:(Qy) > DI<Q,\)

¢-——>8¢ = ¢ (produto de convolugao)

Indicamos por &(x-y) o nucleo-distribui¢ao que esta asso
ciado a 6, por meio do Teorema dos Nucleos de Schwartz; temos

<8 (x=y),¥(x) ®@¢(y)> = <& (y) ,¥(x)> = <p(x),¥(x)> = j¢§X)W(X)dx
R

Definicao 1.6

Uma solucao fundamental de P = P(x,Dy) € um nicleo-distri

buigao E(x,y) € D' (0, x Q tal que

y)
P(x,0,)E(x,y) = §(x~y)

Definicao 1.7

Um ndcleo K(x,y) (ou a aplicagao associada L) € dito semi

regular em x se L aplica Cz(ﬂ) em C () e L & contfnua.
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Dizemos que um nicleo K(x,y) €& semiregular em y se a apli

cagdo associada L, L: C.(R) > D'(Q) pode ser estendida a uma aplica-

cao linear continua de E'(R) em D'(Q).

Nossa hipotese basica € a seguinte:

(1.1) para cada ponto xg¢ € @, existe um inteiro ko > 0 tal que -

o seguinte é verdade:

(*x) para todo g% ¢ Ry? £% # 0 e todo numero complexo z  tal

que
p(xe,E%) =0, nge(ZP) (x0,E%) # 0

a funcao Im(zp), restrita a bicaracteristica de Re(zp) pas-

sando por (x0,£%), tem um zero de ordem par menor ou igual

a 2ko em (xo,£%).

Nosso objetivo € provar o seguinte

TEOREMA 1.1

Supomos que P = P(x,D) € um operador diferencial com coefi

cientes analfticos, de tipo principal, em Q e satisfazendo a hipote-

se (1.1). Entao, P ¢ analitico-hipoel{tico em 9.

A prova consiste em construir uma parametriz local de P com

certas propriedades de regularidade. Mais precisamente, construiremos
um operador linear continuo K: C?(U) +D'(U), onde U & uma vizinhan
ca de xp, cujo nucleo-distribuigao  K(x,y), definido em U x U, sa-

tisfaz
(1.2) | P(x,D)K(x,y) = 8(x-y) + R(x,y)

com as seguintes propriedades adicionais:
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a) K(x,y) € um ndcleo regular com relagao a ambas variaveis x e y.
b) K(x,y) e uma fungao analitica de (x,y) quando x # y.

c) R(x,y) €& uma fungao analftica em U x U.

TEOREMA 1.2
Seja P ='P(x,DX) um operador diferencial parcial com coefi
cientes analiticos em 1 e supomos que seu transposto P tem uma pa

rametriz K(x,y) satisfazendo as seguintes condigoes:

i) K(x,y) €& semiregular em x e vy;
ii) K(x,y) € uma fungao analitica fora da diagonal em Q x Q;
P P(y,Dy) K(x,y) = 8(x-y) = R(x,y) & A(2xQ)

Entao, P e analftico-hipoelftico.

(Ver Apendice=A)

Observagao:

1) Usando esse teorema junto com o fato de que nossa hipotese
basica permanece invariante se trocarmos P por P, concluimos que

o Teorema 1.1 e verdadeiro.

Aplicacao do Teorema 1.1

Inicialmente provaremos a seguinte:

Proposicao 1.1

Seja P(x,D) um operador diferencial parcial com coefi-
cientes analiticos, de tipo principal em Q tal que: daRep(x,E) £ 0,

VxeQ e £e Ry |[{0}. Entdo nossa hipotese basica (1.1) é equiva-
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lente a condigao:

(1.3) Para cada xo € 2, existe um intejiro ko > 0 tal que o se-
guinte é verdade:

para cada £° e Ry, &% # 0 tal que p(xo,E%) =0,
ngep(xo;€°) # 0, a fungcao Im p, restrita a bicaracteristica nula de
Rep passando por (x0,5%), tem um zero de ordem par menor ou igual a

Zko em (xo,£°).

Observagao:
2) Como p(x0,E°) = 0 => Rep(xo,£°) = 0 e Imp (x0,£°) =0, en

tao Re(Zp) (x9,€°) = 0 e Im(zp)(xq,&°) = 0, qualquer Z ndmero com

plexo. Logo Im(zp) tem um zero em (xy,£°). Sabemos que, Re(zp) e

constante ao longo de sua bicaracteristica portanto, Rel(zp) (x(s),&(s))
= Re(zp(xqo,E%) = 0. Assim estamos trabalhando com a bicaracteristicam
la de Re(2p) passando por (xg,£°). |
Logo podemos escrever a condicao (1.1) como segue:
''para cada xp € 2, existe um inteiro ko > 0 tal que o se
guinte e verdade:

para todo £% ¢ RN s £%%0, e todo numero complexo z tal que

1]

P(X0’€O) 0, dERegip)(XO’go) #0,

a fungao Im(zp), restrita a bicaracter{stica nula de Re(zp) passan-

do por (%,,£%), tem um zero de ordem par menor ou igual a 2kg em

(XO,EO)“:
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Lema 1.1
Seja f uma fungao analitica real, f # 0, e supomos que f
tem um zero de ordem par em t = to. Entac f nao muda de sinal em al

guma vizinhaca de tg.

Como f e analitica e tem um zero de ordem par em to pode
mos escrever:
f(t) = (t-to)*"g(t)
onde g € analitica e g(toe) # 0

Devido a continuidade de g, existe uma vizinhanga V de tg

onde g tem sinal constante e como (t-tg)2" >0, em V f nao muda
de sinatl.
Lema 1.2
Seja f(t) = g(t) + i h(t) analitica real.
Entac g e h também o sao.
Prova

M

Como f analitica, em alguma vizinhanga do ponto to, po

demos escrever

f(t) = I f(n)(to) (t-to)" = 1 & )(to)+i h )(to)(t-to)n-
n>o n ‘ n>o n.
(N)(t ) n h(n) to)
son ) e g B fte) (pg )N o
>0 n! nye M

g(t) + i h(t)

-2l =



Como Ig(n)(to)[ < lg(n)(to) + 0 h(n)(to)l e
W o] < Ja™ (o) + 1 n M (e,
) (n)
as séries 3 ) ()" o 3 ﬂa‘:(‘t‘gl(

t=to)" convergem e
n>o ' n>o : :

portanto a terceira igualdade acima € valida. Logo g e h sao analfiti~-

cas.

Prova da proposicao 1.1

(1.1) = (1.3) : basta tomar z = 1
(1.3) = (1.1) : Seja p(x,&) = A(x,&) + i B(x,&) onde p: RN X RM-+C
e analitica. Entao A(x,§) € analftica. (A.prova desse fato € analoga

a do lema 1.2).
Consideremos agora as bicaracteristicas de A que sao dadas
pelas solugoes de

dx _ oA

T = 37 = oradA(x,E); 2

== _; = -gradxA(X’g)

[a ]
(st

o
(2]

Como A ¢€ analitica, %%- e %é— sao analiticas e portanto

x(s) e £(s) sao analfticas em seu intervalo maximal de existéncia,J.
Assim, p(x(s),£(s)) ¢é analitica e pelo lema 1.2 Imp (x(s),E(s)) € a
nalitica em J.

Seja f(s) = Imp(x(s),&(s)) e supomos que x(sp) = xq e
E(so) = &°.

Afirmamos que f nao muda de sinal em J. De fato, suponha-
mos que existam sy, s, € J tais que f(s;) >0 e f(s,) < 0. Pela
analiticidade da f e do fato que f # 0 existe sedJd, s < s <,sz;
tal que f(s) = 0 e em qualquer vizinhanga de s existem pontos onde

f >0 e pontos onde f < 0. Da hipdtese (1.3), segue que s € um ze
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ro de ordem par de f e pelo lema 1.1 existe uma vizinhanga de s on
de f nao muda de sinal, o que nos da uma contradigao.

Logo a condigao = (P) introduzida no capitulo 0 esta satis-
feita numa vizinhanga de (x¢,£°), pois foram tomados arbitrarios. U-
sando a proposigao-0.1, concluimos que a ordem do zero nao muda se mul
tiplicarmos p por uma fungao q # 0. Tomando q igual a fungao cons

tante z, (|z|#0) fica verificada a condigao (1.1) (c.q.d.).

Consideremos o operador diferencial parcial, de ordem dois,
no R®, cujo simbolo principal é dado por:
p(x,8) = £2 + £3- £+ 1 (£2-0(x%)E,) 2,
onde ¢(t) € uma fungao analitica sobre a reta real, a valores reais,

3

nao constante, tal que |¢(t)| < 1 para todo t e

X = (XI,XZ,Xa) € Ras E = (gla€2,£3) € R3_

Este operador satisfaz:

i) E de tipo principal

Para mostrar que P(x,D) € de tipo principal basta mostrar
que Re P(x,D) o e.

A(x,D) + i B(x,D) e

De fato, sejam P(x,D)

p(x,E) = A(x,i) + i B(Xag)-
Logo, dgp(x,i) = dgA(x,E) + i ng(x,E). Como Re P(x,D) & de
tipo principal, temos que dgA(x,E) # 0 para todo x € RV e

Y& ¢ RN ] {0}. Portanto dgp(x,i) #0 ¥ xe¢ RN

e ¥V EeR,y i {0} e
assim P(x,D) € de tipo principal.
No nosso caso,
Re p(x,E) = €2 + &2 -5 e
deRe p(x,8)=(281,282,-283) #0, ¥ x e R® e ¥ £ e Ry | {0}
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Portanto nosso operador € de tipo principal em R®,

(i) Nac e elltico em nenhum ponto

P(x,E) = 0 <> 3+ £2 =82 e £ = 0(x*)&s

Tomando &3 = | temos que &; = ¢(x3) e como
120 = [6(x*)| <1, concluimos que &% + ¢2(x®) =1 tem solugdo
g1 = V1-¢*(x?)

Podemos concluir entdo que existe (&;,82,53) #'(0,0,0) que

satisfaz p(x,£) = 0 e portanto nosso operador nao € elitico em ne-

nhum ponto.

(iii) a condicao (1.1)

Pela proposicao 1.l basta verificar a condigao (1.3).

Lema 1.3
Suponhamos que f seja uma fungao analitica real satisfazen
do: f(t) >0, ¥teR, f(tg) =0 e f(t) #0. Entao f tem um ze

ro de ordem par em t = ty.

Prova
Como to € um zero de uma fungao analitica f, podemos es-
crever

f(t) = (t=to)"g(t)

onde g ¢ analfltica e g(te) # 0. Como f(t) 20, m é finitoe g
sendo anal{tica é continua, portanto sinal de g € constante em .uma
- vizinhanga de to, V(to).

ym

Sabemos que f(t) > 0, logo sinal de (t-ty é igual ao si
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nal de g(t) em V|{to}. Portanto m deve ser par pois, se m for im
par, como (t-to)™ & um polindmio, mudaria de sinal em V(to), o que
nos da uma contradicao pois, sinal de (t-to)" & igual ao sinal de g(t)

em V|{to} eeste é constante. (c.q.d.)

Mostremos que Imp(x,&) = (E2-¢(x’)E3)® ndo se anula identi
camente ao longo de qualquer bicaracteristica nula de Re p(x,&). De fa

to, a solugao do sistema

x! =28, 21 =0 x(0) = (xg,x3,x3)
x* =282 , {€2=0 { £(0) = (£1,€3,83) = E"# 0
[ %3 =-2&, £y =0
é dado por
£1(t) = &} x'(t) = 2% + x}
£2(t) = &) e x?(t) = 283t + x2
£3(t) = &) x¥(t) = -28%t + x?

Entdo, Rep(x(t),&(t)) =g2(t) + £2(t) - £2(¢) = (g})? +
(E9)% - (E? e Rep(x(t), (£)) =0 <=(£%)?% + (£3)* = (£))*. Logo

+

a bicaracteristica nula de Re p(x,£) € dada por

x!(t) = x§ + 2&t
x2(t) = x§ + 283t
x3(t) = x5 - 283t
E(t) = €% 0 com (ED)2 + (83)% = (€3)*

Assim, Imp(x(t),&(t)) = (E2(t) - ¢ (x3(t))&s(t))2 =

(&2 - ¢ (x3-2£3t)£3)%. Portanto, Imp (x(t),E(t)) = 0 <=

= g3 = ¢(x*(£))E) <= ¢(x*(t)) = ES/ES (E # 0, pois se £ =0 =
= £% = 0 contradigio) ou seja, ¢ seria constante no intervalo de
existéncia da solugao do sistema (1), o que nos da uma contradicao,
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pois como ¢ € analltica (real) e nao constante temos que ¢ nao &
constante em qualquer intervalo.
| Usando o lema 1.3 concluimos que a fungao Imp(x,&) restrita
3 bicaracter{stica nula de Re p(x,£) tem um zero de ordem par e por-
tanto a condigao (1.3) esta verificada.

Usando o Teorema 1.1 podemos concluir que o operador P(x,D)’
¢ analitico-hipoel.ltico no R®.

Concluimos esse capitulo fazendo as seguintes observagoes:

Em J.Barros Neto |_3] encontramos o seguinte

TEOREMA 1.3

Todo operador diferencial P(D) com coeficientes constantes

¢ analitico~hipoelftico se, e somente se, P(D) € elftico.

Para operadores com coeficientes variaveis, em Avner Fried-

man ES], encontramos o

TEOREMA 1.4
Seja P(x,D) um operador diferencial elitico em Q com co

eficientes analiticos em Q. Entao P € analftico-hipoelitico em Q.

A reciproca deste Teorema nao vale como mostra o exemplo vis
to acima. Observamos ainda que, no exemplo, alem do operador ser ana-
1Ttico-hipoel{tico,ele é de tipo principal e mesmo assim nao e eliti-

co em nenhum ponto.
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CAPTTULO 2
LOCAL1ZAGAO E CONSTRUGAO FORMAL DE UMA PARAMETR]Z

§ 1 - Localizagao:

Como a propriedade a ser provada e puramente local, podemos
trabalhar na vizinhanca de um ponto arbitrario de £, o qual podemos
tomar como sendo a origem em RN. Por razoes de conveniéncia, as quais

1 N)

logo se tornaram claras, chamamos vy = (y!,...,y o ponto variavel
em RN, n = (nl,...nN) o ponto varjavel no dual, Ry

Suponhamos que N > 1 e escrevemos n= N-1. Denotamos por
p(y,7) o simboio principal do operador diferencial P em estudo; ele &
um polinomio homogéneo de grau m (m e a ordem do operador P) com re
lagcao a n, com coeficientes que sao funcoes analfiticas de y na vizi-
nhanca aberta ! da origem.

Denotamos por S a esfera unitaria |n| =1 de Ry e por
V® a subvariedade algébrica de S definida pela equagao p(0,n) = 0,

isto €,

vl = {ne s, + p(0,n) = 0}

Lema 2.1.0

Seja fic xC > C uma funcao holomorfa de
(z.,w) = (21,...,2M,W) em uma vizinhanga de um ponto (zg,wo) em CMXC
tal que f(%g,wo) =0, e %£010,w0):% 0.

Entao podemos escrever f de uma unica forma

flz,w) = qz,w).w-A(Z)) em U xV
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onde q e A sao fungoes holomorfas de seus argumentos com a proprie
dade adicional que q nao se anula em U xV e onde ‘U & uma vizi-

nhanca de 2z, em CM e V € uma vizinhanca de wq em C.

Prova

Como f €& holomorfa em uma vizinhanga de (Zo,wo),f (Zo,wp)=0

Q)Q)
-

e ==(zo,wo) # 0 pelo Teorema das Fungdes Implicitas - versao holomor
fa (ver capfltulo 0) existem vizinhancas Ui e V, com zg £ U CTCM

e wog eV, CC e existe A: U, »V, holomorfa tal que
f(z,A(2)) =0, ¥ z el

Definamos,
[0,1] > C por:
al(t) = fz,twr(1-t)A(2)).
Assim, o € analitica real e satisfaz:

a(0) =0, af(l) = f(z,w)

1
e a(l) - a(0) = f a'(t)dt

N

Logo,

1
f(z,w) = j: a'(t)dt = Jo %é-(z,tw+(l-t)k(z)° (w-A(z))dt =

{1

= (w- X(z) J
0

Q)

(z,twt (1-t)A(z))dt

5_
Definindo q(z,w) = ( 5%-(2,tw+(l-t)k(2))dt
0

temos que f(z,w) = qz,w).(w=A(z)) em U; x V.
Pela proposigcao B.7 temos que q € uma fungao holomorfa em

U; x V7. (Ver apéndice-B).




Observemos que,

%% (i,W)=*%%'(Z,w).(w-k(z)) + q(z,w) e portanto,
of

A (Z-O’WO) = Q(iO:WO) £ 0.

Como q € continua existem U e VV vizinhangas abertas de

zy e wq respectivamente tal que q # 0 em U x V. (c.q.d.)

Seja n® um ponto arbitrario de V°. Como P € de tipo

principal existe um indice j, 1 < j <N, tal que %%4 (0,ne) # O. A
J

lem disso p € holomorfa em uma vizinhanga de (0,n0).

(J)

Definindo, n = (nl,...,n._l,n

J
,ng) =0, %%—(0, ngJ),nj) # 0 e usando o lema 2.1.0 podemos
; .

escrever p de uma unica forma:

j+1""’nN) temos que,

P(O,T)o(j)

(2.1.0)  ply,n) = q(y,n).(nj-k(y,n(j))) em N x M?

onde q e A sao fungoes holomorfas de seus argumentos com a proprie
dade adicional que q nao se anula em N x M’ e onde N €& uma vizi-
nhanga da origem em cN e M° € uma vizinhanga de n' em CN.

Pela parte da unicidade do lema 2.1.0 podemos tomar q(y,n) e

A(y,n(j)) como sendo fungoes homogeneas com relacao a n, de grau
m-1 e 1 respectivamente, em seu dominio de definigao.

Podemos supor (diminuindo M° se necessario) que o cone ge
rado por M’ € o mesmo que o cone gerado por M°N SE e que a ori-
gem nao pertence a M°, onde Sg e a esfera unitaria de Cy

Um cone em C, e um subconjunto A tal que pz € A para
todko z e A e todo p > 0.
Podemos portanto estender as definigoes de q e A por homo

geneidade (dos graus acima) com relacao a n no cone aberto FC(: CN
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gerado por M%. Denotaremos por I' a parte real de FC, I'= RN N FC,
e por I'(r'c) a n(J) - projecgao de I (r¢). Notemos que, para alguma

constante c¢ > 0, depois de diminuida a vizinhanga N, temos:

(2.1.1) lqly,n)| > c}n]m-l para todo y ¢ N, n e IC

E possfvel cobrir VY com um nimero finito de vizfnhangas
como M°. Observamos, entretanto, que o {ndice j em (2.1.0) depende
do ponto n°, e pode portanto variar de uma dessas vizinhangas para ou
tra. Denotamos por T?, i =1,...,1 os cones que essas vizinhangas ge
ram em CN.

Introduzimos um outro cone aberto F% cC tal que o seguin

N
te € verdade:
(2.1.2) ply,n)] >« lnlm para todo y € N, n € F% (possivelmente

depois de diminuido N) e

(2.1.3) Ty, Ty, ..., T cobrem Ry [{0}.
Introduzimos uma partigao da unidade, go, g1, ..., gy, subor
dinada a essa cobertura:
g; € C (R [{0}], 0<g; <1, supp g €T, 1=0,7,...,1
e gu+gr+ ... +g; =1 em RNI{O} (Ver proposicao 0.2-Capitulo 0).
")

Definimos um operador gj(D): C:(RN) > ¢(R por:

g; (P)uly) = (2m) N fei<y’”>gj (nd(n)dn, ue TR

onde <y,n> = y'n; + ... + yNnN e U denota a transformada de Fou

rier de u.

w0
—
o
o
~
=
—
~
~
[}

I
Observamos que (.Z u(y)

De fato,
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(g, )uy)) =1

g.(D))uly) = iL j

(s, m ™oV g manlen

J

N —
il o~

] 1

= (ZW)-NJei<y’n>(jilgj(n))G(n)dn = (Zw)_Nfei<y’n>G(n)dn = ul(y)

Proposicao 2.1.0

Seja gj(D) o operador definido por

gj(D)u(y) = (Zﬂ)'Nfei<y’n>gj(n)G(n)dn-

Entao gj(D) aplica C:(Q) em C (Q) e além disso, aplica

EC(R) em D'(Q).

Prova

Em primeiro lugar, mostremos que gj(D)u(y) esta bem definj
do se u ¢ C:(Q). De fato, como u € C:(Q) para todo inteiro M > 0
podemos encontrar uma constante C tal que
[in)| < ¢ (l+lnl)_M, ¥ on e R,

(Ver capitulo 0, Teorema de Paley-Wiener-Schwartz)

Assim,

9, 0)uly)] < <zn)‘Nj1a<n>|dn s(zn>'“cj<1+in;>‘(”+l)dn < 4o

e portanto gj(D)u(y) esta bem definida.
Mostremos agora que gj(D) aplica C:(Q) em C(Q).
- i<y,n> -
laigj(D)U(y)I < (2m) leaie‘ adl gj(n)u(n)ldn <

< (ZW)-NJInaIlG(n)Idn < (Zﬂ)-NJ(1+an)]aiiﬁ(n)jdn

-

Tomando M > |a| + n+ |, a dltima integral € convergente e

portanto gj(D) aplica C:(Q) em Cm(Q).
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trar que

Para moestrar que 'gj(D) aplica E'(Q) em D'(R) basta mos-
tgj(D), transposto de gj(D), aplica C:(Q) em C (R).

Calculemos tg.(D):

J 5101t ¥ (nigy = <to 0102 = <o, 0% -
ot (55 1) (y)ay = @™ot e a0 Pnan oy -

ei<y-z’n>9j(n)¢(y)w(2)dz dn dy =

i

(Zn)'NJJIei<y’Z’”>gJ(n)¢(y)w(z) dy dz dn
JJJei<?-2’n>9 (-n)¢ (2)¥(y)dz dy dn
i

(2m) "N J e Y2y (an)o@)¥(y) dz dn dy, ¥ ¢, ¥ e Co®)

-
o]
Vo]
o
[{a}
—
(o]
-
—_
~<
~—
]

(2n)'NJJ i<yz,n>g g (-m)¢(z) de dn =

(ZW)-NJei<Y’”>gj(-n)$(n) d

A demonstragao de que tgJ.(D) aplica C:(Q) em C(Q)

(O

analoga a anterior. (c.q.d.)

Observamos ainda que vale a seguinte

Proposicao 2.1.1

0 operador,

gi(D)u(y) = (Zn)-NJJei<Y-Y1:n>gi(n)rU(Yl)dYIdn,

aplica continuamente C:(RN ) em Cw(RN)
Y1 Y
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Prova

£ suficiente mostrar que para todo compacto L‘C:Rs1 a apli

~ N
cagao g,:

1 tal que

(D): C:(RN ,L) » Cm(RN) e continua. Seja o € N
Y, Y
jaf < m.

|35 9, ®)u(y)] =(zn)“N|jJ(a§1 'YV g (n)uly:)dy,dn]

=N, f - o =n-1
= (2m) “l}j(agl e YY) (14]n]2) ™ g, ()uly:) 1+[n]*) " dyidn]

Y Ty - -n-
(2m) “IJJ[KI-AYI)“*Iail e YU g (Mu(y) (1#]n[H) " dyy dn|

(zﬂ)-NIJJei<Y'Y1,n> gi(n)[I]_AYI)n+1agl U(Yx)](]+|nlz)-n-ldy1dnl

2y [ 08y )™ 85,0ty ] 041019 ™" ey, an <

INA

< C. sup [851 uly1)|, onde m' =m + 2(n+l)

Seja K um subconjunto compacto de Rs, entao

sup [aa g. (D)uly)] < C sup |3B ulyy) | (c.q.d.)
y “i Yi

yeK yieL

o] <m |B]<m

Observagao
0 mergulho Cw(Rs) > D'(Rs) e continuo e portanto a apli-
cagao
. kRN vrNy 2 ¢
gi(D). CC(RYl) +D (Ry) e continua.
Pelo Teorema dos Nucleos de Schwartz, a esse operador corres
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ponde um nucleo-distribuigao, que denotaremos por (gi(D)G)(y-yl), da
do por:

(8, (028) ty=ys) = (2m ™Mje! Y1 g () an

Como ja vimos, iél gi(D) = | onde | e o operador identida
de, entao

L, (8, 0)8) (yy2) = 8ly=y1)

Nosso objetivo € construir, para cada i, um nﬁcleo-distribui

cao Ki(y,yl) tal que

(2.1.8)  Py,D )K; (ysy2) = (g;(D)8) (y=y1) + R;(y.y1)

onde K, e R, tem as propriedade a), b) e c) afirmadas para K e

R no capitulo 1. Entao tomando
|<=i§1 i » R= I R;

obtemos que

P(Y9Dy)K(Y>Y1) = §(y-y1) + R(y,y1) onde

Ke R possuem as propriedades a), b) e c).

Nas proximas discussoes fixaremos o fndice i. Quando i =0
o operador P ¢ elitico, que € justificado pela propriedade (2.1.2),
e tem uma parametriz satisfazendo as condigoes a),b) e c) (Ver [14]).

Assim, trabaiharemos com o caso i > 0, que sera referido co
mo situagao nao elfltica.

Abandonaremos o indice | e escreveremos FC, r, r‘, g,k, R

- (o4 .
ao fnvés de Iy Ths F;, g;» K;» Ry, respectivamente.

Caso nao elftico: (i > 0)

Neste caso assumimos que uma fatoragao do tipo (2.1.0) € ver
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dadeira. Valendo-nos do fato que agora o indice | esta fixo, renume-
ramos as coordenadas a fim de que o fndice j em (2.1.0) seja N e
colocamos n' =(n1,...,nn) lembrando que n = N-1. Assim,
(2.1.5)  ply,) =aqly,n) (2ly.n')), yeN, nelf
Definamos,
aly,n') = Rer(y,n'), bly,n*) = im A(y,n'),
W uma vizinhanga aberta da origem em RN com fecho compacto, conti

da em RNF]J% Assim,

qlvin) . ply,n) = (ngmaly,n')) =i bly,n'), yeW, neT

e alem disso, dn(nN~a(y,n')) # 0 em qualquer ponto.

Como ja sabemos que a ordem do zero € invariante se multipli
carmos p por uma fungao f # 0, entao definindo k = sup ko, onde
ke € o inteiro da condigao (1.1) e onde o supremo € tomado sobre to-
dos os pontos de W, podemos afirmar
(2.1.6) A fungao b(y,n') tem somente zeros de ordem par finita me-
nor ou igual a 2k ao longo de cada bicaracteristica nula de nN-a(y,n')

(contida em W x I'). Jbservagao:. k < +x,

Como b e independente de ny Podemos afirmar
(2.1.7)  bly,n') tem somente zeros de ordem par menor ou igual a 2k
ao longo das curvas integrais (contidas em W x I'') do sis

tema diferencial

onde y' = (y ,...,yn)

De fato, as bicaracteristicas de ny - a(ly,n') sao dadas
por solugoes das equagoes a seguir,
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( [

A A C RO RS RENE)
N

dx (s) = 1
ds

dn'(s) _ 2a

ds  9y" (y'(s), -y Yn(s), YN(S)’H'(S))

fﬂﬁffl.— 9a (yl(S),..-,yN(S),n'(S))

\ ds 57“

Como b independe de U podemos desprezar a Gdltima equa-

¢ao a fim de calcular b ao longo das curvas integrais do sistema.

temos

(1)

obtemos

/

Impondo a condicdo que em s = 0, y(0) = yo, n'(0) =n°', ob

dy'(s) _ _ ; N |
_iagi_ - gradn,a(y (s),y (s),n'(s))

yN(s) =s+c onde c = y§

dn' (s)

E grad, aly' ()" (s) 0" (5))

Definindo,

Xj (t) = Yj(t‘C), 1 i .3 E n
Ej(t) = nj(t-C), l<i<n
XN(t) =t , onde t =5+ ¢,
dx;(t)  dy; ds  dy,(s) 3
Ty oy 8s e _dypisl o da . . _
rranil e (t-c).qp = __ég_— = gﬁj (y'(s),stc,n'(s)) =
= -8 (' (t),t,E' (1))
agj 15
Analogamente,
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dep(e) gij (x' (£),t,£' (£))

N
Observamos que para t =c¢ =y, temos,

xJ-(C)=yJ.(,0)=yo » 1<j<n
gjlc) =n; (0 =ni, 1<j<n
AR

Assim, calcular b ao longo do sistema (|) € o mesmo que

calcular b ao longo do sistema

(dxéit) = - gradg,alx'(£),6,8" (t))
(de' (8) _ . :
(1) T = gradx,a(x (t),t,8'(t))
N
| X (t) =t (c.q.d.)
Observemos que dado uma condigao inicial, a fungdo b nao

muda de sinal ao longo da curva integral, do sistema dado em (2.1.7),

que passa por essa condigao inicial.

Lema 2.1.1

A funcao b(y,n') nao muda de sinal em qualquer componente

conexa de W x I'',

Prova
Sejam, B; uma bola fechada contendo a origem tal que

BiC W e B, uma bola fechada de centro np tal que B, c T'.
Assim, K = By x B, €& uma vizinhan¢a compacta de (o,n° ") ,co

nexa e conexa por caminho. Mostremos que b nao muda de sinal em K.
Suponhamos que existam (y;,n'') e (yz,n%') € K tais que
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b(yi,n*') <0 e b(y,,m?') > 0. Como K é conexo por caminho, exis-
te um caminho ligando esses dois pontos. Seja f:[p,l] + K continua
tal que f(0) = (y;,n*') e f(1) = (y2,n*') e portanto b(f(0)) < 0
e b(f(1)) > 0.

Para cada to € [b,l], denotamos por y(to)(t) a curva inte
gral do sistema diferencial dado em (2.1.7) que passa por f(ty), por
r; os pontos do intervalo [b,l] tais que bIY(ri)(t) <0 e por s;
os pontos do intervalo B)J] tais que bly(si)(t) > 0. Entao r; =0 e
sy = 1.

Tomaremos o ponto médio entre o maior r e o menor s. Seja
YQ%)(t) a curva integral que passa por f(%). Entao. b'y(%)(t) >0
ou < 0 e nao se anula identicamente. Suponhamos que exista um ponto

sobre Y(%)(t) tal que b nesse ponto seja maior do que zero, - entao

1 . ] r
= - - ] -
tomamos Sg2 5 (Se b'y(;)(t) < 0 terifamos r» 7 trabalharia
mos com o intervalo E%,l]).

Agora, tomamos o ponto medio entre r; e s, isto €, o ponto

| . ]
T+ Suponhamos que bly(i)(t) < 0 ou seja, tomamos rp = T

%

Prosseguindo com esse raciocinio encontraremos duas sequen-
cia: (ry) e (sy) tais que

ry < rp < ... < < ... <

™n

e aleém disso, |sp=rp] < E#:T (h=1,2,3, ...)

Assim,
. . . . 1 _
so = ro = limsy =~ limr = lim (sy=rp) < lim ——= =10
n->oo n-- N> noe 2
e portanto, so = rg onde lim S, = so e lim £y = To
n->co n-»o

Sejam, (w-(n),wy(n)) o intervalo maximal de existéncia de
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y(r) (), y(ro) (t) a curva integral que passa por f(rg) e a,b] con
tido no intervalo maximal de existéncia de +vy(ro) (t).

Sabemos que f(rn) converge para f(ro) pois, r, converge
para ro e f € continua. Entao para n suficientemente grande,
y(r ) (t) esta definida em @,b, e Y(ry) (t) converge uniformemen-
te para vy(ro)(t) em [a,b]. Como blY(rn)(t) < 0 temos que
) <0 para te l_'é,b].

TR

Analogamente, b| v(ro) (t) >0 para t ¢ Eé,b]. Logo,conclui

o

- - . o~ N
, 0 que nos da uma contradigao pois,

(
mos que bl =0 em ré,b
y(ro) (t) =
se b(f(rg)) = 0, existe um arco aberto de v(rg)(t) centrado em fir;)
tal que b restrita a esse arco menos o ponto f(ry) € diferente de
zero pois b € analftica.

Se b(f(ry)) # 0 e como bof ¢é continua, existe uma vizi-

nhanga de ry tal que bof ¢ diferente de zero.

Observagao:

Exlstem mais duas possibilidades na determinagao dos pontos
res:
12) Ocorrer que todos os pontos medios sejam do tipo s, ©u seja que

b > 0. Neste caso, da construcao acima, obtemos
by (sn) (t) = ' ’ s

|
s1 = 1, 52=Es 53='E:---, Sp = —7
e portanto s = converge para zero, enquanto que r = r; = 0 pa
ra n=1,2, ..., o que nos da uma contradigao pois, biY(U)(ﬂfo
e bly(s )(t)go, n=1,2, ..., e além disso y(sn)(t) converge

uni formemente para y(0)(t).
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a \ - - P
2%) Existe apenas um numero finito de pontos r e infinitos pontos s
(o caso, existem finitos pontos s e infinitos pontos r e trata
do de modo analogo).
Seja Cha © altimo ponto r que aparece, entao fazemos
0
r, = fp, Para n > no. Assim, (r,) converge para h, © (sp) conver

ge para r, o que tambem nos da uma contradigao pis,como b

¥ () (€)%
blY(rno)(t) £0 e vy(sy)(t) converge uniformemente para Y(rno)(t)tg

mos que blY( = 0.

"'no)(t)
Concluimos assim que b n3o muda de sinal em K. Chamando de
W o interior de B, e de T' o cone gerado pelo interior de B: te

mos que b nao muda de sinal em W x B} e entdo por homogeneidade ga

rantimos que b nao muda de sinal em W x T''. (c.q.d.)

§ 2 -~ Construcao Formal de uma Parametriz

Assumimos que temos uma fatoragao do tipo (2.1.5) no conjun-

n+1

to WxT&R xR _, onde n=N-1, W € vizinhanga da origem

em Rn+1 e [ € um cone aberto em Rn+1' £ conveniente mudar o nome
-1 N ; n n+1

das coordenadas (yl,...,yN ,y ) para (x',...,x ,t) em R

(”1""’”N-1’”N) para (&1, ...,En,r) em Rn+1 onde denotaremos por

x = (x},...,x") e E= (E1yev.nEp)
Assim,

Q(X,t,E,T) (T-)\(x,t,i))

(2.2.1)  plx,8&T)

quando (x,t) e W e (&,1) € I'. No paragrafo | assumimos que I era
\

uma vizinhanga de um ponto n° tal que p(0,n°) =0, em analogia su

ponhamos que I' € uma vizinhanga de um ponto (£°,7%) <al que
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p(0,0,£°,7Y) = 0 ou seja que t° = A(0,0,8°).

Lembramos que q e A sao fungoes analiticas de todos os
seus argumentos, que q nao se anula em nenhum ponto de W x I, que
q e X sao fungoes positivamente homogenea com relagao a (£,T) (Ade
pende somente de £!) de grau (m-1) e 1, respectivamente.

Seja g qualquer uma das funcgoes gj para j > 0, na parti
¢ao da unidade sobre Rn+1i{0} introduzida no paragrafo 1.

Gostariamos de construir uma ''boa'' aproximagdo K para uma
solucaoc E do problema ‘'operacional't,

P(x,t,Dx,Dt) E = g(Dx’Dt)’
onde g(Dx,Dt) € um operador definido por

(0,3 )ule,t) = (am) T OO g (¢ 1y g myger.

Nossa aproximagao para E sera o operador

Ku(x,t) = (ZW)_n_ljjei(<X’g>+tT)K(x,t,£,¢)g(E,T)G(E,T) d&dT

0 termo 'boa'' aproximagao se tornara claro no final desse
trabalho.

Para descrever em mais detalhes o ''simbolo" K(x,t,&,T), usa
remos a consequéncia de nossa hipotese basica (2.1.7), ou seja, que

b(x,t,&) nao muda de sinal em W x I''. Suponhamos gque,
(2.2.2) b(x,t,&) >0 para (x,t) ¢ W, & el

0 caso onde b(x,t,£) < 0 pode ser tratado de maneira analo
loga.

Seja T um namero maior do que zero (0) (pequeno) escolhido

arbitrariamente e tomamos
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t . 1 - '
K{x,t,&,T) =J- l0 !, E) (e t)k&,mt‘é,ﬂ dt!
~T

onde (x,t) eW e (E,1) €T

Note que,

P(x,t ,Dx,Dt)Ku(x,t) = P(x’t,Dx’Dt) E(z,n,)-n'ljjei (<X,€>+t’f)
K(x,t,€,7)g(&,1)3(E,1)dEdT] =

- 0™ [fe 0,000 TP ke, m]a (e D 6 dee

e para ser igual a

g (D, ,0y)ulx,t) = (ZF)—n—IJJei(<X;E>+tT)9(E,T)G(E,T)dEdT,

devemos ter

tT) i ( <X’€>+tt)

P(x,t,Dx,Dt)[ei(q’g’))ﬁ K(x,t,£,7)]= e

mas

P(xst’Dx,Dt) [:ei (<x,g>+tT)K(x9t,€-,T)] =

- ei(<X’5>+tT)P(x,t,DX+E,Dt+T)K(x,t,£,T)

entao devemos ter
(2.2.3) P(x,t,Dx+£,Dt+T)K(x,t,g,r) ~ 1,
tendo em mente que (£,7T) € supp g e onde ~ significa que
P(x,t,Dx+£,Dt+T)K(x,t,€,T) = 1 modulo simbolo de um operador analiti
co regularizante.
Definamos,
K, (x,t,E,7) = jt 0BG ELE Tt (e e

-T
isto e, Ko(x,t,5,1) = e'TtK(x,t,i,T)-

E facil ver que a condigao (2.2.3) € equivalente a

(2.2.4) Px,t,0, 48,0, ) Ko (x,t,E,7) ~e' "
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Ur calculo direto mostra que

¢ (b itt!
P(X:ts0x+g’ut) Ke = -TP(X’t,Dx"‘E,Dt) (e "k)e dt'
(2.2.5)
« U™ (e,]) j=t, ig+iTt!
y-T jE: IE P (X,t,Dx+€,Dt)Dt. (e k)}tl=t

onde P(O’J)(x,t,Dx,D ) e um operador diferencial cujo simbolo € dado

P03 (,0,8,0) = (2 Plx,tE,0), onde Plx,t,8,0)

e o simbolo do operador diferencial P(x,t,Dx,Dt).

Observacao
Ver prova de (2.2.5) no apendice-A

i¢+iTt‘k)

i . o
Como Di,lxe o' Tt (Dt,+1)J l(e'd’k); em vista de
(2.2.5) tentaremos resolver (2.2.4), resolvendo

(2.2.6) P(x,t,0 +£,0,) (e'?%) -0,

(2.2.7) jglj% P(O’J)(x,t,Dx+g,Dt) (Dt,+r)j—l(ei¢k) - VT

quando t' = t.

Construiremos as fungoes ¢ e k da seguinte maneira: elas
serao fungoes analiticas de (x,t,£,T) em W x T (talvez depois de di-
minuir esse conjunto). Alem disso, ¢ sera positiva homogenea de grau |

com relagao a &, enquanto

00
1 = ]
k(xit’t ,E»T) —j?-;%'l kj(x’t’t ,&,T),

com kj positiva homogenea de grau -j com relagao a (§,7). Podemos
reescrever (2.2.6) na forma

(2.2.8) P(x,t,Dx+£+¢X,Dt+¢t)k ~ 0
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0 termo de mais alto grau de homogeneidade em relagao a

(£,7) presente no lado esquerdo de (2.2.8) € dado por
P Xyt E+¢y,0¢ )k

e sera nulo se exigirmos que p(x,t,£+¢*,¢é) = 0 pois, se exigirmos
que Kkp., =0 obterfamos k =0 .visto que os kj serao determinados
por recorrencia. Como

p (x5 £, E¥snbp) = G0x, t,E+030,0¢) (8. "M (x,t,E40x))
temos que p(x,t,E+dx,dr) = 0 e satjsfeito se
(2.2.9) b = A(x,t,E+¢x),

a qual adicionamos a condigao inicial

(2.2.10) ¢ =0 quando t = t'

Como A e uma fungao analftica de todas as variaveis, exis-
te uma Unica solucao ¢(x,t,t',&) de (2.2.9)-(2.2.10), analitica com
relagao a todas suas variaveis e positiva homogenea de grau 1 com rela
cao a &. (Ver problema de Cauchy-Apéendice A).

Aqui, t e t' permanecem proximos do zero; (x,t) e (x,t') es-
tao proximos da origem e £ esta em uma vizinhanga conica de £°.

De (2.2.10) segue que ¢x € pequeno para t ~t' e entao o
lado direito de (2.2.9) faz sentido.

De fato,

lim ]¢x(x,t,t',£)l = |¢x(x,t',t',£)| =0, pois
t>t!

¢x(xst’t'9€)| = 'aaYCP(x’t‘;t"E) = '387 0=20 (as

t=t'
variaveis sao independentes). Assim ¢, e pequeno quando t ~t'.
Observamos tambem que o fato de & + ¢, estar proximo de p&°

(no dominio complexo) implica que ¢, deve estar proximo de pt° e,
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consequentemente, q(x,t,€+¢x,¢t) esta bem definida.
De fato, como (x,t) ~ (0,0) e & + ¢~ pt? implica que

Mx,t,E4¢ ) = A(0,0,08°) = p A(0,0,8%) = pt°. Mas ¢, = A(x,t,E+,) e

portanto ¢t ~ pTo

Observagao:
o € um niumero positivo. Note que E"#0 pois, como
% = 1(0,0,£°) temos p(0,0,£°,7°) = 0, mas
v
p(0,0,8°,1°) = T 3,(0,0) £°% */
jaf=lat [+
o

m
ese £°=20 temos p(0,0,0,7°) = ™a(o,.,.,0,m)(0,0)=0 =>1° = 0,

o que nos da uma contradigao pois (£%,1°) # (0,0).
Afirmamos que o termo de grau -v < 0 no lado esquedo de
(2.2.8) tem a forma

Pg (x’t’€+¢xi¢t)DXJ km

v 1 PT(x’t’£+¢X’¢t)Dtk
J

-l4 m=1+V
(2.2.11)
+C(x,t,t',E)k

# VB Y (x,t,0,E,0.,0, )k
M=lty i TV T TP T M 4y

onde C e os coeficientes dos operadores diferenciais agl sao fun-
¢oes analiticas de x,t,t' (proximos da origem) e de & (no cone aber
to I'). Todos esses coeficientes sao homogeneos com relagao a &; o
grau de homogeneidade de C e m-1, e dos coeficientes de 53| e

m=1=V#0'.

Observagao:

Ver prova dessa afirmagao no apendice-A.
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Como p(x,t,E,7) = q(x,t,&,7) (t-A(x,t,E)), afirmamos que

Pg‘(x’t;£+¢x:¢t) = ’Q(X’t£+¢k’¢f)lz_(x’tﬁg+¢x) e
J J

PT(x,t,§+¢*,¢t) = q(x,t,E+d5,0p) .

De fato,
5= POEET) = 5200 HET) (A0, 6,8) + a6 t,E,T) (- 52 Ak, t,8)
J J J
Portanto,
ng(x,t,£+¢x,¢f) = QEJ(X.t,€+¢k:¢f)(¢f‘l(x,t,g+¢x)+

+

qlx,t,E45,08) (A (x,t,8+4;)) =
]

'Q(X,t,§+¢k,¢é)lg.(X,t;g+¢§)
J
Analogamente prova-se que pT(x,t,£+¢x,¢t) = q(x,t,6+0,,0¢) .

Definamos,

A,

j Aj(x,t,tlvg)

xgj(x:t9£+¢k)’ (j=]’2’--~’n)

Ao Ao(X,t,t',g) C(x’t’tl’g)/Q(x’t»£+¢X’¢t)’

V! WL 1

QV = Qv (X,t,t',@,D;,Dé) = Q(X,t,5+¢k,¢g)- agtx,t.t'.E,DQ,Dg)

Observamos que, como C tem grau m-1 e q tem grau m-l

entao A, iem grau zero, como A tem grau |, Ag tem grau zero e

) ~\ !
portanto Aj tem grau zero e como os coeficientes de Q: tem grau

~ - v
m=-1-v+v' entao os coeficientes de Qv tem grau N'-N.

Usando (2.2.11) e considerando (2.2.6) obtemos

+Ag k + vil QX‘

(2.2.12) Dk 7 AJD i m=1+hy Tv1Zo

t m=14+V = xJ km--1+\) m=1+v' -

e quando, V = 0, nao existe sama em v'.
. As equagoes (2.2.12) nao sao suficientes para determinar os

kj completamente. Para fazer isso devemos adicionar condigoes quando
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t = t'. Essas serdo derivadas de (2.2.7). Em (2.2.7) também identifica
mos os termos com o mesmo grau de homogeneidade com relagao a (£,T)nos

dois lades. Obteremos ejuagoes do tipo:

m : j-
L e YU O CRIRTRRON

t=t' km-1¥v

v,(X,t,t',g,T)/ = 8-\-)’

m=1+ t=t'

onde € =1 se v=20, €. =0 se y >0.
Notemos que, quando t =t', ¢ =10 e ¢t, = -¢t =

= =x(x,t',E). Também, por (2.2.1) p(x,t,&,A(x,t,&)) =0

Proposicao 2.2.1

0s coeficientes de km-1+v em (2.2.13), ou seja,
T —L-p(°’j)(x t,E+0, 0y ) (¢ +T)j-1/
j2r j! A XYy t!

e R ORINR

et e igual a

Prova
2o f e )
Quando, k =0, (g% k(T-A) = 1=\
k=1, (g’{)k(r-x) =1
= 20y ()N = 0,
entao,



Portanto,

J >
o 00 J>(x,t,£+¢_x,¢t)/t=t. “ T Q%5 t B+, 0e) (04 A (X, taE¥) )/ o +

j-1 5=t

T qxst,&+0u,00 )/ (1 = jarj'l qlx,t',E,A(x,t",E))

+ ]

L (0,]) o1 . .
e TP (65840, 504 ) /o 4 G0yt ad qx,t',E,x(x,t",8))

Logo,

m H $ -
£ e e m, 000 e T

i-1 jm1

M 1 )
= 3o B2 a6 ELEAGELE)) (At E)) T =

]_ (_?_)jq‘(xﬂ:"g’)\(x’tl’&)) (T"X(X,t',g))j = Q(X,t',E,T)
j! ot

(desenvolvimento de Taylor, de q em T, em torno do ponto

A(x,t',8)). (c.q.d)

Dividindo ambos os membros de (2.2.13) por q(x,t',£,T) e de

finindo
R:'= -q(x,t',&,T)—lﬁz', obtemos para v = 0,
(2.2.14)0 Kiey = /T qlx,t',£,T) " quando t = t'
para v > 0,
(2.2.14)% km_1+v(x,t',t',£,r)=
N=1

- |
=% R: (x,t',E,T,Dx,Dt,Dt-)k (x’t’tl’gaT)/

m-1+N" t=t'
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(2.2.14)
K (x,t',t",8,1) =

m=1+V

- Vgl !
5 Y
RV (X:t's s sD_»D
N )k t,t!
y t ’€3T)/

v'=0

D X
t, !
+ t_tl

- 52 -



CAPTTULO 3 - ESTIMATIVAS PARA AS SOLUGOES DAS EQUAGOES DE TRANSPORTE

A fatoragao (2.2.1) foi obtida aplicando o Teorema das Fun-
[{0}) -

No sentido de fungoes analiticas no dominio complexo. Podemos portanto

- _ 1
¢Ges Implicitas no ponto (0,0,£°,7°) pertencente a R"T X(R 4

supor que W = Rn+1/1 wc, onde wc é uma vizinhanga aberta da origem

em ¢™ e T éa parte real de um cone i’ em Cray

No que segue vamos supor que (£,T) permanece fora de . uma
esfera de raio maior do que zero, por exemplo de raio 1/2. E convenien
te tomar o '‘ponto de referéncia" (£°,1%) pertencente a esfera unita-
ria, e ja observamos que |E°| # 0. Colocando p = (|€]2%+|T|%)*/2, po

demos supor que o cone TI'C & da forma:

(£,7) € T° se |E-pE%|% + |1-p1®|? < e%p?,
onde € > 0 €& pequeno. Na verdade, escolhendo € < |£°|; tomando

y= |g°] - e (>0) temos, no cone FC,

(3.0) lg] > p(]E°|-]p 7 E-E"]) > yp

Em particular, |&| > % Y se p > % .

Consideremos agora as equagoes (2.2.9) e (2.2.10) ou seja,

©-
ot
|

= >\(X9t9€+¢x) -

-
[

0 quando t = t'

Ja sabemos que existe ¢(x,t,t',E) analitica em uma vizi-
nhanga V de (0,0,0,£°) satisfazendo (l). Seja
V=W x (=to,te) X My

Entdo ¢ pode ser estendida como uma fungao holomorfa em
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WS x {t':]t'] < to} x M$, onde WE € uma vizinhanga aberta de W; em

Cn+1, ME e uma vizinhanga aberta de M; em Cn e to podemos supor
diminuido se for necessario.

Continuaremos a denotar por ¢ a nova fungao. Usando a homo

geneidade de ¢ com relagao a £ podemos estende-la ao cone ec, gera

¢ TT

do por ME. Diminuindo wC e € tais que, WCC W e - ec pode~

mos afirmar que ¢ € continua de (x,t,t',£) no conjunto,

(3.1) (x,t) € wWC, [t'] < to, ger®, £] >0

e holomorfa no interior desse conjunto.

Lembrando que ¢ €& homogenea de grau | com relagao a &, &
facil ver gue o conjunto dos pontos (x,t,t') onde ¢ €& holomorga e
limitada € independente de £.

A propriedade acima de ¢ & refletida em propriedades anélg
gas de todos os coeficientes da equagao (2.2.12), isto e, todos os coe
ficientes sao fungoes continuas em (3.1) e holomorfas no interior des
se conjunto, depois de diminuido WC, to e FC.

Uma propriedade analoga pode ser obtida para os coeficientes
da condigao inicial (Z.Z.IQ)v, v=20,1, ..., exceto que a variavel
T intervem tambem. Aqui, temos que q(x,t',E,T)-1 e os outros coefici

entes em (2.2.lh)v sao holomorfos e limitados em

3.2) (ot W, o] <o, (€0 T8, JE]2 4 |12 >

depois de diminuido WC, ty e Fc.

Realizaremos agora uma mudanga das variaveis (x,t), cujo uni
co objetivo € simplificar.

Introduzimos n fungoes holomorfas FJ, j=1,...,n, defi-
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nidas pelo problema do valor inicial:

;s
J
n .
g AJFY, L FT e E) = 0,
FJ/t=t|=2J: J.=‘: eeey N
onde z = (z ,...,2n) percorre uma vizinhanga da origem em ch
Fazemos a seguinte mudanga de variaveis:
(3~3) XJ = FJ(E’tstlag)p _j =1,...,n,
deixando t, t' e £ fixos.
Observamos que € uma boa mudanga de variaveis pois em t = t'
o jacobiano € igual a identidade e por continuidade existe uma vizi-

nhanca onde ele e diferente de zero.

Lema 3.1

Nas novas variaveis (z,t) o operador

torna-se simplesmente D_.

Prova
Seja,

G(i,t)tl ’g)

G(2Y, ...,z bt L E)=(F (3,t,t ' 5E) , .o o F (3,6, ,E) ,t,t'E)=

(G',...,G6,G

n+2 3 ) N
’G ’Gn+ )=(X 2o sX ’t:t|,€) =

(x,t,t',&)

Entdo, u(x,t,t',&) = (uWoGoG ') (x,t,t',E) =
=(UOG) (2’t9tl:€)

e portanto,
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Pu(x,t,t

= Dtthm

o |

7

+ Eﬁi(G(z

at!

L
_l.—-
-
13

l:E) = P(UOG) (Z’t’tl:g) =

_.l,_.

6) (z,t,t',&)] = -g% | (uod) (z,t,t4,8)] =

n4+1
3u

J . du \ 7y 9G ,
- !_E'él _— G(Z’t,tl’g))—a_g_- (Z’t’t ,g) t B—t— (G('Z’t,t 'E;))-.a\‘t——-(z,t’t £)+

ax? ot

n+2 n+3 ' _
B (z,t,t,0)+2% (6 (2, 1,01 ,6)) 28— (2o tht 8 ] =

ot g ‘ot

ytat',E))

) _’a_li (z,t,t',8) + Gl (x,t,t',E)] =
1 axJ 3t ot

AR, LFT et LE) -aij(x,t,t', £)] =

t j=1 7 ax
__li- E-ai (X,t,t',g) - g A (xl’ -:xn’tttl’g)a_u-(xst,tlsg)] =
at =1 J 3x7

n

= (l-ii =L A.(x,t,t',E) l-—af) u(x,t,t',g) =
i ot J=1 | axJ

n . . (
= (Dt j§1 Aj DXJ)u(x,t,t LE) c.q.d.)

Usando o lema (3.1) as equagoes (2.2.12) podem ser reescri-
tas como

Vi1 AV
(3.4) (Dt+A°)km-1+v - w§=° Q, k-1t
~nylt

Os coeficientes dos operadores diferenciais Qv, bem como
Ry, sao fungoes de z,t,t',§, que podemos supor serem limitadas e ho
lomorfas no conjunto aberto:

~C \ C
(3.5) (z,t) e W, [t <te, EeTI', [E] >po (po>0)
onde W & uma vizinhanga aberta (suficientemente pequena) da origem
- l ~ -~

em ¢™1. Note tambem que Qv sao operadores diferenciais com relagao
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a zet,eque, para v,v' dados, seus coeficientes sao homogéneos de

~ !
grau v'-v com relagao a §£.

Uma transformagao ‘analoga € realizada sobre as condigoes i-

niciais (2.2.14), da qual obtemos:

(3.6) ¢ K-y = a q(z,t:',«E,T)-1 quando t = t',
R -3 B = .
(3'6)U km-1+v = wlzo Rv km-1+v' quande t =t', w > 0.

Aqui Rv € um operador diferencial em z,t,t' com coefi-
cientes homogeneos de grau v's\y com relagao a (£,T), holomorfos e
limitados com relagao a todos os argumentos no conjunto:

(3.7) (z,6) € W, fet| < to, (5,0 erC,  [E]%]t|Z>

Observagao
Para nao haver acumulo de notagao, continuamos denotando as
novas fungoes com as mesmas letras k, q.

Definindo,

”~ - t -

AOO = ACO(Zst,tlsg) = j AO(Z:S"tI’E)dS:
1

t

Wy = kj exp.{/~T Bgo}, j #m-l,m, ...,

iy = iRoo 20" _=iAogo

Mu v e Qv e e
-y iAgoaV' ey

WV = AR iAgo

podemos reescrever (3.4) como,
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voog ~
B8 Mgy ® E Mg V= 0L

e (3'6)v’ para V > 0, como

(3.9) wm-1+v = 221 N“wm~1+v_£, quando t = t' e a equagao (3.6)
torna-se
(3.10) W, = /=T q(z,t",£,1) ", quando t = t'

Prova de (3.8), (3.9)v (v>0) e (3.10)

(3.8):

(Dt+A°)km-1+v = Dtkm-1+\) * A° km-1+\) =

- Dt(wm-1+\) -iAOO) * A ( m-1+ve-iﬂoo) =

= (0, Wm-1+\))e—”§00 * Wm-1+\)('i_(_l A )e-iﬂoo) * Rowm-1+v e-iﬂoo
= eni;00 Dt wm-1+\)

z%:oazl m-1+V' :?;O(e_iﬂ°°m 'V'eiKOO) (wm_1+v'e‘3500) -

oA _ -~ o AL UTT ey
_ \)ile IAOOD\) \)‘(eIAOOW e IAoo)] = e iAo 5 M\) \)w

v'Z0 m=1+y' 10 m=1+y'
Fazendo v=-v' = & temos,
AVECD]
BRI E oY
v'£° M wm-1+w' B 2§1 . wm-1+N-JL ©

portanto (3.4) pode ser escrito como
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\Y
X MQW

= Vo=
thm-1+l\) ,Q,:l mq1+}\)—2” 0,],-..
o que prova (3.8).
De maneira analoga mostra~se que (3-9)v’ para Vv > 0 e

(3.10) sao verdadeiras (c.q.d)

Quando vy = 0, obtemos:

= /:T.q(z’t':E:T)-l

cuja solugao € dada por:

-1
wm_l(z’t’t|>£aT)=/:T Q(Z’tl,g’T)

Por iteragao e integrando, obtemos as solugoes W14, PATa

£ importante notar que Ay e Ao sdo ambas homogéneas de
grau zero com relagao a &, e sao holomorfas (e limitadas) com rela-
¢ao a z,t,t',£ no conjunto aberto (3.5). Que Aoo e hdlomorfa (Ver
Apendice B).

Necessitamos algumas observagoes sobre os operadores diferen
ciais MQ e Nl. Sabemos de (2.2.11) que ixl € o termo homogéneo de
grau m-1=v+v', em P(x’t’Dx+€+¢x’Dt+¢f)’ com relagao a &. Assim, soO

Q?, o que justifica a nota-

i

depende do ndmero v-v', isto €, J}83%0

|
=i

~ V=N - ' .
gao M . Alem disso, sabemos que v-v' deve ser menor ou igual a
. | P A V=t
m-1 pois se V-v' > m-~1l, Qv = 0 e portanto M Z U e a ordem
desses operadores deve ser menor ou igual a w-v'+l (essas observagoes
seguem do apendice-A).
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Resumindo, podemos afirmar (depois de diminuir Qc e tg se

preciso):

(3.11) 0s coeficientes de Ml sao fungoes holomorfas e limitadas
de z,t,t', no conjunto (3.5); a ordem de M* & no maximo & + 1 < m
=0 se &>m~-1.

Em particular, a soma em (3.8) € realizada de & = | ate

2 = inf(v,m=1)

~ L \
Com relacao a N” retornamos para os operadores Rv e para

as equagoes (2.2.7) e (2.2.13). 0 operador RY & construfdo do termo

v

em

1 (0,j) 11
jgl ﬁ' P ? (x’t’Dx+€+¢X’Dt+¢t) (Dt'+T+¢t')

que € homogéneo de grau m-1-v+Y' com relagao a (&,T). Em particular

ele depende somente do valor %-¥', o que justifica a notagao WYV
Podemos afirmar:

(3.12) 0s coeficientes de N* sdo fungoes holomorfas e limitadas

de z,t,t',£,T na intersecgao dos conjuntos (3.5) e (3.7); a ordem de

N“ €& no maximo 2 <m-1 e N 20 se £>m-1.

2>

A soma em (3'9)v ¢ realizada para

2 =1 ate 2 = inf(ym-1).

Observagao

A interseccao dos conjuntos (3.5) e (3.7) € nao vazia pois,

para p > % de (3.0) sabemos que |E] > %’Y e fazendo po = % Yy >0

no conjunto (3.5) vemos que a interseccao € nao vazia.

Nosso objetivo agora € estimar as solugoes wj,j=m-l,m,....
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Usaremos a notagao,

d(z,t~t',t') = (r=]z1]) ... (r=]zq]) (r=]t~t']) (r=]t"])

Se r >0 e suficientemente pequeno, temos:

Lema 3.2.
Para C > 0 suficientemente grande, para todo j=m-l,m,...,

para todo z,t,t', tais que
(3.13) fz;| <r (cicn), [e=t'| <r, Jt'| < r,

e todo (£,1) ¢ Pc, €)% + |1]% > %, temos

318w < I rd(z, e, e0) ™ (g |24 |2) V2

Antes de iniciarmos a prova faremos as seguintes observagoes:

1 - Impomos r > 0 suficientemente pequeno para que o fécho do
polidisco definido por (3.13) em C™*? esteja contido no
conjunto (z,t) € W, |t'| < tq.

2 - W € positiva- homogenea de grau - j com relagao a (£,T).e

portanto, basta mostrar que (3.14) é valida para |£]%+|t|%=],
isto e, que
wyl < I d(z, e, e) ™
3 - Podemos tomar m > | pois, se m =1, o lado direito . de
(3.8) e (3.9)9 sao identicamente nulos (desde que a soma e
realizada para %=1 até £ = inf(y),m-1)). Neste caso as solu
¢oes sao dadas por

W -1 = /-_]_q(z,tl’g’.r)-'l; w

=0 ara vV > 0
m m=1+y P

Para m= 1 temos,
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o y-T \ -1 .
My = WO S STZEEAT Sabemos que q(z,t',£,T) e holo

morfa em
~C : C 2 2 | 1
(z,t) e W, |t'] < to, (E,1) €T, |&|%2+ |t]|%> I
e que o fécho do polidisco (3.13) esta contido no conjunto

-~

(z,t) € WC, |t'] < to; logo |wo| < C, isto &, vale o lema 3.2.

Lema 3.3
A estimativa (3.14) & verdadeira para todo j < J < +» desde

que escolhemos C suficientemente grande e r suficientemente pequeno.

Prova
Consideremos o compacto
K= {(z,t,t',5,7):]z;| < r (<i<n), [e-t'[<r, [t'[<r, [E]% + |T]%=1,
(€,7) € I’}
Como Wj e holomorfa no conjunto,
(2,0 € W, o] <o, (g0 et [g[%[t]®

que contem K entao

]wj] Sty J=h e

no polidisco (3.13) e [g|* + |7|® = 1. Seja L = max {L;}.
Assim,
w.| <L, j=1,...,J
il <ty
para (z,t,t') no polidisco (3.13) e |&|? + |T|? = 1.
)-mJ .!(rn+2)—mJ.

+
Como d(z,t-t',t') < r'"% temos d(z,t=t',t') ">

. A
e portanto j! d(z,t-t',t') m > j! ("™ Seja C > 0 uma constan

i 2
te tal que (™)

- >L para 1 <j <J, logo
M jid(z, -t ,e) ™™ > AT ™™ S L s )|
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ou seja,

IWJI <C Jtd(z,t-t,e) ™ <j<d <4 (c.q.d.)
Em Lars Hormander [91 (pg.117) encontramos os seguintes re-

sul tados

Lema 3.4

Se v é uma fungao analitica de uma variavel complexa 8 quan
do |8| <1, se

vie)| <c( -[e])™@, 8] <1, e v(0) =0,
onde a > 0, segue que

Ive)] <ca (0 -fe))7", o] <1

Lema 3.5
Se v € analftica quando [8] <1 e
lv(e)| < c(i-le ™, o] <1,
onde a > 0, segue que

Iv'(8)| < C.e.(i+a) (1-]06))7@7", o] < 1.

Prova do Lema 3.2

Pelo lema 3.3 ja sabemos que (3.14) e verdadeira para todo
Jj € J < +o, desde que escolhemos C suficientemente grande e r sufi
cientemente pequeno. Suponhamos que J > 2m-1 e provemos que (3.14)
vale para todo | (aumentando C se for necessario).

Seja,



De (3.8) derivamos que,

~2 = 2 - 2
(3.15) Dy, zg )1, onde f* = HE (0 oN")

e portanto W' sdo operadores diférenciais de ordem no maximo &+1 <m
(em z,t e t') cujos coeficientes sao fungoes holomorfas e limitadas de
z,t,t',§,T na interseccao dos conjuntos (3.5) e (3.7) (depois de dimi
nui-los se for necessario).

A prova sera feita por inducao sobre j e assumimos que
(3.14) vale para j-2, 1 <& <m-~-1.

Pela hipotese de indugao sabemos que,

lwj-g | < C(j-2)+1(j-l)! d(z,t-t',t')-m(j-l) _

c0 gyy (o) T 1§Ll>'Tf?'“il ; léﬂl)-m(i'g)

« (1 - Lemttyem(-2) :' y"mj-2)

Aplicando o lema (3.5) varias vezes concluimos que existe

uma constante C; > 0, independente de &,z,t,t',E,T e j tal que

M j- j=mg+1)... (mj-
IMQW._QI < ¢y ¢3 TR (jap) ! (mj-m&+1) (m%.T£+£+li
d(Z,t-t',t')m J £)+£+

Assim,
j m(jete ) 21
]D V | < 1 [C1CJ+1 le (JJ%) e'Qe d(z,t-t',t") -mj m(J A+ m.)_ ( -+ m)
d(z,t_t.’t.)“m£+2+l
-4 & jaal
I dz e, e Moo @F UL e Ut ) U0 T
d(z,t-t',t')-m2+2*1

Como m>1 e & >1 temos 2 + 1 <ml o que implica

mg=2-1 <

d(z,t-t',t") 1, desde que d(z,t-t',t') < 1.
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onde B = 2 (%)2 (jT%) £+J(J 2+‘%) vee (=24 &il)

Observando que,

(JJQ) (J=2+ ]) (et &%l) <j e ! <" (pois, m>1 e %

percorre de 1 ate m-1), entdo

DR 2-1
g (—) =mm1£1 (& <m" JZ Q. () =

=m"j = =m"j.e(C~8)"! (Podemos supor C > &)

. . -
IDthl < CJ+1j! d(z,t=t',t') ™jc, m"e?(C-2)

temos,

N|—'

e se exigirmos que C; m'e2(C-g)”}

l'..j+1'l et oeayMj
[Dtvj[.g 7 J ¢t d(z,t-t',t") (1)

Aplicando o lema (3.4) em (I1); notando que Vj/t=t' =0 de

acordo com (3.9)., o’ obtemos

a7 vl 2 ¢ g a-}fl—d(z,t-t',t')-m']

IN

ecomo j<mj -1 temos,

1
2

. .
¢t diz, et e) ™™

IN

(3.18) |Vj|

Aplicando mais uma vez a indugao sobre j e o lema (3.5) va-
rias vezes concluimos que existe uma constante C, > 0, independente de

L,z,t,t',E,T e j tal que
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[ (G=2)+1 0oy & (mj-m&+1). .. (mj-mi+2)
N liypl < €2 € -2t e ANl

Notemos que £ < m& e que

(mj=m2+1) ... (mj-me+2) < m*(j=2+1)...(j-1)],

e consequentemente,

mzl (& ms ! \
lzgl N wj-z] < le IN vh,

- H - H- ) - . .
Mgy e lijﬁl; Rzttt 00) ™ mimme1) ... (mj-me+e)

£2=1 d(Z,t-tl,tl)-mg’+£’

L. )
.QL-‘;_’!L)_'mSL(J'-MI)...(J'l)j <

[ AN

j+1, =mj =3 :
o I rd(z, e, e) ™ TE (D)

il Cel ea\TMj o m=p - L
C, 1! d(z,t-t',t") m Ezi (%9 .

<
msl g % -1
Como L (EJ < e(C-e) temos que
msl 4 | J*1., m=1 )1 PR R -mj
Iz§1 AW gl S G Cam e(C-e) ‘d(z,t-t',t')

-1 -
e se exigirmos que C, m"  &(C-e) < 5 obtemos

msl o R : ]_ j+! ' 1 vy "Mj
(3.19) |2§1 N Wj-l' <z d(z,t=t',t")
mz=l % _ mzl 2
Como vj = Wj le N Wj-l temos W=y + L N wj_2

e combinando (3.18) com (3.19) obtemos

;] < ¢ d(z, et ,en) ™ (c.q.d.)
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CAPTTULO 4 - UMA ESTIMATIVA PARA A FUNGAO FASE

No que segue supomos que (x,t,t') pertencem a uma vizinhan

; n+2 - .-
¢a aberta da origem no espago real R AR & sera um ponto arbitra-

rio no cone I''cC Rn'

Consideremos o seguinte problema de Cauchy, relativo a equa-

¢ao diferencial parcial de primeira ordem nao linear

(4.1) g% y = J(y/X)gradga(x,t,tJ(y/x)E),

h2) oyl =

onde J(y/x) denota a matriz Jacobiana dos y's com relagao aos x's e

tJ(y/x) sua transposta. Lembramos que a{x,t,&) = Re A(x,t,&),
b(x,t,&) = Im A(x,t,g). Fazendo r =t - t' transformamos o problema
(4.1)-(4.2) em

)
(') 5E = 3(v/x) gradgalx,reet, S (y/x)E),

(4.2") yir=0 =x

que pelo Teorema 0.8 tem uma unica solugao analitica vy(x,r,t',§). As-
sim, o problema (4.1)-(4.2) tem uma Unica solugao analfitica

y = u(x,t,t',&) - na verdade, analitica com relagao a todos os argumen
tos. Alem disso, x >y € um difeomorfismo (proximo da origem), depen
dendo analiticamente de t, t', £ (observemos que y € uma fungao ho
‘mogenea de grau zero com relagao a £ e T').

Se definirmos,
® = <x,8> + ¢

temos, & =&+ ¢y, O =¢, e ®7t=t' = <x,&> (pois ¢/i—¢r = 0)lo
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go podemos reescrever (2.2.9) e (2.2.10) da seguinte forma:
®t = K(xst’®x)9 Q/t=tl = <x,E>

Em virtude de (k.2) a matriz Jacobiana J(y/x) e igual a ma

triz identidade em t = t'. Como uma consequencia,

(403) Yy = y(x,t,t',E), s=1t, s'=1t',

. s o . . n+2
define uma boa mudanga de variaveis sobre a origem de R .

Def inamos,
Xly,s,s',&,n) = A(x(y,s,s',&), s, Y (y/x)n) -

- <gradEa(x(y,s,s',£), S, tJ(Y/x)E), Y (y/x)n >,

onde x = x(y,s,s',§) € a inversa de y = y(x,t,t',E). Seja & a ex

pressao de & nas novas coordenadas vy,s,s', isto e,

o = Q(Y,S,S',E) = ®(X(Y,S,S',E), S,S',E).

Lema 4.1
Afirmamos que,
QS = X(Ys5’5|,ga®y), ®/5=S' = <Y,£>
Prova
6 = @(Y,S,S'»E) = @(X(Y,S,SI,E),S,S',E) =
= O(x'(y,5,5',E) s X (¥,5,5',E) ,5,8',E) . Assim,
a0 _ 90 ax! 3¢ ox" B0 _ 39 ax, 30
9s  9x! 3s *Tt 9xN 3s 9s 9x’ 9s 9s

ad
e sabemos que, == Ax,s,0x) .

Derivando a identidade,
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(YI:'--:Yn)=(Y1(%1(Yls-~-:Yn:S,$',€),---,Xn(---),SsS':E),cv-,Y

em relagao a s obtemos,

n 1
TRyt axt ay* ax" 3y
(0,...,0) E(axl 9s T o s Y 3s TR
@)L_ ax* QY ax" ay" ]
0 T es Yt s s
Em notagao matricial temos,
(o1 (i ) (axd) (a1
oxT "' Jxm s ds
. + .
ARVl I PV Pl
0 §§T axn ds 3s
\ / \ I4 \
ou ainda,
- ax . 9y
0 =J(¥/x) . ERr-
Logo,
9X -1 9y _ -1 t _
5 = -J(y/x) e = =J (y/x) -J(y/x)gradga(x,s, J(y/x)E) =
= -gradga(x,s,tJ(y/x)E).
Portantd,

os

1}

)

a(x’s:tJ(Y/x)g)!®x> =

¢ ~ <grad

g

@s + <¢x’ -gradga(x’s,tJ(y/x)€)> =

Axys,0,) - <gradga(x,s,tJ(y/x)€),®X>

e assim so falta provar que tJ(y/x)‘ﬁy = ¢, e para tanto calculemos

..o,

Qy'
(a_é_ - [ ax} Lo ah, 00 ax! 3% oxn
ayl’“"ayn axT Byl T ot T AT GyT e TaxE Gyl T T Gy

Em notagao matricial,
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M

38 ax! 3% 20
ayn yn YN ox™ |

N

ou ainda, éy = tJ(x/y).@x. Sabemos que,

J(x/y).J(y/x) = | e entao tJ(y/x) tJ(x/y) = |

Logo,

tJ(y/x)éY = Bo(y/x) SI(x/y) O = 1.0y = O, (c.q.d.)
Definamos,

aly,s,s',&,n) = Re X(y,s,s',&,n) e bly,s,s",g,n) =

= Im X{y,s,s',&,n)
ou seja,
3(y,s,s',8,m)=alx(y,s5,5",E),s, J(y/x)n)=
- gradga(x(y,s,S'.E),s, Yty/x)E), B (y/x)ne

e
B(y,s,s',E,m) = blx(y,s,s',E),s, “J(y/x)n)

A identidade de Enler aplicada a a(x,t,E) nos da

a(x,t,g)

<grad£a(X.t.£),£>

portanto,

a(X(Y,S,S',E),S, tJ(Y/X)E)

gradga(x(Y’sssl’g)95» tJ(Y/x)g):tJ(Y/x)£>

Assim,
(4.4) a(y,s,s',£,8) =0

Observemos que,
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gradné(y,s,s',g,n) = gradga(x(y,s,S',E),S, tJ(y/x)n)- tJ(,Y/X) -
- gradga(x(y,S,S',E),S, tJ(y/x)E)-tJ(Y/x)
e portanto,
(4.5) (grad a) (y,s,s',&,E) =0
Da identidade (4.4) concluimos que

(4-6) (grad( (Y»S.S',Eyg) = 0)

YDS;S')a)
pois as variaveis sao independentes.

Em Treves [38] (pg. 111) encontramos o seguinte resultado:

Lema h.%

Seja f(y,t) uma fungao a valores reais, C2 em um conjun

to aberto £ de R™ ' (y=(y!,...,y™)). Fazemos as seguintes hipoteses:
12) ft se anula em todo ponto onde f se anula;

a ~ . m

2%) Nao existe nenhum vy, € R* tal que

t + fyo,t)
se anula identicamente sobre um intervalo nao vazio J da re
ta real ({yo} x Jc Q).
Entao,para todo subconjunto compacto K de Q existe uma

constante C, > 0 tal que, para todo (y,t) € K,

lgradyf(y,t)l2 < Clfly,t)].

Observagao: (Ver pg. 112 - Treves DS]).
As condigdes 12) e 2%) do lema 4.2 sdo trivialmente satis
feitas quando assumimos que, para cada vy, a fungao t + f(y,t) tem so

mente zeros de ordem par finita.
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Lema 4.3
Diminuindo a vizinhanga da origem onde (x,t) varia, e o co
ne I'', vemos que, para esses (x,t) e para todo & e I'', [E] =1,

Igraqx’gy(.x,t,é;)lz < Co b(x,t,&)

Prova

Seja f(y,t) = b(x,t,g) com y = (xl,...,xn,£1,...,£n) e R2D
e 2 =WxT' Como para cada y, a fungao t - f(y,t)=b(x,t,£) tem so
mente zeros de ordem par finita entao pela observacao feita apos o le-
ma 4.2 as condicdes 12 e 22 estdo satisfeitas.

Tomando uma vizinhanga relativamente compacta contida em W
(a qual continuamos denotando por W) e [E] =1 com £eTl'e Tidi
minuido, pelo lema (4.2) temos que

lgra?x’gjb(x;t,g)lz < Co |b(x,t,E)| =Co b(x,t,E) pois

b>0 em WxT'. (c.q.d.)

Lema 4.4
Existe uma constante C; > 0 tal que, se (y,s,s') estao su-

ficientemente proximos da origem, e se £ ¢ I'', |£l=l,

|grad ,n)B(y,s,s',g,a)lz < €1 bly,s,s',E,8)

Y

(Lembramos que b, entao tambem b, € maior ou igual a zero no seu domji

nio de definigao)

Prova
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Prova

grad(y,n)g(y,s,s',g,g) =
_ (b . 3b 3 3b 3 \ _
= (ayl(y,sss ;E:‘i)’ ayz:-~~9ayn’ anl:-o-:ann) =
- [(32_(x s, 0 (y/x)E) XL . 9b_ 3539
ax1 XS SWIXISlguT T T Gy T e
3b 9! ob ax“)

db_9&; ELICIA db_ 381 b 3&p y1-
(851 - *ot - 3“:)’ veey | TR ot T )]
_ @ 3b  8b by [l o ]
ToNaxTIttraxn? 851""’3€n oyl "°° dyn .
axn X
T By 0 .0
0 & 981
: 3711 ' aﬂn
0 o & 3
L om Bnn)
onde 98y CI3Y
S
: = Sly/x)
9&n 3%y
oM n,
Logo,
- t
t = . ,
grad(y,n)b(y,s,s 26,8) grad<x’£)b(X.s,_J(y/x)£) A, o que
implica
Iy ' 2 tJ 12 2,
]grad(y,n)b(y,s,s ,E,8) |2 < grad( ¢yb(xss, (y/x)E) |2.||All%<
< {JAl%.Co blx,s, U (y/x).E) = Cy bly,s,s',E,E)
A Ultima desigualdade segue do lema (4.3). (c.q.d.)
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Definamos,
yo = y(xo,t,t',&),
Ug = g(yo,s,S‘,E) = <y0,&> e
u; = grady 5(yo,s,s',£) - £,

onde xp esta fixado arbitrariamente (proximo da origem).

Fazendo y = yp no lema (4.1) obtemos:

(4.7) uOS = X(YO,S:S"EsE+u1), ug/s=s' = 0.

Lema 4.5
Seja M = (——— (yo,s,5',&)). Entao,
ayJBy
(4.8) uyg = ky(Yo.s,S',€,£+ul) + M Xn(Y095,5',€,€+U1)
(4.9) U1/S=SI =0
Prova
Do lema (L.1) sabemos que 5 i(y s,s',E,n) | e n=20
- - n= ®y y
. . 90 Y]
implica (nl,...,nn) = (5;13'--’§7ﬁ03 QVlY:Yo =&+ u
(285 ddsy_rdX 3% 3my 3x_3np. O _ 9ny, L9 dnmp\-
ayl- "ayn) E;;r+3 T oyr et N, 9Y? )""’(Sy“ 3my oyn YA 3\/“)"j
- (A 3 3 dny 3% dng 8k my 3X_ dngy-
- (Byl’ "’3y") ¥ [(Bm ayr Tt o, Byl)’ ’(Sm ayn T g 3»"‘)-J
S (A Ak [ 329 RS
yr’ ot aym ony 3y*dyr "'TTT Bnp dyTay™
2~ by 2z
0°9 oA 0 ¢
(am T Tt G Gymaya



ou seja,

~ Y ~ g ~ ~ ] o~
EN (91 o o | [ad]
dy1 oyl oyloyl """ dylayn ang
. = . + 22~ :2~ s
3¢ N 320 320 A
Byn Jyn dyNayl """ JyMayn My
\ s Y / . /

\

Fazendo y = y, temos,

%%&(\'0)535':5) = XY(YO’S’sl»E"E"'ul) + M Xn(Yo,S,S'.E,E"‘Ul)

Mas, wu, =-%% (yss,5',E) jy=yo - & implica que

du; _ 3 (29 28
35 =35 (5y) (15555,8) /y=yo = 575 (ves5,5",8)

€ portanto,
Ujg = Xy(\/(),s’sl’g’g"'ul) + M Xn(Yo,S,S',E,€+u1)

Sabemos tambem que, 5(y,s',s',£) = <y,E> o que implica

¢Y(Y,S',S',€) = £ e portanto,

u =0 (ya,st,stE) T E=E - E =0 (c.q.d.)
s=s Y

Denotando por F(s,u;) o lado direito de (4.8) obtemos o

seguinte problema com valor inicial

ul' = F(s’ul)

Aplicando o metodo de Picard para solugao de equagoes dife-

renciais ordinarias obtemos

sll 5 |
lui] < Cz-s"e?él'a,sj i JS.IF(:S ,0) [ds' | < C, ILIIF(s ,0){ds'"}

(a prova € feita reproduzindo-se a demonstragao do metodo de Picard).
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Lema 4.6

Vale a seguinte estimativa para |uil,

S-v
lur] < Cs]j Ib(Yo,S”,S',E,E)l/%s“!
S

S ~
S Cs js_sllVZIJ b(yO’Su’sl,g’g)dsnll/Z
s!

Prova
F(s'',0) = A (yo,s'ys',E,E) + M in(Yo,S“,S',E,E) =
= 5y(y0’5“’sl:g:£) + i EY(YO,S",S':E,E) +
+ M 5n(Y0s5“’5'3€:€) + i M Bn(Yo,S"gS',i:i)-

De (4.5) e (k.6) segue que

F(Sllso) = i By(YO:SH’SI,E’E) + i M En(Yo,S";S',E,E)-

Como, ’Ey(y0:5”35|»£,£)|2 < Igrad(y b(YO,SH:S'sg,E)IZ do

,n)

lema (4.4) segue que

lby(yo,S”,S',E,E)12 < Cy blyo,s",s',E,E)
Analogamente, [Bn(yo,s“,s',E,E)Iz < C; b(yo,s'',s',&,&)
Assim,

[F(s",0)] < /1 blyo,s'ss',E,6) /2 +

+ ”M” /(T B(YO:SH’S':g:g)I/Z =C B(YO’SH’SI:g’g)VZ

Logo,

® o Yo ui
CZIJ |F(s",0)|ds"| < CzlJ C.b(yo,s',s',E,8) "“ds'|=
s! s!

AN

|U1|

5 - 1
C3iJ b(_Yo,S“,SI,E,g) /zdslll.
Sl

Aplicando a desigualdade de Holder obtemos,
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(s -

e entao,

J b(yo,S“,S',E,E)yzdS"
Sl

) AN

S S ~
(j Qzgem (j (Blya,s',s',E,E) 2)2 dsi) V2
S

1 s l

S .
ls-5|,1é . (j lb(Y :SH:SI:E,g)dSH)lé

S

S . 1 1 S .
'J blyo,s',s',E,8) /stul < !5'5|,/2 IJ b(y°’s“’5|sg’g)dsull/z»
s' !

Portanto,

S

(b >0, s >s')

S - Yo
Iull < C3,J b(Yo,S”,S',g,E) dS”l <
1

LA

Lema 4.7

Prova

relagao a

S

1 s . 1
Csls-s'| "2 II blyo,s',s',E,E)ds"| 72 (c.q.d.)
Sl

Vale a seguinte desigualdade

S -~
IUO - J b(YOySH’Slsgﬁg)dsnl <
g!

< Ce |S'S'||J b(Yo,S”,S',E,E)dS“i
s!

De (4.7) sabemos que
Upg = X(YO,S,S',£,€+U1)
Realizando sobre X uma expansao de Taylor de ordem dois com

n sobre £ e, aplicando (&.4) e (4.5) obtemos,

Uog = i B(yq,s,s',E,E) + i< En(Yo,S,S',E,E),U1> + O(IUIIZ)

Afirmamos que
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iUOS'i E(Y0s5:5‘9€>€)l < Is"sll IBn(Y09535|,€’€)|2 +
+ Cq(]+IS'S'l—1)IUIIZ < C1]S‘S'| E(YO:S:S"E;g) +

S .
+ CSiJ 'b(YO!SHsSI:gaE)dSHI.
S

De fato,
]'UOS"'i E(YO,S’S',€3€)| = Ii<5n(Y0’5,5lsg’g)’ul> + o(lullz)l <
< [Bn(yo,s,s',g,i)iiull + Dlup|? (D = constante > 0)

- ey
=(vV2 Ibn(yo,s,S',S,E)l Is-s'lb&) (iull ij£§ L 2) +Dlur|? <

< %-(ZIBn(yo,s,s',E,E)lzls-s'| + iullzis-sll-l) + D|ui|? =

= |s-s'] IBn(yo,s,s',E,E)l2 + % |s=s' |7 ur|* + Dfur]? <

< Jomst ] Ioglyoss £ 17 + Js=s? = [us ]2 + D(1s]sms’ ") Jus? ¢
 Jamst ] [Bylyanss 600 [+ (1o fsms 1) [un 2 + 0T+ [ss? [} fus 2=
= |s-s'| I_En(yo,s,s',g,g)l2 + Cy (T+]s=s"|"1) Jur|? < (lema L.4 e 4.6)
< Cils-s'|blyo,s,s',E,8) +

S .
+ Cy(1+]s=s'|71) C?[s~s"| IJ lb(yo,S”,S',E,E)dS”I
S

-~ s ~
Cyls=s'|blyo,s,s',E,E) + CuC’i(]sms'|+1) IJ b(yo,s',s',E,E)ds"| <
s ]

S

CIIS'SIIB(YO:5:5|:€:E) t+ C5|Js.b(YO,S”,S',ﬁ,E)dS“l,

IN

o que prova a afirmagao feita.

integrando com relagéo a s ecomo ug(s') =0 obtemos,
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s . 5 -
luo=i j b(yo,s',s',E,8)ds"| = |J (uog(s™) =i blyo,s'",s',E,E)ds"| <
Sl SI

3 - S -
< J luog=i blyo,s',s',E,E)|ds" < J C1|s"=s'|b(yo,s',s',E,E)ds" +
s! s!

+

(s s
J Csij b(ye,s",s',E,E)ds"|ds" <
sl

sl

[ AN

S ~
Cifs=s'] J b(yo,s'",s!',5,8)ds" +
sl

su~ s
Cs sup IJ b(yo,sm,s',E,E)dsm[.J ds'' =
§'s[§',§] s' s!

s _ s _
= CIIS'S'II b(yoe,s',s',E,8)ds"" + Cs[s-s'[lj b(yo,s",s',E,E)ds"| =
s! g! .
s .
) Cs,s-s"lj b(y0:5”95'95,£)d5”| (c.q.d).
sl
Lema 4.8

A expressao de T-a(x,t,£) nas novas coordenadas e dado por
g = 5()’95,5' :E’n) ’
onde 3(y,s,s',E,n) = alxly,s,s'E), s, J(y/x)n) -

- <9radga(X(y,s,S',E),s, Y (y/x)E) . Naly/x)ne

Prova
Em primeiro lugar calculemos a expressao dos operadores D,
e Dx nas coordenadas vy,s,s'.

Seja,

G(X,t»t'»ﬁ) (YI(X,t,t',E),~~-,Yn(x,t,t',E),S,S'.€)=(y,s,5',€)

(u0GoG ™ ') (y,s,8',E) = (u0B) (x,t,t',E)

uly,s,s',&)
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Entao,

DtE(,"oG) (xst,t' pg):l = ":"ga't‘ E(uOG) (th:t‘ag)] =

]
Gn+

= 2 —%» xtt',g) (xtt',s) + = (G(xtt',E)) (x,t,t",&)]
n i
= % 3£1 2 ] (Y;S s',E) (X t, tI’E) + %%(Y:S’Sl’g)] =
- Y
= ( %%‘9Dy> + D ) (Y’S:s"g)

Portanto,

Analogamente mostra-se que
DX = tJ(Y/x) (X,t,t',E)Dy

Assim, a expressao do operador D_ - a(x,t,D,) nas coordena

t
das (y,s,s') & dada por:
) DS + <‘g%' DY > - a(x(y’s»slag)»s;tJ(Y/X)Dy)

0 simbolo do operador (!) é dado por

1) G+ < %sl, n > = alx(y,s,s',E),s, W (y/x)n),

onde ¢ € avariavel associada a Dg e n associada a Dy.Quando rea
lizamos a mudan¢a das variavels (x,t) para (y,s) provocamos uma mu-
danga das variaveis (£,t) para (n,0). A relagao que existe entre &,

T,n e 0 é dado pelas expressoes:

]
t=o+ <zl n>
g = J(y/x)n



Substituindo o valor de %% na expressao (||) obtemos,

o+ <J(Y/X)gradga(X(y,s,S'.E),s.td(y/x)i),n> -
alx(y,s,8'8),s, I (y/x)n) =
G+<gradga(x(y,s,s',E),s.tJ(y/x)E),tJ(y/x)n>'-
a(x(y,s,5',E),s, J(y/x)n) =

g - 5(Y;S,S',E,n) (C;q‘d')

Lembrando que

ug = 5(y095:5'9£) = <YO:E > e que

O(x,t,t',8) = <x,&> + ¢(x,t,t',E)

e

6KY:5{5|3£) = ¢(X(Y,S,S',£),S,S',E), temos

dada por

onde, Yy

<I)(YO,S»SlﬂE) = @(X(YO,S,S',g),S,S',E) = Q(X(Y(xo’t’t"g):s,slg)’5’5'£3=

®(x0,5,5',8) = <x0,E> + ¢(xg,5,s',8)

Portanto a expressao de up em termos da funcao fase ¢ €

up = ¢(x0,5,5',8) + <xg-yo,E>
Sejam,
X = X(YO:t”:tl:E)

8 = T(y/x) (x,t",t" ,E)E
t

B(x,t,t',E) = J b(x,t'",0)dt'" (integragao ao longo de ¥)
tl

é o arco (orientado) da curva descrita por (x,t'",8) quando

t"" percorre de t' <t a t.

Observamos tambem que
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S
~ t.
Js.b(Yo,S”sS',EsE)dS” = f b(yo,t',t',8,E)dt" =
t !

t
= J b(x,t'",08)dt'", pois
t ]

E(Yo,t“,t',g,g) = b<X(YO:t“st"E),t”9tJ(Y/x) (x9t”’t'9£)£) =

= b(x,t",0).

Levando isso em conta no lema (4.7) obtemos,

(4.10) |¢(Xo.,t,t',g) - <Y0"x03€> - i B(x,t,t',E)I S

IN

Cejt-t'| |B(x,t,t',E)]

Observagao:

Na verdade, a curva Y € a projegao no espago (x,t,£) de
uma bicaracteri{stica nula de Tt - a(x,t,£).

De fato, consideremos o simbolo o - a(y,s,s',&,n), que pelo
lema (4.8) € a expressao do simbolo T - a(x,t,£) .nas coordenadas
(yss,8').

As equagoes de Hamilton-Jacobi para o simbolo

o - aly,s,s',&,n) sao:

/

%%ﬁ = - gradné(y,s,s',i,n) %%ﬁ = gradyé(y,s,s',&,n)
{ ; ﬁ

d ag 9 =~

'%= 1 L%=ga(%5;$':€m)
\

Seja & arbitrariamente fixo. Tomemos n(t') = E. Como

]
gﬁéﬁ—l =0 e gradyS(y,s,s',E,n(t”)) = gradyE(y,s,s',E,E) = 0 (por
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(4.6))a gquagéo %%ﬁ = grad a(y,s,s',g,n) estd satisfeita para

Y
n(t") = ¢. v

Logo, as equagdes acima para n(t') =& tornam-se,

A

d

el T =0
‘ ?

d

devido a (4.5), (4.6).
Dando as condigoes iniciais:

{Y(O) = Yo {n(o) =£

s(0) =0 o(0) = 0,

{
obtemos como solugao:

y(t") = yo n(t") =
S(t“) = ti O(t”) =

e alem disso,

|
Y

|
o

a(t") = aly(t"),s(t"),s',E,n(t") =0 ( Pois n(t") = &)
Assim, a bicaracter{stica nula de o - S(y,s,s',i,n) que

passa por (y0,0,£,0) € dada por:

/

y(t") = yo

S(t”) = t"
\

n(t") = ¢
\O(t”) =0

Portanto, a projegao no espago (y,s,n) e dado por (yo,t',&)

e assim a expressao dessa curva no espago (x,t,£) e dada por

(x(yo,t',t",8) ,t', B (y/x) (x, 1,8 ,E)E) = (x,t",8)
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a qual e obtida usando-se as mudangas de coordenadas.

Notemos que,

(x:t”se):tu = (X(YOJtl'tI:E)at’:tJ(Y/x)(X(YO’tl9t':£)9t|:t‘:g)£) =

=t'

(Yo t's S (y/x) (yort'»t',E)E) = (yy,t',E)
pois, como y(xg,t',t',E) = xo entdo x(yo,s',s',E) = x(ye,t',t',&)=yo

e como y(x,t',t',£) = x entdo tJ(y/X)(Yo,t',t',g) = 1.

= (X(YO;t’tlsg),t’tJ(Y/x)(X(YO,t’tl,g)vt’t"g)g) =

(Xo,t,tJ(Y/X)(Xo,t,t',E)E),

(x’t“se)ltn=t

pois, sendo yo = y(xg,t,t',§) temos que x(yo,t,t',§) = xo
Portanto, a curva <y € um arco (orientg@o) da curva (x,t',0)
onde essa curva € a projegao no espago (x,t,£) de uma bicaracteristj
ca nula de T - a(x,t,§), o que justifica a observagao feita na pag.82.
De (4.10) derivamos facilmente que:
(4.11) | Imd (xo,t,t",E)=B(x,t,t",E)| < Ce|t-t']| |B(x,t,t',&)]|

. 1
Assim, se T < It obtemos, notando que -T < t' <t<T,
s 2

(hvlz) B(X;t’t"g) f |m¢(x0:tvt'9g)

N —

Em particular, Imp(xo,t,t',§) > % B(x,t,t',£) > 0, em seu do
minio de definigdo (pois xp foi tomado arbitrariamente proximo da o-
rigem).

Em Treves [18] (pg. 112) encontramos o seguinte resultado:

Lema 4.9

Se f € um polindmio monico de grau d, entao,

t ]
[t~ | < %% J £ (s) |ds
t

onde C4 so depende de d.
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Lema 4.10
Existe uma constante B > 0, independente de xq,5,t e t',
ST <t <t <T, tal que

2k+1

l&] (t-t")

onde 2k € o numero que aparece na condigao (2.1.6).

< B.B(x,t,t',&),

Prova
£ conveniente retornar para as coordenadas y,s,s' e para

a funcdo bl(y,s,s',£,£). Consideremos a fungao
(5.13) s —> b(0,5,0,8%,£%) = b(x(0,5,0,£%),s, Y (y/x)E°)

Observemos que para s = 0 temos x(0,0,0,8%) =0 ¢ como

tJ(y/x)(x,t',t',&) = | entao tJ(y/x)(0,0,0,£°) = |, Assim,

b(0,0,0,£°,£°) = b(ovo:go)-

Sabemos que T° = A(0,0,&°) = a(0,058°) + i b(0,0,8°) o que implica
b(0,0,£°) = 0, logo a fungao (4.13) tem um zero em s = 0.

Alem disso, sabemos que (x(O,s,O,SO),s,tJ(y/x)£°) percorre
sobre a projegao no espaco (x,t,£) de uma bicaracteristica nula de
T - a(x,t,£). Verifiquemos que ela passa por (0,0,5°,7%) com
t? = a(0,0,89).

Para s = 0 temos,

(x(0,0,0,£%,0,€°) = (0,0,7).

Como T - a(x,t,f) € constante ao longo de sua bicaracteris
tica e estamos trabalhando com bicaracteristica nula temos que
% = a(0,0,87).

Aplicando nossa hipotese (2.1.6) concluimos que a fungao

-85_



(4.13) tem um zero de ordem par finita 2% < 2k em s = 0.
Aplicando o corolario do Teorema de Preparagao de Weierstrass
(ver capitulo 0) podemos escrever

b(y,S,S',E,E) = E(Y,S)S"E)f(YvS:S.,g)

onde E(y,s,s',E) > 0 para todo (y,s,s') proximos de (0,0,0) (em

Rn+2) e todo & e I'', enquanto
2 20-1.
fly,s,s',&) =5 = ai(y,s',&)s oot azz(y,s',g)
com coeficientes aj se anulando quando y =10, s' =0, & = £, Aléem

disso, esses coeficientes e também E sao fungoes holomorfas de
(y,s,s') proximos da origem em "2 e de £ e,

Pela unicidade do Teorema de Preparagao de Weierstrass pode
mos tomar E positiva homogenea de grau | com relagao a £, e aj PQ
sitiva homogenea de grau 0.

Devido a homogeneidade de grau 1 com relagao a £ e diminuin-
do (se for necessario) a vizinhanga da origem, garantimos que

E(y,s,s',&) > C|&]
onde C € uma constante maior que zero.

Assim,

S . S
J b(y,s",s',£,8)ds" > C|E] J f(y,s",s',E)ds'".

S S

e aplicando o lema (4.9) em nosso caso obtemos,

rs f(y,S“,S',E)dS” > CzQ(S'S')22+1
5!

onde C.p so depende de &.

Portanto,

S
J,E(Y,S“,S',S,E)dS“EC-CZQIEI(S-S')2z+12 %4£|(s-5')2k+1
S
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e como y esta arbitrarjamente fixo em uma vizinhanga da origem, - o

mesmo resultado vale para y=y,, ou seja,

(S

J B(YO,SH,S',g,E)dS"E‘% |E|(S'S')2k+1.
sl
Voltando as coordenadas (x,t,t') temos
B.B(x,t,t',E) > |&](t-t1)2K¥! (c.q.d.)

Proposicao 4.1

Existe uma constante B' > 0 tal que, para todo (x,t,t') em

. . +
uma vizinhanga aberta da origem em R" 2, tal que t' < t, e para
EeT' temos,
2k+1

g} (e-t") < B'Imd(x,t,t',E).

Prova

£ s6 combinar a desigualdade (4.12) com o lema (4.10).
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CAPTTULO 5 - REPRESENTAQAO EM SERIE DA PARAMETRIZ - 0 RESTO

. - . n+
Selecionamos uma vizinhanga aberta N da origemem C e

um nimero t; > 0 tal que, se

(5.1) (x,t) ey |t'] < t,

e se z estda relacionado com x via (3.3), entao
d(z,t-t',t') > ¢ > 0,
onde d(z,t-t',t') esta definido no capitulo 3. De (3.14) sabemos que,
lw | < It d(z, et ,e) ™ (8] 24 |0]2) TI/2
o

e assim para (z,t,t') nas condigoes acima e para (&,1) ¢ I,

212+ |2]2 > & vale

(5.2) lwj | < C(C/Km)jj! (Jg]? + Ile)'J/z_

Seja € > 0 pequeno (o quanto pequeno se tornara claro de-

pois). Retornando para as fungdes k;, obtemos o seguinte

Lema 5.1
Se (x,t,t') satisfazem (5.1) e se (§,7) ¢ * satisfaz
1/2 - i
(5.3) (Jg]2+]t]2) /% > e ¢ ™G0,
entao,
(5.4) ]kjl < Coed
Prova
Sabemos que kj = Wj e-'A°°, portanto
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_ ijl le IAOOJ < C(C/ }€]2+JT]2 'J/z |Aoo|

[k; |
< c(Crgmdjr e ]‘—, elRool _ ¢ o] e|A°°|
< Coe’ (pois Roo € limitada) (c.q.d.)
Denotamos por Xj a fungao caracteristica do subconjunto do
R4, definido por (5.3) e definamos
o _ S .
k™ = j=m§1 Xj (€,7)k;
' t id(x,t,t',E)=it(t-t")
Ko(xst9€’T) =J e e ko(x’t:tlyg"{)dtl
-T
Observemos que para cada (x,t,t',£,T) fixo, a soma que defi
ne k% €& finita e portanto esta bem definido. Além disso, devido a

(5.4), a convergéncia é uniforme para (x,t) e, |t'| < t1 e (§,7)el.

Lema 5.2

A fungao K°(x,t,E,T) & mensuravel e limitada para
(x,t) e D R e (¢,7) € T.
Prova

Como k® & continua em quase toda parte, implica que K° ¢é
continua em quase toda parte e portanto mensuravel.

Podemos assumir que a Proposigao 4.1 € valida para

xﬂeﬂnﬂH,W|<n (t' real) e £ e I''.
Como,
0 © ] J' © J—E.?__
|k°] < j=%-1|XJ kjl < J=%'1C0 £ SJ§0c° £ - (se e < 1)



temos,

t
K| 5J e Mk faet ¢ T () ¢ R 2T =L

-

Aqui usamos o fato que Im¢ > 0.
Logo K® €& limitada para (x,t) e:/Yr]Rn+1 e (&,t) T,

Nosso objetivo agora € mostrar que,

(5-5) P(X’tli+€:Dt+T)Ko = | + R% ’

~

onde K!'(x,t,£,T)g(£,T) € o "simbolo'" de um operador que € analitico-

-regularizante, isto e, transforma distribuigao com suporte compacto em

fungao analitica.

Lema 5.3
Afirmamos que
P (ks t,Dy+E,D+T)KD = 1 + K!
onde K' = k! + H' e
t

ei¢(x,t,t',g)-ir(t-t')kl(

KI(X,t,E,T) = [ X,t,t',g,’[)dt'

-T
com  kl(x,t,t',£,T) = P(x,t,D +E+¢, 04+ Ik°(x,t,t',E,T)

e HI(X,t,E,T) = .\)go(Hfé(x’t»t',E:T)l

t=t'
com,
Hy = (Kp-1-1) e para v,
1 ! Lvsr o » =\
Hv(x’t’t ’E’T)|t=t' igyzo (Xm-1+v' Xm-1+v)R\). km-1+v.'|t=t'
Prova

t , .
seja, R%{x,t,£,T) =.j e|¢(x,t,t E)+itTe k®(x,t,t',E,T)dt"
-T
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m : .
'é 'JT p(o’J)(x:t:¢x+g’¢t)(¢t'+T)J 1\t=t|km-1(x,t',t',€;T) =i,

m 1 . -
.z T%.p(p,J)(...)(¢t-+T)J 1‘t=t' Ky + RYC(.. =0,

2 km-l't=t'

3 1_ p(o,j)(...)(q;t.ﬂ)i-lit:t, km+1(...)+§3(...)km_1‘t=t, +

-------------------------------------------------------------

Introduzindo as fungoes caracteristicas X; obtemos que

g _._l._ {P(O,J.)(X,t,Dx"'g!Dt) (Dt|+'[').j-l(ei¢k0)}t=t| =

IR Rt X TR C I Ll L

XX_(&ﬂﬁPJXJUtHEJ)+

m ] (osj) j—l \ ~0 Y !
+j§1 J.—.I p (...)((btrl"l.') |t=t| kam + Rl(.--)-/<m-1 km_l|t=t|+
| 0,] j-1
+j21 TT P( J)(---)(¢t|+T)J 't=t|Xm+1 Km+y +

+ Rg(...)[1-(1-;<m_,)]km_11t=t. +
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+.n§1 _L p(‘o,.i) (...)(¢t.+T)J-1 ‘t=t' E]'(]‘Xm+l)]km+l(...) +

+ REC ) D= Qs 0Ty feage + REG ) D=l o+

NEIRE 1

T D O L L N S PP I

e I eI T k) REC ke g
T L L (T LTS Ly S SR

& ey =) R ko [ oog

T LK P IC Il N S G I

R Dy [ ¥ RO *

DI A P Y (T R N W PR I

e R R R R
=1 + E(Xm'l ])ng J—]'l' P(O’J)( ) (¢tl+T)J lt_tl km-l( )]"'
* L(Xm-l)J')ﬁ:1 leP(o'j)( ), i+t T k() #



+

+

+

+

+

‘()(‘11-14.(,‘-1)-1) ‘ii::-l (- . -)km_1+(r_1) !t:tlj +

------------------------------------------------------------

Sy v j
[(Xm I)J.é1 3T t|+T) ‘t=t' ko +
~ !
- m ] (osJ) J'1
L(X‘T‘+l ])Jél T:' P (‘ )(¢t|+T) lt_t: km+1 +
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* [3xh_1+r~l) Jg JT P(O,J)("')(¢t'+T)j—1’t=tf Kp=1er ¥

...‘\')l
*9 Z (Xm~1+v' v Re km-1+v'lt=t'1 *

Assim,

_g_ k. _1_ {P(°’j)(x,t,0x+€:9t) (Dt.+T)J‘1(ei¢k0)}t=t, -

1 + H*(x,t,E,T) onde H! = H

f 1
VR N

e Hi = (X,-,"1)»

para v > 1,

'- m](,) j =
= LGe 1! ;1 TP ALY )(¢t,+'r)J 1k=t' S e £

Vol RV =
+v'£0 &hP1+V']) Rv (...) km‘LHﬂ]t=tJ =

1 Va1 v

-7 [ (Xm 14V ])v'éo Ry km-1+\)"t=t' *

vzl _ ov! _
+v'£° (Xgp= 140~ 1) R km-1+v"t=t'] =

1 vzl o v
= T [\)l-:-z_:o (Xm—1+\)| ‘/<-m_1+v) R\) km_l"'vl‘t;t‘] (c.q.d.)

Lema 5.4

Afirmamos que,
[e.0]
- 1
véo kv’

1 _ \)-1 . -\ -\)l
onde kv - V'éo (Xm-1+v' Xm-1+v) QV km'1+V'
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Prova
Lembramos que o térmo homogéneo de grau =V -em

P(x,t,Dx+E+d, ,0 +¢,)k € dado por:

n . -~
(2.2.11) j§1 pgj (X st E+dy 04 ) Dyd K=gay * pT(x,t,£+¢x,¢t)ot Kooy *

Vel ov!
+ C(x,t,t',E)km_l+v *1Ly Q) (x,t,t',g,ox,ot)km_1+v.
Em analogia obtemos que o térmo homogeéneo de grau -V com

relagdo a &, quando |&|~w, em P(x,t,D,+E+dy,D+d¢)k® € dado por:

n
j§.1 pgj (x9t ’€+¢X’¢t)DxJ Xm_l_'_\) km_1+\) + p'r(x’t’£+¢x’¢t)Dt?ﬁ-1+\)km-1+\)
+ C{x,t,t',&) k + V§! ~\)'(x t,t',£,D,,D,) k =
2Lt S Xpm1ev “me14v Tu1Eg Qv P Lt 56U ) Xpe14yt Spe14y!
n . .
=9 jgl AEJ. DxJ Xm-1+\) km-1+\) *q Dt 'Xm-1+\) km-1+\) *
q . vl ! _
* q c. Xm=1+v km-1+\) Tuigg Qv Xn=14v" km-1+\)' N
= qD.-. 2 A. D ]+ Ag) k Vil gV k
=AW ) Y 07 Xm-14v “m-1+v v'=g L) Kmerbv! Smoey!
=q X (0.-.3. A, D_j+Ag)k S K =
9 Ap-1ev 't j=1 ) xI TR0 Km0 Turge Qv m=1+v' “m-1+y!
_ _ vzl . val v _
d Xm-1+v( V'Eo % m-1+v') ity ) Xpergvt Knorgy
_ vl ~Vv' vzl P .
'v'éo X140 N km-1+v' v'éo m=1+v' m-14y’ (pois,
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v'_ou', oy val - Y
L, =Q; /a) = v-io (Xm-l+vl Xn-1+v! & Koy

v

O |
Portanto, Kk on kv onde
1 Vsl - V!
ko =u1Ze Kperavt ™ Xperev) & Kpmrav! (c.q.d.)

~ ]
Viz g

Lembramos que Qv S a menos que Vv -~ Vv' <m=1 e que

ey y b

Q: depende somente de. v - v' (conforme apendice A)

Lema 5.5
Para alguma constante C; > 0 e todos (x,t,t') satisfa-
zendo (5.1), todos (&,1) e T, |&|? + 12 >‘£, todos v,v',

V+1 -v/2

't
IQX km_1+v,! < C, v! (|£|2+T2)

Prova
. ~yy !
Como o grau de homogeneidade dos coeficientes de 13 e

- ~ V! .
-] - t - -y\) ! .
m=1-v+v' e o grau de k e m+1-v', entao o grau de Qv km-1+v'

m=1+V"'

é -v, logo basta mostrar que o lema vale para |£|2 + 1% = 1.

1]

Em (5.2) fazendo j = m-1+v' e [E|> + 1% =1 temos

= 'iﬁoo |A00| mym=1+y! - 1y
eyt | = e [ W et S e C.(C/k") (m=1+v') ! <
M - 1
<ele (/™ MY (melevr) o= M
~“\y !
Seja Q3 = 5 a, (x,t,t',8)0%. Entdo,

o] gv-v ! gm=

~\)| Q,
RN km-1+\)'I s Ialgm-llaal LIS

Como |k | <M, pela desigualdade de Cauchy temos,

m=1+y!
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< Mot e <My VY

;

Assim,

@jl Kperayt | S K 0| T35, {supla| }~1a|§m_l ¢ (c/d (YY) (oqay )
x (weo)t GV

M C(m).c.(C/Km)(m'l+“')(%ov-v' (m=1+v') ! (v-v')! =

C (C/Km)m-1+vl(lJv-v‘(m-l+v')! (v=v')!

=
onde ﬁ = max {supla_|}, €(m) = nimero de n-uplas a e C = eﬁ.; C(m)c
a|<m-1 o
Colocando D = max{l, ﬁ%, (C/Km)(%ov-vl} temos que
(C/Km)m-1+v'(%)v-v' _ (%Jv-vl(C/km)(C/Km)m-2+vl < D.Dm-z+v'=0m-1+v‘

e portanto,

~yy ! ~ - {
llﬁ Km-1+v'| < ¢ 0" Y (

Notemos que, como a! b! < (a+b)!, (m=1+v')!M-v')! ¢(m-1+v)!

m=1=v') ! (v-v')!

E (E) pois, 2" = (1+1)" = g (E) temos

- . n
e alem disso, como 2 = KEo Ko

n n
(k) < 2" e portanto,

i

(m=1+v) ! _ [ m=l+v < gM™1+Y .
m v < s OU seja,

(m=1+v) ! < (m=1)! 2™ %2V o

Assim,

~yy ~ -1 1 -
VU I L U DERF Al MY

~ - ] - -
seja R=C 0" '™V (m-1)! 2™%, como (m=1)! >1, 2
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-] )
Dm +Vv

Logo,
by

V+1

=C1 \)! (C.q-d-)

€ facil ver que podemos escrever:

V+m=2
1 _ -
T B T Sy
onde S =0 se j<m=-2 e
V,
Jj-o+l vt
SV,J v'z Qv km-1+V'
. V+1
Afirmamos qu S . c
| S que I'\),JI it 2

De fato,

femHl =y CoJ-
!Sv,jl < i'go IQv km-1+v" Sv'

-v/2 <

(j-m+2) CY+1v!(|g|2+TZ)

IN

Observagao
V1

V€, < 2

E facil ver que podemos escrever:

_99_

0

[(m+v-2) -m+2] eyt v (:E|2+T2)_V/2 =

V+1 C\1)+1 - (vzcl)\)'fl - C\2)+1-

> 1 e podemos supor c >1 temos R > 1.

% km-l+v'| <R 2" v < Rv+12v+1v!=(2Ry+1vg =

v eV v ([g]2+t2) TV E < o3 v (g 2ert) TV

m+ :;;,t -
oY (] 2err) V2 <



x
—
1]
g ]
X~
-
1l
18
—~
=L
)
~r
[72]

onde

Lema 5.6

Para todos (x,t,t') satisfazendo (5.1) e todos (&,t) € T
Is;1 < cd*jr(lg| 2y WD/

onde u = inf(j,m-2).

Prova
Sj = =] mea Sv,j para v > 0 pois se v <0, Sv,j =0,
logo i
z
Sj = v=max{oj-m2) sv,j . Seja vo=vg(j)=max{0,j-m+2}.
J
Assim, 'Sj = v=v§(j) Sv,j' Como v < j e podemos supor
Co > 1, )
Is.| < % oIS < Ly Cpt? \)!(|£|2+12)-v/2 <
Jt = v=ve () vyl = u=ve€j) -
j+1 2. 2y =V/2
< Loy C : + .
S y=vi(j) 17 (]g]%4+1?)
Seja p = inf {j,m-2}, entao
. u-j i /oo MTH
ISJ.I < citt (|g]2+1%) ? ][ $ ) (|€])%+1?) v/ St ]

V=7 (j

Como |&|2%+1% > & temos que (|€l2+T2)-1/2 < 2 e portanto,

- . J L _
;1< od™ el T [ (gl YT

AR E?L i gVHUT]



: U= L o N
AT LI N Y LS Dl s B DR S Y s e D
Observemos que como Vo (j) = max{0,j-m+2} e p“= inf{j,m-2}
entao Qo(j) + =] e assim,

551 < et (el T 20+ 2  + L+ 2Y) =

i -J . - i
R T L DI A T O e

. u-‘
C%+1 (g 2+1?) 2 pois, como U = inf(j,m=2) temos

[ AN

p<m=2 e portanto p+tl < m-1 e seja C3 = max{C2,2™ 'C,} entdo,’
2m'1CJ2+1 = 2™, ¢f < Cs C% s

Logo,
. Ui f
5,1 < ci*! j!(|£]2+rz)_71' : (c.q.d.)

Lema 5.7
Sejam M, € > 0 tais que M e < e 1/2
Entao, se
+ 1/j+1
(5.6) Gl <eop < ((j+1) 1) J* , temos,

jr M pTd < exp {-% e p}.

Prova

Seja f(t) = e 2 (t >0). 0 ponto t =2j € ponto de

v

maximo de f(t) e para t < 2j, f ¢ estritamente crescente. Para

j > 1, temos (j+l)! < (2j)j+l o que implica ((j+])!)l/J+1 < 2]

Entao, no intervalo (5.6),
. N .
G0 < ep < (Gen )M < g

- 101 -



e como- f e estritamente crescente para t < 2j temos,
o - 1 . _L o) J .
()] & 70 5 ()] (UYL e U

jfk_'%O}

v

(pois j! < j) e portanto (j!)? < j).
Assim,

. e
(ep)d e T EP 5 ji(e” D) o que implica,

L1 _
%T (ep)d "7 EP > (e7 % ) = 1/ e portanto,
! 72
Lol
1 (ep)le 7 EP ] )
- — > ————7; Ou seja,
j! I Jd o
! J -7 ep 1 -j
TT (p/M)° e 2 > (———I/_Z—J_ = (g M /e)
) eMe © %)
Mas sabemos que M e < e”}/2, ou seja, Meve< 1l e por-

tanto (M e /e) 7 > 1.
Assim,

.1 . oo 1
l—'(p/M)J e TEP> (e M) d > 1 e entio, jiMpd < e” T EP

j!
(c.q.d.)
Lema 5.8
Afirmamos que
k'] = lSJI < C3(|€|2+T2)(m-l)/zexp{-co(|£|2+rz)1/2}, no con

junto: (G0 < etde) (5|24} F < (Gany AT
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Prova
Em primeiro lugar notemos que <Xj-xj+1) é a fungao caracte

ristica do conjunto
1 1

(5.7) G < e™e) (Jg]2+rd) /2 < (e )T

e que esses conjuntos sao dois a dois disjuntos.

Como 0 < ¥ < d(z,t-t',t') < 1 temos % >1 e alem disso,

~

como podemos supor € > 1 temos que J% > 1. De (5.7) temos que,

K
by

(|€|2+T2)1/2 > -1 C (J )J > 1.
K

Como (Xj_xj+1) € a fungao caracteristica do conjunto (5.7)

temos que

o

j+1 (|&]%+12?) 2 no conjunto (5.7)

k= Isgl < ¢

Agora, aplicando o lema (5.7) com M =C3 e

M
o= (%T) (|€|2+T2)1/2 obtemos que
.M _j ] / /
il c%(f‘c—) [(|g)2+12) /2] < exp{-‘— e(B) (|g|%+12) 72}

Portanto, -

kM =1s | < o™ gr(fg] %)

Cs ¢ o (Jg2+t?) 2 (g |2et)M2 <

A

LMo
Cs (%T)J exp{- % (I€IZ+T /2} ,€}2+T U/z <

m=1

Cs (|g]2+12) ° exp{-Co(|€]2+T2)1/2},

IA

,m
onde Cg = %-e(%r) > 0. (c.q.d.)

- 103 -



Proposicao 5.1

Depois de diminuir Co > 0, obtemos

]kll < Cy QXP{"C()([E'Z-{-TZ)I/Z}, (g’T) e T.

Prova

Mostremos inicialmente que,
n -ct -b
t e <Le t com ¢, L, b>0, ¥t >0.
De fato,
c c
—z-t "?t tI’l
t e =t e . e e com lim — = 0,
c
t>oo e—'z‘t

c
dado € >0, 3K, >0 tal que se t > Ky implica |t"e” Z%| < e. Para

0 < t < Ky estamos num compacto, portanto

<

NeT2% <,

|t

Seja L = max{e,M}. Assim, para t > 0 temos que

-Ct
[t"e? | <L e entdo
c

Itne-Ct{ = t" et = " gﬁzte-.%t <L e- %t =L e-bt, com b = %
Agora, aplicando esse resultado com t = (|£|2+T2)1/2 temos,
k'] < €y t" e ™0 < gyl e 0 2 gue U0t &
= Cy exp {-Co(|E|2+T2)1/2 com Cy diminuido. (c.q.d.)

Lema 5.9

se (x,t) e N e [t'] <ty e N e t1 sdo suficientemen-

te pequencs, entao

[o(x,t,t",E)-t(t-t")| < Cs|t-t"'| (|€|2+r2)1/2
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Prova
[¢(x,t,t",8)=t(tmt") | < [o(x,t,t",8) | + |t]|t-t"]
Como |T] < (|£]2+T2)1/2 temos que |T||t-t'] <
< ]t-t'l(]£|2+12)1/2. Além disso, como ¢ € homogénea de grau 1 com
relagdo a £, basta mostrar que para |£| = 1 temos
60, t,t,8) | < Cle-t!|
pois, bara E#0,

00, t,6,8) | = JE] 160, t,t! e | < JElc. Je-t'] < ¢ et | (]g]2+12) /2,
TET

Mostremos entao que |¢(x,t,t',E)| < C|t-t'| para |E] = 1.
Como o¢(x,t',t',E) = 0 podemos escrever
¢p(x,t,t',&) = (t-t') ¥(x,t,t',£) com V¥ holomorfa.
Tomando uma vizinhanga relativamente compacta contida em J%
diminuindo t; e como |&| =1 temos que |d(x,t,t',&)]|<Clt=t'].
(c.q.d.)
Tomando T > 0 suficientemente pequeno tal que
Cslt-t'] < % Co temos

60, t,e,8) - T(t-t) ] < 3 Col]g|42) /2,

Proposicao 5.2

Para cada (£,7) € I (fixos), K!'(x,t,£,T) € uma fungao ho
lomorfa de (x,t) em Jv (e anulando-se identicamente em uma vizinhanga

de (§,1) = (0,0)), tal que

(5.8) Ik} (x,t,8,1)| < Cs e

Prova
Lembrando que
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J
= Z = H <L -
Sj V=] =mt2 Sv,j s S, .=0 se j<m-2 e que

j=mey

~y ) i .
S 3, km-1+v' se j>m- 1, temos que Sj e holomorfa.

v,j vk

Como k! =¥ (%

&0 )S., para (£,1) ¢ T fixos temos

RIS
que k! = Sj e portanto k! € uma fungao holomorfa de (x,t,t').

Assim,

t . . e et
Kl(x,t,F,,T) = J eld)(x,t,t ,g) |T(t t )kl(x,t,t',ﬁ,‘r)dt'
~T

é uma fungao holomorfa de (x,t) em JV para cada (£,t) € T'(fixos)

(ver proposicao - B. 10 - apendice B).

t t - - ]
K (x,t,8,1) | J elobotthel Tl e i e g1 fae
T
L1 1
. Jt e%‘co(|€]2+TZ) /2 . e‘co(}€t2+T2) /2 at! <
-T
1/2 1/2

L. Cy é“% Col[E]%+7%) = Ce e‘%'co(|€[2+T2) (c.q.d.)

L VAN

Proposicao 5.3

Para cada (£,1) ¢ I' (fixos), H'(x,t,£,T) € uma fungao ho

lomorfa de (x,t) em JJ, tal que

1/
(5.9) W (x,t,E,7) | < €y e F CollE]™r®) 02

Prova
E analoga a demonstragao feita para k'.

Assim, K!'(x,t,£,7) = K*(x,t,E,7) + H'(x,t,E,T) satisfaz
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Proposigao 5.k

~

Para cada (£,7) € T (fixos), K(x,t,,T) € uma fungdo ho

lomorfa de (x,t) eV, tal que

(5.10)

R u(x,t)

1/2
K (x,t,E,7) | < Co S Co([E]2+7?) !

Definamos o seguinte operador:

-

(2m) ! fj ol XoE>HITE K} (x,t,E,7)g(E,T)u(E,T)dEdT

n+1
)

Mostremos que se u € E'(R , Ru & uma fungdo holomorfa

de (x,t) no conjunto

pois

(x,t) E(ha (|x|2+lt|2)l/2 < % Co

" Seja,

i<x,E>+iTt

f(x,t,§,1) = e K!(x,t,8,1)g (E,T)u(E,T).

Mostremos que f satisfaz as condigoes da proposigao B.12.

Provemos os seguintes fatos:

o[22

Iei<x,£>+itt| <

De fato,

Iei<x,£>+iTt| - o~ (<Imx,e>+1(imt)) < e[x].|£|+rltf <

< Ukl (g2 2 A catfg]4n®) 2

A Ultima desigualdade acima € vdlida pois
1
I L]+ tle] < (xi2e]e] 2 (Jg]e) 2
<= (Ix] [g] + tle? < (x]*[e]?) ([g]*+1?) <=

<= 2(]x].t.|t]]E]) < |x|?*1® + |t]*|E]%, o que € verdade

2ab < a% + b2.
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1
N =% Cos -5 Cos

b) (1+s) e <Ce
De fato,
NN N- N N
(e = 2 () 1N K= T 6 = (dordisedasten . edysY)

Assim,
N_..l..c : N -1C§
(14s)"e * “0% = (do+dls+dzsz+...+st Je © V0% =
-L Cos -+ Cos N ~+ Cos
= dee = & d15e * + oo +dse <

1 1 1 1
< do e ¥ Cos Ly e ¥ Cos Lo Lye Tlos _¢g® Cos

n+1 ~ .
Lembramos que se u € E'(R ) entdo existe uma constante

L e um inteiro N >0 tal que

a0 < LOr(e2+) /AN, v, er

(Segue do Teorema Paley-Wiener-Schwartz).

Entao,
1F(x,t,6,7) | = e USHITE 1R G, 0,8,7) | [g(E,T) |- [G(E,D) | <

o™ C°(|EIZ+T2)1/2. Co.eT Co(lg[+e®) /2 ) |

1A

D+{]g]2+T2)1/2]N
)1/2

=D e_%- CO (tglz+’r2

SIRAEEDRG
/2

o F Colfg]4er?)’

IA

Dy

Portanto a primeira condigao da proposigao B.l2 estd verifi

cada.

Como para cada (&,7) K' & uma fungao holomorfa de (x,t)

em Jv temos que f € uma fungao holomorfa de (x,t) para cada (&,T)
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fixo e assim a segunda condigdo da proposigao B.12 tambem esta verifi-

cada.
Para simplificar a verificagao da terceira condigao da pro-

posicao B.l2 denotamos por vy = (x,t) en= (&,1). Assim,
i< > =~ -
f(y,n) =e' "V gy,mgmdn) e

i<§fm> El

2_fly,n) = in; e (y,m)g(n)a(n) +

)
N ei<Y’”><—§T K* (y,n))a(n)d(n) .
oy

- 1
—Ev-Kl(y,n)l <Djye 7 Coln|
dy

ela de
] (p

Como [in;| < In| e |
sigualdade de Cauchy), temos

—:—3 f(y,l) < h(l]) onde h e uma lungéo integrével.
-
By

Assim a terceira condigao fica verificada.

Logo, R u(x,t) esta bem definida e € uma funcao holomorfa de
: 1 - .
(x,t) em JV, (Ix]%+|t]?) /2 &-Co, e portanto R & um operador anali

tico-regularizante.

De modo analogo demonstra-se que € verdadeira a

Proposigao 5.5

0 nucleo-distribuigao, R, associado ao operador R, dado por

R(x,t;y,s) = (ZHP-H-IJJ o1 EriT(Ers) k' (x,t,5,7)g(£,T)dEdT

1
¢ uma fungdo holomorfa de (x,t;y,s) em N x N, (|x]2+]t]?) ‘2 % Cos

(yl2+]s[9)/2 < § co.
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Corolario
R(x,t;y,s) € uma fungao analitica em uma vizinhanga de

(0,0;0,0) ¢ R™?! x gN*!,
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CAPTTULO 6

ANAL{TICIDADE DO Nchﬁo FORA DA DIAGONAL

Conservamos todas as notagoes anteriores. Além disso, definji

t 1 | - -t 1Y
Kj(x,t,S,T) = f e|¢(x’t’t ’E) i(t-t )kj(x’t:t'9€,T)dt"
-T

-n-lfjei(<x—y’g>+T(t-S))K9(

Kg(x,t;y,s)=(ZW) ] x,t,s,r)Xj(E,T)

g(g,1)d&dT,
onde a integral com relagao a (£,7) deve ser entendida no sentido
oscilatsrin (ver capitulo 0)

Seja Kj o0 seguinte operador:

K;ulx,t) = (zﬂ)'”‘IIJei(<x,£>+rt)xj(E,T)Kj(x,t,E,T)Q(E,T)G(E,T)dEdT

- =1 H - - ‘
=(2m) " fjj[e'(<x‘y’€>+T(t S))xj(E,T)Kj(x,t,S,T)g(E,T)U(Y,S)dyds d&dt
Observemos que esse operador, Kj’ aplica continuamente

Q) em D'(Q2. ,) (a demonstragao e analoga a do operador K fei

C Yy,s X,t

ta no capitulo 7) e que K;(x,t;y,s) € o nucleo distribuicao associa-
do a Kj atraves do Teorema dos Nucleos de Schwartz.

Lembramos que ¢ (x,t,t',&) e kj(x,t,t',i,r) podem ser esten
didas como fungoes holomorfas no produto de uma vizinhanga aberta da o
rigem em ¢™? ¢ o cone aberto Fct: Cn+1|{0}, onde (x,t,t') perten-

T . n+2 C
cem a vizinhanga da origem em C e (E,7) pertencem ao cone I .
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Escolhemos um cone aberto T <& T = PC N Rt » contendo
(8°,7°) e supp g, tal que, para algum numero §&p > 0,

(6.1) (E,T) + i pv e PC,

para todos (&,T) € Ty, todos vetores v tal que |v] < 8o e
0 = (]5}2+12)1/2. Assim, por (6.1) temos o direito de substituir (£,T)
por (E,T) + i pv em ¢ e em kj'

Escolhemos o vetor v como segue:

Caso |: se X #vYy, seja v = (vl,...,vn,vn+1) onde
vi= (vi,...,vy) = 6(x-y)|x-y|2k_l, Vo, =0
Caso Il: se t # s, tomamos
vi=0, v, = &(t-s)]t-s]zk-l,

onde 2k € o inteiro que aparece na condigap (2.1.6) e & € um nume

ro maior que zero, que sera escolhido depois.

Lema 6.1
Existem constantes c, §; > 0 tais que, para todo &,

0 <8< 81, paratodo t', -T<t'<t, todo (§,T) € I', temos
<x-y,v'>+(t'-s)vn+1+lm¢(x,t,t',p-1£+iv') > ¢6,

onde ¢ e &; dependem de (x,t,y,s).

Prova

Realizando uma expansao de Taylor finita de ordem 2 com re
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lagdo a £ sobre p~'Z, temos
¢(X:t:t'sp-lg"’iVl}‘;‘Kx’t;t' :pflg)"'«bg(x:t:t ' :p-lg) yiv!> +
+o(]v' %)=

= 20006 ELE) + < g lx,t e ), iviH0(v! [2) pois, ¢

homogenea de grau | com relagao a & e ¢E ¢ homogénea de grau 0 com

relagao a &. Entao,

N

Imd (x,t,t",0 E+iv') = hnu; Redp(x,t,t',&) + = i Imp(x,t,t',E) +

O |~

+<Redy x,t,t',E) + ihwgu,ntbihiw{]+0(W'V)=

Imp (x,t,t',E) + <Re¢€(x,t,t',£),v'> + 0(|v'|?), ou seja,

o)~

1

|m¢(x,t,t',p_1£+iv') = E lm¢(x:t:t|’g)+Re<Vl,¢ (x,t,t',E)> + O(IV'IZ)

Usando a Proposigao 4.1 e a condigao (3.0) obtemos,

p~timd (x,t,t',E) > p‘l-grlﬁl(t-t')2k+l > p'lﬁk-yp(t-t')2k+‘

= ég (t't')2k+1 = Cl(t‘t')2k+l, isto e,

(6.2) o™ Imp (x,t,t",8) > Cy (t-tr) 2K+

Separamos a prova em dois casos:

Caso | = Como ¢(x,t,t',&)] = 0 temos ¢E(x,t,t',€)|t=t, =0 as

t=t'

sim obtemos que,

,(PE(X,t,t' ’g)l

[ AN

Crlt-t'].

Logo,

WA

[<v'sdg (et 80> [v'| |¢€(x,t,t',€)1 < Colv'] Je-t'| <

§ Cqx-y|2K|t-t].

IN
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N —

1\

Afirmamos que neste caso, basta moestrar que,
Ixy | 2R3 =0, |xmy | 2K (£~ 1)+C, 672 (tmt 1) 2kH1-Co8[x=y|*K > €
De fato, como neste caso v' = §(x-y) Ix-y'Zk-I, Vet = 0
temos de mostrar que,

<x=y,v'> + Imp(x,t,t',p " E+iv') > cd.
Como,

exmy vt o=exmy 6 |xmy | 2K (xmy) >=6 [ xmy |27 |xmy |226 oy | 2K,
|Re<v',¢£>|< !<v',¢g>] < 8 Cqlx-y|2%|t-t'| o que implica
Re<v',¢E> > - 6c7]x-y|2k|t-t'|,

[0(]v'|?)| < Cg|v'|? = Cg 8%|x-y|*K e portanto,
o(lv'|?) > -C362|x-y|“k.

Usando esses resultados temos

<x=y,vi>+Imd(x,t,t',p " E+iv!)=<x=y,v'> + %—Im¢(x,t,t',£)
+ Re<v',¢€(x,t,t',£)> + 0(|v']?) >

> 6|x-y | 2K¥Leg) (t-t ') 2kH 160, [x-y | 2K | t-t " | -Co82 [x-y|*K =

|2k+ k+1

=6 [x-y |24 14C 187 (t-t 1) 2P agy [xmy | 2K [ t-t ' [ =Co8 |x-y | K] >
> c.§.
Mostremos agora que (1) e verdadeiro.

De fato,

(1) Para t - lﬁ%%l <t' <t vale:

ey |K83-a ey K (et = [xey 2Ky -Co(ee)d 2

o | 2kt1
[x=y |2 lxmy| = [x-y[} 2 Lxmyl 22

(11) Analisemos '% Ix=y |2K*Y = Cq8|xmy |4k
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1

Tomando &1 < 1 § < &,, temos

i Ceix-ylzk-1
1 | 2k+1 N 2k+1 | 1 - |uk
5 |xoy [FKFE=Cab x-y [*K 3 5p|x=y |2 -Cq p —————[x"Y]
2 2 E Cslx_ylzk-1
- -y | 2kt)
=1'|*- lx-ylzk+1 > -Jé—!é————
(1t1) Para -T<t'<t - g; , tomemos
6 < 61 < O~
4",
Entao,
Cp 87 (et ) 2K - oy xmy | K (e-t) =
= (t-t') {1671 (t-t) 2K = Cqlx-y[2K} >
- 2k 2k+-1 —+1Y2k
2 etl g ¢y 202 B R L L E
X-y 2k 2k+1 |x- 2k 2k
> el (62407 L - Colx=y[ T = 0
7 477Cq
Assim,

Cp 871 (t-t')2K*Y - Colxmy 2K (t-t1) > 0

. . 1 1 o .
Seja 8; =min {8¢, 1 . -, L__ 1 . seja
C -y [ 2KT1 2k .2
N NES 4 C7k+1

x- 2k+1 .

|x=y | 2K¥ 1G5 [xmy [ 2K (£t 1)4C, 871 (t~t ') 2k¥1agy §|x-y|*K>C
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Assim fica provado o lema no caso |.

Casc Il v'=0 e v = §(t-s) |t-s|?k"!

Afirmamos que neste caso basta mostrar que

(2)  |t=s |2 = (tmt') (tms) |e-s |27 4 cy 87 (et ) 2 sc

para £ e § suficientemente pequenos.

De fato, neste caso temos de mostrar que,
S(t'=s) (t=s) [t=s|2k=1 &+ Im ¢(x,t,t',p"%E) > € 6.

Entao,

2K71 4 im o (x,t,tt,07tE) >

§(t'=s) (t-s) |t-s]|
> §(t'=s) (t-s) |t-s|2K71 4+ ¢y (t-t1)2k+D =
= 6[(t'-5)(t-s) [t-s|2K71 4 ¢y 671 (t-t1)2kH1] =
= 6[((t=s)=(t=t")(t=s); |t-s |2k 4 ¢y 671 (t-t')2k+1]=
= 6[(t-s) (t=s) |t=s |2k - (t-t1) (t-s) [e-s |2k 4
I T 1 s
= 8[ lt'5|2k+1‘(t't')(t-s)|t-s|2k'1+C15'1(t-t')2k+1]>

> L 8.

Mostremos -ue (2) € verdadeiro. De fato,

(1) Se t<s, (2)> |t-s] > E~|t-s

{11) Para t - %-lt-s] <t' <t temos,

2k

kT (pmtr) o5 | 2K = -

s ' 2kt1 ( ]T”(t.,-@;!:).._-]——-) >

|t=s] T 2

> [t-s |2 (- %;t-s|-TE§;T = dlems| 2K > o ees 2R



(111) Para -T<t' <t - %[t-s], tomando 8§ < §; < %ﬁu

temos,
Cp 87 (t-t") ¥ o (gt 15| K =
= (C, G'I(t-t')zk - )t-sfk)(t-t'

)
> (€0 87 (L e = fems|P) L jens]
> % Jtes|2kFge, 670 Lo - i) » L fes ]2, 7 -1y
2 l( - L*k -

k
FESELATS é:" ﬁf -1}

v
Nf—
I
o

(]

1
&

- e C= % lt-s

Seja 6, = |2k+1 entao vale que

=
~

lt-s|2K¥ 1o (t-t1) (t-s) |t-s|k"14c,y 671 (t-t')2k+! > .

Logo fica provado o lema no caso |l, o que completa a prova.

Neste ponto selecionamos para g um membro da particao da
unidade de Andersson-HGrmander descrita no capitulo 0, notando, entre-
tanto, que a varjavel no capitulo 0 deve ser trocada por (&,7) (assim,
N=n+1, como antes).

Para estudar kg deformamos a cadeia de integragao para o

espago complexo e estudaremos a seguinte integral:

:I;(x,t,y,s) _ (Zn)~n-1JJei<x-y,g+ipv'>+i(t-s)(T+ipvn+1)2j(g’T)

X K}(x,t,g+ipv',T+ipvn+1)gv((£,r)+ipv)d[(g,r)+ipi}-

Estamos usando a notagao tradicional de=d91A...AdeN; aqui
6 = (£,1) + ipv. Além disso, g’ ¢é a extensdo de g no espago comple-

xo que estd definida no capitulo O0:
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(i u)“ (o)
g”(w'i W) = B S g (w78

0 inteiro v ainda esta para ser escolhido. Se aplicarmos
a Proposigao 0.3 (iii), vemos que
8 (@ n)+ipv) | < #p LPIVIFY
Observamos que |v]| < r§, onde r > 0 depende somente de

(x,t,y,s); entao,

(6.3) 8V (£, 1) +ipv) | < M p etTP/Z

Agora, impomos a condigao que Vv e suficientemente grande a

fim de garantir que
(6.4) r.C < c.2

Lembramos que C e independente de v (C € a constante
que aparece na Proposigao 0.3) e que c depende somente de (x,t,y,s).

Aplicando o lema 5.1 concluimos que

)lSCOEJ

(6.5) |kj(x,t,t',£+ipv',T+ipvn+1,

Aplicando o Lema 6.1, as condigoes (6.3), (6.4) e (6.5) con-
cluimos que o valor absoluto do integrando em :];(x,t,y,s) € no maxi-

mo igual a

i e-a(c-rC/zY)p

(6.6) ¢, el o J o g0cplz

<Cp e p

De fato, como

{t . t . 1Yo J | .
Kj(x,t,£+inv',r+ipvn+1)‘='J Tl Eripvt) =i (o) (tiovey, )
T

x kj(x,t,t',E+ipv',r+ipvn+1)dt',
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t L \ .
INNIES| -Tle"""““ HEriovan ) | i G| e

t - -t |
I . Img+p (t=t )vn+1 CCo el dtt =
-T

| AN

Lot -1,
PN J e PIm (X, t,t! o "Eriv )4p(t=t vy 4o
-T

Assim,

Ci<x=y,E+ipv'>+i (t-s) (T+ipv . .
el X7V E¥IP ' (e=s) (n+ip “+1)XJ(§,T)K3(x,t,£+|pv',T+|pvn+1)

gV ((E,T)+ipv) | <

A

e-p<x-y,v'>—p(t—s)vn+1.l.(jt e-p'm¢(x»t»t',p'15+iV')+p(t‘t')vn+1dtn)
S

% CoE‘j Mo eCI‘pG/g\) _

Crod/aY t o P Imb+o (=t ) v 1-0<xy,v'>=p(t=s)vpsr 4.,
-T

Coe° Mp

t! <

. t
Co el Mo eCrp6/2V j e-p(lm¢-(t-t')vn+1+<x—y,v'>+(t-s)vn+1)d
-7

. Vot . v -
< Cg el M o eCrpG/z J e pcs dt'< 2T Co M p el eCrpG/z e pcé
-T

Cir e’ pe <C el p e—&:p/2 (c.q.d.)
tsso implica, primeiro de tudo, que a integral ]}) e absolu
tamente convergente para todo &, 0 < § < §,. Quando § = 0 ela e

uma integral oscilatodria.

Notemos que as afirmagoes anterjores sao verdadeiras, nao
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simplemente no ponto (x,t,y,s), mas também em uma vizinhanca complexa

1 n+1

desse ponto, no espago ¢ ke » 0. Podemos escolher  indepen-

dente de j. Assim j} pode ser estendida como uma fungao holomorfa

em ¢ e a presenga do fator g’ assegura que a serie DA
J

normalmente em 0. (0 vetor v permanece constante atraves da vizi-

Y
i converge
nhanca ) .
. v .
Estudaremos agora a diferenga K} -dj . Para fazer isso, a
plicaremos o Teorema de Stoke na seguinte versao:

J f(x+i|x]6w)d(x+i]x|6w)-J f(x)dx = J; + Ja,
|x|>R |x|>R

onde

N ( (S
J; =R J J f{R(o+iS'w))A(w,0,8')do d6&"',
lo|=170

itz

J2=

\ J Jé af (x+i lx|6'w)]x| A, {w,x,8"'")dx d§'
J2U R Sy a2 e '

0 sz
Denotamos por x (respectivamente z) a variavel em RN (res-
pectivamente CN); w e um vetor fixo em RN, Verifica-se que
|A(w,0,8") ], ]Aj(w,x,d')f, 1 < j <N, sao limitadas independentemente
de x desde que w e §' permanegam em um .conjunto limitado.

1
No nosso caso, x = (§,T), w=v/§, R = e™le K-m(jf)J e

f(g,1) = expli<x-y,&> + it(t=s)} K}(x,t,i,r)g(g,T),
fO(E,T)+ipv) = expli<x~y,Eripv'> + i(t=s) (t+ipvpes)} X
x K}(x,t,£+FPV',T+ipvn+1)gv((€,r)+iDV)

A fungdo caracteristica XJ(E,T) nao comparece na expressao

+
da f pois estamos integrando para p > ¢™! ¢ K-m(j!)J onde
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1
p = (|&]%+12)* . (Ver no apéndice A a demonstragdo da versdo do Teore

ma de Stoke no caso N = 1).
Em virtude de (6.3), (6.5) e do Lema 6.1 concluimos que
I%(R(o+i6'w))| < ¢y el R exp{~c R &'/2}
Escrevendo Jl’j ao inveés de Jj;, concluimos que
N

(6.7) 9, ;] s ca® el < ¢y NN,

De fato, sabemos que A(w,0,8') € limitada, seja entao

IA(W,O,G')I < L, assim

| o< RN J jS |f(R(o+id'w)) | |A(w,0,8")|do dS" <
Ly - IO'I=1 0

tA

5 L
RY J J ¢, &) R e R824 45
o]

. 8 -
Lc, Re) RN J J N TINT
lo]=1

L ey Rel R J] | 2 ("R 2 4 y4g <
agl=1

CR
<LC,R é% eJ gV J do =
lof=1
C1 i oN _ Jj N _ - oz
=2 L T A(SN)E R'=C, €7 R (A(SN)) = area da esfera unita
ria)
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jl < Cy RN e < Cs jN sJ-N (c.q.d.)

. j-N
Se aumentarmos a constante Cj3, temos que IJ1 j|§C3 JN eJ
?

em todo ponto de ¢. E claro que g, ] define uma fungao holomorfa em
I

0 e que (6.7) implica que a série % J . converge normalmente em Y.
J s J
Trabalhemos agora com J, ou melhor, no nosso caso, com
J2 I 0 valor absoluto do integrando & menor ou igual a

Cu|3f (x+i [x|6'w) | |x| que, por (6.5) e pelo Lema 6.1, & menor ou igual

a
Cs ej e—cé'p p[ggv((i,r)+ip6'w)[.
Neste ponto, impomos a condijgao
(6.8) v] = 8|w]| < M 127" onde M & a constante da proposigao

0.3. Note gque no conjunto
(6.9) (e, p > M 2"
temos, M 2°(p]v|+2Y) < p pois,

M 2Y(p|v]+2) = M 2% ]|v] + M 22V < M 2Y%]v] + 277p <

- -\ - -1 -1
<M2% M 2V w2 =27+ 27 = 0.

Como &'|w| < 8|w| para 0 < §' <8 o que foi feito acima
é valido se trocarmos v por &'w e isso permite-nos aplicar a propo

sicao 0.3, assim obtendo
5.V e -p/wVH
[3g¥ ((&,T)+ipS'w)| < Mp e ,
e isso continua valido para todo (£,T) desde que trocamos M por

uma constante M(v) dependendo de V. (Vale a pena lembrar que v €

escolhido de acordo com (6.4) - que ndo envolve & - e que uma vez fei
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ta a escolha de v, impomos sobre & a condigao (6.8)). De qualquer

forma, encontramos que o valor absoluto do integrando em J2 j e no mé
. 1
ximo igual a
. V41
-0/4
Ce(v)el p2 et

e isso permanece valido na vizinhanga (¢ se esta for suficientemente
pequena. Analogamente, aplicando-se o operador de Cauchy-Riemann com

relacao a (x,t,y,s) sob o sinal de integracao, J, j define uma fun

’

cao holomorfa dessas variaveis em Z, e a série I J, : converge nor
J ’ -
1

malmente em .
Assim, provamos que ?(K}ij) pode ser estendida como uma
J
fungao holomorfa de (x,t,y,s) em J. Como ja provamos que isso tambem &

verdade para I 3?, entao também €& verdade para
J

K9(x,t;y,s) = I Kj-’(x,t;y,S)
j

© & analftica em uma vi-

Finalmente, podemos concluir que «
zinhanga de qualquer ponto (x,t;y,s) que ndo pertence a diagonal de

2 x Q.
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CAPITULO 7

REGULAR [DADE DO OPERADOR K.

Seja,

t . . s et
Ko(xst,E’T) = j elq)(x,t’t ’g) |T(t ‘ )ko(x,t,t',g,‘[)dt',
-T

como definido no capitulo 5.

Definindo,

t . \ . '
KO(X,t,g,T) = j el¢(X,t,t :‘S)"‘I’ft ko(x,t,t',g,T)dt',
-7

temos que

Ko (x,t,E,1) = e-iTtKo(x,t,E,T)

Inicialmente vamos obter estimativas sobre derivadas de

K°(x,t,£,r) afim de mostrar que o operador K aplica C: em C

Lema 7.1
Seja S = S(Dx’Dt) = DD, com |a|] +r =m.
Entao,
[S K% (x,t,&,7)] < L(1+p)l“l+r,

se (x,t) € K onde K € um compacto.

Prova

Usando a formula (2.2.5) pode-se mostrar que S(Ko(x,t,£,T))

e soma finita de termos dos tipos
t
e .
J_Te'¢+|Tt Sl(x,t,t',E,Dx,Dt)k° dt' e
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ip+iTt!
e ¢ Sz(x,t’t':E,T,Dx’Dtth')ko‘t=t]:

Onde, Sl(x,t,t',E,Dx,Dt>k0 - , l l l SY(X’t,t',g)DYko’
Yl<al+r

SZ(xstat|:E:T’DX’Dt’Dt'>k0 = z SY(x,t,t',E,T)DYkO,
Iylglal+r-

com coeficientes SY e é,Y analfticos e satisfazendo

HCH NN C14p) ¥

];Y(X’t,tl,E,T)l < C1(1+p)|al+r

Logo,

15 (Ko (x,£,8,7)) | < Ly (1) 1217 7

usando a regra de Leibniz, obtemos que

fa]+r

[S(K(x,t,€,1)) | < L(i+p) (c.q.d.)

Consideremos o operador K, definido no capitulo 2, isto €,

Kulx,t) = (Zﬂ)_n-ljjel<x’g>+thK°(X,t,E,T)g(E,T)G(E,T)didT-
Se u € C: entao K esta bem definido e além disso

Prova
o -
Como u € CC, para todo inteiro N > 0 podemos encontrar
uma constante C > 0 tal que

3,1 ] < clep)™
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Assim,

iKu(x,t)I§(2w)'“'1jjlei<x,£>+irt

K (x,t,8,7) | [g(&,T)]. |G(E,T) [dEdT

< (ZW)-n-l

.L.C jj(1+p)'”'1dgdr < 4o,

Logo, o operador K esta bem definido.

Mostremos agora que K(C(:) c c”.

Dy DY Ku(x,t) = (2w)'”'3fjoi D;[§'<x’g>+'rt.K°(x,t,E,T)]
g(g,1)0(g,T)dEdT
_ -n-1 oo r=r' i<x,&>+itt o' r',o
= (2m) JJ( ‘ z Ca,r DD, e DD, K (x,t,E,T))
a'l<]al
ri<r g(g,7)0(&,T)dEdT
Assim,
|Di DZ Ku(x,t)| < L, IJ(1+ p)|"-"l"r(1+p)‘N dE dT < +o
se tomarmos N = |a|+r+n+l. (Aqui usamos o Lema 7.1). (c.q.d.).
Lema 7.3
a s ol -
leKu(x,t,E,T)[ < Cu(1+p) , onde k e o inteiro

que aparece na condigao (2.1.6).

Prova

. o - a
Se,’a p(Dx) = D)< <on IU,} =m e p(g) =€ .
Entao,

m
0,00,)0% = 6% + (32 (0,00,+] +I, q;,

onde, C = C(x,t,t',£) analitica, homogénea de grau m-1 com relagao

ag e Qj = Qj(x,t,t',E,Dx) sao operadores diferenciais parciais de
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ordem menor ou igual a j, com coeficientes analiticos e homogeneos de

grau m-j com relagao a £&. (Ver apéndice A)

t . ! - -t !
DiKo(x,t,E,T) = J Di[k'¢(x’t’t &) -it(e-t )ko(x,t,t',E,T)]
‘ =T
dt' =

t e
= j 10Tt (g g )% e,
e X X
~T
Assim,
|DzK°(x,t,£,T)l € menor ou igual a uma soma de termos onde
o de maior grau de homogeneidade com relacao a & €& dado por:

t
oo T

Sabemos que Im¢(x,t,t',E) > Blgl(t-t')2k+l(Ver proposicao
4.1) e como ¢ (x,t,t,€) = 0 temos que [0y (x,t,t",E) | < Byjt-t']||E]
(¢, € homogenea de grau | com relagao a £).

Entao,

jt ,¢g ei¢-iT(t'tl)k0 l dt' < jt
-T

gl leTt e g

t v - 2k 1
SJ Bz(,t_tlllgl)lale Bl‘gl't tll 'kol dt'.
-T
Seja B =|t-t'|2k+1.1£! entao,
2k+1

8o (|-t ], |g]) 1@l BIEN et

Bz(lt-t'|.|g]7ﬁ§T'l£|7%;7)|a|e-3|g|lt_tn

|2k+1 -

= Bzfg[fééT“|“ls?§?T la] -88,
1
Seja f(B) = By BZKT ol 88 g > 0

- 127 -



Para R > 1 temos B 5.82k+1 e portanto, Sftér'lal < Blal.
Logo, f(B) < BzBlal-e-BB que é limitada.

Para 0 < B < 1 estamos pum compacto e como f € continua
temos que f e limitada.

Assim, f(B) < B3 e

Jt 'Bz(lt—t']|§])lql e'B|t-t'12k+1
-T

. |g| |k°] dt'f

N et lal
J B3| [k°ldet < By |E[7KF <
-T

<
2k _ o]
< B, (]+p)2E+1 *

Portanto o termo de mais alto grau de homogeneidade satisfaz

t o , 2k
J | b elo-itle=t!) o | dt' < B4 (14+p)7KFT o]
-T

e os demais termos satisfazem uma estimativa do mesmo tipo e assim po-

demos concluir que ‘
2

loi KO (x,t,&,T)]| < C, (14p) ZkH] o (c.q.d.)

Lema 7.4
0 transposto do operador K €& dado por:
Kulys) = (2n 7 [[[TCBERED 0 (e gl 1ute,0)
dxdtd&dT
Prova

Se u, Ye C: temos,

(
JJ(tKu)(x,t)W(x,t)dxdt = <tKu,W> = <u,K¥Y> =
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= jju(x,t) (K¥) (x,t)dxdt =

=jju<x.t>[Kzn>‘“"jje‘<*’€>+‘TtK°(x,t,a,r>g<a,r>@<a,r>dadrldx dt =

(Zﬂ)-n-ljJJJJJEI(X-Y’E>+i(t-s)TK°(x,t,i,r)g(E,T)Y(Y,S)u(x,t)
dydsdgdtdxdt =

(zn)'”"f[jjJ} 1xY B (E8) Ty (v e 1o (£,7)¥ (y, s)u(x, t)
dydsdxdtdédT =

(2ﬂ)-n_IJJJJJJei<X-Y’g>+i<t_s)t KO (x,t,E,7)g(E,T)¥(y,s)ulx,t)

dxdtdydsd&dt

(Zv)-n-IJJJJJJei<x_y’(-g)>+i(t-s)(_T)K°(y,s,E,T)g(E,T)W(x,t)u(y,s)
dydsdxdt d&dT =

= (ZN)-n-lfJJ[J[ei<x-y’(-€)>+i(t_s)(-T)K°(y,s,E,T)g(E,T)u(y,s)W(x,t)
dydsd&dtdxdt

roriancy,

t “n- i<x- - i(t-s) (-
ku(x,t)=(2m) " lfjffe'<x vy (=€) >+ (t-s) ( g0 (y 0,6, 1)a(E ) uly.s)

e, X dy ds d§ dt
t “n- <xe e
Ku(y,s)=(2m) " 1JJJJeI<x y,E>+i (t S)TKO(x,t,E,T)g(E,T)u(x,t) dxdtd&dt
(c.3.d).

Proposicao 7.1

t .
K esta bem definido e aplica C: em ¢
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Prova

aar t —m ™! (3% ! XTYHEHT(E=8)Ty o v v 1)g(E,T)
]ayas Ku(y,s)|=(2m) I[JJJ J0se SR -

=(2“)_n_1iJJJchaaTre‘<X‘Y’€>+"t‘S>TK°<x,t,a,r>g<a,T>u(x,t>dxdtdadTi

1 b a]+r Lo “lof - g - dor
=(am) " lJ[Jch[(l+|a|2> IO " (8127 7)) (1+€]?) 7]
ei<x'y,€>+i(t'S)T x  K(x,t,£,T)g(&,T)ulx,t)dx dt d& dt| =

=(2")-n-1'JJJJCz(1+|a12>2+l“i+re‘<x‘y'€>*‘(t‘S)T K9 (x,t ,E,7) g (£,7) x
ol+r
h(g,1) x (1+]g|2) 70" u(x,t)dx dt d dt| =

I i+r
(onde h(g,1) = €% (1+[£]2) "7 elh(E,1) | < L)

- (zﬂ)-n-1|JJIJ C2[(I_Ax)£+|a]+r ei<x-y,g>+i(t-s)r]Ko(x’t,g’T)><

[a!+r
g(E,T)h(EQT)(1+|EIZ)_Z- u(x,t)dx dt dg dt | =

IJJJJ c ei<x-y,g>+i(t-s)T[(]_Ax)z+la{+r K2 (x,t 8,0 u (x, )]

lo]+r
x g(g,T)h(E,7) (+[g]2) 72" dx dt df dt | <

IA

<zn>‘”“jjjj Co (-0 M 4T ko G utae) | g(E,T) | (e T) [

_g - Jof*r
x (1+]£]2) Z dx dt dE dt

A

C, Lzm) ™" JJJJ |(]_Ax)2+]a]+r K® (x,t,&,T)ulx,t) |

ol+r
(1+]g]2)* e dx dt dE dt

que & menor ou igual a uma combinagao linear de termos da forma:

-]30_



fjf]}ai KO (x,t,5,1)| lazu(x,t) | (1+ ]g[2>'“"194:£‘dx dt d& dt

(com |q| < 2 (2+|a]+r))
Como |&] >dp (d < 1) temos [|E]? > d?p2.

Entdo 1 + [£]2 > 1 + d%p? = d?(—5+p?) > d?(1+p?)

| 2
Q|+
O+lg]2) ™ "2 )2

al+r
2 < dy (1+p?

Assim,

ijj|ai K (x,t,8,1) | 9P u(x,t)|(1+}g]2)""'J‘04'tE dx dt dE dt

Ql+r

: ySlal -4 - 2k

~ o+
<c JI 1402) 8 (+|a]+r) =2 - 1= 4t dt =

- -
_: J (14922 (6 1)+ (8 )+r(6 24t dr

) lal . r
E E JJ ]+D 'v(ts 1)-!- 2 + i dE dT < 4o

lof y r o _n#l
se R(6-1) + -ty < 5
e Isso ocorre se,
ntl+ ol +r
s
Observagao:
. Quando fazemos |a] = 0 e r =0 na demonstragao anterior,

- . . +
concluimos que o operador tK esta bem definido se £ > ET%T%T

(c.q.d.)

- 131 -



Lema 7.5

'k aplica C:(Q) cont inuamente em C" (%)

Prova

Como C:(Q) esta munido da topologia do limite indutivo,bas
ta mostrar que a aplicagao t: C:(Q, L) » c7(Q) & contfnua para todo
compacto L < .

Seja (Kj) j=1,2, ... uma sequéncia crescente de subcon
juntos compactos de , cuja uniao € Q.

Lembrando que uma semi-norma sobre € () é dada por:

p_.(d) = sup ISB¢(Z)[, v ¢e CT Q)

zeK;
IBlern

e que uma norma sobre C:(Q,L) e dada por:

b (0) = sup 3% @) ], ¥ ¢ e CT@,L)
m zel ¢

|8]<m

- . ~ t
a demonstragao que a aplicagao

K: C:(Q,L) > €7(Q) é continua segue

facilmente da demonstragao da proposicao 7.1 (c.q.d.)

Proposicao 7.2

0 operador K € regular em x e emy.

Prova
Sabemos que o mergulho Coo(Qy ) > D' ( S) e continuo e

portanto a aplicagao,
t

. c® 1 z r
K: Cc(Qx,t) +> D (Qy,s) € continua.
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Logo, a aplicagao

K:

K(cc@, e @

K:

gular em x.

Como tK:

Cc

)

,t

o0 - r
c @ )~ DI(th) € cont{nua e como
’

YsS
pelo Teorema do grafico fechado temos que

¢’ ) »c7(Q .) € continua, isto &, K

c

CC(Q

Y,s Xt

hed - rd
x,t) - C (Qy,s) e continua temos,

K: E'(Qy s) +>D'(Q .) € contfnua, isto e, K

gular em vy.

x,t
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APEND ICE-A

Prova de (2.2.5)

Temos de mostrar que

t . . \
Px,t D kB Ko = J_T P(xt,0,+E,D, ) (' tk)e ™ Tat

I N P jo-1, igriTt!
o gE e e neeo0el e g,

i (x,t,t',E)+itt’

Seja fx,t,t',E,T) = e k(x,t,t',&,T).

Em primeiro lugar mostremos que,

t t
p™ J fx,t,t',,T)dt"' = { DT fx,t,t',g,T)dt"' +
-t -T

t
1 m ] (J) j-l i
+ I—ng _-J—! {P (Dt)Dtl f(xpt »t ’E’T)}t'=t
onde P(Dt) = D?, ou seja, que
m t t m 1 m-1 1 m=2
() D J fdt' = J D™fdt' + + {m D™ 'f+ = m(m-1)0""Z0_,f +
t g gt i t 2 t t

m=3_2

+ fT m(m-1) (m=2)00°DZ, £+ ... + ™! £

t! t! t'=t

De fato, para m= 1 temos,

t t
D J fdt' = J D fdt' + + f(x,t,t',£,T), eu seja, para
t) 1 Tt i

m= 1 e verdade.

Supomos que m = 2. Entao,

t t
2 [ 1 - ' ]_ =
Dt[f dt' = Dt(DtJ_Tf dt') = Dt(J thdt + = f(x,t,t,5,1))

-T
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dade.

+
N)

+

t
1
= 2
= J thdt' + T(th)

-T

t
- 2 ] ] ] ]
= j-r pifdt' + (0, f). \, + 7 [(O Flx,t,t',8,1))

t'=t

+ (Dt ,f(x,t ,t',g’T))t '-_-t]

£ 1D, F0xt,t,6,T) =

t
= 2 ) ] > . =
J-T thdt + T{Zth+Dt'f}t'=t? ou seja, para m

Supomos que (l) é verdade para m=-l, ou seja,

m=1
t

%T (m'l)(m‘Z)(m“B)DT-“Dé,f + ... 40D

-T

m=2
t!

Provemos que vale para m.

m t
D J fdt' =
g

t
X or e s 3Ll 0] )

]

35 (1) (m2) (-3) 07 D2 A+ e+ (0
T i, + H )0, (0]

t
{ Dy fdt ' +
-T

t't

t
D (Dm-lj fdt ') =

-T

+
t'=t

(m=1) (m=2) (OF "D F),\_, +
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t

D?-a
=g '
-2
rtn| f)t|= ]}—
Flpiapd *

t'=t

+

t t
b J fdt! = j D" dt ! + L (m-1)0"EF 4 n=1) (m-2)
-T | t 2



+

3 (1) (m2) 0, [O7°0 6\ ] + 5, (=) (m2) (m=3)0,

[og™ "0f1fg ol +

t'=t

+

c+o 070 Y=

+

t
m 1 /am=} | - m=2
J-Tthdt' + 50 )it T L= [y (07 6],

+

(m=1) (B, , (07 *6)] + -2'- (m=1) (m-2) [0, (o’t“'snt.f)] +

l=
t'=t t'=t

+

7 (m1) @2) [, 70, F)], .\, + 3r(n=1) (m-2) (n-3)

m=4 2
[Dt (0 Dy 'f)-]-t '=t

-+

3r(m=1) (m-2) (m-3) [0, 702, 6]\, + ...+, OF 6], o+

+

m=2
EDt ' (Dt ' f)]t '=t} =

r-TD?fdt' + -:- (Dz’"f) + :— {(m-l)—(Dtm'lf) +

t'=t t'=t

1
tlat T 7

+

(m=1) (0] "?D, ,£) (m=1) (m-2) (07 "D F) 1y +

1
2

-+

(m1) (m=2) (0702 ,£) \_, + 3r (m=1) (m-2) (m-3) (Of *DZ,F), \_,

+

+

t'=t

-'37 (m-l)(m-Z)(W-3)(D?-“D§,f)t,=t + ..o+ (0 07 f)

m~=1

t! f)

(D

+

gragd =

Jt Drtnfdt' + -}- {m Dmﬂlf + L m(m-])Dm-zD
-T

t 2 t t'f+

3

- -1
+§‘Tm(m-1)(m-z)og‘ T02,fa .+ 0T (c.q.d)

Mostremos agora a igualdade (2.2.5). Nao ha perda de genera-
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lidade em supor que,

m .
= J
P(x,t ’DX+€’Dt) j'§° Pm-j (x,t ’Dx+€)Dt
Entao,
t
P(x,t,D +£,D ) J f(x.t,t',i,r)dt' =
X0t ) b

t
2 m 1 _
(Pm+Pm-1 Dt + Pm-z Dt oot Pth) J-Tf(xvtat )E’T)dt' =

t t
1
] 1 AR
I_T P fdt' + Pm_ILI_gtfdc +=(F) ]+

t
]
2 ' 5
+ Pm_zﬁj_T DXfdt' + -+ (2 D f + Dt,f)t,=£] +

m-le 1 m(m-l)D?’ZD

t 5 f +

t
+ ...+ P [J D™fdt ' + “(m D ,
Tt i t

m=3
t

+

gT m(m=1) (m-2)07"" 02, f + ...+ 0DI7'F) ] =

t '

m m-1t m-2 t

t
J (P+P D, +P D2+ ...+ POD?)f de' +
-T

1 m-1
= {(P _+#2 P, D +...4m Py D) +

+

m=2
m=2 = "2 WP M0 £t

t
' ]
J_TP(x,t,Dx+€,Dt)f dt' + T{(Pm_1+ 2P Dt ..t

m=1

+ m Pth )f +

_]37_



| m=2 | m=1
+ E(z S m(m-l)Pth )Dt:f toee. t T m: Po D, f}t';t

Mas,
(013) . - m=2
P (x,t,D +E,D ) = P +2P D+ ..+(ml) P D " +
m Py D?-l,
,(0,2) - 18 m-3
pte (X,t,0x+5,0t) =2P % + (m=1) (m=2)P.D +
m(m=1)PoD7 ",
P( ’m)(x t,D +£,D.) =m! P
1t ety Yy 0
Logo
t
P(X,t ,D_+&,D ) j f(X,t ,t',g,T)dt' =
X t -1
t
= J P(x,t.Dx+E,Dt)f(x,t,t',E,T)dt' +
-T
1T (0,j) j-1
+ T j§1 T {r (x,t,0 +£,0. )0y, Flx,t,t',E,T)}
(c.q.d.)
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Prova_de (2.2.11):

Mostremos inicialmente que se
+1 1 ~
P = .(Dt+¢t)k e p =Tk+ entao,

k+l _  k+1 p termos de grau de
(Dt+¢t) = ¢ * I:BT (¢t)Dt + ]+ homog. menor

onde C = C(x,t,t',£,¢t, ¢tt) e uma fungao analitica envolvendo deri-
vadas de ¢ ate ordem dois e homogenea de grau k com relagao a &.

. ~ k K
De fato, sejam Tk = (Dt+¢t) e p =T Se,

k=0, To=1
k=1,T) = Dt + ¢t
k=2, Tz = (Dt+¢t)(0t+¢t) =
_ a2 2 _
=0t rE¢tDt+¢tt] * D=
= 42 ap2 2
= o2+ [5R2 (000, +¢,.] + 02,
onde ¢§ e homogenea de grau 2, 2P2 3T (¢ ) e Pyt sao homogeneas de
grau 1,
Suponhamos que,
p
- k o 4K L3
M= O+ )" =0 + Lz ()0 + ¢ ]+
+ [(termo de grau k-Z)D2 o] .+ Dt'“
k Bp
onde ¢, ¢ homogénea de grau Kk, k (¢ ) € homogenea de grau k-1
e Ck e uma soma de fungoes homogeneas de grau k-1, envolvendo deri-
vadas de ¢ até ordem 2.
Entao,
Pr= Ty = 040 ) =D 49, ) [0 + (q>t * -

ap
¢t+l t 4, 5?5'(¢t)0t * ¢, C + (termos de grau menor)

+ k ¢:-1¢tt + ¢‘t(Dt + (termos de grau menor) =
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3p
= 65t + 3, aTk (6,00, + ¢KD, + (8, €, +kor 9] +

+ termos de grau menor =

k+1 + [ gk+l (6,00, +Cp ) ] + termos de grau menor
pois, 8 k+1
k“ (¢,) = ey, = (k)68 e
t
op
k-1 k
¢, 5;5 (¢t) + ¢t = ¢, ko, + ¢: = (k+1)o,

ap
3 - -
eonde C.. . =¢ C +x— (¢t) ¢, € homogénea de grau k envolvendo

derivadas até ordem dois de ¢.
Com isso terminamos a prova pois, p = Py, © como ¢ e a-

nalftica temos que C e analitica.

k+1

Mostremos agora que vale a seguinte

l IOpOSiEaO:
Se.a P(, D ) = P (y D ) + Zl P (y D ) m I d I d.f I
J ’ y m ’ y .|-° 'I b y V) Ope a O | e en

cial parcial linear de ordem m com coeficientes analiticos em um sub

\ +1 -
conjunto aberto € do RTT, Entao,

m
P = ¢ . sy
(v:D #¥) = ply,¥) + [p (y,¥)eD +c] + ., s,

onde, n=(m,..,n_.,), ¥="¥(y,t',n) € uma fungao analitica de to-

n+l
dos os seus argumentos e homogenea de grau um com relagao a n,

Sj = Sj(y,t',n,Dy) sao operadores diferenciajs parciais de ordem menor
ou igual a j com coeficientes analiticos e homogeneos de grau m-j
com relagao a n e C ='C(y,t',n) e uma fungao analitica de todos os
seus argumentos e homogenea de grau m-1 com relagao a n e alem dis

so, C=2C; + C, onde,
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C; € uma

homogenea

Prova

fungao analftica envolvendo derivadas até ordem dois de ¥ e
de grau m-1,

C, € igual a pm_l(y,W).

.Se m=1 temos que,

P ,D
1(Y y)

PO (Y,Dy)

temos,

P(Y,Dy) = Pl(Y,Dy) + Po(Y,Dy) onde

o)(y) Dy + ... + a (g

y (y)Dyn+1 e

a
(1,0,..,, :-~-:°’1)

20,...,0 -
Assim, ply,n) = aq o oyOm+ .o va 0 gy,

p(y’\y) = a(l’o’-"’o)(y) \yl oo # a(Or---sO,l)(Y) liln"’l’

P lys¥) = (ac O ea o)),

Portanto,

pn(y,\l’).Dy = a(l’o’...,o)(y)Dyl + oo+ a(o,---,o,1)(y)Dyn+1
Como,

P(y,Dy+W) = a(l,o"..’o)(y)(oy1+w1) e tag _’0’1)(y)

(Dyn+1+Tn+1) +

* a(O,- ‘90)(Y) =

= a( “,0)(y)Dy1 + ... + a( )(Y)Dyn+1 +

0peeey0sl

,o)(y) EEEAER a(o,---,o,l)(Y) ¥n+, *
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P(y,Dy+‘P) = p(y,¥) + pn(y,\v).ny +C,

onde C = a(o,'..,o)(y)

. Logo,para m =1 a proposigao é verdadeira.

Suponhamos que a Proposicao e verdadeira para operadores de
ordem menor ou igual a m e provemos que vale para operadores de ordem
menor ou igual a m + 1.

Seja P(y,Dy) um operador de ordem menor ou igual a m#,is~

to e,

Logo,

P(y,D +¥) = P . (y,D +¥) + ¥
TPy T T YRy E

Para cada operador Pj(y,Dy+W); j=20,...,m, vale a hipdte

se de indugao. Basta mostrar que vale para Pm+1(y,Dy+W).

Temos,
P (y,D) = I a (y)0%, onde 0% = p% DGRI}
MUY Jgfamn @Y vy 4
a
e P ,0 +¥) = z a D +¥
w000 = £, ()00
%j
Seja | o primeiro Indice tal que Dyiaé 0, entao podemos
escrever
L}
0% =D i 0% onde,
Y Y Y
| - -
al = (0,...,0,0Li l,ai+1,...,an+1)
y = (0,...,D,yi,yi+1,...,yn+1)
e |a'| =m
Estudemos (Dy+W)a com |of =m+ 1,

Sejam, T(Dy) = Dg e t(n) = n* Portanto, T(Dy+?)=(Dy+W)a.



On4q
) nN:‘+1
t(¥) = YI

Escrevendo,

Q
D = (D
(‘Y+Y) ( y
al

Q(Dy) = Dy

i+Wi)(Dy+W)al e definindo,

com Ja'| =m e q(n) =n* =nYi

G, =] ai+1 .

i i+l

temos que Q(Dy+?) = (Dy+?)a’ e t(n) = niq(n) e portanto,

q(¥).

Como o operador

dugao e portanto,

+

+

pois,

(0 +)% = (0_j+¥,) (0 +4)®

Q(Dy)

m
wyﬁy)[qow +($4WLDy+-w ﬁgzgﬂ =

¥ q(¥) + ¥, (q (¥).D

Dyi q(¥) + q(W)Dyi + (D

e portanto,

ms que a proposi¢ao € verdadeira para

tn(

2

) + wic + Wi

yi 9

(2, &

—
I3

w).uy = q(T).Dy; + Yi(qn(W).Dy).

Alem disso, C' = wic + Dyi q(¥) e como

C=2C +C,

com C =10

Cl=¥.C + Dyl q(¥)

temos que

Q.) +

tem ordem m vale a hipotese de in-

(¥)).D, + g (¥).D, 4 O+

D iC+ D ;( 7 ) =
yit " hyihz ) = o
t(¥) + wi(qn(w).ny) + q(w);y; +¥.C+ Dy; q(y) + jgz Tj =
t(¥) + &rﬁw).oy +C'] + 5 T
t(n) =n, q(n) implica que
tn(n) = (0,...,0,q(n)+n, qni(n). n. qni+1(”)""’”i qnn+1(n))
tn(\P) = (0, ~,0:Q(‘1’) + \Pi qni(ly) ’\Pi anl (\P),.”,‘yianﬁ.l (ly))

Usando a propriedade de linearidade de Pm+1(y,Dy+Y) conclui

Entao,

Pm+1
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ms2
Ply,D¥) = P (y,Dy+\L’).+ Pm(y,Dy-!-\H) + L, P (_y,oyw) =

mty

= + ¥).D +c| +.Z R, +

plys¥) + [p(y,¥).0 + & +Z, R,

m -~
+ pp(y,¥) + j§1 Ry +

= . - z 1
* o= plysY) +Lpn(y.‘i’).Dy +¢ ] +3,"§2 S. ,

onde, C=2¢+ pm(y,Y) e Sj sao operadokes diferenciais parciais de
_ ordem menor ou igual a j e com coeficientes de grau m+l-j de homoge

neidade, o que completa a prova da proposigao. (c.q.d.).

Agora estamos em condigoes de provar (2.2.11). De fato, fa-

zendo
y= (x*,...,x"t), n= (EsyevnsBut) e
Y= ¥0oE,ttE) = (Fr, 0¥ ) = (Bavdase B 40000, )=
= (€+¢X(X,t,t',5),¢t(X,t,t',E)), na proposigao anterior te
mos,

P(x’t ’Dx+g+¢x’Dt+¢t) = p(x,t ’E+¢X’¢t) + JEI Rj (X,t ’t|’E’DX’Dt)

onde Pj sao operadores diferencials de ordem menor ou igual a j cu
jos coeficientes sao fungoes analiticas de (x,t,t',f) e homogeneos de
grau m-j com relagao a £. Alem disso,

n .
Pl (X’t ,t',E,Dx,Dt) = _jél pgj (X,t ’€+¢X’¢t)DXJ +

+p (840 ,0) D+ Clx,t,t',E),

onde C(x,t,t',£) tém as propriedades da proposigao.

[e o]
Seja k(x,t,t',£,T) = .=%_

] kj(x,t,t',g,r). Entao,

1
P(X,t ’DX+€ +¢X’D£+¢t)k(x’t st 1,8 9T) =
= p(x,t,g+¢x,¢t)kmql(x,t,t',g,r) +

+ P(X,t ’£+¢X’¢t) jgm kj (x’t 9tI)€:T) +
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m
+ (Jél P_j (X,‘t »t ! ;gsDant))km_l (X:t ot ' ,E:T) +

U ' $ ' !
+ (L P Oot,e’E, 0,0 )) (i k(e '8, T,

Logo, o termo de grau | € dado por:

plx,t,E+d ,0.) k ) (x,t,t",8,T)

e sera nulo se p(x,t,£+¢x,¢t) 0.
0 termo de grau zero € dado por:
Py k

m=1’

o de grau -1, por:

o de grau =2, por:

L T T T S S S I I R R I I I S S R R I I LI I I B S )

O
+
-
=~
+
+
o
x

o de grau -m, por:

0
~
+
O
~
+
+
-
=~

-------------------------------------------

Assim, o termo de grau -v < 0 ¢ dado por:

P gy eyt BESETLED D) K

\) 0 mq1+vl
=

(v'>v+l-m)

viry' Kmepayt LRI
(v'zv+l-m)
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= 3, p (0E,800,08,) B0 Kou, * Polx,E,EH,0,)D K

-1 -1
J i X m +\) m=i+y
\ Vsl V' |
0ot 8)k ot E Q) (6t ED D) ke
(v'>v+1-m)

onde C(x,t,t',£) € uma fungao analitica de x,t,t' (proximos da ori-

gem) e de & (no cone aberto I'') e vale o mesmo para os coeficientes

]
dos operadores. QX = P 0 grau de homogeneidade de C € m-1l

V1=V’
. I -
e dos coeficientes € m=(v+i=v') = m=1-v+v' e a ordem de QX e me-

nor ou igual a v+i-v'.
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Prova da‘verséo do Teorema de Stoke quando N = |

'
Se |f(k+ikws')| < C k emg%g—_ e W € uma constante, afirma
mos que
Jf(x)dx - Jf(x+ixw6)d(x+iw6) = J; + J,
x>R x>R
onde,

S
Ji = R J f(R+iRwS') (iw)ds'
0

Y
Jo = J j — (x+ixws')x(-2w)ds ' dx
x>R /0 3z 5\

De fato, P ¥+& r/,//’///”

Pelo Teorema de Green temos,

. . of .9f
ch(z)dz = ch(z)dx + if(z)dy JJRegié;(§;-z)+|§7(z))dxdy

§
= jJZi §é~(z)dxdy = j J 2i é; (x+ixwd') (ixw)dS'dx =
-, 0z k>x>R’ 0 F4
regiao

0Z

Y
= J J = (x+ixws') x (~2w)d§'dx.
k>x>R7 0

Mas,
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J f(z)dz = j f(z)dz + J, f(z)dz ~ Jf(z)dz - J f(z)dz
c /k>%>R x=K, Z=x+{ xwd x=R
o k>x>R

8
= J f(x)dx + J flyy (8'))y1(8')d&" - J £ (x+ixws)d (x+ixws)
k>x>R 0 k>x>R

S
- [ Faenvitenes -
0

o)
=J Flx)dx + J £ (ke Tkw 8 (T kw) 8¢ - J £ (ot 13008 )d (ot § i)
k>x>R 0 ' k>x>R

8
- f f(R+iRwS') ({Rw)dS"
0

onde v1(8') = k + ikwS' e vy2(8') = R + iRws'.

Assim,

J f(x)dx - J f(x+ixwd)d (x+ixws) =
k>x>R k>x>R

) 8
=R J f(R+iRwS') (iw)d§! +J

3; (x+ixws')x(-2w)ds 'dx
0

K>x>R J0 3z

8
- j f(k+ikws') (ikw)ds'.

0

Passando o limite para k =+ +w, obtemos

j f(x)dx - J f (x+ixwd)d (x+ixws) =
x>R x>R

§ §
=R J f(R+iRwé') (iw)dS' + J j é;(x+ixw6')x(-2w)d6‘dx
0 x>R 70 9z

§
- 1im [ f(k+ikwS') (ikw)ds!
k>4 /0
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Basta mostrar que, .

s
lim J F(ktikwd') (Tkw)ds' = 0,

k'H‘°°o

o que e facil desde que

|f(k+ikws')| < ck

- 149 -
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PROBLEMA DE CAUCHY (ndo-linear)

Seja Q¢ R" um aberto, onde a variavel € denotada por

n , .- ,
x= (x',...,x ). Consideremos uma aplicagao analitica, ug, de Q em

Rm; e um subconjunto aberto (92 de Rm(n+1)

, contendo a imagem de 9!
sob a aplicagao:
x + (ug(x),grad ug(x))
Seja, f: Q x (-T,T) x4 » R" uma fungdo analitica com rela
‘950 a todas as variaveis exceto t (t € (-T,T)) e continua com rela-

cao a t, com m posiveimente major do que um.

Consideremos o seguinte problema de Cauchy (nao linear):

0 u, = f(x,t,u,ux) , xXeU, |t} <38

u(x,0) = uo(x), xeU

onde U € um subconjunto aberto de @ e & € um numero tal que

0<8<T.

TEOREMA

Existe uma unica solugao u(x,t) do problema (1) que e analil
tica com relagao a x e de classe C! com relagdao a t.
(Ver M.Nagumo ]:12] ).

Vamos resolver o seguinte problema de Cauchy (ndo-linear)

(Seguindo Treves 07

o (8,67 ,E) = Alx,t, 84, (x,t,t1,E))

¢It=tl = 0

(2)
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Definindo ¥(x,t,t',E) = <x,E> + ¢(x,t,t',E) o pfoblema (2)
se transforma em
¥ O6t,t",8) = Alx,e, Y (x,t,t",8))

(3)

Y] = <x,5>

t=t'

Estamos supondo que A(x,t,p) € holomorfa em (x,p), para x
numa vizinhanga da origem em Cn, p numa vizinhanca complexa de &°
em C e analftica com relagdo a t, para |t| < & (t real)

As equagoes de Hamilton-Jacobi sao dadas por:

d
(4) Fra -kp(x,t,p) Hg = A, (x,t,p)

as quais adicionamos as condigoes iniciais
(5) x(t') = w p(t') = ¢

onde w pertence a uma vizinhanca da origem em " e £ pertence a
uma vizinhanga de &° em c_ . *

As equagoes (4) e (5) tém uma unica solugao

ar,t',w,E), plt,t!,w,E))

que € analftica com relacao a t, t' (|t] <&, |t'| < 8;) e holomorfa
com relagao a w,5 (para w em alguma vizinhanga da origem em " e
para £ numa vizinhanga de £&° em Cn).

Para cada t numa vizinhanga de t' e & fixo a aplicagao

w > x(t,t',w,E)

M

um holomorfismo proximo de w= 0; e a aplicagao
x > w(t,t',x,£)

o holomorfismo inverso.

®a

Seja,
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t
‘l’(x,t ’tlag) = <x,E> + J A(X’S!P(s,tlsw(syt‘ ,x,&;) ag))ds
t!

Mostremos que ¥ € solugao do problema (3).

De fato, Y| = <x,E>. Como

t=t'
¥ (x,t,t1,8) = Alx,t,p(t,t',wit,t',x,8),8))
basta mostrar que
plt,t'wit,t',x,8),8) =¥ (x,t,t',E).
Mas como em t = t' temos que

plt' et wlt!,t',x,8),8) = ¥ (x,t',t',g) =&

€ suficiente mostrar que

d
d_t' (t ,tlsw)g) - \Yx(x,t 9t|’g)j = PW Wt + Pt = lyxt =
=P, W + Py ~ Ax(x,t,p) - Ap P W (pois,
= =9
xt—'vtx T 9x Ax,t,p))

0 (Usamos o fato que x e t sao variaveis

Py Wy - prx)
independentes e que P, = Ax(x,t,p).)

Se diferenciarmos com relagao a t a identidade

X x(t ,tI,W(t ,t',X,E) Qg)

obtemos que

e portanto,

Xy We = Ap(x,t,p) o que implica que

W, = )\p(x,t,p)wx que € nossa afirmagao

Assim, ¥ ¢ solugao do problema (3) Logo,
t
DO E1E) = | Ao, pst st ix,E) E))ds
tl
é solugao de (2).
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Estendendo a definigdo de ¢ para t e t' complexos isto €,

numa vizinhanga complexa de (-6,8) e de (-8;,8;) vemos que ¢ € uma

fungao holomorfa de x,t,t', (isto segue da proposigao B.11 do apéndi
ce B) e portanto holomorfa de x,f e analitica de t, t' (t e
t'! reais).

Logo existe uma unica solugao do problema (2) que € holomor-
fa em- x,& e analitica em t e t' (isto segue do teorema anterior fa
zendo

u= (Re ¢, Imp) e

f(y,t,p1,p2) = (Re Aly,t,pi+ip2),Im A(y,t,pr1+ip2))
onde y € R?N, Nesse caso o espaco de valores é o R® tanto para f
como para u.

Com f €& analiticaem t € de classe C!' em t e dai se

gue a unicidade.)

Observagao:

Se A(x,t,p) € uma funcao analitica de x,t,p; para x nu-
ma vizinhanga da origem em Rn, para |t| <8 (t real) e para p nu
ma vizinhanga de £° em R, entdo o problema (2) tem uma unica solu
gao analitica ¢(x,t,t',g).

De fato, consideramos a extensao de )\ para x e p comple-
xos e pela parte anterior sabemos que existe uma Unica solugao

¢ (x,t,t"',&) holomorfa em x,f e analitica em t et' e portanto uma

Unica solugao ¢ analiticaem x, t, t', &,

_]53_



PROVA DO TEOREMA 1.2

Um ndcleo que € semiregular em x e em y € dito um nucleo

regular

Dizemos que um ndcleo K(x,y) € muito regular se:

a) ele e regular

b) K(x,y) e uma funcgao ¢® fora da diagonal de Q x Q

Seja P(x,Dx) um operador diferencial parcial com coeficien
tes C~ em Q. Dizemos que um nicleo K(x,y) & um nicleo fundamental
(respectivamente uma Earametriz) de P se:

P(x,D,) Kix,y) = &(x-y)

(resp. P(x,D,)K(x,y)=6(x-y) € C"(@xQ))

Em Treves []5] - pg 536, encontramos o seguinte

TEOREMA

Suponhamos que o transposto tp de P tenha uma parametriz
que € muito regular. Entao P € hipoelitico.

Nosso objetivo € provar o seguinte

TEOREMA
Seja P = P(x,D,) um operador diferencial parcial com coefi
cientes analiticos em { e supomos que seu transposto ' tem uma pa

rametriz K(x,y) satisfazendo as seguintes condigoes:

i) K(x,y) € semiregular em x e em Yy;

ii) K(x,y) € uma fungao analitica fora da diagonal em Q x Q;
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iii) tP(y,Dy)K(x,y) - §(x=y) = R(x,y) & A(OxQ).

Entao, P € analitico-hipoelitico.

Prova

Pelo Teorema anterior P & hipoelitico.

E suficiente mostrar que se u e D'(#), onde U € um subcon
junto aberto de Q, € tal que Pu e A(U) entao u e A(U). Como anali
ticidade e uma propriedade local, é suficiente mostrar que u € ana-
1Ttica em uma vizinhanga w de um ponto arbitrario a € U

Supomos inicialmente que Pu=0 emi. Seja g ¢ C:(w) ser
=1 sobre w', onde w' & um subconjunto aberto tal que
acewc wew eseja pe C:(Rn) ser igual a | sobre uma vizi-
nhan¢a pequena da origem e tal que seu suporte esta contido na bola
aberta ‘BE(O), com € um numero positivo a ser escolhido depois.

Temos que

P(gu)=0 em w'.

Por outro lado, P(g u) € uma distribuicao com suporte com
pacto e como K(x,y) € semiregular em vy,

KP(g u) = <K(x,y), P(g u)(y)>
esta bem definido. Mas,

<K(x,y),P(g u)(y)> = <tP(y,Dy)K(£,Y),(g u) (y)> =

<8 (x=y), (g u)(y)> + <R(x,y),(g u)(y)> =

il

il

(g u) (x) + <R(x,y),(g u)(y)>

Assim,

(g u)(x) = <K(x,y), P(g u)(y)> - <R(x,y),(g u) (y)>.
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0 Ultimo termo € obviamente, uma fungao analitica de x desde
que R(x,y) € analiticae guce C:(w)- Resta estydar o primeiro ter-
mo.

Escrevemos,

<K(x,y),P(g u) (y)> = <(1-p(x,y))K(x,y) ,P(g u) (y)> +

+ <p(x-y)K(x,y),P(g u)(y)>.

Note que, desde que P(g u) =0 em w' e ge¢ C:(w) o su-
porte de P(g u) esta contido em w\w'. Agora escolhemos € > 0 sufi
cientemente pequeno tal que, quando |x-a| < € o suporte de p(x-y),
como uma fungao de vy, esta contido em w' e, se x € Bs(a) e Y €
supp P(g u), temos |x-y| > e.

Com uma tal escolha,

<p(x=y)K(x,y),P(g u)(y)> = 0 para x ¢ Be(a).

Por outro lado, afirmamos que a fungao

h(x) = <(1-p(x-y))K(x,y),P(g u) (y)>
€ analitica na bola aberta Bs(a). De fato, temos
D%h(x) = <(l-o(x-y))DiK(x,y),P(g u) (y)> =
j(l-p(x-y))Di K(x,y)P(g u)(y)dy.
Isso € justificado pelos seguintes fatos:

a) P(g u) ¢ C:(W);

b) como X € Be(a) e y € sup P(g u), entao x # y, e portanto

K(x,y) € uma fungao analitica;

c) com x € Be(a) e y e supp P(g u), [x-y| > €, assim

plx-y) =0 e Di aplica somente em K(x,y).

Da analiticidade de K(x,y) obtemos a estimativa,
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L
X

que implica uma estimativa analoga para D% (x) |. Assim, h € anali-
tica em Be(a) e portanto u(x) ¢ analftica em Be(a).

Suponhamos, a aseguir, que Pu= f seja uma fungao analiti-
ca (ndo identicamente nula) em U. Diminuindo U se necessario, exis-
te, pelo teorema de Cauchy-Kovalevskaya, uma fungao analitica r, solu
cao de

Pr = f, emU.
Mas, entao, P(u-r) =0 em U e, peio que acabamos de de-

monstrar, u-r & analitica em BE(a), logo u € analitica em Be(a).

(c.q.d.)
dbservagao:

Podemos aplicar o Teorema de Cauchy-Kavalevskaya, pois, no

nosso caso o operador P € de tipo principal em Q.
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APENDICE B

Proposicao B.1:

Seja Ac R' um conjunto mensurdvel (Lebesque) e Ve R" a

berto.
Seja f(x,t) definida em A xV tendo as seguintes proprie-
dades
i) para cada t fixo, f(.,t) € mensuravel em A.
ii) para cada x fixo, f(x,.) & continua em V.
iii) para cada to € V, existe um aberto U tal que to e U< V e

existe ¥ e L'(A) tal que
[fx,t)] < ¥(x) ¥(x,t)eA x U.
Entao a fungao,
g(t) = J (x,t)dx
A

€ continua em V ( e esta definida para todo t ¢ V).

Prova
Seja tp eV e t =ty com tn € V. Queremos mostrar que
g(tn) + g(to), onde

glt,) = JAf(x,tn)dx e g{to)

J f(x,to)dx
A

Sejam rn(x).= f(x,tn) (n=1,2,...) e ro(x) = f(x,ty).
Para cada x € A temos:

rn(x) = f(x,tn) + f(x,tg) = ro(x) pois, para cada x € A,
f(x,.) € continua emV,

As fungoes rn(x) e ro(x) sao mensuraveis pois, para cada t

fixo, f(.,t) €& mensuravel em A.
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De iii) sabemos que para to £V, existe um aberto UoC V
com tg e Ugl V e existe Yo e L'(A) tal que
|f(x,t)] < ¥o(x) ¥ (x,t)e A x U,
Como tn + to, 3 No tal que se n >no = tn e Ug e éssim
]f(x,tn)] < ¥o(x) para n 2 no.
Para cada t, (I < i <no), de iii) segue gue existe
U c V aberto com t. e U, e existe ¥, ¢ L*(A) tal que
|f(x,t)] < l1/i(x). ¥ (x,t) € A % u, (1 < i <ny)
Definindo,
Ux) = ¥o(x) + ¥ (x) + ... + V¥ . (x),

temos que ¥ ¢ L!(A). Além disso,

A
s
x
Z
<
x

™

F

[ro(x)| = |flx,to)] < ¥olx) <

para n 2 no,

|rn(x)[ = |f(x,tn)| < Y¥olx) <¥(x), ¥ xe A,
para 1 < i <np -1,
iri(x)[ = [fx,ty)] < Yi(x) < ¥(x), * x e A.

Logo, Irn(x)| <¥(x) ¥xehA e n=0,1,2,..., com
¥ e L'(A).

Pelo Teorema da Convergencia dominada de Lebesgue temos,

g(tn) = jAf(x,tn)dx = jArn(x)dx > J ro(x)dx = J fx,to)dx=

A A

= g(ty)

Proposicao B.2:

Sejam AC R" um conjunto mensuravel (Lebesgue), V C R™ um

aberto € Wc R um aberto. Seja f(x,t,s) definida em A xV x W ten
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do as seguintes propriedades:

i) para cada (t,s) fixo, f(.,t,s) € L*(A)
ii) para cada (x,t) fixo, f(x,t,.) & diferenciavel em W.
iii) para cada to e sp fixos, existe um aberto U com sp e U W

e existe Y e L'(A) tal que

Entao, a fungao
glt,s) = JAf(x,t,S)dX esta definida em V xW, existe
2(e,s), ¢ (t,8) evxu e

%Q(t,s) = I of (x,t,s)dx, W¥(t,s) eV x W
S A as

Alem disso, se a condigao:
iv) para cada (x,t) ¢ A xV, f(x,t,.) é de classe C* (W)
estiver satisfeita entao, '%%-(t,s) sera continua em s para cada
t eV fixo.

Se,
v) para cada sg € W, existe U aberto com (t,sg) e U e

UCV x W e existe ¥e L'(A) tal que

af

‘5? (x,t,s)] < ¥(x), ¥ (x,t,s) e AxU, e

vi) para cada x € A, f(x,.,.) € derivavel em s e %g(x,.,.) e
continua em V x W,

estiverem satisfeitas entao,

%% (t,s) € continua em V x W.
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Prova

De i) segue que g(t,s) estd bem definida. De ii) segue que
. f(x,t,s+h)~f(x,t,s)

existe Aio . e além disso,
I!T_‘UP f(x9t 95+h);f(xvt:5) = _g_fsi (X,t,S).

Queremos mostrar que existe %% (t,s) * (t,s) eV xW e

é-S-(t,s) = ﬁi (x,t,s)dx, ¥ (t,s) eV x W.
as Aas

Basta mostrar que para cada (t,s) €V x W, existe

I ] 99 (p.s) = | 2F ,
51 (t,s) e o {t,s) = jA 5 (x,t,s)dx

Observemos que,

i IAf(x,t,s+h)dx-jAf(x,t,s)dx
h

g(t,s+h)-g(t,s)
h

= | f(x,t,s+h)~f(x,t,s)
jA F dx e

jg_f(x,t,s)dx - j (L Loatasth)=flxe,s)),,
A%S e h

Tomando uma sequencia qualquer hn +~ 0, vamos mostrar que
m f f(x,t,s+hy) = f(x,t,s)
A

R dx =

|
n
n

A hn

(se existir)

Definindo,
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(

x

st,s+hn ) =f(x,t,s)

c (x) = f

e | ¢, 00

A

De iii) sab

J com
of
55

Seja hn >

X,t,s)

dia temos,

C (x) = f (%

selUc W e existe ¥ e L}(A)

vamos mostrar que

Py

dx = J(Aig Ch(x))dx (se existir).

emos que para cada (s,t) € WX/ existe um aberto

tal que
| <¥(x), ¥ (x,t,s) e Ax {t} xU

0 tal que s+ h eU. De ii) e dp teorema da me-

yt,s+hy)-f(x,t,s) _ 3f

n

com 0 < 6y < 1,

|Cn

As fungoes

Logo,

que f(.,t,s) € mensuravel. Como Aig Cp (x)

condigoes do Teorema

Aig JACn(x)dx =

0 restante

Corolario
Sejam A C
f(x

um aberto. Seja s

des:
i)
ii)
iii)

para cada
para cada

para cada

h ns (x,t,s+8ph. ),

¥ n.

x)| <¥(x), ¥ xe A, ¢n.

Cn(x) i)

(x,t,s), estamos nas

sao mensuraveis em A, pois de
of

S

segue

da Convergéncia Dominada de Lebesgue e portanto,

J

segue da proposigao - B. 1.

of

A 3s

(x,t,s)dx

J i ¢, Gnex
(c.q.d.)

R" um conjunto mensuravel (Lebesgue) e V ¢ R”

t) definida em AX/ tendo as seguintes proprieda

teV, f(.,t) e L}(A)
x e A, flx,.) ¢ ¢”(v)
to €Y e para cada p e Nm, existe um aberto U
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com to e Uc V e existe ¥ e L'(A) tal que
l(g%?pf(x,t)j <¥(x), ¥ (x,t)e AU.

Entao a fungao,

g(t) = jAf(x,t)dx,

esta bem definida e g ¢ Coo(V).

Prova
A demonstragao e feita por indugao e observando-se que ' para

obter um resultado igual ao da Proposigao B.2 para uma variavel t; qual

J
quer de t = (ti,...,t,) basta trocar-se a variavel s coma varia
vel tJ-.

Lema B.1
. m ) n P
Sejam U ¢ R aberto e f: U x [},b] - R" conttnua, com
of

™ (x,t) contfnua em YU x [},Q]. Entao, g: U -+ Rn, definida por

b
g(x) = J f(x,t)dt,
a

e de classe C! e

b
> ) of
o' = | 3% e,

(ver Elon L.L. - [11]- pg 50)

Proposicao B.3

Sejam U ¢ R? aberto e f: U x [a,b] > R" cont{nua. Entdo,
a funcao,
t
atat) = [ Flxs)ds,
a

e contfnua.
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Prova
Sejam to £ (a,b) e Xxo € U.

lglx,t)=g{x0,to) =

t

|J: f(X,S)ds-J f(xo,s)ds+J
3 a

t

to
f(xo,s)ds-J f(xg,s)ds]| =
a a

t [t
< J | f(x,s)~f(xg,s)|ds + 'f(xo,s)‘ds.
Je,s :

Dado ¢ > 0, tomamos ¢' = EY%:ET . Para esse €' > 0, exis
te &' >0 (devido a continuidade de f) tal que se

[x=xo| < 8! = |f(x,s)=f(xo,s)] < e'.

Como f € continua e {xg} X [to,b] e compacto temos que
[f(xo,s)] < M.

Assim,

lg(x,t)-g(xo,to)]| < €' (t-a)+M(t-to)<e'(b-a)+M(t-t,) =

| 4N

- £ - 3 €, £
=5+ M(t=to) < s+ME<s+z=¢,
se ([x-xo|? + Jt-to]?)/2 < 6 com &= min{s' 5

Proposicao B.4

Sejam U g R aberto, f: U x [a,b] continua com %g cont {nua
em U x [a,b]. Além disso, seja a: [a,b] > U de classe C! em (a,b).

Entao para t € (a,b), seja

Entao,
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i9-(t) = f(a(t),t).a'(t) +j af (s,t)ds

Prova

dggy o 38 du, 3G dv
(t) CF TV dt

Mas,

s (Y ,
50 = 30 Js f(s,v)ds = f(u,v),
0

u u
g_g. = _a%.J f(s,v)ds = j g—f (s,v)ds.
S

v
So 0

Jsamos o Lema B.1 e o teorema fundamental do Calculo.

Assim,
dg . (t) 4¢
s (t) = flolt),t).a'(t) + fs‘o TS (s,t)ds (c.q.d.)

Observacao:

a) Quando af(t) = t temos que

t
dg (t) = f(t,t) +J % (s,t)ds
So

t 1
'b) Seja h(t,t') = j %% (s,t)ds, que €& continua pela proposi

So
¢ao B.3. Entao

. t
hit,t) = j 2; (s,t)ds e continua e assim
So
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Proposicao B.5

Sejam U g ]"

cont{nua e portanto

Entao a fyngao

€ continua.

Prova

Analoga a

Proposicao B.5

(t
Ja

f(x,t,t

g(x,t)

da proposicao B.3

g € de classe C!.

Ndt!',

Sejam U ¢ R™ aberto,
com =~ continua en U x [a,b] x [a,b].
t
Seja g(x,t) = J fx,t,t')dt’,
a
Entao para xeJ e t e (a,b),
t
dd )
3 (x,t) = f(x,t,t) + | B
a
Prova
Analoga a|da proposicao B.k.

Observacaq:
Segue da p

so, do lema B.l segy

39

5% (x,t)

yroposigao B.6 que
le que,

)

af
ax
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at

(x,t,t')dt', se

(x,t)

of
99X

aberto e f: U x [a,b] x [:a,b:] > R" cont Mnua.

f: U x [a,b] x [a,b] > R" continua

af (x,t,t')dt’

e continua. Alem dis

(x,t,t')



- rd s = 3'(; - -~
e continua em U XEa,b] X La,b_-_] . e que 5;1 (x,t) € continua.
Portanto, se f e C' temos que g e C' e por indugao con-

. 0 ~ ]
cluimos que se f € C entao g e C.

Definigoes:
a) Uma curva (ou caminho) <y € uma aplicagao continua do "in-

tervalo fechado [O,I]c R em C
b) ¥ ={z: z = v(t) para algum t ¢ [0,1]}

c) Para pontos zge z;¢€ C, o segmento de reta, [zo,zl], i
gando zo a z; € o caminho dado por vy(t) = (1-t)ze+tz,,

0<t <.

d) Seja Yy um caminho em C ligando zo a z;, e f wuma fun-
¢do contfnua de v¥ em C. Ent3o definimos a integral de

f s/Y* (ou de zo até z;) por:

Z 1 1
J f(z)dz=J Fly(e))y" (£ )dt

Zg 0

Proposicao B.7

Seja GS C um aberto, e f uma fungao continua de

G x [O,I:j' em C satisfazendo:

i) para cada t ¢ [0,1], f(.,t) €& holomorfa em G.
ii) of (z t) & continua em G x [0,1]
az ’ ‘ 3 .

Entao para z ¢ G,

1
glz) = J f(z,t)dt e holomorfa em G, e sua derivada € dada
0 .

por



Prova

~

Dado zo § G tomamos R > 0 .tal que

§(Zo,R)C G, onde §(Zo,R)

]

sabemos que
mente cont{nua em S§(zo,R) x BJ,I].
Entao dado € >0, & > 0 tal que

| %(z,t) -%{- z',t" < g,

{z:|z=z¢| < R}. Por hipdtese,

= (z,t|) € continua em & X [:0,]] e portanto uniforme-

se z,z' ¢ §(20,R), t,t' ¢ I:O,l] e [z-z'J < g, It-t'l < 6.

Suponhamos que z € S(zo,R), e consideremos

Temos,

1 1
g(z)-g(zo) = Jof(z,t)dt - J f(zo,t)dt = J
0

&O,ZJBZ

- I‘ { [ 3 (w t)dw} dt

g(z)-g(zy).

(f(Z :t)-f(ZO;t))dt

Entao,
1 1
‘gLZ'i—:f_fE&' - Jo gi (zo,t)dt = { Jo {J[ -g—:—(w,t)dw}dt
. Zo )ZJ
(P of ]
= Jo 37 (zolt)dt} pye =
Yo i 3f
- ”J[zo 3 e - 3 et e -
1
- ‘ of _ o
-] Z‘“'J[zo,z] BE (e - 2L (2o t))autet.

Se |z-zg| < § = |w-z¢| < & pois, we [zo,z],

Segue que,




o - @] <.

Entao se ]2f201»< § temos,

zo) [* 3f L | |
I -ZO 0 3z (ZO,t)dtl < . Z-Z0. E’IZ-ZOIdt =g

: 1
Assim, g'(zq) = jo %;(zo,t)dt e o resultado segue desde

que zo foi tomado arbitrariamente.

Proposicao B.8

Seja a< C um aberto e V< C um aberto convexo. Seja
f: GxV > C uma fungao continua e se z, e z; pertencema V se-

ja [}o,zlj o caminho ligando 2z, a 2z;. Suponhamos que f satisfa

ca:
i) . para cada Ww € [}o,zlj, f(.,w) é holomorfa em G.
. F .
i) vl (w',w) € continua em G xV,.
Entao para w' € G,
Z]
glw') = I f(w',w)dw € holomorfa em G e sua derivada €
Zp
dada por
. 2\
g'(w') = J %%T (w',w)dw
Zy
Prova

Seja y(t) = (1-t)zg +t z;, 0 <t <1, e portanto
y! (t) = Z1-Zg.

Assim,
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,W)dw— J f(w :Y( )) ( )d =

1
1-29) f(w yY (t))dt

Estamos nas condlgoes da proposicao B.7 e portanto g(w') €
holomorfa em G e |vale

z)
51— (w',w)dw

il
i

Observagao
€ holomorfa em G xV, g(w') independe do caminho

que liga zy

Proposicao B.9

Seja um aberto e f: G x G > C wuma fungao holomor-

fa em G x G. Entao a fungao
(z) = f(z,w)dw

é holomorfa em G, jonde zy € G.

Prova

Consideremos a fungao

= _ f(z,w)dw

Para cada w' fixo, h € uma fungao holomorfa de z pela
proposicao B-8 e

ara cada z fixo, h € uma fungao holomorfa ~de
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w' pois € uma primitiva.
Pelo Teorema 0.1, h(z,w!) € holomorfa em G x G.
Seja I(z) = (z,z). Assim, g(z) = h(I(z)) e portanto g é

holomorfa como composicao de aplicagoes holomorfas.

Proposicao B.10

Sejam G< C um aberto, V< C um aberto e f: GxVxV-~>C

uma fungao holomorfa. Entdo a fungao,
W
glz,w) = J fz,w,w')dw!'
Zo
e holomrfa em GXV, onde 2z, € V.
Prova
Fixando w, g € uma funcao holomorfa de 2z pela proposi-

cao B.8 e fixando z, g € uma fungao holomorfa de w pela proposi

¢ao B.3. Pelo Teorema 0.1 temos que g € holomorfa em G X V.

Observagao

Vale o mesmo resultado se Ge C'

Proposicao B. 11

Sejam GC C, V< C abertos e f:G xV xV +C uma fungao

holomorfa. Entao a fungao,

W
glz,w,w') = J f(z,w',z')dz"
Wl

e holomorfa em G XV x V.
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Prova

Para
cao B.8. Para z
Para z e w' f

Assim,

Proposicao B.12

w 8 w' fixos, g

MW |fixos ¢

ix0s, g

pelo Teorema 0.1,

Seja &5 C ¢" um aberto e
tisfazendo:
i) para cada| z € G,
i) para cada| t € A, f(.,t)
i) Existe h{(t) € L}(A)
BT (z,6)] < h(e)
5z
Entao a fungao,
g(z) = J f(z,t)dt
A
e holomorfa em G.
Observagao:
Por simpl
Prova
De i) segue que g esta
De ii) segue que existe

e holomorfa de

g

tal que para

icidade faremos a prova no caso

f(z+r,t)~f(z,t)

e holomorfa de z

€ holomorfa em

A< Rn aberto e

flz,.) e LY(A)

€ holomorfa em

i

¥ (z,t) e G x A

n

bem definida.

af

(z,t)

im

>0 r
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t}

-
.

it

pela proposi-

€ holomorfa de w' pela proposigao B.9.

w pois € uma primitiva.

XV xV,

f: G x A~ C sa-



Queremos mostrar que existe g'(z) e g'(z) = J %; (z,t)dt
A

zgp € G arbitrariamente fixo. Basta mostrar que existe

9'(zo) e g'(zp) = j %;-(zo,t)dt
A

Observemos que,

' [
f(Zo+r,t)-J flzo,t)dt

glzp+r)-gl(zp,) _ JA A

r Cr

r e

=j f(ZO‘H',t)"f(Zo,t) dt
A

of - H f.(20+r’t)-f(20’t)
JA 3;-(Zo,t)dt = JA(;L@ - ) dt

Tomando uma sequencia qualquer ro 0, vamos mostrar que,

]_.LongJ f(Zo*'l'n,t)'f(Zo,t) dt =J (lim f(20+r]l,t)-f(20:t) dt
n A rn A n-eo rn
(se existir)
Definindo,
C (t) - 'F(Zo+l’n,t)'f(20,t)’
n A
vamos mostrar que
Alﬁ J Cn(t)dt = J (Aig Cn(t)) dt
A A
(se existir)
De iii) sabemos que existe h(t) € L*(A) tal que
of
|3E%z,t)l < h(t), ¥ (z,t) € G x A,

Portanto, pelo Teorema do valor medio temos,
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|cn(t)| = 1f(z +r"’i)-f(zo’t)! < sup | %;-&o+enrh,t)|
n 0 <6 <]
n
< 'h(t)
Assim, Ch(t)]| < h(t), ¥ tecA, V¥n
As fungoes C,(t) sao mensuraveis pois de i) f(z,.) € men

suravel em A para/cada z € G. Além disso, para cada t € A,

Cp (t) > 22 (z0,0)

Entao pelo Teorema da Convergencia dominada de Lebesgue te-

Como vale para qualquer sequéncia r, > 0, existe g'(z,) e

' z0) = | Elaa,)ar.

A

Como =z, foi tomado arbitrario segue que existe g'(zb

J f (z,t)df.

¥Y¥zel e g'(z)
A 9z
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