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ASYMPTOTIC PROPERTIES OF PERTURBED NON AUTONOMOUS SECOND ORDER

DIFFERENTIAL EQUATIONS

Dirce Kiyomi Hayashidà

Adviser: Prof.Dr. Hildebrando Munhoz Rodrigues

In this work we consider three parts.
ln the first one we develop certain basic facts on the Invariance

Theory for non Autonomous Systems.

In the second part, by using Liapunov Functions and the Invariance

Theory, we give sufficients conditions to guarantee that every

solution of the second order scalar equation

(I) ; + f(t,X,)'<) + g(x) vPGí) '" h(t,X,5<) +'k(t,x,fç) = O

considered as a perturbed equation of

(11) a + f(t,x,à> + g(x).p<á> ='o,

tends to zero, with its derivative, as t'+ m. We also give sufficients
conditions to ímply that the solution (x,á) = (0,0) of (I) is globally

asymptotically stable.
.

In the third part we extend to Differential Equations like (I),the

results obtained in the second part.
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INTRODUÇÃO

Em [10], Ruas, J.G. trabalhando com a equação

% + f(x,á) + g(x).p(á) + h(t,x,á) + k(t,x,á) = 0

obteve condiçoes suficientes para que toda solução x(t)juntamente com

sua derivada à(t) tenda a zero quando“ t'+ w.

Em [9], Rodrigues, H.M. considerando a equação

% + f(t,x,â) + g(x) + h(t,x,á) + k(t,x,â) = 0

dã condições para que toda solução x(t) bem como a sua derivada

à(t) tenda a zero quando t + ª.
-O objetivo principal deste trabalho E obter propriedades assintõti

cas do tipo considerado acima para a equação

(1) i + f(t,x,f<)' + g(x).p(á') + hçt,x,á) + k(t,x,1'<) = o,

considerada como perturbada da eàuação

ã'+ f(t,x,á) + g(x).p(á) = Q

Para tanto utilizaremos uma combinação das técnicas utilizadas por

Ruas e Rodrigues: funçoes de Lyapunoff e técnicas de invariança.
& «« .;

Este trabalho estã intimamente ligado aos de Í1iíÁ&ellar.C;E., [7]

“Pavlu, L.C. e [8] Pretto, P., que como os citados acima foram inspirª
»

5

dos em idêais contidas em [S—a) e (S-b] Onuchic, No“ ;.
' O capitulo 1, além de pré—requisito para os capitulosêÍposteriores

tem valor em si, pois apresenta o desenvolvimento da teoria básica de
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lnvariança para Sistemas não Autônomos e para o qual foram utilizados

os trabalhos de Miller, [3] e [4], [11] Sell e (9) Rodrigues.

No capítulo 11, além dos objetivos mencionados acima obtivemos coª
dições de estabilidade uniforme para a solução x(t) E 0 da equação

(1).
No capítulo III estendemos para sistemas de equações diferenciais

do tipo (I), os resultados obtidos no capítulo II.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Relacionaremos alguns fatos básicos sobre a Teoria de Invariança.

para Sistemas não Autônomos de Equações Diferenciais Ordinárias se-

guindo a ordem de idéias de Rodrigues, H.M. em [B] e [9].
.

Estes resultados serão fundamentais para o objetivo a que nosv prº
pusemos.

Seja E = C(RXW,Rn) o conjunto de todas funções cóntínuas de

RXW. + Rn, onde wc Rn, w aberto e w + tb.

Vamos considerar em E a topologia da convergência uniforme nos

subconjuntos compactos de RXW.

Um sistema fundamental de vizinhanças para um elemento Po E E E

dado por:

V(P0,K,€) = [PEE | ymãx ||P(t,x)-Pº(c,x)|[<el
(t,x)€K

com E > 0; K =» GLK] >< M, £ > O, M CW compacto.

Seja P e E e T € R.

Definimos PT E E da seguinte maneira:

P : Rxw+Rª
T

(t,x) + PT(t,x) = P(t+T,x)

Consideremos o conjunto P = [PTEEITERICLE



Condições sobre P € E:

a) Para cada X E W fixo, P(t,x) ê limitada em t & R.

b) P & uniformemente continua em conjuntos da forma RXM onde MCZW,

M compacto.

(1) Para todo (to,xo) & RXW, o conjunto [PT(to,xo)|TeR] & relati
vamente compacto em Rn, isto ê, e limitado.

(ii) P & equicontinuo em RXW.

Lema I—l: As condições (a) e (b) são equivalentes às condições (i) e

(ii) respectivamente.

Prova:

(l) (i) é equivalente a (a)

Para todo (to,xo) € RXW temos:

(PT(to,xo)|TeR] = [P(to+r,xo)|TeR] = [P(t,xo)|teR]
Logo [PT(to,xo)|TeR] & relativamente compacto no Rn

<=? [P(t,xo)it€R] e limitado <=» existe M = M(xo) tal que

|[P(t,xo)i|5 M para qualquer t e R.

(2) (ii) ê equivalente a (b)

(ii) =? (b)

Supomos que (ii) ê satisfeita. Então dado xo & W, 0 conjunto P E

equicontinuo em (O,xº).

“Seja 8 > 0. Existe ô==ô(€,xo) > O tal que para qualquer

(t,x) € RXW satisfazendo:
it] < 6 e Hx-xoll< 6, temos “PT(t,x)—PT(0,XO)||< E, V T E R.

_4_



Logo: (I) Itl < 6 e Hx—xo[[< 6 implicam HP(t+T;x)-P(T,xo)ll<€

para qualquer T E R.

Tomemos tl, tz & R tais que [tl—tzl < 6 e' x e W tal que

"><—Xou < 6.
' ' '

Seja T = tl "e E = tz — T = tz - tl. Então temos:

lt! = [tz-tll < 6 ; Hx—xo||< & e de (I) concluímos que

[[P(E+T,x)-P(T,xº)[|< &, ou seja,

(II) "P(t2,x)—P(t1,xo)H < e para [tz—tl] < 6 e Hx-xon < 6

Seja -MC W, M compacto.

Para qualquer" y & M, por (II), existe 6 = ô(€,y) > O tal que:

Ítl—tzã < 6 e Hy-x“ < 6 “implican "P(t2,y)-P(t1,x)“ < €.

Para cada y'e M, seja B(y, êêgl) & bola em W, de raio ºêgl e

centro em y.
.

Temos então que a coleção de bolas [B(Wº-ÉZLNYEW & um recobrimeª

to aberto de M.Como M & compacto existem xl, xz,..., xm € M tal que

[B(x1,6(;1));...; B(xm,ê£%ª))]. & ainda recobrimento de M.

Seja 60 = â-mín[6(x1),.-u,ô(xm)]

Consideremos tl, tz E R e x, y & M tais que ltlftzl < 69 e

Hx-yH < 60»

.- . ô(Xj) .Ex1ste J & [1,2,...,m] tal que y & B(Xj, 2 ).

Seja 63 = 6(Xj). Temos então que Hy—xj“ < %% e como ltl-tzl <

< 60 5 7% concluímos que

(III) "P(t1,y) - P(t2,Xj)"'< &
.

, .

, '6- s- &.
Alem disso: HX'Xj“ : Hx-yll+ Hy-lel< 60 + 75-< j%'+ 19-= Sj



Logo,

(IV) "P(tz,X)—P(tz,Xj)||< &

Concluímos de (III) e (IV) que:

“P(t2,x)"P(t1,y)H 5 "P(t2,x)—P(t2,xj)H + “P(t2,xj)-P(t1,y)|l< 23

Assim, (b) estã satisfeita

(b) => (ii)
Suponhamos (b) satisfeita. Então dados F > O e M<: W, M compag

to, existe 6 = 6(€,M) > O tal que:

(V) Se tl, tz 6 R, [tl-tz! < 6 e x1, xz & M,

“Xl—XZH < 6 então "P(t1,X1)"P(t2,X2)“ < ªº

Queremos provar que o conjunto ? = [PTeE ITeR] & equicontínuo em

qualquer (to,xo) € RXW, isto e, dado 8 > 0 existe 6 = 6(to,xo,€)

tal que para qualquer (t,x) € RXW satifazendo

['ª-tol <$
Hx—xon < 6 temos HP(t+T,x)-P(to+T,xo)H < 6

para qualquer T € R.

Suponhamos que exista (to,xo) € RXW tal que ? não seja equicoª
tinuo em (to,xo).

Em outras palavras isto quer dizer que existe eº > O tal que pª
ra qualquer 6 > O existe t = t(ô), x = x(ô) e T = T(6) tal que:

lt—tol < 6

e HP(t+T,x)-P(to+T:Xo)" 3 ªº
"X"Xo || < 5

Tomando ôn = %' temos que existem tn, Xn e Tn tal que



(VI) Itu-toi <

e “P(tn+Tn,xn)“P(tº+Tnst)" a 80

£
n

nx —x '! ªn ºl

para qualquer n (n=l,2,3,...)
Vemos que x“ + xo.

Consideramos o compacto K = ixnin=l,2,3,...][J [xº]
Usando (V) concluímos que existe 5 = g(eo,K) > O tal que

se tl, tz & R, ÍtI-tzi.< E e x1, Kg 5 K, ”xl—XZH < 5 tº(VII)
mos que ”P(t1,X1)'P(t2:X2)||< ºº'

Tomando no € N tal que ÉL < 5, de acordo com (VI) temos:
. o

1
lt ' ol _.no no e "P(tno+Tnoºxno)'P(t0+Tnozxº)" É aº
.

- 1
”Km)—xo" <

"tl—o'"

Alêm disso temos: [(tnº+Tnº)-(to+Tn0)| = Itnº-tol <-£Í < 3 e

iknº—XOH < âL-< ã. Logo,utilizando (VII) concluímos que
o

“P(tno+tnº,xnº)-P(to+Tnº,Xo)“ < ºº:
o que contraria (VI).

Logo (b) implica (ii)

Lema 1-2: (Teorema de Ascoli)

Seja Z um espaço métrico, Y um espaço de Hausdorff localmente

compacto e consideremos em C(Y,Z) a topologia da convergência uni
forme nas partes compactas de Y.

Então FC: C(Y,Z) & relativamente compacto em C(Y,Z) se, e so—

mente se:
.

(1) F e equicontínuo em Y.

(2) F(xo) = [f(xº)€ZIf€F] & relativamente compacto em Z.



CoroZãm'o I—i: Seja P e E

P tem as propriedades (a) e (b) se, e somente se, o conjunto P e

relativamente compacto em E.

Corolário I—2: Seja P e E com as hipõteses (a) e (b)

Então dada uma sequência (Tm), Tm E R, existe uma subsequência

(ij) e uma função P*€E tal que PTm' + P* em E, quando j + ª, ig
J

to &, P(t+ij,x) + P*(t,x) uniformemente em [-£,Z] X M para todo

£ > 0, £ € R e para todo compacto M<Z W. Além disso P* satisfaz
as condiçôes (a) e (b).

Prova:

Suponhamos P e E .satisfazendo as hipõteses (a) e (b).

Então, pelo Corolãrio 1—1 podemos concluir que P e relativamente

compacto em E.

Logo, toda sequência (PTm)º PTm e P admite uma subsequência coª
vergente em E.

Assim, dada uma sequência (Tm), Tm € R, existe uma subsequência

(ij) e uma função P* e E tal que Pij + P* em E, quando j + w,

e portanto Pij(t,x) = P(t+ij,x) + P*(t,x) uniformemente para

(t,x) € BLZ] >< M, onde E > 0, MC W compacto.

Mostremos agora que P* satisfaz as condições (a) e (b).

Por simplididade denotaremos com PTm a subsequência PT _ consi
IJElJ

derada acima.

(1) P* satisfaz a propriedade (a)



De fato. Como P satisfaz a propriedade (a) existe M = M(x) Z O

tal que “P(t,x)H 5 M(x) para qualquer t e R.

Seja tº e R; então temos P(to+Tm,x) + P*(t0,x) quando m+W. Mas,

[P(to+Tm,x)H 5 M(x). Logo, “P*(tº,x)" 5 M(x).

(2) P* satisfaz (b)

Com efeito. Como P satisfaz a propriedade (b), P E uniforme—

mente continua em todo conjunto da forma Rªw, DiCZVJ compacto.

Portanto, dado 6 > O “existe 6 = 6(€,M) > O tal que para quais-
quer, tlçtz & R; kl,xz & M com lt1“t2| < 6 e “xl—xzu < 6 temos

vllP<c1,x1)-P(c2,x2> || <. e.
.

Como» PTm + P*, dados tl, tz, x1,xz nas condições acima, existe

no = no(e,M,t1,tz) satisfazendo
,

|P(t;+Tnº,x1)-P*(tl,x1)||< &

|P(t2+Tno,ij“P*(t2,X2)“ < €

Logo, "P*(t1,x1)-P*(t2,x2)||5"[[P*(t1,x1)-P(t1+Tn0,X1)"+
+ "P(tl+Tnoº*l)"P(t2+Tnº'xª)|| * "P(t2+Tno'xâ)'P*(t29xª)" < 3€'

Logo, P* satisfaz a propriedade (b).

Sejam P e E = C(RXW,Rn) e P = [PTEElTeR]

Seja ? o fecho de P em E.

Definimos: à(P) = [P*eEl] sequência tm + “, com Ptm + P* em E,

quando m + ”]

Observações:

(1) Se P -satisfaz (a) e (b) então-a aplicação j: R + E definida»



por:
T + j(T) = PT e continua

Prova:

Seja P 8 E fixada e consideremos T1 e R.

Tomemos uma vizinhança de PT1 da forma:

v = V(PT1,K,€) = [QeEl mãx HPT1(t,x)-Q(t,x)||< e] com e > o,
(t,x)€K

K = EZX], >< M, ii > 0, MC W compacto.

Vamos provar que 3 6 = 6(K,€) > O, tal que |T1'T2l < 6 =» PTzeV.

Como P(t,x) & uniformemente continua em conjuntos da forma RXM,

M C W compacto, existe 6 = ô(€,M) > O tal que para todo

tl, tz & R, Itl-tzl < 6

temos ||P(t1,x1)—P(t2,xz)||< 8/2
Xl: XZ E M: “xl—XZH < 6

Fazendo tl = T1 + t; tz = T2 + t e xl = xº = x temos:

ITl—Tzl < 6 =» |t1-tzl < 6 e portanto
HP(t+T1,x)-P(C+T2,X)" = HPT1(t,x)-PTz(t,x)||<1%3 para todo t E R e

x e M.

Como KCRXM, se [Tl—Tzl < 6,

mãx HP .(t,x)-P (t,x)” 5 sup “P (t,x)-P —(t,x)" 5 6/2 < €,
(t,x)€K Tª Tª (t,x)€RXM

T1 T2

ou seja, PT2 e V.

(2) Se P E E satisfaz as propriedades (a) e (b), então ª(P) # $.

De fato. Basta tomar no Cor.I-2 (Tm), Tm & R de modo que Tm + w,

quando m + ª.

(3) 50») c T>

..10-



(4) se P(t,x) P(x), então à(P) [AP]

(5) Se P(t,x) P(t+w,x), V t e R e V x & RI,—então
A

P=[PTeElTe[0,vZ]] e 73=Q(P)=P'

Prova:

Mostraremos inicialmente que iª = P

4

Temos que: i) PC?—7

ii) Seja Q e 75. Então existe (Ptm) tal que:

(I) Ptm + Q quando 111 + ºº.

'Como a aplicação j: R +.E & periodica, de período w e tm &: R,e_t_1_

' tão tm
“= im.w + “Tm, Tm € [O,w], im inteiro.

Assim.: Ptm = Pim-W+Tm >= PTm com Tm € [O,w] , e portanto existe

(ij), ij + T € [O,w], quando j + ºº.

.

Da continuidade de j: R + E segue que Pt .:PTm,+PT quando j-m,
J J

Mas, de (I) segue que Ptm = PTm. + Q e consequentemente. PT e Q,

ou seja, Q E: P.

Para provar“ que QC?) = 1.7, basta mostrar que ?CâQ), pois da o_'b_

serv-ação (3) temos que ª(P) C Tº.

Seja Q e 13. Então existe Qn E: P tal que Qn + Q, quando 11. + º.
Como P = [PT E E | T & [O,WJ), temos: QÉ PT, Qn = PTH, com

'E, Tu & [o,w] (n = 1,2,...).
Tomando ºn = Tn + n.w temos ºn + ºº, quando n + ºº, e pela perigv

P.Tn O'dicídade de j, P
_ n

Assim, Pºn + PT ' Q, 'isto 5, Q ESMP),

..11-



(6) Se P: RXW + Rn & continua e periodica em t, então P satisfaz

(a) e (b)

De fato.
Para cada xo € W fixo, P(t,xo) e contínua e periodica em R, e

portanto limitada.

Assim, P satisfaz (a).

Vamos provar que P(t,x) satisfaz (b).
Como por hipõtese P(t,x) e contínua em RXW, então P(t,x) ê uni

formemente continua em conjuntos da forma [p,ZwaXM, onde MC: W
.

&

compacto.

Logo, dado E > O existe 0 < 6 = ô(€,M) < w tal que para todo

t1,t2 & [O,Zw] e x1, x2 SM com:
.

itl—tzl < 5

r
temos "P(t1,x1)-P(t2,xz)||< €

"Xl-XZH < 5

Se T1 € R, T1 = n.w+ tl, tl € [O,W].

Consideremos T2 € R tal que [Tl—T2] < 6. Então fz & da forma:

T2=T1+t com t€[0,w:];1'2=n.w+t1+t.
Façamos tz = tl + t; assim t1,t2 € EÇ,2Q] e se ITl-Tzl < 6 eª

cão itz-t1l < 6.

Logo, para todo T1, T2 E R' e x1, x2 E M com

iT1_T2i < 6
temos “P(T1,x1)-P(Tz,x2)ll< €

"XI'XZH < 5

(7) Se P € E satisfaz (a) e (b) então P(t,x) & limitada em con—

juntos da forma RXK' onde K CZW' & compacto.

_12_



Prova:

De (b) segue que dado um conjunto compacto Kc: W existe 6=6(K)>0

tal que. “x-y“ < 6, x, y E K implica “P(t,x)-P(t,y)“ <>1
_

para
todo t E R. Logo, se x € B(y,õ) então “P(t,x)“ < 1 + “P(t,y)l|,pª
ra todo t e R.

.

>

A coleção de bolas [B(y,ô)|y€K] & um recobrimento de K. Como K

e compacto existem y1,..., ym € K de modo que [B(yi,ô),i=1,2,...,m]
e ainda um recobrimento de K.

Da hipõtese (a) segue que HP(t,yí)H 5 kí para todo t 6 R. e

i = 1,2, ..., m, onde ki < “.

Seja k = mãx iki: i = 1,2,...,m].
Assim para cada x € K existe um índice io & [1,2,...,m] tal que

x & B(yiº,6) e consequentemente "P(t,x)“< 1 + “P(t,yíº)||5 1 + k, pª
ra todo t e R.

Consideremos os sistemas:

1-1) y = P(t,y)
1—2) & = P(t,x) + S(t,x) + Q(t,x)

Hipóteses: VH) P satisfaz (a) e (b)

Ho) P(t,x) & limitada em conjuntos da forma RXK, onde

K & um compacto qualquer de W.

Da obs. (7) segue que (H) =» (Ho).

Hipóteses de Pequenês sobre as Perturbações

Seja I = 53,00)

Hl) Q: wa + R“ tal que para toda função contínua x: I+W, x(t) e K

para todo t i 0, K C.W compacto, temos:
' '

- 13 -



s+t
Jí Q(T,X(T))dT + 0 uniformemente'em t e [0,1] ,quando 3 + ºº.
5

Hz) Seja A CÇW fixo tal que a cada compacto KC: W e a cada E > 0

corresponda 6 = ô(€,K) > O e To = To(€,K) > O tªl que:

t>T0 e
& implica "S(t,x)[|< €

x € K, d(x,A) < 6

Observemos que (H;) É verificada para t 8 [0,11 se, e somente

se, (1-11) estã verificada para C &: ir.-mi], V p, p > 0.

De fato.
Suponhamos (HI) satisfeita para t e [0,1]. Vamos mostrar primei

to que (HI) estã verificada para C & [O,p], p > 0.

Seja m 2 p, m inteiro. Se 1: € [O,p] então ãe [0,1].

Temos que:

rs+t (343- (s+t—)+E

J Q(T,X(T))dT = J mQ(T,X(T))dT + [ tm mQ(T,X(T))dT+ +
S S 34“;

<s+(m—1).%)+fí
ª!“

J t O(T,X.(T))dªf
s+(m-1).E

Cada parcela do 29 membro E tal quet(“EJB
Ii k tQ(T,x('r))dT + 0 ,quando 3 + ºº, uniformemente em t & [O,p]

“Tr
. kt .- t r-

p01s, s + ºº=> s + —m—+ ºº; t € |_0,p] => 56 LOA].

s+t
Logo Jí Q(T,x('1:))d'c -> 0, quando s + ºº, uniformemente em

-s

teªm], V p,p>0.
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S+t .

-
'

-

'

Resta mostrar que Jí Q(1,x('r))dr + 0, quando s + ºº,” uniforme-
s '

'

mente em t e ELO], V- p, p > 0.»

Se t e [:.—13,0], então —t e [O,pj e

(s+t , s (s+t)-t
J' Q(T,X(T))d'r = —J Q(r;x(r))dr QCT',X(T_))d1:,' que recai no caso
3 S+t

= -J S+t

acima .

Reciprocamente, se (Bl.) E veríãicada para' t e [__—mg], V p, p>0,

basta tomar p = 1; assim [0,1] C. [31,12] e teremos (HI) satisfeita
para t e [0,1].'

Lema 1-3

Seja x(t) contínua e tal que x(t) e K para todo t. “z a, a > -ºº,

onde K CW; K compacto.

Então, .o conjunto w-limíte, Q, de x(t) & compacto, conexo e'
à(t) + 52 quando C + ºº.

Pro va :

a) n e compacto.
De fato. Seja (Pn)- tal que Pn & (2 '(n = 1,2,...); pn + p quaª '

do "n + ºº.

Consideremos (ej) sucessão decrescente tal que 33 + O, quan-

do j + ºº.
"

.

.

e.Para cada _] escolhemos nj tal que “Pnj'PH < 31- .

n* . no
Como Pnj & Q existe (th), th + ºº, quando -k + ºº, tal que

nox(th) + pnj .quando k + ºº.
,, . n' E'
Tomemos tªg > j tal que liX(tkâ)—“Pnj'l| < "251”
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. n' . nº €. €-Assmª “Kººk?“Pll í “x(tkã)—Pnj “* llpnj'PH < —2l + —2l = ej
n'

Como ej + 0 quando j + » concluímos que x(tkã) + p, queº
do j + w.

Isto é equivalente a dizer que p e 9.

Portanto 9 E fechado e como QC: K, K compacto, segue que

Q e compacto.

b) Vamos mostrar que 9 E conexo

Suponhamos 9 não conexo.

Então existem dois compactos A e B, não vazios e disjun-

tos, tais que 9 = A LÍB.

Como A e B são disjuntos, existe a > O tal que

dist(Á,B) = &.

Desde que os pontos de A e B são pontos w-limite de

x(t), existem sequências (tm) & (tm'), tm, tª' + ª, quando m—*w

tal que dist(x(tm),A)) < ª/z e dist(x(tm'),A) > ª/z.
Podemos escolher (tm) e (tm') tal que tm < tm' para tº

do m.

Como a distancia de um ponto P a um conjunto A,dist(P,A),
e função contínua do ponto, segue que existe uma sequência (Tm),

tm < Tm < tm', Tm + ª quando m + º, tal que dist(x(tm),A) = %-.

Como x(rm) e K para todo m, K compacto, existe uma suª
sequência de (x(rm)) convergente para um ponto Q pertencente a 9,

e dist(Q,A) = %3 Mas, isto implica que Q não pertence nem a A, nem

a B, pois dist(Q,B) É dist(A,B) — dist(Q,A) = %3 o que E uma contra—

dição.
,

Portanto, Q & conexo.
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c) Vamos provar agora que x(t) + 9, quando t + %.

Suponhamos que x(e) % Q, quando t'+ ”, então existe oonstaª

te p > O e (tm), tm + » quando m + m com díst(x(tm),9) : p pª
ra todo m.

Como x(tm) & K, para todo m, podemos extrair uma subsequen-

cía de (tm) (que também chamaremos de (tm)) tal que x(tm$+p,quan

do m + ». Logo p e 9.
>

.Como dist(x(tm),Q) ª p =» lim dist(x(tm),9) a p =º-
m+w '

'

=5 dist(1ím x(tm),Q) Z p =º d(p,9) 3 p (absurdo).
m+w,

Teorema 1—1:

Suponhamos que sejam satisfeitas as hípõteàeà (H), (H1) e (Hz).

Seja 'x(t) uma solução de (1—2) tal que x(t) e K para. todo

t & a,ºº), a 3 0 onde KCW; K compacto .e x(t)I-> A, quando t+“;
Então, para eada -z e Q(x(.)) existem:

»

uma sequência» (tk),b tk + &, quando k + ª; uma função y(t) e

P* e a(P) tal que:

i) Y(0) = 2; ?(t) = P*(t,Y(t)), V t € R

ii) x(t+tk) + y(t) (quando k + ºº) uniformemente nos subconjuª

tos compactos de R; y(t) e Q(x(.)), V t e R.

+ P*, em E, quando R + »,iii) Ptk
iv) & = Q(x(.)) & compacto, conexo e x(t) + 9, quando t + ª.

Prova:

Sem perda de generalidade podemos supor que x(t) & K, para todo

t e [b,w), o que pode ser obtido através de uma conveniente mudança

de variáveis.
..17-



Seja 2 € R(x(.)) e (em) uma sucessão decrescente tal que em-*0,

quando m + ª.
Como 2 e Q(x(.)) existe uma sequência (tm) que podemos supor

crescente, tm + ª quando m + ”, tal que x(tm) + z, quando m + ª.

“Seja p > 0 um nãmero fixo; podemos supor tl > p.

Pela hípõtese (Hz), dado ªk > O, ] âk=6(€k,K)>0 e Tk=T(€k,K)>0

tal que:

t—Z Tk
implica HS(t,x)||< ªk

e x e K, d(x,A) < ôk

Como x(t) + A por hípõtese, 3 T5 2 Tk tal que para todo t 2 To

temos d(x(t),A) < ôk'

Seja tal que > T5; portanto ara todo t > t _ > Totmk _ P _mkp_tmk'P

temos d(x(t),A) < ôk.

Por conveniência denotaremos a subsequêncía (tmk) por (tk) e dessa

forma podemos supor que se t 2 tk-p então HS(t,x(t))” < ek (A)

Da hípõtese (H) existe L >40 tal que "P(t,x)" 5 L, V t e R e

V X E K, poís (H) => (Ho), como já Vimos.

Do fato de x(t) & K, V 't E: [O,ºº) temos":

IIP<t,x<t»|| 5 L, v t e [a,“)

Como (2) à(s) = P(s,x(s)) + S(s,x(s)) + Q(s,x(s)) e também (tk)

e crescente com tl > p > 0, então tk 3 p > 0 e para t € E-p,p] tg
mos t+th0.

Portanto podemos integrar (2) de-tk & t + tk com t 6 E—p,p1.
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Teremos:
t+t t+t

P(s,x(s))ds + J kS(s,x(s))ds +(3) x(t+tk) = x(tk) + J
tktk

t+tk
+ J Q(s,XCS))ds

tk

Consideremos xk: Emp] + W definida por

t + xk(t) = x(t+tk)
Fazendo a seguinte mudança nas variáveis da 1ª integral: T=s — tk

temos:
.
t+t ' t t

J P(s,x(s))ds = [ P(T+tk,x(T+tk))dT = [ P(T+tk,xk(T))dT
tk '

0 0

Substituindo em (3) vem:

t .

. t+tk t+t
P(s+tk,xk(s))ds + J S(s,x(sv))ds+J Q(s,x(s))ds

o
Xk(t) = x(tk) + J

'

.
tk tk

S+t
Considerando (HI) temos que j Q(T,x(T))dT + O uniformemente em

. s

t & Emp], quando s + ºé.

'Assim, dado ªk > O' existe. fk? IJ:—(ªk)- tal que s 2 —k implica
,(S+t- .

Ii: Q(T,x(r))dr H <Aek, t e Emp].
)s

Tomamos (tmk) de forma que
.

tmk 3 Tk; por comodidade indicare—

mos ainda a sequência (tmk) por (tk).
tk+t' _

Logo, (4) “J' Q(T,X(T))dT “ < ªka t 5 [_“P,P]-
tk

Seja U # CNE-Pm] ,Rn) º conjunto das funções
_
contínuas de
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f 1 . A . .
LTP,PJ + Rn com & topologla da convergenc1a unlforme.

Seja F = ka€U|k=1,2,...). Vamos provar que F & equícontínuo

an Ep,á].
Sejam sl, 52, -p 5 31 5 sz 5 p. De (3) segue que

82 Sz+tk Sz+tkP(s+tk,xk(s))ds+J S(s,x(s))ds+J Q(s,x(s))ds
0 tk tk

xk(sz) X(tk)+í

Sl+tk
S(s,X(S))ds+í Q(s,X(S))ds

tk tk

Sl+t81
xk(81) X(tk)+Jº P(s+tk,xk(8))ds+í

Portanto,
Sl+t32 k

ka(sz)-xk(81)H 5 [ “P(S+tk,xk(S))l|ds + HJ S(s,X(S))dsl|+
81 tk

Sz+t Sl+ tk Sz+tk
+ HJ a(s,x<s»asu + “[ Q(s,x(s))ds||

t
ks<s,x<s»dsi% + HJ

tk tkk

(al) Como xk: [13,13] +w

t + Xk(t) = x(t+tk); tk > p

e ': € Emp] => t 3 “P: entãº, xk(t) 8 K para todo t &: Lipº-].

82 S 2
.

[[P(s+tk,xk(s))[|ds 5 J Lds.= L(sz-sl)
31 ' 31

'De (H) segue que J

De (A) temos que para todo t 2 tk-p, i;S(t,x(t))H < ªk
,se Sj : 0 e 3 € L$k35j+tk1 =» S & tk z Fk-p

se Sj < 0 e s & [Ék+3j;táj =» s 2 tk + si É tk — p, j = 1, 2

.. Sj+tk ' Sj+tk
Entao: “J S(s,x(s))" 5 !í HS(s,x(s))“ds[ 5 ekIij 5 ak.p;

J =.1, 2—
ª

'

Logo, de (al), (az) e (4) temos:
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ka(s2)—xk(sl)[|5 L(s2-sl) + 2.ek.p + Zek

Como ªk + 0 quando k + «, dado e > O existe Ko = Ko(e) tal
que para todo k 2 KO implica [Zek(p+l)| < 5/2.

Assim, existe 61 = áà- tal que:

182'81Í < 5

implica “xk$2)-xk(s1)||< &

eszº '

Por outro lado, o conjunto [x1,...,x & & equicontinuo emKO'I

[ªp,p]. Logo existe 62 > O tal que se |32ª31| < 62 então

Hxí(52)'xí(51)|l< &, para todo i = 1, 2, ...; Ko-l.
»

»

Tomando & = miníôlgõzl, para [sz—sl] < 6 segue que

Ikk(sz)-xk(sl)Í < e, para todo k = 1, 2, 3,

Portanto F Iê equicontinuo em [ªp,p].

Além disso F & uniformemente limitado pois; xk(t) e K,

v k, (k = 1,2,...) ev t & [-p,p]
Do Lema I—2 resulta que F e relativamente compacto em U. Então E

'

xiste uma subsequência de (xk) (que também chamaremos de (xk)) conver

gente em U = C([Fp,p],Rn), ou seja, existe y & U tal que xk + y [quaº

do k + », em U, e portanto xk(t) = x(t+tk) + y(t) uniformemente em

Emp] , quando ki+ ªº.

Do Corolãrio 1—2 segue que existe subsequência de (tk) (que também

chamaremos de (tk)) tal que Pªk + P* e ª(P), em E, quando k + =;e por

tanto, Ptk(t,x)=P(t+tk,x)+P*(t,x) uniformemente em [EP,éij, p > 0.

t t
Temos ainda que J Ptk(s,xk(s))ds + J P*(s,y(s))ds uniformemente

0 0

em t. & Emp—_], quando k + ºº.

De fato, dado e > O, da continuidade uniforme de P: R x K + R“, É

xiste' 6 = 6(e) > O tal que para tl, tz e R, [tl-tzl < 6 e
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xl, x2 & K, E|X1“X2“< 6 segue que

“P(t1,X1)“P(t2:X2)||< 5%5'=ª “Ptk(t1,xl)“Ptk(tz,X2)|l< 5%5,

(k=l,2,...) (B).

Além disso temos:

x(t+tk) + y(t) uniformemente em Emp]; então existe Kl = K1(6)
(C)

tal que k 3 Kl implica ||x(t+tk)-y(t)|| < 6

De (B) e (C) segue que para k 3 K1 e s e Emp]

“Ptk(s,Xk(S))'Ptk(s,y(s))H < 5%; .

(D) Ptk(t,x) -> P*(t,x) uniformemente em Emp] x K, p > 0 'e portanto
K' <= K'(e); K' 3 Kl tal que para k 3 K' temos:

HPtk(t,x)-P*(t,x)" < “231“; onde t e [713,13] e x e K.

Como xk(t) = x(t+tk) & K, k = 1,2,... e te Emp] com xk(t)'+y(t)

quando k + ºº, temos que y(t) e K, V t & Emp].

De (D) segue que para. k_>_K' e ssEp,p] HPtk(s,y(s))—P*(s,y(5))“<%;

Nestas condições, para k 3 K" e s e Emp], p > 0

HPtk(s,xk(S))-P*(s,y(8))Il5 HPtk(s,xk(S))-Ptk(s,y(S))“ +

+ HPtk(s,y(S))-P*(s,y(8))H < 5%5-+ Fª— = e— e cons equentemente :
2 . p p

(t t t
H Pt (s,xk(s»ds — P*(s,y(s»dsH : ! ”Pt <s,xk(s)>-P*<s,y(s>)Hdsl

o k 0
k0

< | Jº ídsllª—ª».|t:l_<_1%.p=r—:

Recordemos que
t t+tk t+t

(3) xk(t)=X(tk)+J Pt (s,xk(S))ds+í S(s,X(S))ds+J Q(s,X(S))ds
0 k ' tk * tk

A , o ,Fazendo k + ºº e como a convergenc1a e umforme em t :; Emp] te
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'«remos:
t

Y(t) = z + J P*(s,y(8))ds; y(0) = z
0

Tomando p = 1, 2, ... podemos garantir que exisiem sequências

“(tp,k) vonde (tp+1,k) ê subsequência de (tp,k) e uma função y(t):
y: R + W tal que para tk = tk,k (sucessão diagonal) temos:

1) &(t) : P*(tQY(t))9 V t E R e Y(0) = 2

ii) x(t+tk) + y(t) uniformemente nos subconjuntos compactos' de

R, quando k + º.

Assim x(t+tk) + y(t) em R, isto e, existe sequência (rk), Tk=t+tk

tal que x(rk) + y(t), t e R. Logo y(t) e 9(x(.)), para todo t e R.

iii) Ptk + P* em E, quando k + º.

iv) Como x(t) & solução de (1-2) com x(t) & K para todo

t :; [a,ºº), & _>_ 0 e KC W compacto, do Lema 1—3 segue que

9 % Q(x(.)) e compacto, conexo e x(t) + 9, quando t + w.

Suponhamos válidas as hipoteses (H), (HI), (Hz) e consideremos
'

,
.

'

&

os sistemas:

(1—1) 3.7 P(t9Y>

(1-2) *. P(t,X) + S(t,X) + Q(t,X)
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Dêf%niçãb:v.

Dizemos que AC: W & semi-invariante com relação a (1-1) se a ca-
e//' A

da 2 e A correspondem P* e Q(P) e uma função y(t), solução de

& = P*Ít,y), definida para todo t e R de modo que y(t) e A para

qualquer t e R e y(O) = z.

(I) No caso em que P % periodica, de período w, a definição ª
cima pode ser formulada da seguinte maneira:

- Dizemos que A CLW & semi-invariante com relação a (1-1) se a

cada z e A correspondem T & Bhwa e uma função y(t) tal que

?(t) = PT(t,y(t)), y(O) = z e y(t) & A para todo t e R,pois

5a») = [FTSE] T &: [O,WJJ'

(II) No caso autônomo, .ACZ'W & semi-invariante com relação a

(1-1) se a cada 2 e A existir y(t) tal que 9(t) = P(t,y(t)),
y(O) = z e y(t) e A para todo t e R, pois ª(P) = [P].

Corolãrio I—ã:

Se x(t) % uma solução de (1—2), x(t) e K para todo t e [a,w),

a : 0; onde K.C:IJ & compacto, então seu conjunto w—limite,Q(x(J)=Q

ê compacto,conexo e semi—invariante com relação a (1-1).

Observação:

Quando no sistema (1-2) S E 0, basta tomar A = W.

Seja E1 = C(RXW,R): o conjunto das funções continuas de Rx W—>R.

Vamos considerar em E1 a topologia da convergência uniforme nas

partes compactas de R x W.
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Teorema I—2:

Suponhamos P satisfazendo a hipotese (H).

Seja V: R X W.+ R tal que:

(al) V(t,x) & limitada em t para cada x fixo.

(az) V & uniformemente continua em conjuntos da forma R><M, MIZW,

M 'compacto.

(aa) V(t,x(t)) 5 0, onde x(t) & uma solução qualquer de (1—1)

que permanece em um compacto de W.

Seja U 0 conjunto de todos os 2 e W tal que existe P* &: 5(P),

V* E â(V) e função y(t) de modo que:

i) &(t) = P*kt,y(t)), para todo t e R e y(O) = z

ii).y(t) e WOCZ W,. para todo t € R, onde "Wo & compacto.

iii) Ú*(t,y(t)) = O para todo .t 8 R.

Nestas condições, se x(t) 'é uma solução de (1-1) que existe para

t 2 a e .x(t) € W*(: W para t 2 a, onde W* é compacto, então

x(t) + U, quando t + %.

"PTova:

Basta nosttar que & CSU, pois do Teorema (Iªl)_(tomando S E Q E 0)

segue que x(t) + 9, quando t + w.

Como H => Ho; temos que- V 5 limitada em R X W#.

Alem disso Ú(t,x(t)) 5 O implica que a função V(t,x(t)) & de-

crescente. Logo existe o limite:.lig VÇt,x(t)) = Vo, com Vo finito,
O sistema (I-l) & um caso partiCular de (1-2) tomando SAE Q E O e

do Teorema I-l segue quei Qª# Ó e, para cada 2 € 9, “existe sequên—

cia (tm), tm + w quando m + ª, existe P* e ª(P) C:? e função y(t)
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tal que:

(a) &(t) = P*(t,y(t)) para todo t e R; y(O) = Z

(8) x(t+tm) + y(t), quando“ m + “, uniformemente nos compactos de R;

y(t) & Q(x(.)), para todo t e R,

(y) Ptm + P* em E.

Podemos ainda supor & sequência (tm) satisfazendo Vtm + V*,quaª

do m + w, onde V* & ª(V) C: 0. Portanto, para cada 2 e Q, y(t) sª
tisfaz as condiçoes (i) e (ii) da definição de U.

Vamos verificar que y(t) satisfaz (iii)
Já vimos que Vtm + V* quando m + w. Mostramos também que

ªiª V(t,x(t)) = Vo e que x(t+tm) + y(t), quando m + ”, uniformemeª

te nos compactos de R.

Vamos demonstrar que V*(t,y(t)) = V0, para todo t e R.

De fato. Tomando to € R temos: lim V(to+tm,x(to+tm)) = Vo

Vamos mostrar que: lim V(to+tm,x(to+tm)) = V*(to,y(to)) e ficará

automaticamente que V*(tº,y(to)) = Vº, para todo to E R.

lV<to+tm,x<te+tm)) — V*<to,y(to)>| 5

5 |V<to+tm,x(to+tm))-V(to+tm,y(to))| + |V(to+tm,y(to))—V*(to,y(to))I

Como V & uniformemente continua em R X W*, dado E > 0 existe

6 = 6(€,W*) > O tal que:

]É1“t2| < 6 ; tl, tz E R

& implica »|V(t1,x1)—V(t2,x2)| < €
Hªrm“ < <? ; Xl: Xz & W*

Mas, x(tº+tm) + y(to) quando m + m, e portanto, existe no'= no(ô)
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tal que para m a no pemos “x(to+tm)—y(to)” <-ô.

Assim, m É no implica |V(to+tm,x(to+tm))-V(to'+tm,y(to))| < 8

Logo, |V(to+tm,x(to+tm))-V(to+tm,Y(tb),)| +" o, quando m + ºº-

Alêm disso“ IV(to+tm,y(to))-V*(to,y(to))l "* º, quando m + ºº.

Segue então que lim V(to+tm,x(to+cm))r = V*(to,y(to)), e portanto,
V*(to,y(tº)) = Vo, para todo .to &: R.

Portanto Ó*(t,y(t)) = 0, para todo t e R.

Logo (iii) estã satisfeita e então QC U.
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CAPÍTULO II

Consideremos as equações:

(II-1) % + f(t,x,à) + g(x).p(à) + h(t,x,â) + k(t,x,á) = O ou equívg

lentamente:

(11—1') íª“
= y

? + f(t,x,y) + g(x).p(y) + h(t,x,y) + k(t,x,y) = 0 e

(II-2) % + f(t,x,à) + g(x).p(à) = O ou equívalentemente:

% = y
(II—Z')

II OS' + f(t,x,y) + g(X).p(y)

Hipóteses:

(hl) Seja E: R3 + R contínua, satisfazendo
&) Para cada. (x,y) &: R2 fixado, f(t,x,y) & limitada em t.
b) f e uniformemente contínua em conjuntos da forma R >< K, on-

de KC R2 e compacto.

(hz) y.f(t,x,y) & y.F(x,y) Z O para todo t,x,y 6 R, onde F E coª
tínua no R2.

— Seja E = [(x,y) & R2 [ y.F(x,y)=0]

(hª) Para cada xo =/= 0, "xo E R, existe E = a(xo) > O tal que:

U U . . " . _E n B€(X0,0)C (íeIHí) U (jeJVJ) onde os Hl sao segmentos honzon
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tais e.os Vjv são segmentos verticais e:

OA ___º__ '“(i) Px(jê£Vj) = $ e py(£ÉIHí) = $
.

onde Px e py sao respectzva—

mente as projeçoes sobre o eixo x e eixo y.

Observação:

A bola BEÇxo5O) & considerada no R2, enquanto que a aderência e

interior que aparecem em (1) são considerados em R.

(h;) Os conjuntos R+ = f(x;0)lx>0] e R" = [(x,0)|x<0] são compo-

.nentes-conexas em relação ao espaço topolôgíco E - [0,0].

(hs) Seja h: [ª,“)x R2 + R, h contínua e
.

y[f(t,x,y) + h(t,x,y)] É 0, para todo t _>_ 0 e para t_o_

do x, y é R.

.(hu) Seja g: R + R contínua e tal que x.g(x) > 0 para todo _xER,
x ,

x #=0 e J g(s)ds + w, quando le + ª.
,

º
.

(hs) Seja p: R + R contínua tal que p(y) > O, para todo y 8 R,

Ryucom Í —ÍE) du + W, quando [yl + &
0 P

e. 1(hª) Seja p: R + R contlnua e M, constante, tal que 0<=H5p(y)5M,

para todo y € R.
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(hs) Seja k: [0,00) X R2 +R continua tal que existe 6: [o,ºº) + R coª
[k(t,x,y)| í B(t) para todo t É 0 e para todo

W
tinua, de modo que

x,y & R, e além disso J B(t)dt < ”.
o

(h7) Para qualquer compacto B de R existe YB: EP,“) + R contínua
s+t

,

tal que YB(t) + 0, quando t + “ e [J h(T,x(T),y(T))dT| 5 YB(S)'
s

para qualquer t & [Ó,Íl, onde x e y são funções contínuas arbi-

trãrias, de [b,w) em B.

(he) Para qualquer compactq B de R, existe AB: [p,w) + R,continua,

tal que [h(t,x,y)[ 5 ÃB(t), para todo t 2 0 e para todo x, y €;B;'
s+1

com J 'AB(T)dT + 0, quando 5 + m;
Su

Observaçãb:

l) A condição he pode ser satisfeita mesmo que ÃB(t) # 0, quando

t+ºº e rAB(t)dt=ºº.
Considere-se, por exemplo,. AB(t) = A%(t) + Ã%(t) com Ã%(t) : 0,

j = 1, 2 e tais que:

— mí) Ã1(t) + 0, quando C + W, com - Ã1(t)dt —B.
(IB

. . co11) Ã%(t) # 0, quando t + % e ! ÃÉ(t)dt < &

2) Demonstrarse que ha =º h7; mas não são equivalentes, como meg

tra o exemplo h = (t sen tª, t cos tª).

Seja G: [0,00) >< RH.—> Rn contínua, onde G—

Consideremos a equação: (II—3) & = G(t,x).
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Lema II-1
Seja V: [0,00) X Rn + R, de classe Cl, tal que:

(i) V(t,x) 5 O, para todo t 2 O e para todo x ean, onde»

.* n av
,

BVV(t,x) — jêl ª—Xj- (t,X).Gj (t,X) + at (t,x)

(ii) V(t,x) Z (x(x) onde &: RH + R' E continua e a(ic) + ºº, quando

ÍXI ** ºº'

Então toda solução de (II—3) e limitada no- futuro.

Para uma prova deste lema, ver [l,pg.6]*

Lema II—Z

Suponhamos que f seja continua e que estejam satisfeitas as hipã

teses: hg, hi,,ihs e he.
»

Então para .qualquef € > O existem T'= T(e) > 0 e 6 = 6(e) > O

tal que se t 2 to 2 TCs) e [xol + [yo[1< &, então lx(t)l+[yt(t)|<€,

para qualquer solução (x(t),y(t)) de (II-l') satisfazendo
<x<co>,y<c_o» =-<xo,y»o>.

“Demonstração :

Consideremos a função V: E),“) X R2 + R definida “de Seguinte

maneira:
x 1/ 1/5- Y . 2 3/2

'

V(t,x, ') : (J _u_ du + J g(s)ds) + -— .,M .r6(s)ds, onde M>0
.

y
0 p(u_)- “

2 t
a tal que M z.p(y) 3 à- > o, para y & [—1,1].

'
' Y x 1 2

. u /Definimos: 2m = min (J —(u) du + J g(s)dS) ; 0 < € < 1

|Xl+'|>'|=€ º P º
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(y X

Como
J TPS) du > O para todo y # 0 e J g(s)ds > 0 para todo

o

x # 0 temos que:

(I)
.

Aírdzf V(t,x,y) ?. 2mv > 0
IXí+IYI=€

Sejam T=T(€)>0 e ô= 6(€), 0<6<€, tal que

%? . Mª/ªí B(t)dt < m e (L“:>du + F:g(s)ds)1/2< m para
T(e)

iXI + lvl 5 6(e).

Assim, para t 2 T(€) e lxl + [yl = M€),

X 00

V(t,x,y) 5 Çíy p(“) du + J g(s)dá]1/º+ %? . M3/2.J B(s)ds 5
o o T(€)

Y x
5 sup (J f—(u—) du + [ g(s)dsí)1/2+ % . Mª/ª. B(s)ds,

|X|+IYI=6(E) º p ª º T(e)

'e portanto,

y x
(11) sup V(t, x,y)< mãx [í % du +J g(s)ds]1/2+

t z T(€) lx l+ |y|=6(e) o P ª o

lxl+|y|=6<e>

+1/75.M3/2 B(s)ds < m+m=2m
T(€)

Além disso, para t 2 O, (x,y) # (0,0) « e y & ELI] temos:

' BV av .

V(II-1')(C,X,Y) = ª(t3x9Y) + %%(t,x,y).á + W<t9x9Y)'y =

ªí:. Mª/2 g(X) y= " ' B(t) +
2 2(ÍmMdu+Jg(s)ds)1/2+

pªy) ' [ªª(t,X:Y)-g(X).p(y)-h(t,x,y)-k(t,x,yí]
+ .

2( |(y_u_ du+íx (S)ds) 1/2)Op(u) ºg
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YEf(t,x,y)+h(t,x,y)]5-QMWsu>- ;
. y X

2 P<y>(l%FT“) du+J g(s)ds)1/2

_ 1-k(t,x,y) <

2 < > (
y “ d +

X
& 1/2 '

, '? y "
0 P(“) .ª 08(S) 3)

5 — [grãº/ª .em + -ly)i,kLo:Wii 5

2.p(y)(Jou—(_pu) du+Jº g(s)ds).1/2

5 < %.Mª/iº .sm + abri-gm 5

à(à'lz—“ª Íog(S)ds)ª/º
'

,? %%L.e(t>'
< — 7 .- M's/º'6(t) + 5

“TVÉWLÉÉÉ?2*ÍÍ 8<s>dã1Vª

' lZl»B(t)
'5— Lªw/2.3“) + '1—25 . Mª/º. ”_MX 5 o

>

e
Y 2 1/2375?) + jºgada]

Supoúhamos que existam to 3 T(€) e (xQ,yº) € R2 com Ixol+|yo|<ô(€)

tal que para alguma soluçãó (x(t),y(t)) de (II-l') satisfazendo

,(x(co>,y(to»—= (xo,yo> e para-algum E 5 to tenhamos Ix<E>l+Iy<E>lze.

Assim, existem tl e tz tal que lx(t1)| + |Y(t1)| = 6 e

iX(tz)'| + Mu)! = e e M€) 5 |x<t>l + Mt)! 5 €, para C e [tutº].

De (1) e (11) 88896 qúe V(t1,x(t1),y(t1)) < V(t2,X(t2).Y(tz)) é

como (x(t),y(t)) #=(0,0) para t e (t1,t2) concluímos que

V(t,x(t),y(t)) ê diferenciável em (t1,t2).
.
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Logo existe S E (t1,t2) tal que Ú(s,x(s),y(s)) > 0, o que É uma

contradição.

Corolãrio IIF]:
Suponhamos que alguma condição de unicidade para o problema do va

lor inicial seja satisfeita por (II—l). Suponhamos satisfeitas as hi—

põteses do Lema II—2, com k(t,0,0) = O, para todo t 2 0.

Então a solução nula de (II—l') & uniformemente estãvel.

Prova:

Primeiramente devemos mostrar que ª função ““lª é solução de

(II-l'), ou seja, que: f(t,0,0) + g(O).p(O) + h(t,0,0) + k(t,0,0) = O,

para t 3 0.

a) k(t,0,0) = 0 para todo t 2 O, por hipõtese

b) De (hu) temos que x.g(x) > O para todo x e R, x # O e da

continuidade de g, x = O e o unico ponto onde g(O) = 0.

Assim, g(O).p(y) = 0 para todo y € R, e em particular g(O).p(0F©.

c) De (h3) segue que y[?(t,x,y)+h(t,x,yí]_2 O, para todo t 2 0 e

todo x,y € R.

Então f(t,x,0) + h(t,x,0) = 0, para todo x e R; em. particular,

f(t,0,0) + h(t,0,0) = O, para todo t 3 0.

Logo, a função nula ê solução de (II-l'), para t 3 0.

' Do Lema II-2 e do fato que (II—l') satisfaz uma condição de unicª
dade em relaçao ao problema do valor inicial, dado & > 0 existem

T = T(€) e 61 = 61(€) > O tal que se t Z to 2 T(€) e lxºl+|yoi < 61
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então |x(t)| + |y(t)i < 8, para qualquer solução
.

(x(t),y(t)) de

(II-l') satisfazendo (x(to),y(to)) = (xo,yo).

Por outro lado, como (II-l') satisfaz as condições de continuidade

em relação ãs condições iniciais, existe“ 6 = õ(€), 6 5 51 tal que se

"ixo! + [yoi < 6 então [x(t)[(+ Iy(t)| < 61 para todo t e [0,T(e)].
“onde (x(t),y(t)) é uma solução de (II-l') tal que (x(to),y(to)) =

= (xº,yº), qualquer to € [0,T(€)]. .

Então, dado 8 5 O existe 6 = ô(e)> tal que se lxol + Íyºl < 6

_e t 2 to implica Ix(t)[ + |y(t)] < e, para a solução (x(t),y(t)) de

(II-l') satisfazendo (x(to),y(to)) = (xo,yo), qualquer que 'Seja

toZOo

Lema II-S:
Suponhamos que estejam satisfeitas as hipõteses hg, hu, hs, h; e

hs. Então toda solução de (II-l') & limitada no futuro.

Prova:
y. X -

,

Seja w(t,x,y) = (“Jºr,—(%)- du + Jºg(s)bd_s)1/2 + *I—f .Mª/ZJÍ B(s)ds

E « ,
(y u

A x
1/2 :ntao temos. w(t,x,y) Z (l+J o(u) du + g(s)ds) 6(x,y)

o o

Observemos que ô(x,y) + ª, quandb' [Xl + [Y! + º
' Além disso, para todo x,y & R e t 2 0 temos:

awa_w.+a_w.w(II—l')(t'x'Y) : 'àt 8x ' x ay ' Y

= — % . Mªl2 -B(“t) +. 8603; ' +

,

2(1+J-p—Z1&T du + J g(s')ds)1/ª
º 0
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RZ” . Cªf (t,x,y)-g(X) .p(y).-h(t,x,y)—k(t,x,y)]
+ =

_(y

2D+j -—-u— du + Íxg(s)ds] 1/2
o p(u) º

_

_ _ lê.-â . Díª/2.801) _ )" B<Ç9X9Y)+h(t9xgí)] _-

2-r)(y).[1+Íº &? du + í0g(s)dsZ|1/2

y—k(t,x,y) <

2 ()[uíy -“—-du + JX (sujª/ª—'P y P(“) 08
S

0

€ . Mª/ª .eu) + iYi-IKWWIPC <

2p<y>.E1 + Í JT)“ +Jºg<s>ds1Vª0

IA

_ /7 3/2 ÍY|v3(t) =E T'M 'B(t)+2(1 lr, d JX()d)1/z— +-— u u+M M
º og

S S

_ _ fã 32 Lvl-sm _- —2—.M/,B(t)+21 x _

HEÍÉQMWZÚM—J g(s)ds)]1/2
» o

- _ ª lyl.s(c> _- T.Mª/ª,8(t)+2 1 x _

É .GEH)1/º(2M+y2+2MJ g(s)ds)1/2
.

0

= — ç . Mª/2 .B(t) + flª—2- . Mª/ª. Mãº) 5 0

(2M+yª+2MJ g(s)ds)1/º
0

Logo, do Lema II—l segue a tese.

&maLFa
Suponhamos satisfeitas as hipõteses hl, ha, ha, hs,hg, hs e h7.En
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tão o conjunto w—limíte de toda solução (x(t),y(t)) de (II—l') & coª
pacto, conexo e invariante relativamente & (IIªZ').

Prova:

Vamos usar o Corolãrio 1—3, considerando

P(tºxªy) ' <—f(t,x,Y)'g(X)—P(Y;3 e Q(t,x,Y) _ <;h(tºx'Y)_k(t'x'Y)>

Verifiquemos se P e'Q satisfazem as hipoteses (H) e (Hl)

'a) Da hipõtese (hl) segue que P satisfaz (H)

b) Qzl X R2 + R deve ser tal que para toda função contínua
s+t

(X:Y)ª 1 x 1 + R2, limitada, J Q(T,X(T),y(T))dT + 0 uniformemente
s

em t e [0,1], quando 3 + ºº.

Devemos mostrar então que dado E > O, existe T = I(e) > O tal

que para 5 3 T(€) temos:
s+t .

lí Q('r,x(1'),y(r))d'r[ < e, . qualquer que seja t & BJJ],
s

,

'

Mas,
;(S+t o

' s+t.* 2

'J º(TºX(T)'Y(T>)ªT| : ij ' -h<r,x(T>,y(r»—k(r,x<r>,y<r>
s s

s+t .

0
d + [ÍSft 0

dTI
5 lj (;h(T,X(T) ;y(T)à Ti

S
'k(T ªº(à) )Y(T)

S

De h7, existe T1 = T1(e) tal que para 5 Z T1(e),IYB(t)| < 8/2,

onde 'B e um compacto qualquer de R.

s+t .

'

."
. : 0

A351m, [JS (-—h(T,x(T),y(T))) dTI 5 |YB(S)| < 8/2: Para qual
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Por outro lado, de hs existe T2 = T2(€) tal que para 5 2 T2 tº
I(s+t

mos |J B(T)dTl < 8/2.
3

Seja T = mãx [TI,TZI. Assim, para todo s 2 T implica:
S+t

IJ Q(T,X(T),y(T))dT| < 8/2 + 8/2 = E:, qualquer que seja t € [0,1].
5

Do Lema II—3 segue que toda solução de (II-l') & limitada no fg

turo, e portanto, permanece num compacto.

Do Corolãrio 1-3, no caso em que S E O segue que o conjunto w—li

mite de toda solução (x(t),y(t)) de (II-l') & compacto, conexo e iª
variante em relação ã (II—2').

Lema II-5
Suponhamos que as hipõteses hl, hz, hà, h3, hu, hs e h% estejam

satisfeitas. Então a origem pertence a todo conjunto compacto e inva-

riante relativamente a (II-2').

Prova:

Da hipõtese (hz) temos que:

y.f(t,x,y) Z y.FÇx,y) Z 0, para todo t,x,y € R.

Além disso vimos que E = [(x,y) & Rºly.F(x,y)=O]

Seja M um conjunto compacto e invariante relativamente a (II-Z')
e seja (xo,yo) € M, Como M é invariante existe f* e à(f) e solu-

Çãº (Xo(t), Yo(t)) de:

É y
(*)

y —f*(t,x,y)-g(x).p(y)

com (xo(0),>'o(0))=(xo,yo), tal que (xo(t),yo(t)) eM, para todo t e R.
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Seja R o conjunto w—limíte dessa solução
Como (xo(t),yo(t)) & M, para todo t € R, segue que Qf+ $, compag

me RCM.

Vamos aplicar o Lema II-4 ao sistema (*) considerando as perturba-
ções nulas.

Verifiquemos se as condições do referido Lema estão satisfeitas.
Como f satisfaz hl, do corolário 1-2, f* satisfaz b;.
As outras hipõteses do Lema II—4 são verificadas trivialmente. Lo—

go, 9 & invariante relativamente ao sistema (*).

Afirmamos que QC E.

Para provar isso vamos usar o Teorema 1—2, aplicando-o ao sistema

(*)-
fy u ªº

d' V = -—-—— du + s 5sem (x,y) Japª) ºg()
As hipoteses (al) e (32) são facilmente verificadas.
Falta verificar (ag)._Temos:

' BV
, . V

V(*) (t9X9Y) = E; (t,x,y).x + 'ª? (t,x,y) .);

gºd-y + pá,) “Ef*.(t:X:Y)ª8(X)-P(Y)J

=M< op(y) -

Observemos que y.f*(t,x,y) 2 y.F(x,y) Z 0 para todo (t,x,y)€R, dº
de f* e fuf).

Logo, SZC: U *onde U êho conjunto dos (x1,y1) & Rª, tal que e-

xiste f** & ã(f*) e solução (x(t),y(t)) de

faz;—JNT _ ._?às!"
72 , “É,“ C i,!) 8“&»- 39 '



x = y.
(**)

= -f** (t,x,y)—g (x) —P(Y)%.

tal que (x(O),y(0)) = (x1,y1), satisfazendo:

(i) (x(t),y(t)) e Doc: Rª; nº compacto

(ii) Ú(**)(x(t),y(t)) = 0, para qualquer t e R.

Afirmamos que IICIE.
'

De fato, se (x,y) e U temos:

—y'f**(t3x9Y) < _Y-F(X:Y) < 0º : V(**)(t'X'Y) : p(y) ' p(y)

Logo Y'ÉÉÍS ) = O, e como 5%;7 > 0, para todo y & R, temos:

y.F(x,y) = 0, e portanto (x,y) & E.

Concluímos assim que U CZE.

Vamos mostrar agora que 9 n [(x,0)[x€R] #=$.

Suponhamos que isso não seja verdade. Então para qualquer (x,y)e 9

temos y=# 0.

Como 9 e compacto existe a > O tal que para (x,y) e 9 temos

ÍYI > &.

Do fato de 9 ser não vazio e invariante relativamente a (*),exig

te f** & 5(f*) e solução ,(x(t),y(t)) de'

X y
(**)

&, “f**(t,x,y)-g(X).p(y)

tal que (x(t),y(t)) S Q, qualquer que seja t & R.

Logo Íy(t)| > a para todo t & R, e então |x(t)| + W, 0 que E

uma contradição.

Seja ; € R tal que (£,0) & Q.
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Se ; = O, o lema estã provado.

Suponhamos £=# O. Como Q é invariante segue que existe solução

(x(t),y(t)) de um sistema do tipo (**) tal que (x(O),y(0)) = (ã,0) e

(x(t),y(t)) € 9, para todo t E R.

Da hipotese (hà) segue que existe e > O tal que:

9036 (x, o><:EnB (x, 0)C(.UJ'Hi)U(.UJVj),
0 0

ºnde
1

Px(ngVj) =(? e Py(i IHi) : d)

Observamos que o eixo dos x tem que ser um dos Hi'
Consideremos E > O tal que (x(t),y(t)) & & pre(ã,0), para todo

t e [9,2].

Afirmamos que não existe tl tal que x(tl) = xl, y(t1) = yl com

xl > & e yl > 0.

Observação:

Da mesma maneira como será feito a seguir, demonstra-se que nao e—

xiste tl tal que x(tl) xl, y(t1) # yl com xl < x e yl > 0 ou

xl < x e yl < 0 ou xl > ã_ e yl < 0.

Suponhamos que existe tl € [b;t] nas condições acima.

'y(t) sendo continua assume todos os valores entre 0 e yl.
Afirmamos que existe Ee [O,tlj tal que y(t) t py ( ):.Hell

Se isso não fosse verdade, teriamos que para qualquer t 6 [b,tí],
y(t) & p y(ágIHi). Logo o intervalo (0,y1) estaria contido em

o

p (. [JHH), -e portanto Py(1'UJ Hl)=# 0, o que contraria a hipotese.
y iEI i

Logo existe um intervalo aberto A(É), É & A(É) tal que para todo
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t € A(E)9 Y(t) é Py(í€IH1) ºu seja, y(t) tp y(lgIHí)
Deste modo, para qualquer t € A(E) temos (X(t):Y(t)) É ingH íº º

que implica que para qualquer t 8 A(É),

(A) <x<t>,y<c» e ngvj e <x<t>,y(t)> «: 3511

Seja jo tal que (x(t),y(É)) & Vjº.

Afirmamos que “(x(t),y(t)) € Vjº, para todo t e A(É).

Suponhamos que não. Nestas condições existe t'=# É, t' € A(É) tal
que (x(t'),y(t')) & le, onde leÍ] Vjo ='$. É claro que x(t')#x(t),
pois senão.(x(t'),y(t')) pertenceria a Vjº

Suponhamos que x(t') > x(t). (Se x(t) > x(t') a demonstração que

segue E análoga).

De (A), como x(t) assume todos os valores entre x(t) e x(t'), sg

gue que o intervalo (x(t), x(t' )) esta contido em
$px(.

-), o que é

uma contradição pois, por hipotese 5X((jeJV J)

UVjeJV J

Logo, para qualquer t € A(E) temos (x(t),y(t)) & Vjo
Portanto x(t) E constante em Á(É) ê consequentemente x(t)=y(t)=0

em A(E).

Assim chegamos a um absurdo, pois teriamos então que, para . todo

t & A(E), (x(t)5y(t)) pertenceria ao eixo dos x, 0 que contraria (A),

uma vez que o eixo dos x e um dos segmentos Hi.

Logo não existe tl & 0,2] tal que (x(tl),y(t1)) = (X1,Y1) com

xl # ?; e y =/= 0, ou seja, para todo t & [O,É] temos x(t) = >": ou

y(t) =

Seja vx a perpendicular ao eixo dos x pelo ponto (x,0). Temos
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asSim que (x(t),y(t)) e VãLJf(x,0)íx€R] para todo t & [b,É].

se existisse T tal que y(T) > 0, existiria intervalo aberto

B(T), T € B(T), de modo'que y(t) > 0, para todo t'e B(T).
' Logo teriamos x(t) crescente em B(T), o que não É possivel, pois

(x(t),y(t)) não permaneceria em V;.

Analogamente não existe T e R tal que y(T) < 0.

Concluímos assim que y(t) E 0 para t º_[b'ájf
Como y.f**(t,x,y) Z O, para todo t,x5y E R temos f**(t,x,0) = O,

'para todo C, x 8 R.
.

.

Assim, para*todo t € [0,53 temos:
.

º“: 9(t) = “f**(t,X(t),0) ' g(XCt))-P(º), 6 Pºrtªntº, g(X(t)).P(º) F 0-

Consequen—temente g(x(t)) = 0 para todo t e [0,5]; em particular,
g(x(0)) = g(x) = O, e portanto ; = 0, o que contraria a hipotese.

Logo a origem pertence a a C, M.

Lema II-6:
Suponhamos que as hipõtese hl, hz, ?, Ps, hu, hs e hg estejam sª

tisfeitas. Então a origem pertence a todo conjunto compacto e invariaª
te relativamente a (II-2')r

Prova

Sejam M um conjunto compacto e invariante relativamente & (II-2')
e (XO,YO) € M-

Como M é invariante existe f* e º(f) e solução (xo(t),yo(t)) de

x = y
(*)

.
Y -f*(t,x,y)-g(X)-p(y)
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com (Xo(0),Yo(0)) = (Xo,Yo) tªl que (Xo(t),Yo(t)) e M, Pªrª tºdº

t 6 R.

Seja 9 o conjunto w-limite dessa solução.

Do Lema II-5 temos os seguintes resultados:

a) 9 C: M; 9 invariante relativamente ao sistema (*).

b) 9(: E onde E = [(x,y)eRºly.F(x,y)=0]

c) sz n [<x,o)|xeR1 aº $

Suponhamos que (0,0) É Q.

Consideremos entao ª E R, í=# O, tal que (ã,0) e 9. Logo

9 C E - [(0,0)].
De (c) e da hipotese (hg) podemos concluir que 9 CSR+ LJR', pois

Q É conexo.— como já vimos.

Portanto, para todo (x,y) SIQ temos: x=# 0 e y = O.

Por outro lado, existe f** e õ(f*) e solução (x(t),y(t)) de

É = y
(**)

& -f**(t,x,y)—g(X)-p(y)

com (x(O),y(0)) = (2,0) e (x(t),y(t)) € 9, para todo t e R.

Como y.f**(t,x,y)z0 para todo t,x,y e R, temos f**(t,x,0) = 0 pª
ra todo t, x & R.

Nestas condições 0 = -f**(t,x(t),0) - g(x(t)).p(0), ou seja,
g(x(t))= g(ã) = 0, qualquer que seja t e R, e portanto ví = O, o que

E uma contradição.

Logo a origem pertence a 9 C M.
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Teorema II—l

Suponhamos satisfeitas as hipoteses' hl - h7, bem como vhà ou hg.

Então para toda solução x(t) de (II-l) temos x(t) + O e à(t) + 0,

quando t + w.

Prova:

Seja (x(t),y(t)) uma solução de (II—l').
Do Lema II-3 segue que essa solução é limitada no futuro.

"'Do Lema 11—4 segue que 9 e compacto, conexo e invariante relati—

vamente a (II-Z'). Do Lema II-S ou II-6, conforme usemos há ou hg,_
concluímos que (0,0) e 9.

Logo existe uma sequência (tm), tm + w quando m + ª,
.

com

_(x(tm),y(tm)) + (0,0).
0 Lema II—Z nos diz que dado 'e 5 O existem T = T(€) > O

v e

' 5 = õ(€) > O tais que se t 2 to 3 T(€) e .lxol + lyol < 6 então

j;(t)| + [;(t)| < 8, para toda solução (;(t),;(t)) de (II—l') tal que

<ã<£o>,5<c'o» = (mmo).
Como (x(tm),&(tm))+-(0,0), quando m + º, existe no tal que tnº 3 T

e. ixccnºn + lyccnm < 6.
>

'
Logo nara todo t 2 tno. temos [x(t)| + [y(t)| < 6.

Portanto x(t) + 0 e y(t) + 0, quando t + a.

CoroZãrio II-Z:

Suponhamos que alguma condição de unicidade com respeito ao problg

ma do valor inicial esteja satisfeita para (II—l'). Suponhamos que es

tejam satisfeitas as hipõteses hl — h7, bem como hª ou b; e que
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k(t,0,0) = 0, para todo t ª 0.

Então a origem & globalmente assintõtícamente estável em relação &

(II—l').

Demonstração:

Segue do Corolãrio II-l e do Teorema anterior.

Observação:
“ . .. .o. aInteressantes exemplos de Equaçoes leerenc1als Ordlnarlas de 2- 05

dem, que tem interpretação física, podem ser encontradas em [ªl.
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CAPÍTULO 111

Neste capítulo procuraremos obter resultados na linha do capítulo

anterior, para sistemas de Equações Diferenciais.

Consideremos a equação:

(III) º + f(t,x,â) + g(x).p(à) + h(t,x,à) +-k(t?x,á)'= o,

ou seu equivalente:

.
pá = y

(III-1) ' ' '

,

? + f(t;x,y) + g(x)-p(y) + h(t,x,y) +-k(t,x,y) = 0,

“onde. x, y'e Rn, t e J = [ª,”) e.

f(t9x9Y) = C01(fl(taxl9YI):,f2(t9x29YZ)s "º, fn(t9anYn))'
g(x)- diag— (gl(xl),,gz(Xz)s .-., gn(xn))

p(y) col-(p1(y1), P2(Y2),'-o-, pn(yn))

h(t9XSY) = C01(h1(t,X,Y), h2(t)st)3 "', hn(t9x9Y))

k(t,x,y) = col(k1(t,x,y), kâ(t,x,y), -.—, kn(t,xsy))
» N ,sao funçoes contlnuas.

Explícitando (IÍI-l) temos:

' , áj=yj; j=1,2,.-.,n
(III—1)

_

yj.+ fj(t,Xj,Yj) + gj(xj).p3(yj) + hj(t,x,y) + kj(t:X:Y)=º
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O objetivo nosso & obter condiçoes para que toda solução x(t) de

(III) juntamente com a sua derivada à(t) tenda a zero, quando t + w.

Para isso relacionaremos o comportamento das soluções de (III—1)

com as soluções de:

& = y
(III—2)

& + f(t,X.y) + g(x).p(y) = 0

ou explicitamente:

àj=ng j=1,2,.-.,n
(III—2)j

Vj + fj(t,Xj,Yj) + Sj<Xj)—Pj(Yj) = 0

Consideremos o seguinte conjunto de hipõteses em relação as fun—

ções que aparecem em (III-l):

(hl) a) Para cada (x,y) e Rºn fixado, f(t,x,y) & limitada em t.

b) f & uniformemente continua em conjuntos da forma R X K, 02

de K CR2n & compacto.

(hz) yj.fj(t,xj,yj) : yj.F5(Xj,Yj)-z 0, para Xj, Yj 8 R,

j = l,2,..., n; t e J.

Seja Ej = £<5,n>eRªin.Fj<a,n>=ol; j = 1,2, ..L, n

(hª) Para cada x9=+ 0, j = 1,2,..., n existe € = €(x3) > O tal
J

que Ej “ B€((x3,0)) C (igl Hii) U (kLáK ij), onde Hji são segmeª
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tos horizontais e os V' sao segmentos verticais eJk
o

O

(1) PXj(k€KVJk) ª PYj(íe HJí) 0"

onde 'PXj e pyj são respectivamente as projeções sobre o eixo 'Xj

e eixo yj.

Observação:»

A bola“ B€((x3,0)) & considerada no R2 'enquanto a aderência e

interior que aparecem em (i) são consideradas em R;

(hg) Para cada, j, j = 1,2,..., n os conjuntos:

+: = o
2 !

o T = n
2 ',RJV. [(xJ,0)ea |xJ>0] e RJ. I(xJ,0)eR |x3<02 ,

são componentes conexas com respeito ao espaço topolõgico Ej-[(0,0)].

(ha) yj.[Íj(t,Xj,yj)+hj(t,x,y)] Z, 0 em J X Rªn, j = 1;2,..., n

x.J
(hu). xj.gj(Xj) > 0 para todo 'ij e R, xj f=0 e J gj(s)ds + a.

0

quando Ile + oo, J : 1, 2, “., n

_.
'

, Y
'

.

(hs) pj(yj) > O para todo yj & R e J J
57%57 ds + », quando

, o J

]yjl + w, j = 1,2,..., n.

(11.5) » M > O, constante tal que 0 < à 5 pj (yj) S M, para todo yj ER,

j = 1,2,..., n.

(he) Existe B: [b,m) + R continua de modo que Ik(t,x,Y)l < B(t),
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para todo t e J e para todo x, y e R“, e além disso J B(t)dt < ªº.
0

(by) Para qualquer compacto B de Rn existe YB: J + R contínua tal
S+t —

que YB(t) + 0, quando t + ºº e IJ h(r,x(r),y(r)dr| _<_ YB(s), pª
8

ra qualquer t & BLIJ, onde x(t) e y(t) são funções contínuas ar-
bitrãrias de J em B.

Lema III-1:
Suponhamos vãlídas as hipõtese hg, hu, hs,,e hr. Então para cada

€ > O existem T = T(€) e Gºª 6(e) > O tal que se t 2 to _>_ T(e) e

ixo] + lYo|1< 6, então lx(t)l + |y(t)| < €, para qualquer solução

(x(t),y(t)) de (III—1) satisfazendo x(to) = xº e y(to) = yº,

Demons tração :

Seja e > O dado.

Consideremos a função de Lyapunoff: V: JVX R2:71 + Rn definida da

seguinte maneira:
.

x'

' yi u -

Wºw = Ciªtª—;, W ªº * L

- 1
onde M > O e tal que M a pj (yj) É É-

> 0, para yj € [4,1],

Jgj(s)<"1s)3ª1”/2+ [:?—í . Mª,2 . J B(s)ds
t

j ª 192, «say,—sª..

1/2n _] ª ''“

JDefinimos 2m = min ..2 (r, T.“ du + [ g-(s)d6à]
Ix|+lyl=e ["I

º pl ") º
3

De (hs) e (h5) segue que m > 0. Logo;
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yi
0

n u Xj
V(t,X,Y) Z [fªq W du + L gj (s)ds) 31”, para todo t e J,

x,y€Rn e

'

. . ;_n yj u Xj
. /2

(I) [xii—TíI=€V(t,x,y)2|xITT;l=g [jª1(Jo W du+Jo gj (B)ds)j :.

uzo
.

= 2m > 0

(w .

Sejam: T = T(e)'z O tal que lig—.Mª/ZJ B(s)ds| < m e
T

'0<.ô=ô(€) <a demodo que

[.É y. x—
'

Jªr (LJ tªí—(Tªº * Lªsgº“) T/ª < nª, vªrª M + M : ô<e>

Assim, para t 3" T,(€)
.

n Y" xj zV(t,x,y) 5 [j,-ªl ”(OLP—5% du +J gj (s)ds) ]l/Z + €— .M3/2..E8(s)dsb
- 0

e portanto,

(II) sup V(t,x,y)< mãx [jª 11,4 J.—————du+rc-Jgj(s)ds):]1/2+
ixl+|Y|=5(€) [x|+|y|=ô,(€) o

tZT(€) .

“*É—%».Mà/º .J B(s)ds < m+m=2m
T

Além disso, para (x,y) + (0,0), t 2 0 e yj e ELI],
' j = 1, 2, ..., n, temos:

nn (t ,X,y) .x'j + Z âY—(t X y) .?'=“3%“ ªº”) *21 ?? j=1 ªyj ' ' ª

#2 3/2 :l— J=1ªngººj )““Vj ]=—-——-.M' .B(t)+ +
2 y , 1

' ZEjªl (jojuJ'(U) du +Íong(s)ds)J1/z
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|A

IA

n A..55,3mm E—fJ (t,xJ,yJ->
—Í_J-<xJ

>9J<yJ-)—hJ-(t,x_,y) —kJ(t,x,y>'[
ªí:-%,, (J'yª du + JXg <s>ds>_,"'ª/º Ij 0 P___j(u“) J .]

11 y.
_»,2— M3/2 B(t)-

|. jlê É)(fj (t,Xj,Yj)+hj (tQX,Y)-'
2 IEE,-ª( fºi “ ÍxJ1/2| -

'(=1 (Mªj—(_ºu) du +Jo jgj (s)ds)ã _1

n yo
% º???) ' lª.-aªª”)

- <
n j xv ' .' "

_ n
'

.__ZJ_J_
_ g.mª/ª B(t) + .

jêl pJ(yj) ij (t:”)! <
' 2”? (

yi
. .

1/2 -
_ Lj=1 º Wª“): ªj<ª>ªª>3

,-
" M em %le' JI

“ 72'Mª/ª.s<c> + = =
1 “ yi

_ZEÉ jªlde udu + Mij gj (s)ds):|1/2_l

-— MB-(t) % Y'
_ çâº/2.8“) + ,

' 'j=1l JI
=

X-
2Eàjâ1(y?+2M [ Jal-(Small”

— J o .

.

MB(t) tzll>"|
Jim/2.3“) +

. .j=1 J

[.É '(y; + ZM
(xj ,( d 1/2:

(ZM).1/2 jª'—1 Jº 83 3) S)j

E.mª/ª.s(t)..ª ]y'|
.. ças/2.3“) +

n (XJ.

J
< 0

ZEjÃ1(Yj+2-M Jº gj (s)ds)]1/2

Suponhamos agora que existam to Z T(e), (xo_,yo) e .Rzn com
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ixol + Iyol < a(s) e que, para alguma solução (x(t),&(t))de (III-l)
vsatiSfazendo (x(tº),y(to)) = (xº,yo) tenhamos algum .E > tº onde

ix<E>l + Iyá)! : e—

'

Então existem números reais tl; tz, to < tl < tz É E "tais » que

ixm)! + |y(t1)l = a(s) e |x<cz)|' + lyum = e e

6(e) 5 [x(t)l + ly(t)l 5 e, para t e [tuti].
De (1) e (II) segue que:

V(t1,x(t1),y(t1)) < V(tz.x(tz),y(tz))
e como (x(t),y(t)) sª (0,0) para C e (t1,tg) concluímos que

V(t,x(t),y(t))' & diferenciável em (t1,t2)."
Logo existe 5 e (t1,t2) tal que Ú(s,x(s),y(s))> 0, o que E -uma

contradição.

Cbrolãrio III—1:

Se impusermos que (III-l) satisfaça alguma condição de unicidade

com-relação ao.problema do valor inicial e que sejam satisfeitas as

hípõteses do Lema III-l,.com kj(t,0;0) = 0, para todo t 2 0 e

j = 1, 2, ..., n, teremos como resultado quela solução nula de (III-l)
e uniformemente estãvel.

Prova:

Vamos mostrar inicialmente que a função nula & solução de (III-1).

a).kj(t,0,0) = 0 para todo ,t : 0, j = 1, ..., n, por hipotese

b) Da continuidade de g .e de (hu) temos que Xj = 0 ã o unico

ponto onde gj(0) = O, para todo j = 1, ..., n.
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Logo gj(0).pj(0) = 0, j = 1, 2, ..., n

c) Como f e h são funções contínuas, e portanto, f + h contínua,

da hipotese (hs) segue que Efj (t,xJ-,yj)+hj (t,x,y)] : o se Vj; O,

para todo j = 1, 2, ..., n

Assim, fj(t,0,0) + hj(t,0,0) = 0 para todo t 2 0 e todo

j = 1, 2, ..., n, e nestas condições

fj(t,0,0) + gj(0).pj(0) + hj(t,0,0) + kj(t,0,0) = 0, para todo

e j = 1,2, ..., n.

Deste modo o Corolãrío ê consequência do Lema III—1.

Lema III-2:
Suponhamos vãlidas as hipoteses h3, hq, h5, hª e hg.

Então toda solução de (III—l) é limitada no futuro.

Demonstração :

.
' [1 y j X .

Seja w(t,x,y) = [1 +jê1 (Jº 55%57 du + Jngj(s)ng1/z +

(00
+ %? .Mª/2.J B(s)ds

t
y. x.

Então temos: w(t,x,y) Z [1 +'ªl (J J
_LZ—T du + J Jgj (s)ds)]'1/2.=
pJ “ oJ o

= sw)
Observamos que 6(x,y) + ª, quando lle + ijI + ”, j = 1,2,...,n
Além disso, para todo. x, y € RH e t 2 0 temos:
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IA

lA “Fã

n
jª; pj—J—ªgi) '. Efj(t,xJ-,yj) f gj(xJ-)._pj(yj) — hj(t,x,y.) ,— kj(t,x,y)]_

y-

-É2.

— 4ã-Mª/º-B(t)l

112D +jê=31([º wdu+í

. Mª/ª.s(t>

£. Mªº/ª . B-(t)

%. M3/2o8(t)

yº
Mª/2.B(t) _ jªl Wtfjumjyj) + hj(t,x,y)]

+

+

+

+

Xy. .
J Jgj (s)ds) ]1/2

o

n

. Y' X'
25.4".121 (J J 'u du+J' Jgj (S)dS)]1/2J=l

(, Pj (ª) º

n y-_.L_ :

jªz PiCYj) ' kj(ªºx'Y)
.<

n 05 u Xj 1/2
"

213321 (Jº 53,75 dªl—“L gj(s)ds)]

jãl Wir—15 -. Irkj(bt,x,y)|
.

<
v- n 1 y' XJ' _

2L1+jê1(íf Jº] u du+ L gj (s)ds):]1/2

%

'Mjªl lyJ-I.B(t)
=

. 2 x.mam-+ [ Jgj<s>ds>yn
0

n
M-J-âllyJ-Lsm

'_1_ n 2'
.

xj 1/225. +
2M jªle + ZM [º gj (s)ds)_]

M ª |
'

'j=1 YjI'B(t)
=

x-
'

_

“(51%17'2-[2M+jªl<y; +2M Jf Jta',j(s)ds)]ª/ª
0
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1/5
= — 7. Mªlª-.B(t) v+ —— «)

n

][25 .Ms/z. Jªl MLB“)
[Zu+.% (y?+2M xjgo(s)dsj1/2

J=1 J
º

J

Logo, do Lema II-l segue a tese.

Lema Illªã
Suponhamos vãlidas as hipoteses h3 - hu - hs e h6— Seja (503,3(6)

uma solução de (III-1) e para cada j = 1, 2, ..., n consideremos o

sistema:

ij = Y

(III—1)j * - A

onde ij (z-cl(t),)_<2(t), ãj—Mt)» xi, ªí““),- _..,En(c))

%) Ilj (91<t>, 52<t>, ..., 9j_1(t>, yj, ãj+1<t),..., ãn(t»

Então para cada e > 0 existem T = T(€) > O e 6 = ô(€) > O tal
que para t Z to 2 T(€) e (x%,y%) E R%, com lxil + lyâl < 6(€) im-

plicam ij(t)| + [yj(t)| < e, para toda'solução (Xj(t), yj(t)) de

(III-1)j satisfazendo xj(to) = x% e Yj(to) = Yg—

A demonstração segue imediatamente do Lema 11—2, uma vez que para

cada j = 1, 2, ..., n estamos nas condições do referido lema.
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Lema III-4:
Suponhamos válidas as hipoteses hl, ha, hg, hs, hg, hs e h7. En—

tão o conjunto w-limite de toda solução (x(t),y(t)) de (11141) é

compacto, conexo e invariante relativamente a (III-2).

Prova:

Do Lema III-2 segue que toda solução de (III—1) é limitada no Eu—

turo, e portanto, se Q e o conjunto w—limite desta solução, 9 E' com

pacto.
Il (D“Fazendo P(t,x,y) Y

-f(t,x,y)-g(X).p(y)

Q(t9-X9Y) = 0.
_h(t9x:Y)-k(,t9x9Y)

podemos ver que P e Q satisfazem as hipoteses do Corolãrio 1—3; bas?

ta considerar em P & hipotese (hl) e em Q as hipõteses (hs) e (hz).

Assim, do Corolãrio 1-3, no caso em que S E O, segue que O'conjuº

to w-limite de toda solução (x(t),y(t)) de (III-1) & conexo, compac-

to e invariante relativamente a (III—2).

Lema IIIFS

Suponhamos válidas as hipoteses hl, hz, hi, h3, hu, hs e hª. En—

tão a origem do plano R; pertence a pj(M) para todo conjunto "com

pacto M, invariante relativamente a (III-2) .

A

onde, se

(x,y) = (Xi,—.-,xn,Y1,--J.yn) então pj(x,y) = (ªjªyj) & Rª;

j = 1,2, ..., n'
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Prova:

A demonstração segue do Lema II-5 desde que pj(MD CIR? seja inva

riante relativamente & (III—2)j, para j = 1, Z, ..., n.

Vamos mostrar que para todo conjunto M CZRzª, compacto e invariaº
te relativamente a (III-2), o conjunto pj (M) CR? é invariante rela
tivamente & (III—2)j, para todo j = 1, 2, ,.., n.

Seja (x;, y?) € pj(M); entao existe (xo,yo) € M vtal que

pj<xo,yo> = (x;,y3>.
_

Como (xo,yo) € M, M invariante, então existe f* € à(f) e sohí
ção (x(t),y(t» de

% y
(*)

& “f*(t,x,y)—g(X).p(y)

tal que (x(t),y(t)) € M, para todo t € R e (x(O),y(0)) = (x0,yo).

Logo existe (tm), tm + & quando m + ª tal que ftm + f*, quaº
do m + m. Isto equivale a dizer que fjt + fâ, j = 1, 2, ..., n,

m

quando m + m, e portanto, f? € º(fj), para todo j 1, 2, ..., n.

“De (x(t),y(t)) ser solução de (*) podemos concluir Que (Xj(ÇLYj(t))

& solução de

Xi = yj

Yj = —f?(t,xj,yj)-g(Xj)-P(Yj)
(*)

com (xj(0)»,yJ-(0')) = (x;,yg), 3 = 1, 2, n.

Por outro lado, 3(x(t),y(t)) € M, para todo t € R, logo

pj(x(t),y(t)) € pj(M), qualquer que seja j = 1, 2, ..., n.

Mas, pj(x(t),y(t)) = (Xj(t),yj(t)) e consequentemente

(Xj(t),yj(t)) € pj(M), para todo t € R e j ='1, 2, ..., n.
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Portanto pj(M) & invariante relativamente a (III—2)j.

Lema IÍIFB

Suponhamos vãlidas as hipoteses hl, hz, hª, ha, hu, hs e hà. En-

tão a origem do plano Rã pertence a pj(M), para todo conjunto com—

pacto M, invariante relativamente a (III—2), onde se
.

(x,y) = (XI,...,xn,y1,y2,...,yn), então pj(x,y) = (xj,yj) e R2,

j.= l, 2, ...; n.

Prova:

Seja MC; Rºn compacto e invariante relativamente a (III—2).

Do Lema III45 sabemos que pia!) & compacto e invariante relativª
mente a'(III—2)j, j = 1, 2, ..., n.

E,do Lema II-6 segue que (0,0)5 € nic: ijK), para todo

Teorema III-1
Suponhamos válidas as hipoteses hl — h7, bem como hà ou hg. En-

tão para toda solução (x(t),y(t)) de (III—l) temos que x(t) + O e

y(t) + 0, quando t + w.

Prova:

Seja (;(t),;(t)) uma solução qualquer de (III-1).
Do Lema III-2 segue que esta solução e limitada no futuro. Seja 9

o seu conjunto w-limite.
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Pelo Lema III-4 & ê compacto e invariante relativamente a (III-2).

Do Lema III—5 ou III-6, conforme usemos (há) ou (hg) segue que

(0,0)js Rj,para cada j = 1, 2, ..., n, onde Qj & o conjunto w-limí

te de (âj(c),çj(t)).
Logo, existe sequência (tá) tal que tá + W, quando m + W, e

(Xj(tà),;j(tâ)) + (0,0), quando m + w.

Como (xj(t),;j(t)) & solução de (III-l)j, do Lema III-3 podemos

garantir que dado € > 0, existem T = T(€) > 0 e 6 = ô(€) > O tal
que se t 2 to 2 T(€) e (x%,y%) € RÉ com ngl + |y%| < 6(€) ímpli

_. .., _. = O _o = ?cam .[xJ(t)l + IyJ(t)| < e, se xJ(to) xj e yJ(to) yJ.

De fato de (xj(tà), ;j(tà)) + (030), quando m + w, existe no tal
que tno 3 T e [x(tno)| + |y(tno)| < 6. Logo, para todo t > tao tg
mos 125 (t)l + l9j(t)| < e.

Portanto xj(t) + 0 e ;j(t) + 0, quando t + &, para

j = 1, 2, ..., n.

Corolãrío III—2:

Suponhamos que alguma condição de unicidade em relação ao problema

do valor inicial seja satisfeita por (III-1), e que sejam vãlídas as

hipoteses do Teorema III-l, com kj(t,0,0) = O, para todo

j = 1, 2, ..., n.

Então a origem & globalmente assitoticamente estável para (III-1).

Prova:

Segue do Corolãrío III-1 e do Teorema III-1.
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