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ABSTRACT

in 1971, F. Treves stated the equivalence between the

hypoellipticity of LPDO of principal type and order m > 0 and the

properties (P) and (Q). He proved the sufficiency of (P) and (Q)

and the necessity of (Q).

By using the result of Moyer and Hõrmander ((P) is

necessary for local solvability) one obtains a proof the above mentioned

equivalence.
Our purpose is to prove tnat (P) e (Q) are sufficient for

the hypoellipticity of firstªorder LPDO of principal type.
We include a detailed construction of approximate solutions

to Cauchy problems; this is necessary in order to obtain parametrices

For our operatorsl

One contribution is the statement and proof of the non-

'existence of hypoelliptic first-order LPDO of principal type with Cºº

coefficients in 9 CIR", n 2 3.

Wadilson Kleber Fabri Pereira

Adviser: Prof. Dr. Adalberto Panobianco Bergamasco
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| N T R o D U ç Ã 0

Este trabalho constitui-se na nossa dissertação de mestra-

do, apresentada ao Instituto de Ciências Matemáticas de São Carlos? Uni

versidade de São Paulo, como parte dos requisitos exigidos para a obteg

ção do titulo de Mestre em Matemática.

A dissertação baseia—se no artigo de F.Treves “Hypoelliptk
Partial Differential Equations of Principal Type. Sufficiente

Conditions and Necessary Condition“, publicado em Comm. Pure and

Applied Math., vol. 2h, 6314670, 1971. As propriedades (P) e (q), intqg

duzidas por F,Treves e L. Niremberg em l363, são condições necessárias

e suficientes para a nípoeliticidade de ODP de tipo principal e ordem

m > 0, com coeficientes Cm. A prova da suficiência das condições & ba-

seada no teorema de L.Schwartz ([ZÉJ). A existência de inversos aproxi-

mados, em algum sentido, para ODP, chamados parametrizes, é uma das ni
põteses do teorema. A construção de parametrizes exige soluções para4

certos problemas de Cauchy, em geral não lineares e sem solução exata.A

existência de soluções aproximadas, com determinado grau de aproximação,

é suficiente para a construção de parametrizes.
O trabalho trata de ODP de primeira ordem de tipo princi-

pal com coeficientes Coº e está dividido em quatro capitulos. O capitulo
l contém informações necessárias para a compreensão do texto. A constru
ção de soluções aproximadas para certos problemas de Cauchy, contida no

artigo citado acima, é detalhado no capitulo 2. A construção da parame—

triz para ODP de primeira ordem em duas variáveis independentes é deseº



voivida no capitulo #. O capitulo 3 ajuda a esclarecer o significado
das propriedades (P) e (Q), prova a não existência de ODP de primeira

ordem em R", n 2 3, hipoeifticos e caracteriza os operadores hipoelfti-
cos de primeira ordem de tipo principal em duas variáveis.



CAPÍTULO 1

Pré—Requisitos

. n -Indicaremos por 9 um aberto do R , x = (XI,...,Xn) sera

um elemento do Rn e E = (€1""'€n) um elemento do Rn' onde R" é 0

dual do R".

da a n-upla

Seja Nl o conjunto dos números inteiros não negativos. Da'

n . .a = (a1,a2,...,an) & Nl , definimos:

|o| = al + uz + ... + on, a! = alfazf... an!

0ºna o &x11.xz2 . xn , onde x e R)( :

Além disto, se 6 & NP,

& + B = (al+61,az+sz,—.-,an+8n)
& < se &. < ., l < ' < n- 8

J - BJ _ J _

Para cada j = I, 2, ..., n, escrevemos

D = i Dx , onde "| = JÍT
x] |

a _ Dal Daz Dªn
X Xl Xa X

De acordo com estas notações, um operador diferencial parª
cial linear de ordem m, pode ser escrito:



P(x,D) = E aa(x)Da
lalfm

' _, .. CD

onde aa(x) sao funçoes C e a valores complexos.

Em particular, se m = i, podemos escrever:

P(x,D) = É a.(x)D

Denotamos a parte principal de P(x,D) por

Pm(x,D) = ; aa(x)Da
loco=m

O polinômio obtido, substituindo-se D por & é chamado

polinômio caracteristico

P(x,€) = E aw(x).€a
lºllím

"

O símbolo principal de P(x,D) é o polinômio homogêneo de

grau m em relação a €:

a= ?Pm(X,€)
_

ZI: ªa(XL,
lªl=m

Em particular, se m = ], escrevemos:

, E “

Pm(x, ) — P(X._) — Jª: ajlx;g;

Indicaremos por D'(Q) o espaço vetorial de todas as dis-



tríbuições sobre 9 e por E'(Q)' o espaço vetoriai das distribuições

com suporte cºmpacto em Q. (Veja; por exemplo, [d).
if

Definigão

Sejam E e F espaços vetoriais topológicos, u: E + F uma

aplicação linear e continua e y' uma forma linear Continua sobre F. Is
. #.

to e,
y': F + C. Definimos

t tu: F' + E' por u(y') = y'ou

A aplicação tu é chamada transposto de u. E'.e F' —.são

os duais de E e F, respectivamente.

Então, se u & D'(9), o & c:(n), temós

<u,tPo> = <Pu,$>.

Notemos que a parte principal de P e de tP difere apg

nas do fator (-i)m.

Fórmula Geral de Leibniz

Para u e v é Cm(Q), vaie:

P(D)(u.v) = z _ oººu.p(ºº(o)v
.

OL

onde P(D) = E aaDoc e P(d)(D) é o operador diferencial parciai
' lais m

obtido do polinômio

Nºªm): D#m),
trocando a variável n por D. (Ver, por exemplo; EÚ).

..3-



Defínígão

.. ºº n - . . . .Uma funçao $ 5 C (R ), e rapidamente decrescente no Inflnlto se

lim lquB©(x)l = o , v a,B & m"
x—)(I)

0 conjunto das funções deste tipo é indicado por S(Rn).Qg
m n - . n

servemos que CC(R ) e um subespaço vetorial de S(R ).

Definigão

A transformada de Fourier de uma Função f & $(Rn) é defi
nída por

Ff(g) = f(g) = Le-'<x'€>f(x)dx
n

onde <x,€> = xlgl + xzãz + ... + xnãn

Defínígão

A transformada inversa de Fourier de uma função 9 & S(Rn)

é definida por

F'lg<£) = (Zn)'" J "
eª<x'ª> 9(x)dx

R

Fórmula de Inversão de Fourier.

f(x) = (Zn)-qJ'nei<x'g>F(€)d€.
R

A família de semínormas

-“-
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_

— xeR

ªdeflno uma topoloqla em S(Rn), que se tofna um eSpaço de Fréchet. Seu

-dual S'(Rh) é uª subespaço de D'(Rn)- e os elementos de S'(Rn) são

chamados de dístriÉuíções temperadas. A transformada de Fourier de uma

dlstríbdição temperada, T, também é uma distribuição temperada.e é'ªâ ,

finida por

<FT,$> = <T,F$> , v $ e s(R")

Seja P um operador diferencial de ordem m e Pm(x,€)

sou símbolo principal.

Definígões:

l) P é dito de tipo principal em 9 se

gradEPm(x,E) #=0, V x e Q e todo E e Rnlíºl.

2) P é elftico em xº E 9 se Pm(xo,€)'# 0 para todo

E & Rnlíºl.
P é elftico em um subconjunto U (:S? se for elftlco em

todos os pontos de U.

3) P é hlpoelftico em 9 se, dado qualquer subconjunto
U CÍQ e qualquer distribuição u em U,

Pu & c”(u> => u & cw(u)

ou, equívalentemente, dado qualquer U (29 e qualquer u e D'(Q),

-5-



Pu & C (U) =º u e Cw(U).

Definigão: (Ver [7], pag. 83)

a . . m _ .Um operador P = aa(x)D , com coeftcrentes C (9) e, dltO

localmente resoiúvel em xo 8 Q, se existir um aberto contendo xo,

lJ<352, e tal que, para toda f & Cw(U), a equação Pu = f possui uma

solução u & D'(U).

Notemos que é suficiente assumirmos € com suporte compag

to. Caso contrário, tomamos of onde $ 8 É: e é identicamente igual

a 1 em U.

Teorema dos Núcleos de Schwartz

A todo operador L: CÍ(Qy) + D'(Qx), Linear e continuo; ei
tá associada uma única distribuição K(x,y) & D'(Qx x Ry) [gue chama-

mos um núcleo-distribuição] tal que, para todas $ $ C:(ºy)' VECÍ(9X).

temos:

<K(x,y), W(x) GD $(y)> = <L©,W>

Reciprocamente, a cada K(x,y) deste tipo está associado

um único L. (Ver [25])

0 Núcleo-Distribuicao ô(x-y)

Seja 6 a medida de Dirac. isto é:

-6-



«5,4» = MO.) ,
» V dª e c:

Seja 6.5: ciºmy) + o'mx)

$ + ô*($) = õno (prod. de convolução)l'

Indicamos por ô(x-y) o núcleo*distribuição qua eStã assº
ciado a &ª pelo teorema dos núcleos de Schwartz.

Temos:

<ô(x-y),ª'(><) ca <i>(y)> (&&-M,?) = <q><x>,wx»ff=,
,

[Rn $(x) W(x>dx

Definigão
Um núcleo Fundamental (respect.Parametriz) de Pix,D) é um

núcleo distribúíção K(x,y) € D'(QXXQY) tal "qUe

P(xiº)K(X9Y) : GOV—Y)

(respect. P(x,D)K(x,y)'õ(x'Y) e cªªmxxszyn

Definigõesz.

1) Um núcleo-distribuição K(x,y) & D'(QXXQY) (ou a aplica-
ção associada, L) é dito sehi-regular em x se L aplicar CZ(Q)I .em

C (9) e For contínua.

2) Dizemos que K(xgy) é semi-regular em y se a aplica-

ção associada L: c:(9y) + Dl(Qx) pode ser estendida a uma aplicação

linear e contínua de E'(99) em D'(Qx).



3) Dizemos que K(x,y)' é regular, se for semi-regular em

x e em y.

#) K(x,y) é dito muito regular, se for regular e; além

disto, for uma função Cºº Fora da diagonal.

TEOREMA (L.Scwartz)

Seja PI= P(x,D) um operador diferencial parcial com coe-v

fícientes Cºº em 9 e suponhamos que seu transposto, tP, tem uma pª
rametríz, K(x,y), satisfazendo:

l) K(x,y) é muito regular

2) PK(x,y) — ô(x,-y) = R(x,y) & c“(n* x 99)-

Então, P(x,D) é hipoelitico.

Obs.: Na demonstração deste teorema ([?53, pp.536) foi levado em consl

deração que R 8 (Zººmx x Qy).

Teorema l.l:
Seja P = P(x,D) um operador diferencial parcial com cce

ficientes Cw(Q) e tP o seu transposto. Se dado qualquer xo & Q e

qualquer inteiro M > 0; existir uma vizinhança, w, de xo em 9 e

tum nucleo—distribuição, K(x,y), de P em w X w tais que

..3-



tp<x,o>K<x,y> = s<x—y) + R<x,y>

com as seguintes propriedades:

1) K(x,y) é muito regular
2) 'R(x,y) é uma função CM em w X W,

então P(x,D) é hípoelftíco em 9.

Uma prova, para este teorema, consiste na duplicação dos

argumentos de L. Schwartz (como em [25]) com algumas considerações a
dícionais.

.
.

.Queremos provar que v Q<S & e. V u e D'(Q),

Pu & Cw(õ) => u & Cm(Ó).
.

Vamos provar que V xo E É, .3 uma vizinhança. w sde xo

em é tal que se Pu & c”(w) então u e c”(w)[

Seja xo € É e w CIÓ. Seja ainda 9 e'C:(õ) ncom—
9 Q E 1.

Então, V u & D'(ã), gu & E'(Ó). Como toda distribuição'com'v suporte

compacto tem ordem finita, 3 m 2 0 to. “gu & E'ú(õ)f

Agora, duolicando os argumentos de L.Schwarti, V M 2 m,

se Pu e Cm(w) então_ u € CM(W).
. .

* Desde que xº é arbitrário, u & CM(Ó). “como vale oara

todo M 3 m e 6D =
Fã CM

M=m
, podemos concluir que -u & CQ(Ó).

c.q.d.

Proposígão 1.1:

'Para a equação diferencial com valor inicial,

-9-



n(t) = g(t,n(t))

nl t=0

Se g(t,n) satisfaz a condição de Lípschítz em relação a

n, então a única solução, n, satisfaz:

S

]U(t), 5 Const. SÍ%,t
[ J g(S',0)ds']

se º

e ainda
t

In(t)] 5 const. ][ |g(s,o);ds]
O

(a prova é feita duplicando os argumentos do método de Picard).

Em [16], encontramos:

Proposígão 1.2:

Sejam U CRm aberto, f: U >< [a,tíl >< [a,b] + R", contí-

nua, com %% contínua em U >< [a,b] >< Em]

ti

Seja g(x,t) = J f(x,t,t')dt'
a

Então para x e U e t € (a,b)

'º af.“3—9" (X,t) : f(xit:t) + Jr
"'a—E'

- aat (x,t,t')dt'

e a observação:

%% (x,t) é contínua e, por indução,
ou ao

se f € C , temos que 9 e C .

-]0-



CAPÍTULO 2

Soluções Aproximadas Para Certos Problemas de Cauchy:

- Seja: U (respect.v) uma vizinhança da origem em R" (res-

pect. Cn ª Rºn), T um real, T > O e W' um aberto no R".

Vamos considerar a função f(x,t,e,z) a valores complexos,

definida em U X (-T,T) X w' x V e Cºº em (x,t,6) e analítica em

2 = (u,v) e R2".

Consideremos o problema:

<%= F(x,t,6,<bxl

Em geral, tais problemas não possuem solução. Por exemplo,

consideremos u = u(x,t) e

u + | ux + : gx(x) = 0

t=º onde 9 é não analítica.

Este problema não possui solução, pois se u fosse uma Sg

lução,lentão

, u(x,t) = u(x,t) + g(x)

seria solução de

-|];



Vlt=0 —

que não possui solução (9 é não analítica)
0 que Faremos neste capitulo é mostrar que o problema

A : f(X,t,e,$x)

cil =o
t=º

possui solução aproximada, cujo grau de aproximação & medido por certa

função, M(x,t,6), intimamente ligada a função f. O uso de M(x,t,6)

é adequado, porque ela aparece na construção de parametrízes de Equâ

ções Diferenciais Parciais.
Além disto, utilizando este resultado, mostraremos ainda

que o problema

n

ut=jãl Cj(xªt'e)uxj + C0(x,t,e)u(x,t)e) + g(xjtie)

U : U (Xye)
0

com cj(x,t,6), cº(x,t,9) e g(x,t,e) “são C00 em (x,t,6) e onde no

segundo membro aparece u(x,t,6), também admite solução aproximada, cu

jo grau de aproximação é do mesmo tipo do problema anterior.
Este capitulo está baseado no apêndice de [33]. No entan-

to, resultados mais gerais no mesmo sentido são encontrados em [20] e

-]2-



[21].

2.l. - 0 Problema de Cauchy Não Linear

Como dissemos, vamos procurar solução aproximada para o

problema

<i>t = f(x,t,9,d>x)

Introduzimos as funções:

“t

F(x,t,e) ='J f(x,s,6,0)ds
o

t
“(x,t,8) = | J I(grad F)(x,s,6,0)|ds|

o x,u,v
'

e vamos provar o

TEOREMA 2.l.l.
Para todo inteiro J > O. e todo relativamente compacto

"“, nªcu x ('T,T), uma

J

w c:w', existe uma vizinhança da origem em R

e J “ Jfunçao $ (x,t,6), C em 9 x w e Uma constante C

ra todo (x,t,6) € QJ x w, tem-se:

> O tal que pa

(2.1.1) IBÍBEBÃ (df: * f(x,t,64>i]| 5 cJ,M(x,t,e)J+1'|ºª|'r'lYl

se la] + r + lvl 5 J

_13-



J(2.1.2) |oJ-FI 5 0 .M2

Observemos que (2.1.2) =º ÓJ = 0. Basta ver que
. t=º

O.F(x,0,6) = M(x,0,6)

Para provar o teorema 2.1.1, precisamos do

Lema 2.1.1

Sob as mesmas hipóteses do teorema, existe $J & Cw(QJXW)

e uma constante Co > O tais que

J(2.1.3) 1©X| 5 C0.M

Mas, Observemos que

Proposígão 2.1.1

Se
a B

fJ(x,t,6,z) = 2 ª—- ªL-aª aª f(x,t,6,0), então,
|a+B|5J+1 dª B! ” V

&

f(x,t,e,©i) — fJ(x,t,e,©i) =
[_[

2 (ai) . Rã(x,t,6), onde
. d = J+2

& = (a.B)—

Prova

Por Taylor, podemos escrever:
a B

f(x,t,6,z) = z 'ª'—Tê 3% as f(x,t,6,0) + R

|a+s|5J+1

-]“-



onde R é uma soma de termos da Forma

(1 - -
CJ _ (1-s)J+18af(x,t,6,sz).zªds onde 2 = (u,v),,a Jo 2

>

& = (a,B) e íã] = 1a+BI = J + 2

então,

f(xptnepÓi) _ fJ(x9taeod)i) =

= E (ÓJ)& C ' rl(]'S)J+IEBC-xfº(xrt e s $J(x t e))ds|&1=..zxm.1 z x “
designando

l
J+ - J: _ _ 1 &

Rã<x.t,e> ºm J.“ s) Bzf(x,t,6,s.d>x(x.t,6))ds

temos:
J J _ Ja _f(x,t,6.$x) fJ(x,t,6,$x) _ _ z (ax) .Ra(x,t,6)

ia|=J+2

como queríamos.

Como consequência do Lema 2.1.1 temos a

Proposígão 2.1.2

Seja fJ(x,t,6,z) como na proposição anterior. Então, se

$J(x,t,e) satisfízer (2.1.1) com fJ(x,t,e,$i), tem-se que $J(x,t,e)
satisfarã (2.1.1) com f(x,t,6,©i).

. 15 —



Prova

lei a; 3; ($ª-F(x,t,6,$i]| 5 | 92 &; Bgíóª-fJ(x,t,9,$i)li +

a r Y J _ J+ | ax at 36 if(x,t,e,$x) fJ(x,t,e,©x)l| 5

J+1—Ial-r-lyl . a r Y ! J _ J
5 CJ.M + [ax at ªe LFJ(x,tve,©x) f(x,t,6.©x)l[

Pela proposição anterior, podemos escrever:

! a v J_
&

J J+1-|a|-r-lyl
, ax at ªs [at f(x,t,9,©x))l 5 CJ.M +

a « a r v J a+ _
A ,a a 3 [(© ) ,R—(x,t,e)]l

|OL1=J+2
X t e X (X

Mas, observemos que

J &

_ 2 [aª ar aY £(© ) .R-(x,t,6)ll s.
lººl=J+2 X t e X OL

* ' ' ' J & a—a' r-r' y-Y'< _ x z lc.9ªar BY ($ ) | la a & R-1
ÍªI=J+2 a'ga x t e x x t 9 &

r'gr
_ _

Y'SY
onde c e constante e depende de a',r',y' desde que Rã 6 cm, tomag

do Q'c; RJ relativamente compacto, temos

_ | _ | _ |

*laª “ a; r 3%
Y R&(x,t,6)] 5 C1 “em n' x w, onde

wc w' é relativamente compacto.

Além disto, existe um número finito de parcelas em a',r',
-]6-



y'. Tomamos

CZ = max C

' d'<a
-r'5r
Y'SY

Observemos ainda que
a' r' Y' J & - . - . J
3x at 86 (Óx) e um polinomlo em ox, de ordem A com

IXI 3 I&I - la'] - r' - Iy'l 3 2, cujos coefieientes, além de constan-
. J a" rll Y” Jtes, envolvem dertvadas de Óx da forma 8x at & e(cbx). Os termos do

polinômio terão ordem 3 2, pois IA! ª J + 2 e la'l + r' + ly'l 5

5 [a] + r + ly! 5 J. Os termos de ordem [Al = 2 ocorrerão quando

la'l + r' + Iy'l = ia] + r + ly] = J.
-' Ã

Entao, fatorando o termo em (ai) com

[Al = lã] - [a] - r - ly] = 2, podemos escrever:

' r' ' J &
, J A J

133 ªt 9% (JX) | = I(Jx) l
— 1P(©x)l

mas |P($i)l 5 C3 em 9' X w e, usando (2.1.3)'

'

J >p = m' _ J+z-|a|-r-|y|'I(cbx)!_<_CL,.M -c..M.
.

.

Desta forma,

a r Y J_ J
,

J+14la|-r-|y| J+z-|a|-r-|y|laxetaewt f(x,t,e,cpx)ll ,5 C.M +C'M

J J J 1- - — '

l-aª a; pgwt—f(x,t,e,<px)][ 5 C.M * 'ª' r MD +EE-M]

|33323g[óí'f(x,t,e,oi)]| É CJ MJ+l la1-r-lYl em ª' X W.
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No que segue, assumimos f = fJ e omítíremos J. Assim,eí

creveremos 9, $, etc., em lugar de RJ ÓJ etc., para J fixo.
Vamos introduzir uma variável y = (yl, y2,...yn) & Rn e

“x

a seguinte deformação de f.

- yp pf(X»Y,t.9,Z) : z -—|' 3x f(x,t,6,z)
IPISJ+1 º'

+.
” . . . zn 1 . .Seja V uma VIZInhança da origem em R xw e uma vnzu—

nhança da origem no espaço [(x.y,t,6)/y = O], e relativamente compac-

ta em V.

Vamos considerar o problema:

wt = f(x,y,t,6,wy)

Observamos que f 'é analítica em y, e em 2 e C00 em

(x,t,9). Além disto, x e 6 atuam como parâmetros.

Então, pela observação 5.3 de [21] e pelo apêndice A de

[36], o problema tem uma única solução w = w(x,y,t,6), analítica em y
GJ . . ue C em (x,t,6), numa vnznnhança da origem.

Vamos mostrar que Q = $(x,t,e) = w(x,0,t,6) satisfaz (2.1.1)

e (2.1.3) e, além disto, que (2.1.3) =º (2.1.2)

Proposição 2.1.3
Em V, temos

-]8-



[fy(x,0,s,6,0)l 5 n.|(gradx,ujvf)(x,$,6,0)|

Prova:
.. n

fy(x,y,t,9,z) = f(x,t,9,z) + iªi yí ôxíf(xft,6,z) +

+ ? yíy. Bº ya &iâl-—-fi -—-———— f(x,t,6,z) + ... +
_

Z —— 8 f(x t,6,z)
iíí 2. Bxiãxj la|=J+lªª x '

então,

?(x-,o,t,e,o) = (& ?(x.o,t.e,0), ...,a f(x.0,t,e,0))
Y Y]. Yn

mas
,

(By'%)(x,0,t,6,0) = (8x.f)(x,t,6,0) i = I,2',...,n
| |

logo,

|?y(x,o,t,e,0)l = lfx(x,t,e,0)|

Como f assume o máximo em V e

If '(x,t,e,o)[ = max [I(a f)(x,t,e,o)|1 5x Ifign x; '

(x,0,t,9)€V

$ ]:?ax [l84x.f(xvt,egº)lv l_au.f(X9tte)0)li
_lgn |

.

, |

(x,0,t,6)ev

iãvíf(x,t,9,0)|]r
entãç,

_

|Fy(x,0,t,e,0)l 5 [(gradx,u,vf)(x,ç,9,0)| c.q.d.

'

-]9 ..



Lema ZÇI.2.

Se V é suficientemente pequena,xexíste uma constante

cº > O tal que:

(2.1.h) Íwy] E Cg.” em V.

Prova

Temos que wt = f(x,y,t,8,z)iz=
Wy

(Wt)y : (Wy)t : fy(st9tyeawy) + FZ(X,Y,É,9,Wy)-3ywy

U$ (D ª, II :; :“ c, (D O) E !! il (Re wyy' lm wyy) então,

(2.1.5) (wy)t = ?y(x,y,t,6,wy) + fu(x,y,t.9,wy).Re wyy +

+ ?
, ,t,9,w .l, wv(x y y) “ yy

= w = O e tomando. y = 0 em
.

Desde que (w t=o)y y t=º
(2.1.5), temos

nt = g(t,n(t))
(2.1.6)

n = 0

t=0

onde n(t) = wy(x,0,t,9) com x, 9 parâmetros.

Isto é, (2.1.5) pode ser vista como uma Equação Diferen-

cial Ordinária com valor inicial. Desde que g(t,n(t)) é de
.

classe
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'. cm, 9 satisfaz Lípschitz e, então pela proposição 1.1, afirmamos que a

única solução de (2.1.6), n(t), satisfaz:

. t .

|n(t)] 5 const. ] J ]g(5',0)lds'l
()

Além disto,

|;y(x,0,s,e,0)|v5 n.]gradx,u,vf(x,s,8,0)| (proposição 2.1.3)

e

wyy = wyy(x,y,t,6) assume máximo em V. Isto é;

[Re w (x,0,t,6)] 5 C e ílm wyy(x,q,t,6)| 5 C
YY

Como

fu(x,0,s,e,0) = fu(x,s,6,0), fv(x,0,s,6,0) = fv(x,s,6,0)

|?u(x,0,s,6,0)l # [fu(x,s,6,o)|5!(gradx,u,vf)(x,s,6,0)|

|?v(x,o,s,e,o)l 5 [(gradx vf)(x,s,e,o)liu,

Desta—forma,

|g(á,0)| 5 |?y(x,o,s,e,o)| + iFu(x,o,s,e,o)[.IRewyy(g,q,s,e)L +

.

+ va(X.º,S.6,0)l . llm wyy(x,º,5,6)l 5

5 (I + IRe wyy(x,0,s,6)| + Ilm wyy(x,0,s,6)|).gradx,u,vf(x,s,9,0)lem V.

u-Zl-



Assim,
É

ln(t)i = [wy(x,0,t)| 5 Cºnst.] Jb [gradx,u,vf(x,s,6,0)|ds] = cz . M çº"

mo queríamos.

Observagão:

Uma consequência de (2.1.4) é que

IA(2.1.7) [gradu,vf(x,s,6,wy(x,0,s,6))l lgradu,vf(x,s,6,0)[ +

+ C5.M(X,S,e).

Basta observar que

(gradu Vf) (x,s,9,wy(x,0,s,9) : grªdu, ,vf(x,s,6,0) + “o(lwyl)

Lema 2.1.3:
Se V é suficientemente pequena, existe constante Cg > O, tal

que, para todo a, B, r,y com la+8+yl + r 5 J + ], tem-se :

J+1—la+8+yl-r&
_

(2.1.8) [ax as a; ag(wx-wy>| 5 C3.M em. v.

Para provarmos este lema, precisamos conhecer melhor a ex-

pressão

La,B;r,Y(wx-wy) = ai as 8; ng(wx-wy) quando y = O

Denotemos

Ga,B,r,Y(x,t,e) — ai as a; aª(wx-wy) y=º

_22_



&
Progosigão 2.1.4:_

(2.1.9)

PROVA

Em V e para a, 6, r, 7 tais que |a+B+Y|+r 5 J, te-

ãt GGQB,Í,Y = LG.B:V5Y [fu.gradyRe(wx-wy) +

+,fv.gradY|m(wx'wy)]y=º

Da mesma forma como obtivemos (2.1.5), obtemos:

(wx)t = FXÇx,y,t,6,wy) + ?u(x,y,t,e,wy).Re wxy +

+ fV(x,y,t,6,wy).|m wxy

Então,

at La,B,r,Y(wx—wy) : La,B,r,y (wx-wy)t =

Lone“.,Yífx(-X.y,t.º,wy)-fy(x.y._t,6,wy)] +.

+ L [f .Re(w -w ) + fv.lm(wxy—wyy)]a.B'.r.Y u xv vv

8 t.lfa,8.r,v %BJgY x(wx-wy) = L [f (x,y,t,6,wy)-fy(x,y,t,6,wy)]+

+ La,B,r,Yífu.gradyRe(wxfwy)+fv.grady |m(wx-wy)]

Desta forma, basta mostrar que

.23-



Lª,Byr,Y fx(x,y,t,e,wy)-fy(x,y,t,e,wy)]y=0 = 0

Isto é:

OL r Y B _” =3 at 39 £8y[?x(x,y,t.6.wy) fy(x,y,t,9,wy)]]Y=0 0
><

então, vamos mostrar que

B.. ..
a f -fyi ]

x y y=0
= 0 para [Sl 3 J

ora,
B “

= 8 I Y p B-Y. Pf (x t,e,w ))
BY fx(X9Y9t969Wy)

.

Z 2 (Y) Fr ªyy .ªy GX X
º y

iplfJ+1 YSB

observemos que

3; vp = P1(pl-l)-..(p;-Y1+l)...Pn(pn'l)...(pn- Yn+l)yp—Y

quando y = 0, os únicos termos da soma em p não nulos são aqueles em

que p = Y e, neste caso,

Desta forma,

aº? (x,y,=,e,w;1 = >: (ª) 33%an <x,t,e,w <x,o,t»1
Y X Y=0 YÍB Y Y X X A

.

Y

Por outro lado,

- 24 -



,, B " B Í p p
'“ f , :tvev : Z 81: 9 .8 f X,t,e W ]ª?

.

By y(x Y wy)
|p|<J+1 y ET yY x

( . y)

cºmº

]
3 yp : (i. p yp-e] _

_l__
P yp'en57 V p! ª º p! "

então, em cada coordenada de

—L
By yp BZ f(x,t,e,wy), temos:

“O

%% Yp-ei 83 f(x,t,8,wy) e, portanto,

6 El, p-ei p _
B p- Y pºe; B'Y p" .

»

ayf , y ax.f(x,t,e,wy)l — vªe (a) 3+ y
y ay ax f(x,t,6,wy)

mas

. " ' ]

-%+ 3; Yp e, = FT P1(P1'1)---(P1'Y1+Í)ou—Pn(Pn'1)--.

-.-(p.n-Yn+')yp—eí-Y

quando y = 0;- o único termo não nulo na somatória em p, ocorre para

p = y + ªí e, neste caso,

P' Y P'eí :E+ ay y 1

y=0.

Observemos ainda que se a í-ésíma coordenada não & nula,t2
das as demais o serão.

Desta forma, a i-ésíma coordenada de as fy(x,y,t,6,wy)
.

y=0
& dada por

_25-



B B*y y+e- _2 (y) ay 8x 'f(x,t,6,wy(x,0,t,6)) —

_ B B-Y Y' 2 f ) ,e: : , )Y56(Y) By 8x xi(x t wy(x 0 t G))

Então,
a)

<

"(13

me x < n E v I_
B B'Y y

y=0 Y<B
(Y) By BX fx(x,Ç,G,wy(x,0,t,e))

Assim,
5 “' _

"
_By [fx(X,Y:tva> fy(xyy,trwy))y=0 "º

como queríamos.

Proposígão 2.1.5
Em V, vale:

.

= E C(x't'e)'Ga',B',r',Y'(2.1.10) & Gí +t a,B,r,y

i
+ Z c(x,t,6). Ga',B',r',y'

onde c(x,t,6) depende de d',B',r',y', a primeira somatória é feita
para a' 5 a, B' 5 B + e;, r' 5 r, y' 5 y e |a'+B'+Y'I +r'5

$ la+B+yl + r, a segunda somatória é feita para a' = a, B' = 8 + ej,
- . i - . - .r' = r e y' = Y e alem disto, G e a l-eSIma coordenada de G.
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Prova:

Temos

grady Re(wx-wy) = ............

onde

8 R ' = R " ,..., .

yi
a(wx wy) (BYí e(wXl Nyl) By] n yn

e analogamente indicamos grady lm(wx-wy)

Além disto,
?=(T= ,?)e%=(í=,,%U LI1 Un V V] Vn

Então,

fu(x,y,t,6,wy).gradyRe(wx—wy) = (fu.8lee(wx-wy),...,fu.8ynRe(wX-wy))

» n ,onde F .8 Re w -w = .2 f . 8 Re w -w
u Y;

(
X Y) Jªl Uj Y;

(
Xj Yj)

desta forma, a í-ésíma coordenada de 85 [ ?u.graàyRe(wX-wy)]quando y=0

será

88 ? .8 Re(w -w )] "YUYíXYy=0
& B—Ç * ? '

Z —- a f .3 8 Re w -w
YÉB

(Y) Y uly=0 Y Yi
(

X Y)|y=0

Observemos que

- “ _' ___ P || 'ªs ”tº (x,y,t,e,w >| = >: 2 (830387 ªº ir 33 epf (x,t,e,w )!

_ºY ” Y
Y=0 IPIÍJ+I suis-Y

' p' Y X U Y Y“
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La,B,r»Y[fu'aYíRe(Wx-wy) + fVa yi|m(Wx'Wy )]Y=0=

V=chonsn : BBBBrrBYYf(xt6w)
s"<s-sr+e “' t º

a! Bl rl Y! _.ax ay at ªe (wx wy)]y=o,

onde a primeira somatória do segundo membro é feita para a 5 a',
BlíB+ei,r'5r, Y'ÉYeºnde )—=ºª'ºª'+B'B'+eí.'B"

Denotando

E c. 3 WSBr r BYY fz (x, t, 6, wy ) = g(x,t'e).
Bussgsl+eí

X Y Yªº

e separando os termos que possuem derivadas de ordem superior a

|G+B+y| + r, obtemos a i-ésima coordenada de

Bt G (x,t,6), dada por (2.1.10) c.q.d;avB,r!Y

Observacoes:

! - Se |a+6+y|+r = k, 0 segundo membro de (2.1.10) contém termos em

| .| | !=
a'.B'.?3,Y' com la +B +y | + r k + I

2 -.Os coeficientes de' G
. , , , são derivadas parciais de primei-

d>,B ,r 9Y ,

ra ordem de f(x,t,e,z) com respeito a uv= Rez e V = lmz, calcu-

iadas eú z = w .
Y
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Proposigão 2.1.6
Em V, vale:

Gi =O td , t' eª,5,r:YÍt=0 Para o o a B,r,y ais qu

Ia+6+y| + r 5 k.

A afirmação é verdadeira quando r = 0, poísv

w
t=0 : ºi:) (WX-wy t=0= 0 :$ (w t=0)x _ (” t=0)y : 0

Então,

GL,B,r,Y(x,t,6)
t=0

= 33 as Bg(wx-wy)
t=0

= 0,
viu, 8, Y

ora r' < r então r = 0 =» r' 0 e de (2.1.10) temos

i -

_
í

_at GG'B'ODY t=0— Gª,B,I,Y— º, V a, 89 Y'

Suponhamos a afirmação válida para p. Então, de (2.1.10),
obtemos:

Gí =Gí =oat a.B.p,Y t=0 a,8,p+1,Y t=0

'Desta forma,

-3J-



Ga.B,r.Y(x'tºº).t=o = º» V a,B,r,Y cow ,Ía+B+yl+rv5 k

Proposição 2.1.7
Em V, vale:

i

4

t
'ªa,e,r,y<'<ºº'º? '. f ºº' ª ' Í 'ºº'ºº'º“í'ºaus-,r-.Y.<x,s,e>|as|

0

onde c(x,s,6) depende de a,B,r,y,a',B',r',Y' e a somatória do segundo

membro é tomada para a = a', B = 8' + ei” r' = r, Y' = Y

Prova:

A equação (2.I.10) pode ser vista como uma Equação Difereº
cial Ordinária com valor inicial, da forma:

í .

ªtGQ,B,r,Y(x,t.e) - $(x,t,9,Ga,B,r,Y(x,t,6))

(x,t,6) 0Ga,B,r,Y t=0

onde x e .6 são pafãmetros. De fato, observando que se

i

Ga,8,r,y (#.t,6) = n(x,t,6), então,

$(x,t.6.n(x,t,6)) = A(x,t.6)-n(x,t.6) + B(x,t.6)

í

a'lB',r',Y'
e—onde B(x,t,6) = & c(x,t,6).G

çom c(x,t,e) dependendo de a',B',r',y' e a soma é feita para a'=a,
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B' = B+eí, r' = r, Y'ªY'

Então, ©(x,t,6,0) = a(x,t,e)
Além disto, ©(x,t,9,n) satisfaz a cohdição de Lípschítz

ao
em relação a n, em V, pois é soma de funções C .

Então, por Picard,

' t
' .

_|Ga,B,r,y(x'tºe)l 5 Cºnst.] [L©<x,s,e,o)|ds| -

t
.

= Cºnst. ; Í |B(x,s)]ds| 5
0

aiBlr:Y
t , .

5 const. Z | [ |c(x,t,6)|.|Gl I(x,s,6)|dsl
o

como queríamos.

Como consequência, segue a

Proposição 2.1.8:
Em V, vale

' 11

|(2'1'11) 'Ga,8,r,y(x't'e)l Í cºnºtºz , jºIgrªdu,vf(X.S,6,wY(x,0,s,n

]GàiBlrlY' (xnsye)ld5!
“;;.

.i-'..

onde a somatória é realizada com a' a, B' = 8 + eí' vr' = r, y' = y

Prova:

"
5a:

Basta observar que
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c(x,t,6) = z SABBHBr-r'ag'Ylf (x;t,e,w )
BI'ÉB-B'+ei xy t 2 y

onde A = a + B ' a' - B' - B" + eí

Quando a = a', B' = 6 + ei, r' = r, y' = y, temos

A = 8“ = 0 então,

c(x,t,8) = gradu VF(x,t,6,wy) e, de (2.1.10) segue
'

(2.1.11), cºmo queríamos.

Agora estamos em condições de provar o

Lema 2.1.3:
' Se V é suficientemente pequena, existe constante cs > O

tal que, para todo a, 6, r, y com |a+8+yl + r 5 J + ], tem-se

. a 8 r y _ J+1—[a+s+y|-r(2.1.8) «lex ay at aº(wx wy)| 5 ca . M
. em v.

Prova:

A afirmação é verdadeira quando k = |a+8+y|+r = J + 1,

pois, neste caso J + I - |a+8+y| - r = 0 e para obtermos '(2.l.8) bai
ta mostrar que

v

ª 3 V Y _lªxªyªtªe(wx wy)| 5 ºs

Observe que w = w(x,y,t,6) é limitado em VAe, então, 92

ra cada (a,B,r,Y) tal que |a+B+yl + r = J + 1, temos
'

“a 8 r y, _lãxãyãtãekwx wy) ] 5 const.
' - 33 —



Como existe um número finito de combinações com a,B,r,y
tais que |a+B+yl + r = J + ], tomamos

_ a 8 r Y _ _cs — maxíconst/Í9x8y8t86(wx wy)| 5 const, |a+8+y| + r — J + I]

Assim, (2.1.8) vaie para a, 8, r, y tais que

|a+B+y| + r = J + ].

Façamos uma indução decrescente sobre k = la+B+Y|+r.

Observemos que, tomando (2.1.7) em (2.1.11), temos:

. t '

I | '

]Ga,8,r,yl 5 const. Z
, Jº [Igrªdu,vf(x's'e'º)l+cs'M]'|Ga:B;riy'|dsl e

se a,B,r,y são tais que |a+8+y| + r = k então

ia'+6'+y'[ + r' = k + 1, uma vez que a = a', 8' = 8 + e], r' = r; y'=y

Neste caso, pela hipótese da indução,

, i J+1- a'+ '+ ' - ' +

“3068”in - C M
t 6 Y | " = C.MJ k

e portanto,

[Gi | < n t [ tf d ff 6 0) C '] J-k
a.B,r,Y ' cº 5 .

o
gra u,v 1x,s, ' + 5“ .C M dsl 5

t _ t ,» _
S C. | [ Ígrªdu vf(x,5,e,0)[.MJ k(X,S,e)dSI + C" [M(X,S,G)J Ã+Idsl

o ' 0

Desde que M(x,s,9) é não decrescente em (0,T),

|A

t t
J M(x,s,6)J-Ã+1ds| , J M(x,t,e)J_Ã+lds[ : MJ-A+1

. Íti
o o
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e

tv tÍ.Íºigradu,vf(x,s,e,o)LMJ A(x,5,6)dsi Í [ J Igradx u
vf(xn5.9,º)idSÍ-MJ—à

() : :

: MJ-A+i

Desta forma,

i J+1-A #U,,B,I',Y(x,t,e)l 5 C3 N _“ (3,8,er[G

+1- + -< c3.MJ |a+B yl r

como queriamos provar.

Agora podemos provar o

LEMA 2.I.I
Para todo inteiro J > 0 e todo relativamente compacto

wc w', existe uma vizinhança da origem em Rn“, SB C U x (-T,T), uma

função Coº em 9 x w, o(x,t,e) e uma constante Co > O tal que para
todo (x,t,6) & 9 X w, tem-se

(2.l.3) |©x| 5 co.m(x,t,e)

Prova

Tomando Ia] = [BI = ly] = r em (2.1.8), obtemºs

1 .

wa-wyl 5 63.MJ+ => lwxl ' !Wyl 5 C3 MJ+l em V mas quando y = 0,

temos
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$(x,t) = w(x,0,t)=º [oxl = wa(x,0,t)l e por (2.1.k),

Ióxl - c2.M 5 camª“1 => lwxl 5 (c3MJ+c2).M

Então, em V, tomando Co = C3.MJ+cz, [oxl 5 co.M

Proposição 2.1.9
Em V, vale:

(2.1.12) ]síªagagmt-f(x,t,6,d>x)ll =

=D%?gW&JâkwwammLMH

onde W(x,t,9) é Cºº numa vizinhança da origem.

Prova

Temos $(x,t,6) = w(x;0,t,8) logo,

Ót = wt(x,0,t.6) = f(x,0,t,9,wy)
mas

?(x,0,t,8,wy(x,0,t,e)) : f(x,t,9,wy(x,0,t,9)) 8, além

disto,
Óx = wx quando y = 0 =? f(x,t,8,$x) = f(x,t,6,wx(x,0,t,6))

logo,

Ót ' f(x.t,9,$x) : wt(x,0,t,6) ' f(x9t,e:Óx)
= f(x,t,9,wy(x,0,t,9) - f(x,t,6,wx(x,0,t,6))
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então,

[áfaçagwt-f(x,t,e,ax)l| = laiº»Zag£f(x,t.e,wy)-f(x,t.e,wx)1|

seja h:[o,1] +'c

definida por

h(s) = f(x,t,6,s.wy(x,0,t,6) + (l-s)wx(x,0,t,6))
Observe que h é Cºº e que

h(l) = f(x,t,6,wy), h(0) = f(x,t,6,wy) e ainda

1

h(l) - h(0) = [ h'(s)ds
0

| .. _ - _
“como .h (5) — gradu,vf(x,t,e,s.wy+(1 s)wx).(wy wx)(x,0,t,6) e wy wX

não depende de s,

f(x,t,ô,wy(x,0,t,6)) " f(x,t,6,wy(x,0,t,e)) =

1

[ J gradu
o

Vf(x,t,e,swy+(l-s)wx)ds].(wx-wy)(x,0,t,6) =
,

w(x,t,e);(WX-wy)(x,o,t,e)

e segue (2.1.12) como queríamos, observando que w & Cºº numa vízínhan

ça da origem.

Finalmente, estamos em condições de provar o

Teorema 2.1.1

Para todo J > 0, e todo relativamente compacto w c:w',
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. . . . 2n+1 - mexlste uma v1Z1nhança da or1gem em R , SZCIU x ('T,T), uma funçao C ,

em 9 x w, o(x,t,6), e uma constante -c > O tal que, para todo

(x,t,6) E 9 X w, tem-se:

a r Y _ J+l-la|-r-|Y|(2.1.1) laxataeíat f(x,t,6,$x)1| 5 C-“

se |a+y| + r 5 J

(2.1.2) !o-FI 5 e.mº

Prova

Aplicando Leibniz no segundo membro de (2.1.12), obtemos:

& r y _ a-d' r-r' Y-y'lªxªtªeíºt f(x,t,6,©x)]| 5 .E .E Iz
| c.8x at 38 w(x,t,e)|.

ªÉªrSYYSY

al rl Yl -IBX at 86 (wX wy)|

Como w e C00 em (x,t,9) e w Clw' é relativamente comª

pacto, w assume o máximo em w e, além disto, existe um número fini-
to de parcelas em a', r', y. Então,

_ | - | .. |

c.,ãª a a; r ãeY Y W(x,t,6)| 5 const. em w

Tomando B' = 0 em (2.1.8),

IBÍ'ãtlãg'(wx-wy)(x,0,t) | 5 c3.MJ+ª'|ª'|'r"|Y'|
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...] - la'! -r? - IY'I =J,+1— lal 1Y1.+la-a'1 .
+ r ' r' + [Y'Y'Í

1ogo:

MJ+1-|a'l-r'—]y'| : MJ+1-|al-r-|y|Mla-a'|+r-r'+|Y-y'[

Em w,tawa

MJ+1'Ia'|'r'-1Y'I “_MJ+1-Ialºr'lvlIA C

e portanto, (2.1.1) estã demonstrado.

Resta mostrar que (2.1.3) =>-(2.1.2)

Queremos resolver

Ót = f(x.t.9,Óx) + g(x,t,6) onde

g(x,t,6) satisfaz (2.1.1) com a = r = Y = 0

Então,

mt - f(x,t,6,$x) = (gradzf)(x,t,e,o).4>x + o(laxlª) + g(x,t,e) =»

t t t
Í ot ds * [ f(x,s,9,0)ds = [ grad—f(x,s,e,0).© ds +
º º 0

2 x

t t
+ [00(|$x|2)ds + [º g(x,s,6)ds.

Obsetvando que

lg! 5 com => lcbxlª & c-Mª
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e que g(x,t,6) satisfaz (2.l.l),

t
|a-Fl 5 c0 . ] Í ]gradzf(x,s,e,o)l. M(x,s;e)ds +

0

t t
+ c' . ] J M(x,s,e)ºds| + ! J ig(x,s,6)]ds 5

º o

5 co.mª + amªm + c-«.MJ+*.|t|

Lembrando que M(x,s,e) é não decrescente em (0,T) e que

M assume o máximo em w th' e [tl 5 T, temos

ló-FI 5 G.MZ, como queriamos.

2.2 - O Problema de Cauchy Linear

Vamos continuar denotando U C R", ('T,T) C R e w' C R",

como no parágrafo anterior.
Consideremos o problema:

ut = jêl cj(x,t,8)uxj + co(x,t,8).u(x,t,6) + g(x,t,9)

(2.2.1)

onde os coeficientes cj(x,t,6) 0 5 j 5 n e a função g(x,t,e) são

funções a valores complexos e Cºº em_ u X (“T,T) X w' e uº(x,6) é a

valores complexos e C00 em U x w'.

Vamos definir:
_[“)-



t n « 1/2
. u _, 2M(x,t,e) — [º(jêl ch(x,s,9) | ds

n ,h(x,t,6) = g(x,t,6) +jª1 cj(x,t,6)8'xj uo(x,6) +

+ C0(x;t9e)-U0(x,e)

e
t t

F(x,t,6) =J h(x,s,6). expf [ ao(x,s',9)ds']ds-
o s

e estamos querendo provar o seguinte

Teorema 2.2.1

Para todo J > 0 e relativamente compacto w em. w',exi3
. . . n+1 .. ou

te uma Vlznnhança da origem em R , Q c:U x (-T,T), uma funçao C em

9 x w e constante c > O tal que para todo (x,t) € 9 e todo 6 e w,J

“temos:

a r Y _
"

_ _ J+1-|al-r-lyl(2.2.2) laxataôíut ngcj.uxj cou g]! 5 cJ.M

se [al + r + ly] 5 J

(2.2.3) Iu-uo-FI 5 CJ.M2

Prova

Vamos provar o teorema aplicando o que foi estabelecido para o

problema não linear.

Inicialmente, observemos que duas diferenças aparecem: o apareci
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mento da condição inicial uo(x,6) e o termo em u(x,t,8).
Podemos assumir uo(x,9) & 0, com a condição de substituirmos

g(x,t,9). por h(x,t,9). Para ver isto, seja

G(x,t,6) = u(x.t,9) ' uoÍx,H)

então,
-. ª' |

= = — e u = 0ut Ut' ux. “X 8X uº Í

_J J J t'º

e, portanto,

— V - - = " - 2 c +õn + - c "+ - =ut u Cj uX cou g, ut (Ux. x. uu) o(u un) 9 >

J J J

u - c u - c u ' = & - Lc G - c ' - h
t A

J xj
o 9 t J xj

oU

Vamos agora utilizar a técnica de fatores integrantes.
Observemos que, pelo parágrafo anterior, para J > 0, existe uma

. . . n+1 » w
vnzunhança da origem em R , Q, uma funçao w(x,t,9), C em Q x w

e uma constante c > O, tal que

gºl I'Y _
"

& _ . J+1'iºc!'r'|Y(2.2.5) ,axateeíwt jglcj(,<,t,6)wxj cah ch.M
I

[t(2.2.6) lw - ) co(x,s,6)dsi 5 c.M2
0

Da mesma forma, existe 9, vizinhança da origem, uma fun—

.. (»
çao v(x,t,9), C em 9 x w e uma constante c' > O tal que
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n .
,»; " - - -(Z 2 7) “aªaraY iv ' Ã c._v -'H;ew(x't'e)]| < cw_MJ+1 |º| r ÍYI

Xte t "' _] X]
' "

,

_

se |&[ + r + ;yi 5 J

't w(x s e) ,(2.2.8) Iv - J h(x,s,9)e ' ' ds; 5 c'.M2
0

Então, vamos mostrar que

u«= v(x,t,6).e-w(x't'e)

satisfaz o teorema 2.2.1, com h no lugar de g e un 5 0.
W »v.e , entaoSe U

'N 'W 'W 'W
U = V e ' W v.e , U : V .e ' W .v.e

Desta forma,

- a r y _
n

_ _IBX at 36 [ut .ª c. uX cou h]! 5
J 1 J ]

a r Y _ _
W _W

5 la)( Bt Bert Z cj vxj
e h)e ]! +

. a r y _ _ -w+ IBX Steeíwt Z cj wxj
co)ve ]I

aplicando Leibniz em ambas as parcelas,



n
.

,ª cj ux - cou-h)] 5
a r y _IBX at 36 fut J 1

j

| |
5 Z 2 E c.[ãª B: 3% [vt-Z c.v -h.ew)|.
a'gu r'fr y'gy x J xj ,

a-a' r-r' y-y' w:lax at ªe e ' +

l l l - | .. | _ | _
+ 2 x z c.|aÍ &; ag [Wt'ZCJ wx-cºll — lei ª a: “ 3% Y [v.e WII
a'<g r'sr Y'ÉY J

agora, usando (2.2.5), (2.2.7), observando que v, w são Cºº em 9 x w

e que existe um número finito de parcelas em a',B',y', obtemos a vali-
dade de (2.2.2), usando a_mesma técnica utilizada na demonstração da

proposição 2.1.2.

Vamos mostrar agora que

Iu-FI 5 c.M(x,t,6)2

ora, t
_w t “[ c (x,s',6)ds'

u - F = v.e - Í h(x,s,e).e s ds =>
0

_ t
u — F = v.e “ - e "(x't'º)í h(x,s,e) ew(x'sªe)ds +

o

Jt ( 6)d '
_ t t - co x,s: ' s

+ e "(xºª*º)—í h(x,s,6)ew(x'5'e)ds - J h(x,s,6).e s ds
º O
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u - F = e w(x't'e)Ev ' [ h(x,s,6)ew(x's'e)d5] +
o

t
+ J h(x,s,e)e

o

w(x,s,e)-w(x,t,6)[l _ ew(x,t,6)-w(x,s,e)-fg cº(x,s:0)ds'3ds

então,

lu-F! 5 le'w<*'t*º>
t

ºlv ' [ h(x,s,6)ew(x's'e)ds| +
º

t ,

+ | J lh(x,s,e)p;ew(x,5.9)-w(x,t,e)[ .
0

?.

w(x,t,9)-w(x,s,6)-ê. co(x,s',6)ds'! * e Idsl

Observemos que, usando a desigualdade do valor médio,temos;

<
_ _ _ t
Í ' _ ew(x,t,e) w(x,s,6) fs Co(x,5',9)d5'|

IA c.]w(x,t,6)-w(x,s,6) - fgco(x,sf,6)ds'| 5

t
c-í |W(x,t.6) J co<x,s',e>ds'l +

0

IA

+
5

|w(x,s,e) ' J co(x,s',6)ds'|] 5 c.M(x,t,6)2
o

a Última desigualdade decorre de (2.2.6) e do fato de M(x,s) ser não

decrescente em [D,T).

Além disto,
t

lv - J h(x,s,e)eW(x'ª'º)ds[ 5 c.M(x,c,e)ª (& a expressão (2.2.8))
0
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Então,

|u(x,t,6) - F(x,t,e)i 5 e.m(x,t,e)Z

como queríamos demonstrar.
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CAPÍTULO 3

Colocação do Problema

Vamos iniciar este capítulo definindo curva bicaracteristl
ca, fundamental para o que faremos.

Definigão:

Seja A(x,E) uma função a valores reais.
Uma curVa bicaracteristica de A(x,€) passando pelo ponto

(xo,gº) é a curva descrita pela solução (x,€) das equações de Hamil-

ton-Jacobi:

vk = gradEA(x,€) , É = -gradxA(x,€)

com condições iniciais (xº,Çº).

Observemos que A é constante ao longo de uma curva biçg

racterfstíca. Basta ver que

(3325135.
1 ij s BEJ

0.0.
m

v I! O| S

Definigão:

Se A é nula ao longo de uma curva bicaracteristica, ela
é chamada bicaracterfstica nula.

- “7 -



Definição:

Seja A um campo vetorial, A = (ª"""ªn)
Uma curva característica de A(x) passando pelo ponto xo é

a curva descrita Pela solução do sistema de equações diferenciais:

25 = A(x) isto é, 351 = a.(x), ] = I, 2, ...nt ds J

Observemos que para operadores diferenciais de primeira QL

dem, as curvas características são projeções, no espaço-x, das curvas QL

caracteristicas.
Seja a C Rª. (x,t) & z e consideremos o operador de pri-

meira ordem

(3.l) P(x,t,Dx,Dt) = Dt - i b(x,t)Dx

onde b(x,t) é uma função Cºº em 9, a valores reais.

O símbolo principal do operador (3.l) é

P(X.t,€,r) = t' íb(x,t)€
o que faremos aqui é estudar uma condição suficiente para que o opera-
dor (3.1) seja hípoelitico em 9.

Lembremo-nos de que

1) P = P(x't'ºx'ºt) é elitico em (x,t) & 9 se P(x,t,£,T)#0

para todo (€,T) e R2|[03.

P é elftico em U<: 9, se for elitico em todos os pontos

de U.
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2) P = P(x,t,Dx,Dt) é hipoelftíco em 9 se para todo U C'Q

e toda distribuição u e n*(u)

P u & Cm(U) => u & Cw(U)

ou equivalentemente, para toda u e D'(Q),

Pu sºcº (U)=>u eCºº(U).

Então, para mostrarmos que ? é hípoelítíco em 9, basta

mostrar que v U C'Q e V (xº,to) e U, 3 V CZU, vizinhança de (xº,to)
tal que se P u e Cw(U) ==> u e Cm(V).

ObServemos que em (3.1),temos

P(x,t,£,'r) = 0 <=> r =_
O e 1b(.x,t).€ = 0

Desta forma, temos que nos pontos '(xo,to) e Q tais que

b(xº,to) # 0, existe V CIQ onde b(x,t) # 0 e, portanto, P, é ellt;
co em V. Neste caso, nada temos a fazer pois ”P é hípoelftíco (ver na

pág 270 ou [26] pãgdSO). Por este motivo, para mostrar que
É é hipoe-

lftlco em 9, devemos analisar apenas os pontos (xo,to) & 9 tais que

b(xo,to) = 0. Sob certas condições, podemos garantir que, apesar destes

pontos, IP é hípoelftico em 9.

Vamos considerar duas propriedades:

V(xo,to)-e Q e V (gº,ro) e RZIÍO] e para qualquer comr

plexo z tal que

(P) P(Xofto,ío,To) : º & grad TReZP(Xo,to,€o,To) # 0
€,

A função lm ZP, restrita a bícaracterfstíca de Re ZP que

Pªssª Pºr (Xo,to,€o,To), não muda de sinal



e

(Q) Para todo (xo,Ço) & Q, (Eo,To) e Rzllºl e Z como em

(P), a função lm ZP não é identicamente nula em vizinhaº

ça alguma de (xº,tº,€o,Tº) na bicaracteristica de Re ZPV

que passa por (Xo,to,€o,To)«

Em outras palavras, se y(s) é a bicaracteristica de ReZP

que passa por (xo,to,€0,To), então (P) significa que lm ZP não
Y(S)

muda de sinal e (Q) significa que lm ZP não se anula identicamen
Y(S)

te em intervalo algum (so-e, so+e)

Vamos mostrar que se P(x,t,DX,Dt) satisfaz as proprieda-
des (P) e (Q) então P é hipoelitico em 9.

Isto é o

Teoreman3.l

Sejam Q CIR2 e P(x,t,DX,Dt) = Dt - ib(x,t)DX satisfazen
do (P) e (Q). Então P é hipoelitico em 9.

Como consequência, mostraremos, no final deste capitulo,
que podemos concluir pela hipoelíticidade de operadores mais gerais, de

primeira ordem.

Vamos conhecer melhor as propriedades (P) e (Q).

Sejam (xo,to) & Q, (So,To) & Rzlío] e Z = d+ i 8 a C,

tais que

P(Xo,to,Eo,To) = 0 e grad TReZP(Xo:to,€o,To) # 0
&

ora,
P(Xo,to,€o,To) = º <=» To' Íb(Xo,to)€o = º <=? To= 0 e b(xo,to)=0

Além disto,
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ZP(th9€9T) = “T + B b(x9t)€ + i(BT.f ab(x,t)£)

então,

gradE ,
TRe ZP(x09t0950:T0) = (Bb(Xo,to),a) = (0,a)

Desta forma, é necessário tomarmos & # 0. No que segue,

consideraremos então Z = i.

Proposigão 3.1

Seja P = P(x,t,DX,Dt) dado por (3.1).

a) Seja P satisfazendo (P). Então t + b(x,t) não muda de sinal em

intervalo algum contendo tº.

b) Seja P satisfazendo (Q). Então t + b(x,t) não se anula identica-

mente em intervalo algum contendo to.

Prova

Sejam (Xo,to) € 9, (Eo,To) € Rzifº] tais que
(Dl-P(Xo,to,€o,To) = 0 e gradg TRe P(Xo,to,£o,To) # 0 isto

To = 0 e b(Xo.to) = 0

Temos

P(X,t,€,T) = A(xvt!€|T) + i B(X,t,€,T) = T ' ib(X,t)£.

Assim,

dx _ ªº _ =: = te
a? —

SE
— 0 > x(s) C
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e então,

triviaimente

" " $ H A (D v " m

ds BT

dg _ _
BA = _ te

a; _ ã; ' 0 > g(S) — C

dT _ _ ªº _ = : ge
É? —

Bt
0 > T(s) c

Desta Forma, a bicaracteristica que passa por

Y(t) : (Xo,t»€o,º)

ImP = b(Xo,t)€o
y(t)

Desta Forma, lm P depende somente de t e, portanto,
Y(t)

verifica-se a) e b).

Vamos introduzir uma outra propriedade:

Sejam (xo,to) & Q, (Eº,To) e RzlªO] e Z e C tais que

P(xo,tº,go,Tº) = 0 e gradE Re ZP(Xo,to.Eo,To) # º-
'

. T
!

A Função ImZP possui o mesmo sinal em uma vizinhança de

(Xo,to.€o,To) no conjunto

ZZ = [(x,t,£,T) / ReZP(x,t,g,T) = o]

Observamos que em uma vizinhança de (xo,tº,€o,To) o con-

junto E é uma variedade de dimensão 3, pois é imagem inversa de valor

regular. Então, a conjunção de (P) e (Q) implica na validade de (R)(Ver

lema 2.i.l de EIQJ). A reciproca não é verdadeira. Para ver isto, basta
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notar que, para o operador (3.1),

>: = f(x,t,€.0) / a ,e 014

Desta forma, em uma vizinhança de (xo,tº,Eo,To), V em Z,

& > Ó (ou & < 0), e o sinal de Im P dependerá somente de b(x,t). Tg

mamos U CZR, vizinhança de tº e b(x,t) tal que t + b(x,t) é ideª
.ticamente nula em U e positiva (ou negativa) em R/U. Assim, (3.l) sg

tisfaz (R) e não satisfaz (Q). Podemos notar, ainda, que (R) =» (P).

Além disto, as propriedades (P), (Q) e (R) são invarian-

tes por mudança de variáveis e por multiplicação do simbolo principal
do operador por funções complexas que não se anulam. (VerElíJ).

Vamos agora mostrar como provaremos o Teorema 3.1. Cons—

truiremos um inverso ã direita, aproximado, para P(x,t,Dx,Dt) com cer-

tas propriedades. Mais precisamente, vamos mostrar que para cada

(xo,to) e Q e qualquer inteiro M > 0, existe uma vizinhança de (xº,tº)
em B, V, e um núcleo—distribuição K(x,t,x',t') tal que

P(x,t,Dx,Dt)K(x,t,x',t') = 6(x-x',t't') + R(x,t,x',t*)

com as seguintes propriedades:

K(x,t,x',t') é muito regular e

R(x,t,x',t') & uma função cM(va)

Observemos que o simbolo principal de t? é igual ao sim-'

bolo principal de P, a menos de sinal. Portanto, podemos trocar P por
tP na nossa hipótese e, por simplicidade, construir uma parametriz pa-

ra P, em lugar de tP. Usando este fato e o teorema i.l., poderemos con

cluir pela validade do teorema 3.l.
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Consideremos agora o operador de primeira ordem:

«.

(3.2) P(x,t,Dx,Dt) = Dt — l b(x,t)DX + c(x,t)

onde b(x,t) é como em (3.l) e c(x,t) é C00 em 9 e a valores complg

xos.

Observemos que (3.1) é a parte principal de (3.2). Então,

(3.2) satisfaz (P) e (Q) (e portanto (R)) se, e somente se, (3.1) satis
fizer. Além disto, vale o

Corolário 3.l

Seja P(x,t,DX,Dt) satisfazendo (P) e (Q) e P dado em

(3.2). Então, P(x,t,DX;Dt) é hipoelitico em 9.

Queremos provar que dado U Ciº e qualquer u & D'(U),
P u e Cm(U) =º u & Cw(U).

«

Mostremos então que para qualquer xº e U, existe V<I U,

vizinhança de xo em U tal que P u & Cw(U) implica que u & Cm(v).

Observemos que

P(x,t,Dx,Dt) = P(x,t,Dx,Dt) + c(x,t)

Como por hipótese P satisfaz (P), P(x,t,Dx,Dt) é local-

mentemesolúvel (Ver [lll—_] e Ela). Isto é, dado xo e U, 3 VCU tal que

V f & c“(v), a equação Pu = f possui solução u & D'(V).

Seja w & D'(V) tal que Pw = c(x,t). Desde que P é hi—

poelitico em 9 (teorema 3.1) e c(x,t) é Cºº em 9, temos que weCw(U)
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Definimos então v e D'(U), v = e .u

.. “W - .entao, u = e .v e, alem dIStO,

Pu = P(v)e_w + P(-w)v.e_w = P(v)e-w - c(x,t).u

Portanto,
"W W5 u = Pu + c(x,t)u = P(v).e => P(v) = e .E(u)

W
Por hipótese, 5 u e C (U) e, portanto, ew ª(u) € Cm(V).

Como P é hipoelitico, temos v e Cw(V) e, então,
*w w

u = v e e C (V), como queriamos.

Observagão 3.1

O corolário 3.1 vale para casos mais gerais. Basta que te-
nhamos condições de resolubilidade e hipoeliticidade para P que poderg

mos concluir pela hipoelíticidade para P.

Vale ainda alertar para os seguintes fatos:
l-Consideremos b(x,t) analítica em 9. Então, o operador

P(x,t,Dx,Dt) = Dt ' ib(x,t)Dx é analftico-hipoelitico em 9 (Ver [lª] e

[m]—).

Z-Consideremos b(x,t) = b(t). Então o operador P(x,t,Dx,Dt)=
= Dt — ib(t)Dx possui solução fundamental Coº fora_da diagonal e, por-

tanto, e' hipoelitico em (2. (Ver [li] e [26])
. "+11Vamos agora analisar o caso em que 9 CIR , n 2 2 e os

operadores de primeira ordem são de tipo principal em 9.

Seja y = (y1,yz,...,yn) e Q e consideremos
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(3.3) P(y,D) = 'E a.(y)D , a. E Cm(Q) é a valores comple-
j=l J YJ J

xos, I 5 J < n + l

Lembremo-nos de que P(y,D) é de tipo principal em R. is
to é,os coeficientes aj(y) não se anulam simultaneamente, em ponto al
gum de Q.

Teorema 3.2

Qualquer que seja Yo & Q, existe uma mudança de variâ-
veis (y1,...,yn+l) + (XI,...,Xn,t) numa vizinhança de yo, Q CÍQ,tal

que o operador (3.3) toma a Forma:

n
P(x,t,Dx,Dt) = g(x,t)[Dt + 'j=1bj(x't)DxJ.]

.. ..
onde 9 e Cw(Q) é a valores complexos e não se anula em É e bjch(Q),
l < j 5 n, são a valores reais.

Prova:

Desde que P(y,D) é de tipo principal em 9, V yo & Q, e
xiste um índice j para o qual ªj(yº) # 0. Podemos supor que em coor-

denadas adequadas, ªn+1(Yo) # 0 e,por continuidade, (y) # 0 emªn+1
Q CIR.

Desta forma, escrevemos, em 9:

n
+ jª] [ªih/) + i B'J.(y)_lºy_]P ,D = D(Y) ª-n+1(Y)[yn+1

J
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onde aj, Bj e Cw(9) e são a valores reais, e a (y) não se anula
n+1

em ponto algum de É.

Vamos tomar, então,

n+1

e, para k = !,2,...,n, seja xk a solução da equação diferencial

n

(Sym-1 + jªl 1j(y)Dyj) xk = 0

Xk'yn+1=º
= yk

Desde que yn+1 = 0 é não característica,para cada k, xk é

determinado de forma única e o determinante de 8y(x,t) em yo é igual

a |. (Ver DU, teorema 1.7, pag. 53).

Introduzindo (x,t) como novas coordenadas, o operador P

passa a ter a expressão:

J ª
_Í

pois
Bu n Bu BuPu(x,t) a (y)[ + ; & (y) ————+ |.â 8 (y)———- =

"+] ªYn+1 J—1 J Byj J 1 J ªy]

Bu " Bu Bxk n Bu ãxk- a (y)[ + Z ——- +.g a.(y) ———
n+1 8yn+l k=1 Bxk 8yn+l J—1 J Bxk Gy

.
" n Bu 8x _+ : jª] BJ(Y) gl _ÉQZCÉÇÍ

] _



Bu n Bu 8x n ãxk .
" “ 8x Bu

= -+z—--—k- . . —— Ei,—JS—an+1(y) ãt k=1 Sxk (ªyn+1 +
J=J OLJW) BYj) + Ik=1(J=IBJ ãYj) ãxk]

observando que
,

“ Sxkg(x,t) = an+](x,t) # 0 em 9, bk(x,t) = jãl BJ .
BYJ

e que

8 “ B
( + .ª a.(y) ———Jx = O, obtemos
ay,“,1 _j 1 _] Byj k

- .
"

P(x,t,Dx,Dt) = g(x,t)LDt - . jgl bJ.(x,t)Dx] C_q_d

Observamos que, desde que a conjunção de (P) e (Q) é invariaº

te sob multiplicação do símbolo principal por funções que não se anulam

e considerando a observação 3.l, podemos nos restringir ao estudo de o-

peradores de primeira ordem da forma:

lll-“43(3.h) P(x,t,Dx,Dt) = Dt - i b.(x,t)D1 X.J
J

J

00
onde hj e C (9), a valores reais e (x,t) = (x1,...,xn,t) & 9.

Além disto, em [14] e [13] encontramos que se P(x,t,Dx,Dt)

satisfaz (P) então existe vizinhança de (xº,tº), U, e um vetor unitá-

rlo v(x) tal que

b(x,t) = |b(x,t)lv(x) em U.

Isto significa que, nesta vizinhança, a direção e o sentí-
do de b(x,t) não dependem de t.

Em vista disto, vale o
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Teorema 3.3

Seja P(x,t,Dx,Dt) como em (3.h), satisfazendo -(P) e (Q).

Então em algum aberto suficientemente pequeno, existem coordenadas

(x;,xz,...,xn,t) tais que

P(x,t,DX,Dt) = Dt — ilb(x,t)|v1(x)oxl

Prova

Sejam (xo,to) & Q, (go,Tº) & Rn+1|[0] tais que

P(Xo,to,€o,To) : º e gradg TP(X0,t0,€03T0) # O'
:

Como sabemos, isto significa que

To=06 [IMD

J 1 bj(xo,to)€oj = b(xo,to).ío = º

A bicaracterfstíca de ReP que passa por (xo,to,€o,ro) e

dada por

Y(t) : (X09tvgºyº)

ImP = b(xo,t)-€o
Y(t)

Então, se vaie (Q), b(x,t) não pode anular—se identica-

mente em intervalo algum ('T,T), contendo tº. Além disto, Se vale (P),

existe vizinhança de (xo,to), Q tal que

b(x,t) = |b(x,t)lv(x)« em &.
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Observemos que desde que b(x,t) não se anula identicameª
.. _ .., oo

te em intervalo algum de (xo,to), entao v(x) e uma funçao C .

Seja
r. "

L...

IW43 v.(x) D em 9.
1 J x.J

Da mesma Forma como fizemos no teorema anterior, escolhemos

coordenadas convenientes, (XI,-..,Xn) numa vizinhança U<Z Q de xº tal

que v1(x) # O em U e

' 2 x.1 J
J

com aj(xo) = 0, j = 2,3,...,n.
Tomamos então

xl = xl e yk, k = 2,3,... n, a solução da equação

n
(DXl + Jªz aj(X)Dx.) yk 0

J

Yk' : xk
X1=0

Então; os yk são unicamente determinados e o determinante

de ª(x t)(X1»Y) é igual ª 1- lntfºdUZíndº (x1,y) como novas coordenª
,

das, temos

L = v1(x)DXl

Agora,
n

, .
n

P(x,t,Dx,Dt) = Dt - | .ª bj(x,t)D .
— Dt - ||b(x,t)|j23__1 vj(x)DXj



Então, P(x,t,Dx,Dt) = Dt - i|b(x,t)iv1(x) D)(
1

mo queríamos.

Corolãrio 3.2

Não existe ºperador
n

P(x,t,DX,Dt) = D * I.â b.(

que satisfaça (P) e (Q).

Prova:

Suponhamos que P(x,t,Dx,Dt) satisfaça (P) e (Q). Então,

pelo teorema,

P(x,t,Dx,Dt) = Dt - ilb(x,t)[v1(x)Dxl

Desde que a conjunção de (P) e (Q) é invariante por mu-

dança de variáveis, sejam (xº,to) e Q e (go,Tº) = (0,5 o,z""€o,n'º)
então: "

P(Xo.to,€o:To) = º ' Ílb(Xo,to)|V1(Xo)-º ª º

grªdg T
R6P(Xo,to,€o,To) : (0,0,...,0,I) # O

!

Entãº: Y(t) = (xºItDEOJD) e

imPl
* = |b(xo,t)[v1(xo).0 = 0 absurdo.

Y(t)

Observagão 3.2:

Existem operadores diferenciais de primeira ordem em

Q<Z Rn+1, n 3 2 que satisfazem (P), bem como operadores que satisfâ
zem (Q).
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Por exemplo, QC Rª,

P(x,t,Dx,Dt) = ot ou P(x,t,Dx,Dt) = [)t - itªpx satisfa-
zem (P) e P(x,t,Dx,Dt) = Dt - i(Dx+t Dy) satisfaz (Q).

Observemos ainda que:

(1) Se P é hipoelftico então satisfaz (Q). isto é o teorema

m de [18].

(2) Se P é hipoelitico então tP é localmente resolúvel.lí
to é uma consequência do Teorema do gráfico fechado. (Teº

rema 52.2 de [u]).
(3) Se tP é localmente resolúvel, então P satisfaz (P).

(Ver [1 x])

Lembrando que se tP satísfizer (P) então P também satis-
farã, pela conjunção de (2) e (3) junto com (l), podemos afirmar que se

P for hipoelftico, então P satisfarã (P) e (Q).

Corolãrio 3.3

Não existe operador

n
ªP(x,t,DX,Dt) = Dt - i bj(x,t)Dx , n 2 2, hipoelitico1 .

J
J

Prova

Suponhamos que P(x,t,Dx,Dt) seja hipoelftico. Então, pela

observação anterior, P satisfaz (P) e (Q) e, portanto pelo teorema, em

coordenadas convenientes,

(*) P(x,t'DX,Dt) : Dt _ ilb(x,t)|V1(X')Dx1

-62-



Desde que hipoeliticidade é invariante por mudança de va-

riáveis e o operador (*º não é hipoeiitíco, provamos o corolário.

Podemos então concluir que, provado o teorema 3.l, teremos

provado que se P é um operador diferencial parcial de primeira ordem

e de tipo principal e P satisfaz (P) e (Q), então P é hipoelftíco.
Resta-nos, portanto, provar o teorema 3.1. E o faremos

construindo uma parametriz para o operador (3.1).
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CAPÍTULO 4

Construção da Parametriz

Neste capítulo vamos construir uma parametriz para o operª
dor

P(xytaºxth) : Dt ' |b(X,t)DX

O que vamos fazer é local. Então vamos assumir que o ponto

(xo,tº) é a origem no R2.

Seja (gº,To) e R2|[O] tal que

P(ºsoygºyTº) : 0 e grªdg TP(0,09€0)T0) # O

Como vimos, nestas condições,

To = 0 e b(0,0) = 0

Seja M = (-6,6) X (-T,T)(I R2 uma vizinhança da origem e

N uma vizinhança de (€0,0) em R2|[0]. Então, uma vizinhança de

(0,0,Eº,0) no conjunto

2 = í(x,t,€,T) / ReP(x,Q€,T) = O]

é dada por

(M x Nmz = [(x,t,g,0)i.
Vamos considerar
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M X F [(x:t,€:º) / E > O] e

M >< r [(x,t,€,0) / & «11

Vamos tomar b(x,t) Z 0 em M. Então,

b(x,t)£ & 0 em M x T+

e

b(x;t)€ 5 O em M x P_

Nosso objetivo é construir para cada inteiro M > 0, um ng

cleo-distribuição k(x,t,x',t') tal que, numa vizinhança da origem em

R2 X R2, w x w, tenhamos:

P(x,t,DX,Dt)K(x,t,x',t') ' ô(xªx',t-t') = R(x,t,x',t') e CM(wa)

Vamos procurar K tal que

+ -

onde,
t ' |

(K_,_U)(x,t)=(271)—1 [& [' e'$(x't't )Ek(x,t,t')õ(€,t')dt'd€
. o -T

e

—1
º t íd)(x t t')E,(K_u)(x,t)=(2n) [ [ e ' ' k(x,t,t')ã(€,t')dt'dg
-ªº-['

e, onde

õ(g,t') é a transformada de Fourier de u em relação a x e Ó e

k são funções a determinar.
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Vamos descrever como escolheremos a função fase e a função

amplitude. (© e k, respectivamente).

Temos que

t .
n

P(X,t,Dx»Dt)K+U(x,t) = <2n>'1ÍDP<x,t,ºx,ºt>Í º º(x't't')ªk(x,t,tóa<5n»dvda
() 'T

desde que

t . rt . .

D [ e'$€k(x,t,t')ã(€,t')dt' : J e'$€.© E+e'ÓgD k(x,t,t')—G(€,t')dt'=x -T —T' x x

t .

: [-T e'$g(Dx+©Xg)k(x,t,t')Ú(€,t')dt'

t . t .

ot [ e'ªªk(x,t,t')a<g,t->dt« = [ [e'ªª.$tg.k(x,t,t'>a<g,t') +
-T —T

+ eiºªºtkMãa'Ú dt' + % ªíºgk(x,t,t')õ(€,t')
t'=t

t . 't . .

o [ e'ªªk(x,t,t'>a<a,t')dt' = Í ª'ªª(o + $ €>k(x,t.t'>õ(€.t')dt' +
t -T "T t t

+%áªkm5vw* t'=t

Como P(x,t,Dx,Dt) = Dt - ib(x,t)Dx, podemos escrever:
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t íÓE
'

P(x,t,D ,D ) [ e k(x,t,t')G(€,t')dt' =
x t -T

t .

: J-TeIÓEP(x,t,DX+©x€,Dt+$t€)k(x,t,t')G(€,t')dt' +

+-L eí$€kã
' t'=t

Então,

p( t o 0 )K u( t) - (m)“1 m[ t“ªªn t o + o + )k"( t')dt'X, 9x) t + X: “
º ÉT X:! X $x€9t Ótg U E: +

+ _:_ eíªªkmgnw' '
]dg.

t =t
,

Então,
_ t .

P(x,t,ox,ot)K+u<x,t) = (Zn) lí? [ Te'Ó€P(x.t,Dx+©x€.Dt+ÓtE)k a(a,t'>dtua+

+ (Zn)'1J % eiÓ(xªt'tl)ªk(x,t,t') G(g,t)dg.
O .t'=t

Analogamente,

-1
º *

ias; -(ZW) [ J e P(x,t,Dx+©xg,Dt+ t )ku(€,t')dt'd€
-aº T

IlP(x,t,DX,D )K_u(x,t)

+ A N2 V

D.!

__“

I8
('D

& PY

;? A X ff l'? »; C A m ('" v & m

então
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P( t D D )K ( t)=-(2n)'Úo (T
ªªªp< D o )k"( ')d 'dX, , X, t _U X!

, J e X9t, X+Óxgy t+Ót€ U €:t t E+

"ººt
+ (Zn)

&

% eiÓgkl G(€,t)d€.
J—w |t'=t

Vamos procurar © e k tais que

(4.1) P(x,t,Dx+oxg,Dt+ot€)k = O

(u.2) eiÓgki = i eíxª
Lt'=t

Observemos que se conseguirmos © e k desta forma, tere

P(x,t,DX,Dt)K = (mºfº eixªa<g,c)d = u(x,t).Loo

Mas, de (4.1), separando segundo os graus de homogeneidade

em &, temos:

kt " íb(x,t)kx + (otã ' íb(x,t)$X€)k = 0

portanto, vamos requerer:

" C:(4.3) kt - ib(x,t)kX

!! O(M) (pt - ib(x,t)<b
X

Além disto, para obtermos (h.2), basta tomarmos
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ot ' lb(x,t)cpx = 0

(k.5)

<i> = x
t'=t

e

kt - íb(x,t)kx = O

(h.6)
k = i

t'=t

Como em geral problemas como (h.5) e (4.6) não possuem soª

luções exatas, vamos encontrar soluções aproximadas através do que foi

feito no capítulo 2. No entanto, observemos que não obteremos mais

P(x't'Dx'Dt) K u(x,t) = u(x,t)
mas sim

P(x.t,Dx,Dt)Ku(x,t) = u(x,t) + R u(x,t)

Observagão:

No nosso caso, o problema (4.6) possuí solução exata e

k(x,t,t') E i é uma solução. Isto significa que poderíamos ter tomado

_ t . , “(K+u)(x,t) = (Zn) ªJw [ e'ººª't't )5
l u(E,t')dt'd€

o -T

e (K_u)(x,t) de forma análoga e chegaríamos ao problema (h.7).
No entanto, desde que as soluções aproximadas para os pro-
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blemas (4.5) e (h.6), que obtemos através do que foi feito no capitulo

2, são suficientes para o que desejamos (veng), continuaremos tratan-

do do problema como se existissem apenas soluções aproximadas. isto ajª
dará a entendermos melhor o que ocorrerá quando o operador for de ordem

m > I, como em [IS].

Estimativas para a função fase e para a fungão amplitude.

Os problemas (4.5) e (h.6) são lineares. Aplicando o teo-
rema 2.2.1, temos, para cada J > 0, fixo:

“(k;7) IBXB tBZ.[$ 'íb(x,t)$x]| 5 c.|B(x,t,t')|J+ª'ºª_r'rl

se a + r + r' 5 J

(h.8) |$(x,t,t')-x-íB(x,t,t')| 5 c.|B(x,t,t')|2

(4.9) [eªmM; ;,[k -íb(x, t))k]| < c. |B(x t, t )|J+1'ªª"r'

se a + r + r' 5 J

(h.!º) |k(x,t,t') — il 5 c.|B(x,t,t')_|Z

t
onde B(x,t,t') = [ b(x,s)ds

tl

Além disto, valem:
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Proposígão 4.1

Qualquer que seja c > 0, existe T suficientemente pequg

no tal que se [x| < 6, |ti,lt'] < T, temos

c.lB(x,t,t')|2 5 % |B(x,t,t')|

Prova
t

Temos que B(x,t,t') = [ b(x,s)ds
It

- l . .
como t + B(x,t,t') e continua, dado e = É? , tomamos T suficnente—.

mente pequeno (T > O) tal que:

|B(x,t,t') - B(x,t',t')l = |B(x,t.t>| 5-2];

Então,

c.IB(x,t,t')l2 = c.[B(x,t,t')|.|B(x,t,t')[ 5%- |B(x,t,t')[

c.q.d.

Proposigão ª.2
Em “ x ("T.T) = (”6,5) X ('T,T) X (ªT,T), 'valem:

(inn) %B(x,t,t')_<_1|md)(x,t,t') 5%B(x,t,t'). se t 3 t'

(4.12)
'

%B(x,t,t') 5 lm<b(x,t,t') 5 32- B(x,t,t') se t 5 t'.

Prova &

Da estimativa (h.8) e da proposição h.], segue que
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jlmÓ'B(x,t,t')| 5 io-x—iB(x,t,t')| 5 c.|B(x,t,t')|2 =»

ílmo-B(x,t,t')| 5«%]B(x,t,t')|

se t > t', lB(x,t,t')l = B(x,t,t') e, portanto,

-.% B(x,t,t') < uma - B(x,t,t') 5«% B(x,t,t')

e .% B(x,t,t') 5 |m©(x,t,t') 5-% B(x,t,t')

A demonstração para o caso em que t 5 t' é análoga.

c.q.d.
Como consequência, as estimativas (h.7) e (4.9) ficam:

J+1-a-r-r'
IA(4.13) lãaãrãrlfót-íb(x,t)$xll c.ílm$(x,t,t')]x t t'

a r r' _. J+1-a-r-r'(u.1u) laxatat'íkt |b(x,t)kx]l IA cílm©(x,t,t')]

se a + r + r' 5 J.

Observemos ainda que, em vista de (h.8) e (k.IO) e do fato
de B(x,t',t') = 0, as soluções aproximadas para $ e k são tais que

Ólt'= = x e Kltf=t = i

Em vista disto, obtemos:
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ll
_

oo t “.
P(x,t,Dx,Dt)K+u(x,t) (Zn) ª(o í—TeIÓ€P(x,t,Dx+oxg,Dt+$tE)kG(€,t')dt'd€+

+ (zm'ªreªxªmetwa
O

_
o T . .

P(x,t,Dx,Dt)K_u(x,t) -(2w) ªJ wit e'Ó€P(x,t,DX+$x;,Dt+$t€)k G(E,t')dt'd£+

0

+ (Br)—lí eíx€G(€,t)d€

o que significa que
'

P(x,t,Dx,Dt) K u(x,t) = u(x,t) +

O

—1 “ t º T
.

ima+(21T) ( í [ JJ))[kt -ib( x, t)k x+€(<bt -ib((x, t) (bxl)|5:|e u(£j, t )dt'dã
T ' t

Isto é:

_1 t º T
Mªg-'R u(x,t) = (2%) ,(JmJ '( J )th -ib(x, t)k x+g(©%-ib(x, t) $x)k]e u(£, t' )

, —T -00 t

dt'dg.

Não incluímos neste trabalho uma prova de que a parametriz

assim construida, satisfaz as condições do teorema i.]. Isto póde ser

feiio observando Dã pp. ZMZ. E também, um caso mais simples do que

consta em [18] pp. 6h7.

Desta forma, em vista'do teorema i.], fica demonstrado o

teorema 3.1;
Para concluir este trabalho, gostariamos de lembrar que no
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caso da função b(x,t) ser independente de x, isto é, b(x,t) = b(t), o

operador (3.1) ficaria:

P(x,t,Dx,Dt) = Dt - |b(t)Dx

Neste caso, conseguimos soluções exatas para $ 9 k e, por

tanto, um núcleo fundamental para P.

O problema poderia ser posto da seguinte forma:

Procuramos k = K+ + K_ onde

_ t ' .. |

K+u(x,t) = (Zn) If? [ Te'xª ª(t»t )ªi G(g,t')dt'dE

o t . ,

K_u(x,t) = (z«)'1J_mJ e'x'ª'M“t )ªi a(g,t')dt'dg
T

então,

t . ,

P(x,t,ox,ot)K+u(x,t>=(2n)"ªfn[ [ e'xª'ª(t't )ª(iBt(t,t')E-
o -T

- ib<t>€>ia(€,t')dt' + l eªxª'ª(t't')ªõ(£,t')
i |t'=]dg

P(x,t,Dx,Dt)K_ u(x,t) sería análogo e procurariamos B tai que

Bt(t,t') = b(t)

Blt1=t = o

t
então B(t,t') = [ b(s)ds.

It
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Desta forma,

P(x,t,Dx,Dt)K u(x,t) = u(x,t)

ou, de outra Forma, se construíssemos como o fizemos para o caso b(x,t),
isto é, se procurãssemos

.

_ t . .

K+u(x,t) = (zm TJ e'Wªººt )€k(x,t,t')õ(5,t')dt'd£
o "T

e de forma análºga para K_u(x,t), terfamos de resoiver os problemas de

Cauchy:

Ót - |b(t)kx = 0

dª =xt'=

e kt ' |b(t)kx = 0

k = i

t'=t

e constatamos que $(x,t,t') = x - B(t,t') e k(x,t,t') 3 i são solu—

ções para os problemas. Então, ainda aqui, obterfamos:

P(x,t,Dx,Dt)K u(x,t) = u(x,t).

(Ver' £263 ) .
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