UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE CIENCIAS MATEMATICAS DE SAO CARLOS

TRABALHO DE MESTRADO

INTEGRACAO NUMERICA SOBRE
ESPACOS DE DIMENSAO n 1

MARIELZA JORGE FAVARO

Orientador :

Prof. Dr. ODELAR LEITE LINHARES

SAO CARLOS
1973




Clase. -__ T

Colt. - Foip i

2.3

Tombo-




Agradecimentos

Ao Professor Dr., Odelar Leite Linhares pela orientagao do re-

ferido trabalho e amizade demonstrada.

Ao Professor Fernao Stella de Rodrigues Germano que gentilmen

te me ajudou na parte de programagao dos métodos.

Aos Professores Dr, Mario Rameh Saab e Dr. Nelson Onuchic pe-

lo incentivo durante todos estes anose.

A CAPES e ao CNPq pela concessao de auxflio para a publi-

cagao do trabalho.



Numerical Integration over Spaces of dimension n= 1

Marielza Jorge Favaro - Adviser: Dr, Odelar Leite Linhares
Abstract

The purpose of this work is to discuss methods to calculate

approximately multiple integrals. The approximations are of the form

: N
f..if w(xl,...,xn) f(xl,...,xn) dx; ..o dxn-ZZs Aif(vli,...,vni)

i=1
Ry

and are of a certain degree 4.

Integration formulae for simple regions 'like simplex and
complex are presented which generalize the one dimension Newton-Cotes

formulae., Many of the existing generalizations of the Newton-Cotes

‘ ! '
formulae use a number of base-points N = i%i%%é whereas those discus-
1
sed use mostly N« i&iil; and are numerically better as analagous

n! 4!
results are obtained with less base-points.

Integration formulae using orthogonal polynomials are also
'discussed which generalize the one dimension Gauss formulae. The result
“of A H.Stroud [9] sives a necessary and suficient condition for  the
common zeros of a set of polynomials in n-variables to be used as base-

points in an integration formula.
[}

The main result of this work is the R. Franke theorem ‘[id]

that has practical interest because:
i) the hypothesis are more easely verified than those of A.H.Stroud;

ii) the number of orthogonal polynomials and that of base-points is
well determined for each chosen nj;

§n+d2!

ol al which

iii) the number of base-points is always given by N g " <

is numerically more feasible.
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Introducao

0 propésito deste trabalho é discutir métodos para se calou-

lar aproximadameqte integrais miltiplas. As aproximagoes que vamos con
siderar tém a forma:
X
5...‘( w(xl,...,xn)f(xl,...,xn)dxl....d;x;l.’1 :12;_ Aif(vli'“’vni)
R | - ’
n

e 8ao0 de um certo grau d, ou seja, sao exatas para polinémios em n-vé-

ridveis de grau £ d.

0 capftulo 3 d4 férmulas de integragao para regioes simples
como simp;exo e complexo, que generalizam as férmulas dg Newton e Co~
" tes em uma dimensao. Assim, o cdlculo da integral miltipla de um ceréo
polin8mio em n-varidveis determina uma férmula do tipo citado acima.
Tal investigagao foi feita por R._B.'Guenther e E. L. Roetman [6] . Pe
lo desenvolvimento de Taylor aplicado avfun§Eo f(x) conseguimos umavqg
timativa para o erro de truncamento. As férmulas andlogas as de Newton
e Cotes usam um nimero de pontos N = {n+d)! e as que serao discutidas

nld!

no capf{tulo 3 utilizam, na maioria delas, N (‘-2—%%—2—', o que, do ponto

de vista numérico é melhor, por se obter resultados andlogos envolven-

do menor nimero de pontos.

No capftulo 4 serao discutidas férmulas de integragao usando
polinémios ortogonais, que generalizam as férmulas de Gauss em uma va-
ridvel. Inicialmente apresentaremos teoremas no plano, devidos a A. H.
Stroud [8] , cujas provas sao construtivas. Estes resultados pédem ser
generalizados para n 2 2, o que serd feito no pardgrafo 4.3. O results
do de A. H. Stroud [9] , d4 uma condigao necessdria e suficiente para
que 03 zeros comuns de um conjunto de polindmios em n-varidveis possam
ser usados como pontos bases numa férmula de integrag¢ao. Esta generali

zagao utiliza um nidmero de pontos bases N < iﬁ%%%L.
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0 resultado principal deste trabalho é o teorema de R.Franke
Diﬂ y discutido também no pardgrafo 4.3, que generaliza o resultado a
cima mencionado de A. H. Stroud [8] o 0 teorema de R. Franke [10] tem

valor e interesse prdtico, pelas seguintes razdess
i) as hip6teses sao mais facilmente verificdveis que as de A.H.Stroud;

ii) o numero de polindmios ortogonais e o de pontos-base é perfeitamen

te determinado para cada n escolhidoj;

iii) o nimero de pontos-base & sempre dado por N < m" < 'Lg:—g!u que co
mo jd foi dito, & mais interessante sob o ponto de vista do cdlcu

lo prdtico.

Finalizando serao apresentados alguns exemplos a fim de com-

~-

parar as férmulas estudadas,

Foi acrescentada uma bibliografia mais extensa sobre o assun

to, para servir de guia a interessados.



Capitulo 1

Pré-Requisitos

Apresentaremos neste capftulo algumas nogSes e férmulas ne-
cessdrias ao desenvolvimento do texto, as quais podem ser encontradas
na bibliografia geral e serao apresentadas aqui apenas para facilitar

a leitura do trabalho.

1,1 - Simplexo S(n) e Complexos T(n) e T (n)

Definicao: Simplexo S(n)

Sejam os pontos P = (05 seey 0)3 P, = (hl’ Oy eeey 0)3 P, =
n
= (0’ hz, Oy ooy 0); so0o Pn = (0’ veey Oy hn) do R 3 COm hi> (o3
i=l, 2, ecocy Ne

Chama-se n-simplexo S(n) determinado por estes pontos ao con-

Jjunto:
n n
S(n) ={X =(x199¢09xn)lx =.Zl o(iPi com ‘Z\ di< l e °li> 0}
i=1 i=1 '
Os pontos P, Piy «eey P sao os vértices de S(n).
Vale, também, a seguinte férmula (ver [1]):
P, P D |S(n)| ™ (0+1) T(py+2) «oof (P +1) P P,
x, 1 p.d 2 x % dx = L h ! b
1 2 ot Yk [ (py+Pytecetp, + 1 +1) 1 T
5(n)

onde: p, 2 o 31 =1, 2, oo, e | (z) é a fungao gama de Euler,
No caso dos p; serem inteiros a férmula acima fica:

Is()l (@) (py1)een(ng!) By D,
oo b,

Xl X2 000X dx

ol - (p1+p2 + ee0 + Py +10)l 1
S(n)

Este é o caso que vai nos interessar.
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Notemos que o volume do S(n) & dado pors

h1 vee hn

sl = f o=

Construcao do Complexo T(n)

Consideremos o S(n) de vértices Pys Pyyecey P o Por reflexao
destes vértices sobre a origem formamos o complexo T(n), simétrico em
relagdo a origem e com 2n+l vértices Pos PyyeceyP yP 4 = (-hl,o,...,o),

P-z ' (9’ -h2’ o-,'..'ho’ o), 000y P-n = (O, soey O, -hn)

Deste modo o volume do T(n) é dado por:

‘

eee h
n

h
|T(n)] = 2% 22
n!

Construcao do Complexo T,(n)

Seja o simplexo de vértices P, P, = (2h1, Oy sony o);P22 -

= (0y 2hyy 0y evuy 0)5 eeu 3 P, = (0y eeey O, 2hn). Pela reflexao deg

2n
tes vértices sobre a origem formamos o complexo Tz(n) de vértices P,

le’ seey P2n, P-21 o (‘2h1, Oy veey 0); P_22 = (O, ‘2h2’ Oy ss0y O)’
seey P, = (0y eeey O -2hn); cujo volume &, entao, o seguinte:

2n hl o0 0 hn

|7,(n)] = 2 Y

1.2 ~ PolinSmio de Interpolagio

Sejam X_, X;, +eey X n+l pontos distintos em [a,p] e ¥

n

¥ys see» ¥, valores de uma fungao f(x) sobre o8 pontos dados.

Teorema

Existe um unico polindmio Pn(x) de grau n tal quet

Pn(xi) - yi H 1= 0, 1’ soey I
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Definicao: Polinémio de Interpolagao

0 polindmio Pn(x) é chamado polin8mio de interpolagao da fun

¢ao £(x) sobre os pontos X1 X9 eeey X o

Consideremos os seguintes polinfmios de grau ns

(x—xo)(x-xl)...(x-xkfl)(x-xk+l)...(x-xn)
(qe=xg)xe =2y Joe o (- o J(xp=xy g )eee (o)

L ()

k .O, l, es ey n
E claro ques

o sek £}
lk(xj) = Xkd=
l sek =]

Definigao: Férmula de Lagrange

: n
0 polindmio Pn(x) -21(:.0 Yy ﬂ.k(x); que é de grau n e Pn(xi)=

=¥y 3 i =0y, 1, ¢eey n § 6 chamado polindmio de interpolagaoc na fér-

mula de Lagrange.

Se os pontos distintos x , X1y seay X, forem equidistantes e

o)

com a mudanga de varidvels

X =x) + uh 3 h = Xy =X, 4 3 1 =1, ¢eey n

notemos que:
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Teorema

Sejam Xy Xqy eesy X pontos distintos em [a,b] e £(x) uma

fungao continua e com derivadas de ordem n+l continuas em [g,ﬁ].

Seja Pn(x) 0 polin8mio de interpolagﬁo da f£(x) sobre os pon-

tos X9 Xys eeey X o

Entao, em qualguer ponto x e[a,b] y vale o seguintes

(x-x )(x-x )...(x-x ) f(n+1) (%)
(n+1)!

E(x) = £(x) - P (x)_

para algum §em [a,b]. (ver [4]).

1.3 - Polinfmios em n-varidveis; n > 1 ‘

Definigao

Um polinémio de grau no méximo m em n-varidveis § uma fungao

real de n-varidveis da forma:

m il in
P(x) = :.n 8.1 i xl en e xn
11 + 12 + eee + in = 0 1**°*'"n

1:j 20 3 j=lyece,n

Vamos, a seguir, definir uma ordem para os monfmios de um po

linémio .

Seja J o conjunto das énuplas de inteiros nao negativos e se
ja ¢ o correspondente conjunto de monémios, isto é, j= (31,32,...,3 JeJ
3 3
e ¢)j =X 1 2 I % ¢ ¢. Definimos: @ (;j) =Z'L J; e ordenamos J do
k

seguinte modo:

se i, jeJ, entao, i < 34=>0'k(i) = a'k(;)), kK =1,2,000yT=1 eﬂ'r(i) é
menor que (]'r(j) para algum r, 'l < T =< n. Esta ordem definida em J in-

duz uma ordem em ¢.-
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Teorema

Um polindmio em n-varidveis de grau m tem no méximo (m;n) mo

némios.

1.4 - Polinbmios Ortogonais

Dado um domfnio D C R® e uma fungio peso w(x) de sinal cons=-
tante em D, entao, para fungées f(x) e g(x) tais que w(x) f(x) g(x) ¢

integrdvel sobre D, defininos o produto escalar pors

(£,8) = SD w(x) £(x) &(x) ax

Definigdo

Duas fungoes f(x) e g(x) sao ortogonais se (f,g) = o.

Definigao: Polindmio: Ortogonal

Polin8mio ortogonal é um polindmio que é ortogonal a todos po

lin8mios de grau menor.
Teorema

Seja @i b conjunto de todos polinémios ortogonais de grau m,

n+m-1

nel ) e tem uma base da formas

entao, ﬁi tem dimensao (

(i)=° aj,i ¢i(x) 1] q—(j) =nm

ondet i

J = (319 ooy Jn) e i= (11’ soey in)°

B, =‘{bj|bd - ¢j(x) + =

Daremos.um método para calcular os elementos de uma base para
polinSmios ortogonais em vdrias varidveis, que segue da prova do teore

ma anterior.
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m+n-1

n-l ) elementcs da base para polindmios ortogonais de

0s (

grau m sao da forma:

m-1
bj = ¢J(x) + %)=o aj,i ¢i(x) § 0'(3) =0-1(3) =m

0 conjunto dos coeficientes {aj i} é calculado resolvendo-se
: ?

as (m+:-l) equagdes lineares:
m-1
0 = (bj! q)i) -0'%::0 a;j,k (¢k’ q)i) + (¢j’ ¢i)
onde

L =1, 2, ees, (“‘*2‘1), (ver [2]).

Cason = 1
Seja [a,b] um intervalo finito ou infinito.
Teorems,

0s zeros dos polinémios ortogonais reais sao reais, simples,

e estdo localizados no interior de [a,b]. (Ver [3]).

1.5 - Teoremas de Bezout e Max Noether

Daremos aqui resultados sobre zeros comuns de polindmios em
n-varidveis. 0 espago préprio para consideragao de zeros comuns de n
polindmios em n-varidveis é o n-espago complexo projetivo. A razao pa-
ra isto é que o8 zeros comuns podem ser complexos e ou sobre o0 hiper-

plano no infinito.,

Teorema de Bezout

Se os polindmios Pmi (xl, ceey xn) de grau my 3 1 =1,2,.0.,n

tém mais do que'm1 +es m ZEros comuns, entao, eles tém infinitos ze
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ros comuns. Se o nimero de zeros comuns é finito, entao, eles tém exa-

tamente My ees Wy contando multiplicidades,

Notemos que 0s zeros comuns nao precisam ser distintos.0 teg
rema seguinte nos 44 informagao sobre a forma de polinémios que se anu

lam em todos o8 zeros comuns de outros polindmios.

Teorema Fundamental de Noether

Sejam Pm,i (xl, veey xn), polindmios de graum ; 1 = l,e..n,
qwn  thw sradamanta W' zerss asmuns, todos dos quaia s3is  distintos.
Sejs Pd (xl, csay xn) um polindmio de grau d que se anula em cada um
dos zeros comuns._EntEq, d>me existem polinémios Qd-m,i " de grau

€d-m 3 1 =1, ..., n tal ques

Pd=Q P + s0e + Q

d=m,1 "m,1 d-m,n Pm,n

Teorema

Se os polinbmios P_ (X, eeey x_ ) 3 1 =1, ...; n tém infi-
my 1 n

nitos zeros comuns, eles nao sao todos finitos.
Caso n = 2

Em duas varidveis, os teo}emas de Bezout e Noether podem ser

enunciados numa forma mais poderosa.

Seja Pm um polinémio de grau m, entao, Pm tem uma fatoragao:
Pm(xl’x2) = Pml(xl’x2) sz(xl,xz) .o Pmr(xl,x2) :

m=m + ece +m 3 mi;a l ;41i=1, eeey r § em fatores irredutiveis

r

Pm , que sao unicos exceto para sua ordem e para constantes miltiplas.
4 ;

Os P 880 chamados componentes de P_.
my m



Teorema de Bezout

Se os polindmios Pm e Pﬁ de grau m e n, respectivamente, nao

tém componente em comum, entsao, eles tém m n zeros comuns.

Em geral, alguns dos zeros comuns de Pm e Pn podem ser de

multiplicidade, complexos ou sobre uma reta no infinito,

Teorema de Noether

Suponhamos que os polindmios Pm e Pn nao tém componente em

comum e que sSeus zeros somunsg (xl 'y X, ) 34 =1, ¢esy, m n sejam dis-
i i
tintos. Se o polinémio nao nulo, de grau s Ps(xl,xz) se anula em todos

estes pontos, entao, s = min (m,n) e existem polinémios Qs-m’ Qs-n de

grau < s-m e de grau = g-n, respectivamente, tal ques

Ps(xl’xz) = Qs-m Pm + Qe-n Pn

(Qs-m ou Q__ podem ser nulos, mas, nao ambos).



Capitulo 2

Integragao Numérica na Reta

2,1 - Introdugao

Neste capftulo serao discutidas as férmulas de integragao nu
mérica de Newton e Cotes é de Gauss, na reta. Estas serao dteis nos ca
pitulos seguintes e sao apresentadas aqui com dupla finalidade: facili
tar a leitura do texto e dar idéia das generalizagoes a serem feitas.
Este capitulo serd sucinto, pois o assunto tratado aqui é encontrado

na bibliografia elementar de integragao numérica (ver [4]).

2.2 - Pérmulas de Integracao Numérica de Newion e Cotes

Trataremos agora, do problema de calcular Jb f(x) dx numeri
camente, onde f(x) & uma fungao real de uma varidvel r:al e cujo valor
é conhecido em certos pontos. Para isso substituimos f(x) por seu poli
némio de interpolagao nestes pontos e faremos a integragao direta do
polindmio. Em geral, os valores da fungao sao calculados em pontos e-

quidistantes. Para este caso, determinaremos algumas férmulas de inte-

gragao numérica.

n
Seja Pn(x) =) Yy Qk(x), o polindmio de interpolagao da
k=0
f(x) sobre os pontos equidistantes Xgr Xy eeey Xoo Entaos

X X X

n n n ’ n n
j f(x) dx = f Z Tk lk(x) dx =E\ Yy 5 &k(x) dx
x : x_  k=o k=o x
o o : o
fazendo a mudanga de varidvels
X - Xx
u = 2

onde h = Xy = X3 43 i f ly, eeey
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x .
n L& n . 1 & n
g £(x) ax =10, ykhs L (u) du = nh 217, ij L (u) du
X, k=0 o k=0 o
seja:
-2 | 5 (u)au
k n k
o
Portanto:
x‘ 4
n n
f £(x) dx Snh]7, Cp ¥, (1)
k=0
x
o
n n n
onde os Qk sgtiefazem: Ck = Cn-k
Para n = 1, temos:
1
1 : 1 1 1
c°=-S (u-l)du=2 e ] =3
o
Portanto:
1
£(x) ax = 3 (v, + ¥;)
x 2 Yo 1
o - )
que € a chamada regra do trapézio.
2
2 1 1 2 1
¢, = 7 g (u-1)(u-2) du =2 e C, =3
o
2
2 1
¢l =-3 g. u(u=2) du -'é
o

Portanto:
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b ¢

2
~h
L £(x) dx = 3 (3, + 4y; +7,)
o .

que é‘a regra de Simpson,

Procedendo-se assim, para n = 3, temos:

X

3
g £(x) ax = 2B (y, + 3¥) + 39, +3)
X
(o]

regrd de-% de Simpson
e

para n = 4,

X

4
~ 2h
.g . f(x) dx < 15 (7yo + 32y1 + 12y2 + 32y5 + 7y4)
~o

Para uma relagao mais completa ver [4, Pég. 7}].

Teorema

Sejam x _, X,y «.o, X pontos distintos. A férmula (1) é exa=~

ta para polinémios de grau menor ou igual a n.
Estudo do Erro
Da aproximagao de Lagrange:
.
£(x) 2% v A (x)
k=0
com O erro:

_ . (x-xo)(x-xl) ces (x-xn)

f(n+1) (S)
E (x) = BECTE

foli obtida a férmula de integragao:
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b
~ e n
f(x) dx =nh 2, C ¥y
k 'k
a k=0

e onde o erro E associado pode ser expresso na forma:

gb (x-xo)(x-xl) cos (x-xn) f(n+1) (s)
E =

CYSHE dx
a
Teorema
Supomos que f € ¢+l ([a,b] ) e que (x-xo) . (x-xn) nao mu~-

da de sinal em [a,b] . Entdo, existe ue [a,b] tal que:
b n (n+1) b
n : AL
g f(x) dx = nh 2A Cp Yy + TR fa (x-xo)(x-xl)...(x-xn) dx

a8 k::o

Para n = 1:

xl xl X= X=X "
S o) ax o B (5 oy g ox)eom) £ 6)

como (x-xo)(x-xl) nao troca de sinal em [xo, xﬂ e fazendo

u = —y H h = X, =X,
temos que:

xl " 1
g (x-x_) (x-x,) £ (S)dxaﬂ_%‘:)i S u(u-1) du -

x 2 0
o .

i fn ‘}L) h3

12



Portantos
)
S- () x =2 (g, 4 yy) - B e @
X .
o

para algum X, € MsX) e

Um inconveniente é ‘que para muitos casos simples as condi-
¢oes de tal teorema nao se verificam. Por exemplo, na regra de Simpson,
a fungao (x-xo)(x-xl)(x-xz) muda de sinal em [a,b] » Contudo é possivel
provar (ver [4]), que quando n é Impar, o erro pode ser expresso na

formas

n

S u(u=l) «ee (u-n) du
o

pB+2 p(n41) " gy
(n+1)!}

,E-

e quando n é par, na forma:

n+3 ,(n+2) ,
E el (f1+2)l () S (u -%)utu-l) eee (u-n) du
o .
ondes
x - x :
x°<§<xn fou=—p $ h'xi-xi-l 3 1 =1,eeeyn
Entao, para n = 2:
2
: 5 o4
E = h5 (jz (S) J -(u‘l)u(u_l)(u-z) du = h f(42 (S)I .A_)
o .
w24 ()
90
Logos
*2 ' 5 ,(4)
X f(x)dx-%(y°+4y1+y2)-h f9o(§);xo<§<x2.
x

o .
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Deste modo, para n = 33

X
’ 5 ¢(4)
S f(x)dx=%(yo+3yl+3y2+y5)-5h L ()
b 4

0

x°<§ <xj, e para n = 41

X

s

4
S f(x) dx = % (7yo + 32y, + 12y, + 32y3 + 7y4) -

%o

7
S8 +0) (5) y x<g<x,

Para uma relagao mais completa, ver [4, pége. 73] .

2,3 - Férmulas de Integracao Numérica de Gauss.

Sejam f(x) e w(x) = o definidas em [a,b] tais que w(x) f (x)

é integrdvel nesse intervalo.

* Se sao dados n pontos distintos X1s Xps eeey X, OO [ayb]y DO

demos determinar coeficientes Al, Az, evey 'An tais que a férmulas

b
n
S w(x) £(x) ax =), Ay f(xi) (2)
i=1

a
resulte exata quando f(x) é um polinémio de grau menor ou igual a n-1l.
Se tratarmos os coeficientes Ay e os pontos x; oom 2n incégnitas, é na
tural perguntar sobre a possibilidade de se determinar uma férmula de
integragao que seja exata para polinémios de grau menor ou’ igual a
2n-l. A solugao deste problema foi dada, inicialmente por Gauss e gene
ralizada por Jacobi, usando polindmios ortogonais. Este tipo de raciow-

cinio serd generalizado no capitulo 4. As demonstragoes omitidas sao

encontradas em [ 5] .



Teorema

Supomos que X190 Xpy eoey 'x‘n sejam distintos e m um inteiro,

O®| ms= n-l,

Entao, podemos determinar coeficientes A, tais que:
b n
w(x) £(x) ax =27, Ay f(xk)
k=1
a
seja exata para todos polindmios de grau € n+m se e s se
Pn(x) -'(x-xl)(x-xa) see (x-xn)'
é ortogonal a todos polindmios de grau € m.

Prova

Seja Q n_l(x) o polinémio'de interpolagao da fungao f(x) so-

bre os pontos X1y Xp9 eeey X o Logos
b b ' b
g w(x) £f(x) dx = S w(x) @ _,(x) dx + f w(x) B _,(x) dx
a a a

onde En_l(x) é o erro na interpolagao.
Por hipétese

b n
f w(x) £(x) dx :12.1 A f(xi)

K

§ exata para polinbmios de grau < n+m. Assim, se f(x) 6 um: polindmio

de grau n+m, temos que:

f(n) (x) = Rm(x) é um polinémio de grau m
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Portantos

(x-xl)(x-xz) vos (x-xn) Ry (x)
n-1‘"/ % n!

Portanto:

b
S w(x) En_l(x) dx = 0

ou seja,
° Ry (x)
S w(x)(x-xl)(x-xz) cos (x-xn) 2! dx = 0
a
- R (x)
= ((x-xl)(x-xa) cee (x~xn), -;;r—-) =0
fortanto:

Pn(x) = (x-xl)(x-xz) ceo (x-xn)

é ortogonal a todo polin8mio de grau = m.

J4 vimos, no pardgrafo l.3, que os X; 4 i =1, seey n estao

no interior de [a,b].

Consideremos Q_ . (x) um polindmio de grau n+m e Kn_l(x) seu

n+m
polinfmio de interpolagao sobre os pontos Xp9 eeey Xoo Entao,
2 %
Kn-l(x) =Zk:='|1 Qn+m(xk) k(x)

Portanto: .

Qn+m(xk) - Kn_l(xk) =0 3 k=1,2, seey n

Logo:
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Qn(x) = K _;(x) = (x-#l)(x-xz) eve (x=x) R (x)=P (x)R (x)

Como, Pn(x) é ortogonal a todo polinémio de grau € m, segue que:

b b

s w(x) 9‘n+m(x) dx -J w(x) Kn-l(x) dx =
a a
. b ) 3
B L w) L, (0) ax ba, (%)
Sejas b
L - S w(x) L (x) ax

Portanto, determinamos coeficientes Ak tais que

b

g w(x) Q‘n+m(x) dx = 27, A Q’n+m(x'k)
. k=l

Teorema .

" Se w(x) 6 ndo negativa em [a,b], entdo, (2) ndo pode ser exa

ta para todos polin8mios de grau = 2n,
Teorema

Se w(x) é ndo negativa em [a,b] e se (2) 6 exata para todos
polindmios de grau < 2n-_2,gevnt50,"-todo,s os cogficientes A, sao positi

VOS8.

Pérmula Produto Cartesiano’

Por uma férmula.de integragao. aproximada para uma’ - integral

miltipla sobre uma regiﬁo n-dimensional, entendemos uma férmula do ti-



pot
‘ N
Sg (g )2y ez i peetry TI0 ky £(5y) (3)
Ry
onde os pontos v, -A(vil, ceey vin) da regiao e os coeficientes A, tém

a propriedade que a aproximagao § exata quando f(xl, ceey xn) é um po-
1inémio em n-varidveis que nao excede a um certo grau d, ou seja, quan

do f(xl, ...,‘xn) é uma combinagao linear dos monémios:

xl 12 Y xn H 0< °(l+ dz‘l'ooo +°(n‘dc

Quando a regiao D = [:al,bﬂ x [az,bz] X eee X l:an,bIJ; w(x)=

- wl(xl) '2(12) eee wn(xn) e f(x) = fl(xl) £, (x2) cos fn(xn), entaos

b b

) 1 n
g... g w(x) £f(x) dx = S wl(xl) fl(xl) dx; oo g w (x )f (x

m'n’ " n‘'n
D al an

Jax

Se tivermos uma férmula de quadratura para fungOes de uma varidvels

bi ,
1 n oy
'i(xi) xy dxi -Z:li Ak Vi H d& =0y, 1, 600y d
8y ki-l i i
entaos
o o of
1l 2 n
Scoa [ '(x) xl x2 ee e xn dxn dxn-l eece dxl =
D .

m m m ' oy o of
BEL Z eee Z’_A Ak A.k eee Ak Vkl sz coe an
kl-l k2-1 kn=l 1l 2 n 1l 2 n

que é uma férmula de integragao do tipo (5) exata para



< o+ eus .
0 di f o * + dn < d

i

Esta férmula é chamada férmula produto cartesiano, onde usa-

n
mos N = m" pontos (vkl, vkz, vony vkn) com coeficientes A.kiﬁkz,...,ikn.

Para o caso do cubo n-dimensional e fungdo peso igual a l,en

taos
: : °(1 0(2 dn
ese xl x2 0o xn dxn dxn_l see dxl =
-1 -1
1l dl 1 “n
-S X dxl XX g xn dxn
-1 =1
Se:

1
4 n o«
S X i d.x -E_\ .Lk Vki ’ o(i 0, 1, secoy da

temos que:

1l 1
J oo ( xll see xnn dxn coe dxl =
-1 . -1 v
m m o dh
'%4 e Akl Akn Vi eee vkn

Para regioes simples como simplexo n-dimensional, esfera S,

e a superficie de S , ver [5].
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Capitulo 3

Férmulas de Newton e Cotes em n-dimensses,II? 1
—— [ ] L N K ] L]

3.1 - Introdugao

Discutiremos aqui férmulas de integragao em n-dimensoes,
n= 1, que generalizam as férmulas de Newton e Cotes na reta. A discus
sao & baseada no trabalho de R. B. Guenther e E. L. Roetman [6], que &
presenta férmulas de integragao para algumas regioes simples, tais co-
mo simplexos e complexus. Sao ainda discutidas limitagOes para o erro

de truncamento.

Seja f£(x) uma fungao real definida numa regiao D contida no

Rn, em geral suposta de classe Ck.

3.2 ~ Regra do Trapézio

Seja S(n) simplexo de vértices Py Piy eaey P o Vamos deter-

1’
minar polindmio de 18 ordem

n
pl(x) = a +ZE§ b, x,

que coincide com f(x) nos pontos Po, Py coes Pe Entao:
p(2) = = £(P)

p,(Py) = £(P,) + by hy = £(P;)
portanto:

by =g (F(Ry) - £(2,)

Para obtermos férmula de quadratura, que generaliza a regra

do Trapézio para n = 1, integramos pl(x) sobre S(n):
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"\
L]
[ ]

Spl(x)dx = f(t‘(l’o)+§Al bx, )ax = £(P )]s(n)IJrEi b

5(n) 5(n) s(n)

- {;{-1-}1 {(n+1)f(P )-nf(P )+B £(p )} =

n+1 E‘ f(P )
Portantos
Sf(x)dx - 2;_1 2(7,) + By (2) | (1)
S(n) =
ondet

B, () = §<f<x) - p, (x))ax
S(n)

é o erro de truncamento,

Estudo do Erro de Truncamento

Apliquemos o teorema de Taylor & fungao f(x) numa vizinhanga

da origem Pox

n ——
f(x) = f(Po) +%§:§ Dy f(Po) xy %-E;L; D, ;f x; Xy

onde:
,32
1" " ox, ; i35 "x ’axj
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e a barra significa que as derivadas de f sao calculadas num ponto in-
termedidrio conveniente.

Sejas

M = max ( max = | Dijf(x)l )
l<i,j=n xeS(n)

e observando que:

2 2
2 xivxa = xi + x'j

e que
{f(Pi) = £(P)) + Dyf(P) by + %31_1? hi} —
1 2
{In £(P) hy + £(B)) = £(P,)| = 5 | DT | hi} =
{lDif P) b+ £(P) - £(P,)]| < %Mhi}
concluimos:
Sf(x)dx -f(f(r ) +Z D, £(P, )x -;-):’4 ii_j'f xixj) dx =
s(n) s(n) i,J=1
= f(Po)IS(n)|+:E=i Dif(Po) gxi dx +
S(n)
%iZ_‘ F;;f Sxi xj dx
S(n)

Comparando este Ultimo resultado com (1), temos:
: Sn n
B () - f(PO)IS(n)I +1E{ DA(R ) S b, 4

n
- E (2% x, & IUEICVID S APYSR
J i) n+l i
iJl S(l’l) i=0

-Pll—'

, n '
= f(Po)IS(n)I + %E Dif(Po) h; +
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n n _
%Z\ D f j(x + xz)dx - -lén%%l-izzi f(Pi) -

i,J=1
S(n)
. |S§n2|
n+l f(Po)
Mas:
2 2 2|S(n 2 2
j(xi + x.')) dx = T;_":-z-s?%i;—y (hi‘ + hJ)
S(n)
Logos
<3 \
1(f) |s(n)| {-——E £(P, ) + 11 Ei D,£(P ) h, + \
1 I ; 2 |
* 2(we)(wrl) 1), mf (B +n3) - " e i 1Ry
Portanto:
|E; (£) | <|S(n)] {n+l )Zln £(P )hy + £(P ) - £(P)| +
2n M Is(n)l nEA h2
2(n+2)(n+1) Z 1) i ¥ +
Mn 2 S(n)IM (3n+2 n 2
¥ Ta+2)(n+1) E:; i }'= 2(n+1)(n+2 EE; hy
Portanto:
' 2
lEl(f)lsﬁ%ﬁM,hl . E_ih |
Observacoes

1. Para n grande, 5 nﬁ;Z! é muito pequeno. Portanto, podemos obter uma

boa aproxlmagap mesmo quando utilizamos valores muito grandes para

os hi'
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2. Para n = 1, temoss

3!
gf(x) dx = = (f(Po) + f(Pl)) + El(f)

s(1)

ondes

N

o
5 0] < 7 u

(]

gue &€ a conhecida regra do Trapézio, para dimensao n = 1.

3¢3 - Regra de Simpson

Seja T(n) complexo de vértices P,P,3i=1,2 ..., n.

Consideremos polindmio de 2% ordem:

n n
p2(x) =a+2, b, x4y
i=1 i

C,, X, X
i i,3=1 ij "1 7§

)

que coincide com f(x) nos vértices de T(n). Entao:
p,(P)) = a =f(P)
(P.) =f(P.) +b, h, + ¢ n? = £(p, )
Pol%y 0 117 %% i
2
pz(P_i) = f(Po) -b, hy +c,, hy = f(P_i)

Portanto:

2
2f(P°) +2c,, hy = f(Pi)+ f(P_i)

i

o5 = ]£? (£(p;) + £(P_;) - 2£(2)) ; 4 =1,2,.00yn

1

1
b, = E—EI (£(2,) - f(P_i) 3 1 =1,2, 4euy n

Entao:
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fp2(x)dx = g(f(P )'FZ:A b, 2, <+Z:l;

1,5=1 By -
(n) (n) =

°43 X1

n
- f(Po)l‘I‘(n)l + E-:_l\ bi gxi dx + i:i; lcij K xj dx
T(n) T(n)

Como T(n) € simétrico em relagao 3 origem:

gxi dx = o

T(n)

S x; X, dx =0 3 se i f§

T(n)
Portanto:
gpz(x)dx = f(Po)IT(n)l + EE& cyy l%ﬁ%%%T-g 2 _ f(P Y| T(n) |+
?(n)
+ n+2 n+1 Z:a(f(P ) - 2f(p ) + £(P_,)) =
2" By oo b
T AT (£(2,) + ‘('T—Tn+2 el ZL (£(p;) =
2h I T
- 2f(P°) + f(P_i))) = —-T;:ETT—E((n +n+2)f(Po) +‘/
+2 (2(8) + £(21)))
Logo:
2" hy eeo b
f(x) dx = AL ((n° +n + 2) f(Po) +
T(n) ‘
P (2(py) + £(2_,))) + Ey(2) (2)
i=1

onde:
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By () = ({200 - py(a) s
7(n)
é o0 erro de truncamento.

Estudo do Erro de Truncamento

Pels aplicagao do teorema de Taylor d fungao f(x) numa vizi-

nhanga da origem Po’ temos:

f(x)=f(P)+&D*’”(P)x +-—%’_s Df(P)x
i,3=1
13 A
+-§T %;Efk=1 Dle (P ) Xy Xy X +
L5,
¥ .;ﬁ- iyjskgﬂml Dijk}. * xj xk ng
dnde:
03, D4
D £ f

. f = $ D, f= ;
ijk ’axi'axjfz)xk ’ ijk¥ Q)xifaxj",)xk’aﬁ
e a barra significa que as derivadas de f sao calculadas num ponto con-
veniente,
Sejas

M = max (max | D
1555k, %eT(n)

13*{!: (X) l)

Além disso,
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1
f(Pi) f(Po) =D, £(P) hy +3 2 iif(P ) h +37 iiif(P )h
+ L 7F p
4 iili 1
e
£(p_,) -£(P) = -D, £(P ) b, +2 D, 2(p ) h
1 3, L5—F 4
= 37 D335 T(By) By 41 Dysgsf By
Portantos
: 2 . 1 4
f(Pi) -2f(1>°) + f(P_i) = Diif(Po) hi + 75 Diiiif hy
ngo:
D, £(2,) Bf = (£(2;) -2£(2)) + £(_))| =
1, — 1
=75 l Diiiif I h4'<'1—2']§lh4
Entaos

n LB
Sf(x)dx = ‘f(f(Po) +-§Ea Dif(Po)xi + 5 LA Dijf(Po)xi x5 +

2
1,j=1
?(n) T(n) ’
15, ()
+ == f(Pp x X. X, +
31 i,3,k=1 ijk jJ Tk

1l
=2_, D,... fx, x x, ) dx
3k, bikt T )

Pela simetria de T(n):

Sxi xj xk = 0

T(n)

Portantos



i=1
T(n)
+'£T %:L; Dijkﬂf i(xi Xy Xy X dx - f(Po)lT(n)I -
i’j’kiﬁ"l T(n)
. _
nEZn n+l 'Ezi(f(Pi) -Zf(Po) * f(P-i)):

n
15~ 2|T(n)int .2
225 Dysf®) Tmayr bt

1 T F : -
+ 11 %k/&,—.-l Di u‘f jxi x;j xk xx dx
T(n)
I{n i (£(p,) - 2£(P.) + £(P .))
n+2 ) (n+l i=1 i/ + i =

«..‘ mg nn+1 él(niif(Po)hi -(f(Pi) -2f(Po) + f(‘P_i)))-Q-

n

1
=27 D f x, X. x. x, dx
AT ey LR Si 3 % X
T(n)
Portanto:
T(n)|Mn! & 4 M2 1 4 4
|E ()] < 2 osnt + =17, = g (x7 + x7 +
2 l 12 (n+2)! i=1 i 4! 1,3,k,0=1 4 i 3
T(n)
+ xﬁ + %g) dx



Como:
S(x§+x3+x§+xﬁ)u-%’ﬁﬂ(hi+hg+hﬁ+hﬁ,

temoss

T(n)|M nt 4
<
|2, (£)| € “3rmay E{ hy +

|7(n)]| M nt § 4 4 4 4
+ 4(n+4)! i’lj:k,zgl (hi + hj + hk + hl) =

Sz ward 4 lr)| Mo Eoa

12(n+2)! 1.1 & 4 (n+4)! 1o &

|T(n)] M n! | n
= T ((nea)(a+3)+12 n’) E‘{ nd -

n! (12 n0 +n° + 7n+12) MTn) <& .4
- 12 (n + 4)1 % hy

Portanto:

n 3 2
|Eg(f)|S2 (120’ +0° + 7n +12)

s 4
12 (o7 4] ...hnZL h

Mh
11 *

1

Observacao

. Para n = 13

h b
£(x) ax = =5+ (4 £(2;) + £(B)) + £(B_y)) + Ey(2)
(1)
ondes

2
|2,(8)] = Fu hy

que € a regra de Simpson para dimensao 1.
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Suh = Regra do Orden ¢

Seja T2(n) complexo de vértices Py PiQi $1=1,2y000y0

Consideremos os pontos P+i 3 1 =1,s..yn e 08 pontos da forma

: : ésima
Pii,tj = (O,ooo,o, ‘: hi’ O',...,O, ﬁ.}‘ld,o,.o‘.,O))Onde + hi ‘ a i-'—"— po~

ésima

sigao e + hj é a j posigao; e com L = l,s0eyn=1 e J = L41,400,n.

Vamos, entao, determinar polindmio de 4% ordems

n
p,(x) = a + ZZ; b, x, + 27, e, x, x, +
4 i Pty B

n
+ 2 d X, X, X_ + ZZA ey

i,3,k=1 13k 4 73 Tk Ty i
+ 27, Y X§ x? + 0 e ixp X1 Xy Fx X
i<}y ¢ i43,k,0
) .
que coincide com f(x) nos 2 n“ + 2 n+l pontos Po’ P+i' Pti,tj; PiZi' As
sims
p4(Po) =a = f(Po)
2
(1) P (P,) = £(B;) + byhy + o ih7 +d 0+ et < £(2,)
. 2 3 4
(11) p4(P*i) = f(Po)- bh, + o, hy - d, bl +eh) = f(P_i)
2 2 3 3 %6 vt -
(111) p4(P2i) - f(Po)+ 2b,h, + 2%c, by + 274, b7 +2%eh) = f(Pzi)
2 2 3a 3 +o%e nt -
(1v) p4(P_2i)= £(2 )= 2bsh, + 2%, hy - 274, b7 +27e,h! = £(P_py)
2
(v) p4(Pi,j) f(P ) + bihi ; bjhj + :iihi + C, jhihj + cjihihg +
2’
Sy hj +d. by +d, i hihd + dij hihj +d, h hj +

hln, + d by n2 + d...h,h% +d,,. h + o h4 L+

‘ Jiz i3 252 J JJ; i3 J%J J
+ ejhj + eijhihj + ey jhihj + ejiii ih y = f('i,j)



(v1)

(VII)

(VIII) p4(P_i,-J) -

temos:

ou seja

ou seja

' 2
+c

33

- d...h%n

jiitity o

+ e h4 + e

33

Somando a equagao (

2

2 f(Po) +2 ¢ by +
2 4 _._

¢ by + eghy = (£

£(P,) - bh

hy - d
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2

p4(Pi’_J) = f(Po) +bhy - thj + o 4hy - cijhihj - cjihihj +
+ cjjhg +d,, ) - diijhihj - dijihihj + dijjhih§
- djiihihj + ;b n2 4 4540y 3 jjjh3 +ent 4
+ohd + e, hin - o, bt - ey ndn, = £(P, )

2

p4(P-i,d) = f(Po) - byh, + bdhj + o, by - cijhihj - cjihihj +
+ cjjhg - a0+ ai“hih'j +a, ihihj - dijjhih§ +
+ djiihihj - djijhih§ - a4y h§ + djjjhg + e, h4 .
+ ejh4 +.eijh§h§ - eijjahi g - jiiihzhj = f(P-i,j)

jhihj + cjihihj. +

2 2
- dijihihj - dijjhihj

2
ihy - bjhj + ciihi + ci

- d...h°n

3
B 13157475

iiii

2 2 3 4
d,., . h,hy =d,. . h.hy = d, .  hi +eh +
3170 T Ssataty T Saty TR

hon

3
h oh? + ejiii ey

h‘h
1333 i)

2
1504 - £(p

2
hy + e “1,-3)

I) com a equagao (II) e a (III) com a (IV)

2 e h4

by = f(Pi) + f(P_i)

(r,) - 2 2(2,) + £(2_,))

2 2 4 .4
2 f(Po) + 2,2%, hy + 2,27y = f(Pzi) + f(P_Zi)
2 4 .4 1 _
2 iihi + 2% hf = 5 (£(P,y) = 2 f(Po) + f(P-zi))
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Deste modo, determinamos o seguinte sistema linear:

2 (
1l 1l o] h 1
<: j) ii i 3 (f(Pi) -2 f(Po) + f (P_i))
22 24 e, hi 3 (£(yy) = 2 £(B) + £ (P_,,))
que admite a seguinte solugaos

c h2

44h2 ='§Z (-£(,, )+ 16£(B,)= 30£(P )+ 16£(P_,)- £(P_,,))

eshy = 37 (2(Py )= 4£(Ry)+ 62(R )= 42(P_y )+ £(P_,,))
Somando as equagoes (V), (VI), (VII) e (VIII) temos:

4 f(Po) + 4 ciihi +4c n 4 4 o h4 +4 e

333 J J

2
shng = SRy ) Ry ) e 2Ry e(R )

+ 4 e

Portanto:s

12
4 eij 3 f(Pi,j) + f(P_i,j) + f(Pi,_j) + f(P_i’_j) -

4 £() - 4(52 (-£(P,y) + 16 £(2;) - 30 £(P ) +

+

16 £(2_;) - 2(P_yy))) - 4(z5(~£(F,,) + 16 £(2,) -

30 £(P,) + 16 £(P ). - £(P_,4))) - 435 7(E(2y4)

4 £(p;) + 6 £(p) - 4 £(P_y) + f(P,Zi)))'-

4 (g7 (£(2yy) - 4 £() + 6 2(2,) - 4 £(2y)  +

+

Entao:

f(Pi’j) + f(P_i’j) + f(Piy_j) + f(P_i,_j) +

+

4 f(Po) -2 f(Pi)*- 2 f(P_i) -2 f(Pj) -2 f(P_j)



Logo:

§p4(x)dx= f(f(P)-i-l;b +E'_\ C, X X, +

i=1 i,ja1 1
Tz(n) 2(11)
A > =, 2.2 -
+ + e x + e, XX, '+
1,3,ke1 % 3% %5 IRt SFPYICHE

' %k g Cadih TXgTy) & - £(2,) |7y (n)| +

n
+Zl‘bi gxdx-o—z,. i3 Jxxdx+
=] i, j=1

Tz(n) T(n)

n
+2 7 dijks xxdx+}: eifxgdx+
T(a) 7, (a)

+£'_\ eiJS xdx+

i<} i J
T,(n)
+Z:.\ e,. J;I x, dx
e AR e
T,(n)

Como T2(n) é uma regiao simétricas

jxidxcp 5 fixjdx=0 se i/}
Tz(n) '1‘2(n)

jxixjxkdx =0 3 (xixjxkxxdx =0 ; pois i ¥ j, x, 1
'1‘2(11) T2(n)

Entao:



~36-

n n
Sp4(x)dx = f(Po)ITz(n)I +%1 ¢y Sx?dx + 2 e, jx‘i‘dx +

=l
T.(n)|nt2

T (n)

n |T2(n1n141 4 |7,(n)|n12(2) 0 5
Y2 %1 T (m)! (2n,)" + EE}J ®i3 CXE (2ny)% (2ny)
Portantos ,

. |2, (n)nt8 n s

ff(x)dx = £(2.)|7,(0)| + —GaT E{l o, hs +
Tz(n) '

' 6

|7, (n) |n12%(41) EEA |7, (n)|n12

4 2 2 2

+ (nﬁ4)! - e hl + a1 oy eijhihj + E4(f) (3)
Portantos

gf(x)dx = |7 (n)| {f(PO) + 22. o %1(-f(P21) + 16 £(p,) -
T,(n)

- 30 f(P ) + 16 £(P_ ) - £(P 21)) + %é_THIZTTZ:’ (f(PZi) -4 f(P ) +

+6 £(P) - 4 f(P 1) + £(P_y, )+ Z (£(p, 3) + f(P PR

4e in+4;!

+2(py )+ 4 £(R) -2 £(R) -2 2£(P ) -2 £(Ry) -2 f(P_J))} +

1 4 '
P3 = Il s - 325 4T

6
* : ?Li:g?-él) (22?52;51 gi(i+4§i)iz‘ (£(2 1) * f(P 1))) +



«3T7=

6
42(—n+25—l! (£, 50 * 2Py g) + £y _g) + (P y)) +

<J

6.8.n! 4 n1 B o 20
* (;4(3*»27! - 4538“2);“ )Eal(f(Pi) + £(Py)) - i ﬁ+4ni E;j(f(? ) +

+ £(P_y) + f(Pj) + f(P_j))} +-E4(f) =

|T,(n) | =
(n+d) 1 { ((n+4)(n+3)(n+2)(n+l) - 10 n(n+4)(n+3) + 96 n +

. a8=( ), & |
+ 32 n(n-1))£( ) + 4 n*‘;l(nﬁ )zExl (£(Pyy) + £(P_p, )+

. 16 Ej (f(P ;j) + f(P ) + f(Pi,-j) + f(P-i,-j)) +‘

16(n+4)(n;}) = 192 54 (£(py) + £(P_y)) = 32 20 (£(2y) + £(Py) +
4 i=1 i<y

s o2(p) 4 f(P_J))} + B (5)

Mas:
n-l n n-l n-1
a) Ef(p)-Bf(p)E Bf(p)(n-1)=7:<nf(z>)-
i< j=i+1 i=1
n-l n-1
-223 1f(P)-.-?3 nf(P)-ZZ if(P)-nf(P)+nf(P)-
1=1 i=1
= an nf(P ) - )nZ\-if(Pi)
iml i=1
b) f(P ) - n-1 n n n '
Ej 3 21?:: E;u £(py) = 1%}2 £(2,) + 1?;3 £(By) + oo+

12?1 f(P:j) =f‘.’\ (i-1) f(Pi) =ﬁ (i~1) f(Pi)
j=n im2 i=l



Analogamentes

-n \ n
¢) s £(p,) =23 nf(p,)-2% 1£(p,)
i<y i=1 i=1"

) D o£(e) =13 (1-1) £(p )
i=1

i<}

Entao:

i%j (f(Pi) + f(PJ) + f(P_i) + f(P_J)) -% (n f(Pi)'Qi f(Pi)+i f(Pi) -

- f(Pi) +n f(P_i) -1 f(P_i) + i f(p_i)« f(P_i)) =

- (1) 2% (£(r) 4 £(P,))
i=]

Assim:

Sf(x) dx = l%'i—i%)-lin—! {(n4 - 32 - 6n>+ 24) £(P,) +

F2(n) ' 2n
, 25 = 7131 - n E%I (f(PZi) + f(P_Zi)) + 16 E;)(f(Pi’J) +
+ f(P-i,j) + f(Pi’_j) + f(P_i._j)) +
, 16 (n? ; n + 6) % (£(2,) + f(P_i))} + E,(£)

ondes

B(0) = ([ () - 3y e
To(n)

é o0 erro de truncamento.
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Estudo do Erro de Truncamento

Aplicando o teorema de Taylor & fungao f(x) numa vizinhanga

de P o temoss

f(x) = (P )+ZZD (P )% +5

[js

1
* 37 f(Po) x

D, jx i%3 %t

p.

»Jok=l

1
+ '-5—i- Dijkﬁm f(Po) xi xj xk XL x

= B
e

k,R,m=l

1/: N3
D, . f x,. x, x, X, x_ x
iy i,3,k,%,m,p=1 ijk¥mp™ "1 7§ Tk "L 7m

onde:

£ = CLE. D £ LAl
Diijm —f.)xiﬂ)xjoxkaxzfaxm ¥ Y4 5kimp =laxirax'jr‘):t:kfax‘l,'f,)xmfa_x

P

e a barra significa que as derivadas de f sao calculades num ponto con-

veniente, Seja:

M= max ( l D,. f(x)l)
1yiyky2ym,p k-ETz(n) 1jkimp

Temos quet

" 1 1 3,
£(P,y) = £(P) = D,£(P ) 2n; + 35 D, £(P)) 4h + 57 Dyy,(R) 807
1, 4, 5 1 6
+ 77 Dy345%(Py) 16hy 5: D,5534F(Pg) 32 By + 7 Dyjy444T 64hy
£(p_,,) - £() D,£(P) 2h, + 3 Lp,,8(p) 402 - 55 Dy, £(P) 8n;  +
- =T 2 Dii 31 P34
1 4 1 5, 6
+ 7 Dy4335(R,) 16hy - 37 D4y 4 7(P) 3203 6! Dyiss931f 64hy
1 2 1 3
f(Pi) - f(Po) = Dif(Po) hy +% Diif(Po) hy o+ 31 Diiif(Po) hy +
1 1 5 1 =——= 6
T Dunf(P ) b3 + 57 D33114%(P0) BL + F7 Dyssaast My
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1 1 3
£(P) - £(P,) = = D;£(P)) by + 3 Dy, £(P.) hi 3 D4, f(P,) by
1 ' 5, 15— .6
sy Dyy15f(R,) B 5 Dyg333T(Po) BF + F7 Dyyyy34% By
Entao:
2,16 (2) 4,
| f(Pzi) -2 f(Po) + f(P_Zi) = 4 Diif(Po) hi + T D,y iif(P ) h
3 Dyiiiaat
£(p,) -2 £(P.) + £(P ,) = D,,£(P.) 0% + = £(®,) ng +
i 0 -4 115 (Po) By *+ 77 Dy
2 m———
* %1 Digsaaf By
Portanto:s
2 _ 1
c.; hy 27 (-f(P ) + 16f(Pi) - 30f(P°) o+ 16f(P_i) - f(P_Zi))=
1 2 _2 v .6y_1 2 _ 15—
=37 (12 D, £(P ) by = 75 Dyy4545F By) =5 D33%(R) by = 755 Dysis45t
Portanto:
6
M h
2 1 2 1 6 4 i
c;3p; =3 D33f(P) by | =155 0y | Dyyy504F 1< 155

eih4 =.lz (f(Pzi) - 4f(Pi) + 6f(Po) - 4f(P_i) + f(P-zi))’

1 24 4, 120 6y 1 4,

=37 (37 D331aT(Re) BY + 7 Dyyy549T by) = 57 DyyyF(P0Y
5 6

*or Diiaaast By

h

i
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Portanto:
L1 "
oy B 7 ) o |

Tahén

£(By )+ 2(Ry )+ 2(Ry )+ £(Ry g) - 4 £(B,) = 2 D £(R) he
+ 2D, 8(p ) hg + f% D, ,E(P) Y+ JL 7 Dys555T(R) hg +

f% Dy 55(E,) h% h J JL =D, 53 4 (P) hi i% D548 (R,) By
* 714!' Dj135% (%) hg ?14'- Dj351%(Fy) hg .') ff Dy511% (%) hy
+ 3 Diti0s hg f'é% Diss533t h? + o Disi155t b} h§ ¥
¥ é%'EZIZEIEf h] h§ + 7 D 111331 b} h§ &3l Dis5i15% ] h§ ¥
+ 2 Diagagef B4 o + Fr Digyyuaf B3 b5 + gy Diaraest By By +
* '64!‘ Disii1 : h§ 3y Dy iigaat by h§ * oy Dy 55144 ny h§ +
* '547 D13 ] h§ * '541' Dsisigit by h.?) ""6%' Dyiijii : h§ *
+ g Dsssiii : h§ + 4 Dsyiiii h;' h§ + gy Di335553% nj h‘§ ¥
* 67 Pigiasat M Bt T Pigsasst M %+ 6 Digagast PN Y
* 67 Dyygapat b5 by ¢ 34!' D3isast B3 B3 BT Pyugasst % ¢
o Tt 2+ St v T
* 4 Dyytaagt B %5+ 67 Dygianaf B By * BT Dypanagt B by ¢

2

2
J

2
J

+
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4 sz 2 4 4 T 2 4
+ 1 Djjjijif hi hj + g1 Djjjjlif hi hj

2 2,4
= 2 Diif(Po) hi + 2 Djjf(Po) hj +

4, 4 4
27 D11117(F,) By Dy355T(By) By +

MVTIRSFEF

2 — 6 —
+ Z% Dy 44%(R,) h2 3 v D i1144f by * é% Di330F Py *
[ R — 4 60— 4 .2
* 81 Diig335f B hy + g7 Dyggsg4% By By
e
-2 f(Pi) -2 f(Pj) + 8 f(Po) -2 f(P_j) -2 f(P_i) =
2 .2. 3.2 4 4
= =2 Dif(Po) hy - Diif(Po) hj - 31 111f(1> ) hJ Y 1111f(P ) hy
2 5 2 m—— 6 ) 2
- 37 Dillllf(P ) hi = €7 Dyy4444f By = 2 Ddf(Po) hj Djjf(Po) hj
25 ¢ 3.2, 4 _ 2 J .
= 37 D357 (Pe) B3 = 4T 035557 (Bg) By = 57 Dy4545%(P5) b3
S 2T 8 3 _
-5 jjja jf hj + 2 Dif(Po) hy - D4 f(P ) h + = 3! llif(P ) h{
2. 4,2 5 2 7% ,6
=27 Dy333T(Bg) BY + 57 Dy F(P) Y = g5 DyyyggyF by
- 2 3.2 4
+ 2 Djf(Po) hj Dj (P ) h + JJjf(P ) h Y Djjjjf(Po) hj +
2 5 _ 2 =—= 6 _ _ 2
+ 57 0333537 (Po) B3 = €T Dy55455% By = = 2 Dyyf(R) By
AL 4 4 5—F 2
= 77 Dy433T(Ry) By = 27 Dyi4544T By = 2 D ,8(P ) By -
- iL _ 4 s ,6
A7 033355 F0) B3 = 2 Dy3ig5t By
Portanto!
2
4 e, b £(2, ,) +£(p )+f@ )+ £(P )+u()
1) 1 1y -1y 1)) =1y=]
2,2
- 2f(Pp,) - 2f(p,) - 2f - ) =
(By) - 28(p,) - 2f(P ;) - 2£(P_;) = D,y 4,£(R)) by by +

......




2 .2 43—
4Diijj 0 ihj | " 4(6") Ihi hd iidaaa ¥

4,2 55 R I pem—
+ b hj riiigt |\4 D) {hi hj |nmmf | + b} h3|3111133f|}<

WM{ h4+hgh§}-

1 2 4 4.2 1 6 .6
ol M{hi hj fhi h;j }s 48M(hi+hj)
Tambéms

6 6 6 A '
fﬁ+xm+xp>6|xixjxkxﬂ'xmxp

Entao, integrando sobre T2(n) a fungao f£(x), dada por seu desenvolvimen

to de Taylor, temos:

T,(n) T,(n)
15 4 13 2 2
+ 4!?;1 D,y E(P )in ax + 77 (3 ?1:,‘3=1 Dyy5E(R,) | x5 x5 ax) +
‘ T,(n) i£3 7,(n)
n P —————————
N D AN Dy 3xdmp® J 1%y X X Xp ¥p WX 7
i,d,k ,Q,M,p"l
Tp(a)
1% 5 sp) (x2ax+-:3% o 2(p) (xbax +
= £(2) | Tp(n) | + 3% Dyyt(% 5"1 MY TEE! g"i x
’1‘2(n) Tz(n)
2 2
+ 2 (4, Ej Diijjf(Po) (xi x| dx) +
n)
*%‘:‘;—l* Dy jiimpt j Xy Xy Xp Xy Xp X
i,j,k,&,m,p=l JELIP

)(n)



pois, como Tz(n) é simétricas

jxi xj xk xx’dx = 0
Tz(n)

se 530 distintos em nimero fmpar, e

X; X X xzxmdxao

J 'k
T,(n)
Entao:
|7,(n)|n12 |

Sf(x)dx = f(PO)]TQ(n)l £’. Diif(P ) _TnTzW— (2hi)2 +
Tp(n) |

. B | sz(n)|n14! 4
4 E’l Dy335%(R) —(myr— (2 8y)" +

6 > IT (n)|nt 2 (2)
7 2 niijJ (Po) CYTYE ’ (2n ) (2 h ) +

14y
b D f X, X, X, X x_ 4dx =

a1 iT—:k,SZ,;n,psl 1jkhmp S g Xy X Xp Xy X, Ox

T,(n)
| 2,(n) | nt 4 0

- f(Po) | T2(11) | + (a¥2)1 E::;. Diif(Po) hy +

| 7,(n) | n1 216 n

4,

A YV ¥ E:% Dy4457(Ry) by

] T,(n) | nt 16
T Iy Daags () B 8

L5, ST
+ rai i,;j,k,zim,pal Dijkﬁmpf S i J X, xl X, x dx

T,(n)

Subtraindo este dltimo resultado de (3), temos:
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| T,(n) | 8ntn l T2(n) | 24 (4!') n

= - 2 _ 4
E,(£) AL i=1°1ihi o) > e, by
6 ' n
| Ty(n) | 2° nl | T,(n) | 4 n!
. 2 .2 *2 2
(nrd) 1 Ej i M By Y T T El Dy;£(R,) By
| Ty(n) | 16 n! n 4
* €Y - Dyy44E(R,) by +
| Tz(n)|16 n! 7, D f(P ) w2 n? 4
+ meg) T -y 1133 i 3
+ 61%”]‘ S, pe1 :I.jkﬁmpf S X Xy X Xp X X dx
Portanto:
| 7,(n) | 80t n 2 1 0
| &,(£) | (a+2)1 it R ) Dyyf(R,) by | +
| 7,(n) | 16 n! 4t n ,
4.1, 4
* (med)T — | ey By = 77 Dy4445(R,) by | +
| 7y(n) | 64 nt 2.2 1 2 .2
M ) | eqy my By - g DyyyyfR,) By my |
1 n
+€T%k,l,m,p— | 4 it | SI T B i | | ax <
(n)
. 2
| Iy(n) | 8nt M3 | T(n) | 160t 41 MSS
S T {w*2)1 180 gl hy + (n+d) 7 144 E‘l hy +
| Tz(n) | 64 nt M
)T 38 ;%53 (h + h ) +
n
+—TES e, ped j(xf_+xg+xl6{+xi+x:+xg) dx
T,(n)

Mast
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e) Z(hi+h)=2:s hi+Z'. hG-Bhn- hgi'-r

i<y 1<) i<j 9 4=l i=1

ﬁ h " Zn_’\ 6=Zn3 nh6 Zl h6-(n-1)Bh

i=1 1ul & 1al 1=1 i1

f) g(xg + xg + xﬁ + x3'+ xg + xg) dx =

1, (n)
' 6
e Y (hy + hy + By +hy+h + hp)
6 6 6 6 5 6
g) Z:l (804 16 + né + 16 + h +h ) =6n ZZ h
1,9,k dmyp=l + 9 KL i=1 T i
Portantos
| T,(n) | 2nt M ¢ | 1) | 4 nt M &
| B(0) | < (m2)1 45 E‘l M CeT Y E El B
| T (n) | 4 nt ¥ (n-1)2:1 | T (n) | nt 61 26 ¥ 6 n’
+ OIS (5+6)1 GeB1 K -
~ i=1 _ 1=1
|T2(n) | ¥ nt
=~ )T 45 ‘{ (n+6)(n+5)(n+4)(n+3) 2 +(n+6)(n+5) 120 +
+ (n+6)(n+5)(n-1) 60 + 45 0’ 26} 2:1 hg =y
i=l
T,(n) | M n! 4 3 5

|z
| E,(2) I‘W {2880n5+2n_ +96n

2, .6
+ 2520}2. h

+ 958 n” + 3144 n +

j=1 *




Observagao

Para n = 1:

2h
S’f(x) dx = —‘-1-5-1 {7f(P21) + 32f(P1) + 12f(Po) + 52f(P_1) + 7f(P_21)}+
Ty(1) |

+ E4(f)

onde:s

B, (£)] < 0,1693 ¥ 'y

que é a quarta regra de Newton e Cotes, mencionadas no capitulo 2,



Capitulb 4

Integragao Numérica e Polinémios Ortogonais

4.1 - Introdugao

Neste capitulo aprésentaremos aspectos da teoria da integra-
¢ao numérica utilizando polindémios ortogonais. Este procedimento genera

liza o método de Gauss na reta.

Determinaremos férmulas de integragao de um certo grau d usan
do N pontos, com N <L2—T%!M. Inicialmente, estudaremos o caso particu-
lar da integragao numérica no plano. Em seguida serd apresentado o caso

geral.

A fim de facilitar a redagao, introduziremos as notagdes abai

X0

R é uma regiao n-dimensional;

Pm, Pm i sao polindmios de grau m em n-varidveis;
9

o '
Qk’ Q‘k'i sao polindémios de grau < k em n-varidveis;
?
m, k sao inteiros fixados, m> 1, O s k<m e d =m + kj
se U e V sao conjuntos, U\V = {er l x'¢ v };

o(l, o(z, ceesed sao inteiros nao negativos;

Sd,n = {(dl, dz, seey, dn) I osdl + oo +dn ‘ d};

]
Lri@-)—' é o0 numéro de elementos em S 3

Chsd,a = “nrdl d,n

S, 6 um sub-conjunto de S

N n 3¢ N elementos;

d,
% é unm conjunto de pontos que sao zeros comuns de polinémios;

$N é um sub-conjunto de X contendo N pontos;




S
XN(sd,n) é a matriz Cn+d,d x N cujas linhas consistem d0%B

« o, « ofy o
1 2 n 1
(xll x21 s e xnl,,-oo, xlN x2N Y an )

onde:
‘ eee 8 of ol XK
(xlj’ x2j’ ’ xnj)e 3‘,N e ( 1 T o0 ’ é(n)'esd,n
X(SN) 6 a matriz N x N cujas linhas sao:

ol o o 4 ol o :
1 2 n 1 2 n
(xll le ooo. xnl,,..g, xlN x2N see an ) H (dl’ 0(2, ooo,“n)e SN

w(xl, Xpy eooy xn) é uma fungao peso nao negativa sobre R, tal que as

ol of
integrais X w(xl, ceey xn) xl1 cee xnn dxl vee dxn existem para todos
R
n
‘xiEB 03

I(f) == I(f(xl, cony xn))‘= Sw(xl, ceuy xn) f (xl, coey xn) dxyeeedx j

R
n

I(1)> o.

Defihdcao

n~

Dizemos que uma férmula de integragao tem grau d se € exata

para todo Qd e existe pelo menos um Pd+1 para o qual nao & exata.

Para o desenvolvimento do trabalho usaremos o seguinte teore-
ma devido a Stroud [7_].
Teorema 1

Se um conjunto de polin8mios Pm,l(x1’°"’xn)""’_
veey P L(xl,...,xn),.l;=2 satisfaz as condigOes abaixo, para algum in-
4 y .

teiro k fixo, O=< k « m:
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A.l., & linearmente independente e cada polindémio do conjunto € ortho-

nal a todo Qk(xl,...,xn);
A+2, 08 polinfmios tém zeros comuns (xi, yi) b d=1) 2y eaey N
As3. a matriz XN(Sd,n) tem caracteristica N;

t.4. para algum Sy tal que X(SN) é nao singular vales -

para cada (0(1, coey °(n) €S; ,\ 8y existem polindmios
’ .

ol ol o -4 .
l,ooo, n 1,‘0 ’ n . .
Qk,l (xlgclo,xn)’ono,Qk’l (xl’oo.,xn) taiB que.
ee e | Jv LN N J “
Ml’ ’ Mn P _4eeetQ L "n P = le xdn +
Qk,l m,1”° "k, A m, L 1 °°""n
hal 1 1
+ b xl ese X
S * *
N o‘l' ...’ “n

entao, existem constantes Ay 51=1, 2, ...y N tais que:

¢

N .
I(Qd(xl, ooy xn)) =%1 Ay Q4 (xn, Xpgr sees "ni) | (1)
para todos os polindmios de grau < 2m-l.

Prova

Consideremos SN satisfazendo a condigao A.4., entao, o seguin

te sistema linear:

-~

« o ol ol of ol
11 .nl 11 nl 11 nl
xll eee xnl Al + eee + xlN seoe an AN = 1 (xl see xn , )

< ® 5 0008000000000 HOOOOOIEOINDORINOOLENCEOOISEINOIEOEBLOIEOIOLEOENISIEOSEOENES

L4 P o o o o
1N nN 1N nN 1N nN
xll XX xnl Al + eee + xlN XX} an A.N = I (xl soe xn )

\

onde (dli’ cees o<nj_)€SN 31 =1, «ooy N ; tem uma ¥nica solugao
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(Al, Apy eeny An)’ pois a matriz dos coeficientes ¢ nao singular (pela

condicao Aed.).

o o
Assim, & férmula (1) ¢ exata para xl'1 o X " con

ol
( )’ -...dn)esN-'

Y, d

Provemos, agora, que (l) é exata para xll coo xnn com
LI ] “ ‘ [ )
(«l’ ’ n)e Sd,n\sN

Seja:

dl dn, of * « f

Tﬁ(l,...,“n(xl’.'o’xn) = Il ...In + b xl eeo xn

onde:

% *
(0(1’ ""’dn)esd,n\sn e (dl yoeeer Xy )GSN.

Neste caso:

I(Toll,...’qn) = g.oo IW(xl,ooo,xn) le’...,o(n(xl,...,xn)dxl... dxn =
R»
' n
5 ¥ ¥
i 1 n
= e e eee ene P +
S Sw(xly ’xn) (x., Y )es (le,".’xn xl x, m, 1
l LN 2 n k’n
Rn
L L ¥n
+ eee + Cxl’...’x xl eeo e xn Pm,l) dxl se e d.xn =
n
Z:l; i 1 n
= So-og W(x geeeyX ) c xl eeeX P 1 +
(\‘l,no-,xn)esk’n ’ R { 1 n xl’ovi,xn n m,
n

! g ¥n d dx_ =
+ ”.,'+ w(xl,...,xn) cxl,“"xn X" ees Xy Ppogopdxg ... dxp =

AN

i
= 0ce seeg X JC X eee X P dX. e dx +o oot
'({1,000, “‘n)€sk’n {g S w(xl, .’ n) {l’l oo,xn 1 n m,l 1 n

L B,
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! ¥ 3
+ SOOOS W(xl,ooo,xn) ] 1 XN ] X n Pm,}, dxl [N dx

‘l,uo,‘n xl n

R
n

pela condigao A.l. de ortogonalidade.

Por outro lados

le, ceey dn (xli, ceey xni) =
> i 1 ¥
= (c" “ xl oo.oxn
((1,...,xn)e Se,n 1’°°**%n

+ see + C

pela condigao A.2.

l

Pm,l (xli""’xni) +

LIERXTEY Y X3 e % Pm,L (xli’ teer xni)) =0

Portanto:
) w0 -2 (
I(TO( = (0 = A Td « X,:90009X )
17°° dn i=l 1 17°°°? n 1i ni

Logo, a férmula (1) é exata para

T ‘ LR N ]

011'.00, o(n (xl, ,xn)
e pars
o ¥ oL *
2L b x 1 eve xnn
SN d*,ooo d*
1 n

Comos

T see =

dl’ oco,dn (xl’ ’ xn)

ol * OA*
~ o
1 n 1 n
= xl eees X +§\ b « N xl ee e xn #
N d ’ cco,ol
1l n

= 0



¢Kl °‘n \
ece H « P of €
*1 Xy i (1’ ’ n) Sd,n. Sy
De fato:
o o
I (T 1l n
( dl, se ey dn) = I (xl X} xn ) +
o(’l‘ o*
+ I b X eoe xn)
S o * » 1 n
N 1’ ...,Qn
e -
) ( )
I (T = A T X +9 o0y X =
dl,...’dn i:l 1 dl’ ...,“n ll nl
* *
X dl %n dl dn
“ZA A (x eeo X . +Z b xli eee X i) =
1-1 il ni ‘g * o* n
N 1,000, n
N « « N o« ¥ ocfl
=€\1 Al xli soe xni +§:1 Ai 5 b . " xli ece xni =
N 1’...’ n
n o « d; ol ¥
n
::lZ:\l Ai xl eo e xni + I (SZ; b . " xl eee xn ))
N %, aee, %
1! ' n
Portanto:s
* *
o o0 o &
I(xloc.xn)'f'I(Z'Ab xl...xn)::
1 n . * 1 n
Sy o o
1,..., n
N °<1 dn d; ‘“:
=Z7A A, x see X + I(Z; b X eee X )
. i™i ni x 1 n
i=1 SN ol.*

l’..., n

ou sejas
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(4

1 °¢n i%) * “
I(x eee X ) = A
1l n =1

x 1 n
1 %34 XY xni

o o
¢ a férmula (1) & entao, exata para X, eee xnn, com

(4 [
Oy oeey n)ESd’m\sN.

4.2 - Integracao Numérica no Plano

Neste pardgrafo serd estudado o trabalho [&] de A.H.Stroud,no

qual & apresentada uma férmula de integragao para regices planas. Serao

utilizados resultados fundamentais de flgebra, como os teoremas de Be-

zout e Noether e fornecidos pormenores que facilitarao a leitura do re-

ferido trabalho.

Teorema 2

Sejam Pm,1 (x,y) e Pm’2 (x,y) polindmios com as

propriedades:

i) cada Pm,i & ortogonal a todos Q13

ii) Pm ,eP tém exatamente m> zeros comuns (xi, yi); i =1yeeeym”;
s

m,2

todos distintos e finitos.

Entao, existem constantes Ai s 1 =1, 4.0, m2 tais que:

2
m
I (sz_l (x’y) ‘%1 Ai sz-l (xi’ yi)

para todos os polinémios de grau < 2m-l.
Prova

Vamos verificar se as condigoes do teorema 1 sao

e entao, aplicé-lo.

seguintes

2

satisfeitas
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Temos que oS polindmios P tém exatamente m2 Zeros .

m,1
commg, portanto, eles nao tém nenhuma componente em comm, Logo, pelo

€ Pm,2

teorena e Nogther, todo polinGmio Qs quo ¢ 2ero em fodos o5 pomtos

(xi, yi) sl =1, eeey m2 pode ser escrito na formas

t

Q=0 P .+ Q

S S-m,l m,l 8-1[1,2 Pm,2

Sejam K = m(m+1) e M = m(2m+1); onde K/2 é o mimero de mond-
of
mios x y$ de grau < m-1 e M é o nimero de mondémios de grau < 2m-l. Va

mos definir a matriz'"% M de K linhas e M colunas do seguinte modos
9

as K/2 primeiras linhas sao formadas pelos coeficientes dos poling

a4
nios x yg Pm 1 © as seguintes K/2 linhas pelos coeficientes dos poling
y

x
mios x ye’ Pm o} 0 < °(+(5 = p-1l, ou seja as K/2 primeiras linhas pelos
’ .

coeficientes de

m=-1 m-1

e as K/2 seguintes pelos coeficientes de

: m-1
P o 3 X P R P o 3 ees3 X Pm,2 $ eeel Y Pm,2

Assim, as linhas foram formadas de tal modo que para cada

(¥ 96) 3 0= ¥+§ = 2m-1; os coeficientes de x¥ y6 em todos os polinf-

mios
fv y@ Pm,l € xu y@ Pm,z
OCOrreﬁ na mesma coluna,
Esta matriz‘ﬁK’M tem caracteristica K. De fato, se Tk’M tives

se caracteristica < K, entao, uma combinagao linear das linhas de 'WK y
y
seria o vetor nulo (com nem todos coeficientes na combinagao linear sen

do nulos); ou sejat

«x. B o, P o, B
’ r ‘r 1 1
X y' Pm,l + eeve +Xr X y Pm,l +Sl \]c y Pm’z 4+ eee +



+ 6 Xy Pm,2 =0 ou seja

°/1 B1 t){r (br
Xy

+...+B’rx yO)P oo+

o P d

1 "1 _r 'y
+ (51 X T F T 4 eee + Xr x"y ) Pm’.2 = 0

Portanto: e Q nao simul=

P + Q P =0 com Qm-l m-1,2

Q'm---l,l m,1 m-1,2 "m,2
taneamente nulos. Portanto:

21

Como Pm 1 © Pm 5 nao tém componentes em comum, para valer a igualdade
9 1

Q

deveria conter as componentes de Pm as componentes de

,2 ¢ 910

tém grau no méximo m-1l.

m"'l,l

Pm,l s absurdo, pois Qm-l,l e Q‘m-l,2

Assim T(K M tem caracterfstica K e portanto, existe pelo menos
’
uma sub-matriz de TfK M de ordem K que € nao singular. Seja ‘"K K esta
’ L .

tal sub-matriz. Vamos definir:

Sy = {(e(,@) | s y(b é um mondmio correspondente a uma coluna de I”K K}
1 4

=

S-M-K = {(o(,?a)|x°‘ y(5 é um mondémio correspondente a uma coluna de

’n’K,M mas nao de TrK,K}'

Portanto, 5, contém K elementos e Sy . contém M-K = m(2m+l )=

~-m(m+l) = 2 2 +m =m> -m = m> elemsntos, Sejat

. 4 oy B
1 yl eeoe X 2y2
m m

= (ec,(’:)esM_
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e verifiquemos a condigao A.3., do teorema 1, ou seja, verifiquemos que

X(SM_K) é nao singular.

Assunimos que X(SM_K) ¢ singular, Entdo, existe uma combinas

¢a0 linear de suas linhas que & o vetor nulo, isto &

o b o R o 2 B 2 o 2 p2
1 N 1 N n° Vm Wy _
‘l(xl yl”...’ X 2 y 2) + oeo0 +X 2 (xl yl 9 ooy xg Yy 2)-—-0
m m m m

n

Portantos
o ® o 2 B2
1 1 m m
(4 of
ioxl ‘Zl 2 2
1 mz n + eee + x 2 X 2 Yy 2 = 0
m m m
Sejas
o P C o, 2 P2
1 1 m m
sz-l_ = \‘l X Yy + o0e + \‘mz X Y % 4]

que é um polindmio de grau =< 2m-l, pois x* y@ pode ter grau no méxi-

mo 2m-1 desde que (™, () € Sy_g* Como

2
sz_l (xi’yi) - 0; i - 1, coey m,

~

pelo teorema de Noether existem Qm 1.1 © Qm tais que
-1, -

1,2

+ Q P (1)

Q'2m-1 = Qm-l,l Pm,l m-=1,2 "m,2

cujo lado direito de (I) representa uma combinagao linear das linhas de

'Wk e Como'"'K K é nao singular, (I) deve conter pelo menos um mondémio
? 1
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¥ e
X y@ que corresponde & wma coluna de ﬂk P 0u 588y ng‘l deve confer %
' ;

nondmios xu yb on (V,B)GSM_K, o que & absurdo, Dal, X(SM_K) ¢ 180
singular, - |

Provemos, finalmente, a condigao A.4e 10 teorema 13

para cada = ye’ fixado, (%,P )€ SK’ devemos provar que existem Qm-l,l

e Qm“1’2 tais que

' C w X GB o g
%e1,1 Pog1 t Y1, Tp2 t XY+ SB b Ty (11)
M=K ﬂt*O &*
Sejam:
Q = C + CopnX .t O Y + e0e + 0 ym'l
m-1,1 ~ %11 T %12 " %13 T 1.§
Q =0, +0,.X+ 0,7+ see + 0 i
w-1,2 - %21 ¥ %% T Cag¥ T ete * Ok
e 7
P = 8 + 8. X+ 8.7+ 000 + 8 ym
myl = %00 * B10* * 8p¥ ¥ " %on °
v n
Pm,2 = boo + blox + b°1y + s00 + bom Y
Entao:

b

(013800 * ©21%007 ©11210 * ®12%00 * %21P10 * ®22%007 ***) =

.‘* ﬁ* 1, 000)

= (0, es oy 0, 1' ,0, ooy 0, sovcy b

e notemos que resolver (II) é equivalente a resolver:

onde
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cC = (Cll, seey cl E_' 021, evey C K) ’
2 °2

)
e = (0, sy 0’ l, 0’ seoy 0, coey b * %9 coc) H

o, @
I O O VA, R
o) aoo 0 alo 801 0] ecveee
TfI{’M= P 0O 0 OO0 PVOOOOOLOCO OO OSSO OOOEONIESOIEOEPLOLIEOEOEOSIEOEOOOPOEONOINOPOPLOEPOBOEOLDS
b0 P10 Por  Pap  Py1 Ppp eeree
0 bOO 0 blO b01 O oseeoee
Além dissos
ol¥ *
xd y@ +'Z:L b * * x ¥y g
Sy X0 @
é tal que o0s elementos de SK sé aparecem em x“ y@ e 08 elementos de
SM-K 86 aparecem em
ol * @*
ZL b o G>* x ¥y
Syu-x ’
e oomo'ﬁk’K e nao singular, podemos determinar o vetor ¢ resolvendo o
sistema linear:
ﬂT c =ce
K,K
onde e é escolhido convenientemente do seguinte modo: se x“‘ y@ corres=
ponde a iésima coluna de T » entao, tomamos e como tendo seu iégigg_g

K,K

lemento a unidade e os demais elementos nulos. O vetor solugao ¢ deter-

mina Q . Deste modo calculado ¢, entao,

n-1,1 © %p-1,2
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Qm-l,l Pm,l * Qm»1,2 Pm,2

terd a forna (II),

Observemos que para construirmos férmulas de integragao usane

do o teorema 2, devemos escolher convenientemente os polinfmios P e

myl

Pm X 0 teorema seguinte vai mostrar que muitas vezes podemos usar Pm 1
? ' ’

e Pm 2 como sendo os seguintes polinbmios:
?
= PB0 _ B
Pm,l = Pm = X + Qm-l,o (x9y)
e
_ pOym _ m
Pm’2 = P = y + Q‘m-l,m (x’y)
Teorema 3

A m, 0 o,m _~
Os polindmios P’ e p ’ nao tém nenhuma componente em comum

2 ~ .
e seus m- zeros comuns sao finitos.

Prova
P10 o,m ~
Supomos que e P tenham uma componente em comum, entag,
’O - O,m - . =
" = Pu’1 Pv e P = Pu,2 Pv H com u + v=m
Assim:
P = + X + + +a . X 4 + a v
u,1 = %00 T 810 Y Boa¥ T et T By ere Ay Y
P = b + b, x+ D + +b . x* 4+ + b U
w,2 - Y00 * "10 oy * e ¥ P cer F 0oy ¥
v

= 0( °l eoe o‘
P + Niox + oYt +

v
v OO X + o0 +do y

vO v

Temos que:

(111)
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m .
=¥ * Q1 (Iv)

Além disso:

PR ea bt a0 )1 4t (o b b b

+ (aou o(v‘o) yu TR (aOuo(Ov) yuw (V)

u+v u v
Pu’z Pv = boo doo + eee + (buo O(VO)x + ee0 t+ (buo dov)x Y + e '+

(b ol ) ¥ X # eee + (B utv (vI)

Ou vO Ou.dOv) y

Por (III) temos que o coeficiente de x° = 1, portanto,
o .

a0 %0 =1 =>a, £0 e o # 0.

Por (IV) temos que o coeficiente de y" = 1, portanto,

bOuoéoV=1=vb0u;4o e o&OV,éo.

Logo, por (V) terfamos que o coeficiente de x" yv, 2.0 %oy # 0, mas co

mo P . P = p™°

u v
0,1 Ty y X Yy deveria pertencer a Qm-l,O’ o que &€ absurdo,

pois, Q é um polindmio de grau m-l.

m-l’o

m, 0 O,m ~ .
Supomos que P ' e P’ tenham um zero comum nao finito, en-

-

tao, as coordenadas projetivas de tal ponto tém a forma (u, 2, 0). Como

o] m o,m
PP = x" 4 Q ’

m

° P m-1,m

temos que u" =0 ; A™ =0 e portantou =0 3 A= 0, Logos (u,2A,0)=

= (0,0,0) que nao define um ponto no espago projetivo.

Teorema 4

oy O Oy _~ .. ~
Se os m? zeros comuns de P’ e P ' sao distintos, entao, es

tes pontos podem ser usados como pontos numa férmula de integraggo de
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L}

grau 2m-1 para R, e w(x,y).

Prova

Se os m° zeros comuns de P™*° e P°'® gdo distintos, entao, es
tes polinémios satisfazem as condigoes i) e ii) do teorema 2. Logo, e-
xistem constantes Ai, i1=1, eeey m2 tais que:

2
m
I (sz_l(xly)) =§:l Ai sz‘-l (xi,yi)

para todos polindmios de grau < 2m-l e onde os (xi,yi), 1 =1ye0ey m2

- m, o o,m
sao 0s zeros de P e P,

F de grande interesse prdtico notarmos que quando os poliné-

o,m

mios do teorema 2 sio os P?° e P entao, o conjunto S pode ser to

M=K

mado como sendo:

stK=<|l(o(9(ﬁ) lOSoés m-1 3 Os@Sm-l}

De fatos

Notemos que a sub-matriz T, . de W, . cujas linhas sdo os coe
K, K K M 2

ficientes de
of Q Ju,0 o B L0,m
x y- P e x yv P
exclufdos os (%,5) tais que O< ¥<m-1 e Os< §J <m-l é nido singular.

Temos que:
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- —_
1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 Ovverne Dnnenn 0 0 povvne 0

um.l'o 0 l o 0 0 0 0 0 0 0 0 (NN R NN 0 [ARE RN 0 0 (AN RN 0

no'm_lo 1 0 0 0 0 0 0 0 O vrvine Ovrvnne 0 0 vininn 0

82,0 0 81,0 ®n2,1 © 0 1 0 0 0 0 0 vieees 0 veeses 0 0 4reuas O

am.l,o aO'H'l 0 0 1 0 0 0 0 o}uoco (YT YYYITR

ao,mfg 0 0 al;m.g aa’m.l 0 0 ? 0 0 0 vevene 0 veven 0 | 0viieea 0

L B R R R R N N N N N N N N N N R Y N N R NN NN NN R RN RE NN NN NN Y]
.o
a 0 V] Y a a
1,1

2,0 3,0 2,1 1,2 "] 0 0 ceeveo l eesaes 0 0 4veees O

R R N R R N N R N N N N N N R Y N R RN Y NN RN

0 ao,l 0 0 al,l ao'z 0 0 0 . 52'1 51'2 ao,}"" 0 4eessel 0 4veese O

0 1 0 0 V] 0 0 0 0 0 (V] O 4oeeee 0 saveee O O veenss O
0 0 0 b [+] 0 0 0 0 0 0 teeees 0 vesses 0 0 4sueea O

m-1,0 (

0 b 0 0 1 [+] (o] 0 0 0 O sveses O sevees O 0 4eeses O
oym-1

bm-z,o o] : bn-l,c bm-2,1 0 0 ° 0 0 1 0 . [+] seeses O toeses 0 0 4svese O

4] 0 . 0 bm-l,o bo,m-l 0 0 [+] 0 0 1 O tosvee D veeees 0 0 seueee O

0 b 0 0 b b 0 0 0 b 1 toeeee 0 veveea O 0 0sueee O

0,m-2 1,m-2 Co,m-1 2,m-2 Y

...!'-l.'ltnlt..-.lt..lo-tnll‘l00-"(0.00-.!'.-.'0..'..l'lll‘l..ll.l.lllootOl.l..‘l'OlIOOOOOQOIOOOIQOQQIOI....

bl,o [] h2,o bl,l 0o . 0 b},o bz,l b1,2 0 0 0 voveee O veeees 0 1 cveese ©

ulw-.l..a‘onntc.--00--..-c-oootloacl"-o-uca.o-vo.tc-o.clo:n-ll--nollnlccooolt-ooooa..lo-otaoaaoao'lchna'olto

0 bo,l 0 0 bl,l bo,z 0 0 0 b2,1 bx,z bo;B"" O soeese O 0 seseesl
ondet

»0 -2 L2 m=1 -1 ]
P = 8 t B X tBy Y HB X 4ay X hag, Y+t &n-1,0 x + eee + ao’m_ly + x
0,0 . . 2 ’ ‘ 2 m-1 m-1  om
P bOO + blO X + b01 Yy + b20 x ‘+ bll Xy + ’b02 Y 4 eso ¥ bm-l,o x + eeo + bo,n-ly ' +y

Faiendo troca de linhas na matriz ﬂ} X' chegamos & uma matriz 7; X triangﬁlar inferior, cujos elemen~
id ’

tos da diagonal sao todos iguais a 1, ou sejas
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1 0 0 0 0 0 0+ 0 0 0 0 0 verene 0 veveee 0 0 vveres O

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 eveses 0 eeneee @ 0 4vvuns ©

“m.]'o o 1 o0 0 0 0 0 0 0 Qe D 00 gnaen Q!

1 0 0 0 0 0 0 0 0 veveie 0 veeees 0 0 uvnenn 0

o,m-1
n-1,0 © 0 0 1 0 0 0 o 0 0 0 voviee 0 vevnes 0 0 veenes O
0 oyme1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 vivees 0 areaes O 0 veeses O
8,-2,0 0 ®n-1,0 "n-2,1 © 0 1 0 6 0 0 0 veveee 0 cevera 0 0 ceeenn O

Y o 0 0 1 0 0 0 0 seevee 0 ¢evvee 00 0 ¢veves O

nm-l,o ao,m»l 0

0 0 1 0 0 0 soseee O svevee 0 0 suveee 0

n1.m-2 ao,m-l 0

bn-z,o 0 bm-l,o bm-g,l Y Y 0 0 0 1 0 0 eoneee 0 veveee 0 0 veveee O

0 0 0 %ae1,0 Po,me1 © 0 0 0 0 1 0 cieies 0 vereee 0 0 cearen O

0 b 0 0 b

0,2 0 0 b 0 1 eepere O aeenne O O 0vvena ©

»
1,m-2 o,n-1 0 2,m-2

LR R R N N N N N NN R R N R R A R RN RN

1,0 0 82,0 °1,1 0 0 6},0 52.1 al'z 0 4] O covere 1l s0seees 0 O vecres 0

L N N N R R N R R N RN R NN YRR XN

0 0 a

1,1 0 0 . 0 a

2,1 @

eioe O esviesel 0 veseee O

0,2 1,2 %,3

0 b b [] 0 b b

1,0 : 240 1,1 3,0 2,1 b

1,2 0 0. O eeesee O coveee 0 1 4eeese O

L R R I N N N N N R Y RN R R R R RN R R R R RN

0 b 0 0 b b°'2 0 0 0 b2.1 1,2

b b :... O seveee 0 0 ceenne l
0y _

L_ 0,1 . 1,1v

Logo, o determinante de ﬂk X serd + 1 e portanto, T é nao singular.
] - .

K, K

Assim:

su_x‘ -{(d,(b) | 0s L g1 ;. 0= <m-1}
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443 ~ Caso Geral NS, cano

Para uma dada regiao Rn»e um dado grau d vamos apresentar dois

teoremas para construir férmulas de integragao. 0 primeiro teorema & um

dos mais recentes resultados de A, H. Stroud [9] e de grande valor ted-

rico. O outro € construtivo e generaliza o teorema 2 deste capituln~.Por
tanto, nosso maior objetivo € discutir este segundo método, que se ba-

seia no trabalho de Richard Franke [10].

Teorema 5

Sejam 0s polindmios Qd,j s =1, eoey K satisfazendo as con-

digOes seguintes:

a) os Q sao linearmente independentes;

d,J

(d + n)

c) os Qd,j tém N = n

- X zeros comuns, ¥ = { Vi l k=1,...N}

d) todo polindmio Qq que é zero em todos Vi pode ser escrito como uma

combinagao linear dos Q

d,J°
Entao:
a') os v, podem ser usados como pontos numa férmula de integragao
| N
I(f) = Z:l A £(v)
de grau d4;

b') a matriz X, (S, _) tem caracteristica N.
N d,n
Reciprocamente, consideremos o conjunto de pontos

%N={vklk=l, o0 ey N}

"satisfazendo as condigdes a') e b'). Entao, existem polinémios



wbb=

: .=1 e e K
Qd,J 3 J ’ ’ .

tais que as condigOes a); b); ¢) e d) valem.

Lema 1

Sejam Qd,j $ J =1, «eey K satisfazendo a) e ¢) do teorema 5.

Entao, as condigoes d) e b') do teorema 5 sao equivalentes.

As demonstragoes foram omitidas, pois, sao encontradas com

bastante pormenor em [9].

A seguir, pascaremos & discussao do resultado principal, de-

monstrando antes o seguinte:

Seja

" ,2m=1 + n m-l + n
N=(""," )= (T 7 )

o nimero de pontos que utilizaremos, entao:

Lema 2

N < mn, para n,m > 1

Prova

Sen = 1,2, temos N = m". De fato:

N (3™ -(])ant-n"

N=(2m2+1)-2(m;l)=m2=mn

Sem =1, entdao N = m" = 1. De fato:

NI oa(P2)a1-1 0"
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(2m-l + n)

Denotemos n

m-1 +n
("7, ) por N e fagamos a prova

por induggo sobre-n, Supomos que vale para'n = k, ou seja Nk:s mk e pro

k+l

~ vemos que N, . <. mesm .

k+l
Temos que:
_ (2m=l+k+1 m-l+k+ly _ (2m+k)! k+ m+k ) !
Neqp = ( k+1 ) - (k1) ( k+l - ) = (2m=1)! (x+1)! ~ (m-1)! (k+1)] °~

(2m+k ) (2m+k=-1)! N =(k+1) (m+k) (m+k=1)!  (2m+k-1)!(km+m-km+m+k )
(2m~1)! (k+1)k! (m-1)" (k+1) k! ~ (k+1) (2m=-1)! k!

(m+ie=1)1 (mic®-mic-k®smkc-mek-mk”-mk) _
TONCSNET

+

]

m(2m+k-1)! mk(m+k=1)! (mk-m-k) (2m+k-1)! . (mk-m-k)(k+(m+k-1)!

(2u-1)1kl = “(w-1)Tkl = (k¥1)(20-1) k! T kel (m-D)! k!

i

- m ¥ - BBk { (2 1) - (k) () }

Semk=> 2 = mk - m -k = 0, Também (k+1) = O. Assim, se

provarmos que:s

{@mkl)_(kﬂ)(mkd)}zo (1)

. o Y a ' »

teremos que Nk+1 m Nk =< 0, ou seja Nk+l <n Nk Provemos,entao, (1')
Seja

g - {CPE e Y -

= (2m+kn1)(2m+k-2)...(2m)-(k+1)(mfk-1)(mfk-z)...(m);

n ‘{(2m Leky (m-l+k) } } mE;T-k {(2m+k 1y - (k+1) (m+k 1y }.,



wbB =
e mostremos, per indugao sobre k, que Hkéb O

H1=2m-2m=0

Suponos que Hxé 0, entaos
Hy,p = (2m+3) (2m+l-1) oo (2m)=(1+2) (mn+l) (m+L=1) oo (m) =
= (2m+l) (2m+2-1) ... (2m)-(R+2)(m+l)(m+R-1) ove (m) +
+ (2m+) (2+1) (m+l=1) ooo (m) = (2m+2}(9.+1)(m+£-1)' eee (m) =
= (2m+)) {(2m+9.—1) vee (2m) - I(2+1_) (m+d-1) ... (m)}+
n {(zmx) (L41) - (L+2) (m+l)} (@+§-1) ... (m) =
= (2m+}) Hi + ((m=1)1) (m+,0,-1). (m) > 31 >0

Portanto:

Teorema 6

Sejam Pm'i s 1 =1, ...y n polinfmios em n-varidveis satisfa-
1

zendo as condigoOes seguintes:

i) cada Po,i é ortogogal a todo Q _.j

. " n nj’
ii) os Pm 4 tém exatamente m zeros comuns, Eu={vj ! J =1, eoey m }
, .

todos dos quais sao distintos e finitos.
Entao, existe um sub-conjunto ‘EN = {uk | kK =1y eeey N} de
¥, onde:

2m-1+n
N o= (P

(m-i+n)

e existem constantes Ak’ k =1, eesy N tais que:



-69-

para todo Q2m-l'

Prova

A prova consiste em verificar que as condigoes a), b), c) e

b*') do teorema 5 sao satisfeitas, com d = 2m-1.

Consideremos os K = n (m-i+n) polinémios:
°<1 dh
e 0 ’ i = oo 0 H d o0 0 '
Xy X Pm,l 7 1 1, a5 ( 1? ,Mn)e Sm-l,n (2')
Assim, estes polindmios sao de grau < 2m-1 e serao os Q do

dyJ

teorema 5,

Como cada P . é ortogonal a todo U1 =

9

.o

dl oly
gw(xl,...,xn)xl aooxn Pm’i(xl,o.a,xn)dxlooodxn =0

n
Vi =1, co 0y n

Logo, a condigao b) estd satisfeita.

Verifiquemos, agora, que os polindmios (2') sao linearmente
independentes. Supomos que uma combinagfo linear nao trivial dos polind

mios (2') € identicamente zero:

n dl dn
I AN DX nr P s =0

i=1 (dl...,an)e sm_l,n

(3')
Consideremos o sistema de equagoes homogéneas, onde os ti sao

incégnitas:
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n
2 a
i=1

0 3 (« (4')

1, o.o,o‘n) € S

t, =
(dl".., dn)i i m-l,n

ou seja:

-

t =0

2(0yeeey0)l bt 8 (0y00e,0)2 By +oeee t 2(0y40050)n 'n

G C0 2020000000000 000000000000000060000000000008000080000000000000s00

=0

®(0yeeuym-1)1 bt 80, neum-1)2 Y2t 0t T 86, L me1)n Bn

que € um sistema de (m-i+n) equagoes a n incégnitas e nao todas das e-

quagdes sao triviais, por hipétese.

Assim, existe um conjunto de ndmeros arbitrariamente pequenos,

{%i 3 i=1, eou, %} tal que t, = 81 nao é um conjunto solugao de (4'

De fato, como nem todas as equagoes de (4!') sao triviais, e-

xiste pelo menos uma nao trivial, para esta fagamos o seguinte:

se nao existisse ‘{Ei s 1=1, «.., n:} de modo que para t, = Ei ae

quagao considerada & nao nula para Si arbitrariamente pequencs, entao,

para todos valores arbitrariamente pequenos de tl’ t veny tn a equa-

29
¢ao em questao seria satisfeita.

Em particular ela seria satisfeita para tl arbitrariamente .-pe
queno e t2 = t3 2 hee = tn = 0, Deste modo, o coeficiente de tl na equa

¢ao considerada seria zero. Repetindo o raciocfnio para t2,t3,...,tn te

riamos que os coeficientes de tz, .y ecey tn seriam nulos.,

3
) .
Vamos escolher o conjunto dos menores Ei s tal que o conjunto
dos polindmios Pm i 61 3 1 =1, ¢.s.y n tenha exatamente n” zeros co
?

muns Zj ;5 3 =1, «es, m*, todos quais sdo distintos e finitos. Tais

8; s podem ser escolhidos usando o Teorema das Fungdes Implicitas.

Seja:



yl = Pm’l (xl, ooy xn)
y2 = Pm’2 (x1, sy xn)

4 (5)

yn &= Pm’n (xl, scey xn)

\

Temos que, se (xlj’ Xps0 oo xnj) é zero comum dos Pm,i = o0
jacobiano J (Pm,l’ coey Pm,n) (xlj’ coey xnj) #0 =y, de (5'), que po-

demos tirar X1y eeey X em fungao de Yy eeey ¥, nas vizinhangas de

(x‘lj’. coey xnj) e de (0y seey 0), (ver [11]).

’xl =\?lJ (yl, sy yn)
x2 = LP2.j (yl’ o0y yn)

90 ¢ Q0B P00 OB IR NOAEESNEOSEOSEINPRYS

*n =Qus (e ees 3y)

Considerando 81’ 82, ...jﬁh&n arbitrariamente pequenos, entao:

/

Lpzj (819 oy En) =.C2.j

0 0 0 009005 S 080009 SIS OSIOS

(€

...,En)='C.

tpnj 1 nj

e portanto:

1= Pa,1 (Fpye eees Tpy)

22}
i

® 0 0 008 000000 OGOOLIOOEOSIECEOIEEOEDPINTPOOLIDOIN

e =P _(CT

n m,n

1j’ O.., znj)
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Procedendo-se desta maneira para J = 1, «es, n® temos ques

P . - 8 H i-= l, seey N

tém m" zeros comuns distintos e finitos. Como (3') & identicamente: ze=

~ ; n .
ro, entao, € zero em todos os C 3 J =1, «eey m; ou sejas

J
B oo TSy )
a . ooot P . )= 0 =¥
i=1 (ozl,...,ocn)esm_l,n (% peeey ot )i zlj ny B A
bo! ,,(1 ol
(2. 8 Tyy +oe 030 €y

(°‘1""' o(n)i

i=l (dl’...’°<n)e:sm-l,n

Portanto:

tl 1°

m-1
(2(0erupoir * 8(1y000y0)1 13 ***Cng *ote* 20,00 yme1)1 tl;j”'c )€y

zm'l)ﬁ +

o
C +...+ a 2

1
+(a(o,...,o)2+a(l,...,o)ztlj"' nj

Co
(O,...,m-l)Z lj...
R R NI mmNmIImmmmmmmmmmmnmmnmnmmmmnmnonmnmnmnmnmonmnmmmanmnmnmonoonroyys

'Cl ... 0 me-l

+("”’(o,...,o)nﬂ"(l,...,o)n 1j g Feeet 8'(o,...,m--l)n-z"l;j'“zn;j )5 =0

Portanto:

E + 8a

a(o,...,o)l.sl, B (0yeeey0)2 (0yeesyo)n En +

+(a + vs0 + 8

1 o]
En)cleC.t

(1,...,o)1 1t 31,...,0)2 E2 (1yeeey0)n nj

+‘..0...Q......C'....'.......l......l....................I.l....’..‘.""

8 +a e )C oo;cm-l =0

+"'+a(o,...,m-l)n nj

+(@(oy0enyme1)1 E1%%(0,.. . umt)22

(61)

Seja:
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n of. ol
a 8 ) xll ) xnn
(9(1,000, O(n)GSm_l’n i=1 (dl',ooo’ «n)i i

Q .= 12X

m-1

Entao, por (6'), Q,.; e snula nos pontos tj 5§ =1ly...m .

Pelo teorema de Noether, um polinémio nao nulo que safisfaz

tal condigao deve ser de grau no minimo m. Logo, Qm 1 = 0 e nportanto,
o o -
o coeficiente de cada xl1 ces xnn é zero, ou sejas

n
A a £E. =0

isto implica que os 51 satisfazem (4'), o que contradiz a escolha dos
Ei; assim os polinémios (2') sao linearmente independentes. Portanto, a

condigao a) est{ satisfeita.

Desde que 08 polinémios (2') s2o linearmente independentes, e

xiste um sub-conjunto S, de S tal que pelo menos um = mondmio
n
xl ese xn ’ onde («1’ evey dn)G.SK

near nao trivial dos polinémios (21).

aparece em qualquer combinagao 1li-

De fato; consideremos a matriz BK ocujas linhas sao os cog
? .

K+N
ficientes dos polinémios:

L d

dl “n :
L] os o oo
X" eee Xy Pm,i ; 1 =21, eeey n 3 (l’ ,o(n)esm_l,n
Como tais polinémios sao linearmente independentes, entao,
BK K+N tem caracteristica K. Assim, existe uma sub-matriz nao singular
9
Bk, x 4 By pane

Seja,SK o conjunto das énuplas correspondentes aos mondmios

agssoclados com as colunas de BK K
9

Entao, qualgquer combinagao linear nao trivial dos polinémios

(2!) corresponde a uma combinagao linear das linhas de BK,K+N'c°m° BK,K

Y



~T4=

é nao singular, um elemento correspondente a alguma coluna em BK K é
y

nao nulo, assih, o coeficiente do monémio associado com tal coluna é

existe,

nao nulo na comb;nagio linear dos polinamios (2'). Portanto, SK

Sejas

Sy = {(“1’ reer® ) € Sopan | (s eeen®y) ¢SK}

Consideremoss

- ]

x°‘11 1 gt Sal 11 ol

11 nl 12 n2 lmz n mn

X(SN)- @ © G 0060008 P 0G0 OV O 0OV GV SOV POIBSLBSBOLOEOLIOSEPLOLEOLEOEOLODPDILOOLEOOIOGOEOETOTDVOPOYS
< 1N x nN x 1N x‘nN < 1N <

11 nl 12 n2 lmn n mn

e —

e supomos que tenha caracteristica <«<N.

Assim, existe uma combina.qao linear nao trivial de suas li-
‘nhas que é zZero, ou sejas

ol. o« «

o{
11 nl 11 nl
a (x eee X seey X eee X ) +
(dll’“"dnl) 11 nl’ 1m® nm"
of ' o of of
12 n2 . 12 n2
o0 LN ) [N ] + o0 +
+ a(“12,...,<>(n2)(x11 *n1 ? ’ xlmn xnmn)
o o ol o
nN 1N nN
+ a(ollN, ceey drm) (xll Xy xnl 9 oo xlmn Xy xnmn) . 0
Portanto:
o/ of ‘
- 11 %m 1N %N

a(,,(ll’..", Q(nl) xll oooxnl +ooo+ﬂ(ﬂN’...’ JnN)xll ese xnl = 0

< G S 0000000800 E PP OSSOSO 00000PLOIBOOESIGEOIEEIOIIOICEOCECEOIOCTEDPONOLOEOIGOSEPOCEOIOBDOIOTEOEOSEIPOIOIOGES

o ol of | o
11 nl , 1N nN .
a X seeX +o0ets X eee X = 0
CSPTRTTIIL D R da | R CITTRTTL ) AT T

\
(7")



Seja

JAN o o«

a8
Jl, ,..,o‘n)e SN (0(1’ ecey dn) xl eee Xn

sz-l = (

Por (7'), temos que Qp.1 € anula em cada Vi =(Xqpreeey xnk);
k = 1, eoey mn.

Logo, pelo teorema de Noether =p

Q P +Q P + eee + Q (81)

2m-1 " Qm-l,l myl m=-1,2 "m,2 m-1l,n Pm,n

0 lado direito de (8') & uma combinagao linear dos polindmios (2!'), lo-
go, como j4 vimos, contém um mondmio correspondente a um elemento de
SK; mas, Q2m-1 tem somente mon8mios correspondentes a elementos de SN;
o que € uma contradigao. Assim, X(SN) tem caracteristica N,

Seja %N um sub-conjunte de & = 7 | =1, ..., mn}tal que

XN(SN) é nao singular. Entao, XN(S ) tem caracteristica N. Logo, a

2m~1,n
condigao b') estd satisfeita.

Como %N é um sub-conjunto de % , & condicao c) estd satisfei-

té, para os ponios de QN.



Comentdrios Pinais

Com a finalidade de ilustrar as férmulas de integragﬁo obti-
das nos capftulos anteriores, alguns exemplos serao apresentados. Sao,
também, verificadoé os erros de truncamento, por comparagao dos cdlou-
los aproximados por meio das férmulas de ihtegragﬁo e do cdlculo exato

das integrais.

Exemplo 1

Consideremos T2(2) o complexo de vértices (0.3,0) 3 (0,0.6) ;

(-0+3,0) e (0,-0.6) e vamos calcular o valor aproximado de:

S(y4 +10 x° y2 +5 x> y - 20) dx dy

usando as férmulas de integragao estudadas neste trabalho. O valor exa

to da integral, a menos de erros de arredondamento, €:

g(y4 +10 2% y% + 5 x° y - 20) = =7,195596
T,(2)

a) usando quatro vezes a regra do Trapézio, obtém:
-7,184444  (vide programa (1))

cujo erro de truncamento é: 0,011152

b) pela regra de Simpson:
-7,192223 (vide programa (2))

cujo erro de truncamento &: 0,003373



¢) pela regra de ordem 4, a integragao numérica & exata.

d) usando férmula que utiliza polindmios ortogonaiss
-7,199028 (vide programa (4))
e o erro de truncamento é: 0,003432.

Pode-se, entao, notar que os resultados numéricos alcangados

por meio das férmulas de integragao numérica miltipla sao muito bons.

Exemplo 2

Cdlculo de uma integral eliptica

Para esta fungao, a integral € sempre feita aproximadamente,

nao existindo uma férmula fechada que exprima sua integral.

Serd apresentado abaixo, o valor de uma tal fungao por método
numérico, com uso de polin8mios ortogonais.
1. /41
dx dy

1 -1\ (2x?) (22 %)

= 2,254407  (vide programa (4))
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INTEGRACAO NUMERICA CUM PULINOMIOS ORTOGONAILS

M= 2

VETOR X , .
0.57735006 00 0.5773500E 00 -0.5773500E 00 -0.5773500€

VETOR Y
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0.5773500E 00 ~0.5773500E 00 0.5773500E 00 -0.5773500E 00
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VALOR DA INTEGRAL =0.7199028E 01
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VALORES DE G

0.5636017€ 00
0.5636017€E 0O
0.9636017E 00
0.5636017kt 00

VALOR DA INTEGRAL 0.2254407E O1
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