
UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO
INSTITUTO DE CIENCIAS MATEMÁTICAS DE sÃo CARLOS.

TRABALHO DE MESTRADO

INTEGRAÇÃO NUMÉRICA SOBRE

ESPAÇOS DE DIMENSÃO n »1

MARIELZA JORGE FAVARO

Orientador :

Prof. Dr. ODELAR LEITE LINHARES

SÃO CARLOS
1973





Agradecimentos

Ao Professor Dr. Odelar Leite Linhares pela orientação do re—

ferido trabalho e amizade demonstrada.

Ao Professor Fernão Stella de Rodrigues Germano que gentílmeª
te me ajudou na parte de programação dos métodos.

Aos Professores Dr. Mario Rameh Saab e Dr. Nelson Onuchic pe—

lo incentivo durante todos estes anos.

A CAPES e ao CNPq pela concessão de auxílio para a publi—

cação do trabalho.



Numerical Integration over Spaces of dimension na 1

Marielza Jorge Favarº“ Adviser: Dr. Odelar Leite Linhares

Abstract

The purpose of this work is to discuss methods to calculate
approximately multiple integrals. The approximations are. of the form

' N

í..ní w(xl,...,xn) f(xl,...,xn) dxl ... dxn-ZZs Aif(vli,...,vni)i=lRn

and are of a certain degree d.

Integration formulae for simple regions 'like simplex and

complex are presented which generalíze the one dimension Newton-Cotes

formulas. Many of the existing generalizations of the Newton-Cotes
gn+d2!formulae use a number of base-points N = n' d' whereas those discus-

gn+d2! .sed use mostly 'N<: and are numerically better as analagousn! d!

results are obtained with less base—points.

Integration formulae using orthogonal polynomials are also
.discussed which generalize the one dimension Gauss formulae. The result
"of A.H.Stroud [Q] gives a necessary and suficient condition for the
common zeros of a set of polynomials in n-variables to be used as base-

points in an integration formula.
|

The main result of this work is the R. Franke theorem. “[id]

that has practical interest because:

i) ,
the hypothesis are more easely verified than those of A.H.Stroud;

ii) the number of orthogonal polynomials and that of base-points is
well determined for each chosen n;

|iii) the number of base-points is always given by Ns mn'<% which

is numerically more feasible.
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Introdução

O propósito deste trabalho 6 discutir métodos para se calou-
lar aproximadamente integrais múltiplas. As aproximações que vamos con
siderar têm a forma:

N
.

S...!'(x1,...,xn)f(xl,...,xn)dxl..od.x;n 2121 Aif(vlilcc,vni)
R * ' " “

n

e são de um certo grau d, ou seja, são exatas para polinômios em n-vá-
riaveis de grau 5 d.

O capítulo 5 dá fórmulas de integração para regiões simples
como simplexc e complexo, que generalizam as fórmulas de Newton e Co—

' tes em uma dimensão. Assim, o cálculo da integral múltipla de um certo

polinômio em n-variáveis determina uma fórmula do tipo citado acima.

Tal investigação foi feita por R. B. Guenther e E. L. Roetman [6] . Rg

lo desenvolvimento de Taylor aplicado a função f(x) conseguimos uma eg
timativa para o erro de truncamento. As fórmulas análogas às de Newton

e Cotes usam um numero de pontos N - íºiªll e as que serão discutidasnldl
no capítulo 5 utilizam, .na maioria delas, N (jªg-ªl, o que, do ponto

de vista numérico é melhor, por se obter resultados análogos envolven-

do menor número de pontos.

No capítulo 4 serão discutidas fórmulas de integração usando

polinômios ortogonais, que generalizam as fórmulas de Gauss em uma va—

riável. Inicialmente apresentaremos teoremas no plano, devidos a A. H.

Stroud [8] , cujas provas são construtivas. Estes resultados podem ser
generalizados para n 2 2, o que será feito no parágrafo 4.3. O resultª
do de A. H. Stroud [9] , dá uma condição necessária e suficiente para
que os zeros comuns de um conjunto de polinômios em n-variáveis possam

ser usados como pontos bases numa fórmula de integração. Esta general;
zação utiliza um número de pontos bases N'< íª%%%L.
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O resultado principal deste trabalho é o teorema de B.Franke

DIH , discutido também no parágrafo 4;3, que generaliza o resultado.ª
cima mencionado de A. H. Stroud [8]. O teorema de R. Franke [ld] tem

valor e interesse prático, pelas seguintes razões:

i) as hipóteses são mais facilmente verifieáveis que as de A.H.Stroud;

ii) o número de polinômios ortogonais e o de pontos—base é perfeitameª
te determinado para cada n escolhido;

iii) o número de pontos—base é sempre dado por N & mn< Lªr—â!“ que 02

mo já foi dito, é mais interessante sob o ponto de vista do calcª
lo prático.

Finalizando serão apresentados alguns exemplos a fim de com-
<."parar as fórmulas estudadas.

Foi acrescentada uma bibliografia mais extensa sobre o assuª
to, para servir de guia a interessados.



Capítulo 1

Pré—Reguisitos

Apresentaremos neste capítulo algumas noções e fórmulas ne-
cessárias ao desenvolvimento do texto, as quais podem ser encontradas

na bibliografia geral e serão apresentadas aqui apenas para facilitar
a leitura do trabalho.

lºl - Simplexo S(n) & Complexos T(n) g ªª(n)
Definição: Simplexo S(n)

Sejam os pontos Po = (o, ..., o); P1 = (hlº o, ..., o); P2 =

n= (º, hz, 0, aos, 0); ooo ; Pn = (O, ooo, Q, hn) do R , com hª.-> O;

iªl, 2, ooo, no

Chama—se n—simplexo S(n) determinado por estes pontos ao con-

junto:
n n

S(n) =<[X =(X199ç09Xn)lX :; º(íPi com-E) dig ]. e ªli-_; 0%

1=l 1=1

Os pontos Pº, P1, ..e, Pn são os vértices de S(n).

Vale, também, a seguinte fórmula (ver [i]):

p p p |S(n)lf'(n+l)1'(p“+1) =—»F(p“ +1) p pºc
x 1

x
2 x

& dx =
1 h 1 h1 2 º'“ « r“(p1+p2+...+pd + n + 1) 1 "' &

S(n)

onde: pig; o 3 i = 1, 2, ...,º( e Í—(z) é a função gama de Euler.

No caso dos pi serem inteiros & fórmula acima fica:

íxpl XP2 XP“ dx ..
ls(n)l (n!)(p1!)º'º(pº(!) hpl DOL

1 2 & (pl—rp2 + ... + Poa + n)! 1 &

S(n)

Este é o caso que vai nos interessar.



_4—

Notemos que o volume do S(n) é dado por:

- hl hn
|s(n)| js(n)dx ___—__nl

Construçãolªg Complexo msn)

Consideremos o S(n) de vértices Pº, Pl""' Pn . Por reflexao

destes vértices sebre & origem formamos o complexo T(n), simétrico em

relação e origem e com 2n+l vértices Pº, P1""'PhºP-1 - (-h1,o,...,o),
P - (º, "h2, º','00'ho, º), ooo, P-n = (_º, co., 6, -hn)-2

Deste modo o volume do T(n) 6 dado por:
J

00. hn
n!

h
|T(n)| . zª 1

Construção 23 Comglsxolgzgnz

Seja o simplexo de vértices Pº, P21 = (2h1, o, ..., o);P22 .
= (o, 2h2, o, ..., o); ... ; P = (o, ..., o, 2hn). Pela reflexão deg2n
tes vértices sobre a origem formamos o complexo T2(n) de vértices Po,

le, ooo, Pºn, P-ºl ' ('2h1, º, eee, º); P_22 . (º, “2h2, º, os., 0),

..., P_2n - (o, ..., o, -2hn); cujo volume é, então, o seguinte:

h ". h2n 1 nuzº“)| " ª nl

1.2 - Polinômio gghlnterºolagão

Sejam xo, xl, ..., xn n+l pontos distintos em [a,o] e y

yl, ..., yn valores de uma função f(x) sobre os pontos dedos.

Teorema

Existe um único polinômio Pn(x) de grau n tal que:

Pn(xi) ' yi , i ª O, 1, eee, n
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Definição: Polinômio ªº Interpolação

O polinômio Pn(x) é chamado polinômio de interpolação da fnª
ção f(x) sobre os pontos xº, xl, ..., xn.

Consideremos os seguintes polinômios de grau n:

(x—xº)(x—xl)...(x-xk_l)(x-xk+l)...(x-xn)
(ªªk'xo)ªk'ªª1 ) ' ' ' (xk'xk-1)(ªªk'xk+1)º ' ' (xk'ºªn)lk(x) =

k ªº, 1, 000, n

E claro que:

o se k #13

lk(xd) = 8k3=
1 se k = 3

Definição: Fórmula ªg Laggange

' n
O polinômio P (x) =X. ;( º. (x); que é de grau n e P (x )=n k=o k k n i

: yi ; i - o, 1, ..., n ; é chamado polinômio de interpolação na fór-
mula de Lagrange.

Se os pontos distintos xo, xl, ..., xn forem equidistantee e

com a mudança de variável:

x = xº + uh ; h = xi - xí_1 ; i = 1, ..., n

notemos que:



-6-

Teorema

Sejam xº, xl, ..., xn pontos distintos em [s,í] e f(x) uma

função contínua e com derivadas de ordem n+1 contínuas em [s,ú].

Seja Pn(x) o polinômio de interpoleção da f(x) sobre os pon-

tos xº, xl, ..., xn.

Então, em qualquer ponto :: atenta] , vale o seguinte:
(x——x ())(x--x ln)...(x-x ) f(n+1) (S)

(n+1)!E(x) = f(x) - Pn(x).

para algum Sem [a,b] . (ver BJ).

1. 3 - Polinômios em n-variáveis; n , 1

Definição

Um polinômio de grau no máximo m em n—variáveis é uma função

real de n-variáveis da forma:

111 il inP(x) ' -E-h ai ,...,i xl ooo In
11 + 12 + ... + in = o 1 n

132 ó;3=1,...,n

Vamos, a seguir, definir uma. ordem para. os monômios de um pg
]. inômiº .

Seja J o conjunto das ênuplas de inteiros não negativos e se

ja () o correspondente conjunto de monômios, isto é, :]:(jl,jz,...,jn )GJ
J 32

e $i = x11x22 ... xnne Q. Definimoszº'k(j) =ZZ> ªi e ordenamos J do
i=k

seguinte modo:

se 1, jeJ, então, 1 < jd=)'<l'k(i) = a'k(3), k . 1,2,...,r—1 e0'r(i) é

menor que G'r(j) para algum r, “15 rg n. Esta. ordem definida em J in-
duz uma. ordem em C)..



O

Teorema

Um polinômio em n-variáveis de grau m tem no máximo (mªn) mo

nômios.

1.4 - Polinômios ºrtogonais

Dado um domínio D CIRn e uma função peso w(x) de sinal cons—

tante em D, então, para funções f(x) e g(x) tais que '(x) f(x) g(x) é

integrável sobre D; defininos o produto escalar por:

(f.;) = SD w<x> f(x) g(x) ax

Definição

Duas funções f(x) e g(x) são ortogonais se (f,g) : 0.

Definição: Polinômiov ºrtogonªl

Polinômio ortogonal & um polinômio que é ortogonal a todospg
linômios de grau menor.

Teorema

Seja 5% o conjunto de todos polinômios ortogonais de grau m,

então, Íà tem dimensão (nâfíl) e tem uma base da forma:

Em = bjlbd - Çj(x) +
º_(i)=º aj,i Çi(x) ,G'(j) = m

onde: »

Ú ' (31, ººº, Jn) ª i ' (119 "º. in)º

Daremos um método para calcular os elementos de uma basexmma

polinômios ortogonais em várias variáveis, que segue de prova do tecnº
na anterior.
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m+n-l
n—l ) elementos da base para polinômios ortogonais deOs (

grau m são da forma:

m-l
bj : º:)(x) + %)=o 33,1%“) ; «(J) =º'1(3) : m

O conjunto dos coeficientes [ªj i] é calculado resolvendo—se
' ,

as (m+2-1) equações lineares:
m—l

o . (bj. «vi) “0%“ a“ (ok, (pi) + (93, oi)

onde

1 = 1, 2, ..., (mgª), (ver [2]).

Caso n = 1

Seja [a,b] um intervalo finito ou infinito.

Teorema

Os zeros dos polinômios ortogonais reais são reais, simples,
e estão localizados no interior de [a,b]. (Ver [B]).

1.5 - Teoremas ªg Bezout ª_Max Noether

Daremos aqui resultados sobre zeros comuns de polinômios em

n—variáveis. O espaço próprio para consideração de zeros comuns de n

polinômios em n-variáveis é o n—espaço complexo projetivo. A razão pa-

ra isto é que os zeros comuns podem ser complexos e ou sobre o hiper--
plano no infinito.

Teorema gg Bezout

Se os polinômios Pmi (xl, ..., xn) de grau mi ; i =1,2,...,n
têm mais do quem1 ... mn zeros comuns, então, eles têm infinitos ze



-9-

ros comuns. Se o número de zeros comuns é finito, então, eles têm exa-

tamente ml ... mn, contando multiplicidades.

Notamos que os zeros comuns não precisam ser distintos.0 teº
rema seguinte nos dá informação sobre a forma de polinômios que se anª
Iam em todos os zeros comuns de outros polinômios.

Teorema. Fundamental _d_e_ Noether

Sejam P (x , ..., x ), polinômios de grau m ; i : l,...n,m,i 1 n
qwn atm exatamente nn zeros comuns, todos dos quais são distintos.
Seja Pd (xl, ..., xn) um polinômio de grau & que se anula em cada um

dos zeros oomuns._Então, d.; m e existem polinômios Qd m 1
' de grau" ,

Sd.—m ; i = 1, ..., n tal que:

Pd : Qd-m,l Pm,1 + "' + Qd-m,n Pm,n

Teorema

Se os polinômios P (x , ..., x ) ; i = 1, ..., n têm infi-
m1 1 n

nitos zeros comuns, eles não são todos finitos.

Caso n = 2

Em duas variáveis, os teoremas de Bezout e Noether podem ser
enunciados numa forma mais poderosa.

Seja Pm um polinômio de grau m, então, Pm tem uma fatoração:

Pm(x1,x2) = Pml(xl,x2) Pm2(xl,x2) 'f' Pmr(xl,x2) ;

m = m1 + ... + m ; míêa l ; i = 1, ..., r ; em fatores irredutíveis1“

Pm , que são únicos exceto para sua ordem e para constantes múltiplas.
i .

Os P são chamados componentes de P .mi m



Teorema de Bezout

Se os polinômios Pm e Pó de grau m e n, respectivamente, não

têm componente em comum, então, eles têm m n zeros comuns.

Em geral, alguns dos zeros comuns de Pm e PR podem ser de

multiplicidade, complexos ou sobre uma reta no infinito.

Teorema dª Noether

Suponhamos que os polinômios Pm e Pn não têm componente em

comum e que seus zeros comuns (x1 , x2 ) ; i = 1, ..., m n sejam dis-
1 i

tintos. Se o polinômio não nulo, de grau e P8(x1,x2) se anula em todos

estes pontos, então, a 2 min (m,n) e existem polinômios Qs—m' Qs-n de

grau $ s-m e de grau s=s—n, respectivamente, tal que:

Ps(xl'x2) = Qs—m Pm + Qs—n Pn

(Qe—m ou Qs-n podem ser nulos, mas, não ambos).



Cagítulo 2

Integração Numérica && Reta

2.1 - Introdução

Neste capítulo serão discutidas as fórmulas de integração nª
mérica de Newton e Cotas e de Gauss, na reta. Estas serão úteis nos qª
pítulos seguintes e são apresentadas aqui com dupla finalidade: facili
tar a leitura do texto e dar idéia das generalizações a serem feitas.
Este capítulo será sucinto, pois o assunto tratado aqui é encontrado

na bibliografia elementar de integração numérica (ver [4]).

2.2 - Fórmulas ªg Integração Numérica de Newton E.Cotes
b

Trataremos agora, do problema de calcular J f(x) dx numeri

camente, onde f(x) é uma função real de uma variável rial e cujo valor
é conhecido em certos pontos. Para isso substituimos f(x) por seu poli
nômio de interpolação nestes pontos e faremos a integração direta do

polinômio. Em geral, os valores da função são calculados em pontos e—

quidistantes. Para este caso, determinaremos algumas fórmulas de inte-
gração numérica.

n
Seja Pn(x) =ZIL yk ík(x), o polinômio de interpolação da

k=o
f(x) sobre os pontos equidistantes xº, xl, ..., xn. Então:

X X xn n n ' n n
& f(x) dx : í :* yk º'k(x) dx =D yk S º'k(x) dx
x - x k=o ' k=o '

xo o - o

fazendo a mudança de variável:
x - :

u : º
h onde h = 11 - xi-l ; i - 1, ..., n
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x ,,

n “ n n . 1 n 11

S f(x)dx-Z_, ykhS Lk(u)du=nh-£Z, ykS Lk(u)du
x k=o k=0
o o o

seja:
cn =-£ L (u) duk n k

0

Portanto:
ao

&

n ní f(x) dx : nhª cª yk
'

(1)
k=ox .

0

11onde os Cn satisfazem: Cn = C
, k n—k«k

Para n = 1, temos:

1
l “ l l 1of“; (u-l)du=2 e (31.2

0

Portanto:

ªºl
f<x>ax=ª<y +y>

x 2 O 1
º . .

que é a chamada regra do trapézio.

2
2 _1_ 1 2 1

00 = 4 í (u-l)(u—2) du "'E e 02 =*g
”o

2
2 1

C1 = - 5. g. u(u-2) du.- &

0

Portanto:
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X
2

,. hgx f(X) dx - '; (30 + 4ar,_1 + yz)
(, .

que êta regra de Simpson.

Procedendo-se assim, para n = 5, temos:

X
3

g f(X) dx : 58—11- (yº + Byl + Barº + y5)
X
O

regre de-% de Simpson

e

para n = 4,

X4
.. 2hSx f(X) dx - 45 ('!yo + 32y1 + 12x2 + 3253 + 7y4)

' 0

Para uma relação mais completa ver [4, pág. 75].

Teorema

Sejam xo, xl, ..., xn pontos distintos. A fórmula (1) é exa-
ta para polinômios de grau menor ou igual a n.

Estudo ªº Erro

Da aproximação de Lagrange:

_ n
f(x) 41 y 1 (x)

k=o k k.

com O erro:
f(n+1) (S)__ (x-xº)(x-x1) ... (x-xn)

E (ªº) = 'ª (mi):
foi obtida a fórmula de integração:
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b
11

f(x) dx : thEZ. cª yk ka k=o

e onde o erro E associado pode ser expresso na forma:

gb (x-xº)(x-x1) ... (x-xn) f(n+1) (S)
E = (n+1jz ªx

a

Teorema

n+1 ..Supomos que £ S C, ([a,b]) e que (Jc-xº) ... (x-xn) nao mu-

da. de sinal em [a,b] . Então, existe )Le [a,b] tal que:

b 11 (n+1) b
11 f . , ,u.[ f(x) dx = nh.Z3 ck yk + n+1 ! ía (x-xº)(x-xl)...(x-xn) dx.

&. kao

Para n = 1:

X1 x1 (x-x )(x—x ) f" ( )
& f(x) dx = % (yº+y1) + g º É

;
dx

X X
O 0

como (x-xº)(x-x1) nao troca de sinal em Exº, x]] e fazendo

11 =-
11 ; h = 11 - xº

temos que:

lxl x-x x-x "L < º)( ª” (sªgu/gui 511014)“ ,,

= - fl! º») 113

12



Portanto:

x"
1

.
3 -

&: “ªº ª “% (n + vp - 1% f" <»)
0

.

para. algum xºs Mªxl',
'

Um inconveniente & 'que para muitos casos simples as condi-
ções de tal teorema. não se verificam. Por exemplo, na regra de Simpson,

9. função (x—xo)(x-xl)(x-x2) muda. de sinal ein'Ea,b] . Contudo é possível

provar (ver [4] ), que quando 11 & ímpar, o erro pode sei expresso na.

forma.:

',
' n+2 (IH-1)“ ' n

.

E 'Lj'ãTiT-(i). & u(u-l) ... (u-n) du
., o

e quando 11 é par, na fôrma:

n+3 (1142) n
,

E - %w—LD' S (11 - %)ulu-l) ... (u-n) du

º .

onde:
x — xº -

xº<3<xn ; u- 11 'h'xi-xi—l ; i=1,...,n

Então, para n = 2:
2

5 (4) . 5 (4)
E - h_.f_4T_gl J "(u—1)u(u-l)(u-2) du , ªin—(l).“ É)...

º &

hs ,,(4) (5)

Logo:
, xª ' 5 (4)

& f(x) dªt-%(yº +4y1 +y2) —h—f—97m ; xº<$ <x2«
::º .
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Deste modo, para n =” 5:

80

X
5 5- (4)

E f(x)d1=%(yº+3yl+5y2+y5) "Lª—LAH
X
O

xo<S <xõ, e para. n - 4:

X
4 &

& f(x) dx = %% (7yo + 32y1 + 12y2 + 52y3 + 7y4) -
xº

7 e-ª5-3-5-f< ) (a); xº<g<x4-

Para. uma relação mais completa, ver [4, pág. 75] .

2.5 - Fórmulas 92 Integração Numérica de Gauss.

Sejam f(x) e w(x) ? o definidas em [afã] tais que w(x) f (x)

é integrável nesse intervalo.

'Se são dados 11 pontos distintos xl, x2, ..., xn em [a,b] , pg

demos determinar coeficientes A , A , ..., ,A tais que a fórmula:
,, 1 2 11

19

n
w(x) f(x) dx 322. A f(x ) (2)i ii=la

resulte exata quando f(x) é um polinômio de grau menor ou igual a n-l.
Se tratarmos os coeficientes Ai e os pontos xi com 2n incógnitas, é n_a_.

tural perguntar sobre a possibilidade de se determinar uma fórmula de

integração que seja exata para polinômios de grau menor cui igual a
2n-1. A solução deste problema foi dada, inicialmente por Gauss e geng
ralizada por Jacobi, usando polinômios ortogonais. Este tipo de racio—

cinio será generalizado no capítulo 4. As demonstrações omitidas são

encontradas em [5].



Teorema

Supomoa que xl, xe, ..., xª sejam distintos e m um inteiro,
º <.mzs n'lo

Então, podemos determinar coeficientes Ak tais que:

b n
L '(x) f(x) dx :Ea Ak f(xk)

seja exata para todos polinômios de STBMNS n+m se e só se

Pn(x) -.(x-x1)(x-x2) ooo (x-xn)'

6 ortogonal & todos polinômios de grau 5 m.

Prova

Seja Qn_1(x) o polinómio'de interpolação da função f(x) so-
bre os pontos xl, xe, ..., xn. Logo:

b
.

b
'

b

g I(x) f(x) dx - & I(z) Qn_1(x) dx + [ '(x) Ene1(x) dx

a a a

onde En_1(x) & o erro na interpolação.

Por hipótese

b n
í I(z) f(x) dx 212.1 Ai f(xi)
' ª.

& exata para polinômios de grau 1: n+m. Assim, se f(x) 6 um: polinômio

de grau n+m, temos que:

f(n)(x) . nª(x) é um polinômio de grau m
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Portanto:
(x—x1)(x—x2) ... (x—xn) Rm (x)

n!En-l(x)iª

Portanto:

b
É w(x) En_1(x) dx : 0

ou seja,

*)
. Hmm

S w(x)(x-xl)(x-x2) ... (x-xn) n! dx = O

a
« R,,(x)

==> ((x—x1)(x—x2) ... (x—xn), -ÉÍT_-) = O

fortanto:

Pn(x) = (x—xl)(x-x2) ... (x—xn)

é ortogonal a todo polinômio de grau Sin.

Já vimos, no parágrafo 1.3, que os xi ; i = 1, ..., n estão

no interior de [a,b].
Consideremos Q (x) um polinômio de grau n+m e Kn_1(x) seun+m

polinômio de interpolação sobre os pontos xl, ..., xn. Então,

ª &Kn—l(x) =%Eã_qn+m(xk) k(x)

Portantoz.

Qn+m(xk) - Kn_l(xk) = o ; k = 1, 2, ..., n

Logo:
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amu) - xn_1<x> - (“'HMI'xz) (:=-xª) nm<x>-rn<x>nm<x)

Como, Pn(x) & ortogonal a todo polinômio de grau < m, segue que:

1) b -

S I(z) %w(x) dx lj '(x) Kn_l(x) dx -
a ª.

b “:

n
..

.ª L—(xnkenx ºww
Seja: b

mk . S .(x)9.k(x) dx
8.

Portanto, determinamos coeficientes Ak tais que

b

g '(x) Qn+m(x) dx " E ªk Q'n+m(x'k)

a k-l

Teorema
.

.

Se w(x) é não "negetiva emta,b] , então, (2) não pode ser exª
te. para todos polinômios de grau 5 Zu.

Teorema

Se '(x) é não negativa em BJJ ._e se (2) 6 exata para todos

polinômios de grau $ 2n-l2,gentãó,wtodo,s os ooefiªoientee'Ai são posítâ'
VOB.

Fórmula Prºduto gªrten'anoª'

Por uma. ;_Çórmula. de' integraçãonaproximada- para.—uma » integral
múltipla sobre uma região n—dimensional, “entendemos uma. fórmula do ti—



po:
.

N

Smg w(x1,...,xn)f(xl,...,xn)dxn...dx1 : EAI Ai f(vi) (3)
Rn

onde os pontos v.,L ., (vi , ..., vi ) da região e os coeficientes Ai têm
, 1 n
& jropriedade que .a. aproximação é exata quando f(xl, ..., xn) é um pc—

linômio em n-variaveie que não excede a um certo grau &, ou seja, quaº
do f(xl, ...,'xn) 6 uma combinação linear dos monômios:

1 X2 coo xn ; 0641... d2+ooo+dn<do
Quando a região D =- [al'bl] :: [az,bz] :: ... : [ªn'bn ; w(x)=

- w1(xl) 12(x2) .,. vn(xn) e f(x) ' —£1(x1) f2 (x2) ... fn(xn), então:

b b' 1

S... gw(x) f(x) dx : & w1(xl) f1(x1) dxl ... &

n
w (x )f (x )dJ:n'n n n n

1) al ª'n

Se tivermos uma fórmula de quadratura para funções de uma variável: '

'b
1

m
'

“:|. 1S 'i(xi) xi dxi -2 ,; Ak Vk ; di : O, 1, ..., &

a.i kit-l i 1

então :
o( o( º(

S'..Í '<X)x11 x22 no. Inn dxn dxn-1 ooo dx .1
D

'ª 'ª 'ª ' º(l “2 “xx32 Zs oco & Ak A-k oco AR vk Vk ooo Vk
kl-l k2-l kn=l 1 2 n 1 2 n

que é uma fórmula de integração do tipo (5) exata para



:: ºl o! ... <%.O 1 f 2 + +
n :s d.

6

Esta fógmula é chamada fórmula produto cartesiano, onde usa—

nmos N . m pontos (vkl, vkz, ..., vkn) com coeficientes AkíAk2""'Aknº

Para o casó do cubo n—dimensional e função peso iéual & 1,qª
tão:

... x 1 x
2 .. x n dx dx ... dx -1 2 ' n n n—l 1

-1 -1

l “1
1

“n' S xl dll ooo & xn dxn
-1 -1

Se:

1 a m «
& xii dx 'E; .Lk Vkí ; ªli º, 1, 0.0, di
_1 ki-l 1 1

temos que S

1 l (,(
1 n[ ooo ( xl ooo In dxª ooo dxl .

..1 | _1 v

ª m & o(n
- ooo ooo v coo V

kl=l kual
Akl Aku k kn

Para regiões simples como simplexo n-dimensional, esfera Sn

e a superfície de Sn' ver [5].
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Capítulo ã

Fórmulas de Newton e Cotes em n—dimensões,11? l— — ——m “
3.1 - Introdução

Discutiremos aqui fórmulas de integração em n-dimensões,

3123 1, que generalizam as fórmulas de Newton e Cotee na reta. A discug
são é baseada no trabalho de R. B. Guenther e E. L. Roetman [6], que &

presenta fórmulas de integração para algumas regioes simples, tais co—

mo simplexos e complexo». São ainda discutidas limitações para o erro
de truncamento.

Seja f(x) uma função real definida numa região D contida no

Rn, em geral suposta de classe Ck.

302 — Regra ªº Trapézio

Seja S(n) simplexo de vértices Pº, P ..., Pn. Vamos deter-1!

minar polinômio de lª ordem

n
p1(X) = & +Zgâ bi xi

que coincide com f(x) nos pontos Po, Pl' L.., Pn. Então:

picº) = a = me)

p1(Pi) = f(Po) + bi hi = f(Pí)

portanto:

bi = &; (mi) - foº»

Para obtermos fórmula de quadratura, que generaliza & regra
do Trapézio para n = 1, integramos p1(x) sobre S(n):



_23-

SP1(x)dx = j(f(Pº)+ê_í bia:i )dx = f(P º)ls(n)|+>1:=i biíx dx

S(n) S(n) S(n)

- f(Pºnsunà â<f(pi).f<p0» ª º ª' nn+1 |

.. ªl %(n+1)f(Po )-nf(Pº%% “P1)? ª

.ª:E. f(P )

Portanto:
,

-

n
.

Saí)“ . %%%&-LE; f(Pi) + E1(f) (1)

S(n

onde:

Elm - íman) - plana:
S(n)

é o erro de truncamento.

Estudo do Erro de Trunoamento

Apliquemos o teorema de Taylor à função f(x) numa vizinhança
da origem Pº:

n 1 n
f(x)=»f(P)+ZLnf(1=)xi +-Zl. Dfxxo

. iºl i o 2 1931 i 1 3

onde:
' 2fºi 'E f]) f =--—-- 1) f =1 011 13 'Dxi'axj
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e a barra significa que as derivadas de f são calculadas num ponto in—

termediário conveniente.

Seja:

M = max ( max " | Dijf(x)l )
15 1,3 sn mes(n)

e observando que:

2 Xi,-XJ é xi + x?

e que

%(pi) = f(Pº) + Dif(Pº) hi + à]? hi) =,,

ílnmf(P)h +f(Po)-f(P)| = %]Diif | nª ==»

)lpi“ PO) hi +f(1>º ) --f(1=i )| <-Mhí)
concluímos:

Sf(x)dx —í(f(Pº ) 4,1% D“f(P )::i +%)n:'4 55? xixj) dx =

S(n) s(n ) Mºl

i
S(n)

. f(1>o)|s(n)|+iE=i Dif(PO) gx (11: +

(OI!—;:+:Z'3=1Dijf Sxí xá dx

s(n)

Comparando este último resultado com (1), temos:

E1(f) =f(Po)|S(n)| +an1)íf(1>o)ml3“ “'n“
í=1

àlt—vz
n_, Sn+? 131ij2 xi xj dx “%Zfºâs

J== 1 (n) i=o

Osf(P)|S(n))|+-Lª-íªu7:__='_l>nnf(1º)h. +



1 n 2 2 S n** D f _ -+ 4,1293331 13 ;():i + xj)dx n+1 ª f(Pi)
S(n)

_ |sgn2|
n+1 f(Po)

Mas:

2 2 2 S 2 2S(xi + JCJ) dx == %(h1_+ hj)
S(n)

Logo:

E1(f)< |s(n)| í—E'àl f(Pº ) +—:Zí 1)“f(P ) hi +
X)

1 ”
_1__n+ 21n+2$Zn+1$ Ezãl Di jf (hª + h2) -1Z:L f(Pi ),Jªl

Portanto:

|E1 (f)|<|S(n)|ín—l—l nZs|D1f(PO )hjL + f(Pº ) - f(Pi )|+

+ ªº M 511%de :; hg +2 n+2 n+l i=1 ªi15
+

M n É:; h2 _ S n M n+2 É]; hz
Ín+2$in+1$ 1-1 1 ' 2 n+1 n+2 1,1 1

Portanto:
.

n+2mªngá—WMM ...hnªni ]

Observações

1. Para n grande, 2 nnzzl é muito pequeno. Portanto, podemos obter uma

boa aproximaçao mesmo quando utilizamos valores muito grandes para,
os hi'
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2. Para n = 1, temos:

hl
Sf(x) dx = 7; (f(P ) + f(Pl)) + El(f)

s(1)

onde:
W

.

5 hl
|E1(f)l & 3?“

que é a conhecida regra do Trapézio, para dimensão n = 1.

3.5 — Regra ºg Simpson

Seja T(n) complexo de vértices Pº, P+i ; i = 1, 2, ..., n.

Consideremos polinômio de 2“ ordem:

n n
p2(x) = a + Eªi bi xi+Ízs 0 X X

i,j=1 iª ª ª

que coincide com f(x) nos vértices de T(n). Então:

p2(Po) = a = f(Po)

(P ) : f(P ) + b h + o hz " f(P )Pz i 0 i i 11 i i
2p2(P_i) = f(Pº) - bi hi + ºii hi = f(P_i)

Portanto:
22f(Pº) + 2cii hí = f(Pi)+ f(P_i)

1
oii =

2 h2 (f(Pi) + f(P_i) - 2f(Po)) ; i = 1,2,...,n
l

1
bi = 5—3; (f(Pi) - f(P_i) ; i = 1,2, ..., n

Então:
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íp2(x)dx - g(fCPº )-+Z:4 biªi'+2:1*
1 i =1

xª) dx :.
T(n) T(n) “ 'ª 013 xi

n
-f(P)T(n) +leb gx dx+nELs c íx :: dxo

| |

i=1 1 1 i3 al ij xi j
T(n) T<n)

Como T(n) é simétrico em relação à origem:

gli dx:- o

T(n)

Sx::1 ):J dx = o ; se 1 % J

T(n)

Portanto:

íp2(x)dx = f(Po)|T(n)| + EEÉ ºii l%á%%%+—ghhª . f(Po )|T(n)|+

T(n)
+ n+2 nn+l 2:1(f(Pi) - 2f(Pº ) + f(P_i)) -

2ª hl ... hn

.::—_— (f(Pº ) +WÉÍ (f(Pi ) -

2n h1"'hn- 2f(Pº ) + f(P-1))) = —'TE?57T“'((ª2 +n+2)f(Po ) +

«ªãl (f(rí) + fuii»)

Logo:

... hn
f(x) dx=-7-IT+—ZTI—-((n2 +n+2) f(Pº ) +

T(n)

+% (fui) + fani)» + E2<f> (2)
1-

onde:
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E2<f> = “f(x) « pºw)“
T(n)

é o erro de truncamento.

Estudo_gg Erro gngruncamento

Pela aplicação dq teorema de Taylor à função f(x) numa vizi—

nhança da origem Poª temos:

f(x) = f(Po ) 4-2]; Dlf(Pº ) xi +-—1ÉZA Di jof(P ) xi
i—,j=1

1+ 3 ZÉEÍk1 Dijkf(Po ) xi xj xk +

] _...
+ 411.2—“Ejà1<,º,=1Díjk'q'f xi XJ xk %l

ónde:

(33 . fD4
D f f

. f = —“ ' D. f =-————*“———fr-ª—'"ljk faxi'axj/axk ” a.;jkl Qxifôxjfaxkfbâ

e a barra significa que as derivadas de f são calculadas num ponto con—

veniente.

Seja:

Mªm“ (mª-ªª |ºia-MMX)“
iijsk,ºvX£T(n)

Além disso,

x? + x4 + xª 4 gª E! 2 xª xª + 2 xi fã » 2 ((::i XJ) +
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1f(Pi) -f(PO) = ])i f(PO ) hi +—2 Diif(Pº ) hi +—51Diiif(Pº)hÍ

.l.r h4“4 Diiíif hi

e

f(P_i) -f(Pº ) = -ni f(Pº ) hi + %»Diif(Pº ) nª

1 3__1_———4' 51D111f(Po) hi 4! Diiiif hi

Portanto:

f(Pi ) -2f(Pº ) + f(P_i ) = n iºf(P ) hi + fê Diiiif nª

Lógo:

[Diif(PO) nª g (f(Pi) -2f(Pº) + f(P_i))| =

J.,—4514“ 12 | Diiiif | hi 12 M hi

Então:
n 1 n

íf(x)dx = .í(f(Pº) +-€£3 Dif(Po)xi + 5-í%3=1D13f(Po)xi :$ +

T(n) T(n)

+3-Z:L;k1 Dijkf(Po ) xixj xk +

Pela simetria de T(n):

.xi XJ xk-O
T(n)

Portanto:



i=l_
T(n) fr<n>

n
+ %%kàú Dijklf_ Saci xá xk 352.

dx

T(n)

Comparando este resultado com (2) resulta:

E2(f) = f(Pº)|T(n)| + ªna. 2
D f(P ) Sx dx +

i=l ii 0 i
T(n)

n
+,âT ZZLA Dijkº? ííxí xá xk fl dx — f(Po)lT(n)| -

itjikiº'ªl T(n)

Tn
n+2 n+1 'Égí(f(PÍ) '2f(Po) + f(P—i))ª

n1 Z: 2 T n n! 2
"' 2 i=l

Diif(Po) n+2 ! hi +

3— ""“"" - -+ 41.É:;4k&=1 Dijkí? .íxi XJ xk && dx

T(n)

T n
n+2 n+1 & (f(Pi) - 2f(P ) + f(P i)) ,

T n n 2
.

n+2 n+1 ?1(Diif(PO)llli '(f(Pi) '2f(Pº) + f(P_i)))+

1 31"' f+ 4! i,j,k,£=l Dijk£ _gxí xá xk fl dx

T(n)

Portanto:
n n|E(f)STnMan.sh4+-M-ÍZA 3- g(x4+x4+2 l 12 n+2 !

131 1 4! i,j,k,2=1 4 i ;
T(n)

+ xª + xá) dx



Como:

4 4 4 4 T n n! 4 4+ 4 4x +x+x +x u.SH 3 k JL) Ín+4ljl (hi * hj hk %%

T(n)

temos:

IEZ.(f)|<“ ªnnª! Ill! % hÍ+

Tn M !

4 n+4 ln %k,º,=1 (hg: + hg + hª + hi) :-

T M : 4 M 3“ 1 “
=l2nn+2 :n ªia hi T4 n+4 rn n

Eªi hg '
fim",“ ((n+4>(n+s)+1z nª) 7115h4

3 2
_ n! (12 n +12 (; Z 141)?

12) anll % h4

Portanto:
2ª(12n3+nº+7n+12) 4

Observação

» Para n -,1:
h

%

f(x) dx = ?% (4 f(Pº) + f(Pl) + f(P_1)) + E2(f)
m(1)

onde:
2|E2(f)l & 713 M nª

que 6 a regra de Simpson para dimensão 1.
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3'4'ªâ62ªª2933334

Seja T2(n) complexo de vérticeg Po' P+ í ; 1 = 1,2,...,n.2

Consideremos os pontos P+i ; i = l,...,n e os pontos da forma
' . . ésima

Pri,:tâ = (O,.oo,o, ”: hi, O,...,O, jhj,0,oop,0)l0nde * hi & a. 1— po—

ésimasição e + hj é a 3 posição; e com i = 1,...,n-1 e j = i+1,...,n.
Vamos, então, determinar polinômio de 4ª ordem:

n
+ ZZ;

n
p (x) = a + ZZ; b x e x x +
4 1_—1 i 1 1,34 13 i 3

n . n 4+ 224. d x xl : + Z:; 61 xi +
i,;],k=l “ªº 1 ª 1“

1=1

+21 ºi.-] XÍ xã+23 ªijklxi xj ::kai<J “ i,!j,k,9.
2

.

que coincide com f(x) nos 2 n + 2 n+1 pontos Pº; P+iª Piiºtj; P+21' Ag

sim:

p4(Pº) = a. = f(Po)

2 3 4 _(1) p4(Pi) = f(Po) + hihi + ciihí + díiihi + eíhi + f(Pi)
. 2 3 4(II) p4(P_i) = f(Po)- hihi + anni — diíihi + eihi = f(P_i)

2 2 3 3 4 4 _(III) p4(P21) . f(Po)+ 2bihi + 2 ciihi + 2 diiihí +2 eihi _ f(Pzi)
2 2 3 3 4 4 _(IV) p4(P_2i)= f(Pº)- 2bíh1 + 2 ciihi _ 2 diiihi +2 eihi _ f(P_21)

2(V) p4(Pi,j) f(Po) ª+ bihi + bth + ;iihi +
ºi.-)Zihj

+ câihihª. +
2 3+ ºjjhj + diiihi + diijhihj + dijihihj + dijjhihj +

2 2 2 4+ djiihihj + djijhihj + djjihihj + & h + ªihi “+3

.

333 d

+ e h4 + e
2 2 h h3 + e

3 .

a à 1?th * ªim i :: jiuhiha " “º1.3)
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(VI) p4(Pi,_J) = f(PO) + hihi + bjhj + ciihí - cijhihj - cjihíhj +

+ cjjhã + diiihí - diijhíhj - dijihíhj + dijjhihã

- djiihíhj + dji jn“hº + djjihihj- %jjhã + eihÍ +

+ ejhg + eijhíhã - eijj.jhihã- e jiiihíhj = f(Pi,_j)

(VII)
'

p4(P_i,3) = f(Pº) - hihi + bªbá + ciíhí - cijhihJ - cjíhíhj +

+ cjjhâ- aii inf + diiáhíhj + a ijihíhj - dijjhíhã

+ djiihíhj - djijhihã _ djjihihã + djjjhã + e. h4 +

+ ejhg + eijhíhã - eijjjhihãe- %iiihíh J =f(P_i,j)

(VIII) p4(P_i,_J) = f(Po) - hihi - bjhj + ciihí + cíjhihJ + cjihihj +

A+ cjjhã - diiihí - diíjhíhj . dijihíhj _ dijjhihã

_ & h?h 2 - d.. h hº - & ..h3 + e h4 i +311 + à ' “13131“th 3.31 1 a m a i i
+ eí h nª + e h3h = f(P4 2

+ e h + e nª WJ i j 3111 i à33 13th 4,3)
Somando & equação (I) com a equação (II) e a (III) com a (IV)

temos:
2 42 f(Po) + 2 oi..hí + 2 eihi = f(Pi) + f(P_i)

ou seja
2 1

Qiihí + eihÍ = 5 (f(Pi) - 2 f(Pº) + f(P_i))

e
2 2 4 4 '

2 f(Po) + 2.2 ciihi + 2.2 eihi » f(PZi) + f(P_21)

ou seja
22cciihí + 24eihí =-— (f(P21) - 2 f(Po ) + f(P_21))



..;4...

Deste modo, determinamos o seguinte sistema linear:

2
(

1 1' e h ª
(1 É) ii i = 2 (f(Pi) - 2 f(Po) + f (P_i))

22 24 eí hª â-(f(P21) - 2 f(Po) + f (P_2i))

que admite a seguinte solução:

e h2
11 i = %? (—f(P21)+ 16f(Pi)- 50f(Pº)+ 16f(P_i)- f(P_2i))

eihÍ= 24 (f(P21)- 4f(Pi)+ 6f(Po)- 4f(P_í)+ f(P_2i))

Somando as equações (V), (VI), (VII) e (VIII) temos:

4 f(Pº) + 4 ºiihâ + 4 e h2 + 4 ºih4 + 4 eJá 3 JhJ+
2 2

ijhihj - f(Pi,J) + f(Pi,-J) + f(P—í,j)+f(P-i,-j)+ 4 e

Portanto:

f(Pi,j) + f(P_i,j) + f(Pí,_j) + f(P_i,_J) -

4 f(Pº) - 4(ãz (-f(P21) + 16 f(Pi) - 50 f(Po) +

+ 16 f(P_i) - f(P_21))) — 4eâz(-f(rzá) + 16 f(Pj) —

ao f(Pº) + 16 f(P_3).- ”(_23))) — 4(%4(f(P21) -

4 mi) + 6 me) - 4 fuii) + roxa») *-

4 (à; (f(sz) — 4 f(Pj) + 6 f(Po) - 4 f(P_j) +

Então:

h h f(Pi'j) + f(P_í,j) + f(Píy_á) + f(P_i,_j) +"'-“N um4 eij

+ 4 f(Pº) - 2 f(Pi)ª- 2 f(P_i) - 2 f(Pj) - 2 f(P_j)



Logo:

Então:

gP4(X) ªx = ((MPº )-+Z:4 bixi+-Z:; c .x x +

T2(n) ()
i=1 í,j=l “iª

Tzn

& 2, 22, 22+ + eix4 + e xx.
i,_j,k=l Wªkiªxk i=1 i i<j ”ªº

+ ªk &. eiJkºv xiªªjªªkªªx) ªªª = f(Pº)lT2(n)l +

+£1bi gxídx+ª ºi:] líxijxdx+
..—-1 3—1

T2(n)
1,

T ª(n)

fl, 23 4+ d x x dx + e x dx +
i,j,k=l mªsª““

_

11 ªí 1

T2(n) T2(n)

+ É:; e xzxzdx +
i<j ij ij

T2(n)

+ %:kJL eijklí 1:11:31:ka dx

501)

Como |1?2(n) & uma. região simétrica:

Sxidx=9 _; íixàdx=0 se 1,43
Tzu) mºon)

íxixjxkdx - O ; (xixjxksz'dx = 0 ; poís i 54 j, k,)l,

w2<n> T2(n)
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n n
íp4(x)dx = f(Po)|T2(n)| +El ºii Sxãdx + & ei Sxâdx +

' í=1
T2(n) T2(n) T2(n)

n . |T (n)]n!2
+ %;)“e Íxíxãdx : f(Pº)|T2(n)|+% ºii 723.43)?— (2h1)2 +

m2<n>

n IT-(n1n141 |T2(n)|n12(2) 2
*É: º1 7275“— (ªí”E ºu “ªmv—(º(23102 (ªªa)

Portanto:
,

, |T2(n)nte n 2 ,

!f(x)dx = f(Po)|T2(n)| +W ªl cíihi +

T2(n) '

+|T2 (n)]nlz4 (4!)n |T (n)]nl26 2 2
<n+4$l E;ã% + %n+4$l ÉÉÉB ªijhihj + E4(?) (5)

Portanto:

Sf(x)dx = |T2(n)| íf(Po) +
8 n!, %.1(—f(1>21) + 16 f(Pi) ..24. n+2 !

T2(n)

- 30 f(Pº ) + 16 f(P_ i) - f(P_21)) + %â—%HÍ%%TZZ.1 (f(Pzi) - 4 f(Pi ) +

.
_

26
_

+ e f(Pº ) - 4 f(P_i) + f(P&)“sz (f(pi 3) + f(P_ .) +

+ f(Pi,-j) Í 4 f(Po) ' 2 f(Pi) — 2 f(P_i) — 2 f(PJ) - 2 f(P_J))É +

48.n! 30n +41 2 .6n. n!+ E4(f) = |T2(n)| ífwo)“ ' 24.(n+2)!+ _24 . (n+4)! +

6

f
2W?ÁÍÍST-ãl)H<2ÃÉÁÍÉ)1 Éi<ã+431)23= (f(P21) + f(P-21))) +
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6
+4%n+2)! IZB (f(Pi,J) ) f(P-íyá) + f(Piy'J) + f(P'iº'J)) +

6. . l 4, ! ª .

'

.
5

+ <É4<Í+3w " 4£âââ+ã),ª )El(f(Pi) * f(P-i» ' Í ªun) 1%J(f(Pi ) +

+ f(P_i) + f(Pj) + f(P_j))> +-E4(f) =

|w2<n> | n:
= -1;:z7T-—- [ ((n+4)(n+5)(n+2)(n+1) — 10 n(n+4)(n+3) + 96 n +

+ aº. n<n—1»f<Pº>; + < ª' “+; “+ )?:1 (“Pai) + fºº-21)“

) 16 3533 (f(Pi j) + f(pi .) + f(Pi,-j) + f(P—i,—j)) +.

16(n+4)(n;j) - 1922. (f(Pi ) + f(P4» — 32 21 (f(Pi ) + f(Pj ) +
. 1=1<á
+ f(P_i) + ruª))? + E4(f)

Mas:
n n—l n-l

&) am)-Bum“): =Blf(p)(n-1)=7:<nf(pi)-1<3 31+11=1
n-I n—l n—l

..23 if(Pi ) =D. nf(Pi)-Z if(P)—nf(Pn) +nf(Pn) -
1=1 ;L= 1

." ânfuo ) - >“; if(P )
1-1 1-1

17) f(P ) = ª1 ª ª ª
.

E.) 23 ª“ f(Pj) = 1.53%; f(PJ) + 133 f(PJ) f +

Nr.—11 f(Pà) =fl (1-1) f(Pi) 4.3.7. (1-1) f(Pi)
j=n 1-2 1-1

.



Analogamente:

.n
&

n
c) & f(P_i) .= E n f(P_i) - & 1 f(P_i)

i<,-) 1=1 1=1zz

a) 223. f<P_J> — ÍÉL -<i-1> f(P_i>izli<:j
Então:

iª.“) (f(Pi) + f(PJ) + f(P_i) + f(P_j)) -% (n f(PijÇi f(Pi)+i f(Pi) -

- f(Pi) + n f(P_1) - 1 f(P_i) + 1 f(P_i)-- f(P_í)) .

. (n-1)n2. (f(Pi) + f(P_i)) -.

1-1

Assim:

T ( ) 1

'

Sr(x) dx = 11% ][(n4 - 3n2 - 611 + 24) f(Pº) +

T2(n) .

2 n6 - n - n+ Liª.—ã (f(PZi) + f(p_21)) + 16 Ej(f(Pi,J) +

+ f(P_i,à') + f(Pi,_j) + f(P_i._J)) +

Mªiª—“lªh (f(P ) + f(P )) +E (f)+ 3 '
131 1 ..1 4

onde:

E4(f) = S (f(x) - p4<x)> da:

501)

é o erro de truncamento.
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Estudo ªº Erro ªº Truncamento

Aplicando o teorema de Taylor à função f(x) numa vizinhança
de Pº, temos:

n n'1f(x)=f(P)+7l ]) f(P)x +43 D.f(P)x.x +
o 1 1 i 0 i 2 . . i.) o :)

= 19J= '

1 & ( ) 1 ªa, ( º)—- f P x —— D.. f P x +3! in k=1 Dijk 0 i XJ xk +4! i,j,k,l 1 lakl 1x3 xkx&

1 ªl ( )_. P x x +5 i,j,k,9.,m-1 ingm o 1 3 k Jl.

1 n
+ 'êTãk& ,=m,p=1 ljklmp i jxk XL

onde: .

D 1”
QS f '

VD f
06 f

ijkºm "'faximxj roxKOxº/axm ; íijmp :laxiraxjroxkq) xlfaxmfaxp

e a barra significa que as derivadas de f são calculadas num ponto con—

veniente. Seja:

M = max ( ] D . f(x)!)
i, j,k, z,m,p x€T2(n) “kºm?

Temos que;

f(P21)“ f(Pº ) = n ic,f(1> ) 2h. +-]2ª'Danuªº ) ((hª +-5l? Diiif(Po) ahí +

_LD 4 5 —— 6
.* 4.1Diiiif(Po) 16hi+157 1):i.ii:i.:1f(Po) 52 11161—7— iiiiiif “*E

1 _l_D 3
f(P_2i) » f(Pº) = = D iºf(P ) 2hi +—2 Dºíif(P ) 4115 = 5 “ou? ) Shi +

1 4 ..1_D5+""_— 6
+ E?”iiiif(Po ) lóbi ' 5: Diiiiif(Po ) 32hi+671niiíif 64111

1 3+f(Pi) = f(Po) = Dif(Pº) hi +—2 Di iºf(P ) hi +———5! Diii f(Pº ) h
1 1 5 _L ———-———-— 6

+ "Z!" Díiiif(Po ) hª + "5"? Díiiiif(Po) hi + 6! Diiiiiif hi



-40-

l 1 3+f(P_i) - f(Pº)= - D.lºf(P ) hi +-2 Diíf(Pº ) hi- 5 Diíif(Po ) hi

_1_
' 4.1. 5_1_—-—-—6+ 4! D1111f(Po) hi ' 5x Diiiiif(Po) hi.+ 6! Diiiiiif hi

Então:

16
41522 4

_

f(P2i) - 2 f(Po) + f(P_2i) = 4 Dí if(Pº ) hª + Diiiif(Pº) hi +

6 2 -———-——— 6
+ "Agª—l Diiiíiif hi

f(P ) — 2 f(P ) + f(P ) = D f(P ) h2 +—º f(Po ) h4+1 o -1 ii 0 i 41Diiii

2 ——-—-——— 6
+ 6! Diiíiiif hi

Portanto:

2 1
ºii hi “'E? (-f(P21) + 16f(Pi) - 50f(Pº) + 16f(P_i) - f(P_2i))=

___1_ ºz.—6-1 2_1__———-————-6“ 24 (12 Diif(Po) hi ' 15 Diiiiiif hi) ' 2 Díif(Po) hi ' 180 Diiiiiif hi

Portanto:
6

M h2 _1 1 6 ——+————-— iºiihi ' 2 Di“f(P ) hl“ |“ 180 hi | Diiiiíif lªª "íãõ

1eihÍ= -—Z (f(PZi) - 4f(P. ) + 6f(Pº ) - 4f(P_i) + f(P_21))=

_ ;L. ggí 4 120 -———————- 6 1 4“ 24 (4! Diiiif(Po) ªi 6! Díiiíiif hi) “ 41D1111f(Po)hi

f111111 1
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Portanto:

[e hihi-D+ “PMM-1116“)
'

“<?-Éii 41 íííí 0 i “ôlí iíiííí * 4

Também:

2
f(Pi,j) + f(P_i,j) + f(Pí,_J) + f(P_i'_j) - 4 f(Pº) = 2 Diif(Pº) hi

+2Djjf(PºJª)h.+—4-D f(P)h4+ —4-n.“japºn?iiíif 41

+14!— Díijjf (Po ) hi hj + f!— Díjijf(Pº) híhã +24!- DiJJíf (Pº ) hzí hã

+ 714!- Djiíjf(Po ) hª ?““??? Djijif (Pº ) hª hj +ÉT Djjiif(Pº ) hi hi

+ %% Diiiiiif hi +'É% Djjjjjjf hj + %% Diiiijjf hª hª +

+ % Diiijijf hª *ª? + 341" iiijji hª *ª? + _641- Diijiijf hª hª +

+ €? Diijijif hª hª + à“ Diijjiif hª hª + 341" Dijiiijf hª *ª? +

+ “64!" Dijiiai Í hi + ?A? Dijijiif h4 h? + _647 Digjiii
4 h? +"º

+ 34? Djiiiij h4 hª + "É!" 13311131
4

h.?) + "É? Djiijii Í hª +

+ "641" Dgiglll
4 *ª? + 34? Djjilu há ª? + 'É? ”113333 hª *ª? +

+ â- Dijijjjf hª hª + 343- Dijjijjf hª hª + 34!- Díjjjij hª hª +

+ %% Diájááif hª hª + %% Dàiíjááf “ª ª? + %% Dalalaàf hª hª +

+—4—5_—_fh2h4+-Á—D 2h4 3- hãhg+
6! áiáãiá i j 6 Djiájji i a 6 Jáiiáa

+ É!" ºjáiáijf hª hª É“ ááiáái Í hg 34“ mais hª hª +
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+âmhí hg“ +_64l-Whi hg-

” º Diif(Po) hª * º Djjf(Po) hª + 14? Diiiif(Po ) h4ff Dááááf(Po) hg +

+ % 1):Li.J'jf(Pº) hi ha + '64T Diiiiiif hf + 347 Djáááááf hg +

+ %%m hi h?%”Diiiidjf hª hª

e
.

—2 f(Pi) - 2 f(Pâ) + 8 f(Po) - 2 f(P_j) - 2 f(P_i) =

= -2 Dif(Pº) hi - Diif(Pº) nª - % ninfaº ) hª- %]) iiiif(Pº ) 114

- 327 niiiiífwº ) h5- 32-51—1215? hi - 2 DJf(Po) hj Djjf(Pº) nª

' 32? Dajáf(Po) hg " % Djjjjf<Po ) 11432- Dájjááf(Po) hg '
«ãº-Tmn? + 2 Dif(Pº) hi _ Di iof(P) hi +—-—52! Diíif(Po ) hª-
" 712? Diiiif (Po ) h4 + "521“ Diiiiif(Po.) hÍ ' 32? Diiiiiif hg +

+ 2 Djf(Po) hj - Djjf(Pº) hª + 327 anjf(Pº) nã - % Ddajjf(Pº ) h4+

”fêz—lº ja'a'a'a' (Po ) hª 22"! ºn.-malº h? = ' Díif(Po) hÍ

" 214“ Diiiif(Po ) h4' ÉL—Diiiíiif hg " 2 Djjf(Po) hg '
"714" Djjáãf(Pº ) hg 'f'áíºjájjjj hg

Portanto:

4a. .h = f(Pm.) + f(P_i,j) + f(Pi,_j) + f(P 'ír'J') + 4f(Po")

- 2f(P ) - 2f(Pj) - 2f(P_ ) - 2f(P_J) Diijjf (Po ) h2hhã+

......
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2 __g 2 2 ª 60 2 4
há 4ºiidjf(Po)hihá| 7337 ““ he h D ...f|

4 i 3 113333 +
2

13 i

4 2 -————--— 60 é 4 ———-—-——- 4 2 —-——4—--

* hi h:) ”1111ij Iªm [hi hd | ”mmº | * hi hz'ºmmeª
60 2 4 4 2SmMãhi hà +hi hj)-

_1__ 2 4 4 2 _1_ 6 6'48M€hihj+hih3%$ 48I?l(hi+h)

Tamb ém :

6+x6+6+x6+x6+6>.6|' .

xi ârxkll m xp/ xixjxkijxmxp

Então, integrando sobre T2(n) a. fuhção f(x), dada por seu desenvolvimeª

to de Taylor, temos:

1“ — lª 2(x) dx - f(Pº) | T2(n) [ + 2 i 1 pªraº) íxi dx +

T2(n) T2(n)

1 n ...—_—“*E—Eª D fxxxxxxdx--li,;j,k,º,,m,p-1 ijkºmp i 3 k l m p

Tzu),
n 2 1 n

. f(Pº) | T2(n) | + %?1 Diif(Pº) íxi dx + Fill Diiiif(Pº) gxídx +

T2(n) T2(n)

+ 2 (%, ªj Diijjfwo) ::

ln+ZTL D . f íx x x x x : dx
. . 1 k m 1 k mlevkvãjmvpª- J ª p :) º' P



pois, como T2(n) é simétrica:

jxi xj xk XR dx : 0

T2(n)

se são distintos em número ímpar, e

xi xj xk ªl xm dx = O

m2<n>

Então:

T2()!2 '

Sf(x)dx = f(Pº)(T2(n)|+ %ÍÉ.HDiíf(P ) l—%525gç- (ªhi)2 +

T2(n)

)IT2 (n)]nl4!Diiíi“'(J—(írm— (º 194 +

|T2(n)|n! 2 (2)
o n+4 !

(2 hi)2 (2 hj)2 +

zªg,»íííi“:
+£L ZZ» ,,,f+41 i.< 113.1

| T2(n) | nl 4 n
f(Po) | Tº(ª) | + -*-%5;57T---% %f(Po) hi +

| T2(n) I n! 16 n 4+* (n+4): 231 Diíiif(Po ) hi

+l T2(n) | n! 16
2Zn+451 E:, ºuij<Po ) hi hj

1 n ___—......+ ——-Z:l> D f x xm xp dx“ i,á.k.ª,m,p=1 “kªmª” 5* ªxª“ &

mºm)

Subtraindo este últimO' resultadó de (3), temos:
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| T2(n) | 8 n! n [ T2(n) I n! 24 (4!) n2 4E4(f) “ " Zn+2$l Elºiihi ' (n+4)! 231 ºi hi
6|T2(n)|2 nl “22 |T2(n)|4nln 2WE,-161313 “ªmy—"ZÉ “(119%

| T (n) [ 16 nl n2 4+
n+4 : ªl Diiiif(Po) hi +

| T2(n)|16 nl 223 D f(Pº ) nªh2+ 1133 1h3+(n+4$l 1<íj

—Z:là6' 1 3.1:uma Dijkílmpf S “113 JtkªºxªºmpJc ªx
T2(n)

Portanto:
| T2(n) | e n! n 2 1 2

l 34“) |S (mz): & | ºu hi 2D11f(Po)hi | +

| T2(n) | 16 n! 4! n .14 __ 4* Zn+451 ' EEI | ºi hi ' 41Diíiif(Po) hi | +

| T2(n) [ 64 n! 2 2 2 2"'ª—(31277— 53 | ºi.-1 ªí há " Z ”ii.-mmo) hi ha ' *
|_.

111 ._.—___+ “_ II:; | D . f 5 x x x x x | dx 5;6! í,j,k,Lm,p=l igklmp | |
1 3 ]:k 1, m p

T2<n>

! T2(n) | e n! M ª 6 | T2(n) | 16 n! 4: M ª 6ª; Zn+251 130 %%: h * (n+4)! 144 Eªi hi +

T2(n) 64 n! M+l
4

E

48
21 (há + hj6) +Zn+$ i<j

6 6 6 6 6 6
+T%k,Q,xn,p-=1 ((xi + x;, + xk + xl, + xm + xp) dx

. m2<n>

Mas:
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e) g(hi+hã)=5hí+2h6,=ÉhÍn- híil+
i<j i<J i<j '" 1=1 1=1

+fl há 1 July hªaínlnhª- E nª-(n-lnlhí
i=1 i—l

hi
i=1 1=1 í=1

f) g(xí + x? + xª + XÉ.+ xª + xg) dxvs

T2(n)
'

6|T(n)ln!6!2
=

2 “, (hí+hg+hí+hí+hí+hg)

n
92.» (hí+hg+hí+hí+h6+h6)=6n52 hg

i,3,k,JL,m,p=-1' '" P i=1
_

Portanto:

|T2(n)|2nan 6 |T2(n)|4!n!Mn 6
|E4(f) lª Zn+25145 ? h * ' Zn+451 9 El hi+

| T2(n) | 4 nl M (n-1)n+| T2(n) [ nl 6! 26 M 6 n5 n
6

"f (n+4)! ) ªliºu-+16)! 6.6! ªl Hi. '
|T2(n) [ M n!

- _—15337T1E?—- % (n+6)(n+5)(n+4)(n+3) 2 +(n+6)(n+5) 120 +

+ (n+6)(n+5)(n-1) 60 + 45 n5 26) 251 há :=?
181

T(n) | M n! 4 3 2|T
|E4(f) |<W ][ºªººªsªªºª +96n

“ 6+ 252%8 h

+ 958 n + 5144 n +

i=1 5"



Observação

Para n = 1:

2 h
íf(x) dx = 75-1- Jimpn) + 32f(1>1) + 12f(Po) + 52f(P_1) + 7f(P_21))+
Tzu)

'

+ E4(f)

onde:

|E4(f)| 5 0,169; 11 hª

que é a quarta regra de Newton e Cotes, mencionadas no capítulo 2.



Capítulo 4"

Integração Numérica.g Polinômios ºrtogonais

4.1 - Introdução

Neste capítulo apresentaremos aspectos da teoria da integra.—

ção numérica utilizando polinômios ortogonais. Este procedimento generº
liza o método de Gauss na reta.

Determinaremos fórmulas de integração de um certo grau & “5321.

do N pontos, com N <%. Inicialmente, estudaremos o caso particu-
lar da integração numérica. no plano. Em seguida será apresentado o caso

geral.

A fim de facilitar a redação, introduziremos as notações abai
XO:

Rn é uma região n-dimensional;

Pm, Pm,i são polinômios de grau m em n-variáveis;

Qk' Qí'g são polinômios de grau & k em n—variáveis;

m, lesão inteiros fixados, m ? 1, 0 < k < 111 e d - m + k;

se U e V são conjuntos, UXV - €*er ] x'gg V ];
o(l, º(z' ...;oln são inteiros não negativos;

Sd,n = ((dl, “2, 'C', dn) | Gªel]. + ". +41]. < d?,
|Lª); é o numéro de elementos em S ;cn+d,d " nldl d,n

SN é um sub-conjunto de S
n de N elementos;ª.

%é um conjunto de pontos que são zeros comuns de polinômios;
ÉN é um sub-conjunto de 71.” contendo N pontos;



“&
XN(Sd,n) é a matriz Cn+d,d x N cujas linhas consistem ..:

º! e! at o! oz1 2 n 1(Ill X21 o_o. an,,ooo, xlN XZN ooo an )

onde:

4

ou.
I

' d º! ooo '(1:13, 3239 , xnj)e ÍN º ( 17 29 , «n)ICSdHn

x(sN) é a matriz N x N cujas linhas são:

« « « d d d' ',1 2 n 1 2 n(xll le ooo» xnl,,oco, XlN sz oco an ) ; (dl, “2, ooopdn)esN

w(xl, x2, ..., xn) é uma função peso não negativa.sobre Rn tal que as
a

. . 1 n .integrazs '(xl, ..., xn) xl ... xn dxl ... dxn existem para todos
FUK—fªx

ºcai ºª

I(f) ; I(f(x1, ..., xn))'= S w(x1, ..., xn) f (xl, ..., xn) dxl...dxn;
R
n

I(l)>0.

Defíã'mígão
",

Dizemos que uma fórmula de integração tem grau & se 'é exata

para todo Qd e existe pelo menos um Pd+1 para o qual não é exata.

Para o desenvolvimento do trabalho usaremos o seguinte teore-
ma devido & Stroud [7].

Teorema 1

Se um conjunto de polinômios Pm,l(x1""'xn)""º_
..., Pm £'(xl,...,xn),Jl,à-.2 satisfaz as condições abaixo, para algum in-

, ' .

teiro !: fixo, Os k < m:



_5o_

A.l. é linearmente independente e cada polinômio do conjunto é ortogo-
nal a. todo Qk(x1,...,xn);

A.2.'"' os“ polinômios têm zeros comuns (xi, yi) ; i = 1, 25“ (.., N;

AJ. a matriz XN(Sd,n) tem caracteristica N;

A,,4. para algum SN tal que x(sN) é não singular vale: '

para cada (º(l, ..., ªin) esd nx SN existem polinômios
, ,

& N d d .l'""n1""9 '

Qk,l (Xl ,...,xn,),ooo,Qk &.
n (X1,ooo,xn) tais que:

»

“Cfr.",ºcnP + +Q1,...,MnP =xº£1 xºtª-+
k,l m,1 "' k,i m,l l "' n

oc: «m*

+Zà b xl no. X
n

3 ? *

então, existem constantes Ai ; i = 1, 2, ..., N tais que:
0

N .

I(Qd(x19 ººº? Xn)) “%Eàl Ai Qd (xli' x2i' ººº, xni) (1)

para todos os polinômios de grau <2m—l.

Prova

Consideremos SN satisfazendo a condição A.4., então, o seguiª
te sistema linear:

º(11 fªni “11 d11 nlxll ooo xnl Al+ooo +]: )1N...anlAN=I(x1u.xn

...O...-.....D.C.....ODQQC...l......QQUOODOOOIO00.000...
66 o!m ;an m “n ªnn)IN
3:11 ooo xnl A]. + no. + xlN ooo anNAN- I (xl ooo xn

onde (ªlli, ..., ºCni)€SN ; i = 1, ..., N ; tem uma única solução
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(A1, A2, ..., An), pois a matriz dos coeficientes é não singular (pela

condição A.4.).

.
«1 “n

Assim, a fórmula (1) é exata para xl“ ... xn com

d O. .(1, . .ºªn)ele
u &

Provemos, agora, que (1) é exata para xll ... xnn com

.O. “ '

.(“l' ' n>€sd,nXSN

Seja:

«1 «n «* “.*
T“1,...,º<n(xl,...,xn) = 21 ...Xn + b xl ooo Xn

onde:
* *

(Ociº ""'º<n)esd,nXSN e (dl ' ""ºen )€SN.

Neste caso:

I(Tºll,...,«n) = go.. [“(x1,ooo,xn) le,...,«n(xl,ooo,xn)dx1... dxn ::

,

R5
&

Z:j 1 1 Xn
= ooo ooo coo P ""S Swúlv ,Xn)

(X X )es (Gil,.."xn xl xn ml
R l,..., n k,n
n

& 51 Xn
+ oc. + Cxl,...,xn Xl oo. In Pmpº) dxl ooo dxn =

2:15 1 1 n
= ou. W(x ou. I ) C x ...x P +

(Kl,non,xn)esk n
S Rg % 1, , n xl,.oo,xn ]. n m,l

, n

2 xl xª P & dx —+ ..f_+ w(x1,...,xn) cx1,..',xn xl ... xn m,L xl ... n _

221; i= no ooo X O . X oo. X P dx Ono dx +o.d+
(x]-,..., s61,1)esk,n í; SW(X1, ., n) (1,0 o.,Xn ]. n m,1 1 n

L Rn
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( )
& '1 xª

d d+ S...S W XI,...,xn cíl,...,xn Xl ". Xn Fm,], Xl ooo In = 0

R
n

pela condição A.1. de ortogonalidade.

Por outro lado:

T
“1' ..., «n (xli' "" Xui) '

»

K un
= .224 (e1 x 1.;.xn P (x ,...,x .) +

(ilvº'ºvxn)esk n
H.,—"'In 1 my]- 11 n].

,

& “1 xn
+ 00. + Oxl,...,xn II 000 xn Pm,L (xli, ººº, XII-i)) : o

pela condição A.2.

Portanto:
N

I(Tºl «hº-Z» A

11l,...,
Logo, a fórmula (1) é exata para

Tºzlyvco, ªn(x1,oco,xn)

e para
d * «*

E; b x 1
ooo Inn

SN d*,oood*
1 n

Como:

Tºll! ...,dn(x1, ..., xn) :

“* “*sl 0!1 1 n
xl 000 X +? b0(* * xl ooo xn #

N 1, oce,º£n



“1 “n
ooo ' “ ... « €xl Jcn ' ( l' ' n) Sd,nX SN

De fato:

& MI T 1 n(011, 0.0,dn) = I (Xl ooo Xn ) +

oq «*
+ I b xl o.. x n)

S “* “(* |
n

N 1, ..., n

e

2“;I T = A T ]: . co. X o ª

N “ & “Í “Z
“Z Ai(x1 ooo Xni +:; b

* * xli ooo xni) ª
1 1 S o< o(N 1,000, n

= A x co. )( . + A b X oco x "'

i=1 :. 1 nl ªl 1252“ * * 11 ni
N l,..., n

n ª « “* d*
:B Ai xl .o. XI:; + I (E; b xll ooo xnn))

1=1 SN &*« ºd*
1,000, n

Portanto:
* *

(=( º! ºi ºC

I(xll 00. x n) + I (E b xll ... I n) :=
11 S

* * * 11

N & ". d1' ' n

“* “%*
N & a1 n 1 n:? Ai xli ... Xni + I(Z b xl ooo xn )
1=l SN “*

ou seja:
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of
1 0(n íª) “ “

I(x os. x ) = A
1 n i=l

x
1 n

1 11 eo. xni

& &

é a fórmula (1) é então, exata para xl“ ... xnn, com

d «(1, ..., n)ESªmeN.

4.2 - Integração Numérica ªº Plano

Neste parágrafo será estudado o trabalho [8] de A.H.Stroud,no

qual é apresentada uma fórmula de integração para regiões planas. Serão

utilizados resultados fundamentais de Álgebra, como os teoremas de Be-

zout e Noether e fornecidos pormenores que facilitarão & leitura de re—

ferido trabalho.

Teorema 2

Sejam Pm,1 (x,y) e Pm,2 (x,y) polinômios com as

propriedades:

i) cada Pm i é ortogonal a todos Qm—l;

ii) Pm 1 e P têm exatamente m2 zeros comuns (xi, yi); i = 1,...,m ;
, m,2

todos distintos e finitos.
Então, existem constantes Ai ; i = 1, ..., m2 tais que:

2
In

I (QZm-l (XQY) “ªl Ai Q2m_1 (xi, yi)

para todos os polinômios de grau $=2m—1.

Prova

Vamos verificar se as condições do teorema 1 são

e então, aplica—lo.

seguintes

2

satisfeitas
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Temos que os polinômios P têm exatamente m2 zeros_m,1

comuns, portanto, eles não têm nenhuma componente em comum. Logo, pelo

e Pm,2

mmnwmmwmmmmwwmnmemmWmem
(xi, yi) ; i = 1, ..., m2 pode ser escrito na. forma:

I

Q's : s—m,l m,1 + Qs-m,2 m,2

Sejam K = m(m+1) e M = m(2m+1); onde K/2 é o número de monô—

. J A .mlos ): yeª de grau & m-l e M é o número de monomios de grau $2m-1. Vê:

mos definir & matrizTT de K linhas e M colunas do seguinte modo:
K,M

as K/2 primeiras linhas são formadas pelos coeficientes dos polinâ
o(

mios ): yçà
Pm 1 e as seguintes K/2 linhas pelos coeficientes dos polinº-

!
o<

mios :: yº PIn 2; 0 $. º(+(õ Sm-l, ou seja as K/2 primeiras linhas pelos
, .

o oefioientes de

m-l m-l
l ., ..., X Pm,l , ...; y Pm,l

. m-l m—l
Pm,2 , :: Pm,2 , y P

2 , ..., :: Pm,2 , ..., y Pm,2

Assim, as linhas foram formadas de tal modo que para. cada

(1; ,5) ; O & K+K & 2m—1; os coeficientes de xx ys em todos os polinô—

mios
xº! yg Pªlo]- e x“ ye> Pm,2

ocorreni na. mesma. coluna..

Esta. matriz “LM tem característica, K. De fato, se WLM tiveg
se característica. < K, então, uma. combinação linear das linhas de 'ÍTK

M,

seria. o vetor nulo (com nem todos coeficientes na, combinação linear seª
do nulos); ou seja:

o!oc &

+ +X xºtr (àrP +S pclyêlP". r y 1 lm, m,2 + O.. +
m,].



+ 6 x y Pm,2
= 0 ou seja

e/ & e!

x
1
y

1
+ ... + X; x r yçr)P

0( (& d
1 1 _r r+(51x -y +...+er y )Pm,2=0

1

Portanto: Qm—1,l Pm,1 + Gªm-1,2 Pm,2 = 0 com Qm—

tane amente nulos . Portanto:

e Q não simul-1,1 Ill-1,2

-Q pQUI-1,1 PIB,]. =
III—1,2 111,2

Como PIn 1 e Pm 2
não têm componentes em comum, para valer a. igualdade

, ,
Q
m 1 1 deveria conter as componentes de Pm as componentes de" , ,2 º Qm-1,2

Pm,1 ; absurdo, pºls Qm-l,1 e Qm_1,2 tem grau no máximo m-l.

Assim T(K
M tem característica. K e portanto, existe pelo menos
,

uma sub—matriz de TÍK M de ordem K que é não singular. Seja “K K esta.
, 9

, .

tal sub-matriz. Vamos definir:

SK = “ago) | x“ yº é um monômio correspondente a. uma coluna de TÍK KÉ
,

e

s—M-K = í(o(,€.>)|xº£ ytõ é um monômio correspondente a. uma coluna de

WLM mas nao de ”LA“
Portanto, SK contém K elementos e SM-K contém M-K_ = m(2m+1)-

-m(m+1) = 2 m2 + m - m2 - m = m2 elementos. Seja:

“1 ©1 “1 ªl
Xl yl . . . x 2 y 2

m m

= .t................. («,6) 6 SM_

(1292 61291112



-57-

e verifiquemoe a condição A.3. do teorema 1, ou seja, verífiquemos que

x(SM-K) é nao singular.

Assumimos que MS“) é singular. Então, existe uma combine-

ção linear de suas linhas que é o vetór nulo, isto é:

“1 ªl º(1 (51 ªmº ªmº (,ªmº (ªmº ..(].-(Xl ylg,ooo, X 2 y 2) + o'. "FX 2 (Xl yl , ooo, X 2 y 2): 0
m m m m m

Portanto:

a & d 2 P 21 1 m m
X]. xl yl + coa +xm2 Xl yl º

M a
X x

1
y (21 me (bmz

].
mz m

+ 00. “FX 2 x 2 y 2 = 0
m m m

Seja:
oc (à . (,( 2 (à 21 1 m m

sz-l_ = xl :: y + ou. + xmz )( y % 0

que é um polinômio de grau :; 2m-1, pois x“ yº pode ter grau no máxi—

mo 2m—l desde que (<%,(3) € SM—K' Como

2Q2m_1(xi9_yi)-º; 1- ..1' on.? m ,

a

pelo teorema de Noether existem Qm l 1 e Qm tais que- , _1,2

+ Q P (1)Q'2m—1 : Qm-1,1 Pm,1 m-1,2 m,2

cujo lado direito de (I) representa uma combinação linear das linhas de

'Wk M' Como,",K X
é não singular, (I) deve conter pelo menos um monômio

, ,
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xv yª que corresponde a uma coluna (191me ou seja, QM deve conter

monômíosxºc yº coil MBW“, oqueé absurdo. Daí, X(SM_K)'6 não

singular. '

'

'

Provemos,vfina1úente, & condição A.4. do teorema 1:

para cada x“ ye' fixado, ( ªí, (5 )€ SK' devemos provar que existem Qm_1,1

e Qm_1,2 tais que

'
. . ª“ & «*. *Qm-1,1 P111,1 * Qui—1,2 Pm,2 ªº ª' * 35 b :: yº

,
(II)

M_K “*, %*

Sejam:

Q - c + c x-+ e y +" + o ' ym'lm-l,l 11 12 ' 15
. 1%

Q -0 +ovxv+o y+....+o yªºim-1,2 21 22
,

,23
_ , 2

K
'?

P - a + a x'+ & + + a m

m,1 00 10 Oly
.
"'

, ou ?

, m
Pm,2 ª bºo + blºx + hºly + ooo + bºm y

Então:

b b(ºnªoo + ºzl oo' ºuªlo * ºlzªoo * ºu 10 * ºzzboo' "') '
ª (O, eu., º, l' _º, ooo, º, eeu, b *),Ioee)de
e notemos que resolver (II) é eQuivaleqte & resolver:

onde



c ª (º , 0.0, º11 1% 2—

,ev “ (O, o.., 05 l, º, ooo, O, ooo, b * *, no.) ;
& , p

ªoo ªm ªºl ªzo ªn ª02“""
O 300 º alo 801 O voo...

HK,M== DO............COIOOOODOIOOCOOO.....IOOQDOODOOO

boo b10 bºl 1Dzo bn 1"'oz"""

0 boo 0 blO bo1 O ......

Além disso;

a %* *
x yª +); b * “: yª

SM-K “'ª
é tal que os elementos de SK só aparecem em x“ y(ªs e os elementos de

SM-K só aparecem em

º£* €*22. b
&* G>*

x y
SM—K '

e oomo'Wk K e não singular, podemos determinar o vetor e resolvendo o
,

sistema linear:

“T o = e
K,K

onde e é escolhido convenientemente do seguinte modo: se x“; y!% corres—

ponde a iáªiªª coluna de'“ , então, tomamos e como tendo seu iáªiªº gK,K
lemento a unidade e os demais elementos nulos. O vetor solução e deter—

mina Qm—1,1 e Qm-1,2' Deste modo calculado e, entao,
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Qm-l,l Pm,l + Qm»1,2 Pm,2

terá a forma (11).

Observemos que para construirmos fórmulas de integração usan—

do o teorema 2, devemos escolher convenientemente os polinômios P em,l
Pm 2. O teorema seguinte vai mostrar que muitas vezes podemos usar Pm l, '

9

e Pm 2 como sendo os seguintes polinômios:
,

_ vº _ m”
Pm,1 — Pm — X + Qm-1,O (x,y)

e

: o,m _ m
Pm,2 P " y + Qm_1,m (X,Y)

Teorema 5-
. . . m o o m »Os polinomios P ' e p ' nao têm nenhuma componente em comum

2 « .e seus m zeros comuns sao finitos.

Prova

Pm,o o,m «Supomos que e P tenham uma componente em comum, entaq

,º _ º,m _ . :Pm
.

— Pu,1 PV e P _ Pu,2 Pv , com u + v m

Assim:

P = + x + + + & xu + + a u
u,1 ªoo ªlo a01y "' uO "' Ou y

P - b + b x + b + + b xu + + b u
u,2 ' 00 10 01y "' uO "' Ou y

= 44 a v v
PV ºloo+º(lox+ O1y+...+ vox +... +ºZOVy

Temos que:

(111)



-51-

PII—l,m (IV)

Além disso:

P Pza o! +...+(auodvo)xu+v+...+(au0010v)xuyv+... +
00 00

+ (ªan ol 'O) yu ::V + ... + (aOuMOV) qurv (V)
V

Url-V
Pu,2 PV & boo doo + ooo + (buo º(v0)x + ou. + (buo “cv)x yv + ooo .+

+ (b & ) yu xv'+ ... + (b )yu+v (VI)Ou VO Ou “Ov

Por (III) temos que o coeficiente de xm = 1 portanto,,

O! '

-ªuO v0 1 ==? auO % O e “VO % O.

Por (IV) temos que o coeficiente de ym = 1, portanto,

bºuoóOv=1=vbOu740 e “DV,!O.

Logo, por (V) teríamos que o coeficiente de xu yv, ªuO “Ov % 0, mas cg

_ m,o u v .mo Pu,l Pv _ P , x y deveria pertencer a Qm_1,0, o que é absurdo,

pºis, Qm-l,0 é um polinômio de grau m-l.
m o o m « .Supomos que P ' e P '. tenham um zero comum nao finito, en—

3

tão, as coordenadas projetivae de tal ponto têm a forma (u,'Ã, O). Como

0 m ºmPm” = x + Q ' m
= y + Qm-l,m

temos que um = O ; Win = 0 e portanto u = O ; Ã = 0. Logo: (u,Ã,0)=
= (0,0,0) que não define um ponto no espaço projetivo.

Teorema &

m o o m » , »Se os m2 zeros comuns de P ' e P ' sao distintos, entao, eg

tes pontos podem ser usados como pontos numa fórmula de integração de



Clºº-

&

grau 2m-l para R2 e w(x,y).

Prova

Se os m2 zeros comuns de Pm'º e Pº”m são distintos, então, eg

tes polinômios satisfazem as condições i) e ii) do teorema 2. Logo, 'e-

xistem constantes Ai, i = 1, ..., m2 tais que:

2
m

1 (Q2m_l(x!y)) :?:]. Ai szª—l (XiOYi)

para todos polinômios de grau :; 2m—l e onde os (xi,yi), i = l,..., m2

mªn 9 P« o msao os zeros de P ' .

E de grande interesse prático notarmos que quando os polinô-
mmios do teorema 2 são os Pm'º e Pº” então, o conjunto S

K pode ser tºM

mado como sendo:
'

stK=<|L(d9(b)lO$4$ m—l ; OSQSm-IÉ

De fato:

Notamos que & sub-matriz “' de'” cujas linhas são os ooeK,K K,M -
ficientes de

a & m,o & & o,mx y P e x y P

excluídos os (“6,6”) tais que Os XSmul e OS JSm—l é não singular.

Temos que:



.a).
í_ .

__
1 O 0 O 0 O 0 "0 0 0 O º ooccoo º ...que 0 º coco.. 0

nªl-1.00 l o o º o º º o o o......º'l'OOloo oOIOIIOO

“O'N'I
0 1 0 º º 0 0 0 º º ovo... 0 o'oooc º 0 ooo... 0

um_2'º o .n_1'º am_2'1 o o 1 o o o o o ...... o ...... o o ...... o

am_1,0 ªº'ª'l
O O 1 0 0 0 0 o;tooo 0 ooo... º º vcoouc º

aº,m?2
0 o

al;m.2 ªº.m.1
O º ; º o o 0.000. º ooc41. º

A

º ...... 0

.usual.-vI......l'ovnull-cóou'lt.-u...nqol'oobttlutoalIco'co-l'uooo'o.l....lnuloolooo...III.-Dullionliccllvool
.

a O a a 0 O a a1,0 2,0
.

1,1 3,0 ª 0 O 0 ...... 1 ...-.. O 0 ...... O
2.1 1.2

....u-nhvo-c'lcuocoIDJIUCUC-Ul'ollIntl.—0.000.000nl-ounlo.oo.-.o.no.I.o'.nc:o'oooloo.l'inloocllloolonlcnoool.

7f
0 80,1 O 0 31,1 30,2 O O O

.
52.1 51,2 aº,3.... O ....;. 1 0 ...... 0

X'“ o 1 o o o o o o o o o o ...... o ...... o o ...... o

o o 1 o o o o o o o ...... o ...... o o ...... om-l,o .

e b o o 1 o o o o o o ...... o ...... o o ...... o
e.m-l

bm_2,o o ; bm_1.º bm_2'1 o o o o o 1 o . 0 "'f'" o ...... o o ...... o

o o '. o
'

b b o o o o o 1 o ...... o ...... o o ...... o
m-1,o o,m-1

0 b 0 O
º'm_2 o 0 b 1 ...... O ...... O O ..“... 0b1,m-2 bo,m-1 º 2,m—2 “

.no...-olutllouoiollonto-ol.-OlOOIIIIIOJOUCIOUIOIOQCOCCllDlCCIOOIICIIIIIOOICIII...I'.|...OÓOQOIOOÚIQOQQIQIUUCU

b1.º 0 b2,o b1,1 O
,

O b5,o b2,1 b1,2 O O 0 ...... O ...... O 1 ...... O

Ulvoeltoootlnccnlooo.I..nc.ooo'l...||olo..|c..-vc.:c-oucloznciiluno...-.lo'ocDuccio......ou-occocollchll'oino
0 bº'l O O b1,1 bº.2 0 O O b2,1 b1,2 bºi3"" 0 ...... O O ...... 1

onde:

,o « 2
'

2 m-l .n-l mPm - ªoo + ªlº x + ªºl y + 920 x + ªll xy + ao2 : + ... + am_1.º : + ... + aº,m_1y + x

m-l 1
'

»o,m m—? x + ... + bº.n_1y
.

+ y
'

' 2
' '

2- b00+b10x+b01y+b20x4+b11 xy+b02y + ... *bm-lm

Faiendo troca de linhas na matriz ”& K' chegamos a umá mátriz 7; K
triungúlar inferior, cujos elemen—

*' '
tou da diagonal são todoa iguais a 1, ou sejª!



x,x
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1 0 0 0 o o 0—0 0 o o o......o......oo......o
O 1 O 0 O 0 0 0 O 0 0 O ...... 0 ...... O O ...... Ç

ªmul'o
º 1 º º º º ' º º º º º cccccc º cccccc 0 0 cc.... 0!

0 a 0 1 0 o o o o o o o......o......oo......oe.m-l
O 0 1 O O 0 º. 0 0 O ...... O ...... O O ...... O

e.m—l
0 0 0 1 0 0 O O 0 0 ...... O ...... O O ...... O

ªn-1.o ªm-2.1 º º 1 º º o o o ...... o ...... o o ...... o

O O O O 1 0 0 O O ...... O ...... 0- O ...... 0n|||-1,0 ªo,m—1 º

º & O 1 O 0 O ...... O ...... O O ...... O

1,m-2 ªe.m-l O

b:::-2,0 º bm-1,o bm-2'1 º º º 0 º 1 0 0 ...... 0 ...... 0 O ...... 0

o o o bm_1'º bº.m_l o o o o o 1 o ...... o ...... o o ...... o

“ O' O'. CII... IIOIICO bo,m—2 O O b1,n-2 o.m-l 0 0 O b2,m-2 O 1 , 0 O O O

.o.-u..uc.-n...ou:..cucolnoono-oo-cc-ou..oc'oncouu-«no...uucvc-o..nuncuocv.v.'-.ow--uc...-«co.....cuon—occ.

1.0 0 82,0 01,1 O 0 5510 52.1 81.2 0 O 0 ...... 1 ...... O O ,..... O

Ilo-O'uconuo'tilt-ocltlulcluo—CIloto.-ollole-.nlooclniccc..vuol'uooucuqonqv.....'ICOIICUUOCUUIUCUOUUIICQUUUUI
O 0 a1,1 O O . 0 nª 2,1

& .;.. O ...... 1 0 ...... O

0,2 1,2 ªo.)
0 b b O 0 b b1,0 ' 2,0

.

1,1 3,0 2,1 b 1,2 0 O. 0 ...,.. O ...... 0 1 ....J. O

Iltoooc'uc-nn-chóo-nlulInc..-'n'lucro-'nilolucnnulo.-novo.....co.cc.Iclcc|Gucci.uccouolcccuucuullou'c'clccl..
0 b O 0 b bº'2 0 0 O b2.1 1.25 b ;... 0 ...... O O ...... 1"ºtª __JL. 0.1 . 1,1

Logo, o doierminnnte de “& K será + 1 e portanto,'" 6 não ulngulur.
| ' . x,x

Assim:

smi-((Le) | 0<u£sm—1 ;. O<(b <==—1%



4.3 — Caso Geral

Para uma dada região Rn»e um dado grau d vamos apresentar'dois

teoremas para construir fórmulas de integração. O primeiro teorema é um

dos mais recentes resultados de A. H. Stroud [9] e de grande valor teó-

rico..0 outro é construtiro e generaliza o teorema 2 deste capítulotPog

tanto, nosso maior objetivo é discutir este segundo método, que se ba—

seia no trabalho de Richard Franke [10] .

Egorema 5

Sejam os polinômios Q ; j = 1, ..., K satisfazendo as con-d,j
dições seguintes:

a) os Q são linearmente independentes;d,j

(d + n)c) os Qd,j têm N = n - K zeros comuns, ÍEN = & vk | k=l,...NÉ

d) todo polinômio Qd que é zero em todos vk pode ser escrito como uma

combinação linear dos Qdçá'
Então:

a') os vk podem ser usados cºmo pontos numa fórmula de integração
N

I(f) - 231 Ak f(vk)

de grau &;

b') a matriz X (S ) tem característica N.
N d,n

Reciprocamente, consideremos o conjunto de pontos

QN=ívklk=l, o..,NÉ
"satisfazendo as condições a') e b'). Então, existem pblinômios
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. .=]. ooo KQd,J 3 J 9 9
+

tais que as condições a)“; b); c)" e d) valem.

Lema 1

Então, as condições d) e b') do teorema 5 são equivalentes.

Sejam Qd,j ; j = 1, ..., K satisfazendo a) e o) do teorema 5.

As demonstrações foram omitidas, pois, são encontradas

bastante pormenor em [3].

A seguir, pascaremos à discussão do resultado principal,
monstrando antes o seguinte:

Seja

N = (2m-l + n)n
(m—l + n)n

o número de pontos que utilizaremos, então:

Lema 2

Prova

Ns mªl para n,m 21

Se n = 1,2, temos N = mn. De fato:

N=<ºlª>—<âª)-ml=mª

N=(2m2+1)_2(m+l) 2 n
2 =m=m

Se m = 1, então N : mª = 1. De'fato:

.

N = (n + l) _ n ( ª ) = 1 : ln : mn
n
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2m-l+n(
n

>Denotemos (m'-1; n) por Nn e façamos a. prova

por indução sobre-n. Supomos que vale paz-ain = k, ou seja Nks mk e prº
k+l

._

vemos que N & mesm .k+l

Temos que:

2m-l+k+l m-1+k+1 _ 2m+k ! k+ m+k !

Nk+1 “( k+l )" Uºl“ k+1' ) ” 2m-l! k+1 : ' m-l! k+l.

(2m+k)(2m+k—l)!
+ -(k+1)(m+k)(m+k-l)! _ (2m+k—l)!(km+m—km+m+k)'

(2m-l)! (18+1)k1 (m-l)! (k+l) k! “ (k+1_) (zm-1)! kT

(m+k-l)! (mk 2___—mk-k2+mk-m-k-mk2—mk)
(m) (n.—1): k!+

(

(mk-m-k) (k+1)(m+k-1)!
(k+l)(m-—1)! k! “

m(2m+k-l) : mk(m+k-1) ! (mk—m-k) (2m+k-1) !

(2m-1)!kÍ- (m-1)!k! ' (k+l)(2m-l)lkl *

ll m í(2m-l+k) _ k (m—l+k) % _ mªl?-k [(zmk-1) _ (k+1) (m+k-1) %:

k+l:me_£1$:P_'ÃS<(2m+k'l)_(k+1) (mà—l))

Se m,k2 2 =) mk - m - k 2 0. Também (k+l)2 0. Assim, se

provarmos que:

[(Zerk— 1) _ (k1) (m+k-l)%>0 (1')

: “ |teremos que Nk+l —m Nk :; O, ou seja Nk+l :; m Nk' Provemos,entao,(l ).

Seja

Hk =k! £(2m+k—l) _ (k+l) (m+k— 1) % =

= (2m+ku1)(2m+k-2)...(2m)—(k+1)(m+_k-1)(mk—2)...(m);
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e mostramos, por indução sobre k, que Hkêb O.

H1=2m—2m=0

Supomos que Hinª 0, então:

HM = (2m+£)(2m+l—1) "? (zm)-(1+2)(m+£)(m+£-1) (m) =

= (2m+£)(2m+£-1) (zm)-(2,+2)(m+.9,)(m+9,-1) (m) +

+ (2m+2,)(£+1)(m+9,-1) (m) - (2m+2)(9.+1)(m+£-1)' (m) =

._. (em) ((mu) (2m) - uma) (ml-1) (n?),
[+ [(mel) (Jul) - (E+2) (ml)) (msi-1) "(m) =

= (2m+9.) Hx + ((m-UX) (mtº,-1). (m) .:». BE e. 0

Portanto:

Te orema 6

Sejam Pm'i ; i = 1, ..., n polinômios em n-variáveis satisfa-
,

zendo as condições seguintes:

1) cada Pmyi é ortogortal a. todo Qm-l;

.. ,. n n
'

3.1) os Pm 1 tem exatamente m zeros comuns, 'L: ivª ! ;) = 1, ..., m E
, .

todos dos quais são distintos e finitos.

Então, existe um sub-conjunto GEN = íuk | k = 1, ..., NÉ de

É, onde:

2—1+n m-1+n“(ªn. >-n< n)
e existem constantes Ak, k = 1, ..., N tais 'que:
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I(Q
N

2m_1) =% A Q (“k)

para todo Q2m-l'

Prova

A prova consiste em verificar que as condições a), b), c) e

hª) do teorema 5 são satisfeitas, com d = 2m-l.

Consideremos os K = (m-i+n) polinômios:

“1 “à
ooo ' . = no. . d no. 'xl xn Fm,]. , l 19 pª 9 (19 'dn)GSm—l,n (2)

Assim, estes polinômios são de grau ngm-l e serão os Q dod,j
teorema 5.

Como cada Pm i é ortogonal & todo Qm-l ==»
,

d d1 n _%w(xlpnpcnhc1 ...xn Pm,i(x1,...,xn)dxl...dxn — O ,

n
Vi :l, ooo, n

Logo, a condição b) está satisfeita.

Verifiquemos, agora, que os polinômios (2') são linearmente

independentes. Supomos que uma combinação linear não trivial dos polinâ
mios (2') é identioamente zero:

n “1 “nZZ 2:13 . P . = oB- x ...x._ (& ,...,ºl )1 1 n m,].1-1 (“1""“n)ª Sm_l,n 1 n

(3')

Consideremos o sistema de equações homogêneas, onde os ti são

incógnitas:
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n
21. &

i=l
º ; (ª (4')l, o.oçºón) E S1; :(«]-,..., dn)í i lll—1,11

ou seja:

t1 + a t2 + ... + a = Oa(o,...,o)1 (o,...,o)2 (o,...,o)n tn

'......C......OOCOOOOCOUCCOOO...0.0.0.0...DIOOOIOQOOIQQOCOOOCOOO

a(o,...,m—l)l_t1 + a'(o,...,m—1)2 tz + "' + a(o,...,m-l)n tn : O

que é um sistema de (m-i+n) equações & n incógnitas e não todas das e—

quações são triviais, por hipótese.

Assim, existe um conjunto de números arbitrariamente pequenos,

%%i ; i = 1, ..., %% tal que ti = 61 não é um conjunto solução de (4')
De fato, como nem todas as equações de (4') são triviais, e-

xiste pelo menos uma não trivial, para esta façamos o seguinte:

se não existisse Bi ;ªi = 1, ..., n:? de modo que para ti = Ei a.g
quação considerada é não nula para Si arbitrariamente pequenos, então,

para todos valores arbitrariamente pequenos de tl, t ..., tn a equa-2,
ção em questão seria satisfeita.

Em particular ela seria satisfeita para tl arbitrariamente pg

queno e t2 = t = ... = t = 0. Deste modo, o coeficiente de t3 n 1

ção considerada seria zero. Repetindo o raciocínio para t2,t3,...,tn tº
na equª

ríamos que os coeficientes de tº, t , ..., tn seriam nulos.3

) .Vamos escolher o conjunto dos menores Li 8 tal que o congunto

dos polinômios Pm i — 61 ; i = 1, ..., n tenha exatamente mn zeros cg
!

muns Zá ; j = 1, ..., mn, todos quais são distintos e finitos. Tais

&& s podem ser escolhidos usando o Teorema das Funções Implícitas.

Seja:



yl = Fm,]. (Xl, ooo, xn)

y2 : Pm,2(x1, oo', xn)
< (5')
......QOIOCOOQIOIIOOOOO

yn = Pm,n (xl, ooo, In)
&

Temos que, se (xlj' :: ., ..., xnj) é zero comum dos Pm,í => 0
2.1

. . | ..Jacoblano J (Pm,l' ..., Pm,n) (xlj, ..., xnj) ;4 0 =), de (5 ), que po.

demos tirar xl, ..., xn em função de yl, ..., yn nas vizinhanças de

(xlj'. ..., an) e de (o, ..., o), (ver [11]).

X]. :wlj (yl, "'! yu)

X2 : “923 (yl! "', yn)

o.ooonooonIUQOOIooouoO

xn =an (yl, ..., yn)

Considerando 81, 82, ...?—23611 arbitrariamente pequenos, então:
_

LPZj (81! º", En) =.C2j

......COCUOCQOOOCOCCOOC

(pm.) (61, ..., Sn) ='an

e portanto:

1 : Pm,1(tlj' "" tnj)
£=P (t2 m,2 lj” "" tnj)
......0000.00.00000000000

n " Pm,n (tlj'C*) ! ..., znj)
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Procedendo-se desta maneira para 3 = 1, ..., mn temos que:

P .“8 ;i=l,ooo,n
têm mn zeros comuns distintos e finitos. Como (31) é identicamente' zo—

- ' n .ro, entao, é zero em todos os C ; j = 1, ..., m ; ou sega::)

$i< &' “l'-“ª)" (c)ª c- ooot. Pmi ij =O ài=1 (“1""'ºªn)ªsm-1,n (ªll,...,o(n)i 13 n.] '

n o!
zz. ( L & tf; ...zn'?)£i =o
i=l (dl'_"'-'º<n)€Sm-l,n (al,...,ozn)i 3

Portanto:

1- 0 m.]_
(ª(o,...,o)1 + ª(1,...,o)1 tlj "'-Cnj “""”“ ª(o,...,m—1)ltlj"'cnj )61+

mel)€ +
OC +ooo+a 2

1+(a(o,...,o)2+a(l,...,o)2tlj"' nj (º'ooogm'l)2 Clã...

+......Ó.........Q..O.......O..........ÓQOCCOOOOOCQOÍCOOOOCOli......QI+

+(ª(o,...,o)n+ª'(1,...,o)n'.c'-õ:]l.;j"'ntº“ +"'+ a'(o,...,m--l)nz1;j'"'Crxr'íI'IJ-Én =O

Portanto:

a'(o,...,o)1E1ª'(o,...,o)2 62 + ª(o,...,'o)n Eu +

f(ª(1,...,o)181 + ª(1,...,o)2 E2 + * ª(1,...,o)nen )Clá'” tªí: +

+......OQ......CQCOOOQOCCOCOOIOO.........0.0.0.0.........IOIOOCOQOOCOO+

m-l
+_(a(º,ooo,m—l)1 & 1+ª(o,...,m-1)282+"'+ª(o,“qm—lhe“:'j'º'tnj — 0

(6')
Seja:
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n ºf ol
& £ ) xll ... xnn

(«]-,..., dn)€Sm_1,n i=1 (dl-[,..., «n)i iQ=ZZm-l

Então, por (6'), Qm—l se anula nos pontos tj ; j : l,...xnr.1 .

Pelo teorema de Noether, um polinômio não nulo que . satisfaz
tal condição deVe ser de grau no mínimo m.“ Logo, Q “=* O e portanto,“ « m*].

o coeficiente de cada xll ... xnn é zero, ou seja:

n
23 a E .= o
i=1 (all, ...,ocn)1 1

isto implica que os Ei satisfazem (4'), o que contradiz a escolha dos

Ei; assim os polinômios (2') são linearmente independentes. Portanto, a
condição a) está satisfeita.

Desde que os polinômios (2') são linearmente independentes, g
xiste um sub-conjunto S de S tal que pelo menos um.

' monômio

1:31 ... xnn, onde (ºil, ..., “n)GSK aparece em qualquer combinação li-
near não trivial dos polinômios (2').

De fato; consideremos &. matriz BK cujas linhas são os co_e_
, .

K+N

i'icientes dos polinômios:
'

cel “n .

ª os ºl oooxl ... xn Pm,i ; i l, ., n ; (l' ”ªn>eSm-lm

Como tais polinômios são linearmente independentes, então,

BK K+N tem caracteristica K. Assim, existe uma sub-matriz não singular
,

Bmx dª BK,K+N'

Sejas o conjunto das ênuplaa correspondentes aos monômios
K

associados com as colunas de B .K,K

Então, qualquer combinação linear não trivial dos polinômios

(2ª) corresponde a uma combinação linear das linhas de BK,K+N'cºmº BK,K



é não singular, um elemento correspondente a. alguma coluna em BK,K é

não nulo, assin, o coeficiente do monômio associado com tal coluna é"

não nulo na combinação linear dos polinômios (2'). Portanto, SK existe.

Seja:
“

SN ' ((dl' ""ªr;>e S'2m--1,n|(º(1' ""dn) #SK)

Consideremos:

131,31 5131 ªgr....“ 1; x *?
lm n m

xlâN ... xnÍN xlâN ... xxigN.....x lg ... xi. gn
lm n m.

__ _.J

e supomos que tenha característiça. <N.

Assim, existe uma. combinação linear não trivial de suas 11-—

nhas que é zero, ou seja.:
“.

-74_

o( o(o(11 nl 11 nl& (x ooo :: ooo, X ooo :: ) +(“]-1,000, ªnl) 11 nl ,
lm . mn

ol « o( —o(12 n2 . 12 n2
ooo ooo ooo + on. ++ a(º/12l,noo, dn2)(x11 In]. , , xlm mn)

ol « o( o!
IN lN nN+ a(º/IN, ..., “M) (111 ooo xnl , ooo xlm ooo xmn) . 0

Portanto:
O! o! el

A

11 111 IN nN
a(ºlll,.-.., &(ªl) 311 oooxnl +...+B(ÉN,..., JnN)Xll ... xnl : O

......OOOOOOOO.........OOOOOOCOOQOO........'......OCOOCOOCQOOOO.

a(d
o!

X

11""' dnl) lmn

o!

...x
nmn

+. o ...,-8011“, . . .
oc olnN.x ooo X . O

'ºózaN)1mn um11

(7')



Seja
ol

m*]. ª & a(d ooo « ) x
1 xdn

(Jl, ...,dn)€ SN 1, , n 1 ... n
Qz

: _
.

,Por (7 ), temos que Q2m-l se anula em cada. vk-(xlk,..., xnk),
k = 1, ooo, mn.

Logo, pelo teorema. de Noether =]?

(ª')P +ooo+QQ2m--1 = Q'm—l,1 1)m,1 + Q'm-l,2 m,2 m—l,n Pm,n

O lado direito de (8') é uma. combinação linear dos polinômios (2'), lo—

go, como já vimos, contém um monômio correspondente a. um elemento de

SK; mas, Q2m_1 tem somente monômíos correspondentes a. elementos de SN;

o que é uma. contradição. Assim, x(sN) tem característica N.

Seja %N um sub-conjunto de $= vj | 3 = 1, ..., mn]>tal que

XN(SN) é não singular. Então, XN(S ) tem característica N. Logo, 'aZill—1,11

condição b') está satisfeita..

Como %N é um sub—conjunto de ? , a condição o) está satisfei—
te. para os pontos de QN'



Comentários Finais

Com a finalidade de ilustrar as fórmulas de integração obti-
das nos capítulos anteriores, alguns exemplos serão apresentados. São,

também, verificados os erros de truncamento, por comparação dos oálcu-

los aproximados por meio das fórmulas de integração e do cálculo exato

das integrais.

Exemplo 1

Consideremos T2(2) o complexo de vértices (0.3,0) ; (0,0.6) ;

(-o.3,o) e (o,-0.6) e vamos calcular o valor aproximado de:

g(y4 + 10 x2 y2 + 5 x3 y - 20) dx dy

usando as fórmulas de integração estudadas neste trabalho. 0 valor eiª
to da integral, a menos de erros de arredondamento, é:

g(y4 + 10 x2 yº + 5 XB y - 20) = -7,195596

Tºm

a) usando quatro vezes a regra do Trapézio, obtém:

4,1134444 (vide programa (l))
cujo erro de truncamento é: 0,011152

b) pela regra de Simpson:

—7,l92223 (vide programa (2))

cujo erro de truncamento é: 0,003573



o) pela regra de ordem 4, a integração-numérica é exata.

d) usando fórmula que utiliza polinômios ortogonais:

-7,l99028 (vide programa (4))

e o erro de truncamento é: 05003432.

Pode—se, então, notar que os resultados numéricos alcançados

por mais das fórmulas de integração numérica múltipla são muito bons.

Exemplo 2

Cálculo de uma integral elíptica

Para esta função, a integral é sempre feita aproximadamente,

não existindo uma fórmula fechada que exprima sua integral.

Será apresentado abaixo, o valor de uma tal função por método

numérico, com uso de polinômios ortogonais;

l 1
& dx dy : 2,254407 (vide programa (4))
-l -1 # (2-xz)(2-y2 xº)
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