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RESUMO

BARBIERI, A. E. M. Superficies completas de curvatura média constante em espacos ho-
mogeéneos. 2024. 78 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2024.

A teoria de superficies minimas e, mais geralmente, de superficies de curvatura média constante
em R? tem suas raizes no calculo variacional introduzido por Euler e Lagrange no século 18 e nos
estudos seguintes devidos a Enneper, Riemann, Weierstrass, dentre outros, no século 19. Vdrias
questdes globais e conjecturas que surgiram dessa teoria cldssica foram resolvidas somente
nos ultimos anos. Neste trabalho, estudamos alguns resultados sobre superficies completas de
curvatura média constante no espaco Euclidiano R? e, mais geralmente, em espacos homogéneos

tridimensionais, cuja curvatura Gaussiana nao muda de sinal.

Palavras-chave: Superficies completas, espacos tridimensionais homogéneos, curvatura média

constante.






ABSTRACT

BARBIERI, A. E. M. Complete surfaces in homogeneous spaces with constant mean cur-
vature. 2024. 78 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2024.

The theory of minimal surfaces, and more generally, constant mean curvature surfaces in the
3-dimensional Euclidean space has its roots in the calculus of variations developed by Euler
and Lagrange in the 18th century and in later investigations by Enneper, Riemann, Weierstrass,
among others, in the 19th century. Many of the global questions and conjectures that arose in
this classical subject have only recently been addressed. In this work we study some results on
complete surfaces of constant mean curvature in the three-dimensional Euclidean space and,
more generally, in homogeneous three-dimensional spaces, whose Gaussian curvature does not

change sign.

Keywords: Complete surfaces, three-dimensional homogeneous spaces, constant mean curva-

ture.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A teoria de superficies minimas, e mais amplamente, de superficies com curvatura
média constante no espaco tridimensional Euclidiano, tem suas raizes no cdlculo das variagdes,
desenvolvido por Euler e Lagrange no século 18, e nas contribui¢cdes subsequentes de Enneper,
Scherk, Schwarz, Riemann e Weierstrass no século 19. Ao longo das tltimas décadas, diversos

matematicos desempenharam papéis significativos nesta teoria.

No contexto das superficies minimas, a abordagem global desempenhou um papel sig-
nificativo no trabalho pioneiro de Osserman na década de 60. Muitas das questdes globais e
conjecturas associadas a essa drea especifica foram recentemente solucionadas. Estas problemati-
cas abrangem propriedades conformes e analiticas, a geometria e o0 comportamento assintotico,
bem como a topologia e a classificagdo das superficies minimas, completas e imersas no espago
Euclidiano tridimensional. Veja (MEEKS III; PEREZ, 2011) para mais detalhes.

Os teoremas de Liebmann e Hilbert, que abordam superficies de curvatura constante,
representam dois dos resultados mais significativos na teoria de subvariedades. O primeiro
estabelece que a esfera comum € a tnica superficie completa com curvatura constante positiva
em R?, enquanto o segundo assegura a inexisténcia de superficies completas com curvatura
constante negativa em RR3. Outro resultado relevante nesse contexto ¢ o cldssico teorema de Hopf

sobre a classificacdo das esferas totalmente umbilicas:

Teorema 1.1 (Hopf). Se uma superficie imersa em R? tem curvatura média constante e é

homeomorfa a esfera, entdo ela € a esfera S? usual.

Por outro lado, um teorema de Bonnet estabelece que uma superficie completa em R3,
cuja curvatura Gaussiana K satisfaz K > ¢ > 0, deve ser compacta. Consequentemente, decorre
do teorema de Gauss-Bonnet que tal superficie tem género zero, implicando a presenga de
pelo menos um ponto umbilico. Através do teorema de Efimov, assegurando que a condicao

K < ¢ < 0 ndo se verifica em uma superficie completa em R, concluimos que ndo existe uma



18 Capitulo 1. Introdugdo

superficie completa em R?, sem pontos umbilicos, cuja curvatura Gaussiana K seja limitada por
zero. Inspirado possivelmente por este resultado de Efimov, J. Milnor apresentou a conjectura
seguinte. Veja (KLOTZ; OSSERMAN, 1966/67) para mais detalhes.

Conjectura 1.2 (Milnor). Considere M uma superficie completa em R>, sem pontos umbilicos,

tal que suas curvaturas principais k; e ky satisfacam a condicao
ki 4-k3 > ¢ > 0.

Neste caso, ou a curvatura Gaussiana K de M muda de sinal, ou K = 0.

Um progresso inicial na tentativa de demonstrar a conjectura de Milnor foi alcangado
por Smyth e Xavier (1987). Uma das consequéncias alcancadas por Galvez, Martinez e Teruel
(2015) € dada a seguir.

Teorema 1.3. Uma superficie completa em R? com curvatura Gaussiana ndo-positiva, em que

uma de suas func¢des curvaturas principais k; satisfaz ki2 > ¢ >0, € um cilindro generalizado.

Observe que cilindros generalizados sdo as tnicas superficies completas em R> com
curvatura Gaussiana ndo-positiva e curvatura média limitada por zero. Além disso, embora a
investigacdo de um andlogo ao teorema de Efimov em outras formas espaciais permaneca como

um problema em aberto até hoje, uma solugdo parcial foi apresentada por Schlenker (2001).

O comportamento de superficies completas em R? no qual H = ¢ # 0 difere substancial-
mente daquelas que s@o minimas, i.e., H = 0. Como exemplo dessa diferenca, somente o plano
dentre as superficies minimas completas tem a aplicacdo normal que omite uma vizinhanga
ndo-vazia na esfera, enquanto que existem superficies completas nao-cilindricas em R3, para o

qual H = ¢ # 0, cuja aplicagdo normal omite uma vizinhanga na esfera.

Tais superficies sido obtidas pela rotacdo de uma curva em torno de um eixo, as chamadas
superficies de Delaunay. Duas classes destas tais curvas, para o qual implicam a condi¢ao
H = ¢ # 0 na superficie rotacional resultante, sdo destacadas. A primeira delas consiste das
curvas sem auto-intersecdes; a superficie rotacional resultante neste caso - chamada onduloide -
€ completa, conexa, com H = ¢ # (, e a imagem da aplicacdo normal é uma regido anular na
esfera. A segunda classe consiste das curvas com auto-interse¢des. Neste caso, a curva quando
girada produz uma superficie completa - chamada nodoide -, com H = ¢ # 0, homeomorfa a um
cilindro, e cuja aplicacdo normal cobre toda a esfera. De toda forma, as duas classes de curvas

produzem superficies para o qual H> — K é sempre limitado por zero.

Um fato simples sobre a curvatura Gaussiana K é que, para superficies minimas, tem-se
sempre K < 0, enquanto que para as superficies de Delaunay descritas acima pode-se mostrar
que K muda de sinal. O resultado seguinte, apresentado por Klotz e Osserman (1966/67), além
de apresentar uma andlise desse fendmeno, d4 um passo na dire¢do de caracterizar as superficies

completas em R? de curvatura média constante.
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Teorema 1.4 (Klotz - Osserman). Uma superficie completa em R?, de curvatura média constante,
no qual a curvatura Gaussiana K nao muda de sinal, ou é uma esfera, ou uma superficie minima

ou um cilindro circular reto.

Note que o Teorema 1.4 verifica a conjectura de Milnor 1.2 no caso especial de superficies
completas com H = ¢ # 0. Além disso, este resultado foi estendido para superficies imersas na

esfera S* por Hoffman (1973) e no espaco hiperb6lico H? por Tribuzy (1980). Mais precisamente,

Teorema 1.5 (Hoffman). Uma superficie completa em S‘c‘, com vetor curvatura média H paralelo,

no qual a curvatura Gaussiana ndo muda de sinal, deve ser ou uma superficie minima, uma esfera
. _1 .

de raio (||H||? 4 ¢)~2 ou um produto de circulos S!(r) x S!(s), com 0 < r < o0 e 0 < 5 < oo.

Teorema 1.6 (Tribuzy). Seja M2 uma superficie completa no espaco hiperbélico H?, com
curvatura média constante H, no qual a curvatura Gaussiana K ndo muda de sinal; se K <0
assuma, além disso, que H 2_K—1>0,ie.,a superficie ndo tem pontos umbilicos. Entao,
a superficie é uma esfera geodésica em H? ou é o conjunto dos pontos equidistantes de uma

geodésica completa de H>.

Cabe destacar que o Teorema 1.4 permanece valido para hipersuperficies completas M"
no espaco Euclidiano R"*! com curvatura média constante H, desde que a curvatura de Ricci de
M" nao mude de sinal. De fato, ambos os casos Ric(M) < 0 ou Ric(M) > 0 implicam que M é
um cilindro esférico; o primeiro caso decorre de (SMYTH; XAVIER, 1987, Thm. 2), enquanto o
segundo € uma consequéncia de (HARTMAN, 1978). Se existe uma constante ¢ > 0 tal que a
curvatura Gaussiana satisfaz Kj; > ¢, segue do teorema de Bonnet-Myers que M" é compacta e,

assim, convexa. Logo, neste caso, M" € a esfera usual pelo teorema de Liebmann.

Nos ultimos anos, o estudo de superficies de curvatura média constante em espacos
produto e, de forma mais geral, em espagos homogéneos tridimensionais, cujo grupo de isome-
trias tem dimensao 4, tem ganhado grande destaque. Nesse sentido, Espinar e Rosenberg (2011)

estenderam o Teorema 1.4 para espacos homogéneos cujo grupo de isometrias tem dimensao 4.

O objetivo principal deste trabalho € estudar tais resultados, mais especificamente, os

Teoremas 4.3 e 4.4. Para isto, o trabalho estd divido nos capitulos abaixo.

Primeiramente, no Capitulo 2, desenvolvemos um pouco da teoria de geometrias tridimen-
sionais, culminando no Teorema da Geometrizacdo de Thurston 2.11 sobre a classificacao dos
modelos geométricos de dimensdo 3. Além disso, definimos submersdes de Killing para poder
analisar cada um dos espacos tridimensionais homogéneos E(k, T), onde k e T sdo constantes

com k — 472 # 0, com grupo de isometrias 4-dimensional:

k>0 |xk=0] k<0
SP(k)xR| - |H*(k)xR

7=0
T#0

S;(k,7) | Nil; | PSL,(R)
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Ja no Capitulo 3, estudamos as equacgdes de compatibilidade para superficies em E(x, 7),
condi¢des necessdrias e suficientes para uma imersdo local de uma superficie orientada em
E(x, 1), baseadas em (DANIEL, 2007). Além disso, apresentamos tais equagdes para o caso em
que haja um parametro conforme para a primeira forma fundamental da superficie, assim como
(FERN4aNDEZ; MIRA, 2007).

Finalmente, no Capitulo 4, classificamos certas superficies completas de curvatura média
constante em E(k, 7), assim como em (ESPINAR; ROSENBERG, 2011). Ademais, apresentamos
o Apéndice A para entender alguns conceitos relacionados a sistemas de coordenadas conformes
e a diferencial de Hopf, fundamentais para este trabalho. Recomenda-se ao leitor que, caso tais
conceitos ndo sejam de conhecimento prévio, o Apéndice A seja lido anteriormente ao Capitulo
3.
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CAPITULO

GEOMETRIAS TRIDIMENSIONAIS

2.1 Motivacao

Com o intuito de estudar geometrias tridimensionais, é fundamental apresentar algumas
defini¢des e resultados acerca de acdes de grupos em variedades diferencidveis, baseados em
(ALEXANDRINO; BETTIOL, 2015).

Definicdo 2.1. Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagcdo
diferencidvel u : G x M — M € chamada agdo de G em M ou G-agdo em M se:

i. pu(e,x)=ux, paratodo x € M, onde e é o elemento identidade de G;

ii. (g1, u(g2,x)) = (g1 82,x), paratodos g1,82 € Gex € M.

O subgrupo
Gy={geG:u(g,x)=x} <G

¢ chamado de grupo de isotropia ou estabilizador de x € M e a drbita de x € M € definida por

G(x):={u(g,x): g€ G} C M.

Se G(x) = {x}, entdo x € M ¢ dito ser ponto fixo da agio;

Se Nyem Gy = {e}, a acdo é dita eficaz;

Se G, = {e}, para todo x € M, a agdo é dita livre;

Se para todos x,y € M, existe g € G, tal que p(g,x) =y, entdo a acdo é dita transitiva,

Se para todo x € M, existe um aberto Uy C M tal que U,N (g, x) =0, paratodo g € G\ {e},

a acdo € dita propriamente descontinua.
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Quando a ag@o estiver implicita, podemos denominar ft(g,x) = gx = g - x. Perceba que o
grupo de isotropia G, de um ponto fixo € o grupo inteiro e, portanto, uma a¢do com pontos fixos
nao pode ser livre. Como Nycpr G, € um subgrupo normal de G, observe que toda G-acao pode

ser reduzida a uma ago eficaz de G/ (NyepGy) em M.
Observacao 2.2. Consideremos as aplicagdes diferencidveis

us:M — M e W:G —-M
x = U(g,x) g — u(g,x)

Para cada g € G, temos que ué é um difeomorfismo de M. De fato, como u € diferencidvel, a
L . -1 . o . .
aplicacdo uf e sua inversa €  sio diferencidveis. Desta forma, podemos identificar u¢ :=

{u8 : g € G} com um subgrupo de Diff(M) = {¢ : M — M : ¢ é difeomorfismo}.

Quando sdo analisadas variedades Riemannianas, podemos exigir mais sobre as apli-
cacdes U8 e estabelecer algumas defini¢des e resultados a seguir, assim como em (SCOTT,
1983).

Definicio 2.3. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, uma acéo de I em (M, g) € dita isomé-
trica se 48 é uma isometria de (M, g), para todo g € I'. Neste caso, a métrica g é dita I'-invariante

e ul é identificado com um subgrupo de Iso(M,g) = {¢ : (M,g) — (M,g) : ¢ é isometria}.

Se uma acdo de I' em uma variedade Riemanniana M é isométrica e propriamente
descontinua, entdo M /I" admite uma estrutura de variedade diferencidvel e pode ser munida com
uma métrica Riemanniana de forma que a projecdo 7 : M — M/T" se torne uma isometria local.
Veja (CARMO, 1988, Pag. 183).

Definicao 2.4. Uma métrica Riemanniana em M" € dita localmente homogénea se para todos
X,y € M, existem vizinhangas abertas U,,Uy, C M de x e y, respectivamente, € uma isometria
o Uy — Uy,

Definicao 2.5. Uma variedade M" admite estrutura geométrica se M possui uma métrica Rie-

manniana completa e localmente homogénea.

A evolucdo do conceito de geometria ao longo do tempo inclui diferentes defini¢des.
Inicialmente, a geometria cldssica de Euclides abordava conceitos fundamentais como pontos,
retas, incidéncias, angulos e comprimentos. Com o progresso da matemaética, surgiu uma segunda
defini¢do relacionada a geometria diferencial, onde a geometria de um espago € recuperada por

meio de sua métrica Riemanniana.

Uma definicdo mais moderna, proposta por Klein, considera um conjunto M e um grupo
G agindo em M. Nessa abordagem, a geometria do par (M,G) tem como foco o estudo das
propriedades de M que sdo invariantes sob a acdo de G. Neste contexto, consideremos a seguinte

definicdo:
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Definicao 2.6. Uma geometria é um par (M,G), onde M é uma variedade Riemanniana e G é
um subgrupo do grupo de difeomorfismos Diff(M) de M que age transitivamente em M e com

grupos de isotropias compactos.

Definicio 2.7. Duas geometrias (M,G) e (N,H) sao ditas equivalentes se existem um homo-

morfismo ¢y : G — H e um difeomorfismo ¢ : M — N tais que, para todos g€ Gex e M,

O(g-x) = ¢o(g) - ¢(x).

Definicio 2.8. Diremos que uma geometria (M,G) é maximal se ndo existe um grupo H # G

tal que G < H e (M,H) é também uma geometria.

Definicio 2.9. Uma geometria (M, G) admite quociente compacto se existe um subgrupo H < G
que age em M como um grupo de recobrimento tal que M /H é compacta.

Em 1882, Poincaré (seguido por Klein em 1883) enunciou o seguinte teorema da unifor-

mizac¢do, que foi provado de maneira independente por Poincaré (1908) e Koebe (1907).

Teorema 2.10 (Uniformizagdo). Toda superficie compacta e conexa admite estrutura geométrica

equivalente a de R2, S? ou H2.

Este resultado representa uma 6tima classificagcdo, abrangendo todas as superficies cone-
xas e compactas, e determina precisamente que tipo de estruturas geométricas essas superficies
podem ter como modelo. Thurston, inspirado por tal resultado, buscou generaliza-lo para di-
mensdes maiores, especificamente para a dimensdo 3. Assim, com os conceitos apresentados
anteriormente, Thurston (1997) demonstrou o teorema seguinte que classifica todas as possiveis

geometrias tridimensionais maximais, simplesmente conexas € com quociente compacto.

Teorema 2.11 (Thurston). Qualquer geometria tridimensional maximal, simplesmente conexa
e com quociente compacto é equivalente a geometria (M,Iso(M)), onde M é uma das oito

seguintes variedades Riemannianas:

—_——

R3, S*, H?, S?xR, H?xR, Nils, PSLy(R) ou Sols.

A dimensao do grupo de isometrias de uma variedade tridimensional homogénea e
simplesmente conexa pode ser 3, 4 ou 6. Quando a dimensao de tal grupo € 6, entdo a variedade
possui a geometria modelo das formas espaciais, isto €, de S3, R3 ou HA. Se tal dimensio for 3,a
geometria da variedade € equivalente ao grupo de Lie Sols. Neste trabalho, estamos interessados
em estudar os espagos tridimensionais homogéneos E(x, ), onde k e T sdo constantes com
K — 412 # 0, tais que dim(Iso(E(x,7))) = 4, dispostos na Tabela 1.

Para isto, € necessario desenvolver algumas definicdes e resultados acerca de submersdes

de Killing na proxima se¢do, os quais sdo majoritariamente baseados em (MANZANO, 2014).
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| x>0 |[xk=0| k<0
S%(x) xR H?(x) x R
S;(k,7) | Nil; | PSLy(R)

=0
T#0

Tabela 1 — Os espacos E(k, 7).

2.2 Submersoes de Killing

Neste contexto, consideremos variedades Riemannianas E" e M* conexas e orientdveis,
onde k < n. Se w: E — M € uma submersao, isto €, uma aplicacdo diferencidvel sobrejetora
cuja diferencial em todo ponto é sobrejetora, temos que, para todo x € M, o conjunto .%, :=

n! (x) C E, denominado fibra sobre x € M, é uma subvariedade de E de dimensdo n — k.

Observe que, para cada p € .%,, o espago tangente 7),.%, é dado por kerdr(p). Desta
forma, podemos decompor T,E = T,.%, ® T, %", onde dim(T,.7,) = n—k e dim(T,.F ;") = k.

Defini¢ao 2.12. Uma submersdo 7 : E — M ¢ dita Riemanniana se, para todos x € M e p € Z,,
a aplicacdo
¢ uma isometria, isto €,

(dr(p)-vdr(p)-w)=(vyw), Vvwe Tpﬁj.

Definicdo 2.13. Um campo vetorial X € X(E) é dito

e vertical se X é tangente as fibras, isto €, para todo x € M,

X(p)ETpﬁxa VpeFg;

e horizontal se X € ortogonal as fibras, isto €, para todo x € M,

X(p) € T,7+, VpeZ

Observe que podemos decompor qualquer campo vetorial X € X(E) na sua parte vertical
X" e horizontal X" de forma que X = X" 4 X". Sabemos que dado Y € X (M), existe um tinico
campo Y € X(E) horizontal, denominado levantamento horizontal de Y, que é m-relacionado
com Y, ou seja, para todo x € M,

dn(p)Y(p)=Y(x), VpeF

Nao € verdade que todo campo horizontal em E € levantamento horizontal de um campo em M.

Assim, diremos que um campo horizontal Y € X(E) é bdsico se Y é m-relacionado com algum
Y e X(M).
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Definicao 2.14. Um campo vetorial X € X(E) é dito de Killing se seu grupo local a 1-pardmetro

{¢,} é constituido por isometrias de E.

A proposicdo a seguir estabelece equivaléncias sobre um campo de Killing e sua demons-
tracdo pode ser encontrada em (CARMO, 1988).

Proposicao 2.15. Sao equivalentes sobre X € X(E):

1. X é um campo de Killing;
2. X(Y,Z) ={([X,Y],Z)+(Y,[X,Z]), para todos Y,Z € X(E);
3. (VyX.,Z)+(VzX,Y) =0, paratodos Y, Z € X(E). (Equagao de Killing)

Definicao 2.16. Uma submersao Riemanniana 7 : E — M € dita de Killing se existe um campo
de Killing & € X(FE) vertical, unitdrio e completo (seu grupo local a 1-pardmetro {¢,} estd
definido para todo ¢ € R).

Consideremos agora E> uma variedade orientével tridimensional. Podemos definir glo-
balmente um produto vetorial A em X(E) de forma que, dado um referencial ortonormal positivo
(E1,Ey, E3), temos, para todos X,Y,Z € X(E),

(XAY,Z)= det (X,Y,2). 2.1)
(E1,E2,E3)

Lema 2.17. Se 7 : E — M? é uma submersio de Killing, com campo de Killing & € X(E),

existe uma fungdo 7 € C*(E) tal que

Vxé=TXNE, VX € X(E).

Demonstrag¢do. Note que nos pontos em que X € linearmente dependente a &, a igualdade é
satisfeita, pois § A§ = V¢& = 0. De fato, como & € um campo de Killing unitdrio, temos pela

equacdo de Killing e pela compatibilidade de V com a métrica que
1

Desta forma, podemos considerar X € X(E) linearmente independete a &. Perceba que,

pela equacao de Killing,
<VX§7X>+<VX§7X>:O = <VX€,X>:O,

assim como

(Vx&.6) = X (£.6) =0
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Portanto, existe uma tnica fun¢do 7y € C*(E) tal que Vx& = tx X A £. Observe que Ty depende

somente da parte horizontal de X. De fato, decompondo X = X" 4+ X", temos
VinE = Vi€ + V& = Vy€ =ty X NE = kXN E+ 13 X" NE =ty X" NE.

Desta forma, devemos mostrar que Ty = Ty para quaisquer X,Y € X(E) horizontais. Como & é

de Killing, obtemos
Ty (Y A8 X) = (Vy§,X) = —(Vx&,Y) = -t (XNE,Y) =t Y NE,X),

isto é, (tx — 1y) (Y AE,X) =0, ou ainda, (ty — 7x) (Y AX,&) = 0. Nos pontos em que X é
linearmente independente a Y, temos que X AY € vertical e, portanto, Ty = Ty. Nos pontos p € E

tais que X (p) = A,Y (p), para algum A, # 0, teremos

x(P)(X AE)(p) = Vx&(p) = 4 VyE(p) = Ly () (Y ANE)(P) = (p)(X N E)(p),

isto é, Tx(p) = tv(p), como queriamos demonstrar. O

Definicio 2.18. A fungio T € C*(E) dada pelo lema anterior é chamada curvatura do fibrado

da submersao 7.

Observacao 2.19. Nas condi¢des do Lema 2.17, observe que

e As fibras da submersdo 7 sdo geodésicas de E, as quais serdo denominadas geodésicas
verticais. De fato, se ¥ denota a parametrizacio de uma fibra de 7, temos que o vetor Y

estd na diregdo de &, pois & € vertical. Desta forma, como V¢& = 7§ A § = 0, concluimos
que ¥' =0.

e As isometrias do grupo local a 1-parAmetro {¢; };cr associado ao campo de Killing &
serdo denominadas translagoes verticais. Se aplicarmos d ¢, a igualdade do Lema 2.17,
obteremos que To ¢; = 7, para todo t € R, ou seja, a fungdo 7 € constante ao longo das

fibras e, portanto, podemos definir 7 ao longo de M.

e Toda geodésica y de E forma um angulo constante com o campo de Killing &. De fato,

pela compatibilidade com a métrica, temos que

S EWD) = (TpY )+ Y. V),

onde o primeiro termo se anula pois ¥ é geodésica, assim como o segundo, pois V,& =
Y A€ € ortogonal a ¥

Exemplo 2.20. Dada uma variedade Riemanniana bidimensional M, considere a variedade
produto M x R. Observe que a proje¢io candnica 7 : M x R — M dada por 7(p,t) = p é uma
submersao de Killing. De fato, como T( ) (M xR)~T, »M @R, basta considerar o campo de
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Killing & = % € X(M x R), onde % € o campo unitdrio que gera R, isto é, %(p,t) = 1. Desta
forma,
TIXANE=VxE=0, VXeX(MxR),

ou seja, T=0.

Exemplo 2.21 (Fibracdo de Hopf). Considere R* identificado com C? e sejam S® = {(z1,22) €
C?: z1P+ |2 =1 e S* (k) ={(z,t) e CxR: |z]> + 1% = %} A submersio

o S — S*(x)

(zw) > = (22w, [z = w]?)

¢ chamada projecdo de Hopf. Observe que a fibra passando pelo ponto (z,w) € S* ¢ dada por

{(e"z,e"w) : t € R}, pois para todo t € R,

. . 1 . . .
77:]-[(6”2,6”‘4/) - (2€HZ€7”W, |ezt‘2 (‘Z‘2 . ‘W‘Z)) —

JK
Desta forma, as 6rbitas da acdo de S' em S? dada por
u: Stxs* — s
(ei’, (Z,W)) — (P;(Z,W) — (eitaeizw)

(229, 2 — wP) = (2. w).

==

coincidem com as fibras da submersao 7y.

2.3 Espacos tridimensionais homogéneos com grupo de

isometria 4-dimensional

Consideremos M?(x), k € R, uma forma espacial bidimensional com curvatura constante
K, isto €,

R?, se Kk =0,
M?(k) = S%(x), sex >0,
H?(x), sek <O.
Denotaremos por E(k,7) os espagos tridimensionais homogéneos, cujos grupos de

isometrias t€ém dimensao igual a 4, e que sdo fibra¢cdes Riemannianas sobre MZ(K), ou seja, que

existe uma submersao de Killing
n:E(x,7) — M2(x),

com campo unitério e vertical de Killing & € X(E(x, 7)) e curvatura do fibrado constante 7 tal
que k — 472 # 0. De acordo com a Observagio 2.19, as fibras de tal submersdo sdo tangentes a

& e geodésicas em E(k, 7).

Pelo teorema a seguir, demonstrado por Manzano (2014), podemos classificar todas as

submersdes de Killing em espagos homogéneos tridimensionais.
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Teorema 2.22. Seja 7 : E — M? uma submersio de Killing. Se E é homogéneo, entdo a curvatura
Gaussiana de M e a curvatura do fibrado 7 da submersao sdo constantes. Em particular, £ € um

espaco E(k, T) ou seu quociente por uma translac@o vertical.

Se T =0, de acordo com o Exemplo 2.20, temos que E(k,0) = M? (k) x R, considerando
a proje¢do canodnica na primeira coordenada como a submersao de Killing. Se, além disso, Kk =0,

obtemos o espaco R?, cujo grupo de isometria tem dimensdo igual a 6, 0 que néo nos interessa.

Vamos estabelecer alguns resultados para o caso 7 # 0, assim como em (DANIEL, 2007).
Considere localmente um referencial ortonormal positivo (Ej, E», E3) em E(x,7) com E3 = &.

Denotando por

Fi'{j - <VEiEj> Ek>

os simbolos de Christofell da conexdo Riemanniana V de E(k, ), obtemos, pelo Lema 2.17 e

por (2.1), que

)= (VE,EE) = (TEaNEE)) =1 det (Ey,E3E\)=71 det (Ej,EzE3)=r1.

(E1,E2,E3) (E1,E.E3)
Pela compatibilidade de V com a métrica, l"f?j = —l"ljk e, portanto, I %1 = —71. De forma
anéloga, obtemos que I% = —F?z = —1. Além disso, denote F%z = —F%l =7—o0,ondec €R

serd determinado a seguir, e observe que os demais simbolos sdo identicamente nulos. Perceba

que

|E\,Ey) = Vi, Ey — Vg, E) =TLE| +THE, +T5,E; — Y Ey —T3,E, — T3, E3
=1TE3+TE3 = 27TE3,

[E2,E3] = Vg, E3 — Vi Ey = TE) +T3Ey +T3,E3 — T E —T5,E, —T5,E;3
=1tE,—(t—0)E| =0OE},

|E1,E3] = Vg, E3 —Vi,E) =ThHE| +THE, +T5,E; — T3 E| — T3, E, — T3, E3

2.2)

— —’L'Ez — (G— T)Ez = —GEZ.

Das simetrias do tensor de curvatura R decorre que estd bem definido o operador

curvatura R : N\aM — NoM, onde AoM é o espaco dos bivetores, dado por
(RXXAY),ZAW) = (R(X.Y)Z,W),

o qual é um operador simétrico. Denotando por (e, ez,e3) = (Ex ANE3,E3 NE1,E; NE>) a base
de AoM, obtemos a matriz [Ié,- j] de R, onde

A A

Rij=(R(ei),ej) e Ri=(R(e;),e;) = (R(Ej,Ex)E},Ex) = K(Ej,Ey), (2.3)
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para i # j# k # i, em que K(E;, E;) denota a curvatura seccional do plano gerado por E; e Ej.
Assim, por (2.2),

Ri1 = (R(E2,E3)Es, E3) = (VE,VE, E2 — VE,VE,Er + Vg, £,1E2, E3)

= (—(t—0)VE,E|+0VE Ey,E3) = ((T—0)TE3 + OTE3, E3) = 2 (E3,E3) = 12,
Ry = (R(E3,E1)E3,E1) = (VE, Vi, E3 — Vi, VE E3s + Vg, £1E3, E1)

= (tVg,E2+0VE,E3 E|) = (t(t—0)E| + OTE| ,Ey) = 2 (E|,E) = 12,
R33 = (R(E\,E2)E1, Ex) = (VE,VE E\ —VE VE,EL + Vg, £, E1 E2)
(—(=7)VE,E3+21TVE,E,Ep) = (—72E2 +21(0 —7)Ey, Ep)
= (—1° 4210 — 27°)(Es, E5) = 210 — 37°.

Além disso,

Ri2 = (R(E2,E3)E3,Ey) = (VE,VE,E3s — VE,VE,E3 + Vg, £, E3, Ey)
= <TVE3E1 + GVE1E3,E1> = <T(G — T)Ez — GTEQ,E1> =0,

e, de forma andloga, Iéi =0, para todo i # j. Desta forma,

2 0 0
R=10 12 0
0 0 210-—312

De acordo com (CARMO, 1988, Pag. 207), se w : E — M é uma submersiao Riemanniana, K e
K’ denotam as curvaturas seccionais em E e M, respectivamente, temos, para todos X,Y € X (M)

e X,Y € X(E) seus respectivos levantamentos horizontais, que
K'(X,Y)=KX,Y)+ ZH[J_(,Y]VHZ.
Desta forma,
Kk =K(E|,Ep) + ;1||[E1,E2]V||2 =210 37>+ ;1||2TE3V||2 =276 —37° 4 37°||€|* = 270,

isto é, 0 = 5. Portanto,

2 0 0
R=10 22 0
0 0 k-—3r2

Observe que, por (2.3), a matriz nos diz que K(E1,E;) = k — 312 e K(E, &) = K(Ep, &) = 72
A proposic¢do a seguir, que pode ser encontrada em (ESPINAR; OLIVEIRA, 2013), abrange este
resultado a qualquer espago E(k, 7).

Proposicdo 1. Sejam X,Y € X(E(x, 1)) campos vetoriais horizontais de forma que {X,Y,&}
forma um referencial ortonormal positivo. Entio K(X,Y) = k —37% e K(X,&) = 12, onde

K(X,Y) denota a curvatura seccional do espago bidimensional gerado por X e Y.
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Observe que o espaco hiperbélico H> ndo admite uma estrutura de submersio de Killing
sobre uma forma bidimensional MZ(K), pois H> possui curvatura seccional constante —1 e, pela
proposi¢ao anterior, planos verticais em submersdes de Killing t€m curvatura constante nao

negativa. A proposi¢do seguinte nos permite calcular o tensor de curvatura em E(x, 7).
Proposicao 2.23. Para quaisquer campos vetoriais X,Y,Z,W € X(E(k, 7)), temos

(R(X,Y)Z,W) = (k—312)(Ro(X,Y)Z,W) + (k — 47*)(R{ (£;X,Y)Z, W),
onde Ry(X,Y)Z=(X,Z)Y —(Y,Z)X e

Rl(é;X7Y)Z: <Y75><Z=§>X+<Y7Z><X7§>§ - <X7Z><Y7é>§ - <X7§><27§>Y'

Demonstragdo. Decomponha X =X +xE,Y =Y +yE,Z=Z+zEe W =W +w&, onde X, Y,
Z e W sdo campos horizontais € x = (X, &),y = (Y,&), z = (Z,&) e w = (W, ). Desta forma,

observe que

(R(X,Y)Z,W) = (R(X 4+ xE.¥ +yE)Z+2E W + wé)
= (R(X,V)Z,W) + (R(x,V)Z,W) + (R(X,yE)Z,W)
+(R(X,¥)zE, W) +(R(X,Y)Z,wE) + (R(xE,yE)Z,W)
+ (R(x&E,¥)zE, W) + (R(xE,¥)Z,wE) + (R(X,yE)zE, W)
+(R(X,y8)Z,w&) + (R(X,7)zE,wE) + (R(xE,y§)zE, W)
+(R(xE,¥E)Z,wE) + (R(xE,T7 )28, w&) + (R(X,yE) 2, wé)
+ (R(x§,y8)z8 . wE).

Pela antissimetria do tensor de curvatura, os termos em que o campo & aparece trés ou quatro
vezes se anulam, assim como aqueles em que o campo aparece duas vezes nas primeiras ou

ultimas posi¢coes do tensor.

Além disso, os termos em que o campo & aparece apenas uma vez também se anulam,
pois a matriz R na base (e1,e2,e3) é diagonal. De fato, por exemplo, no termo em que & aparece
na primeira posicdo, se considerarmos as decomposicoes ¥ = y{E| + y,E», Z=7E +nE e

W = wE| +wyE,, teremos:

(R(xE,Y)Z,W) = x(R

—~

EVIEL +y2E2) 21 Ey + 22E2, Wi E +woEp)

vizjwi(R(E3,E;)Ej, Ey)

=x vizjwe(R(E3 NE;),Ej NEy)
ijk=1
2 R 2 R
= xy| Z zjwi(R(—e2), Ej NEx) +xy2 Y zjwi(R(—e1),Ej NEy)
k= k=1

J,
= xy1(—z1waRa3 + oW1 Ra3) +xy2(—z1waR13 + 22w Ry13) = 0.
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Portanto, temos

(RX,Y)Z,W) = (RX,Y)Z,W) +xz(R(E,Y)E, W) +xw(R(E,Y)Z,E)
+yz(R(X,&)E, W) +yw(R(X,£)Z,&).

Pela Proposigio 2.23, sabemos que K(E},E») = k — 312 e K(E|, E3) = K(E3,E3) = 72. Como
X,Y,Z,W € span{E}, E,}, obtemos que

(R(X,7)Z,W) = (k- 372) (X, 2)(F7, W) — (X, W)(V,2)).

Além disso, considerando as decomposi¢des Y =yEi+y2E, e W =w E; +wyE», perceba que

<R( Zyle E37 )E33Ej>
i,j=1

= yiwi1K(E1, E3) +yiwaRa1 +yaw Rz +yowoK (Ey, E3)
= Tz()’lwl +yow2)
= 12(¥,W).

Aplicando o processo andlogo aos outros termos, concluimos que

<R(X,Y)Z,W>:(K—3’L'2) (<~,Z><I7,W>—<)~(,W>(~,Z>)
+ 172 (x2(Y, W) —xw(¥,Z) — yz(X,W) +yw(X,Z))
(k=37%) (((X,Z) —x2) (Y, W) —yw) — (X, W) —xw)({Y, Z) — y2))

como queriamos demonstrar. 0

A seguir, vamos descrever cada um dos espagos E(x,7), com grupo de isometria 4-

dimensional.

2.3.1 Os espacos S*(x) xR e H?(x) xR

Nos casos de espacos produto, dados por Mz(K) x R, consideramos a métrica produto
e, portanto, as geodésicas sdo produtos de geodésicas em cada fator e toda isometria f de
M?(x) x R decompde-se como f = (fi x idg) o (id 2 >< f2), onde fi é uma isometria de
M?(k) e f> é uma isometria de R. Como visto no Exemplo 2.20, consideramos a submersdo de
Killing 7 : M?(k) x R — M?(x) dada por 7t(p,t) = p. Para mais detalhes, ver (MANZANO,
2012; SCOTT, 1983).
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Figura 1 — Esquema dos trés tipos de isometrias que preservam orientacdo de HZ(K). (MANZANO, 2012)

e No caso k > 0, toda isometria de S?(k) C R? é a restri¢io de uma isometria de R® que
fixa a origem, isto €, uma transformacao ortogonal. Como toda transformacao ortogonal de
R? deixa uma direcio invariante, entdo as isometrias de S2(K) deixam um par de pontos

antipodais invariante.

1. Se aisometria preserva orientacdo, entdo tais pontos antipodais permanecem fixos e,

desta forma, a isometria € uma rotacao em torno do eixo formado por estes pontos;

2. Se a isometria inverte orientacdo, entdo € uma composi¢do da aplicacdo antipoda - ou

de uma simetria com respeito a uma geodésica (grande circulo) - com uma rotacao.

e No caso k < 0, considerando o modelo do disco de Poincaré H? (k) =D C C, as isometrias
de HZ(K) que preservam orientacao sao transformacdes de Mobius que deixam invariante

a fronteira dD e podem ser de trés tipos, além da identidade, de acordo com a Figura 1:

1. Se a isometria ndo deixa pontos fixos na fronteira, € uma rotagado (eliptica) em torno

de um ponto;

2. Se a isometria tem um ponto fixo em JdID, entdo temos uma franslagédo parabdlica ou

rota¢do em torno de um ponto no infinito;

3. Se a isometria deixa dois pontos fixos na fronteira, entdo é uma translagcdo hiperbo-

lica.

As isometrias que invertem orientacdo sdo obtidas compondo as isometrias acima com

uma reflexdo com respeito a uma geodésica.

Vale ressaltar que os subconjuntos da forma M? (k) x {fo} (chamados planos horizontais
ou slices) e I' x R (chamados planos verticais), onde I' C Mz(K) ¢ uma geodésica, sio superficies
totalmente geodésicas em MZ(K‘) x R, pois podem expressar-se como conjuntos de pontos fixos

de isometrias.

2.3.2 As esferas de Berger

As esferas de Berger Si(l{, 7), com kK > 0 e T # 0, sdo obtidas deformando a métrica
usual da esfera tridimensional de forma que a fibragdo de Hopf permaneca sendo uma submersao
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de Killing sobre SZ(K), mas modificando o comprimento das fibras. Para mais detalhes, veja
(TORRALBO, 2010; MANZANO, 2012; DANIEL, 2007).

Como visto no Exemplo 2.21, a esfera S® pode ser vista como um subconjunto de C?.
Além disso, admite uma estrutura de grupo de Lie induzida pela seguinte identificagdo com
SU(2) = {A € My(C) : AA" = I,det(A) = 1}:

Uma base de campos invariantes a esquerda é {Ej, E>,V }, onde

(El)(Z7W) = (-W,2), (EZ)(Z7W) = (—im,iz) e V(z7w) = (iz,iw).
A submersdo de Killing é dada pela fibracdo de Hopf
. 3 2
g (S7,g,) — S(x)
(zw) o= (2, [z — W)

onde a métrica g;, € dada por
4 472 3
gb(XaY):E <X7Y>+ ?_1 <X7V><Y7V> ) VX7Y€TS ’

em que (.,.) denota o produto escalar usual de C2.

Observe que, com esta métrica, temos, para cada i, j = 1,2,

1672

4
gy (Ei Ej) = ;51']', g(ELV)=0 e g,(V\V)= 5

ou seja, a base {E,E>,V} é ortogonal em (83, g,)- Assim, o campo de Killing vertical unitdrio
¢ dado por £ = (%)V, ja que E| e E, sdo horizontais. Perceba que se k = 472, entdo a métrica
g, coincide com a métrica usual de S*. Como estamos considerando espacos homogéneos

Riemannianos com grupo de isometria 4-dimensional, entio k # 472,

2.3.3 O grupo de Heisenberg Nil;

O espago Nil3(7) = E(0,7), com 7 # 0, é a variedade Riemanniana (R?,g.), onde a
métrica g, € dada por
g, = dx? +dy? + (dz + 7(ydx — xdy))?,

sendo (x,y,z) as coordenadas usuais de IR?. Boas referéncias para este espaco sdo (TORRALBO,
2010; DANIEL, 2007). Tal espago admite uma estrutura de grupo de Lie

(x1,¥1,21) * (x2,¥2,22) = (x1 +x2,y1 +y2,21 + 22 + T(X1y2 — X2)1)) 5
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cuja dlgebra de Lie consiste das matrizes triangulares superiores e nilpotentes de ordem 3:

,(a,b,c) cR3

S O =
S = Q
_ 0 O

Dadas duas constantes T € 7 e os correspondentes grupos de Heisenberg (R3, g.) e
(R3,g;), a aplicagdo
vi (R.%e) — (Rlg)
(xyz)  — 2(x02)
¢ uma isometria. Desta forma, a menos de homotetias e isometrias, podemos fixar uma constante

T, a qual geralmente € tomada T = %

A submersao de Killing, neste caso, € dada pela projecdo 7 : (R3, g:) — RR? dada por
m(x,y,z) = (x,y), na qual consideremos uma base de campos invariantes a esquerda que caracte-

rizam os levantamentos horizontais dos campos d, e d, de R?, dada por

E; = 0y — Tyd,, E, = 8y+ Tx0, € E; = 0,.

Observe que esta base é ortonormal em Nil3(7) e, como as fibras da submersao 7 sdo as
linhas retas {x = xo,y = o}, 0 campo de Killing vertical unitdrio é d,.

2.3.4 O espaco PSL,(R)

—_——

O espaco PSL,(R) = E(k,7), com T # 0 e k < 0, é uma fibragio sobre H?(k). Deno-
temos por SL,(IR) o grupo de Lie tridimensional das matrizes de ordem 2 com entradas reais
cujo determinante é 1, ou seja, SLy(R) = {A € GL,(R) : det(A) = 1}. Desta forma, podemos

b
SLy(R) = {( 4 ; ) :(a,b,c,d) € R* ad — bc = 1}

escrever

c

(2 )weneman
= s(bye,d) R d#0 5.
c d

Seja M o grupo das isometrias de H? com a operacio de composi¢io - considerando H?

com o modelo do semiplano de Poincaré -, isto €, o grupo das transformacdes de Mobius:

B az+b
cz+d

M:{CID:HZ—>H2:<I>(z) ,ad—bc:l}.

Observe que a aplicacdo
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¢ um homomorfismo de grupos entre (SL;(R),.) e (M, o). O nicleo de tal homomorfismo é dado
por {A € SL,(R) : ®4(z) =z} = {Id, —1d}, onde Id denota a matriz identidade de ordem 2. Pelo
Teorema dos Isomorfismos, o quociente PSL,(R) := SL,(R)/{Id, —1d} é isomorfo ao grupo de
isometrias de H? que preservam orientacdo. Assim como em (MANZANO, 2012; DANIEL,
2007), vamos descrever uma métrica Riemanniana sobre PSL;,(R) que admite uma estrutura de

submersdo de Killing sobre H? ().
Seja UH?(x) := {(p,v) € TH?(x) : ||v|| = 1} o fibrado tangente unitdrio de H> (k).

Como o grupo PSL,(RR) age transitivamente em U HZ(K) e o estabilizador de cada ponto sob a

agdo ¢ trivial, podemos identificar PSL;(R) com UH? (k) através da aplicagdo

A (@a(po), (dPa)p, (o)),

para certo (pg,vo) € UH? (k) fixo.

Tomamos em TH? (k) a métrica cuja norma sobre um vetor tangente V € TH? (k) é dada

por
DV

dr

Y

VI = 477 gz +]
H?(x)

onde 7 : TH?(x) — H?(k) é a projecdo candnica e DY ¢ a derivada covariante com respeito

auma curva a(t) = (p(t),v(r)) em TH?(x) tal que a’(0) = V. Assim, podemos induzir uma

métrica em UH? (k) por restricdo de tal métrica descrita em TH? (k).

Portanto, pela identifica¢o citada, podemos considerar a métrica em PSL,(R) e induzir
uma métrica no recobrimento universal PSL;(R). Pelo fato de PSL,(R) agir em UH? (k) por

isometrias, concluimos que a métrica induzida em PSL,(IR) € invariante & esquerda e, portanto,

a métrica induzida em PSL;(R) é invariante a esquerda.

Como U HZ(K) é, a menos de difeomorfismos, um fibrado circular trivial sobre sobre
H?(x), temos que UH? (k) ~ H?(k) x S! e, portanto, UH? (k) ~ H?(x) x S!. Desta forma, os

seguintes espacos sao difeomorfos:

e~

PSL,(R) ~ UH?(x) ~ H?(x) x S! ~ H? (k) x R.

Desta forma, seja & : Q € R? — HZ(K) uma parametrizacdo conforme e seja A o fator
conforme, isto é, a métrica em H? (k) é dada por A2(dx? + dy?). Entdo uma parametrizagio de

U HZ(K) pode ser expressa por

¥: QxR — UH(x) '
(x,y,t) +— (ﬁ(x,y),%(cos(l)&ansen(t)&y))

—_—

Assim, através desta identificagdo, a métrica sobre PSL;(R) é dada por

2 42(3.2 2 ﬁ _ﬁ ?
ds” = 27 (de"+dy”) + { dr + —=dv— ==dx |
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—_—

Para mais detalhes, ver (DANIEL, 2007). Pela identificagdo PSL;(R) ~ H?(x) xR, a
submersdo de Killing é dada pela projecdo no primeiro fator 7 : H?(x) x R — H?(k).

Quando tomamos, por exemplo, a parametriza¢do conforme & dada pelo modelo do

1
W-K’

semiplano superior de Poincaré, com fator conforme A (x,y) =
sobre {(x,y,z) € R*:y > 0}:

obtemos a seguinte métrica

dx? 4 dy? 2t \?
dszz#jL(dt——de) .
—Ky Ky
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CAPITULO

SUPERFICIES EM ESPACOS HOMOGENEOS

Um fato importante de Geometria Diferencial € que as equacdes de Gauss e Codazzi sdo
condicdes necessdrias para a existéncia de uma imersao isométrica entre variedades Riemannia-
nas M" e M"*!. Sendo V a conexiio Riemanniana de M ,Re R os tensores de curvatura de M e
M, respectivamente, e S o operador de forma de M, tais equagdes sdo expressas respectivamente

por

(R(X,Y)Z,W)— (R(X,Y)Z,W) = (SX,Z)(SY,W) — (SY,Z)(SX W), (3.1)

VxSY — VySX — S[X,Y] = R(X,Y)N, (3.2)

para quaisquer X,Y,Z,W € X(M).

Se M tem curvatura constante, entio as equacdes de Gauss e Codazzi também sao
condi¢des suficientes para a existéncia de uma imersao isométrica de M em M. Veja (DAJCZER;
TOJEIRO, 2019). Para n = 2, tal fato ndo se generaliza a superficies nos espacos homogéneos
tridimensionais E(k, 7). Tendo isto em vista, Daniel (2007) apresentou condi¢des necessdrias e
suficientes para que uma superficie orientada seja localmente imersa em E(x, 7), as chamadas
equagoes de compatibilidade. Ja Fernandez e Mira (2007) reescreveram tais equagdes para o
caso em que haja um parametro conforme para a primeira forma fundamental. O intuito desta

secdo € estudar tais equacoes.

3.1 Equacoes de compatibilidade

Neste contexto, vamos considerar X uma superficie Riemanniana orientada simplesmente
conexa em [E(k, 7). Denotemos por ds® ou (.,.) a métrica induzida pela imersio, V a conexio
Riemanniana em X, R seu tensor de curvatura e K sua curvatura Gaussiana. Seja N um campo
unitdrio normal a superficie X e S o operador de forma, isto €, SX = —?XN , para todo X € X(X).

A principal referéncia para os resultados seguintes ¢ (DANIEL, 2007).
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Seja {E}, E» } um referencial ortonormal positivo de TX. Denotaremos por J : X(X) —

X(Z) arotagdo de T em TX no sentido anti-hordrio, isto ¢, J é definida por
J(El) :E2 [ J(Ez) = —El.
A seguir, vamos denotar por T a proje¢do do campo de Killing & sobre TL, isto €,

T=&—vVN, ondev=(N,E).

Decorrente da Proposi¢io 2.23, podemos escrever o tensor de curvatura R de E(x, 7) em

termos da projecdo T':
Proposicao 3.1. Para quaisquer X,Y,Z, W € X(X), temos

(R(X,Y)Z,W) = (x—313)(Ro(X,Y)Z,W) + (k — 47°)(R{ (T: X ,Y)Z,W),

R(X,Y)N = (k — 412 v((Y,T)X — (X,T)Y),

onde Rg e R sdo definidos como na Proposi¢do 2.23.

Demonstracdo. Substituindo & = T + VN na Proposi¢do 2.23 e usando que (X,N) = 0, para
todo X € X(X), obtemos

Ri{(T+VN;X,Y)Z=(Y,T+VNY(Z,T +VN)X + (Y,Z)(X,T + vN)(T + vN)
—(X,Z)(Y, T+ VN)(T +VN) — (X, T 4+ vN)(Z,T + vN)Y
= (Y, TY(Z,T)X + (Y, Z)(X,T)T + (Y,Z)(X,T)VN
— (X, Z\(Y,T)T — (X, Z)(Y,T)VN — (X, T)(Z,T)Y
=R(T;X,Y)Z+ ((Y,Z)(X,T) — (X,Z)(Y,T))VN
e, portanto,
(R(X,Y)Z,W) = (kK —37%)(Ry(X,Y)Z,W) + (x —47*) (R, (T;X,Y)Z,W)
+(Y,Z)(X,T)V(N,W) — (X, Z)(Y,T)v(N,W)
= (k=31 (Ro(X,Y)Z,W) + (kK —47*) (R (T; X ,Y)Z,W).
Além disso, também pela Proposicdo 2.23, obtemos
K —372)Ro(X,Y)N + (x —41*)R( (E:X,Y)Z,W)
K —37)((X,N)Y — (Y,N)X) + (k —47°) (Y, §}(N, &)X

R(X,Y)N = (
(
+ (¥, N)X,6)6 — (X,N)(¥,8)E — (X, 5)(N,§)Y)
(
= (
= (

—4T)((V,E)(N.E)X — (X, E)(N.§)Y)
K — 41’2)(<Y T+vN><N,T+vN>X—<X,T+vN><N,T+vN>Y)
K— 4T2) > <X7T>Y)7

K

como queriamos demonstrar. ]
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Corolario 3.2. As equagdes de Gauss e Codazzi em E(x, 7) sdo dadas por

K =detS+ 1% + (k — 47%)V?,
VxSY — VySX — S[X,Y] = (k —4?)v((Y,T)X — (X,T)Y).

Demonstragdo. Recordemos que as equacdes de Gauss e Codazzi de uma hipersuperficie Ri-
emanniana sao dadas por (3.1) e (3.2). Seja £ C E(x, 7) uma superficie e tome X,Y € X(X)
ortonormais. Observe que

(Ro(X,Y)X,Y) = (X, X)(Y,Y)— (Y, X)(X,Y)=1, (3.3)

(Ri(T3X,Y)X,Y) = (¥, T) (X, T)X,¥) + (¥,X)}(X,T)(T, )
— (X, X)(Y, T)(T,Y) — (X, T)(X,T)(Y,Y)
=—((T.Y)* +(T.X)*) = —|IT|]?

Como T = & — VN, note que
||| = (£ — VN,E —VN) = (£,&) —2V(N,&) + VZ(N,N) = 1 —v?,
isto €,
(Ri(T;X,Y)X,Y)=v>—1. (3.4)

Assim, como
detS = (SX,X)(SY,Y) — (SY,X)(SX,Y),

a equacdo de Gauss (3.1) € expressa por
(R(X,Y)X,Y) =detS+ (R(X,Y)X,Y).

Desta forma, como K = (R(X,Y)X,Y), obtemos, por (3.3), (3.4) e pela Proposi¢do 3.1, a equagdo
de Gauss para superficies em E(k, 7):
K =detS+ (k —37%)(Ro(X,Y)X,Y) + (x —4t>)(R( (T:X,Y)X,Y)
=detS+ Kk — 312+ (k—47%) (Vi - 1)
= detS+ 7% + (K — 47%)v2,
Novamente pela Proposi¢do 3.1, a equagdo de Codazzi (3.2) para superficies em E(x, 7) é dada

por
VxSY — VySX — S[X,Y] = R(X,Y)N = (k —47>)v((Y,T)X — (X, T)Y).

Proposicao 3.3. Para todo X € X(X), temos

VxT =v(SX—1IX) e dv(X)+(SX—1JX,T)=0.
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Demonstragcdo. Observe que

Vx& =Vx(T + VN)
= VxT +dv(X)N + vVxN
= VxT +(SX,T)N +dv(X)N — vSX.

Por outro lado, pelo Lema 2.17,

Vxﬁ = TX/\&
=1X N (T +VN)
=1((JX,T)N — vIX),

pois X AN=—-JXeXAT =(JX,T)N, ja que
(X AT,N)=—(X AN,T) = (JX,T).
Desta forma,

VxT = 7((JX,T)N — vIX) — (SX,T)N — dv(X)N + vSX
V(SX — 7IX) + (t(JX,T) — (SX,T) —dv(X))N,

ou seja, como VxT € X(X),
VT =v(SX —1JX) e dv(X)+(SX—1IX,T) =0,

como queriamos demonstrar. O]

As equacdes do Coroldrio 3.2 e da Proposicdo 3.3 sdo chamadas de equagdes de compati-
bilidade de superficies nos espacos E(k, 7). Tais equagdes nos sugerem a introduzir a defini¢o a
seguir. Para isto, consideremos S um campo de operadores simétricos Sy : T,X — T,X, T € X(X)

um campo vetorial tangente com ||T'|| < 1 e v € C*(X) uma fungdo suave tal que v? < 1.

Definicfio 3.4. Dizemos que a quidrupla (ds?, S, T, V) satisfaz as equagdes de compatibilidade
para E(x, T) se, para quaisquer X,Y,Z € X(X),

ED TIP+v> =1,

(B.2) K =detS+ 1%+ (k —412)Vv2,

(E.3) VxSY —VySX —S[X,Y] = (k —4t2)v((Y,T)X — (X, T)Y),
(E4) VxT = v(SX — 1JX),

(E.5) dv(X)+ (SX —1IX,T) = 0.
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Observacao 3.5. Perceba que, se v # 0, entdo a equacdo (E.3) implica (E.4). De fato, derivando
a identidade v2 + (T, T) = 1 com respeito a X e substituindo a equacio (E.3), obtemos que

2dv(X)v+2(VxT,T)=0 = v(dv(X)+(SX—1IX,T))=0,

resultando na equagdo (E.4) se v £ 0.

Como visto, as equacdes de compatibilidade sdo condi¢des necessdrias para existéncia de
uma imersdo isométrica entre uma superficie X e o espaco E(k, 7). Em (DANIEL, 2007), Benoit
Daniel demonstrou o seguinte teorema - utilizando métodos de referencial movel, encontrados
em (DANIEL, 2007) e (DANIEL, 2009) - que nos indica que as equacdes de compatibilidade

também sdo condicdes suficientes para a existéncia de uma imersdo isométrica f : ¥ — E(k, 7).

Teorema 3.6 (Benoit Daniel, 2007). Sejam X uma variedade Riemanniana bidimensional orien-
tada simplesmente conexa, ds” sua métrica e V sua conexio Riemanniana. Considere S um campo
de operadores simétricos Sy : T,X — T,X, T € X(X) um campo vetorial tangente e v € C*(X)
uma funcio suave tais que ||7'||? 4 v? = 1. Seja & um campo vertical em E(k, ), uma variedade
homogénea tridimensional com grupo de isometrias de dimensao 4, que € uma submersao de

Killing sobre M (), com curvatura do fibrado constante 7.

Entdo existe uma imersdo isométrica f : £ — E(k, 7) tal que o operador de forma com

respeito ao campo normal N associado a f é dado por dfoSo f~! e tal que
E=df(T)+VN

se, e somente se, a quadrupla (ds?, S, T, v) satisfaz as equagdes de compatibilidade para E(x, 7).
Neste caso, a imersdo é tnica a menos de isometrias globais de E(x, 7) preservando orientagdo
da fibra e da base da fibragao.

3.1.1 Em termos de um parametro conforme

Conhecendo as equagdes de compatibilidade, Ferndndez e Mira (2007) reescreveram-as
para o caso em que a superficie € expressa em termos de um pardmetro conforme. Essa escolha
revela-se especialmente apropriada em varios contextos, como evidenciado pelos resultados

apresentados no Capitulo 4.

Neste contexto, consideremos X uma superficie de Riemann com estrutura conforme (ver
Apéndice A para detalhes). Podemos supor que X € orientdvel, passando para o recobrimento

duplo orientado se necessdrio.

Definicao 3.7. Os dados fundamentais de uma imersao isométrica ¥ : £ — E(x,7) sdo a
quintupla
(A, v,H,p,A) €R" x[-1,1]x Rx C x C,

onde
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A € o fator conforme da métrica induzida em X, isto é, A = 2(y, y3),
e v é a componente normal do campo de Killing &, isto é, v = (N, 5)
e H ¢ a curvatura média de v,

pdz? é a diferencial de Hopf (ver Definicdio A.11) de v,

e A=(E y,)=(T,0;),onde T € X(X) é dado por dy(T) =& — VN.

Teorema 3.8. Os dados fundamentais de uma superficie imersa y : £ — E(k, 7) satisfazem as

seguintes condi¢des de integrabilidade:

(C.1) p:=4(H,+ vA(x —412)),
(C2) A: = YA(H +it),
(C3) v,=—(H—it)A— LA,

(C4) HAE_1_y2,

Reciprocamente, se existem fun¢des A,v,H:X >R comA >0, -1<v<lepA:X—
C em uma superficie de Riemann simplesmente conexa X, que satisfazem as condicdes de
integrabilidade acima, para certas contantes reais k,7 € R, com Kk # 472, entdo existe uma
tinica (a menos de isometrias) imersdo isométrica y : ¥ — E(k, 7) cujos dados fundamentais
sdo (A,v,H,p,A).

Demonstragdo. De acordo com o Teorema 3.6, as equacdes de compatibilidade sdo condi¢des
necessdrias e suficientes para a existéncia de uma imersao isométrica y : ¥ — E(k, 7). Desta
forma, devemos mostrar que as condi¢des de integrabilidade (C.1)-(C.4) sdo equivalentes as

equacgdes de compatibilidade (E.1)-(E.5) dadas na Defini¢do 3.4.

Primeiramente, vamos mostrar que (E.1) é equivalente a (C.4). Escrevendo T = dz(T)d, +

dz(T)d:, observe que

A A A
A= <T7 aZ> = A|dZ’2(T7 az) = EdZdZ(T7 az) + EdZdZ<T7 az) = EdZ(T)7
_ A A A
A= (T,0:) = A|dz|*(T,9:) = EdZdZ(T, d:) + EdZdZ(T, d) = EdZ(T),

isto €,

T = % (Ad.+A0:). (3.5)

Desta forma, pela Proposi¢do A.7, como (d;,d;) = (dz,0z) =0,

4 - _ 4 4lA1?
72 = 2 (R0 + A0k, A0+ Ad:) = - (12(00,02) + 2AP(3:.00) + A2(0:,2) = A
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Assim,
4AP7 _

1—v2,
A

IT|?+v?=1 <

Agora, vamos verificar que (E.5) é equivalente a (C.3). Perceba que, como (E.5) é C-
linear em X, basta mostrarmos a equivaléncia para X = d;. Assim, como J(d;) = id;, temos, por
(3.5),

(E.5) <= dv(.)+(S(3.) — 13(3.),T) =0,

A
+
T

S(0.) — i, % (A9, +A85)> _o,

(S(0:), ;) +A(S(9:), ;) — TAi(d;, d;) — TAI(0, azf>> =0,

S5
+ +
0 > >N
o :

11(9,, ) + All(9s, =) — %rAi) =0,

_ A A
—AH — —7TAi | =
Vv, + ( p—|—2 21’ z) 0,

[N A

RS
+
>
2>

+(H—it)A=0 < (C3).

Vamos verificar que (E.4) € obtida a partir de (C.2), (C.3) e (C.4). Observe que (E.4) é

C-linear em X e, portanto, basta mostrarmos a equivaléncia para X = d,. Perceba que
(E4) <= V. T =v(S(9;) — tid;)
(Vo,T,0;) = v(S(d;),0;) — vTi(d;,d;) = vp,
(Va.T,0:) = v(S(:),d=) — vTi(9;,0s) = VII(9;,0:) — 4vti = Y2 (H —iT).
(3.6)
Note que a segunda equacgdo de (3.6) é precisamente a expressdo conjugada de (C.2). Pela

compatibilidade com a métrica e pela Proposi¢do A.7, a primeira equacao de (3.6) pode ser

reescrita como

vp=(Vy.T,0.) = 0(T,0.) —(T,V,.0.) = 0.A— <T, %az> =A, — %A. (3.7)

Assim, derivando (C.4) com respeito a z, obtemos

4(A,A+AA)L — 4N AA
)LZ

Substituindo (C.2) e (C.3) na equacdo acima, obtemos

= —-2vv,.

4A AN +2Awl(£12— iA—d4AAA (_(H it 2_pA) |

isto €,
4A A,

44, -
—SA+42Av(H —it) — vE

A

- 4pv 4A
AZZAV(H—i‘L')—I—%VA == T(AZ——ZA—Vp>:0,
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donde resultamos na segunda equagdo de (3.6), como queriamos.
Agora vamos verificar que (C.1) é equivalente a (E.3). Como (E.3) é C-bilinear antissi-
métrica em X e Y, basta mostrarmos a equivaléncia para X = d, e Y = d:. Assim,
(C.1) <= V;.8(0:) —V;.8(d;) — S[0;, 0] = (k- 4T2)V(<3z, T)0.—{(0,T)0:)
<V1925(a) VQS a> )v(_<aZ7T><a27aZ>) :_%(K_4TZ)VA>
(Va.8(d:) = V3.5(0:),0:) = )V (05, T)(9:, 7)) = 5 (k —472) VA,
(3.8)
Observe que a segunda equacao de (3.8) € precisamente a expressao conjugada da primeira, assim

podemos mostrar a equivaléncia a partir da primeira equagdo. Note que, pela compatibilidade

com a métrica e pela Proposi¢ao A.7,

Pz = aZH<am 82) = 85<S(az), az) = <V855(az)> az> + <S(az)7vazaz> = <V855(az)> az>

e
AMH+AH AH
BRI 5 (1) = am(ar.2) = (50002,
= <V5ZS(8_)7 az> + <S(af)avazaz>7
A
= <V&ZS(8‘)»az> )VZ (827a )
AH
= (V,5(30),9) + =5~
isto €, N
H.
(Va.8(0z),0;) = > £,
Assim, a primeira equacao de (3.8) pode ser expressa por
Afz p:= —%(K‘—4‘L’2)VA = p:= % (H,+ vA(k —47%)),

concluindo precisamente (C.1).

Por fim, segue da Proposiciao A.8 que

2(log )z
K= _%_ (3.9
Além disso, pela Proposicao A.7, temos que
4lp|?
_ 2
Portanto, podemos reescrever a equagao de Gauss (E.2) como
22 A
(logh)e = 2P 220 gy Ay 2y (3.10)

A2 2
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Considerando que

A 7 A2 ’
obtemos, derivando (3.7) com respeito a Z, que

(108 A = (&) YW
 — -

A
p

Substituindo (C.1), (C.2) e (C.3) na expressdo acima, obtemos:

V:p+Vpz = Az — (logd)zA — —A:.

(logA)zA = VZHZ + <HJ2HT) (Av,+VA,) — %(H—Hr)/lz—k (H+it)pA
2

+%A—%(HZ+VA(K—4T2))
_ VAH, (H+it) , 2p - (H+it)vA,
=— T (/I(—(H—zr)A—TA + VA, s

2
+ (H +it) pA + 2|§| A— MZHZ - &vz(ic—41'2)A
2

= —(HZ—H'Z)&A—kMA—&vz(K—Mz)A,

2 A 2
resultando na equacdo (3.10). Assim, as equagdes de compatibilidade (E.1)-(E.5) sdo equivalentes

as equagoes (C.1)-(C.4), como queriamos demonstrar. ]

3.2 Diferencial de Abresch-Rosenberg

Em 1955, H. Hopf desenvolveu uma forma quadratica (veja Definicdo A.11) definida
em superficies bidimensionais em R, a qual associada 2 propriedade de ser holomorfa quando
a curvatura média da superficie € constante, representa uma ferramenta fundamental para

demonstrar o Teorema de Hopf 1.1.

Em 2004, U. Abresch e H. Rosenberg ampliaram a defini¢do da diferencial de Hopf, cul-
minando na Defini¢do 3.10, para incluir superficies com curvatura média constante nos espacos
produto S? x R e H? x R, em (ABRESCH; ROSENBERG, 2004), e de maneira mais abrangente,
nos espacos E(k, 7) e nas formas espaciais tridimensionais, em (ABRESCH; ROSENBERG,

2005). Como resultado, estabeleceram a seguinte generalizagdao do Teorema de Hopt:

Teorema 3.9 (Abresch-Rosenberg). Qualquer esfera imersa com curvatura média constante em
um espago homogéneo simplesmente conexo (M?,g) com um grupo de isometrias a0 menos

4-dimensional €, na verdade, uma esfera mergulhada rotacional.

Neste contexto, consideremos uma superficie imersa X C E(x, ) em termos de um para-
metro conforme e utilizaremos as notacdes dos dados fundamentais da Defini¢do 3.7. Quando a
superficie tiver curvatura média constante H, chamaremos-na de superficie CMC ou, simples-
mente, H-superficie. As principais referéncias para esta se¢cao sao (ESPINAR; ROSENBERG,
2011; FERNANDEZ; MIRA, 2007).
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Definicao 3.10. Chamamos de diferencial de Abresch-Rosenberg a diferencial quadratica em X
dada por
Qdz* = (2(H +it)p — (k — 47%)A?) dZ%.

Teorema 3.11. A diferencial de Abresch-Rosenberg € holomorfa em qualquer superficie de

curvatura média constante em E(x, 7).

Demonstragdo. Observe que
Q> = 2H:p+2p=(H +it) — (k — 47%)2AA:.
Como H € constante, temos que H, = H> = 0. Assim, por (C.1) e (C.2), concluimos que
Q: = A (H; + VA(k —47%)) (H +it) — (k —47*)AVA(H +it) =0,
isto é, Qdz? é holomorfa. ]

Para a proposi¢do a seguir, vamos desconsiderar os casos em que H = 0 se T = 0. Como
o resultado € local, estamos apenas excluindo superficies minimas em [E(x,0), que sdo melhor

estudadas por outros métodos.

Proposicdo 3.12. Toda superficie £ C E(k, 7) com diferencial de Abresch-Rosenberg nula é

uma superficie CMC.

Demonstragdo. Vamos supor, por absurdo, que H ndo € constante em algum aberto de X. Desta
forma, sem perda de generalidade, podemos supor que H, # 0 e A # 0. Como Q = 0 por hipétese,
temos por defini¢do que

(k—47%) »
2p—~ 7 3.11
P (H+it) G-11)
Derivando a expressdo acima com respeito a Z, obtemos
2AA:(H +it) — H:A?
2ps = (kK — 417 2 i
pe= )( (H+i1)2 )
Por (C.1) e (C.2), temos
AVA(H +it)? — H:A?
A (H.+VA(x —47%)) = (k — 412 <
(4 va( - 47) = (- ae?) (AT
isto é,
— 472
AH. = (k—ar)ava — K4 ) a2 e ayava
(H +it)?
— 472
G 20 P *ES (3.12)

(H+it)?
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Tomando o mdédulo, obtemos

|k — 477 2
H,| = H:||A
MH = Gy el
Como H, # 0, concluimos que
AR H L2
A _ T (3.13)
A |x — 412
Substituindo (3.11) e (3.13) em (C.3), obtemos
_ (k—412) |A]?
-V, =(H—-it)A
c= H—IDA+ A7
, (K —412)(H?* +12)
=A|(H-
(( ) A (H 1)
. (k—41>)(H —i7)
=A|(H-
=
' K — 412

Se Kk —41? < 0, obtemos pela expressdo acima que v, = 0, isto &, v é constante. Mas observe
que substituindo (3.13) em (C.4), obtemos a equagdo
4(H? +12)

—1-v2 1
|k — 472 v (3.15)

a qual nos indica que H é constante, o que é uma contradi¢do. Desta forma, k — 47> > 0 e,
portanto, por (3.14),
v, = —2A(H —it1). (3.16)

Observe que, por (3.12) e (3.13),

(k —47%)H;

HH +i0)A = =5 e

SA*(H+iT)A

ou seja,
H,(H +it)A = —H;(H — it)A = —H,(H +i7)A,

o que nos indica que Im{H,(H +it)A} # 0. Além disso, derivando (3.15) com respeito a z,
obtemos que

SHE: _ oy, = yo=—_HH:
(k—12) ‘ T v(k—412)
Assim,
v(H+ A= —— _p A,
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o que nos indica que Im{v,(H + it)A} # 0, ja que —__ c R e Im{H,(H +it)A} # 0.

v(k—412)

Por outro lado, temos, por (3.16), que
V.(H +it)A = —24A(H — it)(H + it) = —2|A]*(H* + %) € R,

ou seja, Im{v,(H +i1)A} = 0, o que é uma contradigdo. Portanto, H é constante em X, como

queriamos demonstrar. O

Associada a diferencial de Abresch-Rosenberg, definimos a fungio suave g : £ — [0,0)

dada por
_ 40P

Em uma superficie CMC, temos, pelo Teorema 3.11, que Q é holomorfa e, em particular,
¢ analitica. Assim, ¢ também € uma funcio analitica, o que nos indica que g possui zeros isolados
ou € identicamente nula. Observe também que ¢ ndo depende do pardmetro conforme z, ja que ¢

¢ globalmente definida em X.

Lema 3.13. As seguintes equacdes sdo satisfeitas para uma H-superficie £ C E(k, 7):

V|2 = 4H? +41§K—_(1:T—2;172)v2 (4(H? — K) + (x—472)(1 - v?)) — #’
Av = — (4H* +27° + (k — 47%) (1 — v?) = 2K,) V.
Além disso, exceto nos zeros isolados de ¢, temos
Alogqg = 4K. (3.17)
Demonstragdo. Por (C.3), temos que
V.= —(H—it)A— z)L_PA e Vo= —(H+in)A— %A.

Assim,

VP = v = (2 P4 2 e T oy —4|P/‘IZZIA|2. (3.18)

Além disso, pela defini¢do, temos
Q=2H+it)p—(k—41°)A> e Q=2(H—it)p— (k—41%)A%,
isto €,

107 = 00 = 4(H? + 7%)|p|* — 2(x — 47%) ((H + it) pA* + (H — it) pA?) + (k. — 47%)*|A|%.
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Desta forma, por (3.18),

0P, (242 Ipf 2+ imph 2H-iph o A
(k—41t)A  \k—412) A A A A
H>+ 72 |p[* | 4lp[|AP 2 2, 22 o AL
() o+ s 2 2+ (x4
Pela Proposicao A.7, temos que |p | = H? — K,. Assim,
2 2 2 2 AP (HP T, 0
v H A —K,)|A K—4 H =K )A — ————.
v = 1+ ) - K e—ae) 0 (T ) o kon - 1D

Observe que, pela Proposi¢cdao A.9,

2

2
Y (VZaz + Vzai)

2 _
P = 3

4 4
= 73 (V2(0:,00) +2AV:7(0:,02) + V2 (92, 82)) = Vil

ou seja,

2
%—F(K—&L’Z)

W+#)_ 4loP

K —412 (kK —472)A%"

4jAl*

4|A1
v =+ 0 ) =

A
+4(H?*-K,) (

Pela definicdo de g e por (C.4), obtemos

(1-v?)?

1 (k —41%)

IVV[? = (1= v*)(H* + ) + (1 = V) (H? - K.) +
H?+ 12 q
4(H?> - K, —
+4 e>(1<—4r2) K —412
1—v? H2+1'2>

=4(H* K,
( e)( i Tk 472

1—v? H2
4 (k—412) < Y “)— c

4 K 412 K —4712

1—v 2 H2+T 2 q
= 4(H 472)(1 — _
( 4 K' 41'2) (1= T)( V))

K — 4712
_AH? +x— (k—47%)V?

4(x—472) (4(H? = K,) + (K — 412 (1 — v?)) — —1

K—412

Agora derivando (C.3) com respeito a Z, obtemos

V= —H:A—A:(H—it) — (2(pZA+Azp)7L —27szA>

2‘2
. 2 - 2 .

Pela equacdo (3.7), temos

Yy _
Az:fA"i"pV = A;=A;=SA+pV=—A+pV.
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Desta forma, usando (C.1) e (C.2), a equagao (3.19) € expressa por

Vs = —%(H+if)(H—iT)V— (k —47°)VAA — %P (%“”ﬁv) +2A_);ZPA

H2 2 2
_M;W —(k—47)VIA]P = Z|p|?v,
2 A
ou ainda, por (C.4),
AV §
va= =2 (a0 =)+ B o ) ).

Portanto, pelas Proposi¢des A.7 e A.9,

4
A
— (4H* + 27 + (k —47)(1 - v?) —2K,) v

Av=—vi:=—((k—41%)(1 -V} +2(H* = K,) +2(H* + %)) v

Além disso, nos pontos tais que Q # 0,

o

Alogg = Alog( ) = Alog(4|0Q|?) — AlogA? = % (1og(400Q))z — 2Alog A
4 (0:0+0:0\ O\
=7 <—|Q!2 )Z 2Alog A = T (Q)z 2AlogA
_ 4 <QZZQ_—Q1Q_Z
-

pois, pelo Teorema 3.11, Q € holomorfa. Portanto, pelas Proposicoes A.8 e A.9, obtemos

) —2AlogA = —2AlogA,

8
Alogg = —2AlogA = ——

como queriamos demonstrar. ]

Observacao 3.14. A equacio (3.17) relaciona a funcdo g e a curvatura Gaussiana K de uma
H-superficie em E(x, 7). Portanto, serd relevante para os resultados que envolvem, por exemplo,

o sinal de K.
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CAPITULO

SUPERFICIES CMC COMPLETAS EM E(k, 1)

Neste capitulo, buscamos classificar certas H-superficies completas nos espacos E(k, 7).
Primeiramente, na Secdo 4.1, estabeleceremos alguns resultados no caso que a funcdo angulo v é
constante. Jd na Sec@o 4.2, o intuito é caracterizar as H-superficies completas tais que a funcio g
¢ constante. Por fim, nas Secdes 4.3 e 4.4, estudaremos os teoremas apresentados por (ESPINAR;
ROSENBERG, 2011) que generalizam o Teorema 1.4, os quais classificam as H-superficies
completas em E(x, 7) cuja curvatura Gaussiana ndo muda de sinal, com uma hipétese adicional
no caso em que K <0.

4.1 Funcao angulo v constante

Definiciio 4.1. Dizemos que X C E(k, T) é um cilindro vertical sobre o se ¥ = n~' (), onde 7

é a submersdo de Killing sobre M (k) e o é uma curva em M? (k).

Figura 2 — Cilindro vertical sobre uma curva «.

A proposicao seguinte, encontrada em (ESPINAR; OLIVEIRA, 2013), estabelece infor-

magdes importantes sobre a geometria de cilindros verticais sobre um curva o em E(x, 7).

Proposicio 4.2. Seja X C E(x,7) um cilindro vertical sobre . Entdo as curvaturas média,
Gaussiana e extrinseca sao dadas, respectivamente, por
Ke

H—
27

K=0 e K,=-1°
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onde kg € a curvatura geodésica de o com respeito a métrica de MZ(K). Além disso, tais cilindros

sdo caracterizados por v = 0.

Em particular, um cilindro vertical completo € isométrico a R2, Ademais, se T = 0, entdo

um plano vertical em M?(k) x R é totalmente geodésico.

Demonstracdo. Consideremos o¢ C M?(k) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
— o .
Denotemos por ¢, 7 0s campos unitdrios tangente e normal, respectivamente, ao longo de o e

sejam T, N seus respectivos levantamentos horizontais em E(k, 7).

Note que {7, £} € X(X) é uma base ortonormal e N é um campo unitdrio normal ao longo
de X, em particular, v = (N,&) = 0. Escolhemos N de forma que {T,N,&} é um referencial

ortonormal positivo em E(k, 7).

A segunda forma fundamental aplicada a X,Y € X(X) é dada por II(X,Y) = (VxY,N) e

desta forma, pelo Lema 2.17, é determinada na base por

(&,&) = (Ve&,N) =0,
I(T,&) = (Vr&,N) = (z(T
I(T,T) = (V7T,N) = (V-

£),N) = tdet(T,&,N) = —Tdet(T,N,&) = —

A
- —
t, n> M2 (k) = Ks.

Assim, decompondo X =x;& +xT e Y =x1& +x,T, com x;,y; € C*(X), i = 1,2, obtemos

nXx,y)=1 (x1§ +xT,x1 & +x,7T)
= xiyill(&8,8) +x1y211(E, T) +xoy1 1T, &) 4 2230 1I(T, T)

= —=X1)2T —X2)1T +X2)2Kg

(o) )
= X1 X2 ’
—T Kg y2
isto é, a matriz do operador de forma S € dada por
0 -7
s:< )
—T K
Portanto, as curvaturas média e extrinseca sao dadas por
H=ltrs=% o Kk —dets= -2
= — 1Ty = — g = — .
2 2 ‘
Além disso, pela equacdo de Gauss (E.2) e considerando v = 0, obtemos
K=K, +1T+(k—41°)V? = -7+ 12 =0,

concluindo a demonstracao. [
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Observe que a proposi¢do anterior nos indica que, se & € uma curva completa de curvatura
geodésica constante 2H, entdo £ = 7~ ! (a) é uma superficie completa e tem curvatura média

constante H.

A definicao seguinte de uma familia de H-superficies ¢ motivada pelo surgimento natural

desta familia na demonstra¢do do Teorema 4.5.

Definiciio 4.3. Denotemos por 8y uma familia de H-superficies em E(k,7), com k < 0,
satisfazendo para toda X € Sy z:

e 4H? + Kk <0;

e A funcdo ¢ se anula identicamente em X;

e 0 < v? < 1 é constante ao longo de X;

e K,= 1% e K= (k—41%)v? < 0 sdo constantes ao longo de X.

Observacao 4.4. Geometricamente, o fato da funcdo ¢ se anular identicamente em X na defi-
nicao anterior significa que X € invariante por uma familia a 1-par@metro de isometrias. Isto é
consequéncia do Teorema 4.10, a ser demonstrado, j4 que os slices em H?(x) x R ou S?(x) x R

ndo pertencem a Sy z.

Teorema 4.5. Seja £ C E(k,t) uma H-superficie completa com fungdo angulo v constante.

Entdo X € uma das seguintes superficies:

e um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura 2H em M?(k),
e um slice em H?(x) x R ou S?(x) x R,

® Y €38k, comk <O.

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que v < 0.

e Se v =0, entdo X deve ser um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura

2H em Mz(lg‘), de acordo com a Proposi¢io 4.2;

e Se v = —1, obtemos de (C.4) que

isto €, A =0 e, portanto, 7 = 0. Assim, de (C.2), obtemos que —%(H +it) =0, ou seja,

H = 7t =0. Isto nos indica que X é um slice em H?(k) x R ou S?(x) x R;
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e Se —1 < v <0, vamos mostrar que X € 8y 7, com k < 0. Neste caso, por (C.4),
112 ) A 2
AP = AP = Z(1-v?) #0.

Além disso, por (C.3), temos

4|pl*
)'2

2p -
H-iA=-Li — (H+)AP=

112
3 A2, (4.1)

Assim, pela Proposi¢do A.7, obtemos

4 2
H2+r2:%:H2—Ke — K,=—1°%

Pelo Lema 3.13 e pelo fato de v ser constante ndo-nulo, temos
0=Av =— (4H> +27% + (k —47%)(1 - v?) = 2K,) v,

isto é,
4H? +472 + (k—47%)(1—v?) =0. (4.2)

Assim, por (C.4), (4.1) e pela Proposicao A.7, obtemos

_ 4oP
q_ 2‘2
2 4A1*Y  4(k —41? _
:16(H2+12)|§—’2+(;<—412) |M| - “MT)(2(H+ir)pA2+2(H—ir)ﬁA2)
u2\2 A2
— A(H 4+ ) (HE— K+ (= a2 YT A AT o 2aap)

4 A2

2
(x—4)(1 - Vz)) 1 2(k— 472 (H + ) (1 —v?)

2

=4(H*+ 1)+ <

((k—472)(1 = v2) +4(H2 + 1)),

I

ou seja, por (4.2), a fungdo g € identicamente nula em X.

Por fim, segue de (4.2) que K — 4t <0e

K< k+4H?> =v}(k—41%) <0,

concluindo a demonstracao. 0

4.2 Funcao g constante

Antes de estabelecer o resultado para o caso g = 0, € necessdrio entender as defini¢oes
seguintes, encontradas em (BOWDITCH, 2005) e (AHLFORS; SARIO, 2015).
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Defini¢iio 4.6. Considere (X,d) e (X',d") espagos métricos. Uma aplicagdo f : X — X' é dita

quasi-isométrica se existem constantes k; > 0, ko, k3,kq4 > 0, tais que para todos x,y € X, temos

kid(x,y) —ka < d'(f(x), f(v)) < kad(x,y) +Fa.

Se, além disso, existe uma constante ks > 0 tal que, para todo y € X', existe x € X em que

d(yaf(x)> < k57
a aplicacdo f é chamada quasi-isometria.

Definicao 4.7. Uma funcdo com valores reais v € dita subharmonica em uma regido plana Q se

satisfaz as seguintes condicoes:

1. v é semicontinua superiormente em Q, isto &, v(z) > limsup,_, . v(z’), para todo z € Q;

2. para toda fun¢do harmonica u em uma regido Q' C Q, a diferenca v — u é constante ou ndo

possui maximo em .

Para uma fungéo v diferencidvel, v é subharmonica se Av(z) < 0, para todo z € Q. Dizemos que

v € superharmonica se —v é subharmonica.

Definicao 4.8. Uma superficie de Riemann X € dita parabdlica se ndo existem fun¢des subharmo-
nicas negativas ndo-constantes em X. Toda superficie aberta que ndo € parabdlica € chamada

hiperbadlica.

Um fato importante sobre superficies de Riemann parabdlicas é que vale o principio do
maximo para tais superficies, veja (AHLFORS; SARIO, 2015, p. 204).

Além disso, o lema abaixo, correspondente ao Lema 5 de (KLOTZ; OSSERMAN,

1966/67), € fundamental para a demonstracao dos resultados seguintes.

Lema 4.9. Seja X uma superficie completa com curvatura Gaussiana K > 0. Entao, ou K =0 ou

Y ¢ simplesmente conexa. Além disso, X € uma esfera topoldgica ou X € parabdlica.

Teorema 4.10. Seja ¥ C E(k, 7) uma H-superficie completa com g = 0.

e Se H=1=0, entdo X é um slice em H?(x) x R ou $?(x) x R;

e Se H # 0 ou 7 # 0, entdo X € invariante por um grupo a 1-pardmetro de isometrias de
E(x,7).

Além disso, para Kk < 812 +4H?, a curvatura Gaussiana de X é dada a seguir:

e Se 4H? + K > 0, entdo K > 0 (sdo esferas rotacionais);
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e SedH?’+Kx=0ev=0,entio K=0e X é ou plano vertical em Nil3 ou um cilindro

vertical sobre um horociclo em H?(x) x R ou PSLy(R);

e Existe um ponto com curvatura Gaussiana negativa nos demais casos.

Demonstracdo. Se H = T = 0, entdo pela definicdo da diferencial de Abresch-Rosenberg, obte-
mos que (k —412)A? = 0, ou seja, A = 0 e, portanto, T = 0 e v = 1. Isto nos indica que X é
um slice em H? (k) x R ou S?(k) x R.

Se H # 0 ou 7 # 0, entdo segue da defini¢io de Qdz* que
2(H +it)p = (x — 41%)A%, (4.3)

ou ainda, tomando médulo,

4H>+)|pl*  (k—41)* Al
22 - 22 '

Por (C.4) e pela Proposicao A.7, temos

(K —472)2(1 —v?)?

H?>-K,= 4.4
¢ 16(H? + 12) 44
Substituindo (4.3) em (C.3) e utilizando (C.4), obtemos
—4 2 A 2
(H+it)v: = —(H* +7°)A~ wf‘
—4 2 1— 2
S TER P Ti( VA
1
= (4H? + k — (k —475)V?) A.
Denotando g(v) := 4H22§;§f;:2r2)v2 e tomando o modulo na expressao acima, obtemos
4H? 4 Kk — (1(—44:2)v2>2
2 2 21412
V. |© = Al©=g(Vv)7|A|". (4.5)
= (FEEEE ) ap = g

Se v € constante, a classificacdo € dada pelo Teorema 4.5, notando que cilindros verticais
e superficies de Sy ; sdo invariantes por um grupo a 1-pardmetro de isometrias de E(k, 7). Assim,
suponha que Vv ndo seja constante. Isto nos indica que existe p € X tal que v,(p) #0e vZ(p) # 1.
Tomemos uma vizinhanga suficientemente pequena U de p de forma que v. #0e v> < 1 em U.
Perceba que g(v) #0em U, ja que |A| = %(1 —v?) #0. Além disso, por (C.4) e (4.5),

4lv;|*

=AP=2(1-v*) = A:W.

(4.6)
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Substituindo (4.4) e (4.6) na segunda equacao do Lema 3.13, obtemos

A —|Vz\2 2 2 2y, (k=472 (1 —v?)?
sz=ZA\’— =) 2H*+ 1)+ (k—41) (1 - v + S(H2+ 1)
—2]vz 1 H2+r )2 +8(k—41)(1— v2)(H? +12) + (k — 412)%(1 — v?)?
(1—v2)g(v)? 16(H? + 12)
—2]vZ AH?+72) + (k—412) (1 —v3)\°
(1= v2)g(v)? wm
—2]vz|2 4H? 4k — (k —472)v2\°
(1—v2)g(v)? 4H?+ 12
__2‘Vz|2
- (1=v3)]

Assim, defina a fungdo real s := arctgh(v) em U. Observe que s é uma funcéo real bem

definida, ja que v2 < 1 em U e, além disso, pela equacio acima,

va(l—v2) +2vviv, v (1—v2) +2)v Py
AA—V2 . A1)

4
As = Iszz = =0,
isto €, s € uma funcdo harmonica em U. Desta forma, podemos considerar um novo parametro

conforme w para a primeira forma fundamental de forma que s = Re(w), isto é, w = s+ if.

Observe que v = Vv(s), isto é, v depende somente do pardmetro s, ja que v = tgh(s),
por defini¢do. Além disso, por (4.6) e (4.5), obtemos que A = A(s) e T = T(s), assim como
p = p(s) pela defini¢do da diferencial de Abresch-Rosenberg e H = H(s) pelas condi¢des de

integrabilidade. Isto quer dizer que os dados fundamentais de ¥ dependem somente de s.

Agora, considere U um dominio simplesmente conexo em X e V C R? um dominio
simplesmente conexo de uma superficie S tais que ¥ : V — U C E(k, 7) é uma parametrizagio
local de £, onde parametrizamos V pelos pardmetros (s,7) obtidos. Portanto, pelo Teorema 3.8,

os dados fundamentais {2, po, Ho, To, Vo } de ¥y sdo dados por

[ Jo(s,t) = A(s),
po(s,t) = p(s),
Ho(s,t) = H(s),
To(s,t) = a(s)ds,

[ Vo(s, 1) = v(s),

onde a(s) é uma fungdo suave.

Para cada 7 € R, considere o difeomorfismo translacdo vertical i; : R> — R? dado por

ir(s,1) := (s,t +1),
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e defina y; := y oi;. Desta forma, os dados fundamentais {A;, pr, Hz, Tf, v; } de y; sdo dados por

( Xi(s,t) = A(s),
pi(s,t) = p(s),
Hi(s,t) = H(s),
Ti(s,t) = a(s)ds,

[ vils,1) = v(s),

ou seja, os dados fundamentais de yp e Y5 coincidem em qualquer ponto (s,z) € V. Assim, segue
do Teorema 3.6 que existe uma isometria Ir : E(x,7) — E(x, 1) tal que, paratodo? € R,

Iroyo = wooly,

e, portanto, a superficie é invariante por um grupo a 1-pardmetro de isometrias de E(x, 7).

Agora vamos demonstrar as afirmacdes referentes a curvatura Gaussiana de X. Pela

equacgdo de Gauss (E.2) e por (4.4), temos

(K —472)2(1 — v?)?

H>+ 72+ (k—41)Vv? —K =
T (K —4T) 16(H2 + 12)

Fazendo a := 4(H? 4 t%) e b := k — 472, a equagio acima exprime-se como

a b (1 —v?)?
4V —K=—
4 * 4a ’
ou ainda, multiplicando por 4a e adicionando termos b2, 4a* e 4ab, obtemos

4aK = a® — B* + (2a+b)* — (2a+b(1 —v2))’. @.7)

e Se 4H? + K > 0, entdo
a+b=4H*+47> + k- 41> =4H’ + Kk >0
e, como k < 872 +4H? por hipétese,
a—b=4H>+41> — Kk + 41> =4H* + 871> — k> 0, (4.8)
isto &, a®> — b* = (a+b)(a— b) > 0. Desta forma, como v? < 1, concluimos que

@ — b+ (2a+b)’ — (2a+b(1 —v?))?
K= 4q >0,

e, portanto, X é topologicamente uma esfera, ja que € uma superficie completa. Como é

uma H-superficie, segue do Teorema 3.9 que X € uma esfera rotacional.
e Se 4H? + k = 0, entdo

b=rK—41* = —4H*> - 47> = —q,
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e, desta forma, por (4.7),

K a*—(—a)®+ (2a—a)* - (2a—a(1 —\/2))2

da
_d?—4a® +4a*(1-v?) —d*(1—v?)?
N 4a
B a—4av? —a+2av? —av?
B 4
vZa(2+v?)

4

Note que a > 0, pois caso a = 0, terfamos que kK = T = 0, o que contradiz k # 472. Desta
forma, se v # 0, entdo existe um ponto tal que K < 0 e, se v =0, entdo K = 0. Além disso,

como Kk = —4H? < 0, temos dois casos a considerar:

— Se H =0, entdo k = 0 e T # 0, o que nos indica que M?(x) = R? ¢ E(x, 7) = Nils.
Como v=0¢e H =0, concluimos que X € um cilindro vertical sobre uma linha reta

em ]RZ, ou seja, X € um plano vertical em Nils;

— Se H # 0, entdo k < 0 e, desta forma, E(k,7) = H?(x) xR, se 1 =0, e E(k, 1) =

—_——

PSL,(R), se T # 0. Como v = 0, concluimos que X é um cilindro vertical sobre um

horociclo em um destes espagos.
e Se 4H? + k < 0, entdo
a+b=4H>+41* + k— 47> =4H* + Kk <0
e, como —K > 4H? >0,
a—b=4H>+41* — k+ 41> = 81> +4H?> — k > 872 +4H* > 0,

ou seja, a’ —b? = (a+b)(a—b) < 0. Assim, se infy{v?>} = 0, entdo, como X é completa,
existe um ponto p € X tal que v(p) = 0 e, desta forma, segue de (4.7) que, neste ponto,
_ a’ —b?

K= 0.
4a <

Para concluir a demonstragao, basta verificarmos que nao existem H-superficies comple-
tas em E(x,7) com4H?> +k <0,g=0,K>0¢ infg{vz} =c>0.

De fato, suponha que exista uma superficie X que satisfaga as hipéteses. Como K > 0e X
¢ completa, temos pelo Lema 4.9 que ou X € parabdlica e ndo compacta, ou é uma esfera. Como

infy{v?} =c¢ > 0e k < —4H? <0, concluimos que ¥ nio é compacta e, portanto, é parabélica.

Como ¢ =0 em X, mostramos que arctgh(v) é uma fun¢do harménica limitada. Segue do
principio do maximo de Hopf que arctgh(Vv) é constante em X, ou ainda, v é constante ndo-nulo.
Desta forma, a projecdo m : X — MZ(K) € um difeomorfismo global e uma quasi-isometria. Isto

nos indica que X € hiperbdlica, ja que k¥ < 0, o que € uma contradicao. [
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Observacao 4.11. Diferentemente de (ESPINAR; ROSENBERG, 2011, Thm. 2.3), a hip6tese
de x < 87% +4H? para os resultados sobre a curvatura Gaussiana de ¥ no teorema anterior foi
adicionada, pois mostrou-se necessaria para concluir que K > 0 a partir da equacdo (4.8), ja que

em geral ndo terifamos que a > b.

Teorema 4.12. Seja ¥ C E(k,7) uma H-superficie completa com g # 0 constante. Entdo X é

um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura geodésica 2H em M? (k).

2
Demonstracdo. Vamos supor que vV nio seja constante em Y. Denotemos ¢ = g = 4‘% >0,e

assim, podemos considerar um pardmetro conforme z de forma que (.,.) = |dz|? e Qdz* = cdz?

em X. Portanto,

Q=c=2(H+it)p— (k—41%)A%

Perceba que, se H = 7 = 0, terfamos da expressdo acima que A seria constante e, portanto,
por (C.4), v seria constante. Desta forma, podemos supor que H # 0 ou T # 0 e, assim, por (C.3)
e (C.4), obtemos

(H+it)v. = —(H?> 4+ 1°)A —2pA(H + i1)
— —(H?+1)A—A(c+ (x —47%)A?)
= —(H?>+1°)A —cA— (k —47>)A|A?

K — 412

:—(H2+72+ (1—v2))A—cA.

Tomando o médulo, obtemos

4H? + k- v2(k —47%)

(H2+ )|V, = .

2]A\2+2 4H? + K — v2(k —47%)
4

)cmF+&Mﬁ

ou ainda, pela Proposigdo A.9, por (C.4) e fazendo g(v) := 4H? + k — v?(k — 412),

(H2+ )| VVIP _ JAPg(v)? | e(1=v2)g(v)  c*(1—V)

4 16 8 * 4
C(1=v2)g(v)?+8c(1 —v)g(v) +16¢%(1 — v?)
B 64 ’
isto €,
16(H?+7)||[VV[* = (g(v) +4¢)* (1 = V7). (4.9)

Além disso, como ¢ € constante nao-nulo, segue do Lema 3.13 que K = % =0e,

portanto, pela equagdo de Gauss (E.2),

H?> - K, =H>+ 7> + (k —41%)Vv2.
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Assim, pelo Lema 3.13,

2 AH?+ Kk — (K —47%)V? 2 2 2 2
IVv|* = (K —477) (4(H? — Ke) + (=47 (1= V) = ——
g(v) 2
= ey P+ P (AT V) (0 —42) (1) - s
—ﬂ 2 ) 2 2 6‘2
= k42 (4H” +4(k —47°)v" + Kk — v (K —47%)) — —
g(v) 2
= a4 BV HAER—AEW) — o
_ v c?
= Ak 47 +vg(v)— L 4.10)
Portanto, segue de (4.9) e (4.10) que
16(H2+T2)g(\/)2 2 .2 16(H2+7:2)C2 B ) ,
(e dr2) HI6(H™ + 1) v7g(v) — — — 57— = (8(v) +4c)" (1 -v7). (4.1D)

Fazendo a := 4(H? 4 12) e b := k — 412, observe que g(v) = a+b(1 — v?). Desta forma,
a equagdo (4.11) exprime-se como
4 2
g(a+b(1 —v)) +davi(a+b(1—v2) —% = (a+b(1—v2) +4c)’ (1-12),

ou ainda,
a(a+b(1-v?))’ +4abv*(a+b(1—v2)) —4ac® = b (a+b(1 —v?) +4c)” (1-v?).
Observe que a equacdo acima pode ser expressa como uma expressio polinomial em v?:
P(v?) := —b*>v® + termos de menor poténcia = 0.
Como b # 0, isto nos indica que v = 0, o que € uma contradi¢do. Assim, v € constante em X.

Pelo Teorema 4.5, hé trés possibilidades para X, a depender do valor de v. Se v? = 1,
entdlo A =0e H = 7 =0, o que nos indica pela defini¢do da diferencial de Abresch-Rosenberg
que Q =0 e, portanto ¢ = 0, o que contradiz a hipétese. Se 0 < v> < 1, entdo X € S,z €, pela
defini¢do de tal familia, ¢ = 0, também contradizendo a hipétese. Portanto, v =0 e X é um

cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura 2H em Mz(K). ]

4.3 Curvatura Gaussiana nao-negativa

O intuito desta secdo € classificar as superficies completas de curvatura média constante

em E(x, T) cuja curvatura Gaussiana K é sempre ndo-negativa, ou seja, K > 0.

Teorema 4.13. Seja X € E(k, 7) uma H-superficie completa com K > 0. Entdo ¥ é uma esfera
rotacional ou € um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura geodésica 2H em
M2 ().
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Demonstra¢do. Como K > 0 e X é completa, segue do Lema 4.9 que X € uma esfera topoldgica

ou uma superficie parabdlica ndo compacta.

Caso X é uma esfera topoldgica de curvatura média constante, concluimos pelo Teorema

3.9 que X € uma esfera rotacional. Assim, vamos supor que X seja parabdlica e ndo compacta.

Se ¢ =0em X, entdo pelo Teorema 4.10, como K > 0, obtemos que X é¢ um plano vertical

—_—

em Nil ou um cilindro vertical sobre um horociclo em H?(x) x R ou PSL,(R). Desta forma,

podemos supor que g ndo seja identicamente nula em X.
Pela equacdo de Gauss (E.2), temos
0<K=K, 41+ (k—415)Vv? <K, + 1 + |k — 47?|,

o que implica que
H?>—K, <H*+ 7>+ |x—41°| (4.12)

Usando a definicao da diferencial de Abresch-Rosenberg e a desigualdade
G+ & <2(1& P +1&F), vé&,&eC,

obtemos, por (C.4), (4.12) e pela Proposi¢ao A.7,
40P 4A2(H+it)p— (kK —41%)A%?

22 22
4|pl|? 4|1A1*
§8(H2+r2)—’f2| +2(K—4r2)2—|ﬂ‘
. 232
:8(H2+r2)(H2—Ke)+W(1—v2)2
(k —412)?

<8(H?+ ) (H + T+ [k — 4T +

ou seja, a funcdo ¢, assim como logg, sdo funcdes limitadas superiormente. Como Alogg =
4K > 0, pelo Lema 3.13, concluimos que logq € uma fun¢@o subharmonica limitada em uma
superficie parabdlica ndo compacta X. Como ¢g ndo € identicamente nula e o valor —oo € permitido
em pontos isolados, concluimos pelo principio do maximo que g € constante ndo nula. Portanto,
segue do Teorema 4.12 que X € um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura
geodésica 2H em M2 (k). O

4.4 Curvatura Gaussiana nao-positiva

Finalmente, classificaremos as superficies completas de curvatura média constante em
E(x,7) cuja curvatura Gaussiana K é sempre nao-positiva, ou seja, K < 0, com a hipdtese
adicional de que H? + 72 — |k —47%| > 0.

Teorema 4.14. Seja X C E(xk, T) uma H-superficie completa com K <0e H> 4 1% — |k —47%| >

0. Entdo, X € um cilindro vertical completo sobre uma curva completa de curvatura geodésica
2H em M?(x).
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Demonstragcdo. Primeiramente, vamos considerar o caso K — 472 < 0.
Como K < 0 por hipétese, segue da equacao de Gauss (E.2) que
H>—K,>H*+ 1>+ (k—47°)v? > H? + k- 372
Assim, pelo Lema 3.13, como ||Vv||? > 0, temos
2 2\1,2
= T (R K+ (=4 (1)),
isto €,
q> (4H? +47° + (k — 412 (1 —v?)) (H2 — K.+ K_4472(1 —vz))
= (H* — K,) (4H* +47° + (k —47%) (1 - v?))
+(H+7%) (k= 47%) (1 - V) + ﬂ(l —v?)?
> (H? + 0 + (K —47%)v?) (4(H* + 72) + (k — 475 (1 - v?))
+(H2+f2)(;<—4r2)(1—v2)+ﬂ(1—v2)2, (4.13)

onde utilizamos na dltima desigualdade que

4H? +47% + (k —412)(1 — v?) = 4H? + k — (k — 47%)V?
>4H? + Kk
= 4(H* +1%) — |k — 47?|
>H?+ 1% — |k —47% >0,

por hipétese. Agora, considerando a := H?> + 1% ¢ b := k — 472, defina a funcio real suave

f:[-1,1] = R por

f(x) = (a+bx?) (da+b(1—x*)) +ab(l —x*) + bzz(l —x%)2

Observe que, por (4.13), obtemos que g > f(v) em X. Além disso, como f/(x) = —bx(3bx* —

4a —b), os pontos criticos para f : R — R sdo
[4a+b

=0 ==
X e X 3]

4a+b—3|b| = 4H? +47% + Kk —47% +3(k — 47?)
= 4(H? +x—31%)
—4(H>+ 12— |k —47%]) > 0.

mas perceba que 43“|Z|b > 1, pois




64 Capitulo 4. Superficies CMC completas em E(k, T)

Desta forma, o tnico ponto critico de f em [—1,1] é x = 0. Denotando ¢ := min{ f(0), f(£1)},

onde

£(0) = (4"4;b>2 >0 e f(x1)=4a(a+b)>0,

concluimos que

qg> f(v)>c>0.

Além disso, segue do Lema 3.13 e (3.20) que I := /g1 € uma métrica flat em X, ja que

- _Alog(\/@'t) B _Alog\/ﬁ—FAlog)L _Alogg AlogA _

k() = = 5 . 5 =KD +K(1)=0.

Ademais, T é uma métrica completa ja que o comprimento de qualquer curva divergente ¢ infinito,
pois I > /cl e I é completa. Assim, perceba que logq é uma fungio superharménica em (Z,1),

pois, pela Proposi¢do A.9, temos

1
(logq).: = —Alogg = ——= <0.

Alogg =
V4 q

4
I

Pelo Lema 4.9, temos que (X,I) é uma superficie parabélica, j4 que nio pode ser
difeomorfa a esfera, pois K(I) = 0. Logo, como g é limitada inferiormente por uma constante
positiva, segue do principio do méximo que logg € constante e, portanto, g € constante ndo nula.
Desta forma, pelo Teorema 4.12, ¥ € um cilindro vertical sobre uma curva completa de curvatura
geodésica 2H em M (k).

Agora, consideremos o caso k —47% > 0. Denotando wy := 2(H +it)% e wy := (kK —

4’52)%2, temos pela definigio da diferencial de Abresch-Rosenberg que g = 4w —wy|>.

Pela equacio de Gauss, como K < 0, temos
H?> —K,>H?*+ 1>+ (k—47°)v* > H> + ©°,

ja que kK — 412 > 0. Desta forma, pela Proposicdo A.7 e por (C.4),

4|p|?

wil? = (H* + 7)== = (H* + ) (H? = K) > (H* + 7%,
2
2 Al (k—47%)° 22 K —47°
— (e — — — < .
lwa| (kK —417) 1 T (I—v9)~ < ,

Agora, usando a seguinte desigualdade

&1+ &l = 1&] - 18I, VE&.&eC,
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concluimos que

q = 4|wi —wy|?
> 4 ||wi| — |wa|?

2
K — 412

>4 |H? + 12
>4|\H?+ .,

— % [4H* — K‘—|—8‘L’2‘2
2%}H2+r2—|x—4r2|\2 > 0,

ou seja, a funcdo ¢ € limitada inferiormente por uma constante positiva. Desta forma, usando os
mesmos argumentos do caso anterior, concluimos que ¢ € constante ndo nula e o resultado segue
do Teorema 4.12. 0






67

REFERENCIAS

ABRESCH, U.; ROSENBERG, H. A Hopf differential for constant mean curvature surfaces in
S? x R and H? x R. Acta Math., v. 193, n. 2, p. 141-174, 2004. ISSN 0001-5962,1871-2509.
Disponivel em: <https://doi.org/10.1007/BF02392562>. Citado na pagina 45.

. Generalized Hopf differentials. Mat. Contemp., v. 28, p. 1-28, 2005. ISSN 0103-9059.
Citado na pégina 45.

AHLFORS, L.; SARIO, L. Riemann Surfaces: (PMS-26). Princeton University Press, 2015.
(Princeton Mathematical Series). ISBN 9781400874538. Disponivel em: <https://books.google.
com.br/books?1d=qgTWCgAAQBAIJ>. Citado nas paginas 54 e 55.

ALEXANDRINO, M. M.; BETTIOL, R. G. Lie groups and geometric aspects of isometric
actions. Springer, Cham, 2015. x+213 p. ISBN 978-3-319-16612-4; 978-3-319-16613-1. Dispo-
nivel em: <https://doi.org/10.1007/978-3-319-16613-1>. Citado na pagina 21.

BOWDITCH, B. H. A course on geometric group theory. School of Mathematics, University
of Southampton, Highfield, Southampton SO17 1BJ, Great Britain, 2005. Citado na pigina
54.

CARMO, M. P. do. Geometria Riemanniana. [S.1.]: IMPA, 1988. ix+335 p. (Projeto Euclides.).
ISBN 978-85-244-0036-0. Citado nas paginas 22, 25 e 29.

. Geometria diferencial de curvas e superficies. [S.1.]: IMPA, 2005. ISBN 8585818263.
Citado na pégina 76.

CHAVEL, 1. Eigenvalues in Riemannian geometry. [S.1.]: Academic Press, Inc., Orlando, FL,
1984. v. 115. xiv+362 p. (Pure and Applied Mathematics, v. 115). Including a chapter by Burton
Randol, With an appendix by Jozef Dodziuk. ISBN 0-12-170640-0. Citado na pagina 77.

DAJCZER, M.; TOJEIRO, R. Submanifold theory. Springer, New York, 2019. xx+628 p. (Uni-
versitext). Beyond an introduction. ISBN 978-1-4939-9642-1; 978-1-4939-9644-5. Disponivel
em: <https://doi.org/10.1007/978-1-4939-9644-5>. Citado na pdgina 37.

DANIEL, B. Isometric immersions into 3-dimensional homogeneous manifolds. Comment.
Math. Helv., v. 82, n. 1, p. 87-131, 2007. ISSN 0010-2571. Disponivel em: <https://doi.org/10.
4171/CMH/86>. Citado nas paginas 20, 28, 33, 35, 36, 37 e 41.

. Isometric immersions into S” x R and H"” x R and applications to minimal surfaces.
Trans. Amer. Math. Soc., v. 361, n. 12, p. 6255-6282, 2009. ISSN 0002-9947. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1090/S0002-9947-09-04555-3>. Citado na pagina 41.

ESPINAR, J. M.; OLIVEIRA, I. S. de. Locally convex surfaces immersed in a Killing submersion.
Bull. Braz. Math. Soc. (N.S.), v. 44, n. 1, p. 155-171, 2013. ISSN 1678-7544. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1007/s00574-013-0007-9>. Citado nas pédginas 29 e 51.


https://doi.org/10.1007/BF02392562
https://books.google.com.br/books?id=qgTWCgAAQBAJ
https://books.google.com.br/books?id=qgTWCgAAQBAJ
https://doi.org/10.1007/978-3-319-16613-1
https://doi.org/10.1007/978-1-4939-9644-5
https://doi.org/10.4171/CMH/86
https://doi.org/10.4171/CMH/86
https://doi.org/10.1090/S0002-9947-09-04555-3
https://doi.org/10.1007/s00574-013-0007-9

68 Referéncias

ESPINAR, J. M.; ROSENBERG, H. Complete constant mean curvature surfaces in homogeneous
spaces. Comment. Math. Helv., v. 86, n. 3, p. 659-674, 2011. ISSN 0010-2571. Disponivel em:
<https://doi.org/10.4171/CMH/237>. Citado nas péaginas 19, 20, 45, 51 e 60.

FERNANDEZ, I1.; MIRA, P. A characterization of constant mean curvature surfaces in homoge-
neous 3-manifolds. Differential Geom. Appl., v. 25, n. 3, p. 281-289, 2007. ISSN 0926-2245.
Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/j.difgeo.2006.11.006>. Citado nas paginas 20, 37, 41
e 45.

GAaLVEZ, J. A.; MARTfNEZ, A.; TERUEL, J. L. Complete surfaces with non-positive extrinsic
curvature in H> and S°. J. Math. Anal. Appl., v. 430, n. 2, p. 1058-1064, 2015. ISSN 0022-
247X,1096-0813. Disponivel em: <https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2015.05.049>. Citado na
pagina 18.

HARTMAN, P. On complete hypersurfaces of nonnegative sectional curvatures and constant mth
mean curvature. Trans. Amer. Math. Soc., v. 245, p. 363-374, 1978. ISSN 0002-9947,1088-
6850. Disponivel em: <https://doi.org/10.2307/1998872>. Citado na pédgina 19.

HICKS, N. J. Notes on differential geometry. [S.l.]: D. Van Nostrand Co., Inc., Princeton,
N.J.-Toronto-London, 1965. vi+183 p. (Van Nostrand Mathematical Studies, No. 3). Citado na
pagina 75.

HOFFMAN, D. A. Surfaces of constant mean curvature in manifolds of constant curvature. J.
Differential Geometry, v. 8, p. 161-176, 1973. ISSN 0022-040X,1945-743X. Disponivel em:
<http://projecteuclid.org/euclid.jdg/1214431490>. Citado na péagina 19.

KLOTZ, T.; OSSERMAN, R. Complete surfaces in E 3 with constant mean curvature. Comment.
Math. Helv., v. 41, p. 313-318, 1966/67. ISSN 0010-2571. Disponivel em: <https://doi.org/10.
1007/BF02566886>. Citado nas pdginas 18 e 55.

KOEBE, P. Ueber die uniformisierung beliebiger analytischer kurven. Nachrichten von der Ge-
sellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch-Physikalische Klasse, v. 1907,
p. 191-210, 1907. Disponivel em: <http://eudml.org/doc/58678>. Citado na pagina 23.

MANZANO, J. M. Superficies de curvatura media constante en espacios homogéneos. Tese
(Doutorado) — Universidad de Granada, Granada, jun. 2012. Citado nas paginas 31, 32, 33
e 35.

MANZANO, J. M. On the classification of Killing submersions and their isometries. Pacific
J. Math., v. 270, n. 2, p. 367-392, 2014. ISSN 0030-8730. Disponivel em: <https://doi.org/10.
2140/pjm.2014.270.367>. Citado nas pdginas 23 e 27.

MEEKS III, W. H.; PEREZ, J. The classical theory of minimal surfaces. Bull. Amer. Math.
Soc. (N.S.), v. 48, n. 3, p. 325407, 2011. ISSN 0273-0979,1088-9485. Disponivel em: <https:
//doi.org/10.1090/S0273-0979-2011-01334-9>. Citado na pagina 17.

POINCARE, H. Sur I’uniformisation des fonctions analytiques. Acta Math., v. 31, n. 1, p. 1—
63, 1908. ISSN 0001-5962,1871-2509. Disponivel em: <https://doi.org/10.1007/BF02415442>.
Citado na pagina 23.

SANTOS, M. R. B. dos. A Equacio de Codazzi em Superficies. Dissertacdo (Mestrado) —
Universidade Federal de Sao Carlos, Sao Carlos, SP, 2011. Citado na pagina 71.


https://doi.org/10.4171/CMH/237
https://doi.org/10.1016/j.difgeo.2006.11.006
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2015.05.049
https://doi.org/10.2307/1998872
http://projecteuclid.org/euclid.jdg/1214431490
https://doi.org/10.1007/BF02566886
https://doi.org/10.1007/BF02566886
http://eudml.org/doc/58678
https://doi.org/10.2140/pjm.2014.270.367
https://doi.org/10.2140/pjm.2014.270.367
https://doi.org/10.1090/S0273-0979-2011-01334-9
https://doi.org/10.1090/S0273-0979-2011-01334-9
https://doi.org/10.1007/BF02415442

Referéncias 69

SCHLENKER, J.-M. Surfaces a courbure extrinseque négative dans I’espace hyperbolique.
Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4), v. 34, n. 1, p. 79-130, 2001. ISSN 0012-9593. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1016/S0012-9593(00)01057-0>. Citado na pagina 18.

SCOTT, P. The geometries of 3-manifolds. Bull. London Math. Soc., v. 15, n. 5, p. 401-487,
1983. ISSN 0024-6093. Disponivel em: <https://doi.org/10.1112/blms/15.5.401>. Citado nas
paginas 22 e 31.

SMYTH, B.; XAVIER, F. Efimov’s theorem in dimension greater than two. Invent. Math., v. 90,
n. 3, p. 443-450, 1987. ISSN 0020-9910,1432-1297. Disponivel em: <https://doi.org/10.1007/
BF01389174>. Citado nas pdginas 18 e 19.

THURSTON, W. P. Three-dimensional geometry and topology. Vol. 1. [S.1.]: Princeton Uni-
versity Press, Princeton, NJ, 1997. v. 35. x+311 p. (Princeton Mathematical Series, v. 35). Edited
by Silvio Levy. ISBN 0-691-08304-5. Citado na pagina 23.

TORRALBO, F. Superficies de curvatura media paralela en S* x S? y H? x H? y superficies
de curvatura media constante en espacios homogéneos. Tese (Doutorado) — Universidad de
Granada, Granada, jan. 2010. Citado na péagina 33.

TRIBUZY, R. d. A. A characterization of tori with constant mean curvature in space form.
Bol. Soc. Brasil. Mat., v. 11, n. 2, p. 259-274, 1980. ISSN 0100-3569. Disponivel em: <https:
//doi.org/10.1007/BF02584641>. Citado na pagina 19.


https://doi.org/10.1016/S0012-9593(00)01057-0
https://doi.org/10.1112/blms/15.5.401
https://doi.org/10.1007/BF01389174
https://doi.org/10.1007/BF01389174
https://doi.org/10.1007/BF02584641
https://doi.org/10.1007/BF02584641




71

APENDICE

PAR FUNDAMENTAL E A DIFERENCIAL DE
HOPF

O intuito deste apéndice € apresentar a definicdo de par fundamental em uma superficie
bidimensional, culminando nos conceitos de sistema de coordenadas conforme e diferencial de
Hopf. A principal referéncia € (SANTOS, 2011).

Seja X uma variedade diferencidvel bidimensional orientavel. Consideremos um sistema
de coordenadas locais (x,U) em um aberto U C X, onde x = (x,x2). Denotemos por {J, , 0k, }

a base de campos coordenados e por {dx;,dx; } sua base de 1-formas duais associada.

Para cada p € U, as aplicagdes bilineares {dx;(p) ® dx;(p) :i,j = 1,2} formam uma
base das aplicagdes bilineares { : T,X x T,X — R}. Desta forma, se T ¢ uma forma bilinear

em X, podemos escrever

2
T|U= Z T,-jdx,-®dxj,
i,j=1

onde T;j = T (dy,,dx;) € C*(U). Em particular, se T € simétrica, isto é, T(X,Y) = T (Y,X), para

quaisquer X,Y € X(X), entdo podemos escrever
T|y = Edx} + Fdxydx; + Gdx3,
emque £ =T, F =Ty +1T1 e G=Tp.

Definicao A.1. Um par fundamental em X é um par (I,1I) de formas bilineares simétricas reais

em X tal que I € uma métrica Riemanniana.

Associamos ao par fundamental (I,1I) o operador de forma S : X(£) — X(X) dado por
I(X,Y) =1(SX,Y), VX.Y€ZX(X).
Definicao A.2. O plano tangente complexificado a ¥ em p é definido por

TyY:={X,+iY,:X,Y, € T,Z}.
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Observe que se 7' € uma forma bilinear simétrica em X, podemos estender C-bilinearmente

T,, para cada p € X, a uma aplicacdo C-bilinear simétrica Tp(C : Tp(CZ X TPCZ — C.

Em U, denotando z = x| + ix,, observe que os campos

1

1
SO0 =id) e 3=5 (0 +idy) (A1)

formam uma base para TISCE sobre C, jd que {d,,,dy, } € base para T,X sobre R. Além disso, note

que as 1-formas duais associadas a {d;,d;} sdo dz = dx| +idx; e dZ = dx; — idx;.
Para cada p € U, o conjunto
{dz(p) ®dz(p),dz(p) ®dZ(p),dz(p) ® dz(p),dz(p) ® dZ(p) }

forma uma base das aplicacdes bilineares {aC : TPCZ X TP(CZ — C}. Assim, em particular, se T é

forma bilinear simétrica em X, podemos escrever

TSy = Pdz* 4 A|dz|* + Qd 7

em que
P=T%(3.,0.) = %Tc (D, — 1Dy, B, — i) = %(E G—iF),
A =27%(3.,0:) = %T(C (D, — 00y, D, +i0s,) = ;(E+G)
0 =TC(3:,0:) = i (O, +i00y, 9, +i0s,) = i(E _G+iF) =P,

Definiciio A.3. Ao par fundamental (I,1T), definimos

o As curvaturas principais k; € ky como os autovalores do operador de forma associado S;
e A curvatura média H(1,11) como metade do trago de S, isto é, H(LII) = 1 (ki + k2);
o A curvatura de Gauss-Kronecker K (I,1I) como o determinante de S, isto é, K(I, 1) = kik;.

Observaciao A.4. Quando consideramos uma imersdo isométrica f : ¥ — [E, onde E é uma
variedade Riemanniana tridimensional orientada, a segunda forma fundamental aplicada a
X,Y € X(X) é dada por

I(X,Y) = (VxY,N),
onde N € um campo unitdrio normal a £. Neste caso, a curvatura de Gauss-Kronecker K (I,1I)

também € chamada de curvatura extrinseca K,.

No sistema de coordenadas locais (x,U) em X, com pardmetros reais (xj,x;), considere

as expressoes locais do par fundamental (I,1I):

I= de% + Fdxidxy + de%,
II= edx% + fdx1dxy + gdx%.
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Além disso, no sistema de coordenadas complexificado (z,U), com pardmetro z = x| + ix,

considere as seguintes expressoes locais de (I,11):

1= Pdz* + A|dz|* + PdZ?,
I = pdz* + p|dz|* + pdz*.

Proposicao A.5. As curvaturas média e de Gauss-Kronecker de ¥ sdo expressas localmente em

termos dos coeficientes do par fundamental (I,1I) como

2Eg+2Ge—Ff
4EG—-F?

e, em termos dos coeficientes das complexificagdes, como

2Pp+2Pp—Ap
H(I1) = A7
4lp* —p°

deg — f*
4EG—F2

H(LII) = K(LI) =

(A.2)

Demonstragdo. Seja [a;j|; j—1 > a matriz do operador de forma S com respeito a base formada

pelos campos coordenados {dy, , dx, }. Entdo

e ]% _ ailp ap E %
% 8 ai axn £ G
De fato,
F
e = H(8x1 , 8xl) = I(Saxl , 8x1) = a111(8xl , 8xl ) +a121(8xZ,8xl) =ank +a125,
F
g == 11(8)61 9 aXQ) - I(Saxl Y 8)62) - a111(8X1 b aXQ) + aIZI(aXQaa)Q) - all 5 + a12G7
F
g — 11(8)623 axl) - I(Sa)Q) 8)61) - aZII(axl b axl ) + aZZI(axzaaxl) - 6121E + 61225,
F
8= II(axza a)62) - I(Saxz7 axz) - aZII(axl ; a)62) + a221<axzaaxz> =dayl E + aZZG-

Como I € positiva definida, por ser métrica Riemanniana, podemos concluir que
~1
f F
ain an | _ 5 E 5
F .
a Az 8 7 G

1 (4Eg+4Ge—2Ff\ 2Eg+2Ge—Ff
4EG — F?  4EG-F?

[NSIA NI

Portanto,

1
H(I,II) = ETr(aij) = E

f F\ ! 2 2
e 5 E % eg— f=/4 deg — f
K(I,II) = det(a;;) = det 2] det 2 = = .
(L) = det(ayj) = de <§ g) e(% G> EG—F2?/4 4EG—F?

Um célculo andlogo, considerando [a; j]ivjzl,z como a matriz do operador de forma §
com respeito a base formada por d, e d;, resulta nas expressdes locais de H (I,11) e K(I, 1) com

os coeficientes das complexificacoes. [
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Considere V a extensdo C-bilinear da conexdo de Levi-Civita relacionada a métrica I. Os

a . k ~ .
simbolos de Christoffel complexos CI; ; sd0 definidos por

V,,0, = CI'},0,+ CI'}, 05,
Vazaz — Cr%zaz + (Cr%zaz — Crélaz + Cl—%laz — Vazaz,
Vag az - Crézaz + Cl"%2<9z

Vamos exprimir Cl“fj em termos dos coeficientes de I com respeito a (z,U ). Pela compatibilidade

com a métrica, observe que
d.P = d;1(d;,0;) =21(V,.0;,0;) = 21(CT'}, 0.+ CI'?3,0:,0.) = 2CT'}1(0., ;) 4+ 2CI3,1(0-, ),
isto &,
P, =2CI'},P+CI%A. (A4)
Analogamente,
21(Vy,0;,0;) = 20.1(0;,0:) —21(0;,V.0:) = ;A —21(0;,V.0;) = A, — 9:1(9;, ),
ou seja,

A, — P. = 2I(CT'}, 0, 4 CI',0:,9;) = 2CI'},1(9;, d-) + 2CI7,1(d=, d-) = CI'{; A 4 2CT'}, P.

(A.S)
Multiplicando (A.4) por 2P, (A.5) por A €, em seguida, subtraindo-as, obtemos
2PP, — AA,+ AP;
Cry ==—~_ == A6
i 4|P|? — A2 (A.6)
Multiplicando (A.4) por A, (A.5) por 2P e, em seguida, subtraindo-as, obtemos
2PP; —2PA,+ AP.
2 z Z Z
CI'fy=-— APE— A2 (A7)
De forma andloga, obtemos as seguintes expressoes:
2PP; — AP,
1 _ Z 4
Cry, = APP—A (A.8)
2PP, — AP:
2 Z Z
Cry, = APE=A2 (A9)
2PP. —2P); + AP
1 _ z Z z
(CFZZ - 4‘P|2—A,2 ) (AlO)
2PP; — AA; + AP
2 Z Z 4
CI5, = AP =22 (A.11)

Definicdo A.6. Um sistema de coordenadas (x,U), com x = (x1,x;), € dito isotérmico ou

conforme para uma métrica Riemanniana [ = £ dx% + Fdxidx; + de% seE=G>0eF=0.

Equivalentemente, o sistema é conforme se a complexificagdo de I expressa em termos
de 7z = x1 + ixy por I = Pdz> + A|dz|* + PdZz* satisfaz P = 0. Neste caso, dizemos que z é um

pardmetro conforme.
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Sabemos que para qualquer métrica Riemanniana em X, existe localmente um sistema de
coordenadas conforme em X, veja (HICKS, 1965). Desta forma, toda métrica Riemanniana em

uma superficie bidimensional orientdvel X induz uma estrutura de superficie de Riemann.

A seguir, consideremos (I,II) um par fundamental em X e z um pardmetro conforme

local para a métrica Riemanniana I.
Proposiciao A.7. O par fundamental (I,1T) em X se exprime como

1= Aldz]?,
Il = pdz* + AH|dz|* + pdz*.

Além disso, valem as seguintes equacoes:

4|pf?
A2

2
S(3,) = Ha, + Tpaz,

)L-
, CI% = 72 e CI} =CI},=CI?%,=CI,=0.

K(I,II) = detS = H? — (A.12)

Cry, =

>

Demonstragdo. Por defini¢do, como z € parametro conforme local com respeito a I, temos que

P =0 e, diretamente, concluimos a expressao de I. Por (A.2), observe que

2Pp+2Pp—Ap _ p
4P2—-22 A

H(L,II) = —  p=AH,

donde concluimos a expressao de I1. Por (A.3),

T A2 A2

Sejam a,b € C*(X) tais que S(d;) = ad; + bd:. Note que

b
p=1(d,,0;) =1(8(9;),9;) =1(ad, + bd;,d,) = al(d;,d;) + bl(d,,d:) = ER
A«H = 211(82, 85) = 21(5(82>, 85) = 21(6182 + baz, 85) = 2611(817 85) + 2bI(8§, 85) = a?L,
ou seja, S(d;) = HI, + 2/1—”85. Substituindo P = 0 diretamente nas expressdes encontradas em

(A.6)-(A.11), resultamos nas expressdes dos simbolos de Christoffel complexos, concluindo a

demonstracao. O

Proposicao A.8. A curvatura Gaussiana K de X é dada por

. z(logl)zi.

K==—"7
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Demonstragcdo. De acordo com (CARMO, 2005, p. 283), a curvatura Gaussiana K € expressa

em termos de um sistema de coordenadas locais com pardmetros reais x = (xy,xp) por

o (20, (%)
2VEG EG/,, EG/, |’
Observe que A = E = G e, por (A.1), os campos coordenados reais sdo dados por
Oy =0;,+0: e Oy, =1id,—i0:.

Desta forma,

L (A =i o (1A =ik A+ Az (At A
K——g{l&z( 1 >—182< 1 +0, 1 + 0; 1

[ (MR R24 A | (A A Adet 2
22 A2 22

Adp+ Adz— A2 — A2z Adiz+ Adz — AzA, — A2
+ 12 + 22

1 (A=A
22 A2

__z lzZ_lle
) A2

_ 2(10gl)z§
A{ )

como queriamos demonstrar. ]

Dado um campo X € X(X), recordemos que o divergente de X, denotado por div(X) €
C*(X), é definido por

div(X) =Tr (& — VeX) =1(Vy.X,0.) +1(V,.X, ;).

Se g € C*(X) é uma fun¢do suave, recordemos que o campo Vg € X(X), chamado

gradiente de g, € definido por
I(Vg,X) =X(g),

paratodo X € X(X). Jd o laplaciano de g, denotado por Ag € C*(X), é definido como o divergente
de Vg, ou seja,
Ag =div(Vg).

Proposicao A.9. O gradiente e o laplaciano de uma fungdo suave f € C*(X) sdo expressos em

termos do parametro conforme local z por

Vi=(fdt fi3) e Af=7fe
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Demonstragdo. A matriz dos coeficientes da métrica Riemanniana I em termos do parametro

conforme z é dada por

€ sua inversa €

De acordo com (CHAVEL, 1984), as expressoes do gradiente e laplaciano de f € C*(X)

em termos da métrica I, sao dados por

2
vi=Y (&"af)o

k=1

M= 3 3 (VARG

det ]k 1

onde identificamos {d;,d } = {d,, d:}. Desta forma,
Vf=8"0:f0-+"0:f0. + g 0. f 0=+ g0 0:
2
= I (fiaz +fzaZ) :

Além disso, como y/det(G) = 4/ —%2 = %i, obtemos

2 A A, A, A,
8 = (2 (& Giaur ) 0 (&5 i0er ) o (@ Si0ur ) o (2 50er ) )

2 . .

= ;5 (0:(i0:f) + 9:(i0: )
2. .

T (ifz+ifz)
4

- zfzb

finalizando a demonstracao. 0

Defini¢do A.10. Um ponto p € X ¢é dito ser umbilico de um par fundamental (I, II) se existe

o, € R tal que Il = ol em p, isto €, o operador de forma § satisfaz § = o;,Id em p.

Perceba que, de forma equivalente, um ponto p € X € umbilico se, e somente se, as

curvaturas principais k; e k, coincidem em p, ou ainda, H(I,1I)> — K(I,II) = 0 em p.

Definicdo A.11. Considere Il = pdz® + AH|dz|? 4 pdz* a representacio de I com respeito a um
parametro conforme z de um par fundamental (I,11). A diferencial de Hopf de (I,11) é a forma

quadrética pdz>.
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A diferencial de Hopf estd inteiramente relacionada com os pontos umbilicos de um par

fundamental, de acordo com a proposicao a seguir.

Proposicio A.12. Sejam (I,II) um par fundamental em X e z um pardmetro conforme local em

¥. Entdo g € X é um ponto umbilico de (I,1II) se, e somente se, a diferencial de Hopf se anula em
q.
Demonstragdo. Como

I=A|dz|?

Il = pdz? + AH|dz|*> + pdZ?

observe que existe o, € R (o = H) tal que Il = oI em ¢ se, e somente se, p(g) = 0. O
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