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“Maybe we were not meant for paradise. Maybe we were meant to fight our way through.
Struggle, claw our way up, scratch for every inch of the way. Maybe we can not stroll to

the music of the lute, we must march to the sound of drums.”
(Captain Kirk at Omicron Ceti III)





RESUMO

LAMAS ESPINOZA, M. A. Superfícies mínimas e a conjectura de Lawson. 2020.
68 p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemá-
ticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2020.

Em 1970, Blaine Lawson (LAWSON, 1970b) conjecturou que, a menos de isometrias da
esfera S3, o toro de Clifford é a única superfície mínima, mergulhada e de genus 1 em S3.
Neste trabalho apresentaremos a demonstração da conjectura de Lawson obtida em 2013
por Simon Brende (BRENDLE, 2013a).

Palavras-chave: Superfícies mínimas, Conjectura de Lawson, Toro de Clifford.





ABSTRACT

LAMAS ESPINOZA, M. A. Minimal surfaces and the Lawson conjecture. 2020. 68
p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas
e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2020.

In 1970, Blaine Lawson conjectured that the Clifford torus is the only embedded minimal
surface in S3 of genus 1, up to rigid motions in S3. In this work we present the proof of
this conjecture obtained in 2013 by Simon Brende (BRENDLE, 2013a).

Keywords: Minimal surfaces, Lawson conjecture, Clifford torus.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Superfícies mínimas constituem hoje um dos objetos de estudo mais importantes
em Geometria Diferencial. De particular interesse, são as superfícies mínimas em formas
espaciais, isto é, variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas e com curva-
tura seccional constante, como o espaço Euclidiano R3, o espaço hiperbólico H3 e a esfera
S3. O caso de superfícies mínimas em R3 é um assunto clássico que tem despertado a
atenção de várias gerações de geômetras, desde o problema inicial proposto por Lagrange
até os dias atuais. Nesta dissertação daremos ênfase ao estudo de superfícies mínimas na
esfera S3, identificando-a com a esfera unitária em R4, i.e.,

S3 = {x ∈ R4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1}.

Ao contrário do que ocorre em R3, de que não existem superfícies mínimas fechadas,
existem exemplos interessantes desse fenômeno na esfera S3. Um exemplo simples de
superfície mínima fechada em S3 é o equador

M = {x ∈ S3 ⊂ R4 : x4 = 0}.

Neste caso, as curvaturas principais são ambas iguais a zero. Além disso, o equador tem
curvatura Gaussiana constante igual a 1. Assim, munido da métrica induzida, M é isomé-
trica à esfera usual S2.

Outro exemplo de superfície mínima em S3 é o toro de Clifford, definido por

M =
{

x ∈ S3 : x2
1 + x2

2 = x2
3 + x2

4 = 1/2
}
.

Neste caso, as curvaturas principais para qualquer ponto p ∈ M são iguais a 1 e −1,
resultando em H(p) = 0, onde H(p) é a curvatura média no ponto p ∈ M. Além disso, a
curvatura Gaussiana é identicamente nula e M, munido da métrica induzida, é isométrica
ao toro flat S1( 1√

2
)×S1( 1√

2
).
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Um problema clássico nessa área é construir exemplos de superfícies mínimas mer-
gulhadas, i.e., superfícies sem auto-interseções. Durante um longo tempo, o equador e o
toro de Clifford foram os únicos exemplos conhecidos de superfícies mínimas mergulhadas
em S3. No entanto, no final da década de 1960, Lawson (LAWSON, 1970a) descobriu
uma família infinita de superfícies mínimas mergulhadas em S3 de “genus” relativamente
grande. Uma superfície que é a soma conexa de n toros ou n planos projetivos diz-se que
é de genus n, enquanto uma esfera é de genus 0.

Teorema 1.1. (LAWSON, 1970a). Dado um par de inteiros positivos n e k, existe uma
superfície mínima mergulhada em S3 de genus nk. Em particular, existe pelo menos uma
superfície mínima mergulhada em S3 de qualquer genus g. Se g não for primo, o mergulho
não é único.

Um problema natural, relacionado à existência de tais superfícies, é a questão da
unicidade. Em 1966, Almgren (ALMGREN, 1966) provou que, a menos de isometrias de
S3, o equador é a única superfície mínima imersa em S3 de genus 0. Em 1970, Blaine
Lawson (LAWSON, 1970b) conjecturou uma propriedade similar de unicidade para toros
mínimos na esfera S3. Mais precisamente,

Conjectura 1.1. (LAWSON, 1970b). A menos de isometrias de S3, o toro de Clifford é
a única superfície mínima mergulhada em S3 de genus 1.

A conjectura de Lawson é falsa se permitirmos que a superfície tenha auto-interseções
(cf. (LAWSON, 1969)). Em 2012, Simon Brendle deu uma resposta positiva para esta con-
jectura. A prova de Brendle, apresentada em (BRENDLE, 2013a), envolve uma aplicação
do princípio do máximo a uma função que depende de um par de pontos. Essa técnica foi
introduzida por Huisken (HUISKEN, 1998) em seu trabalho que aborda o fluxo de curvas
mergulhadas no plano.

Nesta dissertação apresentamos a demonstração da conjectura de Lawson seguindo
o trabalho original de Brendle (BRENDLE, 2013a). O texto está dividido em dois capítu-
los, que passaremos a descrever.

No Capítulo 2 apresentamos alguns fatos básicos da teoria de superfícies mínimas
no espaço Euclidiano R3 e na esfera S3. Iniciamos o capítulo relembrando as equações
fundamentais de uma imersão isométrica, dando destaque para a equação de Gauss quando
o espaço ambiente é uma forma espacial tridimensional. Nas seções seguintes apresentamos
alguns resultados básicos da teoria de superfícies mínimas em R3, dando ênfase para a
representação de Weierstrass. Finalizamos o capítulo com noções básicas de superfícies
mínimas em S3, onde damos enfoque no toro de Clifford.

O Capítulo 3 será dedicado, integralmente, à exposição da prova da conjectura de
Lawson obtida por S. Brende (BRENDLE, 2013a).
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CAPÍTULO

2
SUPERFÍCIES MÍNIMAS

Neste capítulo apresentaremos fatos básicos da teoria de superfícies no espaço
Euclidiano R3 e na esfera S3. Teremos como base as referências (CARMO, 1987), (MEEKS,
2012), (NITSCHE, 2011), (BRENDLE, 2013b) e (DAJCZER; TOJEIRO, 2019).

2.1 Subvariedades em formas espaciais
Nesta seção apresentaremos, sem demonstrações, as equações fundamentais de

uma imersão isométrica entre duas variedades Riemannianas dando enfoque, em especial,
quando o espaço ambiente é uma forma espacial. Admitiremos conhecidos todos os pré-
requisitos de Geometria Riemanniana necessários à compreensão dessa seção.

Dadas duas variedades Riemannianas Mm e M̃n, uma imersão isométrica entre M e
M̃ é uma aplicação diferenciável f : M → M̃ que é uma imersão e, para todo p ∈ M, satisfaz

〈X ,Y 〉= 〈d f (p)X ,d f (p)Y 〉 , (2.1)

para quaisquer X ,Y ∈ TpM. A diferença n−m é chamada a codimensão de f . Observe que
se f : M → M̃ é uma imersão e 〈,〉 é uma métrica em M̃, a condição (2.1) define uma
métrica em M, a métrica induzida por f , que torna f uma imersão isométrica.

Definição 2.1. Dada uma imersão isométrica f : M → M̃, seja f ∗T M̃ o fibrado induzido
sobre M, cuja fibra em p ∈ M é Tf (p)M̃. O complemento ortogonal de f∗TpM em Tf (p)M̃,
denotado por TpM⊥, chama-se o espaço normal de f em p. O fibrado normal T M⊥ de f

é o subfibrado vetorial de f ∗T M̃, cuja fibra em p ∈ M é TpM⊥.

A conexão de Levi-Civita ∇̃ de M̃ induz uma única conexão ∇̂ em f ∗T M̃ tal que

∇̂X(Z ◦ f ) = ∇̃ f∗X Z,
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para quaisquer X ∈ X(M) e Z ∈ X(M̃). Identificaremos sempre ∇̂ com ∇̃.

Dados dois campos vetoriais X ,Y ∈ X(M), decompomos

∇̃X f∗Y =
(
∇̃X f∗Y

)>
+
(
∇̃X f∗Y

)⊥
,

com relação à decomposição ortogonal

f ∗T M̃ = f∗T M⊕T M⊥.

A aplicação
∇XY = f−1

∗
(
∇̃X f∗Y

)>
define uma conexão compatível e sem torção em T M, logo coincide com a conexão de
Levi-Civita de M.

Definição 2.2. A aplicação α f : X(M)×X(M)→ Γ
(
T M⊥) definida por

α f (X ,Y ) =
(
∇̃X f∗Y

)⊥
chama-se a segunda forma fundamental da imersão isométrica f .

Obtemos, assim, a fórmula de Gauss

∇̃X f∗Y = f∗∇XY +α f (X ,Y ),

para quaisquer X ,Y ∈ X(M).

Observação 2.3. Como
∇̃X f∗Y − ∇̃Y f∗X = f∗[X ,Y ],

para quaisquer X .Y ∈ X(M), segue que

α f (X ,Y )−α f (Y,X) = f∗[X ,Y ]− f∗[X ,Y ] = 0,

ou seja, α f é simétrica. Além disso, α f é C∞(M)-bilinear, o valor de α f (X ,Y ) em p ∈ M

depende somente dos valores dos campos X e Y em p.

O operador de forma Aξ de f em relação a um campo vetorial ξ ∈ Γ
(
T M⊥) é

definido por 〈
Aξ X ,Y

〉
=
〈
α f (X ,Y ),ξ

〉
,

para quaisquer X ,Y ∈ X(M). Dados X ,Y ∈ X(M) e ξ ∈ Γ
(
T M⊥), temos:〈

∇̃X ξ , f∗Y
〉
=−

〈
ξ , ∇̃X f∗Y

〉
=−

〈
ξ ,α f (X ,Y )

〉
=−

〈
Aξ X ,Y

〉
.
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Assim, (
∇̃X ξ

)>
=− f∗Aξ X .

Além disso, a componente normal

∇⊥
X ξ =

(
∇̃X ξ

)⊥
define uma conexão compatível em T M⊥, chamada a conexão normal de f . Obtemos,
assim, a fórmula de Weingarten

∇̃X ξ =− f∗Aξ X +∇⊥
X ξ .

Definição 2.4. O vetor curvatura média de f no ponto p ∈ M é o vetor normal

H(p) =
1
m

m

∑
i=1

α f (Xi,Xi), (2.2)

onde {X1, . . . ,Xm} é uma base ortonormal de TpM. Segue de (2.2) que

m〈H,ξ 〉=
m

∑
i=1

〈
α f (Xi,Xi),ξ

〉
=

m

∑
i=1

〈
Aξ Xi,Xi

〉
= trAξ ,

logo o lado direito de (2.2) não depende da escolha da base ortonormal.

Definição 2.5. Uma imersão isométrica f : M → M̃ é dita mínima num ponto p ∈ M se
H(p) = 0. Diremos que f é mínima se for mínima em todos os pontos p ∈ M.

Usando as fórmulas de Gauss e Weingarten, podemos obter as equações de com-
patibilidade para uma dada imersão isométrica f : Mm → M̃n. De forma mais precisa, as
equações de Gauss, Codazzi e Ricci para a imersão isométrica f são dadas, respectiva-
mente, por

〈R(X ,Y )Z,W 〉=
〈
R̃(X ,Y )Z,W

〉
+
〈
α f (X ,W ),α f (Y,Z)

〉
−
〈
α f (X ,Z),α f (Y,W )

〉
, (2.3)(

R̃(X ,Y )Z
)⊥

=
(

∇⊥
X α f

)
(Y,Z)−

(
∇⊥

Y α f

)
(X ,Z) (2.4)

e 〈
R⊥(X ,Y )ξ ,η

〉
=
〈
R̃(X ,Y )ξ ,η

〉
+
〈
[Aξ ,Aη ]X ,Y

〉
, (2.5)

para quaisquer X ,Y,Z,W ∈ X(M) e ξ ,η ∈ Γ
(
T M⊥).

Quando M̃n denota uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante
igual a c, as equações (2.3), (2.4) e (2.5) tornam-se, respectivamente

〈R(X ,Y )Z,W 〉= c〈(X ∧Y )Z,W 〉+
〈
α f (X ,W ),α f (Y,Z)

〉
−
〈
α f (X ,Z),α f (Y,W )

〉
, (2.6)(

∇⊥
X α f

)
(Y,Z) =

(
∇⊥

Y α f

)
(X ,Z) (2.7)
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e 〈
R⊥(X ,Y )ξ ,η

〉
=
〈
[Aξ ,Aη ]X ,Y

〉
. (2.8)

Seja Qn
c uma forma espacial completa, simplesmente conexa e com curvatura sec-

cional constante c. Para os espaços ambientes Qn
c , as equações de compatibilidade (2.6),

(2.7) e (2.8) são equações intrínsecas relacionando o tensor de curvatura de Mm, a segunda
forma fundamental de f e o tensor de curvatura da conexão normal. Assim, é natural se
perguntar se tais dados, satisfazendo as equações de compatibilidade de um fibrado veto-
rial sobre uma variedade Riemanniana Mm podem ser realizados como os dados associados
com uma imersão isométrica de Mm em Qn

c .

O teorema fundamental para subvariedades (cf. (DAJCZER; TOJEIRO, 2019, The-
orem 1.10)) estabelece que isso é, localmente, sempre verdadeiro, e também globalmente
quando Mm é simplesmente conexa. Além disso, independente do fato de Mm ser simples-
mente conexa, a imersão isométrica é única a menos de isometrias do espaço ambiente.

No caso particular de uma hipersuperfície f : Mn →Qn+1
c , as equações fundamentais

tornam-se somente duas. Mais precisamente, as equações de Gauss e Codazzi para f

podem ser expressas como sendo

R(X ,Y )Z = c(X ∧Y )Z +(AX ∧AY )Z (2.9)

e
(∇Y A)X = (∇X A)Y, (2.10)

respectivamente.

No caso mais particular de uma superfície f : M2 →Q3
c , imersa numa forma espacial

tridimensional, a curvatura seccional da superfície M2 em Q3
c , munida da métrica induzida,

coincide com sua curvatura Gaussiana, a menos da constante c. De forma mais precisa, a
curvatura Gaussiana intrínseca Kint de M2 é dada por

Kint = Kext + c, (2.11)

onde Kext denota a curvatura extrínseca de M2, que é dada pelo produto das curvaturas
principais de M2.

2.2 Superfícies mínimas em R3

Uma superfície regular M em R3 é dita ser uma superfície mínima se sua curvatura
média H é nula em todos os pontos. O plano é, trivialmente, uma superfície mínima, pois
suas curvaturas principais são identicamente nulas em todos os pontos.

Antes de estudarmos mais exemplos, faremos algumas considerações. Seja M ⊂R3

uma superfície orientada e considere uma função diferenciável f : M → R. Uma variação
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normal de M dada por f é uma família de superfícies Mt , com t ∈ (−ε,ε), dadas por

pt = p+ t f (p)N(p),

onde N é o campo unitário, normal a M, na orientação positiva de M. Para ε > 0 suficien-
temente pequeno, cada Mt é uma superfície regular, chamada uma superfície de variação.
Note que, para t = 0 tem-se M0 = M, e que se f ≡ 1, Mt é uma superfície paralela a M a
uma distância t.

Dados uma variação normal Mt de M, relativa a uma função diferenciável f : M →R,
com t ∈ (−ε,ε), e um domínio limitado D ⊂ M, considere o conjunto

Dt = {pt ∈ Mt : p ∈ D} ,

com t ∈ (−ε,ε). Para cada instante t ∈ (−ε,ε), o conjunto Dt é o domínio correspondente
em Mt . Definimos, para cada t ∈ (−ε,ε),

A(t) = Área(Dt).

Vale o seguinte resultado, cuja demonstração pode ser encontrada em (NITSCHE, 2011):

Teorema 2.6. Nas condições acima, vale

A′(0) =−2
∫

D
H f dA, (2.12)

onde dA denota o elemento de área de M.

A fórmula (2.12) é conhecida como primeira variação da área. Como consequência,
temos a seguinte:

Proposição 2.7. Uma superfície M em R3 é mínima se, e somente se, A′(0) = 0.

Demonstração. Se M é uma superfície mínima, então H ≡ 0, logo segue de (2.12) que
A′(0) = 0. Reciprocamente, suponha A′(0) = 0 para toda função diferenciável f : M → R.
Suponha que existe um ponto p ∈ M tal que H(p)> 0. Podemos escolher f tal que f (p) =

H(p), f ≥ 0 e f ≡ 0 no complementar de um domínio D de M, com p ∈ D e H|D > 0. Para
uma tal função f , temos

A′(0) =−
∫

M
H f dA < 0,

o que é uma contradição. Portanto, deve-se ter H(p) = 0, para todo p ∈ M.

A palavra mínima, neste contexto, está relacionada com o seguinte problema pro-
posto por Lagrange em 1760: dado uma curva fechada γ em R3, sem auto-interseções,
determinar a superfície de área mínima que tem γ como fronteira.
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Suponha que exista uma solução M para o problema de Lagrange, e considere uma
variação normal Mt de M, com t ∈ (−ε,ε), dada por uma função diferenciável f : M → R,
com f |∂M ≡ 0. Como a área de M é mínima tem-se, em particular, que

A(t)≥ A(0),

para todo t ∈ (−ε,ε) e toda tal variação. Portanto, A′(0) = 0 qualquer que seja a função
f : M → R, com f |∂M ≡ 0. Isso mostra, em virtude da Proposição 2.7, que as superfícies
de área mínima são superfícies mínimas no sentido da definição usual. A recíproca, no
entanto, é falsa.

Proposição 2.8. Não existem superfícies mínimas e compactas em R3.

Demonstração. Se M é uma superfície mínima em R3, então

H =
1
2
(k1 + k2) = 0.

Isso implica que k1 =−k2 em todos os pontos de M, logo a curvatura Gaussiana K satisfaz
K = k1k2 ≤ 0. No entanto, toda superfície compacta em R3 admite um ponto p tal que
K(p)> 0, e isso nos dá uma contradição.

Dado uma superfície regular M em R3, considere uma carta local isotérmica (U,φ)
para M, i.e.,

E = G = λ 2 e F = 0,

onde λ : U →R é uma função diferenciável, com λ > 0. Note que, nas coordenadas isotér-
micas φ ∼ (x,y), a curvatura média H se expressa como

H =
e+g
2λ 2 .

Definição 2.9. Dado uma função diferenciável f : U ⊂R2 →R, o Laplaciano de f , deno-
tado por ∆ f , é definido por

∆ f =
∂ 2 f
∂x2 +

∂ 2 f
∂y2 .

Dizemos que f é harmônica se ∆ f = 0.

Se (U,φ) é uma carta local para M, como φ = (φ1,φ2,φ3), definimos

∆φ = (∆φ1,∆φ2,∆φ3).

Proposição 2.10. Se (U,φ) é uma carta local isotérmica em M, então

∆φ = 2λ 2HN.
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Demonstração. Como φ é isotérmica, com φ ∼ (u,v), temos

〈φu,φv〉= λ 2 = 〈φv,φu〉 e 〈φu,φv〉= 0.

Derivando, obtemos:
〈φuu,φu〉= 〈φvu,φv〉=−〈φu,φvv〉 .

Disso decorre que
〈φuu +φvv,φu〉= 0. (2.13)

Analogamente, obtemos:
〈φuu +φvv,φv〉= 0. (2.14)

De (2.13) e (2.14) concluímos que φuu +φvv é paralela a N. Além disso, como

H =
e+g
2λ 2 , (2.15)

obtemos
2λ 2H = e+g = 〈φuu +φvv,N〉 ,

mostrando que
∆φ = 2λ 2HN, (2.16)

como queríamos.

Corolário 2.11. Uma superfície M em R3 é mínima se, e somente se, toda carta local
isotérmica é harmônica.

Exemplo 2.12. O catenóide é a superfície em R3 gerada pela rotação da catenária

y = acosh
( z

a

)
em torno do eixo-z. Assim, o catenóide pode ser parametrizado por

φ(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu,av) ,

onde u ∈ (0,2π) e v ∈ R. Para tal φ , obtemos

E = G = a2 cosh2 v, F = 0 e φuu +φvv = 0.

Portanto o catenóide é uma superfície mínima.

Exemplo 2.13. Considere uma hélice dada por

α(u) = (cosu,sinu,au) .

Por cada ponto da hélice, trace uma reta paralela ao plano-xy que intercepta o eixo-z
ortogonalmente. A superfície gerada por tais retas é o helicóide e pode ser parametrizada
por

φ(u,v) = (vcosu,vsinu,au) ,
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Figura 1 – Catenóide. Autor: Matthias Weber. Creative Commons Attribution-Noncommercial-
No Derivative Works 3.0 Unported License (<http://creativecommons.org/licenses/
by-nc-nd/3.0/>). Enlace: <https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/
Classical/Catenoid/web/index.html>

com u ∈ (0,2π) e v ∈ R. Temos

E = G = a2 cosh2 v, F = 0 e φuu +φvv = 0.

Portanto o helicóide é uma superfície mínima.

Teorema 2.14. Além do plano,

a) O catenóide é a única superfície rotacional mínima.

b) O helicóide é a única superfície regrada mínima.

Demonstração. Para a demonstração de a), ver (CARMO, 2010, §3.5, Exemplo 5). Para
a demonstração de b), ver (CARMO, 2010, §3.5, Exemplo 6).

Exemplo 2.15. Dado uma função diferenciável f : U → R, definida num aberto U ⊂ R2,
considere o gráfico Gr( f ) de f , parametrizado por

φ(x,y) = (x,y, f (x,y)), (x,y) ∈U.

Temos

φx = (1,0, fx),

φy = (0,1, fy).

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/Catenoid/web/index.html
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/Catenoid/web/index.html
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Figura 2 – Helicóide. Autor: Matthias Weber. Creative Commons Attribution-Noncommercial-
No Derivative Works 3.0 Unported License (<http://creativecommons.org/licenses/
by-nc-nd/3.0/>). Enlace: <https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/
Classical/Helicoid/web/index.html>

Assim

E = 〈φx,φx〉= 1+ f 2
x ,

F =
〈
φx,φy

〉
= fx fy,

G =
〈
φy,φy

〉
= 1+ f 2

y .

Um campo n, normal a Gr( f ), é dado por

n = φx ×φy = det

 i j k

1 0 fx

0 1 fy

 = (− fx,− fy,1).

Normalizando, temos

N =
n

‖n‖
=

1√
1+ f 2

x + f 2
y

(− fx,− fy,1).

Como

φxx = (0,0, fxx)

φxy = (0,0, fxy)

φyy = (0,0, fyy)

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/Helicoid/web/index.html
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/Helicoid/web/index.html
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obtemos

e = 〈φxx,N〉= fxx√
1+ f 2

x + f 2
y

,

f =
〈
φxy,N

〉
=

fxy√
1+ f 2

x + f 2
y

,

g =
〈
φyy,N

〉
=

fyy√
1+ f 2

x + f 2
y

.

Assim, como
H =

eG−2 f F +gE
2(EG−F2)

segue que H ≡ 0 se, e somente se,

(1+ f 2
y ) fxx −2 fx fy fxy +(1+ f 2

x ) fyy = 0, (2.17)

que é uma EDP de 2a ordem. Uma solução simples da equação (2.17) é a função linear

f (x,y) = ax+by+ c,

como a,b,c ∈ R.

Exemplo 2.16 (Superfície de Scherk). Considere uma função f dada por

f (x,y) = g(x)+h(y),

onde g(x,y) = g(x) e h(x,y) = h(y). Neste caso, a equação (2.17) pode ser escrita como

(1+(h′)2(y))g′′(x)+(1+(g′)2(x))h′′(y) = 0,

ou seja,
g′′(x)

1+(g′)2(x)
+

h′′(y)
1+(h′)2(y)

= 0.

Isso implica
g′′(x)

1+(g′)2(x)
=− h′′(y)

1+(h′)2(y)
= constante.

Integrando, obtemos (a menos de constantes) que

g(x) = ln(cosx) e h(y) =− ln(cosy).

A menos de dilatações e translações, uma parte da superfície pode ser representada pelo
gráfico da função

ln
(

cosx
cosy

)
, 0 < x,y <

π
2
.



2.3. A fórmula de representação de Weierstrass 33

Figura 3 – Superfície de Scherk. Autor: Matthias Weber. Creative Commons Attribution-
Noncommercial-No Derivative Works 3.0 Unported License (<http:
//creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/>). Enlace: <https://minimal.
sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/SinglyScherk/web/index.html>

2.3 A fórmula de representação de Weierstrass
Nesta seção apresentaremos a fórmula de representação de Weierstrass que tem

como objetivo gerar superfícies mínimas em R3. Esta fórmula faz uso da teoria de super-
fícies de Riemann e Análise Complexa.

Considere o plano complexo C identificado com R2 através da aplicação injetora

(x,y) ∈ R2 7→ x+ iy ∈ C.

Uma função complexa f : U ⊂ C→ C pode ser escrita na forma

f (u,v) = f1(u,v)+ i f2(u,v),

onde f1, f2 : U → R são funções reais, denotadas por

f1 = ℜ( f )

f2 = ℑ( f )

tal que ℜ( f ) é parte real da função f e ℑ( f ) é a parte imaginaria da função f .

Definição 2.17. Uma função f : U ⊂ C→ C, definida no aberto U , é dita holomorfa se
f1, f2 possuem derivadas parciais contínuas e satisfazem as equações de Cauchy-Riemann

∂ f1

∂u
=

∂ f2

∂v
∂ f1

∂v
=−∂ f2

∂u

.

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/SinglyScherk/web/index.html
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/SinglyScherk/web/index.html
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Dados uma superfície M ⊂ R3 e uma carta local (U,φ) em M, com

φ(u,v) = (x1(u,v),x2(u,v),x3(u,v)),

considere as funções complexas f j : U ⊂ C→ C,1 ≤ j ≤ 3, dadas por

f j =
∂x j

∂u
− i

∂x j

∂v
, 1 ≤ j ≤ 3. (2.18)

Lema 2.18. Seja (U,φ) uma carta local isotérmica em M. Então, φ é mínima se, e
somente se, cada f j, definida em (2.18), é holomorfa.

Demonstração. Pelo Corolário 2.11, temos que φ é mínima se, e somente se, φ é harmônica,
i.e., φuu +φvv = 0. Isso significa que

∂ 2x j

∂u2 +
∂ 2x j

∂v2 = 0, 1 ≤ j ≤ 3.

Queremos provar que

∂
∂u

ℜ( f j) =
∂
∂v

ℑ( f j),

∂
∂v

ℜ( fJ) =− ∂
∂u

ℑ( f j).

Assim
∂

∂u
ℜ( fJ) =

∂
∂u

∂x j

∂u
=

∂ 2x j

∂u2 =−
∂ 2x j

∂v2 =
∂
∂v

(
−

∂x j

∂v

)
=

∂
∂v

ℑ( f j).

Isso prova a primeira equação de Cauchy-Riemann. Por outro lado, como a superfície é
regular, vale

φuv = φvu,

ou seja
∂ 2x j

∂u∂v
=

∂ 2x j

∂v∂u
.

Assim
∂
∂v

ℜ( f j) =
∂
∂v

∂x j

∂u
=

∂
∂u

∂x j

∂v
=

∂
∂u

(
−ℑ( f j)

)
=− ∂

∂u
ℑ( f j),

que é a segunda equação de Cauchy-Riemann.

Lema 2.19. Sejam M ⊂ R3 uma superfície mínima e (U,φ) uma carta local isotérmica.
Então, as funções holomorfas f j, definidas em (2.18), satisfazem

f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 = 0 (2.19)

| f1|2 + | f2|2 + | f3|2 6= 0. (2.20)

Reciprocamente, sejam f1, f2, f3 funções holomorfas, definidas num aberto simplesmente
conexo U ⊂ C, satisfazendo (2.19) e (2.20). Então, tais funções dão origem a uma carta
local isotérmica mínima (U,φ), cujas funções coordenadas satisfazem (2.18).
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Demonstração. Seja (U,φ) uma carta local isotérmica em M. Então,

f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 =

3

∑
j=1

[(
∂x j

∂u

)2

−
(

∂x j

∂v

)2

−2i
∂x j

∂u
∂x j

∂v

]
= E −G−2iF = 0,

pois E = G e F = 0. A equação (2.20) segue da regularidade de φ , pois φu 6= 0 e φv 6= 0.
Reciprocamente, defina

x j(u,v) =
∫ ξ

ξ0

f j(z)dz, 1 ≤ j ≤ 3 (2.21)

com ξ = (u,v) ∈U , para algum ξ0 ∈U fixado. Note que cada x j está bem definida, pois
U é simplesmente conexo e f j é holomorfa, o que nos dá uma função holomorfa definida
em U , para qual podemos aplicar as equações de Cauchy-Riemann, obtendo:

d
dξ

∫ ξ

ξ0

f j =
d

dξ

[
ℜ
∫ ξ

ξ0

f j + iℑ
∫ ξ

ξ0

f j

]
=

∂
∂u

ℜ
∫ ξ

ξ0

f j + i
∂
∂u

ℑ
∫ ξ

ξ0

f j

=
∂
∂u

ℜ
∫ ξ

ξ0

f j − i
∂
∂v

ℜ
∫ ξ

ξ0

f j,

de modo que a equação (2.18) é válida. Considere a aplicação φ : U → R3, cujas funções
coordenadas

φ = (x1,x2,x3)

são dadas como em (2.21). De (2.19) e (2.20) segue que (U,φ) é uma carta local isotérmica.
Além disso, as funções f j serem holomorfas implica que as funções coordenadas x j são
harmônicas, logo, pelo Corolário 2.11, φ é mínima.

Observação 2.20. As funções x j definidas em (2.21) estão definidas a menos de uma
constante aditiva, de modo que a superfície está definida a menos de uma translação.
Assim, o estudo local de superfícies mínimas em R3 reduz-se a resolver as equações (2.19)
e (2.20) para uma terna de funções holomorfas.

Teorema 2.21. Sejam f : U ⊂ C → C uma função holomorfa e g : U → C uma função
meromorfa tais que f g2 seja holomorfa. Assuma que se ξ ∈U é um polo de ordem n para
g então ξ é um zero para f de ordem 2n, e que estes sejam os únicos zeros de f . Então,
a aplicação

φ(z) =
1
2

f (z)
(
(1−g(z)2), i(1+g(z)2),2g(z)

)
(2.22)

satisfaz as condições do Lema 2.19. Além disso, para toda tal φ , existem funções holomorfa
f e meromorfa g tais que vale (2.22).
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Demonstração. Se φ satisfaz (2.22), temos

f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 =

1
4

f (z)2(1−g(z)2)2 − 1
4

f (z)2(1+g(z)2)2 + f (z)2g(z)2

=− f (z)2g(z)2 + f (z)2g(z)2 = 0.

Afirmamos que φ(z) 6= 0,∀z ∈ U . De fato, a hipótese sobre os zeros de f e os polos de g

implica que f (z)g(z)2 6= 0. Assim, para qualquer z fixado, a primeira e a segunda coor-
denadas de φ não podem ser ambas nulas. Assim, podemos assumir que φ é holomorfa
satisfazendo

φ2
1 +φ2

2 +φ2
3 6≡ 0,

φ nunca é zero, e considere

f (z) = φ1(z)− iφ2(z) e g(z) =
φ3(z)

φ1(z)− iφ2(z)
.

f é uma função holomorfa e g é o quociente de funções holomorfas. Se o denominador de
g é identicamente nulo, fazemos

g(z) =
φ3(z)

φ1(z)+ iφ2(z)

e procedemos de forma similar. Assim, sendo o denominador de g não nulo, tem-se que g

é meromorfa. Logo, a relação
φ2

1 +φ2
2 +φ2

3 = 0

implica
(φ1 + iφ2)(φ1 − iφ2) =−φ2

3

que, em termos de f e g, torna-se

φ1 + iφ2 =
−φ2

3
φ1 − iφ2

=
−φ2

3
(φ1 − iφ2)2 (φ1 − iφ2)

=− f g2

Esta última equação, juntamente com as condições sobre f e g, nos dão φ como em
(2.22).

Definição 2.22. Sejam U ⊂C um aberto simplesmente conexo e γ ⊂U uma curva de um
ponto fixado z0 ∈U a um ponto arbitrário z ∈U , z = u+ iv. Sejam f ,g como no Teorema
2.21. Então,

φ(u,v) = (x1(u,v),x2(u,v),x3(u,v)),
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onde

x1 = ℜ
∫

γ

1
2

f (z)(1−g(z)2)dz

x2 = ℜ
∫

γ

1
2

f (z)(1+g(z)2)dz

x3 = ℜ
∫

γ
f (z)g(z)dz

é uma carta local mínima, chamada a representação de Weierstrass da teoria local de
superfícies mínimas.

Exemplo 2.23 (Catenóide). O catenóide pode ser representado pelas funções holomorfas
f ,g : C→ C dadas por

f (z) = e−z e g(z) = ez.

Substituindo tais funções na fórmula da representação de Weierstrass, e integrando de
z0 = 0 a um ponto arbitrário z = u+ iv, obtemos

φ(u,v) = x0 +ℜ
∫ z

z0

f (ξ )
2

(1−g(ξ )2, i(1+g(ξ )2),2g(ξ ))dξ

= x0 +ℜ
∫ z

z0

e−ξ

2
(1− e2ξ , i(1+ e2ξ ),2eξ )dξ

= ℜ
∫ z

0

1
2
(e−ξ − eξ , i(e−ξ + eξ ),1)dξ

= ℜ
[

1
2

(
−e−z − ez,− 1

2i
(−e−z + ez),z

)]
= ℜ(−coshz, isinhz,z)

= (−coshucosv,−coshusinv,u) .

Exemplo 2.24 (Superfície de Enneper). A superfície de Enneper pode ser representada
pelas funções holomorfas f ,g : C→ C dadas por

f (z) = 1 e g(z) = z.

Assim, a representação de Weierstrass torna-se

φ(u,v) = ℜ
(

1
2

∫ z

0

(
1−ξ 2, i(1+ξ 2),2ξ

))
dξ

=
1
2

ℜ
(

z− z3

3
, iz+

iz3

3
,z2
)

=
1
2

(
u− u3

3
+uv2,−v+

v3

3
−u2v,u2 − v2

)
.

Exemplo 2.25 (Superfície de Scherk). A superfície de Scherk, definida pela equação

ez =
cosy
cosx

,
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Figura 4 – Superfície de Enneper. Autor: Matthias Weber. Creative Commons
Attribution-Noncommercial-No Derivative Works 3.0 Unported License
(<http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/>). Enlace: <https:
//minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/Enneper/web/index.html>

pode ser representada pelas funções holomorfas f : C \ {±1,±i} → C e g : C→ C dadas
por

f (z) =
2

1− z4 e g(z) = z.

Note que

f (1−g2) =
2

1+ z2 =
i

z+ i
− i

z− i
,

i f (1+g2) =
2i

1− z2 =
i

z+1
− i

z−1
,

2 f g =
4z

1− z4 =
2z

z2 +1
− 2z

z2 −1
.

Assim, substituindo na representação de Weierstrass e integrando, obtemos

φ(z) =
(
−arg

z+ i
z− i

,−arg
z+ i
z− i

, log
∥∥∥∥z2 +1

z2 −1

∥∥∥∥) .

Usando as identidades

z+ i
z− i

=
|z|2 −1
|z2 − i|2

+ i
z+ z
|z− i|2

,

z+1
z−1

=
|z|2 −1
|z−1|2

+ i
z− z

|z−1|2
,

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/Enneper/web/index.html
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/Enneper/web/index.html
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podemos encontrar as expressões para cosx e cosy. Temos

cosx = cos
(
−arg

z+ i
z− i

)
= cos

(
arg

z+ i
z− i

)
= cos

(
arg
(
|z− i|
|z+ i|

z+ i
z− i

))
= ℜ

(
|z− i|
|z+ i|

z+ i
z− i

)
=

|z− i|
|z+ i|

ℜ
(

z+ i
z− i

)
=

|z− i|
|z+ i|

|z|2 −1
|z− i|2

=
|z|2 −1
|z2 +1|

.

Analogamente, temos

cosy = cos
(
−arg

z+1
z−1

)
=

|z−1|
|z+1|

|z|2 − i
|z−1|2

=
|z|2 − i
|z2 −1|

Isso implica que
cosy
cosx

=
z2 +1
|z2 −1|

= ez.

Vejamos uma aplicação da representação de Weierstrass. Dado uma superfície
mínima M ⊂ R3, seja (U,φ) uma carta local isotérmica. Isso significa que

E = G = λ 2 e F = 0,

onde

λ 2 =
1
2

3

∑
j=1

| f j|2

=
1
4
| f |2|1+g|2 + 1

4
| f |2|1+g|2 + | f g|2

=

(
| f |(|+ |g|2)

2

)2

.

Além disso, temos

φu ×φv =
(
ℑ( f2 f 3),ℑ( f3 f 1),ℑ( f1 f 2)

)
=

| f |2(1+ |g|2)
4

(
2ℜ(g),2ℑ(g), |g|2 −|

)
e ‖φu ×φv‖=

√
EG−F2 = λ 2,
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de modo que

N =

(
2ℜ(g)
|g|2 +1

,
2ℑ(g)
|g|2 +1

,
|g|2 −1
|g|2 +1

)
.

Lembremos que a projeção estereográfica

π : S2 \{(0,0,1)}→ C

é a aplicação dada por
π(x1,x2,x3) =

x1 + ix2

1− x3
,

e sua inversa é dada por

π−1(z) =
(

2ℜ(z)
|z|2 +1

,
2ℑ(z)
|z|2 +1

,
|z|2 −1
|z|2 +1

)
.

Portanto, temos que
N = π−1 ◦g. (2.23)

Podemos resumir isso no seguinte resultado.

Proposição 2.26. Sejam M ⊂R3 uma superfície mínima e (U,φ) uma carta local isotér-
mica. Então, um dos campos unitários N, normal a M é a inversa da projeção estereográfica
da função g dada pela representação de Weierstrass.

Teorema 2.27 (Existência local de parâmetros isotérmicos). Seja M ⊂R3 uma superfície
mínima. Então, todo p ∈ M pertence a uma vizinhança coordenada isotérmica.

Demonstração. Seja U ⊂ M uma vizinhança coordenada de p que é o gráfico de uma
função diferenciável que podemos assumir ser da forma z = h(x,y),(x,y) ∈U . Lembrando
que a equação para gráficos mínimos (2.17) é dada por

(1+h2
y)hxx −2hxhyhxy +(1+h2

x)hyy = 0,

obtemos a equação
∂
∂x

1+h2
y

W
=

∂
∂y

hxhy

W

em U , onde W =
√

1+h2
x +h2

y . Escolhendo U simplesmente conexo, isso implica que existe
uma função diferenciável ϕ : U → R, com

∂ϕ
∂x

=
hxhy

W
e ∂ϕ

∂y
=

1+h2
y

W
.

Introduza novas coordenadas

x = x e y = ϕ(x,y).
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Um cálculo simples mostra que
∂x
∂x

= 1,

∂x
∂y

= 0,

∂y
∂x

=−
hxhy

1+h2
y
,

∂y
∂y

=
W

1+h2
y
,

e os coeficientes da segunda forma fundamental, em relação a (x,y), são

E = G =
W 2

1+h2
y

e F = 0,

como queríamos.

2.4 Superfícies mínimas em S3

Nesta seção apresentaremos alguns resultados básicos sobre superfícies mínimas
na esfera S3. Indicaremos as referências onde as demonstrações podem ser encontradas.
Discutiremos também a minimalidade do toro de Clifford.

A esfera unitária S3 é a hipersuperfície de R4 dada por

S3 = {x ∈ R4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1.}

Dado uma superfície M em S3, seja ν um campo vetorial unitário, normal ao longo de M.
Isso significa que ν é tangente à esfera S3 e, para cada ponto p ∈ M, tem-se ν(p) ∈ TpM⊥.
Decorre da equação de Gauss (2.11) para a superfície M em S3 que a curvatura Gaussiana
intrínseca K de M é dada por

K = λ1λ2 +1,

onde λ1 e λ2 são as curvaturas principais do operador de forma de M associado ao campo
normal ν .

Assim como para superfícies em R3, a soma das curvaturas principais será denotada
como a curvatura média de M

H = λ1 +λ2 =
2

∑
i=1

〈
∇̃Xiν ,Xi

〉
,

onde {X1,X2} é um referencial local tangente a M e ∇̃ denota a conexão de Levi-Civita
de S3. A curvatura média de M pode ser interpretada, geometricamente, como um L2-
gradiente do funcional de área. De forma mais precisa, dada qualquer função φ ∈C∞(M),
tem-se

d
dt

Área(Mt)|t=0 =
∫

M
Hφ,
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onde
Mt = {cos(tφ(x))x+ sin(tφ(x)N(x)) : x ∈ M}.

Analogamente ao caso Euclidiano, essa interpretação variacional motiva a definir
uma superfície na esfera S3 como sendo mínima se sua curvatura média H for identi-
camente nula. O conceito de minimalidade em S3 pode ser formulado de várias formas
equivalentes (cf. (SIMONS, 1968, Theorem 3.2.1) e (DAJCZER; TOJEIRO, 2019)).

Teorema 2.28. Dada uma superfície M em S3, as seguintes afirmações são equivalentes:

a) M é uma superfície mínima.

b) M é um ponto crítico do funcional área.

c) As restrições das funções coordenadas em R4 são autofunções do operador Laplaci-
ano −∆M com autovalor igual a 2, ou seja, ∆Mxi =−2xi, com 1 ≤ i ≤ 4.

Ao contrário do que ocorre em R3, de que não existem superfícies mínimas fechadas,
existem exemplos interessantes desse fenômeno em S3. Um exemplo simples de superfície
mínima fechada em S3 é o equador, que é definido por

M = {x ∈ S3 ⊂ R4 : x4 = 0}.

Neste caso, as curvaturas principais são ambas iguais a zero, logo o equador é uma super-
fície mínima. Além disso, o equador tem curvatura Gaussiana constante igual a 1. Assim,
munido da métrica induzida, M é isométrico à esfera usual S2.

Vejamos outro exemplo importante.

Exemplo 2.29 (toro de Clifford). Considere a aplicação x : R2 → R4 definida por

x(u,v) =
1√
2
(cosu,sinu,cosv,sinv) . (2.24)

Claramente x é uma aplicação diferenciável e tem-se

∂x
∂u

=
1√
2
(−sinu,cosu,0,0)

e
∂x
∂v

=
1√
2
(0,0,−sinv,cosv) .

Disso decorre, em particular, que x é uma imersão. Além disso, como

x(u+2kπ,v+2lπ) = x(u,v),
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para quaisquer (u,v) ∈R2 e k, l ∈ Z, segue que a imagem x(R2) é um toro S1√
2
×S1√

2
⊂R4.

A fim de entender a geometria deste toro, fixemos o seguinte referencial ortonormal

e1 = (−sinu,cosu,0,0) ,

e2 = (0,0,−sinv,cosv) ,

e3 =
1√
2
(cosu,sinu,cosv,sinv) ,

e4 =
1√
2
(−cosu,−sinu,cosv,sinv) .

Observe que o vetor posição e3 = x descreve uma esfera unitária, pois ‖x‖ = 1. Assim, o
toro x(R2) está contido na esfera unitária S3 ⊂ R4. Além disso, o referencial {e1,e2,e4} é
tangente a S3, com e4 normal ao toro x(R2). Como imersão isométrica, x : S1√

2
×S1√

2
→ S3

é conhecida como o toro de Clifford. Denotemos por (hi j) a matriz da segunda forma
fundamental do toro em relação ao campo normal e4. Cada entrada da matriz é dada por

h11 = 〈Ae1,e1〉

h12 = 〈Ae1,e2〉

h21 = 〈Ae2,e1〉

h22 = 〈Ae2,e2〉

,

onde AX é dado por
AX =−∇̃X e4,

para qualquer vetor tangente X ao toro x(R2). Temos:

Ae1 =−∇̃ ∂
∂u

e4 =
1√
2
(−sinu,cosu,0,0) ,

Ae2 =−∇̃ ∂
∂v
=

1√
2
(0,0,sinv,−cosv) .

Substituindo, obtemos:

h11 =
1√
2
, h12 = h21 = 0 e h22 =− 1√

2
.

Disso decorre, em particular, que as curvaturas principais do toro x(R2) são λ1 = 1√
2

e
λ2 =− 1√

2
, ou seja, o toro de Clifford é uma superfície mínima.

Observação 2.30. Reparametrizando a aplicação dada em (2.24), as curvaturas princi-
pais do toro de Clifford podem ser reobtidas como sendo λ1 = 1 e λ2 =−1. Decorre então
da equação de Gauss (2.11) que a curvatura Gaussiana intrínseca do toro de Clifford é
nula, ou seja, é uma superfície flat na esfera S3.

Por muito tempo o equador e o toro de Clifford eram os únicos exemplos conhecidos
de superfícies mínimas mergulhadas em S3. No entanto, isso mudou fortemente no final dos
anos 1960 quando Blaine Lawson descobriu uma família infinita de superfícies mínimas
mergulhadas em S3 de genus arbitrário (LAWSON, 1970b).
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Teorema 2.31 (Lawson). Existe ao menos uma superfície mínima mergulhada em S3 de
genus g, onde g é um inteiro não negativo. Se g não for primo, o mergulho não é único.

A questão de unicidade para superfícies mínimas na esfera S3 com genus 0 foi
provada por Frederick Algrem (ALMGREN, 1966).

Teorema 2.32 (Almgren). A menos de isometrias de S3, o equador é a única superfície
mínima imersa em S3 de genus 0.

Em 1970, Blainde Lawson conjecturou uma propriedade de unicidade similar para
toros mínimos em S3. Mais precisamente, Lawson (LAWSON, 1970a) conjecturou o se-
guinte

Conjectura 2.1 (Lawson). A menos de isometrias de S3, o toro de Clifford é a única
superfície mínima mergulhada em S3 de genus 1.

Queremos apenas observar que a conjectura de Lawson é falsa se permitirmos que
a superfície tenha auto-interseções. De fato, o próprio Blaine Lawson (LAWSON, 1969)
provou que existe uma família infinita de toros mínimos em S3 que são “Alexandrov
imersos” mas não são mergulhados. Uma aplicação F : Σ → S3 é chamada de Alexandrov
imersa se existe uma variedade compacta N e uma imersão F : N → S3 tal que Σ = ∂N e
F |Σ = F

Veremos no capítulo seguinte a prova da conjectura de Lawson obtida por Simon
Brendle.
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CAPÍTULO

3
A CONJECTURA DE LAWSON

Neste capítulo apresentaremos a demonstração da conjetura de Lawson obtida por
Simon Brendle (BRENDLE, 2013a).

3.1 Introdução

Em 1970, Blaine Lawson (LAWSON, 1970b) conjecturou que o toro de Clifford é a
única superfície mínima, compacta e mergulhada em S3, com genus 1, e tal conjectura foi
provada somente quatro décadas depois por Simon Brendle (BRENDLE, 2013a) em 2013.
A hipótese de ser mergulhada é fundamental. De fato, em (LAWSON, 1970a) Lawson
construiu uma família (infinita) de imersões mínimas de toros em S3.

A prova da conjetura de Lawson em (BRENDLE, 2013a) envolve uma aplicação
do princípio do máximo para uma função que depende de duas variáveis. Esta técnica
foi inicialmente desenvolvida por Huisken (HUISKEN, 1998) no estudo do fluxo de com-
primento de curvas para curvas mergulhadas no plano e, posteriormente, por Andrews
(ANDREWS, 2012).

Antes de apresentarmos os argumentos usados em (BRENDLE, 2013a), na prova
da conjectura de Lawson, faremos algumas considerações iniciais. Seguiremos aqui o artigo
(ANDREWS, 2012), onde o autor apresenta a noção de não-colapsante para hipersuperfí-
cies Euclidianas mergulhadas.

Considere uma superfície Σ em R3, cuja curvatura média H é positiva em todos os
pontos, e limitando uma região aberta Ω em R3.

Definição 3.1. A superfície Σ é dita ser δ -não-colapsante se, para todo ponto x ∈ Σ,
existe uma bola aberta B de raio δ/H(x), contida em Ω, com x ∈ ∂B.
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Dado uma superfície F : Σ → R3, defina uma função Z : Σ×Σ → R pondo

Z(x,y) =
H(x)

2
‖F(y)−F(x)‖2 +δ 〈F(y)−F(x),ν(x)〉,

onde ν é um campo unitário, normal a Σ.

Proposição 3.2 ((ANDREWS, 2012)). A superfície Σ é δ -não-colapsante se, e somente
se, Z(x,y)≥ 0, para quaisquer x,y ∈ Σ.

Demonstração. Sem perda de generalidade, escolha o campo normal ν que aponta para
fora de Σ. Assim, uma bola em Ω de raio δ/H(x), com F(x) sendo um ponto da fronteira,
deve ter centro no ponto

p(x) = F(x)− (δ/H(x))ν(x).

A afirmação de que esta bola está contida em Ω é equivalente ao fato de que nenhum
ponto de Σ tem distância menor do que δ/H(x) ao ponto p. Ou seja,

0 ≤ ‖F(y)− p(x)‖2 −
(

δ
H(x)

)2

= 2 · Z(x,y)
H(x)

,

para quaisquer x,y ∈ Σ. Como H > 0 em todos os pontos de Σ, isso é equivalente ao fato
de que Z seja não-negativa em todos os pontos. A recíproca é imediata.

Considere agora uma superfície mínima e mergulhada F : Σ → S3 e Φ : Σ →R uma
função positiva. Defina uma função Z : Σ×Σ → R pondo

Z(x,y) = Φ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)+ 〈ν(x),F(y)〉, (3.1)

onde ν é um campo unitário, normal a Σ. Observando que uma bola geodésica na esfera S3

é simplesmente a interseção de uma bola de R4 com S3 podemos provar, de forma análoga
à Proposição 3.2, que a função Z(x,y), definida em (3.1), é não-negativa se, e somente se,
a superfície Σ é não-colapsante.

3.2 Alguns resultados técnicos
Nesta seção apresentaremos alguns resultados preliminares que serão usados na

demonstração da conjectura de Lawson.

Dados uma superfície mínima e mergulhada F : Σ → S3 e uma função positiva
Φ : Σ → R, considere a função Z : Σ×Σ → R dada por

Z(x,y) = Φ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)+ 〈ν(x),F(y)〉, (3.2)
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onde ν é um campo unitário, normal a Σ. Considere dois pontos x,y ∈ Σ, com x 6= y, tais
que Z(x,y) = 0 e dZ(x,y) = 0. Sejam (x1,x2),(y1,y2) sistemas de coordenadas geodésicas
em torno dos pontos x,y, respectivamente. No ponto (x,y), temos:

0 =
∂Z
∂xi

(x,y) =
∂Φ
∂xi

(x)(1−〈F(x,F(y)〉)−Φ(x)
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉

+
2

∑
k=1

hik(x)
〈

∂F
∂xk

(x),F(y)
〉 (3.3)

e
0 =

∂Z
∂yi

(x,y) =−Φ(x)
〈

F(x),
∂F
∂yi

(y)
〉
+

〈
ν(x),

∂F
∂yi

(y)
〉

(3.4)

onde hi j(x) denota a (i j)-ésima coordenada da matriz da segunda forma fundamental de
F no ponto x, i.e.,

∂ν
∂xi

(x) =
2

∑
k=1

hik
∂F
∂xk

(x). (3.5)

Sem perda de generalidade, podemos supor que a segunda forma fundamental de
F está diagonalizada no ponto x, i.e.,

h11(x) = λ1, h12(x) = 0 e h22(x) = λ2.

Denotemos por wi a reflexão do vetor
∂F
∂xi

(x)

em relação ao plano ortogonal ao vetor F(x)−F(y), i.e.,

wi =
∂F
∂xi

(x)−2
〈

∂F
∂xi

(x),
F(x)−F(y)
|F(x)−F(y)|

〉
F(x)−F(y)
|F(x)−F(y)|

. (3.6)

Escolhendo um sistema de coordenadas apropriado (y1,y2), podemos supor que〈
w1,

∂F
∂y1

(y)
〉
≥ 0,

〈
w1,

∂F
∂y2

(y)
〉
= 0 e

〈
w2,

∂F
∂y2

(y)
〉
≥ 0.

Lema 3.3. Os vetores F(y) e Φ(x)F(x)−ν(x) são linearmente independentes.

Demonstração. Usando a identidade

〈Φ(x)F(x)−ν(x),F(y)〉= Φ(x)−Z(x,y) = Φ(x),

obtemos

|Φ(x)F(x)−ν(x)|2|F(y)|2 − 〈Φ(x)F(x)−ν(x),F(y)〉2

= |Φ(x)F(x)−ν(x)|2 −Φ(x)2 = 1 6= 0.

Disso decorre que a desigualdade de Cauchy-Schwarz é estrita, logo os vetores F(y) e
Φ(x)F(x)−ν(x) são linearmente independentes.
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Em relação à reflexão dada em (3.6), obtemos o seguinte:

Lema 3.4. Valem as seguintes igualdades:

w1 =
∂F
∂y1

(y) e w2 =
∂F
∂y2

(y).

Demonstração. Usando a expressão de wi, dada em (3.6), obtemos:

〈wi,F(y)〉 =

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉
+2
〈

∂F
∂xi

,F(y)
〉
〈F(x)−F(y),F(y)〉

|F(x)−F(y)|2

=

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉
+2
〈

∂F
∂xi

,F(y)
〉

〈F(x),F(y)〉−1
2−2〈F(x),F(y)〉

= 0

e

〈wi,Φ(x)F(x)−ν(x)〉 = 2
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉
〈F(x)−F(y),Φ(x)F(x)−ν(x)〉

|F(x)−F(y)|2

= 2
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉

Z(x,y)
|F(x)−F(y)|2

= 0.

Por outro lado, os vetores
∂F
∂y1

(y) e ∂F
∂y2

(y)

satisfazem 〈
∂F
∂yi

(y),F(y)
〉
= 0

e 〈
∂F
∂yi

(y),Φ(x)F(x)−ν(x)
〉
=−∂Z

∂yi
(x,y) = 0.

Como os vetores F(y) e Φ(x)F(x)−ν(x) são linearmente independentes, concluímos que
o plano gerado por

∂F
∂y1

(y) e ∂F
∂y2

(y)

é o mesmo plano gerado por w1 e w2. Além disso, os vetores w1 e w2 são ortonormais.
Como 〈

w1,
∂F
∂y2

(y)
〉
= 0,

concluímos que
w1 =± ∂F

∂y1
(y) e w2 =± ∂F

∂y2
(y).

Finalmente, como 〈
w1,

∂F
∂y1

(y)
〉
≥ 0 e

〈
w2,

∂F
∂y2

(y)
〉
≥ 0

obtemos que
w1 =

∂F
∂y1

(y) e w2 =
∂F
∂y2

(y),

como queríamos.



3.2. Alguns resultados técnicos 49

No resultado seguinte iremos considerar as derivadas de segunda ordem da função
Z no ponto (x,y).

Proposição 3.5. A derivada segunda da função Z, dada em (3.2), satisfaz:

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) =

(
∆ΣΦ(x)− |∇Φ(x)|2

Φ(x)
+(|A(x)|2 −2)Φ(x)

)
(1−〈F(x),F(y)〉)

+2Φ(x)− 2Φ(x)2 −|A(x)|2

2Φ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

.

Demonstração. Derivando a equação (3.3) em relação a xi, e somando, obtemos:

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) =

2

∑
i=1

∂ 2Φ
∂x2

i
(x)(1−〈F(x),F(y)〉)−2

2

∑
i=1

∂Φ
∂xi

(x)
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉

−
2

∑
i=1

Φ(x)
〈

∂ 2F
∂x2

i
(x),F(y)

〉
+

2

∑
i,k=1

∂hik

∂xi
(x)
〈

∂F
∂xk

(x),F(y)
〉

+
2

∑
i,k=1

hik(x)
〈

∂ 2F
∂xi∂xk

(x),F(y)
〉
.

(3.7)

Iremos, inicialmente, reescrever a equação (3.7). Note que, da equação de Codazzi (2.4),
tem-se

∂h11

∂x2
(x) =

∂h21

∂x1
(x) e ∂h12

∂x2
(x) =

∂h22

∂x1
(x), (3.8)

e do fato de Σ ser mínima, obtemos
2

∑
i=1

∂hii

∂xk
(x) = 0. (3.9)

De (3.8) e (3.9), obtemos

2

∑
i=1

∂hik

∂xi
(x) = 0. (3.10)

Analisemos o termo
2

∑
i=1

∂ 2F
∂x2

i
(x). Pelo teorema 2.28, tem-se

2

∑
i=1

∂ 2Fj

∂x2
i
(x)+2Fj(x) = 0,

para j = 1, . . . ,4, logo,
2

∑
i=1

∂ 2F
∂x2

i
(x) =−2F(x).

Analisemos agora o termo
2

∑
i=1

hik(x)
〈

∂ 2F
∂xi∂xk

(x),F(y)
〉
.
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Derivamos (3.5) em relação a xi, somando e usando (3.10), obtemos:

2

∑
i=1

∂ 2ν
∂x2

i
(x) =

2

∑
i,k=1

hik(x)
∂ 2F

∂xi∂xk
(x). (3.11)

Note que, como 〈
2

∑
i=1

∂ 2ν
∂x2

i
(x),

∂F
∂x j

(x)

〉
= 0,

para j = 1,2, segue que o vetor
2

∑
i=1

∂ 2ν
∂x2

i
(x) não tem componentes no plano tangente TxΣ ⊂

TxS3. Por outro lado, derivando 〈
∂ν
∂xi

(x),ν(x)
〉
= 0

em relação a xi, obtemos:〈
∂ 2ν
∂x2

i
(x),ν(x)

〉
+

〈
∂ν
∂xi

(x),
∂ν
∂xi

(x)
〉
= 0. (3.12)

Substituindo (3.5) em (3.12), notando que
〈

∂F
∂xk

(x), ∂F
∂x j

(x)
〉
= δk j e somando, a equação

(3.12) torna-se 〈
2

∑
i=1

∂ 2ν
∂x2

i
(x),ν(x)

〉
+

2

∑
i=1

(hik(x))2 = 0.

Como
2

∑
i=1

(hik(x))2 = |A(x)|2 e lembrando que
2

∑
i=1

∂ 2ν
∂x2

i
(x) só tem componente na direção ν ,

obtemos

2

∑
i=1

∂ 2ν
∂x2

i
(x) =−|A(x)|2ν(x). (3.13)

Usando (3.11) e (3.13), temos que

2

∑
i=1

hik(x)
∂ 2F

∂xi∂xk
(x) =−|A(x)|2ν(x). (3.14)

Assim, usando (3.10) e (3.14), podemos escrever a equação (3.7) como:

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) =

2

∑
i=1

∂ 2Φ
∂x2

i
(x)(1−〈F(x),F(y)〉)+2Φ(x)〈F(x),F(y)〉

−2
2

∑
i=1

∂Φ
∂xi

(x)
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉
−|A(x)|2 〈ν(x),F(y)〉 .

(3.15)

Como
〈ν(x),F(y)〉= Z(x,y)−ϕ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)
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podemos reescrever (3.15) como sendo
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) =

(
∆ΣΦ(x)+(|A(x)|2 −2)Φ(x)

)
(1−〈F(x),F(y)〉)

+2Φ(x)〈F(x),F(y)〉−2
2

∑
i=1

∂Φ
∂xi

(x)
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉

−|A(x)|2Z(x,y).

Somando e subtraindo

|∇Φ(x)|2

Φ(x)
(1−〈F(x),F(y)〉)+ Φ(x)

1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

,

obtemos:
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) =

(
∆ΣΦ(x)− |∇Φ(x)|2

Φ(x)
+(|A(x)|2 −2)Φ(x)

)
(1−〈F(x),F(y)〉)

+2Φ(x)+
|∇Φ(x)|2

Φ(x)
(1−〈F(x),F(y)〉)−2

2

∑
i=1

∂Φ
∂xi

(x)
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉

+
Φ(x)

1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

− Φ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

.

Fatorando a expressão acima adequadamente, podemos escrever
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) =

(
∆ΣΦ(x)− |∇Φ(x)|2

Φ(x)
+(|A(x)|2 −2)Φ(x)

)
(1−〈F(x),F(y)〉)+2Φ(x)

− Φ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

+
1

Φ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)
m(x,y),

onde

m(x,y) =−2
2

∑
i=1

∂Φ
∂xi

(x)(1−〈F(x),F(y)〉)Φ(x)
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉

+ |∇Φ(x)|2(1−〈F(x),F(y)〉)2 +Φ(x)2
2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

.

Observe que

m(x,y) =
2

∑
i=1

(
∂Φ
∂xi

(x)(1−〈F(x),F(y)〉)−Φ(x)
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉)2

.

Pela equação (3.3), e lembrando que ∂Z
∂xi

(x,y) = 0, podemos escrever

m(x,y) =
2

∑
i=1

(
hik(x)

〈
∂F
∂xk

(x),F(y)
〉)2

. (3.16)
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Expandindo o termo quadrático em (3.16), obtemos:

(hi1(x))2
〈

∂F
∂x1

(x),F(y)
〉2

+(hi2(x))2
〈

∂F
∂x2

(x),F(y)
〉2

+2hi1(x)hi2(x)
〈

∂F
∂x1

(x),F(y)
〉〈

∂F
∂x2

(x),F(y)
〉
.

Como o determinante de A é −λ 2, tem-se

h11(x)h22(x)−h12(x)h21(x) = h11(x)h22(x)− (h12(x))2 =−λ 2,

pois h12(x) = h21(x). Além disso, como h11(x)+h22(x) = 0, tem-se

2

∑
i=1

(hi1(x))2 = λ 2 e
2

∑
i=1

(hi2(x))2 = λ 2.

Em relação ao termo
2

∑
i=1

hi1(x)hi2(x), tem-se

h11(x)h12(x)+h21(x)h22(x) = h12(x)(h11(x)+h22(x)) = 0.

Portanto, podemos reescrever (3.16) como sendo

m(x,y) =
2

∑
i=1

λ 2
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

.

Lembrando agora que λ 2 = 1
2 |A(x)|, obtemos a equação desejada.

Proposição 3.6. Em relação às derivadas mistas, vale a seguinte relação:

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) = λi −Φ(x). (3.17)

Demonstração. Derivando em relação a xi a equação (3.4), obtemos:

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) =− ∂Φ
∂xi

(x)
〈

F(x),
∂F
∂yi

(y)
〉
−Φ(x)

〈
∂F
∂xi

(x),
∂F
∂yi

(y)
〉

+

〈
∂ν
∂xi

(x),
∂F
∂yi

(y)
〉
.

Lembrando que
∂ν
∂xi

(x) = λi(x)
∂F
∂xi

(x),

temos

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) =−∂Φ
∂xi

(x)
〈

F(x),
∂F
∂yi

(y)
〉
+(λi(x)−Φ(x))

〈
∂F
∂xi

(x),
∂F
∂yi

(y)
〉
. (3.18)

Da equação (3.3), tem-se:

−∂Φ
∂xi

(x) =
1

1−〈F(x),F(y)〉
(λi(x)−Φ(x))

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉
. (3.19)
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Substituindo (3.19) em (3.18), obtemos:

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) =
1

1−〈F(x),F(y)〉
(λi(x)−Φ(x))

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉〈

F(x),
∂F
∂yi

(y)
〉

+(λi(x)−Φ(x))
〈

∂F
∂xi

(x),
∂F
∂yi

(y)
〉
.

Como
|F(x)−F(y)|2 = 〈F(x)−F(y),F(x)−F(y)〉= 2−2〈F(x),F(y)〉,

a equação anterior torna-se

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) =−2(λi(x)−Φ(x))
〈

∂F
∂xi

(x),
−F(y)

|F(x)−F(y)|

〉〈
F(x)

|F(x)−F(y)|
,
∂F
∂yi

(y)
〉

+(λi −Φ(x))
〈

∂F
∂xi

(x),
∂F
∂yi

(y)
〉
.

(3.20)

Além disso, como 〈
∂F
∂xi

(x),F(x)
〉
=

〈
∂F
∂yi

(y),F(y)
〉
= 0,

a equação (3.20) se escreve como sendo

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) = −2(λi(x)−Φ(x))
〈

∂F
∂xi

(x),
F(x)−F(y)
|F(x)−F(y)|

〉〈
F(x)−F(y)
|F(x)−F(y)|

,
∂F
∂yi

(y)
〉

+(λi −Φ(x))
〈

∂F
∂xi

(x),
∂F
∂yi

(y)
〉

= (λi −Φ(x))
〈

wi,
∂F
∂yi

(y)
〉

= λi −Φ(x),

como queríamos.

Proposição 3.7.
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y) = 2Φ(x). (3.21)

Demonstração. Derivando a equação (3.4) em relação a yi, e somando, obtemos:

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y) =−Φ(x)

〈
F(x),

2

∑
i=1

∂ 2F
∂y2

i
(y)

〉
+

〈
ν(x),

2

∑
i=1

∂ 2F
∂y2

i
(y)

〉
. (3.22)

Como
2

∑
i=1

∂ 2F
∂yi

(y) =−2F(y)

e
0 = Z(x,y) = Φ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)+ 〈ν(x),F(y)〉
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a expressão em (3.22) torna-se

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y) = 2Φ(x)〈F(x),F(y)〉−2〈ν(x),F(y)〉

= 2Φ(x),

como queríamos.

Proposição 3.8. Vale a seguinte igualdade:
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y)+2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y)+
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y)

=− 2Φ(x)2 −|A(x)|2

2Φ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

+

(
∆ΣΦ(x)− |∇Φ(x)|2

Φ(x)
+(|A(x)|2 −2)Φ(x)

)
(1−〈F(x),F(y)〉) .

(3.23)

Demonstração. A equação (3.23) segue das equações (3.7), (3.17) e (3.21).

3.3 Prova do Teorema 1.1
Usando os resultados preliminares apresentados nas seções anteriores, apresenta-

remos nesta seção a prova do teorema principal dessa dissertação.

Inicialmente, iremos determinar uma identidade tipo-Simons para a função

Ψ(x) =
1√
2
|A(x)|, (3.24)

onde A denota o operador de forma da superfície F : Σ → S3.

Proposição 3.9. Seja F : Σ → S3 um toro mínimo e mergulhado em S3. Então, a função
Ψ dada em (3.24) é estritamente positiva e satisfaz a EDP

∆ΣΨ− |∇Ψ|2

Ψ
+(|A|2 −2)Ψ = 0.

Demonstração. Segue do trabalho de Lawson que um toro mínimo na esfera S3 não tem
pontos umbílicos (cf. (LAWSON, 1970a, Proposition 1.5)). Disso decorre que a função |A|
é estritamente positiva. Usando a identidade de Simons (SIMONS, 1968, Theorem 5.3.1),
obtemos

∆Σhik +(|A|2 −2)hik = 0, (3.25)

visto que (hik) é a matriz que representa A. Multiplicando a equação (3.25) por 2hik, tem-se

2∆Σhikhik +2(|A|2 −2)h2
ik = 0. (3.26)
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Somando e subtraindo a quantidade

2
2

∑
j=1

(
∂hik

∂x j

)2

na equação (3.26), obtemos

2
2

∑
j=1

∂ 2hik

∂x2
j

hik +2
2

∑
j=1

(
∂hik

∂x j

)2

−2
2

∑
j=1

(
∂hik

∂x j

)2

+2(|A|2 −2)h2
ik = 0. (3.27)

Como

2
2

∑
j=1

∂ 2hik

∂x2
j

hik +2
2

∑
j=1

(
∂hik

∂x j

)2

= 2
2

∑
j=1

∂
∂x j

(
∂hik

∂x j
hik

)
=

2

∑
j=1

∂ 2h2
ik

∂x2
j
,

podemos reescrever a equação (3.27) como sendo

2

∑
j=1

∂ 2h2
ik

∂x2
j
−2

2

∑
j=1

(
∂hik

∂x j

)2

+2(|A|2 −2)h2
ik = 0. (3.28)

Na equação (3.28), somando em relação a i e k, obtemos:

∆Σ(|A|2)−2|∇A|2 +2(|A|2 −2)|A|2 = 0. (3.29)

Note agora que

∆Σ(|A|2) =
2

∑
j=1

∂ 2|A|2

∂x2
j

=
2

∑
j=1

∂
∂x j

(
∂ |A|2

∂x j

)
= 2

2

∑
j=1

∂
∂x j

(
|A|∂ |A|

∂x j

)

= 2
2

∑
j=1

(
∂ |A|
∂x j

∂ |A|
∂x j

+ |A|∂
2|A|

∂x2
j

)
= 2|∇|A||2 +2|A|

2

∑
j=1

∂ 2|A|
∂x2

j

= 2|∇|A||2 +2|A|∆Σ|A|.

(3.30)

Assim, substituindo (3.30) em (3.29), obtemos

∆Σ(|A|)+
|∇|A||2

|A|
− |∇A|2

|A|
+(|A|2 −2)|A|= 0. (3.31)

Provemos agora que

|∇A|2 = 2|∇|A||2. (3.32)

De fato, elevando ao quadrado a equação (3.10), obtemos:(
∂h11

∂x1

)2

+

(
∂h21

∂x2

)2

=−2
∂h11

∂x1

∂h21

∂x2
,(

∂h12

∂x1

)2

+

(
∂h22

∂x2

)2

=−2
∂h12

∂x1

∂h22

∂x2
.

(3.33)
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Cada uma das equações em (3.33) corresponde a k = 1 e k = 2, respectivamente. Disso
decorre que (

∂h11

∂x1

)2

+

(
∂h21

∂x2

)2

= 2
(

∂h21

∂x2

)2

,(
∂h12

∂x1

)2

+

(
∂h22

∂x2

)2

= 2
(

∂h12

∂x1

)2

,(
∂h11

∂x2

)2

+

(
∂h21

∂x1

)2

= 2
(

∂h21

∂x1

)2

,(
∂h12

∂x2

)2

+

(
∂h22

∂x1

)2

= 2
(

∂h12

∂x2

)2

.

(3.34)

Somando as equações em (3.34), e lembrando que h12 = h21, obtemos:

|∇A|2 = 4
(

∂h12

∂x1

)2

+4
(

∂h12

∂x2

)2

. (3.35)

Note que

|A|=
√

2h2
11 +2h2

12 (3.36)

e

|∇|A||2 =
(

∂ |A|
∂x1

)2

+

(
∂ |A|
∂x2

)2

. (3.37)

Derivando |A|, dada em (3.36), em relação a x1 e x2 obtemos, respectivamente, que

∂ |A|
∂x1

=
2h11

∂h11
∂x1

+2h12
∂h12
∂x1

|A|
e ∂ |A|

∂x2
=

2h11
∂h11
∂x2

+2h12
∂h12
∂x2

|A|
. (3.38)

Elevando ao quadrado as duas equações em (3.38), obtemos

(
∂ |A|
∂x1

)2

=
4h2

11

(
∂h11
∂x1

)2
+4h2

12

(
∂h12
∂x1

)2
+8h11h12

∂h11
∂x1

∂h12
∂x1

|A|2(
∂ |A|
∂x2

)2

=
4h2

11

(
∂h11
∂x2

)2
+4h2

12

(
∂h12
∂x2

)2
+8h11h12

∂h11
∂x2

∂h12
∂x2

|A|2

(3.39)

Somando as duas equações em (3.39), e usando (3.37) e (3.38), obtemos

|∇|A||2 = 2
(

∂h12

∂x1

)2

+2
(

∂h12

∂x2

)2

. (3.40)

Das equações (3.35) e (3.40) obtém-se (3.32). Finalmente, substituindo a equação (3.32)
em (3.31), obtemos

∆ΣΨ− |∇Ψ|2

Ψ
+(|A|2 −2)Ψ = 0,

finalizando a demonstração.
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Proposição 3.10. Seja F : Σ → S3 um toro mínimo e mergulhado na esfera S3. Se

sup
x,y∈Σ
x 6=y

|〈ν(x),F(y)〉|
Ψ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)

≤ 1, (3.41)

então F é congruente ao toro de Clifford.

Demonstração. Segue da hipótese (3.41) que

Ψ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)+ 〈ν(x),F(y)〉 ≥ 0, (3.42)

para quaisquer x,y ∈ Σ. Por uma questão de simplicidade, identificaremos a superfície Σ
com sua imagem através do mergulho F , i.e., F(x) = x, para todo x ∈ Σ. Fixado um ponto
arbitrário x ∈ Σ, podemos encontrar uma base ortonormal {e1,e2} de TxΣ tal que

h(e1,e1) = Ψ(x), h(e1,e2) = 0 e h(e2,e2) =−Ψ(x),

onde h denota a segunda forma fundamental de F no ponto x. Dado uma geodésica γ na
superfície Σ, com γ(0) = p e γ ′(0) = e1, definimos uma função f : R→ R pondo

f (t) = Z(x,γ(t)) = Ψ(x)(1−〈x,γ(t)〉)+ 〈ν(x),γ(t)〉.

Note que, em virtude de (3.42), tem-se f (t)≥ 0, para todo t ∈ R. Calculando a derivada
de primeira ordem de f , obtemos:

f ′(t) =−〈Ψ(x)x−ν(x),γ ′(t)〉+ 〈ν(x),γ ′(t)〉

Como γ é geodésica, γ ′(t) é o transporte paralelo de γ ′(0), logo

〈ν(x),γ ′(t)〉= 〈ν(x),γ ′(0)〉= 0.

Assim, f ′(t) pode ser escrito como

f ′(t) =−〈Ψ(x)x−ν(x),γ ′(t)〉.

Calculando a derivada segunda de f , obtemos:

f ′′(t) =−〈Ψ(x)x−ν(x),γ ′′(t)〉.

Derivando a igualdade
〈ν(γ(t)),γ ′(t)〉= 0,

tem-se
〈Dν(γ(t))γ ′(t),γ ′(t)〉+ 〈ν(γ(t)),γ ′′(t)〉= 0,

onde D denota a derivada usual em S3. Como γ ′′(t) não tem componentes em Tγ(t)Σ, tem-se

−γ ′′(t) = γ(t)+h(γ ′(t),γ ′(t))ν(x).
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Assim, f ′′(t) se expressa como

f ′′(t) = 〈Ψ(x)x−ν(x),γ(t)+h(γ ′(t),γ ′(t))ν(x)〉.

Calculando a derivada de ordem 3 de f , obtemos:

f ′′′(t) =〈Ψ(x)x−ν(x),γ ′(t)〉+h(γ ′(t),γ ′(t))〈Ψ(x)x−ν(x),Dγ ′(t)ν(γ(t))〉

+
(

DΣ
γ ′(t)h

)
(γ ′(t),γ ′(t))〈Ψ(x)x−ν(x),ν(γ(t))〉.

(3.43)

Observe que f (0) = 0. Temos também f ′(0) = 0, pois Ψ(x)x−ν(x) é perpendicular a TxΣ.
Além disso, temos f ′′(0) = 0 pois

f ′′(0) = Ψ(x)−h(e1,e1) = 0.

Provemos agora que f ′′′(0) = 0. Usando a expansão de Taylor em f , tem-se:

f (t) = f (0)+ f ′(0)t + f ′′(0)t2 + f ′′′(0)t3 + r3(t),

onde
lim
t→0

r3(t)
t3 = 0.

Como f (t)≥ 0 e f (0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0 tem-se

0 ≤ f ′′′(0)t3 + r3(t). (3.44)

Dividindo por t3 em (3.44), e fazendo t → 0, obtemos

0 ≤ f ′′′(0).

Por outro lado, usando −t ao invés de t e aplicando a mesma ideia, obtemos

f ′′′(0)≤ 0,

logo f ′′′(0) = 0. Fazendo agora t = 0 na equação (3.43), tem-se

(DΣ
e1

h)(e1,e1) = 0, (3.45)

pois e1,De1ν(x)∈ TpΣ e Ψ(x)p−ν(x) e ν(x) são paralelos. Trocando o referencial {e1,e2,ν}
por {e2,e1,−ν}, e argumentando de maneira análoga, obtemos

(DΣ
e2

h)(e2,e2) = 0. (3.46)

Como h11 +h22 = 0, segue de (3.45) e (3.46) que

(DΣ
e2

h)(e1,e1) = (DΣ
e1

h)(e2,e1) = 0

e
(DΣ

e1
h)(e2,e2) = (DΣ

e2
h)(e1,e2) = 0,
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implicando que
(DΣ

e1
h)(e2,e2) = 0

e
(DΣ

e2
h)(e1,e1) = 0.

Aplicando as equações de Codazzi nas identidades acima, obtemos que ∇h = 0. Disso
decorre, em particular, que a curvatura intrínseca K de Σ é constante e, assim, a métrica
induzida em Σ por F é flat. Logo, pelo trabalho de Lawson (cf. (LAWSON, 1969, Corollary
3)), tem-se que K ≡ 0 ou K ≡ 1. Como Σ não tem pontos umbílicos, segue que K ≡ 0 e,
portanto, Σ é um subconjunto aberto do toro de Clifford. A compacidade de Σ implica
que F é congruente ao toro de Clifford.

Iremos a partir de agora finalizar a prova do Teorema 1.1. Dado um toro mínimo
e mergulhado F : Σ → S3, considere a expressão

ℵ = sup
x,y∈Σ
x 6=y

|〈ν(x),F(y)〉|
Ψ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)

, (3.47)

onde Ψ é dada em (3.24). Se ℵ ≤ 1, segue da Proposição 3.10 que F é congruente ao toro
de Clifford. Assim, resta considerar o caso em que ℵ > 1. Trocando a direção normal ν
por −ν , caso necessário, podemos escrever

ℵ = sup
x,y∈Σ
x 6=y

−〈ν(x),F(y)〉
Ψ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)

. (3.48)

Assim, em virtude de (3.48), a função Z, dada por

Z(x,y) = ℵΨ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)+ 〈ν(x),F(y)〉,

satisfaz
Z(x,y)≥ 0, (3.49)

para quaisquer x,y ∈ Σ. Considere agora o conjunto

Ω = {x ∈ Σ : existe y ∈ Σ\{x} tal que Z(x,y) = 0} (3.50)

Lema 3.11. O conjunto Ω, dado em (3.50), é não-vazio.

Demonstração. Sejam x,y ∈ Σ. Como Ψ(x)(1−〈F(x),F(y)〉) é contínua e Σ é compacto
então existe M > 0 tal que

Ψ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)≤ M.

Pela definição de ℵ, tem-se que para qualquer n ∈ N existem xn,yn ∈ Σ, onde xn 6= yn, tal
que

−〈ν(xn),F(yn)〉
Ψ(xn)(1−〈F(xn),F(yn)〉)

> ℵ− 1
nM

.
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Desenvolvendo a desigualdade anterior, podemos escrevê-la como:

1
n
≥ Ψ(xn)(1−〈F(xn),F(yn)〉)

nM
> Z(xn,yn)≥ 0. (3.51)

Como tais (xn) e (yn) são sequências limitadas, então existem subsequências convergen-
tes (xnk) e (ynk) tais que xnk → x e ynk → y, onde x,y ∈ Σ. Usando as subsequências já
mencionadas em (3.51) e tomando limite, tem-se que

Z(x,y) = 0.

Se x = y, então
Z(x,y) = Z(x,x) = 〈ν(x),F(x)〉= 0.

Isso implica que F(x) ∈ TxΣ, então F(x) pode-se expressar como combinação linear dos
∂F
∂xi

(x), logo

F(x) = ai ∂F
∂xi

(x). (3.52)

Lembrando que
〈

F(x), ∂F
∂x j

(x)
〉
= 0 e tomando o produto interno em (3.52), obtêm-se

0 =

〈
F(x),

∂F
∂x j

(x)
〉
= aiδi j.

Então ai = 0, o que implica que F(x) = 0, uma contradição. Portanto x 6= y e x ∈ Ω.

O próximo passo agora é provar que o conjunto Ω, dado em (3.50), é aberto. Para
isso, faremos uso de dois resultados. O primeiro deles é o princípio do máximo estrito de
Bony para equações elípticas não-degeneradas (cf. (BRENDLE, 2010, Corollary 9.7)).

Teorema 3.12. Dados um aberto U ⊂Rn e campos vetoriais X1, . . . ,Xm ∈X(U), considere
uma função diferenciável não-negativa φ : U → R satisfazendo

m

∑
j=1

(D2φ)(X j,X j)≤−L inf
|ξ |≤1

(D2φ)(ξ ,ξ )+L|dφ|+Lφ, (3.53)

onde L é uma constante positiva. Seja F = {x ∈ U : φ(x) = 0} o conjunto dos zeros de
φ e suponha que γ : [0,1] → U seja uma curva diferenciável tal que γ(0) ∈ F e γ ′(s) =

m

∑
j=1

f j(s)X j(γ(s)), para certas funções diferenciáveis f1, . . . , fm : [0,1]→ R. Então γ(s) ∈ F ,

para todo s ∈ [0,1]. Este teorema também é válido para um conjunto aberto U de uma
variedade Riemanniana em vez de Rn. Para demonstrar isso, divide-se o caminho γ em
segmentos pequenos onde cada segmento está numa carta coordenada. Logo se aplica o
teorema a cada segmento.

O seguinte resultado é uma estimativa obtida fazendo-se uma adaptação na de-
monstração da Proposição 3.8.
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Considere dois pontos x,y ∈ Σ, com x 6= y. Seja (x1,x2) um sistema de coordenadas
normais geodésicas em torno de x tal que

h11(x) = λ1, λ12(x) = 0 e h22(x) = λ2.

Além disso, seja (y1,y2) um sistema de coordenadas normais geodésicas em torno de y tal
que 〈

w1,
∂F
∂y1

(y)
〉
≥ 0,

〈
w1,

∂F
∂y2

(y)
〉
= 0 e

〈
w2,

∂F
∂y2

(y)
〉
≥ 0,

onde w1 e w2 são dados em (3.6). Adaptando a demonstração do Lema 3.4, podemos
concluir que

2

∑
i=1

∣∣∣∣wi −
∂F
∂yi

(y)
∣∣∣∣≤ Λ(x,y)

(
Z(x,y)+

2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂yi

(x,y)
∣∣∣∣
)
, (3.54)

onde Λ é uma função contínua sobre o conjunto

{(x,y) ∈ Σ×Σ : x 6= y}

que, eventualmente, deixa de ser limitada numa vizinhança da diagonal de Σ×Σ.

Lema 3.13. Dados dois pontos x,y ∈ Σ, com x 6= y, tem-se:
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) + 2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) +
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y)

≤−ℵ2 −1
ℵ

Ψ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

+ Λ̃(x,y)

(
Z(x,y)+

2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂xi

(x,y)
∣∣∣∣+ 2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂yi

(x,y)
∣∣∣∣
) (3.55)

onde Λ̃(x,y) é uma função contínua no conjunto {(x,y) ∈ Σ×Σ : x 6= y}, a qual pode ser
não limitada numa vizinhança da diagonal de Σ×Σ.

Demonstração. Em virtude das Proposições 3.8 e 3.9, podemos escrever
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) + 2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) +
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y)

=−ℵ2 −1
ℵ

Ψ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

+4ℵΨ(x)− (|A(x)|2 +2)Z(x,y)

+2
2

∑
i=1

(λi −ℵΨ(x))
〈

wi,
∂F
∂yi

(y)
〉
− 2

1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

∂Z
∂xi

(x,y)
〈

F(x),
∂F
∂yi

(y)
〉

+
1

ℵΨ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)

2

∑
i=1

[(
∂Z
∂xi

(x,y)
)2

−2λi

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉

∂Z
∂xi

(x,y)

]
.

Como
Z(x,y)≥ 0 e |F(x)|=

∣∣∣∣∂F
∂yi

(y)
∣∣∣∣= 1,
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podemos escrever

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) + 2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) +
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y)

=−ℵ2 −1
ℵ

Ψ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

+4ℵΨ(x)

+2
2

∑
i=1

(λi −ℵΨ(x))
〈

wi,
∂F
∂yi

(y)
〉
+

2
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂xi

(x,y)
∣∣∣∣

+
1

ℵΨ(x)(1−〈F(x),F(y)〉)

2

∑
i=1

[(
∂Z
∂xi

(x,y)
)2

−2λi

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉

∂Z
∂xi

(x,y)

]
.

Estimemos, inicialmente, o termo

∂Z
∂xi

(x,y)
[

∂Z
∂xi

(x,y)−2λi

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉]

.

Como

∂Z
∂xi

(x,y) = ℵ
∂Ψ
∂xi

(x)(1−〈F(x),F(y)〉)+(λi −ℵΨ(x))
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉
,

temos

∂Z
∂xi

(x,y)
[

∂Z
∂xi

(x,y)−2λi

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉]

=
∂Z
∂xi

(x,y)
[

ℵ
∂Ψ
∂xi

(x)(1−〈F(x),F(y)〉)+(λi −ℵΨ(x))
〈

∂F
∂xi

(x),F(y)
〉]

≤
∣∣∣∣∂Z
∂xi

(x,y)
∣∣∣∣ℵM(1−〈F(x),F(y)〉)+

∣∣∣∣∂Z
∂xi

(x,y)
∣∣∣∣2ℵΨ(x),

onde
M = sup

x∈Σ
i=1,2

∣∣∣∣∂Ψ
∂xi

(x)
∣∣∣∣

e notando que λi ≤ ℵΨ(x), com i = 1,2. Assim,

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) + 2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) +
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y)

≤−ℵ2 −1
ℵ

Ψ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

+4ℵΨ(x)

+2
2

∑
i=1

(λi −ℵΨ(x))
〈

wi,
∂F
∂yi

(y)
〉
+

(
4

1−〈F(x),F(y)〉
+

M
Ψ(x)

) 2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂xi

(x,y)
∣∣∣∣ .

Estimemos agora o termo

2
2

∑
i=1

(λi −ℵΨ(x))
〈

wi,
∂F
∂yi

(y)
〉
.
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Desenvolvendo, obtemos:∣∣∣∣wi −
∂F
∂yi

(y)
∣∣∣∣2 = |wi|2 +

∣∣∣∣∂F
∂yi

(y)
∣∣∣∣2 −2

〈
wi,

∂F
∂yi

(y)
〉

= 2−2
〈

wi,
∂F
∂yi

(y)
〉
.

Assim, usando a desigualdade (3.54), obtemos:

2
2

∑
i=1

(λi −ℵΨ(x))
〈

wi,
∂F
∂yi

(y)
〉

=
2

∑
i=1

λi

(
2−
∣∣∣∣wi −

∂F
∂yi

(y)
∣∣∣∣2
)
+ℵΨ(x)

2

∑
i=1

(∣∣∣∣wi −
∂F
∂yi

(y)
∣∣∣∣2 −2

)

≤ Ψ(x)
2

∑
i=1

∣∣∣∣wi −
∂F
∂yi

(y)
∣∣∣∣2 +ℵΨ(x)

2

∑
i=1

∣∣∣∣wi −
∂F
∂yi

(y)
∣∣∣∣2 −4ℵΨ(x)

≤ 2Ψ(x)(ℵ+1)
2

∑
i=1

∣∣∣∣wi −
∂F
∂yi

(y)
∣∣∣∣−4ℵΨ(x)

≤ 2Ψ(x)(ℵ+1)Λ(x,y)

(
Z(x,y)+

2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂xi

(x,y)
∣∣∣∣
)
−4ℵΨ(x).

Portanto,
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) + 2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) +
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y)

≤−ℵ2 −1
ℵ

Ψ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

+2Ψ(x)(ℵ+1)Λ(x,y)

(
Z(x,y)+

2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂xi

(x,y)
∣∣∣∣
)

+

(
4

1−〈F(x),F(y)〉
+

M
Ψ(x)

) 2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂xi

(x,y)
∣∣∣∣ ,

e, assim, concluímos que
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y) + 2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y) +
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y)

≤−ℵ2 −1
ℵ

Ψ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

+

(
2Ψ(x)(ℵ+1)Λ(x,y)+

4
1−〈F(x),F(y)〉

+
M

Ψ(x)

)
·

(
Z(x,y)+

2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂xi

(x,y)
∣∣∣∣+ 2

∑
i=1

∣∣∣∣∂Z
∂yi

(x,y)
∣∣∣∣
)
.

Basta considerar então

Λ̃(x,y) =
(

2Ψ(x)(ℵ+1)Λ(x,y)+
4

1−〈F(x),F(y)〉
+

M
Ψ(x)

)
,

o que prova (3.55).
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Lema 3.14. O conjunto Ω, dado em (3.50), é aberto.

Demonstração. Dado x ∈ Ω, definimos o conjunto

Yx = {y ∈ Σ : Z(x,y) = 0}.

Com a notação do Teorema 3.12, identifiquemos a função φ com Z, e o conjunto F estará
definido por

F =
⋃

x∈Ω
{x}×Yx.

Em cada ponto (x,y) ∈ F , Z atinge o seu mínimo. Logo, a derivada segunda da função
Z naqueles pontos serão operadores bilineares definidos positivos. Pela continuidade da
derivada segunda, para cada ponto (x,y)∈F existe uma vizinhança V(x,y) tal que a derivada
segunda avaliada nos pontos da vizinhança segue sendo um operador bilinear definido
positivo. Considere o aberto

U =
⋃

(x,y)∈F

V(x,y)

e dois campos vetoriais X1 e X2 definidos por:

X1 =


1
0
1
0

 e X2 =


0
1
0
1

 .
Calculando o valor da expressão em (3.53), obtemos:

2

∑
i=1

D2Z(Xi,Xi) =
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
+2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

+
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
.

No aberto U , a derivada segunda de Z é definida positiva, i.e., 0<D2Z(ξ ,ξ ), para qualquer
campo vetorial ξ em U . Logo, obtemos que

0 ≤ inf
|ξ |≤1

D2Z(ξ ,ξ )≤ D2Z(0,0) = 0.

Portanto inf|ξ |≤1 D2Z(ξ ,ξ ) = 0. Como estamos no caso ℵ > 1, tem-se

−ℵ2 −1
ℵ

Ψ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

≤ 0.

Podemos construir U de tal forma que esteja contido no complemento da vizinhança da
diagonal onde a função Λ é ilimitada, logo Λ é limitada em U . Estamos, assim, nas con-
dições do Teorema 3.12 e, portanto, podemos chegar à conclusão que para uma geodésica
γ : [0,1]→U tal que γ(0)∈U e γ ′(s) = f1(s)X1(γ(s))+ f2(s)X2(γ(s)) para quaisquer funções
f1, f2 : [0,1]→ R tem-se que γ(s) ∈ F . Aplicando a projeção sobre a primeira variável no
conjunto F obtemos o conjunto Ω que, pela escolha de X1 e X2, conclui-se que é aberto
porque é uma bola geodésica.
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Considere agora dois pontos x,y ∈ Σ, com x 6= y, tais que

Z(x,y) =
∂Z
∂xi

(x,y) =
∂Z
∂yi

(x,y) = 0.

Usando a Proposição 3.9, a equação (3.23) pode ser escrita como

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y)+2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y)+
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y)

=−ℵ2 −1
ℵ

Ψ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

.

(3.56)

Proposição 3.15. Para todo ponto x ∈ Ω, tem-se

∇Ψ(x) = 0.

Demonstração. Fixemos um ponto arbitrário x ∈ Ω. Pela definição de Ω, existe um ponto
y ∈ Σ\{x} tal que Z(x,y) = 0. Como a função Z atinge seu mínimo global no ponto (x,y),
a igualdade em (3.56) torna-se

0 ≤
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂x2

i
(x,y)+2

2

∑
i=1

∂ 2Z
∂xi∂yi

(x,y)+
2

∑
i=1

∂ 2Z
∂y2

i
(x,y)

=−ℵ2 −1
ℵ

Ψ(x)
1−〈F(x),F(y)〉

2

∑
i=1

〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉2

≤ 0.

Como estamos supondo ℵ > 1, concluímos que〈
∂F
∂xi

(x),F(y)
〉
= 0,

para cada i = 1,2. Usando agora a equação (3.3), concluímos que

0 =
∂Z
∂xi

(x,y) = ℵ
∂Ψ
∂xi

(x)(1−〈F(x),F(y)〉),

provando que ∇Ψ(x) = 0, para todo x ∈ Ω, como queríamos.

Finalizemos agora a prova do Teorema 1.1. Como Ω é aberto, segue da Proposição
3.15 que

∆ΣΨ(x) = 0,

para todo ponto x ∈ Ω. Assim, a Proposição 3.9 implica que Ψ(x) = 1, para todo x ∈
Ω. Usando o teorema de extensão única para soluções de equações diferencias parciais
elípticas (cf., por exemplo, (ARONSZAJN, 1957)), concluímos que Ψ(x) = 1, para todo
ponto x ∈ Σ. Como consequência, a curvatura Gaussiana de Σ é identicamente nula. Como
anteriormente, segue do trabalho de Lawson (LAWSON, 1969) que F é congruente ao
toro de Clifford, e isso finaliza a demonstração do Teorema 1.1.
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