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“Maybe we were not meant for paradise. Maybe we were meant to fight our way through.
Struggle, claw our way up, scratch for every inch of the way. Maybe we can not stroll to
the music of the lute, we must march to the sound of drums.”

(Captain Kirk at Omicron Ceti I1I)






RESUMO

LAMAS ESPINOZA, M. A. Superficies minimas e a conjectura de Lawson. 2020.
68 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matema-
ticas e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

Em 1970, Blaine Lawson (LAWSON, 1970b) conjecturou que, a menos de isometrias da
esfera S, o toro de Clifford é a tinica superficie minima, mergulhada e de genus 1 em S°.
Neste trabalho apresentaremos a demonstracao da conjectura de Lawson obtida em 2013
por Simon Brende (BRENDLE, 2013a).

Palavras-chave: Superficies minimas, Conjectura de Lawson, Toro de Clifford.






ABSTRACT

LAMAS ESPINOZA, M. A. Minimal surfaces and the Lawson conjecture. 2020. 68
p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matemética) — Instituto de Ciéncias Matematicas
e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

In 1970, Blaine Lawson conjectured that the Clifford torus is the only embedded minimal
surface in S? of genus 1, up to rigid motions in S*. In this work we present the proof of
this conjecture obtained in 2013 by Simon Brende (BRENDLE, 2013a).

Keywords: Minimal surfaces, Lawson conjecture, Clifford torus.
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CAPITULO

1

INTRODUCAO

Superficies minimas constituem hoje um dos objetos de estudo mais importantes
em Geometria Diferencial. De particular interesse, sao as superficies minimas em formas
espaciais, isto €, variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas e com curva-
tura seccional constante, como o espaco Euclidiano R3, o espaco hiperbélico H? e a esfera
S3. O caso de superficies minimas em R? é um assunto classico que tem despertado a
atencao de varias geragoes de gedmetras, desde o problema inicial proposto por Lagrange
até os dias atuais. Nesta dissertagdo daremos énfase ao estudo de superficies minimas na

esfera S3, identificando-a com a esfera unitdria em R*, i.e.,

S*={xeR*:x{+ 3+ 3 +45 =1}

Ao contrério do que ocorre em R3, de que néo existem superficies minimas fechadas,
existem exemplos interessantes desse fenémeno na esfera S?. Um exemplo simples de

superficie minima fechada em S? é o equador
M={xcScR*: x4 =0}.

Neste caso, as curvaturas principais sao ambas iguais a zero. Além disso, o equador tem
curvatura Gaussiana constante igual a 1. Assim, munido da métrica induzida, M é isomé-

trica A esfera usual S2.

Outro exemplo de superficie minima em S? é o toro de Clifford, definido por
M={xeS : xi+3=x3+x;=1/2}.

Neste caso, as curvaturas principais para qualquer ponto p € M sao iguais a 1 e —1,
resultando em H(p) =0, onde H(p) é a curvatura média no ponto p € M. Além disso, a

curvatura Gaussiana é identicamente nula e M, munido da métrica induzida, é isométrica

ao toro flat S'(4=) x SI(

)
2 V2
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Um problema classico nessa area é construir exemplos de superficies minimas mer-
gulhadas, i.e., superficies sem auto-interse¢oes. Durante um longo tempo, o equador e o
toro de Clifford foram os tnicos exemplos conhecidos de superficies minimas mergulhadas
em S°. No entanto, no final da década de 1960, Lawson (LAWSON, 1970a) descobriu
uma familia infinita de superficies minimas mergulhadas em S® de “genus” relativamente
grande. Uma superficie que é a soma conexa de n toros ou n planos projetivos diz-se que

é de genus n, enquanto uma esfera é de genus 0.

Teorema 1.1. (LAWSON, 1970a). Dado um par de inteiros positivos n e k, existe uma
superficie minima mergulhada em S* de genus nk. Em particular, existe pelo menos uma
superficie minima mergulhada em S* de qualquer genus g. Se g néo for primo, o mergulho

nao é tnico.

Um problema natural, relacionado a existéncia de tais superficies, é a questao da
unicidade. Em 1966, Almgren (ALMGREN, 1966) provou que, a menos de isometrias de
S3, 0 equador é a tnica superficie minima imersa em S de genus 0. Em 1970, Blaine
Lawson (LAWSON, 1970b) conjecturou uma propriedade similar de unicidade para toros

minimos na esfera S3. Mais precisamente,

Conjectura 1.1. (LAWSON, 1970b). A menos de isometrias de S3, o toro de Clifford é

a Tinica superficie minima mergulhada em S* de genus 1.

A conjectura de Lawson é falsa se permitirmos que a superficie tenha auto-intersecoes
(cf. (LAWSON, 1969)). Em 2012, Simon Brendle deu uma resposta positiva para esta con-
jectura. A prova de Brendle, apresentada em (BRENDLE, 2013a), envolve uma aplicagao
do principio do maximo a uma fun¢ao que depende de um par de pontos. Essa técnica foi
introduzida por Huisken (HUISKEN, 1998) em seu trabalho que aborda o fluxo de curvas

mergulhadas no plano.

Nesta dissertagao apresentamos a demonstragao da conjectura de Lawson seguindo
o trabalho original de Brendle (BRENDLE, 2013a). O texto estd dividido em dois capitu-

los, que passaremos a descrever.

No Capitulo 2 apresentamos alguns fatos basicos da teoria de superficies minimas
no espaco Euclidiano R3 e na esfera S3. Iniciamos o capitulo relembrando as equagoes
fundamentais de uma imersao isométrica, dando destaque para a equacao de Gauss quando
o espago ambiente é uma forma espacial tridimensional. Nas se¢oes seguintes apresentamos
alguns resultados bésicos da teoria de superficies minimas em R?, dando énfase para a
representacao de Weierstrass. Finalizamos o capitulo com nogoes basicas de superficies

minimas em S3, onde damos enfoque no toro de Clifford.

O Capitulo 3 sera dedicado, integralmente, a exposicao da prova da conjectura de
Lawson obtida por S. Brende (BRENDLE, 2013a).
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CAPITULO

2

SUPERFICIES MINIMAS

Neste capitulo apresentaremos fatos basicos da teoria de superficies no espago
Euclidiano R? e na esfera S*. Teremos como base as referéncias (CARMO, 1987), (MEEKS,
2012), (NITSCHE, 2011), (BRENDLE, 2013b) e (DAJCZER; TOJEIRO, 2019).

2.1 Subvariedades em formas espaciais

Nesta se¢do apresentaremos, sem demonstragoes, as equagdes fundamentais de
uma imersao isométrica entre duas variedades Riemannianas dando enfoque, em especial,
quando o espaco ambiente é uma forma espacial. Admitiremos conhecidos todos os pré-

requisitos de Geometria Riemanniana necessarios a compreensao dessa se¢ao.

Dadas duas variedades Riemannianas M e M", uma imersao isométrica entre M e

M é uma aplicacio diferencidvel f: M — M que é uma imersio e, para todo p € M, satisfaz

(X,Y) ={df(p)X,df(p)Y), (2.1)

para quaisquer X,Y € T,M. A diferenca n—m é chamada a codimensdo de f. Observe que
se f:M — M é uma imersdo e (,) é uma métrica em M, a condicdo (2.1) define uma

métrica em M, a métrica induzida por f, que torna f uma imersao isométrica.

Definicao 2.1. Dada uma imersio isométrica f: M — M, seja f*TM o fibrado induzido
sobre M, cuja fibra em p e M é Tf(p)M . O complemento ortogonal de f,T,M em Tf(p)M ,
denotado por TPML, chama-se o espaco normal de f em p. O fibrado normal TM* de f
é o subfibrado vetorial de f*TM, cuja fibra em p € M é TPML.

A conexdo de Levi-Civita V de M induz uma tnica conexio V em f*TM tal que

Vx(Zof) =V xZ,
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para quaisquer X € X(M) e Z € X(M). Identificaremos sempre V com V.

Dados dois campos vetoriais X,Y € X(M), decompomos
~ ~ T = 1
VXf>|<Y = (VXf*Y) + (VXf*Y) )
com relagao a decomposigao ortogonal
f*TM = f, TM & TM™.

A aplicacao
1y T
VxY = £ (Vxf.Y)

define uma conexao compativel e sem torcao em TM, logo coincide com a conexao de
Levi-Civita de M.

Definigdo 2.2. A aplicagio oy : X(M) x X(M) — ' (TM*) definida por
~ L
or(X,Y) = (Vx fiY)

chama-se a sequnda forma fundamental da imersao isométrica f.

Obtemos, assim, a formula de Gauss
VxfY = £.VxY +ap(X,Y),
para quaisquer X,Y € X(M).

Observacao 2.3. Como
VxfY = VyfiX = fi[X,Y],

para quaisquer X.Y € X(M), segue que
ar(X,Y)—osr(Y,X) = fi[X,Y] - fi[X,Y] =0,

ou seja, oy é simétrica. Além disso, ay é C*(M)-bilinear, o valor de a(X,Y) em p e M

depende somente dos valores dos campos X e Y em p.

O operador de forma Ag de f em relagdo a um campo vetorial ¢ e F(TML) é
definido por

<A€X,Y> = (as(X,Y),&),

para quaisquer X,Y € X(M). Dados X,Y € X(M) e £ €T (TM*), temos:
<6X€7f*Y> = - <§76Xf*y>

= _<§vaf(X7Y)>
= —(AeX)Y).
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Assim,
=\ T
(Vxé) = —fuldeX.
Além disso, a componente normal
~ 1
V&= (Vx&)

define uma conexdo compativel em TM', chamada a conexdo normal de f. Obtemos,

assim, a formula de Weingarten
Vx& = —fAeX + VxE.
Definicao 2.4. O vetor curvatura média de f no ponto p € M é o vetor normal

1 m
— Z (X;,X;), (2.2)
m :

onde {Xi,...,X;n} é uma base ortonormal de T,M. Segue de (2.2) que

m(H, &) = i(af (X;,X:), i (AeXi, Xi)

i=1 i=1

logo o lado direito de (2.2) nao depende da escolha da base ortonormal.

Definicido 2.5. Uma imersdo isométrica f: M — M é dita minima num ponto p € M se

H(p) = 0. Diremos que f é minima se for minima em todos os pontos p € M.

Usando as formulas de Gauss e Weingarten, podemos obter as equacoes de com-
patibilidade para uma dada imersao isométrica f: M"™ — M". De forma mais precisa, as
equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para a imersao isométrica f sao dadas, respectiva-

mente, por
(RX,Y)ZW)=(RX,Y)Z,W)+{as(X,W),ar(Y,Z)) — (ar(X,Z),06(Y,W)), (2.3)
(R(x

¥)z)' = (v)%af) (v,2) - (vmf) (X,2) (2.4)

<RL(X,Y)§,n> — (R(X,Y)E, 1) + ([Ag, Ag]X,Y), (2.5)
para quaisquer X,Y,Z,W € X(M) e E,n € F(TML).

Quando M" denota uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante

igual a ¢, as equagoes (2.3), (2.4) e (2.5) tornam-se, respectivamente

(RX.Y)ZW)=c(XAY)Z,W)+{os(X,W),ar(Y,Z)) — {os(X,Z),06(Y,W)), (2.6)

<V§af> (V,Z) = (V#af) (X,2) (2.7)
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<Ri(X,Y)§,n> — ([Ag,Ag)X,Y). (2.8)

Seja Q¥ uma forma espacial completa, simplesmente conexa e com curvatura sec-
cional constante c¢. Para os espagos ambientes QF, as equagoes de compatibilidade (2.6),
(2.7) e (2.8) sao equagoes intrinsecas relacionando o tensor de curvatura de M™, a segunda
forma fundamental de f e o tensor de curvatura da conexao normal. Assim, é natural se
perguntar se tais dados, satisfazendo as equagoes de compatibilidade de um fibrado veto-
rial sobre uma variedade Riemanniana M™ podem ser realizados como os dados associados

com uma imersao isométrica de M™ em Q7.

O teorema fundamental para subvariedades (cf. (DAJCZER; TOJEIRO, 2019, The-
orem 1.10)) estabelece que isso é, localmente, sempre verdadeiro, e também globalmente
quando M™ é simplesmente conexa. Além disso, independente do fato de M™ ser simples-

mente conexa, a imersao isométrica é inica a menos de isometrias do espago ambiente.

No caso particular de uma hipersuperficie f : M" — Q**!  as equacdes fundamentais
tornam-se somente duas. Mais precisamente, as equacoes de Gauss e Codazzi para f

podem ser expressas como sendo

R(X,Y)Z=c(XAY)Z+(AX NAY)Z (2.9)

(VyA)X = (VxA)Y, (2.10)
respectivamente.

No caso mais particular de uma superficie f: M?* — @2, imersa numa forma espacial
tridimensional, a curvatura seccional da superficie M? em Q?, munida da métrica induzida,
coincide com sua curvatura Gaussiana, a menos da constante ¢. De forma mais precisa, a

curvatura Gaussiana intrinseca Kiy; de M? é dada por
Kint = Kext + ¢, (2-11)

onde Kuyt denota a curvatura extrinseca de M2, que é dada pelo produto das curvaturas

principais de M?.

2.2 Superficies minimas em R’

Uma superficie regular M em R3 é dita ser uma superficie minima se sua curvatura
média H é nula em todos os pontos. O plano é, trivialmente, uma superficie minima, pois

suas curvaturas principais sao identicamente nulas em todos os pontos.

Antes de estudarmos mais exemplos, faremos algumas consideracoes. Seja M C R3

uma superficie orientada e considere uma funcao diferenciavel f: M — R. Uma variacao
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normal de M dada por f é uma familia de superficies My, com t € (—¢,€), dadas por

pr=p+tf(p)N(p),

onde N é o campo unitario, normal a M, na orientagao positiva de M. Para € > 0 suficien-
temente pequeno, cada M, é uma superficie regular, chamada uma superficie de variacao.
Note que, para t =0 tem-se My =M, e que se f =1, M; é uma superficie paralela a M a

uma distancia t.

Dados uma variagao normal M; de M, relativa a uma fungao diferenciavel f: M — R,

com t € (—¢,€), e um dominio limitado D C M, considere o conjunto
D,={p€M,:peD},

com t € (—¢,€). Para cada instante t € (—¢,€), o conjunto Dy é o dominio correspondente

em M;. Definimos, para cada r € (—¢,¢€),
A(t) = Area(Dy).
Vale o seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em (NITSCHE, 2011):

Teorema 2.6. Nas condigoes acima, vale

A'(0) = —Z/DHfdA, (2.12)

onde dA denota o elemento de area de M.

A férmula (2.12) é conhecida como primeira varia¢io da drea. Como consequéncia,

temos a seguinte:

Proposicio 2.7. Uma superficie M em R3 é minima se, e somente se, A’(0) = 0.

Demonstra¢io. Se M é uma superficie minima, entdo H = 0, logo segue de (2.12) que
A’(0) = 0. Reciprocamente, suponha A’(0) = 0 para toda fungao diferencidvel f: M — R.
Suponha que existe um ponto p € M tal que H(p) > 0. Podemos escolher f tal que f(p) =
H(p), f >0e f =0 no complementar de um dominio D de M, com p € D e H|p > 0. Para

uma tal funcao f, temos
A'(0) = —/ HfdA <0,
M

o que é uma contradigdo. Portanto, deve-se ter H(p) =0, para todo p € M. ]
A palavra minima, neste contexto, esta relacionada com o seguinte problema pro-

posto por Lagrange em 1760: dado uma curva fechada y em R>, sem auto-intersecoes,

determinar a superficie de area minima que tem 7y como fronteira.
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Suponha que exista uma solugdo M para o problema de Lagrange, e considere uma
variagao normal M; de M, com t € (—¢,¢€), dada por uma fungao diferenciavel f: M — R,

com f|gy =0. Como a érea de M é minima tem-se, em particular, que

A(r) > A(0),

para todo t € (—¢€,€) e toda tal variagao. Portanto, A’(0) = 0 qualquer que seja a fungao
f:M — R, com flyy =0. Isso mostra, em virtude da Proposi¢ao 2.7, que as superficies
de 4rea minima sao superficies minimas no sentido da definicdo usual. A reciproca, no

entanto, é falsa.

Proposicao 2.8. Nio existem superficies minimas e compactas em R3.

Demonstracio. Se M é uma superficie minima em R3, entdo
1
H = E(kl +ky)=0.

Isso implica que k; = —kp em todos os pontos de M, logo a curvatura Gaussiana K satisfaz
K = kiky < 0. No entanto, toda superficie compacta em R? admite um ponto p tal que

K(p) > 0, e isso nos da uma contradigao. O

Dado uma superficie regular M em R?, considere uma carta local isotérmica (U, )
para M, i.e.,

E=G=A*e¢ F=0,

onde A : U — R é uma funcao diferencidvel, com A > 0. Note que, nas coordenadas isotér-

micas @ ~ (x,y), a curvatura média H se expressa como

_ets
Co2A2T

Defini¢ao 2.9. Dado uma funcéo diferenciavel f:U C R> = R, o Laplaciano de f, deno-
tado por Af, é definido por
?*f  Pf
Af = —5+—=.
/ ox? * dy?

Dizemos que f é harmonica se Af = 0.

Se (U, @) é uma carta local para M, como @ = (@1, ¢z, ¢3), definimos

AQ = (A1, Agy, Ag3).
Proposigao 2.10. Se (U, ) é uma carta local isotérmica em M, entao

A@ =2A’HN.
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Demonstra¢io. Como ¢ é isotérmica, com @ ~ (u,v), temos

<(Pu; (Pv> = )Lz = <(PV7 (Pu> € <(Pu7 (PV> =0.

Derivando, obtemos:
(Puuir Pu) = (Pouis Ov) = — (Pu Puv)

Disso decorre que

(@uu+ Puv, @u) = 0. (2.13)
Analogamente, obtemos:

(@uu+ @y 9y) = 0. (2.14)
De (2.13) e (2.14) concluimos que @y, + ¢y, é paralela a N. Além disso, como
e+g

H = 532 (2.15)
obtemos
20°H = e+g = (Qui+ @, N),
mostrando que
A@ =2A°HN, (2.16)
como queriamos. O

Corolério 2.11. Uma superficie M em R3 é minima se, e somente se, toda carta local

isotérmica é harmonica.
Exemplo 2.12. O catendide é a superficie em R> gerada pela rotacao da catendria
<
y =acosh (—)
a
em torno do eixo-z. Assim, o catendide pode ser parametrizado por
¢(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu,av),
onde u € (0,27) e v € R. Para tal ¢, obtemos
E=G=d’cosh®y, F=0 ¢ @u+@n=0.

Portanto o catendide é uma superficie minima.

Exemplo 2.13. Considere uma hélice dada por
o(u) = (cosu,sinu,au).

Por cada ponto da hélice, trace uma reta paralela ao plano-xy que intercepta o eixo-z
ortogonalmente. A superficie gerada por tais retas é o helicdide e pode ser parametrizada
por

¢ (u,v) = (vcosu,vsinu,au),
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Figura 1 — Catendide. Autor: Matthias Weber. Creative Commons Attribution-Noncommercial-
No Derivative Works 3.0 Unported License (<http://creativecommons.org/licenses/
by-nc-nd/3.0/>).  Enlace:  <https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/
Classical/Catenoid /web/index.html>

com u € (0,27) e v € R. Temos

E=G=a2cosh2v, F=0 e @ou+¢,=0.

Portanto o helicéide é uma superficie minima.

Teorema 2.14. Além do plano,

a) O catendide é a tinica superficie rotacional minima.

b) O helicéide é a unica superficie regrada minima.

Demonstragio. Para a demonstracao de a), ver (CARMO, 2010, §3.5, Exemplo 5). Para
a demonstragao de b), ver (CARMO, 2010, §3.5, Exemplo 6). ]

Exemplo 2.15. Dado uma funcao diferenciavel f:U — R, definida num aberto U C R?,

considere o grafico Gr(f) de f, parametrizado por

o(x,y) = (x,y, f(x,y)), (x,y)€U.

Temos

Ox = (1707fx)7
QDy = (Oa 17fy)-


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/Catenoid/web/index.html
https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/Catenoid/web/index.html

2.2. Superficies minimas em R> 31

Figura 2 — Helicéide. Autor: Matthias Weber. Creative Commons Attribution-Noncommercial-
No Derivative Works 3.0 Unported License (<http://creativecommons.org/licenses/
by-nc-nd/3.0/>).  Enlace:  <https://minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical/
Classical/Helicoid /web/index.html>

Assim

E = <(an(Px> = 1+fx27
F = <(an‘Py> = fxfy>
G= <(py>(Py> = 1+fy2'

Um campo n, normal a Gr(f), é dado por

i j k
n=@x@,=det|1 0 f; :(_fxa_fyal)-
01 f
Normalizando, temos
n 1

N

== - —Jxy 71'

Como

(Pxx = (anafxx)
Ory = (O:Oafxy)
@y = (0,0, f3y)
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obtemos
Srx
- xx;N — T
e = (@u,N) oy
fxy
f = <(PXy7N> =T
1+ 2+
Syy
g = <(Pyy,N> = \/:
1+ 2+ 3
Assim, como
_ eG—-2fF+gE
2(EG—F?)
segue que H = 0 se, e somente se,
(L4 £) o= 2 fefofry + (14 £2) fry =0, (2.17)

que é uma EDP de 2* ordem. Uma solugao simples da equagao (2.17) é a fungao linear
flx,y) =ax+by+c,

como a,b,c € R.

Exemplo 2.16 (Superficie de Scherk). Considere uma fungao f dada por
f(xy) = g(x) +h(y),

onde g(x,y) = g(x) e h(x,y) = h(y). Neste caso, a equagao (2.17) pode ser escrita como

(1+ (K2 ()8 (x) + (14 (8" ()" (v) = 0,

ou seja,
¢'(x) o),
L+(g)*(x) 1+ (H)*(y)
Isso implica
1/ h//
g7 (%) = 0) = constante.

I+(g)2x) 1+ ()2(y)

Integrando, obtemos (a menos de constantes) que
g(x) =In(cosx) e h(y)=—In(cosy).

A menos de dilatagoes e translagoes, uma parte da superficie pode ser representada pelo

cosx /4
ln<—>, O<x,y< —.
cosy 2

grafico da funcao
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Figura 3 — Superficie de Scherk. Autor: Matthias Weber. Creative Commons Attribution-
Noncommercial-No  Derivative =~ Works 3.0  Unported  License (<http:
//creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/>).  Enlace:  <https://minimal.
sitehost.iu.edu/archive/Classical/Classical/SinglyScherk /web/index.html>

2.3 A formula de representacao de Weierstrass

Nesta secao apresentaremos a féormula de representacao de Weierstrass que tem
como objetivo gerar superficies minimas em R3. Esta férmula faz uso da teoria de super-

ficies de Riemann e Analise Complexa.

Considere o plano complexo C identificado com R? através da aplicacdo injetora
(x,y) € R?— x+iyeC.
Uma funcao complexa f:U C C — C pode ser escrita na forma
f(u,v) = filu,v) +ifa(u,v),

onde f1, f>: U — R sado fungoes reais, denotadas por

tal que R(f) é parte real da funcao f e 3(f) é a parte imaginaria da fungao f.

Definicao 2.17. Uma funcao f: U C C — C, definida no aberto U, é dita holomorfa se

f1, f2 possuem derivadas parciais continuas e satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann

9ifi _9f
du  Jv .
dfi _ df

v du
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Dados uma superficie M C R? e uma carta local (U, @) em M, com
@ (u,v) = (x1 (1, v), x2(u,v), x3(ut,v)),
considere as fungoes complexas f;j: U C C — C,1 < j <3, dadas por
1<j<3. (2.18)

Lema 2.18. Seja (U, @) uma carta local isotérmica em M. Entdao, ¢ é minima se, e

somente se, cada f;, definida em (2.18), é holomorfa.

Demonstragao. Pelo Corolario 2.11, temos que ¢ é minima se, e somente se, ¢ ¢ harmonica,

i.e., @Oy + ¢y, = 0. Isso significa que

82xj (92)6]‘ .
W+a_\/2_07 1<j<3.
Queremos provar que
8 8
8
> R(fr) = _ﬁs(fj)'
Assinm 8 0 o 02 02 0 0
oxXj _oXj_ X _ 9 Xj ,
A= 5uou ~ a2 ~ o av( 8v> 5530

Isso prova a primeira equacao de Cauchy-Riemann. Por outro lado, como a superficie é

regular, vale

Oy = Qyy,

ou seja

82)6]' N 82xj

oudv  dvou’
Assim a 9dx;, 9dx 0 9

GXj_ 99 _ 9 ()= 23
(fj) ovou  du dv au( S(fj)) aus(fj)’

que é a segunda equacao de Cauchy-Riemann. O]

Lema 2.19. Sejam M C R uma superficie minima e (U, @) uma carta local isotérmica.

Entao, as funcoes holomorfas f;, definidas em (2.18), satisfazem

fitB+f=0 (2.19)
A+ IR+ 12 #0. (2.20)
Reciprocamente, sejam fi, f2, f3 fungdes holomorfas, definidas num aberto simplesmente

conexo U C C, satisfazendo (2.19) e (2.20). Entéo, tais fungdes dao origem a uma carta

local isotérmica minima (U, @), cujas fungoes coordenadas satisfazem (2.18).
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Demonstragio. Seja (U, @) uma carta local isotérmica em M. Entao,
2 2 2 :
fi+h+fi=)

dxy\*_(9x\* _,.9%;9x;
=\ du dv “ou v

—E—G—2iF =0,

pois E=G e F =0. A equagao (2.20) segue da regularidade de ¢, pois ¢, # 0 e ¢, # 0.

Reciprocamente, defina

¢
MWN%=éwﬁ&Ma 1<j<3 (2.21)

com & = (u,v) € U, para algum & € U fixado. Note que cada x; estd bem definida, pois
U ¢é simplesmente conexo e f; é holomorfa, o que nos d4 uma funcao holomorfa definida

em U, para qual podemos aplicar as equagoes de Cauchy-Riemann, obtendo:

4 [%; d[xff+8/@}
d [~ d L .
d€ Jg, 7' dE T Jgy &’
D & 9 ¢
ORI
O -
:%g{/&) fj_l%m S0 i

de modo que a equacio (2.18) é valida. Considere a aplicacio ¢ : U — R3, cujas fungoes

coordenadas
¢ = (x1,x2,x3)

sao dadas como em (2.21). De (2.19) e (2.20) segue que (U, @) é uma carta local isotérmica.
Além disso, as fungoes f; serem holomorfas implica que as funcoes coordenadas x; sao

harmoénicas, logo, pelo Corolario 2.11, ¢ é minima. [

Observacao 2.20. As fun¢oes x; definidas em (2.21) estao definidas a menos de uma
constante aditiva, de modo que a superficie esta definida a menos de uma translacao.
Assim, o estudo local de superficies minimas em R> reduz-se a resolver as equacoes (2.19)

e (2.20) para uma terna de fungoes holomorfas.

Teorema 2.21. Sejam f:U C C — C uma fun¢ao holomorfa e g: U — C uma funcao
meromorfa tais que fg* seja holomorfa. Assuma que se & € U é um polo de ordem n para
g entdao & é um zero para f de ordem 2n, e que estes sejam os tnicos zeros de f. Entdo,

a aplicagao
0(2) = 3/ (1 - 8.1+ 8(2)),28() (222)

satisfaz as condigoes do Lema 2.19. Além disso, para toda tal ¢, existem fun¢oes holomorfa

f e meromorfa g tais que vale (2.22).
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Demonstragio. Se ¢ satisfaz (2.22), temos

Rt Bt fi = g FQP (18P ~ 1 f@P (1486 + (2 8()?
= —f(2g(2)* + f(2)°g(x)* = 0.

Afirmamos que ¢(z) # 0,Vz € U. De fato, a hipdtese sobre os zeros de f e os polos de g
implica que f(z)g(z)? # 0. Assim, para qualquer z fixado, a primeira e a segunda coor-
denadas de ¢ nao podem ser ambas nulas. Assim, podemos assumir que ¢ é holomorfa

satisfazendo
O + 03 + 93 #0,

@ nunca é zero, e considere

¢3(2)

f@) =o1() —ig(z) e 8l) = Tro

f é uma funcao holomorfa e g é o quociente de fun¢des holomorfas. Se o denominador de

g € identicamente nulo, fazemos

¢3(2)

) =00 g

e procedemos de forma similar. Assim, sendo o denominador de g nao nulo, tem-se que g

¢ meromorfa. Logo, a relacao
O +¢5+¢5 =0
implica
(@1 +i02) (@1 —ip2) = =3

que, em termos de f e g, torna-se

— 3
Q1 — i

— @3 .
R

= —f¢?

Q) +iQy =

Esta udltima equagao, juntamente com as condicoes sobre f e g, nos dao @ como em
(2.22). O]

Definicao 2.22. Sejam U C C um aberto simplesmente conexo e Y C U uma curva de um
ponto fixado zg € U a um ponto arbitrario z € U, z=u+iv. Sejam f,g como no Teorema
2.21. Entao,

(P(uav) = (x1(u,v),xz(u,v),X3(u,v)),
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onde

X1 = 9{/ 2 z)dZ

=R Ef(Z)(l +g(2)%)dz
Y

x3 =R Yf (2)g(z)dz

¢ uma carta local minima, chamada a representacdo de Weierstrass da teoria local de

superficies minimas.

Exemplo 2.23 (Catendéide). O catendide pode ser representado pelas fungoes holomorfas
f,g:C — C dadas por

fl@)=e7 e glz)=¢"
Substituindo tais fungoes na féormula da representacao de Weierstrass, e integrando de

zo = 0 a um ponto arbitrario z = u -+ iv, obtemos

o) =n0+% [ TE - i1+ o6 2006 )0
—)co—l—?t/Z e " (1—¢*%,i(1+%),2¢5)déE

—9{/ (e=6 +¢b), 1)déE

(e _211<_ )|

= R (—coshz,isinhz,z)

= (—coshucosv,—coshusinv,u).

Exemplo 2.24 (Superficie de Enneper). A superficie de Enneper pode ser representada

pelas func¢des holomorfas f,g: C — C dadas por

Assim, a representagao de Weierstrass torna-se

o) =5 (3 [T (1-2i01+89.26) ) ag

1 Z3 iZ3 2
—_— _SK —. 1 —_—
> (Z 3 12+ 3 y <

1 3 3
=5 (u—%+uv2,—v+%—u2v,u2—v2>.

Exemplo 2.25 (Superficie de Scherk). A superficie de Scherk, definida pela equacao

. Cosy
€ =—,
cosx
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Figura 4 — Superficie de Enneper. Autor: Matthias Weber. Creative Commons
Attribution-Noncommercial-No  Derivative ~ Works 3.0  Unported License
(<http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/>). Enlace: <https:
//minimal.sitehost.iu.edu/archive/Classical /Classical /Enneper /web/index.html>

pode ser representada pelas fungdes holomorfas f: C\ {£1,+i} - C e g: C — C dadas

por
2
f(Z)Zl_Z4 e g(z)=z
Note que
2 i i
1 —g%) = — — ,
fl=¢) 1+22 z+i z—i
2i i i
14 90%) = — —
4z 2z 2z
2fg

1A 211 Z2-1

Assim, substituindo na representacao de Weierstrass e integrando, obtemos

o 2 +1
g Zz—l *

Usando as identidades

z+i |zZP-1 | z+4z
=i 2= i
z+1  zZP-1  z—2
=1 1P =P
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podemos encontrar as expressoes para cosx e cosy. Temos

z+1
COSX = COS —arg—,
z—1

< z+i)
= cos | arg —
z—i
( (k—ﬁz+i)>
= cos | arg —
lz+ilz—i
(Iz—l|z+l)
lz+i|z—1i
!z—ll (z+l>
e+l
I S et
lz+i] |z—i]> |22 +1]

Analogamente, temos

( z+1)
cosy = cos | —arg

z—1
A N e
e+ 1]z 112
_ 2P
21

Isso implica que
cosy 241 .
cosx |2—1|

Vejamos uma aplicacdo da representacao de Weierstrass. Dado uma superficie

minima M C R3, seja (U, @) uma carta local isotérmica. Isso significa que
E=G=A* ¢ F=0,

onde
| A
=5 Y 17l
j=1

1 1
= LRI+ 8P+ L FP1+ 8P+ | fof

_ (|f|<|;\g|2>>2'

oux 0y = (3(f2f3),3(f3/1).3(f112))

2 2
= TR (091(). 25, - )

e ||loux o) = VEG—F2 =%

Além disso, temos
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de modo que

:(29%?) 23(g) Ig\z—l)
lgl>+ 17 |gl?+ 1" [g]*+1)

Lembremos que a projecao estereografica

n:5%\{(0,0,1)} - C

¢ a aplicagao dada por
X1 +1ix
1—X3 ’

7.E()Cl7-)("27)(:3) =

e sua inversa ¢ dada por

ﬂ_l(z):(”‘(Z) 23(z) \le—l)'

22+ 17 2P+ 17 [z +1
Portanto, temos que
N=nlog. (2.23)

Podemos resumir isso no seguinte resultado.

Proposicdo 2.26. Sejam M C R? uma superficie minima e (U, @) uma carta local isotér-
mica. Entao, um dos campos unitarios N, normal a M é a inversa da projecao estereografica

da funcao g dada pela representagdao de Weierstrass.

Teorema 2.27 (Existéncia local de parametros isotérmicos). Seja M C R3 uma superficie

minima. Entao, todo p € M pertence a uma vizinhanga coordenada isotérmica.

Demonstragio. Seja U C M uma vizinhanga coordenada de p que é o grafico de uma
fungao diferencidvel que podemos assumir ser da forma z = h(x,y), (x,y) € U. Lembrando

que a equagao para graficos minimos (2.17) é dada por
(1+ 1) he — 2hchyhy + (14 )y =0,
obtemos a equacao

o 1+hy 3 hihy
ox W dy W

em U, onde W =, /1+h2+ h;. Escolhendo U simplesmente conexo, isso implica que existe

uma funcao diferenciavel ¢ : U — R, com

0 hyeh, 00 1+
P e .
dx w dy w

Introduza novas coordenadas
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Um céalculo simples mostra que

ox
.
X
"
Q _ hyh,
ox  1+hy
o__W_
ay 1+hy’
e os coeficientes da segunda forma fundamental, em relacao a (X,y), sao
WZ
R
como queriamos. O

2.4 Superficies minimas em S’

Nesta secao apresentaremos alguns resultados basicos sobre superficies minimas
na esfera S3. Indicaremos as referéncias onde as demonstracoes podem ser encontradas.

Discutiremos também a minimalidade do toro de Clifford.

A esfera unitéria S* é a hipersuperficie de R* dada por
S ={xeR* :xi+ 3 +d+x5 =1}

Dado uma superficie M em S3, seja v um campo vetorial unitario, normal ao longo de M.
Isso significa que v é tangente & esfera S? e, para cada ponto p € M, tem-se v(p) € TPML.
Decorre da equacao de Gauss (2.11) para a superficie M em S3 que a curvatura Gaussiana

intrinseca K de M é dada por
K=MA+1,

onde A; e A, sdo as curvaturas principais do operador de forma de M associado ao campo

normal v.

Assim como para superficies em R3, a soma das curvaturas principais serd denotada

como a curvatura média de M

2

H= A’l +242 = Z <VX,‘V7Xi> )

i=1
onde {X1,X»} é um referencial local tangente a M e V denota a conexdo de Levi-Civita
de S*. A curvatura média de M pode ser interpretada, geometricamente, como um L?-
gradiente do funcional de drea. De forma mais precisa, dada qualquer funcao ¢ € C*(M),
tem-se

d .
EArea(M,)h:o:/MH(p,
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onde

M, = {cos(t@(x))x+sin(t@(x)N(x)) : x € M}.

Analogamente ao caso Euclidiano, essa interpretagao variacional motiva a definir
uma superficie na esfera S* como sendo minima se sua curvatura média H for identi-

camente nula. O conceito de minimalidade em S* pode ser formulado de vérias formas

equivalentes (cf. (SIMONS, 1968, Theorem 3.2.1) e (DAJCZER; TOJEIRO, 2019)).

Teorema 2.28. Dada uma superficie M em S, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

a) M é uma superficie minima.
b) M é um ponto critico do funcional area.

c) As restrigoes das fungdes coordenadas em R* sdo autofuncdes do operador Laplaci-

ano —Ay com autovalor igual a 2, ou seja, Ayx; = —2x;, com 1 <i <4,

Ao contrério do que ocorre em R?, de que néo existem superficies minimas fechadas,
existem exemplos interessantes desse fenémeno em S?. Um exemplo simples de superficie

minima fechada em S* é o equador, que é definido por
M={xecScR*: x4 =0}.

Neste caso, as curvaturas principais sao ambas iguais a zero, logo o equador é uma super-
ficie minima. Além disso, o equador tem curvatura Gaussiana constante igual a 1. Assim,

munido da métrica induzida, M é isométrico & esfera usual S2.

Vejamos outro exemplo importante.

Exemplo 2.29 (toro de Clifford). Considere a aplicacio x : R> — R* definida por

1
x(u,v) = — (cosu,sinu,cosv,sinv). (2.24)

V2

Claramente x é uma aplicacao diferenciavel e tem-se

0 1
A (—sinu,cosu,0,0)

du 2

0 1
AL (0,0, —sinv,cosv).

V2

Disso decorre, em particular, que x é uma imersao. Além disso, como

x(u+2km,v+2Im) = x(u,v),
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para quaisquer (u,v) € R? e k,I € Z, segue que a imagem x(R?) é um toro Siﬁ X Siﬁ C R*.
A fim de entender a geometria deste toro, fixemos o seguinte referencial ortonormal
e = (—sinu,cosu,0,0),

e> = (0,0, —sinv,cosv),

e3 = — (cosu,sinu,cosv,sinv),
V2
eq = — (—cosu,—sinu,cosv,sinv).
V2
Observe que o vetor posigdo ez = x descreve uma esfera unitéria, pois ||x|| = 1. Assim, o

toro x(R?) estd contido na esfera unitaria S* ¢ R*. Além disso, o referencial {e1,es,eq} é
tangente a S, com e4 normal ao toro x(R?). Como imersio isométrica, x : Siﬁ X Siﬁ - 83
é conhecida como o toro de Clifford. Denotemos por (h;j) a matriz da segunda forma
fundamental do toro em relacao ao campo normal e4. Cada entrada da matriz é dada por

hi1 = (Aey,er)

hiy = (Aey,er)

hy = (Aez,m)’

hyy = (Aer,er)
onde AX é dado por

AX = —?Xe4,

para qualquer vetor tangente X ao toro x(Rz). Temos:

Aelz—ﬁi&;:

: (—sinu,cosu,0,0),
u

Sl -

- 1
Aey =—V ,; =—(0,0,sinv,—cosv).
2 2 \/E( )
Substituindo, obtemos:
1 1
hyy = —= hi2 =hy1 =0 e hy = ——.

V2’ V2

Disso decorre, em particular, que as curvaturas principais do toro x(]Rz) sao A =

A = —\%, ou seja, o toro de Clifford é uma superficie minima.

Sh-

Observacgao 2.30. Reparametrizando a aplicagdo dada em (2.24), as curvaturas princi-
pais do toro de Clifford podem ser reobtidas como sendo A; =1 e Ay = —1. Decorre entao
da equagao de Gauss (2.11) que a curvatura Gaussiana intrinseca do toro de Clifford é

nula, ou seja, é uma superficie flat na esfera S.

Por muito tempo o equador e o toro de Clifford eram os tinicos exemplos conhecidos
de superficies minimas mergulhadas em S*. No entanto, isso mudou fortemente no final dos

anos 1960 quando Blaine Lawson descobriu uma familia infinita de superficies minimas
mergulhadas em S* de genus arbitrario (LAWSON, 1970b).
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Teorema 2.31 (Lawson). Existe ao menos uma superficie minima mergulhada em S* de

genus g, onde g é um inteiro nao negativo. Se g nao for primo, o mergulho nao ¢ unico.

A questdo de unicidade para superficies minimas na esfera S* com genus 0 foi
provada por Frederick Algrem (ALMGREN, 1966).

Teorema 2.32 (Almgren). A menos de isometrias de S, o equador é a tinica superficie

minima imersa em S* de genus 0.

Em 1970, Blainde Lawson conjecturou uma propriedade de unicidade similar para
toros minimos em S. Mais precisamente, Lawson (LAWSON, 1970a) conjecturou o se-

guinte

Conjectura 2.1 (Lawson). A menos de isometrias de S*, o toro de Clifford é a tinica

superficie minima mergulhada em S* de genus 1.

Queremos apenas observar que a conjectura de Lawson ¢ falsa se permitirmos que
a superficie tenha auto-interse¢es. De fato, o préprio Blaine Lawson (LAWSON, 1969)
provou que existe uma familia infinita de toros minimos em S3 que sdo “Alexandrov
imersos” mas nao sao mergulhados. Uma aplicacdo F : £ — S? é chamada de Alexandrov
imersa se existe uma variedade compacta N e uma imersio F : N — S3 tal que L =0N e
F|): =F

Veremos no capitulo seguinte a prova da conjectura de Lawson obtida por Simon
Brendle.
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CAPITULO

3

A CONJECTURA DE LAWSON

Neste capitulo apresentaremos a demonstracao da conjetura de Lawson obtida por
Simon Brendle (BRENDLE, 2013a).

3.1 Introducao

Em 1970, Blaine Lawson (LAWSON, 1970b) conjecturou que o toro de Clifford é a
tinica superficie minima, compacta e mergulhada em S3, com genus 1, e tal conjectura foi
provada somente quatro décadas depois por Simon Brendle (BRENDLE, 2013a) em 2013.
A hipdtese de ser mergulhada ¢é fundamental. De fato, em (LAWSON, 1970a) Lawson

construiu uma familia (infinita) de imersdes minimas de toros em S°.

A prova da conjetura de Lawson em (BRENDLE, 2013a) envolve uma aplicagao
do principio do maximo para uma funcao que depende de duas variaveis. Esta técnica
foi inicialmente desenvolvida por Huisken (HUISKEN, 1998) no estudo do fluxo de com-
primento de curvas para curvas mergulhadas no plano e, posteriormente, por Andrews
(ANDREWS, 2012).

Antes de apresentarmos os argumentos usados em (BRENDLE, 2013a), na prova
da conjectura de Lawson, faremos algumas consideragoes iniciais. Seguiremos aqui o artigo
(ANDREWS, 2012), onde o autor apresenta a nogao de nao-colapsante para hipersuperfi-

cies Euclidianas mergulhadas.

Considere uma superficie £ em R3, cuja curvatura média H é positiva em todos os

pontos, e limitando uma regido aberta Q em R3.

Defini¢ao 3.1. A superficie ¥ é dita ser d-ndo-colapsante se, para todo ponto x € X,

existe uma bola aberta B de raio 8 /H(x), contida em Q. com x € dB.
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Dado uma superficie F : £ — R3, defina uma funcdo Z: X x £ — R pondo

H(x)
2

Z(x,y) = IF(y) = F(x)|1? + 8(F (v) = F (x), v(x)),

onde v é um campo unitario, normal a X.

Proposicao 3.2 ((ANDREWS, 2012)). A superficie £ é §-nao-colapsante se, e somente
se, Z(x,y) > 0, para quaisquer x,y € L.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, escolha o campo normal v que aponta para
fora de X. Assim, uma bola em Q de raio 6 /H(x), com F(x) sendo um ponto da fronteira,

deve ter centro no ponto
p(x) = F(x) = (8/H(x))v (x).

A afirmacao de que esta bola estd contida em Q é equivalente ao fato de que nenhum

ponto de ¥ tem distdncia menor do que 8§ /H(x) ao ponto p. Ou seja,

2
0<|IF(y) = p()|I* = (H?x)) =2 ZIS)E’S)

para quaisquer x,y € X. Como H > 0 em todos os pontos de X, isso é equivalente ao fato

de que Z seja nao-negativa em todos os pontos. A reciproca é imediata. O]

Considere agora uma superficie minima e mergulhada F: X —S3 e ®:X — R uma

funcao positiva. Defina uma funcao Z: X x £ — R pondo

Z(x,y) = @x)(1 = (F(x), F(y))) + {v(x), F (y)), (3.1)

onde v é um campo unitério, normal a X. Observando que uma bola geodésica na esfera S°
¢ simplesmente a intersecao de uma bola de R* com S? podemos provar, de forma anéloga
a Proposicao 3.2, que a fungao Z(x,y), definida em (3.1), é ndo-negativa se, e somente se,

a superficie X é nao-colapsante.

3.2 Alguns resultados técnicos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados preliminares que serdao usados na

demonstracao da conjectura de Lawson.

Dados uma superficie minima e mergulhada F : ¥ — S e uma funcéo positiva

®: X — R, considere a funcao Z : ¥ x ¥ — R dada por

Z(x,y) = ®(x)(1 = (F(x), F(y))) + {v(x), F()), (3.2)
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onde v é um campo unitario, normal a X. Considere dois pontos X,y € £, com X # y, tais
que Z(x,y) =0 e dZ(x,y) = 0. Sejam (x1,x2),(y1,y2) sistemas de coordenadas geodésicas

em torno dos pontos X,y, respectivamente. No ponto (X,y), temos:

0= S253) 5o (1 - (FEF)) - 2 (G ()

(3.3)
S JOF
+ 3 o) G0
0= 52 (55) = 2@ (F 5 () )+ (v, 50 (3.0

onde h;;j(X) denota a (ij)-ésima coordenada da matriz da segunda forma fundamental de

F no ponto X, i.e.,

8v oF
ax, E:lthX% X). (3.5)

Sem perda de generalidade, podemos supor que a segunda forma fundamental de

F esta diagonalizada no ponto X, i.e.,
h]l(X) = 2,1, /’112()_6) =0 e hzz()_c) =N.
Denotemos por w; a reflexao do vetor
JoF _
—(x
5 xf( )
em relagdo ao plano ortogonal ao vetor F(X) — F(y), i.e.,

OF O F®-F()
m‘wﬁ)2<wﬁMma <n%F

0 -F()
©—F o) >0
)

Escolhendo um sistema de coordenadas apropriado (y,y2), podemos supor que
JdF > < JoF > < JoF >
Wla__ 207 Wi, 0 e W27__ ZO
(w50 ) o
Lema 3.3. Os vetores F(y) ¢ ®(X)F(X) — v(X) sao lincarmente independentes.

Demonstracao. Usando a identidade

obtemos

PFE)FE) —VvEPIFG) — (@FEFF) —Vv(T),F))’
= [®EFF) - v(E)|* - P(R)?*=17#0.

Disso decorre que a desigualdade de Cauchy-Schwarz é estrita, logo os vetores F(y) e

<

®(X)F (X) — v(X) sao linearmente independentes. O
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Em relagao a reflexdo dada em (3.6), obtemos o seguinte:

Lema 3.4. Valem as seguintes igualdades:

IF _ _OF _
w1 :o'?_yl(y) € Wz—a—yz(y)-

Demonstra¢io. Usando a expressao de w;, dada em (3.6), obtemos:

Wi F(3) = <8—F(x),F(y)>+2<a_F,F(?)> (F() ~F(),FO))

o T F® - FOP
L JOF N JOF L\ (FEFE) 1
= <ax,~( )’F<y)>+2<axx””>2—2< ®),F0))
=0

Ix; F(x)—F(y)?
_ L /9F - Z(%.3)
= A5 0F0) g
= 0.
Por outro lado, os vetores
Tw e L)
Iy Y 9y2 Y
satisfazem oF
(SE0.F)) =0
e

oF . . _ Z ,_ _
<a—yi(y),d>(x)F(x) - v(x)> = —a—y_(an) =0.

1

Como os vetores F(¥) e ®(X)F(X) — v(X) sao linearmente independentes, concluimos que

o plano gerado por
T e i)
Iy Iys "

é o mesmo plano gerado por w; e wy. Além disso, os vetores w; e wy sdo ortonormais.

(w.5-0)) =0,

_ia_F(—) —ia_F(—)
e T

<W1,§—;(?)> >0 e <W2,§—i@)> >0

oF oF
lea—yl(Y) e Wz—a—yz(Y),

Como

concluimos que

Finalmente, como

obtemos que

como queriamos. O
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No resultado seguinte iremos considerar as derivadas de segunda ordem da fung¢ao

Z no ponto (X,y).
Proposicao 3.5. A derivada segunda da fungao Z, dada em (3.2), satisfaz:

2 32 x)[?
Za_z__ _ (AE¢() % (A2 2)q>(x))(1—<F(X),F(?)>)

2@ A@P & JoF L\
200 s P 5 9 PO -

Demonstragio. Derivando a equagao (3.3) em rela¢do a x;, e somando, obtemos:

2 22 2
2@ =Y S0 - F0. ) -2Y S (e

z  JOF 2 Ohy . /OF . _ _
~Lew(Grmrm) L GER(Semrm) 0

2 B aZF . 3
+ ¥ ) (230 6)).

Iremos, inicialmente, reescrever a equagao (3.7). Note que, da equagao de Codazzi (2.4),

tem-se
ohyy . Jhy ,_ ohiy . Jhy ,_

e

I X :8_x1(x 95 X) = o (%), (3.8)

e do fato de ¥ ser minima, obtemos

2 Jhy;
Y 8xZ (%) =0. (3.9)
i=1
De (3.8) e (3.9), obtemos
2 Jhiy
Y . (x) = 0. (3.10)
i=1 9
2 92
Analisemos o termo Z 52 (x). Pelo teorema 2.28, tem-se
2 02 ;
— 2F;(x) =0,
Y 5 426

para j=1,...,4, logo,

Analisemos agora o termo
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Derivamos (3.5) em relagao a x;, somando e usando (3.10), obtemos:

2 82 0°F
h (x). (3.11)
2 Z lk
= 0x; id=1 8xl8xk
Note que, como
2 2
% JdF
<l§i ox? ox;
2 52y
para j = 1,2, segue que o vetor Z F()_C) nao tem componentes no plano tangente 73X C
i=1 9%

T:S3. Por outro lado, derivando

em relacao a x;, obtemos:

<%(x),v(x)>+<g—;(x),g—;(a‘c)> =0. (3.12)

Substituindo (3.5) em (3.12), notando que <§—§((%),37F(7c)> = O; e somando, a equacao
J
(3.12) torna-se

i=1

2 92y 2
<Zi W@% V()_C)> + Z(hik(f))z =0.

82v

Como Z(hik()_c))z = |A(x)|? e lembrando que Z 5 (X) 86 tem componente na direcdo v,
] i=1 xl
obtemos
2 9%
Y 20 = -A@PvE). (313)
i=1 9%
Usando (3.11) e (3.13), temos que
J’F 5
(x)=—|A(x X). 14
¥ () g () = P (3.14)

Assim, usando (3.10) e (3.14), podemos escrever a equagao (3.7) como:

2 82 2 &Zq)
Zlﬁ(w) = 217(2)(1—<F(f),F( ))) +2®(x) (F(%),F (7))
- S (3.15)
209, /OF
—2) —(x)( =— (%), —|A(x X),
Y 5o 0 50.F6)) - WER . F )

Como
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podemos reescrever (3.15) como sendo

2 927
218)6 (x,9) = (Az®(x) + (JAX)|> - 2)@(x)) (1 — (F(X),F(5)))

2
#2000 (0.7 (5) 2%, 260 5.5

—A®)PZ(x.5).

Somando e subtraindo

Wgéc))'z“ (PO FON+ 7 ) _il <§_i<"c>’”7>>2>
obtemos:
Iiiﬁx,y): (AZCI)(X)—%+(IA(‘)|Z—2)®()—C)) (1= (F(X),F()))
20 + ‘Vig)’zu—<F<x>,F<y>>>—2i_il (@)
- <FqZ§?F<y>> i <§TZ(7‘)’F@>>2

B <I)()_C) 2 a_F)_C 3 2
1—<F<x>,F<y>>?:1<ax,~( >’F(y)> |

Fatorando a expressao acima adequadamente, podemos escrever

2 2 )
3 2w = (AE‘I’( )= W;(x;' (A >\2—2><I><%>> (1= (F(®),F (7)) +20()

i=1
TR B 0)

onde

2
5 __2233 (—),F(y)))CD(%)<a—xl_(f),F(i)>

Observe que

i)=Y (Gemn - s VP -e (L w.r))

Pela equagao (3.3), e lembrando que a Z (x,y) = 0, podemos escrever

- 00
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Expandindo o termo quadratico em (3.16), obtemos:
2 2
(@ (GGG ) -+ (el (57 00.5))
+ 200 @) ( 50 @0 F0) ) 52 0FG)).

Como o determinante de A é —A2, tem-se
i1 (F)hoa (%) — o (%) o1 (X) = hy1 (%) hoa (%) — (h12(X))* = —A2,

pois hiz(X) = hp1(X). Além disso, como hyy(X) + hyp(X) = 0, tem-se

2 2
Y (@) =2% e ) (ha(x))* =

i=1 i=1

2
Em relac¢ao ao termo Z hi1 (X)hia(X), tem-se
i=1

hi1 (X)h12(X) + ho1 (X)ho2 (X) = h12(%) (A1 (%) + A2 (X)) = 0.

Portanto, podemos reescrever (3.16) como sendo

Zkz<axl y)>2-

Lembrando agora que A2 = 1|A(%)|, obtemos a equacao desejada. ]
2

Proposicao 3.6. Em relacao as derivadas mistas, vale a seguinte relagao:

°Z _ _ -
m()ﬂw = A — ®(x). (3.17)

Demonstragio. Derivando em relagdo a x; a equagao (3.4), obtemos:
1z 0P ,_ L OF _ _JOF _ OF _
2w == o0 (Fm. 5 0) em (S @. 5L m)
v ,_. JF _
(@50,

Lembrando que

temos

0’z _ _ 0D 3 ~ - - ~ B
) == 5o (P 5L 0)) + () - 2@) (G 5o 0) . (318)

Da equagao (3.3), tem-se:

_3—;2(%) = 1 (Ai(x) — P (x)) <a—xi(x),F(y)> : (3.19)
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Substituindo (3.19) em (3.18), obtemos:

027 o 1 (e 3_F)_C B R
(9xit9yi(x7y) _1—(F()7),F(y))(/ll( ) —®( ))<8xi( )7F()’)> <F( )’3y,-(y)>

T (A®) - o) <§—Z<x>,§—;@)>.

Como
IF(x)—F()] = (F(X) = F(y),F(x) - F(y)) =2—2(F(%),F(y)),

a equacao anterior torna-se

PZ o aonm—ain {2 @ —FO) F(x)  OF _
9 =200 = 20 (S0 ) (G g 5 ) 520

+<ai—q><x)><§—i<x>,§—i@>>.

<§—i(a‘c),F(7c)> = <3—i(y),F(y)> —0,

a equacao (3.20) se escreve como sendo

Além disso, como

PZ oo (O o FO-FG) \ [ FR-FG) oF
Sy, ) = M) ”<axl-(>’rF<x>—F<y>\><\F<%>—F@>\’8yl-(”>
O ¢<x>><§—’i<x>,§—;<y>>
— (- o(m) (w500
= afl_CI)()_C)a
como queriamos. O

Proposicao 3.7.
=20(X). (3.21)

Demonstragio. Derivando a equagao (3.4) em relac¢ao a y;, e somando, obtemos:

2 22 2 12 2 22
Y 22wy = < .3 520 > <v<x>,2§—f@>>. (3.22)
‘ i i=1 9Yi

Como
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a expressao em (3.22) torna-se

Sy = 20@)(F(X),F()) —2{v(x),F{))
= 29(x),
como queriamos. O

Proposicao 3.8. Vale a seguinte igualdade:

2 azz 2 92z 2 azz

Zax Xy Zaxl _ Zayl _

20(%)° — |A®@)?

oF 2
X vy 3.23
mmm—wmf®»,<m(“w» (8.28)
Vo)

%(&M)-?@r (AP~ 200 ) (1 - (F).F 7).

e

1

Demonstragio. A equagdo (3.23) segue das equagoes (3.7), (3.17) e (3.21). O

3.3 Prova do Teorema 1.1

Usando os resultados preliminares apresentados nas secoes anteriores, apresenta-

remos nesta se¢ao a prova do teorema principal dessa dissertacao.

Inicialmente, iremos determinar uma identidade tipo-Simons para a funcao

() = IAR), (3.24)

onde A denota o operador de forma da superficie F : £ — S3.

Proposicdo 3.9. Seja F : X — S um toro minimo e mergulhado em S*. Entéo, a funcéo

Y dada em (3.24) ¢é estritamente positiva e satisfaz a EDP

V|2
sy 7T

+ (AP =2)¥ =0.

Demonstracio. Segue do trabalho de Lawson que um toro minimo na esfera S* nao tem
pontos umbilicos (cf. (LAWSON, 1970a, Proposition 1.5)). Disso decorre que a fungao |A|
é estritamente positiva. Usando a identidade de Simons (SIMONS, 1968, Theorem 5.3.1),

obtemos
Ashit+ (|A* = 2)hy =0, (3.25)
visto que (hj;) é a matriz que representa A. Multiplicando a equagao (3.25) por 2hy, tem-se

2Ashixhi 4 2(|A)? —2)h3 = 0. (3.26)



3.3. Prova do Teorema 1.1 55

Somando e subtraindo a quantidade

na equagao (3.26), obtemos

i

9%h dhy 2 Ohy\ 2 )
5 hy + Z(ax,> 22(87,-) +2(JA* =2)h3, = 0. (3.27)

Como

2 82h Ohu\~ 9 [ Jhy & 0%,
23 Gk () =257 (Gem) - £ 5

podemos reescrever a equagao (3.27) como sendo

2 922 & (>
ik ik 2 2
-2 —-— 2(1A1° —=2)hs, = 0. 3.28
j=1 8)% j; <axj> " (| | ) * ( )

Na equagao (3.28), somando em relagdo a i e k, obtemos:
Ax(|A]?) —2|VA]* +2(|A]* = 2)|A]> = 0. (3.29)

Note agora que
2 2 2 2 0 P ’A‘Z 2 P 8|A’
=(14P) = ——(——):2-—(w
Z j ; d dx; ]_Zi dx; Jx;

j=1
2 8\A|8|A\ J?|A| 5 2 (3.30)
= ; (a ox; +|A] 32 =2|V|A[|" +2|A] Z 2

J
=2|V|A[]” +2|A|As|A].

Assim, substituindo (3.30) em (3.29), obtemos

VIA||?  |VAJ?
as(la)+ VAL VAR L 14— 2)) =0, (331)
Al A
Provemos agora que
IVA]> =2|V|A|]%. (3.32)

De fato, elevando ao quadrado a equagao (3.10), obtemos:
oy 2+ o \* _,Oh11 Iy
3x1 8x2 B 8x1 8x2’

dhiy 2_|_ dhy 2__23h12 dhy,
8x1 a)Q N 8x1 3)62'

(3.33)
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Cada uma das equagoes em (3.33) corresponde a k =1 e k =2, respectivamente. Disso

decorre que

[\

dhy 21\, (9ha
() +(5e) (%)
2 2 2
() (o) —(50),
ox X2 dxy
) ) ) (3.34)
dhi L 21 _, dhy
ax X1 8x1 ’
ohpy\? 2 ohpy\?
(5e) ( ) (%)
X1 x>
Somando as equagdes em (3.34), e lembrando que hjy = hyy, obtemos:
dh1p\* dh1z\*
2 _ 4 (9112 12
|VA] —4< I ) —|—4< %3 ) : (3.35)
Note que
A| = \/2h3, +2h3, (3.36)
e
IAN? | (9]
2 — _ _
wuie=(52) +(52) (337

Derivando |A|, dada em (3.36), em rela¢do a x; e x, obtemos, respectivamente, que

&‘A’ 2% 18]’111 +2h a/’llz 8|A| 2h la/’lll +2h 8h12
[§ .

3.38
ox| Al oxy Al (338)
Elevando ao quadrado as duas equagoes em (3.38), obtemos
2 2
dh dh dhy dh
<<9|A|)2 B 4hi, (WT) +4ht, ( 8x]12> +8hhn g 5t
J - Al?
M 4] (3.39)
8|A\ ) 4h%1 <8h11) -|-4/’l (8/112) —|—8h11h128h11 c?ahlzz
( 0x ) A2
Somando as duas equagoes em (3.39), e usando (3.37) e (3.38), obtemos
ohpy\? dh1y\?
VAP =2(5—) +2 : 3.40
walp=2(52) +2 (5 (3.40)

Das equagdes (3.35) e (3.40) obtém-se (3.32). Finalmente, substituindo a equagao (3.32)
m (3.31), obtemos

Az —

vY|?
P 4P 2w =0,

finalizando a demonstracao. ]
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Proposicdo 3.10. Seja F : ¥ — S um toro minimo e mergulhado na esfera S*. Se

[(v(x),F(y))]
xs%pz Bo)(1— (F). FO)) = (3.41)
x£y

entdao F é congruente ao toro de Clifford.

Demonstragio. Segue da hipdtese (3.41) que
Y(x)(1—(F(x),F(y))) +(v(x),F(y)) 20, (3.42)

para quaisquer x,y € X. Por uma questao de simplicidade, identificaremos a superficie ¥
com sua imagem através do mergulho F, i.e., F(x) =x, para todo x € . Fixado um ponto

arbitrario ¥ € X, podemos encontrar uma base ortonormal {ej,e;} de T3X tal que
her,er) =¥(X), h(e1,e2)=0 e h(er,er)=—-¥(x),

onde & denota a segunda forma fundamental de F no ponto X. Dado uma geodésica y na

superficie £, com y(0) = p e ¥ (0) = ey, definimos uma func¢ao f: R — R pondo

f(t) =Z(x,7(1)) = ¥(X) (1 = (x,7(1)) + (v(X), v(2))-

Note que, em virtude de (3.42), tem-se f(t) > 0, para todo t € R. Calculando a derivada

de primeira ordem de f, obtemos:

fl(t) ==(P@x—v(x),7(0)+ (vX),7 )

Como ¥ é geodésica, ¥/ (t) é o transporte paralelo de ¥ (0), logo

(v(x),7(1) = (v(x),7(0)) =0.

Assim, f(r) pode ser escrito como

flt)=—(¥Ex-v(x),7(1)).

Calculando a derivada segunda de f, obtemos:

f'() = —(¥@x-v(@),7'(1).

Derivando a igualdade
(v(r(1),Y (1) =0,
tem-se

(Dv(y()Y (1).Y () + (v(v(1)),Y" (1)) =0,

onde D denota a derivada usual em S*. Como 7 (¢) ndo tem componentes em Ty X, tem-se

=7 (1) =y() + h(Y (1), () v(3).
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Assim, f”(t) se expressa como

f1() = (P@F = v(@), 7(1) + (Y (1), 7 (1)v(3)).
Calculando a derivada de ordem 3 de f, obtemos:
f() =(P@X—v(E),7 () +h(Y (1),Y () (FE)F = V), Dy v(1(1)))
+(DEh) (Y (0,7 0)(¥E@T - vE), v(10))).

Observe que f(0) =0. Temos também f'(0) = 0, pois ¥(X)x — v(X) é perpendicular a TzX.
Além disso, temos f”(0) =0 pois

(3.43)

f"(0) =¥ (x) — h(e,e;) =0.
Provemos agora que f”’(0) = 0. Usando a expansao de Taylor em f, tem-se:

F() = £O)+ £/ 0+ f"(0) + £ (0)F +r3(2),

onde
tim 2 _ g
=0 13 '
Como f(t) >0e f(0) = f(0) = f"(0) =0 tem-se
0 < f"(0)> +r3(z). (3.44)

Dividindo por 3 em (3.44), e fazendo ¢t — 0, obtemos
0< £"(0).
Por outro lado, usando —t ao invés de ¢ e aplicando a mesma ideia, obtemos
f"0) <o,
logo f"”"(0) = 0. Fazendo agora t = 0 na equagao (3.43), tem-se
(D% h)(e1,e1) =0, (3.45)

pois e1,D,, V(X) € T,X e ¥(X)p— v(X) e v(X) s@o paralelos. Trocando o referencial {e,ez, v}

por {ez,e;,—V}, e argumentando de maneira andloga, obtemos
(DZh)(e2,e2) = 0. (3.46)
Como hyy +hy =0, segue de (3.45) e (3.46) que

(DEh)(er,e1) = (DEh)(ez,er) =0

(D% h)(e2,e2) = (DZ,h)(e1,e2) =0,



3.3. Prova do Teorema 1.1 59

implicando que
(D h)(e2,e2) =0

(Dih) (e1,e1) =0.

Aplicando as equagoes de Codazzi nas identidades acima, obtemos que Vi = 0. Disso
decorre, em particular, que a curvatura intrinseca K de X é constante e, assim, a métrica
induzida em X por F é flat. Logo, pelo trabalho de Lawson (cf. (LAWSON, 1969, Corollary
3)), tem-se que K =0 ou K = 1. Como X nao tem pontos umbilicos, segue que K =0 e,
portanto, ¥ é um subconjunto aberto do toro de Clifford. A compacidade de ¥ implica

que F é congruente ao toro de Clifford. [

Iremos a partir de agora finalizar a prova do Teorema 1.1. Dado um toro minimo

e mergulhado F : ¥ — S3, considere a expressao

V). FG))]
¥ " SREE - (FOFG) (347)

onde W é dada em (3.24). Se X < 1, segue da Proposi¢ao 3.10 que F é congruente ao toro
de Clifford. Assim, resta considerar o caso em que X > 1. Trocando a direcdo normal v
por —V, caso necessario, podemos escrever

X = sup _< ()_C)vF(y» (348)

xyEElP( )(1_<F(x)7F(y)>)
XFy

Assim, em virtude de (3.48), a fungdo Z, dada por

Z(x,y) = X¥(x)(1 = (F(x),F))) +(v(x),F ),

satisfaz
2(%3) > 0, (3.49)

para quaisquer X,y € X. Considere agora o conjunto
Q={x¥eX:existe y e X\ {x} tal que Z(x,y) =0} (3.50)
Lema 3.11. O conjunto Q, dado em (3.50), é nao-vazio.

Demonstragio. Sejam x,y € £. Como ¥(x)(1 — (F(x),F(y))) é continua e X é compacto
entao existe M > 0 tal que

Y ) (1= (F(x),F(y)) <M.

Pela definicao de X, tem-se que para qualquer n € N existem x,,y, € X, onde x, # y,, tal

que

_<V(xn)aF<yn>> 1

o) (1 (Fn) FOm)) b
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Desenvolvendo a desigualdade anterior, podemos escrevé-la como:

l > lP()Cn)(l — <F(xn)7F(yn)>)
n - nM

> Z(xp,yn) > 0. (3.51)

Como tais (x,) e (y;) sdo sequéncias limitadas, entdo existem subsequéncias convergen-
tes (x,) e (yn,) tais que x,, — X e y, — ¥, onde X,y € X. Usando as subsequéncias ja

mencionadas em (3.51) e tomando limite, tem-se que
Z(x,y) =0.

Se X =Y, entao
Z(x,y) = Z(x,x) = (v(X),F(x)) =0.

Isso implica que F(x) € TxX, entdo F(X) pode-se expressar como combinagao linear dos
9%(%), logo
JF
F(x)=d=— (). 3.952
0 =d 5 (3.52)

Lembrando que <F (x), gTF()_c)> =0 e tomando o produto interno em (3.52), obtém-se
J

_ OF _ ;
0= <F(x), a_ch(x)> =d' ;).
Entao a' =0, o que implica que F(X) = 0, uma contradicio. Portanto X #y e ¥ € Q. [

O préximo passo agora é provar que o conjunto Q, dado em (3.50), é aberto. Para
isso, faremos uso de dois resultados. O primeiro deles é o principio do mdximo estrito de

Bony para equagoes elipticas nao-degeneradas (cf. (BRENDLE, 2010, Corollary 9.7)).

Teorema 3.12. Dados um aberto U C R" e campos vetoriais Xj, ..., X, € X(U), considere

uma funcao diferenciavel nao-negativa ¢@ : U — R satisfazendo

I€|<1

Y (D%9)(X;.X;) < L inf (D°)(&.&)+ Lidg| + Lo, (3.53)
=1

onde L é uma constante positiva. Seja F = {x € U : ¢(x) = 0} o conjunto dos zeros de

@ e suponha que y: [0,1] — U seja uma curva diferencidvel tal que y(0) € F e Y (s) =
m
Y. fi()X;(¥(s)), para certas fungdes diferencidveis fi, ..., f : [0,1] — R. Entdo ¥(s) € F,
j=1

para todo s € [0, 1]. Este teorema também é valido para um conjunto aberto U de uma
variedade Riemanniana em vez de R". Para demonstrar isso, divide-se o caminho y em
segmentos pequenos onde cada segmento estd numa carta coordenada. Logo se aplica o

teorema a cada segmento.

O seguinte resultado é uma estimativa obtida fazendo-se uma adaptacao na de-

monstragao da Proposicao 3.8.
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Considere dois pontos X,y € £, com X #y. Seja (x1,x;) um sistema de coordenadas

normais geodésicas em torno de X tal que

h]]()_c):7L1, Am()_c):() e hzz()_c):)tz.

Além disso, seja (y1,y2) um sistema de coordenadas normais geodésicas em torno de y tal

(5 )20, (m 5 0)=0 ¢ (w5 )0

onde w; e wy sdo dados em (3.6). Adaptando a demonstragdo do Lema 3.4, podemos

que

concluir que

>

i=1

o 0z ,_ _
Wi — ayl ' < A( ) (Z(xvy)+z a_yi(xay)‘> ) (354)

onde A é uma fung¢do continua sobre o conjunto
{(%,5) €ZXZ:X#£7}
que, eventualmente, deixa de ser limitada numa vizinhanca da diagonal de X x X.

Lema 3.13. Dados dois pontos X,y € ¥, com X # y, tem-se:

2 92 2 2 2 92
L 569 2L 55w + L 5EE
X2 () 2 /OF RS
TR T-(F®.FG >>,_Zl<ax,“”<y)> (3:55)
+AE) <z<-- Zeo|+y|E <-,y>D

onde A(%,¥) é uma funcdo continua no conjunto {(x,y) € L x L :X # ¥}, a qual pode ser

nao limitada numa vizinhanca da diagonal de X x X.

Demonstracao. Em virtude das Proposigoes 3.8 e 3.9, podemos escrever

¥ 2260 + 2L 2w + 15 Awy

S <F‘*('§f?F(y)>g<§—i<7c),F<y>>2+4w< ) - (A +2)2(E.5)

+2l_i1m, 09() (i 5L 0)) = <F<§>,F(y>>,i§f,(x D (F@.5 o)

e e [(3_5“’?) () g
o 26520 ¢ [FEl=| 50| =1,



62 Capitulo 8. A Conjectura de Lawson

podemos escrever

X2 -1 ¥(x)

e [SEwn -2 @)

Como
j—j@,y) = Ngj( Y1 = (F®),FF))+ (hi— N‘P()‘c))<g—i(a‘c),F(y)>,
temos
Sow3) |G -2k (5 0.F )|
= 2253 [ 52 @0~ @ P + 0 1) (@)
< g—i(ﬂ)‘ XM (1—(F(x),F())+ g—i(a‘c,y) 2RY(X),
onde .
M = sup (%)
IXGIZZ aXl
e notando que A; < XW(X), com i = 1,2. Assim,
2 a2 2 2 2
.Z axf Z Z f X,y)
i=1 ] — Yi
X2 -1 P(x) 2 2
SR T FQ.F ;<8x, y>+4xw<x>

2

B oF _ 4 M\ &
+2) (= ®Y@) <W“a_yi(y>> * (1 “F@.FO) T w<x>> L

i=1

Estimemos agora o termo
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Desenvolvendo, obtemos:

OF |7

Wi — 8_y,~(y)

oF _|? OF _
=|wi12+\a—y,<y> —z<w,-,a—y,<y>>

—2-2(m 5

Assim, usando a desigualdade (3.54), obtemos:

2 oF _|? 2 oF _|?
:l;/li<2— Wl_8_yi(y) >+N‘P(x)l;<w, 3_yi(y) —2)
e oF ,_|? _ aF _|? ~
S‘P(x)l; Wi a—yi(y) +N‘P(x)i; wz—a—yi(Y) —4RY(x)
2
< 2@+ T i 5 0)| - axe
i=1 Yi
- N S -
< 29(®) (X + DA T) (zoc N+Y| L) ) —ANW(E).
i=119%i
Portanto,
2322__ 2 azz B 2822__
Y 52 + 2L g + ¥ 5w

(v ) B2
1—(FR),FO))  ¥®) ) &= |ox Y]
e, assim, concluimos que

2 azz 2 aZZ 2 azz

L oa®n + 2L 550 @) + Lo w)
X1 ¥(3) 2 /OF

TR T (F@.FG) ,-_Zl<

Basta considerar entao

Ax,y) = (2?(2)(& + DARX,Y)+ 1= (F(; F(y)) * \PAé)) ’

o que prova (3.55).
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Lema 3.14. O conjunto Q, dado em (3.50), é aberto.

Demonstracao. Dado x € Q, definimos o conjunto
Yo={y€eX:Z(x,y) =0}.

Com a notagao do Teorema 3.12, identifiquemos a funcao ¢ com Z, e o conjunto F estara

definido por

F=J{x}xY.

xeQ
Em cada ponto (x,y) € F, Z atinge o seu minimo. Logo, a derivada segunda da funcao
Z naqueles pontos serao operadores bilineares definidos positivos. Pela continuidade da
derivada segunda, para cada ponto (x,y) € F existe uma vizinhanga V(xy) tal que a derivada
segunda avaliada nos pontos da vizinhanca segue sendo um operador bilinear definido

positivo. Considere o aberto

U= U Viuy

(x,y)eF

e dois campos vetoriais X; e X, definidos por:

X1= e X2=

- o = O

1
0
1
0
Calculando o valor da expressao em (3.53), obtemos:

) 2 82Z 2 aZZ = 822
2 . Y. — —_—
ZD Z(X;,X;) = Z ale +2i§1 dx;dy; +Z a)’iz.

i=1 i=1 i=1

No aberto U, a derivada segunda de Z é definida positiva, i.e., 0 < D*Z(€, &), para qualquer

campo vetorial & em U. Logo, obtemos que

0< |€i|nf D?Z(E,E) < D*Z(0,0) = 0.
<1

Portanto inf|§|§1DZZ(§,§) = 0. Como estamos no caso X > 1, tem-se

21  W(x 2 /OF 2

TSRO RO B g F0) <O
Podemos construir U de tal forma que esteja contido no complemento da vizinhanca da
diagonal onde a funcdo A ¢é ilimitada, logo A é limitada em U. Estamos, assim, nas con-
digoes do Teorema 3.12 e, portanto, podemos chegar a conclusao que para uma geodésica
v:10,1] = U tal que ¥(0) € U e ¥ (s) = f1(s)X1(¥(s)) + f2(s)Xa2(¥(s)) para quaisquer fungoes
f1,/2:10,1] = R tem-se que ¥(s) € F. Aplicando a projecao sobre a primeira varidvel no
conjunto F obtemos o conjunto Q que, pela escolha de X; e Xp, conclui-se que ¢ aberto

porque é uma bola geodésica. ]
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Considere agora dois pontos X,y € ¥, com X # ¥y, tais que

2(53) = So(%3) = Go53) =0

Usando a Proposigao 3.9, a equagao (3.23) pode ser escrita como

2 azz 2 927 2 a2z

Lo @Y 55, E0t Zayl y)
X2 1 (%) 2 2
T xl—w Z<m >'

1:1

(3.56)

Proposicao 3.15. Para todo ponto X € Q, tem-se
V¥ (x) =0.

Demonstracao. Fixemos um ponto arbitrario x € Q. Pela definicao de Q, existe um ponto
y € L\ {x} tal que Z(x,y) = 0. Como a fungdo Z atinge seu minimo global no ponto (¥,y),

a igualdade em (3.56) torna-se

2 azz 2 927 2 azz
< 5 (%.5)
0< 0 2 Z axlayl + Z ayl x y)

i=1 9%
OF 2
—(x),F()) <O0.
< W) <
Como estamos supondo X > 1, concluimos que
JoF
—(x),F())=0
(Sew.F6)) o

para cada i = 1,2. Usando agora a equagao (3.3), concluimos que

X1 P(x)
X 1-(Fx),F(y))

|
e

0— g—i(x,y) _ x‘;—fi@(l —(F@.FG))),

provando que V¥(x) = 0, para todo X € Q, como querfamos. ]

Finalizemos agora a prova do Teorema 1.1. Como Q ¢ aberto, segue da Proposicao
3.15 que
Ay¥(x) =0,

para todo ponto X € Q. Assim, a Proposi¢ao 3.9 implica que ¥(X) = 1, para todo X €
Q. Usando o teorema de extensdo tnica para solugoes de equacoes diferencias parciais
elipticas (cf., por exemplo, (ARONSZAJN, 1957)), concluimos que ¥(x) = 1, para todo
ponto X € £. Como consequéncia, a curvatura Gaussiana de X é identicamente nula. Como
anteriormente, segue do trabalho de Lawson (LAWSON, 1969) que F é congruente ao

toro de Clifford, e isso finaliza a demonstracao do Teorema 1.1.
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