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RESUMO

OGASAWARA, E. Y. Cociclos lineares em sistemas dinamicos. 2023. 74 p. Disserta-
¢do (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacdo,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

Nesta dissertacdo, apresenta-se uma demonstracdo do Teorema Ergédico Multiplicativo de Osele-
dets, seguindo a prova de Viana e Mané. Apresenta-se também um critério para hiperbolicidade

de cociclos (dicotomia exponencial), trabalho devido a Sacker e Sell.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos, Teoria Ergddica, Cociclos lineares, Expoentes de Lyapu-

nov.






ABSTRACT

OGASAWARA, E. Y. Linear cocycles in dynamical systems. 2023. 74 p. Dissertacdo (Mes-
trado em Ci€ncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Univer-
sidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

In this dissertation, we demonstrate the Multiplicative Ergodic Theorem of Oseledets, following
the proof of Viana and Mafié. We also present sufficient criteria for the hyperbolicity of linear

cocycles (exponential dichotomy), work due to Sacker and Sell.

Keywords: Dynamical systems, Ergodic Theory, Linear cocycles, Lyapunov exponents.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Hé mais de uma defini¢do do que € um sistema dindmico, mas pode-se entendé-lo como
uma dupla (M, f), onde M € um conjunto e f : M — M € uma transformacao. Intuitivamente,
pensamos em M como o conjunto de todos os possiveis estados de um dado sistema (o espago
de fase) e f alei que rege o comportamento deste sistema ao longo do tempo (a lei de evolugdo).
Dessa forma, se considerarmos que o dado sistema estd em um estado x, apds uma unidade de

tempo (discreto) seu estado deverd ser f(x).

Um interesse primario em sistemas dinamicos € predizer o estado desse sistema apos
longos periodos de tempo (o que chamamos de comportamento assintotico do sistema). Dessa

forma, € interessante saber qual o comportamento de

n vezes

quando n é um nimero suficientemente grande.

Em Teoria Ergddica, os objetos de interesse sdo os sistemas dinAmicos que possuem
medida invariante. Neste caso, exige-se um pouco mais tanto do conjunto M como da transfor-
magdo f: M — M, a saber, que M = (M, </, l1) seja um espago de medida e que a transformagéo

f preserve a medida , isto é:

w(E) = u(f~'(E)), paratodo E C M mensurével.

Este ramo da matematica teve suas origens no século XIX a partir da chamada hipdtese
ergddica, formulada pelo fisico Ludwig Boltzmann, na elaboragdo da teoria cinética dos gases.
Ele deduziu que médias temporais de uma grandeza observavel ao longo de dérbitas coincidem
com as médias temporais dessa mesma grandeza, isto &,

ln—l )
lim — i(x)) = | odu,
im_, X 0(7) [ oau

n——+tocon 4
]:
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onde ¢ : M — R representa a medida da grandeza feita no sistema.

A maneira como a hipétese foi originalmente formulada por Boltzmann estava equivo-
cada. Entretanto, a questdo da existéncia das médias temporais passou a ser objeto de investigacdo

de matematicos no objetivo de compreender em quais condi¢des esta existéncia se daria.

Ainda no século XIX, pode-se destacar os trabalhos de Joseph Liouville e Carl Frie-
drich Gauss. Liouville observou que sistemas da Mecéanica Newtoniana admitem uma medida

invariante natural no seu espaco de configuracdes, enquanto que Gauss mostrou que a funcao

1
G:[0,1] = [0,1], x+> parte fraciondria de —
x

admite uma medida invariante que é equivalente a medida de Lebesgue em [0, 1].

O primeiro resultado mais notavel foi descoberto por Henri Poincaré ao fim do século
XIX com seu Teorema de Recorréncia. Através da observagdo de corpos celestes, cujo movimento
€ descrito por certas equagdes diferenciais, Poincaré notou que para quase todo estado inicial do
sistema, a solucdo da equacao diferencial volta arbitrariamente para perto do estado inicial. Uma
observacdo interessante € que tal propriedade ndo € restrita a mecanica celeste, mas qualquer

sistema dinamico com medida invariante e finita também a possui.

Foi na década de 1930, porém, que os fundamentos da Teoria Ergédica foram langados.
Em particular, destacam-se John von Neumann e George David Birkhoff ao provarem a existéncia

das médias temporais de funcdes integraveis para quase toda orbita.

Um objeto de particular interesse na Teoria Ergddica sdo os cociclos lineares. Sendo
A : M — GL(d) fun¢io mensurdvel que toma valores no grupo linear de matrizes d X d, o cociclo

linear definido por A sobre f € a tranformacao:

F:MxR?— MxR? com F(x,v) = (f(x),A(x)v).

Neste contexto, podemos citar o Teorema de Furstenberg-Kesten, que prova a boa
defini¢do das taxas exponenciais de crescimento (ou decaimento) da norma ||A”(x)|| e conorma

|4 (x)~1||=! de cociclos para quase todo ponto.

O que constitui uma das motivagdes desta dissertagdo pode ser visto justamente como
um refinamento deste ultimo resultado, que é Teorema de Oseledets, publicado em 1968 por V.
I. Oseledets. Este Teorema afirma a existéncia das taxas exponenciais (isto é, dos expoentes de
Lyapunov) das iteracdes

|A" (x)v|, quando n — oo, (1.1)

para todo vetor v, ndo se atendo somente a norma e conorma das matrizes. Este resultado
obteve grande impacto e outras demonstracdes surgiram desde entdo, com destaque para as
demonstracoes de (RAGHUNATTAN, 1979) (que utiliza o Teorema de Furstenberg-Kesten)
(RUELLE, 1979) e (MANE; LEVY, 2012). Em particular, David Ruelle extendeu o Teorema
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de Oseledets para Espacos de Hilbert (RUELLE, 1982) e Ricardo Mafié para transformagdes

compactas em Espagos de Banach (MANE, 2006), ambos em dimensio infinita.

Em particular, este interesse pelo comportamento assinttico da norma das iteracoes
remonta aos trabalhos de Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, que introduziu os expoentes de
Lyapunov ao estudar a estabilidade de solu¢des de equagdes diferenciais (LYAPUNOV, 1992).
De forma mais especifica, considere a equacgado diferencial linear

onde B(+) é fungdo limitada que vai de R para o espaco das matrizes d X d. Pela teoria geral de
equagdes diferenciais, existe a chamada matriz fundamental A’, com ¢t € R de forma que A’vy é a

solucd@o do problema de valor inicial com v(0) = vy.

A estratégia usada por Lyapunov para avaliar a estabilidade exponencial assintética da
solugdo foi usar uma certa funcio que € avaliada no espaco das solucdes do sistema linear e que
toma valores em IR, a saber,

1
A(v) = limsup p log |Avo|,

t— oo
que € o expoente de Lyapunov, e que prova a estabilidade da solu¢cdo sempre que toma valores

negativos.

Dentro deste contexto de equagdes diferenciais lineares, encontra-se outra motivagao
desta dissertacdo, que € o critério para hiperbolicidade de cociclos, descoberto por Robert Sacker
e George Sell (SACKER; SELL, 1974) e (SACKER; SELL, 1976)).

Nestes trabalhos, primariamente interessados em equagdes diferenciais lineares, apresentam-
se critérios para a existéncia de uma colecio de decomposicdes de R? em subsepacos invariantes
pela acdo do cociclo, de forma que 1.1 expanda ou contraia de acordo com estes subespacos (0

que os autores chamam de dicotomia exponencial).

Neste trabalho apresentaremos o Teorema de Oseledets, seguindo a demonstragao de
Marcelo Viana (VIANA, ). Neste trabalho, o autor baseou-se na demonstra¢ao de Ricardo Maié
(MANE; LEVY, 2012). Apresentamos também um critério para a hiperbolicidade de cociclos
lineares, seguindo os trabalhos de Robert Sacker e George Sell ((SACKER; SELL, 1974) e
(SACKER; SELL, 1976)).

Sendo o Capitulo 1 esta Introdugdo, no Capitulo 2 apresentamos defini¢des e resultados
elementares em Teoria Ergddica que julgamos necessdrios para a compreensao do texto. No
Capitulo 3 apresentamos os cociclos lineares através de defini¢des e exemplos, enunciando

também o Teorema de Oseledets com uma breve contextualizacao histérica do resultado.

Os Capitulos 4 e 5 sao devotados as demonstracdes dos resultados desta dissertagdo,
a saber, o Teorema de Oseledets e o critério de Hiperbolicidade de Cociclos (chamado pelos

autores de Dicotomia Exponencial), respectivamente.






CAPITULO

PRE-REQUISITOS

Neste capitulo apresentamos os conceitos elementares em Teoria Ergddica necessarios
para o entendimento das capitulos posteriores. Nos basearemos em Marcelo Viana e Krerley
Oliveira (VIANA; OLIVEIRA, 2016) para este capitulo.

Admitiremos que o leitor possui conhecimento consistente em Teoria da Medida e algum

conhecimento em Topologia e Sistemas dindmicos.

2.1 Teoria Ergddica

A Teoria Ergddica trata do estudo de sistemas dindmicos cuja medida € invariante. Dessa
forma, consideraremos (f, M) um sistema dinamico onde M=(M, </ , i) € um espaco de medida

e f : M — M uma transformagdo mensurével.

Definicao 2.1.1. Uma medida u ¢ dita invariante por f se

w(E) = u(f~Y(E)) paratodo E € < .

Também se diz que f preserva L.

Intuitivamente, dizer que uma medida u € invariante por f signfica que, dado um ponto

qualquer em M, a probabilidade deste ponto estar em E é a mesma dele estar em sua pré-imagem.

E possivel estender a definicdo acima para fluxos, isto €, para familias de transformacdes
{f'}cr, onde f' : M — M, satisfazendo

i) f=1d;
(i) ffofS = f'* paratodot,s € R.

Dessa forma, diz-se que uma medida u € invariante por um fluxo { /' },cg se é invariante

por f!, para todo r € R, isto é,



24 Capitulo 2. Pré-Requisitos

W(E) =u(f"(E)) paratodo E € o/ , para todo ¢ € R.

Um resultado cléssico € o Teorema de Recorréncia de Poincaré, que afirma que, dada
uma medida finita em M e um conjunto mensuravel de medida positiva E, quase todo ponto de

E retorna a E uma quantidade infinita de vezes.

Teorema 2.1.2 (Recorréncia de Poincaré). Seja f : M — M transformacdo mensurdvel e
medida finita invariante por f. Seja E € < tal que u(E) > 0. Entdo, para u-quase todo ponto
x € E, existem infinitos valores de n tais que f”(x) também pertencem a E.

Observacao 2.1.3. Note que um resultado andlogo ao Teorema 2.1.2 € também valido no
contexto de fluxos. De fato, se p € invariante por um fluxo {f’};, entdo u €, em particular,
invariante por f = f!. Dessa forma, dado E € .7 com medida positiva, existem ¢ j» J €N, tais

que f' € E, como consequéncia direta do Teorema.

Apresentamos um exemplo de sistema dinamico com medida invariante. Algumas con-

clusdes a seu respeito podem ser interessantes através da aplicacdo do Teorema 2.1.2.
Exemplo 2.1.4. Considere o sistema f : [0,1] — [0, 1] dado por
x +— 10x — [10x],

onde [y] é a fungdo parte inteira de um nimero real. Isto é, [y] é o maior inteiro n tal que

n <y <n+ 1. Dessa forma, para cada x € [0, 1], f(x) corresponde a parte fraciondria de 10x.

Afirmamos que a medida de Lebesgue p em [0, 1] é invariante por f, isto é,

u(E) = u(f Y (E)) paratodo conjunto mensurdvel E C [0,1]. (2.1)

Note, primeiro, que isto é verdadeiro no caso de intervalos: se E = (a,b) onde

9 . .
ey at+j b+
/ (E)_.U< 10’ 1o>

0<a<b<1,temos que

E temos que a pré-imagem de E consiste de uma unifio de dez intervalos disjuntos, cuja

E
medida de Lebesgue de cada um deles corresponde a H(E)

. Consequentemente, se E € unido de
finita intevalos, conclui-se facilmente que também vale p(E) = u(f~'(E)).

Como a familia de todas as unides finitas de intervalos em [0, 1] é a dlgebra que gera a

o-dlgebra boreliana de [0, 1], usaremos o seguinte Lema para provar 2.1:

Lema 2.1.5. Sejam f : M — M ¢ transformacdo mensurdvel e ¢ uma medida finita em M.
Suponha que exista uma algebra <7 de conjuntos mensuraveis de M tal que <7 gera a o-dlgebra
$BdeMe u(E)=u(f(E)) paratodo E €/ . Entio vale u(E) = u(f~'(E)) para todo E € A.

Isto €, u € invariante por f.
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Demonstragdo. Provemos, primeiro, que ¢ = {E € % : uw(E) = u(f~'(E))} é uma classe

mondtona. Seja {E;};cn sequéncia crescente de elementos de €, isto é, E; C E; C ... e defina

E=|JE:.

i>1

Por um resultado de Teoria da Medida, temos que

p(E) =limpu(E;) e u(f~(E)) = limp (' (E).
Assim, como E; € €, temos que

w(E) =limp(E;) =limu(f~ () = u(f~ (E)).

Segue, entdo, que E € €. Analogamente, concluimos que se E ¢ intersec¢do de qualquer

sequéncia de elementos de %, entdo E € %, o que mostra que % € classe mondtona.

Assim, do Teorema da classe monétona, segue que 6 coincide com a ¢-dlgebra %

gerada por <7 , concluindo a demonstragao do Lema. [

Agora, considerando x € [0, 1] na sua expansdo decimal, isto é,
x=0,apa1aza3 - -, onde a; € {0,1,...9},
entdo f(x) corresponde a um shift unilateral da expansao de x, isto é,

f(x) =0,a1a2a3a4 - - .

Mais geralmente, a n-ésima iteracao de f € dada por

f"(x) =0,anay+1ap420n13 - -, comn > 1.

: : , o 7
Seja, entdo, E C [0, 1] o conjunto de todos os x tais que ag =7, isto é, E = {x = <x< =

Do Teorema 2.1.2, pu-quase todo ponto em E possui infinitos valores de n tais que f"(x) € E,

isto é, existem infinitos valores de n tais que a, = 7.

) 7 Ce .
Concluimos, assim, que tt—quase todo ponto em {E’ T possui infinitos digitos 7 em
sua expansao decimal, sendo evidente que esta mesma conclusdo vale para para qualquer outro

digito.

2.2 Teorema Ergodico de Birkhoff

Definicao 2.2.1. Seja E C M um conjunto mensuravel de medida positiva e x um ponto arbitrario

em M. O mean sojourn time de x em E € definido como

7(E,x) := lim 1#{0§j<n:fj(x) €E}

n——+oon
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H4 também a definicao andloga para fluxos, cuja expressao é
1
= i — < : 4
7(E,x) Tlinﬁw 7 ({0<t<n:f'(x)€E}),
onde m € a medida de Lebesgue em R.

O Teorema Ergddico de Birkhoff trata da existéncia do mean sojourn time [-quase todo

ponto em qualquer probabilidade invariante por f em M.

Teorema 2.2.2 (Ergédico de Birkhoff). Seja f : M — M transformagdo mensurdvel, it uma
probabilidade invariante por f e E C M mensuravel. Entdo 7(E,x) existe em f-quase todo ponto
x € M. Além disso,

[ +(Exdutx) = u(E)
Observacio 2.2.3. Note que, se T(E,x) existe para algum x € M, entdo 7(E, f(x)) = ©(E,x).

O préximo Teorema € a extensdo do Teorema 2.2.2 para fungdes integraveis. De fato,

note que o mean sojourn time pode ser eXpresso como

7(E,x) = lim —Z¢ (f/(x)), onde ¢ = 1.

n—r—+oo n

Teorema 2.2.4 (Ergédico de Birkhoff). Seja f: M — M transformagdo mensurdvel e (t uma
probabilidade invariante por f. Dada qualquer fun¢ao integravel ¢ : M — R, o limite

é(x) :hm—Z¢ﬂ

n—y+oo n

existe [-quase sempre em M. Além disso, a funcio ¢ definida desta forma é integravel e satisfaz

[éwane = [ 9@dut).

2.3 Ergodicidade

Daqui ao fim do capitulo, admitiremos que ¢ € uma probabilidade invariante por f.

Definicdo 2.3.1. Dizemos que um sistema dindmico é ergddico se o mean sojourn time t(E, x)

coincide com a a medida de E u-quase sempre em M, para qualquer conjunto mensurdvel E.

Veremos que ha algumas formas equivalentes de se definir ergodicidade. Por exemplo,
um sistema € ergddico se ele € indivisivel, no sentido de que qualquer conjunto invariante ou
possui medida total ou possui medida zero. Outra formulagdo equivalente € dada da seguinte

forma: dada ¢ : M — R integrivel, tem-se

lim — Z o( fJ /¢du, U-quase sempre,

n——+oo n
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isto €, que a média temporal coincide com a média espacial.

Para verificar todas as formas de se definir um sistema ergddico, introduziremos as

defini¢des de funcdo invariante e conjunto invariante.

Definicao 2.3.2. Uma fun¢cdo mensurdvel ¢ : M — R € dita invariante se ¢ = ¢ o f u-quase

sempre.

Isto €, ¢ € constante em cada 6rbita a menos de um conjunto de medida nula.

Definicao 2.3.3. Dizemos que um conjunto mensuravel B C M € invariante se sua fungao

caracteristica 1g € invariante.

De forma equivalente, B C M € invariante se
u(BAf~'(B)) =0.

A préxima Proposicdo exibe algumas formulacdes equivalente de um sistema ergddico:

Proposicao 2.3.4. Seja i probabilidade invariante por f : M — M mensuravel. As seguintes
condic¢des sdo equivalentes:

(i) Paratodo B C M mensuravel tem-se 7(B,x) = 1 (B) u-quase sempre em M;
(ii) Para todo B C M mensurével, a fung¢o x — 7(B,x) é constante {l-quase sempre;
(iii) Para toda fungio integrvel ¢ : M — R tem-se ¢(x) = / @du p-quase sempre;

(iv) Para toda fungio integravel ¢ : M — R, a mpedia temporal ¢ : M — R é constante y-quase

sempre;

(v) Para toda fung@o integrdvel e invariante ¥ : M — R tem-se y(x) = / wdu pH-quase

sempre;
(vi) Toda func¢do integravel e invariante ¥ : M — R é constante [1-quase sempre;

(vii) Dado B C M invariante, tem-se ou i(B) =0 ou u(B) = 1.

Para a demonstracio desta Proposic¢ao, deixamos como referéncia (VIANA; OLIVEIRA,
2016). Nos capitulos seguintes faremos uso das diferentes formula¢des apresentadas para um

sistema ergddico, conforme for conveniente para cada contexto.






CAPITULO

COCICLOS LINEARES

Neste capitulo, apresentamos os cociclos lineares através de definicdes e alguns exem-
plos. Neste capitulo, seguiremos Marcelo Viana (VIANA, 2014), em particular nos exemplos

apresentados.

No que segue, assumiremos ser (M, o7 , i) um espaco de medida, f : M — M transformacio
mensurdvel que preserva 1L e A : M — GL(d) uma fungdo mensuravel que toma valores no grupo

linear GL(d) (isto é, o grupo de todas as matrizes quadradas d x d que sdo inversiveis).

3.1 Introducao

Definicdo 3.1.1. O cociclo linear definido por A em f é uma sequéncia de fun¢des em GL(d)
definida por
A"(x) = A(f" () A(f(x))A(x), paran > L e

A'(x)=1d

para todo ponto x € M. Se f € transformacao inversivel, podemos estender a sequéncia para todo

o conjunto Z definindo

A7) = A (f ) = AT ) AT (1) paran > Tex e M.

Note que o cociclo, neste caso, induz uma extensdo linear

F:MxR?—= MxR?, com F(x,v) = (f(x),A(x)v), 3.1

e sendo 7w : M x RY — M a projecdo natural 7(x,v) = x, temos que o seguinte diagrama

MxRY o mxRe
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¢ comutativo e, consequentemente, F' o = mwo f. A Figura | representa um cociclo linear onde

M é uma curva e A assume valores em GL(2).

/Rz

Figura 1 — Exemplo de cociclo

Assim, temos que para n € Z a aplicacdo de F por n vezes € dada por:
F"(x) = (/" (x),A"(x)v).

Extensoes lineares como do tipo 3.1 s@o um caso particular de fibrados vetoriais men-
surdveis. No caso, um espagco mensuravel § é dito fibrado vetorial mensurdvel sobre M se
existe familia enumeravel de conjuntos mensuraveis ¥; que cobrem M e fun¢gdes mensurdveis
T M xRY — M tais que 7ri’1 (Y;)) =Y; x R4, Além disso, existe fungcdo mensurdvel F : § — §
de forma que o seguinte diagrama ¢ comutativo:

F——L-3

L
M- m

Dentro das hipéteses em que trabalharemos, entretanto, assumimos ser M um espago métrico
compacto, o que nos permite, por simplicidade, considerar apenas o caso em que § € o fibrado

vetorial trivial, isto é, quando § = M X R4, De fato, temos 0 seguinte resultado:

Proposicao 3.1.2 (BARREIRA; PESIN, 2007)). Se § € fibrado vetorial mensuravel sobre um
espago métrico compacto (M, 1), entdo existe ¥ C M tal que u(Y) =1e n~'(Y) é (isomorfo

ao) fibrado vetorial trivial.

Dessa forma, podemos considerar, sem perda de generalidade, que qualquer fibrado

vetorial sobre um espaco métrico compacto € trivial.
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A partir daqui, vamos nos referir a extensao linear induzida pelo cociclo como em 3.1

simplesmente como cociclo linear.

3.2 Exemplos
Exemplo 3.2.1 (Produtos de matrizes aleatérias). Considere X =GL(d) e M = X" e seja

fM—=M, f((0)k) = (Cs1)k-
Isto é, f € o shift unilateral da sequéncia (o) em M. Seja também a fun¢do mensurdvel
A:M — GL(d), A((og)r) = o

e F: M xR? — M x R? o cociclo definido por A sobre f, isto é, F((0y)k,v) = ((Qk1)k, Cov).

Portanto, a n-€sima iterada de F €
F"((0t)ksv) = ((Okn ) k> Op—10tp—2 - - - g V).

Definindo o cilindro um subconjunto de M da forma
[i;E;, ...,Ej] ={(og)r:0; €Ej..., oj € Ej}

onde Ej,...,E; C X = GL(d) sdo mensurdveis e dada p probabilidade em GL(d), considere a
medida u = p" em M, que é a medida produto, definida por:

w(lGEi, - Ejl) = p(Ei) - - p(Ej),

onde i < je Ej, ..., E; sdo subconjuntos mensurdveis de X = GL(d). Além disso, temos que  é

invariante por f. Note que
fﬁl([l‘;E,‘, ...,Ej]) = {(Otkfl)k oy e E,‘,...,OCJ' S Ej} = [i—I— 1; E;, ...,Ej]

e segue que
(i Ery o E5]) = p (5B o Ey])
se Ej,...,Ej C X = GL(d) sdo mensuréveis.

Como a familia de unides finitas dos cilindros € a dlgebra que gera a o-algebra produto

em M e u € medida finita em M, do Lema 2.1.5 segue que u € invariante por f.

Exemplo 3.2.2 (Cociclos hiperbdlicos). Sendo M um espaco métrico compacto e f : M — M um

homeomorfismo, chamamos o cociclo
F:MxR> = MxR? F(x,v) = (f(x),Ax)v)

hiperbdlico se existem C > 0 e A < 1 de forma que, para todo x € M existem subespagos E; e
E" em R? onde
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(i) A(x)E} = ES e A(x)EY = Ef oy

(i) |A"(x)V'| < CA"S e |[AT"(x)vH] < CA™M M,

para todo V' € E}, V' € E! e n > 1. Note que os subespacgos E} e E¥ precisam ser transversais,

pois dado v* € E}, temos
VS
A7 (x)

| = oo

lim
n——+-oo

A Figura 2 representa um cociclo hiperbélico. No caso, temos novamente M uma curva

com A assumindo valores em GL(2).

Figura 2 — Exemplo de cociclo hiperbdlico

Observacao 3.2.3. A nog¢ao de hiperbolicidade se estende para cociclos de qualquer dimensao.
No caso, novamente considerando M um espag¢o métrico compacto e f : M — M um homeomor-
fismo, temos que

F:MxR? = MxR? F(x,v) = (f(x),A(x)v)

é hiperbolico se existir uma decomposicio em soma direta RY = E$ @ E¥, satisfazendo

(i) A(x)Ef = ES o e A(x)EY = E%y;

(i) |A"(x)V'| < CA''| e |[AT" (x| < CA™|W| paratodo Vv’ € ES, v € EYen > 1.
Exemplo 3.2.4 (Cociclo Derivada). Sendo f : M — M um difeomorfismo no toro d-dimensional,
isto é, M = T, existem campos vetoriais suaves {X; (x),...,X;(x)} tais que formam base para o

espaco tangente 7,.M para todo x € M. Neste caso, o cociclo derivada de f é

F:T9xRY = TR F(x,v) = (f(x),Ax)v)
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onde A : M — GL(d) é a matriz, com respeito as bases {Xj(x),...,X;(x)} da derivada

Df(x): TM — Ty M.

A seguir, apresentamos um resultado fundamental em se tratando de cociclos, um Teo-

rema devido a Furstenberg e Kesten.

Teorema 3.2.5 (FURSTENBERG; KESTEN, 1960)). Se u é probabilidade invariante por f e
A : M — GL(d) mensurdvel tal que log™ ||A*!|| € L!(u), entdo
— 1 1 n _1; 1 n —1—-1 _ 1; 1 n -1
Ji () = lim - log 4" (x)]| € - (x) = lim ~-log [4"(x) """ = lim ~Tog[}"(x) |

existem p-quase sempre. Além disso, as fungdes A, A_ sdo integraveis com A, > A_ e 0s

nimeros A (x) e A_(x) sdo ditos os expoentes de Lyapunov extremais.

Em particular, este Teorema diz que tanto a norma ||A”(x) || como a conorma || A" (x)~1||~!

das matrizes A" (x) possuem taxas exponenciais de crescimento (ou decaimento) bem definidas

W-quase sempre, ajudando a compreender melhor o comportamento assintético do cociclo.

O Teorema de Oseledets (ou Teorema Ergddico Multiplicativo), devido a V. I. Oseledets
(OSELEDETS, 1968), pode ser visto como um refinamento do Teorema de Furstenberg-Kesten.
De fato, para entendermos melhor este resultado, considere um ponto x € M. Dizemos que este
ponto é regular se existem niimeros A;(x) > ... > A,(x) e subespacos E!(x), ..., E‘(x) de R¢
tais que

lim ~log A" (x)v] = A;(x)

n—teon

paratodov € E/(x)\ {0}, 1 < j< /e

RI=E'(x)@---®E (x),

onde os nimeros A;(x) sdo os expoentes de Lyapunov do cociclo e dimE/(x) é a mul-
tiplicidade do expoente de Lyapunov A;(x). Assim, suponha que dimE/(x) =n;, 1 < j< /(e
defina A(ny,...,ny) como o conjunto de pontos regulares com ¢ expoentes de Lyapunov e tal que

dimE/ (x) = n;.
Teorema 3.2.6 ((OSELEDETS, 1968)). Sendo M espaco métrico compacto, f : M — M um
homeomorfismo, u probabilidade f-invariante e A : M — GL(d) continua, tem-se:

(i) Para qualquer conjunto de naturais {ny,...,n¢}, A(ny,...,ny) é conjunto mensuravel;

(i1) As fungdes
A(ny,...,np) 2 x— Aj(x) € R,
A(ny,...,np) 3 x = E/(x) € Grass(nj,d)

sd0 mensuraveis para 1 < j < /;
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(iii) O conjunto A = JA(ny,...,ny) de todos os pontos regulares é um conjunto mensurdvel de

medida total.

Dessa forma, encontramos decomposicio de R em subespacos invariantes pela acio de
A (chamamos cada subespaco E/(x) de subespaco de Oseledets), de forma que os exponentes de
Lyapunov restritos a cada subespaco ficam bem-definidos e limitados entre A, (x) e A_(x) para

um conjunto de medida total.

Esse resultado foi notdvel de tal forma que se seguiram varias demonstragdes alternativas
e também outras formas de interpretd-lo desde entdo, se devendo especialmente as vdrias
aplicagdes deste Teorema (GOL’'DSHEID; MARGULIS, 1987).

3.3 Simplicidade do Espectro

Embora mais sofisticado, este tltimo resultado nada diz quanto ao niimero de expoentes
de Lyapunov que algum cociclo possui. De fato, é possivel que o espectro de Lyapunov, isto é, o
conjunto dos expoentes de Lyapunov, possua apenas um valor, ou uma quantidade ¢ de expoentes

estritamente menor que d.

Um caso particular para o espectro ocorre quando a multiplicidade de cada expoente €
igual a 1 (isto é, dim E/ = 1 para todo 1 < j < ¢). Quando isto acontece, dizemos que o espectro
de Lyapunov € simples e o cociclo deve possuir exatamente d expoentes. Trabalhos notdveis
no estudo da simplicidade do espectro de Lyapunov foram desenvolvidos por (GUIVARC H;
RAUGI, 1986) e (GOL’DSHEID; MARGULIS, 1989) na década de 1980. No caso, considerou-se
a sequéncia

A'(x) =A,-- A

de matrizes aleatdrias no grupo linear GL(d). Ambos apresentam critérios para a simplicidade
do espectro de Lyapunov com a ressalva de que, no segundo artigo, dispensou-se a necessidade
da propriedade de contracdo para um semigrupo em muitos casos, por ser propriedade dificil de
se verificar (GOL’DSHEID; MARGULIS, 1989).

Mais recentemente, os estudos de (BONATTI; VIANA, 2000) estenderam os critérios
encontrados por (GUIVARC’H; RAUGI, 1986) para cociclos Holder-continuos com holono-
mias invariantes. De forma similar, (AVILA; VIANA, 2007) estenderam os conclusdes de
(GOL'DSHEID; MARGULIS, 1989) onde, uma aplicacao notdvel deste dltimo foi a demonstra-
c¢do da conjectura de Zorich-Kontsevich (VIANA, 2014).



CAPITULO

O TEOREMA DE OSELEDETS

Este capitulo apresenta o Teorema de Oseledets (OSELEDETS, 1968), também conhe-
cido como Teorema Ergddico Multiplicativo, resultado fundamental na teoria de expoentes de

Lyapunov.

E possivel ver este resultado como um refinamento do Teorema de Furstenberg-Kesten
(FURSTENBERG; KESTEN, 1960): este ultimo assegura a existéncia das taxas exponenciais

de variagdo das normas ||A"(x)|| e ||A"(x) 1|~}

U—quase sempre em M, sob determinadas
condig¢des. O Teorema de Oseledets, entretanto, diz respeito as normas |A”(x)v| para qualquer

vetor v € R4,

4.1 Preliminares

Ao longo deste capitulo, assumiremos ser M um espaco métrico compacto, f : M — M
um homeomorfismo, it uma probabilidade em M f-invariante e A : M — GL(d) uma fun¢@o
continua. Sem perda de generalidade, trabalharemos com o fibrado vetorial trivial § = M x R¢
(lembre da Proposicao 3.1.2). Neste capitulo, adotaremos a seguinte defini¢ao de subfibrado
vetorial mensurdvel, seguindo (MANE; LEVY, 2012):

Definicdo 4.1.1. Um subfibrado vetorial mensurdvel G de § = M x R¢ é uma colecio {Gy}rem
de subespacos vetoriais de R? (ditas fibras de G) tal que existem funcdes n; : M — R?, i=1,..,m,
onde {n;(x),...,Nm(x)} é base para Gy 1-quase sempre em M.

Definicao 4.1.2. Dizemos que um subfibrado vetorial mensurdvel G C § € A-invariante se

A(X)Gx = Gf(x)

para -quase todo ponto x € M.
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Neste contexto, lembramos ao leitor que o cociclo linear que trabalhamos € a extensao

F:MxR?— MxR? com F(x,v) = (f(x),A(x)v). 4.1)

Enunciamos ao leitor o resultado principal deste capitulo. Também pontuamos que
as defini¢des necessdrias (ponto regular, expoente de Lyapunov, subespaco de Oseledets) sdao

apresentadas na Secdo 3.2 para recordar, caso necessdrio.

Denote por A(ny,...,ny) o conjunto de todos os pontos regulares x € M que possuem /¢
expoentes de Lyapunov, de forma que a dimensdo do autoespago EY sejanj, 1 < j < /. Seja

também A o conjunto de pontos regulares em M, isto &,

A= UA(nl, ey 1)
com { <d e ny,...,ny variando entre os naturais.

Teorema 4.1.3 ((OSELEDETS, 1968)).

(i) Para qualquer conjunto de naturais {ny,...,ns}, A(ny,...,ns) é conjunto mensuravel,
(i1) As funcdes
A(ny,...,np) 2x— Aj(x) € R,
A(ny,...,n¢) 3 x = EI € Grass(nj,d)

sdo mensurdveis para 1 < j < /;

(i11)) A é um conjunto mensurdvel de medida total.

Dado que o item (iii) € a parte mais crucial para o Teorema, faremos apenas a demons-
tracao deste, deixando como referéncia (MANE; LEVY, 2012) e (VIANA, 2014) para maior

detalhamento dos itens (i) e (ii). Entretanto, assumiremos (i) e (ii) para a demonstragao de (iii).

Para demonstra¢do do Teorema 4.1.3.(iii), entretanto, necessitaremos dos resultados da

proxima subsecao, em particular a Proposicdo 4.2.5.

4.2 Crescimento subexponencial

Definicao 4.2.1. Seja uma fun¢do mensurdvel C : M — R. Dizemos que C possui crescimento

subexponencial para a medida 4 em M se

1
lim —log(Co f") =0, u-q.s. em M.

n—toon

Considere, agora, | probabilidade invariante por f, A € R e E C § subfibrado mensuréavel

e A-invariante de § de forma que

1
lim —log|A"(x)v] < A

n——+oon
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Vv € E,\ {0} e u-q.s. em M (tal A deve existir, uma vez que supomos [|A|| limitado). Dado

€ > 0, defina a fun¢do mensuravel Ce : M — R da seguinte forma:

) G
Ce(x) ‘i‘éﬁ{exp<n<z+e>|vr '”ZO”EE"\{O}}'

Proposicao 4.2.2. C, tem crescimento exponencial para U.

Para provar a Proposicdo 4.2.2, utilizaremos o seguinte Lema:

Lema 4.2.3. Sejam f : M — M mensurdvel e y probabilidade invariante por f. Se ¢ : M — R é

funcdo mensurdvel de forma que ¢ o f — ¢ € integravel, entdo
: ( ") 0 M
“(po 3 ‘
. Qof " 0. #-quase sempre em

Demonstragdo (do Lema 4.2.3). Por ser ¢ o f — ¢ mensuravel, do Teorema 2.2.4, vem que existe
o limite

n—1

W) = Jim Y (90— 9)(//(x)

n—1

— lim ~ Y (o f*)(x)— (9o ()

n—-—+oon =0

— lim (o ) (x) — o(x))

n—+oon
1 1
= lim - n — lim -
Jm -~ (@of')(x)— lim —¢(x)
=0
lim (g "))
= — O
n—1>r-1|:loo n (P f *
‘ ~ . (1 . .1 "
u-quase sempre e ¥ € funcdo mensurdvel. Além disso, temos também que Y = ngrrl —(@o f")
n on

converge para 0 em medida. De fato, fixado 6 > 0,

L ({xeM: %\goof”(x) —0| > 5}) =p((pof™)~" (—nd,nd) )

1
(f*" ((p*1 (—n5,n5))c)
((p_l (—n8,nd)) —— 0.

n—r—+oo

=H
=Hu
Dessa forma, usaremos o seguinte resultado para a conclusdo do Lema:
Teorema 4.2.4 (FOLLAND, 2013) (Teorema 2.30)). Suponha que a sequéncia de fungdes { f,, }
(fn : M — R) é de Cauchy em medida. Entdo existe fun¢do mensuravel f tal que f,, — f em

medida e existe subsequéncia {f,, } tal que f,, — f u-quase sempre. Além disso, se g € funcdo

mensurdvel onde f, — g em medida, entdo g = f H-quase sempre.
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Como {f,} convergir em medida (para 0) implica ser de Cauchy em medida, segue

que {-¢@o f”} possui subsequéncia tal que klim — (@ o f™)(x) = 0 u-quase sempre. Como
n oo Tl

y(x) = LHE (go o f")(x) existe -quase sempre, segue a conclusdo. O
n o n

Provemos, agora, a Proposicao 4.2.2.

Demonstragdo (da Proposi¢do 4.2.2). Dado v € Ey \ {0}, defina

_ A" (x)v|
Cele) = xplnh+ )
Primeiro, note que C¢(x,v) = max{1,C¢(f(x),A(x)v) |A(x)v| ).
’ ’ ’ ’ exp(A +€)|v]

A%y vl
xp(O(& +&)| vl

De fato, se n = 0, entdo = 1. Caso contrério,
e

A"(f(x))
A ()] A (1) A(f()A(x) A"(f(x))A(x)v
exp((n+1)(A+¢))y| exp(7L+8) exp(n(A+¢))|v| exp(/l+£)exp(n(7t+8))|v|
A" (f(x))A(x)v [A(x)v|
exp(A +€)exp(n(A +¢€))|v| |[A(x)v]|
_AGEDAGY  AG
exp(n(A +¢€))|A(x)v] exp(A + )|

squwﬂwwa%%%M'

Além disso, se tomarmos a, b > 0 tais que

A(x)v]
“exp(A+e)|y] T
€moSs que Cg(X,V) = max 1 |A(X>V| € Segue que
emos QUe & T ), AG)Y) {Quwﬂmwwmm+ww} sed
4 < Ce(x,v)
= Ce(F(x),A(x)v)
Por outro lado, se C¢(x,v) =1 = c (]?(Sx ())i;rzx)v) _ Cg (f(x)l,A(x)v) < 1, pois
(). AGe) =max {1, LSO (20 sm) | = el = 1.
e se Ce(x,v) = Ce(f (x),A(x)v)%, entdo segue que
Ce(x,v) B |A(x)v|

Ce(f(x),A(x)v)  exp(A+e)lv] —
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Portanto,
Cg (.x, )
a< <max{l,b},Vxe M,Vv e E,\{0
Celf(x),AGy) = L) <10}
Cg (X) .
e segue que a < ———— < max{1,b}, concluindo que
Celf ) =)

log(Ceo f) —logCe €
log(Ceo f~") —logCe

sdo fungdes limitadas inferior e superiormente:

—logmax{1,b} <log(Ce¢o f)(x) —logCe(x) < —loga

loga < log(Ce o f~1)(x) —logCe (x) < logmax{1,b}

Em particular, tais fungdes sdo integraveis. Assim, do Lema 4.2.3, vem que

1 T
;log(C€ o f") — 0 u-quase sempre. O

O préximo resultado serd usado algumas vezes para a demonstra¢do do Teorema 4.1.3.(iii)

Proposicao 4.2.5. Seja E subfibrado mensuravel e A-invariante de §. Dados A € R e u probabi-

lidade f-invariante em M, entdo:

1
limsup —log |A" (x)v| <A u-q.s.em M e Vv € E,\ {0}

n——+oeo N
A. se, € somente se

1
limsup —log |A"(x)v| <A u-q.s.emMe Vv € E,\ {0}.

n——oo N

Analogamente, temos

1
liminf —log |A"(x)v| > A pu-q.s.em M e Vv € E,\ {0}

n——+oo n
B. se, € somente se

1
liminf ~log|A"(x)v| > A p-q.s.em M e Vv € E¢\{0}.
n—— N

1
lim —log|A"(x)v|=A4 pu-qs.emMeVv e E,\ {0}

n——+oo p1
C. se, e somente se

1
lim —log|A"(x)v=A u-qs.emMeVveE,\{0}.

n——eo 1
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1
Demonstragcdo. Assuma que limsup —log|A" (x)v| <A p-q.s.em M e Vv € E,\ {0} e seja C¢
n

n—+oo
como definido anteriormente. Como por defini¢io temos A~"(x) = A"(f"(x))~!, entdo

v=A"(f""(x))A™" (x)v
= | < Ce(f7"(x)) exp(n(A +€))|A™" (x)v|

1 1 1
— ;log\v\ < ZlogCg(f*"(x)H— (A+¢e)+ Zlog |A™"(x)v| Vn > 1.

1 1
Como —log|v| = 0e —logCe(f "(x)) — 0 quando n — oo (Proposicao 4.2.2), segue que
n n

1
< N “n
0<(A+e¢) +1rglir°1ofn log|A™"(x)v|
Logo, da arbitrariedade de € e do fato de que

1 1
—liminf —log|A™ ()v|—hmsup log |A™"(x)v|,

n—+o n n——oo

segue a conclusdo. A implicacdo contréria e os casos B e C sdo provados de forma andloga. L[]

1 1
Observacio 4.2.6. De fato, temos — liminf—1log|A™"(x)v| = lim sup- log |A"(x)v| pois

n—+o n n— —oo

1 1
11msup—10g|A"( W —hmsup——log]A "(x)v|

n——oo n—y4-o0

1
— —liminf—log|A~"
iminf- log|A™ (x)v]

dado que limsup(—a,) = —liminfa, se {a,} é sequéncia em R.
n—+-oo n—too

4.3 Demonstracao do Teorema de Oseledets

Primeiramente, para provar que A tem medida total, basta que u(A) = 1 para toda
probabilidade ergddica invariante por f (ver (MANE; LEVY, 2012), Corolario I1.6.5). Dessa

forma, assumiremos ser y ergédica.

A estratégia para esta prova, de forma genérica, consiste em encontrar o subfibrado
A-invariante com o maior expoente de Lyapunov (Lema 4.3.1), reduzindo a dimensao do fibrado
original e construindo outro subfibrado A-invariante com expoente de Lyapunov estritamente
menor (Lema 4.3.2), e repetir o processo indutivamente, chegando a uma decomposi¢ao dos

subespacos de Oseledets. Assim, sejam

A, x)—hmsupllog||A”( e () = [ A4 x)du()

n—4-o0
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Como u é ergddica, entdo Ay (A,x) = A;(A) u-quase sempre.

Defina, agora, o subfibrado G C § =M X R4 da seguinte forma:
1
Gy={ves:: liglinf—log |A" (x)v| > A1(A)}. 4.2)
n——oo 1

Os proximos Lemas (em especial os Lemas 4.3.1 e 4.3.3) sdo passos importantes, cuja

prova € feita posteriormente.

Lema 4.3.1. G é um subfibrado mensuravel e A-invariante de dimensao estritamente positiva em

cada Gy e

lim L log JA"(X)v| = A (A)

n—teo n

[-quase sempre em M e para todo v € G, \ {0}.

Com este Lema, provamos a existéncia de tal subfibrado G. Se G = §, entdo basta
escrever G, = §y € a prova estd concluida. Se G # §, defina Gt C § de forma que GxL éo

ortogonal de G, em cada x.
Defina também p : § — G~ como a projecdo ortogonal (isto &, py : §x — Gy é a projecio
em cada fibra) e A : G- — G como A(x) = Prix) 0A(X) : Gr — GJ%(X).

Lema 4.3.2. Se G # § entio A1 (A) < A;(A).
Demonstragdo. Lembre que A;(A) = / A1(A,x)du(x), onde

. 1 .
A1 (A;x) = limsup —log||A" (x)|

n—s+oo N

Primeiro, afirmamos que |A" (x)v| = | P () (A" (x)v)| < |A"(x)v|. De fato, por indugdo
emnesendov e G;, temos:
Cason=1:A(x)v = Py(x)(A(x)v), que sai da propria defini¢do de A

Passo de indugdo (p(n) = p(n+1)): Note que

A )y = A(f" (x))A" (x)v
A (x)v = A(f" (x))A" (x)v

Como Gj%n(x) NGp(x) = {0}, escrevemos A" (x)v = pm(y) (A" (x)v) +u, onde u € G (y €, da

hipétese de indugdo, temos

A (x)v = pn) (A" (x)v) +u = A" (x)v 4 u.
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Assim,

A" )y = A(f" (x))A" (x)v
=A(f" (%)) (A" (x)v+u)
A(f" ()A" (v + A(f" (x)

= Pyt (AT @)Y) = P (9 (A" (0)A" (0)9) + P prs ) (A(f" (x) ).

Como G ¢ subfibrado A-invariante e u € G (,), segue que

A(f”(x))u € Gf”“(x) - Dt () (A(f"(x))u) =0.

Logo,

Pt (9 (AL @)V) = p s (o (A(F" () A" (x)v) = A(f" (x))A" (x)v

Agora, defina G subfibrado de G- dado por

1 N
G, = {v €G! 11m1nf log |A" (x)v| > AI(A)}

——co 11

como do Lema 4.3.1 e seja v € G-\ {0}. Entio, da afirmagio passada,

A

Ai(A) = lim l10g|A”( W

n——+4oo 1

1
< liminf—log|A" (x)v|

n—-—+o n

1
< limsup —log |A" (x)v|

n—+oo M

<Ai(A)
Entretanto, suponha que A;(A) = A;(A). Isso implica que

1 n A
nlirilwzlog |A"(x)v| = A1 (A) parav € G, \ {0}
Mas pela Proposicao 4.2.5, segue também que

lim L log JA"(X)v| = A1 (A)

n——oon

= Antl (x)v.

uma vez que G é subfibrado mensuravel e A-invariante de G*. Logo, segue que v € Gy, o que é

absurdo, uma vez que GGy = {0} e concluimos que A;(A) < A;(A).

]

Lema 4.3.3. Se G # § entdo existe um subfibrado H, mensuravel e A-invariante de § de forma

que
Gx % Hx - gx

p-quase sempre e A1 (Al,) = A1(A) < A1(A).



4.4. Demonstrag¢do do Lema 4.3.1 43

Assim, se escrevermos E! = G e H' = H, temos que existe uma decomposi¢io
J« = E! @ H], invariante por A, onde

lim L log JA"(6)v| = Ay (4) =: Ay, ¥ € E1\ {0}

n—+toon
e A1 > A(A|1). Assim, o Teorema 4.1.3.(iii) € demonstrado ao usar este processo repetidamente.

De fato, do Lema 4.3.1, existe subfibrado E 2 de H! onde

lim llog A" (x)v] = A(Alp) =: Ao, Wy € EZ\ {0}

n—zdeo n

e do Lema 4.3.3 existe subfibrado A-invariante H2 de H' onde

H! =E2oH?.

Dessa forma, dado j > 1, suponha ter se chegado a uma decomposicao
5.=El®..©E/0H]
onde, para cada 1 <i < j, tem-se

.1 i
ngrilmﬁlog A" (x)v| = M (A|gi-1) = Ai, Vv € E;\ {0}
e A >...>A; > A1(A|y). O Lema 4.3.1 garante a existéncia de um subfibrado A-
invariante E/T! de H/ onde

1 .
lim —log|A™(x)v| = A1 (Al ;) =: Aj11, Vv € EST1\ {0}

n—+toon

e o Lema 4.3.3 garante a existéncia de um subfibrado H/*! de H/ e decomposicio
H = E/" o HIT onde A, (A|gi+1) < Aj11. Uma vez que os subfibrados E/ sdo tais que dim E
¢ estritamente positiva, eventualmente este processo chega ao fim e obtém-se a decomposi¢ao

invariante.

4.4 Demonstracao do Lema 4.3.1

Demonstragdo. Primeiro, mostremos que G como definido em 4.2 €, de fato, subfibrado mensu-

ravel. Para isso, usaremos a seguinte

Observacao 4.4.1. Sejam (A,.«), (B,#) espagos mensurdveis e g : (A,./) — (B, %) uma
fungdo. Se {A,} é cobertura de A por conjuntos mensuraveis tais que g| A, - An — B € mensuravel

paracadan > 1, entdo g : A — B € mensuravel.

Assim, dado j > 1 e definindo A(j) = {x € M : dimG, = j}, mostraremos que A(})

é conjunto mensuravel de M e que A(j) 3 x — Gy € Grass(j,d) é uma fung¢io mensurével,
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tornando a restri¢io de G a A(j) um subfibrado mensuravel da restricio de F a A(j). Assim,
d

concluiremos ser G subfibrado mensurdvel uma vez que M = U /A\( J)-
j=0

Além disso, por ser dim G, funcdo f-invariante e u ergddica, teremos que dim G, é
constante [-quase sempre, isto €, u(f\( J)) = 1 para algum j Gnico. Mostraremos que j > 0.

Dessa forma, provemos que G € subfibrado mensurdvel. Primeiro, construiremos, em

trés passos, coberturas mensuréveis para A( ).
Passo 1: Parak > 1 e x € M, seja

1 1
Gx(k) ={v € Fy:limsup—log|A™"(x)v| < —A1(A)+ -}
Defina, agora, M* = {x € M : G, (k) = G, }. Note que a sequéncia {M*}; cobre M. De

fato, fixado x € M, {G,(k) } é sequéncia de subespacos vetoriais de F tais que

() Gx(k) = Gx = Tk(x) tal que Gx(k(x)) = Gx.
k=1

Afirmamos que M* é mensurével Vk > 1. De fato, note que as fungdes A; : M — Re
¢ : F — R como definidas a seguir sio mensuraveis:

1 1
A1(x) =limsup —log||A" (x)||, @(x,v) =limsup—log|A ™" (x)v|.

n——+oo N n——4oo M

Considerando também 7 : § — M como a projecdo natural, note que

1 1
x¢ M < FveF, tal que —A(A) < limsup —log|A ™" (x)v| < —A1(A) + %
n——4oo N

1
<= Jv e F,talque 0 < limsup —log|A™"(x)v| + A1 (A) <

n——+oeo N

ol B

<= FveF talque 0 < @(x,v) +A(m(x,v)) < %
= (@) e(9+Aom) (0, ])
= xen(@+rom(0.1])

onde, na terceira linha, usou-se a definicdo de A;(A) = A;(A,x) = A;(7(x,v)). Dessa forma,

1
concluimos que M* = M\ (((}) +Aom)~t((0, %])) , seguindo que M* é mensuravel.

Passo 2: Fixe k > 1 e, para cada x € MFem > 1, defina
1
Gy(k,m) = {v € Fx: |[ATH(x)v] < mexp (—n <7L1 (A)— ;)) lv| Vn > 1} .

Afirmamos que Gy(k) = | J Gi(k,m). De fato, ¢ simples ver que Gy(k) D | J Gi(k,m),

m>1 m>1
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pois dadom > 1,

A~ (x)v] < mexp <—n </11 )) Iv]

1 1
— —log A_”(x)%‘ ~logm —(A) +
n 1%

AT ()

k

1
—> limsup —log
n—+oo N

< limsup (%logm—kl (A)+ %) =—-M(A) -I-%

V| n—-+oo

Agora, dado que x € M, temos que G, (k) = G,. Assim, se v € G,(k) = 2 Gy (k) e temos:

V]

. 1 " 1

limsup —log [A™"(x ) <-MA) < —M(A)+—.

n—s+oo N V] k

Isto significa que N > 0 de forma que

SN = Llogla ()| < —A,(4) + 2
n —lo xX)—| < — —.
- n o8 v[| = ! k

Tome, agora mgy > 1 tal que

1
—log
n

1
A_"(x)’%' < logmo—ll(A)-i—% Vne{0,1,...,.N—1}.

Portanto, achamos my tal que

1
—log
n

1
A_n(x)%" <logmy—A1(A)+ % Vn >0,

0 que equivale a dizer que

A (x)v] < moexp (—n (zl () + %)) v| ¥ >0,

isto é, v € Gy(k,mq) e segue que Gy(k) C | J Gy(k,m).

m>1
Defina, agora, M*" = {x € M* : G, (k) = G,(k,m)}. Note que M*" também pode ser
definido como M*™ = {x € M* : G (k,m) = G,(k,¢) V¢ > m}. De fato,

(C): E simples ver que se £ > m entdo G (k,m) C Gy(k,¢). Como ji vimos que
G (k,0) C G(k) ¥l e, por hipdtese, temos Gy (k) = G (k,m) entdo Gy(k,l) C Gy(k) = Gy(k,m).

(D): Como x € M¥ <= G, = G,(k), ja vimos que neste caso é possivel tomar m( de
forma que Gy (k) C Gy(k,mg). Assim, basta tomar ¢ > mg e teremos G (k) C Gy(k,?) = Gy(k,m),

onde a ultima igualdade € dada por hipétese.

Agora, considere a funcdo mensuravel:

v (MY SR

A7)

o)

V]

(x,7) = Y (x.v) = sup

n>0
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Do que acabamos de mostrar e, dado ¢ > m,

x ¢ MM = 30 > mtal que G,(k,m) # G, (k,!)

<= dv e Fyen>0tais que mexp(—n(A;(A) — %)) < \A"(x)ﬁ| </lexp(—n(A(A) — %))
v
<= dveFren>0taisquem < ‘A‘"(x)%’ exp(n(A(A) — %)) </

< JveFtalque m < yi(x,v) </
= Jv e g, tal que (x,v) € v, ' ((m,4])
= xen(y, ' ((m,1))

e concluimos que M*™ = pM*\ U n(l/lk_l ((m,£])), mostrando que M*™ ¢ mensuravel.
[>m

Mostremos, agora, que {M*™},, cobre M*. Seja x € M* e {v1,...,v;} base ortogonal
de G (k). Tome my,...,ms > 1 tais que v; € Gy(k,m;) V1 <i < s (isto é possivel, pois G, (k) =
U Gy(k,m)) e defina m = max{my,...,m;}.

m>1

S
Dadov = Zaivi € Gy(k) e n > 1, temos
=1

1=

A" (x)v] < imilail exp (‘” (M )= %))

i=1

< mexp (—n (/h(A) - %)) (; |al-\)
mexp <—n (/11 (A) — %)) Clv|

onde C é uma costante que depende da norma em G, (k).

Portanto, segue que Gy (k) C Gy(k,[Cm+ 1]), onde [Cm+ 1] é a parte inteira do niimero

Cm+ 1, e concluimos que x € M*C 1] mostrando que M* C | J G (k,m).
m>1

Passo 3: Afirmamos que dada sequéncia {x;} em M*™ que converge para algum x €
Mk™ temos lim Gy, C Gy.

i—+o0
De fato, parai > 1 seja v; € Gy, de forma que {v;} é sequéncia convergente para algum

v € §x. Assim, temos

A~ (x)vi] < mexp (—n (Al (A)— %)) il Vi 1,vn> 1.

Passando o limite em i, segue que

el < mexp (—n (1) =1 ) ) bl a1
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ou seja, v € Gy(k,m) = Gy, e concluimos que M*™/ = {x € M*™ : dimG, > j} é conjunto

fechado. Além disso, mostramos que x — G, € continua se restringimos esta funcdo a cada

Mk,m7j \Mk7m,j+1 — /A\(]) kam‘

Dessa forma, tendo em vista a Observacio 4.4.1 e do fato de que {M*"} k,m € cobertura
para M, segue que A( J) 2 x— Gy € Grass(j,d) é fungdo mensurével, o que torna G restrita a
A(j) subfibrado mensurével de F restrita a A(j).

Mostremos, agora, que dimG, > 0 p—quase sempre, como afirmado no Lema 4.3.1.
Para isso, note que € suficiente verificar que Gy(k) # {0} para algum k > 1, uma vez que
G (k) C Gy. Dessa forma, fixe k > 1 e, param > 1, defina ¥, C M como

Y = {x €M :3veF,\{0} tal que |A™"(x)v| < exp (—n (M(A) - %)) v, 1<n< m} .

Afirmamos que existe 0 > 0 tal que u(Y,) > 0 Vm > 1. Se isto for verdade, entdo
= (] Ym é tal que pu(¥) > 0. Como Y C {x € M : diimGy > 0} e {x € M : dimG; > 0} ¢

m>1
conjunto f—invariante, segue que {x € M : dimG, > 0} é conjunto de medida total, uma vez

que consideramos u ergddica.

Assim, para provar a existéncia de tal J, usaremos o seguinte Lema, atrbuido a Viktor
Alexsandrovich Pliss:
Lema 4.4.2 ((PLISS, 1972)). Dados A € R, € >0e L > 0, existe § = 6(A,¢,L) > 0 tal que
N—1
dada qualquer sequéncia finita ag,...,ay—; em R com Z ar <NAleaq,<LVO<k<N-1,

k=0
existe £ > NA e {ny,...,ny} onde 0 < nj < ... <ny <N —1tal que

ni—1

Zaj n(A+e)V0<n<mel<i</.
Provemos, entdo, afirmacao anterior. Seja v € §, e N > 1 grande o suficiente de forma

] <exp (N (M) - 3 ) ) o

1
AN(x)%" > hi(4) = 5 e por

que

1
Note que isso € possivel, pois equivale a dizer que N log

1
hipétese, hmsup log||A"(x)|| = A1 (A).

n—r+-oo
Al (x)v

Defina, também a; = log |A(f*"!(x))~! (m
T x)v

)\,comOSiSN—l.

Note que |a;] < logHA_lH e que

Za, Zlo |Aj+1 || log%<—N(ll(A)—ﬂ>.
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1 1
Dessa forma, se considerarmos o Lema fazendo A = —2;(A) + oE=¢ L=log|lA~!|],

temos a existéncia de uma sequéncia 0 <n; < ... <ny <N —1,com £ > NJ tal que

|A" (x)v il

1
log|A"zx Zaj ( M(A)+ %) VO0<n<n;.

Denotando, agora, u; = A" (x)v € Fyn; (x)» hote que a relagdo passada pode ser escrita
como

()l < exp (0-m) (2a04) = ) )

De fato, note que

A" (x)v

AT ())A(f" (x))A" (x)v
AT AT A A (0))A(f" (x))A" (x)v
AT () AT T D A () AL (0))A" ()

-~

A" (x)v=u;

Além disso,

Portanto, temos que

N R S
8 (] = )( A1(“)+k>
|A™ (x)v

= fini <o (0= (w00 -1
(

= |A"(x)v| <exp ((n n;)

— gl < exp (0-m) (4) = 1) )l 0 < i <

Em particular, isto quer dizer que f" € ¥, com 1 <i </,
Note também que se m < n; —> Y, CY,, e, concluimos que

1 . {—m m
HO<j<N:fin) et > s
NHOSTEN ) EXn} 2 == 26—

pois dado m < n;, temos ny < ... <nj_; <m<n; < ... <np = f(x),..., f"(x) € V. Isto
é, hd pelo menos £ — (i — 1) elementos em {0 < j < N : f/(x) € ¥;,}. Dado que ny,...,n; é
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subsequéncia em {0,...,N — 1} e n;_; < m < n;, segue que

i—1<n_1<m=—i—-1<m
— —(i—1)>-m
— (—(i—1)>1-m
Portanto,
{—m _NO—m m
> =6——.
N — N N
Logo, tomando N grande o suficiente e da ergodicidade de u, segue que p(Y,,) > 8 > 0.

SHO< N ) €T} 2

1
O fato de que lirjr_Ll —log|A"(x)v| = A1 (A) Vv € Gy \ {0} vem da Proposi¢do 4.2.5. De
n—+too
fato, relembrando a defini¢do de G, temos

1
Gy ={v € F,: liminf—log|A" (x)v| > A, (A)}.
n——co 1
Uma aplicacio direta da Proposicao 4.2.5 nos da que

liminf - log |A"(x)v] > A (4) Vv € G, \ {0}

n—-+4o n

o0 que significa que

1
A1(A) <liminf—log|A" (x)v|

n——+oo n

1
< limsup —log|A" (x)v|

n—+4oo N
1
= limsup — log A”(x)i
n——+oo N |V’
1
< limsup —log||A" (x)]|
n—y+oo
= M)
concluindo que lim —log|A"(x)v|=41(A) = IIIJ:I —log|A" (x)v| = A1 (A) O
n——+on n—xoon
Prop.4.2.5

4.5 Demonstracao do Lema 4.3.3

Demonstragdo. Primeiramente, considere X o espaco de todos os morfismos entre fibrados
mensuraveis que vio de G a G. Isto &, o espaco de todos os A : G- — G de forma que tem-se
A(x) : Gy — G, linear.

Nesta demontracio, construiremos A € X de forma que H := {v+A(x)v:v € G} =

Graph(A) é subfibrado que cumpre a afirmagéo do Lema.



50 Capitulo 4. O Teorema de Oseledets

Seja @ : X — X definido por ®(A) = A~! 0 A 0 A. De forma mais explicita, temos
®(A)(x) : G — G, com

Defina também P : G+ — G com P(x) : Gi — G (y) onde

P(x) =A(x) —A(x).

Assim, dado v € GXL, tem-se que

A(x)(v+A(x)v) = A(x)v +A(x)A(x)v

Dessa forma, uma vez que A(x)v € G]%(x) e A(f(x)A(x)v € G () teremos que H serd

subfibrado A-invariante se

A(x) —1\4*1 (DA(f(x)A(x) +A" 1 (x)P(x) = 0, isto &, se

\

A(x) — D(A)(x) = —A ()P(x) (4.3)

AxX) (v+AGx)) =A(x)W+A(f(x)A(x)v € Hy(y).-
o o

Jx) J(x)
Assim, defina B(x) :== —A~ ! (x)P(x) : G} — G,. Mostremos que existem A < 0 e

C : M — R mensuravel tais que
|®"(B)(x)|| < C(x)exp(An), Vn > 0e u — quase sempre,

0 que nos assegura de que Z d"(B) é convergente [-quase sempre e, ao definir
n>0
A(x) = Z ®"(B)(x) tem-se a condigdo 4.3 satisfeita.

n>0
Observacio 4.5.1. ®"(B)(x) significa simplesmente uma aplicagdo de n vezes do operador P,

de forma que

@"(B)(x) = (A71)"(f"(x)) o B(f" (x)) 0 A" (x),
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onde (A~1)"(f*(x)) é a notacdo adotada para a aplicacio da funcio A~! por n vezes no ponto
¢ P plicag ¢ P P

f"(x), consequentemente voltando ao ponto de base x. De outra forma,

AT ) =AT AT (f(x). AT () = (A" ()]
Observacao 4.5.2. De fato, a existénciade A < 0e C : M — R mensurdvel como mencionado

implica que

ZE)‘I’"(B)( )| < ZE)H@"(B)( )
< Z C(x)exp(An)
n>0
=C(x) Z exp(An) < oo,
n>0

concluindo que Z |®@"(B)(x)|| converge —> Z ®"(B)(x) converge.

n>0 n>0
Observacio 4.5.3. Definir A(x Z d"(B)(x) satisfaz a condicdo 4.3, pois
n>0
A(x) —PA)(x) = Y P"B)(x)—D | ) @"(B) | (x)
n>0 n>0

=) ¥"(B)x)-A"(x) <Z "(B) (f(X))> A(x)

n>0 n>0
Como @"(B)(x) = (A~")"(f"(x))B(f"(x))A" (x), entdo

AT (T @))BUT (x)A (f (x))A(x)
(

A
— A7 AT (). A7 (P () B () AP (F(0)A )

(A— )n+l(fn+l(x)) An+l(x)
_ (A 1)n+1<fn+1(x> B(fn+1( ))An+1( )
=" (B)(x)

Portanto,

n>0 n>0
= qu’"(B) (x) — ZZ)A_l(X)CI’"(B) (f(x))A(x)
= gbq’"(B)(x) - Zz)q’"H(B)(x)

como queriamos.
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Para encontrar A < 0 e C : M — R como mencionado, defina as fungdes

BN 165 IR (G M)
e = @) 7e) O = R e (A T 20

Assim, temos que

1" (B)(x)]| = [(A~1)"(f"(x))B(f" (x))A" (x)
< Ce(f"(x)exp (n (4 (A" ;) +€)) Bl Ke(x) exp(n(Ai (A) +¢))
= Ce(f"(x))||B||Ke(x) exp (n ()Ll (A‘l\ ) +M (A) —|—28))

Considerando a sec¢ao referente a Crescimento subexponencial (4.2), sabe-se que Ce possui

crescimento subexponencial e, consequentemente, temos que

—su Ce(f"(x))
De(x) = sup = o)

é finita e
1" (B)(x)|| < [|BIIDe (x)Ke (x)exp (n (A1 (A7"]5) +A1(A) + 3€)) .

Assim, tomando A = —A;(A) + A4, (A) + 3¢ (onde assumimos £ > 0 pequeno o bastante tal que
A <0)e C(x) =||B||De(x)Ke (x) obtemos a afirmagao.

A

Falta ainda que Ay (A|y) = A1 (A). Para isso, seja A : G- — H, isto é, A(x) : Gy — H,
onde

Note que temos, por construcio, A(x)A(x) = A(f(x))A(x), pois dado v € G-,

J— J— A

AEA(x)y = A()(v+A(x)) = A(x)v +A(f(x)) (A(x)v) = A(f(x))A(x)v

Em particular, temos

(pois A~ (x) : Hy = G-, A(x): G} — G;(x) e A(f(x)): Gﬁx) — Hy(y)) €, portanto,

1
A1 (Al x) = limsup —log ||(Aly)" (x)

n— oo

_hmsupllogHA (x))A" (A~ ()|

§limsupllogHA(f”(x))H—I—IimsupllogHA"(x)H—HimsupllogHA_l(x)”
n—s—+oo N e n ot n

(. J

~~
~

a1 (A) =0
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1 -
Afirmamos, agora, que limsup —log ||A(f"(x))|| = 0. De fato,
n—+oo N

L <|lzd]] (S) IACS DI = [17d + A" ()] < 1+ JAC" ()l

C(/"(x)

< 14—
() +1—expl

onde a desigualdade (*) vem de que v L A(x)v e a desigualdade (**) vem da Observagio 4.5.2.

Novamente considerando a sec@o sobre Crescimento subexponencial (se¢do 4.2), temos
que K¢(x) e D¢(x) possuem crescimento exponencial. Consequentemente, 0 mesmo vale para

C(x) e, combinado com o argumento anterior,

1 . 1
li —log||A(f" < — 1 —logC(f" =0.
e e AU IS g2 msp €U )

Portanto, A, (A|y) < A1(A).

Para provar que A;(A) < A1 (A|}), usa-se estratégia andloga uma vez que

A~ ~

Ax) = A7 (F(0))(Al) (0A(x)
e que ||A~1|| < 1, pois dado u € Hy, temos u = v+ A(x)v, para algum v € Gy e segue que

(Id)u| = u] = [v+A(x)v| > [v| = |4~ (x)u].






CAPITULO

DICOTOMIAS EXPONENCIAIS

Neste capitulo apresentamos alguns resultados de cociclos lineares no contexto de fluxos.
Tais resultados, frutos do trabalho de Robert Sacker e George Sell (SACKER; SELL, 1974) e
(SACKER; SELL, 1976)), apresentam um critério suficiente para a hiperbolicidade de cociclos
lineares (relembre o Exemplo 2 e a Observagdo 3.2.3), aqui definida pelos autores como a

existéncia de uma dicotomia exponencial, nomenclatura que adotaremos neste capitulo.

A primeira se¢@o apresenta nogdes preliminares para compreensao deste capitulo, entre
defini¢des e observacdes julgadas necessdrias. A segunda sec@o apresenta os critérios suficientes
e as ferramentas demandadas para a demonstragdo dos resultados principais, estes ultimos

constituem a terceira se¢ao.

Observamos que as demonstragdes mais densas apresentam-se na segunda subsecdo,
dado que utilizamos majoritariamente resultados elementares em Topologia e Andlise para sua

construgao.

Além disso, comentamos que apesar da noc¢ao de fluxo j4 ter sido apresentada em capitulo

anterior, introduziremos novamente a definicao de forma mais contextualizada para este capitulo.

5.1 Preliminares

Definicao 5.1.1. Seja W um espago de Hausdorff. Um fluxo f sobre W é uma transformacao

mensurdvel f: W x R — W que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) f(w,0) =w paratodow € W;
(i) f(f(wt),s) = f(w,t+s) paratodot,s € R.

Observacao 5.1.2. Assumiremos que o fluxo f é continuo a partir de agora.
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Definicdo 5.1.3. Seja M um espaco de Hausdorff e considere W = M x E, onde E = R¢. Seja

um fluxo F : W x R — W que pode ser escrito na forma

F<x7v7t) = (f(x,t),g(x,v,t))

onde f: M xR — M é, em si, um fluxo em M.

Além disso, considere também a fungdo g(x,v,t) sendo continua em M x R e linear em v

(isto é, g(x,v,r) pode ser escrito na forma A(x,t)v, com A(x,1) € GL(d)).

Uma transformacao nestas condi¢des se diz um cociclo linear continuo.

Observacao 5.1.4. Assumiremos que M é um espaco de Hausdorff que satisfaz o segundo

axioma da enumerabilidade, isto serd necessdrio para as demonstragdes que faremos.

Observacao 5.1.5. Por F ser fluxo, vale que
A(f(x,5),0)A(x,s) = A(x,t+5)
Equivalentemente, tem-se
8(f(x,5),8(x,v,5),1) = g(x,v,1 +)

Definicao 5.1.6. Defina os seguintes subconjuntos de M:

y(x) = {f(x,t) : t € R}, 6rbita de x
v (x) = {f(x,t) :t > 0}, 6rbita positiva de x
Y (x) ={f(x,t) :t <0}, 6rbita negativa de x
AT (x) = () vt (f(x,r)), conjunto w-limite,
reR
A (x)= ﬂ Y~ (f(x,r)), conjunto ¢-limite.
reR

Observacao 5.1.7. Defini¢des equivalentes para os conjuntos @-limite e a-limite sao (BHATIA,;
SZEGO, 2002):

A (x) = {y € M : existe sequéncia {t;} em R com #; — +oo tal que f(x,#;) — v},

A" (x) = {y € M : existe sequéncia {f; } em R com t; — +oo tal que f(x,—#;) — y}.

Apesar de a definicdo de conjunto invariante ja ter sido apresentada anteriormente
(Defini¢do 2.3.3), no contexto deste capitulo diremos que um conjunto B C M € invariante se

Y(x) C B para todo x € B (o que é equivalente a dizer que f(B,R) C B).

Definicao 5.1.8. Um conjunto B C M € dito minimal se é ndo vazio, fechado, invariante, e nao

possui subconjunto préprio nestas condigdes.



5.1. Preliminares 57

Observacao 5.1.9. De forma similar, considerando que F € fluxo sobre M x E, podemos estender

as defini¢des anteriores para conjuntos em M x E. Por exemplo, y(x,v) = {F(x,v,t) :t € R} e

At ()= ()7 (F(x,v,r)).

reR

Observacao 5.1.10. Um fato 1util a ser usado posteriormente € de os conjuntos @-limite e

a-limite serem fechados e invariantes. De fato, sejamy € AT (x) et € R.

Como y € AT (x), seja {f;} sequéncia em R tal que t;, — +oo e f(x,#;) — y. Por ser f
continua, tem-se que f(x,t +1) = f(f(x,t),t) = f(y,1).

Se definirmos f; = #; + ¢, entdo temos sequéncia {r;} com f; — +oo de forma que
f(x,1;) = f(y,1). Portanto, f(y,t) € AT(x), e segue que AT (x) é invariante. Analogamente,

prova-se que A~ (x) é invariante.

Tanto A" (x) como A~ (x) sdo fechados por defini¢do. Além disso, também € evidente

que a observagdo se aplica a A™(x,v) e A (x,v).

Ressaltamos ao leitor que, por estarmos seguindo (SACKER; SELL, 1974) e (SACKER;
SELL, 1976) neste capitulo, apresentaremos a seguir uma segunda defini¢dao de subfibrado, que

foi dada pelos autores na elaboragdo de sua demonstragao.
Definiciio 5.1.11. Seja 7 C M x R? e defina a segio
V(x)={veR?: (x,v) € ¥}.

Diz-se que ¥ é um subfibrado de M x R? se valem as seguintes propriedades:

(i) ¥ é fechado em M x RY;
(ii) Para cada x € M, ¥ (x) é um subespago vetorial de R¢;
(iii) dim ¥ € constante em M.

Defini¢ao 5.1.12. Sejam ¥, # subconjuntos de M x E. Dizemos que M x E é um soma de

Whitney de ¥ e # se valem as seguintes propriedades.

(i) ¥ e # sao subfibrados de M x E;
(i) V()N (x) ={0};

(iii) E =7 (x)+# (x) para todo x € M.

Sera util também definir os seguintes subconjuntos em M X E, uma vez que dicotomias

exponenciais sdo construidas a partir deles.
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Definicao 5.1.13. Sejam os seguintes subconjuntos de M x E:

B ={(x,v) € M X E : |g(x,v,t)| é uniformemente limitado em t}, chamado de conjunto de
orbitas limitadas,
S ={(x,v) EM XE :|g(x,v,t)| = 0 set — 4oo}, chamado de conjunto estdvel,

U ={(x,v) €M XE:|g(x,vt)| — 0set — —co}, chamado de conjunto instdvel.

Considere também as se¢oes
L(x)={veE:(x,v) e S},
Ux)={veE:(x,v)e«}.

Observacao 5.1.14. Note que as secdes acima sao subespacos vetoriais de E.

Definicdo 5.1.15. Seja x € M. Diremos que F admite uma dicotomia exponencial em x se existe
projecdo P(x) : E — E com Im(P(x)) = .%(x), ker(P(x)) = % (x) e constantes positivas Ky e o
tais que
|A(x, ) P(x)A™ (x,5)|| < Koe *09), s <1,
A G, 0[] — P(x)]A™ (x,5)|| < Koe ®61), 1 <.

A partir das defini¢cdes dadas, enunciemos o principal resultado deste Capitulo. Seja
d =dimE e, dado k € {0,1,...,d}, defina

My={xeM:dim.¥(x) =ke dim% (x) =d —k}.

Teorema 5.3.8 Assuma que o conjunto de 6rbitas limitadas € trivial, isto é, Z =M x {0} e

que M € um espaco de Hausdorff compacto. Se existe um tnico M ndo vazio, entdo F admite

dicotomia exponencial em todo ponto x € M.

5.2 Resultados necessarios

Nesta secao, estudaremos mais de perto os critérios ncessarios para a existéncia de uma
dicotomia exponencial. Em particular, damos destaque a duas condi¢des que adotaremos para o

restante do Capitulo, chamando este par de condi¢cdes de Hipdtese Permanente:

Hipotese Permanente
(i) O conjunto de 6rbitas limitadas é trivial. Isto é, Z = M x {0};

(i) M é espagco Hausdorff compacto.

Além disso, damos particular importancia a Proposi¢ao 5.2.14 e ao Lema 5.3.1 como
resultados chave para se chegar a dicotomia exponencial (Secdo 5.3). Em linhas gerais, a

demonstracdo consistird em dois grandes passos:
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(i) Provar que o decaimento apresentado pelos conjuntos estdvel e instdvel é o exponencial
(Lema 5.2.8);

(i1) Provar que para todo x € M, a fibra em x € descrita como uma soma direta
RY =7 (x) ® % (x).

Observacao 5.2.1. Em virtude da Hipdtese Permanente, dado conjunto B C M x E que seja

compacto e invariante, tem-se B C % =M x {0}.

Proposicao 5.2.2. Seja K conjunto compacto em M x E e seja (xi,vi) sequéncia em K tal que

lim (xz,vx) = (x,v). Entdo
k—>+o0

(i) Se existe sequéncia {#;} em R com #; — +oo tal que F (xy, v, [0,#]) C K para todo k, entdo
(x,v) € .7

(i) Se existe sequéncia {#,} em R com #;, — +oo tal que F(x, vk, [—1;,0]) C K para todo ,
entdo (x,v) € %;

(iii) Se valem ambas as condi¢des anteriores, entdo (x,v) € . N% C A e, portanto, v = 0.

Demonstragdo. Provemos (1), com a demonstracao de (ii) sendo andloga.

Primeiro, note que ¥ (x,v), ie, a 6rbita positiva de (x,v), estd contido em K. De fato,
dado t > 0, considere F(x,v,t).

Por hipdtese, existe kg tal que #; >t e F(xy, vk,t) € K para todo k > k.

Como f e g sdo continuas, vem que f(xx,t) — f(x,1) e g(xg, vk, t) — g(x,v,1) quando

k — +oo, donde vem que F(x,v,t) € K Kf:h>d F(x,v,t) € K. Seguindo a conclusido de que
ecnado

YT (x,v) CK.

Agora, note que A (x,v) é compacto e invariante, pois € um fechado contido em K (uma

vez que AT (x,v) C v (x,v) C K) e é invariante pela Observagdo 5.1.10.

Logo da Observagdo 5.2.1, segue que AT (x,v) C %, concluindo que |g(x,v,7)| — 0 se
t— +oo = (x,v) € .7.

A conclusio de (iii) € 6bvia. [

Um dos resultados-chave a serem apresentados utilizam o Lema 5.2.8 como parte
importante de sua demonstracdo. Para a prova deste Lema, entretanto, necessitamos de alguns

resultados preliminares.

Proposiciio 5.2.3. Defina A C .¥ como A = {(x,v) € . : |g(x,v,t)| < 1 para todo ¢ > 0}. Entdo
A é compactoem M x E.
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Demonstrag¢do. Primeiramente, note que A estd no compacto {(x,v) € M X E : [v| < 1} (basta
tomar ¢ = 0 em cada ponto de A), restando mostrar que A € fechado. Assim, considere sequéncia

{(xx,vk)} em A tal que (xg,vi) — (x,v) se k — +oo.

O fato de (x,v) € . vem da Proposicdo 5.2.2, pois F (xg, vk, [0,k]) C {(x,v) e M X E :
lv| < 1} para todo k.

Além disso, a continuidade de g garante que |g(x,v,¢)| < 1 parar > 0 (ja que
|g(xk, Vi, 1)| < 1 para todo k). O

Proposicao 5.2.4. Seja A € (0, 1]. Entdo ndo existem sequéncias {(xg,vx)} em A e {f;} com

ty — oo tais que |g(x, vi, )| > A para todo k.
Demonstragdo. Suponha por absurdo que existam tais sequéncias e defina

(ks &) = F (xi, vis k) = (f (ks 1), 8 (ks Vis 1))

com |&| > A para todo k.

Primeiro, note que (1, &) estd em A pois (xg,vy) estd em A:

18(Mi, &k, 1) = |8 (xks Vi, e +1)| < 1, parat > 0.

Assim, passando a uma subsequéncia, seja (1,&) = klim (Nk, ). Como A € fechado,
—> o0

(n,§)eAcC .

Por outro lado, também tem-se que (1,§) € %, pois dado ¢ tal que 0 <7 < #, tem-se
que

|g(nk7§k7_t)| = |g(Xk,Vk,lk—l)| S 1’

isto &, F (N, &k, [—1,0]) C {(x,v) € M X E : |v| < 1} para todo k com #; — +oo. Da Proposicdo
5.2.2,vemque (n,5) e % .

Concluséo: (n,&) € SN% C A, o que é um absurdo, pois || > A > 0. O

Proposicao 5.2.5. Seja (x,v) € A tal que (x,0v) ¢ A sempre que 6 > 1. Entdo existe T =
7(x,v) > 0 com |g(x,v,T)| = 1.

Demonstragdo. Note, primeiramente, que para todo (x,v) € .%, existe T > 0 tal que
|g(x,v,7)| = sup{|g(x,v,7)[ : 1 = O}.
Além disso, sendo g linear em v, sup |g(x, Ov,t)| = |0]|sup |g(x,v,1)|.
t>0 t>0

Assim, se (x,v) € A é como no enunciado, dado 6 > 1,

O sup|g(x,v,7)| = sup|g(x, Ov,1)| > 1,

t>0 t>0
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pois (x,0v) ¢ A e, portanto, segue que sup|g(x,v,7)| > 1 pela arbitrariedade de 6. Note, porém,
>0
que, como (x,v) €A = |g(x,v,1)| < 1 para todo ¢ > 0.

Portanto, para 7 como foi observado, |g(x,v,7)| = 1. O

Proposicao 5.2.6. Existe p € (0, 1] tal que, se (x,v) € .7 e |v| < p, entdo (x,v) € A.

Demonstracdo. Suponha que ndo seja verdade. Entdo existe sequéncia { (xx,vi)} em . tal que

[vi| = 0 se k — +oo mas (xg,vx) ¢ A.

1
Assim, defina A; de forma que — = sup |g(xx, v, 1)|.
A >0

1
Dado que (xi,vi) ¢ A, entdo segue que 0 < A; < 1 para todo k (pois = > 1) e, da
k
linearidade de g, segue também que (xi, A;vi) € A, pois

1
|g(xk,lkvk,t)\ < sup|g(xk,7tkvk,t)| = lk.— =1l parat > 0.
t>0 lk

Note porém que, como sup |g(xx, Axve,t)| = 1, temos que (xi, OA;vi) ¢ A sempre que 0 > 1.
>0

Dessa forma, segue da Proposi¢do 5.2.5 que, para cada k existe T tal que
g (o, Aevi, ) | = 1.

Agora, afirmamos que T, — +oo se k — +oo. De fato, suponha por absurdo que exista

algum C > 0 tal que 7 < C para todo k.

Sendo M compacto e |Avi| < |vi| — 0, entdo {(xx,vy)} estd contido num compacto de
M x E. Dessa forma, passamos a uma subsequéncia de { (xg,v¢)} que converge para algum (x,0).
Além disso, como {7} C [0,C], podemos também passar a uma subsequéncia de { (xg, vx)} onde

T, — T paraalgum 0 < T < C.

Logo, da continuidade de g, para a subsequéncia acima temos

lim |g(xk,lka,Tk)’ = |g<x707T)‘ =0.
k—b4-o00

Por outro lado, entretanto, temos |g(xx, Ayvi, T )| = 1 Vk = klim lg (e, Mevie, )| = 1,
—rtoo

resultando num absurdo, concluindo que 7y — +oe.

Dessa forma, temos sequéncia {(xg, A4xvx)} em A e {7} em R com 7 — +oo onde
|g(xk, Aevi, T)| = 1 para todo k, contradizendo a Proposicdo 5.2.4 e seguindo a existéncia de tal
p € (0,1].

O

1
Proposi¢io 5.2.7. Existe 7 > 0 tal que para qualquer (x,v) € . tem-se |g(x,v,T)| < EM para
todot > T.

Note que a afirmagdo acima implica que T ndo depende de (x,v) em ..
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Demonstragdo. Suponha que seja falso. Entdo existem sequéncias { (xz,vx)} em . e {#;} em R

1
com f;, — +oo de forma que |g(x, vk, )| > §|vk| para todo k.

Da linearidade de g, podemos assumir para a sequéncia acima que |vi| = p para todo k

como na Proposicao 5.2.6, pois

1 Vi P P (1 > 1
Xy Vi Tk )| > 5 1Vkl == 18Xk P58k )| = 718Xk, Vis Tk )| > —— | =1Vk| | = 5P-
005k v,8) > 31l = [k, 0] = 12l viot)] > 1 (3l ) = 5

Isto novamente contradiz a Proposi¢do 5.2.4, pois a sequéncia {(xy, vx)} estd em A pela

1
Proposi¢ao 5.2.6 mas |g(xg, vi,fx)| > Ep > 0 para todo k, concluindo que existe certo 7 > 0

como enunciado. ]

Provemos, agora, o Lema 5.2.8, importante para os principais resultados trazidos neste

capitulo.

Lema 5.2.8. Valem as seguintes afirmagdes:

(i) . e % sao subconjuntos fechados de M x E;
(ii) Existem constantes K > 1 e & > 0 tais que para todo (x,v) € .7, tem-se
lg(x,v,1)| < K|vle™™, t >0,
e para todo (x,v) € %, tem-se

xv,t)| < Klvle™, t <0
g (x,v,1)]

(iii) As aplica¢des dim.¥ e dim %/ sdo semicontinuas superiormente em M. Isto &, se {x; } é
sequéncia em M tal que x; — x, entdo

dim.#(x) > limsupdim.¥ (x;),
k—>+o0

com desigualdade também vélida para dim % (x).

Demonstragdo. (i) Seja {(xx,vr)} sequéncia em .#, convergente para algum (x,v). Sev =20, é

evidente que (x,v) € .%.

Suponha que v # 0 e, sendo p como definido pela Proposi¢ao 5.2.6, defina 6 = %
v

Note que {(xz, Ovx)} C A para k suficientemente grande, pois

P p

Ovi| = — L
1Ovil = gl 25 2

Por ser A fechado e (xg, Ovy) — (x,0v) = (x,0v) € A. Logo,

1 .
lg(x,v,1)| = Elg(x, Ov,1)| P 0, pois (x,0v) € A.
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Portanto, (x,v) € A C . e segue que . é fechado.
(ii) Sendo T dado pela Proposicao 5.2.7, defina o e K da seguinte forma:

oT =log?2
K = e sup{|g(x,v,1)| : (x,v) € L, |v| =1e0<t < T}

Provemos indutivamente (em j) que:
lg(x,v,1)] < Klv|e*UTDT (5.1)

uniformemente em x € M, v € .¥(x) e jT <t < (j+ 1)T, concluindo a afirmagéo de (ii).

Caso j = 0: Note que |g(x,v,t)| < K|v|e=*T & verdadeiro para 0 <t < T pela forma

como definimos K, o e T, equivalendo a dizer que
gl 0] < supflg(evn)]: (v) € 7, b = Te 0 <t < T},
v

Passo de indugdo (p(j) = p(j+1)): Dadosx € M ev € . (x), definax; = f(x, jT)
ev;=g(x,vjT).

Note que (x;,v;) € 7 (pois |g(xj,v},s)| = |g(x,v, jT + )| = 0) e, da Proposicéo

§——oo0

5.2.7, segue também que

1
g(xj,vj,8)] < §|vj| ses>T.

Em particular, se tivermos 7 < s < 2T e, definindo t = jT + s, entdo
(J+ DT <t < (j+2)T. Assim,

1 1 ~ .
‘g(x7v;t>’ = \g(x, V,jT+S) Elg(xv V?jT)’ < EK‘v‘eia(H»l)T = K’v’eia(1+2)T7
5.1

| <
s>T
concluindo a prova da indugdo.

Portanto, dado t > 0, tome j tal que j7 <t < (j+1)T e, de 5.1, vem que

lg(x, 1) < K|e™ VDT < Klvlee".

(iii) Seja {x;} sequéncia em M tal que x; — x e defina

n = limsupdim. (x)
k—>+oo
Assim, escolha subsequéncia de {x; } onde dim.¥(x;) = n para todo k e tome base orto-
normal {e%,...,ek} em cada segdio . (x;). Novamente passando a uma subsequéncia, podemos
assumir que {ef.‘} converge para algum ¢; paracada 1 <i <n.

Da parte (i) do Lema, ja temos . fechado, seguindo que {ey,...,e,} C . (x) (pois

(xk,eX) — (x,2)) e, sendo {ey,...,e,} conjunto ortonormal, segue que dim.7 (x) > n.

As provas para as afirmacdes com relacio a %/ sao andlogas. [
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A préxima Proposi¢do serd ttil para mais de uma demonstracdo desta secao.

Proposicio 5.2.9. Seja { (x, vx) } uma sequéncia no conjunto compacto {(x,v) e M X E : [v| = 1}.
Se existe sequéncia {#;} em R, # > 0, de forma que

|g Ok, Vies 1) | — 0 se k — o0

entdo tem-se que #; — +oo quando k — oo,

Demonstragcdao. Suponha por absurdo que exista sequéncia nestas condigdes mas t;, /> +oo.

Passando a uma subsequéncia de (xg,vy) (chamemos novamente de (xy,vy)), temos que
(xx, Vi) converge para algum (x,v). Além disso, dado que #; /4 +oo, entdo #; < C para algum
C < +oo. Dessa forma, podemos novamente passar a uma subsequéncia de (x,vi) onde {#}

converge para algum 7 < C.

Portanto, temos sequéncia (x, vy) tal que (xg,vi) — (x,v) de forma que #; — T quando
k — H-oo.

Entretanto, a continuidade de g implica que

lim g(xk,Vk,tk> = g(X, V7T) =0,
k— o0

o que é um absurdo, pois |[v| =1 e A(x,T) € GL(d), concluindo que t; — +-co. O
Observacdo 5.2.10. A existéncia de uma subsequéncia convergente para {(x,v¢)} vem do
Teorema de metrizacdo de Urysohn (MUNKRES, 2000). De fato, dado que um espaco Hausdorff

compacto € regular e por M satisfazer o segundo axioma da enumerabilidade, segue do Teorema

que M € espaco metrizavel e, portanto, sequencialmente compacto.

Observacao 5.2.11. Perceba que afirmacdo da Proposicao também € valida se #;, < 0 para todo

k, de forma que se |g(xx, v, )| — 0 quando k — oo, entdo f;, — —oo.

A préxima Proposi¢do, importante futuramente, diz que se t — oo entdo ¢ — |g(x, v,1)|

exibe apenas dois comportamentos: ou tende a zero ou diverge.

Proposicao 5.2.12. Para todo (x,v) € M X E, tem-se:

)

li t)| = liminf t
giljoplg(x,v, )| =liminfg(x,v.7)

limsup |g(x,v,7)| = liminf |g(x,v,1)|,
t——oo f=—o0

Além disso,

vES(x) = lim [glov)| = +es

VEU (W) = lim lg(xv)] =+
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Demonstragdo. Dado (x,v) € M x E, defina

L =limsup |g(x,v,1)|

t—>+o0

¢ = liminf|g(x,v,1)|

t—>+o0

Jd sabemos que 0 < ¢ < L < +oo. Portanto, se (x,v) € .¥ entdo L = ¢ =0.

Agora, assuma (x,v) ¢ .. Note que temos L > 0. Mostraremos que sé é possivel que

L = 4o e, assim, ¢ = oo,
Suponha, entdo, que L < +oo. Entdo, |g(x,v,¢)| é limitado para s > 0.

Dessa forma, temos que A" (x,v) € ndo vazio, compacto (dado que A" (x,v) é fechado
e estd contido em {(x,v) € M X E : |v| < L}) e invariante. Mas isto é uma contradi¢do, pois

AT (x,v) ndo estd contido em % (Observagdo 5.2.1). Logo, concluimos que L = oo,

Mostremos agora que ¢ = +oo. Supondo que ¢ < +oo por absurdo, encontraremos uma
contradi¢do com a Proposi¢ao 5.2.2. Dessa forma, se ¢ < 4o entdo devem existir sequéncias

{sk}, {ri} e {tx} com as seguintes propriedades:

1) s < rp <t
(i) |g(x,vt)| <l+1set=s out =t
(iil) ry € tal que |g(x,v,ry)| = max{|g(x,v,1)| : sp <t <1t} para todo k.
Denote uy := |g(x,v,r)|. Note que u — oo se k — +oo (caso contrario temos L < +co).
Defina, agora, a sequéncia {(x,vx)} da seguinte forma:

g(.x, v, rk)

X = f(x,r%) e v = 2

Note que a sequéncia estd contida no compacto {(x,v) € M x E : |v| = 1}. Além disso, se

Sp— 1y < t < ty — ry entao ]g(xk,vk,t’)| <1, pois
sk—rkgt'gtk—rk <~ skgt’—i—rkgtk,logo
/ 1 / 1 /
‘g(xlﬁvlﬁl )’ = m|g(f(xark)7g(x7vark)7t )l = m|g(x,v,t +rk)| < 1.

Note também que, como |g(x,v,7)| < £+ 1 se = s, out = f, entdo se t’ = s — ry ou

t' =t — ry segue que

1 (41
X, Vi )| = —|g(x,v, ' + 11 )| < ,
‘g( ks Vk )| |uk||g( k)’— ‘Mk‘ ks o0

=I} Ou S

isto é, concluimos que (s; — ry) — —oo e (tx — ry) — +oo se k — +oo (Proposi¢io 5.2.9).
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Dessa forma, construimos uma sequéncia {(x,v¢)} que encaixa nos itens (i) e (ii) de
Proposi¢do 5.2.2. Assim, segue que qualquer ponto de acumulagao (x,v) desta sequéncia deve
estar em 4, isto é, |v| = 0, o que é um absurdo, pois |vi| = 1 para todo k. Portanto, concluimos
que ¢ = +-oco. O]

Proposicao 5.2.13. Para cada k = 1,2, ..., seja K; algum subespaco vetorial de E de forma que
dim K > ¢, para algum / fixo. Defina K como

K =limsup Ky = ﬂ U K.
k—rteo n>1k>n

Entdo o subespaco spanK possui dimensdo maior ou igual a ¢.

Demonstragcdo. Dado k, seja {e’f , ...,e’g } conjunto ortonormal em K. Considerando que a sequén-

cia {ef? }1 estd contida na esfera da raio 1 em E (que é compacta) para i = 1, ..., ¢, podemos passar
k

a uma subsequéncia de forma que lim e} =eé;.
k—>+-o0
Dessa forma, obtemos {ey,...,e,} conjunto ortonormal contido em K (pois se

klim ef-‘ =¢ = ¢; € | | K; para todo n), seguindo que span{ey,...,e;} C spanK e, portanto,
—foo
k>n

dim(spanK) > {. O
Proposic¢do 5.2.14. Sejamx € M, n € A~ (x) e N’ € AT (x). Sendo d = dimE, entdo valem:
dim.(n) > d —dim% (x),
dim% (n') > d — dim.7 (x).
Demonstracdo. Dado x € M, seja £ (x) um subespago complementar de % (x) (ie,

H ()X (x) = {0} e H# (x) + U (x) = E).

Dada sequéncia {f;} em R com #; > 0, defina

te = min{[g(x, v, )| - v € H (x), |[v| = 1}

Note que, pela Proposicdo 5.2.12, se t; — +oo entdo u; — —+oo.

Dessa forma, fixe n € A~ (x) e tome sequéncia {#; } de forma que 7, — +o e
X = f(x,—t) = .

Defina, agora K = g(x, % (x),—t;). Dado que g(x,-, —f;) toma valores em GL(d), K}, é
subespago de E tal que dim Ky = dim ¢ (x) (= d —dim % (x)). Assim, dado v € K} com |v| < 1,
tem-se que | g (xg, v, )| < /,Lk_l

Afirmacdo: existe C < 4o tal que

sup |g(xx,v,t)| < C para todo k, para todo v € Ki com |v| < 1. (5.2)
0<t<ty
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Suponha que ndo. Entdo deve existir sequéncia {vi}, vy € K, |v¢| < 1, de forma que

sup |g(xg, vk, )| = +oo se k — +oo.
0<t<t;,

Assim, defina B = sup |g(xx, v, )| € seja 7 € [0,#] de forma que |g(x, vk, T)| = Br-
0<t<ty

Seja a sequéncia { (1, &)} em M x E definida como

() = (7t SR

Dessa forma, tem-se que || =1 e F(M, &, [— Tk, tx — ) T {(x,v) E M X E = |v| < 1},
pois dado ¢ tal que — 7 <t <ty — T, entdo 0 < ¢ + 7, < 1y, logo

1 1
18(Mk, Gk t)| = E|g(f(xk,fk)7g(xk,\/k,Tk),f)| = E|g(xkavkat+fk)| <1
Note, porém, que

1 1
&M, &, — )| = 518 (f (%, Te) s 8 (X Vi Th), — k)| = o= || —— 0,
B B~~~

1 1 1
&Mk, Ss ke — )| = o 18(S (Xks Tk )» 8(Xks Vi, T ) Tk — k)| = 5 18Xk, Viy 1) | £ 57— ——— 0
lg(Mk, & )| ﬁk| (f (or, ) 8 ( ) )| ﬁk| ( )| [T

Logo, tem-se que —T; — —0 € (fy — Tj) — —+oo quando k — +oo (Proposi¢do 5.2.9).

Agora, sendo { (M, &)} sequéncia num compacto, passando a uma subsequéncia pode-
mos assumir que (1, &) converge para algum (1,&). Entéo, || = 1 dado que |&| = 1 para
todo k, mas isso contradiz a Proposi¢cdo 5.2.2, e segue a afirmacao de 5.2.

Defina, agora K = limsup K, = ﬂ U K e sejav € K com |v| < 1. Escolha sequéncia
k—+-o0 n>1k>n
(xx, vi) tal que v € Ky, |v¢| < 1 de forma que, passando a uma subsequéncia, tenha-se

(xx,vk) = (n,v). Pela afirmagdo em 5.2, temos que

F (x5, vk, [0,8¢]) C{(x,v) e M XE : |v| < C}

para todo k. Logo, da Proposi¢do 5.2.2 (i), vem que v € .¥(n) e, portanto, K C .(n). Dessa
forma, tem-se spanK C . (1) e, pela Proposi¢do 5.2.13, vem que

dim.(n) > dimK; = d —dim % (x).

A segunda desigualdade é demonstrada de forma andloga. [



68 Capitulo 5. Dicotomias exponenciais

5.3 Resultados principais

Lema 5.3.1. Seja x € M e defina:

d =dimE

k =dim.7(x)
¢ =dim% (x)
ki=d—7¢

ky =k

Entdo k; > kp e valem as seguintes afirmacoes:

(i) Paratodo n € A~ (x), tem-se

dim.(n) =k e dm%Z (n) =d —ky;

(ii) Paratodo n’ € AT (x), tem-se

dim.7(n') =k, e dim%Z (n') =d — k.

Demonstracdo. A afirmagio de que k; > ky vem do fato de que ./ (% C B =M x {0}. Isto é,
L (x)N% (x) = {0} e, assim, d > dim . (x) + dim % (x) <= k; > k».

Provemos (i), cuja argumentacao € analoga para (ii).

Dado 1 € A~ (x), segue diretamente da Proposicdo 5.2.14 que dim.(n) > d — /.
Além disso, da funcdo dim%/ (x) ser semicontinua superiormente (Proposi¢cdo 5.2.8) segue

que dim% (n) > dim% (x)(= ¢). Logo, segue que
d=(d—{)+(<dim.(n)+dim% (n) <d,
onde, na segunda desiguladade aplica-se . (1) (% (n) = {0}. Portanto, conclui-se que
dim.(n) =k e dm%Z (n) =¢=d — k.

A demonstracdo de (ii) € feita de forma anéloga. O

Este proximo resultado mostra que, se algum 1 pertence a algum conjunto @-limite ou

a-limite, entio R? = .7 (n) + % (n). Isto é, N € M;, para algum k.

Teorema 5.3.2. Sejax € M. Entdo existem ky, ky € Z tais que k| > ko, A~ (x) C My,, A" (x) C My,.
Além disso, se B é algum conjunto minimal, tem-se B C M}, para algum k.
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Demonstragdo. As afirmagdes de A~ (x) C My, e AT (x) C My, seguem diretamente do Lema
anterior com k; = d —dim% (x) e k, = dim.”(x).

O fato de ser k; > k; sai diretamente de dim.¥ (x) +dim % (x) < d.

Agora, se B é algum conjunto minimal, afirma-se que B= A~ (x) = A™ (x) para todo x € B.
Com efeito, dado x € B (B # 0 por defini¢do) segue que AT (x), A~ (x) C B, pois B € invariante e

fechado. Como A" (x) e A~ (x) s@o fechados e invariantes, segue que B =A™ (x) = A~ (x).

Dessa forma, A" (x), A~ (x) estdo contidos num mesmo M e B C M;. N

Observacao 5.3.3. Note que o Teorema 5.3.2 prova a existéncia de ao menos um Mj nio vazio

para algum k, uma vez que M sempre contém um conjunto minimal.

Com o intuito de maior didatica para o leitor, provamos alguns resultados que sdo

consequéncias diretas do Teorema e Lemas anteriores a fim de demonstrar o proximo Teorema.

Lema 5.3.4. Para cada k = 0,1,...,d, o conjunto M} € invariante e compacto. Além disso,
MMy =0se k#/.

Demonstracdo. E imediato que M My =0 se k # .

Mostremos que M;, é compacto. Seja {x,,} sequéncia em M, convergente para algum x
quando m — +oo. Como dim.” e dim %/ sdo fungdes semicontinuas superiormente, segue que
dim .7 (x) > limsupdim . (x,,) = k,
M—yo0 N ——
=k, Vm
dim 7 (x) > limsupdim % (x,,) = d — k.
—_——

m—y—oo
=d—k,Vm

— d=k+(d—k) < dim.%(x) +dim% (x) < d

Portanto, dim.¥(x) = k e dim% (x) = d — k, concluindo que x € M;. Isto é, M) é fechado num
espaco Hausdorff compacto = M} compacto.

M, ser invariante vem do fato de as fun¢des dim.(x) e dim % (x) serem constantes ao

longo de 6rbitas. Isto é,
S (f(x,5)) = Alx,5).S (x) € U (f(x,5)) = A(x,8) % (x)
seguindo que M € invariante para todo k =0,1,....d. [

Lema 5.3.5. Seja x € M tal que A" (x) e A~ (x) estdo contidos num mesmo M;. Entdo x € M e

Y(x) C M.

Demonstragdo. Se A+ (x) e A~ (x) estdo contidos num mesmo M, do Lema 5.3.1 segue que
k = k| = kp, onde k; =d —dim% (x) e k, = dim.(x). Portanto, segue que dim.(x) =k e
dim% (x) =d —k = x € M.
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Além disso, dado que M, € invariante e compacto (Lema 5.3.4), segue diretamente que
}/(x) C My. O

Lema 5.3.6. Existe um tnico M ndo vazio se, e somente se, todo conjunto minimal estd contido

no mesmo Mj.

Demonstragcdo. Do Teorema 5.3.2 ja temos que todo conjunto minimal estd contido em algum

M. Se existe apenas um Mj ndo vazio, segue a primeira implicagdo.

Reciprocamente, por contrapositiva suponha haver mais de um M ndo vazio. Isto é,
que existem M; e M, ndo vazios com k # ¢. Consequentemente, sendo M e My, compactos e

invariantes (Lema 5.3.4), segue que cada um destes contém um conjunto minimal. [

Observacao 5.3.7. A existéncia de conjuntos minimais em My e My, afirmada no Lema anterior,
vem do fato de todo conjunto nio vazio, compacto e invariante possui um conjunto minimal
(BHATIA; SZEGO, 2002).

Teorema 5.3.8. Se existe um tnico My, entdo valem as seguintes afirmacoes:

(i) M = M, para algum k € {0,1,...,d};
(i) . e % sao subfibrados fechados e invariantes de M x E;
(i) M x E = . + % como soma de Whitney;

(iv) Seja P(x) : E — E a projec¢do com Im(P(x)) = . (x), ker(P(x)) = % (x). Entdo existem
constantes positivas Ky e & tais que
A (x,1)P(x)A ™" (x,5)]| < Koe 079, s <1,
1A (1) [ = P()JA™" (x,9)]| < Koe *¥7), 1 <,

isto é, F admite dicotomia exponencial em todo x € M

Demonstragdo. (1) De fato, se existe um unico My entdo dado x € M, segue que do Teorema
5.3.2 que A~ (x), AT (x) C M;. Do Lema 5.3.5, vem que x € M. Portanto, M C M.

(i) . e % serem fechados sai diretamente do Lema 5.2.8. Além disso, como dim .7 (x),

dim % (x) sdo constantes pelo item (i), segue que .’ e % sdo subfibrados pela Defini¢do 5.1.11.

Além disso, se (x,v) € .7, entdo F(x,v,t) = (f(x,1),g(x,v1)) € .7, pois dado s € R,

8(f(x,1),8(x,v,1),8) = [g(x,v,1 +5)| —— 0,

S§—r—+o0

seguindo que . € invariante, com demonstracdo analoga para 7% .
(iii) Note que esta afirmacdo € apenas uma reformulacdo dos itens (i) e (ii).

(iv) Sejam ¢, s € R tais que s <t, e tome u € .77 (f(x,s)) (:)A(x,s)y(x).
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Observagdo: A igualdade em (x) é verdadeira, pois . € invariante e A(x,s) toma valores
em GL(d).

Logo, temos que (f(x,s),u) € .7 (. invariante), A~ (x,s)u € #(x) e, sendo P(x) :
E — E projegio em . (x), P(x)A~ 1 (x,s)u = A~ (x,s)u.

Portanto, temos

g(f(x,s),u,t—s)|
< K‘u|e—a(t—s)

)

onde a desigualdade anterior sai do Lema 5.2.8, dado que (f(x,s),u) € ..
Observagio: foi usado que A~ ! (x,s) = A(f(x,s), —s) na segunda desigualdade, o que é

consequéncia da propriedade de fluxo em F:
A(x,s)A(f(x,s), _S) =1 — A_l(xas) ZA(f(X,S), _S)'
Por outro lado, tome w € % (f(x,s)) = A(x,s)% (x). Analogamente, temos (f(x,s),w) €
U, A (x,5)w € U (x) e P(x)A" ! (x,5)w=0.

Dado que E = .#((x,5)) + % (f(x,5)) ¢ #(f(x,5)) % (f(x.5)) = {0} pelo item (i),
segue que qualquer v € E € unicamente escrito como uma soma v = u+w, onde u € . (f(x,s))
ewe % (f(x,s)). Logo,

IA(x,1)P(x)A™ (x,)v] = |A(x,0)P(x)A™ (x,5) (u+w)|
< K|u|e™ =),

Como P(x) : E — E é continua, existe ko tal que |P(x)v| < ko|v| para todo v € E, e vem que

lu| = |P(x)v| < ko|v|. Portanto, conclui-se que
’A(xyl)P(X)A_l(x,s)ﬂ < K|u|e_0‘(f—s) < Kk()]v]e_a(t_s)

com a demonstragdo para [/ — P(x)] sendo andloga. O
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