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RESUMO

OGASAWARA, E. Y. Cociclos lineares em sistemas dinâmicos. 2023. 74 p. Disserta-
ção (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,
Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

Nesta dissertação, apresenta-se uma demonstração do Teorema Ergódico Multiplicativo de Osele-
dets, seguindo a prova de Viana e Mañé. Apresenta-se também um critério para hiperbolicidade
de cociclos (dicotomia exponencial), trabalho devido a Sacker e Sell.

Palavras-chave: Sistemas dinâmicos, Teoria Ergódica, Cociclos lineares, Expoentes de Lyapu-
nov.





ABSTRACT

OGASAWARA, E. Y. Linear cocycles in dynamical systems. 2023. 74 p. Dissertação (Mes-
trado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Univer-
sidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

In this dissertation, we demonstrate the Multiplicative Ergodic Theorem of Oseledets, following
the proof of Viana and Mañé. We also present sufficient criteria for the hyperbolicity of linear
cocycles (exponential dichotomy), work due to Sacker and Sell.

Keywords: Dynamical systems, Ergodic Theory, Linear cocycles, Lyapunov exponents.





LISTA DE ILUSTRAÇÕES

Figura 1 – Exemplo de cociclo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
Figura 2 – Exemplo de cociclo hiperbólico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32





SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2 PRÉ-REQUISITOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.1 Teoria Ergódica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Teorema Ergódico de Birkhoff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3 Ergodicidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 COCICLOS LINEARES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2 Exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.3 Simplicidade do Espectro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4 O TEOREMA DE OSELEDETS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Crescimento subexponencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.3 Demonstração do Teorema de Oseledets . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.4 Demonstração do Lema 4.3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.5 Demonstração do Lema 4.3.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5 DICOTOMIAS EXPONENCIAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.2 Resultados necessários . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.3 Resultados principais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73





CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Há mais de uma definição do que é um sistema dinâmico, mas pode-se entendê-lo como
uma dupla (M, f ), onde M é um conjunto e f : M → M é uma transformação. Intuitivamente,
pensamos em M como o conjunto de todos os possíveis estados de um dado sistema (o espaço

de fase) e f a lei que rege o comportamento deste sistema ao longo do tempo (a lei de evolução).
Dessa forma, se considerarmos que o dado sistema está em um estado x, após uma unidade de
tempo (discreto) seu estado deverá ser f (x).

Um interesse primário em sistemas dinâmicos é predizer o estado desse sistema após
longos períodos de tempo (o que chamamos de comportamento assintótico do sistema). Dessa
forma, é interessante saber qual o comportamento de

f n(x) = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n vezes

(x)

quando n é um número suficientemente grande.

Em Teoria Ergódica, os objetos de interesse são os sistemas dinâmicos que possuem
medida invariante. Neste caso, exige-se um pouco mais tanto do conjunto M como da transfor-
mação f : M → M, a saber, que M = (M,A ,µ) seja um espaço de medida e que a transformação
f preserve a medida µ , isto é:

µ(E) = µ( f−1(E)), para todo E ⊂ M mensurável.

Este ramo da matemática teve suas origens no século XIX a partir da chamada hipótese

ergódica, formulada pelo físico Ludwig Boltzmann, na elaboração da teoria cinética dos gases.
Ele deduziu que médias temporais de uma grandeza observável ao longo de órbitas coincidem
com as médias temporais dessa mesma grandeza, isto é,

lim
n→+∞

1
n

n−1

∑
j=0

φ( f j(x)) =
∫

φdµ,



20 Capítulo 1. Introdução

onde φ : M → R representa a medida da grandeza feita no sistema.

A maneira como a hipótese foi originalmente formulada por Boltzmann estava equivo-
cada. Entretanto, a questão da existência das médias temporais passou a ser objeto de investigação
de matemáticos no objetivo de compreender em quais condições esta existência se daria.

Ainda no século XIX, pode-se destacar os trabalhos de Joseph Liouville e Carl Frie-
drich Gauss. Liouville observou que sistemas da Mecânica Newtoniana admitem uma medida
invariante natural no seu espaço de configurações, enquanto que Gauss mostrou que a função

G : [0,1]→ [0,1], x 7→ parte fracionária de
1
x

admite uma medida invariante que é equivalente à medida de Lebesgue em [0,1].

O primeiro resultado mais notável foi descoberto por Henri Poincaré ao fim do século
XIX com seu Teorema de Recorrência. Através da observação de corpos celestes, cujo movimento
é descrito por certas equações diferenciais, Poincaré notou que para quase todo estado inicial do
sistema, a solução da equação diferencial volta arbitrariamente para perto do estado inicial. Uma
observação interessante é que tal propriedade não é restrita à mecânica celeste, mas qualquer
sistema dinâmico com medida invariante e finita também a possui.

Foi na década de 1930, porém, que os fundamentos da Teoria Ergódica foram lançados.
Em particular, destacam-se John von Neumann e George David Birkhoff ao provarem a existência
das médias temporais de funções integráveis para quase toda órbita.

Um objeto de particular interesse na Teoria Ergódica são os cociclos lineares. Sendo
A : M → GL(d) função mensurável que toma valores no grupo linear de matrizes d×d, o cociclo
linear definido por A sobre f é a tranformação:

F : M×Rd → M×Rd , com F(x,v) = ( f (x),A(x)v).

Neste contexto, podemos citar o Teorema de Furstenberg-Kesten, que prova a boa
definição das taxas exponenciais de crescimento (ou decaimento) da norma ∥An(x)∥ e conorma
∥An(x)−1∥−1 de cociclos para quase todo ponto.

O que constitui uma das motivações desta dissertação pode ser visto justamente como
um refinamento deste último resultado, que é Teorema de Oseledets, publicado em 1968 por V.
I. Oseledets. Este Teorema afirma a existência das taxas exponenciais (isto é, dos expoentes de

Lyapunov) das iterações

|An(x)v|, quando n → ∞, (1.1)

para todo vetor v, não se atendo somente à norma e conorma das matrizes. Este resultado
obteve grande impacto e outras demonstrações surgiram desde então, com destaque para as
demonstrações de (RAGHUNATTAN, 1979) (que utiliza o Teorema de Furstenberg-Kesten)
(RUELLE, 1979) e (MAÑÉ; LEVY, 2012). Em particular, David Ruelle extendeu o Teorema
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de Oseledets para Espaços de Hilbert (RUELLE, 1982) e Ricardo Mañé para transformações
compactas em Espaços de Banach (MAÑÉ, 2006), ambos em dimensão infinita.

Em particular, este interesse pelo comportamento assintótico da norma das iterações
remonta aos trabalhos de Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, que introduziu os expoentes de
Lyapunov ao estudar a estabilidade de soluções de equações diferenciais (LYAPUNOV, 1992).
De forma mais específica, considere a equação diferencial linear

v̇(t) = B(t)v(t),

onde B(·) é função limitada que vai de R para o espaço das matrizes d ×d. Pela teoria geral de
equações diferenciais, existe a chamada matriz fundamental At , com t ∈R de forma que Atv0 é a
solução do problema de valor inicial com v(0) = v0.

A estratégia usada por Lyapunov para avaliar a estabilidade exponencial assintótica da
solução foi usar uma certa função que é avaliada no espaço das soluções do sistema linear e que
toma valores em R, a saber,

λ (v) = limsup
t→+∞

1
t

log |Atv0|,

que é o expoente de Lyapunov, e que prova a estabilidade da solução sempre que toma valores
negativos.

Dentro deste contexto de equações diferenciais lineares, encontra-se outra motivação
desta dissertação, que é o critério para hiperbolicidade de cociclos, descoberto por Robert Sacker
e George Sell ((SACKER; SELL, 1974) e (SACKER; SELL, 1976)).

Nestes trabalhos, primariamente interessados em equações diferenciais lineares, apresentam-
se critérios para a existência de uma coleção de decomposições de Rd em subsepaços invariantes
pela ação do cociclo, de forma que 1.1 expanda ou contraia de acordo com estes subespaços (o
que os autores chamam de dicotomia exponencial).

Neste trabalho apresentaremos o Teorema de Oseledets, seguindo a demonstração de
Marcelo Viana (VIANA, ). Neste trabalho, o autor baseou-se na demonstração de Ricardo Mañé
(MAÑÉ; LEVY, 2012). Apresentamos também um critério para a hiperbolicidade de cociclos
lineares, seguindo os trabalhos de Robert Sacker e George Sell ((SACKER; SELL, 1974) e
(SACKER; SELL, 1976)).

Sendo o Capítulo 1 esta Introdução, no Capítulo 2 apresentamos definições e resultados
elementares em Teoria Ergódica que julgamos necessários para a compreensão do texto. No
Capítulo 3 apresentamos os cociclos lineares através de definições e exemplos, enunciando
também o Teorema de Oseledets com uma breve contextualização histórica do resultado.

Os Capítulos 4 e 5 são devotados às demonstrações dos resultados desta dissertação,
a saber, o Teorema de Oseledets e o critério de Hiperbolicidade de Cociclos (chamado pelos
autores de Dicotomia Exponencial), respectivamente.





CAPÍTULO

2
PRÉ-REQUISITOS

Neste capítulo apresentamos os conceitos elementares em Teoria Ergódica necessários
para o entendimento das capítulos posteriores. Nos basearemos em Marcelo Viana e Krerley
Oliveira (VIANA; OLIVEIRA, 2016) para este capítulo.

Admitiremos que o leitor possui conhecimento consistente em Teoria da Medida e algum
conhecimento em Topologia e Sistemas dinâmicos.

2.1 Teoria Ergódica
A Teoria Ergódica trata do estudo de sistemas dinâmicos cuja medida é invariante. Dessa

forma, consideraremos ( f , M) um sistema dinâmico onde M=(M, A , µ) é um espaço de medida
e f : M → M uma transformação mensurável.

Definição 2.1.1. Uma medida µ é dita invariante por f se

µ(E) = µ( f−1(E)) para todo E ∈ A .

Também se diz que f preserva µ .

Intuitivamente, dizer que uma medida µ é invariante por f signfica que, dado um ponto
qualquer em M, a probabilidade deste ponto estar em E é a mesma dele estar em sua pré-imagem.

É possível estender a definição acima para fluxos, isto é, para famílias de transformações
{ f t}t∈R, onde f t : M → M, satisfazendo

(i) f 0 = Id;

(ii) f t ◦ f s = f t+s para todo t,s ∈ R.

Dessa forma, diz-se que uma medida µ é invariante por um fluxo { f t}t∈R se é invariante
por f t , para todo t ∈ R, isto é,
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µ(E) = µ( f−t(E)) para todo E ∈ A , para todo t ∈ R.

Um resultado clássico é o Teorema de Recorrência de Poincaré, que afirma que, dada
uma medida finita em M e um conjunto mensurável de medida positiva E, quase todo ponto de
E retorna a E uma quantidade infinita de vezes.

Teorema 2.1.2 (Recorrência de Poincaré). Seja f : M → M transformação mensurável e µ

medida finita invariante por f . Seja E ∈ A tal que µ(E)> 0. Então, para µ-quase todo ponto
x ∈ E, existem infinitos valores de n tais que f n(x) também pertencem a E.

Observação 2.1.3. Note que um resultado análogo ao Teorema 2.1.2 é também válido no
contexto de fluxos. De fato, se µ é invariante por um fluxo { f t}t , então µ é, em particular,
invariante por f = f 1. Dessa forma, dado E ∈ A com medida positiva, existem t j, j ∈ N, tais
que f t j ∈ E, como consequência direta do Teorema.

Apresentamos um exemplo de sistema dinâmico com medida invariante. Algumas con-
clusões a seu respeito podem ser interessantes através da aplicação do Teorema 2.1.2.

Exemplo 2.1.4. Considere o sistema f : [0,1]→ [0,1] dado por

x 7→ 10x− [10x],

onde [y] é a função parte inteira de um número real. Isto é, [y] é o maior inteiro n tal que
n ≤ y ≤ n+1. Dessa forma, para cada x ∈ [0,1], f (x) corresponde a parte fracionária de 10x.

Afirmamos que a medida de Lebesgue µ em [0,1] é invariante por f , isto é,

µ(E) = µ( f−1(E)) para todo conjunto mensurável E ⊂ [0,1]. (2.1)

Note, primeiro, que isto é verdadeiro no caso de intervalos: se E = (a,b) onde
0 < a < b < 1, temos que

f−1(E) =
9⋃

j=0

(
a+ j

10
,
b+ j

10

)
E temos que a pré-imagem de E consiste de uma união de dez intervalos disjuntos, cuja

medida de Lebesgue de cada um deles corresponde a
µ(E)

10
. Consequentemente, se E é união de

finita intevalos, conclui-se facilmente que também vale µ(E) = µ( f−1(E)).

Como a família de todas as uniões finitas de intervalos em [0,1] é a álgebra que gera a
σ -álgebra boreliana de [0,1], usaremos o seguinte Lema para provar 2.1:

Lema 2.1.5. Sejam f : M → M é transformação mensurável e µ uma medida finita em M.
Suponha que exista uma álgebra A de conjuntos mensuráveis de M tal que A gera a σ -álgebra
B de M e µ(E) = µ( f−1(E)) para todo E ∈A . Então vale µ(E) = µ( f−1(E)) para todo E ∈B.
Isto é, µ é invariante por f .
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Demonstração. Provemos, primeiro, que C = {E ∈ B : µ(E) = µ( f−1(E))} é uma classe
monótona. Seja {Ei}i∈N sequência crescente de elementos de C , isto é, E1 ⊂ E2 ⊂ ... e defina
E =

⋃
i≥1

Ei.

Por um resultado de Teoria da Medida, temos que

µ(E) = lim
i

µ(Ei) e µ( f−1(E)) = lim
i

µ( f−1(Ei)).

Assim, como Ei ∈ C , temos que

µ(E) = lim
i

µ(Ei) = lim
i

µ( f−1(Ei)) = µ( f−1(E)).

Segue, então, que E ∈ C . Analogamente, concluímos que se E é intersecção de qualquer
sequência de elementos de C , então E ∈ C , o que mostra que C é classe monótona.

Assim, do Teorema da classe monótona, segue que C coincide com a σ -álgebra B

gerada por A , concluindo a demonstração do Lema.

Agora, considerando x ∈ [0,1] na sua expansão decimal, isto é,

x = 0,a0a1a2a3 · · · , onde ai ∈ {0,1, ...9},

então f (x) corresponde a um shift unilateral da expansão de x, isto é,

f (x) = 0,a1a2a3a4 · · · .

Mais geralmente, a n-ésima iteração de f é dada por

f n(x) = 0,anan+1an+2an+3 · ··, com n ≥ 1.

Seja, então, E ⊂ [0,1] o conjunto de todos os x tais que a0 = 7, isto é, E =

{
x :

7
10

≤ x <
8
10

}
.

Do Teorema 2.1.2, µ-quase todo ponto em E possui infinitos valores de n tais que f n(x) ∈ E,
isto é, existem infinitos valores de n tais que an = 7.

Concluímos, assim, que µ−quase todo ponto em
[

7
10

,
8

10

)
possui infinitos dígitos 7 em

sua expansão decimal, sendo evidente que esta mesma conclusão vale para para qualquer outro
dígito.

2.2 Teorema Ergódico de Birkhoff

Definição 2.2.1. Seja E ⊂ M um conjunto mensurável de medida positiva e x um ponto arbitrário
em M. O mean sojourn time de x em E é definido como

τ(E,x) := lim
n→+∞

1
n

#{0 ≤ j < n : f j(x) ∈ E}
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Há também a definição análoga para fluxos, cuja expressão é

τ(E,x) := lim
T→+∞

1
T

m
(
{0 ≤ t < n : f t(x) ∈ E}

)
,

onde m é a medida de Lebesgue em R.

O Teorema Ergódico de Birkhoff trata da existência do mean sojourn time µ-quase todo
ponto em qualquer probabilidade invariante por f em M.

Teorema 2.2.2 (Ergódico de Birkhoff). Seja f : M → M transformação mensurável, µ uma
probabilidade invariante por f e E ⊂ M mensurável. Então τ(E,x) existe em µ-quase todo ponto
x ∈ M. Além disso, ∫

τ(E,x)dµ(x) = µ(E)

Observação 2.2.3. Note que, se τ(E,x) existe para algum x ∈ M, então τ(E, f (x)) = τ(E,x).

O próximo Teorema é a extensão do Teorema 2.2.2 para funções integráveis. De fato,
note que o mean sojourn time pode ser expresso como

τ(E,x) = lim
n→+∞

1
n

n−1

∑
j=0

φ( f j(x)), onde φ = 1E .

Teorema 2.2.4 (Ergódico de Birkhoff). Seja f : M → M transformação mensurável e µ uma
probabilidade invariante por f . Dada qualquer função integrável φ : M → R, o limite

φ̃(x) = lim
n→+∞

1
n

n−1

∑
j=0

φ( f j(x))

existe µ-quase sempre em M. Além disso, a função φ̃ definida desta forma é integrável e satisfaz∫
φ̃(x)dµ(x) =

∫
φ(x)dµ(x).

2.3 Ergodicidade
Daqui ao fim do capítulo, admitiremos que µ é uma probabilidade invariante por f .

Definição 2.3.1. Dizemos que um sistema dinâmico é ergódico se o mean sojourn time τ(E,x)

coincide com a a medida de E µ-quase sempre em M, para qualquer conjunto mensurável E.

Veremos que há algumas formas equivalentes de se definir ergodicidade. Por exemplo,
um sistema é ergódico se ele é indivisível, no sentido de que qualquer conjunto invariante ou
possui medida total ou possui medida zero. Outra formulação equivalente é dada da seguinte
forma: dada φ : M → R integrável, tem-se

lim
n→+∞

1
n

n−1

∑
j=0

φ( f j(x)) =
∫

φdµ , µ-quase sempre,
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isto é, que a média temporal coincide com a média espacial.

Para verificar todas as formas de se definir um sistema ergódico, introduziremos as
definições de função invariante e conjunto invariante.

Definição 2.3.2. Uma função mensurável φ : M → R é dita invariante se φ = φ ◦ f µ-quase
sempre.

Isto é, φ é constante em cada órbita a menos de um conjunto de medida nula.

Definição 2.3.3. Dizemos que um conjunto mensurável B ⊂ M é invariante se sua função
característica 1E é invariante.

De forma equivalente, B ⊂ M é invariante se

µ(B∆ f−1(B)) = 0.

A próxima Proposição exibe algumas formulações equivalente de um sistema ergódico:

Proposição 2.3.4. Seja µ probabilidade invariante por f : M → M mensurável. As seguintes
condições são equivalentes:

(i) Para todo B ⊂ M mensurável tem-se τ(B,x) = µ(B) µ-quase sempre em M;

(ii) Para todo B ⊂ M mensurável, a função x 7→ τ(B,x) é constante µ-quase sempre;

(iii) Para toda função integrável φ : M → R tem-se φ̃(x) =
∫

φdµ µ-quase sempre;

(iv) Para toda função integrável φ : M →R, a mpedia temporal φ̃ : M →R é constante µ-quase
sempre;

(v) Para toda função integrável e invariante ψ : M → R tem-se ψ(x) =
∫

ψdµ µ-quase
sempre;

(vi) Toda função integrável e invariante ψ : M → R é constante µ-quase sempre;

(vii) Dado B ⊂ M invariante, tem-se ou µ(B) = 0 ou µ(B) = 1.

Para a demonstração desta Proposição, deixamos como referência (VIANA; OLIVEIRA,
2016). Nos capítulos seguintes faremos uso das diferentes formulações apresentadas para um
sistema ergódico, conforme for conveniente para cada contexto.





CAPÍTULO

3
COCICLOS LINEARES

Neste capítulo, apresentamos os cociclos lineares através de definições e alguns exem-
plos. Neste capítulo, seguiremos Marcelo Viana (VIANA, 2014), em particular nos exemplos
apresentados.

No que segue, assumiremos ser (M, A , µ) um espaço de medida, f : M →M transformação
mensurável que preserva µ e A : M → GL(d) uma função mensurável que toma valores no grupo
linear GL(d) (isto é, o grupo de todas as matrizes quadradas d ×d que são inversíveis).

3.1 Introdução

Definição 3.1.1. O cociclo linear definido por A em f é uma sequência de funções em GL(d)
definida por

An(x) = A( f n−1(x)) · · ·A( f (x))A(x), para n ≥ 1 e

A0(x) = Id

para todo ponto x ∈ M. Se f é transformação inversível, podemos estender a sequência para todo
o conjunto Z definindo

A−n(x) = An( f−n(x))−1 = A( f−n(x))−1 · · ·A( f−1(x))−1, para n ≥ 1 e x ∈ M.

Note que o cociclo, neste caso, induz uma extensão linear

F : M×Rd → M×Rd , com F(x,v) = ( f (x),A(x)v), (3.1)

e sendo π : M×Rd → M a projeção natural π(x,v) = x, temos que o seguinte diagrama

M×Rd M×Rd

M M

F

π π

f
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é comutativo e, consequentemente, F ◦π = π ◦ f . A Figura 1 representa um cociclo linear onde
M é uma curva e A assume valores em GL(2).

Figura 1 – Exemplo de cociclo

Assim, temos que para n ∈ Z a aplicação de F por n vezes é dada por:

Fn(x) = ( f n(x),An(x)v).

Extensões lineares como do tipo 3.1 são um caso particular de fibrados vetoriais men-

suráveis. No caso, um espaço mensurável F é dito fibrado vetorial mensurável sobre M se
existe família enumerável de conjuntos mensuráveis Yi que cobrem M e funções mensuráveis
πi : M×Rd → M tais que π

−1
i (Yi) = Yi ×Rd . Além disso, existe função mensurável F : F→ F

de forma que o seguinte diagrama é comutativo:

F F

M M

F

π π

f

Dentro das hipóteses em que trabalharemos, entretanto, assumimos ser M um espaço métrico
compacto, o que nos permite, por simplicidade, considerar apenas o caso em que F é o fibrado

vetorial trivial, isto é, quando F= M×Rd . De fato, temos o seguinte resultado:

Proposição 3.1.2 ((BARREIRA; PESIN, 2007)). Se F é fibrado vetorial mensurável sobre um
espaço métrico compacto (M, µ), então existe Y ⊂ M tal que µ(Y ) = 1 e π−1(Y ) é (isomorfo
ao) fibrado vetorial trivial.

Dessa forma, podemos considerar, sem perda de generalidade, que qualquer fibrado
vetorial sobre um espaço métrico compacto é trivial.
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A partir daqui, vamos nos referir à extensão linear induzida pelo cociclo como em 3.1
simplesmente como cociclo linear.

3.2 Exemplos
Exemplo 3.2.1 (Produtos de matrizes aleatórias). Considere X =GL(d) e M = XN e seja

f : M → M, f ((αk)k) = (αk+1)k.

Isto é, f é o shift unilateral da sequência (αk)k em M. Seja também a função mensurável

A : M → GL(d), A((αk)k) = α0

e F : M×Rd → M×Rd o cociclo definido por A sobre f , isto é, F((αk)k,v) = ((αk+1)k,α0v).
Portanto, a n-ésima iterada de F é

Fn((αk)k,v) = ((αk+n)k,αn−1αn−2 · · ·α0v).

Definindo o cilindro um subconjunto de M da forma

[i;Ei, ...,E j] = {(αk)k : αi ∈ Ei, ...,α j ∈ E j}

onde Ei, ...,E j ⊂ X = GL(d) são mensuráveis e dada p probabilidade em GL(d), considere a
medida µ = pN em M, que é a medida produto, definida por:

µ([i;Ei, ...,E j]) = p(Ei) · · · p(E j),

onde i ≤ j e Ei, ...,E j são subconjuntos mensuráveis de X = GL(d). Além disso, temos que µ é
invariante por f . Note que

f−1([i;Ei, ...,E j]) = {(αk−1)k : αi ∈ Ei, ...,α j ∈ E j}= [i+1;Ei, ...,E j]

e segue que
µ([i;Ei, ...,E j]) = µ( f−1([i;Ei, ...,E j]))

se Ei, ...,E j ⊂ X = GL(d) são mensuráveis.

Como a família de uniões finitas dos cilindros é a álgebra que gera a σ -álgebra produto
em M e µ é medida finita em M, do Lema 2.1.5 segue que µ é invariante por f .

Exemplo 3.2.2 (Cociclos hiperbólicos). Sendo M um espaço métrico compacto e f : M → M um
homeomorfismo, chamamos o cociclo

F : M×R2 → M×R2, F(x,v) = ( f (x),A(x)v)

hiperbólico se existem C > 0 e λ < 1 de forma que, para todo x ∈ M existem subespaços Es
x e

Eu
x em R2 onde
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(i) A(x)Es
x = Es

f (x) e A(x)Eu
x = Eu

f (x);

(ii) |An(x)vs| ≤Cλ n|vs| e |A−n(x)vu| ≤Cλ n|vu|;

para todo vs ∈ Es
x, vu ∈ Eu

x e n ≥ 1. Note que os subespaços Es
x e Eu

x precisam ser transversais,
pois dado vs ∈ Es

x, temos

lim
n→+∞

∣∣∣∣A−n(x)
vs

|vs|

∣∣∣∣=+∞.

A Figura 2 representa um cociclo hiperbólico. No caso, temos novamente M uma curva
com A assumindo valores em GL(2).

Figura 2 – Exemplo de cociclo hiperbólico

Observação 3.2.3. A noção de hiperbolicidade se estende para cociclos de qualquer dimensão.
No caso, novamente considerando M um espaço métrico compacto e f : M → M um homeomor-
fismo, temos que

F : M×Rd → M×Rd, F(x,v) = ( f (x),A(x)v)

é hiperbólico se existir uma decomposição em soma direta Rd = Es
x
⊕

Eu
x , satisfazendo

(i) A(x)Es
x = Es

f (x) e A(x)Eu
x = Eu

f (x);

(ii) |An(x)vs| ≤Cλ n|vs| e |A−n(x)vu| ≤Cλ n|vu| para todo vs ∈ Es
x, vu ∈ Eu

x e n ≥ 1.

Exemplo 3.2.4 (Cociclo Derivada). Sendo f : M → M um difeomorfismo no toro d-dimensional,
isto é, M = Td , existem campos vetoriais suaves {X1(x), ...,Xd(x)} tais que formam base para o
espaço tangente TxM para todo x ∈ M. Neste caso, o cociclo derivada de f é

F : Td ×Rd → Td ×Rd, F(x,v) = ( f (x),A(x)v)
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onde A : M → GL(d) é a matriz, com respeito às bases {X1(x), ...,Xd(x)} da derivada

D f (x) : TxM → Tf (x)M.

A seguir, apresentamos um resultado fundamental em se tratando de cociclos, um Teo-
rema devido a Furstenberg e Kesten.

Teorema 3.2.5 ((FURSTENBERG; KESTEN, 1960)). Se µ é probabilidade invariante por f e
A : M → GL(d) mensurável tal que log+ ∥A±1∥ ∈ L1(µ), então

λ+(x) = lim
n→∞

1
n

log∥An(x)∥ e λ−(x) = lim
n→∞

1
n

log∥An(x)−1∥−1 = lim
n→∞

−1
n

log∥An(x)−1∥

existem µ-quase sempre. Além disso, as funções λ+, λ− são integráveis com λ+ ≥ λ− e os
números λ+(x) e λ−(x) são ditos os expoentes de Lyapunov extremais.

Em particular, este Teorema diz que tanto a norma ∥An(x)∥ como a conorma ∥An(x)−1∥−1

das matrizes An(x) possuem taxas exponenciais de crescimento (ou decaimento) bem definidas
µ-quase sempre, ajudando a compreender melhor o comportamento assintótico do cociclo.

O Teorema de Oseledets (ou Teorema Ergódico Multiplicativo), devido a V. I. Oseledets
(OSELEDETS, 1968), pode ser visto como um refinamento do Teorema de Furstenberg-Kesten.
De fato, para entendermos melhor este resultado, considere um ponto x ∈ M. Dizemos que este
ponto é regular se existem números λ1(x) > ... > λℓ(x) e subespaços E1(x), ... , Eℓ(x) de Rd

tais que

lim
n→±∞

1
n

log |An(x)v|= λ j(x)

para todo v ∈ E j(x)\{0}, 1 ≤ j ≤ ℓ, e

Rd = E1(x)⊕·· ·⊕Eℓ(x),

onde os números λ j(x) são os expoentes de Lyapunov do cociclo e dimE j(x) é a mul-

tiplicidade do expoente de Lyapunov λ j(x). Assim, suponha que dimE j(x) = n j, 1 ≤ j ≤ ℓ e
defina Λ(n1, ...,nℓ) como o conjunto de pontos regulares com ℓ expoentes de Lyapunov e tal que
dimE j(x) = n j.

Teorema 3.2.6 ((OSELEDETS, 1968)). Sendo M espaço métrico compacto, f : M → M um
homeomorfismo, µ probabilidade f -invariante e A : M → GL(d) contínua, tem-se:

(i) Para qualquer conjunto de naturais {n1, ...,nℓ}, Λ(n1, ...,nℓ) é conjunto mensurável;

(ii) As funções
Λ(n1, ...,nℓ) ∋ x 7→ λ j(x) ∈ R,

Λ(n1, ...,nℓ) ∋ x 7→ E j(x) ∈ Grass(n j,d)

são mensuráveis para 1 ≤ j ≤ ℓ;
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(iii) O conjunto Λ =
⋃

Λ(n1, ...,nℓ) de todos os pontos regulares é um conjunto mensurável de
medida total.

Dessa forma, encontramos decomposição de Rd em subespaços invariantes pela ação de
A (chamamos cada subespaço E j(x) de subespaço de Oseledets), de forma que os exponentes de
Lyapunov restritos a cada subespaço ficam bem-definidos e limitados entre λ+(x) e λ−(x) para
um conjunto de medida total.

Esse resultado foi notável de tal forma que se seguiram várias demonstrações alternativas
e também outras formas de interpretá-lo desde então, se devendo especialmente às várias
aplicações deste Teorema (GOL’DSHEID; MARGULIS, 1987).

3.3 Simplicidade do Espectro
Embora mais sofisticado, este último resultado nada diz quanto ao número de expoentes

de Lyapunov que algum cociclo possui. De fato, é possível que o espectro de Lyapunov, isto é, o
conjunto dos expoentes de Lyapunov, possua apenas um valor, ou uma quantidade ℓ de expoentes
estritamente menor que d.

Um caso particular para o espectro ocorre quando a multiplicidade de cada expoente é
igual a 1 (isto é, dimE j = 1 para todo 1 ≤ j ≤ ℓ). Quando isto acontece, dizemos que o espectro
de Lyapunov é simples e o cociclo deve possuir exatamente d expoentes. Trabalhos notáveis
no estudo da simplicidade do espectro de Lyapunov foram desenvolvidos por (GUIVARC’H;
RAUGI, 1986) e (GOL’DSHEID; MARGULIS, 1989) na década de 1980. No caso, considerou-se
a sequência

An(x) = An · · ·A1

de matrizes aleatórias no grupo linear GL(d). Ambos apresentam critérios para a simplicidade
do espectro de Lyapunov com a ressalva de que, no segundo artigo, dispensou-se a necessidade
da propriedade de contração para um semigrupo em muitos casos, por ser propriedade difícil de
se verificar (GOL’DSHEID; MARGULIS, 1989).

Mais recentemente, os estudos de (BONATTI; VIANA, 2000) estenderam os critérios
encontrados por (GUIVARC’H; RAUGI, 1986) para cociclos Hölder-contínuos com holono-
mias invariantes. De forma similar, (AVILA; VIANA, 2007) estenderam os conclusões de
(GOL’DSHEID; MARGULIS, 1989) onde, uma aplicação notável deste último foi a demonstra-
ção da conjectura de Zorich-Kontsevich (VIANA, 2014).



CAPÍTULO

4
O TEOREMA DE OSELEDETS

Este capítulo apresenta o Teorema de Oseledets (OSELEDETS, 1968), também conhe-
cido como Teorema Ergódico Multiplicativo, resultado fundamental na teoria de expoentes de
Lyapunov.

É possível ver este resultado como um refinamento do Teorema de Furstenberg-Kesten
(FURSTENBERG; KESTEN, 1960): este último assegura a existência das taxas exponenciais
de variação das normas ||An(x)|| e ||An(x)−1||−1 µ−quase sempre em M, sob determinadas
condições. O Teorema de Oseledets, entretanto, diz respeito às normas |An(x)v| para qualquer
vetor v ∈ Rd .

4.1 Preliminares

Ao longo deste capítulo, assumiremos ser M um espaço métrico compacto, f : M → M

um homeomorfismo, µ uma probabilidade em M f -invariante e A : M → GL(d) uma função
contínua. Sem perda de generalidade, trabalharemos com o fibrado vetorial trivial F= M×Rd

(lembre da Proposição 3.1.2). Neste capítulo, adotaremos a seguinte definição de subfibrado
vetorial mensurável, seguindo (MAÑÉ; LEVY, 2012):

Definição 4.1.1. Um subfibrado vetorial mensurável G de F= M×Rd é uma coleção {Gx}x∈M

de subespaços vetoriais de Rd (ditas fibras de G) tal que existem funções ηi : M →Rd , i = 1, ..,m,
onde {η1(x), ...,ηm(x)} é base para Gx µ-quase sempre em M.

Definição 4.1.2. Dizemos que um subfibrado vetorial mensurável G ⊂ F é A-invariante se

A(x)Gx = G f (x)

para µ-quase todo ponto x ∈ M.
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Neste contexto, lembramos ao leitor que o cociclo linear que trabalhamos é a extensão

F : M×Rd → M×Rd , com F(x,v) = ( f (x),A(x)v). (4.1)

Enunciamos ao leitor o resultado principal deste capítulo. Também pontuamos que
as definições necessárias (ponto regular, expoente de Lyapunov, subespaço de Oseledets) são
apresentadas na Seção 3.2 para recordar, caso necessário.

Denote por Λ(n1, ...,nℓ) o conjunto de todos os pontos regulares x ∈ M que possuem ℓ

expoentes de Lyapunov, de forma que a dimensão do autoespaço E j
x seja n j, 1 ≤ j ≤ ℓ. Seja

também Λ o conjunto de pontos regulares em M, isto é,

Λ =
⋃

Λ(n1, ...,nℓ)

com ℓ≤ d e n1, ...,nℓ variando entre os naturais.

Teorema 4.1.3 ((OSELEDETS, 1968)).

(i) Para qualquer conjunto de naturais {n1, ...,nℓ}, Λ(n1, ...,nℓ) é conjunto mensurável;

(ii) As funções
Λ(n1, ...,nℓ) ∋ x 7→ λ j(x) ∈ R,

Λ(n1, ...,nℓ) ∋ x 7→ E j
x ∈ Grass(n j,d)

são mensuráveis para 1 ≤ j ≤ ℓ;

(iii) Λ é um conjunto mensurável de medida total.

Dado que o item (iii) é a parte mais crucial para o Teorema, faremos apenas a demons-
tração deste, deixando como referência (MAÑÉ; LEVY, 2012) e (VIANA, 2014) para maior
detalhamento dos itens (i) e (ii). Entretanto, assumiremos (i) e (ii) para a demonstração de (iii).

Para demonstração do Teorema 4.1.3.(iii), entretanto, necessitaremos dos resultados da
próxima subseção, em particular a Proposição 4.2.5.

4.2 Crescimento subexponencial
Definição 4.2.1. Seja uma função mensurável C : M → R. Dizemos que C possui crescimento

subexponencial para a medida µ em M se

lim
n→±∞

1
n

log(C ◦ f n) = 0, µ-q.s. em M.

Considere, agora, µ probabilidade invariante por f , λ ∈R e E ⊂F subfibrado mensurável
e A-invariante de F de forma que

lim
n→+∞

1
n

log |An(x)v| ≤ λ
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∀v ∈ Ex \ {0} e µ-q.s. em M (tal λ deve existir, uma vez que supomos ||A|| limitado). Dado
ε > 0, defina a função mensurável Cε : M → R da seguinte forma:

Cε(x) = sup
n≥0

{
|An(x)v|

exp(n(λ + ε)|v|
: n ≥ 0 e v ∈ Ex \{0}

}
.

Proposição 4.2.2. Cε tem crescimento exponencial para µ .

Para provar a Proposição 4.2.2, utilizaremos o seguinte Lema:

Lema 4.2.3. Sejam f : M → M mensurável e µ probabilidade invariante por f . Se ϕ : M → R é
função mensurável de forma que ϕ ◦ f −ϕ é integrável, então

1
n
(ϕ ◦ f n)−−−−→

n→+∞
0, µ-quase sempre em M.

Demonstração (do Lema 4.2.3). Por ser ϕ ◦ f −ϕ mensurável, do Teorema 2.2.4, vem que existe
o limite

ψ(x) = lim
n→+∞

1
n

n−1

∑
j=0

(ϕ ◦ f −ϕ)( f j(x))

= lim
n→+∞

1
n

n−1

∑
j=0

(ϕ ◦ f j+1)(x)− (ϕ ◦ f j)(x)

= lim
n→+∞

1
n
((ϕ ◦ f n)(x)−ϕ(x))

= lim
n→+∞

1
n
(ϕ ◦ f n)(x)− lim

n→+∞

1
n

ϕ(x)︸ ︷︷ ︸
=0

= lim
n→+∞

1
n
(ϕ ◦ f n)(x)

µ-quase sempre e ψ é função mensurável. Além disso, temos também que ψ = lim
n→+∞

1
n
(ϕ ◦ f n)

converge para 0 em medida. De fato, fixado δ ≥ 0,

µ

({
x ∈ M :

1
n
|ϕ ◦ f n(x)−0| ≥ δ

})
= µ

(
(ϕ ◦ f n)−1 (−nδ ,nδ )c)

= µ

(
f−n (

ϕ
−1 (−nδ ,nδ )

)c
)

= µ
(
ϕ
−1 (−nδ ,nδ )c)−−−−→

n→+∞
0.

Dessa forma, usaremos o seguinte resultado para a conclusão do Lema:

Teorema 4.2.4 ((FOLLAND, 2013) (Teorema 2.30)). Suponha que a sequência de funções { fn}
( fn : M → R) é de Cauchy em medida. Então existe função mensurável f tal que fn → f em
medida e existe subsequência { fnk} tal que fnk → f µ-quase sempre. Além disso, se g é função
mensurável onde fn → g em medida, então g = f µ-quase sempre.
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Como { fn} convergir em medida (para 0) implica ser de Cauchy em medida, segue

que {1
n

ϕ ◦ f n} possui subsequência tal que lim
k→+∞

1
nk
(ϕ ◦ f nk)(x) = 0 µ-quase sempre. Como

ψ(x) = lim
n→+∞

1
n
(ϕ ◦ f n)(x) existe µ-quase sempre, segue a conclusão.

Provemos, agora, a Proposição 4.2.2.

Demonstração (da Proposição 4.2.2). Dado v ∈ Ex \{0}, defina

Cε(x,v) = sup
n≥0

|An(x)v|
exp(n(λ + ε)|v|

Primeiro, note que Cε(x,v) = max{1,Cε( f (x),A(x)v)
|A(x)v|

exp(λ + ε)|v|
}.

De fato, se n = 0, então
|A0(x)v|

exp(0(λ + ε))|v|
=

|v|
|v|

= 1. Caso contrário,

|An+1(x)v|
exp((n+1)(λ + ε))|v|

=

An( f (x))︷ ︸︸ ︷
A( f n(x))...A( f (x))A(x)v

exp(λ + ε)exp(n(λ + ε))|v|
=

An( f (x))A(x)v
exp(λ + ε)exp(n(λ + ε))|v|

=
An( f (x))A(x)v

exp(λ + ε)exp(n(λ + ε))|v|
|A(x)v|
|A(x)v|

=
An( f (x))A(x)v

exp(n(λ + ε))|A(x)v|
|A(x)v|

exp(λ + ε)|v|

≤Cε( f (x),A(x)v)
|A(x)v|

exp(λ + ε)|v|
.

Além disso, se tomarmos a, b > 0 tais que

a ≤ |A(x)v|
exp(λ + ε)|v|

≤ b,

temos que
Cε(x,v)

Cε( f (x),A(x)v)
= max

{
1

Cε( f (x),A(x)v)
,

|A(x)v|
exp(λ + ε)|v|

}
, e segue que

a ≤ Cε(x,v)
Cε( f (x),A(x)v)

.

Por outro lado, se Cε(x,v) = 1 =⇒ Cε(x,v)
Cε( f (x),A(x)v)

=
1

Cε( f (x),A(x)v)
≤ 1, pois

Cε( f (x),A(x)v) = max
{

1,
|A( f (x))A(x)v|

exp(λ + ε)|A(x)v|
Cε( f 2(x),A2(x)v)

}
=⇒ Cε( f (x),A(x)v)≥ 1,

e se Cε(x,v) =Cε( f (x),A(x)v)
|A(x)v|

exp(λ + ε)|v|
, então segue que

Cε(x,v)
Cε( f (x),A(x)v)

=
|A(x)v|

exp(λ + ε)|v|
≤ b.
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Portanto,

a ≤ Cε(x,v)
Cε( f (x),A(x)v)

≤ max{1,b}, ∀x ∈ M, ∀v ∈ Ex \{0}

e segue que a ≤ Cε(x)
Cε( f (x))

≤ max{1,b}, concluindo que

log(Cε ◦ f )− logCε e

log(Cε ◦ f−1)− logCε

são funções limitadas inferior e superiormente:

− logmax{1,b} ≤ log(Cε ◦ f )(x)− logCε(x)≤− loga

loga ≤ log(Cε ◦ f−1)(x)− logCε(x)≤ logmax{1,b}

Em particular, tais funções são integráveis. Assim, do Lema 4.2.3, vem que
1
n

log(Cε ◦ f n)−−−−→
n→±∞

0 µ-quase sempre.

O próximo resultado será usado algumas vezes para a demonstração do Teorema 4.1.3.(iii)

Proposição 4.2.5. Seja E subfibrado mensurável e A-invariante de F. Dados λ ∈ R e µ probabi-
lidade f -invariante em M, então:

A.


limsup
n→+∞

1
n

log |An(x)v| ≤ λ µ-q.s. em M e ∀v ∈ Ex \{0}

se, e somente se

limsup
n→−∞

1
n

log |An(x)v| ≤ λ µ-q.s. em M e ∀v ∈ Ex \{0}.

Analogamente, temos

B.


liminf
n→+∞

1
n

log |An(x)v| ≥ λ µ-q.s. em M e ∀v ∈ Ex \{0}

se, e somente se

liminf
n→−∞

1
n

log |An(x)v| ≥ λ µ-q.s. em M e ∀v ∈ Ex \{0}.

e

C.


lim

n→+∞

1
n

log |An(x)v|= λ µ-q.s. em M e ∀v ∈ Ex \{0}

se, e somente se

lim
n→−∞

1
n

log |An(x)v = λ µ-q.s. em M e ∀v ∈ Ex \{0}.



40 Capítulo 4. O Teorema de Oseledets

Demonstração. Assuma que limsup
n→+∞

1
n

log |An(x)v| ≤ λ µ-q.s. em M e ∀v ∈ Ex \{0} e seja Cε

como definido anteriormente. Como por definição temos A−n(x) = An( f−n(x))−1, então

v = An( f−n(x))A−n(x)v

=⇒ |v| ≤Cε( f−n(x))exp(n(λ + ε))|A−n(x)v|

=⇒ 1
n

log |v| ≤ 1
n

logCε( f−n(x))+(λ + ε)+
1
n

log |A−n(x)v| ∀n ≥ 1.

Como
1
n

log |v| → 0 e
1
n

logCε( f−n(x))→ 0 quando n →+∞ (Proposição 4.2.2), segue que

0 ≤ (λ + ε)+ liminf
n→+∞

1
n

log |A−n(x)v|

Logo, da arbitrariedade de ε e do fato de que

− liminf
n→+∞

1
n

log |A−n(x)v|= limsup
n→−∞

1
n

log |A−n(x)v|,

segue a conclusão. A implicação contrária e os casos B e C são provados de forma análoga.

Observação 4.2.6. De fato, temos − liminf
n→+∞

1
n

log |A−n(x)v|= limsup
n→−∞

1
n

log |An(x)v| pois

limsup
n→−∞

1
n

log |An(x)v|= limsup
n→+∞

−1
n

log |A−n(x)v|

=− liminf
n→+∞

1
n

log |A−n(x)v|

dado que limsup
n→+∞

(−an) =− liminf
n→+∞

an se {an} é sequência em R.

4.3 Demonstração do Teorema de Oseledets
Primeiramente, para provar que Λ tem medida total, basta que µ(Λ) = 1 para toda

probabilidade ergódica invariante por f (ver (MAÑÉ; LEVY, 2012), Corolário II.6.5). Dessa
forma, assumiremos ser µ ergódica.

A estratégia para esta prova, de forma genérica, consiste em encontrar o subfibrado
A-invariante com o maior expoente de Lyapunov (Lema 4.3.1), reduzindo a dimensão do fibrado
original e construindo outro subfibrado A-invariante com expoente de Lyapunov estritamente
menor (Lema 4.3.2), e repetir o processo indutivamente, chegando a uma decomposição dos
subespaços de Oseledets. Assim, sejam

λ1(A,x) = limsup
n→+∞

1
n

log ||An(x)|| e λ1(A) =
∫

λ1(A,x)dµ(x).
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Como µ é ergódica, então λ1(A,x) = λ1(A) µ-quase sempre.

Defina, agora, o subfibrado G ⊂ F= M×Rd da seguinte forma:

Gx = {v ∈ Fx : liminf
n→−∞

1
n

log |An(x)v| ≥ λ1(A)}. (4.2)

Os próximos Lemas (em especial os Lemas 4.3.1 e 4.3.3) são passos importantes, cuja
prova é feita posteriormente.

Lema 4.3.1. G é um subfibrado mensurável e A-invariante de dimensão estritamente positiva em
cada Gx e

lim
n→±∞

1
n

log |An(x)v|= λ1(A)

µ-quase sempre em M e para todo v ∈ Gx \{0}.

Com este Lema, provamos a existência de tal subfibrado G. Se G = F, então basta
escrever Gx = Fx e a prova está concluída. Se G ̸= F, defina G⊥ ⊂ F de forma que G⊥

x é o
ortogonal de Gx em cada x.

Defina também p : F→ G⊥ como a projeção ortogonal (isto é, px : Fx → G⊥
x é a projeção

em cada fibra) e Â : G⊥ → G⊥ como Â(x) = p f (x) ◦A(x) : G⊥
x → G⊥

f (x).

Lema 4.3.2. Se G ̸= F então λ1(Â)< λ1(A).

Demonstração. Lembre que λ1(Â) =
∫

λ1(Â,x)dµ(x), onde

λ1(Â,x) = limsup
n→+∞

1
n

log ||Ân(x)||

Primeiro, afirmamos que |Ân(x)v| = |p f n(x)(An(x)v)| ≤ |An(x)v|. De fato, por indução
em n e sendo v ∈ G⊥

x , temos:

Caso n = 1: Â(x)v = p f (x)(A(x)v), que sai da própria definição de Â.

Passo de indução (p(n) =⇒ p(n+1)): Note que

Ân+1(x)v = Â( f n(x))Ân(x)v

An+1(x)v = A( f n(x))An(x)v

Como G⊥
f n(x)

⋂
G f n(x) = {0}, escrevemos An(x)v = p f n(x)(An(x)v)+ u, onde u ∈ G f n(x) e, da

hipótese de indução, temos

An(x)v = p f n(x)(A
n(x)v)+u = Ân(x)v+u.
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Assim,

An+1(x)v = A( f n(x))An(x)v

= A( f n(x))(Ân(x)v+u)

= A( f n(x))Ân(x)v+A( f n(x))u

=⇒ p f n+1(x)(A
n+1(x)v) = p f n+1(x)(A( f n(x))Ân(x)v)+ p f n+1(x)(A( f n(x))u).

Como G é subfibrado A-invariante e u ∈ G f n(x), segue que

A( f n(x))u ∈ G f n+1(x) =⇒ p f n+1(x)(A( f n(x))u) = 0.

Logo,

p f n+1(x)(A
n+1(x)v) = p f n+1(x)(A( f n(x))Ân(x)v) = Â( f n(x))Ân(x)v = Ân+1(x)v.

Agora, defina Ĝ subfibrado de G⊥ dado por

Ĝx =

{
v ∈ G⊥

x : liminf
n→−∞

1
n

log |Ân(x)v| ≥ λ1(Â)
}

como do Lema 4.3.1 e seja v ∈ G⊥
x \{0}. Então, da afirmação passada,

λ1(Â) = lim
n→+∞

1
n

log |Ân(x)v|

≤ liminf
n→+∞

1
n

log |An(x)v|

≤ limsup
n→+∞

1
n

log |An(x)v|

≤ λ1(A)

Entretanto, suponha que λ1(Â) = λ1(A). Isso implica que

lim
n→+∞

1
n

log |An(x)v|= λ1(A) para v ∈ Ĝx \{0}

Mas pela Proposição 4.2.5, segue também que

lim
n→−∞

1
n

log |An(x)v|= λ1(A)

uma vez que Ĝ é subfibrado mensurável e A-invariante de G⊥. Logo, segue que v ∈ Gx, o que é
absurdo, uma vez que Ĝx

⋂
Gx = {0} e concluímos que λ1(Â)< λ1(A).

Lema 4.3.3. Se G ̸= F então existe um subfibrado H, mensurável e A-invariante de F de forma
que

Gx ⊕Hx = Fx

µ-quase sempre e λ1(A|H) = λ1(Â)< λ1(A).
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Assim, se escrevermos E1 = G e H1 = H, temos que existe uma decomposição
Fx = E1

x ⊕H1
x , invariante por A, onde

lim
n→±∞

1
n

log |An(x)v|= λ1(A) =: λ1, ∀v ∈ E1
x \{0}

e λ1 > λ (A|H1). Assim, o Teorema 4.1.3.(iii) é demonstrado ao usar este processo repetidamente.
De fato, do Lema 4.3.1, existe subfibrado E2 de H1 onde

lim
n→±∞

1
n

log |An(x)v|= λ (A|H1) =: λ2, ∀v ∈ E2
x \{0}

e do Lema 4.3.3 existe subfibrado A-invariante H2 de H1 onde

H1
x = E2

x ⊕H2
x .

Dessa forma, dado j ≥ 1, suponha ter se chegado a uma decomposição

Fx = E1
x ⊕ ...⊕E j

x ⊕H j
x

onde, para cada 1 ≤ i ≤ j, tem-se

lim
n→±∞

1
n

log |An(x)v|= λ1(A|H i−1) = λi, ∀v ∈ E i
x \{0}

e λ1 > ... > λ j > λ1(A|H j). O Lema 4.3.1 garante a existência de um subfibrado A-
invariante E j+1 de H j onde

lim
n→±∞

1
n

log |An(x)v|= λ1(A|H j) =: λ j+1, ∀v ∈ E j+1
x \{0}

e o Lema 4.3.3 garante a existência de um subfibrado H j+1 de H j e decomposição
H j

x = E j+1
x ⊕H j+1

x onde λ1(A|H j+1)< λ j+1. Uma vez que os subfibrados E j são tais que dimE j
x

é estritamente positiva, eventualmente este processo chega ao fim e obtém-se a decomposição
invariante.

4.4 Demonstração do Lema 4.3.1

Demonstração. Primeiro, mostremos que G como definido em 4.2 é, de fato, subfibrado mensu-
rável. Para isso, usaremos a seguinte

Observação 4.4.1. Sejam (A,A ), (B,B) espaços mensuráveis e g : (A,A ) → (B,B) uma
função. Se {An} é cobertura de A por conjuntos mensuráveis tais que g|An

: An → B é mensurável
para cada n ≥ 1, então g : A → B é mensurável.

Assim, dado j ≥ 1 e definindo Λ̂( j) = {x ∈ M : dimGx = j}, mostraremos que Λ̂( j)

é conjunto mensurável de M e que Λ̂( j) ∋ x 7→ Gx ∈ Grass( j,d) é uma função mensurável,
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tornando a restrição de G a Λ̂( j) um subfibrado mensurável da restrição de F a Λ̂( j). Assim,

concluiremos ser G subfibrado mensurável uma vez que M =
d⋃

j=0

Λ̂( j).

Além disso, por ser dimGx função f -invariante e µ ergódica, teremos que dimGx é
constante µ-quase sempre, isto é, µ(Λ̂( j)) = 1 para algum j único. Mostraremos que j > 0.

Dessa forma, provemos que G é subfibrado mensurável. Primeiro, construiremos, em
três passos, coberturas mensuráveis para Λ̂( j).

Passo 1: Para k ≥ 1 e x ∈ M, seja

Gx(k) = {v ∈ Fx : limsup
n→+∞

1
n

log |A−n(x)v| ≤ −λ1(A)+
1
k
}

Defina, agora, Mk = {x ∈ M : Gx(k) = Gx}. Note que a sequência {Mk}k cobre M. De
fato, fixado x ∈ M, {Gx(k)}k é sequência de subespaços vetoriais de Fx tais que

∞⋂
k=1

Gx(k) = Gx =⇒ ∃k(x) tal que Gx(k(x)) = Gx.

Afirmamos que Mk é mensurável ∀k ≥ 1. De fato, note que as funções λ1 : M → R e
φ : F → R como definidas a seguir são mensuráveis:

λ1(x) = limsup
n→+∞

1
n

log ||An(x)||, φ(x,v) = limsup
n→+∞

1
n

log |A−n(x)v|.

Considerando também π : F→ M como a projeção natural, note que

x /∈ Mk ⇐⇒ ∃v ∈ Fx tal que −λ1(A)< limsup
n→+∞

1
n

log |A−n(x)v| ≤ −λ1(A)+
1
k

⇐⇒ ∃v ∈ Fx tal que 0 < limsup
n→+∞

1
n

log |A−n(x)v|+λ1(A)≤
1
k

⇐⇒ ∃v ∈ Fx tal que 0 < φ(x,v)+λ (π(x,v))≤ 1
k

⇐⇒ (x,v) ∈ (φ +λ ◦π)−1((0,
1
k
])

⇐⇒ x ∈ π((φ +λ ◦π)−1((0,
1
k
]))

onde, na terceira linha, usou-se a definição de λ1(A) = λ1(A,x) = λ1(π(x,v)). Dessa forma,

concluímos que Mk = M \π

(
(φ +λ ◦π)−1 ((0,

1
k
])

)
, seguindo que Mk é mensurável.

Passo 2: Fixe k ≥ 1 e, para cada x ∈ Mk e m ≥ 1, defina

Gx(k,m) =

{
v ∈ Fx : |A−n(x)v| ≤ mexp

(
−n
(

λ1(A)−
1
k

))
|v| ∀n ≥ 1

}
.

Afirmamos que Gx(k) =
⋃

m≥1

Gx(k,m). De fato, é simples ver que Gx(k)⊃
⋃

m≥1

Gx(k,m),
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pois dado m ≥ 1,

|A−n(x)v| ≤ mexp
(
−n
(

λ1(A)−
1
k

))
|v|

=⇒ 1
n

log
∣∣∣∣A−n(x)

v
|v|

∣∣∣∣≤ 1
n

logm−λ1(A)+
1
k

=⇒ limsup
n→+∞

1
n

log
∣∣∣∣A−n(x)

v
|v|

∣∣∣∣≤ limsup
n→+∞

(
1
n

logm−λ1(A)+
1
k

)
=−λ1(A)+

1
k

Agora, dado que x ∈ Mk, temos que Gx(k) = Gx. Assim, se v ∈ Gx(k) =⇒ v
|v|

∈ Gx(k) e temos:

limsup
n→+∞

1
n

log
∣∣∣∣A−n(x)

v
|v|

∣∣∣∣≤−λ1(A)<−λ1(A)+
1
k
.

Isto significa que ∃N ≥ 0 de forma que

n ≥ N =⇒ 1
n

log
∣∣∣∣A−n(x)

v
|v|

∣∣∣∣≤−λ1(A)+
1
k
.

Tome, agora m0 ≥ 1 tal que

1
n

log
∣∣∣∣A−n(x)

v
|v|

∣∣∣∣≤ logm0 −λ1(A)+
1
k

∀n ∈ {0,1, ...,N −1}.

Portanto, achamos m0 tal que

1
n

log
∣∣∣∣A−n(x)

v
|v|

∣∣∣∣≤ logm0 −λ1(A)+
1
k

∀n ≥ 0,

o que equivale a dizer que

|A−n(x)v| ≤ m0 exp
(
−n
(

λ1(A)+
1
k

))
|v| ∀n ≥ 0,

isto é, v ∈ Gx(k,m0) e segue que Gx(k)⊂
⋃

m≥1

Gx(k,m).

Defina, agora, Mk,m = {x ∈ Mk : Gx(k) = Gx(k,m)}. Note que Mk,m também pode ser
definido como Mk,m = {x ∈ Mk : Gx(k,m) = Gx(k, ℓ) ∀ℓ≥ m}. De fato,

(⊂): É simples ver que se ℓ≥ m então Gx(k,m)⊂ Gx(k, ℓ). Como já vimos que
Gx(k, ℓ)⊂ Gx(k) ∀ℓ e, por hipótese, temos Gx(k) = Gx(k,m) então Gx(k, ℓ)⊂ Gx(k) = Gx(k,m).

(⊃): Como x ∈ Mk ⇐⇒ Gx = Gx(k), já vimos que neste caso é possível tomar m0 de
forma que Gx(k)⊂Gx(k,m0). Assim, basta tomar ℓ≥m0 e teremos Gx(k)⊂Gx(k, ℓ) = Gx(k,m),
onde a última igualdade é dada por hipótese.

Agora, considere a função mensurável:

ψk : π
−1(Mk)→ R

(x,v) 7→ ψk(x,v) = sup
n>0

∣∣∣∣A−n(x)
v
|v|

∣∣∣∣exp
(

n
(

λ1(A)−
1
k

))
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Do que acabamos de mostrar e, dado ℓ > m,

x /∈ Mk,m ⇐⇒ ∃ℓ > m tal que Gx(k,m) ̸= Gx(k, ℓ)

⇐⇒ ∃v ∈ Fx e n ≥ 0 tais que mexp(−n(λ1(A)−
1
k
))< |A−n(x)

v
|v|

| ≤ ℓexp(−n(λ1(A)−
1
k
))

⇐⇒ ∃v ∈ Fx e n ≥ 0 tais que m <

∣∣∣∣A−n(x)
v
|v|

∣∣∣∣exp(n(λ1(A)−
1
k
))≤ ℓ

⇐⇒ ∃v ∈ Fx tal que m < ψk(x,v)≤ ℓ

⇐⇒ ∃v ∈ Fx tal que (x,v) ∈ ψ
−1
k ((m, ℓ])

⇐⇒ x ∈ π(ψ−1
k ((m, ℓ]))

e concluímos que Mk,m = Mk \
⋃
l≥m

π(ψ−1
k ((m, ℓ])), mostrando que Mk,m é mensurável.

Mostremos, agora, que {Mk,m}m cobre Mk. Seja x ∈ Mk e {v1, ...,vs} base ortogonal
de Gx(k). Tome m1, ...,ms ≥ 1 tais que vi ∈ Gx(k,mi) ∀1 ≤ i ≤ s (isto é possível, pois Gx(k) =⋃
m≥1

Gx(k,m)) e defina m = max{m1, ...,ms}.

Dado v =
s

∑
i=1

aivi ∈ Gx(k) e n ≥ 1, temos

|A−n(x)v| ≤
s

∑
i=1

mi|ai|exp
(
−n
(

λ1(A)−
1
k

))
≤ mexp

(
−n
(

λ1(A)−
1
k

))( s

∑
i=1

|ai|

)

mexp
(
−n
(

λ1(A)−
1
k

))
C|v|

onde C é uma costante que depende da norma em Gx(k).

Portanto, segue que Gx(k)⊂ Gx(k, [Cm+1]), onde [Cm+1] é a parte inteira do número
Cm+1, e concluímos que x ∈ Mk,[Cm+1], mostrando que Mk ⊂

⋃
m≥1

Gx(k,m).

Passo 3: Afirmamos que dada sequência {xi} em Mk,m, que converge para algum x ∈
Mk,m, temos lim

i→+∞
Gxi ⊂ Gx.

De fato, para i ≥ 1 seja vi ∈ Gxi de forma que {vi} é sequência convergente para algum
v ∈ Fx. Assim, temos

|A−n(x)vi| ≤ mexp
(
−n
(

λ1(A)−
1
k

))
|vi| ∀i ≥ 1,∀n ≥ 1.

Passando o limite em i, segue que

|A−n(x)v| ≤ mexp
(
−n
(

λ1(A)−
1
k

))
|v| ∀n ≥ 1,
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ou seja, v ∈ Gx(k,m) = Gx, e concluímos que Mk,m, j = {x ∈ Mk,m : dimGx ≥ j} é conjunto
fechado. Além disso, mostramos que x 7→ Gx é contínua se restringimos esta função a cada

Mk,m, j \Mk,m, j+1 = Λ̂( j)
⋂

Mk,m.

Dessa forma, tendo em vista a Observação 4.4.1 e do fato de que {Mk,m}k,m é cobertura
para M, segue que Λ̂( j) ∋ x 7→ Gx ∈ Grass( j,d) é função mensurável, o que torna G restrita a
Λ̂( j) subfibrado mensurável de F restrita a Λ̂( j).

Mostremos, agora, que dimGx > 0 µ−quase sempre, como afirmado no Lema 4.3.1.
Para isso, note que é suficiente verificar que Gx(k) ̸= {0} para algum k ≥ 1, uma vez que
Gx(k)⊂ Gx. Dessa forma, fixe k ≥ 1 e, para m ≥ 1, defina Ym ⊂ M como

Ym =

{
x ∈ M : ∃v ∈ Fx \{0} tal que |A−n(x)v| ≤ exp

(
−n
(

λ1(A)−
1
k

))
|v|, 1 ≤ n ≤ m

}
.

Afirmamos que existe δ > 0 tal que µ(Ym) ≥ δ ∀m ≥ 1. Se isto for verdade, então
Y :=

⋂
m≥1

Ym é tal que µ(Y ) > 0. Como Y ⊂ {x ∈ M : dimGx > 0} e {x ∈ M : dimGx > 0} é

conjunto f−invariante, segue que {x ∈ M : dimGx > 0} é conjunto de medida total, uma vez
que consideramos µ ergódica.

Assim, para provar a existência de tal δ , usaremos o seguinte Lema, atrbuído a Viktor
Alexsandrovich Pliss:

Lema 4.4.2 ((PLISS, 1972)). Dados λ ∈ R, ε > 0 e L > 0, existe δ = δ (λ ,ε,L) > 0 tal que

dada qualquer sequência finita a0, ...,aN−1 em R com
N−1

∑
k=0

ak ≤ Nλ e ak ≤ L ∀0 ≤ k ≤ N −1,

existe ℓ≥ Nλ e {n1, ...,nℓ} onde 0 ≤ n1 < ... < nℓ ≤ N −1 tal que
ni−1

∑
j=n

a j ≤ (ni −n)(λ + ε) ∀0 ≤ n ≤ ni e 1 ≤ i ≤ ℓ.

Provemos, então, afirmação anterior. Seja v ∈ Fx e N ≥ 1 grande o suficiente de forma
que

|AN(x)v| ≤ exp
(

N
(

λ1(A)−
1
2k

))
|v|.

Note que isso é possível, pois equivale a dizer que
1
N

log
∣∣∣∣AN(x)

v
|v|

∣∣∣∣≥ λ1(A)−
1
2k

e, por

hipótese, limsup
n→+∞

1
n

log ||An(x)||= λ1(A).

Defina, também ai = log |A( f i+1(x))−1
(

Ai+1(x)v
|Ai+1(x)v|

)
|,com 0 ≤ i ≤ N −1.

Note que |ai| ≤ log ||A−1|| e que
N−1

∑
j=0

a j =
N−1

∑
j=0

log
|A j(x)v|
|A j+1(x)v|

= log
|v|

|AN(x)v|
≤ −N

(
λ1(A)−

1
2k

)
.
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Dessa forma, se considerarmos o Lema fazendo λ =−λ1(A)+
1
k

, ε =
1
k

e L= log ||A−1||,
temos a existência de uma sequência 0 ≤ n1 < ... < nℓ ≤ N −1, com ℓ≥ Nδ tal que

log
|An(x)v|
|Ani(x)v|

=
ni−1

∑
j=n

a j ≤ (ni −n)
(
−λ1(A)+

1
k

)
∀ 0 ≤ n < ni.

Denotando, agora, ui = Ani(x)v ∈ Ff ni(x), note que a relação passada pode ser escrita
como

|An−ni( f ni(x))ui| ≤ exp
(
(n−ni)

(
λ1(A)−

1
k

))
|ui|.

De fato, note que

An(x)v = A−1( f n(x))A( f n(x))An(x)v

= A−1( f n(x))A−1( f n+1(x))A( f n+1(x))A( f n(x))An(x)v

= A−1( f n(x))...A−1( f ni−1(x))A( f ni−1(x))...A( f n(x))An(x)v︸ ︷︷ ︸
Ani(x)v=ui

= A−1( f n(x))...A−1( f ni−1(x))ui

Além disso,

A−1( f n(x))...A−1( f ni−1(x)) = [A( f ni−1(x))...A( f n(x))]−1

= [Ani−n( f n(x))]−1

= [Ani−n( f−(ni−n)( f ni(x)))]−1

= A−(ni−n)( f ni(x))

Portanto, temos que

log
|An(x)v|
|Ani(x)v|

≤ (ni −n)
(
−λ1(A)+

1
k

)
=⇒ |An(x)v|

|Ani(x)v|
≤ exp

(
(n−ni)

(
λ1(A)−

1
k

))
=⇒ |An(x)v| ≤ exp

(
(n−ni)

(
λ1(A)−

1
k

))
|Ani(x)v|

=⇒ |An−ni( f ni(x))ui| ≤ exp
(
(n−ni)

(
λ1(A)−

1
k

))
|ui|, 0 ≤ ni −n ≤ ni.

Em particular, isto quer dizer que f ni ∈ Yni com 1 ≤ i ≤ ℓ.

Note também que se m ≤ ni =⇒ Yni ⊂ Ym e, concluímos que

1
N

#{0 ≤ j ≤ N : f j(x) ∈ Ym} ≥
ℓ−m

N
≥ δ − m

N

pois dado m ≤ ni, temos n1 < ... < ni−1 < m ≤ ni < ... < nℓ =⇒ f ni(x), ..., f nl(x) ∈ Ym. Isto
é, há pelo menos ℓ− (i− 1) elementos em {0 ≤ j ≤ N : f j(x) ∈ Ym}. Dado que n1, ...,nℓ é
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subsequência em {0, ...,N −1} e ni−1 < m ≤ ni, segue que

i−1 ≤ ni−1 < m =⇒ i−1 < m

=⇒ −(i−1)>−m

=⇒ ℓ− (i−1)> l −m

Portanto,
1
N

#{0 ≤ j ≤ N : f j(x) ∈ Ym} ≥
ℓ−m

N
≥ Nδ −m

N
= δ − m

N
.

Logo, tomando N grande o suficiente e da ergodicidade de µ , segue que µ(Ym)≥ δ > 0.

O fato de que lim
n→±∞

1
n

log |An(x)v|= λ1(A) ∀v ∈ Gx \{0} vem da Proposição 4.2.5. De
fato, relembrando a definição de G, temos

Gx = {v ∈ Fx : liminf
n→−∞

1
n

log |An(x)v| ≥ λ1(A)}.

Uma aplicação direta da Proposição 4.2.5 nos dá que

liminf
n→+∞

1
n

log |An(x)v| ≥ λ1(A) ∀v ∈ Gx \{0}

o que significa que

λ1(A)≤ liminf
n→+∞

1
n

log |An(x)v|

≤ limsup
n→+∞

1
n

log |An(x)v|

= limsup
n→+∞

1
n

log
∣∣∣∣An(x)

v
|v|

∣∣∣∣
≤ limsup

n→+∞

1
n

log ||An(x)||

= λ1(A)

concluindo que lim
n→+∞

1
n

log |An(x)v|= λ1(A) =⇒︸︷︷︸
Prop.4.2.5

lim
n→±∞

1
n

log |An(x)v|= λ1(A).

4.5 Demonstração do Lema 4.3.3

Demonstração. Primeiramente, considere Σ o espaço de todos os morfismos entre fibrados
mensuráveis que vão de G⊥ a G. Isto é, o espaço de todos os A : G⊥ → G de forma que tem-se
A(x) : G⊥

x → Gx linear.

Nesta demontração, construiremos A ∈ Σ de forma que H := {v+A(x)v : v ∈ G⊥
x } =

Graph(A) é subfibrado que cumpre a afirmação do Lema.
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Seja Φ : Σ → Σ definido por Φ(A) = A−1 ◦A◦ Â. De forma mais explícita, temos
Φ(A)(x) : G⊥

x → Gx com

Φ(A)(x) = A−1(x)◦A( f (x))◦ Â(x).

Defina também P : G⊥ → G com P(x) : G⊥
x → G f (x) onde

P(x) = A(x)− Â(x).

Assim, dado v ∈ G⊥
x , tem-se que

A(x)(v+A(x)v) = A(x)v+A(x)A(x)v

= (Â(x)v+P(x)v)+A(x)A(x)v

= (Â(x)v+P(x)v)+A(x)A(x)v+(A( f (x))Â(x)v−A( f (x))Â(x)v)

= Â(x)v+A( f (x))Â(x)v+A(x)(A(x)v−A−1(x)A( f (x))Â(x)v+A−1(x)P(x)v)

= Â(x)v︸ ︷︷ ︸
∈G⊥

f (x)

+A( f (x)) Â(x)v︸ ︷︷ ︸
∈G⊥

f (x)

+A(x)(A(x)−A−1(x)A( f (x))Â(x)+A−1(x)P(x))v

Dessa forma, uma vez que Â(x)v ∈ G⊥
f (x) e A( f (x))Â(x)v ∈ G f (x), teremos que H será

subfibrado A-invariante se

A(x)−A−1(x)A( f (x))Â(x)︸ ︷︷ ︸
=Φ(A)(x)

+A−1(x)P(x) = 0, isto é, se

A(x)−Φ(A)(x) =−A−1(x)P(x) (4.3)

e, consequentemente, seguirá que

A(x)(v+A(x)v)︸ ︷︷ ︸
∈Hx

= Â(x)v︸ ︷︷ ︸
∈G⊥

f (x)

+A( f (x)) Â(x)v︸ ︷︷ ︸
∈G⊥

f (x)

∈ H f (x).

Assim, defina B(x) :=−A−1(x)P(x) : G⊥
x → Gx. Mostremos que existem λ < 0 e

C : M → R mensurável tais que

∥Φ
n(B)(x)∥ ≤C(x)exp(λn), ∀n ≥ 0 e µ −quase sempre,

o que nos assegura de que ∑
n≥0

Φ
n(B) é convergente µ-quase sempre e, ao definir

A(x) = ∑
n≥0

Φ
n(B)(x) tem-se a condição 4.3 satisfeita.

Observação 4.5.1. Φn(B)(x) significa simplesmente uma aplicação de n vezes do operador Φ,
de forma que

Φ
n(B)(x) = (A−1)n( f n(x))◦B( f n(x))◦ Ân(x),
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onde (A−1)n( f n(x)) é a notação adotada para a aplicação da função A−1 por n vezes no ponto
f n(x), consequentemente voltando ao ponto de base x. De outra forma,

(A−1)n( f n(x)) := A−1(x)A−1( f (x))... A−1( f n−1(x)) = [An(x)]−1

Observação 4.5.2. De fato, a existência de λ < 0 e C : M → R mensurável como mencionado
implica que ∥∥∥∥∥∑

n≥0
Φ

n(B)(x)

∥∥∥∥∥≤ ∑
n≥0

∥Φ
n(B)(x)∥

≤ ∑
n≥0

C(x)exp(λn)

=C(x) ∑
n≥0

exp(λn)<+∞,

concluindo que ∑
n≥0

∥Φ
n(B)(x)∥ converge =⇒ ∑

n≥0
Φ

n(B)(x) converge.

Observação 4.5.3. Definir A(x) = ∑
n≥0

Φ
n(B)(x) satisfaz a condição 4.3, pois

A(x)−Φ(A)(x) = ∑
n≥0

Φ
n(B)(x)−Φ

(
∑
n≥0

Φ
n(B)

)
(x)

= ∑
n≥0

Φ
n(B)(x)−A−1(x)

(
∑
n≥0

Φ
n(B)( f (x))

)
Â(x)

Como Φn(B)(x) = (A−1)n( f n(x))B( f n(x))Ân(x), então

A−1(x)[Φn(B)( f (x))]Â(x) = A−1(x)[(A−1)n( f n+1(x))B( f n+1(x))Ân( f (x))]Â(x)

= A−1(x)A−1( f (x))... A−1( f n(x))︸ ︷︷ ︸
(A−1)n+1( f n+1(x))

B( f n+1(x)) Ân( f (x))Â(x)︸ ︷︷ ︸
Ân+1(x)

= (A−1)n+1( f n+1(x))B( f n+1(x))Ân+1(x)

= Φ
n+1(B)(x)

Portanto,

A(x)−Φ(A)(x) = ∑
n≥0

Φ
n(B)(x)−A−1(x)

(
∑
n≥0

Φ
n(B)( f (x))

)
Â(x)

= ∑
n≥0

Φ
n(B)(x)− ∑

n≥0
A−1(x)Φn(B)( f (x))Â(x)

= ∑
n≥0

Φ
n(B)(x)− ∑

n≥0
Φ

n+1(B)(x)

= B(x) =−A−1(x)P(x)

como queríamos.
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Para encontrar λ < 0 e C : M → R como mencionado, defina as funções

Kε(x) = sup
n≥0

∥Ân(x)∥
exp(n(λ1(Â)+ ε))

e Cε(x) = sup
n≥0

∥∥(A−1
∣∣
G)

n(x)
∥∥

exp(n(λ1 (A−1|G)+ ε))

Assim, temos que

∥Φ
n(B)(x)∥= ∥(A−1)n( f n(x))B( f n(x))Ân(x)∥

≤Cε( f n(x))exp
(
n
(
λ1
(

A−1∣∣
G

)
+ ε
))

∥B∥Kε(x)exp(n(λ1(Â)+ ε))

=Cε( f n(x))∥B∥Kε(x)exp
(
n
(
λ1
(

A−1∣∣
G

)
+λ1(Â)+2ε

))
Considerando a seção referente a Crescimento subexponencial (4.2), sabe-se que Cε possui
crescimento subexponencial e, consequentemente, temos que

Dε(x) = sup
n≥0

Cε( f n(x))
exp(nε)

é finita e

∥Φ
n(B)(x)∥ ≤ ∥B∥Dε(x)Kε(x)exp

(
n
(
λ1
(

A−1∣∣
G

)
+λ1(Â)+3ε

))
.

Assim, tomando λ =−λ1(A)+λ1(Â)+3ε (onde assumimos ε > 0 pequeno o bastante tal que
λ < 0) e C(x) = ∥B∥Dε(x)Kε(x) obtemos a afirmação.

Falta ainda que λ1(A|H) = λ1(Â). Para isso, seja Ã : G⊥ → H, isto é, Ã(x) : G⊥
x → Hx

onde

Ã(x)v = v+A(x)v.

Note que temos, por construção, A(x)Ã(x) = Ã( f (x))Â(x), pois dado v ∈ G⊥
x ,

A(x)Ã(x)v = A(x)(v+A(x)v) = Â(x)v+A( f (x))(Â(x)v) = Ã( f (x))Â(x)v

Em particular, temos

(A|H)(x) = Ã( f (x))Â(x)Ã−1(x)

(pois Ã−1(x) : Hx → G⊥
x , Â(x) : G⊥

x → G⊥
f (x) e Ã( f (x)) : G⊥

f (x) → H f (x)) e, portanto,

λ1(A|H ,x) = limsup
n→+∞

1
n

log∥(A|H)
n(x)∥

= limsup
n→+∞

1
n

log
∥∥Ã( f n(x))Ân(x)Ã−1(x)

∥∥
≤ limsup

n→+∞

1
n

log
∥∥Ã( f n(x))

∥∥+ limsup
n→+∞

1
n

log
∥∥Ân(x)

∥∥︸ ︷︷ ︸
=λ1(Â)

+ limsup
n→+∞

1
n

log
∥∥Ã−1(x)

∥∥︸ ︷︷ ︸
=0
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Afirmamos, agora, que limsup
n→+∞

1
n

log
∥∥Ã( f n(x))

∥∥= 0. De fato,

1 ≤ ∥Id∥ ≤
(∗)

∥Ã( f n(x))∥= ∥Id +A( f n(x))∥ ≤ 1+∥A( f n(x))∥

≤
(∗∗)

1+
C( f n(x))
1− expλ

onde a desigualdade (∗) vem de que v ⊥ A(x)v e a desigualdade (∗∗) vem da Observação 4.5.2.

Novamente considerando a seção sobre Crescimento subexponencial (seção 4.2), temos
que Kε(x) e Dε(x) possuem crescimento exponencial. Consequentemente, o mesmo vale para
C(x) e, combinado com o argumento anterior,

limsup
n→+∞

1
n

log
∥∥Ã( f n(x))

∥∥≤ 1
1− expλ

limsup
n→+∞

1
n

logC( f n(x)) = 0.

Portanto, λ1(A|H)≤ λ1(Â).

Para provar que λ1(Â)≤ λ1(A|H), usa-se estratégia análoga uma vez que

Â(x) = Ã−1( f (x))(A|H)(x)Ã(x)

e que ∥Ã−1∥ ≤ 1, pois dado u ∈ Hx, temos u = v+A(x)v, para algum v ∈ G⊥
x e segue que

(Id)u|= |u|= |v+A(x)v| ≥ |v|= |Ã−1(x)u|.





CAPÍTULO

5
DICOTOMIAS EXPONENCIAIS

Neste capítulo apresentamos alguns resultados de cociclos lineares no contexto de fluxos.
Tais resultados, frutos do trabalho de Robert Sacker e George Sell ((SACKER; SELL, 1974) e
(SACKER; SELL, 1976)), apresentam um critério suficiente para a hiperbolicidade de cociclos
lineares (relembre o Exemplo 2 e a Observação 3.2.3), aqui definida pelos autores como a
existência de uma dicotomia exponencial, nomenclatura que adotaremos neste capítulo.

A primeira seção apresenta noções preliminares para compreensão deste capítulo, entre
definições e observações julgadas necessárias. A segunda seção apresenta os critérios suficientes
e as ferramentas demandadas para a demonstração dos resultados principais, estes últimos
constituem a terceira seção.

Observamos que as demonstrações mais densas apresentam-se na segunda subseção,
dado que utilizamos majoritariamente resultados elementares em Topologia e Análise para sua
construção.

Além disso, comentamos que apesar da noção de fluxo já ter sido apresentada em capítulo
anterior, introduziremos novamente a definição de forma mais contextualizada para este capítulo.

5.1 Preliminares

Definição 5.1.1. Seja W um espaço de Hausdorff. Um fluxo f sobre W é uma transformação
mensurável f : W ×R→W que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) f (w,0) = w para todo w ∈W ;

(ii) f ( f (w, t),s) = f (w, t + s) para todo t,s ∈ R.

Observação 5.1.2. Assumiremos que o fluxo f é contínuo a partir de agora.
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Definição 5.1.3. Seja M um espaço de Hausdorff e considere W = M×E, onde E = Rd . Seja
um fluxo F : W ×R→W que pode ser escrito na forma

F(x,v, t) = ( f (x, t),g(x,v, t))

onde f : M×R→ M é, em si, um fluxo em M.

Além disso, considere também a função g(x,v, t) sendo contínua em M×R e linear em v

(isto é, g(x,v, t) pode ser escrito na forma A(x, t)v, com A(x, t) ∈ GL(d)).

Uma transformação nestas condições se diz um cociclo linear contínuo.

Observação 5.1.4. Assumiremos que M é um espaço de Hausdorff que satisfaz o segundo
axioma da enumerabilidade, isto será necessário para as demonstrações que faremos.

Observação 5.1.5. Por F ser fluxo, vale que

A( f (x,s), t)A(x,s) = A(x, t + s)

Equivalentemente, tem-se

g( f (x,s),g(x,v,s), t) = g(x,v, t + s)

Definição 5.1.6. Defina os seguintes subconjuntos de M:

γ(x) = { f (x, t) : t ∈ R}, órbita de x

γ
+(x) = { f (x, t) : t ≥ 0}, órbita positiva de x

γ
−(x) = { f (x, t) : t ≤ 0}, órbita negativa de x

Λ
+(x) =

⋂
r∈R

γ+( f (x,r)), conjunto ω-limite,

Λ
−(x) =

⋂
r∈R

γ−( f (x,r)), conjunto α-limite.

Observação 5.1.7. Definições equivalentes para os conjuntos ω-limite e α-limite são (BHATIA;
SZEGÖ, 2002):

Λ
+(x) = {y ∈ M : existe sequência {tk} em R com tk →+∞ tal que f (x, tk)→ y},

Λ
−(x) = {y ∈ M : existe sequência {tk} em R com tk →+∞ tal que f (x,−tk)→ y}.

Apesar de a definição de conjunto invariante já ter sido apresentada anteriormente
(Definição 2.3.3), no contexto deste capítulo diremos que um conjunto B ⊂ M é invariante se
γ(x)⊂ B para todo x ∈ B (o que é equivalente a dizer que f (B,R)⊂ B).

Definição 5.1.8. Um conjunto B ⊂ M é dito minimal se é não vazio, fechado, invariante, e não
possui subconjunto próprio nestas condições.
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Observação 5.1.9. De forma similar, considerando que F é fluxo sobre M×E, podemos estender
as definições anteriores para conjuntos em M×E. Por exemplo, γ(x,v) = {F(x,v, t) : t ∈ R} e
Λ
+(x,v) =

⋂
r∈R

γ+(F(x,v,r)).

Observação 5.1.10. Um fato útil a ser usado posteriormente é de os conjuntos ω-limite e
α-limite serem fechados e invariantes. De fato, sejam y ∈ Λ+(x) e t ∈ R.

Como y ∈ Λ+(x), seja {tk} sequência em R tal que tk → +∞ e f (x, tk)→ y. Por ser f

contínua, tem-se que f (x, tk + t) = f ( f (x, tk), t)→ f (y, t).

Se definirmos t ′k = tk + t, então temos sequência {t ′k} com t ′k → +∞ de forma que
f (x, t ′k) → f (y, t). Portanto, f (y, t) ∈ Λ+(x), e segue que Λ+(x) é invariante. Analogamente,
prova-se que Λ−(x) é invariante.

Tanto Λ+(x) como Λ−(x) são fechados por definição. Além disso, também é evidente
que a observação se aplica a Λ+(x,v) e Λ−(x,v).

Ressaltamos ao leitor que, por estarmos seguindo (SACKER; SELL, 1974) e (SACKER;
SELL, 1976) neste capítulo, apresentaremos a seguir uma segunda definição de subfibrado, que
foi dada pelos autores na elaboração de sua demonstração.

Definição 5.1.11. Seja V ⊂ M×Rd e defina a seção

V (x) = {v ∈ Rd : (x,v) ∈ V }.

Diz-se que V é um subfibrado de M×Rd se valem as seguintes propriedades:

(i) V é fechado em M×Rd;

(ii) Para cada x ∈ M, V (x) é um subespaço vetorial de Rd;

(iii) dimV é constante em M.

Definição 5.1.12. Sejam V , W subconjuntos de M ×E. Dizemos que M ×E é um soma de

Whitney de V e W se valem as seguintes propriedades.

(i) V e W são subfibrados de M×E;

(ii) V (x)
⋂

W (x) = {0};

(iii) E = V (x)+W (x) para todo x ∈ M.

Será útil também definir os seguintes subconjuntos em M×E, uma vez que dicotomias
exponenciais são construídas a partir deles.
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Definição 5.1.13. Sejam os seguintes subconjuntos de M×E:

B = {(x,v) ∈ M×E : |g(x,v, t)| é uniformemente limitado em t}, chamado de conjunto de

órbitas limitadas,

S = {(x,v) ∈ M×E : |g(x,v, t)| → 0 se t →+∞}, chamado de conjunto estável,

U = {(x,v) ∈ M×E : |g(x,v, t)| → 0 se t →−∞}, chamado de conjunto instável.

Considere também as seções

S (x) = {v ∈ E : (x,v) ∈ S },

U (x) = {v ∈ E : (x,v) ∈ U }.

Observação 5.1.14. Note que as seções acima são subespaços vetoriais de E.

Definição 5.1.15. Seja x ∈ M. Diremos que F admite uma dicotomia exponencial em x se existe
projeção P(x) : E → E com Im(P(x)) = S (x), ker(P(x)) = U (x) e constantes positivas K0 e α

tais que

||A(x, t)P(x)A−1(x,s)|| ≤ K0e−α(t−s), s ≤ t,

||A(x, t)[I −P(x)]A−1(x,s)|| ≤ K0e−α(s−t), t ≤ s.

A partir das definições dadas, enunciemos o principal resultado deste Capítulo. Seja
d = dimE e, dado k ∈ {0,1, ...,d}, defina

Mk = {x ∈ M : dimS (x) = k e dimU (x) = d − k}.

Teorema 5.3.8 Assuma que o conjunto de órbitas limitadas é trivial, isto é, B = M ×{0} e
que M é um espaço de Hausdorff compacto. Se existe um único Mk não vazio, então F admite
dicotomia exponencial em todo ponto x ∈ M.

5.2 Resultados necessários
Nesta seção, estudaremos mais de perto os critérios ncessários para a existência de uma

dicotomia exponencial. Em particular, damos destaque a duas condições que adotaremos para o
restante do Capítulo, chamando este par de condições de Hipótese Permanente:

Hipótese Permanente

(i) O conjunto de órbitas limitadas é trivial. Isto é, B = M×{0};

(ii) M é espaço Hausdorff compacto.

Além disso, damos particular importância à Proposição 5.2.14 e ao Lema 5.3.1 como
resultados chave para se chegar à dicotomia exponencial (Seção 5.3). Em linhas gerais, a
demonstração consistirá em dois grandes passos:
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(i) Provar que o decaimento apresentado pelos conjuntos estável e instável é o exponencial
(Lema 5.2.8);

(ii) Provar que para todo x ∈ M, a fibra em x é descrita como uma soma direta

Rd = S (x)⊕U (x).

Observação 5.2.1. Em virtude da Hipótese Permanente, dado conjunto B ⊂ M ×E que seja
compacto e invariante, tem-se B ⊂ B = M×{0}.

Proposição 5.2.2. Seja K conjunto compacto em M×E e seja (xk,vk) sequência em K tal que
lim

k→+∞
(xk,vk) = (x,v). Então

(i) Se existe sequência {tk} em R com tk →+∞ tal que F(xk,vk, [0, tk])⊂ K para todo k, então
(x,v) ∈ S ;

(ii) Se existe sequência {t ′k} em R com t ′k → +∞ tal que F(xk,vk, [−t ′k,0]) ⊂ K para todo k,
então (x,v) ∈ U ;

(iii) Se valem ambas as condições anteriores, então (x,v) ∈ S ∩U ⊂ B e, portanto, v = 0.

Demonstração. Provemos (i), com a demonstração de (ii) sendo análoga.

Primeiro, note que γ+(x,v), ie, a órbita positiva de (x,v), está contido em K. De fato,
dado t ≥ 0, considere F(x,v, t).

Por hipótese, existe k0 tal que tk ≥ t e F(xk,vk, t) ∈ K para todo k ≥ k0.

Como f e g são contínuas, vem que f (xk, t)→ f (x, t) e g(xk,vk, t)→ g(x,v, t) quando
k → +∞, donde vem que F(x,v, t) ∈ K =⇒

K f echado
F(x,v, t) ∈ K. Seguindo a conclusão de que

γ+(x,v)⊂ K.

Agora, note que Λ+(x,v) é compacto e invariante, pois é um fechado contido em K (uma
vez que Λ+(x,v)⊂ γ+(x,v)⊂ K) e é invariante pela Observação 5.1.10.

Logo da Observação 5.2.1, segue que Λ+(x,v)⊂ B, concluindo que |g(x,v, t)| → 0 se
t →+∞ =⇒ (x,v) ∈ S .

A conclusão de (iii) é óbvia.

Um dos resultados-chave a serem apresentados utilizam o Lema 5.2.8 como parte
importante de sua demonstração. Para a prova deste Lema, entretanto, necessitamos de alguns
resultados preliminares.

Proposição 5.2.3. Defina A ⊂S como A = {(x,v) ∈S : |g(x,v, t)| ≤ 1 para todo t ≥ 0}. Então
A é compacto em M×E.
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Demonstração. Primeiramente, note que A está no compacto {(x,v) ∈ M×E : |v| ≤ 1} (basta
tomar t = 0 em cada ponto de A), restando mostrar que A é fechado. Assim, considere sequência
{(xk,vk)} em A tal que (xk,vk)→ (x,v) se k →+∞.

O fato de (x,v) ∈ S vem da Proposição 5.2.2, pois F(xk,vk, [0,k])⊂ {(x,v) ∈ M×E :
|v| ≤ 1} para todo k.

Além disso, a continuidade de g garante que |g(x,v, t)| ≤ 1 para t ≥ 0 (já que
|g(xk,vk, t)| ≤ 1 para todo k).

Proposição 5.2.4. Seja λ ∈ (0,1]. Então não existem sequências {(xk,vk)} em A e {tk} com
tk →+∞ tais que |g(xk,vk, tk)| ≥ λ para todo k.

Demonstração. Suponha por absurdo que existam tais sequências e defina

(ηk,ξk) = F(xk,vk, tk) = ( f (xk, tk),g(xk,vk, tk))

com |ξk| ≥ λ para todo k.

Primeiro, note que (ηk,ξk) está em A pois (xk,vk) está em A:

|g(ηk,ξk, t)|= |g(xk,vk, tk + t)| ≤ 1, para t ≥ 0.

Assim, passando a uma subsequência, seja (η ,ξ ) = lim
k→+∞

(ηk,ξk). Como A é fechado,

(η ,ξ ) ∈ A ⊂ S .

Por outro lado, também tem-se que (η ,ξ ) ∈ U , pois dado t tal que 0 ≤ t ≤ tk, tem-se
que

|g(ηk,ξk,−t)|= |g(xk,vk, tk − t)| ≤ 1,

isto é, F(ηk,ξk, [−tk,0])⊂ {(x,v) ∈ M×E : |v| ≤ 1} para todo k com tk →+∞. Da Proposição
5.2.2, vem que (η ,ξ ) ∈ U .

Conclusão: (η ,ξ ) ∈ S
⋂

U ⊂ B, o que é um absurdo, pois |ξ | ≥ λ > 0.

Proposição 5.2.5. Seja (x,v) ∈ A tal que (x,θv) /∈ A sempre que θ > 1. Então existe τ =

τ(x,v)> 0 com |g(x,v,τ)|= 1.

Demonstração. Note, primeiramente, que para todo (x,v) ∈ S , existe τ ≥ 0 tal que

|g(x,v,τ)|= sup{|g(x,v, t)| : t ≥ 0}.

Além disso, sendo g linear em v, sup
t≥0

|g(x,θv, t)|= |θ |sup
t≥0

|g(x,v, t)|.

Assim, se (x,v) ∈ A é como no enunciado, dado θ > 1,

θ sup
t≥0

|g(x,v, t)|= sup
t≥0

|g(x,θv, t)|> 1,
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pois (x,θv) /∈ A e, portanto, segue que sup
t≥0

|g(x,v, t)| ≥ 1 pela arbitrariedade de θ . Note, porém,

que, como (x,v) ∈ A =⇒ |g(x,v, t)| ≤ 1 para todo t ≥ 0.

Portanto, para τ como foi observado, |g(x,v,τ)|= 1.

Proposição 5.2.6. Existe ρ ∈ (0,1] tal que, se (x,v) ∈ S e |v| ≤ ρ , então (x,v) ∈ A.

Demonstração. Suponha que não seja verdade. Então existe sequência {(xk,vk)} em S tal que
|vk| → 0 se k →+∞ mas (xk,vk) /∈ A.

Assim, defina λk de forma que
1
λk

= sup
t≥0

|g(xk,vk, t)|.

Dado que (xk,vk) /∈ A, então segue que 0 < λk < 1 para todo k (pois
1
λk

> 1) e, da

linearidade de g, segue também que (xk,λkvk) ∈ A, pois

|g(xk,λkvk, t)| ≤ sup
t≥0

|g(xk,λkvk, t)|= λk.
1
λk

= 1 para t ≥ 0.

Note porém que, como sup
t≥0

|g(xk,λkvk, t)|= 1, temos que (xk,θλkvk) /∈ A sempre que θ > 1.

Dessa forma, segue da Proposição 5.2.5 que, para cada k existe τk tal que
|g(xk,λkvk,τk)|= 1.

Agora, afirmamos que τk →+∞ se k →+∞. De fato, suponha por absurdo que exista
algum C ≥ 0 tal que τk ≤C para todo k.

Sendo M compacto e |λkvk| ≤ |vk| → 0, então {(xk,vk)} está contido num compacto de
M×E. Dessa forma, passamos a uma subsequência de {(xk,vk)} que converge para algum (x,0).
Além disso, como {τk} ⊂ [0,C], podemos também passar a uma subsequência de {(xk,vk)} onde
τk → T para algum 0 ≤ T ≤C.

Logo, da continuidade de g, para a subsequência acima temos

lim
k→+∞

|g(xk,λkvk,τk)|= |g(x,0,T )|= 0.

Por outro lado, entretanto, temos |g(xk,λkvk,τk)|= 1 ∀k =⇒ lim
k→+∞

|g(xk,λkvk,τk)|= 1,

resultando num absurdo, concluindo que τk →+∞.

Dessa forma, temos sequência {(xk,λkvk)} em A e {τk} em R com τk → +∞ onde
|g(xk,λkvk,τk)|= 1 para todo k, contradizendo a Proposição 5.2.4 e seguindo a existência de tal
ρ ∈ (0,1].

Proposição 5.2.7. Existe T > 0 tal que para qualquer (x,v) ∈ S tem-se |g(x,v,T )| ≤ 1
2
|v| para

todo t ≥ T .

Note que a afirmação acima implica que T não depende de (x,v) em S .
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Demonstração. Suponha que seja falso. Então existem sequências {(xk,vk)} em S e {tk} em R

com tk →+∞ de forma que |g(xk,vk, tk)|>
1
2
|vk| para todo k.

Da linearidade de g, podemos assumir para a sequência acima que |vk|= ρ para todo k

como na Proposição 5.2.6, pois

|g(xk,vk, tk)|>
1
2
|vk| =⇒ |g(xk,ρ

vk

|vk|
, tk)|=

ρ

|vk|
|g(xk,vk, tk)|>

ρ

|vk|

(
1
2
|vk|
)
=

1
2

ρ .

Isto novamente contradiz a Proposição 5.2.4, pois a sequência {(xk,vk)} está em A pela

Proposição 5.2.6 mas |g(xk,vk, tk)| >
1
2

ρ > 0 para todo k, concluindo que existe certo T > 0
como enunciado.

Provemos, agora, o Lema 5.2.8, importante para os principais resultados trazidos neste
capítulo.

Lema 5.2.8. Valem as seguintes afirmações:

(i) S e U são subconjuntos fechados de M×E;

(ii) Existem constantes K ≥ 1 e α > 0 tais que para todo (x,v) ∈ S , tem-se

|g(x,v, t)| ≤ K|v|e−αt , t ≥ 0,

e para todo (x,v) ∈ U , tem-se

|g(x,v, t)| ≤ K|v|eαt , t ≤ 0;

(iii) As aplicações dimS e dimU são semicontínuas superiormente em M. Isto é, se {xk} é
sequência em M tal que xk → x, então

dimS (x)≥ limsup
k→+∞

dimS (xk),

com desigualdade também válida para dimU (x).

Demonstração. (i) Seja {(xk,vk)} sequência em S , convergente para algum (x,v). Se v = 0, é
evidente que (x,v) ∈ S .

Suponha que v ̸= 0 e, sendo ρ como definido pela Proposição 5.2.6, defina θ =
ρ

2|v|
.

Note que {(xk,θvk)} ⊂ A para k suficientemente grande, pois

|θvk|=
ρ

2|v|
|vk| −−−−→

k→+∞

ρ

2
.

Por ser A fechado e (xk,θvk)→ (x,θv) =⇒ (x,θv) ∈ A. Logo,

|g(x,v, t)|= 1
θ
|g(x,θv, t)| −−−−→

t→+∞
0, pois (x,θv) ∈ A.
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Portanto, (x,v) ∈ A ⊂ S e segue que S é fechado.

(ii) Sendo T dado pela Proposição 5.2.7, defina α e K da seguinte forma:

αT = log2

K = eαT sup{|g(x,v, t)| : (x,v) ∈ S , |v|= 1 e 0 ≤ t ≤ T}

Provemos indutivamente (em j) que:

|g(x,v, t)| ≤ K|v|e−α( j+1)T (5.1)

uniformemente em x ∈ M, v ∈ S (x) e jT ≤ t ≤ ( j+1)T , concluindo a afirmação de (ii).

Caso j = 0: Note que |g(x,v, t)| ≤ K|v|e−αT é verdadeiro para 0 ≤ t ≤ T pela forma
como definimos K, α e T , equivalendo a dizer que

|g(x, v
|v|

, t)| ≤ sup{|g(x,v, t)| : (x,v) ∈ S , |v|= 1 e 0 ≤ t ≤ T}.

Passo de indução (p( j) =⇒ p( j+1)): Dados x ∈ M e v ∈ S (x), defina x j = f (x, jT )

e v j = g(x,v, jT ).

Note que (x j,v j) ∈ S (pois |g(x j,v j,s)| = |g(x,v, jT + s)| −−−−→
s→+∞

0) e, da Proposição
5.2.7, segue também que

|g(x j,v j,s)| ≤
1
2
|v j| se s ≥ T.

Em particular, se tivermos T ≤ s < 2T e, definindo t = jT + s, então
( j+1)T ≤ t < ( j+2)T . Assim,

|g(x,v, t)|= |g(x,v, jT + s)| ≤
s≥T

1
2
|g(x,v, jT )| ≤

5.1

1
2

K|v|e−α( j+1)T = K|v|e−α( j+2)T ,

concluindo a prova da indução.

Portanto, dado t ≥ 0, tome j tal que jT ≤ t < ( j+1)T e, de 5.1, vem que

|g(x,v, t)| ≤ K|v|e−α( j+1)T ≤ K|v|e−αt .

(iii) Seja {xk} sequência em M tal que xk → x e defina

n = limsup
k→+∞

dimS (xk)

Assim, escolha subsequência de {xk} onde dimS (xk) = n para todo k e tome base orto-
normal {ek

1, ...,e
k
n} em cada seção S (xk). Novamente passando a uma subsequência, podemos

assumir que {ek
i } converge para algum ei para cada 1 ≤ i ≤ n.

Da parte (i) do Lema, já temos S fechado, seguindo que {e1, ...,en} ⊂ S (x) (pois
(xk,ek

i )→ (x,ei)) e, sendo {e1, ...,en} conjunto ortonormal, segue que dimS (x)≥ n.

As provas para as afirmações com relação a U são análogas.
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A próxima Proposição será útil para mais de uma demonstração desta seção.

Proposição 5.2.9. Seja {(xk,vk)} uma sequência no conjunto compacto {(x,v)∈M×E : |v|= 1}.
Se existe sequência {tk} em R, tk ≥ 0, de forma que

|g(xk,vk, tk)| → 0 se k →+∞

então tem-se que tk →+∞ quando k →+∞.

Demonstração. Suponha por absurdo que exista sequência nestas condições mas tk ̸→+∞.

Passando a uma subsequência de (xk,vk) (chamemos novamente de (xk,vk)), temos que
(xk,vk) converge para algum (x,v). Além disso, dado que tk ̸→ +∞, então tk ≤ C para algum
C < +∞. Dessa forma, podemos novamente passar a uma subsequência de (xk,vk) onde {tk}
converge para algum T ≤C.

Portanto, temos sequência (xk,vk) tal que (xk,vk)→ (x,v) de forma que tk → T quando
k →+∞.

Entretanto, a continuidade de g implica que

lim
k→+∞

g(xk,vk, tk) = g(x,v,T ) = 0,

o que é um absurdo, pois |v|= 1 e A(x,T ) ∈ GL(d), concluindo que tk →+∞.

Observação 5.2.10. A existência de uma subsequência convergente para {(xk,vk)} vem do
Teorema de metrização de Urysohn (MUNKRES, 2000). De fato, dado que um espaço Hausdorff
compacto é regular e por M satisfazer o segundo axioma da enumerabilidade, segue do Teorema
que M é espaço metrizável e, portanto, sequencialmente compacto.

Observação 5.2.11. Perceba que afirmação da Proposição também é válida se tk ≤ 0 para todo
k, de forma que se |g(xk,vk, tk)| → 0 quando k →+∞, então tk →−∞.

A próxima Proposição, importante futuramente, diz que se t →±∞ então t 7→ |g(x,v, t)|
exibe apenas dois comportamentos: ou tende a zero ou diverge.

Proposição 5.2.12. Para todo (x,v) ∈ M×E, tem-se:

limsup
t→+∞

|g(x,v, t)|= liminf
t→+∞

|g(x,v, t)|,

limsup
t→−∞

|g(x,v, t)|= liminf
t→−∞

|g(x,v, t)|,

Além disso,

v /∈ S (x) =⇒ lim
t→+∞

|g(x,v, t)|=+∞

v /∈ U (x) =⇒ lim
t→−∞

|g(x,v, t)|=+∞.
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Demonstração. Dado (x,v) ∈ M×E, defina

L = limsup
t→+∞

|g(x,v, t)|

ℓ= liminf
t→+∞

|g(x,v, t)|

Já sabemos que 0 ≤ ℓ≤ L ≤+∞. Portanto, se (x,v) ∈ S então L = ℓ= 0.

Agora, assuma (x,v) /∈ S . Note que temos L > 0. Mostraremos que só é possível que
L =+∞ e, assim, ℓ=+∞.

Suponha, então, que L <+∞. Então, |g(x,v, t)| é limitado para t ≥ 0.

Dessa forma, temos que Λ+(x,v) é não vazio, compacto (dado que Λ+(x,v) é fechado
e está contido em {(x,v) ∈ M ×E : |v| ≤ L}) e invariante. Mas isto é uma contradição, pois
Λ+(x,v) não está contido em B (Observação 5.2.1). Logo, concluímos que L =+∞.

Mostremos agora que ℓ=+∞. Supondo que ℓ <+∞ por absurdo, encontraremos uma
contradição com a Proposição 5.2.2. Dessa forma, se ℓ <+∞ então devem existir sequências
{sk}, {rk} e {tk} com as seguintes propriedades:

(i) sk < rk < tk;

(ii) |g(x,v, t)| ≤ ℓ+1 se t = sk ou t = tk;

(iii) rk é tal que |g(x,v,rk)|= max{|g(x,v, t)| : sk ≤ t ≤ tk} para todo k.

Denote uk := |g(x,v,rk)|. Note que uk →+∞ se k →+∞ (caso contrário temos L <+∞).

Defina, agora, a sequência {(xk,vk)} da seguinte forma:

xk = f (x,rk) e vk =
g(x,v,rk)

|uk|

Note que a sequência está contida no compacto {(x,v) ∈ M ×E : |v| = 1}. Além disso, se
sk − rk ≤ t ′ ≤ tk − rk então |g(xk,vk, t ′)| ≤ 1, pois

sk − rk ≤ t ′ ≤ tk − rk ⇐⇒ sk ≤ t ′+ rk ≤ tk, logo

|g(xk,vk, t ′)|=
1
|uk|

|g( f (x,rk),g(x,v,rk), t ′)|=
1
|uk|

|g(x,v, t ′+ rk)| ≤ 1.

Note também que, como |g(x,v, t)| ≤ ℓ+1 se t = sk ou t = tk, então se t ′ = sk − rk ou
t ′ = tk − rk segue que

|g(xk,vk, t ′)|=
1
|uk|

|g(x,v, t ′+ rk︸ ︷︷ ︸
=tk ou sk

)| ≤ ℓ+1
|uk|

−−−−→
k→+∞

0,

isto é, concluímos que (sk − rk)→−∞ e (tk − rk)→+∞ se k →+∞ (Proposição 5.2.9).
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Dessa forma, construímos uma sequência {(xk,vk)} que encaixa nos itens (i) e (ii) de
Proposição 5.2.2. Assim, segue que qualquer ponto de acumulação (x,v) desta sequência deve
estar em B, isto é, |v|= 0, o que é um absurdo, pois |vk|= 1 para todo k. Portanto, concluímos
que ℓ=+∞.

Proposição 5.2.13. Para cada k = 1,2, ..., seja Kk algum subespaço vetorial de E de forma que
dimKk ≥ ℓ, para algum ℓ fixo. Defina K como

K = limsup
k→+∞

Kk =
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Kk.

Então o subespaço spanK possui dimensão maior ou igual a ℓ.

Demonstração. Dado k, seja {ek
1, ...,e

k
ℓ} conjunto ortonormal em Kk. Considerando que a sequên-

cia {ek
i }k está contida na esfera da raio 1 em E (que é compacta) para i = 1, ..., ℓ, podemos passar

a uma subsequência de forma que lim
k→+∞

ek
i = ei.

Dessa forma, obtemos {e1, ...,eℓ} conjunto ortonormal contido em K (pois se
lim

k→+∞
ek

i = ei =⇒ ei ∈
⋃
k≥n

Kk para todo n), seguindo que span{e1, ...,eℓ} ⊂ spanK e, portanto,

dim(spanK)≥ ℓ.

Proposição 5.2.14. Sejam x ∈ M, η ∈ Λ−(x) e η ′ ∈ Λ+(x). Sendo d = dimE, então valem:

dimS (η)≥ d −dimU (x),

dimU (η ′)≥ d −dimS (x).

Demonstração. Dado x ∈ M, seja K (x) um subespaço complementar de U (x) (ie,
K (x)

⋂
U (x) = {0} e K (x)+U (x) = E).

Dada sequência {tk} em R com tk ≥ 0, defina

µk = min{|g(x,v, tk)| : v ∈ K (x), |v|= 1}

Note que, pela Proposição 5.2.12, se tk →+∞ então µk →+∞.

Dessa forma, fixe η ∈ Λ−(x) e tome sequência {tk} de forma que tk →+∞ e
xk = f (x,−tk)→ η .

Defina, agora Kk = g(x,K (x),−tk). Dado que g(x, ·,−tk) toma valores em GL(d), Kk é
subespaço de E tal que dimKk = dimK (x) (= d−dimU (x)). Assim, dado v ∈ Kk com |v| ≤ 1,
tem-se que |g(xk,v, tk)| ≤ µ

−1
k

Afirmação: existe C <+∞ tal que

sup
0≤t≤tk

|g(xk,v, t)| ≤C para todo k, para todo v ∈ Kk com |v| ≤ 1. (5.2)
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Suponha que não. Então deve existir sequência {vk}, vk ∈ Kk, |vk| ≤ 1, de forma que
sup

0≤t≤tk
|g(xk,vk, t)| →+∞ se k →+∞.

Assim, defina βk = sup
0≤t≤tk

|g(xk,vk, t)| e seja τk ∈ [0, tk] de forma que |g(xk,vk,τk)|= βk.

Seja a sequência {(ηk,ξk)} em M×E definida como

(ηk,ξk) =

(
f (xk,τk),

g(xk,vk,τk)

βk

)

Dessa forma, tem-se que |ξk|= 1 e F(ηk,ξk, [−τk, tk − τk])⊂ {(x,v) ∈ M×E : |v| ≤ 1},
pois dado t tal que −τk ≤ t ≤ tk − τk, então 0 ≤ t + τk ≤ tk, logo

|g(ηk,ξk, t)|=
1
βk

|g( f (xk,τk),g(xk,vk,τk), t)|=
1
βk

|g(xk,vk, t + τk)| ≤ 1

Note, porém, que

|g(ηk,ξk,−τk)|=
1
βk

|g( f (xk,τk),g(xk,vk,τk),−τk)|=
1
βk

|xk|︸︷︷︸
=1

−−−−→
k→+∞

0,

|g(ηk,ξk, tk − τk)|=
1
βk

|g( f (xk,τk),g(xk,vk,τk), tk − τk)|=
1
βk

|g(xk,vk, tk)| ≤
1

βkµk
−−−−→
k→+∞

0

Logo, tem-se que −τk →−∞ e (tk − τk)→+∞ quando k →+∞ (Proposição 5.2.9).

Agora, sendo {(ηk,ξk)} sequência num compacto, passando a uma subsequência pode-
mos assumir que (ηk,ξk) converge para algum (η ,ξ ). Então, |ξ | = 1 dado que |ξk| = 1 para
todo k, mas isso contradiz a Proposição 5.2.2, e segue a afirmação de 5.2.

Defina, agora K = limsup
k→+∞

Kk =
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Kk e seja v ∈ K com |v| ≤ 1. Escolha sequência

(xk,vk) tal que vk ∈ Kk, |vk| ≤ 1 de forma que, passando a uma subsequência, tenha-se
(xk,vk)→ (η ,v). Pela afirmação em 5.2, temos que

F(xk,vk, [0, tk])⊂ {(x,v) ∈ M×E : |v| ≤C}

para todo k. Logo, da Proposição 5.2.2 (i), vem que v ∈ S (η) e, portanto, K ⊂ S (η). Dessa
forma, tem-se spanK ⊂ S (η) e, pela Proposição 5.2.13, vem que

dimS (η)≥ dimKk = d −dimU (x).

A segunda desigualdade é demonstrada de forma análoga.
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5.3 Resultados principais

Lema 5.3.1. Seja x ∈ M e defina:

d = dimE

k = dimS (x)

ℓ= dimU (x)

k1 = d − ℓ

k2 = k

Então k1 ≥ k2 e valem as seguintes afirmações:

(i) Para todo η ∈ Λ−(x), tem-se

dimS (η) = k1 e dimU (η) = d − k1;

(ii) Para todo η ′ ∈ Λ+(x), tem-se

dimS (η ′) = k2 e dimU (η ′) = d − k2.

Demonstração. A afirmação de que k1 ≥ k2 vem do fato de que S
⋂

U ⊂ B = M×{0}. Isto é,
S (x)

⋂
U (x) = {0} e, assim, d ≥ dimS (x)+dimU (x) ⇐⇒ k1 ≥ k2.

Provemos (i), cuja argumentação é análoga para (ii).

Dado η ∈ Λ−(x), segue diretamente da Proposição 5.2.14 que dimS (η) ≥ d − ℓ.
Além disso, da função dimU (x) ser semicontínua superiormente (Proposição 5.2.8) segue
que dimU (η)≥ dimU (x)(= ℓ). Logo, segue que

d = (d − ℓ)+ ℓ≤ dimS (η)+dimU (η)≤ d,

onde, na segunda desiguladade aplica-se S (η)
⋂

U (η) = {0}. Portanto, conclui-se que

dimS (η) = k1 e dimU (η) = ℓ= d − k1.

A demonstração de (ii) é feita de forma análoga.

Este próximo resultado mostra que, se algum η pertence a algum conjunto ω-limite ou
α-limite, então Rd = S (η)+U (η). Isto é, η ∈ Mk para algum k.

Teorema 5.3.2. Seja x∈M. Então existem k1,k2 ∈Z tais que k1 ≥ k2, Λ−(x)⊂Mk1 , Λ+(x)⊂Mk2 .
Além disso, se B é algum conjunto minimal, tem-se B ⊂ Mk para algum k.
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Demonstração. As afirmações de Λ−(x) ⊂ Mk1 e Λ+(x) ⊂ Mk2 seguem diretamente do Lema
anterior com k1 = d −dimU (x) e k2 = dimS (x).

O fato de ser k1 ≥ k2 sai diretamente de dimS (x)+dimU (x)≤ d.

Agora, se B é algum conjunto minimal, afirma-se que B=Λ−(x)=Λ+(x) para todo x∈B.
Com efeito, dado x ∈ B (B ̸= /0 por definição) segue que Λ+(x), Λ−(x)⊂ B, pois B é invariante e
fechado. Como Λ+(x) e Λ−(x) são fechados e invariantes, segue que B = Λ+(x) = Λ−(x).

Dessa forma, Λ+(x), Λ−(x) estão contidos num mesmo Mk e B ⊂ Mk.

Observação 5.3.3. Note que o Teorema 5.3.2 prova a existência de ao menos um Mk não vazio
para algum k, uma vez que M sempre contém um conjunto minimal.

Com o intuito de maior didática para o leitor, provamos alguns resultados que são
consequências diretas do Teorema e Lemas anteriores a fim de demonstrar o próximo Teorema.

Lema 5.3.4. Para cada k = 0,1, ...,d, o conjunto Mk é invariante e compacto. Além disso,
Mk
⋂

Mℓ = /0 se k ̸= ℓ.

Demonstração. É imediato que Mk
⋂

Mℓ = /0 se k ̸= ℓ.

Mostremos que Mk é compacto. Seja {xm} sequência em Mk, convergente para algum x

quando m →+∞. Como dimS e dimU são funções semicontínuas superiormente, segue que

dimS (x)≥ limsup
m→+∞

dimS (xm)︸ ︷︷ ︸
=k, ∀m

= k,

dimU (x)≥ limsup
m→+∞

dimU (xm)︸ ︷︷ ︸
=d−k, ∀m

= d − k.

=⇒ d = k+(d − k)≤ dimS (x)+dimU (x)≤ d

Portanto, dimS (x) = k e dimU (x) = d − k, concluindo que x ∈ Mk. Isto é, Mk é fechado num
espaço Hausdorff compacto =⇒ Mk compacto.

Mk ser invariante vem do fato de as funções dimS (x) e dimU (x) serem constantes ao
longo de órbitas. Isto é,

S ( f (x,s)) = A(x,s)S (x) e U ( f (x,s)) = A(x,s)U (x)

seguindo que Mk é invariante para todo k = 0,1, ...,d.

Lema 5.3.5. Seja x ∈ M tal que Λ+(x) e Λ−(x) estão contidos num mesmo Mk. Então x ∈ Mk e
γ(x)⊂ Mk.

Demonstração. Se Λ+(x) e Λ−(x) estão contidos num mesmo Mk, do Lema 5.3.1 segue que
k = k1 = k2, onde k1 = d − dimU (x) e k2 = dimS (x). Portanto, segue que dimS (x) = k e
dimU (x) = d − k =⇒ x ∈ Mk.
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Além disso, dado que Mk é invariante e compacto (Lema 5.3.4), segue diretamente que
γ(x)⊂ Mk.

Lema 5.3.6. Existe um único Mk não vazio se, e somente se, todo conjunto minimal está contido
no mesmo Mk.

Demonstração. Do Teorema 5.3.2 já temos que todo conjunto minimal está contido em algum
Mk. Se existe apenas um Mk não vazio, segue a primeira implicação.

Reciprocamente, por contrapositiva suponha haver mais de um Mk não vazio. Isto é,
que existem Mk e Mℓ não vazios com k ̸= ℓ. Consequentemente, sendo Mk e Mℓ compactos e
invariantes (Lema 5.3.4), segue que cada um destes contém um conjunto minimal.

Observação 5.3.7. A existência de conjuntos minimais em Mk e Mℓ, afirmada no Lema anterior,
vem do fato de todo conjunto não vazio, compacto e invariante possui um conjunto minimal
(BHATIA; SZEGÖ, 2002).

Teorema 5.3.8. Se existe um único Mk, então valem as seguintes afirmações:

(i) M = Mk para algum k ∈ {0,1, ...,d};

(ii) S e U são subfibrados fechados e invariantes de M×E;

(iii) M×E = S +U como soma de Whitney;

(iv) Seja P(x) : E → E a projeção com Im(P(x)) = S (x), ker(P(x)) = U (x). Então existem
constantes positivas K0 e α tais que

||A(x, t)P(x)A−1(x,s)|| ≤ K0e−α(t−s), s ≤ t,

||A(x, t)[I −P(x)]A−1(x,s)|| ≤ K0e−α(s−t), t ≤ s,

isto é, F admite dicotomia exponencial em todo x ∈ M

Demonstração. (i) De fato, se existe um único Mk então dado x ∈ M, segue que do Teorema
5.3.2 que Λ−(x), Λ+(x)⊂ Mk. Do Lema 5.3.5, vem que x ∈ Mk. Portanto, M ⊂ Mk.

(ii) S e U serem fechados sai diretamente do Lema 5.2.8. Além disso, como dimS (x),
dimU (x) são constantes pelo item (i), segue que S e U são subfibrados pela Definição 5.1.11.

Além disso, se (x,v) ∈ S , então F(x,v, t) = ( f (x, t),g(x,v, t)) ∈ S , pois dado s ∈ R,

|g( f (x, t),g(x,v, t),s)|= |g(x,v, t + s)| −−−−→
s→+∞

0,

seguindo que S é invariante, com demonstração análoga para U .

(iii) Note que esta afirmação é apenas uma reformulação dos itens (i) e (ii).

(iv) Sejam t,s ∈ R tais que s ≤ t, e tome u ∈ S ( f (x,s)) =
(∗)

A(x,s)S (x).
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Observação: A igualdade em (∗) é verdadeira, pois S é invariante e A(x,s) toma valores
em GL(d).

Logo, temos que ( f (x,s),u) ∈ S (S invariante), A−1(x,s)u ∈ S (x) e, sendo P(x) :
E → E projeção em S (x), P(x)A−1(x,s)u = A−1(x,s)u.

Portanto, temos

|A(x, t)P(x)A−1(x,s)u|= |A(x, t)A−1(x,s)u|

= |A( f (x,s), t − s)u|

= |g( f (x,s),u, t − s)|

≤ K|u|e−α(t−s),

onde a desigualdade anterior sai do Lema 5.2.8, dado que ( f (x,s),u) ∈ S .

Observação: foi usado que A−1(x,s) = A( f (x,s),−s) na segunda desigualdade, o que é
consequência da propriedade de fluxo em F :

A(x,s)A( f (x,s),−s) = I =⇒ A−1(x,s) = A( f (x,s),−s).

Por outro lado, tome w ∈U ( f (x,s)) = A(x,s)U (x). Analogamente, temos ( f (x,s),w)∈
U , A−1(x,s)w ∈ U (x) e P(x)A−1(x,s)w = 0.

Dado que E = S ( f (x,s))+U ( f (x,s)) e S ( f (x,s))
⋂

U ( f (x,s)) = {0} pelo item (i),
segue que qualquer v ∈ E é unicamente escrito como uma soma v = u+w, onde u ∈ S ( f (x,s))

e w ∈ U ( f (x,s)). Logo,

|A(x, t)P(x)A−1(x,s)v|= |A(x, t)P(x)A−1(x,s)(u+w)|

≤ K|u|e−α(t−s).

Como P(x) : E → E é contínua, existe k0 tal que |P(x)v| ≤ k0|v| para todo v ∈ E, e vem que
|u|= |P(x)v| ≤ k0|v|. Portanto, conclui-se que

|A(x, t)P(x)A−1(x,s)v| ≤ K|u|e−α(t−s) ≤ Kk0|v|e−α(t−s)

com a demonstração para [I −P(x)] sendo análoga.
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