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RESUMO

RICHARD, C.B. Sistemas de medidas Margulis e medidas de maxima entropia para di-
feomorfismos parcialmente hiperbdlicos com folheacao central compacta. 2022. 91 p.
Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computa-
¢do, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

Este trabalho trata sobre a construgdo e caracterizacdo das medidas de maxima entropia para
certos sistemas parcialmente hiperbdlicos usando o conceito de medidas Margulis. Consideramos
a classe dos difeomorfismos C? parcialmente hiperbélicos com folheagdo central uniformemente
compacta de dimensao um, sobre uma variedade fechada M, denotada por PHC%:1 (M). Para
sistemas f € PHC?Z (M), supondo que a dindmica induzida no espaco das folhas centrais é
topologicamente transitiva, construimos uma familia de medidas ao longo da folheacdo instavel
chamadas medidas Margulis e exibimos a sua relacdo com a desintegrac¢ao ao longo da folheagdo
instavel de medidas de médxima entropia. Usando esta caracteriza¢do, quando a folheacao
instavel € dinamicamente minimal provamos que ou f possui uma unica medida de maxima
entropia a qual é provada ter expoente central zero, ou f possui exatamente duas medidas de
maéxima entropia ergddicas, as quais sao hiperbdlicas e com expoente central de sinal oposto.
Também estudamos a natureza do suporte das medidas de maxima entropia com expoente central
zero para difeomorfismos f € PHC?ZI(M ) que sdo infra-AB-sistemas, e provamos que toda
medida de maxima entropia com expoente central zero possui uma sub-variedade compacta
e periddica, tangente aos fibrados estdvel e instavel, a qual chamamos de su-folha. Ainda
neste contexto, quando o sistema f € topologicamente transitiva, mostramos que f possui no
maximo duas medidas de maxima entropia com expoente central nulo. Além disso, para o caso
fe PHC?z1 (T3) mostramos finitude de medidas de maxima entropia ergédicas usando algumas

hipdteses adicionais e aplicando os resultados obtidos.

Palavras-chave: Entropia topoldgica, Medida de mdxima entropia, Difeomorfismo parcialmente

hiperbdlico, AB-sistema, su-folha, Expoente de Lyapunov, Sistema de Margulis.






ABSTRACT

RICHARD, C.B. Margulis systems of masures and measures of maximal entropy for par-
tially hyperbolic diffeomorphisms with compact center foliation. 2022. 91 p. Tese (Dou-
torado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemaéticas e de Computagdo,
Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

This work is the construction and characterization of maximal entropy measures for certain
partially hyperbolic systems using the concept of Margulis measures. We consider the class of C?
partially hyperbolic diffeomorphisms with one-dimensional center bundle and uniformly compact
center foliation on a closed manifold M, denoted by PHC?_, (M). For systems f € PHC2_, (M),
assuming that the dynamics induced in the space of the central leaves is topologically transitive,
we construct a family of measures along the unstable foliation called Margulis measures, and
characterize their relationship with the disintegration along the unstable foliation of maximal
entropy measures. using this characterization, we prove that when the unstable foliation is
dynamically minimal there is a dichotomy: either f has a unique entropy-maximizing measure,
which is proved to have zero center exponent; or the system f has exactly two ergodic maximal
measures, which are hyperbolic and have a central exponent of opposite sign. We also study
the nature of the support of measures of maximal entropy with vanishing center exponent
for diffeomorphisms f € PHC?Z1 (M) infra-AB-systems, and we prove that every measure of
maximal entropy with vanishing center exponent has a periodic submanifold tangent to the
stable and unstable bundles, which we call su-leaf. Still in this context, when the system f is
topologically transitive, we show that f has at most two ergodic maximal entropy measures
with vanishing center exponent. Furthermore, for the case M = T3, if f € PHC2_,(T?) we show
finiteness of the ergodic maximal entropy measures using some additional assumptions and

applying the previous results.

Keywords: Topological entropy, Maximal entropy measures, Partially hyperbolic diffeomor-

phism, AB-system, su-leaf, Lyapunov Exponent, Margulis system.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A nocao de entropia topolégica tem um papel central no estudo da complexidade dos
sistemas dinamicos. Para sistemas continuos definidos sobre espacos métricos compactos, a
complexidade de estos sistemas pode ser abordado usando a no¢ao de entropia métrica, a qual
descreve a complexidade do sistema dinamico em relagdo a uma medida de probabilidade
invariante, uma vez que o principio variacional (LEDRAPPIER; WALTERS, 1977) afirma que
o supremo da entropia métrica tomado sobre todas as medidas de probabilidade invariantes
coincide com a entropia topoldgica do sistema. Uma medida onde esse supremo € atingido ¢ dita
de medida médxima entropia. As medidas de maxima entropia refletem a complexidade de todo o
sistema e portanto sdo de muita importancia para estudar a complexidade do mesmo. Perguntas
relacionadas a medidas de maxima entropia surgem naturalmente: existem medidas de maxima
entropia?, como podemos construi-las?, quantas medidas ergddicas de mdxima entropia possui

um sistema?, como € a natureza do suporte dessa medidas?, etc.

Existem resultados cldssicos nesse sentido, por exemplo, € conhecido que todo sistema
restrito a um conjunto hiperbdlico transitivo admite uma tnica medida de maxima entropia
(BOWEN, 1975). Recentemente, novas abordagens foram desenvolvidas para o estudo de medi-
das de maxima entropia de mapas hiperbdlicos nao uniformes e difeomorfismos parcialmente
hiperbdlicos (URES, 2012; NEWHOUSE; YOUNG, 1983), difeomorfismos C I+ sobre superfi-
cies (BUZZI et al., 2012; SARIG, 2013).

Com respeito da construcio de medidas de mdxima entropia, existem alguns resultados
classicos, por exemplo, para sistemas hiperbolicos, Bowen (BOWEN, 1970) e Margulis (MAR-
GULIS, 2004) as construiram usando duas abordagens diferentes. Por meio de suas provas,
verifica-se que estas medidas mdxima entropia equidistribuem 6rbitas periddicas da dindmica e

também possuem uma estrutura de produto local.

No contexto de sistemas dindmicos destacam-se uma classe importante de sistemas

dindmicos, denominadas de parcialmente hiperbdélicos, os quais terdo um papel central nesta tese.
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Seja M uma variedade riemanniana compacta, um difeomorfismo f : M — M é chamado parcial-
mente hiperbdlico se o espago tangente admite uma decomposi¢do continua TM = E* G E G E*
invariante por Df, onde D f|E* contrai uniformemente, Df|E" expande uniformemente e Df|E€
tem um comportamento intermedidrio, ou seja, D f restrito a E€ ndo pode contrair ou expandir
mais do que Df|E* e Df|E", respectivamente. Denotamos por PH" (M) ao conjunto dos difeo-
morfismos parcialmente hiperbdlicos de classe C" de uma variedade M. Os fibrados E*, E* e
E€ sdo conhecidos como fibrado estdvel, instdvel e central, respectivamente. E conhecido que
os fibrados estdvel e instdvel sdo unicamente integraveis por folheacdes invariantes (HIRSCH;
PUGH; SHUB, 1970), denotados comumente por .#* e .% ", respectivamente. Porém a integrabi-
lidade do fibrado E€ ou mesmo de E“ = E* G E e E“* = E* @ E€ € um assunto mais delicado
(HERTZ; HERTZ; URES, 2016). O sistema f é dita dinamicamente coerente se E“* = ES@ E e
E = E" @ E° sao integraveis. Nesse casso obtém-se naturalmente uma folheacgdo .# ¢ tangente

ao fibrado central, como a intersecao das folhas das folheacdes que integram a E<° e E.

Nesta tese, estudamos medidas de maxima entropia para uma classe importante de
difeomorfismos parcialmente hiperbolicos de uma variedade fechada M. Esta classe € o conjunto
dos sistemas f € PH" (M), r > 2, dinamicamente coerentes com folheacdo central uniformemente
compacta de dimensdo um; a qual denotamos por PHC/_,(M). Para isso, seguimos algumas
técnicas encontradas em (BUZZI; FISHER; TAHZIBI, 2019), as quais consistem na constru¢cao
sistemas de medidas Margulis ao longo da folheacdo instdvel, para caraterizar a desintegracao
de medidas de médxima entropia ao longo desta folhea¢do. Um sistema de medidas Margulis é
em esséncia, uma familia de medidas {my } xcp respeito de uma folheagéo .# cuja caracteristica
principal € a existéncia de uma constante D > 0 tal que f*m ) = D.my. Em (BUZZI; FISHER;
TAHZIBI, 2019) os autores construiram sistemas de Margulis {m%} ao longo da folheagdo
instavel, para perturbacdes de mapas tempo-um de fluxo Anosov transitivo, com folheagdes
estdveis minimais, com constante D = e/ior(f), Logo usaram estas medidas para caracterizar
as medidas de maxima entropia. Além disso, para estos sistemas provaram que se supp(m4) =
F"(x) para todo x € M, entdo uma medida invariante é de mdxima entropia se e somente se
a desintegragdo ao longo da folheagdo instdvel é equivalente ao sistema {m"},cp. E por isso
que medidas Margulis torna-se interessantes quando elas tem suporte total em folhas instdveis e
constante D = eor(/) Nesse sentido, a seguir enunciamos 0 nosso primeiro resultado, onde f,

denota o mapa induzido por f no espago quociente M, = M /.F¢:

Teorema A. Seja M uma variedade fechada e f € PHszl (M). Se f. é topologicamente transi-

tiva entdo existe um sistema continuo de medidas {m"}cy tal que:

(1) cada m é uma medida Radon sem dtomos e totalmente suportada em F"(x);
— Lo .
(2) f*m;tc(x) =e [’(f)m;"

(3) o sistema {m%} ey € cs-invariante e localmente uniformemente finito.
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Além disso, se [ é uma medida ergdédica com A.(1) <0, U é de mdxima entropia se e somente

se a desintegracdo {1} xem de 1 ao longo da folheagdo instdvel é equivalente a {m%} cp.

Para a prova do Teorema A, primeiro construimos um sistema de medidas {m<"} yepr, mS"

com suporte contido em % ““(x), logo construimos a medida m" como uma proje¢do da medida
m{. Em (BUZZI; FISHER; TAHZIBI, 2019) os autores usam minimalidade da folheacdo estdvel
para construir medidas m{", porém, neste trabalho construimos essas medidas sem a hipdtese de
minimalidade. Além disso, a existéncia do sistema de medidas {m¥},cp pode ser feita sem usar
a hipétese da transitividade topoldgica de f;; a transitividade topologicamente de f, serve para
garantir que toda medida m¥ tem suporte total em . "(x). No caso de que M € o tinico conjunto
f-invariante minimal u-saturado podemos construir medidas Margulis {mS*} cpr € {m%},epm a0
longo das folheacdes .7 < e .F*, respectivamente, e todas com suporte total. Tudo isso contribui

para mostrar a seguinte dicotomia para medidas de maxima entropia:

Teorema B. Seja M uma variedade fechada e f € PHC?_|(M). Se M é o tinico conjunto minimal

f-invariante, u-saturado, entdo vale uma, e so uma das alternativas abaixo:

(1) f admite uma iinica medida de mdxima entropia l. Neste caso A.(t) =0 e W tem estrutura

de produto local, isto é, [ |p(xe)=mS’ X my.

(2) Existem exatamente duas medidas ergddicas de mdxima entropia W, L=, com expoente

central positivo e negativo, respectivamente. Além disso, W™ |p(x.e)= mg’ X my.

Se M3 é uma variedade tridimensional fechada e f € PHC?ZI (M3); quando f possui a
propriedade de acessibilidade, existem alguns resultados relacionadas ao nimero de medidas de
maxima entropia ergddicas, porém a no¢do de acessibilidade sempre € uma hipétese forte para
assegurar que essa quantidade € finita. Por exemplo, nesse contexto em (HERTZ ef al., 2012)
os autores concluem que esses sistemas satisfazem uma dicotomia interessante: ou possuem
uma Unica medida ergddica de maxima entropia e essa medida tem expoente central nulo ou
possuem no méximo um numero finito de medidas ergdédicas de méxima entropia, e todas sao
medidas hiperbélicas. Quando a variedade tridimensional é diferente do toro tridimensional T?,
em (URES; VIANA; YANG, 2021) os autores provaram que: ou possuem uma Unica medida
ergdédica de maxima entropia e essa medida tem expoente central nulo ou possuem exatamente
duas medidas hiperbdlicas ergddicas, as quais possuem expoentes centrais com sinais opostos.
Em ambos trabalhos € usado fortemente a propriedade de acessibilidade, pois devido a esta
propriedade, medidas hiperbdlicas e ndo hiperbdlicas ndo coexistem, o que implica que medidas
de médxima entropia hiperbdlicas ndo podem-se acumular e medidas com expoente central com o

mesmo sinal tem suportes disjuntos.

Sem a hipédtese de acessibilidade pode ser construidos facilmente sistemas parcialmente
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hiperbdlicos com infinitas medidas ergddicas de médxima entropia. Porém sob algumas condic¢des
pode-se obter uma quantidade finitas medidas ergddicas de médxima entropia (ROCHA; TAH-
ZIBI, 2021). No casso ndo acessivel pode ocorrer que medidas de mdxima entropia hiperbodlicas
e nao hiperbdlica podem coexistir, além disso, medidas de méxima entropia nao hiperbdlicas

podem ser acumuladas por medidas de méxima entropia hiperbdlicas.

Um outro abordagem é conhecer a natureza do suporte das medidas de méxima entropia
para o caso ndo acessivel. Uma classe interessante de sistemas que abordaremos aqui, sao os
difeomorfismos f € PHszl (M) que sdo infra-AB-sistemas (HAMMERLINDL, 2017), que
para o caso de T3, a classe dos infra-AB-sistemas contém a todos os sistemas parcialmente
hiperbdlicos ndo accessiveis, com folheacdo central compacta. No teorema acima, quando f €

um infra-AB-sistema nao acessivel, uma descri¢cao exata da dindmica pode ser dada:

Corolario B.1. Seja M uma variedade fechada e f € PHC?_, (M) um infra-AB-sistema. Se f é
ndo acessivel e M é o iinico conjunto invariante minimal u-saturado, entdo f é conjugado (a

menos de iteragoes finitas e recobrimento finito) com
NxS' 5 NxS' (x,1)— (Ax,r +0)
onde a N é uma nilvariedade. Além disso, possui uma tinica medida de mdxima entropia, a qual

tem suporte total e expoente central nulo.

No que segue, uma su-folha é uma variedade tangente ao fibrado E* @ E*. Para o caso
de infra-AB-sistemas damos uma descri¢ao do suporte das medidas de méxima entropia com

expoente de Lyapunov central zero:

Teorema C. Seja M uma variedade fechada e f € PHC?_ (M) um infra-AB-sistema. Se f

admite uma medida de mdxima entropia [L com A.(1) = 0, entdo

(1) supp(u) =M, ou

(2) o suporte de toda medida de mdxima entropia com expoente central zero contém uma

su-folha periodica compacta.

No caso de f ser topologicamente transitiva, podemos dar um limite superior para o

nimero de medidas ergdédicas de mdxima entropia com expoente central zero, denotado por
MME, (f).

Teorema D. Seja M uma variedade fechada e f € PHC%:1 (M) um infra-AB-sistema. Se f é
topologicamente transitiva, entdo #MME(f) < 2. Além disso, se 1 € MMEq(f), entdo:

(1) supp(u) =M, ou
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(2) supp(u) é a drbita de uma su-folha compacta e periddica.

Por fim, podemos aplicar os resultados obtidos. Vamos restringir para o caso M = T>.
Neste casso a su-folha compacta do Teorema C é um Toro bidimensional T2, tangente a E* @ E,

0 qual chamamos de su-toro.

Proposicio E.1. Seja f € PHC?_ | (T?) e S é uma folha central fixa. Se NW (f|s) < oo, entdo
#MME((f) < #NW(f|s). Além disso, se @ € MME, entdo existe ng € N tal que

card (supp(u) N.F¢(x)) =no, para todo x € T°.

E conhecido que todo homeomorfismo sobre T2 admite uma tinica medida de maxima
entropia. Portanto se T2, é um su-toro periédico para f € PHC?_, (T?) é facil ver que f]| O(T2,)
admite uma tinica medida de méxima entropia. Dizemos que T2, é um su-toro transversalmente
hiperbélico se T2, é periédico e a tinica de méxima entropia tem expoente central diferente de

zero, ou seja, se v é a medida de mdxima entropia de f]| o(T2,) entao
su

[, gD | E¥l1an #0.
T2

su

Proposicao E.2. Seja f € PHC3:1 (T3) tal que todo su-toro é transversalmente hiperbdlico.

Entao f tem um niimero finito de medidas ergodicas de mdxima entropia e todas sdo hiperbdlicas.

Como mostra a proposi¢do acima, a inexisténcia de su-torus transversalmente nao hi-
perbdlicos implica a existéncia de um nimero finito de medidas ergddicas de maxima entropia.
Caso exista um su-toro transversalmente nao hiperbdlico existe uma medida de maxima entropia
com expoente zero que poderia ser acumulada por medidas de méxima entropia. Para o caso de
f ser topologicamente transitivo, a existéncia de um su-toro hiperboélico implica um resultado

interessante relacionado ao numero de medidas de mdxima entropia:

Proposicao E.3. Seja f € PHngl(ﬂG) topologicamente transitiva. Se [ possui um su-toro

transversalmente hiperbdlico, entdo

2 <#MME(f) < 3.

A tese estd organizada da seguinte maneira:

* No capitulo 2, apresentamos os conceitos bésicos de teoria ergddica que aparecem ao

longo da tese.

* No capitulo 3, estudamos os conceitos classicos de sistemas parcialmente hiperbdlicos,
entropia instdvel e detalhamos alguns resultados relacionados ao contexto dos principais

resultados.
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* No capitulo 4, apresentamos resultados relacionados a sistema medidas Margulis, logo
construimos medidas Margulis ao longo da folheacdo centro-instdvel e demonstramos o

Teorema A.

* No capitulo 5, aparecem as provas dos teoremas e proposi¢des enunciados na introducao.
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CAPITULO

PRELIMINARES

2.1 Medidas invariantes

Seja (M, %,1) um espaco de probabilidade e seja f : M — M uma transformacdo

mensurdvel. Dizemos que a medida i € f-invariante se
u(f~Y(E)) = u(E) paratodo E € 2.

Dizemos que uma medida f-invariante y é ergddica se f~'(E) = E implica que u(E) = 0 ou
1(E) = 1. A n-ésima média de Birkhoff para uma funcdo ¢ : M — R mensuravel é definida

como e
Sw@z%%¢ﬁ@)

Teorema 2.1.1 (Teorema ergddico de Birkhoff). Seja f : M — M uma transformac¢@o mensuravel
e U uma probabilidade f-invariante. Dada qualquer funcao integravel ¢ : M — R, o limite

@ (x) = lim, . S, ¢(x) existe em U -quase todo ponto x € M. Além disso, a fungdo ¢ definida

[ du= [ pdu.

Observacao 2.1.1. Se u ¢ uma medida ergddica no teorema ergddico de Birkhoff note que
¢©(x) = [@du, para u-q.t.p. x € M.

desta forma € integravel e satisfaz

Observacao 2.1.2. Se f € uma transformacdo invertivel entdo as medias temporais de qualquer

fungio integravel ¢ para f e para f~! coincidem em u-quase todo ponto:
1 n—1 ) 1 n—1 ]
lim — Z pof /=lim— Z Qo f/ em u -quase todo ponto .
n n 0 n n j=0

Seja (M,d) é um espago métrico, a o-dlgebra gerada pelos abertos da topologia induzida
pela métrica € chamada de o-dlgebra de Borel. Uma medida de probabilidade sobre esta o-

dlgebra é chamada de medida de probabilidade de Borel. Denotamos por .# (M) ao conjunto de
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medidas das probabilidade borelianas, isto é,
A (M) :={u : u é uma medida de probabilidade boreliana }.

Quando M é um espago métrico compacto, existe uma topologia sobre . (M) chamada topolo-
gia fraca®, que torna a . (M) um espago topolégico metrizdvel compacto, onde duas medidas
sdo consideradas proximas se as integrais que elas dao a funcdes continuas limitadas estio
préoximas. A topologia fraca* em .#) (M) pode ser definida como a topologia cuja sub-base é

colecdo de conjuntos da forma V (i, ¢, €), onde € > 0, ¢ : M — R € uma aplicagdo continua e

/god,u—/(pdn’<e}.

Teorema 2.1.2. (OLIVEIRA; VIANA, 2014) Se M é espago métrico compacto entdo .#| (M)

com a topologia fraca® é metrizavel e compacto.

V(€)= {n € M (M);

Proposicao 2.1.1. (OLIVEIRA; VIANA, 2014) Uma sequéncia de medidas de probabilidade
{U,}, em M converge na topologia fraca* para uma medida u, se para toda fungio continua

lim/(pdun:/qodu.

Definicao 2.1.1. O suporte de uma medida pt, denotado por supp(ut), € o conjunto dos pontos

¢ : M — R temos que

X € M para os quais u(U) > 0 para todo aberto U C M tal que x € U.

2.2 Desintegracao de medidas

Seja M um espago métrico completo separdvel, 4 a o-dlgebra de Borel e 4 uma medida
de Borel finita sobre M. Dada uma parti¢ao & de M em conjunto mensuraveis, denotamos por
T:M — & aprojecdo que associa a cada ponto x € M o elemento &(x) da particdo que o
contém. Esta projegdo permite associar a &, o espago de medida (2, i, @), onde [l ;=T e
B = AB.

Definicao 2.2.1. Dada uma particdo &2 de M. Um sistema de medidas condicionais de g com

respeito de & é uma familia {11, } ,c »» de medidas de probabilidades em M tal que

(1) Dado ¢ € C°(M), entdio P+ [ ¢ up é mensurével;

(2) up(P)=1p -q.t.p.
(3) se ¢ € C°(M), entdio

o=, (o)

Quando fica claro a qual parti¢do nos referimos, dizemos que a familia {p} desintegra

a medida u.
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Proposicgiio 2.2.1. Se {up} e {up} sdo desintegracdes de (L com respeito a &, entdo Up = Up
para fl-quase todo P € &,

Corolario 2.2.1. Se f: M — M preserva uma medida de probabilidade u e a parti¢do &, entdo
f«lp = Up para fi-quase todo P € .

Demonstracdo. Decorre do fato de que {filp}pc s também é uma desintegracdo de y e da

unicidade essencial do sistema de desintegracao. [

Definicao 2.2.2 (Particio mensuravel). Dizemos que &7 é uma particdo mensuravel se existe

uma familia de conjuntos Borelianos {A; };cn tal que
P ={A1,A{}V{A,A5} V... mod 0.

Teorema 2.2.1. (ROKHLIN, 1949). Seja & uma particdo mensuravel de um espago métrico
completo separdvel M e y uma medida boreliana finita. Entdo ¢ admite um sistema de medidas

condicionais relativamente a 2. Este sistema de medidas condicionais é essencialmente dnica.

O teorema da decomposi¢do ergddica que vamos a enunciar a continuagdo, tem diversas
aplicagdes importantes; em particular, ele permite reduzir a demonstra¢do de muitos resultados

ao caso em que o sistema € ergddico.

Teorema 2.2.2 (Decomposi¢do ergddica). Seja M um espaco completo separavel, f: M — M
uma transformac¢do mensurdvel e g uma probabilidade invariante. Entdo existe um conjunto
mensuravel My C M comu (My) = 1, uma parti¢io & de My em subconjuntos mensuraveis tal

que se {up : P € &} é a decomposicio de u ao longo & entdo up é ergddica.

2.3 Entropia métrica

Nesta se¢@o, vamos considerar (M,d) um espago métrico compacto. Seja f: M — M
uma transformagdo mensuravel, denotamos por .# (f) o conjunto das medidas borelianas de
probabilidade f-invariantes e por .#ers(f) o conjunto das medidas borelianas de probabilidade
ergddicas. Se f € uma transformacdo continua, decorre do teorema da existéncia de medidas

invariante e da decomposigdo ergédica que Ao (f) # 0.

Seja (M, %, 1) um espago de probabilidade. Uma particdo & é uma cole¢@o finita ou
enumerdavel de subconjuntos mensurdveis de M disjuntos dois a dois e cuja unido tem medida
total. Seja &7 uma particdo finita de M, a entropia da parti¢do & respeito da medida u € definida
por

Hu(2) =~ § u(P)logu(P).

A soma &NV 2 de duas particdes & e 2 ¢é a particao cujos elementos sdo intersecdes PN Q

com P € & e Q € 2. Mais geralmente, dada uma familia enumeravel { % : k € L} de particoes
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de M, definimos
\/ @k:{mPkZPkE ng}

kel kel

Seja f: M — M uma transformacdo mensuravel e seja 4 uma medida de probabilidade em M.
Se & é uma particio de M entio [~/ () := {f~/(P) : P € &} também é uma particio de M,

para todo inteiro j > 0. Denotamos
n—1 )
P = \/ f (&) paratodon > 1.
Jj=0

Chamamos entropia de f respeito a medida u e a parti¢ao &, ao limite
. 1 n . 1 n
hy(f,2) = hrranHu (P") = nr}fZHu (2").

Definicao 2.3.1. Seja f : M — M uma transformac¢do mensurdvel que preserva uma medida de

probabilidade  em M. A entropia de f respeito de u € definido por

hy(f) :=sup{hu(f, ) : & é uma particdo de M }.

Sejam f: M — M e g : N — N transformagdes continuas em espago topolégicos com-
pactos M e N. Dizemos que g é um fator topolégico de f se existe uma aplicacdo continua
sobrejetiva 7w : M — N satisfazendo wo f = go .

M —s M
8
N

ﬁN

f
T

Se 7 pode ser escolhida invertivel (homeomorfismo), dizemos que as duas transformagdes sao
topologicamente equivalentes, ou topologicamente conjugadas, e chamamos 7 de conjugacao

topoldgica entre f e g.

Proposicao 2.3.1. Sejam f: M — M e g: N — N transformagdes continuas em espago topold-
gicos compactos M e N. Se g € um fator de F' por meio de uma aplicacdo continua sobrejetiva

7 : M — N entao
ha,u(g) < hu(F).

Além disso, a igualdade Ay, (g) = hyu(f) vale sempre que 7 é uma conjugagio topoldgica.
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2.4 Entropia topologica

Seja (M,d) um espacio métrico compacto e f : M — M um sistema dindmico continuo.
Dado um inteiro n > 0, a distancia dinamica de ordem n entre dois pontos x,y € M, é definido
por
dy(x,y) = max {d (f*x, f*y) : 0 <k <n}
As bolas Bowen de ordem n > 0, centradas em x € M e de raio € > 0 sdo definidas como

By(x,€)={y€eM:d,(x,y) < €}.

Um subconjunto E C M é dito ser (n,€)-separado se d,(x,y) > € para todo x # y € E. Dados
n>1ee€>0,defina

S(f,n,€) :=sup{#(E): E C M é (n,¢€) -separado }. (2.1)
Definicao 2.4.1. Chamamos entropia topoldgica de f ao limite

1
hiop(f) = lim limsup —log S(f,n,€).

e=0 pse N

Teorema 2.4.1 (Principio Variacional). Seja f : M — M uma transformagdo continua num espaco

métrico compacto. Entdo

hiop(f) = sup {hyu(f) : € A ()}
Observacio 2.4.1. No teorema 2.4.1 podemos mudar o conjunto .# (f) por Mers(f). Isso

¢ uma consequéncia do teorema da decomposi¢do ergddica. Com efeito, seja u € .#(f) e

{up: P € &} asua decomposicio ergddica. Pelo teorema da decomposicdo ergddica, temos

) = [ b ()dE(P).
Portanto,
SuP{hu(f) ‘ue //(f)} < SUP{hu(f) ‘ue /ferg(f)}
A desigualdade reciproca € trivial, uma vez que e (f) C A (f).

Observacao 2.4.2. Devido ao principio variacional podemos redefinir uma medida de maxima

entropia como aquela medida f-invariante u tal que
hyu(f) = hiop(f)-
Definamos os conjuntos
MME(f) = {ue(f):hu(f) =hop(f)}
MMEer(f) = {H € Meg(f): hu(f) = hiop(f)}-
Se u € MME( f) diremos simplesmente que ( é uma m.m.e.

A seguinte proposi¢do mostra que a entropia topoldgica € um invariante de equivaléncia

topoldgica.
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Proposicao 2.4.1. (OLIVEIRA; VIANA, 2014). Sejam f: M — M e g : N — N transformacdes
continuas em espago métricos compactos M e N. Se g € um fator de f por meio de uma aplicacio

continua sobrejetiva & : M — N entdo

htop (g) < htop (f)

Além disso, a igualdade Aop(g) = hiop(f) vale sempre que 7 seja uma conjugagio topoldgica.

Observacao 2.4.3. Dada uma transformagao continua f : M — M sobre um espacio métrico
compacto M, se K C M es compacto. Apesar de K ndo ser necessariamente invariante, podemos
definir entropia topoldgica de f em K, por meio de conjuntos separados, bastando seguir iteradas
de K, ou seja, tomando S(f,K,n,€) :=sup{#(E) : E C K é (n,€)-separado } e

1
hop(f,K) = lim limsup —logS(f,K,n,€).
E=0 s N
A continuagdo vamos a enunciar um principio variacional relativo para transformacoes
continuas devido a (LEDRAPPIER; WALTERS, 1977), a qual fornece uma relagcdo entre as

entropias de sistemas semi-conjugados.

Teorema 2.4.2. (LEDRAPPIER; WALTERS, 1977). Sejam M e N espagos métricos compactos
ef:M—M, g:N— N, :M— N mapas continuos tais que 7 seja sobrejetivoe wo f = go 7.
Se v € uma medida g-invariante, entao:
sup () = (@) + [ hop (.57 () dv().
T U=V N

Observacio 2.4.4. No Teorema 2.4.2, se £~ !(y) é um conjunto finito, entdo hwp(f, 7~ (y)) =
0. Assim, se #(7~!(y)) < o para todo y € N, temos que Supz, y—y hu(f) = hv(g). Portanto,
hy(f) < hy(g), paratodo u € .#(f) com m.u = v. Isto, juntamente com a Proposicdo 2.3.1,
implica

hv(g) = hu(f), mp=v. (2.2)
Novamente, como g é um fator de f, pela Proposicdo 2.4.1 temos que /iop(g) < hiop(f). Além

disso, a igualdade (2.2) juntamente com o Principio variacional (Teorema 2.4.1) implicam a

desigualdade contraria, portanto:
htop (g) = htop (f)

Pela observacdo acima, note que o Teorema 2.4.2 permite relacionar entropia de um
homeomorfismo definido sobre uma variedade compacta com a entropia de qualquer levanta-
mento deste homeomorfismo, para um recobrimento finito da variedade, como mostra a seguinte

observacao:

Observacao 2.4.5. Seja M uma variedade compacta e f : M — M um homeomorfismo. Seja
f M — M um levantamento de f para um recobrimento finito 7 : M — M. Como 7o f = fo,
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y #(r1(x)) < o0, se v € .#(f), pela Observagio 2.4.4 temos que

h(f) = h(f), mp=v. 2.3)

hop(f) = hiop(f)- 2.4)

Se u € MME(f), a igualdade (2.3) implica que 7, € MME(f). Logo Como 7 : M — M é um
levantamento finito, toda medida f-invariante v pode ser levantada para uma medida f-invariante
V, isto é, existe V tal que 7w,V = V. Isto juntamente com a igualdade (2.3) implicam que toda
medida de mdxima entropia de f pode ser levantada para uma medida de maxima entropia de f.

Consequentemente,o conjunto MME(f) se projeta sobrejetivamente sobre o conjunto MME( f).

2.5 Desintegracao de medidas ao longo de folheacoes

Aqui vamos considerar M (ou M™) uma variedade riemanniana (de dimensao m > 2)
e f: M — M um sistema continuo. Dado k£ > 1, em lo que segue BF denotard a bola unitdria

centrada no origem em R¥, ou seja,
B = {x e R¥: ||x|| < 1}.

Defini¢ao 2.5.1. Uma particdo .# de uma variedade M™ € dita uma folheacdo de dimensdo
n < m de classe C" (r > 0) se existe um atlas & = {(@q,B" x B" ") : o0 € I} de classe C" tal
quetodoy € B" " e a € I, temos que ¢n(B" X y) C .F (9 (0,y)).

F(@a(0,))

Figura 1 — Caixa folheada

A imagem ¢ (B" x B"") e chamada de caixa folheada e as imagens ¢ (B" x {y}) sdo chamadas

folhas locais ou placas de ¥ correspondente a @,.
Definicdo 2.5.2. Uma folheagdo é dita f-invariante se f(.% (x)) = .Z (f(x)).

Definicao 2.5.3. Dada uma distribui¢do E C TM, dizemos que uma folheacdo .% ¢ tangente a E
se T,.# (x) = E(x) para todo x € M.
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Agora vamos considerar parti¢cdes dadas por folhas de uma folheacdo. Se o conjunto de
folhas ndo compactas tem medida positiva entdo o resultado de Rokhlin ndo pode ser aplicado
imediatamente. No entanto, pode-se estender o resultado de Rokhlin, desintegrando a medida
em caixas folheadas. De fato, seja M uma variedade de dimensdo m > 2, e seja i uma medida
localmente finita em M. Seja B uma caixa folheada e u? a restricdo da medida p para a caixa
folheada B. Pelo Teorema 2.2.1, existe uma desintegragio {u2 : x € B} de u® em medidas
de probabilidade condicionais ao longo das placas da caixa folheada, e essa desintegracao é
essencialmente Unica. A propriedade principal é que para caixas folheadas distintas, na interse¢ao
as medidas condicionais correspondentes coincidem a menos de um fator constante, como mostra

o seguinte lema:

Lema 2.5.1 [(AVILA; VIANA; WILKINSON, 2011), Lema 3.2] Sejam B e B’ caixas folheadas
e uB e uP as restricdes da medida u para B e B/, respectlvamente Se {ub} e {uBY,  éa
desintegracio de u® e u? " a0 longo das placas entdo u5 e ,th restritos a BN B’ coincidem a

menos de um fator constante para {-quase todo ponto x € BNB'.

Demonstragdo. Seja ¥ uma secao transversal para a caixa folheada B, isto é, uma subvariedade
de dimensdo m — k que intersecta cada folha local apenas em um ponto. Seja [ip a medida
em X obtida projetando a medida u? ao longo das folhas locais. Considere qualquer conjunto
mensuravel C C B e seja Lic a medida em ¥ obtida como a medida projetada de pt|c sob a
projecdo ao longo das folhas locais. Entao a derivada de Radon-Nikodym

di,
ﬂ € (0,1] em pc-quase todo ponto.

diip

Para qualquer conjunto mensurdvel E C C, temos

— [ E)amn(E) = [ 1) R,

Pela unicidade essencial, isto prova que a desintegra¢ao de i |¢ ao longo das folhas locais é dada

por R
c_ dip
Y duc

onde & é o ponto em que a folha local que passa por x intersecta ¥. Tomando C = BN B'. Usando

(&)(u8|C) para p-quase todo ponto x € C.

duas vezes a igualdade acima, temos

-~

dpig 8oy — s B
dﬁc(ﬁ)(ux C) = dic (&) (1 1C)

para -quase todo ponto x. Isto conclui o lema. L

O Lema 2.5.1 implica que existe uma familia {u, : x € M} tal que p, é uma medida
definida por “escalonamento” com L, (M\.%,) = 0, a fungdo x — L, é constante nas folhas de

Z, e as probabilidades condicionais u? ao longo das folhas locais de qualquer caixa folheada
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B coincide quase sempre com a restri¢des normalizadas de u, para as folhas locais de B. Dos
argumentos, € claro que tal familia é essencialmente tnica. Chamamos a {, : x € M} de

desintegracao de y ao longo de .% e nos referimos a (1, como classes condicionais de ¢ ao longo
das folhas de ..
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CAPITULO

SISTEMAS PARCIALMENTE HIPERBOLICOS

3.1 Generalidades

Definicao 3.1.1. Seja M uma variedade compacta. Um difeomorfismo f : M — M é chamado
de parcialmente hiperbolico se admite uma decomposi¢@o ndo trivial D f-invariante do fibrado
tangente TM = E*  E€ G E", tal que para cada x € M e todo vetor unitdrio v° € E° (x)(c = s,c,u)
satisfaz:

[DxfV || < IDxfve || < [|Dxf"]] e

IDxfles]| < 1< [(Daflp) ™I

para alguma métrica Riemanniana. O difeomorfismo f € dito de absolutamente parcialmente

hiperbdlico se for parcialmente hiperbdlica e
[Dxf V(| < 1Dy fye |l < [[Defv"||

para todo x,y,z € M e todo vetor unitdrio v° € E°(w), 6 = s,c,u e w = x,y,z respectivamente.

Denotamos por PH"(M) o conjunto dos sistemas parcialmente hiperbdlicos, de classe C", r > 1.

Os fibrados E®, E* e E sao conhecidos como fibrado estdvel, instavel e central respecti-
vamente. Os fibrados E“ = EC G E* e E“ = E° & E" sao chamados de fibrado centro-estavel
e centro-instdvel. Se E° € integravel, denotamos por .% ¢ a folheagdo que integra este fibrado,
quando ndo houver risco de ambiguidade, escrevemos simplesmente por #°, 0 = s,u,c,cu,cs.
Os fibrados estdvel e instdvel sdo unicamente integraveis por folhea¢des invariantes (HIRSCH;
PUGH; SHUB, 1970). No entanto, determinar se £ é uma questdo mais delicada, mesmo que o

fibrado central sendo unidimensional (HERTZ; HERTZ; URES, 2016).

Definicao 3.1.2. Seja f um difeomorfismo parcialmente hiperbélico. Diremos que f é dinamica-

mente coerente se os fibrados £ e E“” sdo integraveis por folheagdes f-invariantes.
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Denotamos por .# S e .7 as folheagdes tangentes a E* e E*, respectivamente. Quando
f € dinamicamente coerente, naturalmente obtemos uma folheagdo .# “ tangente ao fibrado E¢

dada por:

Definicao 3.1.3. Um nimero ) ¢ um expoente de Lyapunov central no ponto x € M se existe
v € E(x), v#0, tal que

1 \
x = Jim - Tog [Df"(v).

Se dim(E¢) = 1 entdo o limite acima depende apenas de x, e existe para (-quase todo
ponto x € M, para qualquer medida de probabilidade de Borel f-invariante u (OSELEDETS,
1968). Se dim(E€) = 1 e u é uma medida de probabilidade de Borel ergédica, o limite assume
um dnico valor para 1-quase todo x € M, o qual denotamos por A.(U, f), neste caso, o expoente
de Lyapunov central proporciona informagdo da dindmica ao longo das folhas centrais para
pontos que sdo relevantes para a medida ergédica u, por exemplo, no caso que A.(u,f) >0
significa que a dindmica estd expandindo exponencialmente na dire¢do central em quase todo
ponto; no caso que A.(i, f) < 0 significa que a dindmica estd contraindo exponencialmente
na direcdo central em quase todo ponto. No caso que A.(u, f) = 0 tem um comportamento

“quase-linear”.

Fe(a) Fe(a) ()

I I £

Ac(p, ) <0 Ac(p, f) >0 Ae(p, f) =0

Figura 2 — Dinamica na direcdo central de acordo ao expoente central

Quando A.(u, f) # 0 dizemos que u é uma medida hiperbdlica. Quando ndo houver

risco de ambiguidade, escrevemos a A, (L, f) simplesmente por A.(i).

Definicao 3.1.4. Para cada ponto x € M, a classe de acessibilidade de x, denotado por AC(x), é o
conjunto dos pontos y € M tal que x e y podem ser conectados por um s,u caminho, isto €, um

caminho composto por segmentos sobre folhas das folheag¢des .7 e .F#".



3.2. ENTROPIA DE SISTEMAS f € PHC?_, (M) 37

Figura 3 — 5,4 caminho de x para y

Dizemos que f tem a propriedade de acessibilidade se AC(x) = M para algum x € M.

Note que as classes de acessibilidade formam uma parti¢do para M: Se AC(x) NAC(y) # 0,
entdo AC(x) = AC(y).

Proposicao 3.1.1. (RODRIGUEZ-HERTZ; RODRIGUEZ-HERTZ; URES, 2006). Suponha que
f seja um sistema parcialmente hiperbolico de uma variedade (ndo necessariamente compacta)

M e com folheagdo central unidimensional. Para todo x € M, sdo equivalentes:

* AC(x) ndo é aberto.
» AC(x) tem interior vazio.

* AC(x) é uma subvariedade C'! e completa de codimensio um.

Além disso, se f nao € acessivel, o conjunto de classes de acessibilidade nao abertas forma uma

laminacao.

3.2 Entropia de sistemas f ¢ PHC?_, (M)

Como foi anunciado na introdug¢do, os sistemas parcialmente hiperbdlicos com folheacao
central compacta terdo um papel central nesta tese. Para entrar em contexto, vamos apresentar

um exemplo. Considere no 3-toro T? = R?/Z3 o automorfismo F definido por
Fx,y2) = (2x+y,x+y,2).

O automorfismo F tem trés autovalores: A, 1 e A~! como A = %(3 - \/5) Portanto, F é um
difeomorfismo parcialmente hiperbdlico. Além disso, a folheagdo central € compacta uma vez que
Z¢(x) = {x} x S'. Este é um dos exemplos de parcialmente hiperbélicos mais simples que existe
e pertence a uma classe importante de difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos, conhecida
como difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos skew product topolégicos (GOGOLEV, 2011).

Definicdo 3.2.1. Seja X uma variedade topoldgica compacta, ou seja, um espago métrico

de Hausdorff, segundo contdvel com estrutura localmente euclidiana. Seja M uma variedade
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suave compacta e p : M — X um fibrado localmente trivial tal que .7 ¢ := { pl(x),xeX } é
uma folheagio continua com folhas de classe C'. Um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico
f:M — M de classe C' com fibrado central E€ = T.%¢ é chamado de skew product topolégico
parcialmente hiperbolico . Portanto, um skew product topolégico parcialmente hiperbdlico f

satisfaz o seguinte diagrama comutativo:

M —f>M
p G p
Je

onde f, : X — X é um homeomorfismo hiperbdlico de X. Dizemos que f € um skew product
topoldgico sobre um automorfismo hiperbdlico A se o homeomorfismo induzido f. : X — X é

topologicamente conjugado a um automorfismo hiperbdlico A.

Usando os resultados de (HIRSCH; PUGH; SHUB, 1970) e o fato de que o mapa
base é expansivo pode ser verificado facilmente que a defini¢do acima é robusto por pequenas
perturbacdes C!, isto é, se f um difeomorfismo C' parcialmente hiperbélico skew product
topolégico, qualquer C!-perturbacdo pequena de f é ainda um difeomorfismo parcialmente

hiperbdlico skew product topoldgico. A dindmica quociente também tem a propriedade de ser
topologicamente Anosov (AOKI; HIRAIDE, 1994).

Os difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos skew product topoldgicos da definicao
3.2.1, generaliza a definicdo estandar de skew product (HAMMERLINDL; POTRIE, ) sobre
automorfismos hiperbdlicos, definidos da seguinte maneira: dada M e X variedades fechadas, um
automorfismo hiperbdlico A : M — M com decomposi¢do da forma TM = E; @ E} e um mapa

continuo g : M — Diff! (X) tal que para cada x € M satisfaz:

| DAl | < mDige) < IDigll <m (Dlpugy) Ve x

O skew product de A e g € o difeomorfismo F : M x X — M x X definido por
F(x,1) = (A(x), 8x(1)) -
Nio é dificil mostrar que F é parcialmente hiperbélico com decomposicio 7' (M x X) = E* &
E¢@E", com dim (E°(x,1)) = dim (E(x)), 0 € {s,u}.
E claro que todo Skew product topolégico tem folhas centrais compactas, a questio
inversa atribuida em (HERTZ; HERTZ; URES, 2007) a C. C. Pugh, esta ainda em aberto:

Questao 3.2.1. Todo difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos com folhas centrais compactas

sao finitamente cobertos por um skew product topolégico parcialmente hiperbdlico?
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A questdo acima foi estudada independentemente por D. Bohnet, P. Carrasco e A.
Gogolev, e deram respostas positivas sob certas suposi¢coes (BOHNET, 2011; CARRASCO;
RODRIGUEZ-HERTZ, 2021; GOGOLEV, 2011).

Teorema 3.2.1. (GOGOLEYV, 2011). Se f é um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico com
folhas centrais compactas, e dimE“ = 1,dimE" < 2, e dimE® < 2, entdo f é finitamente coberto

por um difeomorfismo skew product topoldgica.

Folhas centrais uniformemente compactas

Dada uma folheac¢ao compacta .% de uma variedade compacta M. Equipamos o espago
quociente M & com a topologia quociente. Uma métrica Riemanniana induz um volume Rieman-
niano nas folhas de .%. A folheacdo .% € dita uniformemente compacta se todas as folhas sdo

compactas e

sup vol (.F (x)) < +-oo.

xeM
Notacdo 1. Seja M uma variedade fechada, PHC._, (M) denotard o conjunto dos difeomorfismos
f:M — M de classe C", parcialmente hiperbdlicos, dinamicamente coerentes com folheacdo

central uniformemente compacta de dimensao um.

O resultado principal de (MARTINO; MARTINCHICH, 2018) mostra que se f € um
difeomorfismo parcialmente hiperbdlico dinamicamente coerente com folheagao central com-
pacta e dim(E") = 1 ento o volume das folhas centrais é uniformemente limitado, ou seja, . %€

¢ uniformemente compacta.

Seja M. := M /.7 o espago das folhas centrais e 7, : M — M, a projecdo. Quando .% ¢
¢ uma folheacdo uniformemente compacta, a Proposicao 2.2 em (CORRASCO, 2011) implica
que M, é um espaco Hausdorff compacto, portanto metrizidvel (BOURBAKI, 2013). O sistema
f induz naturalmente um homeomorfismo f, : M, — M., fe(m.(x)) = m.(f(x)). fc é chamada

dindmica quociente de f.

F(x) ’\f @c: f(=))
f

TMe
M. l c
T — == . fe (E}

Figura 4 — Dinadmica quociente
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Teorema 3.2.2. (BOHNET, 2011). Se f € um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico com
folhas centrais uniformemente compactas e dimE" = 1, entdo f € finitamente coberto por
um skew product topolégico parcialmente hiperbdlico onde o mapa base € um automorfismo

hiperbdlico num toro.

Outras propriedades interessantes ocorrem quando a folhagdo central € uniformemente
compacta, uma de elas € que folhas centrais e folhas instdveis (estdveis) se intersectam em apenas

um ponto:

Lema 3.2.1. (CORRASCO, 2011). Suponha que o fibrado central . € uniformemente compacta.

Entdo
FUx)NZF(x) ={x}, VxeM.

Uma outra propriedade importante € existéncia de s-holonomia global entre duas folhas

centrais que intersectam uma mesma folha estdvel (ou instavel).

Lema 3.2.2. (CORRASCO, 2011). Seja x,y € M satisfazendo .7 “*(x) = .Z“(y). Entdo existe

uma s-holonomia 4* : .Z%¢(x) — .%(y) com

W (F(x)) = F(y).

Figura 5 — s-holonomia das folhas centrais

Entropia da dinamica quociente

Seja M uma variedade fechada e f € PHC/_,(M). Se f. : M. — M, ¢é a dindmica quoci-
ente, € claro que f. € um homeomorfismo hiperbdlico. Se f. € transitivo entdo f. admite uma

unica medida de maxima entropia, a qual tem estrutura de produto local, ou seja, € o produto de
medidas suportadas nas variedades estaveis e instaveis (BOWEN, 1970; MARGULIS, 1970).

O principio variacional de Ledrappier-Walter permite relacionar entropia topoldgica de

f com a entropia topoldgica da dinamica quociente f,.
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Proposic¢do 3.2.1. Seja M uma variedade fechada, f € PHC,_,(M) e u € .Z(f). Entdo hy(f) =
hy(fc) para v = (7). u. Em particular,

ht0p (f) = ht0p (fc)
Demonstragdo. Pelo principio variacional de Ledrappier-Walter (Teorema 2.4.2),

swp () =y (F)+ [ oy (£ (3)) dv(s). 3.1)
Wi ) pu=v M/ Fc

Como 7! (y) é uma folha central e .7 é uma folheagdo uniformemente compacta, entdo 7! (y)

€ um circulo e suas iteradas t€m comprimento limitado, temos que ( f,n! (y)) = 0. Portanto

hy(f) < hy (fe). Isto juntamente com o fato de que f. é um fator de f, implica que

hu(f) =hy (fe)- (3.2)

Finalmente, se 4 € MME(f), a igualdade (3.2) implica que hwop(f) = hiz.),u (fe) < hop(fe)- E
como f, é fator topoldgico de f temos a igualdade hwop(f) = hiop(fe)- O

Corolario 3.2.1. Seja M uma variedade fechada e f € PHC._,(M). Se f. é topologicamente
transitiva e 4t € MME(f) entdo supp(i) N.%#(x) # 0 para todo x € M.

Demonstragcdo. Seja u € MME(f), pela Proposi¢do 3.2.1 segue que (7). () é uma medida de
maxima entropia de f.. Como f. € um homeomorfismo hiperbdlico topologicamente transitivo
entdo admite uma tGnica medida de maxima entropia v a qual tem suporte total. Logo (7. ).((t) =
ve M, =supp(7.).(1) = m(supp(u)). Isso implica que supp(p) N.%(x) # 0, para todo ponto
xeM. ]

Medidas gémeas de medidas hiperbdlicas de sistemas en PHC>_, (M)

O seguinte resultado € um argumento de simetria, usando as folhas centrais unidimen-
sionais, pode ser mostrado que cada medida invariante 11 com expoente central negativo tem
associado uma outra medida invariante %, com a mesma entropia de 1) e expoente central ndo

negativa. A medida n* é chamada de medida gémea de 1.

Proposi¢io 3.2.2. (BUZZI; FISHER; TAHZIBI, 2019). Seja f € PHC?_, (M) tal que f preserva
alguma orientagdio de .#°. Se N € Mere(f) € tal que A.(N) < 0, entdo existe outra medida
de probabilidade f-invariante N* que é isomérfica a n e com expoente A.(n*) > 0. Mais

precisamente, existe um conjunto mensuravel Z C M com 1n(Z) = 1 tal que

B:Z— B(Z), x—sup ¥ (x, f)en” =Bin

¢ um homeomorfismo, onde #;° (x, f) := {y € Z°(x) : limsup,_,., Llogd (f™x, fy) < 0} e sup 7, (x)
¢ o ponto extremo de #.¢(x) na dire¢@o positiva.
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Corolario 3.2.2. Seja f € PHC?_,(M) e 1t € MMEg(f). Se A.(it) < 0, entdo existe u* €
MMEc,(f) com expoente A.(u*) > 0.

Demonstragdo. Seja f € PHC?Z1 (M), se 7€ é ndo orientdvel, tomamos 7 : M — M um levanta-

mento de f para um recobrimento duplo 7 : M — M e podemos assumir que la folheacdo central
T - . ~ o =2 . -

de f € orientdvel. Se f ndo preserva orientacdo de ﬁ}é entdo g = f~ preserva a orientacdo de

Fg= f/’% Se 1 é uma medida de maxima entropia com A.(u, ) < 0. Pela Observagdo 2.4.5 u
pode ser levantada para uma medida medida de maxima entropia [, ou seja, .t = U. E claro
que A.(u, f) < 0 implica que A (I, f) < 0. Como A. (I, f) também é uma medida de maxima
entropia para g, usando a Proposi¢do 3.2.2 obtemos uma medida de mdxima entropia ergddica
1" para g com A.(iL*,g) > 0. Como i é f-invariante, pela construgdo da medida [T* por meio
da aplicagdo 8 como na Proposigdo 3.2.2 é claro que [i* também é f-invariante e A.(*, f) > 0.

Tomando u* := m, 11", obtemos que 1* € MME,(f) e A.(u*) > 0. O
Corolario 3.2.3. Se f € PHC?_, (M), entdo

hop(f) = sup{u (f) : Ae() < 0} = sup{u (f) : Ac(p) = 0}.

Demonstragdo. Segue do corolério 3.2.2 e do Principio variacional (Teorema 2.4.1). ]

3.3 AB-sistemas

Sejam A e B automorfismos de uma nilvariedade compacta N tal que A € hiperbdlico e
AB = BA. Entdo A e B definem um difeomorfismo:

fAB:MB_>MBv (V,l‘)H(AV,t),

onde
Mp =N xR/(v,t) ~ (Bv,t —1).

O automorfismo f4p é chamado AB-sistema prototipo.

Dois difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos f e g sdo conjugadas por folhas cen-
trais se existem folheacdes invariantes .%# ]% e F¢ tangentes a Eji e Eg, respectivamente, € um
homeomorfismo / tal que para cada folha L de 7§, h(L) € uma folha de 7 e h(f(L)) = g(h(L)).

Definicao 3.3.1. Um sistema parcialmente hiperbdlico f : M — M é um AB-sistema se preserva
uma orientacdo do fibrado central E€ e € conjugado por folhas centrais com um AB-sistema

protétipo.

Exemplo 3.4. Se f é uma AB-sistema com B = idy entdo Mz = N x S! ¢ f é um skew product
topoldgico parcialmente hiperbélico com fibrado trivial, isto €, com folheacdo central .# < =
{{v} x S' :v € N}. Se B = A entio f ¢ a suspensio do difeomorfismo Anosov A, neste caso

temos folhas ndo compactas.
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Os casos do Exemplo 3.4 ndo sdo os tnicos, pois, pela Proposicio 4.2 e Teorema 4.3 de
(HAMMERLINDL, 2017) temos que:

Teorema 3.4.1. Seja f: T3 — T2 um C? difeomorfismo parcialmente hiperbélico dinamicamente
coerente com folhas centrais compactas. Se f preserva alguma orientacdo de E€ e f € ndo

acessivel entdao f é um AB-sistema.

Para um difeomorfismo parcialmente hiperbélico com folheacdo central unidimensional,

uma subvariedade de classe C' tangente a E* @ E* é chamada su-folha.

Teorema 3.4.2. (HAMMERLINDL, 2017) Todo AB-sistema nio acessivel tem uma su-folha
compacta.

Para considerar sistemas sobre infra-nilvariedades que ndo preservam uma orientagdo de

E€, também consideramos a seguinte generalizag@o introduzida em (HAMMERLINDL, 2017).

Definicao 3.4.1. Um difeomorfismo f € um infra-AB-sistema se existe ng € N tal que 0 é

levantado para um AB-sistema por um recobrimento finito.

No toro T3, se a folheacdo central .%¢ é compacta, entio o seguinte resultado segue do
Corolario 4.9 de (HAMMERLINDL, 2017).

Teorema 3.4.3. Suponha que f : T> — T3 seja um difeomorfismo parcialmente hiperbélico com

folhas centrais compactas. Se f ndo € acessivel entdo f € um infra-AB-sistema .

3.5 Al-sistemas

Agora consideramos sistemas parcialmente hiperbdlicos em variedades ndo compactas.
Suponha que M seja compacto e f : M — M seja parcialmente hiperbdlico. Entdo, qualquer reco-
brimento de f para um espago de recobrimento de M também pode ser considerado parcialmente
hiperbdlico. Além disso, qualquer restricdo de um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico a um
subconjunto aberto invariante também pode ser considerado como um parcialmente hiperbdlico.
Denotamos por P : M — M o recobrimento universal de M, o levantamento de f para o espago
de recobrimento universal M serd denotado por fe as folheacodes estavel, instavel e central para

f os denotamos por .#*°, #" e .7 €, respectivamente.

Definicao 3.5.1. Um sistema parcialmente hiperbdlico f : M — M tem estrutura de produto
global se ele é dinamicamente coerente e as folheagdes no recobrimento universal M, satisfazem

as seguinte propriedades para todo x,y € M:

1. F"(x)e .Z“(y) se intersectam em um tnico ponto,



44 CAPITULO 3. SISTEMAS PARCIALMENTE HIPERBOLICOS

—~ —~

2. F¥(x) e F“(y) se intersectam em um tnico ponto,

—_~ o~

3. sex € F (y), entdo .# (x) e .#*(y) se intersectam em um tnico ponto, e

—~ —~

4. sex € F (y), entdo .Z¢(x) e .F"(y) se intersectam em um tGnico ponto.

Seja A um automorfismo hiperbélico numa nilvariedade compacta N e I C R um intervalo

aberto. O difeomorfismo Al-sistema protétipo € definido por
far :NxXI—NxI, (vit)— (Ant).

O sistema f4; € um parcialmente hiperbdlico com folhas centrais unidimensionais, homeomorfas

a I, mais precisamente, .%“(x,t) = {x} x I para todo (x,t) € N x I.

Definicao 3.5.2. Um difeomorfismo parcialmente hiperbélico f : X — X de uma variedade (ndo
compacta) X € um Al-sistema se possui estrutura de produto global, preserva alguma orientacao

do fibrado central e é conjugado por folhas centrais com um Al-sistema protétipo.

Agora, considere f : X — X um Al-sistema. Entdo, existe um Al-sistema prototipo
far : N xI — N x I, e um homeomorfismo /& : X — N x I que conjuga as folhas centrais de f e
far- Sejam X — X e N — N recobrimentos universais, entio f e h sdo levantadas para funcdes
f:X —X,eh:X — N xI.Cada folha central de f é da forma h='({v} xI) para algum v € N.

Em geral, os levantamentos de f e 4 ndo sdo Unicas, eles podem ser escolhidos de modo que
hofoh Y (vxI)=AvxI,

onde A : N — N ¢é um automorfismo do grupo de Lie hiperbdlico N. Como A fixa o elemento
identidade do grupo de Lie, existe uma folha central mapeada para si mesma por f, a qual
denotamos por L. Como L é homeomorfo a R, podemos dar uma ordem nos pontos de L e definir
intervalos abertos (a,b) C L para a,b € L e supremo supJ para subconjuntos J C L da mesma

maneira como sdo definidas para R.

_ 7 N _

x 1 . x X 7 X 7o)
A Xid ~ A X id ~

Nxl —% s NxI Nxl 22X Ny

Agora, vamos considerar um Al-sistema f nao acessivel e L uma folha central fixa para
fcomo acima. Defina
Ay ={t € L:AC(t) ndo é aberto }.

Lema 3.5.1. (HAMMERLINDL, 2017). O conjunto Ay € fechado e ndo vazio.
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Demonstracdo. Como X € conexo, se todas as classes de acessibilidade sdo abertas, f deveria
ser acessivel (também f). Portanto, existe pelo menos uma classe de acessibilidade ndo aberta.

Pela estrutura de produto global, esta classe intersecta a L. [

Lema 3.5.2. Se € Ay entio AC(1) = F°(F"(1)) = F*(F°(1)).

Demonstracdo. Cada folha central de X ¢é da forma h~! (v xI) para algum v € N. Pela estru-
tura de produto global, para cada v € N, existem (dnicos) pontos Xy, Yy, 2y, ty € X dependendo

continuamente de v tal que

X €Z5(1), weF ()Nh ' (vxI), z,€F (), t€F*(z)NL

L W (v} x 1)

Xy

Figura 6 — Intersecéo de AC(t) com a folha central L

Como N é conexo, 0 conjunto
{t:veN} cLNAC()

€ conexo e pela Proposicdo 3.1.1, este conjunto tem interior vazio como subconjunto de L.
Portanto, consiste em um dnico ponto 7. Isto prova que .7#*(.#"(t)) e F"(.%*(t)) intersecta cada
folha h~! (v x I) no mesmo ponto tinico y, e assim os dois conjuntos sio iguais. Este conjunto é

s e u-saturado e portanto contém a AC(z). O

Pela estrutura de produto global, para qualquer x € X, existe um tnico ponto R(x) € L
tal que .7 (x) intercepta a .%*(R(x)). Isso define uma retragdo, R : X — L. Pelo lema anterior,
set € Ay entdo R™1(1) = AC(¢).
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Figura 7 — A retragao R : XL

Seja o : X — X uma transformacdo de recobrimento. Entdo o define um mapa go €

Homeo™ (A /) dado pela restri¢io de Ro o a Ay. Defina

G={ga:0emX)}.

AC(a(r))

t. B

Figura 8 — O mapa g4

Lema 3.5.3. (HAMMERLINDL, 2017) Sejat € Ay, AC(t) C X se projeta sobre uma su-folha
compacta em X se e somente se ¢ € Fix(G).

3.6 Entropia instavel

Seja .# uma folheagdo invariante, uma parti¢do & de M € dita crescente geradora subor-

dinada a . se
(a) &(x) contem uma uma vizinhanga aberta de x em .% (x) para {-q.t.p x € M.
(b) &(x) C F(x) para u-q.t.p x € M.

© f1E=¢

Suponha que M admite uma parti¢do mensurdvel crescente geradora & subordinada a .%. Seja u

¢ uma medida invariante e { K (x) }xem a desintegracdo de p respeito de &. A entropia em relagio
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a .% é definida como:

(ot ) =~ [Toghery (F'E(F()d.

Esta formula ndo depende da escolha de &. Pode ser mostrado que a folheagdo instavel .7 " sempre

admite particOes crescentes geradoras (YANG, 2016). Para simplificar notacdo, denotamos

h(f, . 7") por hy (f).

Proposicio 3.6.1. (LEDRAPPIER; YOUNG, 1985) Seja f € PH?(M). Entdo, para qualquer
\% E %grg (f),
i (f) < hu(f).

Se todos os expoentes de Lyapunov centrais de ( sdo ndo positivos, entdo a desigualdade acima

¢ uma igualdade.

3.7 Entropia topoldgica instavel

Seja d" a métrica induzida pela estrutura riemanniana na variedade instavel, e seja
d* := maxo< j<p—1d"(f/(x), /(). Seja F*(x,8) a bola aberta de raio § > 0 com respeito de
d" centrada em x na variedade .%#"(x). Um subconjunto E C .%#"(x, §) é dito (n, €) u-separado

se d!(y,z) > € paratodo y,z € E. Seja
N“(f,e,n,x,8) := max{#(F) : F é um subconjunto (n, &) u-separado de .7*(x,5)}.

Defini¢do 3.7.1. A entropia topoldgica instdvel de f sobre M, denotado por hy,, (f) é definido

como

htuop(f) = %%igﬂghtop(f u(x’ 5)),

onde |
oy (f> T Fu(x,8)) == hmhmsup—logN”(f,e n,x,0).

E-0 e N

Uma defini¢cdo equivalente para entropia topoldgica instdvel pode ser feita usando con-
juntos geradores. De fato, um subconjunto F' C .#%(x, ) é dito (n, €) u-gerador se para todo

y € .Z"(x,8) existe um ponto z € F tal que d(y,z) < €. Seja
S“(f,&,n,x,8) := inf{#(F) : F é um subconjunto (n, €) u-gerador de .74 (x, 5)}.
Assim, pode-se provar facilmente que
N“(f,2¢e,n,x,0) < S“(f,e,n,x,8) < N“(f,€,n,x,0).
Entdo, na Defini¢do 3.7.1 temos que

op (f5 Fu(x,8)) := hmhmsup ! logS“(f,€,n,x,9).

8—) n—oo n

O seguinte lema assegura que na defini¢ao 3.7.1 podemos tomar 6 > 0 fixo, ou seja, ndo

precisamos 8 — 0.
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Lema 3.7.1. Para qualquer 6 > 0,

hiop(f) = sup hig, (f,-7"(x,6)).
xeM

Teorema 3.7.1. (HU; HUA; WU, 2017). Seja f € PH”“(M), entio

(1) hlt/lop(f) S htop(f)

(2) Se v ndo possui exponentes centrais positivos entao
hv(f) = hy(f)-

Por (HU; HUA; WU, 2017) e (WANG; ZHU, 2015) temos que se .% “ é uma folheacdo

uniformemente compacta de dimensao um entdo hop (f) = hiop (F").

O seguinte resultado é conhecido como u-principio variacional, o qual pode ser encon-
trado em (HU; HUA; WU, 2017):

Teorema 3.7.2 (u-principio variacional). Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente

hiperbdlico de classe C!, entio
hiop(f) = sup{hy (f) : b € Perg(f)}-

A medida em que o supremo € atingido no u-principio variacional é chamada de medida

de mdxima u-entropia para f. Defina
MME"(f) = {u € .4 (f) : s (f) = hisy, (f)} &

MMEL () = {1t € Merg(f) - Ha(f) = hity ()}

Se u € MME"(f), de maneira abreviada diremos que y é uma u-m.m.e.

Observacao 3.7.1. Seja f € PHC?Z (M), o Corolario 3.2.3 e a Proposigdo 3.6.1 implicam que

h?op (f) - htop (f)

Portanto, MME"( ) C MME(f). Porém a inclusdo contraria ndo sempre acontece. Por exemplo,
em (URES; VIANA; YANG, 2021), no caso f € Pchzl(MZ’) ¢ acessivel temos que U €
MME},,(f) se e somente se A.(i) < 0. Portanto, para toda medida de maxima entropia ergédica

erg

v com A.(v) > 0 temos que v ¢ MME._ (f).

erg
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CAPITULO

EXISTENCIA DE SISTEMAS DE MEDIDAS
MARGULIS

4.1 Sistemas Margulis e propriedades

Definicao 4.1.1. Dada uma folheag¢do .# de uma variedade Riemanniana M. Um .% -sistema

continuo de medidas em M é uma familia {m, }cp tal que:

(i) paratodo x € M, m, é uma medida de Radon em .% (x);
(ii) paratodo x,y € M, my =my se F (x) = F(y);

(iii) para cada carta de folheacdo B C M o mapa:

xs my(9] T (x)) = / 0 (y)dmy(y)

Fp(x)

¢ continuo, para qualquer ¢ € C.(M).

A propriedade Radon (i) significa que cada m, é uma medida de Borel e finita em

subconjuntos compactos da folha .# (x) considerando a topologia intrinseca em cada folha.

Definicao 4.1.2. Seja f: M — M um difeomorfismo e .# uma folhea¢do f-invariante. Um
F -sistema continuo de medidas {m, }xcp em M é chamada de .7 -sistema de Margulis se existe

algum namero D > 0 tal que

d(f mgy))

(z) =D, paratodox € M. 4.1)
dm,

As medidas m, sdo chamadas de medidas .% -condicionais de Margulis, e a constante D é

chamada de constante de dilatacdo ou constante de Margulis.



50 CAPITULO 4. EXISTENCIA DE SISTEMAS DE MEDIDAS MARGULIS

Seja f € PH' (M) dinamicamente coerente, para ¢ € {s,u,cs,cu}, um .% ®-sistema de

Margulis a chamaremos simplesmente de o-sistema de Margulis.

Definicdo 4.1.3. Um .% -sistema continuo de medidas {my }ycy é um sistema localmente finito

uniforme se para cada € > 0 existe Kz > 0 tal que

my(F (x,€)) < Ke, VxeM.

Sejam %, %, folheagbes transversais e f-invariantes por algum difeomorfismo f €
Diff'(M). Assuma que {m,},cp é um .Z|-sistema continuo de medidas em M. Se .7, &
transversal a .%; podemos definir .%,-holonomias entre subconjuntos das folhas de .%; da
seguinte maneira: Seja x,y € M tal que y € #,(x,R), R > 0 por transversalidad existe uma
vizinhanga V, € % (y) e uma aplicacdo chamada de .%,-holonomia 4 : V;, — % (x) tal que
h(z) = Z2(z,R) N #1(x) e h € um homeomorfismo sobre sua imagem. Uma .%,-holonomia
h:A; — A é dita de (.%,, §)-holonomia se

sup dz, (x,h(x)) < 5.

XEA|

onde dz, é a distancia definida em cada folha de .%, dada pela estrutura Riemanniana da

variedade induzida na folha.

Definicio 4.1.4. Dizemos que um .%-sistema continuo de medidas {m,}ycy €é um sistema
invariante por .%,-holonomia (ou .%;-invariante) se para toda (.%;,0)-holonomia i : A} — A;

temos que
My (h(A1)) = my(Ar).

Em geral para uma folheacdo invariante, ndo esté claro se a constante de Margulis é
unico ou ndo. Ou seja, podem existir duas familias de Margulis com diferentes constantes de
dilatacdo. No entanto, se f : M — M é um difeomorfismo parcialmente hiperbélico e {m“},cp
um .#“-sistema de Margulis, a seguinte proposi¢do mostra que o logaritmo da constante de

dilatac@o deve ser igual a entropia topoldgica instavel.

Proposicio 4.1.1. Se {m"}cp um .F"-sistema de Margulis, com constante D,, > 1, cs-invariante

e m¥% com suporte total. Entdo
lOgDu = h?op(f)'

Demonstracdo. Dado € > 0, seja E um conjunto (n, €),u-gerador para .#“(x,d). Logo,

(F'x6)c | Z'ke).
yef(E)

Por finitude local e cs-invariancia do sistema {m"“} ey, existe K¢ > 0, tal que K; ' <m* (F*(y,€)) <

K¢ para qualquer y € M. Assim

m" (f"(F"(x,8))) < KeS"(f,n,€,6).
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Como log (m" (f" (#"(x,8)))) = n(logDy,) +m" (F"(x,8)), obtemos

1
(f,F"(x,6)) = lim limsup —log S"(f,n,€,8) > logD,.

=0 530 N

hM

top

Agora, dado qualquer € > 0 por defini¢do de Ay, (f), existe um ponto x € M e g < € tal que

1
limsup — logN* (f, &,n,x,0) > h?op (f)—¢€

n—so0

Seja F C .#%(x, ) um conjunto (n, &) u-separado. Como f"*(F) é um subconjunto & separado e
f restrito as folhas de .#* esta expandindo uniformemente, as % bolas (na distancia d*) centradas
nos pontos de f"(F) sdo subconjuntos disjuntos de " (.Z#*(x,d + &/2))), entdo

m (1" (" (x,6+£/2)) ) > Keg N* (£, 80,1,,8).
2
Novamente, tomando o logaritmo e dividindo por n temos

1
log D" > limsup —log (N* (f, &,n,x,8)) > h?op (f)—e
n

n—oo

Como ¢ pode ser tomado arbitrariamente pequeno, concluimos que logD, > hig, (f). Esto

completa a prova da proposi¢ao. [

Proposicao 4.1.2 (Proposicao 5.3, (TAHZIBI, 2021)). Seja f € PH? (M) com um u-sistema de
Margulis {m'} .,, com constante D, > 0. Suponha que my é totalmente suportada em .7"(x)

para todo x € M. Entdo, para qualquer medida f-invariante U:

hy, (f) <logD,

Além disso, a igualdade ocorre se e somente se a desintegragdo de u ao longo de & é dado por

m" /m¥ (& (x)), U-q.t.p. para alguma parti¢do crescente & subordinada a .F#".

Corolério 4.1.1. Se U € Aerg(f) € hj(f) = log Dy entéo supp(u) € u-saturado.

Demonstracdo. Seja & uma parti¢do crescente, geradora subordinada a .#" como na Proposi¢do

4.1.2. Defina |
o e
80T (€ ()
Se { ¥} vem é a decomposicdo de u ao longo de &, pela Proposigdo 4.1.2, temos que m’é )= ug ()
para p-quase todo ponto x € M. Logo

1= p(supp() = [ 1ty (supp()dR = [ i, (supp(u))dfi

Portanto m’é (x)(supp(/,t)) = 1 para p-quase todo ponto. Como mg (x) t€ suporte total em & (x) e

supp(u) N& (x) é pre-compacto, entdo & (x) C supp(u), para p-q.t.p. x € M. Portanto, se Ag =
{x € supp(u) : &(x) C supp(u)} entdo p(Ag) = 1. Como “?k(é(x)) = ff,ug(x) para p-a.e. entao
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U(Ax) =londe Ay :={x€A;_;: supp(,u;ké(x)) Csupp()}. ComoAg DA D...DAD ...

temos que

L(A") =1, onde A" := () Ay.
k=1

Como (Nr—p f"&)(x) = F*(x) u-q.t.p. entdo A* = {x € supp(u) : F*(x) C supp(ut)}. Como
A" C supp(u) e u(A*) =1 entdo supp(u) = cl(A"). Logo, se x € supp(u) entdo existe uma
sequéncia (x;)rery C A tal que x; — x quando k vai para infinito. Pela continuidade da folheagao
F" temos que .#"(x;) se acumula em .7 “(x), consequentemente .#“(x) C cl(A") uma vez que

A" € u-saturado. Isso completa a prova do corolario. ]

4.2 Construcao de sistemas de medidas Margulis

Primeiro construimos um sistema de medidas Margulis suportadas nas folhas centro-
instdveis. Logo, quando a folheacdo central € uniformemente compacta, deduzimos desse sistema
um sistema de medidas Margulis suportadas nas folhas instaveis {m¥},cpy que sdo invariantes
por holonomias centro-estdveis. Logo, se a dindmica quociente f, € topologicamente transitiva
ou M € o tnico conjunto minimal f-invariante provamos que m* tem suporte total em .%"(x)

para todo x € M. Isso provard o Teorema A.

Proposiciio 4.2.1. Seja M uma variedade compacta e f € PH?(M) dinamicamente coerente. En-
tdo existe um cu-sistema Margulis {m"},cp ndo trivial, invariante por s-holonomia e constante
de dilata¢do D, > 0.

Proposicao 4.2.2. No teorema acima se .% ¢ € uma folheag@o uniformemente compacta. Entao

(a) m$"(F¢(x)) =0, paratodo x € M.

(b) D, > 1.

As provas das Proposicoes 4.2.1 e 4.2.2 serdo feitas na seguinte subse¢do, antes vamos

demostrar e definir as ferramentas para a construcdo do sistema de Margulis.

4.2.1 Construcao de um cu-sistema de Margulis

No que segue M denota uma variedade compacta e f : M — M um difeomorfismo C!+¢
parcialmente hiperbdlico e dinamicamente coerente. Por conveniéncia, fixamos uma estrutura

riemanniana na variedade compacta M.

Seja o € {c,s,u,cs,cu}. Denotamos por A° o volume de Riemann intrinseco nas folhas
de F° para 0 = u,s,cu. Analogamente, denotamos por dg a distancia definida em cada folha

de .7 ¢ dada pela estrutura Riemanniana induzida, a qual define a topologia intrinseca na folha.
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Dado r > 0, o conjunto .#° (x,r) := {y € #°(x) : ds(y,x) < r} serd chamado de o-
bola. Para um subconjunto A de uma o-folha definimos .#°(A,r) := Uyca-# °(x,r). Um o-
subconjunto € uma dg-subconjunto limitado de uma ¢-folha. Uma o-funcdo € uma fung¢io nao

negativa y : M — R tal que {x € M : y(x) # 0} € um o-subconjunto e a restricdo de y a

supp(y) := {x € M : y(x) # 0}

é continua. Escrevemos y > 0 se ¥ > 0 e {y > 0} tem interior ndo vazio na topologia intrinseca.

Denote por .7° a colegdo de todas as ¢ fungdes, e para cada x € M, defina

T (x) = {I//G T :supp(y) C ﬁo(x)}.

Dada uma o-holonomia /2 : A — B, seu tamanho é dada por sup, . 4 dg (X, (x)). Dois subconjuntos
A e B sdo ditos equivalentes por o-holonomia através de & se h(A) = B. Dizemos que eles sdo
g-equivalentes se a holonomia tem tamanho no maximo € > 0. Duas func¢des y; e y; sdo
(0,€)-equivalentes se seus suportes sdo (0, €)-equivalentes através de uma o-holonomia 4z com

tamanho no maximo &, tal que

IV2: lVl oh.

Seguindo (BUZZI; FISHER; TAHZIBI, 2019), consideramos os funcionais A : 7% — R.

O mapa f age sobre eles por:

Yy e T f(A)(y)=A(yof ),

Uma classe chave de tais funcionais é ¢, := f" (A1) para qualquer n € N. Ou seja, para qualquer
Ve geu

bly) = [worrarc,
Para um cu-subconjunto A e € > 0, denotamos por r*“(A, €) o menor inteiro k > 0 tal que existem
Xy, Xk EAeAC Ui-‘:lﬁ"”(x,-,s).

O objetivo inicial é construir um conjunto compacto de funcionais sobre .7 *. Na
construcdo das cu-medidas Margulis em (BUZZI; FISHER; TAHZIBI, 2019), os autores usaram a
minimalidade da folheagdo estdvel para definir uma fun¢do cu-normalizadora que permite definir
um conjunto compacto de funcionais IL sobre .7 “. Como ndo estamos assumindo a minimalidade
da folheacgdo estavel, precisamos definir estrategicamente as cu-funcdes normalizadoras. Para
isso usamos caixas bi-folhadas para .% “* ¢ .7, mais precisamente: Fixe By, B>, ..., B caixas bi-
folhadas para .#° e fungdes g7 : B; — B*(0,&1) x B"~°(0,¢;) tal que {(g?,B;) :i=1,2,...,1}

¢ um atlas folheado para .#°, 6 = s, cu. Logo,
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Para normalizar, tome cu-fungdes @1, P,,...,P; € T da seguinte maneira: para cada
i=1,...,[ tome p; EB,',Z,‘Z?&(]);) eX=XU...UL.

N

M

g i /
e I F L

i /A ///’ /

A e
/?c-"\ 22 o

N

Figura 9 — Placas X ; de .# "

Agora, tome fungdes nio negativas ®; : F“(p;) — R tais que
Oily, =1, parai=1,...,I.

Considerando a topologia da convergéncia pontual (ou seja, trabalhando em R com a topolo-

gia do produto), seja L. o fecho do seguinte conjunto:

n [
L;:= {/’L = Zc,-é,i:neN*,tl,...,tn eNyer,....,c, >0 e Z?L(Cbi) = 1}
i=1 i=1

Proposicio 4.2.3. Seja f € PH?(M) dinamicamente coerente. Existem A € L e D, > 0 tais que
f(A) =D,.A.

Além disso, existem nimeros positivos Cy, 7, tal que para qualquer y € .7

(a) Au(l//) < Czrcu(supply, rz)”‘l"

o0y

(b) se ¢ € T & s-equivalente a ¥ entdo A,(¢) = A, (V).

Para provar isso, seguiremos os passos do Teorema 4.2 em (BUZZI; FISHER; TAHZIBI,
2019) adaptado ao nosso contexto. Mais precisamente, mostraremos que L. € um conjunto con-
vexo e compacto, para logo aplicar o Teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff a uma agdo

normalizada de f em L.

Relacionaremos as iteragdes de diferentes cu-func¢des usando a invariincia por s-holonomia,
para isso usamos o seguinte teorema devido a Avila-Viana e Wilkinson, adaptado a nosso con-

texto.
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Teorema 4.2.1. (AVILA; VIANA; WILKINSON, 2011). Seja M uma variedade Riemanniana
compacta e f € PH?(M) dinamicamente coerente. Sejam A1, A, secdes transversais a . % e (s, 5)-
equivalentes por uma s-holonomia & : A — A,. Seja A;,A, as medidas volume de Riemann
sobre A1, Aj, entdo as medidas h.A; e A, sdo equivalentes. Mais precisamente, existe k() < oo

dependendo apenas de f e E* tal que:

dAy

-1 <x(8), x(6) — 0 quando § — 0.

Como X : =X U...%; € uma se¢do transversal completa para a folheagdo estdvel, entdo

o seguinte resultado € consequéncia do teorema acima.

Lema 4.2.1. Existem nimeros C; < o e r; > 0 tal que
l
VxeM,Vn>0, A(f"B"(x,r,)) <C; Z),C“(f”(Zi)).
i=1

Demonstracdo. Seja x € M, existe j € {1,2,...,1} tal que x é s-equivalente a algum ponto
em X; para algum j. Tome r; > 0 pequeno tal que A; :=X;\.%Z““(d¥X;,r1) é ndo vazio e x é
s-equivalente a algum ponto em A ;. A continuidade do folheagdo .7#* e a transversalidade com
¥ ; fornecem r, > 0 e R, < oo tal que, para qualquer y € B(x,ry), Z“(y,1x) é (Ry,s)-equivalente
a um subconjunto de X;. A compacidade de M implica a existéncia de r, > 0 e R < o tal
que, para qualquer ponto x € M, .#““(x,r,) € (R,s)-equivalente a um subconjunto de alguma
se¢do transversal X' € {¥;:i=1,2,...,1}. Como .%#* esta contraindo uniformemente, existe
um nimero ¢ < 1 tal que o conjunto f"(.#(x,r,)) é (a"R,s)-equivalente a um subconjunto
de f"(¥Y) paraalgum ¥ € {¥;:i=1,2,...,1}. Tomando C; = x(ct.R) < oo, do Teorema 4.2.1

obtemos:

A“(f1(F () < k(@"R)AC(F(X))
S Czkcu(fn(zl)>

l
= G Xi?t“‘(f”(zi))-

Corolério 4.2.1. Seja C; < e ry, > 0 como no lema acima. Para todo y € .7 " temos:
/
/V/Ofndlcu < CZrC”(Supp v, rZ)Hll/Hoo Z/(Diofndlcu7 Vn > 0.
i=1

Demonstragdo. Note que o lado esquerdo € limitado por || Y/ ||e.A“ (" (supp ¥)). Como supp(y)
¢ um conjunto compacto, entdo existem xp,...,xy € .Z““(supp(y)) com N = r*“(supp(y),ry )
tal que supp(y) C UN | B(x;,r,). Como ®;|5, = 1 implica A°“(f"(X;)) < A“(®jo "), logo
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Jwermar < |yllea (" (suppw))

< HWHMZW (B (xi, 1))
< ||llf||ooZC ,_le (f"(Z)))
< ||1/f||ooZC ]_ZI?L”‘ jof™)
< ||llf||ooN-Czj_Zl7tc”(‘Pj0f‘”)-
Isso conclui a prova do corolério. [

Lema 4.2.2. Sejam y, Y, € .7 cu-fungdes (s, §)-equivalentes para alguns 6 < oo, para todo
A €L, temos

@ [A(y1) = A(y2)| < k(8)A(yn),
(b) se w1,y > 0 entdo existe Cp(d) > 1 tal que A(y;) < Co(8).A(yr), com Cy(S) — 1
quando & — 0.

Demonstragdo. A prova do item (a) € inteiramente andloga a prova da primeira parte do Lema
4.6 em (BUZZI; FISHER; TAHZIBI, 2019). Para provar o item (2), basta tomar Cy(6) =
1+ x(5). [

Proposi¢io 4.2.4. Existe C > 0 tal que A(wo f~1) > C.A(y) paratodo A € L e y € T,

Demonstragdo. Tomando C = minyey |Jac(f|.7“(x))|, temos que C >0 e
alyof™) = [wortlare
= [ e ac( 17 ) ar
> C. / vo fkdpeu
= C.h(y).

Logo, para todo A = Y ;; ¢/, temos que
AMwof™) = Yelu(wor™
icl
> C.Zcigki(lll)
icl

= C.A(y).

Isso pode ser estendido para todo A € . = L; e conclui a prova da proposicio. [
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Prova da Proposicao 4.2.3.
Passo 1: Existem Cy,ry, > 0 tal que A(y) < Cor(supp ¥, 1y.) || || para todo A € L.
Tome os nimeros C;,r;, > 0 como no Lema 4.2.1. Pelo Coroldrio 4.2.1 temos que £,(y) <

C.r'(supp y,ry ) || w ]ooZé:] £,(®;) para todo y € .7 " e todo n > 0. Portanto, para A € L;:

!
Aw) =Y cily(w) < Y cilCor™(suppy,ry) | Wlw Y £i(®))
j=1

icl iel
!
< Gr(suppy,ry) [yl ) A(®;)
j=1
= Cor™(suppy,ry) |yl (4.2)

Isso conclui a prova da afirmag@o, pois Z;ZI A(®;) =1 paratodo A € LL; e pode ser estendido

para o fecho de L.

Observe que (4.2) implica que | é um subconjunto do conjunto compacto

[T [0.C.r(suppy,ry) |yl
weycu

Portanto, IL. € um subconjunto compacto do espaco linear e localmente convexo R7.

Passo 2: Existéncia de A € L com f(A) = D,.A

Construimos o funcional A como um ponto fixo do mapa

Al of_l)

fLoLA— .
/ Yio A(®@iof1)

Afirmamos que £ esta bem definido e é continuo. De fato, o mapa A +— ¥/ A (®;0 f~1)
saindo de L para R estd bem definido, pois ®;0 f~! € .7 ¢ continuo e positivo, mais precisa-

mente, o Lema 4.2.4 fornece C > 0 tal que

™~

A (cp,-of—‘) > ic.)n (®;) =C > 0.
1 i=1

Além disso, A ( of ’1) 1 7" — R esta bem definido e é continuo. Portanto a afirmagao esta
provada.

Como f (L) = Ly, temos que f : L — L estd bem definido e também é continuo. Como L é
um subconjunto convexo e compacto do espaco linear localmente convexo RZ ", o Teorema
de Schauder-Tychonoff se aplica e fornece um funcional A € LL tal que f(A) = A. Portanto
f(A)=D,-A, com

D, = ZI:A(d)iof_l) >0
i=1
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Passo 3: Afirmacdo (b): invaridncia por s-holonomia de A.
A prova desta afirmagdo é andloga a prova de s-invariancia na Proposicdo 4.2 de (BUZZI;
FISHER; TAHZIBI, 2019).

Prova de Proposicao 4.2.1. A Proposi¢ao 4.2.3 fornece um funcional A em .7 “. Note que,
para cada x € M, C,(F“(x)) € um espago métrico localmente compacto € Alc, (zeu(y)) € linear
e positivo (pois isso vale para todo A € L; e se estende por continuidade para L. ). Aplicando o
Teorema de Representagdo de Riesz, obtemos uma medida de Radon m$* em .% ““(x) para cada

x € M, tal que:
vy € Ce (F(x)),m"(y) = A(y).

A s-invariincia de {m$"},cp segue da propriedade (b) da Proposicdo 4.2.3.

Agora, vamos provar que toda medida m$" é ndo atdmica usando a invariancia de

holonomia. De fato, suponha por contradi¢do que existe y € .%“(x) com m$*({y}) > 0. Como
#* ndo possui folhas compactas e ¥ =X U ... UX; é uma se¢do transversal completa para .7 *
entdo existe i € {1,...,/} tal que X;;N.%*(y) € um conjunto infinito. Da s-invariancia temos
que mg ({z}) = m¢*({y}) para todo z € £;, N.%*(y). Logo,

M)z Y m ()= Y m({y)) = e

€575 () 2€Z,NF5(y)

Isso contradiz a finitude das medidas mg sob conjuntos compactos.
0

Para a prova da continuidade segue da invariancia por s-holonomia (Veja (BUZZI,
FISHER; TAHZIBI, 2019)). 0J

Observacio 4.2.1. Seja .4 := {x € M : x € suppm{*}. Notando que f(A#") = .#". A s-
invaridncia implica que .Z“* é um conjunto s-saturado e fechado de M. De fato, sejam x € .Z““
ey € .#%(x), por continuidade da folheagdo estdvel existe uma s-holonomia #° : .#“(y,6) —
h*(F“(y,0)) C F“(x) com h*(y) = x. Dado um conjunto aberto U, C .#““(y) com y € Uy,

entao

my (Uy) > m (UyNFY(y,08)) =m (h*(UyNF"(y,8))) > 0.

Isso implica que y € supp(m;‘), e portanto, .Z“* € um conjunto s-saturado. Agora vamos mostrar
que .Z“" é um conjunto fechado. Em efeito, dada uma sequéncia (x,),eny C #Z" tal que
X, =z € M. SejalU C .%“(z) um conjunto aberto com z € U, como x,, — z, da continuidade
da folheacdo .7* e sua transversalidade a U existe ng € N tal que .%; (x,) "U # 0, para todo
n > ny.
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greu (Z)

.xno
—_ F(x)

Figura 10 — Ponto de acumulag@o de (x,),

Tome y € %} (xn,) NU. Do fato que x,, € A" e A4 & s-saturado, entdo y € .#Z“, e

loc

como y € U temos que m*(U) = m§*(U) > 0. Isso implica que .2 " € um conjunto fechado.

Proposicao 4.2.5. Se M € o tinico conjunto invariante, minimal s-saturado entdo m$" tem suporte

total, para todo x € M.
Demonstragdo. Segue imediatamente da observacao 4.2.1. 0

Prova da Proposicao 4.2.2. Primeiro vamos provar que toda folha central tem medida m“* igual
a zero. Com efeito, suponha que exista um ponto y € M tal que my*(.#<(y)) > 0. Como .#* néo
possui folhas compactas, existe um ponto z € M tal que .%““(z,1/2) N.%*(y) é um conjunto
infinito. Logo, existe uma sequéncia de pontos distintos (y,),cn tal que y, € F(z,1/2)N.Z5(y).
Como .Z¢ € uma folheacdo uniformemente compacta, o Lema 3.2.1 implica que #*(y,,) N

F(Ym) = ym- Se n # mentdo y, ¢ .7 (ynm). Pela s-invariincia temos que

(o)

n( U F) 2 R 00) = R =

weFeu(z,1/2) n=1

Isso contradiz a finitude local do sistema {m$" },ep.

Agora vamos mostrar que D, > 1. Tome x € .#" € A%(x,0) := Uyc ge()-F"(y,6) para
0 > 0 pequeno. Considere a sequéncia (f~"(x))en. Como .Z“ é compacto entdo existe um
ponto p € . " e uma subsequéncia (ke tal que limy_,o, f~"(x) = p. Logo, dado € > 0 existe
ke tal que f7"(A“(x,0)) € s-equivalente a um subconjunto i°(f "% (A“(x,8))) C A“(p,€).
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Por s-invariancia e regularidade de m/,* temos que

0=m(F(p)) = infmt(4"(p.e)))
> inf e (W(/ 7 (4 (x,5)))))
> inf (1 (£ (A (x.8))
= infmi, (f’"k (A% (x, 5>))
= ;2& D, "m" (AC” (x, 5)) :

Suponha pelo contrario, que D, < 1 entdo D, > 1. Consequentemente,

0 = inf D" (4(x,8))

> . CM( cu )
> klgkfomx A (x,9)

= m" <Acu(x,5)> > 0.

Isso contradiz o fato de que as folhas centrais tem medida zero. Portanto D,, > 1. 0

4.3 Prova do Teorema A

Teorema A. Seja M uma variedade fechada e f € PHC%Z |(M). Se f. é topologicamente transi-

tiva entdo existe um sistema continuo de medidas {m"}cy tal que:

(1) cada m¥ é uma medida Radon sem dtomos e totalmente suportada em F"(x);
— Lho .
(2) frmiy = etV

(3) o sistema {m%} ey € cs-invariante e localmente uniformemente finito.

Além disso, se [ é uma medida ergédica com A.(1) <0,  é de mdxima entropia se e somente

se a desintegracdo {U¥}rem de [ ao longo da folheagdo instdvel é equivalente a {m“} epm.

Demonstragdo. Comegamos considerando o cu-sistema de Margulis {mS"}.cpr como na Propo-
si¢do 4.2.1. Definimos a familia de medidas {m} ,c)s estendendo subconjuntos das u-folhas para
subconjuntos das cu-folhas, saturando os u-conjuntos por folhas centrais. Finalmente, usamos
a transitividade topoldgica de f. para provar que mj € totalmente suportada na folha instdvel
F"(x) para todo x € M.
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Passo 1: Definicdo do u-sistema de Margulis.

Como .7 ¢ é uma folheag@o uniformemente compacta, do Lema 3.2.1, .Z%(x) N.Z#¢(x) = {x}
para todo x € M. Logo, para cada x € M e cada subconjunto de Borel A C .%"(x), defina

m(A) = m(A) comA = | ] F°(y).
YEA

Entdo m* é uma medida em .7 "(x), uma vez que .% “(x) N.Z%"(x) = {x} paratodox € M e Aé
mensuravel sempre que A é mensurdvel. Observe que A é relativamente compacto e tem interior
ndo vazio sempre que isso seja vélido para A. Tudo isso implica que m¥ é uma medida de Radon.
Sejam A, B C M u-conjuntos cs-equivalentes, a coeréncia dindmica de f implica que Ae B sdo
s-equivalentes. Logo, a s-invaridncia de {m$"},c) implica a cs-invaridncia de {m%}icp. Além
disso, como as folhas centrais t€ém medida zero pelas medidas m®, concluimos que m¥ ndo

possui dtomos, para qualquer x € M. Finalmente, observe que

m(£(A)) = mS“(f(A)) = m&(F(A)) = DymS(A) = D,.m(A).

Passo 2: O sistema é uniformemente localmente finito

Dado 8 > 0. Para cada x € M tome A“(x, 6

) :=.Z%(x,0). Como .#¢ é uma folheacdo
uniformemente compacta, existe R > 0 tal que A“(x,20)

28) C F“(x,R) para todo x € M. Logo,
existe Ng € N tal que

’,.CM( cu(x725)7r):) S N57 para todox e M.

Agora, tome uma fungio continua ¢, : 7 (x) tal que ||@xlleo = 1, Pxfgeu(x 5) = 1 € supp(¢x) C
A“(x,20). Como ¢, € T, pela finitude local das medidas Margulis, temos que
m (A% (x,6/2)) <m(¢x) = Acu(x)
Cy-r (supp @, 7y ) || @ oo
C,Ng.

IN

IN

Esta € a propriedade de finitude local uniforme.

Passo 3: Continuidade do u-sistema Margulis

Como .#" e .7 sdo transversais, para qualquer xo € M, existe uma caixa bifolheada B em x.
Como todas as placas instdveis em B sdo cs-equivalentes, dado x,y € B existe cs-holonomia
hey » Fg(x) — Fg(y). Defina h§' : B x Fg(xo) — B por hi’(x,z) = hg (). Seja ¢ € C(M).

Pela cs-invariancia do sistema {m¥ } xcps temos m¥(¢|.F 4 (x)) = m¥(¢ o h’(x,.)). Portanto,
im0 | ZH00) ity (0| Fh )| < [ Igoho(e.) ~olant,
74 (xo

converge para 0 quando x vai para xy. Esto conclui a prova da continuidade do u-sistema Margulis.
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Observacao 4.3.1. Se ." := {x € M : x € supp(m“)}, seguindo como na Observacdo 4.2.1, é

facil verificar que .’* é um conjunto cs-saturado, fechado e f(./*) = ..

Passo 4: Suporte total

Aqui vamos provar que .’ = M. Em efeito, como f. € topologicamente transitivo, existe um
ponto g € M, tal que cl(0~(q, f.)) = M,. Tomando p € 1. '(g) temos que U,en.Z(f"(p))
¢ denso em M. Provemos primeiro que p € ./*. De fato, dado 6 > 0 existe 6 > 0 tal que

F"(x,0) C Fu(p, ) paratodo x € .F¢(p). Como {m¥},cp € um sistema Margulis ndo trivial,
existe xo € M tal que xg € supp(mﬁo). Pela transversalidade de .#" e .#“, existe € > 0 tal que xg
¢ cs-equivalente a um ponto h°°(xg) € .F"(y, 0) para cada y € B(xg, €). Como U,en.Z(f"(p))
é denso em M, existem N € Ney € .7¢(f N (p)) tal que d(y,xp) < €. Entiio xg é cs-equivalente
a um ponto h%(xg) € .F"(y,0). Como xp € /" e S* & cs-saturado, temos que ©°(xg) € .S e
mi(F"(y,0)) = mzm(xo)(ﬁ”(y, 6)) > 0. Tomando x = fV(y) temos

my(F*(p,8)) = m,' (F4(p,8)) = m(F"(x,0))

|
53
b

=

.

N_u
Dy " my
> Dile}—N(x
N u
D y
> 0

Como 0 pode ser tomado arbitrariamente pequeno, concluimos que p € supp(m}’,), ou seja,
p € " Do fato de que .’" é c-saturado e invariante temos que U,z (" (p)) € #*. Como
" é um conjunto fechado temos que M = cl(Uyez Z(f"(p))) C . Isso implica que

S =M, ou seja, m¥ tem suporte total em .7 "(x) para todo x € M.

Passo 5: log D, = hop(f) € 1y = m! para toda medida de méxima u-entropia (.

O sistema {m" }ycp € cs-invariante, D, > 1 e como .’* = M temos que m* é totalmente suportado
em .Z"(x) para todo x € M. Pela Proposicio 4.1.1 obtemos que log(D,) = exp(hy,,(f)). Pela
Observagdo 3.7.1 temos hyop(f) = hi,,,(f) =log Dy, A equivaléncia 1y = my segue da proposicao

4.1.2. []

4.3.1 Implicacoes do Teorema A

A continuag¢ao vamos aplicar o Teorema A para exibir a existéncia de medidas Margulis
para sistemas como nas hipéteses dos teoremas e proposi¢des enunciados na introdugdo. Estas
medidas Margulis serdo essenciais para mostrar esses resultados, pois servem para caraterizar as

medidas de maxima entropia, como veremos no seguinte capitulo.
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Proposicao 4.3.1. Seja M uma variedade fechadae f € PHC?Z1 (M) um infra-AB-sistema. Entdo

existe um sistema de medidas Margulis {m"}cy tal que:

(1) cada m¥ é uma medida Radon sem dtomos e totalmente suportada em .7 “(x);

U _ ,—hop(f) ,u .
(2) f*mx =e P ‘mf(x)’

(3) o sistema {m"},cp é cs-invariante e localmente uniformemente finito.

Além disso, uma medida invariante u é de maxima u-entropia se e somente se a desintegracao

{u¥}xem de p ao longo da folheag@o instavel € equivalente a {m¥}cp.

Esta proposi¢ao € consequéncia do Teorema A e do seguinte lema:

Lema 4.3.1. Seja M uma variedade fechada e f € PHC?_,(M) um infra-AB-sistema. Entdo
fe : M. — M. é topologicamente transitiva.

Demonstra¢do. Como f é um infra-AB-sistema entdo existe T € N tal que f° é levantado para
um AB-sistema g : M — M para um recobrimento finito M de M. Isto é, existe um recobrimento
finito 7 : M — M tal que ffom =moge n(FJ(x)) = F £ (7(x)) para 6 = ¢, s,u, cu,cs.

Como g € PHC% (M) é um AB-sistema. Entdo existe um AB-sistema prottipo fap :
Mp — Mp com folheagdo central uniformemente compacta, € um homeomorfismo 4 : Mg — M
tal que h(.F, (x)) = F¢(h(x)) e h(fap(L)) = g(h(L)) para toda folha central L de fup. Sejam
A e B automorfismos de uma nilvariedade compacta N, definindo o AB-sistema protétipo fag,

ou seja, A € hiperbodlico, AB = BA e fup = A X Id, definida sobre a nilvariedade
Mg =N xR/(v,t) ~ (Bv,t —1).

Como A é uma automorfismo hiperbdlico sobre a uma nilvariedade N entdo o automorfismo
A ¢é topologicamente transitivo, logo existe um ponto xo € N tal que a drbita de xg, O4(xg) é
denso em N. Se L = .Z{5(xo), pela cqnjugagéo por folhas centrais, f4p tem folheagdo central
uniformemente compacta, entao U;c7, f/( »(L) é denso em Mp. Pela conjugagéo por folhas centrais,
Uiczg’ (h(L)) é denso M.

Como Ujezg’ (h(L)) € denso M, pelo levantamento finito temos que Ujez ™/ (w(h(L)))
é denso em M. Logo, se S = m(h(L)) entdo Ujczf/(S) é denso em M. Como S também é
uma folha central de f e cl(Uiczf7(S)) = M temos que cl(UjezfL (71(S))) = M,. Ou seja f. é
topologicamente transitivo. Isto completa a prova do lema. [

Corolario 4.3.1. Seja M? uma variedade fechada tridimensional e f € PHC%ZI(M3). Entao

existe um sistema de medidas Margulis {m!} ., tal que:

(1) cada m¥ é uma medida Radon sem dtomos e totalmente suportada em .7 “(x);
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u _— ,—hop(f) 1 -
(2) fumi=e "or I3

(3) osistema {m¥} ;s é cs-invariante e localmente uniformemente finito.

Além disso, uma medida invariante y € de maxima u-entropia se e somente se a desintegracao

{u¥}xem de p ao longo da folheagdo instdvel é equivalente a {m%},cp.

Demonstragdo. Para variedades tridimensionais, Epstein provou que o volume das folhas cen-
trais de qualquer folheagdo unidimensional por folhas compactas é uniformemente limitado
(EPSTEIN, 1972). Além disso, temos que M /.% ¢ é homeomorfo a T2 e f¢ € um homeomorfismo
de Anosov (ver Teorema 3 em (HERTZ et al., 2012)). Logo, f. € topologicamente conjugado a
um difeomorfismo de Anosov em T2, portanto é topologicamente transitivo. Logo, todo difeomor-
fismo C? parcialmente hiperbdlico com folhas centrais compactas em variedades tridimensionais

satisfazem a hipotese do Teorema A. Isso completa a prova do corolério. ]

Com as hipéteses do Teorema B, na seguinte proposi¢ao, provamos a existéncia de
medidas Margulis ao longo das folheagdes, instdvel, estavel e centro-estavel, todas com suporte
total nas folhas correspondentes. A importancia de que o cs-sistema Margulis tenha suporte total
em cada folha serd fundamental para construir a medida de mdxima entropia com estrutura de

produto local do Teorema B.

Proposicao 4.3.2. Seja M uma variedade fechadae f € PHCZ:l (M) um infra-AB-sistema. Se

M € o tnico conjunto minimal invariante u-saturado entdo existem sistema de medidas Margulis

{m)l? }xeM > {m)sc}xEM € {mff }xeM tal que:

(1) {m? }1em € localmente uniformemente finito, cada m? é uma medida Radon sem atomos

e totalmente suportada em % °(x), 0 = u, s, cs;

(2) o sistema {m!},cpy é cs-invariante e fom! = e or( f)'m’;,(x);

(3) o sistema {m}}xepm é cu-invariante e fims = elon(f) -mjc(x);

(4) o sistema {mS*} ey € u-invariante e fomS® = eliop(f ).m;s(x);

Além disso, se {{t¥}rem e {1 }xem € a desintegracdo de uma medida u ao longo da folheagdo

instdvel e estdvel, respetivamente, entio:

* u é medida de maxima entropia para f se e somente se W) = m¥ para [L-q.t.p.

* 1 é medida de maxima u-entropia para f~! se e somente se Wi = my, para U-q.t.p.

Demonstragdo. Primeiro, vamos mostrar que f € topologicamente transitivo. Em efeito, Dado
U,V C M conjuntos abertos, tome x € U,e 6 > 0talque I = .%"(x,6) C U.
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Afirmacio 4.3.1. c/(U,>of"(I)) =M.

De fato, tome x, = f"*(x) € f"(I), pela compacidade de M existe uma subsequencia
(nx)ken € um ponto y € M tal que x,, — y. Pela continuidade da folheacdo .#* devemos ter que
F"(xp,) = F"(y). Como f" expande exponencialmente a I e x,, € f"(I), devemos ter que
f(I) — Z"(y) quando n — . Logo, dado j € Z, como limy_,.. f**/ = f/(y), devemos ter
que f™H(I) = F(f(v)), entdo

clJrw,vjez.
n>0
Isto juntamente com o fato de que M € o tGnico conjunto minimal invariante u-saturado implica

que:

M=c(|JZ“F ) (|

JEZ n>0

Portanto a afirmacdo esta provada.

Da Afirmagdo 4.3.1, U, /" (I) NV # 0. Portanto, existe N >> 1 tal que fN(I)NV # 0,
ou seja, fN(U) NV # 0. Isto conclui a transitividade topolégica de f.

Finalmente a continuidade da projecdo 7. : M — M, implica a transitividade de f., logo
aplicando o Teorema A para f e f~! concluimos a existéncia de {m"}ca e {m} ey com as
propriedades desejadas Para obter as medidas {m¢*} ey € suficiente aplicar as Proposicdes 4.2.1

e 4.2.5 para f~! fﬁul—?f“ Jfl—Jf O
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CAPITULO

SOBRE O SUPORTE DE MEDIDAS DE MAXIMA
ENTROPIA

5.1 Co-existéncia de medidas de maxima u-entropia

Nesta sec¢io vamos considerar uma variedade fechada M e f € PH?(M) com um sistema
Margulis {m%}xcm ao longo da folheagio instavel, cs-invariante e tal que m¥ tem suporte total

em .%"(x) para todo ponto x € M. Para ¢ = s, u, defina
[°(f):={K C M : K é minimal, invariante ¢ o-saturado}.

Seja F°(Of(x)) :=UnezZ°(f"x). Note que se K € I'°(f) entdo K = cl(F°(Of(x))) para
todo x € K. Em particular, se  é uma u-m.m.e, pela Proposi¢do 4.1.2 temos que supp(ut) é um

(
conjunto u-saturado invariante e fechado. Portanto, se supp(ft) C K para algum K € I'*(f) entdo

supp(u) = K.

Lema 5.1.1. Se K € T'%( f) entdo existe uma medida de méxima u-entropia g tal que supp(ug) =

K. Em particular, se f € PHC2_ (M) entdo g é uma medida de méxima entropia.

Demonstragcdo. Procedendo como em (TAHZIBI, 2021), tome xg € K e um disco aberto y C
F"(xo) tal que my (y) = 1. Sejamy(E) :=my (ENY) paratodo E C M, e

171—1

=- i;)ﬁ{mg‘,. (5.1)

Un

Seja t um ponto de acumulacédo de (U,),cn- Pelo Lema 5.10 de (TAHZIBI, 2021) temos que
qualquer medida de acumulagdo (U, ),cn tem desintegracdo ao longo de . " coincidindo com
{m{}rem. Logo, a Proposigo 4.1.2 implica que Ay (f) = hio,(f). Pelo coroldrio 4.1.1 temos
que supp(u) é um conjunto u-saturado. Além disso, supp(u) C K. De fato, dado y € M\K
entdo existe € > 0 tal que B(y,e) N K = 0. Como f"*(y) C K para cada n € N, temos que
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f"(y)NB(y,e) = 0 para todo n € N. Consequentemente U, (B(y,€)) = 0 paratodo n € N, ou seja,
1(B(y,€)) = 0. Portanto y ¢ supp(t) para todo y € M\K, ou seja, supp(¢t) C K. Finalmente,
como supp(u) é fechado, u-saturado e f-invariante, concluimos que supp(it) = K. Logo, é

suficiente considerar g como uma medida de acumulagdo da sequencia (5.1).

Para finalizar, note que se f € PHC2_, (M), pela Observagio 3.7.1, hiop(f) = hiop(f)

entdo Ug também é uma medida de mdxima entropia, uma vez que

h.uk(f) > hﬁK(f> = htuop(f) = htop(f)'

O seguinte resultado é baseado no argumento de Hopf.

Proposicio 5.1.1. Seja y uma medida ergédica de méaxima u-entropia com supp(u) € T*(f).
Se A.(1) < 0 entdo supp(ut) Nsupp(v) = 0 para toda u-m.m.e. ergddica v # p. Em particular,

U € a unica medida de maxima u-entropia para f |Supp(”).

Demonstragdo. Seja K = supp(u). Como K € I'(f) temos que K = ¢l (F"“(0¢(x))) para todo
x € K. Seja v uma u-m.m.e ergddica. Suponha que supp(u) Nsupp(v) # 0 e tome x € supp() N

supp(Vv). Como supp(Vv) é um conjunto u-saturado, fechado e invariante, temos que

K =cl(.F"(0/(x))) € supp(v).

Como v é uma medida ergddica de u-maxima entropia, a Proposicao 4.1.2 implica que as suas
medidas condicionais ao longo da folheagdo instdvel para p1 e v sdo ambas dadas por {m¥} .-
SejaBy :={xeM: %ZZ;(I) Opiy — u} a bacia ergddica de u (a convergéncia quando n — o0 é
na topologia fraca®). Pela ergodicidade de u temos que u (K \Bu) =0, e assim m} (K \Bu) =0
para l— a.e x. Da mesma forma, sendo By a bacia ergédica de v; temos que my (M\By) =0
para V— q.t.p y.

Como o expoente de Lyapunov central de it é negativo e m" (%" (x)\ B“) =0 para i -q.t. x € By,
existex € KeJ C #"(x,1/2)NBy com m¥(J) > 0 tal que o tamanho das variedades estdveis
locais Pesin seja limitado por baixo, isto ¢, inf cg diam® (%3 (z)) > 0 para algum & > 0, onde
WS

15.(z) é a variedade de Pesin estdvel local do ponto z. Como J esta contido em .%#"(x, 1/2),

existe € > 0 tal que para todo y € B(x, €) existe uma (cs, §)-holonomia h* : J — h*(J) C F(y).
Como K C supp(V) existe y € By N B(x,&) com m{(F"(y)\By) = 0. Logo, existe uma cs-

holonomia local i : J — .Z"(y). Esta holonomia é absolutamente continua de (J,m%) a (.F"(y), my
portanto:

m (h(J)) > 0.

Pela escolha de J, h(z) pertence a variedade estavel Pesin de z. Como a bacia ergddica ¢ saturada
por variedades estéveis, i(J) C By e, portanto, mi (By) > 0. Como mi (J\By) = 0, concluimos

que By N By # 0, e consequentemente L = V. Isso completa a prova da proposigdo. ]
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Corolario 5.1.1. Se I'*(f) = {M} e u uma medida de u-m.m.e. com A.(¢t) < O entdo u é a

unica medida de maxima u-entropia.

Demonstragdo. Seja V € Merg(f) uma u-m.m.e. Como supp(Vv) é u-saturado e I'*(f) = {M}
entdo supp(v) = M. Logo, supp(ut) Nsupp(v) = M, a Proposi¢do 5.1.1 implica que p = v. [

5.2 Prova e consequéncias topoldégicas do Teorema B

Teorema B. Seja M uma variedade fechada e f € PHC?Zl (M). Se M é o tinico conjunto minimal

f-invariante, u-saturado, entdo vale uma, e so uma das alternativas abaixo:

(1) f admite uma tinica medida de mdxima entropia L. Neste caso A.() =0 e U tem estrutura

de produto local, isto é, I |p(x¢)=m$’ X my.

(2) Existem exatamente duas medidas ergddicas de mdxima entropia W", W=, com expoente

central positivo e negativo, respectivamente. Além disso, W™ |p(x.e)= m$’ X my.

Antes de provar o Teorema B, vamos enunciar e demostrar um resultado que é uma

consequéncia topoldgica do Teorema B.

Teorema 5.2.1. Seja M uma variedade fechada e f € PHC?_,(M). Se T(f) = {M} entdo
#(I°(f)) = 1. Além disso, se existe uma medida de maxima entropia ergdica com expoente
central nulo, entdo I'*(f) = {M}.

Demonstracdo. A Proposicio 5.1.1 aplicado para f~! e o Teorema B implicam que existe uma
tinica u-mme para f~!. Se #I*(f) > 1, seja K1, K> € I°(f), K| # K>, o Lema 3.2.2 implica a
existéncia de duas medidas ergédicas de maxima u-entropia para f~! ,u1+ , /.12+ tal que supp( uf )=
K e supp( ;,LZJ“ ) = K>. Em particular, ,ufr =+ ;,LZJ“ , ou seja, £~ ! admite duas medidas de maxima

u-entropia. Esta contradicdo implica que

#(I°(f) = 1.

Agora, suponha que exista uma medida ergédica de maxima entropia i com A.(u) = 0, entdo
p é também uma u-m.m.e. Como I'*(f) = M, temos que toda medida ergddica de maxima
entropia com expoente central ndo positivo tem suporte total, uma vez que o suporte de medidas
de u-méxima entropia é um conjunto compacto u-saturado. Em particular supp(u) = M. Se
I¥(f) # {M} entio existe K* € I*(f) =T*(f ') tal que K* # M. O Lema 5.1.1 fornece uma
medida ergédica da maxima entropia v com supp(v) = K°. Como K* # M e toda medida
ergddica de mdxima entropia com expoente central ndo positivo tem suporte total, temos que

A-(v) > 0. A Proposicio 5.1.1 aplicada a f~! implica que supp(v) Nsupp(u) = 0. Logo,
K* = K*NM = supp(v) Nsupp(u) = 0.

Esta contradi¢do completa a prova do teorema. [
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Observacao 5.2.1. Quando M ser o Unico conjunto invariante minimal u#-saturado € dito também
que a folheacdo .#* é dinamicamente minimal. Note que o fato de M ser o tinico conjunto

invariante minimal u-saturado nao significa que .#" seja minimal, mas sim que
cl(F"(0f(x))) =M, paratodo x € M.

Por exemplo, se f, é topologicamente transitiva e S C M é uma folha central fixa e f|g tem
rotacdo irracional, entdo M € o tinico conjunto invariante minimal u-saturado. De fato, se A é um
conjunto minimal invariante u-saturado, entdo A intercepta cada folha central (Corolario 3.2.1).

Em particular ANS # 0. Sejaxg € AN S, jd que A é f-invariante temos que &' (xg) C M, onde
O(xp) ={f"(x0) :n € Z}.

Teorema 5.2.2 (DENJOY). Seja f : S' — S! um difeomorfismo da classe C> com niimero de
rotagdo irracional p. Entdo f € conjugado com a rota¢do R,. Consequentemente, todo ponto tem

uma Orbita densa.

Pelo teorema acima temos que & (xg) = S, logo S C A, entdo .Z*(S) C A. Como M, é
uma nilvariedade entdo a folheacdo centro-instavel de M é minimal, logo

M = cl(F(xo)) = cl(F“(6f(x0))) C A

Portanto M = A, assim M € o tnico conjunto minimal invariante e u-saturado.

Prova do Teorema B. Sejam os sistemas Margulis {m“} ey, {m$* }xep € {m3 }xep fornecida pela
Proposic¢do 4.3.2. A partir de agora, vamos supor que .% ¢ € orientavel e que f preserva esta ori-
entacdo. Vamos mostrar que essas suposi¢des ndo sdo restritivas. Suponha que o Teorema B seja
vélido nestas condicdes. Logo, seja f : M — M um difeomorfismo satisfazendo a hipétese do Te-
orema B. Se .%¢ ndo € orientavel, tomamos um recobrimento duplo e obtemos um difeomorfismo

= — e ) . ~ :
f M — M tal que M é conexo e compacto; .% ¢ é orientavel e g = f~ preserva a orientacdo de .7 .

Afirmamos que M também € o tnico conjunto minimal g-invariante u-saturado. Para
isso, vejamos primeiro que M é o dnico conjunto f-invariante minimal u-saturado. De fato, se
{M} # I'(f) entdo existem X e X’ pre-imagens de algum ponto x € M pelo recobrimento tal que
cl(F"(05(X))) e cl(F"(OF(F'))) sdo subconjuntos préprios minimais u-saturados e disjuntos

de M. Entdo M coincide com a unifo disjunta
cl(F'(O5(%))) Ul (F*(0F(X))),

o qual é a uma contradiciio, uma vez que M é conexo. Agora, suponha que g = 72 tenha um
conjunto u-saturado minimal g-invariante K # M. Logo, K = cl(.F"(0,(z))) para todo z € K.
Como K U f(K) é um conjunto compacto f-invariante u-saturado temos que K U f(K) = M.
Entdo C = KN f(K) # 0 é um conjunto compacto f-invariante u-saturado, assim, C = M . Isso

implica que K = M, e portanto M € o Gnico conjunto g-invariante u-saturado.
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Analogamente a subsecdo 3.2 de (HERTZ et al., 2012), pode-se verificar que a dicotomia

do Teorema B para g = 72 implica a dicotomia para f.

Agora, suponha que exista uma medida de maxima entropia y com A.(¢t) = 0. Como
M ¢ o tinico conjunto invariante minimal u-saturado, entdo supp(u) = M. Da Observagio 3.7.1
temos MME(f) = MME(f) UMME"(f~!), logo, a Proposi¢do 5.1.1 implica que ndo existe
uma medida de mdxima entropia ergédica com expoente de Lyapunov central diferente de zero.
Portanto, medidas ergddicas de mdxima entropia hiperbdlicas e ndo hiperbdlicas nao coexistem,

ou seja, apenas um dos seguinte items ocorre:

* Todas as medidas de mdxima entropia tem expoente central cero.

* Todas as medidas ergdédicas de mdxima entropia sao hiperbdlicas.

Vamos dividir a prova deste teorema em trés partes. Na primeira parte, assumindo a existéncia
de uma medida de maxima entropia ergédica g como A.(u) = 0, provamos que ela é tnica.
Na segunda parte, assumindo a ndo existéncia de medidas de méxima entropia ergodicas nao
hiperbdlicas, mostramos que existem exatamente duas medidas ergédicas de maxima entropia
1r, u—, com expoente central positivo e negativo, respectivamente. A parte trés corresponde a

prova da estrutura de produto local de uma das medidas de méxima entropia.

Parte 1: Unicidade da medida de mdaxima entropia ndo hiperbdlica. Para provar a unicidade,
aplicamos o principio de invariancia de Avila-Viana (AVILA; VIANA, 2010) para concluir
que 1 admite uma desintegracdo ao longo da folheac@o central {uf }ycp, € s-invariante e
u-invariante e x* — U+ varia continuamente com x* em supp (7. (1)) = M,. Apresentamos o

resultado Avila-Viana adaptado ao nosso contexto.

Teorema 5.2.3 (Teorema D, (AVILA; VIANA, 2010)). Seja f € PHC?_, (M). Suponha que dado
y € #9(x) a 6-holonomia definida naturalmente entre .7 “(y) e .% “(x) ¢ um homeomorfismo
para 0 = s,u. Seja 1 uma medida de probabilidade tal que A.(1) =0e u* = m, U tem estrutura
de produto. Entdo, 1 admite uma desintegragio { S, : x* € M.} que € s- invariante e u-invariante

e cujas medidas condicionais [+ variam continuamente com x* no suporte de y* = UL .

A seguinte proposi¢do € uma consequéncia do teorema da unicidade da desintegracdo de

Rokhlin, do Teorema do principio de invaridncia acima.

Proposicao 5.2.1. Seja f € PHCSZ1 (M) e u uma medida ergédica de maxima entropia com
expoente central nulo. Se f. ¢ topologicamente transitiva e {u¢. : x* € M.} € a desintegragao de

U ao longo .# ¢ entdo

(1) (fc)*,u)f* = 'u;;.(x*)’ para todo x* € M,.
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(2) supp(us.) # 0, para todo x* € M.

(3) Se I = {M} entdo ug. nao possui dtomos e supp(uUs.) = .F¢(x) para todo x € M, x* =
mo(x) .

Demonstragdo. Item (1). Pela f-invariancia de u e a unicidade da desintegracdo temos que
(fe)sli = ,uji (x+) Para T f-quase todo ponto. Como x* — <. é continua em supp (7. u) = M.,
obtemos que (f;)«pé = ujil (x) Para todo x* € M,.

Item (2). Tome y* € M, tal que supp(iy. ) # 0. Pela continuidade da desintegrago { . : x* € M},
existe um aberto U C M, tal que supp(lt.) # 0 para todo x* € U. Como f ¢é topologicamente
transitiva, existe um ponto p* € U tal que supp(,,.) # 0 e cl(O(p)) = M. Como (fe)« My =
HE ) @ S (1 (p7)) = T temos que (p") © {x* € M, : j&, (F(x; () = 1}. Pela
continuidade da desintegracdo e densidade de ¢(p*) devemos ter que ut (.Z¢(x*)) = 1 para

todo x* € M_,. Isto conclui a prova do item (2).
Item (3). Seja x* € M., pelo Item (2), ut. € ndo trivial. Seja x € M tal que 7.(x) = x*, tome

p € U tal que p € supp(us). Dado y* € M., paracaday € m_ '(y*) e € > 0, devemos mostrar
que Uy (F(y,€)) > 0. Para isso, considere o disco D“(y, €), definido da seguinte maneira

DUy.e):= U Field-

ZEFC(y,€)

Seja ) . : D(y,e) — F°(y,€), a projegdo ao longo das variedades estdveis locais.
Como D(y,€) é um disco transversal a .#" e #"(0(p)) é denso em M, temos que D*(y,€) N
F"(O¢(p)) é denso em D*(y,€). Portanto

#(7he (D2 (,8) N T (01()) ) ==

Sejaz e F(O¢(p))ND“(y, €), entdo existe n; € Z, tal que z € F"(f"=p) ND*(y, €) # 0,
en .(2) € F(y€).

F (1 ()

F ()

Figura 11 — Suporte da medida pi.

Como p € supp(ps.), o Item (1) implica que ™ (p) € supp(u;nz (x*)). Como 7}, (z) €
AC(f":(p)) e a desintegrag@o [x* — u{.] € s, u-invariante, temos que 7;,,.(z) € supp(LLy. ). Em
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particular, se p é um dtomo entdo u(m; (z)) = py-({p}) = o > 0. Como #(m;, .(D=(y,€) N
F"(O(p)) = oo, entdo

= (F°0) =ty (e (D7 (,€) N F (O (p)) = #(7e (D7 (v,€) N.F (O (p)) .0t = eo.

Esta contradi¢do implica que pl ndo pode ser atomica. Finalmente, como z € .F¢(y,€) e

7),.(2) € supp(Hy.) temos que
K (F<(3.€) > 0. 52)

Como & > 0 ¢ arbitrdrio, (5.2) implica que y € supp(iy.) para todo y € 7 (y*), ou seja, a

medida ,uyc* tem suporte total. Isto conclui a prova da proposi¢ao. 0

Observacio 5.2.2. Em (HERTZ et al., 2012) e (URES; VIANA; YANG, 2021), o fato principal
para provar a unicidade é que toda medida condicional uf de uma medida de mdxima entropia
com A () = 0 tem suporte total em .%¢(x) e ndo possui 4tomos, € para isso, 0s autores usaram
fortemente a hipdtese de acessibilidade. Porém, na Proposi¢do (5.2.1) obtivemos o mesmo,

usando a hipétese I'*(f) = M no lugar de acessibilidade.

Prova da unicidade. Da Proposi¢do 5.2.1 e usando um método como em (AVILA; VIANA,
2010), obtemos uma S'-acio em M que comuta com f, ou seja, pg : M — M tal que pgo f =
fopg,0 € S'. Para isso, definimos pg da seguinte maneira: pg(x) = y onde y é o ponto em
Z“(x) tal que o arco da folha centro estdvel que une x com y (usando a orientagdo positiva) tem

medida condicional u¢([x,y].) = 0 (estamos identificando S' com [0,1] mod . 1).

Analogamente a (HERTZ et al., 2012) concluimos que f é conjugado a f, onde f é
uma extensdo de rotacdo rigida do homeomorfismo de Anosov f.. Como M € o tinico conjunto
minimal invariante u-saturado para f, pela conjugacdo topolégica temos também que M é o

unico conjunto minimal invariante u-saturado para f.

Para mostrar que 1 € a tinica medida de maxima entropia, pela conjugacao topolégica
de f e f é suficiente mostrar que [I é a Gnica medida de méxima entropia para f. Como a
dindmica quociente f, em M /.7 é um homeomorfismo hiperbdlico transitivo, f. tem uma
unica medida de mdxima entropia que é localmente produto de medidas nas variedades es-
taveis e instdveis. Suponha que v seja uma medida de mdxima entropia para f. Entdo v
projeta sobre a Unica medida de mixima entropia de f.. Como M € o dnico conjunto inva-
riante minimal u-saturado para f, temos que as medidas condicionais ao longo das folhas
centrais ndo possuem atomos, sdo totalmente suportadas em .#¢ e s@o invariantes por rota-
coes (AVILA; VIANA, 2010). Isso resulta que as medidas condicionais sdo Lebesgue e [l = v.
0J

Parte 2: Quantidade de medidas de mdxima entropia hiperbdlicas
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Pelo argumentado no inicio da prova do Teorema B, vamos supor que ndo existe medidas

de médxima entropia com expoente Layapunov central nulo.

Seja u uma medida ergédica com A.(u) # 0. Podemos supor que A.(u) < 0. A Proposi-
¢do 3.2.2 implica a existéncia de outra medida de probabilidade f-invariante v que € isomorfica
apeA:(v)=0ouosinal de A.(v) é oposto ao sinal de A.(u). Pelo Corolério 5.1.1 temos que
f € atinica medida de mdxima entropia com expoente central nio positivo. Assim, A(v) > 0.

Agora, suponha que exista outra medida ergddica de méxima entropia 17 com expoente
central positivo. Tomando f~! por f na Proposicio 3.2.2 obtemos L, > medidas ergédicas f-
invariantes com expoente de Lyapunov centrais negativos e Z;,Z, C M talque v(Z,) = 1 =n(Z,),
Bi:(Z1,v) = (Bi1(Z1), 1) e Bo: (Z2,n) — (B2(Z2), Wa) como na Proposicdo 3.2.2. Pela unici-
dade das medidas de méxima entropia com expoente central negativo (Corolario 5.1.1) temos que
W = U = . Entdo u(Z) =1 onde Z = B1(Z,) N B2(Z,). Portanto, para todo z € Z temos que
B (2),B5 ' (2) € (z,sup e (2, - Tsso implica que By ! (2) € #(By (), £71) for v, n-ae.
z € Z. Isto, juntamente com a ergodicidade das medidas 1 e v implicam que v = 1. Portanto,
f possui exatamente duas medidas ergédicas de mdxima entropia it~ := U, e 4+ = v, onde
Lt~ tem expoente central negativo e (1" tem expoente central positivo. Isso conclui o prova da

primeira parte do Teorema B.

Parte 3: Estrutura de produto local.

Procedemos como em (BUZZI; FISHER; TAHZIBI, 2019), construindo uma medida
de probabilidade Boreliana invariante como um produto local de m¥ e m{’. Defina medidas
locais {mp}p ¢y Para cada p € M, tomamos uma caixa bifolheada pequena para Fhe FS,
U, contendo p da seguinte maneira: Tome #"_(p),.#S (p) vizinhangas pequenas de p em

F(p),F“(p) respectivamente, e seja U, a imagem de .7 (p) x Z. (p) pelo mapa do pro-
duto local (x,y) — F& (x) NFl (y).

Para qualquer z € U, denotamos por .#" (z,U,) a placa de .#* passando por z contido
em U,. Analogamente definimos .#“ (z,U,). Em seguida, definimos as projecdes m,t Uy —
Foe (p) ey U, — F . (p) ao longo das placas instdveis e centro-estdveis respectivamente.
Por defini¢do, para qualquer y € # (p,U,),m, manda .7" (y,U,) homeomorficamente para

yu (pa UP)

Agora, vamos definir uma medida mj, em U, integrando as medidas my com respeito da

medida mgs . Definimos

m, = m*dm®’
p /ﬂ”(p,Up) y 14 (y)

e justifique esta defini¢cdo da seguinte forma: Seja ¢ € C(M) uma fung¢do continua com supp ¢ C
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Up. Seja af + 7 (p,Up) — R definida por

) = (15u(,0,)9) = [ (Lrvs,)9) @)

Pelo Teorema A, temos que o mapa x — m¥ (1 Fu (y7Up).¢> ¢ continuo e portanto, ch esta
bem definido e € mensurdvel. Como U, € uma caixa bifolheada pequena existe r > 0 tal que
F*(y,Uy,) C F*(y,r) paratodo y € U,. Como {m!}.cy € localmente finito existe K, > 0 tal
que my (F"(y,Up)) < K, para todo y € U,,. Portanto,

my (F* (y,Up)) < K;

Isto implica que a funcdo mensurével (xg ¢ limitado, portanto, integravel para a medida de Radon
m;s. Conforme anunciado, obtemos medidas de Borel bem definidas, finitas e positivas para cada
p € M definindo:

(@)= [ alt)an0) (5.3)

oc

Note que estas medidas sdo medidas Borel finitas e positivas, definidas para cada p € M.

Afirmacdo 5.2.1. A medida m,, definida anteriormente, para cada p € M, com suporte contido em
alguma vizinhanga U, satisfaz a seguinte condi¢do de compatibilidade: se g € M e U, NU, # 0,

podemos construir m, tal que

¢ € C(U,NU,), entdo m,(¢) = my(9). (5.4)

Demonstra¢do. Uma vez que U, e U, sdo pequenos (e podemos supor que se interceptam),
existe uma u-holonomia bem definida & : 7,° (U, NU,) — 72°(U, NU,). Logo,

mp(9) = /ﬂmm(]) o (y)dmS ()
= sty 50 iy
= [, B0 @)
nsupmuq

- /7r 0, QD) = my(0).

Isto conclui a prova da afirmacao. [

Agora definimos uma medida Borel finita m em M escolhendo uma particdo da uni-
dade 1 = y; + - + X, subordinada a uma cobertura finita Uy, ..., U, determinado por pontos

Pi,---,Pr € M, e definimos:

m(@) =mp, (1) + - +mp, ($2r)

Finalmente, definimos p*" = m(M)~'.m. Observe que u“®* é¢ uma medida de probabilidade

Boreliana de M. Note que m e p*“* nio dependem da escolha da particio da unidade. De fato,
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se 1 = x| +---+ x/, é outra parti¢cdo da unidade subordinada a alguma cobertura finita definida
por pontos p!, ..., p’, entdo, para cada ¢ € C(M),

~

7

mpy (931) + -+ mp, (9) zi‘,gmp,» (02]) = ¥ ¥ my, (072))

i=1j=1
=mpy ((PXI) T+ +mp’, (‘P%r’)

Para mostrar a f-invariincia de u“**", observe que para qualquer subconjunto mensuravel
ACU,Nf(Uy) com p,q € M, temos

m —1 —m —1 — mt —1 S (x
U =m @) = [ ) @)

= D! m's o (A)dmg (x
(10 G )
dmCS
- ;' o (A) () f (S
ﬂgs(ffl(A)) fx) df;l (mgs) ( ‘I)
= D' Dy “(A)dmS?
0 [ @)

= D, '.D..m(A).

Na 4" igualdade acima, usamos que 7,°(f (7;° (f “1A)) = m;*(A). O mesmo se aplica a qual-
quer subconjunto mensurdvel de M. O caso que A = M implica que D, = D.,. Logo, a medida m

e Ue®" s3o f-invariantes.

Dada uma caixa bifolheada B C M note que a desintegra¢io de u““* ao longo das placas
my| ()
mii(Fg(x))
“m@u (f, @) =1logD, = hip(f). Isto conclui a prova da es estrutura local e portanto a prova do

instdveis .7} é dado por Isto juntamente com a Proposicdo 4.1.2 implicam que

Teorema B.

5.2.1 Corolario B.1

Corolario B.1. Seja M uma variedade fechada e f € PHC?ZI (M) um infra-AB-sistema. Se f é
ndo acessivel e M é o iinico conjunto invariante minimal u-saturado, entdo f é conjugado (a

menos de iteragoes finitas e recobrimento finito) com
NxS' 5 NxS! (x,1)— (Ax,t +0)

onde a N é uma nilvariedade. Além disso, possui uma tinica medida de mdxima entropia, a qual

tem suporte total e expoente central nulo.

Demonstragdo. Seja g € PHCg:1 (M) um AB-sistema que levanta alguma iterada de f para um

recobrimento finito M (conexo) de M. Semelhante ao Teorema B, temos que g é um AB-sistema
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com I'(g) = {M}. Portanto, basta considerar f como sendo um AB-sistema.

Agora, como f € um AB-sistema nao acessivel, o Teorema 2.6 de (HAMMERLINDL,
2017) implica a existéncia de uma su-folha compacta Ny, homeomorfo a uma nilvariedade
compacta hiperbolica N. Logo, Ny, ndo € periddica, uma vez que M € o unico conjunto minimal
invariante u-saturado. Como ¢/ ( Unez /" (Nsu)) ¢ um conjunto fechado, invariante e u-saturado,
temos

(| f"(Na)) =M.

nez

Portanto, AC(x) C M nao pode ser um conjunto aberto para todo x € M. Entdo, pelo Teorema
2.5 de (HAMMERLINDL, 2017), E* e E® sao juntamente integraveis.

Como I'(f) = {M} entdo f é topologicamente transitivo (como ja vimos na prova da
Proposi¢do 4.3.2 ), em particular NW (f) = M. Agora, como NW (f) =M e E* @ E" é integravel,
o Teorema 1.5 de (HAMMERLINDL, 2017) implica que f é topologicamente conjugado a

NxS' 5 NxS! (x,1)— (Ax,r +6),

onde A é um automorfismo hiperbdlico de N. Além disso, o nimero 6 € irracional, caso
contrério, o Corolario 8.6 em (HAMMERLINDL, 2017) implica que f tem uma su-folha
compacta e periddica. Entdo (x,7) — (Ax,7 + 0) possui uma tnica medida de maxima entropia.
Pela conjugacgdo topoldgica, concluimos que f possui uma unica medida de méxima entropia (U,

e o Teorema B implica que A.(u) = 0. O

5.3 Prova do Teorema C

Teorema C. Seja M uma variedade fechada e f € PHC%ZI(M ) um infra-AB-sistema. Se f

admite uma medida de mdxima entropia L com A.(1) = 0, entdo

(1) supp(U) =M, ou

(2) o suporte de toda medida de mdxima entropia com expoente central zero contém uma

su-folha perioédica compacta.

Suponha que supp(tt) # M. O Teorema 1 de (HERTZ et al., 2012) implica que f ndo
¢é acessivel, ou seja, f € um infra-AB-sistema ndo acessivel. Além disso, existe ng > 1 tal f"0
se levanta para um AB-sistema g, para um recobrimento finito 77 : M — M. Seja T uma medida
de u-mdxima entropia para f que se projeta sob , os Coroldrios 4.3.1 e 4.1.1 implicam que

supp(fZ) é um conjunto compacto u-saturado diferente de M e A.(ft) = 0. Se supp(Z) contém
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uma su folha compacta periddica K entdo m(K) é uma su-folha compacta e periddica para f.

Entdo o Teorema C € consequéncia do seguinte resultado:

Proposicao 5.3.1. Seja M uma variedade fechadae g € PHC%ZI (M) um AB-sistema e 1 uma
medida ergédica de maxima u-entropia com A.(u) > 0. Se supp(u) # M entdo supp(u) contém

a orbita de uma su-folha compacta periddica.

Demonstrag¢do. Como p é uma u-m.m.e ergddica entdo supp(u) é u-saturado e compacto. Logo
existe K € ['“(g) tal que K C supp(u). Como K € I'*, pelo Lema 5.1.1 existe uma medida de

madxima entropia v com supp(v) = K e pela Proposic¢do 5.1.1 devemos ter que A.(v) > 0.

Como v € uma m.m.e. ergédica com K = supp(v) e A.(v) > 0 entdo K é um conjunto
s,u-saturado. Como o AB-sistema protétipo fap tem uma folha central invariante que € um
circulo, pela conjugagdo por folhas centrais com f45, g possui uma folha central invariante S.
Observe que g|s tem um nuimero de rotagdo racional p(g|s) = p/q € Q. Trocando g por g9,
defina

H(g) :={x € S:AC(x) é um su-variedade compacta invariante}.

Observe que % (g) é um conjunto nao vazio fechado e U = S\ . % (g) é um subconjunto aberto
de S.

Afirmamos que K = AC(x) para algum x € .#'(g). De fato, seja Ky C K uma componente
conexa de K. Se K # AC(x) para todo x € ¥ (g) entdo KNU # 0. Logo, existe uma componente
conexa J de U tal que KNJ # 0. Como g(J) =J e K € I'*(g) temos que K C AC(J). Seja
Jo = KNJ, defina

X4+ = maxJy.

Como g(J) =J e g(K) = K temos que g(Jp) = Jo e x1 € Fix(g). Como AC(xy) C K, K € T(g)
e x4 € Fix(g) NK temos que
K = cl(AC(x4)).

Afirmacdo 5.3.1. g|AC(J) é um Al-sistema ndo acessivel.

Demonstracdo. Comece por notar que se AC(x, ) for aberto, entdo AC(x,)NJ é aberto. Isso
implica a existéncia de um ponto y € AC(x4)NJ C K tal que x4 <y, ou seja, maxJy > x,
isto gera uma contradi¢do. Finalmente, o Lema 8.9 de (HAMMERLINDL, 2017) implica que
g|AC(J) é um Al-sistema. Como x4 € J e AC(x4) ndo sdo abertos, concluimos que g|AC(J) é

ndo acessivel. ]

Seguimos as notagdes da Secdo 3.5 para o Al-sistema g[4¢ (). Como AC(x.) ndo é aberto
e K = cl(AC(x,.)) temos que Jy C {y € S : AC(y) ndo é aberto}. Por defini¢do de Al-sistema,
cada folha central em AC(J) é propriamente imersa. Portanto, K intercepta cada folha central

em um conjunto compacto. Se K e Jy sdo as pré-imagens de K e Jy no recobrimento universal

P:AC(J) — AC(J), entdio K intercepta cada folha central a AC(J) num conjunto compacto. Em
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particular, Jo = K N L é compacto. Como Jo C {y € § : AC(y) ndo é aberto} temos que Jo C Ag.

Além disso, como K é um conjunto su-saturado, K = AC(K) e do fato que Jy = KNS é
claro que K = AC(Jp). Logo

Jo=KNS=AC(Jy)NS. (5.5)

Agora, vamos provar que se 74 = maxJ entdo 7, € Fix(G). De fato, como G < Homeo™ (Ag)
temos que 4 < B(t) para todo B € G. De (5.5) temos que Jy é igual 2 6rbita G(Jo) = {B(¢) :
BeGetelyt, ouseja, Jo=G(Jo). Entdo 1. = B(r,.) para todo B € G, isto &, 14 € Fix(G).

Como ¢, = maxJy e g(Jo) = Jo temos que 7. € Fix(g) e P(r,.) = x.Logo, t, € Fix(G)N
Fix(g), por Lema 3.5.3, AC(x;.) C AC(J) é um variedade compacta invariante, ou seja, x4 €

 (g). Esta contradi¢do completa a prova da proposicao. 0

Observacao 5.3.1. Seja Ny, uma su-folha compacta periddica, de periodo T como no teorema
acima. Seguindo as notacdes do teorema acima temos que existe uma nilvariedade N C M
tal que 7|y é um levantamento finito de N, tal que mwo g*|y = f*|n,, © ®. Como g*|y é um
homeomorfismo hiperbdlico sobre a nilvariedade N entdo g° é topologicamente transitivo.
Pelo recobrimento finito debemos ter que f7|y,, também é um homeomorfismo hiperbdlico
topologicamente transitivo. Portanto f7|y,, possui uma tnica medida de mdxima entropia. Seja

n tal medida, entdo
1 7—1

u==Y fin
[

1

¢ a inica medida de médxima entropia para f|xu. use1(N,)-

5.4 Provado Teorema D

Teorema D. Seja M uma variedade fechada e f € PHC%ZI(M ) um infra-AB-sistema. Se f é
topologicamente transitiva, entdo #MME(f) < 2. Além disso, se u € MMEq(f), entdo:

* supp(u) =M, ou

* supp(u) € a drbita de uma su-folha compacta e periddica.

Antes de provar o Teorema D, note que se f € acessivel por (HERTZ et al., 2012) temos
que #MME(f) = 1. Entdo vamos assumir que f é ndo acessivel. O seguinte lema que sera

crucial para a prova do teorema:

Lema 5.4.1. Seja M uma variedade fechada e f € PHCSZI(M) um infra-AB-sistema. Se f
€ topologicamente transitiva entdo admite no maximo duas Orbitas de su-folhas compactas

periddicas.
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Demonstracdo. Seja S uma folha central fixa e K¢ C S o conjunto de pontos x € S tal que
AC(x) é uma su-folha compacta periddica. Suponha que Ks ¢é diferente do vazio, a transitividade
topoldgica de f implica que Kg C S, casso contrario a Orbita de qualquer ponto esta contida na
orbita de uma su-folha compacta, e portanto ndo pode ser densa. Como K é fechado, entdo
S\Ks é um conjunto aberto nio vazio. Seja J uma componente conexa de S\Kg, entdo existe
7 € Ntal que f*(J) =J, assim f*(AC(J)) = AC(f*(J)) = AC(J). Se I é uma outra componente
conexa de S\Ks; como AC(J) = f*(AC(J)) é um conjunto aberto e f € transitivo, temos que
existe n € {1,...,1} tal que f"(AC(J))NAC(I) #0 e f"(d(AC(J)) = d(AC(I)), uma vez que

AC(I) e AC(J) ndo contem su-folhas compacta periddicas. Assim,
Ks = d(AC(J)) U f(I(AC(J)))...U f* 1 (I(AC())))-

Isso completa a prova do lema. ]

Prova do Teorema D. Supondo #(MME() > 1, vamos mostrar que #(MME) = 2. Em efeito,
como #(MME) > 1, o Teorema B implica que I'*(f) # {M} e portanto f é infra-AB-sistema
nao acessivel. Pelo Teorema 3.4.3 existe np € N tal que f™ é levantado por um AB-sistema
g : M — M, para um recobrimento finito de 7w : M — M. Seja S uma folha central fixa para g,
como I'(f) # {M}, usando o Teorema B e Coroldrio B.1, temos que o nimero de rotagdo p(g|s)
€ racional. Além disso, como f admite uma quantidade finita de su-folhas compactas periddicas,
temos que g admite também uma quantidade finita de su-folhas compactas periddicas. Tomando
uma outra iterada de f, se for necessario, podemos assumir que todos as su-folhas compactas de

g sdo fixas. Como g é ndo acessivel, temos que
K, = {x € S:AC(x) C M é uma su-folha compacta} # 0.

Suponha que J é uma componente conexa de S\K,, pelo Lema 8.9 de (HAMMERLINDL,
2017), isso implica que g| AC() ¢ uma Al-sistema. Como f € topologicamente transitiva e g € um

levantamento de f™ para um recobrimento finito, existem pontos X1,...,X; € M tal que
cl<ﬁ+()_cl,g) U...u ﬁ*(x,,g)) =M,

onde 07 (z,g) := {g"(z) :n=0,1,...}. Como g(J) = J, entdo g(AC(J)) = AC(J)e podemos
supor que {Xy,...,X} NAC(J) = {x|,...,X;} para algum ¢ < [. Entdo

cz(ﬁ+(x1, Q)U...UO* (%, g)) = cl(AC(J)). (5.6)

Teorema 5.4.1. (HAMMERLINDL, 2017) Suponha que g : M — M é um Al-sistema sem

su-folhas compactas invariantes. Entao

(1) g é acessivel,
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(2) existe um conjunto aberto V C M tal que

sVycv, Udwvy=m NV =2,
keZ kel

e a fronteira de V é uma su-folha compacta, ou

(3) ndo existem su-folhas compactas em M, existem uma quantidade ndo enumerdvel de

su-folhas ndo compactas em M e A # 1 tal que g é semi-conjugada a
NxR—->NxR, (vt)— (Av,At).

Afirmagéo 5.4.1. g|yc(y) € acessivel.

Demonstracdo. Observe que g| Ac(s) € um Al-sistema sem su-folhas compactas invariantes. En-

tdo g|ac(y) satisfaz o caso (1), (2) ou (3) do teorema acima.

Se g|ac(s) ndo for acessivel. Entdo, a restrigdo g[4¢(y) ou satisfaz o caso (2) ou satisfaz o
caso (3). Primeiro suponha que g|ac(y) satisfaz o caso (2) e seja V como no Teorema acima. E
claro que V # AC(J), logo a relagdo (5.6) implica que g(V)N O (X;,g) # O paratodoi=1,... ¢
Entao

cl( U gk(V)) = cl(AC(J)).

neN

Como cl(g(V)) C V temos que g"(V) C g(V) para qualquer n € N. Portanto

cl(AC(J)) =cl( | (V) =cl(g(V)) CV #AC().

neN

Esta contradigdo implica que g|4¢(y) ndo satisfaz o caso (2).

Agora, suponha que g|ac(y) satisfaz o caso (3). Entdo g|4¢(s) € semiconjugado a0 mapa
Ay :NxR—=NxR, (vt)— (Av,Ar) com A # 1 por uma semiconjugagio i : AC(J) — N x R.
Seja z; = h(X;) parai=1,...,/; a sobrejetividade de & e (5.6) implicam que

cl(ﬁJ’(zl,Al)U...Uﬁ’+(zg,A,1)> —NxR. (5.7)

Sem perda de generalidade, podemos supor que z; ¢ N x {0} paratodoi=1,...,¢. Logo, existem
b >a > 0 tais que {z1,...,z¢} C N x [(—b,—a) U (a,b)]. Logo,

0" (z1,A3)U...U0" (z0,A}) C Nx (—b,b), quando A < 1, e
0" (21,A3)U...U0" (z,A3) C Nx ((—o0,—a)U(a,)), quando A > 1.

Isso contradiz (5.6). Portanto g[¢ J) hdo satisfaz o caso (3). Isto conclui a prova da afirmag@o.
[
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Seja Ny, (f) := {x € M : Ac(x) é uma su-folha compacta periddica}. Como g|AC(J) é
acessivel e d(AC(J)) projeta sobre su-folhas compactas periddicas, para qualquer componente
conexa J de S\Kg, temos que f ¢ acessivel em cada componente conexa de M\N,(f). Como
o complemento da unido das su-folhas periédicas tem uma quantidade finita de componentes

conexas, a transitividade topoldgica implica que existe T € N tal que
M\Ng,(f) =AC(x)U...Uf*(AC(x)) paratodo x € M\Ny,(f). (5.8)

Afirmacao 5.4.2. Se f admite uma su-folha peridédica compacta e p € uma medida ergddica de

maxima entropia com A.(u) = 0 entdo supp(u) € a 6rbita de uma su-folha compacta e periddica.

Demonstragdo. Suponha que supp (i) contém um ponto xg tal que AC(xp) ndo € a érbita de uma
su-folha compacta periddica, entdo AC(xp) é aberto como vimos na afirmagdo 5.4.1; por (5.8)
temos que c/(AC(xp) U...U fF(AC(x0))) = M, assim supp(u) = M. Logo, se {Uf }rep sdo as
medidas condicionais ao longo das folhas centrais, entdo supp(us) = . (x) para todo x € M,
toda vez que existe x; € AC(xp) tal que x; € supp(my, ) e a desintegragdo € s, u-invariante. Além
disso, se S = .%(a) é uma folha central fixa, pela a Proposi¢éo 5.2.1 temos que (S é uma medida
invariante de f|s. Como f admite uma su-folha compacta periddica Ny, entdo p(f|s) € Q. Como

us tem suporte total e f|g tem nimero de rotagdo racional,

§ = supp(ug) C (fls) = Q(fls)-
Entdo Per(f|s) = S e uS é equivalente 2 medida de Lebesgue no circulo S, e por continui-
dade da desintegracdo de u ao longo da folheacdo central (Teorema 5.2.3) temos que g é
equivalente 2 medida de Lebesgue em .#¢(x). Para cada € > 0, defina BX (x,€) = {y € .F¢(x) :
u((x,y)) o u((x)) < €}, entdo B (x,€) C .F¢(x) é um conjunto aberto, uma vez que (S é equi-
valente a medida de Lebesgue. Consequentemente, Ve(Ny,) = Uen,, BY (x,€) é um conjunto
aberto em M.

Figura 12 — Dinamica na dire¢@o central de acordo ao expoente central

A Proposicdo 5.2.1 implica que ,uj‘;k(x) (f*(BE (x,€))) = BE (f*(x),€). Assim, se T é o

periodo de Ny, temos que

ST (Ve(Ng)) = Ve(Ng). (5.9)
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Considerando € > 0 arbitrariamente pequeno para que M\Ve(Ny,) contenha um aberto, temos
que a igualdade (5.9) contradiz a transitividade topoldgica de f. 0

Para finalizar a prova do Teorema D, note que, do fato que existem no maximo duas
orbitas periddicas de su-folhas compactas e pela observacio 5.3.1 sabemos que toda 6rbita de
uma su-folha compacta suporta uma tnica medida ergédica de méxima entropia, o Lema 5.4.2

implica que MME(f) < 2. isso completa a prova do teorema.

5.5 Prova das Proposicoes E.1,E.2e E.3

Para o caso M = T a su-folha compacta do item 2 do Teorema C é um toro bidimensional
T2,, 0 qual chamamos de su-toro. Se T2, é um su-toro periédico de periodo T > 1 entio f T|T§M
¢ um homeomorfismo hiperbdlico transitivo e portanto possui uma tnica medida de maxima
entropia. Usando esse fato, juntamente com o Teorema (AVILA; VIANA, 2010) e Teorema C

provamos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao E.1.

Proposicdo E.1. Seja f € PHC?_,(T?) e S é uma folha central fixa. Se NW (f|s) < oo, entdo
#MME(f) < #NW(f|s). Além disso, se @ € MME,) existe ny € N tal que

card (supp(u) N.F€(x)) = no, para todo x € T.

Demonstracdo. Seja a € M tal que S = .%“(a), podemos assumir que f preserva a orienta¢do e
que f é ndo acessivel. Como NW (f|S) < oo entdo f|S tem nimero de rotagdo p(f|S) = p/q € Q.
Entdo NW (f|S) = Per(f|s). Tomando uma iterada de f, podemos assumir que todo ponto perié-
dico é fixo, ou seja, considerar NW (f|S) = Fix(f|s). Seja 4 uma medida de mdxima entropia
com A.(u) = 0. Pelo Teorema D, existe um su-toro fixo T2, C supp(u). Além disso, como f, é
transitivo, pelo Coroldrio 3.2.1 temos que T2, N.%(x) # 0 para todo x € T>. Seja { Hy ) brem
a decomposi¢do de p ao longo de .#¢, A proposi¢do 5.2.1 temos que ,ufr(_(a) ¢ uma medida de

probabilidade invariante.

Tome xo € T2,N.%¢(a) e J C .#¢(a) um arco aberto contendo xo e J N Fix(f|S) = {xo}
entdo AC(J) € aberto tal que supp(i) NAC(J) # 0 e portanto i (AC(J)) > 0, o que implica existe
um ponto z € AC(J) tal que z € sup(u). Pela s, u invaridncia, existe um ponto em J que estd no
suporte de fiz , C Fix(f|S). Logo xo € supp(us). Seja T2, N.Z¢(a) = {x1,...,x,} C Fix(f)

1 1
entao iz, = . YiL| Oy. Pelas, u-invaridncia devemos ter que fi; ) ({x}) =  para todo x € T2,.

Isto implica que u(T?2,) > 0, pela ergodicidade de u temos que p(T?2,) = 1. Como supp(u) = T?,

su’

entio u°(T2,) = 1. E como ,ufrc(x) ({x}) = 1/n para todo x € T2, devemos ter que

card(T2,N.Z(x)) = n.
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Finalmente, como supp(ut) = T2, entdo y é a tinica medida de maxima entropia para
f|T2,. Portanto

MME;(f) < Fix(f).

Proposicao E.2.

Seja f € PHC2:1 (T3), T2, um cu-toro periédico para f. No que segue vamos denotar

por N a tnica medida de méaxima entropia de f| o(T2,)-
su

Defini¢io 5.5.1. Dizemos que um su-toro T2, periédico é transversalmente hiperbdlico se

Ac(n) # 0, ou seja, se
|, 1oellnr | E¥)lan 0.

su

Proposicao E.2. Seja f € PHC?ZI (T3) tal que todo su-toro é transversalmente hiperbdélico.

Entdo f tem um niimero finito de medidas ergodicas de mdxima entropia e todas sdo hiperbdlicas.

Demonstragdo. Se todo su-toro € transversalmente hiperbolico, pelo Teorema C e o Lema 5.1.1
temos que f nao admite medidas ergédicas de maxima entropia com expoente central zero.
Suponha que existe uma sequéncia de medidas ergédicas de méxima entropia ( /.LI) jen com
Ac(u; ) <OparaVjeNep; 7y, parai j. Seja K; = supp(l; ) entdo K; ¢ um conjunto
compacto invariante u-saturado. Tomando uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir
que a sequéncia (K;) converge (na topologia de Hausdorff para subconjuntos fechados) para um
conjunto compacto u-saturado invariante K. Podemos supor que K € I'*(f), pelo Lema 5.1.1

existe uma medida ergédica de maxima entropia v tal que supp(v) = K. Por hipdtese temos que

Ae(v) £0.

Primeiro, suponha que A.(v) < 0. Tome x € K um ponto regular Pesin e seja W/ .(x) a
variedade estdvel local Pesin de x. Como W} (x) é transversal a folheagdo instdvel e K; acumula
em x para todo i > iy para alguns iy € N temos que K; W, (x) # 0 para todo i > iy. Seja
xi € K;NW, (x) temos que d(f"(x;), f"(x)) — 0. Tomando uma subsequéncia se for necessario,
podemos supor que f"(x) — z € K. Entdo d(f"(x;),z) — 0 implica que z € K; para todo i > iy.
Como K € T(f) e z € K temos que

K=cl(| J7"(z)) C K; foralli>i.
€z

Pela Proposi¢do 5.1.1 implica que y; = v para todo i > ij. Esta contradi¢do prova que A.(Vv) é

nao negativo.
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Seja ui* como na Proposi¢do 3.2.2 para a medida y; . O Lema 3 de (HERTZ ez al., 2012)
+

implica que a sequéncia (u;") converge para v. Considere f -1 ‘LL;L no lugar de f e y;” como
acima, temos que ,ul.+ — v para todo i > i para alguns i € N. Isso implica que pt/ é uma medida

gémea de v, entdo 1, = U, para todo i. Esta contradigdo completa a prova do coroldrio. [

Proposicao E.3.

Proposicao E.3. Seja f € PHngl(TG) topologicamente transitiva. Se f possui um su-toro

transversalmente hiperbolico, entdo

2 <#MME(f) < 3.

Demonstragdo. Seja Tfu o su-toro transversalmente hiperbodlico e 1 a tinica medida de méxima

de méxima entropia para f| o(12,)- Sem perda de generalidade vamos supor que

/ log||Df | E<||dn < 0.
']1*2

su

Como f € nao acessivel, pelo Teorema 3.4.3 existe ng € N tal que f"° se levanta para um AB-
sistema g : M — M, para um recobrimento finito 7 : M — T3. Observe tabém que se V é medida
de méxima entropia para g entdo a proje¢do vV = 7,V é uma medida de madxima entropia para
S0, Assim

1 n()—]

U:_Zf*v

o =
¢ uma medida de maxima entropia para f.

Seja S uma folha central fixa para g, a existéncia de um su-toro periddico implica que
o ndmero de rota¢do p(gl|s) € racional. Sem perda de generalidade, podemos supor que todo
ponto periédico € fixo e seja x; € Fix(g|S) tal que AC(x;) projeta sobre T2,. Note que AC(x1) é
também um su-toro hiperbdlico, que denotamos por T2, Logo, tome J = (x1,x2) C S tal que
AC(x,) projeta sobre T2, e a projecdo de AC(z) ndo intersecta a &(Ts,) para todo z € (x1,x2).
Portanto, o (Lema 8.9 em (HAMMERLINDL, 2017) implica que g|JAC(J) é um Al-sistema.

Seja 1; é a medida de mdxima entropia para glﬁm entdo A.(11) < 0, uma vez que T2y,
projeta sobre ’]I‘%u. Vamos tomar uma medida de méxima entropia V com A.(V) < 0 de tal maneira
que supp(V) seja o conjunto u-saturado minimal invariante mais “proximo” de T2,,. Como
A-(M1) < 0, existe 7, medida gémea de 7]; como na Proposigdo 3.2.2, tomando a orientagio
positiva da folha central. Se A.(1;) = 0, entdo tomamos V = 1. Se A.(12) > 0, novamente pela
Proposi¢do 3.2.2 tomando a orientagao positiva da folha central existe uma medida de maxima

entropia 73 com A.(13) < 0. Tome V = 73.

Identificando cada folha central de AC(J) com (0, 1), podemos considerar AC(J) =
T? x (0,1). Seja A = supp(V) C T? x (0,1]. Note que AN I, # 0 para todo z € AC(J). Para cada
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(z,t) € AC(J) =T? x (0,1), £, = min(Z; N A). Defina os conjuntos
V = {(zr)eAC():t <t} e
Vi = {(z1)€AC() 1 >1] }.
Como g preserva orientagdo das fibras centrais, temos que V e VT sdo subconjuntos invariantes.

Além disso, como A é compacto, existe 8 > 0, tal que I, NV € um arco de comprimento maior

que 0, ou seja, 6 <t <1 paratodo z € T2,

Pontos no
supp(n,) =3

Figura 13 — Suporte da medida 7

Vamos mostrar que V' € um subconjunto fechado de AC(J). De fato, seja ((zn,;)nen) C
V* uma sequencia de pontos tal que (z,,%,) = (z,a) € AC(J). Como & <1, <1,, por lo tanto
(z,a) € T? x [8,1]. Além disso, como A é compacto, tomando uma subsequencia, podemos

supor que (z,,t,) — (2,0~ ) € A. Logo
t, <o <a.

Portanto (z,a) € VT, ou seja, VT é fechado em AC(J). Portanto, temos que V é um aberto,
g-invariante. Como V é g-invariante, existe ko € N tal que f*0(7(V)) = n(V). Agora, defina

ko
v = [Jrixw)).
i=0

Como U é um aberto f-invariante entdo U = M. Além disso, note que d(U) C (0(T2,) UK),
com K = 0(x(A)). Por defini¢do de V, se [l é uma medida de maxima entropia com supp(i) N
V # ( entdo I = V. Como as medidas de m4xima entropia de g projetam sobrejetivamente sobre
as medidas de médxima entropia de " é claro que se 4’ € MME( ") com supp(u')N7w(V) # 0
entdo u’ = m, V. Isso implica que, se t € MME(f) com supp(i) NU # 0, entdo

1 m=1

Z fivy 75*(/\;) =V.

Ly

‘LL:
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Se Ny = m.(M1) € N3 = 7.(73), entdo as tnicas medidas de maxima entropia que pode ter f sdo
n()—l

1 . 1 o 1 1 c
= -Xilo fim o= Y five s = - Y% fins (note que p; =7 e também pode
acontecer que U; = U3). Isso conclui a prova da proposi¢ao. [

Para parcialmente hiperbélicos em T3, todos os exemplos conhecidos até agora, possuem
no maximo trés medidas ergddicas de méxima entropia ergédicas (ROCHA; TAHZIBI, 2021)).

Isto nos leva a a seguinte questao:

Questiio 5.5.1. Se f € PHC2_,(T?) topologicamente transitiva entdo #(MMEe(f)) < 3?.
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