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Resumo

Este trabalho apresenta a teoria de homotopia simples, desenvolvida por

J. H. C. Whitehead, com o objetivo de obter um método para classificar

espaços com o mesmo tipo de homotopia. Com esta motivação, Whitehead

introduz o conceito de equivalência de homotopia simples entre complexos

simpliciais, que posteriormente é generalizado para complexos CW, espaços

criados pelo próprio Whitehead. Um resultado imediato desta teoria é que

quando dois espaços têm o mesmo tipo de homotopia simples, eles têm o

mesmo tipo de homotopia. A rećıproca desta afirmação é então conjecturada.

Mostraremos que trata-se de uma conjectura falsa, contudo a investigação de

sua confirmação produz um material que toma rumo próprio. Nosso enfoque

são os aspectos algébricos envolvidos nesta investigação.
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Abstract

This work presents the simple-homotopy theory, developed by J. H. C.

Whitehead, with the goal to get an method to classify spaces with the same

homotopy type. So, with this motivation, Whitehead introduced the concept

of simple-homotopy equivalence between simplicial complexes, that later was

generalized for CW complexes, spaces created by himself. An immediate

result of this theory is that, if two spaces have the same simple-homotopy

type, they have the same homotopy type. Then, the reciprocal statement is

conjectured. We will show that the conjecture is not true, but the research

about its truthfulness produces a material that takes its own way. Our

approach are the algebraic aspects involved in this research.
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Caṕıtulo

1

Introdução

Neste caṕıtulo faremos uma breve exposição sobre os conceitos e resulta-

dos básicos que serão utilizados no decorrer deste trabalho.

Começaremos com os complexos CW, espaços sobre os quais é desenvol-

vida a teoria de homotopia simples.

1.1 Complexos CW

Definição 1.1. Um complexo CW é um espaço Hausdorff junto com uma

famı́lia {eα} de células abertas de dimensões variadas de forma que as se-

guintes condições são satisfeitas:

(i) K =
⋃
α

eα e eα ∩ eβ = ∅ sempre que α 6= β.

(ii) Para cada célula eα, existe uma aplicação cont́ınua ϕα : Qn → K,

onde Qn é uma bola topológica de dimensão n = dim eα, ou seja, Qn é

homeomorfa a In = [0, 1]n, tal que:

(a) ϕα |
◦
Qn :

◦
Qn → eα é um homeomorfismo.

(b) ϕα(∂Q
n) ⊂ Kn−1, onde Kj =

⋃
{eβ | dim eβ ≤ j}.

1
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(iii) Cada eβ está contido numa união finita de células eα.

(iv) Um conjunto F ⊂ K é fechado em K se e somente se F ∩ eα é fechado

em eα para todo α.

Uma aplicação ϕα como em (ii) é chamada de aplicação caracteŕıstica

para a célula eα.

A aplicação ϕα | ∂Qn é chamada de aplicação colagem para eα.

Convenção 1. Neste trabalho vamos lidar apenas com aplicações que são

cont́ınuas. Deste modo, se f : X → Y é uma aplicação cont́ınua, vamos es-

crever apenas que f é uma aplicação, ficando subentendido sua continuidade.

Em geral, vamos utilizar como domı́nio para as aplicações caracteŕısticas

o espaço In.

Denotaremos o conjunto (∂In − In−1 × 0) por Jn−1.Observe que este con-

junto é topologicamente uma bola de dimensão n− 1. Também denotaremos

o conjunto (In−1 × 0) simplesmente por In−1.

Definição 1.2. Um subcomplexo de um complexo CW K é um subconjunto

L junto com uma subfamı́lia {eβ} de células de K tal que L =
⋃
eβ e cada

eβ está contido em L. Neste caso, escrevemos L < K e chamamos (K,L) de

par CW.

Facilmente podem ser verificados que, nas condições acima, L é um sub-

conjunto fechado de K, o subespaço L e a famı́lia {eβ} constituem um com-

plexo CW e se e é uma célula de K que não está em {eβ}, então e ∩ L = ∅
(escrevemos e ∈ K − L).

Definição 1.3. Dizemos que dois complexos CW K e K ′ são isomorfos

e escrevemos K ∼= K ′, se existe um homeomorfismo h : K → K ′ tal que a

imagem de cada célula deK é uma célula deK ′. Chamamos h de isomorfismo

CW.

Teorema 1.1 (Teorema de extensão por homotopia). Seja (K,L) um

par CW. Dadas uma aplicação f : K → X, onde X é um espaço qualquer, e
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uma homotopia ft : L → X tal que f0 = f | L, então existe uma homotopia

Ft tal que F0 = f e Ft | L = ft. (Referência: [11])

É conveniente neste momento recordar a seguinte definição:

Definição 1.4. Sejam X um espaço e Y ⊂ X. Dizemos que D : X → Y é

uma retração por deformação forte se existe uma aplicação F : X × I → X

tal que:

(a) F (x, 0) = x, ∀x ∈ X,

(b) F (y, t) = y, ∀y ∈ Y, t ∈ I,

(c) F (x, 1) = D(x),∀x ∈ X.

Neste caso, denotamos X %e%e
%% Y.

Teorema 1.2. Se (K,L) é um par CW, então as seguintes afirmações são

equivalentes:

(i) K %e%e
%% L.

(ii) A aplicação inclusão i : L→ K é uma equivalência de homotopia.

(iii) πn(K,L) = 0,∀n.

(Referência [5])

Devido a este teorema, quando um par CW (K,L) satisfaz K %e%e
%% L, di-

zemos que este par é homotopicamente trivial.

Definição 1.5. Sejam K e K ′ dois complexos CW, dizemos que uma

aplicação f : K → K ′ é celular se f(Kn) ⊂ (K ′)n. Mais geralmente, se (K,L)

e (K ′, L′) são pares CW, dizemos que uma aplicação f : (K,L) → (K ′, L′) é

celular quando f(Kn ∪ L) ⊂ (K ′)n ∪ L.

Definição 1.6. Se f é homotópica a uma aplicação celular g, então dizemos

que g é uma aproximação celular para f.
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Teorema 1.3 (Teorema da aproximação celular). Qualquer aplicação

entre pares CW, f : (K,L) → (K ′, L′), é homotópica (rel L) a uma aplicação

celular. (Referência: [11])

1.2 Cilindros de aplicação

Definição 1.7. Seja f : X → Y uma aplicação. Então o cilindro da aplicação

f é o espaço Mf obtido tomando a união disjunta de X × I e Y (escrevemos

(X × I)⊕ Y ) e identificando cada (x, 1) com f(x), ou seja,

Mf =
(X × I)⊕ Y

(x, 1) = f(x)
.

A aplicação identificação (X× I)⊕Y →Mf será sempre denotada por q.

Observe que q | (X × [0, 1)) e q | Y são imersões, por isso vamos identificar

q(X × 0) com X e q(Y ) com Y. Também vamos escrever q(z) = [z].

Proposição 1.4. Seja f : X → Y uma aplicação. Então p : Mf → Y

definida por

p[x, t] = [x, 1] = [f(x)], x ∈ X, t < 1

p[y] = [y], y ∈ Y

é uma retração por deformação forte. (Referência: [7])

Proposição 1.5. Sejam f : X → Y uma aplicação e i : X →Mf a aplicação

inclusão, então:

(i) O seguinte diagrama é comutativo:

X

f

��

i // Mf

p
~~||

||
||

||

Y

(ii) i é uma equivalência de homotopia se e somente se f é uma equivalência

de homotopia.
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Sejam A um subconjunto fechado de um espaço X e f : A → Y uma

aplicação, então X ∪
f
Y é o espaço [X ⊕ Y | x = f(x),∀x ∈ A].

Proposição 1.6. Sejam K,K0 e L complexos CW com K0 < K e seja

f : K0 → L uma aplicação tal que, dada qualquer célula e de K − K0,

f(e ∩K0) ⊂ Ln−1, onde n = dim e. Então K ∪
f
L é um complexo CW cujas

células são as de K−K0 e as de L. (Mais precisamente, as células de K ∪
f
L

são da forma q(e), onde e é uma célula arbitrária de K − K0 ou de L e

q : K ⊕ L→ K ∪
f
L é a aplicação identificação.)

Usando este resultado e a estrutura celular natural de K × I, obtemos:

Proposição 1.7. Se f : K → L é uma aplicação celular então o cilindro de

aplicação Mf é um complexo CW cujas células são as de L, as e × 0 e as

e× (0, 1), onde e é uma célula qualquer de K.

Proposição 1.8. Uma aplicação celular f : K → L é uma equivalência de

homotopia se e somente se Mf
%e%e
%% K.

1.3 Complexo de cadeia celular

Definição 1.8. Seja (K,L) um par CW. O complexo de cadeia celular deste

par, C(K,L), é definido da seguinte forma: Cn(K,L) = Hn(K
n∪L,Kn−1∪L)

e dn : Cn(K,L) → Cn−1(K,L) é o operador bordo da seqüência exata do trio

(Kn ∪ L,Kn−1 ∪ L,Kn−2 ∪ L).

Para cada n, fixemos uma orientação para cada In, n = 0, 1, 2, . . . , esco-

lhendo um gerador ω0 para H0(I
0) e estipulando que ωn é obtido a partir de

ωn−1, da seguinte forma: a seqüência

Hn(I
n, ∂In) ∂ // Hn−1(∂I

n)
⊂ // Hn−1(∂I

n, Jn−1)
(excisão)−1

// Hn−1(I
n−1, ∂In−1)

forma um isomorfismo de Hn(I
n, ∂In) em Hn−1(I

n−1, ∂In−1); então definimos

−ωn como sendo a imagem inversa de ωn−1.
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Seja ϕα : In → K uma aplicação caracteŕıstica para a célula eα de K−L.
Considere a aplicação induzida (ϕα)∗ : Hn(I

n, ∂In) → Hn(K
n∪L,Kn−1∪L).

Denote 〈ϕα〉 = (ϕα)∗(ωn).

Lema 1.9. Escolha uma aplicação caracteŕıstica ϕα para cada n-célula eα de

K − L. Denote Kj = Kj ∪ L. Então:

(i) Hj(Kn, Kn−1) = 0 se j 6= n.

(ii) Hn(Kn, Kn−1) é livre com base {〈ϕα〉 | enα ∈ K − L}.

(iii) Se c é um n-ciclo singular de K mod L representando γ ∈
Hn(Kn, Kn−1) e se |c| não inclui a n-célula eα0 , então nα0 = 0 na

expressão γ =
∑
α

nα〈ϕα〉.

(Referências: [16] e [11])

1.4 Espaços de recobrimento para complexos CW

Nesta seção vamos convencionar que os espaços base dos recobrimentos

são sempre conexos.

Teorema 1.10. Seja K um complexo CW. Então para todo grupo G < π1K

existe um recobrimento p : E → K tal que p](π1E) = G. Em particular, K

tem espaço de recobrimento universal. (Referência: [11])

Definição 1.9. Dizemos que um recobrimento p : E → K é um recobrimento

na categoria CW se E e K são complexos CW e se a imagem de cada célula

de E é uma célula de K.

Proposição 1.11. Sejam K um complexo CW e p : E → K um recobrimento

de K. Então

{ẽα | eα ∈ K, ẽα é um levantamento de eα para E}

é uma estrutura celular para E com respeito da qual E torna-se um complexo

CW. Se ϕα : In → K é uma aplicação caracteŕıstica para a célula eα, ẽα
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é um levantamento de eα e ϕ̃α : In → E é um levantamento de ϕα tal que

ϕ̃α(x) ∈ ẽα, para algum x ∈
◦
In, então ϕ̃α é uma aplicação caracteŕıstica para

ẽα. (Referência: [11])

Devido à proposição acima, convencionaremos que um recobrimento que

tem como espaço base um complexo CW será sempre um recobrimento na

categoria CW.

Proposição 1.12. Sejam K e K ′ complexos CW, p : E → K recobrimento

e f : K ′ → K uma aplicação celular que tem um levantamento f̃ : K ′ → E.

Então f̃ é celular e se f é um recobrimento (na categoria CW), f̃ também é.

Corolário 1.13. Se K um complexo CW, então o espaço de recobrimento

universal de K é único a menos de isomorfismo celular.

Proposição 1.14. Sejam (K,L) um par de complexos CW conexos e p :

K̃ → K um recobrimento universal. Defina L̃ = p−1(L). Se a aplicação

i] : π1L→ π1K, induzida pela inclusão i : L→ K, é um isomorfismo, então

p | L̃ : L̃ → L é um recobrimento universal de L. Se, além disso, K %e%e
%% L,

então K̃ %e%e
%% L̃. (Referência: [5])

Proposição 1.15. Seja f : K → L uma aplicação celular entre complexos

CW conexos tal que f] : π1K → π1L é um isomorfismo. Se K̃ e L̃ são espaços

de recobrimento universal de K e L, respectivamente, e se f̃ : K̃ → L̃ é um

levantamento de f, então Mf̃ é um espaço de recobrimento universal de Mf .

(Referência: [5])

Agora, sejam (K,L) um par CW finito, p : K̃ → K um recobrimento

universal e L̃ = p−1(L). Considere o complexo de cadeia celular C(K̃, L̃).

Temos, pelo resultado (1.9), que cada Cn(K̃, L̃) é um Z-módulo livre.

Defina G = Cov(K̃) = {h : K̃ → K̃ | h é homeomorfismo e ph = p}.

Por (1.12), cada g ∈ G é um isomorfismo celular de K̃ que induz um

homomorfismo g∗ : Cn(K̃, L̃) → Cn(K̃, L̃), para cada n, e satisfaz dg∗ = g∗d

(onde d é o operador bordo de C(K̃, L̃)).
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Considere a ação de G em Cn(K̃, L̃) dada por

g · c = g∗(c), g ∈ G, c ∈ Cn(K̃, L̃).

Claramente d(g · c) = g · d(c). Assim, Cn(K̃, L̃) torna-se um ZG-módulo

se definirmos

(
∑
i

nigi) · c =
∑
i

ni(gi · c) =
∑
i

ni(gi)∗(c).

Teorema 1.16. Sejam (K,L) um par CW, p : K̃ → K um recobrimento

universal, L̃ = p−1(L) e G = Cov(K̃). Para cada n-célula eα de K − L fixe

um aplicação caracteŕıstica ϕα : In → K e um levantamento ϕ̃α : In → K̃

espećıfico de ϕα. Então {〈ϕ̃α〉 | eα ∈ K−L} é uma base para Cn(K̃, L̃) como

um ZG-módulo. (Referência: [5])

Assim, temos que C(K̃, L̃) é um ZG-complexo livre.

Sejam x ∈ K e x̃ ∈ p−1(x) pontos fixados. Então existe um isomorfismo

entre G e π1(K, x) que é definido da seguinte forma: para cada caminho

α : (I, {0, 1}) → (K, x), seja α̃ o único levantamento de α com α̃(0) = x̃;

seja g[α] : K̃ → K̃ o único elemento de G que satisfaz g[α](x̃) = α̃(1); então

definimos θ(x, x̃)([α]) = g[α].

Temos que, se y ∈ K̃ e se ω : (I, 0, 1) → (K̃, x̃, y) é um caminho qualquer,

então g[α](y) = α̃ ∗ pω(1).

Suponha que p : K̃ → K e p′ : L̃ → L são recobrimentos universais com

p(x̃) = x e p′(ỹ) = y. Sejam GK = Cov(K̃) e GL = Cov(L̃). Então qualquer

aplicação f : (K, x) → (L, y) induz uma única aplicação f] : GK → GL tal

que o diagrama a seguir comuta

GK

f]−−−→ GL

θ(x,x̃)

x xθ(y,ỹ)

π1(K, x)
f]−−−→ π1(L, y)

Proposição 1.17. Se g ∈ GK e se f̃ : (K̃, x̃) → (L̃, ỹ) é um levantamento

para f, então f](g) ◦ f̃ = f̃ ◦ g. (Referência: [5])
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Homotopia Simples

2.1 Deformações formais

Apresentamos nesta seção os conceitos fundamentais da teoria de homo-

topia simples.

Definição 2.1. Seja (K,L) um par CW finito, isto é, a famı́lia de células

abertas de K é finita. Então dizemos que K colapsa para L por um colapso

elementar quando:

(i) K = L ∪ en−1 ∪ en, onde en e en−1 são células de K que não estão em

L,

(ii) existe uma aplicação ϕ : In → K tal que:

(a) ϕ é uma aplicação caracteŕıstica para a célula en,

(b) ϕ | In−1 é uma aplicação caracteŕıstica para a célula en−1,

(c) ϕ(Jn−1) ⊂ Ln−1.

Neste caso, denotamos K ↘e L . Podemos dizer também que L expande

para K por uma expansão elementar e então denotamos L↗e K.

9



CAPÍTULO 2. HOMOTOPIA SIMPLES 10

Geometricamente, uma expansão elementar de L corresponde à colagem

de parte do bordo de uma n-bola em L de maneira que a parte do bordo

desta bola que não foi colada seja homeomorfa a uma (n− 1)-bola aberta e

a parte do bordo que foi colada a L esteja contida em uma união de células

de L de dimensão no máximo n − 1. Além disso, o fêcho da (n − 1)-bola

aberta que não foi colada deve estar contido em uma união de células de L

de dimensão no máximo n− 2.

De fato, se escrevermos ϕ0 = ϕ | Jn−1 na definição acima teremos que

(K,L) ∼= (L ∪
ϕ0

In, L).

Note que ϕ0(∂J
n−1) ⊂ Ln−2.

Por outro lado, dados um complexo CW finito L e uma aplicação ϕ0 :

(Jn−1, ∂Jn−1) → (Ln−1, Ln−2), podemos construir um novo complexo CW

K = L ∪
ϕ0

In de maneira que K ↘e L.

Proposição 2.1. Se K ↘e L então

(i) Existe uma retração por deformação forte celular D : K → L.

(ii) Quaisquer duas retrações por deformação forte de K em L são ho-

motópicas relativamente a L.

Demonstração. Suponha que K = L∪en−1∪en. Seja ϕ uma aplicação carac-

teŕıstica que satisfaz as condições da definição de colapso elementar. Como

vimos (K,L) ∼= (L ∪
ϕ0

In, L), onde ϕ0 = ϕ | Jn−1. Agora, L ∪
ϕ0

In pode ser

considerado como o cilindro da aplicação ϕ0. Assim, por (1.4), temos que

L ∪
ϕ0

In %e%e
%% L, o que prova (i).

Sejam D1, D2 : K → L duas retrações por deformação forte e i : L→ K

a aplicação inclusão. Então temos que iD1 ' 1K ' iD2 rel L, donde D1 =

D1iD1 ' D1iD2 = D2 rel L.

Observe que na prova de (ii) utilizamos apenas o fato de L < K.
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Definição 2.2. (a) Dizemos que K colapsa para L ou L expande para K

e denotamos K ↘ L ou L ↗ K, respectivamente, quando existe uma

seqüência finita (possivelmente vazia) de colapsos elementares:

K = K0 ↘e K1 ↘e . . .↘e Kq = L.

(b) Uma seqüência finita K = K0 → K1 → · · · → Kq = L de forma que

cada seta indica ou um colapso elementar ou uma expansão elementar

é chamada de deformação formal. Se existe uma deformação formal de

K em L, denotamos K ��� --- �� L. Observe que, neste caso, também temos que

L ��� --- �� K.

(c) Quando existe uma deformação formal entre dois complexos dizemos que

estes complexos têm o mesmo tipo de homotopia simples.

(d) Se K e L têm um subcomplexo K0 em comum e K ��� --- �� L de maneira

que durante a deformação formal nenhuma célula de K0 é removida,

escrevemos K ��� --- �� L relK0.

Seja K = K0 → K1 → · · · → Kq = L uma deformação formal. Defina

fi : Ki → Ki+1 como sendo a aplicação inclusão se a seta Ki → Ki+1 na de-

formação formal acima indica uma expansão elementar ou uma retração por

deformação forte celular qualquer se a seta indica um colapso elementar (note

que o resultado (2.1) garante a existência de uma retração por deformação

forte neste caso).

Definição 2.3. Nas condições acima chamamos a função f = fq−1 . . . f1f0

de uma deformação.

Observe que, pela proposição (2.1), quaisquer duas deformações relacio-

nadas a uma mesma deformação formal são homotópicas. Além disso, uma

deformação é sempre uma equivalência de homotopia celular, uma vez que é

a composta de funções com estas caracteŕısticas.

Definição 2.4. Seja K0 um subcomplexo de K e seja f = fq−1 . . . f1f0 :

K → L uma deformação tal que fi | K0 = 1,∀i. Então dizemos que f é uma

deformação rel a K0.
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Note que nestas condições K ��� --- �� L rel K0.

Definição 2.5. Definimos uma equivalência de homotopia simples f : K →
L como sendo uma aplicação homotópica a uma deformação. Dizemos que

f é uma equivalência de homotopia simples rel a K0 se ela é homotópica rel

K0 a uma deformação rel K0.

As seguintes conjecturas são naturais:

Conjectura (I) Se f : K → L é uma equivalência de homotopia,

então f é uma equivalência de homotopia simples.

Conjectura (II) Se existe uma equivalência de homotopia entre

K e L, então existe uma equivalência de homotopia simples entre

estes dois complexos.

Mostraremos neste trabalho que em geral ambas as conjecturas acima

são falsas, mas que em muitos casos particulares ambas as conjecturas são

verdadeiras ou (I) é falsa enquanto que (II) é verdadeira.

2.2 Cilindros de aplicação e deformações

Nesta seção vamos obter uma reformulação mais conveniente para a con-

jectura (I) enunciada na seção anterior. Para obter esta reformulação usa-

remos alguns resultados que relacionam cilindros de aplicação e deformações

formais. Estes resultados em geral são provados usando apenas como requi-

sitos as definições dos objetos em questão, por isso suas demonstrações serão

omitidas. O leitor mais exigente pode encontrá-las em [5].

Proposição 2.2. Sejam f : K → L uma aplicação celular e K0 um subcom-

plexo de K, então temos que Mf ↘Mf |K0 .

Corolário 2.3. Seja f : K → L uma aplicação celular, então Mf ↘ L.

Corolário 2.4. Sejam K0 um subcomplexo de K e i = 0 ou 1, então (K ×
I) ↘ (K0 × I) ∪ (K × i).
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Corolário 2.5. Sejam K0 um subcomplexo de K e vK o cone de K, então

vK ↘ vK0.

Lema 2.6. (i) Seja (K,K1, K2) um trio que é CW isomorfo ao trio

(J, J1, J2) tal que K ��� --- �� K1 rel K2. Então J ��� --- �� J1 rel J2.

(ii) Sejam K1, K2 e L complexos CW tais que L é subcomplexo de K1 e

K2 e seja h : K1 → K2 um isomorfismo CW tal que h | L = 1, então

K1
��� --- �� K2 rel L.

Devido a este resultado, quando for conveniente, substituiremos um deter-

minado complexo CW por um outro CW isomorfo a este sem fazer qualquer

comentário.

Proposição 2.7 (Prinćıpio da relatividade). Sejam J,K, L1 e L2 com-

plexos CW tais que L1 é subcomplexo de J e de K. Seja f : L1 → L2 uma

aplicação celular. Se K ��� --- �� J rel L, então K ∪
f
L2

��� --- �� L ∪
f
L2 rel L2.

Corolário 2.8. Sejam K ∪ L2 e J ∪ L2 dois complexos CW que têm como

subcomplexos K,L2 e J, L2, respectivamente. Suponha que K∩L2 = J∩L2 =

L1 e que K ��� --- �� J rel L1, então K ∪ L2
��� --- �� J ∪ L2 rel L2.

Proposição 2.9. Seja f : K → L uma aplicação celular. Suponha que

K ↘ K0, então Mf ↘ K ∪Mf |K0 .

Proposição 2.10. Sejam f, g : K → L aplicações celulares homotópicas,

então Mf
��� --- �� Mg rel K ∪ L.

Proposição 2.11. Seja K1
f1−→ K2

f2−→ · · · fq−1−→ Kq uma seqüência de

aplicações celulares. Se f = fq−1 . . . f2f1 então Mf ↘ Mf1 ∪ Mf2 ∪ · · · ∪
Mfq−1 rel (K1∪Kq), onde esta união é disjunta de forma que cada Ki−1 ⊂Mfi

é identificado trivialmente com Ki−1 ⊂Mfi−1
.

Teorema 2.12. Dada uma aplicação f : K → L, as seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) f é uma equivalência de homotopia simples.
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(ii) Existe uma aproximação celular g para f tal que Mg
��� --- �� K rel K.

(iii) Qualquer aproximação celular g para f é tal que Mg
��� --- �� K rel K.

Teorema 2.13 (Teorema de extensão para a homotopia simples).

Sejam X,K0 e K complexos CW tais que X < K0 < K e f : K0 → L0 uma

equivalência de homotopia simples celular tal que f | X = 1. Então existe

uma equivalência de homotopia simples F : K → L tal que F | K0 = f, onde

L = K ∪
f
L0. Além disso, K ��� --- �� L rel X.

Como mencionamos, estes resultados nos permitem obter uma nova for-

mulação para a conjectura (I) dada por

Conjectura (I’) Se (X, Y ) é um par CW e X %e%e
%% Y então

X ��� --- �� Y rel Y.

Mostremos a equivalência entre as duas conjecturas:

(I) ⇒ (I’)

Como X %e%e
%% Y, existe uma retração por deformação forte D : X → Y.

Mas, toda retração por deformação forte é uma equivalência de homotopia,

logo, por (I), D é uma equivalência de homotopia simples. Assim, X ��� --- �� Y.

Agora, como D | Y = 1Y , temos que a deformação X ��� --- �� Y é rel a Y.

(I’) ⇒ (I)

Seja f : K → L uma equivalência de homotopia. Tome g : K → L

uma aproximação celular para f. Então g também é uma equivalência de

homotopia. Segue de (1.8), que Mg
%e%e
%% K. Logo, por (I’), Mg

��� --- �� K rel K, e

então o resultado (2.12) nos garante que f é uma equivalência de homotopia

simples.

2.3 O grupo de Whitehead de um complexo CW

Seja L um complexo CW finito. Considere a classe de todos os pares CW

(K,L) tais que K %e%e
%% L.
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Nesta classe considere a relação:

(K,L) ∼ (K ′, L) ⇐⇒ K ��� --- �� K
′ rel L.

Facilmente verifica-se que esta relação é uma relação de equivalência.

Denotaremos a classe de equivalência de um par (K,L) por [K,L] e o

conjunto destas classes de equivalências por Wh(L).

Neste conjunto podemos definir uma operação dada por:

[K,L] + [K ′, L] = [K ∪L K ′, L],

onde K ∪L K ′ é a união disjunta de K e K ′ identificados pela aplicação

identidade em L.

Verifiquemos a boa-definição desta operação:

Primeiramente observe que, como K %e%e
%% L e K ′ %e%e

%% L, K ∪L K ′ %e%e
%% L.

Agora, verifiquemos que se [K,L] = [J, L] e [K ′, L] = [J ′, L], então [J ∪L
J ′, L] = [K ∪L K ′, L].

Pelo prinćıpio da relatividade, temos que K ∪L K ′ ��� --- �� J ∪L K ′ rel L e que

J∪LK ′ ��� --- �� J∪LJ ′ relL, donde K∪LK ′ ��� --- �� J∪LJ ′ relL, o que prova a afirmação

anterior.

Teorema 2.14. Wh(L) com a operação definida acima é um grupo abeliano.

Demonstração. Sejam K,K ′ e K ′′ complexos CW que têm L como subcom-

plexo e retrato de deformação forte.

Claramente, (K ∪L K ′) ∪L K ′′ é CW isomorfo a K ∪L (K ′ ∪L K ′′) por

um isomorfismo CW que restrito a L é a identidade. Assim, por (2.6)(ii),

(K∪LK ′)∪LK ′′ ��� --- �� K∪L (K ′∪LK ′′) relL, e portanto a propriedade associativa

é válida.

De maneira análoga, verificamos a propriedade comutativa.

A prova de que [L,L] é o elemento neutro é trivial.
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Seja D : K → L uma retração por deformação forte celular. Defina o

complexo CW 2MD como sendo o espaço K × [−1, 1] com as identificações

(x,−1) = (D(x),−1) e (x, 1) = D(x), para todo x ∈ K. Observe que 2MD

consiste da união disjunta de MD ⊕ MD identificando estes espaços pela

identidade em K. Temos que MD
%e%e
%% L por (1.4) e que MD

%e%e
%% K por (1.8),

seque que 2MD
%e%e
%% L.

Verifiquemos que [2MD, L] + [K,L] = [L,L].

Sejam

M ′
D =

K × [0,−1]

(x,−1) = (D(x),−1)
⊂ 2MD

e i : L→ K a aplicação inclusão.

Então,

[2MD, L] + [K,L] = [2MD ∪L K,L]

= [(MD ∪L K) ∪M ′
D, L]

= [MiD ∪M ′
D, L].

Agora, veja que iD é homotópica a aplicação 1K (escrevemos iD ' 1K),

donde, por (2.10), MiD
��� --- �� M1K

rel (K × 0)∪K. (Observe que M1K
= K × I.)

Assim,

[MiD ∪M ′
D, L] = [(K × I) ∪M ′

D, L]
(2.4)
= [(L× I) ∪M ′

D, L]
(2.2)
= [L× [−1, 1], L]

= [L,L] = 0,

o que completa a prova.

Definição 2.6. Chamamos Wh(L) de grupo de Whitehead de L.

Sejam L1 e L2 complexos CW finitos e f : L1 → L2 uma aplicação celular.

Esta função induz um homomorfismo de grupos f∗ : Wh(L1) → Wh(L2) dado
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por:

f∗([K,L1]) = [K ∪L1 Mf , L2].

Observe que, como K %e%e
%% L1 e Mf

%e%e
%% L2, K ∪L1 Mf

%e%e
%% L2. Além disso, o

prinćıpio da relatividade nos garante a boa-definição de f∗.

Esta função é equivalentemente definida por:

f∗([K,L1]) = [K ∪
f
L2, L2].

De fato, pelo corolário (2.3), Mf ↘ L2, e então os resultados (2.1) e (1.4),

nos garantem que p : Mf → L2 é uma equivalência de homotopia simples

celular.

Agora, observe que p | L2 = 1, logo o teorema (2.13) nos fornece que

(Mf ∪L1 K) ��� --- �� (Mf ∪L1 K) ∪
p
L2 = K ∪

f
L2 rel L2.

Com esta definição, é trivial mostrar que f∗ é um homomorfismo de gru-

pos.

Mostra-se também sem dificuldades que g∗f∗ = (gf)∗.

Assim, temos que existe um funtor covariante da categoria dos comple-

xos CW finitos e aplicações celulares na categoria dos grupos abelianos e

homomorfismos de grupos. Este funtor faz as seguintes associações:

L 7→ Wh(L)

(f : L1 → L2) 7→ (f∗ : Wh(L1) → Wh(L2)).

Proposição 2.15. Sejam f, g : L1 → L2 duas aplicações celulares entre

complexos finitos tais que f ' g. Então f∗ = g∗.

Demonstração. É imediata da primeira definição para f∗ e g∗ e da proposição

(2.10).
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Definição 2.7. Definimos a torção de uma equivalência de homotopia celular

entre complexos finitos f : L1 → L2 e indicamos por τ(f), o elemento τ(f) =

f∗([Mf , L1]) de Wh(L2).

Observe que como f é uma equivalência de homotopia Mf
%e%e
%% L1. Além

disso, Mf é um complexo CW, pois f é uma aplicação celular, logo a definição

acima faz sentido.

2.4 Simplificação de pares CW homotopicamente triviais

Nesta seção, a partir de um par CW (K,L) tal que K %e%e
%% L, vamos obter

um outro par CW (J, L), que também satisfaz J %e%e
%% L, de forma que ambos

os pares representem a mesma classe de equivalência em Wh(L), mas de

maneira que J seja um complexo mais simples.

Daqui em diante L sempre representará um complexo CW finito.

Lema 2.16. Sejam K0 = L∪ e0 e K1 = L∪ e1 dois complexos CW. Suponha

que ei(i = 0, 1) são n-células que têm aplicações caracteŕısticas ϕi : In →
Ki tais que ϕ0 | ∂In e ϕ1 | ∂In são aplicações homotópicas em L, então

K0
��� --- �� K1 rel L. (Refrência: [5])

Teorema 2.17. Seja (K,L) um par de complexos CW conexos. Suponha

que r é um inteiro satisfazendo as seguintes condições:

(i) πr(K,L) = 0,

(ii) K = L ∪
kr⋃
i=1

eri ∪
kr+1⋃
i=1

er+1
i ∪ · · · ∪

kn⋃
i=1

eni .

Então existe um complexo CW M da forma

M = L ∪
kr+1⋃
i=1

f r+1
i ∪

kr+kr+2⋃
i=1

f r+2
i ∪ (

kr+3⋃
i=1

f r+3
i ∪ · · · ∪

kn⋃
i=1

fni )

tal que K ��� --- �� M rel L. (Aqui eji e f ji denotam j-células.)
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Demonstração. Provaremos este teorema para o caso espećıfico em que kr =

1. A prova para o caso em que kr é um natural qualquer é apenas uma

generalização do que faremos.

Então seja er a única r-célula em K−L. Fixe uma aplicação caracteŕıstica

ϕ : Ir → K para esta célula. Temos que ϕ(∂Ir) ⊂ Kr−1 = Lr−1. Como

πr(K,L) = 0, temos que existe uma homotopia F : Ir × I → K tal que

F0 = ϕ

Ft | ∂Ir = ϕ | ∂Ir,∀t ∈ I

F1(I
r) ⊂ L.

Podemos assumir que F também satisfaz as condições

F (∂Ir+1) ⊂ Kr

F (Ir+1) ⊂ Kr+1

Isto porque, caso contrário, podemos obter, aplicando os teoremas da

aproximação celular e o de extensão por homotopia, uma outra homotopia

que satisfaça todas as condições acima.

Seja P = K ∪
F
Ir+2. Denote por ψ : Ir+2 → P a aplicação identificação.

Então ψ | Ir+1 × 0 = F.

Escreva Er+2 = ψ(
◦

Ir+2) e Er+1 = ψ(
◦

Jr+1).

Logo, podemos escrever P = K ∪ Er+1 ∪ Er+2. Desta forma, fica claro

que P ↘e K.

Seja P0 = L ∪ er ∪ Er+1. Como ψ(∂Jr+1) = F (∂Ir+1) ⊂ Kr ⊂ L ∪ er, P0

é um subcomplexo de P bem definido.

Temos que ψ | Jr+1 : Jr+1 → P0 é uma aplicação caracteŕıstica para

Er+1 tal que ψ | Ir é uma aplicação caracteŕıstica para er e ψ(∂Jr+1− Ir) =

F (∂Ir+1 − Ir) ⊂ Lr, logo P0 ↘e L. Seja g : P0 → L uma deformação celular

correspondente a este colapso.

Então podemos aplicar o teorema de extensão para a homotopia simples

de forma a obter que K ↗e P ��� --- �� P ∪
g
L rel L.
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Por fim, observe que M = P ∪
g
L tem a forma do enunciado.

Teorema 2.18. Seja (K,L) um par de complexos CW conexos homotopica-

mente trivial. Sejam n = dim(K − L), r ≥ n − 1, r ∈ Z e e0 uma 0-célula

qualquer de L. Então K ��� --- �� M rel L, onde

M = L ∪
a⋃
j=1

erj ∪
a⋃
i=1

er+1
i

e as células erj e er+1
i têm aplicações caracteŕısticas ψj : Ir → M e ϕi :

Ir+1 →M, respectivamente, de forma que ψj(∂I
r) = e0 = ϕi(J

r).

Demonstração. Como K %e%e
%% L, o teorema (1.2), nos garante que πi(K,L) =

0,∀i. Assim, podemos aplicar o resultado (2.17) para obter um complexo K0

tal que K0
��� --- �� K rel L e K0 − L não tem 0-células e tem m 2-células, onde m

é a soma do número de 0-células com o número de 2-células de K − L.

O complexoK0 também satisfaz as condições de (2.17), portanto podemos

aplicar novamente este resultado de forma a obter um outro complexo K1 tal

que K1
��� --- �� K0 rel L e que, então, K1

��� --- �� K rel L e de maneira que o número

de 3-células de K1 − L é a soma do número de 1-células com o número de

3-células de K0 −L e o número de 1-células é zero, assim como o número de

0-células.

Podemos repetir este procedimento um número finito de vezes de forma

a obter um complexo K̂ tal que K̂ ��� --- �� K rel L e K̂ −L tem apenas células de

dimensão r e r + 1 (com r ≥ n− 1).

Então podemos escrever

K̂ = L ∪
a⋃
j=1

êrj ∪
b⋃
i=1

êr+1
i .

Tome uma aplicação caracteŕıstica ψ̂j : Ir → K̂ para cada célula êrj .

Como K̂ %e%e
%% L, existe uma retração R : K̂ → L, então temos que Rψ̂j :

Ir → L e Rψ̂j | ∂Ir = ψ̂j | ∂Ir (pois ψ̂j(∂I
r) ⊂ L). Segue que ψ̂j | ∂Ir é
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homotópica em L a uma aplicação constante e, como L é conexo por caminhos

(pois todo complexo CW conexo é conexo por caminhos), é homotópica em

L à aplicação constante ∂Ir → e0.

Observe que como j foi tomado de forma arbitrária as informações que

obtemos acima são válidas para todo j = 1, . . . , a.

Assim, podemos aplicar o lema (2.16), para obter que

L ∪
a⋃
j=1

êrj
��� --- �� L ∪

a⋃
j=1

erj rel L,

onde as células erj são coladas trivialmente em e0.

Então o teorema de extensão para a homotopia simples nos fornece que

L ∪
a⋃
j=1

êrj ∪
b⋃
i=1

êr+1
i

��� --- �� L ∪
a⋃
j=1

erj ∪
b⋃
i=1

f r+1
i rel L.

Para cada i, seja ϕ̂i : Ir+1 → L∪
a⋃
j=1

erj uma aplicação caracteŕıstica para

f r+1
i . Temos que cada ϕ̂i | ∂Ir+1 é homotópica a uma aplicação ϕi : ∂Ir+1 →
L∪

a⋃
j=1

erj que satisfaz ϕi(J
r) = e0 (pois Jr é contrátil a um ponto em ∂Ir+1).

Logo, aplicando o lema (2.16) novamente, obtemos que

L ∪
a⋃
j=1

erj ∪
b⋃
i=1

f r+1
i

��� --- �� L ∪
a⋃
j=1

erj ∪
b⋃
i=1

er+1
i rel L,

onde cada er+1
i tem aplicação colagem ϕi.

Defina M = L ∪
a⋃
j=1

erj ∪
b⋃
i=1

er+1
i .

Verifiquemos que a = b.

Observe que, por (1.9), o número de r-células (resp., (r + 1)-células) de

M − L é igual ao rank de Hr(M
r ∪ L,L) (resp., Hr+1(M,M r ∪ L)). Mas,

como M %e%e
%% L, Hr+1(M,L) = Hr(K,L) = 0. Segue que a seqüência exata do

trio (M,M r ∪ L,L) contém

· · · → 0 → Hr+1(M,M r ∪ L)
d−→ Hr(M

r ∪ L,L) → 0 → . . . ,
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donde d é um isomorfismo e então Hr(M
r∪L,L) e Hr+1(M,M r∪L) possuem

o mesmo rank.

Assim, M é o complexo procurado.

Definição 2.8. Se M é um complexo CW tal que M %e%e
%% L e o par (M,L)

satisfaz a conclusão do teorema acima com r ≥ 2, então dizemos que o par

(M,L) está na forma simplificada.

2.5 Matrizes e deformações formais

Nesta seção associaremos a cada par (K,L) na forma simplificada, uma

matriz com entradas no anel Z(π1(L, e
0)), onde e0 é uma 0-célula de L. Em

seguida, vamos obter alguns resultados que serão úteis no decorrer deste

trabalho.

Dado um par de complexos CW conexos (P, P0), fixemos um ponto x ∈
P0.

Consideremos a ação de π1 = π1(P0;x) sobre πn(P, P0;x) dada por

[α] · [ϕ] = [ϕα], onde α e ϕ são representantes dos elementos [α] e [ϕ]

de π1 e πn(P, P0;x), respectivamente, e a função ϕα : (In, In−1, Jn−1) →
(P, P0, x) é obtida de forma a ser homotópica a ϕ por uma homotopia que

”arrasta”ϕ(Jn−1) ao longo do laço α−1.

Trata-se realmente de uma ação bem-definida como pode ser checado em

[13], por exemplo.

As seguintes propriedades são válidas:

(i) [∗] · [ϕ] = [ϕ], onde [∗] indica o elemento identidade em π1.

(ii) [α] · ([ϕ1] + [ϕ2]) = [α] · [ϕ1] + [α] · [ϕ2].

(iii) ([α][β]) · [ϕ] = [α] · ([β]) · [ϕ]).
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(iv) Esta ação comuta com todos os homomorfismos da seqüência exata de

homotopia do par (P, P0).

Segue diretamente do que vimos acima que πn(P, P0;x) é um Zπ1-módulo

se considerarmos a multiplicação:

(
∑

nj[αj])[ϕ] =
∑

nj([αj] · [ϕ]),

onde nj ∈ Z, [αj] ∈ π1,∀j e [ϕ] ∈ πn(P, P0;x).

Com esta multiplicação, a seqüência exata de homotopia de (P, P0, x)

torna-se uma seqüência exata de Zπ1-módulos.

Lema 2.19. Seja (P, P0) um par CW com P = P0 ∪
a⋃
i=1

eni e P0 conexo.

Suponha que ϕi : (In, In−1, Jn−1) → (P, P0, e
0) são aplicações caracteŕısticas

para as células eni e que ou n ≥ 3, ou n = 2 e ϕi(∂I
n) = e0 para todo i. Então

πn(P, P0; e
0) é um Zπ1-módulo livre com base [ϕ1], [ϕ2], . . . , [ϕa]. (Referência:

[5])

Considere agora o par na forma simplificada (K,L) com

K = L ∪
a⋃
j=1

erj ∪
a⋃
i=1

er+1
i .

Sejam {ϕi}i e {ψj}j as aplicações caracteŕısticas para as células er+1
i e erj ,

respectivamente, que satisfazem as condições do teorema (2.18).

Denotaremos Kr = L ∪
a⋃
j=1

erj .

Então, pelo lema precedente, temos que {[ϕi]}i e {[ψj]}j são bases para

os Zπ1-módulos πr+1(K,Kr; e
0) e πr(K,L; e0), respectivamente.

Seja ∂ : πr+1(K,Kr; e
0) → πr(K,L; e0) o operador bordo da seqüência

exata de homotopia do trio (K,Kr, L).

Observe que, pelos comentários feitos nesta seção, este operador é um

homomorfismo de Zπ1-módulos.
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Definição 2.9. Definimos a matriz do par simplificado (K,L) em relação às

aplicações caracteŕısticas {ϕi}i e {ψj}j como sendo a a× a Zπ1-matriz (aij),

onde ∂[ϕi] =
∑
aij[ψj].

Esta matriz é não-singular, ou seja, tem inversa dos dois lados.

Com efeito, como K %e%e
%% L, temos que πr+1(K,L) = πr(K,L) = 0, logo,

pela exatidão da seqüência de homotopia, ∂ é um isomorfismo.

Teorema 2.20. Seja (K,L) um par na forma simplificada. Suponha que

existem aplicações caracteŕısticas {ϕi}i e {ψj}j de maneira que a matriz

deste par em relação a estas aplicações seja a matriz identidade. Então

K ��� --- �� LrelL. (Referência: [5])

Teorema 2.21. Seja (K,L) um par na forma simplificada com matriz (aij)

em relação a algum conjunto de aplicações caracteŕısticas. Suponha que a

matriz (aij) pode ser transformada numa outra matriz (bij) através das se-

guintes transformações:

I. Multiplicar à esquerda uma linha da matriz por mais ou menos um

elemento do grupo π1 visto como subconjunto do anel Zπ1. (Ri → ±αRi,

com α ∈ π1 ⊂ Zπ1.)

II. Adicionar a uma linha o múltiplo de uma outra linha da matriz por

um elemento de Zπ1, sendo que este elemento é multiplicado à esquerda.

(Rk → Rk + ρRi, com ρ ∈ Zπ1 e k 6= i.)

III. Expandir a matriz da seguinte forma:

(aij) →
(
aij 0
0 Iq

)
,

onde Iq indica a Zπ1-matriz identidade de ordem q.

Então existem um par na forma simplificada (M,L) tal que K ��� --- �� M relL e

um conjunto de aplicações caracteŕısticas de maneira que (M,L) tem matriz

(bij) com relação a estas aplicações. (Referência: [5])

Teorema 2.22. Seja (K,L) um par na forma simplificada que tem ma-

triz A com relação a algum conjunto de aplicações caracteŕısticas. Suponha
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que a matriz A pode ser transformada em uma matriz identidade através de

operações do tipo (I)-(V), onde (I), (II) e (III) são as operações descritas

no teorema anterior e

IV. Multiplicar à direita uma coluna da matriz por mais ou menos um

elemento de π1. (Cj → ±Cjα, com α ∈ π1 ⊂ Zπ1.)

V. Adicionar a uma coluna da matriz o múltiplo de uma outra coluna

por um elemento de Zπ1, sendo que este elemento é multiplicado à direita.

(Ck → Ck + Ciρ, com ρ ∈ Z(π1) e k 6= i.)

Então K ��� --- �� LrelL. (Referência: [5])

Teorema 2.23. Se (K,L) é um par CW tal que K e L são 1-conexos e

K %e%e
%% L, então K ��� --- �� L rel L.

Demonstração. Por (2.18), existe um complexo J tal que (J, L) está na forma

simplificada e K ��� --- �� J rel L. Seja A a matriz de (J, L) com respeito a algum

conjunto de aplicações caracteŕısticas. Como π1L = {1}, Zπ1 = Z. Então

A é uma matriz não-singular de coeficientes inteiros. Mas então A pode ser

transformada na matriz identidade por operações dos tipos I, II, IV e V.

Segue que J ��� --- �� L rel L.

Seja G um grupo. Chamamos de unidade de ZG um elemento que tem

inverso multiplicativo de ambos os lados.

Facilmente, vemos que o conjunto ±G = {g | g ∈ G} ∪ {−g | g ∈ G} ⊂
ZG é um grupo com a operação de multiplicação igual a do anel ZG; assim, os

elementos deste conjunto são unidades de ZG; estes elementos são chamados

de unidades triviais e o restante das unidades são chamadas de unidades

não-triviais.

Teorema 2.24. Seja G um grupo abeliano tal que ZG possui unidades não-

triviais. Então existe uma ZG-matriz não-singular A que não pode ser trans-

formada na matriz identidade através de operações (I)-(V).
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Z5 é um exemplo de grupo abeliano tal que Z(Z5) possui unidades não-

triviais. De fato, se considerarmos Z5 = {1, t, t2, t3, t4} então o elemento

1−t+t2 ∈ Z(Z5) é uma das unidades não-triviais, pois (1−t+t2)(t+t2−t4) =

1.

Teorema 2.25. Sejam G um grupo finitamente apresentado e A uma ZG-

matriz não-singular. Então

(i) Existe um complexo CW conexo L tal que π1(L, e
0) = G.

(ii) Para qualquer complexo L com π1(L, e
0) = G, existe um outro complexo

CW K, tal que (K,L) está na forma simplificada e tem matriz A com

respeito a algum conjunto de aplicações caracteŕısticas.

(Referência: [5])



Caṕıtulo

3

Álgebra

3.1 Convenções

Nesta seção faremos algumas convenções e enunciaremos alguns resulta-

dos que serão utilizados durante todo este caṕıtulo.

Convenção 2. R denotará um anel com unidade que satisfaz a seguinte

propriedade:

(*) Se M é um R-módulo livre finitamente gerado, então quaisquer duas de

suas bases têm o mesmo número de elementos.

Convenção 3. Assumiremos que todo módulo é módulo à esquerda e fini-

tamente gerado.

Note que, com estas duas convenções, temos que um R-módulo livre é um

R-módulo com bases finitas, onde quaisquer duas destas bases têm a mesma

cardinalidade.

Proposição 3.1. A condição (*) é satisfeita pelo anel R se existe um anel

de divisão D e um homomorfismo de anéis não-nulo f : R→ D.

27
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Proposição 3.2. ZG satisfaz (*) para todo grupo G.

Demonstração. Seja G um grupo qualquer.

A aplicação A : ZG → Q, dada por A(
∑
i

nigi) =
∑
i

ni é um homomor-

fismo de anéis não-nulo e Q é um anel de divisão. Portanto, o resultado

anterior nos garante que ZG satisfaz (*).

Convenção 4. Sejam M1 e M2 módulos com bases x = {x1, . . . , xp} e y =

{y1, . . . , yq}, respectivamente, e seja f : M1 → M2 um homomorfismo de

módulos. Denotaremos por 〈f〉x,y a matriz (aij), onde f(xi) =
∑
j

aijyj.

Quando não houver dúvidas sobre as bases em questão, denotaremos 〈f〉x,y
simplesmente por 〈f〉.

É trivial provar que, com esta convenção, 〈f2f1〉 = 〈f1〉〈f2〉.

Convenção 5. Sejam x = {x1, . . . , xp} e y = {y1, . . . , yp} duas base para

o R-módulo M, então denotaremos por 〈x/y〉 a matriz (aij) dada por xi =∑
j

aijyj.

Note que as matrizes desta forma são não-singulares, pois 〈x/y〉−1 =

〈y/x〉. Além disso, facilmente mostra-se que, se z é uma outra base para M,

então 〈x/z〉 = 〈x/y〉〈y/z〉.

Proposição 3.3. Sejam M1 R-módulo com bases x e x′, M2 R-módulo com

bases y e y′ e f : M1 →M2 um homomorfismo de módulos. Então vale

〈f〉x′,y′ = 〈x′/x〉〈f〉x,y〈y/y′〉.

3.2 Os grupos KG(R)

Definição 3.1. Chamamos de n-ésimo grupo geral linear de R e denotamos

por GL(n,R), o grupo das matrizes n× n com entradas em R que possuem

inversa dos dois lados (matrizes não-singulares).
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Existe uma aplicação injetiva natural de GL(n,R) em GL(n+ 1, R) que

associa à cada matriz A, a matriz

(
A 0
0 1

)
. Usando este fato podemos definir:

Definição 3.2. Chamamos de grupo geral linear infinito de R o limite direto

lim
−→

GL(n,R). Denotaremos este grupo por GL(R).

Claramente, o grupo GL(R) é constitúıdo de todas as matrizes infinitas

não-singulares que são a partir de certo ponto a identidade.

Por conveniência identificaremos cada A ∈ GL(n,R) com sua imagem em

GL(R).

Denote por En
i,j a matriz n×n que tem uma única entrada não-nula igual

a 1 na posição (i, j).

Definição 3.3. Definimos uma matriz elementar como sendo uma matriz

da forma (In + aEn
i,j), com i 6= j e a ∈ R.

Note que toda matriz elementar é não-singular (a saber (In + aEn
i,j)

−1 =

(In − aEn
i,j)).

Denotaremos por E(R) o subgrupo de GL(R) gerado pelas matrizes ele-

mentares. Assim, os elementos de E(R) são produtos finitos de matrizes

elementares.

Considere a relação de equivalência em GL(R) dada por:

A ∼ B ⇐⇒ ∃ E1, E2 ∈ E(R) | A = E1BE2.

Equivalentemente, A ∼ B se e somente se B pode ser transformada em A

através de uma seqüência finita das operações II, III e V definidas na última

seção do caṕıtulo anterior.

Proposição 3.4. Sejam A uma matriz n × n não-singular, P1 submatriz

p × n de A, P2 submatriz q × n de A, ambas disjuntas entre si, e X uma

matriz p× q qualquer. Então valem:
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IR : A =



. . .

P1

. . .

P2

. . .

 ∼ B =



. . .

P1 +XP2

. . .

P2

. . .



IIR : A =



. . .

P1

. . .

P2

. . .

 ∼ B =



. . .

P2

. . .

−P1

. . .

 , para p = q.

No caso de P1 ser uma submatriz n× p, P2 ser uma submatriz n× q, ambas

disjuntas entre si, e X ser uma matriz q × p qualquer, então valem:

IC : A =
(
. . . P1

. . . P2
. . .

)
∼ B =

(
. . . P1 + P2X

. . . P2
. . .

)

IIC : A =
(
. . . P1

. . . P2
. . .

)
∼ B =

(
. . . −P2

. . . P1
. . .

)
, para p = q.

Demonstração. IR segue trivialmente de um número finito de operações ele-

mentares.

IIR é provado a partir de IR da seguinte maneira:

. . .

P1

. . .

P2

. . .

 ∼



. . .

P1 + P2

. . .

P2

. . .

 ∼



. . .

P1 + P2

. . .

−P1

. . .

 ∼



. . .

P2

. . .

−P1

. . .


Similarmente, são provados IC e IIC .
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Proposição 3.5. Para quaisquer A,B ∈ GL(R), vale AB ∼ BA.

Demonstração. Para um natural n suficientemente grande, podemos supor

que ambas as matrizes A e B são matrizes n× n.

A proposição anterior nos garante que

AB ∼
(
AB 0
0 In

)
∼

(
AB A
0 In

)
∼

(
0 A
−B In

)
∼

(
0 A
−B 0

)
.

Por simetria, temos

BA ∼
(

0 B
−A 0

)
.

Logo,

AB ∼
(

0 A
−B 0

)
∼

(
A 0
0 B

)
∼

(
0 B
−A 0

)
∼ BA.

Proposição 3.6. E(R) é o subgrupo comutador de GL(R).

Demonstração. Primeiramente, observe que se E ∈ E(R) e se X ∈ GL(R),

então a proposição anterior nos fornece:

XEX−1 = (XE)X−1 ∼ X−1(XE) = E.

Logo, XEX−1 ∈ E(R).

Seja ABA−1B−1 um comutador. Pela última proposição temos que exis-

tem matrizes E1, E2 ∈ E(R), tais que AB = E1(BA)E2. Segue deste fato e

da observação inicial, com X = BA, que

AB(A−1B−1) = [E1(BA)E2](BA)−1 = (E1XE2)X
−1 = E1(XE2X

−1) ∈ E(R).

Assim, o subgrupo comutador está contido em E(R).

Mostremos agora que a inclusão contrária também é válida e que portanto

E(R) é o subgrupo comutador de GL(R).
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Temos que E(R) é gerado pelas matrizes da forma (In+aEn
i,j), com i 6= j

e a ∈ R.

Agora, afirmamos que a matriz (In + aEn
i,j) é um elemento comutador.

De fato,

(In + aEn
i,j) = (In + aEn

i,k)(In + En
k,j)(In − aEn

i,k)(In + En
k,j).

Logo, E(R) está contido no subgrupo comutador do grupo GL(R), o que

finaliza a demonstração da proposição.

O resultado enunciado a seguir é um resultado básico da álgebra elemen-

tar, por isso vamos omitir sua demonstração.

Proposição 3.7. Se H é um subgrupo de GL(R) contendo E(R) então H é

normal e GL(R)/H é um grupo abeliano.

Assim, o grupo GL(R)/E(R) é abeliano e a relação de equivalência de-

finida anteriormente coincide com a relação entre duas matrizes da mesma

classe de GL(R)/E(R).

Agora, seja G um subgrupo do grupo das unidades de R. Denote por EG

o subgrupo de GL(R) gerado por E(R) e pelas matrizes da forma:

1 0 0 . . . . . . . . . . . . 0
0 1 0 . . . . . . . . . . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . g 0 . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . 1 0 . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1


,

onde g ∈ G.

Denotaremos o grupo abeliano GL(R)/EG por KG(R).

Seja τ : GL(R) → KG(R) a aplicação quociente.



CAPÍTULO 3. ÁLGEBRA 33

Definição 3.4. Dada uma matriz A ∈ GL(R), chamamos de torção da

matriz A o elemento τ(A) ∈ KG(R).

Observe que neste caso duas matrizes de GL(R) terão mesma torção se e

somente se uma pode ser transformada na outra por meio de uma seqüência

finita de operações dos tipos II, III e V e através de multiplicação de li-

nhas/colunas por um elemento de G à esquerda/à direita.

Por conveniência vamos considerar que o grupo abeliano KG(R) é aditivo,

ou seja, denotaremos τ(AB) = τ(A) + τ(B).

Facilmente verifica-se que a relação:

A ∼ B ⇐⇒ τ(A) = τ(B) ∈ KG(R)

define uma relação de equivalência em GL(R).

Analisemos o grupo KG(R) para as escolhas mais comuns de G:

• Se G = {1}, então KG(R) = GL(R)/E(R), já que EG = E(R).

• SeG = {−1, 1}, então vamos ter que duas matrizes A,B ∈ GL(R) terão

mesma torção em KG(R) se e somente se A pode ser transformada em

B através de uma seqüência finita de operações dos tipos II, III, V e

operações que multiplicam uma linha ou coluna por −1. Assim, dada

A ∈ GL(R), τ(A) = τ(−A).

Uma propriedade interessante no caso onde −1 ∈ G é que, por IIR e IIC ,

podemos trocar linhas e colunas de uma matriz qualquer sem modificar sua

torção.

Agora, seja G um grupo qualquer. Considere o anel com unidade ZG.

Como vimos na seção anterior, trata-se de um anel que satisfaz (*).

Definição 3.5. Considere o grupo KT (ZG) = GL(ZG)/ET , onde T é o

conjunto das unidades triviais de ZG apresentado na seção (2.5). Este grupo

será denotado por Wh(G) e será chamado de grupo de Whitehead do grupo

G.
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Observe que, se A,B ∈ GL(ZG), então τ(A) = τ(B) se e somente se A

pode ser transformada em B por uma seqüência finita de operações dos tipos

I - V.

Sejam R e R′ anéis satisfazendo (*) e sejam G e G′ subgrupos dos grupos

das unidades de R e R′, respectivamente. Seja f : R→ R′ um homomorfismo

de anéis tal que f(G) ⊂ G′. Então obtemos um homomorfismo de grupos

f∗ : KG(R) → KG′(R′) dado por f∗(τ(aij)) = τ(f(aij)).

Obtemos então um funtor covariante da categoria dos pares (R,G), descri-

tos acima, e dos homomorfismos de anéis f : R→ R′ satisfazendo f(G) ⊂ G′

na categoria dos grupos abelianos e homomorfismo de grupos. Este funtor

associa a cada par (R,G) o grupo abeliano KG(R) e a cada homomorfismo

de anéis f como acima um homomorfismo de grupos f∗.

Obtemos também um outro funtor da categoria dos grupos e homomor-

fismos de grupos na categoria dos grupos abelianos e homomorfismos de

grupos que associa a cada grupo G o grupo abeliano Wh(G) e a cada ho-

momorfismo f : G → G′ um homomorfismo f∗ : Wh(G) → Wh(G′) que é

induzido por f da seguinte maneira: a partir de f : G → G′ induzimos um

homomorfismo de anéis f : ZG → ZG′, também denotado por f, dado por

f(
∑
i

nigi) =
∑
i

nif(gi). Note que f(T ) ⊂ T ′, onde T e T ′ são os grupos das

unidades triviais de ZG e ZG′, respectivamente. Logo, podemos obter um

homomorfismo de anéis f∗ : Wh(G) → Wh(G′) como na definição do funtor

anterior.

Proposição 3.8. Se g ∈ G e se f : G → G é o homomorfismo de grupos

dado por f(x) = gxg−1, ∀ x ∈ G, então o homomorfismo induzido f∗ :

Wh(G) → Wh(G) é a aplicação identidade.

Demonstração. Seja τ : GL(ZG) → Wh(G) a aplicação quociente.
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Denote o elemento τ((aij)) ∈ Wh(G) por

a11 a12 . . . . a1n

a21 a22 . . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . . ann




Temos que f∗ associa a este elemento de Wh(G) o elemento

f(a11) f(a12) . . . . f(a1n)
f(a21) f(a22) . . . . f(a2n)

...
...

...
f(an1) f(an2) . . . . f(ann)


 =



ga11g

−1 ga12g
−1 . . . . ga1ng

−1

ga21g
−1 ga22g

−1 . . . . ga2ng
−1

...
...

...
gan1g

−1 gan2g
−1 . . . . ganng

−1




=



g 0 0 . . . 0
0 g 0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . g



a11 a12 . . . . a1n

a21 a22 . . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . . ann



g−1 0 0 . . . 0
0 g−1 0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . . . . g−1




=



a11 a12 . . . . a1n

a21 a22 . . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . . ann


 ,

pois
g 0 0 . . . 0
0 g 0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . g

 =


g 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . 1

 . . .


1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . g


e cada fator acima tem torção nula, qualquer que seja g ∈ G.

Proposição 3.9. Sejam A,B e X matrizes n× n, m×m e n×m sobre R,

respectivamente.

(i) Se A tem inversa à direita ou B tem inversa à esquerda, então a matriz(
A X
0 B

)
é não-singular ⇐⇒ A e B são não-singulares.
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(ii) Se A e B são não-singulares, então

τ

(
A X
0 B

)
= τ(A) + τ(B),

onde G é um subgrupo qualquer das unidades de R e τ : GL(R) →
KG(R) é a aplicação quociente.

Demonstração. (i) Se A tem inverso à direita, então temos(
A 0
0 B

)
=

(
A X
0 B

) (
In −A−1X
0 Im

)
Se, por sua vez, B tem inverso à esquerda, então(

A 0
0 B

)
=

(
In −XB−1

0 Im

) (
A X
0 B

)

Observe que ambas as matrizes

(
In −A−1X
0 Im

)
e

(
In −XB−1

0 Im

)
são

não-singulares pois resultam de operações elementares realizadas na

matriz identidade In+m.

Segue que

(
A X
0 B

)
é não-singular se e somente se

(
A 0
0 B

)
é não-

singular, mas isto ocorre se e somente se A e B são não-singulares.

(ii) Se A e B são não-singulares, então pelo item anterior temos que

τ

(
A 0
0 B

)
= τ

((
A X
0 B

) (
In −A−1X
0 Im

))

= τ

(
A X
0 B

)
+ τ

(
In −A−1X
0 Im

)
= τ

(
A X
0 B

)
Assim,

τ

(
A X
0 B

)
= τ

(
A 0
0 B

)
= τ

((
A 0
0 Im

) (
In 0
0 B

))

= τ

(
A 0
0 Im

)
+ τ

(
In 0
0 B

)
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Mas, veja que,(
In 0
0 B

)
IIR∼

(
0 B

(−1)mIn 0

)
IIC∼

(
B 0
0 (−1)2mIn

)
Então,

τ

(
A X
0 B

)
= τ

(
A 0
0 Im

)
+ τ

(
In 0
0 B

)
= τ

(
A 0
0 Im

)
+ τ

(
B 0
0 In

)
= τ(A) + τ(B)

No caso de R ser um anel comutativo a teoria usual de determinantes

é aplicável e pode ser útil para lidar com torções, já que as operações ele-

mentares que transformam uma matriz numa outra matriz de mesma torção

podem no máximo alterar o determinante multiplicando-o por um elemento

de G.

Teorema 3.10. Sejam R um anel comutativo, G um subgrupo do grupo U

das unidades de R e τG : GL(R) → KG(R) a aplicação quociente. Considere

o subgrupo SL(R) de GL(R) constitúıdo das matrizes com determinante 1.

Seja SK1(R) = τG(SL(R)). Afirmamos que SK1(R) independe da escolha do

subgrupo G de U.

Demonstração. Considere a aplicação π : K1(R) → KG(R) que associa a

cada elemento τ1(A) ∈ K1(R) o elemento τG(A). É trivial verificar que esta

aplicação é um homomorfismo de grupos bem definido.

Agora, considere a restrição π | τ1(SL(R)) : τ1(SL(R)) → τG(SL(R)).

Mostremos que este epimorfismo é na realidade um isomorfismo

Para isso, basta mostrar que se A ∈ EG com det(A) = 1, então A ∈ E(R).

Assim, tome A ∈ EG com det(A) = 1. Então podemos supor que A =

E1E2 . . . En, tal que cada Ei ou é uma matriz elementar (In + aiEj,k), j 6=
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k e ai ∈ R ou é da forma

g 0 0 . . . . . . . . . . . . 0
0 1 0 . . . . . . . . . . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . 1 0 . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . 1 0 . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1


com g ∈ G e g 6= 1

- que chamaremos de matriz do tipo II.

Podemos fazer esta suposição pois, pelas propriedades IIR e IIC , temos

que



g 0 0 . . . . . . . . . . . . 0
0 1 0 . . . . . . . . . . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . 1 0 . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . 1 0 . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1




=





1 0 0 . . . . . . . . . . . . 0
0 1 0 . . . . . . . . . . . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . g 0 . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . 1 0 . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1




∈ GL(R)/E(R) = K1(R), onde os colchetes indicam a torção.

Podemos ainda supor que se Ei é do tipo II, então Ei+1 é do tipo I, pois

caso contrário E = EiEi+1 ou é a matriz identidade ou é do tipo II e então

podeŕıamos ignorar E no primeiro caso ou substituir EiEi+1 na fatoração de

A por E no segundo caso.

Seja m o número de fatores Ei que são do tipo II que aparecem numa

fatoração de A que satisfaça ambas as suposições acima.

Veja que m > 1, pois se m = 1, então det(A) = g, para algum g ∈ G, g 6=
1, o que contradiz nossa hipótese.

Se m = 2, então sejam Ei e Ej, com i < j, os únicos dois fatores da forma
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II. Então, obrigatoriamente temos que, se

Ei =


g 0 0 . . 0
0 1 0 . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . 1

 ,

então

Ej =


g−1 0 0 . . 0
0 1 0 . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . 1

 ,

pois 1 = det(A) = det(Ei) det(Ej) = g det(Ej) ⇒ det(Ej) = g−1, mostrando

que a afirmação anterior é verdadeira.

Então, temos

A = E1 . . . EiEi+1 . . . Ej−1Ej . . . En

= E1 . . . (EiEj)(EiEi+1Ej)(Ei . . . Ej)(EiEj−1Ej) . . . En,

pois EjEi é a matriz identidade.

Agora, veja que, como cada Ek, k 6= i, j é uma matriz elementar, EiEkEj

também é uma matriz elementar. E então, claramente A ∈ E(R).

Para m > 2 procedemos da seguinte forma: sejam 1 ≤ i1 < i2 < · · · <
im ≤ n ı́ndices tais que cada Eij tem a forma

gj 0 0 . . 0
0 1 0 . . 0
...

. . .
...

0 . . . . . . . . . 1

 ,

com gj ∈ G e gj 6= 1. Para facilitar vamos escrever i = i1.

Então

A = E1 . . . Ei−1EiEi+1Ei+2 . . . Ei2Ei2+1 . . . En

= E1 . . . Ei−1(EiEi+1E
−1
i )(EiEi+2E

−1
i )(Ei . . . E

−1
i )(EiEi2)Ei2+1 . . . En.
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Mas, observe que, para k ∈ Z, com i < k < i2, Fk = E−1
i EkEi é uma

matriz elementar e F = EiEi2 tem a forma II.

Assim, A = E1 . . . Ei−1Fi+1Fi+2 . . . Fi2−1FEi2+1 . . . En é uma fatoração de

A (satisfazendo as suposições iniciais) que tem m− 1 elementos da forma II.

Repetindo este processo mais algumas vezes, encontraremos uma fatoração

de A que tem apenas duas matrizes da forma II e neste caso já mostramos

que A ∈ E(R).

Teorema 3.11. Nas condições do teorema acima, tem-se que a seqüência:

0 // SK1(R)
⊂ // KG(R)

[det] // U/G
s

oo // 0 ,

com [det](τ(A)) = (det(A))G e s(uG) = τ((u)), onde (u) indica a matriz

1× 1 que tem como entrada o elemento u ∈ U , é uma seqüência exata curta

que cinde. No caso de R ser um corpo, a aplicação [det] é um isomorfismo.

Demonstração. Tome A ∈ GL(R) com det(A) = g ∈ G. Seja B = (g−1)A.

Então τG(A) = τG(B) ∈ KG(R) e det(B) = 1. Logo, τG(B) ∈ SK1(R), donde

Ker[det] ⊂ SK1(R). A inclusão de SK1(R) em Ker[det] segue trivialmente.

Assim, a exatidão em KG(R) está provada.

A exatidão em SK1(R) é evidente.

Agora, observe que [det]s = 1U/G, o que prova a exatidão em U/G e

também que a seqüência dada cinde.

No caso de R ser um corpo, temos que SK1(R) = 0, pois tomando G′ =

U = R − 0 temos que KG′(R) = 0 e então o teorema anterior nos garante

a validade da afirmação. Segue deste fato e da exatidão da seqüência dada

que [det] é um isomorfismo.

Terminamos esta seção com uma ressalva: é posśıvel que uma matriz n×n
não possa ser transformada em uma outra matriz n×n através de operações
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elementares mas que, no entanto, quando consideradas como matrizes de

GL(R) ambas tenham a mesma torção. O exemplo a seguir ilustra esta

situação.

Exemplo 1. Seja G um grupo não-comutativo gerado por dois elementos,

x e y, com y2 = 1. Considere os elementos a = 1− y e b = x(1 + y) de ZG.
Veja que ab = x+ xy − yx− yxy 6= 0 e ba = 0. A matriz 1× 1, (1− ab) não

é uma matriz elementar e 1 − ab não é uma unidade trivial, mas como esta

matriz representa o mesmo elemento em Wh(G) que a matriz(
1− ab 0

0 1

)
=

(
1 0
b 1

) (
1 a
0 1

) (
1 0
b 1

)−1 (
1 a
0 1

)−1

sua torção é nula.

3.3 (R,G)-complexos

De agora em diante G sempre denotará um subgrupo do grupo das uni-

dades do anel R contendo o elemento −1.

Definição 3.6. Chamamos de (R,G)-módulo um R-módulo livre M junto

com uma famı́lia de bases B que satisfaz a seguinte condição:

Se b e b′ são bases para M e se b ∈ B, então

b′ ∈ B ⇐⇒ τ(〈b/b′〉) = 0 ∈ KG(R).

A famı́lia B é chamada de famı́lia distinguida de bases para M e cada

base b ∈ B é chamada de base distinguida de M.

Definição 3.7. Sejam M1 e M2 (R,G)-módulos, f : M1 → M2 um isomor-

fismo de módulos e A a matriz de f com relação a um par qualquer de bases

distinguidas para M1 e M2. Então definimos a torção de f e indicamos por

τ(f) o elemento τ(A) ∈ KG(R).

No caso de τ(f) = 0 ∈ KG(R), dizemos que f é um isomorfismo simples

de (R,G)-módulos e indicamos esta situação por f : M1
∼=S M2.
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Observe que se x e x′ são bases distinguidas para M1, y e y′ são bases

distinguidas para M2, A é a matriz de f com relação às bases x e y e B é a

matriz de f com relação às bases x′ e y′, então

τ(A) = τ(〈f〉x,y)

= τ(〈x/x′〉〈f〉x′,y′〈y′/y〉)

= τ(〈x/x′〉) + τ(〈f〉x′,y′) + τ(〈y′/y〉)

= τ(〈f〉x′,y′) = τ(B),

o que garante a coerência da definição acima.

Definição 3.8. Seja C um complexo de cadeia

C : 0 → Cn
dn−→ Cn−1 → · · · → C0 → 0,

tal que cada Ci é um (R,G)-módulo e cada operador di é um homomorfismo

de módulos. Neste caso dizemos que C é um (R,G)-complexo.

Uma base distinguida para C significa uma base c =
⋃
i

ci, onde cada ci é

uma base distinguida para Ci.

Definição 3.9. Seja G um grupo e C um (ZG, T )-complexo, onde T denota

o grupo das unidades triviais de ZG. Um complexo como este é chamado de

Wh(G)-complexo.

Definição 3.10. Dizemos que uma aplicação de cadeia entre (R,G)-

complexos f : C → C ′ é um isomorfismo simples se fi : Ci ∼=S C ′
i, ∀ i.

Neste caso, escrevemos f : C ∼=S C
′.

Proposição 3.12. Seja f : C → C ′ uma aplicação entre (R,G)-complexos.

Então f : C ∼=S C
′ se e somente se existem bases distinguidas com respeito

das quais, para cada i, a matriz de fi é a matriz identidade e as matrizes de

di : Ci → Ci−1 e d′i : C ′
i → C ′

i−1 são iguais, onde d e d′ são os operadores

bordo dos complexos C e C ′, respectivamente.

Demonstração. (⇒) Seja i um ı́ndice arbitrário. Tome bases distinguidas

bi = {x1, . . . , xp} e b′i = {y1, . . . , yp} para Ci e C ′
i, respectivamente. Denote

A = 〈fi〉bi,b′i .
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Como fi é um isomorfismo de módulos, {fi(x1), . . . , fi(xp)} forma uma

base para o R-módulo C ′
i. Denote esta base por c′i.

Observe que c′i também é uma base distinguida para C ′
i, pois 〈c′i/b′i〉 = A

e então τ(〈c′i/b′i〉) = τ(A) = 0, por hipótese.

Com esta base distinguida, temos que 〈fi〉bi,c′i = Ip.

Como i foi tomado arbitrariamente, temos que a existência de bases dis-

tinguidas para Ci e C ′
i de maneira que a matriz de fi com relação a estas

bases é a matriz identidade é válida para todo i.

Agora, como f é uma aplicação de cadeia, temos que, para cada i,

fi−1di = d′ifi. Assim, as matrizes dos homomorfismos de módulos fi−1di e

d′ifi coincidem. Em particular, se tomarmos como bases para os módulos Ci

e C ′
i bases distinguidas como acima, temos

〈fi−1di〉 = 〈d′ifi〉 ⇒ 〈fi−1〉〈di〉 = 〈d′i〉〈fi〉 ⇒ 〈di〉 = 〈d′i〉.

(⇐) Trivial.

3.4 Complexos de cadeia aćıclicos

Definição 3.11. Dizemos que um R-módulo M é estavelmente livre se existe

um R-módulo livre F tal que M ⊕ F é livre.

Proposição 3.13. Seja M um R-módulo estavelmente livre e seja j : A →
M um epimorfismo de R-módulos. Então existe um homomorfismo de R-

módulos s : M → A tal que js = 1M . Este homomorfismo é chamado de

seção.

Demonstração. Seja F o R-módulo livre tal que M ⊕ F é livre.

Como j : A→M é um epimorfismo, a aplicação j⊕1F : A⊕F →M⊕F
é também um epimorfismo. Claramente, existe uma aplicação S : M ⊕ F →
A ⊕ F, tal que (j ⊕ 1F )S = 1M⊕F . Basta tomar uma base x = {x1, . . . , xp}
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para M ⊕ F e definir S(xi) como sendo um elemento yi de A ⊕ F tal que

(j⊕ 1F )(yi) = xi. Então s = π1Sii, onde i1 : M →M ⊕F é o homomorfismo

de módulos dado por i1(m) = m+0, m ∈M, e π1 : A⊕F → A é a projeção

na primeira coordenada, é tal que js = 1M . Com efeito, js = jπ1Si1 =

p1(j ⊕ 1F )Si1, onde p1 : M ⊕ F → M é também a projeção na primeira

coordenada, donde js = p1i1 = 1M .

Definição 3.12. Chamamos de complexo de cadeia sobre R, um complexo

de cadeia C com operador bordo d, tal que cada Ci é um R-módulo e cada

di é um homomorfismo de módulos. No caso em que todo Ci é livre, então

C é chamado de complexo de cadeia livre sobre R.

Definição 3.13. Dizemos que um complexo de cadeia C com operador bordo

d é aćıclico quando, para cada i, Im(di) = Ker(di−1).

Proposição 3.14. Seja C um complexo de cadeia aćıclico livre sobre R com

operador bordo d. Denote Bi = dCi+1, ∀ i. Então valem:

(i) Bi é estavelmente livre para todo i.

(ii) Para cada i, existe um homomorfismo de R-módulos, δi : Ci → Ci+1,

tal que δi−1di + di+1δi = 1Ci
. O homomorfismo de grau um δ : C → C

é chamado de contração de cadeia.

(iii) Se δ : C → C é uma contração de cadeia qualquer então, para cada i,

dδ | Bi−1 = 1 e Ci = Bi ⊕ δBi−1.

Demonstração. (i) Para demonstrar este item vamos proceder por indução

sobre o ı́ndice i de Bi.

De imediato temos que B0 = d1C1 = C0 que por ser módulo livre, é

estavelmente livre.

Suponha que Bi−1 é estavelmente livre.
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Considere o homomorfismo sobrejetivo di : Ci → Bi−1. A proposição

anterior nos garante a existência de um homomorfismo de R-módulos

s : Bi−1 → Ci tal que dis = 1.

Considere agora a seqüência

0 // Bi
⊂ // Ci

di // Bi−1
s

oo // 0 .

Claramente esta seqüência é exata e cinde.

Segue que Ci = Bi ⊕ s(Bi−1).

Agora, veja que s é uma aplicação injetiva. De fato, sejam x e

y elementos de Bi−1 e suponha que s(x) = s(y), então temos que

di(s(x)) = di(s(y)), donde x = y. Logo, s : Bi−1 → s(Bi−1) é um

isomorfismo de R-módulos e como Bi−1 é estavelmente livre, s(Bi−1) é

também estavelmente livre.

Seja F um R-módulo livre tal que s(Bi−1)⊕F é livre. Então temos que

Ci ⊕ F = Bi ⊕ (s(Bi−1)⊕ F ), donde Bi é estavelmente livre.

(ii) Como provamos no item anterior Bi−1 é estavelmente livre para todo i.

Segue disto e do fato de di : Ci → Bi−1 ser um homomorfismo sobreje-

tivo que existe uma seção δi : Bi−1 → Ci, ∀i.

Como na demonstração do item anterior, a seqüência

0 // Bi
⊂ // Ci

di // Bi−1
δi

oo // 0

é exata e cinde, donde Ci = Bi ⊕ δi(Bi−1).

Defina δ : Ci → Ci+1 da seguinte maneira:

Ci = Bi

δi+1(Bi)

??
??

??
??

?
δi+1

��

⊕ δi(Bi−1)

0
��

Ci+1= Bi+1⊕
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Então,

Ci = Bi

δi+1(Bi)

??
??

??
??

?
δi+1

��

⊕ δi(Bi−1)

0
��

Ci+1= Bi+1

Bi

0
��

⊕

Ci =
��

��
��

��
�

di��
⊕ δi(Bi−1)

donde podemos concluir que dδ : Ci = Bi ⊕ δBi−1 → Ci = Bi ⊕ δBi−1

é a aplicação 1⊕ 0.

Por outro lado,

Ci = Bi

Bi−1

0
��

⊕ δi(Bi−1)

��
��

��
��

di
��

Ci−1= ⊕ δi−1(Bi−2)

δi(Bi−1)

0
��

Ci = Bi ⊕
??

??
??

??
?

δi

��

e então conclúımos que δd = 0⊕ 1.

Segue que dδ + δd = (1⊕ 0) + (0⊕ 1) = 1Ci
.

(iii) Se δ é uma contração de cadeia de C então dδ+δd = 1. Logo, (dδ+δd) |
Bi−1 = 1Bi−1

, mas (dδ + δd) | Bi−1 = dδ | Bi−1 + δd | Bi−1 = dδ | Bi−1,

pois δd | Bi−1 é o homomorfismo nulo, já que d2 = 0 e Bi−1 = di(Ci).

Considere agora a seqüência

0 // Bi
⊂ // Ci

di // Bi−1
δ|Bi−1

oo // 0 ,

Claramente é uma seqüência exata que cinde, donde Ci = Bi ⊕ δBi−1.

Observação 1. O homomorfismo δ constrúıdo na demonstração do item (ii)

satisfaz δ2 = 0, porém nem toda contração de cadeia possui esta propriedade.

No entanto, dada uma contração de cadeia qualquer δ, obtemos a partir dela

uma outra contração de cadeia δ′ = δdδ que satisfaz esta propriedade.
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Proposição 3.15. Seja

0 → C ′ i→ C
j→ C ′′ → 0

uma seqüência exata de complexos de cadeia sobre R, com C ′′ livre e aćıclico.

Então existe uma seção s : C ′′ → C que é uma aplicação de cadeia e é tal

que (i⊕ s) : C ′ ⊕ C ′′ → C é um isomorfismo de cadeia.

Demonstração. Como o complexo de cadeia C ′′ é aćıclico e livre sobre R,

existe uma contração de cadeia δ′′ : C ′′ → C ′′.

Para cada k, temos que o R-módulo C ′′
k é livre e que, pela exatidão da

seqüência de complexos de cadeia do enunciado, jk : Ck → C ′′
k é um ho-

momorfismo sobrejetivo. Segue, pelo resultado (3.13), que existe uma seção

σk : C ′′
k → Ck.

Observe que não temos garantia nenhuma que σ é uma aplicação de ca-

deia.

Defina s = dσδ′′ + σδ′′d′′ : C ′′
k → Ck. Veja que ds − sd′′ = dσδ′′d′′ −

dσδ′′d′′ = 0, donde ds = sd. Veja também que js = jdσδ′′ + jσδ′′d′′ =

jdσδ′′ + δ′′d′′ = d′′jσδ′′ + δ′′d′′ = d′′δ′′ + δ′′d′′ = 1. Assim, s é uma seção para

j que também é uma aplicação de cadeia.

Agora, temos que Ck = i(C ′
k)⊕s(C ′′

k ), segue que o homomorfismo (i⊕s) :

C ′
k ⊕ C ′′

k → Ck é sobrejetivo. Além disso, temos que i e s são aplicações

injetivas, i pela exatidão da seqüência de complexos de cadeia apresentada

no enunciado e s por ser uma seção. Logo, (i⊕ s) é também injetiva.

Por fim, veja que d(i ⊕ s) − (i ⊕ s)(d′ ⊕ d′′) = (di ⊕ ds) − (id′ ⊕ sd′′) =

(di⊕ ds)− (di⊕ ds) = 0, donde (i⊕ s) é uma aplicação de cadeia.

Assim, (i⊕ s) : C ′ ⊕ C ′′ → C é um isomorfismo de cadeia.

Lema 3.16. Seja C um (R,G)-complexo de cadeia aćıclico com contrações

de cadeia δ e δ. Fixado i, considere a seguinte aplicação:

1⊕ δd : Ci = Bi ⊕ δBi−1 −→ Ci = Bi ⊕ δBi−1.
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Trata-se de um isomorfismo simples. Além disso, se Bi e Bi−1 são R-módulos

livres com bases bi e bi−1, respectivamente, e se ci é uma base para Ci, então

τ〈bi ∪ δbi−1/ci〉 = τ〈bi ∪ δbi−1/ci〉.

Demonstração. Inicialmente, observe que δd(δBi−1) = δBi−1, pois como vi-

mos no resultado (3.14) dδ | Bi−1 = 1. Segue que a aplicação δd | (δBi−1) :

δBi−1 → δBi−1 é sobrejetiva. Por simplicidade, vamos denotar a restrição

δd | (δBi−1) por δd.

Este homomorfismo é também injetivo, pois se x ∈ Bi−1 é tal que

δd(δ(x)) = 0, então δ(x) = 0. Mas, como δ | Bi−1 é injetiva, uma vez que

dδ | Bi−1 = 1, x = 0, donde δ(x) = 0.

Assim, δd : δBi−1 → δBi−1 é um isomorfismo.

Segue que 1⊕ δd : Ci = Bi⊕ δBi−1 → Ci = Bi⊕ δBi−1 é um isomorfismo.

Denotaremos esta aplicação por g.

Temos que δ | Bi−1 : Bi−1 → δBi−1 é um isomorfismo. Evidentemente,

esta aplicação é um epimorfismo. Sua injetividade é garantida pelo fato de

dδ | Bi−1 = 1 que é satisfeito por toda contração de cadeia.

Assim, temos que para todo i, Bi e δBi−1 são estavelmente livres. Segue

que existem R-módulos livres F1 e F2 tais que F1 ⊕ Bi e δBi−1 ⊕ F2 são R-

módulos livres.

Agora, seja c uma base para o R-módulo F1⊕Ci⊕F2 constitúıda da união

de bases, uma para F1, uma para Ci e uma para F2. Defina G = 1F1⊕g⊕1F2 :

F1 ⊕ Ci ⊕ F2 → F1 ⊕ Ci ⊕ F2.

Temos que

〈G〉c,c =

I 0 0
0 〈g〉 0
0 0 I


Como G é um isomorfismo de R-módulos, a matriz 〈G〉c,c é invert́ıvel, logo

podemos determinar sua torção em KG(R). Pelo mesmo motivo, podemos

determinar a torção de 〈g〉 em KG(R).
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Observe que, pela proposição (3.9), τ(〈G〉c,c) = τ(〈g〉).

Agora, sejam b1 uma base para F1 ⊕ Bi e b2 uma base para δBi−1 ⊕ F2.

Então b = b1 ∪ b2 é uma base para F1 ⊕ Ci ⊕ F2.

Antes de continuar, veja que se A,B ∈ GL(R), então τ1(BAB
−1) = τ1(A).

De fato, a proposição (3.5) nos garante que BAB−1 = (BA)B−1 tem a mesma

torção em K1(R) que B−1(BA) = A.

Temos que 〈G〉c,c = 〈c/b〉〈G〉b,b〈c/b〉−1, donde, pelo parágrafo anterior,

τ(〈G〉c,c) = τ(〈G〉b,b).

Temos também que, se y = δz + w, com z ∈ Bi−1 e w ∈ F2, então

G(y) = δd(δz) + w = δz + w. Mas, como d(δz − δz) = z − z = 0, temos que

x = δz − δz ∈ Bi, donde δz = x+ δz. Logo, G(y) = δz + w = x+ δz + w =

x+ y, x ∈ Bi. Segue que 〈G〉b,b é da forma:

〈G〉b,b = F1 ⊕Bi

δBi−1 ⊕ F2

F1 ⊕Bi δBi−1 ⊕ F2(
I 0
X I

)
Claramente a torção desta matriz é nula.

Segue que τ(g) = τ(〈G〉c,c) = τ(〈G〉b,b) = 0, e portanto g = 1 ⊕ δd é um

isomorfismo simples.

Agora, suponha que Bi e Bi−1 são módulos livres com bases bi e bi−1,

respectivamente. Então, bi∪δbi−1 e bi∪δbi−1 são duas bases para Ci. Escreva

bi = {u1, . . . , up}, bi−1 = {v1, . . . , vq} e b = bi ∪ δbi−1.

Veja que (1 ⊕ δd)(uj) = uj e (1 ⊕ δd)(δvk) = δvk. Logo, 〈1 ⊕ δd〉b,b =

〈bi ∪ δbi−1/bi ∪ δbi−1〉, donde τ(〈bi ∪ δbi−1/bi ∪ δbi−1〉) = 0.

Seja ci uma base para Ci, então temos 0 = τ(〈bi ∪ δbi−1/bi ∪ δbi−1〉) =

τ(〈bi ∪ δbi−1/ci〉〈ci/bi ∪ δbi−1〉) = τ(〈bi ∪ δbi−1/ci〉) + τ(〈ci/bi ∪ δbi−1〉) =

τ(〈bi∪ δbi−1/ci〉)+ τ(〈bi∪ δbi−1/ci〉−1) = τ(〈bi∪ δbi−1/ci〉)− τ(〈bi∪ δbi−1/ci〉),
mostrando assim que τ(〈bi ∪ δbi−1/ci〉) = τ(〈bi ∪ δbi−1/ci〉).
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3.5 Equivalência estável de complexos de cadeia aćıclicos

Definição 3.14. Dizemos que um (R,G)-complexo C é elementarmente tri-

vial quando ele é da forma

C : 0 → Cn
d−→ Cn−1 → 0,

onde d é um isomorfismo simples de (R,G)-módulos.

Observe que neste caso existem bases distinguidas para Cn e Cn−1 de

modo que a matriz de d com relação a estas bases é a matriz identidade.

Definição 3.15. Dizemos que um (R,G)-complexo é trivial quando ele é

a soma direta (de um número finito) de (R,G)-complexos elementarmente

triviais.

Definição 3.16. Dizemos que dois (R,G)-complexos C e C ′ são estavelmente

equivalentes quando existem complexos triviais T e T ′ de maneira que C ⊕
T ∼=S C

′ ⊕ T ′. Neste caso, denotamos C
s∼ C ′.

Proposição 3.17. Seja C um (R,G)-complexo aćıclico da forma

C : 0 → Cn
dn−→ · · · di+3−→ Ci+2

di+2−→ Ci+1
di+1−→ Ci → 0,

com n ≥ i + 1, e seja δ : C → C uma contração de cadeia. Então C
s∼ Cδ,

onde Cδ é o complexo

Cδ : 0 Cn// · · ·
dn // Ci+2

di+3 // Ci+1

di+2 //

⊕
Ci

rrrrrrrr δi+1

99 0//

Demonstração. Considere os complexos triviais

T : 0 // Ti+2
1 // Ti+1

// 0

e

T ′ : 0 // T ′i+1
1 // T ′i // 0,
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onde Ti+2 = Ti+1 = T ′i+1 = T ′i = Ci.

Mostremos que C ⊕ T ∼=S Cδ ⊕ T ′.

Temos que C ⊕ T tem a forma

C ⊕ T : 0 Cn// · · ·
dn // Ci+3

di+4 // Ci+2

di+3 //

⊕ ⊕
di+2 ⊕ 1

//

Ci

Ci+1 Ci
di+1 //

Ci

rrrrrrrr
0

99 0//

Por sua vez, Cδ ⊕ T ′ tem a forma

Cδ ⊕ T ′ : 0 Cn// · · ·
dn // Ci+3

di+4 // Ci+2

di+3 //

⊕ ⊕
Ci

Ci+1ooooooooooo

δi+1
77

di+2 //

Ci

Citttttttt

1
::

0
// 0//

Defina f : C ⊕ T → Cδ ⊕ T ′ da seguinte maneira: fj = 1 se j 6= i + 1 e

fi+1(ci + ci+1) = di+1ci+1 + (δi+1ci + ci+1), com ci ∈ Ci e ci+1 ∈ Ci+1.

0 −−−→ Cn
dn−−−→ · · · di+3−−−→ Ci ⊕ Ci+2

1⊕di+2−−−−→ Ci ⊕ Ci+1
0⊕di+1−−−−→ Ci −−−→ 0

1

y 1

y fi+1

y 1

y
0 −−−→ Cn

dn−−−→ · · · di+3−−−→ Ci ⊕ Ci+2
δi+1⊕di+2−−−−−−→ Ci ⊕ Ci+1

1⊕0−−−→ Ci −−−→ 0

Claramente, fj é um isomorfismo simples para todo j 6= i+ 1.

Mostremos que fi+1 é também um isomorfismo simples.

Verifica-se com facilidade que fi+1 é um homomorfismo de módulos.

Tome x ∈ Ci e y ∈ Ci+1. Note que, como C é aćıclico, Bi = Ci, donde

di+1δi+1 = 1 e Ci+1 = Bi+1 ⊕ δi+1Ci. Logo, y tem a forma z + δi+1w, com

z ∈ Bi+1 e w ∈ Ci. Veja que fi+1((w − x) + (z + δi+1x)) = di+1(z + δi+1x) +

[δi+1(w−x)+(z+δi+1x)] = (di+1z+di+1δi+1x)+(δi+1w−δi+1x+z+δi+1x) =

x+ (z + δi+1w) = x+ y. Assim, fi+1 é uma aplicação sobrejetiva.

Agora, supondo que fi+1(x+y) = 0, temos que di+1y = 0 e δi+1x+y = 0.

Aplicando di+1 nesta última igualdade, obtemos x + di+1y = 0, logo x = 0,
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e então substituindo x = 0 em δi+1x + y = 0, obtemos que y = 0. Portanto,

fi+1 é injetiva.

Segue que, fi+1 é um isomorfismo de módulos. Logo, podemos determinar

sua torção em KG(R).

Temos que a matriz de fi+1 é dada por

〈fi+1〉 =
Ci

Ci+1

Ci Ci+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .(
0 〈δi+1〉

〈di+1〉 I

)
=

(
−I 〈δi+1〉
0 I

) (
I 0

〈di+1〉 I

)
Pela proposição (3.9), temos que τ(〈fi+1〉) = 0 ∈ KGR, o que finalmente

mostra que fi+1 é um isomorfismo simples.

Claramente, f é uma aplicação de cadeia.

Mostramos, portanto, que C
s∼ Cδ.

Verifica-se facilmente que o (R,G)-complexo Cδ constrúıdo acima é

aćıclico. Assim, podemos usar o resultado anterior indutivamente de forma

a obter um (R,G)-complexo aćıclico C ′ tal que C
s∼ C ′ e C ′ é 0 exceto em

duas dimensões. O resultado a seguir mostra a forma de um (R,G)-complexo

aćıclico C ′ no caso de considerarmos uma contração δ que satisfaz δ2 = 0.

Proposição 3.18. Seja C um (R,G)-complexo aćıclico com operador bordo

d e contração δ satisfazendo δ2 = 0. Considere os seguintes (R,G)-módulos

Cı́mpar = C1 ⊕ C3 ⊕ C5 ⊕ . . .

Cpar = C0 ⊕ C2 ⊕ C4 ⊕ . . .
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e o isomorfismo (d+ δ)́ımpar : Cı́mpar → Cpar dado por

Cı́mpar Cpar

(d+ δ) | Cı́mpar //

q
C1 C0

d1 //
q

⊕ ⊕
C3 C2

d3 //

⊕ ⊕
C5 C4

d5 //

⊕
...

⊕
...

VVVVVVVVVVVVVVVVVV
δ2

++

VVVVVVVVVVVVVVVVV
δ4

**

Seja C ′ o (R,G)-complexo

C ′ : 0 // C ′
m = Cı́mpar

(d+δ)́ımpar // C ′
m−1 = Cpar

// 0 ,

para algum natural ı́mpar m. Então C
s∼ C ′.

Demonstração. Seja m um natural ı́mpar tal que o complexo C tem a forma

0 // Cm
dm // Cm−1

dm−1 // · · · // C1
d1 // C0

// 0 .

Não estamos excluindo o caso em que Cm = 0.

Para j ≤ m, defina C ′
j = Cj ⊕ Cj−2 ⊕ Cj−4 ⊕ . . .

Note que C ′
m = Cı́mpar e C ′

m−1 = Cpar.

Seja Di o complexo de cadeia dado por

0 // Cm
dm // · · · // Ci+2

di+2 // C ′
i+1

d′ // C ′
i

// 0 ,

onde d′ é definido por

C ′
i+1 C ′

i
d′ //

q
Ci+1 Ci

di+1 //
q

⊕ ⊕
Ci−1 Ci−2

di−1 //

⊕ ⊕
...

...

hhhhhhhhhhhhhhhhh

δi
44
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Note que D0 = C e Dm−1 = C ′.

Defina ∆i = ∆ : Di → Di da seguinte maneira

∆j+1 = δj+1 : Cj → Cj+1, se j ≥ i+ 2,

∆i+2 = δi+2π, onde π : C ′
i+1 → Ci+1 é a projeção natural

e ∆i+1 : C ′
i → C ′

i+1 é dada por

C ′
i C ′

i+1
∆i+1 //

q
Ci Ci+1

δi+1 //
q

⊕ ⊕
Ci−2 Ci−1

δi−1 //

⊕ ⊕
Ci−4 Ci−3

δi−3 //

⊕
...

⊕
...

TTTTTTTTTTTTTTT
di

**

TTTTTTTTTTTTTT
di−3

))

Verifica-se sem dificuldades que ∆i é uma contração de cadeia para Di.

Agora, Di e ∆ = ∆i satisfazem as condições da proposição (3.17), logo

Di s∼ Di
∆, mas Di

∆ = Di+1.

Portanto, por indução, obtemos que C = D0 s∼ Dm−1 = C ′.

3.6 Torção de um (R,G)-complexo aćıclico

Seja C um (R,G)-complexo aćıclico com operador bordo d. Tome ar-

bitrariamente uma contração de cadeia δ : C → C. Como antes, sejam

Cı́mpar = C1 ⊕ C3 ⊕ . . . e Cpar = C0 ⊕ C2 ⊕ . . . . Considere novamente a

aplicação (d+ δ)́ımpar definida no enunciado da proposição (3.18).

Nesta seção mostraremos que esta aplicação é um isomorfismo cuja torção

em KG(R) não se altera quando substitúımos a contração de cadeia δ por
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uma outra contração de cadeia δ de C ou quando escolhemos bases diferentes

de uma mesma famı́lia distinguida.

Para simplificar a notação vamos escrever apenas (d + δ) para indicar

(d+ δ)́ımpar, quando o contexto deixar claro a aplicação em questão.

Escolha uma base ci para cada Ci e denote ćımpar =
⋃
i

c2i+1, cpar =
⋃
i

c2i

e c =
⋃
i

ci as bases correspondentes para Cı́mpar, Cpar e C.

Para facilitar, denotaremos 〈d + δ〉ćımpar,cpar por 〈d + δ〉c ou por 〈d + δ〉
quando não houver dúvidas sobre a base usada.

Proposição 3.19. Defina o homomorfismo de módulos (d + δ)par : Cpar →
Cı́mpar de maneira análoga ao homomorfismo (d+δ)́ımpar. Então 〈(d+δ)́ımpar〉c
e 〈(d+ δ)par〉c são matrizes não-singulares com τ(〈(d+ δ)́ımpar〉c) = −τ(〈(d+

δ)par〉c).

Demonstração. Facilmente prova-se que

〈(d+ δ)́ımpar〉c〈(d+ δ)par〉c =

C1

C3

C5
...

C1 C3 C5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

I 〈δ3δ2〉 0 . . .
0 I 〈δ5δ4〉 0
0 0 I 〈δ7δ6〉
...

...
. . .


e que

〈(d+ δ)par〉c〈(d+ δ)́ımpar〉c =

C0

C2

C4
...

C0 C2 C4 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

I 〈δ2δ1〉 0 . . .
0 I 〈δ4δ3〉 0
0 0 I 〈δ6δ5〉
...

...
. . .


Note que, pela proposição (3.9) na página 35, temos que ambas as ma-

trizes do lado direito das igualdades acima são não-singulares e têm torção

nula, o que mostra a validade da proposição.
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Proposição 3.20. Para cada i, sejam ci e c′i bases arbitrárias para Ci. Sejam

c =
⋃
i

ci e c′ =
⋃
i

c′i bases para C. Então temos que

τ(〈(d+ δ)́ımpar〉c) = τ(〈(d+ δ)́ımpar〉c′) +
∑
i

(−1)iτ(〈c′i/ci〉).

Demonstração. Temos que 〈(d + δ)́ımpar〉c = 〈d + δ〉c = 〈ćımpar/c
′
ı́mpar〉〈d +

δ〉c′〈c′par/cpar〉, donde τ(〈d + δ〉c) = τ(〈ćımpar/c
′
ı́mpar〉) + τ(〈d + δ〉c′) +

τ(〈c′par/cpar〉).

Mas,

〈ćımpar/c
′
ı́mpar〉 =


〈c1/c′1〉 0 . . . 0

0 〈c3/c′3〉 0 . . .
0 . . . 〈c5/c′5〉 0
...

. . .

 ,

logo, usando mais uma vez a proposição (3.9), τ(〈ćımpar/c
′
ı́mpar〉) =∑

k

τ(〈c2k+1/c
′
2k+1〉) =

∑
k

−τ(〈c′2k+1/c2k+1〉).

De maneira análoga mostramos que τ(〈c′par/cpar〉) =
∑
k

τ(〈c′2k/c2k〉).

O resultado segue destas três igualdades.

Veja que se, em particular, escolhermos bases ci e c′i distinguidas para

cada Ci, então obtemos a igualdade τ(〈(d+ δ)́ımpar〉c) = τ(〈(d+ δ)́ımpar〉c′).

Proposição 3.21. Sejam δ e δ duas contrações de cadeia para o (R,G)-

complexo aćıclico C. Então τ(d + δ) = τ(d + δ), onde as bases consideradas

são distinguidas.

Demonstração. Temos que τ(d + δ) − τ(d + δ) = τ((d + δ)́ımpar) − τ((d +

δ)́ımpar) = τ(〈(d+ δ)́ımpar〉) + τ(〈(d+ δ)par〉) = τ(〈(d+ δ)́ımpar〉〈(d+ δ)par〉) =

τ(〈(d+ δ)par(d+ δ)́ımpar〉) = τ((d+ δ)par(d+ δ)́ımpar) = τ((δd+ dδ+ δδ)́ımpar).
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Verifica-se facilmente que

〈(δd+ dδ + δδ)́ımpar〉 =
C1

C3
...

C1 C3 C5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈δ1d1 + d2δ1〉 〈δ3δ2〉 0 . . . 0

0 〈δ3d3 + d4δ3〉 〈δ5δ4〉 0 . . .
...

. . . . . .


Então se cada matriz 〈δ2i+1d2i+1 + d2i+2δ2i+1〉 é não-singular, temos que

a matriz acima é não-singular e que sua torção é igual a
∑
i

τ(〈δ2i+1d2i+1 +

d2i+2δ2i+1〉).

Mas, por cálculo direto, obtemos que (δidi + di+1δi) : Ci = Bi⊕ δiBi−1 →
Ci = Bi ⊕ δiBi−1 coincide com a aplicação 1 ⊕ δd já apresentada no lema

(3.16) da página 47.

Este lema nos fornece que cada 〈δ2i+1d2i+1 + d2i+2δ2i+1〉 é não-singular e

sua torção é nula.

Portanto, τ((δd+ dδ + δδ)́ımpar) = 0, donde τ(d+ δ) = τ(d+ δ).

Esta última proposição mostra que a torção do isomorfismo (d+δ)́ımpar de

fato independe da escolha das bases distinguidas consideradas e da contração

de cadeia δ de C, o que torna a definição a seguir é coerente.

Definição 3.17. Seja C um (R,G)-complexo aćıclico com contração de ca-

deia δ. Definimos a torção de C e escrevemos τ(C) como sendo o elemento

τ((d+ δ)́ımpar) ∈ KG(R).

Observe que

〈d+ δ〉 =
C1

C3

C5
...

C0 C2 C4 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
〈d1〉 〈δ2〉 0 . . .
0 〈d3〉 〈δ4〉 0
0 0 〈d5〉 〈δ6〉
...

...
. . .


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Contudo, devemos ficar atentos para não cometer o erro de achar que a

torção desta matriz é igual a soma
∑
i

τ(d2i+1), pois não temos a garantia de

que cada d2i+1 é um isomorfismo.

3.7 Caracterização da torção de um (R,G)-complexo

aćıclico

Sejam C e C ′ dois (R,G)-complexos aćıclicos.

Considere as propriedades:

P1: C ∼=S C
′ ⇒ τ(C) = τ(C ′).

P2: τ(C ⊕ C ′) = τ(C) + τ(C ′).

P3: τ(0 → Cn
dn−→ Cn−1 → 0) = (−1)n−1τ(d).

Nesta seção mostraremos que a torção de um (R,G)-complexo aćıclico

está completamente caracterizada por estas propriedades, ou seja, a torção

de complexos definida na seção anterior satisfaz estas propriedades e se existe

uma outra aplicação bem definida que associa a cada (R,G)-complexo aćıclico

um elemento deKG(R) e que satisfaz estas propriedades, então esta aplicação

é a torção que conhecemos.

Teorema 3.22. Se C é a classe dos (R,G)-complexos aćıclicos, então a

aplicação torção τ : C → KG(R) definida na seção anterior satisfaz as pro-

priedades P1, P2 e P3.

Demonstração. Sejam C e C ′ (R,G)-complexos aćıclicos tais que f : C ∼=S

C ′. Então, pela proposição (3.12), existem bases distinguidas para cada Ci

e para cada C ′
i de forma cada matriz 〈fi〉 é a identidade e, se d e d′ são os

operadores bordo para C e C ′, respectivamente, então 〈di〉 = 〈d′i〉,∀i.

Seja δ uma contração de cadeia para C. Defina δ′ = fδf−1. Afirmamos que

δ′ é uma contração de cadeia para C ′. De fato, observe que 〈δ′〉 = 〈fδf−1〉 =
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〈f−1〉〈δ〉〈f〉 = 〈f〉−1〈δ〉〈f〉 = 〈δ〉, donde 〈d′δ′ + δ′d′〉 = 〈d′δ′〉 + 〈δ′d′〉 =

〈δ′〉〈d′〉+ 〈d′〉〈δ′〉 = 〈δ〉〈d〉+ 〈d〉〈δ〉 = 〈dδ + δd〉 = I, o que prova a afirmação

feita.

Agora, veja que

〈d′+δ′〉 =


〈d′1〉 〈δ′2〉 0 . . .
0 〈d′3〉 〈δ′4〉 0
0 0 〈d′5〉 〈δ′6〉
...

...
. . .

 =


〈d1〉 〈δ2〉 0 . . .
0 〈d3〉 〈δ4〉 0
0 0 〈d5〉 〈δ6〉
...

...
. . .

 = 〈d+δ〉.

Assim, τ(C ′) = τ(〈d′+δ′〉) = τ(〈d+δ〉) = τ(C), e então P1 está verificada.

Sejam C ′ e C ′′ dois (R,G)-complexos aćıclicos com operadores bordo

d′ e d′′ e contrações de cadeia δ′ e δ′′, respectivamente. Temos então que

C = C ′⊕C ′′ é um (R,G)-complexo aćıclico com operador bordo d = d′⊕ d′′

e contração de cadeia δ = δ′ ⊕ δ′′.

Observe que

〈di〉 =

(
〈d′i〉 0
0 〈d′′i 〉

)
e que

〈δi〉 =

(
〈δ′i〉 0
0 〈δ′′i 〉

)
.

Assim,

〈d+δ〉 =


〈d1〉 〈δ2〉 0 . . .
0 〈d3〉 〈δ4〉 0
0 0 〈d5〉 〈δ6〉
...

...
. . .

 =


〈d′1〉 0 〈δ′2〉 0 . . . . . . . . . . . . . .
0 〈d′′1〉 0 〈δ′′2〉 0 . . . . . . . .
0 0 〈d′3〉 0 〈δ′4〉 0 . . .
0 . . . 0 〈d′′3〉 0 〈δ′′4〉 0

. . . . . . . . . . . .


Agora, através de troca de linhas e colunas, obtemos que esta matriz tem

a mesma torção que (
〈d′ + δ′〉 0

0 〈d′′ + δ′′〉

)
.

Segue que

τ(C) = τ(〈d+ δ〉) = τ

(
〈d′ + δ′〉 0

0 〈d′′ + δ′′〉

)
= τ(〈d′ + δ′〉) + τ(〈d′′ + δ′′〉) = τ(C ′) + τ(C ′′),
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o que mostra que a propriedade P2 é válida.

Por fim, mostremos que P3 é também satisfeita.

Seja C um (R,G)-complexo aćıclico da forma

0 → Cn
d−→ Cn−1 → 0.

Claramente, d é um isomorfismo. Defina δ = d−1. Evidentemente, δ é

uma contração de cadeia para C.

Suponha que n é ı́mpar. Então temos:

Cı́mpar Cpar
d+ δ //

q q
Cn Cn−1

d //

Logo, 〈d+ δ〉 = 〈d〉, donde τ(C) = (−1)n−1τ(〈d〉).

Agora, suponha que n é par. Então:

Cı́mpar Cpar
d+ δ //

q q
Cn−1 Cn

δ //

Assim, 〈d+δ〉 = 〈δ〉 = 〈d−1〉 = 〈d〉−1 donde τ(C) = τ(〈d〉−1) = −τ(〈d〉) =

(−1)n−1τ(〈d〉).

Proposição 3.23. Sejam C,C ′ e C ′′ (R,G)-complexos aćıclicos com bases

distinguidas c, c′ e c′′, respectivamente. Suponha que

0 // C ′ i // C
j // C ′′ // 0

é uma seqüência exata curta de complexos de cadeia e que σ : C ′′ → C é

uma seção arbitrária. Então

τ(C) = τ(C ′) + τ(C ′′) +
∑
k

(−1)kτ(〈c′kc′′k/ck〉),

onde c′kc
′′
k denota a base i(c′k)∪σ(c′′k) de Ck. Se, em particular, a base i(c′k)∪

σ(c′′k) é base distinguida para todo k, então τ(C) = τ(C ′) + τ(C ′′).
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Demonstração. A proposição (3.15) da página 47, nos garante a existência

de uma seção s : C ′′ → C de forma que s é uma aplicação de cadeia e

(i⊕ s) : C ′ ⊕ C ′′ → C = i(C ′)⊕ s(C ′′) é um isomorfismo de cadeia.

Temos então que i(c′k)∪ s(c′′k) é uma base para Ck, onde c′k e c′′k são bases

distinguidas para C ′
k e C ′′

k . Cabe ressaltar que a base i(c′k) ∪ s(c′′k) não é

necessariamente distinguida.

Seja Cγ o (R,G)-complexo constitúıdo do complexo de cadeia C, onde

cada Ck tem como base distinguida γk = i(c′k) ∪ s(c′′k).

Observe que (i⊕ s) : C ′ ⊕ C ′′ ∼=S C
γ.

Então, as propriedades P1 e P2 nos garantem que τ(Cγ) = τ(C ′)+τ(C ′′).

Seja δ um contração de cadeia para C, então claramente δ é uma contração

de cadeia para Cγ.

Agora, pela proposição (3.20), temos:

τ(C) = τ(〈d+δ〉c) = τ(〈d+δ〉γ)+
∑
k

(−1)kτ(〈γk/ck〉) = τ(Cγ)+
∑
k

(−1)kτ(〈γk/ck〉)

Assim, resta apenas mostrar que τ(〈c′kc′′k/ck〉) = τ(〈γk/ck〉).

Observe que se y ∈ C ′′
k , então jk(σk(y) − sk(y)) = 0, donde (σk(y) −

sk(y)) ∈ Ker(jk). Mas Ker(jk) = ik(C
′
k), logo σk(y) − sk(y) = ik(x), para

algum x ∈ C ′
k. Assim σk(y) = ik(x) + sk(y). Segue que a matriz 〈c′kc′′k/γk〉

tem a forma: (
I 0
X I

)
que por (3.9) é não-singular e tem torção nula.

Agora, 〈c′kc′′k/ck〉 = 〈c′kc′′k/γk〉〈γk/ck〉, logo τ(〈c′kc′′k/ck〉) = τ(〈c′kc′′k/γk〉) +

τ(〈γk/ck〉) = τ(〈γk/ck〉).

Observe que a proposição acima é uma versão mais geral para a proprie-

dade P2.
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Proposição 3.24. A aplicação torção τ : C → KG(R) é a única função que

satisfaz as propriedades P1, P2 e P3.

Demonstração. No primeiro resultado desta seção vimos que a aplicação

torção τ : C → KG(R) de fato é uma função que satisfaz as propriedades

P1, P2 e P3.

Suponha que µ : C → KG(R) também é uma função que satisfaz estas

propriedades.

Tome C ∈ C. Pelo resultado (3.18), C
s∼ C ′, onde C ′ é da forma

0 → C ′
m

d′−→ C ′
m−1 → 0.

Então existem complexos triviais T e T ′ tais que C ⊕ T ∼=s C
′ ⊕ T ′.

Assim, pelas propriedades P1 e P2, temos τ(C) + τ(T ) = τ(C ⊕ T ) =

τ(C ′ ⊕ T ′) = τ(C ′) + τ(T ′).

Da mesma forma, temos que µ(C) + µ(T ) = µ(C ′) + µ(T ′).

Agora, seja C um complexo elementarmente trivial, isto é, um (R,G)-

complexo da forma

0 → Cn
d−→ Cn−1 → 0,

onde d é um isomorfismo simples.

Segue que como τ e µ satisfazem a propriedade P3, µ(C) = τ(C) =

(−1)n−1τ(〈d〉) = 0.

Assim, como todo complexo trivial é a soma direta (de um número finito)

de complexos elementarmente triviais e como τ e µ satisfazem P2, τ e µ

destes complexos também são nulos.

Logo, τ(C) = τ(C ′) e µ(C) = µ(C ′).

Mas, τ(C ′) = (−1)m−1τ(〈d′〉) = µ(C ′), pela propriedade P3.

Portanto, µ(C) = µ(C ′) = τ(C ′) = τ(C).
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Proposição 3.25. Seja C0 o conjunto das classes de equivalência da relação
s∼ . Denote a classe de equivalência de um (R,G)-complexo aćıclico C por

[C]. Em C0 considere a operação

[C] + [C ′] = [C ⊕ C ′].

C0 com esta operação é um semigrupo. Seja τ0 : C0 → KG(R) dada por

τ0[C] = τ(C).

Então C0 é um grupo e τ0 é um isomorfismo de grupos.

Demonstração. Facilmente prova-se que a operação [C]+[C ′] = [C⊕C ′] está

bem definida e que vale a associatividade. Logo, C0 é de fato um semigrupo

com esta operação.

Agora, se τ0 : C0 → KG(R) é um isomorfismo de semigrupos, então C0 é,

assim como KG(R), um grupo.

Suponha que C
s∼ C ′, então existem complexos triviais T e T ′ tais que C⊕

T ∼=S C
′⊕T ′. Assim, pelo teorema (3.22), temos τ(C)+τ(T ) = τ(C ′)+τ(T ′).

Mas, pela demonstração da proposição anterior, temos que τ(T ) = τ(T ′) = 0,

donde τ(C) = τ(C ′), mostrando que τ0 está realmente bem definida.

Observe que τ0([C ⊕ C ′]) = τ(C ⊕ C ′) = τ(C) + τ(C ′) = τ0[C] + τ0[C
′],

logo τ0 é um homomorfismo de semigrupos.

Resta apenas provar que τ0 é bijetiva, mas esta demonstração não apre-

senta dificuldades e por isso será omitida.

3.8 Mudança de anéis

Sejam (R,G) e (R′, G′) pares tais que R e R′ são anéis que satisfazem (*)

e G e G′ são subgrupos dos grupos das unidades de R e R′ que contêm −1 e

−1′, respectivamente.
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Sejam h : R → R′ um homomorfismo de anéis satisfazendo h(G) ⊂ G′ e

C um (R,G)-complexo com operador bordo d.

Usando h e C podemos construir um (R′, G′)-complexo que denotaremos

por Ch da seguinte maneira: para cada i, seja {ci1, . . . , cini
} uma base distin-

guida para Ci. Defina (Ch)i como sendo o R′-módulo com base {ci1, . . . , cini
},

ou seja, os elementos de (Ch)i são somas formais
∑
j

r′jc
i
j com r′j ∈ R′ e as

operações de (Ch)i são dadas por∑
j

r′jc
i
j +

∑
j

ρ′jc
i
j =

∑
j

(r′j + ρ′j)c
i
j

e

ρ′(
∑
j

r′jc
i
j) =

∑
j

(ρ′r′j)c
i
j.

O operador bordo dh de Ch é definido como 〈(dh)i〉 = h∗(〈di〉), onde h∗ :

GL(R) → GL(R′) é a aplicação que associa a uma matriz (ajk) ∈ GL(R) a

matriz (h(ajk)) ∈ GL(R′). Claramente, (dh)i(dh)i+1 = 0. Por convenção, as

bases {ci1, . . . , cini
} são as bases distinguidas para os R′-módulos (Ch)i. Assim,

Ch é um (R′, G′)-complexo.

Mostra-se sem dificuldades que o complexo Ch independe, a menos de

isomorfismo simples, da escolha da base distinguida para C. Assim, obtemos

um invariante algébrico para C dado por

τh(C) = τ(Ch) ∈ KG′(R′).

Proposição 3.26. Sejam C um (R,G)-complexo aćıclico e h : R → R′ um

homomorfismo de anéis com h(G) ⊂ G′. Então o (R′, G′)-complexo Ch é

também aćıclico e vale τh(C) = h∗τ(C) onde h∗ : KG(R) → KG′(R′) é a

aplicação induzida de h.

Demonstração. Inicialmente, observe que se C ′ é um complexo de cadeia livre

sobreR que tem contração de cadeia δ′, então C ′ é aćıclico. De fato, para cada

i, temos que d′i+1C
′
i+1 ⊂ Ker(d′i), pois d′id

′
i+1 = 0. Por outro lado, se x ∈ C ′

i é

tal que d′i(x) = 0, então x = (δ′id
′
i+d

′
i+1δi+ 1′)(x) = d′i+1(δ

′
i+1(x)) ∈ d′i+1C

′
i+1,

donde Ker(d′i) ⊂ d′i+1C
′
i+1.
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Seja δ uma contração de cadeia para C. Suponha que 〈δi〉 = (bjk), então

defina (δh)i : (Ch)i−1 → (Ch)i como a aplicação que tem como matriz

〈(δh)i〉 = (h(bjk)). Procedendo de maneira idêntica para cada i, obtemos

uma aplicação δh : Ch → Ch de grau um. Mostra-se com facilidade que δh é

uma contração de cadeia para Ch.

Claramente, h∗(〈d+ δ〉) = 〈dh + δh〉, donde τh(C) = τ(Ch) = h∗τ(C).

Corolário 3.27. Seja C um Wh(G)-complexo aćıclico com operador bordo

d. Suponha que existe uma base distinguida para cada Ci de maneira que a

matriz de di com respeito a estas bases é da forma (ajk) com cada ajk ∈ Z ⊂
ZG. Então τ(C) = 0.

Demonstração. Considere a aplicação A : ZG→ G dada por

A(
∑
i

nigi) =
∑
i

ni.

Trata-se de um homomorfismo de anéis tal que A(T ) ⊂ {−1, 1}.

Denote o (Z, {−1, 1})-complexo aćıclico CA por C ′. Observe que τ(C ′) =

0, pois pela demostração de (2.23) Wh({1}) = 0.

Seja h : (Z, {−1, 1}) → (ZG, T ) a aplicação inclusão.

Considere agora o Wh(G)-complexo aćıclico C ′
h. Claramente C ∼=S C

′
h.

Então, temos: τ(C) = τ(C ′
h) = h∗τ(C

′) = h∗(0) = 0 ∈ Wh(G).



Caṕıtulo

4

Torção de Whitehead de um par CW

4.1 Definição de torção de Whitehead de um par CW

Seja (K,L) um par de complexos CW conexos e finitos tais que K %e%e
%% L.

Temos que as seguintes afirmações são válidas:

(a) Como K é um complexo CW conexo, K possui um recobrimento univer-

sal. Denotaremos este recobrimento por p : K̃ → K.

(b) L̃ = p−1(L) é um espaço de recobrimento universal de L. Além disso,

K̃ %e%e
%% L̃.

(c) O complexo de cadeia celular C(K̃, L̃) é um ZG-complexo, onde G =

Cov(K̃).

(d) Se, para cada célula eα ∈ K − L, fixarmos uma aplicação caracteŕıstica

ϕα e um levantamento ϕ̃α de ϕα, então B = {〈ϕ̃α〉 | eα ∈ K − L} é uma

base para o ZG-complexo C(K̃, L̃).

Denote por B o conjunto de todas as bases obtidas de maneira análoga a

da afirmação acima.

66
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Proposição 4.1. O complexo C(K̃, L̃) com a famı́lia B forma um Wh(G)-

complexo aćıclico.

Demonstração. Temos que H(C(K̃, L̃)) ∼= H(|K̃|, |L̃|).

Como a inclusão i : L̃ → K̃ é uma equivalência de homotopia simples,

pois K̃ %e%e
%% L̃, temos que a aplicação induzida i∗ : Hn(|L̃|) → Hn(|K̃|) é um

isomorfismo de grupos. Agora, temos que a seqüência exata do par (|K̃|, |L̃|)
contém

· · · → Hn(|L̃|)
∼=−→ Hn(|K̃|) → Hn(|K̃|, |L̃|) → Hn−1(|L̃|)

∼=−→ Hn−1(|K̃|) → . . . ,

donde Hn(|K̃|, |L̃|) = 0,∀n.

Sejam c, c′ ∈ B bases que se restringem a bases cn = {〈ϕ̃1〉, . . . , 〈ϕ̃q〉} e

c′n = {〈ψ̃1〉, . . . , 〈ψ̃q〉} para Cn(K̃, L̃).

Então

〈ψ̃j〉 =
∑
k

ajk〈ϕ̃k〉,

onde ajk é igual a soma finita
∑
i

njki gi ∈ ZG, com njki ∈ Z e gi ∈ G.

Assim,

〈ψ̃j〉 =
∑
k

(
∑
i

njki gi)〈ϕ̃k〉

=
∑
k

∑
i

njki 〈giϕ̃k〉

=
∑
k,i

nkji 〈giϕ̃k〉.

Mas a célula ψ̃j(
◦
In), como um levantamento de ej, é igual a uma das

células gij ϕ̃j(
◦
In) e é disjunta de todas as outras. Então, pelo resultado (1.9),

temos que os coeficientes njki são nulos exceto para algum N = njjij .

Por outro lado, ϕ̃j(
◦
In) = g−1

ij
ψ̃j(

◦
In), logo 〈ϕ̃j〉 = N ′〈g−1

ij
ψ̃j〉.

Assim, 〈ψ̃j〉 = N〈gij ϕ̃j〉 = Ngij〈ϕ̃j〉 = Ngij(N
′〈g−1

ij
ψ̃j〉) =

Ngij(N
′g−1
ij
〈ψ̃j〉) = NN ′〈ψ̃j〉.
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Segue que N = ±1, donde 〈ψ̃j〉 = ±gij〈ϕ̃j〉.

Logo,

〈c′n/cn〉 =


±gi1 0 . . . . . . . . .

0 ±gi2 0 . . .
...

. . .

0 . . . . . . . . . ±giq

 .

Segue que τ(〈c′n/cn〉) = 0 ∈ Wh(G).

Portanto, C(K̃, L̃) torna-se um Wh(G)-complexo se estipularmos que b

é uma base distinguida se e somente se τ(〈c/b〉) = 0.

Neste momento cabe recordar que existe um funtor covariante da catego-

ria dos grupos e homomorfismo de grupos nela mesmo que leva cada grupo

G a seu grupo de Whitehead Wh(G) e cada homomorfismo G1 → G2 num

homomorfismo induzido de forma natural Wh(G1) → Wh(G2).

Seja X um espaço conexo por caminhos. Tome x, y ∈ X e um caminho

α : (I, 0, 1) → (X, x, y). Este caminho induz um isomorfismo de grupos

fα : π1(X, x) → π1(X, y) dado por fα[ω] = [α ∗ ω ∗ α].

O funtor comentado anteriormente leva este isomorfismo a um isomor-

fismo, (fα)∗ : Wh(π1(X, x)) → Wh(π1(X, y)).

Proposição 4.2. Nas condições acima, temos que (fα)∗ independe do cami-

nho α escolhido, ou seja, se β é um outro caminho em X tal que β(0) = x e

β(1) = y, então (fα)∗ = (fβ)∗. Assim, denotaremos (fα)∗ = fx,y. Seja z um

outro elemento de X, então vale fy,z ◦ fx,y = fx,z. (Referência: [5])

Teorema 4.3. Sejam p̃ : K̃ → K e p̂ : K̂ → K recobrimentos universais do

complexo CW conexo K, G̃ = Cov(K̃) e Ĝ = Cov(K̂), x, y ∈ K, x̃ = p̃−1(x) e

ŷ = p̂−1(y), ψ̃ : G̃→ π1(K, x) e ψ̂ : Ĝ→ π1(K, y) os isomorfismos de grupos

determinados por (x, x̃) e (y, ŷ). Então τ
(
C(K̂, L̂)ψ̂

)
= fx,yτ

(
C(K̃, L̃)ψ̃

)
.

Demonstração. Seja h : K̃ → K̂ um levantamento de p̃. Então h é um

homeomorfismo, logo, por (1.12), é um isomorfismo celular.
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Defina H : G̃→ Ĝ por H(g) = hgh−1.

Afirmamos que τ(C(K̂, L̂)) = H∗τ(C(K̃, L̃)), onde H∗ : Wh(G̃) →
Wh(Ĝ) é a aplicação induzida de H.

De fato, seja {〈ϕ̃ik〉} uma base para Ci(K̃, L̃) como em (1.12), e seja

ϕ̂ik = hϕ̃ik,∀i, k. Claramente {〈ϕ̂ik〉} é uma base para Ci(K̂, L̂) como em

(1.12).

Agora, h induz um isomorfismo de cadeia h∗ : C(K̃, L̃) → C(K̂, L̂)

quando estes complexos são pensados como complexos sobre Z.

Ci(K̃, L̃)
d̃i−−−→ Ci−1(K̃, L̃)

h∗

y h∗

y
Ci(K̂, L̂)

d̂i−−−→ Ci−1(K̂, L̂)

Temos então que d̂i = h∗d̃ih
−1
∗ .

Seja (akj) ∈ GL(ZG̃) a matriz do operador bordo d̃i.

Então, veja que

d̂i(〈ϕ̂ik〉) = h∗d̃ih
−1
∗ (〈ϕ̂ik〉)

= h∗d̃i(〈h−1ϕ̂ik〉)

= h∗d̃i(〈ϕ̃ik〉)

= h∗(
∑
j

akj〈ϕ̃i−1
j 〉)

=
∑
j

h∗(akj〈ϕ̃i−1
j 〉).

Suponha que akj =
∑
l

nkjl g
kj
l , onde nkjl ∈ Z e gkjl ∈ G̃, então akj〈ϕ̃i−1

j 〉 =

(
∑
l

nkjl g
kj
l )〈ϕ̃i−1

j 〉 =
∑
l

nkjl 〈g
kj
l ϕ̃

i−1
j 〉.
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Assim,

d̂i(〈ϕ̂ik〉) =
∑
j

h∗(
∑
l

nkjl 〈g
kj
l ϕ̃

i−1
j 〉)

=
∑
j

∑
l

nkjl h∗(〈g
kj
l ϕ̃

i−1
j 〉)

=
∑
j

∑
l

nkjl 〈hg
kj
l ϕ̃

i−1
j 〉

=
∑
j

∑
l

nkjl 〈hg
kj
l h

−1ϕ̂i−1
j 〉

=
∑
j

∑
l

nkjl 〈H(gkjl )ϕ̂i−1
j 〉

=
∑
j

(
∑
l

nkjl H(gkjl ))〈ϕ̂i−1
j 〉

=
∑
j

H∗(akj)〈ϕ̂i−1
j 〉,

onde H∗ : ZG̃→ ZĜ é a aplicação induzida de H.

Logo, a matriz do operador bordo d̂i é dada por H∗((akj)).

Segue, da demonstração do resultado (3.26), que τ(C(K̂, L̂)) =

H∗τ(C(K̃, L̃)).

Agora, sejam x̂ = h(x̃) e Ω : (I, 0, 1) → (K̂, x̂, ŷ) um caminho arbitrário.

Defina ω = p̂Ω e seja fω : π1(K, x) → π1(K, y) o isomorfismo discutido

na proposição (4.2).

Então, denotando θ̃ = θ(x, x̃) = ψ̃−1 e θ̂ = θ(y, ŷ) = ψ̂−1, o seguinte

diagrama comuta

G̃
H−−−→ Ĝ

θ̃

x θ̂

x
π1(K, x)

fω−−−→ π1(K, y)
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pois, se [α] ∈ π1(K, x), temos

(θ̂fω[α])(ŷ) = (θ̂[ω ∗ α ∗ ω])(ŷ)

= θ̂[ω∗α∗ω](ŷ)

= α̂ ∗ ω(1), onde α̂ ∗ ω(0) = x̂

= h(α̃ ∗ ω(1))

= h(θ̃[α]h
−1Ω(1)), pois ω = p̃h−1Ω

= h(θ̃[α]h
−1(ŷ))

= (hθ̃[α]h
−1)(ŷ)

= (Hθ̃[α])(ŷ).

Como θ̂fω[α] e Hθ̃[α] coincidem em um ponto de K̂, estes homeomorfis-

mos coincidem em todo K̂, assim θ̂fω[α] = Hθ̃[α] e, portanto, θ̂fω = Hθ̃.

Temos então que

fx,yτ(C(K̃, L̃)ψ̃) = (fω)∗τ(C(K̃, L̃)ψ̃)

= (fω)∗ψ̃∗τ(C(K̃, L̃))

= ψ̂∗H∗τ(C(K̃, L̃))

= ψ̂τ(C(K̂, L̂))

= τ(C(K̂, L̂)ψ̂).

Sobre o conjunto
⋃
x∈K

Wh(π1(K, x)) considere a seguinte relação de equi-

valência

a ∼ b ⇐⇒ a ∈ Wh(π1(K, x)), b ∈ Wh(π1(k, y)) e fx,y(a) = b.

Denote por Wh(π1K) o conjunto das classes de equivalência desta relação.

Considere a bijeção natural jx : Wh(π1(K, x)) → Wh(π1K). Estipulando

que jx é um isomorfismo de grupos, obtemos uma estrutura de grupo para

Wh(π1K). Esta estrutura de grupo não depende da escolha de x ∈ K. (Isto

é provado facilmente, usando apenas que j−1
y jx = fx,y.)
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Seja f : (K,x) → (K ′, x′) uma aplicação e deixe que f] denote os homo-

morfismos π1(K, x) → π1(K
′, x′) e Wh(π1(K, x)) → Wh(π1(K

′, x′)) induzi-

dos por f.

Agora, considere a aplicação composta

f∗ : Wh(π1K)
j−1
x−→ Wh(π1(K, x))

f]−→ Wh(π1(K
′, x′))

jx′−→ Wh(π1K
′).

Proposição 4.4. Nas condições acima descritas, tem-se que o homomor-

fismo f∗ independe da escolha do par (x, x′) com f(x) = x′. (Referência:

[5])

Proposição 4.5. Existe um funtor covariante da categoria de complexos CW

conexos e finitos e aplicações na categoria de grupos abelianos e homomor-

fismos de grupos definido por

K 7→ Wh(π1K)

{f : K → K ′} 7→ {f∗ : Wh(π1K) → Wh(π1K
′)}.

Além disso, se f ' g então f∗ = g∗.

Dado um par homotopicamente trivial de complexos CW conexos e finitos

(K,L) , escolha um x ∈ K, um recobrimento universal p : (K̃, L̃) → (K,L)

e um x̃ ∈ p−1(x). Seja i : L → K a aplicação inclusão. Observe que, como

K %e%e
%% L, i∗ é um isomorfismo.

Definição 4.1. Nas condições acima, definimos a torção do par (K,L) e a

denotamos por τ(K,L) o elemento de Wh(π1L) do final da seqüência

τ(C(K̃, L̃)) ∈ Wh(G)yψ̃(x,x̃)∗

τ(C(K̃, L̃)ψ̃) ∈ Wh(π1(K, x))yjx

τ ′ ∈ Wh(π1K)yi−1
∗

τ(K,L) ∈ Wh(π1L)
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Esta definição pode ser estendida para o caso não-conexo da seguinte

forma: seja (K,L) um par homotopicamente trivial de complexos CW co-

nexos; sejam L1, . . . , Lq as componentes de L (existem finitas componentes

para L pois L é um complexo CW finito); então K tem também q compo-

nentes K1, . . . , Kq (pois K %e%e
%% L) que podem ser ordenadas de maneira que

Kj
%e%e
%% Lj,∀j. Então definimos

τ(K,L) =
∑
j

τ(Kj, Lj) ∈ ⊕Wh(π1Lj).

Proposição 4.6. Existe um funtor covariante da categoria de complexos

CW finitos e aplicações na categoria de grupos abelianos e homomorfismos

de grupos definido por

K 7→ ⊕jWh(π1Kj) (K1, . . . , Kq são as componentes de K)

{f : K → K ′} 7→ {f∗ =
∑
j

(fj)∗ : ⊕jWh(π1Kj) → ⊕iWh(π1K
′
i)},

onde (fj)∗ : Wh(π1Kj) → Wh(π1K
′
ij
) é induzida de f com f(Kj) ⊂ K ′

ij
.

Além disso, se f ' g, então f∗ = g∗.

4.2 Propriedades fundamentais da torção de um par

Nesta seção apresentaremos resultados fundamentais cujas demonstrações

são técnicas e não acrescentam informações úteis ao desenvolvimento deste

trabalho, por isso serão omitidas. Contudo as provas destes resultados podem

ser encontradas em [5].

Proposição 4.7. Seja (K,L) um par homotopicamente trivial de complexos

CW finitos. Suponha que cada componente de K−L é simplesmente conexa.

Então τ(K,L) = 0.

Proposição 4.8. Sejam K,L e M complexos CW finitos tais que M < L <

K, K %e%e
%% L e L %e%e

%% M . Então

τ(K,M) = τ(L,M) + i−1
∗ τ(K,L),

onde i : M → L é a aplicação inclusão.
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Lema 4.9 (Lema da Excisão). Sejam K,L e M subcomplexos do complexo

CW finito K ∪ L, com M = K ∩ L e K %e%e
%% M . Então τ(K ∪ L,L) =

j∗τ(K,M), onde j : M → L é a aplicação inclusão.

Corolário 4.10. Sejam K,L e M subcomplexos do complexo CW finito K ∪
L, com M = K ∩ L, K %e%e

%% M e L %e%e
%% M . Então τ(K ∪ L,M) = τ(K,M) +

τ(L,M).

Proposição 4.11. Seja (K,L) um par de complexos CW conexos e finitos

na forma simplificada K = L ∪
⋃
j

enj ∪
⋃
i

en+1
i , com n ≥ 2 e aplicações

caracteŕısticas {ϕj} e {ψi} para as células enj e en+1
i , respectivamente. Denote

Kn = L∪
⋃
j

enj . Seja 〈∂〉 a matriz, com entradas em Z(π1(L, e
0)), do operador

bordo ∂ : πn+1(K,Kn; e
0) → πn(Kn, L; e0), apresentado na seção (2.5), com

relação às bases {[ϕj]} e {[ψi]}. Então τ(K,L) = (−1)nτ(〈∂〉).

4.3 A equivalência natural entre Wh(L) e ⊕Wh(π1Lj)

Nas seções anteriores definimos dois funtores da categoria dos complexos

CW finitos e aplicações na categoria dos grupos abelianos e homomorfismos

de grupos. O primeiro, definido na seção (2.3), é dado por

L 7→ Wh(L)

{f : L→ L′} 7→ {f∗ : Wh(L) → Wh(L′)}

e o segundo, definido na seção (4.1), é dado por

L 7→ ⊕jWh(π1Lj) (L1, . . . , Lq são as componentes de L)

{f : L→ L′} 7→ {f∗ =
∑
j

(fj)∗ : ⊕jWh(π1Lj) → ⊕iWh(π1L
′
i)}.

Mostremos que existe uma equivalência natural entre estes dois funtores.

Teorema 4.12. Para cada complexo CW finito L com componentes

L1, . . . , Lq, considere a aplicação

TL : Wh(L) → ⊕jWh(π1Lj)
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TL([K,L]) = τ(K,L).

Então T = {TL} é uma equivalência natural de funtores.

Demonstração. Sejam K e K ′ complexos finitos que têm L como sub-

complexo e que satisfazem K %e%e
%% L e K ′ %e%e

%% L. Suponha que K ′ ↘e K,

então K ′ %e%e
%% K e K ′ − K é simplesmente conexo. Segue, de (4.8), que

τ(K ′, L) = τ(K,L) + i−1
∗ τ(K ′, K), onde i : L → K é a inclusão. Mas,

por (4.7), τ(K ′, K) = 0, donde τ(K ′, L) = τ(K,L).

Por indução sobre o número de colapsos e expansões elementares obtemos

que τ(K ′, L) = τ(K,L) sempre que K ��� --- �� K
′ rel L.

Logo, para cada L, TL está bem definida.

A prova de que TL é um homomorfismo é imediata de (4.10).

Agora, suponha que TL([K,L]) = τ(K,L) = 0 e que L é conexo. Então,

por (2.18), existe um complexo M tal que M ��� --- �� K rel L e (M,L) é um par

na forma simplificada.

Temos que [M,L] = [K,L], logo τ(K,L) = τ(M,L).

Por (4.11), temos que τ(M,L) = (−1)nτ(〈∂〉), onde 〈∂〉 é a matriz do par

(M,L). Então, τ(〈∂〉) = 0.

Segue, de (2.20), que M ��� --- �� L rel L, donde K ��� --- �� L rel L, e, portanto,

[K,L] = 0.

A prova de que TL([K,L]) = 0 ⇒ [K,L] = 0 para o caso em que L não é

conexo e apenas uma generalização do que fizemos acima.

Logo, TL é um monomorfismo.

Os resultados (4.11) e (2.25), garantem que TL é uma aplicação sobreje-

tiva.

Assim, para cada L, TL é um isomorfismo.

Mostremos, por fim, que se f : L→ L′ é uma aplicação arbitrária, então
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o seguinte diagrama comuta

Wh(L)
f∗−−−→ Wh(L′)

TL

y yTL′

⊕Wh(π1Lj)
f∗−−−→ ⊕Wh(π1L

′
i)

Podemos assumir que f é uma aplicação celular. Assim, dado [K,L] ∈
Wh(L), temos TL′f∗[K,L] = TL′ [K ∪L Mf , L

′] = τ(K ∪L Mf , L
′) =

τ(Mf , L
′) + i−1

∗ τ(K ∪LMf ,Mf ), onde i : L′ →Mf é a aplicação inclusão.

Agora, τ(Mf , L
′) = 0, pois Mf ↘ L. Logo, TL′f∗[K,L] = i−1

∗ τ(K ∪L
Mf ,Mf ).

Seja p : Mf → L′ a projeção natural. Temos que i−1
∗ = p∗. Segue que

TL′f∗[K,L] = p∗τ(K ∪LMf ,Mf ).

O lema da excisão, nos fornece que τ(K ∪L Mf ,Mf ) = j∗τ(K,L), onde

j : L→Mf é a inclusão.

Logo, TL′f∗[K,L] = p∗j∗τ(K,L) = f∗τ(K,L) = f∗TL([K,L]).

A partir de agora não faremos distinção entre Wh(L) e ⊕jWh(π1Lj).

4.4 A torção de uma equivalência de homotopia

Sejam K e L complexos CW finitos e f : K → L uma equivalência de

homotopia celular. Então, o resultado (1.8) nos garante que Mf
%e%e
%% K. Além

disso, temos também que f∗ : Wh(K) → Wh(L) é um isomorfismo de grupos.

Definição 4.2. Tendo em vista as considerações acima, definimos a torção

de uma equivalência de homotopia celular f : K → L entre complexos CW

finitos como sendo o elemento

τ(f) = f∗τ(Mf , K) ∈ Wh(L).
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As demonstrações dos teoremas a seguir são imediatas, exceto para os

teoremas da soma e do produto, cujas demonstrações são encontradas em

[5].

Proposição 4.13. Sejam f, g : K → L equivalências de homotopia celulares

entre complexos CW finitos. Se f e g são aplicações homotópicas, então

τ(f) = τ(g).

Proposição 4.14. Sejam K e L complexos CW finitos. Uma equivalência

de homotopia celular f : K → L é uma equivalência de homotopia simples

se e somente se τ(f) = 0.

Proposição 4.15. Seja (K,L) um par homotopicamente trivial de complexos

CW finitos. Então τ(i) = i∗τ(K,L), onde i : L→ K é a aplicação inclusão.

Proposição 4.16. Sejam f : K → L e g : L → M equivalências de homo-

topia celulares entre complexos CW finitos. Então τ(gf) = τ(g) + g∗τ(f).

Corolário 4.17. Sejam f : K → L e g : L→ K equivalências de homotopia

celulares entre complexos CW finitos que são homotopicamente inversas entre

si. Então τ(g) = −g∗τ(f).

Teorema 4.18 (Teorema da soma). Sejam K = K1 ∪ K2, K0 = K1 ∩
K2, L = L1 ∪ L2 e L0 = L1 ∩ L2 complexos CW finitos com K0, K1, K2 <

K e L0, L1, L2 < L. Sejam f : K → L uma aplicação que se restringe a

equivalências de homotopia fα : Kα → Lα, α = 0, 1, 2 e jα : Lα → L e

iα : Kα → K inclusões. Então f é uma equivalência de homotopia e

(i) τ(f) = (j1)∗τ(f1) + (j2)∗τ(f2)− (j0)∗τ(f0)

(ii) No caso de f ser uma aplicação inclusão, τ(L,K) = (i1)∗τ(L1, K1) +

(i2)∗τ(L2, K2)− (i0)∗τ(L0, K0).

(Referência: [5])

Teorema 4.19 (Teorema do produto). As seguintes afirmações são

válidas
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(i) Sejam P,K e K0 complexos CW finitos tais que K %e%e
%% K0 e P é conexo,

então

τ(K × P,K0 × P ) = χ(P ) · i∗τ(K,K0),

onde i : K0 → K0 × P é dada por i(x) = (x, y), para algum y ∈ P

fixado, e χ(P ) denota a caracteŕıstica de Euler de P.

(ii) Sejam f : K → L e g : K ′ → L′ equivalências de homotopia entre

complexos CW conexos e finitos e sejam i : L→ L×L′ e j : L′ → L×L′

como no item anterior. Então

τ(f × g) = χ(L′) · i∗τ(f) + χ(L) · j∗τ(g).

(Referência: [5])

Uma forma de calcular a torção de uma equivalência de homotopia é dada

a seguir.

Sejam f : K → L uma equivalência de homotopia celular entre complexos

CW conexos e finitos, f̃ : K̃ → L̃ um levantamento de f a espaços de

recobrimento universal, f̃∗ : C(K̃) → C(L̃) a aplicação de cadeia induzida

de f̃ , GK = Cov(K̃), GL = Cov(L̃). Pelo que vimos nas seções (1.3) e

(1.4), C(K̃) e C(L̃) podem ser vistos como Wh(GK) e Wh(GL)-complexos

com operadores bordo d e d′, respectivamente. Fixe pontos x ∈ K, y ∈ L,

x̃ ∈ K̃, e ỹ ∈ L̃ de maneira que f(x) = y e f̃(x̃) = ỹ. Seja f∗ : GK → GL a

aplicação induzida de f∗ : π1(K, x) → π1(L, y) como na seção (1.4). Denote

também por f∗ as aplicações induzidas f∗ : ZGK → ZGL e f∗ : GL(ZGK) →
GL(ZGL).

Teorema 4.20. Nas condições acima, τ(f) ∈ Wh(GL) é a torção do

Wh(GL)-complexo C definido a seguir

(a) Cn = [C(K̃)f∗ ]n−1 ⊕ Cn(L̃)
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(b) ∂n : Cn → Cn−1 tem matriz

[C(K̃)f∗ ]n−1

Cn(L̃)

[C(K̃)f∗ ]n−2 Cn−1(L̃)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
−f∗〈dn−1〉 〈f̃∗〉

0 〈d′n〉

)
(Referência: [5])

4.5 Relação entre homotopia e homotopia simples

Seja L um complexo CW finito fixado.

Proposição 4.21. Dado τ0 ∈ Wh(L), existem um complexo CW finito K e

uma equivalência de homotopia f : K → L tais que τ(f) = τ0.

Demonstração. Seja K um complexo CW tal que K %e%e
%% L e τ(K,L) = −τ0.

(Um complexo como este existe pela definição de Wh(L) na seção (2.3).)

Seja f : K → L uma aplicação tal que f e a inclusão i : L→ K são inversas

homotópicas. Então τ(f) = −f∗τ(i) = −f∗i∗τ(K,L) = −τ(K,L) = τ0.

Seja K um complexo CW finito homotopicamente equivalente a L (neste

caso denotamos K ' L). Defina

SK = {τ(f) | f : K → L equivalência de homotopia} ⊂ Wh(L).

Teorema 4.22. Se K e K ′ são complexos CW finitos tais que K ' L ' K ′,

então as seguintes afirmativas são equivalentes:

(i) SK ∩ SK′ 6= ∅

(ii) K e K ′ têm o mesmo tipo de homotopia simples

(iii) SK = SK′ .

Então F = {SK | K ' L} forma uma partição de Wh(L).
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Demonstração. (i) ⇒ (ii) Suponha que SK ∩ SK′ 6= ∅. Então existem equi-

valências de homotopia f : K → L e g : K ′ → L tais que τ(f) = τ(g). Seja

g : L → K ′ tal que g e g são inversas homotópicos. Assim, gf : K → K ′

satisfaz τ(gf) = τ(g) + g∗τ(f) = −g∗τ(g) + g∗τ(f) = 0, o que mostra que K

e K ′ têm o mesmo tipo de homotopia simples.

(ii) ⇒ (iii) Suponha que s : K ′ → K é uma equivalência de homotopia

simples. Se τ0 ∈ SK , escolha f : K → L com τ(f) = τ0. Então fs : K ′ → L

satisfaz τ(fs) = τ(f) + f∗τ(s) = τ(f) = τ0, donde SK ⊂ SK′ . Por simetria

SK′ ⊂ SK .

(iii) ⇒ (i) Trivial, pois SK 6= ∅.

As seguintes notações serão usadas:

|S| = cardinalidade do conjunto S

νL = |F|, onde F é a famı́lia definida no resultado anterior.

E(L) é o conjunto das classes de equivalência das auto-

equivalências de homotopia de L, onde a relação considerada é

a homotopia entre aplicações.

Wh0(L) = {τ(f) | f∗ é a aplicação identidade em Wh(L)}.

Proposição 4.23. νL · |Wh0(L)| ≤ |Wh(L)| ≤ νL · |E(L)|.

Demonstração. Seja g : K → L uma equivalência de homotopia fixada, então

a correspondência f 7→ fg, onde f é uma auto-equivalência de homotopia de

L, induz uma bijeção de E(L) no conjunto E(K,L) das classes de equivalência

das equivalências de homotopia de K em L (onde a relação considerada é a

homotopia entre aplicações). Então, por (4.13), |SK | ≤ |E(K,L)| = |E(L)|.
Agora, |Wh(L)| = | ∪

i
SKi

| =
∑
i

|SKi
| ≤

∑
i

|E(L)| = |F||E(L)| = νL|E(L)|.

Por outro lado, seja g0 : K → L uma equivalência de homotopia. Para

qualquer f : L → L que induz a identidade em Wh(L), temos τ(fg0) =
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τ(f) + τ(g0) ∈ SK . Então τ(g0) + Wh0(L) ⊂ SK , donde |Wh0(L)| ≤ |SK |.
Assim, νL|Wh0(L)| ≤ |Wh(L)|.

Teorema 4.24. As seguintes afirmações são válidas:

(i) ( Todo complexo CW finito K com K ' L é equivalente por homotopia

simples a L ) ⇐⇒ ( Wh(L) = {τ(f) | f ∈ E(L)} ).

(ii) Se Wh(L) é infinito e E(L) é finito, então F é uma famı́lia infinita.

Demonstração. (i) Ambas as afirmações em (i) são equivalentes a afirmação

que SK = SL, para todo K.

(ii) Segue trivialmente de (4.22) e de (4.23).

Observação 2. Todo complexo CW finito e conexo L de dimensão 2 com

π1L ∼= Zp, p 6= 1, 2, 3, 4, 6, tem grupo de Whitehead infinito que satisfaz

as condições do primeiro item do teorema acima. Assim, estes complexos

satisfazem a conjectura II, embora não satisfaçam a conjectura I.

Por sua vez, todo espaço lenticular L = L(p; q1, q2, . . . , qn), com p 6=
1, 2, 3, 4, 6, satisfaz as hipóteses do item (ii), e então estes espaços não satis-

fazem a conjectura II.
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