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Resumo

Este trabalho apresenta a teoria de homotopia simples, desenvolvida por
J. H. C. Whitehead, com o objetivo de obter um método para classificar
espacgos com o mesmo tipo de homotopia. Com esta motivagao, Whitehead
introduz o conceito de equivaléncia de homotopia simples entre complexos
simpliciais, que posteriormente é generalizado para complexos CW, espacos
criados pelo préprio Whitehead. Um resultado imediato desta teoria é que
quando dois espacos tém o mesmo tipo de homotopia simples, eles téem o
mesmo tipo de homotopia. A reciproca desta afirmacao é entao conjecturada.
Mostraremos que trata-se de uma conjectura falsa, contudo a investigacao de
sua confirmagao produz um material que toma rumo préprio. Nosso enfoque

sao os aspectos algébricos envolvidos nesta investigacao.
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Abstract

This work presents the simple-homotopy theory, developed by J. H. C.
Whitehead, with the goal to get an method to classify spaces with the same
homotopy type. So, with this motivation, Whitehead introduced the concept
of simple-homotopy equivalence between simplicial complexes, that later was
generalized for CW complexes, spaces created by himself. An immediate
result of this theory is that, if two spaces have the same simple-homotopy
type, they have the same homotopy type. Then, the reciprocal statement is
conjectured. We will show that the conjecture is not true, but the research
about its truthfulness produces a material that takes its own way. Our

approach are the algebraic aspects involved in this research.
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Capitulo

1

Introducao

Neste capitulo faremos uma breve exposicao sobre os conceitos e resulta-

dos basicos que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

Comecaremos com os complexos CW, espagos sobre os quais é desenvol-

vida a teoria de homotopia simples.

1.1 Complexos CW

Definicao 1.1. Um complexo CW é um espago Hausdorff junto com uma
familia {e,} de células abertas de dimensoes variadas de forma que as se-

guintes condicoes sao satisfeitas:
(i) K =Ueaq e eqaNesg=0sempre que a # f3.
(0%

(ii) Para cada célula e,, existe uma aplicacdo continua ¢, : Q" — K,
onde Q™ é uma bola topolégica de dimensao n = dime,, ou seja, Q" é

homeomorfa a I"™ = [0, 1]™, tal que:

[¢] o
(a) o | Q" : Q" — e, é um homeomorfismo.

(b) @a(0Q") C K", onde K7 = |J{eg | dimes < j}.
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(iii) Cada €g esta contido numa unido finita de células e,,.
(iv) Um conjunto F' C K ¢ fechado em K se e somente se F'Ne, ¢é fechado
em €, para todo a.

Uma aplicagao ¢, como em (i) é chamada de aplica¢ao caracteristica

para a célula e,.
A aplicacao ¢, | 0Q™ é chamada de aplica¢ao colagem para e,.
Convencgao 1. Neste trabalho vamos lidar apenas com aplicacoes que sao

continuas. Deste modo, se f: X — Y é uma aplicacao continua, vamos es-

crever apenas que f é uma aplicagao, ficando subentendido sua continuidade.

Em geral, vamos utilizar como dominio para as aplicacoes caracteristicas

o espaco [".

Denotaremos o conjunto (91" — "1 x 0) por J"~!. Observe que este con-
junto é topologicamente uma bola de dimensao n — 1. Também denotaremos

o conjunto (I"~! x 0) simplesmente por I"~1.

Definicao 1.2. Um subcomplexo de um complexo CW K é um subconjunto
L junto com uma subfamilia {eg} de células de K tal que L = (Jeg e cada
€3 estd contido em L. Neste caso, escrevemos L < K e chamamos (K, L) de
par CW.

Facilmente podem ser verificados que, nas condi¢oes acima, L é um sub-
conjunto fechado de K, o subespago L e a familia {eg} constituem um com-
plexo CW e se e é uma célula de K que nao estd em {eg}, entdao e N L = )

(escrevemos e € K — L).

Definigao 1.3. Dizemos que dois complexos CW K e K’ sdo isomorfos
e escrevemos K = K’, se existe um homeomorfismo A : K — K’ tal que a

imagem de cada célula de K é uma célula de K'. Chamamos h de isomorfismo
cw.

Teorema 1.1 (Teorema de extensao por homotopia). Seja (K, L) um

par CW. Dadas uma aplicacao f: K — X, onde X € um espaco qualquer, e
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uma homotopia f; : L — X tal que fo = f | L, entao existe uma homotopia
F; tal que Fy = f e Fy | L = f;. (Referéncia: [11))

E conveniente neste momento recordar a seguinte definicao:

Definicao 1.4. Sejam X um espago e Y C X. Dizemos que D : X — Y é
uma retra¢ao por deformacao forte se existe uma aplicacao F': X x [ — X

tal que:
(a) F(x,0) =z,Vz € X,
(b) F(y,t) =y,VyeY,tel,
(¢) F(z,1) = D(z),Vz € X.
Neste caso, denotamos X Y.

Teorema 1.2. Se (K, L) é um par CW, entdo as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(i) K " L.

(i) A aplicagio inclusio i : L — K € uma equivaléncia de homotopia.
(i) m,(K,L)=0,Vn.
(Referéncia [5])

Devido a este teorema, quando um par CW (K, L) satisfaz K L, di-

zemos que este par é homotopicamente trivial.

Definicao 1.5. Sejam K e K’ dois complexos CW, dizemos que uma
aplicacao f : K — K’ é celular se f(K™) C (K')"™. Mais geralmente, se (K, L)
e (K', L) sao pares CW, dizemos que uma aplicagao f: (K, L) — (K', L) é
celular quando f(K"UL) C (K')"U L.

Definicao 1.6. Se f é homotdpica a uma aplicagao celular g, entao dizemos

que g é uma aprorimacao celular para f.
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Teorema 1.3 (Teorema da aproximacao celular). Qualquer aplicagao
entre pares CW, f : (K,L) — (K', L"), é homotdpica (rel L) a uma aplicag¢ao
celular. (Referéncia: [11)])

1.2 Cilindros de aplicacido

Definicao 1.7. Seja f : X — Y uma aplicacao. Entao o cilindro da aplicacdo
f é o espago My obtido tomando a unido disjunta de X x I e Y (escrevemos
(X x I)®Y) e identificando cada (x,1) com f(x), ou seja,

(X xI)ovY
M= GD=r@

A aplicacao identificagdo (X x )@Y — M/ serd sempre denotada por g.
Observe que ¢ | (X x [0,1)) e ¢ | Y sdo imersoes, por isso vamos identificar

(X x 0) com X e ¢(Y) com Y. Também vamos escrever ¢(z) = [z].

Proposicao 1.4. Seja f : X — Y wma aplicagio. Entao p : My — Y
definida por

plet] = w1 =[f)], zeX i<l
plyl = W), yeY
¢ uma retragao por deformagao forte. (Referéncia: [7])

Proposicao 1.5. Sejam f : X — Y uma aplicagio et : X — My a aplicagdao

inclusao, entao:

(i) O seguinte diagrama é comutativo:

| A

Y

(i) i € uma equivaléncia de homotopia se e somente se f é uma equivaléncia

de homotopia.
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Sejam A um subconjunto fechado de um espago X e f : A — Y uma
aplicacao, entao X L}J Y éoespaco [ X @Y |z = f(x),Vx € A].

Proposicao 1.6. Sejam K, Ky e L complexos CW com Ky, < K e seja
f : Ky — L uma aplicagao tal que, dada qualquer célula e de K — Ky,
f(eNKy) € L', onde n = dime. Entao K L}g L € um complezo CW cujas
células sio as de K — Ky e as de L. (Mais precisamente, as células de KLJ_CJL
sao da forma q(e), onde e é uma célula arbitrdria de K — Ky ou de L e

¢: KL —-K %cJ L € a aplicagdo identificagao.)

Usando este resultado e a estrutura celular natural de K x I, obtemos:

Proposicao 1.7. Se f: K — L é uma aplicagao celular entao o cilindro de
aplicacao My é um complexo CW cujas células sao as de L, as e x 0 e as

e x (0,1), onde e é uma célula qualquer de K.

Proposicao 1.8. Uma aplicacdao celular f : K — L € uma equivaléncia de

homotopia se e somente se My "\ K.

1.3 Complexo de cadeia celular

Definigao 1.8. Seja (K, L) um par CW. O complexo de cadeia celular deste
par, C(K, L), é definido da seguinte forma: C,(K,L) = H,(K"UL, K" *UL)
ed,:Cn(K,L) — C,_1(K, L) é o operador bordo da seqiiéncia exata do trio
(K"UL, K" 'UL, K" 2UL).

Para cada n, fixemos uma orientacao para cada I",n = 0,1,2,..., esco-
lThendo um gerador wy para Hy(I°) e estipulando que w,, é obtido a partir de

wn_1, da seguinte forma: a seqiiéncia

(excisdo) !

H,(I",0I") 2~ H,_1(0I") S H,,_, (81", J"1) H,_(I"", 01" ")

forma um isomorfismo de H,,(I",01") em H,,_(I"~',01""'); entao definimos

—w, como sendo a imagem inversa de w,_1.
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Seja ¢, : I" — K uma aplicacao caracteristica para a célula e, de K — L.

Considere a aplicagao induzida (@4 )s : H,(I",0I") — H,(K"UL, K" 'UL).
Denote (¢a) = (¢Ya)s(wn).
Lema 1.9. Escolha uma aplicacao caracteristica @, para cada n-célula e, de
K — L. Denote K; = K7 U L. Entao:

(1) Hj(K,, K,_1) =0 se j #n.

(i) Hy(Ky, K,—1) € livre com base {{pa.) | e € K — L}.

(iii)) Se ¢ € um n-ciclo singular de K mod L representando v €

H,(Kn,K,_1) e se |c| nao inclui a n-célula ey, entio n,, = 0 na

expressao v =y Mo (Pa)-

(Referéncias: [16] e [11)])

1.4 Espacos de recobrimento para complexos CW

Nesta secao vamos convencionar que os espacos base dos recobrimentos

sao Sempre conexos.

Teorema 1.10. Seja K um complexo CW. Entao para todo grupo G < m K
existe um recobrimento p : E — K tal que py(mE) = G. Em particular, K

tem espago de recobrimento universal. (Referéncia: [11)])

Definicao 1.9. Dizemos que um recobrimento p : £ — K é um recobrimento
na categoria CW se E e K sao complexos CW e se a imagem de cada célula

de F é uma célula de K.

Proposicao 1.11. Sejam K um complexo CWep : E — K um recobrimento
de K. Entao

{€a | €a € K, €, € um levantamento de e, para E}

€ uma estrutura celular para E com respeito da qual E torna-se um complexo

CW. Se ¢, : I" — K ¢é uma aplicagao caracteristica para a célula ey, €,
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¢ um levantamento de e, e P, : I" — E € um levantamento de @, tal que
Pa(T) € €4, para algum x € 1", entao ¢, € uma aplicagdo caracteristica para
€q- (Referéncia: [11)])

Devido a proposicao acima, convencionaremos que um recobrimento que
tem como espaco base um complexo CW sera sempre um recobrimento na

categoria CW.

Proposicao 1.12. Sejam K e K' complexos CW, p : E — K recobrimento
e [ K' — K uma aplicacio celular que tem um levantamento f : K' — E.

Entio f € celular e se f € um recobrimento (na categoria CW), f também é.

Corolario 1.13. Se K um complexo CW, entao o espaco de recobrimento

universal de K € inico a menos de isomorfismo celular.

Proposicao 1.14. Sejam (K, L) um par de complezos CW conezos e p :
K — K um recobrimento universal. Defina L = p~Y(L). Se a aplicagdo
iy mL — m K, induzida pela inclusao i : L — K, é um isomorfismo, entao
p | L: L — L ¢ um recobrimento universal de L. Se, além disso, K L,
entdo K “ L. (Referéncia: [5])

Proposicao 1.15. Seja f : K — L uma aplicacao celular entre complexos
CW conezos tal que fy : m K — m L € um isomorfismo. Se K e L sdo espagos
de recobrimento universal de K e L, respectivamente, e se f K — L éum
levantamento de f, entao M € um espago de recobrimento universal de M.
(Referéncia: [5)])

Agora, sejam (K, L) um par CW finito, p : K — K um recobrimento
universal e L = p~'(L). Considere o complexo de cadeia celular C(K, L).
Temos, pelo resultado 1) que cada C’n(K' , I~/) é um Z-modulo livre.

Defina G = Cov(K) ={h: K — K | h é homeomorfismo e ph = p}.

Por 1} cada g € G é um isomorfismo celular de K que induz um
homomorfismo g, : C,(K, L) — C,(K, L), para cada n, e satisfaz dg, = g.d
(onde d é o operador bordo de C(K, L)).
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Considere a acio de G em C,(K, L) dada por

g-c=g.c), geG,ceCyK,L).

Claramente d(g - ¢) = g - d(c). Assim, C,,(K, L) torna-se um ZG-médulo

se definirmos
(Z nig;) - ¢ = an‘(gi c) = an‘(gz’)*(c)~

Teorema 1.16. Sejam (K, L) um par CW, p : K — K um recobrimento
universal, L = p~'(L) e G = Cou(K). Para cada n-célula eq de K — L fize
um aplicagao caracteristica ¢, : I" — K e um levantamento @, : [" — K
especifico de 0o. Entio {(@s) | ea € K — LY € uma base para C,(K, L) como
um ZG-mddulo. (Referéncia: [5])

Assim, temos que C(K, L) é um ZG-complexo livre.

Sejam = € K e & € p~!(x) pontos fixados. Entao existe um isomorfismo
entre G e m(K,z) que é definido da seguinte forma: para cada caminho
a: (1,{0,1}) — (K,x), seja & o tnico levantamento de o com &(0) = Z;
seja gla] K — K o tnico elemento de G que satisfaz 910)(Z) = &(1); entao
definimos 0(z, 7)([a]) = gq)-

Temos que, se y € K esew : (1,0,1) — (K, #,y) é um caminho qualquer,
entdo g (y) = o * pw(l).

Suponha que p: K — K e p' : L — L sio recobrimentos universais com
p(#) =z e p'(§) = y. Sejam G = Cov(K) e Gy = Cov(L). Entao qualquer
aplicacao f : (K,z) — (L,y) induz uma tnica aplicacao f; : Gx — G, tal
que o diagrama a seguir comuta

fy

GK O GL
a(m)T Tﬂ(y,@)
J:
7Tl([(a l’) —ﬁ> Wl(Lay)

Proposicio 1.17. Se g € G e se f : (K,&) — (L,§) ¢ um levantamento
para f, entdo fy(g) o f = fog. (Referéncia: [3])
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2

Homotopia Simples

2.1 Deformacées formais

Apresentamos nesta secao os conceitos fundamentais da teoria de homo-

topia simples.

Definigao 2.1. Seja (K, L) um par CW finito, isto é, a familia de células
abertas de K ¢ finita. Entao dizemos que K colapsa para L por um colapso

elementar quando:
i) K=LUe" tUe" onde e” e e" ! sao células de K que nao estdao em
(i) , q
L,
ii) existe uma aplicacao ¢ : I"™ — K tal que:
Gao @
(a) ¢ é uma aplicacdo caracteristica para a célula e”,

(b) ¢ | ™! é uma aplicagao caracteristica para a célula "1,

(¢) p(J*1) € L1,

Neste caso, denotamos K \¢ L . Podemos dizer também que L expande

para K por uma expansao elementar e entao denotamos L ¢ K.
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Geometricamente, uma expansao elementar de L corresponde a colagem
de parte do bordo de uma n-bola em L de maneira que a parte do bordo
desta bola que nao foi colada seja homeomorfa a uma (n — 1)-bola aberta e
a parte do bordo que foi colada a L esteja contida em uma uniao de células
de L de dimensao no maximo n — 1. Além disso, o fécho da (n — 1)-bola
aberta que nao foi colada deve estar contido em uma uniao de células de L

de dimensao no maximo n — 2.

De fato, se escrevermos ¢y = ¢ | J*~! na definicao acima teremos que

(K,L)= (LU I"L).
%0

Note que pg(0J" 1) C L2,

Por outro lado, dados um complexo CW finito L e uma aplicagao g :
(JrtoJ% 1) — (L1 L"2%), podemos construir um novo complexo CW
K = L U I™ de maneira que K \{ L.

¥o

Proposicao 2.1. Se K \¢ L entao

(i) Eziste uma retra¢ao por deformagao forte celular D : K — L.

(ii) Quaisquer duas retragoes por deformacdo forte de K em L sao ho-

motopicas relativamente a L.

Demonstracao. Suponha que K = LUe" tUe™. Seja ¢ uma aplicacao carac-
teristica que satisfaz as condi¢oes da definicao de colapso elementar. Como
vimos (K, L) = (L U I", L), onde ¢y = ¢ | J*"'. Agora, L U I" pode ser
considerado como o%cilindro da aplicacao g. Assim, por , temos que

LU I™ L, o que prova (i).
®o

Sejam Dy, Dy : K — L duas retracgoes por deformagao forte e i : L — K
a aplicacao inclusao. Entao temos que 1Dy ~ 1 ~ 1Dy rel L, donde D, =
DiiDy ~ DyiDy = Dy rel L.

Observe que na prova de (ii) utilizamos apenas o fato de L < K.
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Definigao 2.2. (a) Dizemos que K colapsa para L ou L expande para K
e denotamos K \, L ou L /" K, respectivamente, quando existe uma

seqiiéncia finita (possivelmente vazia) de colapsos elementares:

K=K\ K\ .. \K,=L.

(b) Uma seqiiéncia finita K = Ky — Ky — -+ — K, = L de forma que
cada seta indica ou um colapso elementar ou uma expansao elementar
é chamada de deformacao formal. Se existe uma deformagcao formal de
K em L, denotamos K/\ L. Observe que, neste caso, também temos que
LA K.

(c) Quando existe uma deformagao formal entre dois complexos dizemos que

estes complexos tém o mesmo tipo de homotopia simples.

(d) Se K e L tém um subcomplexo K, em comum e K/ L de maneira
que durante a deformacao formal nenhuma célula de Ky é removida,

escrevemos K/ L rel K.

Seja K = Ky — Ky — .-+ — K, = L uma deformacao formal. Defina
fi + K; — K;+1 como sendo a aplicacao inclusao se a seta K; — K;,1 na de-
formagao formal acima indica uma expansao elementar ou uma retragao por
deformacao forte celular qualquer se a seta indica um colapso elementar (note
que o resultado garante a existéncia de uma retragao por deformagao

forte neste caso).

Definicao 2.3. Nas condigoes acima chamamos a funcao f = f,—1... fifo

de uma deformacao.

Observe que, pela proposigao (2.1]), quaisquer duas deformacoes relacio-
nadas a uma mesma deformacao formal sao homotodpicas. Além disso, uma
deformagao é sempre uma equivaléncia de homotopia celular, uma vez que é

a composta de funcgoes com estas caracteristicas.

Definicao 2.4. Seja K, um subcomplexo de K e seja f = fo_1... fifo :
K — L uma deformagao tal que f; | Ko = 1,Vi. Entao dizemos que f é uma

deformacao rel a K.
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Note que nestas condigoes K/ L rel Kj.

Definicao 2.5. Definimos uma equivaléncia de homotopia simples f : K —
L como sendo uma aplicacao homotopica a uma deformacao. Dizemos que
f é uma equivaléncia de homotopia simples rel a K, se ela é homotopica rel

Ky a uma deformagao rel Kj.

As seguintes conjecturas sao naturais:

Conjectura (I) Se f : K — L é uma equivaléncia de homotopia,

entao f é uma equivaléncia de homotopia simples.

Conjectura (II) Se existe uma equivaléncia de homotopia entre
K e L, entao existe uma equivaléncia de homotopia simples entre

estes dois complexos.

Mostraremos neste trabalho que em geral ambas as conjecturas acima
sao falsas, mas que em muitos casos particulares ambas as conjecturas sao

verdadeiras ou (I) é falsa enquanto que (II) é verdadeira.

2.2 Cilindros de aplicacdo e deformacées

Nesta se¢ao vamos obter uma reformulacao mais conveniente para a con-
jectura (I) enunciada na segao anterior. Para obter esta reformulagao usa-
remos alguns resultados que relacionam cilindros de aplicagao e deformacoes
formais. Estes resultados em geral sao provados usando apenas como requi-
sitos as defini¢oes dos objetos em questao, por isso suas demonstragoes serao

omitidas. O leitor mais exigente pode encontré-las em [5].

Proposicao 2.2. Sejam f: K — L uma aplicagao celular e Ky um subcom-

plezo de K, entao temos que My ™\, My k,.
Corolario 2.3. Seja f : K — L uma aplicagao celular, entao My ™\, L.

Corolario 2.4. Sejam Ky um subcomplezo de K e i =0 ou 1, entdo (K X
I\ (Ko x I)U (K x1).
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Corolario 2.5. Sejam Kqy um subcomplero de K e vK o cone de K, entao
vK \ UKo.

Lema 2.6. (i) Seja (K, Ky, Ks) um trio que é CW isomorfo ao trio
(J, J1, Jo) tal que K/)\ Ky rel Ky. Entao J/\ Jy rel Js.

(ii) Sejam Ky, K, e L complexos CW tais que L € subcomplezo de K e
Ky e seja h : K1 — Ky um isomorfismo CW tal que h | L = 1, entdo
Kl/\l KQ rel L.

Devido a este resultado, quando for conveniente, substituiremos um deter-
minado complexo CW por um outro CW isomorfo a este sem fazer qualquer

comentario.

Proposicao 2.7 (Principio da relatividade). Sejam J, K, L, e Ly com-
plexos CW tais que Ly € subcomplexo de J e de K. Seja f : L1y — Lo uma
aplicacao celular. Se K/\J rel L, entao K LfJ Lo/N L %cJ Loy rel Lo.

Corolario 2.8. Sejam K U Ly e J U Ly dois complezos CW que tém como
subcomplexos K, Ly e J, Lo, respectivamente. Suponha que KNLy = JN Ly =
Ly e que K/\J rel Ly, entao K U Ly/\ J U Ly rel Lo.

Proposicao 2.9. Seja f : K — L uma aplicacao celular. Suponha que
K\, Ky, entao My \, KU My g,.

Proposicao 2.10. Sejam f,g : K — L aplicacoes celulares homotopicas,
entao My/N My rel KU L.

Proposicao 2.11. Seja K; LN K, fa, K, uma seqiéncia de

aplicagoes celulares. Se f = fq_1... faf1 entao My \, My U Mg, U---U
My, rel (K1UK,), onde esta uniao € disjunta de forma que cada K;_; C My,

¢ identificado trivialmente com K;—y C My, .

Teorema 2.12. Dada uma aplicacao f : K — L, as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

(i) f € uma equivaléncia de homotopia simples.
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(11) Existe uma aprozimagao celular g para f tal que My/N K rel K.

(11i) Qualquer aprozimagcao celular g para f € tal que My/N\ K rel K.

Teorema 2.13 (Teorema de extensao para a homotopia simples).
Sejam X, Ky e K compleros CW tais que X < Ko < K e f: Ky — Lo uma
equivaléncia de homotopia simples celular tal que f | X = 1. Entdo existe
uma equivaléncia de homotopia simples F' : K — L tal que F'| Ky = f, onde
L= KL}JLO. Além disso, K/\ L rel X.

Como mencionamos, estes resultados nos permitem obter uma nova for-

mulagao para a conjectura (I) dada por

Conjectura (I’) Se (X,Y) é um par CW e X Y entao
XAY rel Y.

Mostremos a equivaléncia entre as duas conjecturas:

I = (@)

Como X Y, existe uma retracao por deformacao forte D : X — Y.
Mas, toda retracao por deformacao forte é uma equivaléncia de homotopia,
logo, por (I), D é uma equivaléncia de homotopia simples. Assim, X/\ Y.

Agora, como D | Y = 1y, temos que a deformacao X/\Y érel a V.

() = (D)

Seja f : K — L uma equivaléncia de homotopia. Tome g : K — L
uma aproximacao celular para f. Entao g também é uma equivaléncia de
homotopia. Segue de 1) que M, “x K. Logo, por (I’), M,N K rel K, e
entao o resultado (2.12)) nos garante que f é uma equivaléncia de homotopia

simples.

2.3 O grupo de Whitehead de um complexo CW

Seja L um complexo CW finito. Considere a classe de todos os pares CW
(K, L) tais que K ™ L.
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Nesta classe considere a relacao:

(K,L) ~ (K',L) < KAK' rel L.

Facilmente verifica-se que esta relacao é uma relacao de equivaléncia.

Denotaremos a classe de equivaléncia de um par (K, L) por [K,L] e o

conjunto destas classes de equivaléncias por Wh(L).

Neste conjunto podemos definir uma operacao dada por:
K, L]+ [K', L] =K Uy K', L],
onde K Uy K’ é a uniao disjunta de K e K’ identificados pela aplicagao
identidade em L.
Verifiquemos a boa-definicao desta operacao:

Primeiramente observe que, como K “~ L e K' "™ L, K Uy, K’ L.

Agora, verifiquemos que se K, L| = [J, L] e [K', L] = [J', L], entéo [J Uy,
J', L] = [K Uy K", L].

Pelo principio da relatividade, temos que K Uy, K/ J Uy K’ rel L e que
JUp K')\ JUp J' rel L, donde KUy, K’ JUyp J'rel L, o que prova a afirmacao

anterior.

Teorema 2.14. Wh(L) com a operacao definida acima é um grupo abeliano.

Demonstracao. Sejam K, K' e K" complexos CW que tém L como subcom-

plexo e retrato de deformacao forte.

Claramente, (K Ug K') Uy K” é CW isomorfo a K Uy, (K" U, K") por
um isomorfismo CW que restrito a L é a identidade. Assim, por (2.6)(ii),
(KU, K" UL K"\ KUp (K'Up K")rel L, e portanto a propriedade associativa
é valida.

De maneira analoga, verificamos a propriedade comutativa.

A prova de que [L, L] é o elemento neutro ¢ trivial.
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Seja D : K — L uma retragao por deformacao forte celular. Defina o
complexo CW 2Mp como sendo o espago K x [—1,1] com as identificagoes
(x,—1) = (D(z),—1) e (x,1) = D(x), para todo x € K. Observe que 2Mp
consiste da uniao disjunta de Mp & Mp identificando estes espacgos pela
identidade em K. Temos que Mp “x L por 1' e que Mp K por {}
seque que 2Mp L.

Verifiquemos que [2Mp, L] + [K, L] = [L, L].

Sejam
K x [0,-1]
Mp, = : 2M
?7 @) =D@,-1 "
ei: L — K a aplicagao inclusao.
Entao,
2Mp, L]+ [K,L] = [2Mp U, K, L]
= [(MpUL K)UMp, L]
= [M;pU Mp, L].

Agora, veja que D é homotdpica a aplicacdo 1x (escrevemos iD ~ 1),

donde, por (2.10), M;p/\ My, rel (K x 0)U K. (Observe que My, = K x I.)

Assim,

[M;p U M}, L]

(K x I) UM}, L]
(L x I) UMb, L]

e 1] 1

[
[
[[]L]
[

L
L, L=

0 que completa a prova.

Definicao 2.6. Chamamos Wh(L) de grupo de Whitehead de L.

Sejam Lq e Ly complexos CW finitos e f : Ly — Lo uma aplicacao celular.

Esta fungao induz um homomorfismo de grupos f, : Wh(L,) — Wh(Ls) dado
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por:
f*([Kv Ll]) = [K Ur, Mf7L2]'

Observe que, como K Ly e My “\ Ly, K Up, My "\ Ly. Além disso, o
principio da relatividade nos garante a boa-definicao de f,.

Esta funcao é equivalentemente definida por:

fo([K, L) = [KSCJLQaLﬂ-

De fato, pelo coroldrio (2.3), My \, Lo, e entao os resultados (2.1f) e (|1.4)),
nos garantem que p : My — Lo ¢ uma equivaléncia de homotopia simples

celular.

Agora, observe que p | Ly = 1, logo o teorema (2.13)) nos fornece que

(Mf ULl K)/\{ (Mf UL1 K)LPJLQ = KL}QLQ rel LQ.

Com esta definicao, é trivial mostrar que f, é um homomorfismo de gru-

pos.
Mostra-se também sem dificuldades que g, f. = (gf)x.

Assim, temos que existe um funtor covariante da categoria dos comple-
xos CW finitos e aplicagoes celulares na categoria dos grupos abelianos e

homomorfismos de grupos. Este funtor faz as seguintes associagoes:
L— Wh(L)
(f: Ly — Lo) — (fe : Wh(Ly) — Wh(Ly)).

Proposicao 2.15. Sejam f,g : L1 — Lo duas aplicagoes celulares entre

complexos finitos tais que f ~ g. Entao f, = gx.

Demonstracao. E imediata da primeira defini¢ao para f, e g, e da proposicao
(2.10]).
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Definicao 2.7. Definimos a tor¢do de uma equivaléncia de homotopia celular

entre complexos finitos f : L1 — Ly e indicamos por 7(f), o elemento 7(f) =
fe([My, Ly]) de Wh(Ls).

Observe que como f é uma equivaléncia de homotopia M; “x L;. Além
disso, My é um complexo CW, pois f é uma aplicacao celular, logo a definigao

acima faz sentido.

2.4 Simplificacdo de pares CW homotopicamente triviais

Nesta segao, a partir de um par CW (K, L) tal que K “x L, vamos obter
um outro par CW (J, L), que também satisfaz J “x L, de forma que ambos
os pares representem a mesma classe de equivaléncia em Wh(L), mas de

maneira que J seja um complexo mais simples.

Daqui em diante L sempre representard um complexo CW finito.

Lema 2.16. Sejam Ky = LUey e K1 = LUe; dois compleros CW. Suponha
que e;(i = 0,1) sdo n-células que tém aplicagdes caracteristicas p; : 1™ —
K; tais que o | OI™ e @1 | OI™ sao aplicagoes homotdpicas em L, entdo

Ko/ Ky rel L. (Refréncia: [])

Teorema 2.17. Seja (K, L) um par de complezos CW conexos. Suponha

que T € um inteiro satisfazendo as sequintes condigoes:

(i) m.(K,L) =0,
k’r k:’V‘Jrl kn
(ii)) K=LUJetu U efTtu---uer
i=1 =1 =1

Entao existe um complexo CW M da forma

kri1 kr+kryo kri3

En
M=rulJgto U seoddaro-ulUm

=1

tal que K/\ M rel L. (Aqui el e f! denotam j-células.)
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Demonstracdo. Provaremos este teorema para o caso especifico em que k, =
1. A prova para o caso em que k, é um natural qualquer é apenas uma

generalizacao do que faremos.

Entao seja e” a tinica r-célula em K — L. Fixe uma aplicacao caracteristica
¢ : I" — K para esta célula. Temos que p(0I") ¢ K™™' = L™'. Como

(K, L) = 0, temos que existe uma homotopia F': I" x [ — K tal que

FOZQD
F|oI" = |0l Vel
F(I") C L.

Podemos assumir que F' também satisfaz as condigoes
FI™ c K"
F([T+1> C K?"Jrl

Isto porque, caso contrario, podemos obter, aplicando os teoremas da
aproximacao celular e o de extensao por homotopia, uma outra homotopia

que satisfaca todas as condicoes acima.

Seja P = K %J I""2. Denote por 1 : I" — P a aplicacao identificacao.
Entao ¢ | I" x 0= F.

Escreva E™2 = (I"?) e E™ = o(J ).

Logo, podemos escrever P = K U E™"' U E™2. Desta forma, fica claro
que P \¢ K.

Seja Py =LUe¢e" UE™ Como ¢(0J™ ) = FOI'™) Cc K" C LUe", P
¢ um subcomplexo de P bem definido.

Temos que ¢ | J*™' : J'*1 — Py é uma aplicagao caracteristica para
E™1 tal que ¢ | I" é uma aplicagao caracteristica para e” e ¢(9J" ™ — ") =
FOI™ — 1) C L", logo Py \¢ L. Seja g : Py — L uma deformagao celular

correspondente a este colapso.

Entao podemos aplicar o teorema de extensao para a homotopia simples
de forma a obter que K ¢ PN PU L rel L.
g
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Por fim, observe que M = P U L tem a forma do enunciado.
g
m
Teorema 2.18. Seja (K, L) um par de complexos CW conexos homotopica-

mente trivial. Sejam n = dim(K — L), r >n—1,r € Z e ¢° uma 0-célula
qualquer de L. Entao K/\ M rel L, onde

a a
M=rLulJeul et
j=1 i=1

e as células €’ e el ™t tém aplicacdes caracteristicas (L |

It — M, respectivamente, de forma que 1;(0I") = € = ¢;(J").

T

— M e p; :

Demonstracao. Como K " L, o teorema 1} nos garante que m;(K, L) =
0, Vi. Assim, podemos aplicar o resultado (2.17)) para obter um complexo K
tal que Ko\ K rel L e Ky — L nao tem 0-células e tem m 2-células, onde m

¢ a soma do numero de 0-células com o numero de 2-células de K — L.

O complexo Ky também satisfaz as condigoes de , portanto podemos
aplicar novamente este resultado de forma a obter um outro complexo K; tal
que K1/\ Ky rel L e que, entao, Ki/\ K rel L e de maneira que o nimero
de 3-células de K; — L é a soma do numero de 1-células com o numero de
3-células de Ky — L e o nimero de 1-células é zero, assim como o nimero de

0-células.

Podemos repetir este procedimento um ntimero finito de vezes de forma
a obter um complexo K tal que KNK rel Le K — L tem apenas células de

dimensao r e r +1 (com r > n — 1).

Entao podemos escrever
a b
K=LulJeul et
j=1 i=1

Tome uma aplicagao caracteristica ¢; : I" — K para cada célula 7.

Como K ™ L, existe uma retracao R : K — L, entao temos que Rzﬂj :
I" — Le Ry; | 0" = 4); | OI" (pois 1;(dI") C L). Segue que v, | dI" é
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homotépica em L a uma aplicacao constante e, como L é conexo por caminhos
(pois todo complexo CW conexo é conexo por caminhos), é homotdpica em

L A aplicacao constante 91" — €°.

Observe que como j foi tomado de forma arbitraria as informagoes que

obtemos acima sao validas para todo j =1,... a.

Assim, podemos aplicar o lema ([2.16|), para obter que

LL,ILaJé;/\LULaJe;T rel L,
j=1

j=1

onde as células eg sao coladas trivialmente em €.

Entao o teorema de extensao para a homotopia simples nos fornece que

a b

a b
LulJeulJaaLul e ulfrr rel L.
j=1 i=1

j=1 i=1

a
Para cada i, seja ; : ["' — LU | e’ uma aplicagao caracteristica para
=1
fI . Temos que cada ; | I é homotdpica a uma aplicacio ¢; : I —
a

LU U €} que satisfaz @;(J") = €° (pois J" é contrétil a um ponto em 91" *).
j=1

Logo, aplicando o lema ([2.16|) novamente, obtemos que

a b a b
LUUe}TUUf[H/\LUUe;UUefH rel L,
j=1 i=1 j=1 i=1
onde cada e/ tem aplicacdo colagem ;.

a b
Defina M = LU {J ef U J e/ "'
j=1 i=1
Verifiquemos que a = b.
Observe que, por (1.9), o nimero de r-células (resp., (r + 1)-células) de
M — L é igual ao rank de H.(M" U L, L) (resp., H..1(M,M" U L)). Mas,
como M L, H..1(M,L) = H.(K, L) = 0. Segue que a seqiiéncia exata do
trio (M, M" U L, L) contém

+ 50— Ho(M,M"UL) -5 H.(M" UL L) —0— ...
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donde d é um isomorfismo e entdao H,(M"UL, L) e H,1(M, M"UL) possuem

0 mesmo rank.

Assim, M é o complexo procurado.

]

Definicao 2.8. Se M é um complexo CW tal que M L e o par (M, L)
satisfaz a conclusao do teorema acima com r > 2, entao dizemos que o par

(M, L) esté na forma simplificada.

2.5 Matrizes e deformacées formais

Nesta segao associaremos a cada par (K, L) na forma simplificada, uma
matriz com entradas no anel Z(7w(L, e%)), onde €® ¢ uma 0-célula de L. Em
seguida, vamos obter alguns resultados que serao tteis no decorrer deste
trabalho.

Dado um par de complexos CW conexos (P, Fy), fixemos um ponto = €
B,.

Consideremos a agao de m = m(Fp;x) sobre m,(P, Py;x) dada por
[a] - [p] = [¢°], onde o e ¢ sdo representantes dos elementos [a] e [¢]
de m e m,(P, Py;x), respectivamente, e a fungao p* : (I™, "1 J1) —

(P, Py, x) é obtida de forma a ser homotépica a ¢ por uma homotopia que

"arrasta” o(J"!) ao longo do lago a™'.

Trata-se realmente de uma acao bem-definida como pode ser checado em

[13], por exemplo.

As seguintes propriedades sao validas:

(i) [%] - [¢] = [¢], onde [#] indica o elemento identidade em 7.

(i) o] - (lea] + [pa]) = [a] - [a] + [a] - [ip2]-
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(iv) Esta acdo comuta com todos os homomorfismos da seqiiéncia exata de

homotopia do par (P, P).

Segue diretamente do que vimos acima que 7, (P, Py; z) é um Zm-mdédulo

se considerarmos a multiplicagao:

O - njlagDlel =D ni(lag] - o)),
onde n; € Z, o] € m,Vj e [p] € m, (P, Po; ).

Com esta multiplicacao, a seqiiéncia exata de homotopia de (P, Py, x)

torna-se uma seqiiéncia exata de Zmr-modulos.

Lema 2.19. Seja (P, Py) um par CW com P = PyU | el e By conexo.
i=1
Suponha que @; : (I, I"™1, J"1) — (P, Py, €°) sdo aplicagoes caracteristicas

para as células e e que oun > 3, oun =2 e p;(0I") = €° para todo i. Entdo

7, (P, Py; €°) € um Zmi-mddulo livre com base 1], [¢a], - - -, [¢a)- (Referéncia:

[5])

Considere agora o par na forma simplificada (K, L) com
_ r r+1
K—LUUerUei :
j=1 i=1

r+1 e 67:

Sejam {p; }; e {1);}; as aplicagoes caracteristicas para as células e; %

respectivamente, que satisfazem as condigoes do teorema ([2.18]).

Denotaremos K, = L U jL:Jl ey

Ent&o, pelo lema precedente, temos que {[y;]}:i e {[¢;]}; sdo bases para
os Zm-médulos 7,41 (K, K,;€°) e 7, (K, L; e°), respectivamente.

Seja 0 : w41 (K, K,;e) — 7,.(K, L; e°) o operador bordo da seqiiéncia
exata de homotopia do trio (K, K., L).

Observe que, pelos comentarios feitos nesta secao, este operador é um

homomorfismo de Zm;-mddulos.
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Definigao 2.9. Definimos a matriz do par simplificado (K, L) em relagao as

aplicagoes caracteristicas {¢;}; e {;}; como sendo a a x a Zm-matriz (a;;),

onde O[p;] = > a1,

Esta matriz é nao-singular, ou seja, tem inversa dos dois lados.

Com efeito, como K ™ L, temos que 7,41 (K, L) = 7.(K, L) = 0, logo,

pela exatidao da seqiiéncia de homotopia, 0 é um isomorfismo.

Teorema 2.20. Seja (K, L) um par na forma simplificada. Suponha que
ezistem aplicagoes caracteristicas {@;}; e {1;}; de maneira que a matriz

deste par em relacao a estas aplicacoes seja a matriz identidade. Entao

KN\ LrelL. (Referéncia: [5])

Teorema 2.21. Seja (K, L) um par na forma simplificada com matriz (a;;)
em relacao a algum conjunto de aplicacoes caracteristicas. Suponha que a
matriz (a;;) pode ser transformada numa outra matriz (b;;) através das se-

gquintes transformacoes:

1. Multiplicar a esquerda uma linha da matriz por mais ou menos um
elemento do grupo m visto como subconjunto do anel Zm. (R; — +aR;,

com o € my C Zmy.)

I1. Adicionar a uma linha o muiltiplo de wma outra linha da matriz por

um elemento de Zmi, sendo que este elemento ¢ multiplicado a esquerda.
(R — Ry + pR;, comp € Zmy e k #1.)

III. Ezxpandir a matriz da sequinte forma:

3 a0
(aw) - (0 [q> )

onde 1, indica a Zm-matriz identidade de ordem q.

Entao ezistem um par na forma simplificada (M, L) tal que K/\ M rel L e
um conjunto de aplicagoes caracteristicas de maneira que (M, L) tem matriz

(bij) com relagao a estas aplicagoes. (Referéncia: [5])

Teorema 2.22. Seja (K,L) um par na forma simplificada que tem ma-

triz A com relacao a algum conjunto de aplicacoes caracteristicas. Suponha
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que a matriz A pode ser transformada em uma matriz identidade através de
operagoes do tipo (I)-(V), onde (I), (II) e (III) sio as operagioes descritas

no teorema anterior e

1V. Multiplicar a direita uma coluna da matriz por mais ou menos um

elemento de m. (C; — £Cja, com o € my C Zmy.)

V. Adicionar a uma coluna da matriz o multiplo de uma outra coluna
por um elemento de Zmy, sendo que este elemento é multiplicado a direita.

(Cy — Cr+ Cip, com p € Z(m) e k #1i.)
Entao K/\ LrelL. (Referéncia: [5])

Teorema 2.23. Se (K, L) é um par CW tal que K e L sio 1-conezxos e
K L, entao K\ L rel L.

Demonstracao. Por , existe um complexo J tal que (J; L) estd na forma
simplificada e K/\ J rel L. Seja A a matriz de (J, L) com respeito a algum
conjunto de aplicagdes caracteristicas. Como m L = {1}, Zm; = Z. Entao
A é uma matriz nao-singular de coeficientes inteiros. Mas entao A pode ser
transformada na matriz identidade por operagoes dos tipos I, II, IV e V.
Segue que JA L rel L.

]

Seja G um grupo. Chamamos de unidade de ZG um elemento que tem

inverso multiplicativo de ambos os lados.

Facilmente, vemos que o conjunto G ={g | g€ G} U{—g | g € G} C
ZG é um grupo com a operacao de multiplicacao igual a do anel ZG; assim, os
elementos deste conjunto sao unidades de ZG; estes elementos sao chamados
de unidades triviais e o restante das unidades sao chamadas de unidades

nao-triviais.

Teorema 2.24. Seja G um grupo abeliano tal que ZG possui unidades nao-
triviais. Entao existe uma ZG-matriz nao-singular A que nao pode ser trans-

formada na matriz identidade através de operagoes (1)-(V).
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Zs é um exemplo de grupo abeliano tal que Z(Zs) possui unidades nao-
triviais. De fato, se considerarmos Zs = {1,t¢,t? 3t} entdo o elemento
1—t+t* € Z(Zs) é6 uma das unidades nao-triviais, pois (1—t+2)(t+t*—t*) =
1.

Teorema 2.25. Sejam G um grupo finitamente apresentado e A uma ZG-

matriz nao-singular. Entao

(i) Erziste um complexo CW conezo L tal que mi(L,e°) = G.

(ii) Para qualquer complexo L com m1(L, ") = G, existe um outro complezo
CW K, tal que (K, L) estd na forma simplificada e tem matriz A com

respeito a algum conjunto de aplicagoes caracteristicas.

(Referéncia: [5])



Capitulo

3

Algebra

3.1 Convengdes

Nesta secao faremos algumas convencgoes e enunciaremos alguns resulta-

dos que serao utilizados durante todo este capitulo.

Convencgao 2. R denotard um anel com unidade que satisfaz a seguinte

propriedade:

(*) Se M é um R-médulo livre finitamente gerado, entao quaisquer duas de

suas bases tém o mesmo numero de elementos.

Convencgao 3. Assumiremos que todo médulo é médulo a esquerda e fini-

tamente gerado.

Note que, com estas duas convengoes, temos que um R-modulo livre é um
R-modulo com bases finitas, onde quaisquer duas destas bases tém a mesma

cardinalidade.

Proposicao 3.1. A condi¢do (*) € satisfeita pelo anel R se existe um anel

de divisao D e um homomorfismo de anéis nao-nulo f: R — D.

27
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Proposicao 3.2. ZG satisfaz (*) para todo grupo G.

Demonstrag¢dao. Seja G um grupo qualquer.
A aplicagao A : ZG — Q, dada por A(>_n;g;) = >_n; é um homomor-
fismo de anéis nao-nulo e Q é um anel de divisao. Portanto, o resultado

anterior nos garante que ZG satisfaz (*).

m

Convencao 4. Sejam M; e My médulos com bases © = {z1,...,2,} ey =

{v1,...,y4}, respectivamente, e seja f : M; — M, um homomorfismo de

moédulos.  Denotaremos por (f),, a matriz (a;;), onde f(z;) = > a;;y;.
J

Quando nao houver duvidas sobre as bases em questao, denotaremos (f).,

simplesmente por (f).

E trivial provar que, com esta convencao, (faf1) = (f1){fo).

Convengao 5. Sejam = = {x1,...,2,} e y = {y1,...,y,} duas base para

o R-médulo M, entao denotaremos por (z/y) a matriz (a;;) dada por z; =

Z aijyj.
J

Note que as matrizes desta forma sdo nao-singulares, pois (x/y)~! =

(y/z). Além disso, facilmente mostra-se que, se z é uma outra base para M,
entao (z/z) = (x/y){(y/z).

Proposigao 3.3. Sejam M; R-mddulo com bases x e x', My R-mddulo com

bases y ey e f: My — My um homomorfismo de mddulos. Entao vale
yey

(Pary = &2} (Haaly/y).

3.2 Os grupos K¢g(R)

Definicao 3.1. Chamamos de n-ésimo grupo geral linear de R e denotamos
por GL(n, R), o grupo das matrizes n X n com entradas em R que possuem

inversa dos dois lados (matrizes nao-singulares).
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Existe uma aplicagao injetiva natural de GL(n, R) em GL(n + 1, R) que

A
associa a cada matriz A, a matriz (0 (1)) . Usando este fato podemos definir:

Definicao 3.2. Chamamos de grupo geral linear infinito de R o limite direto

lim GL(n, R). Denotaremos este grupo por GL(R).

Claramente, o grupo GL(R) ¢é constituido de todas as matrizes infinitas

nao-singulares que sao a partir de certo ponto a identidade.

Por conveniéncia identificaremos cada A € GL(n, R) com sua imagem em
GL(R).

Denote por E;'; a matriz n X n que tem uma unica entrada nao-nula igual

a 1 na posicao (i, 7).

Definicao 3.3. Definimos uma matriz elementar como sendo uma matriz
da forma (I, + aE};), com i # j e a € R.

Note que toda matriz elementar é nao-singular (a saber (I, +aE};) L=
(In — aE},)).

Denotaremos por F(R) o subgrupo de GL(R) gerado pelas matrizes ele-
mentares. Assim, os elementos de E(R) sao produtos finitos de matrizes

elementares.

Considere a relagao de equivaléncia em GL(R) dada por:

ANB <~ El El,EQGE(R)’A:ElBEQ

Equivalentemente, A ~ B se e somente se B pode ser transformada em A
através de uma seqiiéncia finita das operacoes II, IIT e V definidas na ultima

secao do capitulo anterior.

Proposicao 3.4. Sejam A uma matriz n X n nao-singular, P; submatriz
pxn de A, Py submatriz ¢ x n de A, ambas disjuntas entre si, e X uma

matriz p X q qualquer. Entao valem:
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P, P+ XP
]R A: NB: ','
P, P
P P,
IIRp: A= | ~B= . |, para p=q.

Py —P

No caso de Py ser uma submatriz n X p, Py ser uma submatriz n X q, ambas

disjuntas entre si, e X ser uma matriz ¢ X p qualquer, entao valem:

[[C: A:( Pl P2 )NB:< —P2 Pl >7 para p =gq.

Demonstracao. Ir segue trivialmente de um ntimero finito de operacoes ele-

mentares.

11 é provado a partir de Ir da seguinte maneira:
Py P+ Py P+ P Py

P2 PQ _Pl _Pl

Similarmente, sao provados Ic e [1q.
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Proposicao 3.5. Para quaisquer A, B € GL(R), vale AB ~ BA.

Demonstracao. Para um natural n suficientemente grande, podemos supor

que ambas as matrizes A e B sdo matrizes n X n.

A proposicao anterior nos garante que
AB ~ AB 0 N AB A N 0 A N 0o A ’
0 I, 0 I, -B I, —-B 0

Por simetria, temos
0 B
s~ (°, ).

0 A A0 0 B
ABN(-B 0>N(o B)N(—A O)NBA'

Logo,

Proposicao 3.6. E(R) € o subgrupo comutador de GL(R).

Demonstra¢ao. Primeiramente, observe que se £ € E(R) e se X € GL(R),

entao a proposicao anterior nos fornece:

XEX'=(XE)X '~ X YXE)=E.

Logo, XEX ! € E(R).

Seja ABA™'B~! um comutador. Pela tltima proposicio temos que exis-
tem matrizes Ey, By € E(R), tais que AB = Ej(BA)FE,. Segue deste fato e

da observacao inicial, com X = BA, que

AB(AT'B™") = [E\(BA)E,|(BA) ™ = (E\XFE,) X' = B/(XE,XY) € E(R).

Assim, o subgrupo comutador esta contido em E(R).

Mostremos agora que a inclusao contraria também ¢é valida e que portanto
E(R) é o subgrupo comutador de GL(R).
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Temos que E(R) é gerado pelas matrizes da forma (I, +aE};), com i # j

ea € R.

Agora, afirmamos que a matriz (I, + aE};) é um elemento comutador.

De fato,

(In + aE};) = (In + aED ) (L + B ) (In — aEy) (I, + EY ).

Logo, E(R) esté contido no subgrupo comutador do grupo GL(R), o que

finaliza a demonstracao da proposicao.

[]

O resultado enunciado a seguir é um resultado bésico da dlgebra elemen-

tar, por isso vamos omitir sua demonstracao.

Proposicao 3.7. Se H é um subgrupo de GL(R) contendo E(R) entio H ¢
normal e GL(R)/H € um grupo abeliano.

Assim, o grupo GL(R)/E(R) ¢é abeliano e a relagdo de equivaléncia de-
finida anteriormente coincide com a relagao entre duas matrizes da mesma

classe de GL(R)/E(R).

Agora, seja G um subgrupo do grupo das unidades de R. Denote por Eg
o subgrupo de GL(R) gerado por E(R) e pelas matrizes da forma:

10 0 oo, 0
01 0 .oovvvnn... 0
0 .ooo.. g 0 ... 0f,
0 vernnn. 1 0 0
0 oo 1

onde g € G.
Denotaremos o grupo abeliano GL(R)/E¢g por Kg(R).

Seja 7 : GL(R) — K(R) a aplicacdo quociente.
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Definicao 3.4. Dada uma matriz A € GL(R), chamamos de tor¢io da
matriz A o elemento 7(A) € Kg(R).

Observe que neste caso duas matrizes de GL(R) terdo mesma torgao se e
somente se uma pode ser transformada na outra por meio de uma seqiiéncia
finita de operacoes dos tipos II, IIl e V e através de multiplicacao de li-

nhas/colunas por um elemento de G a esquerda/a direita.

Por conveniéncia vamos considerar que o grupo abeliano K¢g(R) é aditivo,
ou seja, denotaremos 7(AB) = 7(A) + 7(B).

Facilmente verifica-se que a relagao:
A~B < 1(A)=7(B) € Kg(R)

define uma relacao de equivaléncia em GL(R).

Analisemos o grupo K (R) para as escolhas mais comuns de G:

e Se G = {1}, entao Kg(R) = GL(R)/E(R), ja que Eg = E(R).

e Se G = {—1, 1}, entao vamos ter que duas matrizes A, B € GL(R) terao
mesma tor¢ao em Kg(R) se e somente se A pode ser transformada em
B através de uma seqiiéncia finita de operacoes dos tipos II, III, V e

operacgoes que multiplicam uma linha ou coluna por —1. Assim, dada
A€ GL(R), T(A) =1(-A).

Uma propriedade interessante no caso onde —1 € G é que, por Il e [,
podemos trocar linhas e colunas de uma matriz qualquer sem modificar sua

torcao.

Agora, seja G um grupo qualquer. Considere o anel com unidade ZG.

Como vimos na se¢ao anterior, trata-se de um anel que satisfaz (*).

Definigao 3.5. Considere o grupo Kr(ZG) = GL(ZG)/Er, onde T é o
conjunto das unidades triviais de ZG apresentado na secao (2.5)). Este grupo

serd denotado por Wh(G) e serd chamado de grupo de Whitehead do grupo
G.
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Observe que, se A, B € GL(ZG), entao 7(A) = 7(B) se e somente se A
pode ser transformada em B por uma seqiiéncia finita de operagoes dos tipos
I-V.

Sejam R e R’ anéis satisfazendo (*) e sejam G e G’ subgrupos dos grupos
das unidades de R e R/, respectivamente. Seja f : R — R’ um homomorfismo
de anéis tal que f(G) C G'. Entao obtemos um homomorfismo de grupos
fi : Ka(R) — Kg(R') dado por f.(7(a;)) = 7(f(ai;))-

Obtemos entao um funtor covariante da categoria dos pares (R, ), descri-
tos acima, e dos homomorfismos de anéis f : R — R’ satisfazendo f(G) C G
na categoria dos grupos abelianos e homomorfismo de grupos. Este funtor
associa a cada par (R, G) o grupo abeliano K (R) e a cada homomorfismo

de anéis f como acima um homomorfismo de grupos f,.

Obtemos também um outro funtor da categoria dos grupos e homomor-
fismos de grupos na categoria dos grupos abelianos e homomorfismos de
grupos que associa a cada grupo G' o grupo abeliano Wh(G) e a cada ho-
momorfismo f : G — G’ um homomorfismo f. : Wh(G) — Wh(G') que é
induzido por f da seguinte maneira: a partir de f : G — G’ induzimos um
homomorfismo de anéis f : ZG — ZG', também denotado por f, dado por
fO-onig) = > nif(g:). Note que f(T) C T', onde T e T" sdo os grupos das
uniziades trivilais de ZG e ZG', respectivamente. Logo, podemos obter um
homomorfismo de anéis f, : Wh(G) — Wh(G’") como na definigdo do funtor

anterior.

Proposigao 3.8. Seg € G ese f: G — G é o homomorfismo de grupos
dado por f(x) = gxg™, ¥V x € G, entio o homomorfismo induzido f. :

Wh(G) — Wh(G) € a aplicagao identidade.

Demonstragao. Seja T : GL(ZG) — Wh(G) a aplicacao quociente.



CAPITULO 3. ALGEBRA 35

Denote o elemento 7((a;;)) € Wh(G) por

aiy; aig .... Qaip
o1 Q@22 .... AQ9n
Ap1 Apo . ... Qpp

Temos que f, associa a este elemento de Wh(G) o elemento

flan) fla2) ... flaw,) gaig~t gang™' ... gai,g~!
flag) flax) ... f(am) B gaog~t  gasg™! gazng
flan) flan2) ... flanm) 9ang~" Gan2g™' ... gnag”!
[ g o 0 ... 0 a1 Qi .... Qip gil 0 0o ... 0
0 qg 0 0 a1 Q23 .... Qa2p 0 g_l 0o ... 0
i 0O .......... g Apl Gp2 ... Gpn 0 ... gt
[ ai;; a1 .... QAip
_ agy @22 .... dQAgn
i Ap1 Ap2 ... QApp
pois
g 0 O 0 g 0 0 0 1 0 0 0
0 g O 0 01 0 0 01 0 0
0 ... g 0 ... 1 0 ..o g

e cada fator acima tem tor¢ao nula, qualquer que seja g € G.

Proposicao 3.9. Sejam A, B e X matrizesn X n, m X m en X m sobre R,

respectivamente.

(i) Se A tem inversa a direita ou B tem inversa a esquerda, entdo a matriz

(0 )

€ nao-singular <= A e B sao nado-singulares.
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(ii) Se A e B sdo nao-singulares, entao
A X
T <O B) =T1(A) + 7(B),

onde G € um subgrupo qualquer das unidades de R e 7 : GL(R) —

Kg(R) € a aplicagao quociente.
Demonstragao. (i) Se A tem inverso a direita, entao temos
A 0\ (A X\ /[I, -A'X
0 B/ \0 B 0 L,
Se, por sua vez, B tem inverso a esquerda, entao
A 0\ (I, —XB\ (A X
0 B) \0 L, 0 B

_ A1 v -l
Observe que ambas as matrizes (I(;l /—1[ X) e (I(;l )§B ) Sa0

nao-singulares pois resultam de operagoes elementares realizadas na

matriz identidade I, ,,.

g A X\, . . 1 ; A 0, .
egue que () ¢ nao-singular se e somente se | ;5] ¢ nao-

singular, mas isto ocorre se e somente se A e B sao nao-singulares.

(ii) Se A e B sao nao-singulares, entdo pelo item anterior temos que
A 0\ A X\ (I, —A'X
"\o B)="\\o B)\0o I,
(A XN, (Lo —ATXY (A X
~"\o B/)""\o 1, JT"\o B

(0 8) = ()= (G 2) G 5))
o 2[5 3

Assim,
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Mas, veja que,

(52 (. 2 )

A XN _ (A oY, (L0
"\o B)/)T™"\o 1,)]7"\0 B

:T(gl 1(,)”) +T<§ IO) — 7(A) + 7(B)

Entao,

O

No caso de R ser um anel comutativo a teoria usual de determinantes
¢é aplicavel e pode ser util para lidar com torcoes, ja que as operagoes ele-
mentares que transformam uma matriz numa outra matriz de mesma torgao

podem no méximo alterar o determinante multiplicando-o por um elemento

de G.

Teorema 3.10. Sejam R um anel comutativo, G um subgrupo do grupo U
das unidades de R e 7¢ : GL(R) — Kg(R) a aplicagao quociente. Considere
o subgrupo SL(R) de GL(R) constituido das matrizes com determinante 1.
Seja SK1(R) = 17¢(SL(R)). Afirmamos que SK;(R) independe da escolha do
subgrupo G de U.

Demonstragao. Considere a aplicagdo 7 : K1(R) — Kg(R) que associa a
cada elemento 71(A) € K{(R) o elemento 7¢(A). E trivial verificar que esta
aplicacao é um homomorfismo de grupos bem definido.

Agora, considere a restrigdo 7 | T (SL(R)) : m(SL(R)) — 1¢(SL(R)).

Mostremos que este epimorfismo é na realidade um isomorfismo
Para isso, basta mostrar que se A € Eg com det(A) =1, entdo A € E(R).

Assim, tome A € Eg com det(A) = 1. Entao podemos supor que A =

E\E,...E,, tal que cada E; ou é uma matriz elementar (I, + a;E; ), j #
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ke a; € R ou é da forma

g0 0 i 0
01 0 ............ 0
0 ...... 10 ...... O comgeGeg#1
0 ......... 1 0 0
O 1

- que chamaremos de matriz do tipo II.

Podemos fazer esta suposicao pois, pelas propriedades [z e 1o, temos

que
(/g 0 0 ...ooovii... NT] /10 0 ..oovvnnn., T
01 0 .ovvvennn.. 0 I N
0 ...... 10 ...... oll=1lo0 ...... g 0 ...
0 \ooennn. 1 0 0 0 oeennn. 1 0

N0 1/ | 0 e

€ GL(R)/E(R) = K;(R), onde os colchetes indicam a tor¢ao.

Podemos ainda supor que se F; é do tipo II, entao E;,; é do tipo I, pois
caso contrario £ = F;F;,1 ou é a matriz identidade ou é do tipo II e entao
poderiamos ignorar E no primeiro caso ou substituir F;F;,; na fatoragao de

A por E no segundo caso.

Seja m o numero de fatores E; que sao do tipo II que aparecem numa

fatoragao de A que satisfaca ambas as suposi¢oes acima.

Veja que m > 1, pois se m = 1, entao det(A) = g, para algum g € G, g #

1, o que contradiz nossa hipdtese.

Se m = 2, entao sejam F; e IJj, com ¢ < j, os inicos dois fatores da forma
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II. Entao, obrigatoriamente temos que, se

g 0 0 .. 0
01 0 0
Ei - . . )
0O ......... 1
entao

gt 0 0 0

0O 1 O 0
E] == . 5

0 ......... 1

pois 1 = det(A) = det(E;) det(E;) = gdet(E;) = det(E;) = g~', mostrando

que a afirmacao anterior é verdadeira.

Entao, temos
A=F,...EE,...E,E;...E,

= E1 . (EIE])(E1E2+1E])(EZ Ce Ej)(EiEj—lEj) Ce En,
pois F;E; é a matriz identidade.
Agora, veja que, como cada Ej, k # i,j ¢ uma matriz elementar, E;E,E;
também é uma matriz elementar. E entao, claramente A € E(R).

Para m > 2 procedemos da seguinte forma: sejam 1 < iy < iy < -+ <

im < n indices tais que cada E;; tem a forma

1 0 .. 0
0 ... 1

com g; € G e g; # 1. Para facilitar vamos escrever ¢ = ;.

Entao
A == El e EiflEiEiJrlEiJrQ oo E/L'QEi2+1 . En

=B ... B (BB E Y EE o E ) E; ... E;YEE) Eiyyy ... By
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Mas, observe que, para k € Z, com i < k < iy, Fj = Ei_lEkEi ¢ uma
matriz elementar e F' = E; E;, tem a forma II.

Assim, A=F,...E; 1F; 1 Fiyo.. . F,, 1\FE;, ... E, éuma fatoracao de
A (satisfazendo as suposigoes iniciais) que tem m — 1 elementos da forma II.
Repetindo este processo mais algumas vezes, encontraremos uma fatoragao

de A que tem apenas duas matrizes da forma II e neste caso ja mostramos
que A € E(R).

]

Teorema 3.11. Nas condicoes do teorema acima, tem-se que a Seqiéncia:

[det]

0— SK(R) —— K& (R) U/G—0,

s

com [det](7(A)) = (det(A))G e s(uG) = 7((u)), onde (u) indica a matriz
1 x 1 que tem como entrada o elemento u € U, € uma sequéncia exata curta

que cinde. No caso de R ser um corpo, a aplicagdo [det] é um isomorfismo.

Demonstragio. Tome A € GL(R) com det(A) = g € G. Seja B = (g7 ') A.
Entao 7¢(A) = 7¢(B) € Kg(R) e det(B) = 1. Logo, 7¢(B) € SK;(R), donde
Ker[det] € SK;(R). A inclusao de SK;(R) em Ker[det] segue trivialmente.

Assim, a exatidao em Kg(R) esta provada.
A exatiddo em SK;(R) ¢ evidente.

Agora, observe que [det]s = 1y,q, o que prova a exatidao em U/G e

também que a seqiiéncia dada cinde.

No caso de R ser um corpo, temos que SK;(R) = 0, pois tomando G’ =
U = R —0 temos que K¢ (R) = 0 e entdo o teorema anterior nos garante
a validade da afirmagao. Segue deste fato e da exatidao da seqiiéncia dada

que [det] é um isomorfismo.

O

Terminamos esta se¢ao com uma ressalva: ¢é possivel que uma matriz n xn

nao possa ser transformada em uma outra matriz n X n através de operagoes
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elementares mas que, no entanto, quando consideradas como matrizes de
GL(R) ambas tenham a mesma tor¢do. O exemplo a seguir ilustra esta

situacao.

Exemplo 1. Seja G um grupo nao-comutativo gerado por dois elementos,
z ey, com y* = 1. Considere os elementos a =1 —y e b = z(1 + y) de ZG.
Veja que ab =z + xy — yxr —yxy # 0 e ba = 0. A matriz 1 x 1, (1 — ab) nao
é uma matriz elementar e 1 — ab nao é uma unidade trivial, mas como esta

matriz representa o mesmo elemento em Wh(G) que a matriz

(D-6NEDED G

sua tor¢ao ¢ nula.

3.3 (R, G)-complexos

De agora em diante G sempre denotard um subgrupo do grupo das uni-

dades do anel R contendo o elemento —1.

Definigao 3.6. Chamamos de (R, G)-mddulo um R-médulo livre M junto

com uma familia de bases B que satisfaz a seguinte condicao:

Se b e b’ sao bases para M e se b € B, entao
VeB << 7((b/l)) =0 € Kg(R).

A familia B é chamada de familia distinguida de bases para M e cada

base b € B é chamada de base distinguida de M.

Definigao 3.7. Sejam M; e M, (R, G)-mé6dulos, f : My — My um isomor-
fismo de moédulos e A a matriz de f com relacao a um par qualquer de bases
distinguidas para M; e Ms. Entao definimos a torcdo de f e indicamos por
7(f) o elemento 7(A) € Kg(R).

No caso de 7(f) = 0 € Kg(R), dizemos que f é um isomorfismo simples

de (R, G)-mddulos e indicamos esta situacao por f : M; =g Ms.
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Observe que se = e x’ sdo bases distinguidas para M, y e y' sao bases
distinguidas para Ms, A é a matriz de f com relacao as bases x e y e B é a

matriz de f com relacao as bases =’ e v/, entao

T(4) = 7(fay)

= 7({@/2) () Y [y))
({
(

\]

= 7((x/2") + T((fary) + 7Y [y)
f>x’,y/) -

o que garante a coeréncia da defini¢gao acima.

= 7

=7(B),

Definicao 3.8. Seja C' um complexo de cadeia
C:O—>C’nﬂ>Cn_1—>~~-—>Co—>O,

tal que cada C; é um (R, G)-mddulo e cada operador d; é um homomorfismo

de médulos. Neste caso dizemos que C' é um (R, G)-complezxo.

Uma base distinguida para C' significa uma base ¢ = | J¢;, onde cada ¢; é
i
uma base distinguida para C.

Definigao 3.9. Seja G um grupo e C' um (ZG, T')-complexo, onde T" denota
o grupo das unidades triviais de ZG. Um complexo como este é chamado de
Wh(G)-complexo.

Definicao 3.10. Dizemos que uma aplicagdo de cadeia entre (R,G)-
complexos f : C — C" é um isomorfismo simples se f; : C; =g CI, V i.

Neste caso, escrevemos f : C' g C'.

Proposicao 3.12. Seja f : C — C" uma aplicagio entre (R, G)-complexos.
Entao f: C =g C" se e somente se existem bases distinguidas com respeito
das quais, para cada i, a matriz de f; € a matriz identidade e as matrizes de
d; : C; — Ciy ed; : C — CI_, sdo iguais, onde d e d' sao os operadores

bordo dos complexos C' e C', respectivamente.

Demonstragao. (=) Seja i um indice arbitrdario. Tome bases distinguidas
b = {x1,...,x,} e b, = {y1,...,y,} para C; e CJ, respectivamente. Denote
A = <fi>bi,b;'
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Como f; é um isomorfismo de mdédulos, {fi(x1),..., fi(z,)} forma uma

base para o R-mddulo C!. Denote esta base por ¢,.

Observe que ¢, também é uma base distinguida para C7, pois (c;/b,) = A
e entdo 7((c/b)) = 7(A) = 0, por hipdtese.

Com esta base distinguida, temos que (fi)s, o« = I

Como ¢ foi tomado arbitrariamente, temos que a existéncia de bases dis-

tinguidas para C; e C! de maneira que a matriz de f; com relacao a estas

bases ¢ a matriz identidade é valida para todo .

Agora, como f é uma aplicacao de cadeia, temos que, para cada ¢,
fiz1d; = d.f;. Assim, as matrizes dos homomorfismos de médulos f;_1d; e
d. f; coincidem. Em particular, se tomarmos como bases para os mddulos C;

e C! bases distinguidas como acima, temos
(fimrdi) = (dfi) = (fim1){di) = (&) (fi) = (di) = {d;)-

(<) Trivial.

3.4 Complexos de cadeia aciclicos

Definicao 3.11. Dizemos que um R-médulo M é estavelmente livre se existe

um R-médulo livre F' tal que M & F' é livre.

Proposicao 3.13. Seja M um R-mddulo estavelmente livre e seja j : A —
M um epimorfismo de R-modulos. Entao existe um homomorfismo de R-
modulos s : M — A tal que js = 1y;. Este homomorfismo € chamado de

secao.

Demonstracao. Seja F' o R-médulo livre tal que M @ F' € livre.

Como j : A — M é um epimorfismo, a aplicagao j&1lp: AGF — MO F
é também um epimorfismo. Claramente, existe uma aplicacao S : M & F —

A @ F, tal que (j @ 1p)S = lyer. Basta tomar uma base v = {z1,...,2,}



CAPITULO 3. ALGEBRA 44

para M @& F e definir S(z;) como sendo um elemento y; de A @ F' tal que
(J®1p)(y;) = ;. Entdo s = m5;, onde iy : M — M & F é o homomorfismo
de médulos dado por iy(m) =m+0, me M,em : A& F — A é a projegao
na primeira coordenada, é tal que js = 1,;. Com efeito, js = jmSi; =
p1(j ® 1g)Siy, onde p; : M & F — M é também a projegdo na primeira

coordenada, donde js = pii; = 1.

]

Definicao 3.12. Chamamos de complexo de cadeia sobre R, um complexo
de cadeia C' com operador bordo d, tal que cada C; é um R-moddulo e cada
d; ¢ um homomorfismo de moédulos. No caso em que todo C; é livre, entao

C é chamado de complezo de cadeia livre sobre R.

Definicao 3.13. Dizemos que um complexo de cadeia C' com operador bordo

d é aciclico quando, para cada i, Im(d;) = Ker(d;_1).

Proposicao 3.14. Seja C' um complexo de cadeia aciclico livre sobre R com

operador bordo d. Denote B; = dC;q, ¥V i. Entao valem:

(i) B; € estavelmente livre para todo 1.

(ii) Para cada i, existe um homomorfismo de R-mddulos, §; : C; — Ciyq,
tal que 0;_1d; + d;110; = 1¢,. O homomorfismo de grau um 6 : C' — C

¢ chamado de contragdo de cadeia.

(iii) Se § : C'— C € uma contragao de cadeia qualquer entao, para cada i,
do | Bi—l =1le Oz = Bz D 5Bi—1~

Demonstragao. (i) Para demonstrar este item vamos proceder por indugao

sobre o indice ¢ de B;.

De imediato temos que By = d;C7; = Cy que por ser médulo livre, é

estavelmente livre.

Suponha que B;_; é estavelmente livre.
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Considere o homomorfismo sobrejetivo d; : C; — B;_1. A proposicao
anterior nos garante a existéncia de um homomorfismo de R-mdédulos
s: B;_1 — C; tal que d;s = 1.

Considere agora a seqiiéncia

d;

Bi_1—0.

Claramente esta sequiéncia é exata e cinde.
Segue que C; = B; @ s(B;_1).

Agora, veja que s é uma aplicacao injetiva. De fato, sejam x e
y elementos de B;_; e suponha que s(x) = s(y), entdo temos que
di(s(x)) = di(s(y)), donde x = y. Logo, s : B;_1 — s(B;j_1) é um
isomorfismo de R-mddulos e como B;_; é estavelmente livre, s(B;_1) é

também estavelmente livre.
Seja F' um R-modulo livre tal que s(B;_1) @ F é livre. Entao temos que

C;®F =B;®(s(Bi—1) @ F), donde B; é estavelmente livre.

Como provamos no item anterior B;_; é estavelmente livre para todo i.
Segue disto e do fato de d; : C; — B;_; ser um homomorfismo sobreje-

tivo que existe uma secao 9; : B;_1 — C;, Vi.

Como na demonstracao do item anterior, a seqiiéncia

0—DB; B, 1—0

d;
Ci——
s

é exata e cinde, donde C; = B; @ §;(B;_1).
Defina ¢ : C; — C;;1 da seguinte maneira:
o

Civ1= Biy1® 0;11(By)
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Entao,
Ci = B; @6(Bi—1)

\51'\“ 0
\]

Civ1= Biy1® 0i41(By)
o
Ci = B; ®6&(Bi-1)
donde podemos concluir que dd : C; = B; ® 0B;_1 — C; = B; ® 6B;_1

¢ a aplicagao 1 & 0.

Por outro lado,
Ci = B; @ 6(Bi1)

o
Cio1= Bi_1® 6;-1(B;_2)
\ io
C; = B; @B

e entao concluimos que 6d = 0 & 1.

Segue que dé +dd = (1®0)+ (0 1) = 1¢,.

(iii) Se d é uma contragao de cadeia de C' entao dd+0d = 1. Logo, (dd+0d) |
Bi—l = 1Bi—17 mas (d5 + 5d) | Bi—l =dd | Bi—l + od | Bi—l =do ’ Bz’—la
pois dd | B;_; é o homomorfismo nulo, j4 que d*> =0 e B;_; = d;(C;).
Considere agora a seqiiéncia

d;
By —0,
0|B;i—1

O%Bi

&

Claramente é uma seqiiéncia exata que cinde, donde C; = B; & 0B;_;.

O

Observacao 1. O homomorfismo ¢ construido na demonstragao do item (ii)
satisfaz 62 = 0, porém nem toda contracao de cadeia possui esta propriedade.
No entanto, dada uma contragao de cadeia qualquer ¢, obtemos a partir dela

uma outra contracao de cadeia ¢’ = ddd que satisfaz esta propriedade.
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Proposigao 3.15. Seja
0 LcLa -0

uma seqiiéncia exata de complexos de cadeia sobre R, com C" livre e aciclico.
Entao existe uma secao s : C" — C' que € uma aplicacdo de cadeia e € tal

que (1@ s) : C" ® C" — C € um isomorfismo de cadeia.

Demonstracao. Como o complexo de cadeia C” é aciclico e livre sobre R,

existe uma contragao de cadeia §” : C”" — C”.

Para cada k, temos que o R-mddulo C}/ é livre e que, pela exatidao da
seqiiéncia de complexos de cadeia do enunciado, j; : Cy — C} é um ho-
momorfismo sobrejetivo. Segue, pelo resultado (3.13)), que existe uma segao

o : Cf — Ch.

Observe que nao temos garantia nenhuma que ¢ é uma aplicacao de ca-
deia.

Defina s = dodé” 4+ 06”"d" : C} — Cj. Veja que ds — sd” = dod"d" —
dod"d’ = 0, donde ds = sd. Veja também que js = jdod” + jod'd" =
jdod" +0"d" = d"jod" + 0"d" = d"§" + §"d" = 1. Assim, s é uma secao para
J que também é uma aplicagao de cadeia.

Agora, temos que Cy, = i(C},) @ s(CY), segue que o homomorfismo (i@ s) :
C,. & C} — C} é sobrejetivo. Além disso, temos que ¢ e s sao aplicagoes
injetivas, ¢ pela exatidao da seqiiéncia de complexos de cadeia apresentada
no enunciado e s por ser uma se¢ao. Logo, (i @ s) é também injetiva.

Por fim, veja que d(i ® s) — (i ® s)(d & d") = (di ® ds) — (id & sd") =
(di © ds) — (di ® ds) =0, donde (i @ s) é uma aplicagao de cadeia.

Assim, (i@ s): C"® C” — C é um isomorfismo de cadeia.

]

Lema 3.16. Seja C um (R, G)-complexo de cadeia aciclico com contragoes

de cadeia & e 0. Fizado i, considere a sequinte aplicacdo:

1®6d:C;=B;®0B;_; — C; = B; ® 6B;_1.
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Trata-se de um isomorfismo simples. Além disso, se B; e B;_1 sao R-mddulos

livres com bases b; e b;_1, respectivamente, e se ¢; € uma base para C;, entao
7‘<bZ U 5bi_1/6i> = ’7'<b2 U Sbi_1/6i>.

Demonstragdo. Inicialmente, observe que 0d(0B;_1) = dB;_1, pois como vi-
mos no resultado dé | Bi_1 = 1. Segue que a aplicacdo dd | (6B;_) :
0B; 1 — 0B; 1 é sobrejetiva. Por simplicidade, vamos denotar a restrigao
6d | (0B;_1) por éd.

Este homomorfismo é também injetivo, pois se * € B; 1 é tal que
6d(6(x)) = 0, entdo d(x) = 0. Mas, como & | B;_; é injetiva, uma vez que
dé | Bi_y =1, x = 0, donde §(z) = 0.

Assim, 0d : §B;_1 — 6B;_1 é um isomorfismo.

Segue que 1®dd : C; = B; ®6B;_1 — C; = B;®JB,_1 é um isomorfismo.
Denotaremos esta aplicacao por g.

Temos que § | Bi.1: Bi.1 — 0B;_; é um isomorfismo. Evidentemente,
esta aplicacao é um epimorfismo. Sua injetividade é garantida pelo fato de

dé | Bi_1 = 1 que é satisfeito por toda contragao de cadeia.

Assim, temos que para todo i, B; e §B;_; sao estavelmente livres. Segue
que existem R-médulos livres Fi e Fy tais que Fy @ B; e 0B;_1 @ F, sdo R-
modulos livres.

Agora, seja ¢ uma base para o R-médulo F} & C;@ F; constituida da uniao

de bases, uma para Fi, uma para C; e uma para Fy. Defina G = 15, Gg®1p, :
Fl@OZ@FQ —>F1@CZ@F2

Temos que

<G>c,c -

S O M~
—~
S O
~
~ O O

Como G é um isomorfismo de R-médulos, a matriz (G). . é invertivel, logo
podemos determinar sua tor¢do em Kg(R). Pelo mesmo motivo, podemos

determinar a tor¢ao de (g) em Kg(R).
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Observe que, pela proposi¢ao (3.9), 7((G)c.) = 7((9))-

Agora, sejam b; uma base para I} ® B; e by uma base para 0B;_1 @ Fy.
Entao b = by U by é uma base para Fy & C; @ Fs.

Antes de continuar, veja que se A, B € GL(R), entao 7, (BAB™) = 1 (A).
De fato, a proposicao (3.5)) nos garante que BAB™! = (BA)B~! tem a mesma
torgao em K;(R) que B~!(BA) = A.

Temos que (G).. = (¢/b)(G)pp{c/b)~t, donde, pelo pardgrafo anterior,
T({(G)ee) = T{(G)op)-

Temos também que, se y = 0z + w, com z € B;_1 e w € Fy, entdo
G(y) = 0d(6z) +w = §z +w. Mas, como d(dz — 62) = z — z = 0, temos que
x=06z—0z € B;, donde §z = 2 + 2. Logo, G(y) =0z +w = + 6z +w =
r+y,x € B;. Segue que (G)pp ¢ da forma:

F & B, gBi—l b Fy

<G>b,b = F1 SP) Bl I 0
0B, 1 ® Fy X 1

Claramente a torcao desta matriz é nula.

Segue que 7(9) = T((G)ee) = T((G)op) = 0, € portanto g = 1 @ dd ¢ um

isomorfismo simples.

Agora, suponha que B; e B;_; sao mddulos livres com bases b; e b;_1,
respectivamente. Entéo, b;Udb;_; e b; Udb;_; sdo duas bases para C;. Escreva
bi = {Ul, c ,up}, bi,1 = {Ul, c. ,’Uq} eb= bl Ugbz;l.

Veja que (1 @ 0d)(u;) = uj e (1@ §d)(0vy) = 0vg. Logo, (1 @ 0d)pp =
<bz U (5b2_1/bz U Sbl‘_1>, donde T((bz U (5bz_1/bz U gb1_1>) = 0.

Seja ¢; uma base para C;, entdo temos 0 = 7({b; U db;_1/b; U db;_1)) =
T((bl U 5bl_1/Cz><Cl/bZ U Sbl_1>) = 7'(<bZ U 5bi_1/Ci>) + 7'(<Cl/bz U sz—l» =
7'(<bZ U 6bi—1/ci>) + T(<bz U(_Sbi_l/ci>71> = T((bl U 5bi—1/ci>> - 7'(<bZ Ugbi_1/0i>)7
mostrando assim que 7((b; U db;_1/c;)) = 7({b; U db;i_1/c;)).



CAPITULO 3. ALGEBRA 50
3.5 Equivaléncia estavel de complexos de cadeia aciclicos

Definigao 3.14. Dizemos que um (R, G)-complexo C' é elementarmente tri-

vial quando ele é da forma
C’:O—>Cni>0n,1—>0,
onde d é um isomorfismo simples de (R, G)-modulos.

Observe que neste caso existem bases distinguidas para C, e C,,_; de

modo que a matriz de d com relacao a estas bases é a matriz identidade.

Definicao 3.15. Dizemos que um (R, G)-complexo é trivial quando ele é
a soma direta (de um ndimero finito) de (R, G)-complexos elementarmente

triviais.

Defini¢ao 3.16. Dizemos que dois (R, G)-complexos C' e C' s@o estavelmente
equivalentes quando existem complexos triviais T e 7" de maneira que C' &

T =4 C" @ T'. Neste caso, denotamos C' <~ C".

Proposicao 3.17. Seja C um (R, G)-complexo aciclico da forma

d dit3 dito dit1
cC:0—-0C, = ... 25 i+2l—’ci+1l—’ci—>07

comn>i+1, e sejad: C — C uma contracio de cadeia. Entdo C < Cy,

onde Cys € o complezo

dn diys diy2
Cs: 0—=C, ———>Ciyo—>Cis1—0
©
C, dit+1
(2

Demonstracao. Considere os complexos triviais

T204>Ti+241>Ti+14>0

T.0—T,, =T —0,
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onde ﬂ+2 = T'i—l—l = CTi/Jrl = ,'Tz'/ = CZ

Mostremos que C T =g Cs dT".

Temos que C' @ T tem a forma

dn d; d; d;
C@TIO%CnH'”;A;CiH;?;CHz Ci+14>+1 C; —0
diq2 @1
e %
C; C;

Por sua vez, Cs @& T' tem a forma

dn d; d; d; 0
Cs®T :0—Cp ——> -+ — > Ciy —> Cyys ;2 Cit1—=C; —=0
@ i+1 @ 1
C; C;

Defina f: C@®T — Cs ®T" da seguinte maneira: f; =1se j#i+1e

Jiv1(ci + ciy1) = digacipr + (016 + €iy1), com ¢; € Cj e ¢ip1 € Cipa.

1®dit2 0®d;i+1
—

0 —— G, dn, .. C; @ Ciya Ci ® Cipa C;

] 1 N

dn d 160

0o —— C,

Claramente, f; é um isomorfismo simples para todo j # 7 + 1.
Mostremos que f;1; é também um isomorfismo simples.
Verifica-se com facilidade que f;y; é um homomorfismo de médulos.

Tome x € C; e y € C;11. Note que, como C é aciclico, B; = C;, donde
diz10i01 = 1 e Ci11 = By @ 0,41C;. Logo, y tem a forma z + d; 1w, com
2z € Bip1 ew € C;. Veja que fiy1((w—x) + (2 + 0412)) = dip1(z + 0i12) +
[Oi1(w—2)+ (24 017)] = (di1z+di10i12) + (01w — 01+ 2+ 0i12) =

r+ (24 dqw) = x 4+ y. Assim, f;; é uma aplicagdo sobrejetiva.

Agora, supondo que f;11(z+y) =0, temos que d; 11y =0e d 1z +y =0.

Aplicando d;,; nesta tltima igualdade, obtemos = + d; 1y = 0, logo z = 0,

i+3 dit1Bdito
CioCiyg — GG Ciyy —— C; —— 0
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e entao substituindo z = 0 em d; 1 + y = 0, obtemos que y = 0. Portanto,
fit1 € injetiva.
Segue que, f;11 ¢ um isomorfismo de médulos. Logo, podemos determinar

sua torcao em Kg(R).

Temos que a matriz de f;1 é dada por

G = o2 () = (00 %) (Wl 1)

Pela proposicao (3.9)), temos que 7({fi+1)) = 0 € KgR, o que finalmente

mostra que f;4; é um isomorfismo simples.
Claramente, f é uma aplicacao de cadeia.
S
Mostramos, portanto, que C' ~ Cj.

]

Verifica-se facilmente que o (R,G)-complexo Cj construido acima é
aciclico. Assim, podemos usar o resultado anterior indutivamente de forma
a obter um (R, G)-complexo aciclico C’ tal que C' & C" e C" é 0 exceto em
duas dimensdes. O resultado a seguir mostra a forma de um (R, G)-complexo

aciclico O’ no caso de considerarmos uma contracao J que satisfaz 62 = 0.

Proposicao 3.18. Seja C' um (R, G)-complexo aciclico com operador bordo

d e contragio & satisfazendo 6*> = 0. Considere os sequintes (R, G)-mddulos
Cz’mparzcl@cg,@CS,@...

Cor =Co®Cr®Cy & ..
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e 0 isomorfismo (d + 6)gmpar * Cimpar — Cpar dado por

d + 1) Cz'm ar
Cz’mpar $> Cpar
I & I
C} Co
02
@\@
ds
03 CZ
04
ds
Cs Cy
S ©®

Seja C' o (R, G)-complexo

(d+6) impar / .
m—1

C':0— C(?/n = Cz’mpar Cpar —0

Y

para algum natural impar m. Entdo C < C".

Demonstracdo. Seja m um natural impar tal que o complexo C' tem a forma

dm dmfl d1

O%Cm4>0m714>---4>014>00—>0,

Nao estamos excluindo o caso em que C), = 0.
Para j <m, defina C; =C; 6 C; 2 & C; 4@ ...
Note que C}, = Cimpar € C,_1 = Char.

Seja D' o complexo de cadeia dado por

d dit2 ’ d’ /
0— Cm T i+2 C(i—i-l C@ 0 )

onde d' é definido por

z C;

I I
Crpg — 21—,

® / @
Ci1 di Ci_a
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Note que D° = C e D™ 1 = (",

Defina A* = A : D! — D' da seguinte maneira
Aji1 =041 :C; = Cja, se j=i+2,

Ajio =04om, onde 7w:Ci; — Ciy1 ¢é a projegdo natural

e Ajy1: C] — CY,, é dada por

A.
/ i+1 /

O’i—Q Ci— 1
@ K @
Cia = Ci—s
©® @

Verifica-se sem dificuldades que A’ é uma contraciao de cadeia para D",
Agora, D' e A = A’ satisfazem as condigoes da proposigao (3.17)), logo
D' X Dy, mas D} = D+,

Portanto, por inducdo, obtemos que C' = D° & D™~ 1 = (.

3.6 Torcdo de um (R, G)-complexo aciclico

Seja C' um (R, G)-complexo aciclico com operador bordo d. Tome ar-
bitrariamente uma contracao de cadeia 6 : C' — C. Como antes, sejam
Cimpar = C1 ©C3 D ... e Char = Cp @ Cy @ ... Considere novamente a

aplicacao (d + 9)impar definida no enunciado da proposicao (3.18]).

Nesta se¢ao mostraremos que esta aplicagao é um isomorfismo cuja torgao

em Kg(R) nao se altera quando substituimos a contragao de cadeia § por
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uma outra contragao de cadeia § de C' ou quando escolhemos bases diferentes

de uma mesma familia distinguida.

Para simplificar a notagao vamos escrever apenas (d + §) para indicar

(d + 0)impar, quando o contexto deixar claro a aplicagdo em questao.

Escolha uma base ¢; para cada C; e denote cumpar = U C2it1, Cpar = J 2
; i

(3
e ¢ = J ¢ as bases correspondentes para Cinpar, Cpar € C.
i

Para facilitar, denotaremos (d + ¢) por (d + d). ou por {d + §)

Cimpar;Cpar
quando nao houver duvidas sobre a base usada.
Proposigao 3.19. Defina o homomorfismo de médulos (d + 0)par : Cpar —
Climpar de maneira andloga ao homomorfismo (d+0) gmpar- Entao ((d+0) ampar)c

e ((d+9)par)ec sGo matrizes nao-singulares com 7({(d + ) impar)c) = —7({(d +

6)pa7’>c)'

Demonstracao. Facilmente prova-se que

1 e
<(d + 5)1’mpar>c<<d + 6)par>c - 03 8 I <5554> O

e que

Co

I .
<(d + 5>par>c<(d =+ 5)1’mpar>c = CQ 0 I <5453> 0
Cy 0

Note que, pela proposigao (3.9) na pagina , temos que ambas as ma-
trizes do lado direito das igualdades acima sao nao-singulares e tém torcao

nula, o que mostra a validade da proposicao.



CAPITULO 3. ALGEBRA 56

Proposicao 3.20. Para cada i, sejam ¢; e ¢, bases arbitrarias para C;. Sejam

c=Ue ed =d bases para C. Entdo temos que
i i

7({(d + 0)impar)e) = T({(d + 8) dmpar) +Z (ci/ci)).

Demonstragao. Temos que ((d + 6)impar)e = (d + 6)e = (Cimpar/ Cupar) (d +
0)e (Cpar/Cpar), donde 7({d + 0)c) = 7((Cimpar/Clmpar)) + T({d + 0)r) +
T(<c;)ar/cpar>)'

Mas,
(ci/cy) 0 o 0
0 (cs/ch) 0 T
<C1’mpar/ci’mpar> = 0 e <C5/Cf5> 0 ’

logo, usando mais uma vez a proposicao (3.9), 7({Cmpar/Cinpar)) =
271/ o)) = 2 =T (s /Cak1))-

De maneira andloga mostramos que 7({(cp,./Cpar)) = > T({ch./cax))-

O resultado segue destas trés igualdades.

]

Veja que se, em particular, escolhermos bases ¢; e ¢ distinguidas para
cada C}, entao obtemos a igualdade 7(((d + )impar)c) = T({(d + 0)mpar)e’)-

Proposicao 3.21. Sejam § e 0 duas contracées de cadeia para o (R,G)-
complezo aciclico C. Entio 7(d + &) = 7(d + 6), onde as bases consideradas

sao distinguidas.

Demonstragdo. Temos que 7(d + &) — 7(d + §) = 7((d + 6)tmpar) — T((d +
0)impar) = T({(d + 0)impar)) + 7({(d + 0)par)) = T({(d + 8)tmpar) {(d + 0) par)) =
T({(d+ 0)par(d + 0)impar)) = T((d+ &) par(d + & )tmpar) = T((d + d6 + 80 ) impar)-
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Verifica-se facilmente que

01 05 C(5
Cl <51d1 + d251> <5332> 0 R 0

<<(5d +do + 55)fmpar> - 03 0 <(53d3 + d453> <(5584> 0

Entdo se cada matriz (09 1daii1 + doiradeir1) é ndo-singular, temos que
a matriz acima é nao-singular e que sua tor¢ao é igual a > 7((di11doir1 +
dait202it1))-

Mas, por calculo direto, obtemos que (8;d; +diy18;) : C; = B; ® 6;B;_1 —
C; = B; & 6;B;_1 coincide com a aplicacao 1 & dd ja apresentada no lema
(3-16) da pagina |47

Este lema nos fornece que cada (Ja;y1doir1 + daisad2i41) é ndo-singular e
sua torcao € nula.

Portanto, 7((6d + d6 + 30)tmpar) = 0, donde 7(d + &) = 7(d + §).

]

Esta tltima proposi¢do mostra que a tor¢ao do isomorfismo (d+6)mmpar de
fato independe da escolha das bases distinguidas consideradas e da contracao

de cadeia 6 de C| o que torna a definicao a seguir é coerente.

Definigao 3.17. Seja C' um (R, G)-complexo aciclico com contragao de ca-
deia 0. Definimos a tor¢do de C' e escrevemos 7(C') como sendo o elemento
T((d + (5)1'mpar) < KG(R)

Observe que
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Contudo, devemos ficar atentos para nao cometer o erro de achar que a

torcao desta matriz é igual a soma »_ 7(dy;41), pois ndo temos a garantia de
i
que cada dy; 11 é um isomorfismo.

3.7 Caracterizagdo da torcdo de um (R, G)-complexo
aciclico

Sejam C' e C” dois (R, G)-complexos aciclicos.

Considere as propriedades:

P1l: C =g C' = 7(C)=7(C").
P2: 71(Ca ') =71(C)+71(C").
P3: 7(0 — C, -2 i — 0) = (=1)""17(d).

Nesta segdo mostraremos que a tor¢ao de um (R, G)-complexo aciclico
esta completamente caracterizada por estas propriedades, ou seja, a torcao
de complexos definida na secao anterior satisfaz estas propriedades e se existe
uma outra aplicagao bem definida que associa a cada (R, G)-complexo aciclico
um elemento de K¢(R) e que satisfaz estas propriedades, entao esta aplicagao

é a tor¢ao que conhecemos.

Teorema 3.22. Se C € a classe dos (R,G)-complexos aciclicos, entdo a
aplicagao tor¢ao 7 : C — Kg(R) definida na se¢do anterior satisfaz as pro-
priedades P1, P2 ¢ P3.

Demonstragao. Sejam C' e C' (R, G)-complexos aciclicos tais que f : C' g
C’. Entao, pela proposicao (3.12)), existem bases distinguidas para cada C;
e para cada C] de forma cada matriz (f;) é a identidade e, se d e d’ sdo os

operadores bordo para C' e C’, respectivamente, entao (d;) = (d.), Vi.

Seja  uma contracao de cadeia para C. Defina &' = fdf~!. Afirmamos que

¢’ é uma contragao de cadeia para C”. De fato, observe que (') = (fof~1) =
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() = (HTHO(f) = (), donde (d'0" + d'd) = (d'd) + (¥'d') =
(0"W(d") +(d")(¢") = (9)(d) + (d)(0) = (d6 + dd) = I, o que prova a afirmacao

feita.

Agora, veja que

U N U
@)= o 0 (a = 0 0 (a) (o | =0

Assim, 7(C") = 7((d'+7¢")) = 7((d+0)) = 7(C), e entao P1 estd verificada.

Sejam C" e C" dois (R, G)-complexos aciclicos com operadores bordo
d e d’ e contracoes de cadeia &' e ¢”, respectivamente. Temos entdo que
C=C"&C" éum (R, G)-complexo aciclico com operador bordo d = d' & d”

e contracao de cadeia 6 = ¢’ @ .

Observe que

e que
_ (&) 0
= o)
Assim,
@y 0 (&) 0
(1) Ef;i <(§)> " 0 (@) 0 (8 0 ...
@y =1 o o (d ) | = 8 0 (dz) 0 (&) O

Agora, através de troca de linhas e colunas, obtemos que esta matriz tem

(d' + 0" 0
O <d//+5//> .
Segue que

H(C) = r({d+8) = T(<d'+5'> 0 )

a mesma tor¢ao que

0 <dl/ +5//>
= r((d +8)) + T({d" + ") = 7(C") + T(C"),
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o que mostra que a propriedade P2 é valida.
Por fim, mostremos que P3 é também satisfeita.

Seja C' um (R, G)-complexo aciclico da forma

0—>Cni>Cn_1—>0.

Claramente, d é um isomorfismo. Defina § = d~!. Evidentemente, § é

uma contragao de cadeia para C'

Suponha que n é impar. Entao temos:

d+46
Oimpar — Upar

Cn L> Cnfl

Logo, (d+ §) = (d), donde 7(C) = (=1)""'7({d)).
Agora, suponha que n é par. Entao:

d+46

C(1'mpar >
I I

On—l 5*> Cn

par

Assim, (d+68) = (8) = (d™") = (d)~" donde 7(C) = 7({d)") = —7((d)) =
(=Dt ((d)).

Proposicao 3.23. Sejam C,C" e C" (R, G)-complexos aciclicos com bases

distinguidas ¢, c e ¢, respectivamente. Suponha que
0" C > "0

€ uma seqliéncia exata curta de complexos de cadeia e que o : C" — C ¢é

uma secao arbitrdria. Entdo
7(C) = 7(C) +7(C") + (=D r((cicii/en)),
k

onde c,c; denota a base i(c,,) Ua(cf) de Cy. Se, em particular, a base i(c},) U
o(c)) € base distinguida para todo k, entdo 7(C) = 7(C") + 7(C").
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Demonstragdo. A proposicao (3.15)) da pagina [A7, nos garante a existéncia
de uma secao s : C” — C de forma que s é uma aplicacao de cadeia e
(ids): "B C" — C=1i(C") @ s(C") é um isomorfismo de cadeia.

It () "\ A / /o
Temos entao que i(cj,) U s(cy) é uma base para Cy, onde ¢, e ¢ sao bases

distinguidas para Cj e C}. Cabe ressaltar que a base i(c},) U s(c}) nao é
necessariamente distinguida.

Seja C7 o (R, G)-complexo constituido do complexo de cadeia C, onde

cada Cy tem como base distinguida v, = i(c},) U s(cf).
Observe que (i @ s) : C' & C" =g C7.
Entao, as propriedades P1 e P2 nos garantem que 7(C") = 7(C")+71(C").

Seja 0 um contragao de cadeia para C, entao claramente ¢ é uma contracao

de cadeia para C".
Agora, pela proposigao (3.20)), temos:

7(C) = 7((d+0)e) = T({d+6),)+) (=) 7({3/er)) = T(C)+Y (=1 ((w/ex)

k

Assim, resta apenas mostrar que 7({c.c}/ck)) = T({Vk/ck))-

Observe que se y € C}, entao jp(ok(y) — sk(y)) = 0, donde (o(y) —

sk(y)) € Ker(ji). Mas Ker(jx) = ix(C}), logo ok (y) — sk(y) = ix(z), para
algum x € C}. Assim oy (y) = irx(x) + sk(y). Segue que a matriz (cj.cf/vi)

(x 1)

que por (3.9) é nao-singular e tem torgao nula.

tem a forma:

A/

Agora, (ccy/ek) = (/) (/cx), logo T((crei/ex)) = T({chek/ W) +
T({w/er)) = T({we/ck))-
O

Observe que a proposicao acima é uma versao mais geral para a proprie-

dade P2.
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Proposicao 3.24. A aplicagio tor¢ao 7 : C — Kg(R) € a tnica fungdo que
satisfaz as propriedades P1, P2 e P3.

Demonstracao. No primeiro resultado desta secao vimos que a aplicagao
torcao 7 : C — Kg(R) de fato é uma fungao que satisfaz as propriedades
P1, P2 e P3.

Suponha que p : C — Kg(R) também é uma funcao que satisfaz estas

propriedades.

Tome C € C. Pelo resultado (3.18), C <~ €', onde ¢’ é da forma

0—>C7'ni>0;n71—>0.

Entao existem complexos triviais T e T tais que C T =, C" & T".

Assim, pelas propriedades P1 e P2, temos 7(C) + 7(T) = 7(C & T) =
T(C"eT") =7(C")+7(T").

Da mesma forma, temos que p(C) + u(T) = p(C") 4+ u(T7).

Agora, seja C' um complexo elementarmente trivial, isto é, um (R, G)-

complexo da forma
J— E J—
0—>Cn—>0n—1_)0a
onde d é um isomorfismo simples.

Segue que como T e p satisfazem a propriedade P3, u(C) = 7(C) =
(—1) (@) = 0.

Assim, como todo complexo trivial é a soma direta (de um nimero finito)
de complexos elementarmente triviais e como 7 e pu satisfazem P2, 7 e u

destes complexos também sao nulos.
Logo, 7(C) = 7(C") e p(C) = u(C").
Mas, 7(C") = (=1)™"'r((d')) = u(C"), pela propriedade P3.
Portanto, u(C) = u(C") = 7(C") = 7(C).
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Proposicao 3.25. Seja Cy o conjunto das classes de equivaléncia da relagao
R . Denote a classe de equivaléncia de um (R, G)-complexo aciclico C' por

[C]. Em Cy considere a opera¢ao
Cl+[C)=[CaC].

Co com esta operagdo é um semigrupo. Seja 1 : Co — Kg(R) dada por

Entao Cy € um grupo e 1y € um isomorfismo de grupos.

Demonstragao. Facilmente prova-se que a operagao [C]+[C'] = [C & '] estd
bem definida e que vale a associatividade. Logo, Cy é de fato um semigrupo

com esta operagao.

Agora, se 19 : Cg — Kg(R) é um isomorfismo de semigrupos, entao Cy é,
assim como K¢(R), um grupo.

Suponha que C' < €7, entéo existem complexos triviais 7 e T” tais que C'®
T =g C'"®T'. Assim, pelo teorema (3.22)), temos 7(C)+7(T') = 7(C")+7(T").
Mas, pela demonstragao da proposi¢ao anterior, temos que 7(T') = 7(7") = 0,
donde 7(C) = 7(C"), mostrando que 7y estd realmente bem definida.

Observe que 7([C' @ C')) = 71(C & C") = 7(C) + 7(C") = 70[C] + 10[C"],
logo 79 ¢ um homomorfismo de semigrupos.

Resta apenas provar que 7y € bijetiva, mas esta demonstracao nao apre-

senta dificuldades e por isso sera omitida.

3.8 Mudanca de anéis

Sejam (R, G) e (R',G') pares tais que R e R’ sdo anéis que satisfazem (*)
e G e ' sdo subgrupos dos grupos das unidades de R e R’ que contém —1 e

—1’, respectivamente.
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Sejam h : R — R’ um homomorfismo de anéis satisfazendo h(G) C G’ ¢

C' um (R, G)-complexo com operador bordo d.

Usando h e C' podemos construir um (R’, G’)-complexo que denotaremos
por Cj, da seguinte maneira: para cada 7, seja {c},...,c, } uma base distin-
guida para C;. Defina (C}); como sendo o R-médulo com base {ci,...,d, },

ou seja, os elementos de (Cy); sao somas formais Y ric; com 7} € R’ e as
J
operagoes de (C},); sdo dadas por

Z +Zp Zr—i_p])j
ZT’ Zp'f’)

O operador bordo d;, de C} é definido como ((dg);) = h«({d;)), onde h,
GL(R) — GL(R') é a aplicagdo que associa a uma matriz (a;;) € GL(R) a
matriz (h(ajk)) € GL(R'). Claramente, (dp);(dp)i+1 = 0. Por convengao, as
bases {c{, ..., ¢, } sdo as bases distinguidas para os R’-mddulos (C});. Assim,

Cy, é um (R, G')-complexo.

Mostra-se sem dificuldades que o complexo C), independe, a menos de
isomorfismo simples, da escolha da base distinguida para C. Assim, obtemos

um invariante algébrico para C' dado por
Th(c) = T(Ch) € KG/(R/).

Proposicao 3.26. Sejam C um (R, G)-complexo aciclico e h : R — R’ um
homomorfismo de anéis com h(G) C G'. Entao o (R',G")-complexo C}, é
também aciclico e vale 7,(C') = h.7(C) onde h, : Kg(R) — Kg/(R') € a

aplicacao induzida de h.

Demonstracao. Inicialmente, observe que se C’ é um complexo de cadeia livre
sobre R que tem contracao de cadeia ', entao C” é aciclico. De fato, para cada
i, temos que d;,C},; C Ker(d;), pois d;d;,, = 0. Por outro lado, se z € C} é
tal que dj(x) = 0, entdo « = (0;d;+d;, 01 + 1')(z) = d,,(0;,,(2)) € d},,C},,
donde Ker(d;) C d,,C;,,.



CAPITULO 3. ALGEBRA 65

Seja § uma contragao de cadeia para C. Suponha que (0;) = (b;i), entao
defina (85); : (Cr)ie1 — (Ch); como a aplicacdo que tem como matriz
((0n)i) = (h(b;)). Procedendo de maneira idéntica para cada i, obtemos
uma aplicagao Jy, : C, — (Y} de grau um. Mostra-se com facilidade que d;, é

uma contracao de cadeia para C},.
Claramente, h,((d + 0)) = (d, + p), donde 7,,(C) = 7(C}) = h.7(C).
O
Corolario 3.27. Seja C' um Wh(G)-complexo aciclico com operador bordo

d. Suponha que existe uma base distinguida para cada C; de maneira que a

matriz de d; com respeito a estas bases € da forma (a;,) com cada aj, € Z C

ZG. Entao 7(C) = 0.

Demonstracao. Considere a aplicacao A : ZG — G dada por
A(Z nigi) = Z 1.

Trata-se de um homomorfismo de anéis tal que A(T) C {—1,1}.

Denote o (Z,{—1, 1})-complexo aciclico C'y por C". Observe que 7(C") =
0, pois pela demostragao de (2.23) Wh({1}) = 0.

Seja h: (Z,{—1,1}) — (ZG,T) a aplicagao inclusao.

Considere agora o Wh(G)-complexo aciclico Cj. Claramente C' =g C}.

Entéao, temos: 7(C) = 7(C}) = h.7(C") = h.(0) = 0 € Wh(G).



Capitulo

4

Torcao de Whitehead de um par CW

4.1 Definicdo de torcdo de Whitehead de um par CW

Seja (K, L) um par de complexos CW conexos e finitos tais que K ™ L.

Temos que as seguintes afirmagoes sao vélidas:

(a) Como K é um complexo CW conexo, K possui um recobrimento univer-

sal. Denotaremos este recobrimento por p: K — K.

i

= p~}(L) é um espaco de recobrimento universal de L. Além disso,

K L.

(b)

(¢) O complexo de cadeia celular C(K, L) é um ZG-complexo, onde G =
Cov(K).

(d) Se, para cada célula e, € K — L, fixarmos uma aplicagao caracteristica
Yo € um levantamento @, de p,, entdo B = {(P,) | eo € K — L} é uma
base para o Z(G-complexo C(f(, f/)

Denote por B o conjunto de todas as bases obtidas de maneira analoga a

da afirmacao acima.

66
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Proposigao 4.1. O complezo C(K, L) com a famiia B forma um Wh(G)-
complexo aciclico.
Demonstragio. Temos que H(C(K, L)) = H(|K|,|L|).

Como a inclusdo i : L — K é uma equivaléncia de homotopia simples,
pois K ™ L, temos que a aplicacdo induzida i, : H,(|L|) — H,(|K|) é um
isomorfismo de grupos. Agora, temos que a seqiiéncia exata do par (|[K|,|L|)

contém
= Hy(|L]) — Ho(|K|) = Hu(|K|,|L]) = Hoo1(|IL]) — Huor(IK]) —

donde H,(|K|,|L|) = 0, Vn.

Sejam ¢, ¢ € B bases que se restringem a bases ¢, = {(P1),...,(@,)} ¢
d = {(W), ., (g)} para Co(K, L),
Entao

=D auldn)

k

onde a;j, ¢ igual a soma finita ankgl € ZG, com nfk €Zeg; €.
7

Assim,
() = Zznﬂ“gz Pr)
= ZZ“ (9:%n)
_ Zn (05,

~ (o]
Mas a célula 1,;(I"), como um levantamento de e;, é igual a uma das

células g;; ¢;(I™) e é disjunta de todas as outras. Entao, pelo resultado | ,
temos que os coeficientes nz " 3o nulos exceto para algum N = nfjj :

Por outro lado, ;(I") = g;.'¢;(I"), logo (3;) = N'{g;.'1;).

Asim, (3;) = Nlgg) = Neyd) = Noy(Vig'ds) =
Ngl](N,gz] <1/} >) N,<wj>
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Segue que N = +1, donde (¢;) = g, (B;)-

Logo,
:tgil 0 .........
0 =g, 0
(€ en) = .
0 ......... :i:giq

Segue que 7((c,/en)) =0 € Wh(G).

Portanto, C'(K, L) torna-se um Wh(G)-complexo se estipularmos que b

¢ uma base distinguida se e somente se 7({c/b)) = 0.

]

Neste momento cabe recordar que existe um funtor covariante da catego-
ria dos grupos e homomorfismo de grupos nela mesmo que leva cada grupo
G a seu grupo de Whitehead Wh(G) e cada homomorfismo G; — G5 num
homomorfismo induzido de forma natural Wh(Gy) — Wh(G5).

Seja X um espaco conexo por caminhos. Tome x,y € X e um caminho
a: (1,0,1) — (X,z,y). Este caminho induz um isomorfismo de grupos
fo : m(X,2) = m(X,y) dado por f,|w] = [@*w * al.

O funtor comentado anteriormente leva este isomorfismo a um isomor-

fismo, (fo)« : Wh(m(X,z)) = Wh(m(X,y)).

Proposicao 4.2. Nas condigoes acima, temos que (fo)« independe do cami-
nho « escolhido, ou seja, se 3 é um outro caminho em X tal que 5(0) = x e
B(1) =y, entao (fo)s = (fg)«. Assim, denotaremos (fo)s = fuy. Seja z um

outro elemento de X, entdo vale f,, o fyy = fs.. (Referéncia: [3])

Teorema 4.3. Sejam p : K—Kep: K — K recobrimentos universais do
complezo CW conezo K, G = Cou(K) e G = Cov(f(), rye K, 2=p"z) e
7 =7p""(y), UG — m(K, x) e VG — m (K, y) os isomorfismos de grupos
determinados por (x,%) e (y,y). Entdo T (C(f(, ﬁ)w> = fouT <C’([~(, INJ)QZ> .

Demonstracio. Seja h : K — K um levantamento de p. Entdo h é um

homeomorfismo, logo, por (1.12)), é um isomorfismo celular.
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Defina H : G — G por H(g) = hgh™".
Afirmamos que 7(C(K,L)) = H,7(C(K,L)), onde H, : Wh(G) —

~

Wh(G) é a aplicacdo induzida de H.

De fato, seja {(¢L)} uma base para C;(K,L) como em (1.12)), e seja
@i = h@i, Vi, k. Claramente {(¢%L)} é uma base para Cy(K,L) como em
[T12).

Agora, h induz um isomorfismo de cadeia h, : C(K,L) — C(K,L)

quando estes complexos sao pensados como complexos sobre Z.

CZ(K, E) —1> Cz—l(Ka
h*J{

-

Cl(f{, f/) L Cz_l(f(,

el

)

~

)
Temos entio que d; = hod;hot.
Seja (ay;) € GL(ZG) a matriz do operador bordo d;.

Entao, veja que

Suponha que ax; = anjgfj7 onde nfj €Ze gfj e G, entdo akj@;’l) =

l
ki kN[ ~ie kj/ ki ~i—
(Zl:nzjgz])<90j D) :zl:”z]@z]% h.
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Assim,

di({¢h) = Zh Zn (978
= Zznf”h ({g7¢i™h)
= ZZ” (hgt"&57")
= Zzn'” hg " @i
= ZZH )
= Z Zn’“H Iy
- ZH ar ) (@),

onde H, : ZG — ZG é a aplicacao induzida de H.
Logo, a matriz do operador bordo d; é dada por H,((akj)).

Segue, da demonstracdo do resultado (3.26), que T(C(k,f/)) =
H,7(C(K,L)).

Agora, sejam & = h(z) e Q: (I1,0,1) — (K, #,§) um caminho arbitrério.

Defina w = pQ e seja f, : m(K,z) — m(K,y) o isomorfismo discutido
na proposigao (4.2]).

Entéo, denotando § = 0(x, %) = ¢! e 6 = 0(y,y) = U1, o seguinte

diagrama comuta
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pois, se [a] € m (K, x), temos

A~

(0 fule]) (@)

(0w * o % w])(

<>
~—

Ofean) (9)

a*w(l), onde a*w(0) =1

h(axw(1))

h(0h'Q(1)), pois w = ph~'Q
(

Como 6f,[a] e HA|o| coincidem em um ponto de K, estes homeomorfis-

mos coincidem em todo K, assim 0f,[a] = HO[a] e, portanto, 0f, = HO.

Temos entao que

f%yT(O(K, L)'(Z) = (fW)*T(O(f{7 E)q[;)

]

Sobre o conjunto |J Wh(m (K, z)) considere a seguinte rela¢ao de equi-

zeK

valéncia

a~b < a€ Wh(m(K,x)),b € Wh(m(k,y)) e fuy(a)=0.

Denote por Wh(m K) o conjunto das classes de equivaléncia desta relagao.
Considere a bije¢ao natural j, : Wh(m (K,z)) — Wh(m K). Estipulando

que j, é um isomorfismo de grupos, obtemos uma estrutura de grupo para

Wh(m K). Esta estrutura de grupo nao depende da escolha de x € K. (Isto

¢ provado facilmente, usando apenas que j,° Yo = foy-)
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Seja f : (K,z) — (K',2') uma aplicagdo e deixe que f; denote os homo-
morfismos 7 (K, x) — m (K',2") e Wh(m (K, z)) — Wh(m (K, 2")) induzi-
dos por f.

Agora, considere a aplicagdo composta
1 .
fo: WhimK) 2 Whim (K, ) 25 Whm (K, 2')) 225 Wh(m K').

Proposicao 4.4. Nas condi¢oes acima descritas, tem-se que o homomor-
fismo f. independe da escolha do par (x,z') com f(x) = 2'. (Referéncia:
13))

Proposicao 4.5. Existe um funtor covariante da categoria de complexos CW

conexos e finitos e aplicagoes na categoria de grupos abelianos e homomor-

fismos de grupos definido por
K — Wh(mK)
{f: K= K'}—{f.: Wh(mK) - Wh(m K')}.

Além disso, se f ~ g entdo f, = g..

Dado um par homotopicamente trivial de complexos CW conexos e finitos
(K,L) , escolha um z € K, um recobrimento universal p : (K, L) — (K, L)
eum 7 € p~'(z). Sejai: L — K a aplicagao inclusdo. Observe que, como

K L, i, é um isomorfismo.

Definigao 4.1. Nas condigbes acima, definimos a tor¢do do par (K,L) e a

denotamos por 7(K, L) o elemento de Wh(m L) do final da seqiiéncia
7(C(K,L)) € Wh(G)

P(@,7)«

m(C(K, f/)w) € Wh(m (K, x))

Ja

e Wh(mK)

—1
(™

7(K,L) € Wh(mL)
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Esta definicao pode ser estendida para o caso nao-conexo da seguinte
forma: seja (K, L) um par homotopicamente trivial de complexos CW co-
nexos; sejam Ly, ..., L, as componentes de L (existem finitas componentes
para L pois L é um complexo CW finito); entdo K tem também ¢ compo-
nentes K, ..., K, (pois K “x L) que podem ser ordenadas de maneira que
K; " L;,Vj. Entao definimos

T(K,L) =Y 7(K;, L;) € ®Wh(mL;).
j
Proposicao 4.6. Existe um funtor covariante da categoria de complexos
CW finitos e aplicacoes na categoria de grupos abelianos e homomorfismos

de grupos definido por
K — e ,Wh(mK;) (Ki,...,K, sao as componentes de K)

{1 K— K} {f.= Z(fj)* @ Wh(m K;) — ©;Wh(mK;)},

j
onde (fj)« : WhimK;) — Wh(mKj) € induzida de f com f(K;) C K.

Além disso, se f ~ g, entdo f. = g,.

4.2 Propriedades fundamentais da torcdo de um par

Nesta secao apresentaremos resultados fundamentais cujas demonstragoes
sao técnicas e nao acrescentam informacoes tuteis ao desenvolvimento deste
trabalho, por isso serao omitidas. Contudo as provas destes resultados podem

ser encontradas em [5].

Proposicao 4.7. Seja (K, L) um par homotopicamente trivial de complexos
CW finitos. Suponha que cada componente de K — L ¢ simplesmente conexa.
Entao 7(K, L) = 0.

Proposicao 4.8. Sejam K, L e M complexos CW finitos tais que M < L <
K, K L eL M. Entao

T(K,M) =7(L, M) +i,'7(K, L),

onde 1 : M — L é a aplicacao inclusao.
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Lema 4.9 (Lema da Excisao). Sejam K, L e M subcomplexos do complexo
CW finito K UL, comn M = KNL e K M. Entio 7(KUL,L) =
J«T(K, M), onde j : M — L € a aplicagdo inclusao.

Corolario 4.10. Sejam K, L e M subcomplexos do complexo CW finito K U
L,comM=KNL, K M eL M. Entao 7(K UL, M) =71(K,M)+
T(L, M).

Proposicao 4.11. Seja (K, L) um par de complexos CW conexos e finitos
na forma simplificada K = L U Je} U Uertt, com n > 2 e aplicagdes
j i

+1

n

J
K, = LUJe€}. Seja (9) a matriz, com entradas em Z(m1(L,€°)), do operador
J

caracteristicas {¢;} e {1} para as células €? e e, respectivamente. Denote

bordo O : T, 1(K, Ky; €°) — m,(K,, L; €°), apresentado na segdo , com
relagao as bases {[p;|} e {[¢s]}. Entao (K, L) = (—1)"1((0)).

4.3 A equivaléncia natural entre Wh(L) e @W h(mL;)

Nas secoes anteriores definimos dois funtores da categoria dos complexos
CW finitos e aplicagoes na categoria dos grupos abelianos e homomorfismos
de grupos. O primeiro, definido na se¢ao (2.3)), é dado por

L+— Wh(L)
{(f:L— L} {f.: Wh(L) = Wh(L')}
e o segundo, definido na secao , ¢é dado por
Lw— @;Wh(mL;) (Ly,...,L,; sdo as componentes de L)

{f:L—=LU}—{fi= Z(fj)* @, Wh(mLy) — @Wh(m L;)}.

J

Mostremos que existe uma equivaléncia natural entre estes dois funtores.

Teorema 4.12. Para cada complexo CW finito L com componentes

Ly, ..., L, considere a aplicagao
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T.(K,L]) = 7(K, L).

Entao T = {TL} € uma equivaléncia natural de funtores.

Demonstracao. Sejam K e K’ complexos finitos que tém L como sub-
complexo e que satisfazem K “~L e K’ L. Suponha que K’ \/° K,
entao K/ "W K e K' — K é simplesmente conexo. Segue, de 1| que
7(K',L) = 7(K,L) +i;'7(K',K), onde i : L — K ¢é a inclusao. Mas,
por (4.7), 7(K', K) =0, donde 7(K', L) = 7(K, L).

Por inducao sobre o niimero de colapsos e expansoes elementares obtemos
que 7(K', L) = 7(K, L) sempre que KA K’ rel L.

Logo, para cada L, T}, estda bem definida.

A prova de que Ty, é um homomorfismo é imediata de (4.10)).

Agora, suponha que Ty ([K, L]) = 7(K,L) = 0 e que L é conexo. Entao,
por (2.18)), existe um complexo M tal que M/ K rel L e (M, L) é um par

na forma simplificada.
Temos que [M, L] = [K, L], logo 7(K, L) = 7(M, L).

Por (4.11)), temos que 7(M, L) = (—1)"7((9)), onde () é a matriz do par
(M, L). Entao, 7((0)) = 0.

Segue, de ([2.20), que M/\ L rel L, donde K/ L rel L, e, portanto,
[K, L] =0.

A prova de que Ty ([K, L]) = 0 = [K, L] = 0 para o caso em que L nao é

conexo e apenas uma generalizagao do que fizemos acima.

Logo, T7, ¢ um monomorfismo.

Os resultados (4.11)) e (2.25)), garantem que 77, é uma aplicagdo sobreje-

tiva.
Assim, para cada L, Ty, é um isomorfismo.

Mostremos, por fim, que se f: L — L' é uma aplicacdo arbitraria, entao
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o seguinte diagrama comuta

Wh(L) —L—  Wh(L)

7| |7

@Wh(ﬂ'le) L) @Wh(ﬂ'll/;)

Podemos assumir que f é uma aplicagao celular. Assim, dado [K, L] €
Wh(L), temos Ty f.[K,L| = Ty[K U, Mg, L' = 7(K Uy My, L) =
(M, L") +i;'7(K Uy My, M), onde i : L' — M é a aplicagao inclusdo.

Agora, 7(My, L") = 0, pois My \, L. Logo, Ty f.[K,L] = i;'7(K Uy
My, My).

Seja p : My — L' a projegao natural. Temos que i;' = p,. Segue que
Ty fulK, L] = poT(K Uy My, My).

O lema da excisao, nos fornece que 7(K U, My, My) = j,7(K, L), onde
Jj: L — My é ainclusao.

Logo, Tp f«[K, L] = p.j.7(K, L) = f.7(K,L) = f.T([K, L]).

A partir de agora nao faremos distingao entre Wh(L) e &;Wh(m L;).

4.4 A torcdo de uma equivaléncia de homotopia

Sejam K e L complexos CW finitos e f : K — L uma equivaléncia de
homotopia celular. Entao, o resultado 1} nos garante que My “x K. Além
disso, temos também que f, : Wh(K) — Wh(L) é um isomorfismo de grupos.

Definicao 4.2. Tendo em vista as consideragoes acima, definimos a torcao
de uma equivaléncia de homotopia celular f : K — L entre complexos CW

finitos como sendo o elemento

7(f) = for(My, K) € Wh(L).
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As demonstracoes dos teoremas a seguir sao imediatas, exceto para os

teoremas da soma e do produto, cujas demonstracoes sao encontradas em
[5].

Proposicao 4.13. Sejam f,g: K — L equivaléncias de homotopia celulares

entre complexos CW finitos. Se f e g sao aplicagcoes homotdpicas, entao

7(f) =7(9).

Proposigao 4.14. Sejam K e L complexos CW finitos. Uma equivaléncia
de homotopia celular f : K — L € uma equivaléncia de homotopia simples

se e somente se T(f) = 0.

Proposicao 4.15. Seja (K, L) um par homotopicamente trivial de complexos

CW finitos. Entao 7(i) = i,7(K, L), onde i : L — K € a aplica¢ao inclusdo.

Proposicao 4.16. Sejam f: K — L eg: L — M equivaléncias de homo-
topia celulares entre complexos CW finitos. Entio T(gf) = 7(g) + g«7(f).

Corolario 4.17. Sejam f: K — L e g: L — K equivaléncias de homotopia
celulares entre complexos CW finitos que sao homotopicamente inversas entre
si. Entao 7(g) = —g.7(f).

Teorema 4.18 (Teorema da soma). Sejam K = K| U Ky, Koy = K1 N
Ky, L =LyULy e Ly = L1 N Ly complexos CW finitos com Ky, Ky, Ky <
K e Ly, Li,Ly < L. Sejam f : K — L uma aplicacao que se restringe a
equivaléncias de homotopia fo : Ko — Lo, a = 0,1,2 ¢ jo : Loy — L e

1o : Ko — K inclusoes. Entao f € uma equivaléncia de homotopia e

(i) 7(f) = (1)« (f1) + (J2)«7(f2) — (Jo)«7(fo)

(i) No caso de f ser uma aplicag¢do inclusao, T(L, K) = (i1).7(L1, K1) +
(iQ)*T(L27 KQ) - (io)*T(LO, Ko)

(Referéncia: [5])

Teorema 4.19 (Teorema do produto). As seguintes afirmagoes sao

validas
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(i) Sejam P, K e Ky complezos CW finitos tais que K "~ Ky e P € conexo,
entao
T(K x P, Ky x P) = x(P) -i.7(K, Ky),

onde i : Ky — Ky x P ¢ dada por i(x) = (x,y), para algum y € P
fizado, e x(P) denota a caracteristica de Fuler de P.

(ii) Sejam f : K — L e g : K' — L' equivaléncias de homotopia entre
complexos CW conexos e finitos e sejami: L — LxL ej: L — LxL'

como no item anterior. Entao
T(f % g) = x(L') - i.7(f) + x(L) - j7(9).
(Referéncia: [5])

Uma forma de calcular a tor¢ao de uma equivaléncia de homotopia é dada

a seguir.

Sejam f : K — L uma equivaléncia de homotopia celular entre complexos
CW conexos e finitos, f : K — L um levantamento de f a espacos de
recobrimento universal, f, : C(K) — C(L) a aplicacio de cadeia induzida
de f, Gx = Cov(K), G, = Cov(L). Pelo que vimos nas secoes e
, C(K) e C(L) podem ser vistos como Wh(Gx) e Wh(G)-complexos
com operadores bordo d e d’, respectivamente. Fixe pontos z € K, y € L,
i€ K,eje L de maneira que f(z) =y e f(Z) = §. Seja f, : Gx — G a
aplicacao induzida de f, : m (K, z) — m(L,y) como na sec¢ao ((1.4). Denote
também por f, as aplicagoes induzidas f, : ZGx — ZGp e f. : GL(ZGf) —
GL(ZGy).

Teorema 4.20. Nas condi¢oes acima, T7(f) € Wh(GL) € a tor¢io do
Wh(GL)-complexo C definido a sequir

(a) C, = [C(R’)f*}nfl ©® Cn(z)
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(b) 0, :C, — Cn_q tem matriz

(Referéncia: [f])

4.5 Relacdo entre homotopia e homotopia simples

Seja L um complexo CW finito fixado.
Proposicao 4.21. Dado 19 € Wh(L), existem um complezo CW finito K e

uma equivaléncia de homotopia f : K — L tais que T(f) = 7o.

Demonstragao. Seja K um complexo CW tal que K L e 7(K, L) = —7.
(Um complexo como este existe pela definigao de Wh(L) na segao (2.3).)
Seja f : K — L uma aplicacao tal que f e a inclusao i : L — K sao inversas
homotdpicas. Entao 7(f) = —fi7(i) = — fuiu7(K, L) = —7(K, L) = 7.

]

Seja K um complexo CW finito homotopicamente equivalente a L (neste

caso denotamos K ~ L). Defina
Sk =A{7(f) | f: K — L equivaléncia de homotopia} C Wh(L).

Teorema 4.22. Se K ¢ K' sao complexos CW finitos tais que K ~ L ~ K’,

entao as sequintes afirmativas sao equivalentes:

(i) Sk NSk # 10
(ii)) K e K' tém o mesmo tipo de homotopia simples
(iii) Sk = Sir.

Entio F = {Sk | K ~ L} forma uma particao de Wh(L).
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Demonstragao. (i) = (ii) Suponha que Sk N Sk # (. Entao existem equi-
valéncias de homotopia f: K — L e g: K' — L tais que 7(f) = 7(g). Seja
g: L — K’ tal que g e g sao inversas homotopicos. Assim, gf : K — K’
satisfaz 7(gf) = 7(9) + 9,.7(f) = —9.7(9) + .7(f) = 0, 0 que mostra que K
e K’ tém o mesmo tipo de homotopia simples.

(ii) = (ili) Suponha que s : K’ — K ¢ uma equivaléncia de homotopia
simples. Se 19 € Sk, escolha f: K — L com 7(f) = 79. Entéao fs: K’ — L
satisfaz 7(fs) = 7(f) + fur(s) = 7(f) = 70, donde Sk C Sk/. Por simetria
Skr C Sk.

(iii) = (i) Trivial, pois Sk # 0.

As seguintes notagoes serao usadas:

|S| = cardinalidade do conjunto S
v, = |F|, onde F ¢é a familia definida no resultado anterior.

E(L) é o conjunto das classes de equivaléncia das auto-
equivaléncias de homotopia de L, onde a relacao considerada é

a homotopia entre aplicagoes.

Who(L) = {7(f) | f« é a aplicacdo identidade em Wh(L)}.

Proposigao 4.23. v - [Who(L)| < [Wh(L)| < v -|E(L)].

Demonstracao. Seja g : K — L uma equivaléncia de homotopia fixada, entao
a correspondéncia f — fg, onde f é uma auto-equivaléncia de homotopia de
L, induz uma bije¢ao de £(L) no conjunto £(K, L) das classes de equivaléncia
das equivaléncias de homotopia de K em L (onde a relacao considerada é a
homotopia entre aplicagdes). Entao, por [{.13)), |Sk| < |E(K, L) = |E(L)|.
Agora, [Wh(L)] = U S| = [k | < SIE(L)| = IFIIED)] =l (L)

Por outro lado, seja gy : K — L uma equivaléncia de homotopia. Para

qualquer f : L — L que induz a identidade em Wh(L), temos 7(fgo) =
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7(f) + 7(g0) € Sk. Entao 7(go) + Who(L) C Sk, donde |[Who(L)| < |Sk|.
Assim, vy |[Who(L)| < [Wh(L)|.

Teorema 4.24. As sequintes afirmacoes sao validas:

(i) ( Todo complexo CW finito K com K ~ L € equivalente por homotopia
simples a L ) <= (Wh(L)=A{7(f)| fe€&(L)} ).

(ii) Se Wh(L) é infinito e E(L) € finito, entao F é uma familia infinita.

Demonstragao. (i) Ambas as afirmagdes em (i) sdo equivalentes a afirmagao

que Sx = S, para todo K.

(ii) Segue trivialmente de (4.22) e de (4.23)).
[

Observagao 2. Todo complexo CW finito e conexo L de dimensao 2 com
mL = Z,, p # 1,2,3,4,6, tem grupo de Whitehead infinito que satisfaz
as condi¢oes do primeiro item do teorema acima. Assim, estes complexos

satisfazem a conjectura II, embora nao satisfacam a conjectura I.

Por sua vez, todo espago lenticular L = L(p;q1,q2,-.-,qn), com p #
1,2,3,4,6, satisfaz as hipéteses do item (ii), e entao estes espagos nao satis-

fazem a conjectura II.



Referéncias Bibliograficas

Bass, H. - Algebraic K-theory, W. A. Benjamin, Inc., New York,
1968.

Bass, H. - K-theory and stable algebra, Publ. de I'Inst. des Hautes
Etudes Sci., #22, 1964.

BaAss, H., HELLER, A. AND SWAN, R. - The Whitehead group of a

polynomial extension, Publ. de I'Inst. des Hautes Etudes Sci., #22,
1964.

CHEVALLEY, C. - Fundamental concepts of algebra, Academic Press,
New York, 1956.

CoHEN, M. M. - A course in simple-homotopy theory, Springer-
Verlag, New York, 1973.

HicMAN, G. - The units of group rings, Proc. London Math Soc.,
46(1940), 231-248.

Hu, S. T. - Homotopy theory, Academic Press, New York, 1959.
MILNOR, J. - Whitehead Torsion, Bull. AMS 72, 1966, 358-426.

MUNKRES, J.R. - FElements of Algebraic Topology, The Benja-
min/Cummings Publishing Company, Inc., California, 1984.

RoTMAN, J.J. - An Introduction to the Theory of Groups, Graduate
Texts in Mathematics No. 148, Springer-Verlag, 1994.

82



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 83

[11]

[12]

[15]

[16]

SCHUBERT, H. - Topology, Allan and Bacon Inc., Boston, 1968.

SIEBENMANN, L. C. - Infinite simple homotopy types, Indag. Math.,
32, N° 5, 1970.

SPANIER, E. H. - Algebraic Topology, McGraw-Hill Book Co., New
York, 1966.

STALLINGS, J. - Whitehead torsion of free products, Annals of Math.
82, (1965) 354-363.

WHITEHEAD, G.W. - Elements of Homotopy Theory, Graduate Texts
in Mathematics No. 61, Springer-Verlag, 1978.

WHITEHEAD, G.W. - Homotopy Theory, M.I.T. Press, Cambridge,
1966.



	Introdução
	Complexos CW
	Cilindros de aplicação
	Complexo de cadeia celular
	Espaços de recobrimento para complexos CW

	Homotopia Simples
	Deformações formais
	Cilindros de aplicação e deformações
	O grupo de Whitehead de um complexo CW
	Simplificação de pares CW homotopicamente triviais
	Matrizes e deformações formais

	Álgebra
	Convenções
	Os grupos KG(R)
	(R,G)-complexos
	Complexos de cadeia acíclicos
	Equivalência estável de complexos de cadeia acíclicos
	Torção de um (R,G)-complexo acíclico
	Caracterização da torção de um (R,G)-complexo acíclico
	Mudança de anéis

	Torção de Whitehead de um par CW
	Definição de torção de Whitehead de um par CW
	Propriedades fundamentais da torção de um par
	A equivalência natural entre Wh(L) e Wh(1Lj)
	A torção de uma equivalência de homotopia
	Relação entre homotopia e homotopia simples

	Referências Bibliográficas

