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RESUMO

SALGE, L. M. Espectro de operadores diferenciais com adjunto elitico numa escala de
espacos de Sobolev localizados. 2022. 115 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2022.

Neste trabalho, apresentamos algumas diferencas que surgem no estudo do espectro de operadores
diferenciais com coeficientes constantes, quando mudamos a estrutura do “espago base" de

Banach para Fréchet.

Mostramos aqui que a alterag@o da topologia acarreta em mudancas significativas no comporta-
mento do espectro de operadores diferenciais com dual elitico, em especial o Laplaciano, como

por exemplo, o desaparecimento do conjunto resolvente, mesmo em dominio limitado.

A motivagdo para este estudo vem da extensio da nocdo de dicotomia exponencial para espagos
de Fréchet, que foi introduzida em (COSTA, 2019), e a ligacdo que existe entre separagao do

espectro e a dicotomia.

Palavras-chave: Espectro, Pseudodiferencial, Fréchet, Sobolev Localizados.






ABSTRACT

SALGE, L. M. Spectrum of operators with adjoint elliptic on a scale of localized Sobo-
lev spaces. 2022. 115 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

In this work, we present some differences which arise in the spectral analysis of differential
operators with constant coefficients when we change the structure of the ’base space’ from

Banach to Fréchet.

Here is shown that Fréchet topology implies in significant changes on the behavior of the
spectrum of differential operators with elliptic dual, specially the Laplacian like, for instance its

resolvent disappears even when we consider a limited domain.

The motivation for this work comes from the extension of the notion of exponential dichotomy
for Fréchet spaces, that was introduced by the author, and the link between the disconnected

spectrum and dichotomy.

Keywords: Spectrum, Pseudo-differential, Fréchet, Localized Sobolev.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A teoria espectral desempenha um papel fundamental no estudo das equagdes diferenciais,
tanto quantitativo quanto qualitativo. Por isso, ela consiste num tema de grande interesse para as

areas de Andlise Funcional, Equa¢des Diferenciais, Sistemas Dindmicos, entre outras.

Nosso trabalho baseia-se no roteiro apresentado em (TAYLOR, 1958), que faz a teoria
espectral de operadores fechados em espagos de Banach, e adotamos como defini¢des de operador
pseudodiferencial aquelas dadas em (HENRY, 2006) e (RUZHANSKY; TURUNEN, 2000).

Posto isto, para que seja bem entendido o que serd desenvolvido ao desenrolar deste
trabalho é recomenddvel um conhecimento basico de Andlise Funcional, Teoria das Distribuicdes,
espagos de Sobolev H*(R"), H} (I), operadores diferenciais e pseudodiferenciais. De qualquer

forma, no capitulo introdutdrio apresentaremos 0s conceitos essenciais para o entendimento do

que € desenvolvido neste trabalho.

Nossas ideias iniciais para tratar esta questao e as solucdes que demos, coincidiram com
as ja desenvolvidas por (CHAU; WONG:; PI, 1993), que d4 condig¢des suficientes para assegurar
que o espectro de um operador pseudo-diferencial com coeficientes constantes em . coincida
com a imagem do seu simbolo (ou fecho da imagem, mais geralmente), consequentemente,
neste caso, o espectro resulta sempre num conjunto conexo. Relembraremos estes resultados no
Capitulo 3 e apresentaremos nosso primeiro teorema resultante deste projeto, o qual expde uma
comparagdo entre o espectro de um operador pseudodiferencial com coeficientes constantes em
< (R"™) com o do seu transposto em .’ (R"), mostrando que esses espectros coincidem, quando

modificamos as topologias utilizadas para considerar continuidade e densidade.

Por outro lado, nossos principais resultados estao relacionados com operadores diferenci-
ais com coeficientes constantes na escala dos espagos de Sobolev localizados de um intervalo,

(1), s € R. Mostraremos que, ao considerar

A H&(O, T) C LIZOC(O, T) — LIZOC(O, ),
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0 que consiste em alterar o dominio do operador e a topologia do espago base, muitas diferencgas
importantes aparecem como, por exemplo, o desaparecimento do conjunto resolvente, o que
constitui nossa maior contribui¢@o a teoria. Nossa conclusao final serd que a defini¢ao usual de
espectro nao serd util para o estudo da dicotomia exponencial e nem para o estudo da geracao
de semi-grupos, quando consideramos um espaco de Fréchet como dominio de um operador

diferencial, uma vez que ndo haverd conjunto resolvente.

Estudamos um operador diferencial com coeficientes constantes da seguinte maneira
a(D) : Hy™™(I) C Hjp(I) — Hjp,(I)
comm > 1, s € N, e adjunto
a(D)*: H "™ (I) C H*(I) — HZ (1)

elitico. Nessas condic¢des, foi possivel fazer uma andlise bastante detalhada do seu espectro e
comparé-lo com o de a(D)*. Além disso, calculamos o fecho a(D), o que possibilitou mapear o
deslocamento dos pontos dos espectros (pontual, residual e continuo) em trés estagios, no caso

a(D) =A com s =0 e m =2, como explicamos no Capitulo 5.
Sendo assim este trabalho estd divido da maneira que descrevemos a seguir.

No capitulo introdutdrio, apresentamos as ferramentas e resultados de Andlise Funcional,
Teoria das Distribui¢do e Equacdes Diferenciais que foram necessérios para o desenvolvimento

desta tese.

Ja no capitulo seguinte, exibimos a motivac¢do para o desenvolvimento deste estudo. A
saber, expomos 0s conceitos bdsicos para dicotomia exponencial e as conclusdes que ja foram
obtidas tanto para operadores definidos em espagos de Banach quanto para operadores definidos

em espacos de Fréchet e posteriormente o que desejavamos investigar nesta pesquisa.

O quarto capitulo tem como propdsito apresentar a primeira alternativa que trabalhamos
para responder os questionamentos do capitulo anterior, mais detalhadamente, expomos as
conclusdes que ja haviam sido obtidas e a resultante do nosso trabalho. Mais especificamente,
neste capitulo mostramos as conclusio ja obtidas por (CHAU; WONG; PI, 1993) e o estudo
feito para o espectro de operadores pseudodiferenciais com coeficientes constantes em . (R")

comparando com os espectros de seus transpostos definidos em .’ (R").

No Capitulo 5, relatamos os resultados mais relevantes que foram conquistados por
estudo estudo. Nele constam o cdlculo do espectro de operadores diferenciais com coeficientes
constantes com transposto elitico definidos numa escala de espacos de Sobolev locais, os

espectros de A e seu fecho A e comparamos os resultados encontrados.

Finalmente, o Capitulo 6 exibe algumas das principais dificuldades que encontramos no
decurso do processo de solu¢ao dos problemas que nos propusemos a tratar € 0 que esperamos

obter com o continuidade deste trabalho.
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CAPITULO

CONCEITOS PRELIMINARES

Iniciamos este texto apresentando alguns conceitos de Andlise Funcional essenciais ao
desenvolvimento da teoria espectral e o estudo do espectro de operadores fechados. Dentre estes,
encontram-se os de Espacos de Banach, Espacos de Fréchet, Espacos de Sobolev, Operadores
Lineares Fechados, Operadores Compactos, além de outros que também siao importantes para o
estudo das equacdes diferenciais parciais que emergem de problemas da Geometria Diferencial,

Analise Harmonica, Mecanica e Fisica.

O intuito deste capitulo é deixar os resultados desenvolvidos neste trabalho o mais
acessiveis possivel aqueles que estiverem interessados no estudo do espectro de operadores
lineares, em especial, nas dificuldades que surgem quando se procura entender este conceito

aplicado a operadores em espacos de Fréchet.

2.1 Espacos de Banach e Espacos de Fréchet

Consideremos X um espaco vetorial sobre um corpo K, que aqui serd sempre, ou o
conjunto dos niimeros reais R ou o dos nimeros complexos C.
Diremos que X é um espago vetorial topolégico, ou TV S, quando X estd munido de uma

topologia T de modo que as operacdes de adi¢ao e multiplicacao por escalar

XxX — X
(x,y) +— x4y

KxX — X
(A, x) — Ax

definem aplicacdes continuas.
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Se cada ponto de X possui uma base de vizinhangas formada por conjuntos abertos
convexos,! diremos que X é um TVS localmente convexo. Notemos que, sendo X um TVS, basta
que sua origem tenha uma base de vizinhangas formada por abertos convexos para que X seja

localmente convexo, pois as translagdes 7, (x) = x+ p sdo homeomorfismos.
Quando || - || : X — R é uma funcio tal que
@) [lx| >0, xe X,
(i) ||Ax|| =|Allx]|, x€ X, A €K,

il) e+l < llxll + lIyll, x,y € X,

¢ dita uma norma definida em X e diz-se que o par (X, || - ||) € um espago normado.

diz-se que ¢ uma seminorma em X. Se, além disso, tivermos que ||x|| = 0 implica x = 0,

entdo || -

Por outro lado, uma aplicagdo d : X x X — R que satisfaz:

() d(x,y)=0 <= x=y, x,y€ X,
(i) d(x,y) <d(y,x), x,y € X,
(iii) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2), x,y,z € X,

¢ chamada uma métrica em X e o par (X,d) um espago métrico.

Enfatizamos que, dada uma norma || - || em X, se definirmos d : X x X — R pondo
d(xay) = ||x—yH, Xy €X,

teremos que d é uma métrica em X, a qual é dita induzida por || -||.

Apresentadas as no¢des anteriores, podemos definir os conceitos de espacos de Banach e
de Fréchet.

Definicao 2.1.1 (Espacos de Banach e de Fréchet). Diremos que um espaco vetorial topolégico
X € um espacgo de Fréchet, se for um espaco de Hausdorff com topologia induzida por uma

familia enumerdvel de seminormas?, .# = (p}) jen, e completo relativamente a métrica dada por

. I pjlx—y)
d(xay): 2 ,_'J—7xay€X-

Por outro lado, um espaco normado (X, || -||) é um espaco de Banach se for completo

com rela¢do a métrica induzida por || - ||

' Dados X um espago vetorial € um subconjunto A C X, dizemos que A € convexo se tx+ (1 —1)y € A

para quaisquer x,y € A e todo 7 € [0, 1].
2 Confira a Proposi¢do 5.16 de (FOLLAND, 1999, pg. 167).
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Vale mencionar que, como explicado na Sec¢do 3.7 do Capitulo 3 de (OSBORNE, 2014),
um espaco de Fréchet também pode ser definido como um espag¢o de Hausdorff localmente

convexo que é primeiro enumerédvel e completo.’

Antes de prosseguirmos, € necessario introduzirmos algumas no¢des importantes tanto
em Anélise Funcional quanto em Teoria das Distribui¢des, as quais sdo exaustivamente utilizadas

aqui.

Dada uma fungao continua ¢ : Q — C, em que Q C R" € um aberto, definimos o seu

suporte da seguinte maneira

supp ¢ = {x € Q;¢(x) # 0}.

Dadas func¢des mensuraveis f, g : R” — C definimos a convolugdo de f e g em x € R”

por
(f*g)( / fx=y)g(y)dy,
para todos os x € R” tais que essa integral existe, confira (FOLLAND, 1999, pg. 239).

Uma n—upla de inteiros & = (a1,...,0,) € Z} serd chamada de multi-indice. Dados

multi-indices @, B € Z", definimos
n
|OC‘ = Z o,
=1

al=o!---op!

ﬁ Bl ﬁn
Além disso, indicaremos D = ﬁ%, emquei’=—1,e
J

a n
Da:Dll"‘Dga

JARAL
27i dx,, '
0 \% a \*
a— [ “ e
J _(8x1) <8xn) )

Finalmente, se x = (x1,...,X,) escreveremos

ou seja,

Podemos considerar ainda

a— al... an
XU =,

A seguir, apresentamos alguns exemplos de espacos de Fréchet. Dentre eles, o conjunto

das fung¢des suaves definidas em um aberto de R” munido da topologia da convergéncia uniforme

3 Como podemos ver na se¢io intitulada Seminormas e Convexidade Local do Capitulo 1 de (RUDIN,

1921), a topologia de espacos localmente convexos € gerada por uma familia de seminormas, dai sua
completude € determinada por esta mesma familia.
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das fungdes e suas derivadas, o qual € um exemplo classico de espaco de Fréchet que nao é

Banach.

Exemplos 2.1.2. (1) Consideremos o espaco C*(Q), em que Q C R” é um conjunto aberto,
munido da topologia da convergéncia uniforme das func¢des e suas derivadas em compactos

de Q. Sua topologia provém das seminormas dadas por

P(j.a)(f) = sup [(9%f) (x)|

XGKJ'
para o € Z'% e j € N, sendo que K; C K1, K; compacto e Q = U jenK;.

(2) Consideremos o espago das fungdes suaves com suporte compacto C2°(K), em que K C R”
¢ um compacto, munido da topologia da convergéncia uniforme das funcdes e suas

derivadas no compacto K. Sua topologia provém das seminormas dadas por

pa(f) = sup|(d“f) (x)]

xeK

para o € Z', .

(3) O espago de Schwartz . (R") é um espaco de Fréchet. Ele é formado pelas func¢des
f € C=(R") tais que, para quaisquer multi-indices a, 8, vale

x (9P1) (x)‘ <.

sup
xeR?

Sua topologia provém das seminormas dadas por

Pap(f) = sup [x* (9P £) (x)] . f € 7 (R,

xeR?

para o, B multi-indices. Essa familia de seminormas é enumerdrel e separante* e, além do

mais, munido desta topologia o espago .7 (R") é um espaco de Fréchet.

(4) O espaco leo -(Q) é um espaco de Fréchet que desempenhard um papel especial neste

trabalho, por isso, o definiremos e o analisaremos aqui com mais cuidado.

Seja Q C R” um conjunto aberto e consideremos o espaco das funcdes mensurdveis
f:Q — Ctais que
JIFePdx < e,

para cada compacto K C Q. Denotamos este espaco por L

i = ([ oras)

Sejam X um TVS e &7 = (pg)aca uma familia de seminormas em X. Dizemos que a familia < é
separante se, para cada x,y € X com x # y, existe a € A tal que py(x—y) #0.

2

() € o munimos com as

seminormas dadas por

4
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para j € N, sendo que K; C int(K, 1), K; compacto e Q = U jcnK;.

Observemos que, para cada j € N, p; € uma seminorma pois ela coincide com a norma
de L*(K;). Além disso, se f € L? () for tal que p;(f) = 0 para cada j € N, segue que
flk; =0q.t.p.eentdo f =0 q.t.p.

Por fim, mostremos que toda sequéncia de Cauchy em leo .(Q) é convergente.

De fato, dada uma sequéncia de Cauchy (f;);eny C L7, (Q) temos que, para cada j € N,

loc

12
(/ | fi(x) |2dx) — 0, quando [,k — oo
e, como LZ(K ;) ¢ um espaco de Banach existe g; € L*(K ;) tal que

/ gj(x) (x)|*dx — 0, quando k — eo.

Dado x € Q, existe j € N de modo que x € K| e assim definamos g(x) = g;(x).

Notemos que
/Igj+1(X)—gj(X)|2de/ lgj+1(x) — filx 2dx+/ lg;(x) — fi(x)[?dx =0
K; Kjti

quando [ — oo, logo g1 € g; coincidem em K e g estd bem definida. Além do mais, dado

K C Q um compacto existe jo € N tal que K C K, assim
[ le@Pdx< [ lgPdx= [ g ()P <o
K K, K,
implicando que g € L7 ().

Por fim, para cada j € N pela escolha de g; segue que

1/2 1/2
ile—/fi)= (/ lg(x) 2dx> (/ lgj(x) |2dx) -0

Q
quando [/ — oo provando que f; l“—()> g e, consequentemente, que leo -(Q) é completo,

como querlamos.

Vale ressaltar que podemos ter um TVS completo com topologia induzida por uma
familia separante de seminormas sem que esta familia seja enumeravel, nestes casos o espaco
resultante ndo é de Fréchet. Um exemplo dessa situac@o e que ira figurar aqui € o espago das

distribui¢des temperadas .’ (IR"), o qual serd definido mais adiante.

Dado um aberto Q C R", como podemos ver em (OSBORNE, 2014, pg. 81), o conjunto
das fun¢des C* com suporte compacto em Q, C2°(Q), é um outro exemplo de TVS localmente

convexo que ndo possui estrutura de espaco de Fréchet.

Uma sequéncia (¢;) jeny em C’(Q) converge em C;°(€2) para ¢, como podemos conferir
também em (FOLLAND, 1999), quando:
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(i) (¢)jen C CZ(K), em que K C Q é um compacto;

(i) ¢; — ¢ na topologia de C*(K), ou seja, d%¢; — d*¢ uniformemente em K para

qualquer multi-indice o.

Uma ferramenta de inestimdvel relevancia para as equacdes diferenciais parciais € a
transformada de Fourier. Este operador linear foi usado exaustivamente durante este trabalho.

Dada uma fungio f € L'(R"), definimos a transformada de Fourier de f da seguinte forma

FE) = [ e wdx, E € R

n

Essa regra define uma fungio . (f), a qual é chamada fung¢@o transformada de Fourier de f, e

pode também ser indicada por f.

Listamos aqui algumas propriedades importantes desta transformacgao (confira (FOL-

LAND, 1999)). Na proposi¢do abaixo utilizamos a seguinte notagao

a®" = { r e c(w: tim s =o}.

e[ e

Proposcdo 2.1.3. Dadas f,g € L' (R").

@ (fxg)=7¢:

(b) Se existe algum k € N tal que vale x*f € L'(R") para |a| < k, entdo f € CK(R") e
0%f = [mix)* T

(c) Seexiste k € N tal que f € CK(R") com d%*f € L' (R") para || < k, e d*f € Co(R") para
la| < k—1, entdo para |ot| < k tem-se (9% f)" = (2mi&)*f;

@ .7 (L'(R") C Co(R");

© [ Fwsedx= | g

Tendo em maos a transformada de Fourier podemos exibir agora um exemplo menos

conhecido de espaco de Fréchet.

Exemplo 2.1.4. (TREVES, 1973) Sejam ./ (R") o conjunto de todas as distribui¢des temperadas

2
loc

em R”, isto é, o dual topolégico do espaco . (R"), L7 (R") o conjunto de todas as fungdes

mensuraveis cujo quadrado € integravel em cada compacto de R” e consideremos
E={uc ' (R") :ue LZZOC(R”)},

em que  indica a transformada de Fourier da distribui¢do temperada u € ./ (R").



2.1. Espacos de Banach e Espacos de Fréchet 31

E esta munido das seminormas

pi(u) = ( /mm(&)ﬁdé)l/z, @L1)

para je NeucE.

Segue que as mesmas constituem uma familia enumeravel e separante de seminormas

em E de modo que a fun¢do

© 1 (u—v
dun) =Y L p](* )
=271+ pi(u—v)
fornece uma distancia em E.
Definimos ZL? :=.ZL? (R") como sendo o completamento do espago métrico (E,d).

Nio € dificil provar que as seminormas (2.1.1) t&ém extensdes naturais para .% leoc que

daoa . leo . a estrutura de espago de Fréchet.
Quando [u] € ¥ leo 05 ¢ possivel definir sua transformada de Fourier.

Tomando (u;)en € [u] segue que ()N é uma sequéncia de Cauchy em L7 (R"), e por
2 2

18s0 existe uma unica w € L . Toc

(R") tal que & 2 wem Ly e assim pomos
—>00

[u] = w.
E fécil ver que essa transformada estd bem definida, isto é, essa defini¢do é independente da

sequéncia (u;);en escolhida para representar a classe [u].

Uma pergunta natural a se fazer € se, lancando mao da estrutura topoldgica dada por uma
familia enumerével de seminormas de um espaco de Fréchet, existe uma forma de utiliza-las

para caracterizar operadores lineares continuos.

A proposicado a seguir caracteriza a continuidade de uma transformacgao linear entre
espacos vetoriais topoldgicos cuja topologia é dada por uma familia de seminormas. (FOLLAND,
1999, pg. - 166)

Proposcao 2.1.5. Dados X e Y espacos vetoriais topoldgicos cujas topologias sdo induzidas,
respectivamente, pelas familias de seminormas .#| = (pa)aca € F2 = (qp)gep, € T : X =Y
uma transformacao linear. Nessas condi¢des, T € continua se, € somente se, para cada 3 € B

existem Q1,...,0; € Ae C > 0 tais que

l
qp(Tx) <C ; Poy(%)-

> Aqui, estamos considerando o completamento como sendo o espago quociente de todas as sequén-

cias de Cauchy em E com respeito a relagdo de equivaléncia candnica: (u;);en ~ (vi)en <
limy oo d (uy,vy) = 0.
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Uma aplicacdo importante desta proposicao € o seguinte teorema, que inclusive sera

usado ao longo deste texto.

Teorema 2.1.6. A transformada de Fourier .# é uma aplica¢@o continua de .7 (R") em .77 (R").

Confira (FOLLAND, 1999).

Dada f € L!'(R"), definimos sua transformada de Fourier inversa pondo
J) = [ @™ p(E)dE e R
Rn

Notemos que esta transformagio € linear e, como podemos imediatamente perceber, f(x) =

(Z f)(—x) e vale o seguinte coroldrio.

Corolario 1. A transformada de Fourier é um isomorfismo de .7 (R") em . (R").

E notério que tanto o Teorema de Hahn-Banach, quanto suas consequéncias, sio ferra-
mentas indispensaveis para o estudo dos operadores diferenciais e algumas destas consequéncias
fazem uso da norma em suas demonstragdes, por isso, nem sempre poderao ser aplicadas a fim
de cumprir nossos propdsitos. Pensando nisso, a seguir apresentamos um resultado de Andlise
Funcional que nao € muito difundido e serd relevante para o que desenvolveremos nos proximos

capitulos.

Teorema 2.1.7. Seja (X, (p;)jen) um espago de Fréchet. Dado um subespago M C X tal que

M +# X, entdo existe funcional linear nio nulo G € X’ que satisfaz

(G,x) =0,VxeM.

Demonstragdo. Tomemos xo € X \ M, assim d(xo,M) > & para algum § > 0, em que d(-,-) é a

o 1 pjlx—y)

=127 Tip;(x_y)» PAr& X,y cX.

distancia dada por d(x,y) =Y.

Consequentemente, d(xg,x) > 8, qualquer que seja x € M, portanto

S Zi pj(.XO—)C) _

+1
L1 pilxo—x) |
< Y — + . 2.1.2)
jz’lzfl-i-Pj(xO_x) ,%121
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Agora, escolhemos ny € N de forma que

Y 5<
jn0+12]

9
2

0 que unido a desigualdade (2.1.2) nos da que

< 1 pi(xg—x) 1
<E —_— E (X0 —x),
TS 2 1+ pj(xo —x) j_lp’( 0=

para qualquer x € M.
Nessas condigdes definamos

g:Mdxg] — C

xX+Axy = ﬂ,g,

a qual é claramente linear e, para cada A € C e x € M, cumpre

](g,x+7txo>|—]7t|—<\/l]Zp] (xo+ (1/A)x) ij (x+ Axp),

j= j=1
provando que g : M @ [xp] — C é linear e continua.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe G € X’ tal que (G,x+ Axg) = (g,x+ Axg) para
todox € M, A € C, logo (G,x) = (g,x) =0, para todo x € M, com (G, xp) = (g,x9) = 8/2 >0,

como queriamos demonstrar.

]

A partir deste momento, a menos que seja dito o contrério, consideraremos X um espaco

de Fréchet sobre o corpo C dos niimeros complexos.

2.2 Espectro de Operadores Lineares

Iniciamos esta se¢do apresentando o principal objeto de anédlise deste projeto que € o
espectro 6(A) de um operador linear A. Este conceito comprova sua importincia no estudo
de, por exemplo, a Teoria Qualitativa de Equagdes Diferenciais (em particular, a Dicotomia

Exponencial e a Propriedade do Ponto de Sela).

Definicdo 2.2.1. SejaA : D(A) C X — X um operador linear definido em um subespago D(A)

de X, chamado o seu dominio.

O conjunto resolvente de A, denotado por p(A), é o conjunto formado por todos os

escalares A € C tais que as seguintes trés condi¢des estdo satisfeitas:
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(a) O operador Aly —A : D(A) C X — X, que serd indicado apenas por A —A : D(A) C

X — X, omitindo-se a identidade, € injetivo.
(b) Aimagemde A —A:D(A) C X — X, indicada por R(A —A), é densa em X.

(c) Ainversa (A —A)~!':R(A —A) C X — X é continua.

Quando A € p(A), o operador (A —A)~ ! : R(A —A) C X — X chama-se o resolvente
de Aem A.

Finalmente, definimos o espectro de A, denotado por 6(A), como sendo o conjunto dos

escalares A € C que ndo estdo no conjunto resolvente de A, isto €,
o(A)=C\p(A).

O estudo dos operadores (A —A)~! e dos conjuntos p(A) e 6(A) é chamado a Teoria
Espectral, ou Anélise Espectral, de A.

O operador central deste trabalho € o laplaciano que € usualmente indicado por A. A
fim de estuda-lo adequadamente aqui, fazem-se necessarias as definicdes de operador fechado e
fechavel, visto que o operador de Laplace A apresenta estas propriedades em diferentes contextos,

fato este que serd util na prova do ultimo resultado desta tese.

Definicio 2.2.2. Dizemos que um operador linear A : D(A) C X — X, definido em um subes-
paco de um espago de Fréchet (ou Banach) X é

(a) Fechado, quando seu gréifico G(A) := {(u,Au) : u € D(A)} é um subespago fechado do
espago produto X x X.

(b) Fechavel, quando o fecho do seu grafico em X x X € o grafico de algum operador linear
A :D(A) C X — X. Neste caso, tal operador A : D(A) C X — X é tnico e é chamado o
fecho de A.

Segue da defini¢do acima, que quando A : D(A) C X — X é um operador fechével e

A:D(A) C X — X é seu fecho, entdo vale a igualdade
G(A)=G(A). (2.2.3)
Além do mais, A é um operador fechado e constitui a menor extensdo fechada de A.

Teorema 2.2.3. Dado A : D(A) C X — X um operador linear, definido em um subespaco de
um espaco de Fréchet (ou Banach) X entdo A € fechavel se, e somente se, para toda sequéncia

(xn)nen C D(A) tal que A(x,) — y e x, — 0, quando n — oo, temos que y = 0.
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O teorema acima fornece um critério muito util para verificarmos se um operador linear
A é fechado. Para a demonstragdo desse resultado confira (TAYLOR, 1958).

Se A:D(A) C X — X for um operador linear fechado, as trés condi¢des necessarias
para que um escalar A € C seja um ponto do resolvente p(A), apresentadas na Defini¢do 2.2.1,

se resumem em uma sd, como consequéncia do seguinte lema.

Lema 1. Dado A : D(A) C X — X um operador fechado, tem-se que
p(A)={A €C:2—A:D(A) CX — X ébijetiva}.
Demonstragcdo. Dado A € C tal que A — A € bije¢ao, mostremos que
A-A)1x —Xx

¢ continua, o que nos dard A € p(A).

Para tanto, basta mostrarmos que o gréfico de (A —A)~! é fechado, pois, com isso, pelo
Teorema do Grafico Fechado para espacgos de Fréchet, concluiremos que o operador em questao

é continuo.

Com efeito, seja (f,u) € G((A —A)~1), segue que existe uma sequéncia (fj,u;) jeny C
G((A —A)™!) tal que (fj,u;) — (f,u) em X x X em que (A —A) "' f; = u;, comu; € D(A).

Dessa forma,
Uj —u
(A =A)uj=fj — 1,
o que implica em (u, f) € G((A —A)) = G((A —A)). Em outras palavras, u € D(A) e f =

(A —A)u e consequentemente (f,u) € G((A —A)~!), mostrando que o resolvente tem grafico
fechado.

Por fim, consideremos A € p(A) e mostremos que A — A é bijecdo. Para tanto, basta
mostrar que R(A —A) =X, pois A € p(A).

Seja f € X = R(A —A), assim existe uma sequéncia (1) jeny C D(A) tal que

f=X—Tlim(A—A)u;.

=

Denotemos fj = (A —A)u;, ou equivalentemente u; = (A —A)~! f; e mostremos que
(uj) jen € uma sequéncia de Cauchy. Sendo f; — f, tem-se que (f;);jen € uma sequéncia de

Cauchy, ou seja, fj — f; — 0, se j,I — . Logo,
uj—u=A~A)"fj—A-A)"fi=A-A)(fi~fi) =0,

quando [, j — oo, pois (A —A)~! é continua.
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Finalmente, concluimos que existe u € X tal que uj — u e (f,u) € G((A —A)~1) ou,
equivalentemente, (u, f) € G(A —A) = G(A —A). Por conseguinte, u € D(A) e f = (A —A)u €

R(A —A), como queriamos demonstrar.

O

Dentre os elementos do espectro existem trés tipos, mutuamente exclusivos, que nascem
negando-se, uma a uma, as trés condigdes necessarias para que um escalar A esteja no conjunto

resolvente. Mais especificamente

Definicao 2.2.4. Seja A : D(A) C X — X um operador linear, definimos:

(a) Espectro Pontual ou Conjunto dos Autovalores de A, indicado por 6,,(A):

E o conjunto dos A € C tal que A — A ndo é injetor;

(b) Espectro Residual de A, indicado por o,(A):
E o conjunto dos A € C tal que A —A é injetor com R(A —A) # X;

(c) Espectro Continuo de A, indicado por c,.(A):
E o conjunto dos A € C tais que é A — A é injetor, R(A —A) = X mas

(A—A)"!':R(A —A) — X nio é continua.
Dessa forma, tem-se imediatamente a decomposic¢do 6(A) = 6,(A) Uc,(A) Uo.(A).

Como visto no lema e na defini¢do acima, o espectro de um operador fechado possui
uma estrutura mais simples de ser estudada, sendo assim dado um operador fechdvel poderiamos
nos perguntar se existe alguma relacdo entre o espectro deste operador com o espectro do seu
fecho. Para esta pergunta temos uma resposta bastante satisfatoria que se mostrard importante

em nossos estudos, esta reposta € dada no seguinte teorema.

Teorema 2.2.5. Se A : D(A) C X — X é um operador fechdvel e A : D(A) C X — X é seu

fecho, entdo
o(A) =0 (A).

Demonstracdo. Evidentemente, mostrar que 6(A) = 6(A) é 0 mesmo que mostrar que p(A) =

p(A). Tomemos entdo A € p(A), sendo D(A) C D(A), tem-se
l _Z|D(A) - l —A

e consequentemente A — A é injetor.
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Seja f € X = R(A —A), daf existe u € D(A) tal que (A —A)u = f. Pela definigdo de
dominio e imagem do fecho do operador A deve existir uma sequéncia (u;) jeny C D(A) com

uj—ue(A—Auj— f,dessaforma f € R(A —A), o que comprova a densidade da imagem de
A—A.

Resta mostrarmos que
(A—-A)"1:RA-A)CX —X
¢ um operador continuo. Para tanto, tomemos (f;) jen C R(A —A) tal que
lim fj = f € R(A~A),

donde existe u € D(A) com f = (A —A)u.

Mostremos agora que lim;_,u; = u, em que (A —A)~'f; = u;. Notemos que f; =
(A—A)uj=(A—A)u;,uj € D(A) C D(A), ouseja, uj= (A —A)~! f; e sendo (A —A)~! continua
segue que

u=(A—A)"f=1lim(A—-A)"'f; = limu;.

J—reo J—reo
Portanto

p(A) C p(A).
Reciprocamente, seja A € p(A) dai segue que A — A é injetor, X =R(A —A) e
(A—A)"1:RA-A)CX —X

¢é continua.

Mostremos que A — A é bijeco. De fato, se u € D(A) satisfaz (A —A)u = 0, tem-se que
existe (uj) jen C D(A) com lim; ot = u e limj ;o0 f; = 0, em que f; = (A —A)u;.
Observemos que 0 € R(A —A), sendo assim da continuidade do operador (A —A)~!

obtemos que
limu; = lim(A—-A)"'f;=(1-4)"'0=0,

jee T e
ou seja, u = 0 e segue que A — A € injetor.

Finalmente, mostremos que A — A é sobrejetor. Seja f € X = R(A —A), daf existe
(uj) C D(A) com fj = (A —A)uje fj — f quando j — co.

Portanto (f}) jen € uma sequéncia de Cauchy, ou seja,

lim (f;—fi) = lim (A —A)(u; —u;) =0,

Jyl—oo Jyl—oo

logo
lim (u; —u) = lim (A —A)"'(f;—f1) =0

Jil—reo Jil—reo
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pois (A —A)~! é uma aplicagdo continua. Concluimos assim que (1) jcn € uma sequéncia de
Cauchy, portanto existe u € X tal que u; — u quando j — oo.

Unindo os fatos, podemos concluir que (u, f) € G(A —A) = G(A —A), ou seja, u € D(A)

e f=(A—A)uc R(A—A) como querfamos demonstrar.

]

2.3 Operador Adjunto e Transposto Formal

Dado um operador linear A : D(A) C X — X, muitas vezes € titil, como veremos aqui,
considera-lo como atuando em elementos do espago dual X*, ou seja, utilizamos uma espécie de
“realizacdo” do operador A em X*. Em geral, temos topologias mais fracas em X*, o que muitas

vezes, Como serd no nosso caso, sao uteis para melhor compreensao do operador A.

Para a Teoria da Resolubilidade das Equagdes Diferenciais essa interpretacao se mostra
extremamente valiosa, sendo que quando estudamos a existéncia de solugdes para, por exemplo,
a equacao

Au=f

para f € X dada, permitindo solugdes singulares, ou seja, pertencentes a X * (que geralmente é
“maior” do que X), amplificamos o conjunto de solucdes admissiveis para esta equacio, o que

aumenta as possibilidades de resolubilidade.

Portanto, essa se¢do tem como objetivo apresentar as definicdes bésicas relacionadas ao
adjunto de um operador, bem como suas propriedades que serdo utilizadas no decorrer deste

estudo.

Definicio 2.3.1. Seja A : D(A) C X — Y um operador linear densamente definido em um

espaco de Fréchet X e tomando valores num outro espago de Fréchet Y.

Seu operador adjunto (ou dual) é o operador linear denotado por A* : D(A*) C Y* — X*

e definido da seguinte maneira:

D(A*):={y* €Y :y" oA : D(A) — C é continuo}. (2.3.4)

Dai, se y* € D(A*), entéo, da continuidade de y* oA : D(A) — C em conjunto com a
densidade de D(A) em X, obtém-se a existéncia de um tnico funcional linear continuo x* € X*

que estende o funcional y* oA : D(A) — C, isto é, que cumpre a condi¢do
(y",Ax) = (x",x)

qualquer que seja x € D(A).
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Por definicdo pomos A*y* := x*, de modo que, em virtude da igualdade acima, € entao

satisfeita a relacdo fundamental que caracteriza o adjunto A* de A
(y*,Ax) = (A"y",x), (2.3.5)

para todo x € D(A) e y* € D(A™).

Os principais resultados deste trabalho, consistem em comparar o espectro de A com o
do seu adjunto A*. No caso em que X é um espaco normado, hd um resultado bastante geral, que
a seguir enunciamos sem demonstracao (confira (TAYLOR, 1958)), que ajudard a guiar nossos

argumentos neste texto.

Teorema 2.3.2. Se A : D(A) C X — X é um operador linear densamente definido num espaco
normado (X, || - ||x), entdo p(A*) = p(A) e tem-se ainda que, para todo A € p(A),

A—A)T=[A-4a)""]". (2.3.6)

Em palavras, o resolvente do adjunto € o adjunto do resolvente.

Por outro lado, dado um operador linear continuo L : C;*(Q) — C°(2), quando existe

L' :C2(Q) — C2(Q), outro operador linear e continuo, de modo que

| @viedr= [ wi'gyax

para todos v, ¢ € C°(Q), dizemos que L' é Transposto Formal de L e vice-versa. Podemos

também indicar L’ por L.

Dessa maneira, dada u € [CZ°(Q)]’ podemos definir Lu € [C°(Q)]', por meio do transposto

formal L', da seguinte forma

(Lu,¢) = (u,L'), ¢ € C2(Q).

Este procedimento tem a vantagem de expandir o conjunto de possiveis solugdes para certas
equacdes diferenciais, visto que em distribui¢des é comum termos X < X’. Explicaremos o
papel do transposto formal em maiores detalhes mais adiante neste texto, quando apresentarmos

os espacos de distribuicdes.

Em Teoria das Distribui¢des é mais comum utilizarmos a nota¢io X’ para o espago dual
em contraposi¢ao a notacdo mais cldssica X* utilizada em Andlise Funcional. Neste dltimo
pardgrafo mudamos a notagdo para a que € mais utilizada em Teoria das Distribui¢cdes, quando

for necessario, deixaremos explicito para que ndo exista ambiguidade.
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2.4 Teoria espectral para operadores compactos

As defini¢des de espectro e de resolvente foram, a principio, apresentadas para um opera-
dor linear arbitrdrio A : D(A) C X — X. Posteriormente, quando A é fechado, em (TAYLOR,
1958) mostra-se que no caso em que X € espaco de Banach, sua teoria espectral apresenta
propriedades especiais importantes, como, por exemplo, o fato de p(A) ser um aberto de C e seu

coroldrio, que assegura a analiticidade da aplicaciio p(A) 5 A — (A —A)~! € Z(X).

Além do mais, supondo A € .Z(X), é possivel demonstrar que seu espectro estd contido
no circulo de centro na origem e raio norma de A, e obter uma representacao em série de Laurent
para p(A) 3 A +— (A —A)~! € Z(X), fora deste circulo, e também a existéncia de seu raio

espectral.

Restringindo ainda mais a classe de operadores, considerando compactos, propriedades

ainda mais significativas podem ser obtidas.

Essas restricoes relativas aos operadores e espaco em questao pode deixar uma ddvida
com relag@o ao alcance da teoria espectral, sendo que, em se tratando da utilizagdo desta teoria
no estudo dos operadores diferenciais (como o operador de Laplace A = 27:1 j—; por exemplo),
temos muitas vezes que lidar com operadores ilimitados e, a principio, pode parecjer que ndo seria
possivel aplicar estas conclusdes para estes operadores. Contudo, muitos operadores diferenciais
possuem o zero em seus resolventes e seus operadores resolventes sdo compactos, dessa forma, a
teoria mencionada anteriormente tem grande valor e pode ser aplicada a eles mediante o Teorema

da Aplicacdo Espectral que, como pode ser visto em (TAYLOR, 1958), estabelece a igualdade
o(A) =[o(a" )\ {o}]".

Definicao 2.4.1. Sejam X e Y espacos de Fréchet sobre o mesmo corpo K (K =R ou K = C).

Um operador linear 7 € .Z(X;Y) é dito compacto, quando a imagem 7' (U), por T, de
uma vizinhancga aberta da origem U em X, € relativamente compacta em Y, ou seja, seu fecho

T(U) é um compacto de Y.

O conjunto formado pelos operadores lineares compactos de X em Y sera denotado por

J(X;Y) e, quando X =Y, escreveremos apenas .# (X) para indicar o conjunto J# (X;X).

O resultado a seguir apresenta um principio basico da Anélise Funcional.

Teorema 2.4.2. O conjunto # (X;Y) é um subespago de .Z(X;Y).

Demonstragdo. Sejam U C X e V C Y vizinhangas da origem com 7' (U) compacto.

Segue T(U) C T(U) é limitado, daf existe ¢ > 0 com T (U) C ¢V, equivalentemente
T(c7'U)=c"'T(U) CV,ouseja, ¢c'U c T~!(V) e concluimos que T é continua. O
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Para os préximos teoremas, e outras afirmacdes ao longo do texto, serd necessario
invocarmos os seguintes resultados da Teoria de Riesz-Fredholm, cujas demonstracdes podem
ser encontradas em (BREZIS, 2011).

Teorema 2.4.3. Sejam X,Y e Z espagos de Banach sobre o mesmo corpo K, A € Z(X;Y) e
B e Z(Y;Z), entdo:

(a) Se A ou B for um operador compacto, entdo a composi¢ao BoA € compacta.
(b) Se A € #(X;Y) e suaimagem R(A) é fechada em Y, entdo dimR(A) < oo.

(c) (Teorema de Schauder) A € 7 (X;Y) se, e somente se, A* € # (Y*;X*)

Teorema 2.4.4. Seja X um espaco normado.

(1) Lema de Riesz: Seja M um subespago fechado préprio de X, dado € € (0, 1) existe ug € X
com |jug||x = 1 tal que ||ug —ul| > 1 — € para todo u € M.

(2) Teorema de Riesz: Em X, a bola unitaria fechada
By ={xeX:|x[|x <1}
€ compacta para a topologia forte se, e somente se, a dimensao de X € finita.
(3) A Alternativa de Fredholm: Se A € JZ(X) valem:

(i) dimN(I—A) < e
(i) I—A € injetivo se, e somente se, € sobrejetivo.
(iii) dimN(I—A) =dimN(I —A¥)
(iv) R(I—A)=N(I—A*)*
O teorema a seguir fornece a descricdo completa do espectro de um operador compacto

em dimensao infinita. Para sua demonstracdo utiliza-se a propriedade (ii) da Alternativa de

Fredholm enunciada acima.

Teorema 2.4.5. Sejam X um espaco de Banach com dimensao infinita e A um operador compacto

de X em X. Entdo, seu espectro satisfaz as seguintes trés propriedades:

(a) 0 € 6(A). Ou seja, em dimensio infinita, ndo se pode inverter continuamente um operador

compacto.
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(b) 0(A)\{0} =0,(A)\ {0}. Em palavras, com a possivel excessdo do zero, o espectro de A

contém apenas autovalores.
(c) Ocorre uma das seguintes duas situagdes:

(c1) o(A)\ {0} é um conjunto finito, podendo ser vazio, inclusive.

(c2) o(A)\ {0} é um conjunto infinito. Neste caso, € infinito enumerédvel e, mais ainda,

consiste na imagem de uma sequéncia que converge para zero.

Nesta secao, os Teoremas 2.4.4 e 2.4.3, como veremos mais adiante, sao ferramentas
importantissimas no estudo do espectro do operador de Laplace em dimensao 1, o qual recebera
atencdo especial neste trabalho, pois foi pensando nele que formulamos e resolvemos nossos

problemas.

Observa-se a grande importancia em X ser um espagco normado para a obtengdo dos
resultados que apresentamos nesta se¢do, indicando que uma das maiores dificuldades para
generalizarmos estes resultados para espacos com estrutura de espaco de Fréchet provém do fato

de ndo contarmos com uma norma.

Fechamos essa secao com um exemplo que € necessario para apresentarmos o calculo
do espectro do operador Laplaciano definido num espaco de Banach, célculo este que serviu de

inspiracdo para o desenvolvimento deste trabalho.
Exemplo 2.4.6. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado num espaco de Banach X
com 0 € p(A). Definimos no espago vetorial D(A) a seguinte fung@o:

D(A) 3 ur— |lullgea) := llullx + [|Aullx € R.

Segue imediatamente que || - [|g(4) : D(A) — R define uma norma em D(A) que € chamada
norma do grafico de A.

Denotando por Y o espago normado (D(A), || - [|(a)), verificam-se as seguintes proprie-
dades:

(a) Y € um espaco de Banach.

(b) A norma do grafico de A € equivalente a norma

D(A) > uvr— ||ul|; := ||Aul|x € R

(c) Y estd compactamente contido em X se, e somente se, A~ é um operador compacto .

®  Dados dois espagos de Banach (X, || - |[x) € (Y,]| - ||y), diz-se que ¥ estd compactamente imerso em X

quando Y C X e a aplicaco de inclusdo i : Y — X, i(u) = u, estd em 2 (Y;X).
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Demonstra¢do.  (a) Com efeito, seja (u,),en uma sequéncia de Cauchy em Y, entdo (uy),en

(b)

(©)

e (Aup)uen sdo de Cauchy em X. Portanto, existem u, f € X tais que
u, — ueAu, — f.
n—oo n—-oo

Sendo A um operador fechado, tem-se que u € D(A) e Au = f.

Naturalmente

o g4y = 1 — sl + [ Aty — Auflx — 0,
provando que (u,),cN converge para u em Y, e a afirmacéo (a) é correta.

Primeiramente, observemos que
lullv = NlAullx < lullx + [[Aullx = [lullga)-
Por outro lado,

lalloeay = lullx + [lAully = [|A™ Au| + |Aully <
< (A g+ 1) Bul = (A7 gy 1) el
pois, por hipétese A~! € Z(X), e o resultado segue.

Suponhamos que a inclusio de ¥ em X é compacta e provemos que A~ € 7 (X).

Com efeito, temos que A~ (By) C D(A) =Y . Assim, é suficiente provarmos que A~ ! (Bx)

€ limitada em Y, o que € claro, pois se u € By entio

JA gy = 1Al 144 = 4~ ]+ e < 4~

2t

uma vez que A~! € Z(X).
Reciprocamente, supondo A~! € % (X) tomemos uma sequéncia (u,),cy em By. Entio,
para todo natural n

1 Aunlx < flunlx + l[Aunlx = llenllgeay < 1,

donde Au, € Bx para todo n, consequentemente u,, = Al (Au,) e, da compacidade de A,

() nen possui uma subsequéncia convergente em X e o exemplo fica estabelecido.

]

2.5 Operadores simétricos e autoadjuntos

Até este ponto, fizemos apenas uso da estrutura de espago de Fréchet ou de espago de

Banach para apresentar a maiorias dos resultados descritos acima. Os espacos de Hilbert, por

outro lado, devido a presenca do produto interno compativel com sua norma e sua estrutura
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algébrica, permitem a utilizacdo de conceitos geométricos na formulacdo dos resultados a
eles associados. Dessa forma, € esperado que algumas das no¢des destacadas anteriormente

apresentem propriedades especiais quando analisadas neste contexto.

Um fato que comprova isto € o seguinte: dado um espaco de Hilbert H, gragas ao Teorema
de Representagao de Riesz-Fréchet, podemos ver o adjunto de um operador densamente definido
A:D(A) C H— H, que originalmente atua nos espacos duais, como atuando no mesmo nivel
que A, o que nos permite indagar sobre a ideia de que o adjunto pode fornecer uma extensao do

operador, originando assim a no¢ao de operadores simétricos.

2.5.1 Operadores simétricos

Dado H um espago de Hilbert complexo com produto interno (-,-)y : H x H — C,
consideramos F : H —» H* o operador de Riesz-Fréchet, segundo o qual, para cada u € H,

Fu:H — C ¢ o funcional linear continuo em H dado por
(Fu,v) := (v,u)y, parav € H.

Do Teorema de representagdo de Riesz-Fréchet, tem-se que F : H —» H* é uma isometria

conjugada-linear, isto €, F' é uma bijecao tal que

F(u+av)=Fu+aFv

|Fullg = ||u||#,
para quaisquer u,v € He a € C.

Agora, consideremos A : D(A) C H — H um operador linear densamente definido e

A*: D(A*) C H* — H* seu operador adjunto, conforme apresentado anteriormente.

Sendo assim, € possivel ver A* como um operador atuando de H em H. Além do mais, é

possivel identificar A* com o operador A® : D(A*) C H — H dado por

D(A®) =F '(D(A*)) = {u € H : F(u) € D(A*)} (2.5.7)

A%u=(F 'oA*oF)(u), parau € D(A®). (2.5.8)
Notemos que este novo operador satisfaz a seguinte propriedade:
Seu e D(A®%) ev e D(A) entdo
(Av,u)g = (Fu,Av) = (A*(Fu),v) = (v,F’1 [A*(Fu)])H = (v,A%u)y,
consequentemente, conjugando, obtemos a seguinte relacao fundamental entre A e A®

(u,Av)g = (A®u,v)n, (2.5.9)
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quaisquer que sejam u € D(A®*) e v € D(A).

O operador linear A® : D(A®*) C H — H, definido acima, de agora em diante, serd
também chamado operador adjunto de A e denotado também A*. Nessas condi¢des, é possivel

definir:

Definicao 2.5.1. Um operador linear densamente definido A : D(A) C H — H em um espago

de Hilbert complexo H, chama-se:

e Simétrico: Quando seu adjunto A* : D(A*) C H — H é uma extensdo sua, ou seja, quando
D(A) C D(A*) e A*u = Au para todo u € D(A).

e Autoadjunto: Quando é simétrico e D(A*) = D(A), ou seja, quando A é igual ao seu

adjunto A*.

Observemos que, se A : D(A) C H — H ¢é simétrico, entdo da Igualdade (2.5.9) obtemos
que
(u,Av)pr = (Au,v)n, (2.5.10)

para u,v € D(A).
Reciprocamente, se um operador linear satisfaz a condi¢cao acima, entdo ele é simétrico.

O préximo teorema, como veremos mais adiante, contribui para uma descricdo mais
precisa do espectro do operador de Laplace em dimensao 1 definido em um espaco de Hilbert. A

demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em (TAYLOR, 1958).

Teorema 2.5.2 (de Friedrichs). Se A : D(A) C H — H € um operador linear simétrico em um
espaco de Hilbert complexo H, para o qual existe uma constante real o € R de modo que, para
u € D(A), tem-se a estimativa

(Au,u)y > oul|%, (2.5.11)

entdo A possui uma extensao autoadjunta que preserva esta estimativa.

2.6 Espacos de Sobolev e Laplaciano em dimensao 1

Nesta se¢do, apresentamos um exemplo concreto de um operador linear densamente
definido em um espaco de Hilbert, que possui grande relevancia em problemas praticos, para o
qual podemos aplicar as técnicas abstratas apresentadas anteriormente a fim de obter informacdes
importantes sobre suas propriedades espectrais, as quais sao fundamentais para o estudo das

equagoes diferenciais que envolvem este operador em sua formulacao.

O conceito de espagos de Sobolev € indispensdvel para a Teoria das Equagdes Diferenciais

Parcias e, como ¢ de se esperar, desempenhardo um papel fundamental no decorrer desta tese. Por
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isso, inicialmente, faremos uma breve apresentagcdo destes espagos, que para nossos propdsitos

neste trabalho, estardo restritos a abertos em dimensdo 1 e também ao contexto LZ.

Seja I C R um intervalo aberto, relembramos que C:°(I) denota o conjunto formado por
todas as funcdes infinitamente diferencidaveis em R possuindo suporte compacto e contido em
I. As fungdes ¢ € C°(I) sdo chamadas fungdes teste e o espago C(I) é chamado o espaco das

funcoes teste.

1

Consideremos também o espago L; .

(I) formado pelas fungdes Lebesgue mensuraveis
f: R — C que sdo integraveis em qualquer compacto K C I. Se f € Lllo 1), f é dita uma

funcdo localmente integravel em /.

1

Definic¢éo 2.6.1. Dizemos que uma fungdou € ;.

1

loc

(I) é fracamente diferenciavel em /, quando

existe v e L, (I) tal que vale a igualdade

/uq)’ - —/vq), Vo € C(1). (2.6.12)
1 1

A funcao v € L! (I) acima, que quando existe é tnica (Confira (BREZIS, 2011)), é

loc
! du

chamada derivada fraca de u em I e pode ser indicada pelos simbolos u’, 7, etc.

O conjunto das fungdes fracamente diferencidveis em I é indicado W!(I).

Quando u : I — C é uma fun¢io continuamente diferencidvel em I, ou seja u € C ! 1),
dizemos que u € diferencidvel em sentido classico e, mediante uma integracao por partes, vemos

que u € também fracamente diferencidvel e suas derivadas cldssica e fraca coincidem.

Portanto, a no¢do de diferenciabilidade fraca constitui uma extensao da no¢ao usual de
diferenciabilidade estudada no Célculo.

Definicao 2.6.2 (Os espacos H™(I)). Dado m € N definimos o espago de Sobolev H" (1), induti-

vamente, da seguinte forma:

e Param =1,

H' (D) ={uc>()nW'(1):d € L*(1).}

e E quandom > 2,
H™I)={uecH™(I):d € H" 1 (I)}.

Se m =2 e u € H*(I), entdo sua derivada u’ € H'(I), consequentemente, existe (u')" € L*(I).
Esta derivada serd indicada por #” e chamada a derivada fraca de segunda ordem de u. De modo

andlogo definem-se as derivadas até a ordem m de u quando u € H™(I).
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Nestas condi¢des, H™(I) se torna um espaco de Hilbert por meio do produto interno

(V)i = (u,v) 2+ Y (@D W0y o, (2.6.13)
j=1

que induz a norma em H™ dada por

m
lullFm = llullF> + Y N2 (2.6.14)

j=1
Finalmente, definimos o espaco H{J'(1), para cada natural m, como sendo o fecho do conjunto

C(I) relativamente a norma || - ||g» de H™(I).

E importante ressaltarmos as seguintes propriedades destes espacos:

(1) A partir das defini¢des acima segue que o operador derivacdo de primeira ordem

% CHY(I) c L*(1) — L*(I)

¢ um operador linear fechado (e também densamente definido) e, dessa maneira, € possivel
mostrar que H™ (/) munido de sua norma natural || - ||y dada em (2.6.14) é completo, ou

seja, H™(I) é, de fato, um espaco de Hilbert.

(2) Seu € H'(I), entdo u € C(I) e vale, para quaisquer ¢, s € I, a seguinte versdo do Teorema
Fundamental do Célculo (Veja (BREZIS, 2011, p. 128-129))

u(t) — u(s) = / " (6)d0. (2.6.15)

Deste fato resulta que, se u € H& (I) e I é um intervalo limitado com a = infl e b = sup/,
entdo para todo € I, u(t) pode ser escrito como u(t) = [!4/(8)d6 donde, aplicando a

Desigualdade de Holder, vem

()] < (¢ —a)" [l 2,

consequentemente,
2
2 2 2 (b—a) 2
a2 = [la()Pdr < [ (0=l e = =l 3
donde obtém-se a importante Desigualdade de Poincaré
—a) 2

Jul| 2 < 51 ]| 72, (2.6.16)

mostrando que, quando / é limitado, entdo, em Hy (1), as normas ||ul|1 = |Jull;2 + [|u/|| 2

e H“HH(; := [|u’||7, sdo equivalentes:
Com efeito, naturalmente,
el g < el

e, pela Desigualdade de Poincaré,

(b—a)
leell g = luall 2 + [ladf 2 <

< iz Il + Nl =2 e@)lull -
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Finalmente, a partir das definicdes e resultados discutidos acima podemos apresentar o
exemplo crucial que nos inspirou a realizar este trabalho.
Exemplo 2.6.3. Seja H := L?(0, 1) e consideremos o operador linear
A : D(Ag) C L*(0,m) — L*(0, ),

em que
D(Ap) :=CZ(0,m)

e, para ¢ € C°(0,m) e x € (0, 7), é dado por:
(A09)(x) = —¢" ().
Observemos que se @,y € C*(0, ), integrando por partes duas vezes, obtemos
(A0, ¥),2 = / ¢"ydx = / oy"dx = (¢, Aoy) 0.

Logo o operador A € simétrico e, integrando por partes mais uma vez, para toda ¢ € C;°(0, ),

em virtude da Desigualdade de Poincaré, tem-se
(09 0) = — [ 9"gdx= [ 99ax= 913 = Sl

Portanto, o operador Ag : D(Ag) C L?(0, ) — L*(0, ) satisfaz as hipéteses do Teorema

de Friedrichs e, consequentemente, ele possui uma extensdo autoadjunta
A:D(A) C L*(0,7) — L*(0,7)
tal que, para toda u € D(A) vale também a estimativa

2 2
(Au, )2 = .

O operador —A : D(A) C L*(0,7) — L?(0,7) é chamado o Operador de Laplace em
dimensdo 1 com condicao de fronteira de Dirichlet, indicado, genericamente por A.

Em sequéncia, desejamos calcular o domimio desta extensao autoajunta de Ag, o qual,
segundo a demonstra¢do do Teorema de Friedrichs (vide (TAYLOR, 1958)), é dado por D(A) =
[L%(0,7)]'/2 N D(Af). Na demonstragio deste teorema, o espago [L(0,7)]'/?, associado ao

operador Ay, é obtido como a imagem do completamento .7 de C;°(0, ) relativamente & norma

T
Ioll2:= (Aop.@)iz = [ 1o/ Pdx = 19'l2 = 1ol 2.617)

por meio de um isomorfismo T : .77 — [L*(0, )]'/2, que preserva o produto interno, conveni-

entemente definido.
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Primeiramente, afirmamos que [L2(0,7)]'/? = H} (0, 7).

1/2

Para isso, antes verifiquemos a densidade de D(Aq) em [L*(0,7)]!/? relativamente 2

norma || - HH(%.

De fato, se u € [L*(0,7)]'/? segue que u = T'[v] para alguma [v] € #. Dai, se v =
(Vn)nen € [v], entdo v, € D(Ap) para todo natural n e, consequentemente, a sequéncia de classes

de equivaléncia ([vy])neny em S, com (Vy, v, Vy, - -+ ) € [va), é tal que ||[vn] — [V]|| e — 0.

Lembre-se que, da defini¢do, temos
1vn] = Ml = 1T al =T D]l[1 2 = [lva —ulli 2

logo D(Ag) = C=(0, 1) é denso em [L(0, 7)]'/? com respeito 2 norma || - || 1/2-

Entretanto, a Igualdade (2.6.17) obriga que em C7°(0,7) as normas || - |12 € || - ||H(}
sejam equivalentes, donde a sequéncia (v, ),cn, acima escolhida, é de Cauchy relativamente a

norma || - || H] (pois o € relativamente a norma || - [|; » jé que converge nesta norma).

Portanto, esta sequéncia converge a alguma v € H; (0, 7) na norma || - | 5l € com isso,

devemos ter u = v, pois a convergéncia em cada umas das normas || - [[;/ € || - |1 implica
0

convergéncia em L?(0, ), donde u = v devido a unicidade do limite, o que completa a prova de

que D(Ag) = C2(0, ) é denso em [L?(0, 7t)]'/? segundo a norma || - HH(}.

Mas, por defini¢do, o fecho de D(Ay) = C°(0, ) relativamente a norma || - || €0

préprio H{ (0, ) e afirmagdo segue.

Resta determinar o dominio do adjunto de A¢. Da definigao, sabemos que D(Aj;) é dado

por
D(A}) = {u € L*(0,7) : existe v € L*(0,7) tal que se ¢ € C°(0,7) entdo (u,Ag@);2 = (v,9);2}
e se u € D(A}) entdo Aju = v, em que v € L*(0, ) é a tinica fungdo que cumpre a condigdo
(,400) 2 = (v,9) 2
qualquer que seja ¢ € C;°(0, 7). De onde segue que D(Aj) é dado pelo seguinte conjunto
{u € L2(0,) : existe v € L*(0, ) tal que se ¢ € C°(0, 1) entdo — /Oﬂu(])” = /Onvd)}
0 que nos permite concluir que
D(A) = H}(0, ) NH?(0, )

com
Au=—u"

parau € H}(0,7) NH*(0, 7).
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Com efeito, se u € Hj (0,7) NH*(0, ) entdo u € [L*(0, 7)]'/2 e, por também pertencer
a H*>(0, ), segue a existéncia de suas derivadas fracas de primeira e segunda ordens u’,u" €

L?(0, ) as quais cumprem, para toda ¢ € C°(0, )

T T T
_/ u(})”:/ u'(})/:—/ vy
0 0 0
"

Esta condigdo é exatamente a necessdria para que u € D(Ajj) com v = —u", ou seja, Aju = —u’".

Este raciocinio nos mostrou que H} (0,7) NH?(0,7) C D(A) e que para u € H} (0,7) N
H*(0,7) tem-se Au = Aju = —u".

Reciprocamente, se u € D(A) = H}(0,7) N D(A]) entdo, como u é um elemento de

D(A}) existe v € L*(0, 1) de forma que para toda fungio teste ¢ vale

_/O”u //:/()”vq) (2.6.18)

Por outro lado, u € H} (0, ), consequentemente u possui derivada fraca u’ € L*(0,7), a qual

satisfaz, para ¢ € C°(0, 7r), a seguinte igualdade

[Fuer == ["ue

pois ¢’ € C*(0, 1), o que em concordincia com (2.6.18) nos diz que

[ = [Tuor =~ ["ve.

ou seja, para toda ¢ € C°(0, 1)
T T
/ u'¢p' = / V.
0 0

O argumento acima mostrou que u’ possui derivada fraca e que a mesma € igual a —v, em
outras palavras, u” = —v € L*(0, ) e portanto u € H*(0, 1) completando a prova de que D(A) =
HI(0,m)NH?(0,7).

Provemos agora que o operador de Laplace possui resolvente compacto e localizemos

seu espectro.

Primeiramente, segue da prova do Teorema de Friedrichs que
(—e0,2/7%) C p(4)

donde, em particular, 0 € p(A).

Além do mais, como mencionado acima, se u € D(A), em virtude do Teorema Funda-

mental do Cdlculo e da Desigualdade de Holder, paraz,s € (0,7), vale

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
() — u(s)] < [ =512l gy = e =1/ (A, u) 22 < e = 5| /2 Aul| 2] ;47
Donde vemos que, se By € a bola unitdria fechada de Y := (D(A), [ - [|(4)), isto €, o domfnio de

A munido da norma do gréfico, entéio By é um subconjunto limitado de C([0, 7]) e que a familia
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formada por seus elementos é uniformemente equicontinua, logo, do Teorema de Arzelad-Ascoli,

By é relativamente compacta em C([0, 7r]) com a norma do supremo.

Sabemos também que a inclusio de C([0, z]) em L?(0, ) é continua o que, juntamente
com o que concluimos acima, nos mostra que a inclusdo de ¥ = (D(A), || - [|(4)) em L*(0,7) é

compacta.

Agora, em virtude do Exemplo 2.4.6, resulta que A~ € % (L2 (0, n)) , portanto

oA™Y ={0yu{u, o, 1z, }

no qual 0 € 6.(A~!) e os demais u ;'8 sdo todos autovalores, como aprendemos no Teorema
2.4.5.

Além disso, se u € L*(0, ) é uma autofungio associada ao autovalor u j, entao A lu=
tju logo, aplicando o operador A, obtemos que u = U jAu, provando que uj_] € um autovalor do

operador A e, portanto,

2
1012 1 -1 2
w lullz = p (uyu) o = (U uu) 2 = (Au,u)pp > ;IIullea

isto é,
2 n?
-1 > = Wi < —
No caso de os p;’s formarem um conjunto infinito, teremos ainda que y; — 0, conse-
quentemente /.Lj_l — oo,

Finalmente, observemos que € possivel calcular os autovalores ,uj_l. De fato, u~! é

autovalor de A = —A se —u” = u~'u para algum u € H} (0, ) NH*(0,7) o que resulta como

sabemos das equagdes diferenciais ordindrias em

u(x) = Acos <\/Fx) +Bsen (\/Fx> ,

com u(0) = u(m) = 0, consequentemente /.Lj_l = j? sendo u(x) = sen(jx) sua respectiva auto-
funcdo, para cada j € Z.

2.7 Distribuicoes e Operadores Pseudodiferenciais

Nesta secdo introduzimos a no¢do de espaco de distribui¢des, que, resumidamente,
sao espacos duais de espacos de funcdes. Dentre os espacos distribucionais, o espaco das
distribui¢des temperadas .’ (R") terd atengdo especial no quarto capitulo deste trabalho. Também
apresentaremos os conceitos de operadores pseudodiferenciais, transposto formal de um operador
e algumas propriedades importantes destes operadores, as quais sdo ferramentas que usaremos

recorrentemente ao longo deste trabalho.
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Dito isso, veremos como as topologias dos espacos ‘base’ desempenham um papel funda-
mental na definicao de seus espagos duais. Além disso, por meio delas, muitas propriedades dos
operadores definidos nestes espacos podem ser destacadas, algumas das quais serdo necessarias

para formularmos e demonstrarmos os resultados deste trabalho.

2.7.1 Espacos Distribucionais: 2'(Q),&'(Q) e .7 (R")
Relembramos aqui que o espaco de Schwartz é dado por
SR ={feC(R"):a,p €N [|fll)p <o},
em que

1Flle.p = sup

xeR”

5P 1))

e (|| le,8) e pene € a familia enumerdvel e separante de seminormas que geram a topologia de
espaco de Fréchet de . (R"). (Veja (FOLLAND, 1999, pg. 167))

Munidos da topologia de . (R") somos capazes de definir o espaco das distribuigdes

temperadas.

Defini¢do 2.7.1. Definimos o espaco das distribui¢des temperadas, denotado por ./ (R"), como

sendo o dual topoldgico de .7 (R"), ou seja,

S'(R") = {u:.#(R") — C; ¢ linear e continua }.

Observemos que, se u : . (R") — C for linear, da Proposi¢do 2.1.5, teremos que

uc Y’(R”) se, e somente se, existem k € N e C > 0 tais que

(ww) <C ), [Wlgp, ¥weSRY.
ol 1Bk

Da mesma forma podemos definir o dual de C*(2) como se segue:
Definimos o espago dual de C*(Q), denotado por [C*(2)]’ como:
[C*(2)]" = {u:C"(Q) — C; é linear e continua}.

Mais uma vez, fazendo uso da Proposicdo 2.1.5, se u : C*() — C for linear teremos

que u € [C*(Q)]’ se, e somente se, existem k € N, C >0 ¢ j € N tais que

[, ¥)| <C Y sup|d%y(x)], ¥y € C*(Q). (2.7.19)

lor| <k xek;

Como mencionamos anteriormente, o espaco das fungdes teste, C2°(Q) em que Q C R”

¢ um aberto, ndo possui estrutura de espaco de Fréchet. O espaco das funcdes teste possui
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estrutura de TVS localmente convexo e seu dual topolégico, denotado por 2'(Q2), € o espago

das distribui¢des. Em outras palavras, o espago das distribui¢des em € é dado por:

2'(€) = {u: CZ () — C;u é linear e continua }.

A continuidade mencionada acima pode ser descrita da seguinte maneira: u : C;°(Q) —
C linear € continua se, e somente se, para cada compacto K C Q, existem um natural N € N e

uma constante Cx > 0 de maneira que

[(u,0)] <Cx ). sup|d%¢(x)|, paratoda ¢ € CZ'(K).

\a\ngeK

Observacao 1. Observemos que se ¢ : Q — C € uma fun¢do continua, em que Q C R"” é um

aberto e W € a reunido de todos os abertos U C Q tais que ¢|y = 0, entdo o suporte de ¢ satisfaz

supp ¢ = Q\W.

Isso sugere que, dada uma distribuicdo u € 2'(Q), podemos definir seu suporte pondo

supp u = Q\ W, em que W € a reunido de todos os abertos U C Q tais que u |y=0".

Agora consideremos W o aberto que € definido como a reunido de todos os abertos

U C Qtais que u |y€ C(U). Nessas condigdes, o suporte singular de u é definido por

sing supp u = Q\ W. (2.7.20)

Além do mais, a Propriedade 2.7.19 permite identificar [C*(Q)]’, como podemos ver em
(FOLLAND, 1999), com o seguite conjunto

&'(Q) = {uec 7'(Q); supp u C Q é compacto } .

Podemos descrever as relacdo entre estes espacos de fungdes teste e seus respectivos

espacos duais com o seguinte diagrama:

C2(RY) < F(RY) < (R
4 l I

em que o simbolo “X — Y significa inclusdo continua.

7 A restri¢do u |y, de uma u € 2'(Q) a um aberto U C Q, é o funcional dado por (u |y, @) = (u, @),

para ¢ € CZ(U). Claramente, u | define uma distribui¢do em U.
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2.7.2 Transposto Formal e Operadores Pseudodiferenciais

Em geral, operacdes com distribui¢des e em espagos de distribui¢des sao definidas através
do transposto de um operador linear, devido ao fato de suas propriedades topoldgicas serem

previamente conhecidas.

Consideremos, para um aberto Q CR" X =C*(Q), X' = 2'(Q), T : C(Q) — CZ(Q)
um operador linear continuo e 7’ : C*(Q) — C(Q) seu transposto formal como definimos

anteriormente.

Vamos ilustrar o cdlculo de um transposto formal com o exemplo canonico das equagdes
diferenciais, o operador derivada. Com efeito, seja 5 CC(R) — CZ(R), e notemos que para

quaisquer ¢, ¥ € C°(R), usando intergragdo por partes, podemos escrever

do B dy
[ ovwdr=— [ o0,

Dessa forma, & % possui como transposto formal o operador ( ) C2(R) — C*(R) que, para

cada ¢ € C(R), é dado por
¢
()e-

Com ele, podemos definir - : 2'(R) — 2/(R) pondo, para cada u € Z'(R),

du _ @ -
<a7¢>_ <l/t, dx>7 ¢€Cc (R)

Procedemos de forma andloga quando temos X = . (R") e X' = .%/(R"), uma vez que
4. #(R") — #(R") é linear, continua e satisfaz

dx
do B dl[/ "

Encerramos este capitulo com duas defini¢cdes de operadores pseudodiferenciais e alguns

resultados elementares a eles relacionados.

Definicao 2.7.2 (Semi-Global). Sejam a € C*(Q x R") e m € R. Diremos que a é simbolo (semi-
global) de ordem m em €2, quando para cada compacto K C € e para cada par de multi-indices

a, B existir uma constante Cg o g > 0 de modo que

(0208 ax. )| < Cap (1+1E)" P!, vE e RY, xeK.

Denotamos a classe dos simbolos de operadores semi-globais de ordem m por S™(€2).



2.7. Distribuigcées e Operadores Pseudodiferenciais 55

Defini¢aio 2.7.3 (Global). Sejam a € C*(R" x R") e m € R. Diremos que a é simbolo (global)
de ordem m em R", quando para cada par de multi-indices ¢, § existir uma constante Cy g > 0

com
’ [ax“aﬂ “(x"s)‘ < Cop (1+]EN" P vx & e R™.

Denotamos a classe destes simbolos por $”(R" x R").

Observacao 2. As nomenclaturas, Semi-global e Global, que empregamos acima, nao sao
comuns na literatura e foram aqui adotadas apenas para diferenciar esses dois tipos de simbolos
nos resultados que pretendemos discutir. As referéncias que encontramos ndo fazem distin¢ao

entre essas duas classes.

Quando a € $"(Q), y € L (R") e x € Q poremos

aC D) (x) = [ P an, ) i(E)dE.

n

Analogamente para o caso em que temos um simbolo global.

Proposcao 2.7.4. Dado um simbolo a € S"(R" x R") para y € . (R") tem-se que a(-,D)y €

< (R"), ou seja, estd bem definida a aplicagdo
a(-,D): /R") — S (R")
e, além disso, a(-,D) € Z (Y (R")). (RUZHANSKY; TURUNEN, 2000)

Demonstragdo. Primeiramente notemos que, dados a € S"(R" x R") e y € ¥ (R"), segue que
a(x,&)P(&) € C(R" x R") e como para cada multi-indice o, % [ezmxga(x,ﬁ)lf/(é)] =

= Y [enie)atg)+ (05 Pa) (n.6)] P p(E) =

0<[B|<l|er|

= Y [DPla )@ v ) + @ Pa) )| @21

0<|BI<lef

¢ integrdvel, derivando sob o sinal de integracao, concluimos que a(x,D)y € C*(R") e

Kl DWW = ¥ [ ()Pl §)(@lw) )+ (9Pa) (v )B(E)] Pt

0<|Bl<le| 'E
Agora, para x € R", consideremos o seguinte operador
Ly = (1+472xP) " (1- %) (2.7.22)
em que £ € o operador de Laplace nas varidveis E. Assim
L (ezmx5> _ (1 —|—47t2|x|2)_] <ezmxz; ~ % (ezmxeg)> _
= (1 —|—477:2|x|2)_1 (ezmxeg _ (—47r2|x\2) (ezm'x§>> _

_ (1—|—47r2|x|2)71 <ezmx§ +4n2|x|262nix§> _ p2mixé
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e portanto, para N € N, utilizando a integrac@o por partes de forma iterada, obtemos

D) = [ Le (%) alx,&)W(E)dE =
= | L la(x ) W(E)dE =
= [ 2e (™) L late ) W(E) & =

= = [ ALYl EWE) .

Como sabemos que a(x,-)P(-) € ./ (R") para cada x € R", obtemos que
la(x, D)y (x)| < Cy (1+4m2[x%)".

Para completar a demonstracao basta aplicar o procedimento acima juntamente com a Equacao
(2.7.21) e concluiremos que a(x, D) € Z (. (R")). O

Definicéo 2.7.5 (Operador Pseudodiferencial de Ordem m). Dado a € §"(R" x R"), o operador
a(x,D): Z(R") — Z(R")
obtido na proposicao anterior, ou seja, o operador dado por

aw D) = [ ™ Ralw ) W(E)E, ye S (R

n

serd chamado operador pseudodiferencial de ordem m em R" com simbolo a. O conjunto dos

operadores pseudodiferenciais de ordem m em R” serd indicado por ¥(R"” x R").

Os elementos de P(R” x R") serdo referidos apenas como OPD’s.

De modo inteiramente andlogo definimos a classe ¥(Q), dos operadores pseudodiferen-
ciais com simbolo em $™(Q), porém, para a € §™(Q), teremos a(x,D) : C*(Q) — C~(Q).

Seja a € C*(R") para o qual existe m € R de forma que para cada multiindice o existe
Cg > 0 com

10%a(€)| < Co (1+]E])" 1%, v & e R™.

Dai, se definirmos a(x,&) = a(&) para x,& € R", teremos que a € S"(R") e diremos que
a(D) = a(x,D) é um operador pseudodiferencial com coeficientes constantes. Uma construgao
andloga, restringindo x a um aberto Q C R”, dd origem a um simbolo $™(Q) com coeficientes

constantes.

Exemplos 2.7.6. Listamos aqui alguns exemplos de operadores pseudodiferenciais. Seja Q C R”

um aberto.
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(i) Dado m € N, definamos p(x,&) = Y aq(x)&%, em que cada ay € C(Q), para || < m.
la|<m
Para K C Q compacto, existe Cy, = maXyex |dg(X)| < o0, dai tomemos C = maxg<,, Cy €

Ly =Y |a<m 1, como |E¥| < (1+4[&|)™ para qualquer |o| < m, temos que

P E)l =] ) aa(x)E*

|a[<m

< L,C(1+ &)™, para quaisquer & e R" e x € K.

Além disso, para 8 € Z" e |a| < m, pondo Cy g = maxyek 10Pag(x)| < o0, como

o!
P olp(x,&) =

—axaa X a*Y,
yI<|e|<m (a—7)! a(¥)§

existe constante Dg ,, > 0 tal que

o!

Po7p(x,)| < 3% aa(x)E“| < Dy (1 + |E|y" M,

<latm (&= 7)!
para § € R" e x € K, provando que que p € S"(Q).
(i) Seja p(&) = e 4mIER ¢ C(R™). Notemos que para qualquer m € N existe constante

Cn > 0O tal que
Eme*mIE < ¢, VE € R,

- 2
pois limy_,o x"e ™ = 0.

Além disso, sendo d%p(&) = g (&) p(§), em que g (&) € um polindmio em & cujo grau

depende do multi-indice o € Z'} , segue que para cada multi-indice o existe Cy, tal que
0%p(&)] < Ca(1+E) ™1, V& e R,

mostrando que p € §™(R" x R"), qualquer que sejam € R.

Notemos que, dado a(D) € ¥"*(R"), tem-se que para quaisquer ¢, y € .7 (R") vale
(a(e.D)o.y) = [ [a]"(E)v(E)dE =
= [ a@)8(&)w(E)dE
= [ 9(E)[a¥1(E)dE = (6. ¥
de onde vemos que ¢é possivel estender um operador pseudodiferencial de .Z(.%(RR")) a um

operador de .Z (.7 (R")).

Definicdo 2.7.7. Dado um operador pseudodiferencial a € ¥ (R"), podemos definir
a(D): ' (R") — &' (R")
pondo
{a(D)u, y) = (u,[aW]"), ¥ € 7 (R"), (2.7.23)
para cada u € ./ (R").
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Em decorréncia da Proposi¢do 2.7.4, se a(D) € ¥(R"), entdo a(D) € £ (' (R")).

Alguns dos resultados apresentados para espacos de Sobolev em dimensao um podem
ser generalizados para dimensdo n. Sua prépria defini¢do é um exemplo disso, como a seguir

destacamos.

Definicao 2.7.8. Consideremos, para m € N, Q C R" aberto e o seguinte conjunto
H"(Q) = {f € L*(Q);para cada |a| < m existe f, € L*(Q)
com / fo% = (—1)'“'/ fa®, para ¢ € C?(Q)} (2.7.24)
Q Q

Para cada «, a fy que aparece na definicdo acima € chamada a a—ésima derivada fraca de f
e indica-se por 0% f = fy. O conjunto H"(Q) é chamado espago de Sobolev de ordem m em

escala L? de Q e possui estrutura de espago normado com norma dada por

@y = X ID*fll2q) -

|a|<m
O conjunto H['(Q) é definido com o fecho de C7° () na topologia de H™(Q).

Além do mais, como podemos conferir em (FOLLAND, 1995), vale o importante teorema

abaixo.

Teorema 2.7.9. Para cada m € N temos que
H"™(R") = {u e /(R (1+ |EP)™2a € LZ(R")} .

Além disso, a norma
luell = || 1+ 1E )/

() (2.7.25)

€ equivalente a || - || gm (g

O teorema acima sugere uma maneira para se definir espacos de Sobolev de ordem s

para qualquer s € R. Com efeito, dado s € R, definimos

HY(R") = {u e S (RY); (1+]E2) % e LZ(R”)} .
Destacamos também que, como mostrado na referéncia (BREZIS, 2011), se Q = R” tem-se
HJ'(R") = H™(R").

Agora estamos munidos de todas as ferramentas necessdrias para definirmos os espagos
de Sobolev localizados, os quais servirdo de “espaco base” para o estudo do espectro de nossos

operadores no quinto capitulo deste texto.
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Definicao 2.7.10. Sejam Q C R" um aberto e s € R, definimos o espaco de Sobolev localizado

de ordem s em €2 da seguinte forma

HE (Q) = {ue 7' (Q):puc H'(R"), V¢ cC(Q)}.

. 2
Assim como Lj .

(Q), os Hj () sdo espagos de Fréchet. Munimos H; (Q) das semi-

normas

P\ () = | psu

pgso U € Hlsoc(Q')v

emque Q;(x) =1,x€ Q;, ¢; € C7(Qj41) e () jen € uma sequéncia de abertos que esgotam
0 Q.

(5)
J
H*(R"). Além disso, se f € H] .(Q) for tal que pg.s) (f) =0 para cada j € N, segue que flo, =0
em Z'(Q;), ou seja, (f,¢) = 0 para qualquer ¢ € C°(Q;). Dai, dada ¢ € C°(Q) e, sendo
supp ¢ C © compacto, existe j € N com supp ¢ C Q;, logo (f,¢) = 0. Em outras palavras,
f=0em 2'(Q) e assim f = 0.

Observemos que, para cada j € N, p:’ é uma seminorma pois ela provém da norma de

Por fim, mostremos que toda sequéncia de Cauchy em H; (Q) é convergente.

loc

De fato, dada uma sequéncia de Cauchy (f;);eny C H},.(Q) temos que, para cada j € N,

P (fi= ) = [l ei(fi — fo)]

HiRr) 0, quando [,k — oo,

e, como H*(R") é um espago de Banach, para cada j € N, existe g; € H*(R") tal que

lgj— (@if)]

He(R?) — 0, quando [ — oo.

Uma vez que @;f; — g; na topologia de H*(R"), esta convergéncia também acontece
em 2'(R"), ou seja,
. — i ,
<gj7¢> kglolo<q)jfka¢>
para qualquer ¢ € C°(IR"). Fazendo a restrigdo no aberto Q;, para cada j € N, dada ¢ € C°(Q;)

temos que Q;¢ = @;;1¢, dai obtemos que

(@ificle; 0) = (fi, 9i9) = (fi, 9j+10) = (@j+1fk |, 9), k€N

(gjla;,0) = I}i_f>£1°<¢jfk l;,9) =kli_r>130<<Pj+1fk la;,9) = (gj+1 |, 0),

ie, gilo,=gj+lo; -

Além do mais,
(Qjgjt1,0)=(gj+1,9;¢)= }E?o<¢f“ﬁ’ 0;9) = lli_>r£1°<(Pj(Pj+lﬁa ¢)= lli_>1£1°<<Pjﬁ7¢> =(g;,9)

paratoda ¢ € CZ°(R"), pois @;¢;1 = ¢@; e concluimos que ¢;g;1 = g; paracada j € N.
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Finalmente, definamos g |o,= g/ |o; -

Segue imediatamente que g € Hj,, .(Q), pois ¢;g = ¢;¢g |o,= ¢;8;+1 € H'(R"). Logo
19i8 = @il s ey = 1958141 = @il sy = 187 = @il () = O

H (Q) ) .
quando k — oo, provando que f; —%— g e, consequentemente, que H? (Q) é completo, como

loc
queriamos.

Necessitaremos também do teorema a seguir, que podemos encontrar em (FOLLAND,
1999).

Teorema 2.7.11. Para cada s € R e cada ¢ € .(R"), a aplicacdo My dada por
My :H*R") — H'(R")
u — Qu,

esta bem definida, € linear e continua.

Neste ponto, apresentamos a definicdo de ordem de operador linear que encontramos em

(HENRY, 2006). Esta defini¢do, juntamente com o Exemplo 2.6.3, serviram de inspirag¢ao para o

2

7,(0,7), que efetuamos neste

estudo o espectro de A, definido em Hg(O, 7) com a topologia de L
trabalho.

Definicao 2.7.12. Dado m € R, dizemos que um operador linear
A:CZ(Q) — C7(Q)
€ um operador de ordem m se, para qualquer s € R, A se estende a um operador linear

Ay HS(Q) € HET™(Q) — HE,.(Q).

loc

Teorema 2.7.13. Se p € §™(Q2) é um simbolo, entdo p(x,D) é um operador de ordem m.

Demonstragdo. Dados m € R e p € §™(Q), para provar que p(x,D) é de ordem m, de inicio,

notemos que se a € C;°(Q) entdo
Co(Q)dur—aueC”(Q)

€ de ordem O.

Com efeito, dadas y, ¢ € C°(Q) temos que existe constante C > 0 de forma que

10 (a¥) | s (rny = [|a(@ W) || s (ny < C oW sy
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devido ao Teorema 2.7.11 e ao fato de que a € C°(Q) C .#(R"), mostrando que pg.s)(

C pgs) (y), para qualquer pg )

ordem O.

ay) <

seminorma de H; (R"), e dai segue que a multiplicagdo por a é de

loc

Desse fato, concluimos que para provar este teorema basta provar que (ap)(x,D) se

estende a um operador linear

(ap)(x,D) : Hy™(Q) — H'(R"),
u +— (ap)(x,D)(u)

para qualquer s € R. Isso nos diz que, na verdade, podemos provar a afirmag¢ao acima supondo

que p(x,&) =0 para x ¢ K em que K C Q é um compacto.

Dito isso, seja v = p(x,D)u. Calculando a transformada de Fourier de p na varidvel x,

temos
p1.E) = [ e M p(x E)dx,
e entdo
() = /R“ (p(x.D)a )y = [ ( / ne"“”"”yez”"ﬁp(y,é)ﬁ(é)dé) dy =
— [ p(n-E.EHaE)dE.

Notemos que foi possivel aplicar o Teorema de Fubini, pois p(-,£) possui suporte compacto,

para cada § € R”.

Além disso, paracada N € Ne s € R vale

B, &) < Cv (1+n)) =™ (1+[€])",

paran,& € R", dai
(T+[n])*[p(n) <

m+sﬁ
< e _a (L [EN™ |a(E)|aE <
<
N (1+n—EPV2 (1 +n €PN
1/2
<

2 1 m-+s) 2 _
(| — §|)Nd§) (/an(ﬂﬂ) |(§)|d5> =

1/2 1 . , 1/2
1_|_|§’N§) </an( +]&N)* |(<§)|d§> :

 Jo
/ o (L ED™ a8 16 <
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Logo, para N > n, temos que g (1+ ImD*9(n))*dn <

< cN(/andy)/n</wm< 18120 (€)|2d€>
ov( [ s )/(/m ni+g)? m“mw)d&
( +| TENRT y)Z/R (1 210" (&) Pg <

2
) (P A—

IN

IN

C
N 1+H

pois 1/(1+]-—&|V) € L'(R") paracada § € R" e 1/(14 |1 — ) (1+[-)*"+)]a(-)| € L' (R")
para cada 1 € R". Por isso, podemos inverter a ordem de integracdo como feito acima e concluir

a existéncia de uma constante Dy > 0 tal que

L, D> 15n)Pdn < Dylulon e

completando a prova de que v € H*(R").

O

Encerramos esta secao apresentando algumas defini¢cdes e o Teorema 6.36 de (FOL-
LAND, 1995, pg - 216) que serdo utilizados na parte final deste trabalho.

Dado um polinémino P(§) = ¥|¢j<m@a&%, com & € R" e aq € C, seja PB) =9Bp o

que nos permite escrever

PD)(fg)= Y, - [9°/1P“(D)g. .2 (@)

Defini¢io 2.7.14. Dado a(x,D) : 2'(Q) — 2'(Q) um operador diferencial linear com coefici-
entes em C™(Q), dizemos que a(x, D) é um operador hipoelitico se, para qualquer u € 2'(Q),

vale

sing supp [a(x,D)u] = sing supp u.3

8 Em que sing supp u denota o suporte singular definido em (2.7.20).
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Definicdo 2.7.15. Dados Q C R” um aberto, a(x,D) € ¥"(Q) um operador pseudodiferencial
de ordem m e seja a(x,&) seu simbolo, dizemos que a(x,D) é um operador elitico se, para

qualquer compacto K C €, existem constantes positivas ck,Ck tais que

la(x,&)| > ck|E|™, para quaisquer x € K e |E| > Ck.

Teorema 2.7.16 (Hormander). Seja P(§) = ¥|q|<m@x&® um polindmio de grau m € N nas
varidveis & € R" e P(D) o operador diferencial associado a ele. As seguintes afirmag¢des sdo

equivalentes:

(@ Se ] = o em Z(P), entio 3| -
(b) Se |&| — o em R", entdo dp(&) — oo;
(¢) Existem &,C,R > 0 tais que dp(&) > C|€|%, se |E| > R em R”;

(d) Existem §,C,R > 0 tais que |P(®) (&) < C|E|~91%|P(E)|, para todo o € Z e para & € R”
com |§| > R;

(e) Existe 6 > 0 tal que, se f € H}

loc

P(D)u = f pertence a Hlsotém(ﬂ);

(), em que  C R"” é um aberto, toda solucdo u de

(f) P(D) é um operador hipoelitico;

Para a demonstracdo do teorema acima consulte (FOLLAND, 1995), (HORMANDER,
1963b) e (HORMANDER, 1963a, vol. 2).
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CAPITULO

MOTIVACAO

A separagio do espectro ! de um operador linear 7 num espaco de Banach X permite
realizar um estudo do operador “decompondo-o em pedagos”, como ensina o Teorema da De-
composicao Espectral, a saber, o Teorema 6.17 de (KATO, 1995). Essa decomposicao pode
contribuir para um entendimento mais profundo do mesmo, pois, dependendo do tipo de es-
pectro, o “pedaco” do operador que corresponde a este tipo, pode assumir uma forma bastante

simplificada, como € o caso em que se tem um autovalor isolado.

Em particular, observemos que o papel da Teoria espectral é decisivo na determinacio de
uma das principais propriedades dos sistemas dindmicos autdnomos, ou semigrupos, em espacos
de Banach, a saber, a dicotomia exponencial. Mais especificamente, quando um operador linear
continuo num espago de Banach X, T € .Z(X), é tal que seu espectro é disjunto da circunferéncia

unitéria do plano C, entdo ele possui dicotomia exponencial e reciprocamente.

A dicotomia, por sua vez, dd a um semigrupo linear propriedades de existéncia e unici-
dade de solugdes para equacdes nao homogénas das quais ele 4 a parte principal. Nao bastando
isso, a dicotomia € ainda estdvel por perturbagdo, caracteristica indispensavel no estudo dos

sistemas dinamicos.

Nosso objetivo com este capitulo € apresentar uma descri¢do ilustrativa sobre como estes
fatos estdo relacionados em espagos de Banach e citar as extensdes destes resultados que foram
obtidas em (COSTA, 2019) para o contexto dos espagos de Fréchet, estudo este que motivou

todos os problemas estudados nesta tese.

' TIsso significa que o(T) = 6 U0y, com 03 e 0, fechados e disjuntos, ou seja, o(7T') é desconexo.
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3.1 Dicotomia Exponencial

Definicdo 3.1.1. Seja X = (X, (p;)jen) um espaco de Fréchet. Um processo de evolugdo linear
discreto em X é uma familia a dois pardmetros {T,,, : m > n € Z} de operadores lineares
continuos de X em si mesmo tais que

(1) Tpm = I, para todo inteiro m.

(i1) T pTpn = T, para todos os inteiros m > p > n.

Quando temos um processo de evolug@o linear {7, , : m > n € Z} podemos associar a

ele uma outra sequéncia de operadores lineares {7}, : n € Z} dada por
T, :=Thy1p, n€ L. 3.1.1)
Observemos que, a partir desta nova sequéncia, podemos recuperar o processo de evolugao
inicial pois
Tm,n =1dmm—-1° Tm—l,m—2 ©---0 Tm—(m—n)+1,n =Tn-10Ty 2001y (3.1.2)
Reciprocamente, dada uma sequéncia de operadores lineares continuos {7, : n € Z}
podemos definir um processo de evolugdo linear {7, , : m > n € Z} usando a igualdade (3.1.2),
isto é
@ Tppn:=Ty—10Ty—20---0T,, sem>ninl.
(b) Tym:=1, mecZ.

Observacao 3. Um caso especial muito importante da tltima constru¢do € quando temos uma
sequéncia constante 7, := T € .Z(X), n € Z. Neste caso, por (3.1.2), o processo de evolugdo

linear associado a 7 é
Tnn=Tn10Ty20---0ly=ToTo---oT =T"", m>n,
) —_———
(m—n)— fatores
isto &, {Tpp: m>neZ}={T":m>0,mec Z}, o qual é chamado um processo de evolugio

linear autbnomo ou um semigrupo linear discreto.

Definicéo 3.1.2. Dizemos que um processo de evolugdo linear discreto {7,,,,: m >n € Z} em
um espago de Fréchet X = (X, (p;) jen) possui dicotomia exponencial discreta com constante
M = (M) jen € expoente @ = (®;) jen, M; > 0 e @; > 0 para todo j € N, quando existe uma
sequéncia {Q,, :m € Z} C £ (X) de projecdes tais que:

(a) Quaisquer que sejam os inteiros m > n tem-se

Tm,nQn = Qme,n (3.1.3)
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(b) Para todos os inteiros m > n a restri¢ao Ty » |g(g,): R(Qn) — R(Qm) € um isomorfismo

cuja inversa € denotada por

Tom : R(Qm) — R(Qy), m > n. (3.1.4)

(c) Paratodo j € N existem indices [y, [, -, [x; € N tais que as seguintes estimativas valem:

(cl) Paratodos m > nem Z e x € X tem-se
kj
pj (Tmm(l — Qn)x) < Mje_“’/'(’"—”) Z p1.(x). (3.1.5)
r=1

(c2) Paratodos m <nem Ze x € X temos
kj
P (TnnQnx) < M;e® ™Y py (). (3.1.6)
r=1
Em (CARVALHO; LANGA; ROBINSON, 2013) estd demonstrado que, quando X =
(X,]| - [[x) é um espago de Banach, a dicotomia exponencial é equivalente a propriedades
de existéncia e unicidade de solu¢des de uma equagcdo nao homogénea, conforme a seguir

enunciamos:

Teorema 3.1.3. Seja {7, : n € Z} uma sequéncia de operadores lineares continuos em um espago

de Banach X = (X, || - [|x). Sdo equivalentes:

(1) {T, : n € Z} possui dicotomia exponencial discreta.
(2) Para toda sequéncia limitada (f,),cz in X, a equagéo
X1 = Tuxn+ fu, n € Z,

possui uma dnica solugdo limitada (x,),cz em X.

Como sabemos, a partir do que esta discutido em (HENRY, 2006; CARVALHO; LANGA;
ROBINSON, 2013), quando X = (X, || - ||x) é um espago de Banache T : X — X é um operador
linear continuo com seu espectro o(7 ), que é um compacto de C, disjunto do circulo unitario
S':={A € C:|A| = 1}, entdo o semigrupo discreto {T™ : m > 0,m € Z} possui dicotomia

exponencial. Expliquemos como isso ocorre:

Seja T : X — X um operador linear continuo do espago de Banach X = (X, || - ||x) com

o(T)NS' = @. Considerando os conjuntos
ot:={Aeco(T):|A|>1}ec :={Aeo(T):|A]| <1}

e definindo |

e . —1
P._2m,/sl(7t )~ A
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temos que P : X — X € uma projecdo continua de X, de modo a podermos formar uma

decomposi¢io X = X" @ X~ de X como soma direta dos subespacos
XT=R(P)eX =N(P),

respectivamente a imagem e o nucleo de P.

Além disso, P é tal que PT = TP e com isso as partes T e T~ do operador T em X
e X~ coincidem com as restri¢des T |y+ € T |x-, respectivamente, pois assim T(X") C X e
T(X")CX .

Nestas condigdes € possivel mostrar que (7)) =o' e 0(T~) = 0, consequentemente

0 ¢ o(T™) o que significa que T € invetivel e, do Teorema da Aplicagdo Espectral, tem-se que
o([T I HY=[ct]'={A1:Aco(Th)}.

Assim, podemos escolher uma constante ¢ >0 com ro(T ") <c < lers([TT] ) <c<1

e da definicdo do raio espectral > concluimos que existe um natural o de modo que
NT Mx- <" e|l[TT]"|lx+ < ", para todo n > ny.
Pondo
M = e max {1, [T Jllx—, - 1T 7T e T s T Tl 3 e

o= —logc

obtemos que
1T )lx- <Me " e ||[[T*]"||x+ < Me™", paratodo n € N.

Essas estimativas nos fornecem, exatamente, as condi¢des (c1) e (¢2) da Defini¢do 3.1.2 no
caso em que o espaco de Fréchet em questdo € um espaco de Banach, provando a dicotomia

exponencial da sequéncia {T" :m >0,m € Z} C Z(X).

O ponto alto do que foi exposto no argumento acima consiste no fato de que foi a teoria
espectral do operador T € Z(X), com X Banach, que possibilitou a dicotomia exponencial
e, por isso, € natural querer investigar se, numa possivel extensdo do conceito de dicotomia
exponencial para operadores lineares em espacos de Fréchet, o espectro também desempenha

papel semelhante.

A seguir apresentamos uma extensao do conceito de dicotomia exponencial para ope-
radores em espacgos de Fréchet que foi proposta em (COSTA, 2019) e que se manteve estavel
por perturbacdo. Foi a existéncia dessa generalizacdo que nos levou a querer entender o que
acontece com o espectro de operadores em espagos de Fréchet e se sua relacdo com a dicotomia

exponencial continua visivel.

2 Quando § € Z(X), com X = (X,]| - |[x) Banach, seu raio espectral rs(S) é dado por rs(S) =
lim [[57/".
n—yoo
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Definicso 3.1.4 (Dicotomia compativel). Dizemos que um semigrupo linear discreto {7" : n >
0, n € Z} em um espago de Fréchet X = (X, (p;) jen) possui dicotomia exponencial discreta,
com constantes M = (M) jcn € expoentes ® = (®;) jen, M; > 0 e @; > 0 para todo j € N,
quando existe um projecdo Q € Z(X) tal que:

(a) TQ= Q0T

(b) Arestrigio T |g(g): R(Q) — R(Q) € um isomorfismo cuja inversa € denotada por

T-1:R(Q) — R(Q), (3.1.7)

(c) Para cada j € N existem um k; € N e uma constante c; > 0 de modo que as seguintes

estimativas sdo vdlidas para todo x € X:

(cl) Paratodon > 0em Z tem-se
p;i(T"(I—Q)x) <Me ®"pj(x). (3.1.8)
(c2) Paratodos n < 0 em Z tem-se

pj(T"0x) < Me®"pj(x). (3.1.9)

Em (COSTA, 2019) o autor obteve a seguinte extensdes para espacos de Fréchet dos

ultimos resultados:

Teorema 3.1.5 (Theorem 3.6 in (COSTA, 2019)). Seja {T" :n >0, n € Z} um semigrupo de
operadores lineares limitados em um espaco de Fréchet X = (X, (p;) jen) possuindo dicotomia

exponencial discreta, entdo para toda sequéncia limitada (f,),cz em X, a equacéo
Xnt1 =Txp+ fu,n€Z

possui uma dnica solugdo limitada (x,),cz em X.

Ainda em (COSTA, 2019), o autor fornece condicdes suficientes para que um tipo de
estabilidade por perturbacdo desta generalizacdo do conceito de dicotomia exponencial seja

obtida, porém nao discutiremos os detalhes sobre isso aqui.

O teorema acima expde uma grande vantagem em se ter a dicotomia exponencial para um
semigrupo, pois ela garante a existéncia e unicidade de solugdes para um certo tipo de equacdes
lineares nao homogéneas. Entretanto, para que esse teorema se mostre realmente ttil para esta
tarefa € necessario que conhecamos condi¢des suficientes sobre a natureza do operador 7' que
nos permitam, a partir delas, concluir sua dicotomia exponencial, como ocorreu linhas acima,
quando apresentamos a situa¢do em que ¢(7) NS = &, sendo T um operador continuo num

espaco de Banach.
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Tendo em mente os resultados acima, percebemos que existe relevancia no estudo de um
operador linear quando este possui espectro desconexo. Pensando nisso, buscamos neste trabalho
encontrar e estudar operadores diferenciais e, mais geralmente, pseudodiferenciais, definidos em
certos espacgos de Fréchet e em seus espacgos duais, que pudessem ter espectro desconexo e, se
possivel, relacionar isso aos resultados de (COSTA, 2019) (fase esta que nao pdde ser concluida

neste projeto de pesquisa).

No préximo capitulo apresentamos os primeiros resultados obtidos de revisdes bibliogra-

ficas que explicam a relag@o entre o espectro de um OPCC no espaco . (R") e seu simbolo.

No quinto capitulo, aquele que contém nossa principal contribuicio a Teoria Espectral,
d2

dx?’
impede de utilizar a ferramenta bdsica para o estudo dos operadores pseudodiferenciais, a

estudamos o espectro do operador de Laplace A = num intervalo limitado, o que ja nos
saber, a transformada de Fourier. O espaco escolhido para realizar este estudo, como sugerido
por (HENRY, 2006), foi o dominio Hg(O, 7) com a topologia induzida do espago de Fréchet
L2 (0,7).

loc

Um dos maiores ensinamentos do processo de desenvolvimento deste projeto foi que o
“simples” movimento de deslocar o operador de Laplace de
d2

13 :H}(0,7) NH?(0,) C L*(0, ) — L*(0, ),

que serd referido como A; 2, para

d2
E : H(%(()?n') - leoc((),ﬂ:) — leoc((),ﬂ:),

que serd referido apenas como A, levantou muito mais dividas do que conclusdes, pois ele fez
com que todo o resolvente p(A;2) desaparecesse, abrindo duas possibilidades imediatas: Ou o
espectro precisa de uma redefini¢do totalmente diferente da que é dada em espagos normados,
para que isso ndo aconteca. Ou, se ndo, seu papel que sempre foi tdo decisivo em espacos de
Banach € irrelevante quando queremos levar seu estudo para espagos vetoriais topoldgicos mais

gerais (alternativa esta que ndo acreditamos).

Dentre as principais dificuldades encontradas para desenvolver o estudo que fizemos,
podemos citar a impossibilidade de utilizar teoremas sobre operadores compactos, pois, por nao
. , . . . d* . 2 2 2 5
ser invertivel (e nem possuir fecho invertivel) 7 : Hy(0,7) C Ly, .(0, ) — L7,.(0, ), ndo tem
COMO poSssuir inversa compacta.

O ingrediente que permitiu contornar estas dificuldades, foi a determinacio do opera-
dor adjunto A* de A, pois era nele que estava contida toda a resposta deste problema, como

apresentaremos no Capitulo 5.



71

CAPITULO

TEORIA ESPECTRAL DE OPDS NO ESPACO
DE SCHWARZ E NAS DISTRIBUICOES
TEMPERADAS

A partir deste ponto, seremos capazes de apresentar os principais problemas que tratamos
sobre a determinagdo do espectro de alguns operadores pseudodiferenciais em espacos nao
normados, que é o propdsito original deste trabalho. Comegamos descrevendo alguns resultados
nessa direcao que ja haviam sido obtidos por (CHAU; WONG; PI, 1993).

Como mencionado no final do capitulo anterior, neste, apresentamos os primeiros resul-
tados estudados sobre andlise espectral nos espagos . (R") e ./ (R") e, nas tltimas duas se¢des,
nossas conclusdes relacionando 6 (a(D)) com o(a(D)’), ou seja, o espectro de um operador
pseudodiferencial definido em . (R") com &(a(D)’), que é o espectro do seu transposto formal
em .’ (R").

Os resultados que exporemos neste capitulo, com excessao do ultimo teorema que € um
dos resultados desta pesquisa, sdo todos devidos a (CHAU; WONG:; PI, 1993).

4.1 Localizacao do Espectro no Espaco de Schwartz

Antes de tudo, apresentamos o seguinte lema que serd substancial para o estudo do
espectro de um operador pseudodiferencial com coeficientes constantes em . (R") e .’ (R").

Denotaremos o espectro de um operador a(D) no nivel de .(R") por o(a(D)) e, no nivel
'(R), por ' (a(D)).

Lema 2. Para todo simbolo de operador pseudodiferencial com coeficientes constantes, a €
S™(R™), tem-se que

a(R") C o(a(D)) C a(R?),
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em que a(IR") é a imagem da fungdo a, ou seja, a(R") = {a(&); € € R"}.

Demonstragdo. Seja A € C\ a(R") e mostremos que

A—a(D): S (R") — S (R")
¢ uma bijec@o. Para tanto, iremos construir, para cada A € C\ a(R"), um simbolo b, € S~"(R")
tal que by (D) = [A —a(D)] "

Notemos que, como a € C*(R") e A € C\ a(R"), existe € > 0 de forma que
A —a(S)[ =€ Ve eR,

€ consequentemente

PA(8) = 7oy £ R

¢ uma fungdo suave, ou seja, b € C*(R").

Além disso,
1 1
b =— < - VEeR" “4.1.1)
4()| = —arEy < 5V

e entdo by (E)y(&) € S (R") para y € L (R").

Agora podemos definir a seguinte aplicacao

bi(D): (R —s (R
v — T by F v,

dai, para qualquer x € R", teremos

by(D)[(A—aD)yl(x) = F' [ F (A —a(D)y)](x) =

= Z Y0 F T (A —al&)Ty(E)]} (x) =
op — 1 or _
= 7! T ATV () = v

Observemos que se o € Z' vale

£l
b (&)=Y 7 Gk 9hiRa(g)aPWa(E)... aR W a() (4.1.2)
k=1 -

a(&))“*!

em que Cy sdo constantes, fBi(k),B2(k),...,Bx(k) sao multi-indices tais que |Bi(k)|+ ...+

|Bx(k)| = || variam de acordo com o indice k.

Com efeito, temos

aejbl(é) =
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em que 8ej ¢ a derivada na dire¢do do vetor canonico e, para 1 < j < n. Assumindo que a

férmula para d%b; € vélida para multi-indices o de comprimento r > 0 segue que

9.,0%b;.(€) i) — )}()Haej a(&)oP1Rg(E) .. oPR (&) +

Ot

Z eI Z (aqaﬁz(k)a(é)) OBk g (&Y. 9B W&,

renomeando 0s multl—lndlces obtemos a prova de (4.1.2).

Analogamente, teremos [A —a(D)] o b, (D) = Id e além do mais, para quaisquer o, 3 €
7', de (4.1.1), (4.1.2) e do fato de que a € S, existem multi-indices ¢, ...,04,B1,...,[ e uma
constante C > 0 de maneira que

l
1A (VW Mlap <C Y Wl p;-
j=1
Assim by (D) € Z(.7(R")) e segue que A —a(D) é um isomorfismo e C\ a(R") C p(a(D)).

Resta mostrarmos que a imagem do simbolo de a(D) esta contida no espectro o (a(D)).

Seja A = a(&y), para algum &) € R" e mostremos que
A—a(D): S(R") — S (R")
nao pode ser sobrejetora.

De fato, para que A — a(D) seja sobrejetora, para cada y € . (R"), deve existir ¢ €
< (R") tal que [A —a(D)]¢ = y. Em outras palavras,

(A —a(&)(9)(&) = (¥)(£).E eR”
e assim

(¥)(&) = (A —a(&0))(9(&)) =0
Tomando entdo uma y = @, tal que ¢ € C°(R") e valendo 1 numa vizinhanga de &, teremos
(¥) (&) = @(&) = 1, ndo podendo assim existir ¢ € .7 (R") com (A —a(D))¢ = y e a prova
estd completa. [

Como veremos no proximo teorema, considerando uma hipétese adicional sobre o
crescimento do simbolo a, podemos concluir que o espectro ¢ (a(D)) é precisamente a imagem

do simbolo de a(D).

Teorema 4.1.1. Se a € S™(R") € um simbolo de ordem m € R tal que

lim |a(&)| = oo, (4.1.3)

[ o0
entao
= {a(£):& €R"}, (4.1.4)

ou seja, o espectro de a(D) é a imagem do simbolo a(R").
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Demonstragdo. Seja A € a(R™) ou, em outras palavras,

A = lim a()),

jroo
em que (§;) jeny C R

Notemos que necessariamente teremos (&) jen limitada, caso contrario poderfamos supor

&j — oo e assim, por hipétese,

a(&;j)| — oo quando j — o, contradizendo que seria |a(&;)| — |A|.
Sendo assim, existe R > 0 tal que |§;| < R para todo j € N e portanto, existe subsequéncia

(& )ken de forma que limy_, &, = § € R™.
Da continuidade do simbolo a, temos

3= lim a()) = Jim a(&;,) = a(&) € a(R")

e consequentemente a(R"?) C a(R"). Este fato com o Lema 2 nos ddo

a(R") =o(a(D)) = a(R?).
L

Veja que o teorema acima fornece um método muito simples para o cédlculo do espectro
de operadores em . (R"). No entanto, como a € C*(R"), o teorema ele diz que o espectro de
a(D) sera sempre um conjunto conexo, o que ndo favorece o estudo da dicotomia exponencial
como previamos inicialmente, j4 que uma separagdo para o espectro € impossivel. Este fato se
repetird, para nossa surpresa e de um modo muito mais dramético, também quando considerarmos

operadores diferenciais na escala H} (I), como discutiremos em detalhes no préximo capitulo.

O lema a seguir, que de forma elegante faz uso dos conceitos da medida de Lesbegue,
variedade C* e do Teorema da Funcdo Implicita, serd uma ferramenta indispensavel na de-
monstracdo do préximo teorema que, a partir de uma hipétese intrigante, prové uma condi¢ao
suficiente para que ndo existam autovalores para a(D).

Lema 3. Consideremos a : R* — C uma funcdo de classe C*. Se
m ({& € R™;& é ponto critico de a}) =0,
entdo, para qualquer A € C, vale

m({& eR%a(§)=21}) =0,

em que m denota a medida de Lesbegue em R".

Demonstragdo. Seja

G={¢eR"Va(&)=(0,---,0)}
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e, fixado A € C, consideremos
Z(A) = {EeRbal)=A}=a'(A).

Lembremos que R" = (Jycy Bi, sendo By = {€ € R |E| < k}.

Decorre da hipétese que m(Z(A) N G) = 0, dai, para cada j € N, existe um aberto O,
comZ(A)NG C 0jem(0j) <1/j.

Agora, observemos que, pondo O ;i =R"\ 0}, para j,k € N vale a igualdade

Z(A)NBr = (Z(A)NByNO;)U(Z(A)NBxNO;). (4.1.5)

Seja, para cada j € N fixo, & € Z(A) N BN O, temos que A = a(&) é valor regular de

a, caso contrrio terfamos £ € GNZ(A) C Oj, mas & € 0 ; uma contradig@o.

Pelo Teorema da Fungdo Implicita, para cada & € Z(1) BN O, existe N¢ bola centrada

em & tal que Ng NZ(4) € uma variedade C* de dimensio n — 1, consequentemente
m(Ng NZ(1)) = 0.

Além disso, sendo Z(1) = a~1(1) e By e O; conjuntos fechados, resulta que Z(1) "B, N O; é
compacto e, dessa forma, existem &i,..., &, tais que

Z(A)NBNO; C G(Nélmzm)).
=1

Portanto m(Z(1)NB;NO;) =0, o que nos dd m(Z(A) N B;) = 0, pois de (4.1.5) temos
m(Z(A)NB) <1/j,VjeN.

Por fim, como Z(A) = UgenZ(A) N By, concluimos que m(Z(1)) = 0, qualquer que seja o
complexo A € C. N

Teorema 4.1.2. Suponhamos que a € S (R") seja um simbolo de ordem m € R tal que
m({& € R";& é ponto critico de a}) =0,
em que m representa a medida de Lesbegue em R". Se
a(D): S (R") — Z(R")

¢ o operador pseudodiferencial cujo simbolo € a, entdo o,(a(D)) = 0.
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Demonstragdo. Suponhamos que A € Ce y € . (R") sejam tais que y #0e (A —a(D))y =0,
ou seja,

(A —a(§)W(§) =0,VE eR",

Por hipétese
m({& € R"™;& é ponto critico de a}) = 0,

entdo, do Lema 3, obtemos
m({§ € R"; A —a(§) =0}) =0,

consequentemente (&) = 0 para quase todo & e assim ¥ = 0, jd que ¥ é uma funcéo continua.

Mas y =0 — y =0, contradizendo a hipétese inicial e nos dizendo que A —a(D) é
injetor qualquer que seja A € C, logo 6, (a(D)) = 0.

]

A seguir apresentamos um exemplo de aplicacdo do Teorema 4.1.2.

Exemplo 4.1.3. Consideremos a funcio a(£) = —4n?|E|% para & € R™. Notemos que a €
C>(R") com dra(&) = —8m2E; para | <k <m, dai ddha(E) = 9% (E)=0paral <I<k<m
e|al >3.

Portanto a € S?(R") com Va(&) = —87%& e segue que £ = 0 é o tnico ponto critico
de a, ou seja, m ({& € R™; & é ponto critico de a}) = 0. Langando méo do Teorema 4.1.2, segue
que o,(a(D)) = 0.

Unindo os resultados acima com o teorema a seguir, chegaremos a uma descri¢ao bastante
precisa do espectro de a(D). Concluiremos que os espectros pontual e continuo sdo aniquilados,

restando apenas o espectro residual, o qual coincidird com a imagem do seu simbolo.

Teorema 4.1.4. Seja a € S”(R") um simbolo que satisfaz as hip6teses dos Teoremas 4.1.1 e
4.1.2. Entdo, para o operador a(D) : ./ (R") — ./ (R"), vale

o(a(D)) = o,(a(D)) = a(R").

Demonstracdo. A fim de obter o resultado do teorema, necessitamos provar que se A = a(n),
para algum n € R", entdo R(A —a(D)) # L (R").

Tomemos y € (R") tal que Y(n) # 0. Suponhamos que existe uma sequéncia
(O )ken C 7 (R") tal que
S (R") = lim (A —a(D)) ¢ = v

k—roo
dai

~

S (R?) = lim (A —a(-))9)(-) = ¥ ().

k—yo0
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Em particular,

lim (& —a(§))(#)(§) = (&), VE € R",

k—vo0

e mais particularmente ainda

~

0= lim (A —a(n))(¢x)(n) = ¥(n),

k—yo0

contradizendo a escolha de y. Com isso, devemos ter R(A —a(D)) # .7 (R") e o teorema estd

provado. [

4.2 Espectro no espaco das distribuicoes temperadas

Primeiramente, recordamos que dados a € §”(R"), um simbolo de ordem m, e uma

distribui¢do temperada u € ./ (R"), definimos a(D)u da seguinte forma:
(a(D)u,y) = (u,[a(P)]"), v € 7 (R").

Definindo também b(§) = a(—§&),& € R, é imediato que b € §"(R"). Além do mais,
para y € ./ (R")

PO = [ EmEEWENE =
= [ ema-)w(E)as =

_ / e—27rix§a(
_ / e—27‘cix§a(

pois (&) = Y(—&), e consequentemente
(a(D)u, y) = (u,b(D)y), (4.2.6)

provando que b(D) € o transposto formal de a(D).

O préximo teorema relaciona o espectro de a(D) definido em .’ (IR") com o espectro de
seu transposto b(D). Este resultado ressalta que a natureza destes espectros sdo distintas e pode
ser encontrado em (CHAU; WONG:; PI, 1993) Teorema 7.1.

Teorema 4.2.1. Dado um operador pseudodiferencial
a(D): ' (R") — Z'(R"),
cujo simbolo a € §™(R") satisfaz as hip6teses dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.2, temos

o'(a(D)) = 0,(a(D)) = {b(§):§ €R"}.
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Demonstragdo. Inicialmente, consideremos A = b(&y) para algum &) € R” e mostremos que
A € o,(a(D)).

Como o simbolo de b(D) também satisfaz as hipéteses dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.2, resulta
que b(R") = o,(b(D)), logo R(A — b(D)) # . (R") e, por isso, deve existir u € .'(R")\ {0}
de forma que

(u,(A —b(D))¢) =0,V ¢ € Z(R"),
0 que nos da
(A —a(D))u,9) = (u,(A—b(D))¢) =0,V ¢ € #/(R"),

entdo (A —a(D))u=0e A € 6,(a(D)).

Resta mostrar que 6,(a(D)) C b(R") = b(R"). Para isso, tomemos A € C\ b(R") C
p(b(D)) e mostremos que A ¢ Gp(a(D))

Suponhamos que u € ./ (R") seja tal que (A —a(D))u =0, isto é, (A —a(D))u,y) =0
para qualquer y € .(R"). Dada ¢ € .(R"), como por hipdtese A — b(D) é bijecdo, existe
y € .7 (R") com ¢ = (A —b(D))y e assim

(,0) = (u, (2 —b(D))w) = (A —a(D))u, y) = 0.

O argumento acima demonstra que u = 0 e, portanto, A — a(D) é injetor, concluindo a

demonstracao. [

Ressaltamos que quando a(D) tem como transposto formal um operador b(D), este
operador continua sendo pseudodiferencial, seu simbolo b herda as propriedades do simbolo a,
no entanto o espectro, que originalmente era somente residual, se transforma em ¢’ (a(D)) que é
puramente pontual. Veremos, no ultimo resultado que serda mostrado aqui, um comportamento
semelhante com relacdo a mudanca de natureza do espectro, ao passar de um operador para seu

adjunto.

4.3 OPCC e seu transposto formal

Consideremos a € §™(R") um simbolo de um operador pseudodiferencial de ordem m
com coeficientes constantes. Recordamos que o transposto de a(D), denotado agora por a(D)’, é

definido da seguinte forma
a(D): ' (R") — (R
u — a(D)u=(a),

em outras palavras, para u € ./ (R") e y € ./(R") tem-se

(a(D)'u,y) = ((aii)", y) = (u,(aP)") = (,a(D)y). (4.3.7)
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Defini¢sio 4.3.1. Definimos o operador reflexdo r : C*(R") — C*(R") pondo

E fécil verificar que o operador reflexdo € linear, bijetor e continuo, ou seja, um isomor-
fismo pertencente a . (C*(R")) !.

A partir de agora, quando a for simbolo, denotaremos r(a) por @, dando origem ao
operador d@(D). Dessa forma, se v € 7 (R") e & € R", entdo

rwI©) = [ e ey (mn = [ e Ey(—n)an = [ EEy(nydn = (&)

ou seja,
[r(W)]"(S) = ¥(S) = (¥) (&) = [r(¥)] (&)
e, por conseguinte, para todo x € R", tem-se
{aD) W)} ) = [ ™Ba(@) (W) (E)dE = | ™a(E) (9) (~€)dE =
/nez’”(_x)éd(é)v?(é)dé = [a(D)y] (—x) = [r(@(D)y)] (x).

Resumidamente, vale a igualdade

a(D)=roda(D)or. (4.3.8)

Nosso intuito agora é relatar o primeiro resultado obtido neste trabalho, o qual relaciona
o espectro de operadores pseudodiferenciais com coeficientes constantes em . (R") com o de
seu transposto formal, que € também um operador pseudodiferencial, que serd considerado em
' (R™). Este problema foi estudado com objetivo de generalizar o Teorema 2.3.2, substituindo

o adjunto pelo transposto.

Desejavamos mostrar que p(a(D)) = p(a(D)’), considerando p(a(D)) como o conjunto

dos nimeros complexos A tais que:
(i) A —a(D) é injetora,
(i1) m = .7 (R"), em que o fecho é considerado com a topologia usual de .7 (R"),
(iii) (A —a(D))"':R(A —a(D)) C .7 (R") — .#(R") é continua;
e p(a(D)") como o conjunto dos ndimeros complexos A tais que:

(i) A —a(D)’ é injetora,
I Também em .Z (.7 (R")).
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(i) R(A —a(D)") =.'(R"), em que o fecho € considerado com a topologia usual de .7’ (R"),

que € a fraca*,
(iii) (A —a(D))"':R(A —a(D)") C &'(R") — .#'(R") é continua de acordo com a topolo-
gia de /' (R")
e assim teriamos generalizado o Teorema 2.3.2.

Entretanto, era de se esperar uma dificuldade extra para demonstrar um resultado desta
magnitude, devido as topologias dos espagos em questéo, . (R") e .#/(R"), ndo serem prove-
nientes de normas. Mais especificamente, o primeiro é um de espaco de Fréchet (legitmo) e o

segundo € localmente convexo, munido da topologia fraca*.

De fato, pois mesmo podendo utilizar o Teorema de Banach-Steinhauss (para espacos
de Fréchet), foram encontrados diversos entraves, o que nos obrigou a enfraquecer parte das

hipdteses a fim de obter a igualdade destes espectros, como a seguir explicamos:

Consideremos p o conjunto dos niimeros complexos A € C para os quais

(&) A —a(D): .7 (R") — Z(R") é injetora,

(b) R(A —a(D)) =.(R"), em que R(A —a(D)) denota o fecho em relagdo a topologia usual
de S (R") e

©) (A—a(D))"':R(A —a(D)) c L R") — Z(R") é continua com a relacio a topologia
induzida por .7/ (R").

Sejam a(D)/ o operador obtido em (4.3.7) e p’ o conjunto dos nimeros complexos A € C

que satisfazem

(@ A —a(D) : S'(R") — ' (R") é injetor,

(b) R(A — a(D)’)* =.'(R"), em que R(A — a(D)’)* ¢ o fecho tomado em relacdo a topologia
usual de '(R") e

() A—a(D))"":R(A—a(D))C " (R") — .#'(R") é tal que, para cada u € R(A —a(D)')
e cada sequéncia ¢; € R(A —a(D)') N (R") com ¢; — u tem-se
(A —a(D))'u="(R") — lim (A —a(D)") "' ¢;. (4.3.9)

=

Teorema 4.3.2. Se a € S"(R") é um simbolo de ordem m, entdo p = p’.
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Demonstragcdo. A fim de facilitar a compreensao, dividimos a prova de cada inclusdo em trés

etapas. Em primeiro lugar, provemos que p C p’.

(a) Injetividade

Fixado A € p, provemos que o operador A —a(D)’ é injetor. Para tanto, consideremos
ue ' (R") com (A —a(D)")u=0, dai, para cada y € . (R"), tem-se que

(u, (A —a(D)) y) = (A —a(D)) u,y) =0,
isto é,
(u,0) =0,V € R(A—a(D)).

Por hipétese, R (A —a(D)) é um subespaco denso de .7 (R"), implicando que para toda
¢ € S (R") vale
(e, ¢) = lim {u, (A —a(D))y;) =0,
para alguma sequéncia () ey C . (R") tal que ¢ = . —limj_e [(A —a(D)) y;| . Dessa
forma, u = 0 e a injetividade de A — a(D)’ segue.

(b) Densidade da Imagem

Para provar a densidade de R(A —a(D)") em ./ (R"), comegaremos provando que
(A —a(D)') |y @n: L (R") — Z(R")
tem imagem densa em .#(R"), o que serd obtido por meio da identidade
A —a(D) =ro(A—a(D))or.
Com efeito, para toda y € .(R") tem-se também r(y) € .7 (R") e sendo, por hipétese,

o subespaco R (A —a(D)) denso em . (R"), existe uma sequéncia (¢;) C .(R") tal que

r(y) =7 — lim (A —a(D)) ;.

J—ree
O que pode ser escrito como

r(y) = — lim (A —a(D)) r(y;),

Jre

em que r(y;) = ¢;.

Agora, sabendo que a aplicacdo

r: Z(R") —s (R
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¢ continua considerando a topologia usual de . (R") segue que

v = r(7 i (- aD)r(w)) = - lim (- a(D) )] =
= 7= 1lim (2 ~a(D)) ;.

Por conseguinte,

Z(R" *
(A —a(D)') y; By — (2 —a(D))y; = v,

donde

S (R") =7 (R") =R(A—a(D)),

sendo que acima o fecho é considerado na topologia fraca* e a densidade estd provada.

(c) Continuidade do Operador Resolvente

Neste item, mostramos que o operador
(L—a(D))"":R(A—a(D)) C &' (R") — &' (R")

satisfaz a condi¢@o descrita em (4.3.9).

Antes de tudo, observemos que o operador reflexdo r € o inverso de si mesmo e que

(4.3.8) se mantém verdadeiro quando considerado em ./ (R"), donde

-1

(A—a(D)') =ro(A —a(D)) " or.

Dessa maneira provaremos que o operador
(A —a(D))"":R(A —a(D)) Cc ' (R") — .7 (R")
satisfaz a condi¢do (4.3.9), o que nos dard que (A —a(D)’ )~! também o satisfaz. Para tanto

utilizamos a densidade de . (R") em ./ (R") e a hipétese A € p.

Com a finalidade de evitar possiveis confusdes e ndo sobrecarregar a notagdo, nesta parte
da demonstragdo denotaremos os conjuntos (A —a(D)) [ (R")] C ' (R") e (A —a(D)") [ (R")] C
&' (R"), respectivamente, por R e R .

Consideremos u € R(A —a(D)") C #'(R"), assim existem w € .¥”(R") e uma sequéncia
(W)) jen C - (R") de forma que u = (A —a(D)")w e y; — w quando j — oo.

Definindo ¢; = (A —a(D)’) y;, j € N, temos
¢; (A —a(D))w=u

quando j — oo. Em particular,

(Pj_q)lAO, ]7l_>°°
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Como (A —a(D))~" | é continua relativamente 2 topologia fraca*, (A — a(D)’ )~ R

também € continua com respeito a mesma topologia e, entao,
-1 * .
(i —a(D)) ™" (95-01)] 20, jil e

Portanto [(QL —a(DY)" ' ¢ j] - é uma sequéncia de Cauchy em .#’/(R") com relagdo a sua
j€
topologia usual, donde segue a existéncia de uma tnica distribui¢do v € ./(R") com

—1
;v

()u — a(D)/)

quando j — oo.

Além disso, para cada ¢ € ./ (R")

(A =aDy) ™" 6;.(2~a(D))9) = (0;.0) — (w.6)

e ((=aD))™" 0. (A= a(D)9) — (v.( ~a(D))9).
Consequentemente, para ¢ € .%(R"), obtém-se
(1,9) = (1. (2 —a(D)) 8) = (% ~a(D)) v,9).
equivalentemente

SR — lim (A—a(D)) " ¢y =v= (A —a(D)) 'u=(A—a(D))"" {y«w) ~fim ¢j] |

j—>oo Jj—roo
Finalmente, dadas sequéncias ({;) jen, (¢;) jen C R(A —a(D))N.Z(R") com §; S ue

@; — u, tem-se {; — @; — 0 em .7 (R"), logo

S (R") — lim (A —a(D)') " (¢;— &) =0

J—oe
pois, como concluido no inicio desta demonstragdo,
(2 —a(@)) " :R(A—a(D)) NI (R") — 7 (R")

é continua com relago a topologia induzida por ./ (R"), terminando esta parte da demonstrago.

Mostremos agora que, reciprocamente, p’ C p, o que também serd feito em trés partes.

Fixemos A € p’ e provemos:

(a) Injetividade

Inicialmente, observemos que para u € R(A —a(D)') e y € #(R") vale o seguinte

(A —a(D))"u, (A —a(D))y) = (A ~a(D))(A ~a(D)) 'uy) = (ww).  (43.10)
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Seja v € . (R") com (A —a(D))y =0, e provemos que ¥ = 0. De (4.3.10) segue que
(1, 9) = (A —a(D))~u, (A — a(D))y) =0, ¥ u € R(A — a(D)).

Dada uma distribui¢do v € ./(R"), da hipétese, sabemos que existe uma sequéncia

(uj) jen C R(A —a(D)") que converge para v, logo
(v, y) = lim <uj7 v) =0,
Joreo

ou seja, (v, ) = 0 para qualquer distribuicdo v € ./ (R").

Por isso, para cada xo € R” fixado, tomando &, € ./ (R"), a distribui¢éo Delta Dirac

suportada em xg, teremos
¥(x0) = (8, W) =0,

nos permitindo concluir que ¥ = 0 e dizer que A — a(D) é injetor.
(b) Densidade da Imagem
Consideremos uma distribui¢do u € ./ (R") tal que
(u,(A —a(D))¢) =0, ¢ € 7(R"),

assim

((A—a(D))u,¢) = (u,(A—a(D))$) =0, ¢ € 7 (R").

Desse modo (A —a(D)")u = 0 e, pela injetividade de (A —a(D)’), obtemos que u = 0,

donde, por meio do Teorema 2.1.7, concluimos que R(A —a(D)) = .(R"), como queriamos.

(c) Continuidade do Operador Resolvente

Finalmente, provemos que
(A —a(D))*1 :R(A—a(D)) c Z(R") — L (R")

é continuo com relagdo a topologia induzida por . (R").

Para isso, consideremos uma sequéncia () jey em R(A —a(D)) N7 (R") com y; — 0,
ou equivalentemente

(¥, ¢) — 0,7 ¢ € 7 (R").
Notemos que o resolvente
(A —a(D))"':R(A —a(D)) C . (R") — .7 (R")

satisfaz (4.3.9).
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Agora, a cada u € R(A —a(D)) C .’(R") corresponde uma sequéncia (¢;)jcny em
R(A —a(D))N.#(R") com ¢; — u, e dessa maneira

(A—a(D)"'u = r[(A—a(D))"'r("(R") - lim ¢;)] =

jee
= SR~ lim[ro (A =a(D)) " orlg; =
= (")~ lim(A—a(D))"'9;

o que implica que o seguinte operador
(A —a(D))"' :R(A —a(D)) c &' (R") — .'(R")

satisfaz a condicdo (4.3.9).

Como 0 € .7/ (R") e y; = 0, obtemos que

Z() ~lim (A —a(D)'y; = (A—a(D))™" [ﬂ'(R”) ~ lim wj] -

Jeo j—eo

= (A—a(D)'0=0
e, considerando a topologia induzida de .#’(R"), a continuidade do operador resolvente
(A —a(D))"':R(A —a(D)) Cc S (R") — .7(R")

estd provada e, com ela, o teorema estd demonstrado.

]

Salientamos que o teorema anterior foi o primeiro resultado original deste trabalho. A
grande dificuldade enfrentada em sua demonstracdo foi lidar com as topologias de Fréchet
de .7(R") e a fraca* de ./(R"), pois a imensa maioria das ferramentas que encontramos
na literatura para tratar teoria espectral dizem respeito a topologias provenientes de normas.
Isso, em partes, nos motivou a querer tratar esse tipo problema, mas estes se mostraram ser
bem mais dificeis do que imagindvamos, for¢ando-nos a demonstrar muito menos resultados
do que gostariamos. Além disso, a mudanga nas topologias do dominio e contra-dominio dos
operadores impediu até mesmo a utilizagdo de teoremas como o de Banach-Steinhauss (para
espacos de Fréchet). A estratégia que adotamos para transpor parte destes obstaculos, foi adaptar
convenientemente as definicdes de resolvente, para que, assim, as propriedades que descobrimos

sobre os operadores em questdo pudessem ser convenientemente relacionadas.

Resumindo, mesmo diante de toda essa dificuldade técnica, ainda foi possivel obter um
resultado interessante, relacionando os espectros de a(D) e de a(D)’, neste novo cendrio. Mais
especificamente, flexibilizando as hipéteses (alteramos os ’conjuntos resolventes’), obtivemos
uma versao do Teorema 2.3.2 substituindo espacos de Banach por um espacgo de Fréchet e seu
dual.
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Ap6s estudar os resultados de (CHAU; WONG:; PI, 1993) e demonstrar nosso Teorema
4.3.2, concluimos que com a defini¢do de operador pseudodiferencial (global) que consideramos
neste capitulo nao teriamos como encontrar um espectro desconexo, porque, em geral, temos
a(R") € o(a(D)) C a(R") e como a € C*(R"), sua imagem é sempre um conjunto conexo,
entdo, nunca obteriamos a desejada separagdo do espectro, como o que ocorre em (HENRY,

2006; CARVALHO; LANGA; ROBINSON, 2013).
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CAPITULO

ESPECTRO DE ODCCS COM DUAL ELITICO
EM ESPACOS DE SOBOLEV LOCALIZADOS

Neste capitulo, apresentamos, em especial, os resultados obtidos sobre o espectro de um
operador diferencial com coeficientes constantes a(D) de ordem m € N, cujo adjunto é a(D)*
elitico, visto como um operador pseudodiferencial semiglobal, de acordo com a Defini¢do 2.7.12,

e em dimensdo um, ou seja, do seguinte modo
a(D) : Hy™™(I) C Hjpo(I) — Hip(I), s € R,

em que consideramos H; (I) munido de sua topologia usual gerada pela familia enumerével de

(s)

seminormas <p i > . dadas por
j€

PV () = o]

H(R)? f € Hlsoc(l)7

em que, para cada natural j € N,I; = (a;,b;), de maneira que |a;,b;] C (aj+1,bj4+1), com
I =Ujenlaj,bj], e @; € CZ(Ij41), fixa, cumpre ¢; = 1 em [a;, b;]. Ao indicar a(D) como acima,
queremos significar que em H} ™" (I) consideraremos a topologia induzida de H;, .(I).

Este estudo, que é o principal deste trabalho, foi inspirado no Exemplo 2.6.3, onde
substitufmos os espagos L*(I) por H (I) e H}(I) N H?(I) por H}"™(I), como sugerido pela
Definicao 2.7.12. Lembremos que esta tltima define um operador de ordem m como aquele que,

para cada s € R, se estende a um operador linear de H5+m tomando valores em Hj, .

As conclusdes mais definitivas que obtivemos sdo quando consideramos o operador de

Laplace definido em dimensao 1 como:

A:H(I) c L (1) — L2 (I).

loc loc

Para ele foi possivel calcular seu operador fecho e, assim, comparar seus diversos espectros em

trés estagios:
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(1) Quando definido no dominio HZ(I).
(2) Quando consierado no domfnio H (1) N H?(I), como no Exemplo 2.6.3; e

(3) Quando definido em leoc(l). Este dltimo dominio, como veremos mais adiante, € o

dominio do fecho A.

As conclusdes que apresentamos a seguir foram realizadas com o intuito de encontrar um
exemplo de um operador pseudodiferencial, em um espago de Fréchet, que possuisse espectro
desconexo. Este objetivo, ao final, ndo se concretizou, uma vez que, para nossa surpresa, o
espectro resultou no plano complexo inteiro. Por outro lado, as hipéteses que fizemos, ainda
que ndo nos dando as conclusdes que inicialmente buscdvamos, nos permitiu obter um resultado
espectral bastante interessante e que, muito provavelmente, sugere a necessidade de uma nova

maneira de ver a teoria espectral se quisermos considera-la em TVS’s ndo normados.

5.1 Contexto da Analise Espectral

Consideremos um operador diferencial de ordem m € N
a(D) : H(})nJrs(l) - Hlsoc(l) — Hlsoc(l)7

em que, como mencionado acima, consideraremos H; (/) com sua topologia usual e H}™ (1)

com a topologia de subespaco de H} .(1).

Salientamos que os resultados obtidos no capitulo anterior ndo se aplicam neste novo
contexto, visto que, apesar de a(D) poder ser considerado como um operador de .Z (.7 (R")),
o dominio que consideraremos aqui € completamente diferente, em natureza e, também, pode
incluir o caso de um dominio limitado. Isso, como veremos, impde dificuldades técnicas conside-

rdveis para a reproducdo daqueles resultados.

Teorema 5.1.1. O operador a(D) : Hy™(I) C H}

v e(I) — H} (I) é fechével.
Demonstragdo. De fato, dada uma sequéncia (u;) jeny em H ™" (I) tal que
uj— 0ea(D)u; — femH,, .(I),
segue imediatamente que esta convergéncia também ocorre em 2’ (1), isto é
uj—0ea(D)u; — fem Z'(1).
Entretanto, a(D) : 2'(I) — 2'(I) é um operador continuo e, sendo assim,
f= jh_rg; a(D)uj = a(D) (jlgl; uj) =a(D)0=0,

ou seja, f =0em H (I),logo do Teorema 2.2.3 segue que a(D) é fechavel.
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A fim de obter nossos resultados, precisaremos considerar o operador adjunto a(D)*. Por
isso, também precisaremos conhecer o seu dominio, o qual é um subespago do espago [H} (1),

dual de H} (I). Para tanto, dado s € R, consideremos o seguinte espago

H}(I)={g € H'(R);supp g C I é um compacto }.

O préximo teorema identifica os espagos duais dos espagos H} (1) com os H. *(I), para
seR.

Teorema 5.1.2. Para cada s € R, tem-se [H} (I)]' =H.*(I) e [H-*(I)| = H}

. . (), em que
[H},.(I)]" indica o espago dual de H} .(I), [H.*(I)]" o de H.*(I) e as igualdades, evidentemente,

significam no sentido de existir uma correspondéncia biunivoca entre os espagos.
Demonstragdo. Faremos a prova deste teorema para s > 0. O caso s < 0 € andlogo.
. . s ] 2. —s
Primeiramente, provemos que [H; (/)]’ é isomorfo a H_*(I).

Para isso consideremos s > 0 e mostremos que, para cada g € H_ *(I), existe um tnico

funcional T : H} (I) — C, de maneira que a corrrespondéncia
T: Hc_s(l) — [Hlsoc(l)]/
g — T
seja uma bijecdo linear continua.

Com efeito, dada g € H. *(I), temos que K = supp g C I é um compacto, dai existe j € N
tal que o intervalo aberto /;, proveniente do esgotamento de /, contém K. Com isso, definamos
T, por

(Tgu) = (g, 0ju),
em que @; € C°(I) é afungdo teste que comparece na seminorma p(s) (1) de H}

; » (1) e adualidade
“(g,@ju)” diz respeito a dualidade entre H*(R) e H *(R).

A linearidade de T segue imediatamente da sua defini¢do e para a continuidade, por

propriedades da Transformada de Fourier, podemos escrever
(o) = (&.(om))={(1+1E7) g, (1+ &) 2 (ppu)) =
= [ (1+1ER) " e@) 1+ 1EP) " (o (€)dE.

pois (14 |&|2)75/2, (1+|E[*)*/?(pju)" € L*(R) pela definigio de H*(R) e H} (I).

Unindo esses fatos, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

[Ty < [ (1+1ER) 16 (1+167)" (@ (©)]| dé <
< |ja+1epy e, . |[a+1EP e

< llglla-sq |l @ju|

L*(R) L*(R)

A

ey = el (W),
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em que a escolha da seminorma pg. )( ) s6 depende de g fixada, demonstrando que T, € [H; (I)]'.

Observe que a aplicagio T é continua, visto que dada (g;);ey C H*(I) uma sequéncia

que converge para zero em H_ *(I) entdo (7, );cn converge para zero em H; (I).

Com efeito, se g — 0 em H_ *(I), entdo existe compacto K C I tal que U;cysupp g C K
e lim; e, [|81]|g-s(r) — 0. Tomamos j € N tal que K C I}, daf segue que

<Tg17u> - <g17 (ijt),u € Hlsoc(l)'

Logo
lim (T, , u) = hm(gl pju)y =0,uc H),.(I),

[—o0
pois (g;)1en converge para 0 em H*(R) e @;u € H*(R), ou seja, Ty, — 0.
Agora, para f € [Hj},, (I)]' queremos encontrar Ay € H.*(I) de forma que Ty, = f.

Afirmamos que C*(I) — H; .(I). De fato, para y € C*(I), p5 )( -) seminorma de Hj (1)
e N € N com N > max(s,0) tem-se que HY (I) = H} (I) e

PP = Hrpiji,N(R)zf( +EOY[(@y) (&) ag =

- [x ()leewrel -1 (})en= [
- Bl H, e = B )

d*(p;y)
dxk
2

]mrdé -

2R L2(R)
k dk l d
< fyaltel (L ("?\ ,
dx [2(R) \xesupp ;| dx
emque Cy,...,Cy sdo constantes. Em outras palavras, existem ko € N e constantes Cy,...,Cy, >0
de forma que
ko d! 0y

d'(y) ‘
< C su ,
- I_ZI J dx! I2(R) <x€sup]3 0; dx!

ou seja, C*(I) — Hiv (I) < H; (I) como querfamos mostrar.

loc

Passando aos duais, segue, do que observamos acima, que [H; (I)]" — &”(I), donde
K = supp f C I é compacto. Agora, definamos Ay = @, f, em que @; € C°(I) é a fungdo teste
(s)

que comparece na seminorma p ;- (-) de modo que o intervalo /; contém K, logo Ag € & '(R).
Mostremos que Ay € H*(R).

Com efeito, como f € [H} .(I)], da defini¢do de dual e a da topologia do limite indutivo,

(s)

existe uma constante C > 0 e uma seminorma p,” (-) de forma que

[l < cpt ()
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parav € H (I;11). Portanto, para u € H*(R) tem-se @;u € H;

¥ (Ii+1) e entdo lancando mao

do Teorema 2.7.11, para alguma C > 0, temos

[(Ar,u)| = |(f, pju)| < CpE” (@ju) < Cllojullgsw) < Cllull ps(r)-
Donde conclufmos que A7 € [H*(R))" = H*(R) com suporte K C I compacto, i.e., Ay € H, *(I).

Portanto, dada f € [H}

loc

(I)]/, parau € H)

i e(I), temos

<TAf,I/l> = <Af7(Pku> = <f7 (Pj(Pku> = <f7u>7
sendo que k € N ¢€ tal que I, contém supp Ay, ou seja, Ty, = f. Analogamente, néo ¢ dificil
verificar que A7, = g para g € H.*(I) o que implica que 7 € uma bijegdo com inversa A.
Provemos agora que [H.*(I)] = H )

Dadau € H?

loc

(1) definamos
T,:H-*(I) = C

da seguinte forma (7,,,g) = (g,u), para g € H. *(I).

Percebamos que (g,u) = (g, @;u), em que @; € CZ(I) é a fungdo teste relativa ao
intervalo /; do esgotamento de I de forma que supp g C I; e, como na primeira parte da

demonstragdo, a dualidade “(g, @;u)” diz respeito a dualidade entre H*(R) e H*(R).

Demonstremos que T, € [H.*(I)]’, ou seja, que T, é linear e que, para cada compacto
Kcl,
T lposy: He'(K) = C

é continua (pois, assim como C;°(I), a topologia de H*(I) é a do limite indutivo).

De fato, a linearidade de 7;, é imediata. Para a continuidade, fixemos um compacto K C /

e ¢r € C2(I) tal que I é proveniente do esgotamento de I que contém K.

Dada g € H.*(K) tem-se

(T )] = (g, @xn)| < [l @etll sy 1€l sy = 2L (@) 811 m)s

pois gu € H*(R) e g € H-*(K) C H*(R), donde a continuidade segue, mostrando que 7, €
[H D) e T2 H 5 (1) — [H (D]

Agora provemos que T : H}

s (I) = [H*(I)])’ possui uma inversa.

c

Dada f € [H*(I)]', encontremos Ay € [H:*(I)]' tal que Ty, = f. Primeiramente ob-
servemos que H. *(I) = Ujen H, *(I}), em () jen € uma sequéncia de abertos limitados cujos
fechos que esgotam /. Do fato de que C2°(I) — H.*(I), segue que [H.*(I)]' — 2'(I).

Nessas condi¢des, definamos

<Af7g> = <f |H;S(1j)ag>a
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para g € H*(I) e supp g C I;, em que I; é proveniente do esgotamento de /.

Precisamos provar que, para cada ¢ € C;°(I), vale §A € H*(R). Com efeito, fixemos
¢ € C(I), dai supp ¢ C I é compacto, e, para y € CZ°(R),

(oar )] = 10w = |(F lusay ¢w>\g
< Cllovlg—sw) < CK||lWllg-5 (5.1.1)

em que K > 0 € uma constante que existe em consequéncia do Teorema 2.7.11.

Por conseguinte, da Desigualdade (5.1.1) e do fato de que [H*(R)]' = H*(R) segue que
Ay € H} (I) e ademais

(A1;,8) = <Tf |H;S(1 > (f,0;8) =(f.8), f € Hp,(]),

para g € H*(I) com supp g C I, ouseja, T oA =1d.

Por fim, é andlogo provar que Ao T = Id, o que completa a demonstragao. ]

5.2 Espectro de um OD com transposto hipoelitico

Estudemos agora o espectro de um operador diferencial linear com coeficientes constantes
cujo transposto é hipoelitico. Para isso, comecemos considerando um simbolo a € §”(R) da
forma a(&) = Y1 qarék, m € N, q; € C, e o operador diferencial a(D) = Y7 (27i)~ ak;k,
definido por ele, nas seguintes escalas

a(D) : H*"(I) C H},,.(I) — H},.(I), s € R.
Nosso objetivo aqui € comparar seu espectro com o do seu dual
a(D)*:D(a(D)*) CH.*(I) — H. (D),
em que
D(a(D)*) = {g e H.*(I);goa(D): H™(I) C H},.(I) — C é continuo }

e, para g € D(a(D)*), a(D)*g é o tinico elemento de H.*(/) (funcional continuo em H; (I))

que estende continuamente o funcional linear goa(D) : HE'™(I) c H} (I) — C, o qual existe,

loc loc
gracas a densidade de H)™"(I) em H; (I).

Notemos que, por defini¢do, vale a relagdo entre a(D) e a(D)*

(a(D)u,g) = (u,a(D)*g), (5.2.2)

para todo u € Hy""(I) e g € D(a(D)*).
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Sabendo que a(D)* satisfaz a relagdo (5.2.2), podemos encontrar um candidato para o
dual a(D)*. De fato, para ¢, y € C°(I) temos que

m k m X
(9,a(D)*y) = (a(D)p,y) = <Z(2m)"akf17‘,f,w> = <<p, Z(—zni)—kak%,’j>,

k=0 k=0

k
Sugerindo que para g € D(a(D)*), arbitréria, a expressao “ Y ;" ak(—Zni)’ij‘,f ” define

a distribui¢@o a(D)*g. Por outro lado, da equagéo acima e do que foi apresentado no primeiro

—k d*

<% € o transposto formal de a(D).

capitulo, segue que Y ;" ax(—27i)

(I) — C bem

definido para g € H.*(I), g precisa ter, ao menos, m derivadas em H. *(I), ou seja, g € H"~*(I).

Notemos ainda que, a fim de que se tenha Z;(”:O(—Zﬂi)*kakg(k) CH

Nossos préoximos argumentos procuram demonstrar, rigorosamente, a validade dessas sugestoes.

Teorema 5.2.1. Seja a(D): H)""(I) C H}, .(I) — H;

+ -(I) um operador diferencial de ordem

m com transposto formal a(D)’ hipoelitico. Nestas condi¢des, existe 0 < & < 1 tal que

H*™(I) ¢ D[a(D)*] C H-*9™(I).

Cc

Demonstragdo. Parte I) H.S""(I) C D[a(D)¥]

Inicialmente, consideremos u € H;t"(I) e g € H:*""(I). Denotemos K := supp g, daf
existe j € N tal que ¢; € C°(I) com ¢; = | numa vizinhanga de K, sendo ¢; funcdo teste

proveniente da familia de seminormas de H;, .().

k
Nessas condi¢des, como T8 cHs (R) para 1 < k < m, podemos escrever
dx*

m ‘ dkg
<Z(—2m)kakw,u>‘ =

ku
(g;a(D)u)| = <g,Z(2m‘)"ak%>‘:

=0 k=0
ok k m dkg
= |( X (—27i) Ao @i )| < Y A Tk [ @jull s ) <
k=0 k=0 H5(R)

pois HSt"(R) < HtK(R) — H*(R) para cada 1 < k < m, em que A, ...,Apn, Ag,..., A,

e C sao constantes.

Destacamos que s6 foi possivel obter a continuidade com relagdo a topologia de H;, .(1),
pois supp kazo(—Zni)kak%] CsuppgCKe % € H(R) para 0 < k < m.

Logo concluimos que g € D[a(D*)] e

Em particular, segue que H, 5" (I) C D[a(D)*].
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Parte IT) D [a(D)*] C H.*+9™(I)
Precisamos mostrarmos que existe 0 < 8 < 1 tal que D [a(D)*] € H- 59" (I).

Com efeito, dada g € D [a(D)*] tem-se, pela defini¢do do dominio de a(D)*, que existem

M>0e p(s) (+), uma seminorma de H; (I), tais que

j loc

g.a(D)u)| < Mp(u), u € HY ™ (1),

e que a(D)*g € [Hfoc(l)}/ = H_%(I) é a extensdo continua de

goa(D) : Hy™(I) C Hj,,(1) — C.

Ora, para y € C(I), vale

1=0 =0

m 1 m [
(a(D)*g,v) = (g,a(D)y) = <g, Z(Zﬂi)lazi—;’,/> = <Z(—2m‘)’az%, 1//,>

ouseja, Y/ o (— l)lal% =a(D)*g como distribui¢des de Z'(I) e, sendo que a(D)*g € H*(I) —
—_ . l —_
H, *(I), segue que Z;”:O(—2m)lal%§ €H_ ().

loc

Unindo este fato com a hipétese ) )" 0(—27ri)laldd—); hipoelitico, do Teorema 2.7.16, existe
0< &< 1tal que g € H_*"°"(I). Em resumo, g € H; *T%"(I) com supp g compacto, ou seja,

loc loc
g € H-5t9™(I), o que completa a prova.

]

Corolario 5.2.2. Se a(D)’ for elitico, entdo & = 1 no teorema acima e, consequentemente,
D(a(D)*) = H5*t™(I). Além do mais, vale que
m dk

a(D)*g = Z (—27ti)kakd—xi, para g € H,*7"(I).
k=0

Temos agora tudo o que precisamos para demonstrar os resultados comparando ¢ (a(D))
com o (a(D)*), em que
a(D) : H8+m(1) - Hlsoc(]) — Hlsoc(l)

¢ um ODCC com transposto formal hipoelitico e
a(D)*: H ™™ (1) C H-*(I) — H_*(I)

¢é seu dual.

Teorema 5.2.3. Sejaa(D) : H™™(I) C H;,

loc

(I) — H

» (1) um operador diferencial linear com

coeficientes constantes de ordem m cujo transposto formal a(D)’ é hipoelitico. Nessas condigdes,

valem as inclusdes
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(i) op(a(D))Uor(a(D)) C op(a(D)*)Uor(a(D)*).
(i) op(a(D)*) C op(a(D))Uor(a(D)); e
(iii) o,(a(D)*) C 6,(a(D))U0cc(a(D)).
Demonstragdo. Procedemos essa prova dividindo-a em quatro passos.
Passo I: 6,(a(D)) C 6, (a(D)*).
Para A € 0,(a(D)), pela definigio de espectro residual, tem-se que A — a(D) € injetor e

R(A—a(D)) # H;

' (1) e, do Teorema 2.1.7, existe g # 0 funcional pertencente a H.*(I) tal que

(g,(A—a(D))u)y=0,Vuc HS*’”(I).

Da identidade acima, segue que g € D [a(D)*] C H.*t%"(I) com
(A —a(D)*)g,u) = (g,(A —a(D))u) =0, Vu e Hy™(I),
ou seja, (A —a(D)*)g =0 com g # 0 e portanto A € 6,(a(D)*).
Passo II: 6, (a(D)) C o,(a(D)*)Uoc,(a(D)*).

Se A € 0,(a(D)) tem-se que, para algum u € Hy "™ (I) ndo nula, (A —a(D))u = 0. Logo,
para qualquer g € H.*(I) vale (g,(A —a(D))u) = 0 e, em particular,

(A —a(D)*)g,u) = (g, (A —a(D))u) =0, V g € D(a(D)*) C H.*(I).

Se A —a(D)* nao ¢ injetora, entdo A € 6, (a(D)*).

Por outro lado, se A — a(D)* € injetora suponhamos por absurdo que R(A —a(D)*) =

H_*(I). A igualdade anterior implica que u = 0 o que contraria nossa hipétese inicial, portanto

R(A —a(D)*) # H_*(I) e por conseguinte 6, (a(D)) C 0,(a(D)*)Uo,(a(D)*).
Resultado este que, unido ao Passo I, nos da
op(a(D))Uo(a(D)) C op(a(D)*)Uo,(a(D)*),
que é o que estd afirmado em ().
Passo III: 6, (a(D)*) C 0,(a(D))Uo,(a(D)).

Ja, para A € 0,(a(D)*), tem-se que (A —a(D)*)g = 0 para algum g € D[a(D)*| ndo

nulo e consequentemente

(A —a(D)*)g,u) =0,V u e Hj,.(I).

Em particular, vale

(8. (A —a(D))u) = (A —a(D)*)g,u) =0, Vu € Hy™(I).
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com g # 0 e, mais uma vez, lancando mao do Teorema 2.1.7, concluimos que R (A —a(D)) #
H} (I)eportanto A € 6,(a(D))Uo,(a(D)), estabelecendo também (ii).

loc

Passo IV: o,(a(D)*) C 0,(a(D))Uo.(a(D)).

Consideremos A € C tal que A —a(D) é injetor e R(A —a(D)) = H}, (I), ou seja, A ¢

o,(a(D))Uo,(a(D)) e assim, do Passo III, segue que A ¢ 6, (a(D))*, isto é, A —a(D)* & injetor.

Mostremos que se
(2' _a(D))_l : R(A _a(D)) - Hlvoc(l) — Hlsoc(l)

¢ continua, entdo que R(A —a(D)*) = H;*(I), i.e., se A € p(a(D)) entdo A ¢ o,(a(D)*) ou,
equivalentemente, o,(a(D)*) C o(a(D)).

Para tanto, primeiramente, devemos provar as seguintes identidades

(2 —a(D))"]*0 (A —a(D)*) g |ra-ad) = &R(A—a(p))> & € D(@(D)*). (5.2.3)
(A—a(D)*)o [(QL —a(D))*l} *¢ = g,g€D [(QL —a(D))’l} ¥ (5.2.4)

De fato, se g € D(a(D)*) temos que
((A~a(D)*)g. (A —a(D))™" f) = (8. f). f € R( ~a(D))
e assim [(A —a(D)*)g] o (A —a(D)) " & continua, provando que
R(A —a(D)*) C D[(A —a(D))" '] *
e (5.2.3) é vélida.
Tomando agora g € D [(A —a(D)) '] * tem-se que

< [(l —a(D))_l} *g. (A —a(D))u> = <g, (A —a(D))_l (A —a(D))u> _

= (g,u), ucHy™(I),

donde
{{x=a)] 7} oA ~a(D)) : Hy(1) — €

¢ continua com relagdo a topologia induzida de H; (I), dessa forma [(/'L —a(D))fl} *g €
D(a(D)*) valendo (5.2.4), ou seja,

g=(A—a(D)*) |(A—a(D))™"| %, g D |(A—a(D)) "] *

e assim D [ (A — a(D))_l} * C R(A —a(D)*), que era a inclusdo que faltava para constatar a
igualdade
D [(A —a(D))ﬂ * = R(A —a(D)*).
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Retornando ao que querfamos provar, da continuidade de (A —a(D)) ™!, temos que

R(A—a(D)*) =D [(A—a(D))"']*=H*(I).

C

Dessa maneira, obtemos que se A € p(a(D)), entdo A ¢ o, (a(D)*), ou seja, o, (a(D)*) C
o(a(D)).

Unindo este fato com o Passo I, segue que o, (a(D)*) C 0,(a(D))Uo.(a(D)), pois do
Passo I concluimos que o, (a(D)) C o,(a(D)*) e o, (a(D)*) N o,(a(D)*) =0, o que prova (iii)

e o teorema estd provado.

O

Teorema 5.2.4. Nas condic¢des do teorema acima, com a(D)’ elitico, temos que a(D) e seu
adjunto a(D)* ambos tém conjunto resolvente vazio e, independentemente de s € R, seus

diversos tipos de espectro ficam classificados como:

op(a(D)) = op(a(D)*) =0,
o/(a(D)) = oc(a(D)*) =0,

o.(a(D)) = o,(a(D)*)=C.

Demonstragdo. Primeiramente, mostremos que 6, (a(D)*) = 0.

De fato, se (A —a(D)*) g = 0 para alguma g € D (a(D)*) segue que g(x) =Y. C; P

paraCy,---,C, € Ce Bi,...,Bn € C raizes do polindmio '

m
A—a*(& Z —2mi)ka EX.
Como D(a(D)*) = H*™(I), g possui suporte compacto o que implica em g = 0, portanto
op(a(D)*) = 0.
Agora, afirmamos que existe u € H; (I), nio nula, tal que

(u,(A—a(D)*)g) =0,V ge D(a(D)*), (5.2.5)
o que nos dard R(A —a(D)*) # H*(I).

Com efeito, observemos que se u € C*(I) C H}} .

(u,(A —a(D)*)g) = (A —a(D))u,g), & € D(a(D)*).
' Sem=2eA—a*(£) =0 possui uma tnica raiz 8, como sabemos das EDQO’s, a solugdo é dada por
g(x)=Cy ePox 4 CyxePo*. No caso geral, procedemos de forma analoga para cada raiz repetida.

(I) entdo
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Desta forma, basta escolhermos u(x) = €5* em que &y € C é qualquer raiz do polindmio
- k gk
(A —a(§) =2 -} (2mi)aé
k=1
e teremos que u € C*(I), ndo nula e satisfaz (A —a(D))u = 0. Por isso

(u,(A —a(D)*)g) = (A —a(D))u,g) =0, V g € D(a(D)*),

de onde concluimos que o,(a(D)*) = C.

Mostremos agora que 6, (a(D)) = 0. Para tanto, notemos que (A —a(D))u = 0 implica

em u(x) = ):;”ZIAjeﬁfx, paraA; € Ce fi,...,Bn € C as raizes de (5.2.5) . Entretanto, para que

(m—1)

seja u € Hy""(I), devemos ter u,u,...,u nulas na fronteira de /. Como, para cada/ € N,

tem-se

Wl (x) =Y A;BjePr,
=1

escrevendo I = (b,c), obtemos os seguintes sistemas de equacgdes

u(b) =Y AjeP? =0
j=1

W'(b)=Y A;BjeP? =0
j=1

N :
" (b) =Y A;Br PP =0
j=1

u(c) = ZAjeﬁfC =0
=1

u'(c) = ZAijerc =0
=1

" e) =Y A;BrtePr =o0.
j=1

Resolvendo-os, nas varidveis A ;’s, conclufmos que u = 0 e, entdo, o,(a(D)) = 0.

Finalmente, do que provamos aqui em conjunto com as inclusdes dadas no teorema
anterior, resulta que C = o,(a(D)*) C 6,(a(D))Uo.(a(D)) = o.(a(D)), donde o.(a(D)) =C,

completando a demonstracgao. O]

2 Aqui vale comentério andlogo ao realizado acima na prova de que o, (a(D)*) = @.
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Enfatizamos que, na prova do teorema acima, foi a estrutura algébrica do dominio

H{*"(I) de a(D) a responsdvel pelo aniquilamento do espectro pontual o, (a(D)).

Notemos também que ndo foi necessario calcular o espectro residual o,(a(D)), pois
demonstramos que o.(a(D)) = C, nao sobrando espaco para o,(a(D)). Entretanto, podemos con-
cluir diretamente que o,(a(D)) = 0, por meio de um argumento bastante simples, e interessante,

que a seguir explicamos:

Fixado A € C, tem-se que A ¢ o,(a(D)) = 0, portanto A — a(D) é injetor. Agora, consi-
deremos f € H%(I) satisfazendo

(f,4¢ —a(D)¢) =0,V ¢ € C(I).

Com isso,
(f.a(D)¢) = (f.19),V ¢ €CZ(I),

o que nos dé que f € D(a(D)*) = H;5T™(I) e, além disso,

c

(1.0)= [()-0 = [ 1-a(D)(0) = (@(D)*f.0). ¥ 6 € CZ (D),

o que quer dizer que a(D)*f = A f e, entdo, do que foi feito no estudo do espectro pontual de
a(D)*, resulta que f = 0, demonstrando que R(A —a(D)) = H;

+ (1), segundo o Teorema 2.1.7,
portanto o,(a(D)) = 0.

5.2.1 Fecho de um OD com dual elitico

Determinemos agora o fecho de um operador diferencial linear com coeficientes constan-
tes a(D) de ordem m > 1, em H}, (I), o que nos permitird obter uma andlise mais refinada do
seu espectro, no sentido de podermos mapear o deslocamento dos valores de A € C a medida

que fechamos os operadores.

Primeiramente, construiremos uma sequéncia conveniente de funcdes que serd a principal
ferramenta para o cdlculo do operador fecho (confira (BREZIS, 2011) para sua inspiracao).

Seja I = (a,b) um intervalo. Dada uma fungdo f € L} _

fe(x> = { f(x>7 sex el

(I), 1 < p < oo, consideremos
sua extensdo nula
0, sexe R\,

aqual estdiem L) (R\JI).

Agora, tomemos uma sequéncia de intervalos abertos limitados (/;) jen, I; = (a;,b;),
com ! =;enlj, I; CIjyy e d(I;,R\I)>2/].
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Nessas condi¢des, ponhamos g; := f. e fj = ¢j*gj, em que x; € a fungdo
caracteristicade I; e ¢; € C°(—1/j,1/j) com ¢; > 0 e [ ¢; =1, para todo j € N. Notemos
que, em particular, f; € C°(1).

Dada uma u € Hlsotm (I ), comm > 1,5 > 0, consideremos u = f na construgio acima e,

entdo, u; = @;jxg;, sendo g; = Xr,ue.

Sabemos que, para todo 1 < k < m, u = ¢; *gJ em 2'(R) e, por isso, dada a ordem

(m)

m de a, precisamos encontrar as derivadas gj,gj, ...,8; em 7'(R).

. oqe -~ », . . . 7 k ~
Observacao 4. Aqui utilizamos a notacao g® para k—ésima derivada ao invés de % para nao

sobrecarregar a notacao.

Para isso, seja y € C°(R) e calculemos

(&ov) =~ ¥) =~ [ 0V Wdr =~ [ uely/ ()=

J

Como u |r,€ H™™(I;) C H™(I}) < C™!(I;), segue que
(yu) = y'u+yu' em C(I;) <= y'u= (yu)' — yu' em C(I}), (5.2.6)
€ com iSso
W) = - / (Y00 ol () )

= [ W @YE) - @)=

- /( YW ()dx — [y(x)u(x)]|ay

= (le‘u/7‘I/>_[‘l/<x) ( )] |8['

= (-l W) — u(b) (8, ) + u(aj) (8, W),

donde g = x1;-u' —u(b;) 8, +u(a;)da; em 7'(R).
Repetindo o argumento acima para xy; - u' podemos concluir que

g7 =21 u' +u(aj)84; —u'(b)8y, +u(a;)8;, —u(b;)d, .

Lembrando agora as notagdes de translag¢@o (7,y)(x) = y(x — h) e reflexdo (ry)(x) =

y(—x), podemos escrever

(Sp* W) (x) = (8p, m(ry)) = [m(rY)l(p) = (r¥)(p —x) = Y(x = p) = (1Y) (%),

3 Note que, aqui, teremos g; € L”(R), qualquer que seja o natural ;.
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ou seja, para quaisquer x, p € R tem-se
(8p* ¥)(x) = y(x—p).
Juntando tudo segue que

:(pj*g’j’:(pj*[u" |1j —}—u’(aj)Saj—u’(bj)Sbj—}—u(aj)(S —u(bj)dy ]
= ¢ % [xru"] +ud (a) @)% )] — ' (b))[@% 8] +ula;)[9;x ;] —u(b;)[9; %, ]
= @jx [u") + i (a;)9i (- —aj) — ' (b)§;(- — bj) +ula;)i(- —a;) —u(b;)9i(- —bj).

Para o caso geral, usamos a inducao finita. Supondo que

® 0N (O sl (k=1-1)
=, a9+ Y (0 (@a ™ - u ), 55 )
=0

com k < m—1, temos

g§k+1) I+ Z ( -0 _ 0 (bj)5,§'f_[)> '

J

Denotando h; = 1, -u®) € Hm=K([,), a sentenga (5.2.6) é vélida em C"~*~1(I,) e podemos

proceder como na primeira derivada de g, assim

W= a1, D () (a;)0a; — u®(b,)8 .

J

Unindo as igualdades obtemos

k
§k+1) RTINSy <u(z) (a;)80 0 (bj)alffﬂ)
=0

Assim

;- +2( T u<’><bj>6,§%‘1—”)]

J

= ¢j*85~k) =0

e W L et e BN )

k 1-1 k—1-1
= ¢;x [,u®) Z{ )('—aj)—u(l)(bj)fi),(- )('—bj)}-
Neste ponto, € fundamental que demonstremos o seguinte

Lema4. Dadau € HISOJE’" (I) comm > 1es €N, para cada 0 < k < m, as sequéncias de fungdes
k—1 k—1
(1 @ef " =ap) e (1 6o (-~ b))

em que 0 </ < k— 1, convergem para zero em H; .

jeN jeN’

(I) quando jtoeo.
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Demonstracdo. Apresentemos a prova para o caso m = 2, para os outros casos a prova ¢ andloga.

Dada ¢ € C(I), como ¢(-)u'(aj)¢;(- —aj) € CZ(R), provaremos que ¢ (-)u’(a;)9;(- —
a;) converge para 0 na topologia de .#(R), pois sabendo que . (R) — H*(R), seguird daf que
a sequéncia converge para 0 em H*(R) e, consequentemente, u'(a;)@;(- —a;) converge para 0

em H (R).

loc

Observemos que

k k k—1 1
10 a))0,(x—a))] = (4 Z( )d 202 (x—a

para k € N, dessa forma basta provar que

sup it 19 (109} (x — ;)| = 0, quando j — o
xe

para N € N, daf seguird que
k

TR [ (x)ud' (a;);(x —ay)]

sup x|
xeR

— 0 quando j — oo.

Para tanto, observemos que supp ¢ C I é compacto e entdo d(supp ¢,a) > 0. Por outro
lado, supp ¢;(- —a;) C By;(a;) entdo existe jo € N de forma que By/;(a;) Nsupp ¢ = 0.
Logo,

sup Y ’(p(k—l) (x) ¢}”(x—a,-)( — 0, para j > jo
xe

Nd_k 10N (v /.k N | 4 (k=) (OFSN
sup x| | [0 (x)u' (a)9;(x —a;)]| < |u'(a))| }_ sup|x] ]¢ (x)9;" (x—a;)| =0

xeR 1=0x<€R
para j > jo e a convergéncia segue.
A prova para as outras sequéncias € feita de forma anéloga. L

Lema 5. Se h € Hj (I), com s € Z, entdo hj = ¢;x (x1;he) € CZ(I), j € N, converge para h
em H} (I).
Demonstragcdo. Primeiramente provemos que este lema € vélido para s = 0, ou seja, que se

he L2 .(I), entdo h; = q)j*(x[.h ) converge para & em Lloc(l)

De fato, para h € L

2 (I) e @, fungdo teste proveniente de uma seminorma de L? (1)

tem-se
H(Plh—(Plhj”LZ(R) = ||@he — @1h; ”L2 <C”h —h;j ”L2

(T141)

em que C > 0 € uma constante que depende da funcio teste ¢;.
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Figura 1 — Sequéncia de Funcdes do Lema 4

Além disso, para j suficientemente grande de forma que ;| + B, /i Cliya el Clj

vale

/ ¢;(y)dyhe(x / @i () xr; (x = y)he(x —y)dy

By By

= [ 0i()(he(x) —he(x—y))dy.

By

Por um lado, notemos que ;(y)(/(-) — he(- —¥)) € L*(I;11) para todo y € Byje
¢j(-) (he(x) — he(x—-)) € L*(I; ;) para todo x € I, dai pela Desigualdade de Minkowski para

Integrais segue que

e =il < [, 100 el =
= [ 05008, 0) ) = e =) 12, b

Além do mais, vale que

e (2, ) = Walle2y,,) < Allz2g,,,)

1/2 12
||he<-—y>||Lz<,lH>:</ |he<z>|2dz> <(f ntpa)
I 1+Byy; /)
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ou seja, [[he(+) —he(- =)z, ) < 2MAll2.,): com @;(0) B, ,;W)[1he(-) = he(- =) 1201, )
convergindo para zero quando j — o q.t.p. y € R.

Vale também que
;)8 W lhe() =he- =Ml 211) < X102l kel 2.y € L' (R),
para todo y € R.

Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada, resulta que

tim [ 6,508, 0)1he() = (- =31,y = 0.
Unindo os fatos, dado € > 0, existe jy € N tal que
l@ih— @hjll 2wy < Cllhe = hjll 12, ,) < Ce,

para j > jo € a convergéncia em Ll (1) esta provada.

Agora para h € Hlkoc I) com k € N segue que Zx},‘ € Lloc(l) para 0 <r < ke, da primeira
d’h h

parte da prova, que ¢; x [ ( > ] converge para o7 na topologia de L ).

Observemos que

r

d d”
I [¢j*(%1jhe)] =@j* [ﬁ(%ljhe)}

)+ (Oals O —apa ),
J

+
(a])&gr 1=0) u(l)(bj)Sb(f_l_l» converge para 0 em L7 (1),

J

dr
dx’ (XIjhe) - Ij

7
xr
Do lema anterior, a soma er;o (u(l)

portanto <2 [¢;x (1, he)] =

dr d'h r—1 o L

e assim para cada 1 <r < k vale
dh

d”
leoc(l) lim — [¢j (%Ijhe)} = Ea

Jj—reo dx”
ou seja, hj = ¢ ()1,he) converge para h em H}, (I).

Teorema 5.2.5. Se a(D) : H)""'(I) C H}

> () = H; _(I) é um operador diferencial elitico com

K

coeficientes constantes definido por " i (—27ri)kaku( , com s € Z, entdo seu fecho é dado

por

a(D) : Hy,"(I) € Hy, (I) — Hlsoc(l)

loc

u — Z 271:1 aku
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Demonstracdo. Com efeito, seja a(D) : D [a(D)] C H}.(I) — H; .(I) o fecho do operador

loc
a(D) : Hy™(I) C H}, (I) — H},

loc

(1), em que

R HS HS
D [a(D)] - {u e HS (1): 3 (u)) jey C HS™ (1) e f € HE, (1) 1.q. tty —2 u e a(D)uj —2 } .

Da defini¢cdo de D [a(D)} , segue imediatamente que D [a(D)} C HE™(1), pois toda

loc

. . A . ~ r’d : HA >
uebD [a(D)} ¢ limite H; . de uma sequéncia de fungdes H(§+m e, além disso, u, —= u e

H;,.
a(D)u, —% f implicam que a(D)u = f em Z'(I) e, sendo a(D) elitico, u € H: ™ (I).

loc

Por outro lado, para toda u € H, ™ (I), tem-se que f = a(D)u € H;}

* (I). Dai, se tomarmos

Up = @ * (X1,ue), n € N, do que demonstramos anteriormente, o teorema segue. [

Ressaltamos que, para os propositos deste trabalho, ndo foi possivel aplicar as sequéncias
utilizadas em (BREZIS, 2011) para provar a densidade nos espagos de Sobolev. No caso das
sequéncias construidas para os espacos de Sobolev, para u € H"(I) se [ = (a,b) estende-se da
seguinte forma

i(x) =u(x), parax €1,
(x) := {

i(x) =0, parax > b,

(x), sex > a,

<
H
—~
)
SN—
|
—_——
<
St
<
H
—
-
N~—
I
<

~~
[
SN—
Il
<

(2a—x), se x < a,

daf u* € H™(R). Posteriormente, usa-se a extensio u* € H"(R) fazendo a convolucio com a
sequéncia regularizante p,* e corta-se com funcdes teste §, € C(R) com {, = 1 em B,,(0) e

supp &, C B,+1(0), daf prova-se que u, = [&,(p, *u*)] |; converge para u em H™(I).

No caso dos espagos H™(I) temos que H{j'(I) = CZ(I), que, em geral, € um subespago
préprio de H™(I), no entanto foi preciso provar a convergéncia das sequéncias nos espacos
m
Hloc
Logo, foi possivel adaptar as sequéncias utilizadas para provar a densidade das funcdes teste nos

(I) e, como podemos ver no Lema 5, a topologia destes espagos ¢ decisiva para nossa prova.

espagos L”(I), que facilitam o trabalho quando lidamos com derivadas de ordem mais alta em

comparacdo com as sequéncias utilizadas para os espacos de Sobolev em (BREZIS, 2011) sendo

que estas sequéncias podem alterar o suporte pela reflexiio realizada na extensio u*

de H"

loc

e a topologia
(1) trabalha com fungdes teste com suporte em /.

Na verdade, as sequéncias construidas aqui foram inspiradas pelas que sdo apresentadas
em (BREZIS, 2011) na prova da densidade de C;°(Q2) em L”(Q) quando Q C R” é um aberto.

4 A sequéncia em questdo tem as seguintes propriedades p, € C°(R), [z pn(x)dx =1 e supp p, C
Bl/n (0)
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2

loc

5.2.2 Espectro do Laplaciano na Topologia de L

Nesta secao, aplicamos os resultados obtidos na anterior para o laplaciano. A caracteris-

tica principal que permite essas aplicagdes € o fato de que, para o laplaciano, tem-se que tanto

ele quanto seu operador dual sio operadores eliticos °.

Primeiramente, sendo Au = ", do que vimos acima, resulta que A*g = g"” = Ag. Além
disso, sendo D(A) = HZ(I), tem-se que D(A*) = H2(I) (aqui usamos s = 0).

Por outro lado, sendo o simbolo de A, também o de A*, que é a funcio a(&) = —4m2E2,

tomando C = 47> temos que
a(§)| = 4n°E? > CIE

e, da Defini¢do 2.7.15, segue que A e A* sdo eliticos.

As conclusdes desta sec@o ficam entdo resumidas no seguinte coroldrio.

Corolario 2. O operador de Laplace, visto como operador pseudodiferencial

A:H30,7) C L2 (0,m) — L2 (0, 7)

loc loc

e seu adjunto
A* 1 H>(0,7) € L2(0, ) — L2(0, ),

ambos t&ém conjunto resolvente vazio e seus tipos de espectros ficam classificados como:

op(A) = 0p(A*)=0
o (A) = o.(A*) =0,

o.(A) = o(A*)=C.

Demonstragdo. Este coroldrio segue imediatamente da eliticidade de A e de A* em conjunto

com o Teorema 5.2.4.

]

Finalmente, podemos lancar mao dos resultados obtidos para o operador A juntamente

com o Teorema 5.2.5 para fazermos uma andlise mais refinada do seu espectro.

Do Teorema 5.2.5, com s = 0, sendo A elitico com adjunto A* também elitico, segue que

D[A] =R (I) e
A:HE (D)L (I)— L2 (I

loc loc

> Ele possui um cardter “auto-adjunto” também neste contexto dos operadores pseudo-diferenciais.
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é dado por Au = u", para u € H7, (I).

Denotemos por A;> o Laplaciano definido no seguinte dominio
AL2 : H(% (1) ﬂHZ(I) - leoc(l) - leoc(l)'

Notemos que, sendo H3 (1) C H} (I) NH?(I), resulta que A = A;>. Além do mais, seu espectro
pontual, 6,(A;2), € 0o mesmo calculado quando o consideramos com a topologia de L*(I), ou
seja, 0,(Ap2) = {—%;n € N}, em que /(/) indica o comprimento de /, como demonstrado no
capitulo introdutério no caso I = (0, 7).

Calculemos agora 6,(A). Temos que A € 6,,(A) quando u” = Au, para alguma u € Hy, ()
ndo nula. Como feito anteriormente, se este € o caso, u(x) = Cj ePrr Czeﬁﬂ, em que C,C, € C
sdo constantes e fB; e B, sdo as raizes de p(&) = A — E2, & € R. Dai, segue que qualquer

complexo A é autovalor de A.

Do Teorema 2.2.5 temos que 6(A) = 6(A;2) = 6(A) = C, portanto

0,(A) =0, o,(A) =0, o.(A) =C,

2.2
0p(Ap2) = {—%;n € N} , 0-(Ap2) =0, o:(A2) =C\ {—%;n € N} ,
0,(A) =C, o6,(A) =0, o.(A)=0.

A tabela abaixo resume, de um modo bem didético, os resultados obtidos para o operador
de Laplace.

Tabela 1 — Evolugao do Espectro do Laplaciano

A ALZ K
Pontual 0 {—%;n € N} C
Residual || 0 0 0
Continuo || C C\{—%;nEN} 0

A partir de tudo o que foi feito aqui, concluimos que a topologia adotada, influenciou
diretamente na extincao dos resolventes de Laplaciano em todos os niveis considerados, pois,
como podemos ver, em todos 0s casos o espectro continuo absorve quaisquer dos escalares nao
contemplados pelo espectro pontual. Notemos ainda que, também em todos os casos, 0 espectro

residual ndo se mostra um obstaculo.

O método utilizado para o cdlculo do espectro demonstra que o espectro residual do

operador dual estd absorvendo todos os escalares, pois os espagos H;

i (1) permitem solugdes
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exponenciais u(x) = %% Observemos também que o fator decisivo no célculo do espectro

pontual € meramente a natureza algébrica do operador e do seu dominio.

Sendo assim, neste estudo descobrimos, a0 mesmo tempo, duas coisas:

(1) Que a formulacdo mais natural de espectro para operadores diferenciais ndo € eficiente
quando queremos utilizar esta andlise para geracao de semigrupos, ja que nao ha conjunto

resolvente, sugerindo que as ideias usuais ndo podem ser adaptadas.

(2) As maiores dificuldades que ndo permitiram que esta nogdo de espectro fosse coerente
com nossos objetivos, que era o de, a principio, demonstrar a nao conexidade do espectro
S
de A na escala Hj (I).

Dito isso, surgem duas possibilidades para tentar contornar estes obstdculos em estudos

futuros, a saber:

(1) Formular uma nova defini¢do de resolvente de maneira que a aplicacdo
p(aD) > (A—a(D) luex
seja continua e possamos integrd-la ao longo de caminhos suaves;

(2) Comprovar que a separagdo do espectro ndo tem ligacdo alguma com a dicotomia expo-

nencial para operadores lineares em espagos de Fréchet, demonstrando que algum tipo

2

ie(I), nos termos

de dicotomia (ou algum decaimento exponencial) ocorra para A em L
sugeridos por (COSTA, 2019).
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CAPITULO

ESTUDOS FUTUROS E DIFICULDADES
ENCONTRADAS

6.1 Fecho de Um OD em todas as escalas de espacos de

Sobolev

Pretendemos desenvolver mais ferramentas para tentar estender o Lema 5 e, entdo,
podermos calcular o fecho de um ODCC para todas as escalas de espago de Sobolev H} (1),

com s € R qualquer. O objetivo, com isso, seria demonstrar um teorema como o seguinte:

Teorema 6.1.1. Se a(D) : Hy™(I) C H}

+(I) = H} (I) é um operador diferencial elitico com

k)

coeficientes constantes, definido por ZT: 1 (Zni)kaku( , € s € R é qualquer, entdo seu fecho é

dado por

a(D) : Hj,"(I) C Hy, (I) —  Hj,e(I)

loc

u — 27i)au®.

j=1
6.2 Espectro de ODs que Comutam com translacoes e

rotacoes

Além do teorema da secao anterior, esperamos também ser capazes de estender nossos
resultados para operadores que possuem comportamento similar ao Laplaciano, o que encontra
lugar no seguinte teorema de (FOLLAND, 1999, pg. 274).

Teorema 6.2.1. Um operador diferencial linear a(D) satisfaz a(D)(foT) = [a(D)(f)] o T, para
T qualquer translacdo ou rotagdo 7T, se, e somente se, existe um polindmio (com coeficientes

constantes) em uma varidvel p(-) tal que a(D) = p(A) em que A é o operador Laplaciano.
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Por rotacdo estamos nos referindo a uma aplicacdo linear 7 : R" — R" talque TT* = Id,
em que 7* € aplicacdo linear transposta de T e Id € a identidade. Dai, se possivel for, obteremos

o seguinte resultado.

Teorema 6.2.2. Seja a(D) : HY" (1) C Hi (I) — H

loc

satisfaz a(D)(foT) = a(D)(f) o T em que T é uma translagio ou rota¢do. Entdo 6 (a(D)) =C

(I) um operador diferencial linear que

e, mais precisamente, classificamos seu espectro da seguinte forma

Tabela 2 — Espectro de Operadores do Tipo Laplaciano

a(D) | (D) |a(D)
Pontual 0 (An)nen C
Residual 0 0 0
Continuo || C | C\(Ap)pen | 0

Sendo que a(D) é o fecho de a(D) e a(D);2 é dado por
a(D) 2+ Hg" (1) N H?™(I) € Li,e(I) — Li,c(1)
a(D)2u = a(D)u,u € H™ (1) N H?™(I).

Em que (4,),en € uma sequéncia a ser calculada a partir do operador a(D) em questio,

supostamente seu espectro pontual.

6.3 Consideracoes Finais Sobre os Resultados Obtidos

Nesta tltima se¢do fazemos alguns comentdrios sobre os resultados obtidos para 6,,(A),

0,(A) e 0.(A) e exibimos algumas de nossas tentativas a fim de obté-los.

Observemos que nao € possivel proceder como no Exemplo 2.6.3, porque ndo temos a

compacidade do operador

A"V R(A) C L2 (0,7) — L7 (0, 7), (6.3.1)

loc loc

em que R(A) = A (H3(0,7)) = {u”’, uc H3(0,7)} .

Com efeito, caso este operador fosse compacto, sendo R(A) = L? (0, 7), pois o,(A) =0,

a suposta compacidade de A~!, nos daria também sua continuidade. Resumindo, obteriamos que
R DAY 72
A é injetor com R(A) = Lj, (0, 7) e

A~V:R(A) C L2 (0,m) — L2 (0, )

continua, ou seja, 0 € p(A), contradizendo o fato de que 6(A) = C e assim A~! definido em

(6.3.1) ndo pode ser compacto.
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Este fato, muito possivelmente, resulta das novas vizinhangas da origem que precisamos
considerar quando trocamos a topologia de L? pela LIZO . para realizar nosso estudo (surgem muito

mais abertos).

Comentamos agora algumas tentativas frustradas para obter o,(A) que ilustram as difi-
culdades encontradas e comprovam a complexidade dos nossos problemas.

2

Sabemos que Lj, .

(0,)= UjENLZ(aj,bj), (limite projetivo) em que [a;,b;] C (ajt+1,bj11)
e (0,7) = Ujen(aj,b;), portanto € natural procurar estudar as restrigdes A; = A [ (4, 5,,) € tentar
utilizar os resultados conhecidos para 6(A ;) nas condi¢des usuais:

Aj : Hé(aj,bj)ﬂHz(aj,bj) CLz(aj,bj) —>L2(aj,bj), j€e N.
Nelas, para cada j € N, vale

|87 ll 2y, ) 2 ISA 20, - 0 € H (a7, 5) @y, by), 1A > 0.

Dito isso, nossa expectativa era poder usar as estimativas acima e, de algum modo,
demonstrar que
!
1A = A)ullp20.2) > C Y. pr(w), u € Hy (0, ) (6.3.2)
k=1
para alguma constante C > 0 € py,..., p; seminormas de L%OC(O, 7). Sendo L2(0, 7r) — LZZOC(O, )
concluirfamos que

l
I lzom = C Y o (A=8)7" 1), £ €R(),
k=1

sempre que |3A| > 0. Procurdvamos essas supostas desigualdades para poder concluir a existén-
ciade alguns A € C, com |SA| > 0, no resolvente de A, o que nunca ocorria, como demonstramos

no capitulo anterior.
Observemos agora que, para §; € CZ(ajy1,bj11), com @, ) =1, dadau € H3(0,7),

segue que §;u € Hy(aj1,bj01) VH*(aje1,b41), [19jull 20y 0,000 = 1ll2ay, 1 0,00) €

(A = A)(@ju) = §;[(A — A)u] — (9] + 9] u.

A grande dificuldade em considerar os cortes acima, consiste em controlar o crescimento
das fungdes ¢} e ¢7' no conjunto (a;+1,a;)U(b;,b;+1) (que é a diferenga entre os dominios /1
e I;), porque a medida que tentamos controlar o crescimento das fungdes perdemos o controle na

medida do dominio em questao.
Uma outra alternativa cogitada para resolvermos o problema foi tentar provar que

H(0,m)NH?*(0,7) C D(A), em que D(A) =

= {1 € Lipe(0,7): 3 (vw)nen € HG(0,7), u = Lipe — lim vy e L, — lim (v —v},) =0}

n,m—oo

e assim poderfamos utilizar o fato de que o(A) = o(A;2) = 6 (A).
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Com este intuito, dada u € H} (0, 7) N H*(0,7) tomamos v € C'[0,7] com v = u em
quase todo ponto e (V¥;) ey C C(0,7) tal que y; — v, em que a convergéncia acontece na

topologia de C'(0, 7).

No entanto, para concluirmos que (1//}’ ) jen € uma sequéncia de Cauchy na topologia de
leo (0, ) encontramos as mesmas dificuldades apontadas no caso anterior, devido ao fato de a

sequéncia () jen ser construida de forma semelhante a da sequéncia (¢;) ey do caso acima.

Destacamos que o célculo do fecho a(D) de um operador a(D), neste texto, sé foi
possivel depois de muita pesquisa e esforco, até encontrarmos a construcdo de uma sequéncia
conveniente que possibilitasse as conclusdes da parte final do capitulo anterior. Varios testes

foram realizados até combinarmos a sequéncia correta com o argumento correto.
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GLOSSARIO

OD: denota o termo Operador Diferencial.
OP: denota o termo Operador Pseudodiferencial.
OPCC: denota o termo Operador Pseudodiferencial com Coeficientes Constantes.

OPs: denota o termo Operadores Pseudodiferenciais.

TVS: denota o termo Topological Vector Space que € o termo em inglés para Espaco Vetorial

Topoldgico.
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