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RESUMO

MEDEIROS, B. L. Sobre anéis Tor-compativeis, médulos livres e produto fibra. 2023.
64 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Neste trabalho, inicialmente estabelecemos propriedades estruturais do anel produto fibra R X7 S,
onde R, S e T sdo anéis locais noetherianos com o mesmo corpo residual. Mais especificamente,
estudamos as propriedades estruturais do anel produto fibra por meio da multiplicidade de
Hilbert-Samuel. Na segunda etapa da tese, estudamos o anulamento dos funtores Ext e Tor de
R-mddulos finitamente gerados, motivados pela conjectura de Aulander-Reiten, com o intuito de
obter propriedades que nos permitam estabelecer condi¢cdes necessdrias para que dois médulos

finitamente gerados tenham o dual livre ou dimensao projetiva finita.

Palavras-chave: Produto fibra, noetheriano, dual, médulo livre, dimensdo projetiva.






ABSTRACT

MEDEIROS, B. L. On Tor-friendly rings, free modules and fiber product. 2023. 64 p.
Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢ao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

In this work, we initially establish the structural properties of the fiber product ring R X 7 S, where
R, S, and T are noetherian local rings with the same residual field. Specifically, we investigate
the structural properties of the fiber product ring using the Hilbert-Samuel multiplicity. In the
second stage of the thesis, we examine the vanishing of the functors Ext and Tor of finitely
generated R-modules. This investigation is motivated by the Aulander-Reiten conjecture, with
the aim of obtaining properties that allow us to establish necessary conditions for two finitely

generated modules to have the free dual or finite projective dimension.

Keywords: Fiber product, noetherian, dual module, free module, projective dimension.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho € estudar as propriedades de alguns casos de produto fibra
e anéis Tor-compativeis. O produto fibra € uma classe de anel que consegue absorver muitas
propriedades de suas componentes. Contudo, dificilmente é um anel regular. Com isso, conseguir
propriedades possibilitaria desencadear extensdes de diversos conceitos para uma classe de anéis
mais ampla. No caso de Tor-compativeis, obter propriedades do dual de um mddulo finitamente
gerado em fun¢do de anulamentos consecutivos de Ext. Esta classe de anéis vem sendo estudadas
ao longos dos anos gragas ao trabalho de (HUNEKE; WIEGAND, 1994). Em particular, o
produto fibra sobre um corpo k, € um anel Tor-compativel (NASSEH; SATHER-WAGSTAFF,
2017, Teorema 2.7).

No Capitulo 2, fizemos uma breve revisio de dlgebra comutativa e homoldgica que serviu

como alicerce para a realizacdo deste trabalho.

Durante o Capitulo 3, definimos o produto fibra de anéis locais, enunciando propriedades
conhecidas, como por exemplo, dimensao de Krull, profundidade, dimensao de mergulho e a

obtencdo dos nimeros de Betti de um mddulo M finitamente gerado sobre o produto fibra.

No Capitulo 4, estabelecemos algumas conexdes da multiplicidade de Hilbert-Samuel e
multiplicidade minimal de suas componentes com a multiplicidade do produto fibra. A multipli-
cidade de Hilbert-Samuel de um anel local € um dos invariantes mais importantes. Para ilustrar
i1sso, o Teorema de Nagata (NAGATA, 1962, Teorema 40.6) estabelece um critério brilhante
para um anel local regular, impondo que sua multiplicidade seja e(R) = 1. A reciproca vale
para anéis equidimensionais. Em 1967, sobre anéis de Cohen-Macaulay, Abhyankar (ABHYAN-
KAR, 1967) demonstrou um limitante inferior para a multiplicidade de Hilbert-Samuel, a saber
e(R) > edim(R) — dim(R) + 1. Perceba que juntamente com o Teorema de Nagata, um anel
local regular satisfaz a igualdade. Com isso, houveram questionamentos de quais outros tipos

de anéis temos a igualdade. Neste caso, dizemos que estes anéis possuem multiplicidade minimal.
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Em (JOTHILINGAM; DURAIVEL, 2010, Teorema 1), o autor provou um critério
sobre anéis locais regulares, para decidir quando o dual de um mddulo finitamente gerado é
livre. O critério consiste de anulamentos consecutivos do funtor Exty(M,N) = 0. Para anéis
Tor-compativeis e médulos N Tor-rigidos, conseguimos adaptar este critério obtendo que M*
¢ livre ou pdg(N) < oo. Como supomos N Tor-rigido qualquer, um questionamento natural é
se existe uma classe de modulos Tor-rigidos em que pudessemos testar e estender este fato?
Na Proposi¢do 5.2.18, conseguimos responder essa pergunta para anéis R com depth(R) > 0 e

N =R/m", n € N, onde m é o ideal maximal.
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CAPITULO

ALGUNS CONCEITOS BASICOS DE
ALGEBRA HOMOLOGICA

Neste capitulo revisitaremos alguns conceitos importantes de algebra comutativa e
homoldgica, que podem ser encontrados com mais detalhes em (ATIYAH M.F.; MACDONALD,
1969; ROTMAN, 2009; BRUNZ W.; HERZOG, 1993).

Serdao abordados conceitos como resolugdes projetivas, injetivas e livres, funtores Ext e
Tor, nimeros de Betti, féormula de Auslander-Buschsbaum e outros temas recorrentes. Se o leitor

tem familiaridade com estes topicos recomenda-se avancgar para o Capitulo 3.

2.1 Mabdulos, Categorias e funtores

Neste trabalho, R sempre serd um anel comutativo com unidade. Dizemos que M € um
R-moédulo se € um grupo abeliano e existe uma multiplicacdo por escalar R x M — M onde,
(r,m) € R x M é associado a rm € M, satisfazendo para todo r,¥’ € Re m,m’' € M,

o rim+m') =rm+rm';
s (r+rYm=rm+rm;
o (rr’ym=rr'm;
s Ilm=m.
Observacao 2.1.1. Todo anel € um mddulo sobre si mesmo.

Definicao 2.1.2. Dizemos que uma anel R é noetheriano se todo ideal / € finitamente gerado,
isto é, I = (ay,...,a,), onde g; € I. Além disso, um R-médulo M é finitamente gerado se existe

um conjunto finito de geradores, {my,...,m,} tal que, todo elemento m € M é escrito como
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n
m=Y Am;jcomA; € Rparai=1,...,n. Em particular, dizemos que {m;,...,my,} é um sistema
i=0
minimal de geradores para M, se ndo estd contido propriamente em outro conjunto de geradores
de M. Se existe um conjunto de geradores {my,...,m,} de M e linearmente independente sobre

R, dizemos que o médulo € livre finitamente gerado.

Defini¢io 2.1.3. Sejam M e M’ dois R-mddulos. Dizemos que uma aplicag¢do f: M — M’ é um
R-homomorfismo, se para todo m;,my; € me A € Rtemos f(m; +Amy) = f(m1)+Af(my). Se

o R-homomorfismo f € injetor e sobrejetor, dizemos que f é um isomorfismo.

Dado um anel R, se considerarmos todos os R-mddulos e todos homomorfismos entre
eles, formamos uma categoria que sera denotada por Mod(R). De maneira geral uma categoria é

definida por:

Definicdo 2.1.4. Uma categoria %, consiste de uma classe de objetos obj(%’), um conjunto de

flechas Hom(A, B) para cada par (A, B) de objetos e uma composi¢do paraA,Be C € €
Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C)

em que associa cada par (f,g) € Hom(A,B) x Hom(B,C), a flecha go f de Hom(A,C), satisfa-

zendo as seguintes propriedades:

(i) Cada f € Hom(A, B) tem um tnico dominio A e codominio B;

(ii) Para cada objeto A, existe uma identidade 14 € Hom(A,A) tal que 140 f = f = fo lp para
todo f € Hom(A, B);

(iii) Composigao € associativa: dados A LBt D, entdo ho(go f) = (hog)of.

Definicao 2.1.5. Um funtor aditivo e covariante da categoria dos R-médulos para a categoria
dos S-médulos é uma aplicagdo, . = F(—): (M g, N) JJ , que associa
para cada R-médulo M e homomorfismo f : M — N ao S—modulo (M Jeo S—homomorﬁsmo

F(f): F(M)— Z(N), satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) F (idu) = id # ) para todo R-médulo M;
(i) F(fog) = F(f)o F(g), com [ € Hom(M,N) e g € Hom(N, T);

(i) F(f+g)=F(f)+F(g),com f,g € Hom(M,N).

Exemplo 2.1.6. Seja X um R-médulo fixo, entdo Homg (X, —) é um funtor covariante da cate-
goria de R-mddulos, que associa cada R-médulo M ao R-médulo Homg (X, M) e em nivel de
flechas associa,

S
)

Homg(X, —) : M L N~ Homg(X, M) L5 Homg(X,N)

onde, f*(h) = f oh para todo h € Homg(X,M).
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Exemplo 2.1.7. Seja X um R-mddulo fixo; entdo o funtor produto tensorial — @g X ou X ®p — €
um funtor covariante, que associa cada R-médulo M ao R-mdédulo X ®g M e em nivel de flechas

associa,

X@p— ML N MorX S Norx

onde f ®id(a®x) = f(a) ®x para um tensor elementar a @ x € M Qg X.

Observacao 2.1.8. O leitor pode encontrar a definicdo de produto tensorial nas referéncias
(ATTYAH M.E.; MACDONALD, 1969; ROTMAN, 2009, P4gina 24, Pagina 69) respectivamente.

Definicao 2.1.9. Um funtor aditivo e contravariante da categoria dos R-médulos para

a categoria dos S-modulos é uma aplicagdo, .¥ = .7 (—): (M ER N) ~~ F(M) ) z (N),

que associa para cada R-médulo M e homomorfismo f : M — N um S-médulo .% (M) e um
homomorfismo .% (f) : F(N) — .% (M), satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) F (idyu) = id #(yr) para todo R-médulo M;
(i) F(fog)=F(g)oF(f),com f € Hom(M,N)e g € Hom(N,T);
(iii) 7 (f+8)=F (f)+F(¢). f,¢ € Hom(M,N).

Exemplo 2.1.10. Seja X um R-médulo fixo; entdo Homg(—,X) é um funtor contravariante da
categoria dos R-médulos que associa cada R-médulo M ao R-médulo Homg (M, X) e em nivel

de flechas associa,

Homg(—,X) ML N~ Homg (X,N) I Homg (X, M)

onde f*(h) = ho f para todo h € Homg(X,N).

Definiciio 2.1.11. Uma sequéncia de R-médulos, M INE&N , é dita exata se Im(f) = ker(f).
De maneira geral, considere n € Z. Uma sequéncia longa,

s My M, T M s

¢ dita exatase - - - — M, @ M, f"—+>1 M, 1 — --- é exata para todo n € Z.

Além disso, uma sequéncia exata da forma

0-MLNENSO

¢ uma sequéncia exata curta. Neste caso, concluimos que f € injetora e g sobrejetora.

Definicao 2.1.12. Seja § :Mod(R)— Mod(R’) um funtor aditivo covariante.

(i) § é um funtor exato a esquerda se 0 — F(M) — F(N) — F(T) é uma sequéncia exata
de R’-médulos para toda sequéncia 0 — M — N — T — 0 de R-médulos.
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(ii) § € um funtor exato a direita se §(M) — §(N) — §(T) — 0 é uma sequéncia exata de
R’-médulos para toda sequéncia 0 — M — N — T — 0 exata de R-mddulos.

(iii) § € um funtor exato se é exato a esquerda e direita.

Defini¢do 2.1.13. Seja § :Mod(R) — Mod(R’) um funtor aditivo contravariante.

(i) § é um funtor exato a esquerda se 0 — §(7) — F(N) — §(M) € uma sequéncia exata
de R’-mddulos para toda sequéncia exata 0 — M — N — T — 0 de R-mddulos.

(ii) § € um funtor exato a direita se, 5(7) — §(N) — §(M) — 0 é uma sequéncia exata de
R’-médulos para toda sequéncia exata 0 — M — N — T — 0 de R-mdédulos.

(iii) O funtor é exato se, € exato a direita e esquerda.

Teorema 2.1.14. (ROTMAN, 2009, Teorema 2.40, Teorema 2.63) Seja R um anel. O funtor

Homg(—, —) é um funtor exato a esquerda e o funtor — @ — € exato a direita.

2.2 Homologia e Cohomologia

Definicao 2.2.1. Seja R um anel. Uma sequéncia de R-médulos,
Mo == Myt 8 My My — -

¢ chamado de complexo se o, 0 0,1 = 0 para todo n € N. Ou seja, im(a,+1) C ker(a,). Caso
im(04,+1) = ker(a,) para todo n € N, dizemos que o complexo ¢ exato. Denotamos o complexo
M, pelo par (M., 0 ).

Por outro lado, um co-complexo de R-mddulos,
. an—l al
Ml=--- =M, = My+1 =My —---

satisfaz " o o"~! = 0. Ou seja, im(a" ') C ker(a). Caso im(a"~!) C ker(a"), dizemos que
o co-complexo é exato. Denotamos o co-complexo M* pelo par (M*, ®).

Definicao 2.2.2. Se M, é um complexo, definimos o n-ésimo médulo de homologia por

~ ker(ay)
Hn(M.> = m

Se M* € um co-complexo, definimos o n-€simo moédulo de cohomologia por

ker(a,)

HO " e,
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Definicdo 2.2.3. Sejam (M., ), (T., Bs) dois complexos de R-médulos. Uma aplicagio de
complexos, f, : My — M,, é uma familia de homomorfismos fo = {f,} tal que, o seguinte

diagrama € comutativo para todon € N

0,
Mn ﬁn'Mn—l

lfn Lfnl
Bn

Iy ——Ty
isto é, f,_1 0 a, = B, o f,,. Defini¢do andloga para co-complexo.
Definicao 2.2.4. Uma sequéncia de complexos

0— M, 5 M, 53 M =0

é exata se, para cada n € N, temos uma sequéncia exata curta 0 — M), f# M, & M — 0 de

R-moédulos.

Dada uma sequéncia exata de complexos ou co-complexos, sempre conseguimos obter

uma sequéncia exata longa em homologias ou co-homologias:

Teorema 2.2.5. (ROTMAN, 2009, Teorema 6.10) Uma sequéncia exata de complexos,

0— M, i> M, £ M/ — 0, induz uma sequéncia exata longa em homologias

+ = Hyet (M) = Hy(MQ)) — Hyy (M) — Hy (M) = Hyy (M) — -

2.3 Mobdulos Projetivos

Definicao 2.3.1. Um R-mddulo M € projetivo se, para qualquer R-homomorfismo sobrejetor
p: A — A’ tal que, para qualquer homomorfismo 4 : M — A’, existe um levantamento g para A,
isto €, podemos definir um R-homomorfismo g : P — A, tal que p o g = h. Em outras palavras, o

seguinte diagrama € comutativo

M

j,
/Ry —

A seguir enunciaremos diversas caracterizacoes de modulos projetivos:

Proposicao 2.3.2. (ROTMAN, 2009, Proposi¢ao 3.2) Um R-mdédulo M € projetivo se, e somente

se, Hom(M, —) é um funtor exato.

Teorema 2.3.3. (ROTMAN, 2009, Teorema 3.5) Um R-médulo M € projetivo se, e somente se,

¢ somando direto de um R-moddulo livre.
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Corolario 2.3.4. (ROTMAN, 2009, Corolario 3.6) Toda soma direta de médulos projetivos é

projetivo.
Observacgao 2.3.5. Todo anel R é um R-mdédulo projetivo.

Proposicao 2.3.6. Se M é um R-mdédulo livre, entdo € projetivo.

Demonstragdo. Temos M = R!, onde I é um conjunto de indices. Entio, pela observacio anterior

e Coroldrio 2.3.4, segue o resultado. L]

Definicao 2.3.7. Seja M um R-mddulo. Uma resolucao projetiva de M é um complexo exato
---%P,,%P,,_l —>---—>P0@M—>O

onde cada P, ¢ um R-mddulo projetivo.

Observacao 2.3.8. Todo R-m6dulo é imagem homomoérfica de um R-médulo livre. Em particular,
de um modulo projetivo. Isto quer dizer que, dado um R-mddulo M qualquer, existe um moédulo

projetivo Fy tal que o : Pp — M é um homomorfismo sobrejetor.

Teorema 2.3.9. Todo R-mddulo M possui resolugdo projetiva.

Demonstragdo. Pela observagdo anterior, temos ¢ : Pp — M sobrejetor. Agora, esta aplicagdo
tem um nucleo, logo existe um maddulo projetivo P; € um homomorfismo sobrejetor tal que, pg :
P, — ker(ap). Considerando a incluséo natural i : ker(c) — Py, podemos compor a; = pg o i,

logo o : Py — Py. Fazendo isso para todos os nicleos de ¢;, obtemos
---—>Pnﬁ$Pn_1 —>---—>P0%M—>O

onde cada P, é projetivo, e por construcdo, o complexo € exato.

Definicao 2.3.10. Considere a seguinte resolugao projetiva de um R-médulo M
0P, 2P, —>~-—>P0@M%O.
Neste caso, dizemos que esta resolucao projetiva tem comprimento 7.

Definicao 2.3.11. Seja M um R-médulo. Definimos a dimensao projetiva de M como sendo o

ndmero
pd(M) = inf{n;tal que n é o comprimento de uma resolucao projetiva de M}.
Definicao 2.3.12. Sejam M um R-mdédulo e P, uma resolucao projetiva de M dada por
Po:o-oP, %P P AP B M0

Definimos o n-ésimo médulo de syzygy como sendo ker(d,) = im(dy+1).
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Observacao 2.3.13. Um R-médulo M € projetivo se, e somente se, pd(M) = 0.

Demonstracdo. Se pd(M) = 0, temos 0 — Py — M — 0 logo, M = Py, e assim M é projetivo.
Por outro lado, se M € projetivo entdo 0 — M — M — 0 € uma resolug@o projetiva de M e assim
pd(M) = 0.

]

2.4 Madulos Injetivos

Definicao 2.4.1. Dizemos que um R-mdédulo / € injetivo se, dado qualquer R-homomorfismo
injetor, i : I — B tal que, para qualquer homomorfismo R-homomorfismo f : I — A, existe

g:B—Acomgoi= f,ouseja, o diagrama abaixo € comutativo.
A
A
L
|

1

Teorema 2.4.2. (BRUNZ W.; HERZOG, 1993, Teorema 3.1.8) Todo R-mddulo M pode ser

mergulhado em um R-mddulo injetivo 1.
Definicao 2.4.3. Dizemos que o complexo abaixo,
0—MS 1y ... .1

€ uma resolucao injetiva se for um complexo exato e os R-moédulos [ s@o injetivos.

Na secdo anterior vimos que todo médulo possui resolugdo projetiva. De maneira andloga,
podemos construir uma resolugao injetiva utilizando o Teorema 2.4.2. De fato, temos M SN Iy
onde, Iy € injetivo. Agora considere o coker(M) = Iy/M. Logo, existe um mergulho f : Iy/M <£>
I,. Considere i : Iy — I, onde i} = fiom e m : Iy — Ip/M. Fazendo isso sucessivamente,

obtemos

0=M% iy - ... 2.2)

Definimos a dimensao injetiva de M como sendo o menor inteiro positivo n tal que

existe uma resolucgdo injetiva I, com I, = 0 para m > n. Denotamos a dimensdo injetiva por

id(M).
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2.5 Funtor Tor
Seja M um R-mddulo e
Po: - =P AP = P3P M—0

uma resolugdo projetiva de M. Como o produto tensorial € exato a direita, temos que para

qualquer R-médulo T

Po@gT: - — PorT ™S P\ @pT — - — PLog T B Py @p T — M @R T — 0.

Denotamos a homologia H;(P, ®g T) := TorX (M, T) onde i € N.

Teorema 2.5.1. (ROTMAN, 2009, Teorema 6.27) Seja 0 —+ L — M — N — 0 uma sequéncia
exata curta de R-modulos. Entdo, existe uma sequéncia exata longa para qualquer R-moédulo 7

dada por
.- — Tor§ (L, T) — Tor¥ (M, T) — Tor§(N,T) — Tor®(L,T) — Tor{ (M, T) — Tor®(N,T) —

—SLRIRT - MRFRT > NRIrT — 0.

2.6 Funtores Ext

Os funtores Ext, nada mais sdo que as cohomologias do funtor Hom. Seja M um R-

moédulo e considere a seguinte resolucao projetiva,

P.:---—>P,,%Pn,1—>---—>P1ﬂP0—>M—>O.

Fixe um R-médulo 7. Como Homg(—,T') é exato a esquerda, temos o co-complexo

Homg(Pe, M) : 0 — Homg(Py, T) 2 Homg(Py,T) — - -

Denotamos as cohomologias H!(Homg(P,,T)) := Exti (M, T) parai € N.

A principal propriedade deste tépico € a sequéncia exata longa de Ext, induzida por uma

sequéncia exata curta de R-modulos.

Teorema 2.6.1. (ROTMAN, 2009, Teorema 6.59) Seja 0 — L — M — N — 0 uma sequéncia

exata curta de R-mdédulos. Entdo, existe uma sequéncia exata longa para cada R-mddulo 7' fixado,

0 — Homg(N, T) — Homg (M, T) — Homg(L,T) — Extx(N,T) — Exth(M,T) — Exth(L,T) — ---

Analogamente, para o funtor covariante Extg (7, —) temos
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Teorema 2.6.2. (ROTMAN, 2009, Teorema 6.43) Seja 0 — L — M — N — 0 uma sequéncia

exata curta de R-mddulos. Entdo, existe uma sequéncia exata longa para cada R-médulo 7' fixado,

0 — Homg(T, L) — Homg (T, M) — Homg(T,N) — Exth(T,L) — Exth(T,M) — Exth(T,N) — - --
Na sec¢do anterior vimos algumas caracteriza¢des para modulos projetivos, abaixo segue
mais uma em fungdo do funtor Ext(M, —).

Proposicao 2.6.3. Seja M um R-mdédulo. Sdo equivalentes:

(i) M é projetivo;
(ii) Extix(M,T) = 0 para todo R-médulo 7 e n > 0;

(iii) Exth(M,T) = 0 para todo R-médulo 7.

Demonstracdo. ()= (ii) Suponha M projetivo. Como Homg(—,T) é exato a esquerda, ver
(ROTMAN, 2009, Teorema 6.61), pagina 372, segue o resultado.

(i1)=- (iii) Imediato.

(ii1)= (1) Dada uma sequéncia exata curta de R-médulos 0 — L — N — T — 0, obtemos

uma sequéncia exata longa

0 — Homg(M, L) — Homg(M,N) — Homg(M,T) — Exth(M,L) — - --
Por hipétese, Exth(M, L) = 0, o que torna Homg (M, —) exato, portanto M é projetivo.
O

Lema 2.6.4. (ROTMAN, 2009, Corolarios 6.23, 6.42)[Deslocamento da dimensao] Seja 0 —
T, — T,—1 — - — To — M — 0 uma resolucdo projetiva de M. Entdo, para qualquer R-mddulo

N, TorR(L,,N) 2 TorR ;| (M,N) e Extiy(L,,N) = Ext" 1 (M,N) onde L, é 0 n-ésimo médulo

de syzygy de M.

Na secdo anterior, definimos um invariante importante para médulos, que é a dimensao

projetiva. Tal invariante pode ser majorado pelo anulamento dessas cohomologias.

Proposicao 2.6.5. Seja M um R-mddulo. Sao equivalentes:
(i) pd(M) <n;
(ii) Exth(M,T) = 0 para todo R-médulo T e i > n;

(iii) Exti™ (M, T) = 0 para todo R-médulo T'.



26 Capitulo 2. Alguns conceitos bdsicos de dlgebra homolégica

(iv) SeK,—1 — P,—1 — --- — Py — M — 0 é exato, com P, projetivo parai =0,---,n— 1 entdo

K,,—1 ¢ um moddulo projetivo.

Demonstracdo. ()= (ii) Se pd(M) < n, entdo as cohomologias para i > n sdo nulas, ou seja,
Ext!(M,T) = 0 para todo i > n.

(i1)= (iii) Imediato.
(iii))= (iv) Suponha K, | — P,y — --- = P — M — 0, onde P, € projetivo para i =

1---,n— 1. Por hipétese, Exts"' (M, T) = 0. Contudo, pelo Lema 2.6.4, temos Exts™! (M, T) =2
Exth(K,_1,T) = 0. Portanto, da Proposigo 2.6.3 K,,_| é projetivo.

(iv)= (i) Imediato.

2.7 O caso local e os nimeros de Betti

Nesta se¢do, R sempre serd um anel noetheriano local, ou seja, R possui apenas um ideal
maximal, que serd denotado por m e um corpo residual R/m = k. Em geral, denotamos isso pela
tripla (R, m, k). Vimos na Proposi¢ao 2.3.6 que médulos livres sdo projetivos. A reciproca vale
se o anel € local e M ¢ finitamente gerado. Antes disso, um dos resultados mais importantes para

anéis locais.

Lema 2.7.1 (Lema de Nakayama). (ROTMAN, 2009, Proposi¢do 4.51) Seja (R, m, k) noetheriano
local e M um R-médulo finitamente gerado. Se I é um ideal ndo nulo de R e IM = M entdo,
M =0.

Teorema 2.7.2. Seja (R, m,k) um anel noetheriano local e M um R-médulo finitamente gerado.

— M
Suponha que M = -y ¢ um k-espaco vetorial de dimensao n.

(i) Considere {uy,...,u,} uma base de M. Denote por u;, uma imagem inversa em M dos ;.

Entdo, {u; ...,u,} formam um conjunto minimal de geradores de M.

(i1) Reciprocamente, todo conjunto minimal de geradores de M € obtido dessa maneira e tem

n elementos.

Demonstracdo. (i) Caso o conjunto de geradores de M {u; ...,u,} ndo seja minimal,
sem perda de generalidade, suponha que {uy,...,u,} seja um conjunto de geradores
de M. Dessa forma, {3, ...,u,} seria um conjunto de geradores de M, o que é uma

contradi¢do. Portanto, {u; - -+ ,u, } é um conjunto minimal de geradores.

(ii) Se {uy,...,u,} é um conjunto minimal de geradores de M, denote por u; as classes
de u; em M. Logo, {uy,...,u,} gera M e é necessariamente linearmente indepen-

dente pois caso contrario, podemos tomar {uy,...,%}, com ¢ < n, uma base para
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M. Pelo item (i), segue que {u; ...,u; } gera M, o que é uma contradigio. Portanto,

{uy,...,u,} é uma base de M.

O

Com o teorema acima, conseguimos definir um invariante importante para anéis locais, a

dimensao de mergulho.

Definicdo 2.7.3. Seja (R, m,k) um anel noetheriano local. Definimos a dimensao de mergulho

de R como sendo a cardinalidade do conjunto minimal de geradores para m, que serd denotada

m
por p(m) ou edim(R). Do Teorema anterior, temos que p(m) = dimy )

O préximo resultado, caracteriza que os modulos das resolucdes projetivas sobre anéis
locais sdo livres. Com isso, conseguiremos construir cada médulo projetivo P = R” onde b;
poderd ser tomado de maneira tnica, obtendo mais um invariante importante do médulo M

chamado de i-ésimo numero de Betti de M.

Teorema 2.7.4. Seja (R, m,k) um anel noetheriano local e M um R-médulo finitamente gerado.

Sao equivalentes:

(i) M é€ livre;
(i1) M é projetivo;
(iii) Torf(M,N) = 0, para todo i > 0 e qualquer R-médulo N;

(iv) TorR(M,k) = 0.

Demonstragdo. (1)=- (ii)=- (iii)= (iv) sdo imediatas. Para ver (iv)=> (i), considere F' um médulo
livre, € 0 homomorfismo f : F — M que mapeia a base de F em um conjunto minimal de

geradores de M. Dessa forma, temos a seguinte sequéncia exata curta
0T —=F—-M—=0

onde T = ker(f). Fazendo — ®g k, temos que a sequéncia permanece exata, ja que por hipétese,

Torlf (M, k) = 0. Mas lembre que k = R/m. Logo, teremos uma sequéncia exata

T F M
0— ——————0.
mIr mF mM

F M . .
Mas da forma que tomamos F, temos —= = 7 como k-espagos vetoriais, pois possuem
m m

) N . T )
a mesma dimensao; entao T =0, e assim, do Lema de Nakayama 2.7.1, temos 7" = 0. Portanto,
m

M € livre.

]
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Seja (R, m, k) um anel noetheriano local e M um R-mdédulo finitamente gerado. Vamos
M
construir uma resolugdo livre minimal de M. Denote por by = dimy <_M) . Logo, do Teorema
m

2.7.2 o médulo M é gerado por by elementos. Considere fy : Fy — M o homomorfismo que leva

base de Fy no conjunto minimal de geradores de M. Obtemos assim, uma sequéncia exata

Rl m=o.

Agora, considere Ky = ker(fp); entdo pelo mesmo raciocinio existe um homomorfismo
sobrejetor g1 : Ky — F1, onde F| = RP'. Entio, fazendo f1=iogy,comiy: K — Fyainclusao
natural, obtemos

ARARAM-o

Repetindo este processo, obtemos a seguinte resolu¢do de médulos livres,

Fo: - FLhF, 5 oRARBM 0.
Este complexo é exato por construgdo, e F; = R%, é um R-médulo livre para todo i > 0.

Definicao 2.7.5. Sejam (R, m, k) noetheriano local e M um R-mdédulo finitamente gerado. Uma
resolucao do tipo
Fo:sELE 5 sRLR M0

é livre minimal, se F; = R” ¢ as aplicacoes f ®yidy : F; @ k — Fi_1 ® k sdo aplica¢des nulas.

Observacao 2.7.6. Note que a resolucdo livre minimal sempre existe por conta da construcao
feita acima. Além disso, pelo Teorema 2.7.4 temos que, podemos calcular o Torfe (M,N), tomando
uma resolucdo livre e fazendo o produto tensorial por N. Em particular, podemos calcular
TorR (M, k).

Proposicdo 2.7.7. (BRUNZ W.; HERZOG, 1993, Proposi¢do 1.3.1) Seja (R, m, k) noetheriano

local e M um R-mdédulo finitamente gerado. Considere a resolugdo livre de M,
) fi fi fi
Fo:- - »F53F | - —F>3>FK=M-=0.
Sao equivalentes:
(i) Fo é minimal;
(i) fi(F;) CmF_1;
(iii) rank(F;) = dimy Tor®(M, k) para todo i > 0;

(iv) rank(F;) = dimy Exth (M, k) para todo i > 0.
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Perceba que pela proposi¢io acima, os nimeros b; = rank(F;) = dimy TorX (M, k) =
dimy, Ext}é (M, k) sdo invariantes, pois dependem apenas do médulo M e do anel local R. Isso nos

motiva a fazer a seguinte defini¢ao:

Definicdo 2.7.8. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local, M um médulo finitamente gerado com

uma resolucao livre minimal dada por
. fi i fi
Fo: - - F53F  —- -F3FRhSM—0

onde F; = R%. Chamamos o niimeros b; de i-ésimo niimero de Betti, que serad denotado por

Bi(M), para todo i € N. Além disso, definimos a série de Poincaré de M como sendo,
PE() = Y Bi(M).
i=0

Exemplo 2.7.9. Seja R = k[[x,y,z]] e I = (x?,xy, —y* 4+ xz) um ideal de R. Fazendo uso de
programa de computagdo Macaulay2, segue que a resolucao livre minimal de 7 é

R
0+ RBRBRYZ 0 (2.3)
onde dy € a projecdo natural e d; = < X xy —yt+az ), b= x —y* |.Assim
0 x

a série de Poincaré é o polindbmio dado por Pg/ (1) =143t 412

2.8 Dimensao e profundidade

Nesta secdo vamos definir dois invariantes importantes sobre anéis, que sao a dimensao

de Krull e a profundidade de um anel, denotadas por dim(R) e depth(R) respectivamente.

Definicao 2.8.1. Uma cadeia de ideais primos de R com comprimento n € da forma

PhPCP C---CP,.
Dizemos que tal cadeia é saturada, se ndo existe um ideal primo Q entre P, & Q & P,y para
todoi=0,...,n.

A altura de um ideal primo P é o supremo dos comprimentos das cadeias saturadas
que terminam em P, ou seja, P, = P. Seja I um ideal de R; definimos a altura de / como sendo
ht(7) := inf{ht(P); I C P}.

A dimensao de Krull do anel R, é o supremo de todas as cadeias saturadas de ideais

primos de R.

Observacao 2.8.2. Algumas propriedades sobre altura e dimensao.
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. . . . ~ . [RY | . )
(1) Se P € um ideal primo, entdo dim (1—)) € o supremos dos comprimentos de cadeias

saturadas,

Qo CO1C--CQy

tal que, P C Q; paratodoi=1,7s.
(ii) dim(R) = sup{ht(m); m € ideal maximal de R}. Em particular se R é local, dim(R) =
ht(m).
P ~ .. (R :
(iii) Se I € um ideal de R, entdo dim <7) +ht(I) < dim(R).
Exemplo 2.8.3. Em um dominio de ideais principais R, temos dim(R) = 1.

Exemplo 2.8.4. Um corpo k tem dimensdo zero. J4 o anel de polindmios sobre o corpo k,
k[xiy,...,x,], tem dimensdo n.
Definicdo 2.8.5. Seja M um R-médulo e considere o submédulo Ann(M) ={r € R;rm =0, Vm €
R
M} de M. Definimos a dimensao de M por dim(M) :=dim | ——— |.
Ann(M)

Defini¢ao 2.8.6. Seja M um R-mddulo. Dizemos que uma sequéncia x = xi, ..., X, de elementos

de R é M —regular se satisfaz:

M

(1) x; ndo é divisor de zero sobre
(X1yeeesXio1)

.. M
(i1) )_W #0.

Caso a sequéncia satisfaca apenas o item (i), dizemos que é uma sequéncia regular fraca. Além
disso, caso a sequéncia x ndo admita um elemento y tal que x = xy, ..., x,,y seja regular, dizemos

que x é uma sequéncia regular maximal.

Em geral, trocar as posi¢cdes dos elementos de uma sequéncia nao mantém a regularidade.

Como podemos ver no exemplo abaixo.

Exemplo 2.8.7. Seja k um corpo e considere R = k[x,y,z] o anel de polindmios nas varidveis

x, y e z. Temos uma sequéncia x, y(1 —x) e z(1 —x), enquanto y(1 —x), z(1 —x) e x ndo é uma

(I =x),2(1 —x))°

Contudo, se R for local, temos que qualquer troca de posi¢des na sequéncia, a mantém

sequéncia regular, pois x € divisor de zero sobre

regular.

Proposicao 2.8.8. (BRUNZ W.; HERZOG, 1993, Proposi¢do 1.1.6) Sejam (R, m, k) noetheriano
local e M um R-mddulo finitamente gerado. Se X = xy,...,x, é uma M-sequéncia regular, entao

qualquer permutacgdo entre os x;’s € uma sequéncia M-regular.
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Definicao 2.8.9. Seja (R, m, k) noetheriano local. Dizemos que um ideal I de R, é de intersecio

completa se € gerado por uma sequéncia regular.

Exemplo 2.8.10. Se R =k[xy,...x,] entdo o ideal maximal gerado pelas varidveis, m = (xp,...,x,)

¢ uma interse¢dao completa.

Teorema 2.8.11. (BRUNZ W.; HERZOG, 1993, Teorema 1.2.5) Seja R um anel noetheriano, M
um R-mdédulo finitamente gerado e / um ideal de R tal que /M # M. Entdo, todas as sequéncias

regulares maximais em / tem o mesmo tamanho n, a saber n = min{i € N; Ext,(R/I,M) # 0}.

Exemplo 2.8.12. Seja / um ideal de intersecao completa minimamente gerado por n elementos;
entdo sua resolucdo livre minimal € construida via o complexo de Koszul, (BRUNZ W.; HERZOG,
1993, pagina 40). A saber

0— RG) B RGN 5 o RG) B RE) 4 R() & ; -0 (2.4)

onde as aplicagdes d; sdo matrizes com entradas no ideal I parai =0, ...,n.

Definicdo 2.8.13. Seja R um anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado e / um ideal
de R tal que, IM # M. Definimos a profundidade de /, como sendo o tamanho das sequéncias
regulares maximais de / e a denotamos por grade(I,M).

Definicao 2.8.14. Seja (R, m,k) um anel noetheriano local e M um R-mddulo finitamente gerado.
Entdo, a profundidade de m com respeito M € simplesmente a profundidade de M, denotado por
depth(M). Caso M = R, denotamos por depth(R) a profundidade do anel R.

E bem conhecido que as sequéncias regulares se comportam "bem"em relacio a dimenséo
e profundidade, isto é, se I € gerado minimamente por uma sequéncia regular de n elementos,
entdo depth(R/I) = depth(R) —n e dim(R/I) = dim(R) — n. Para mais detalhes, ver (BRUNZ
W.; HERZOG, 1993, Capitulo 1).

A préxima proposicao caracteriza a relacdo de grandeza entres a dimensao e a profundi-
dade:

Proposicao 2.8.15. (BRUNZ W.; HERZOG, 1993, Proposi¢do 1.2.12) Sejam (R, m, k) noetheri-
ano local e M um R-mdédulo finitamente gerado. Entéo, depth(M) < dim(M).

Em particular,
depth(R) < dim(R).
A imposicao da igualdade nos fornece uma classe importante de anéis, definida abaixo.

Definicio 2.8.16. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local e M um mdédulo finitamente gerado.
Dizemos que M ¢ um médulo de Cohen-Macaulay se M = 0 ou depth(M) = dim(M). O anel R
¢ de Cohen-Macaulay se for, ele mesmo, um R-mddulo de Cohen-Macaulay.
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Abaixo segue outra classe importante de anéis, que estd ligada com outro invariante

cohomoldgico.

Definicio 2.8.17. Seja (R,m,k) um anel noetheriano local. Dizemos que R é um anel de

Gorenstein se possui dimensdo injetiva finita.

Observacao 2.8.18. Se (R, m,k) é um anel local de Gorenstein, entdo
dim(R) <id(R) = depth(R),
ver (BRUNZ W.; HERZOG, 1993, Teorema 3.1.17). Neste caso, temos
depth(R) < dim(R) < depth(R),
ou seja, depth(R) = dim(R), assim todo anel local de Gorenstein é Cohen-Macaulay.

Observacao 2.8.19. Em geral, se (R, m,k) é um anel noetheriano local, segue do Teorema de
Krull que

ht(m) < p1(m) = dim (g)

Dessa forma, sempre obtemos que dim(R) < edim(R). Quando impomos a igualdade, temos

mais uma classe importante de anéis.

Defini¢iio 2.8.20. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local. Se u (M) = dimy <%) =edim(R) =

dim(R), dizemos que o anel R é regular.

Definiciio 2.8.21. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local. Definimos a codimensao de R como
codim(R) = edim(R) — dim(R).

De maneira geral, as relacdes entre essas classes de anéis sdo,

Regular = Gorenstein = Cohen-Macaulay.

Para mais detalhes, (BRUNZ W.; HERZOG, 1993, Proposi¢ao 3.1.20).

O depth é um invariante importante de anéis € mddulos, pois estd conectado com as
cohomologias. Dessa forma, tem uma forte ligacdo com outro invariante que definimos acima, a
dimensdo projetiva. Finalmente enunciaremos o teorema que € um divisor de dguas dentro da

algebra comutativa, que faz esta conexao.

Teorema 2.8.22 (Férmula de Auslander-Buchsbaum). (BRUNZ W.; HERZOG, 1993, Teorema
1.3.3) Seja (R, m, k) noetheriano local e M # 0 um mdédulo finitamente gerado. Se pd(M) < eo.
Entao,

pd(M) + depth(M) = depth(R). (2.5)
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CAPITULO

PRELIMINARES DO PRODUTO FIBRA

O objetivo deste capitulo é definir o produto fibra entre anéis locais e enunciar algumas
de suas propriedades que serdo utilizadas no préximo capitulo. Estabelecendo relagdes dos
invariantes depth, dim, edim e nimeros de Betti do produto fibra em fun¢do dos invariantes das
suas componentes. Em alguns casos de produto fibra, também é conhecido a série de Poincaré,

que serd utilizada mais adiante no trabalho.

A partir deste capitulo todos os anéis serdo noetherianos locais e os modulos serdao

finitamente gerados.

3.1 Produto Fibra de anéis locais

Definicdo 3.1.1. Sejam (R, mg,k), (S,mg,k) e (T,mr,k) anéis noetherianos locais tais que
nrR:R— T e ng:S— T sdao homomorfismos sobrejetores. Definimos o produto fibra como

sendo
Rx7S:={(x,y) € RxS; mp(x) = ms(y)}.

Ou seja, temos o seguinte diagrama comutativo,

tS)
RxyS—2X _R

&g TR

- ST
S T
onde &g e &g sdo as projecdes naturais sobre R e S respectivamente.

Observacao 3.1.2. O produto fibra € um subanel do produto direto.

A construgdo de exemplos explicitos de um produto fibra é dado por:
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Exemplo 3.1.3. Seja (T, q,k) um anel local noetheriano. Considere,

R— T[xl,...,xn], S T[yl,...,ym]7
1 J
emque I C (x1,...,x,) €J C (y1,--.,Vm) s@o ideais de R e S respectivamente. Denote por
pP— T[xla"'rxnuylw"?ym]

(1,J, (X1, %) (V155 Vm))

Entdo, P = R x 1 S. De fato: Perceba que pela propriedade universal do Pullback qualquer u € P
é escrito de forma tinica como u = ¢+ f(x) + g(¥), com f(X) € (x1,...,X%1), &) € (V1,---,Ym)
e ¢ = f(0) = g(0). Basta definir o isomorfismo ¢ : P — R x7 S por ¢(c+ f(X) +g(y)) =
(c+f(x),c+8())-

Com as notagdes estabelecidas acima, denote a inclus@o natural i : R X7 S — Rx Se as
projecdes €g : R xS — Re € : R x § — §. Entdo, todo médulo finitamente gerado sobre R ou S,
¢ também o € sobre P. Isto segue do fato das restricdes a P de €g e € serem sobrejetoras. De
fato: Suponha y € S; entdo mg(y) € T e como 7g é sobrejetor, existe x € R tal que 7g(x) = ms(y),

logo (x,y) € P. Portanto, podemos induzir uma estrutura de P-médulos.

Por facilidade de notagdo, considere I = ker(ng) e J = ker(7s). E facil ver que as

seguintes sequéncias exatas de P-modulos sao exatas

TRD T

0—I1I®dJ—=RS ="TopT—0

0 5Rx7S—=ROS™SST 0.

Lema 3.1.4. (ANANTHNARAYAN; AVRAMOV; MOORE, 2012, Lema 1.2) O produto fibra P

¢ um anel noetheriano local com ideal maximal m = mpg X, mg.

Demonstragdo. Os anéis R e S sdo quocientes de P, entdo sdo P-mddulos noetherianos. Dessa
forma, o P-médulo R P S € um P-mddulo noetheriano, assim como seus submodulos. Para ver
que € local, suponha (r,s) ¢ mg X, ms. Logo, sem perda de generalidade, r ¢ m. Dessa forma,
r é um elemento invertivel de R. Como 75 é sobrejetor existe s’ € S tal que 7s(s") = mr(r!).
Entdo, 75(ss') = ng(rr~!) = 1. Considere x = ss’, que é um elemento invertivel de S. Contudo,
(r~1x71s') € P, pois ms(x~1s") = mg(x Nms(s’) = 1- mr(r~!). Além disso, (r—',x1s')(r,5) =

(1,1). Portanto, todo elemento que nao estd em mg Xy, mg € invertivel.

]

Observacao 3.1.5. (SCHNIBBEN, 2018, Observacao 2.2.2) Os nucleos das projecdes sao da
forma ker(eg) = {(0,s);s € ker(ms)} e ker(gs) = {(r,0);r € ker(ng) }.

Demonstragdo. Se (r,s) € {(r,0);r € ker(ng)}, entdo (r,s) = (r,0), com 7g(r) = 0 e assim,
(r,s) € ker(&g). Por outro lado, suponha que (r,s) € ker(gs). Logo, €s(r,s) = s = 0. Dessa forma,
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temos que (r,s5) = (r,0). Como (r,s) € R X7 S, temos por defini¢do mg(r) = 0. Portanto, segue a

afirmacdo. 0
Observacao 3.1.6. (SCHNIBBEN, 2018, Observagio 2.2.3) Os ideais ker(&g), ker(gs) de P

satisfazem ker(&g) ker(&s) = ker(eg) Nker(&s) = 0.

Demonstragdo. Como ker(eg)ker(gs) C ker(eg) Nker(&s), basta verificar que, ker(eg) Nker(gg) =
0. Seja (r,s) € ker(eg) Nker(gs); entdo (r,s) € ker(eg). Pela Observagdo 3.1.5, segue que,
(r,s) = (r,0), com r € ker(mg). Analogamente, temos (r,s) = (0,s), com s € ker(mg). Dai,
(r,s) = (0,5) = (r,0) e portanto, (r,s) = (0,0). O

Quanto aos invariantes mais importantes, segue por (ANANTHNARAYAN; AVRAMOV;
MOORE, 2012) as seguintes relagdes:

Lema 3.1.7. (ANANTHNARAYAN; AVRAMOV; MOORE, 2012, Lema 1.5) Sobre o produto

fibra R x 7 § temos as seguintes igualdades e desigualdades:

(i) dim(R x7 S) = max{dim(R),dim(S)} > min{dim(R),dim(S)} > dim(7);
(i) edim(R x7S) > edim(R) +edim(S) —edim(7');
(iii) depth(R x7 S) > min{depth(R),depth(S),depth(7T)+ 1}.

(iv) depth(T) > min{depth(R),depth(S),depth(R x1S)—1}.

A seguir um critério que estabelece a condicao do produto fibra R X7 § ser Cohen-

Macaulay.

Proposicao 3.1.8. (ANANTHNARAYAN; AVRAMOV; MOORE, 2012, Proposicao 1.7) Su-
ponha que 7' é um anel de Cohen-Macaulay de dimensao d. Entdao R x7 S é um anel de Cohen-
Macaulay de dimensao d se, e somente se, R e S sdo anéis de Cohen-Macaulay de dimensao d.

Além disso, se ker(7mg) e ker(7y) sdo ndo nulos, entdo R x 7 S nunca é Gorenstein.

Em (ENDO; GOTO; ISOBE, 2021) os autores aperfeicoaram o resultado acima.

Lema 3.1.9. (ENDO; GOTO; ISOBE, 2021, Lema 1.1) Sobre um produto fibra temos as

seguintes afirmagdes:

(i) O produto fibra P = R X7 S é noetheriano se, € somente se, R e S sdo noetherianos.

(ii) (P,m) é local se, e e somente se, (R, mg) e (S, mg) sdo locais. Em particular,
m=mrXxXmgNP

(iii) Se (R,mg) e (S, mg) sdo Cohen-Macaulay com dim(R) = dim(S) =d >0e
depth(T) > d — 1, entdo (P,m) é Cohen-Macaulay de dim(P) =d.
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Observacao 3.1.10. Um produto fibra da forma R x7 T, é chamado de produto fibra trivial.

Observacao 3.1.11. (SCHNIBBEN, 2018, Observacdo 2.2.7) Se uma das projecdes €g ou & de

um produto fibra é isomorfismo, entdo R X7 S é um produto fibra trivial.

Demonstragdo. Suponha que €g : R X7 .S — R é um isomorfismo. Logo, pela Observacao 3.1.5
temos
(0,0) = ker(eg) = {(0,s); s € ker(ms)}.

Segue que ker(ms) = (0). Com isso, temos S = T, ja que Ty é sobrejetora. Portanto,

RxrS=ZRxrT.

3.2 OcasoT =k

Nesta secdo abordaremos resultados conhecidos sobre o produto fibra em que 7 = k um

corpo. Considere (R, mg, k) e (S, mg, k) dois anéis locais e P = R x; S com ideal maximal m.

Para esse caso, o ideal maximal de R x; .S é da forma m = mg & mg. Com isso, temos
os seguintes isomorfismos, R = P/mg e S = P/mg, isto &, ker(€g) = my e ker(&s) = mg. Assim,
como no Lema 3.1.7, temos as seguintes situacdes sobre a dimensao de Krull e a profundidade
do produto fibra R X S:

(i) dim(R x;S) = max{dim(R),dim(S)};

(i) depth(R x;S) = min{depth(R),depth(S),1}.

Para provar o item (i), basta verificar que os ideais primos de R X; S sdo da forma
QO xSeRx(Q, onde Q é um ideal primo de R e Q' ideal primo de S. O item (ii) segue por
(CHRISTENSEN; STRIULI; VELICHE, 2010, Observagao 3.2).

Pelo item (ii) temos depth(R x;S) = min{depth(R),depth(S), 1}. Assim, caso um R X S-
modulo M finitamente gerado tenha dimensao projetiva finita, segue da férmula de Auslander-
Buchsbaum (2.5), que pdg, kS(M) < 1. Além disso, R x; S dificilmente é regular. Entdo, é
interessante obter algum critério, para que o médulo M tenha dimensdo projetiva finita. Uma

abordagem € o seguinte Teorema:

Teorema 3.2.1. (NASSEH; SATHER-WAGSTAFF, 2017, Teorema 2.12) Sejam M e N médulos

finitamente gerados sobre P = R X S. S@o equivalentes:

(i) Torf(M,N) =0 parai>> 0.



3.2. OcasoT =k 37

(ii) Torf(M,N) = 0 para todo i > 2.

(iii) Torf (M,N) = Torf ,(M,N) = 0 para algum i > 5.

(iv) pdp(M) < oo ou pdp(N) < oo.
(v) pdp(M) < 1oupdp(N) < 1.

Definic¢do 3.2.2. Dizemos que um anel noetheriano local (R, m,k) é decomponivel se o ideal
maximal pode ser escrito da seguinte forma, m = I & J em que / e J sdo ideais ndo trviais de R e
INJ =(0).

A seguir uma caracterizacao util de anéis decomponiveis.

Proposicdo 3.2.3. (OGOMA, 1984, Lema 3.1) Seja (R, m, k) um anel noetheriano local. Entdo

R é decomponivel se, e somente se, R € isomorfo a um produto fibra sobre %,

R R
1757

124

R
emque,m=I1DJ.

Demonstragcdo. (=) Por hipétese, m = 1@ J, em que I e J sdo ideais de R ndo triviais. Defina o
seguinte isomorfismo,

'R—>R>< R
Q: Ji kJa

em que cada r € R é associado a (r+1,r+J). Perceba que (r+1,s+J) € R/I X, S/J, ja que as

classes de r+1 e r+J sdo as mesmas em k = R/m. Vamos provar que ¢ € bijetora.

Primeiramente, suponha que ¢(r) = (r+1,r+J) = (0,0), assim r € INJ = (0). Logo,
¢ € injetora. Finalmente, seja (r+1,s+J) € R/I x;S/J. Por defini¢do do produto fibra temos
r+m=s+m,logor—sem. Comom=17@J,existemx; €l e xp € J tais que r —s = x| +x3.
Defina ¥ = r —x; = s+ x,. Dessa forma, ¢(r') = (¥ +1,7 +J) = (r+1,s+J). Portanto, segue

0 isomorfismo.
(<) E trivial. O

k[[xla"'axi’uyl 7ym“

Exemplo 3.2.4. O anel local
(xiy)

¢ decomponivel, pois

k[[XI, e ,Xn7y1 DR 7ym]] (]
(xiy )

k[[xt, .. oxn]] Xk k[[y1-- - ml]-

Este isomorfismo segue da Proposicao 3.2.3.

Uma pergunta natural é: se as componentes do produto fibra sao Cohen-Macaulay, faz

com que o produto fibra seja Cohen-Macaulay?

A préxima Proposi¢do estabelece uma equivaléncia para que isso ocorra.
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Proposicao 3.2.5. (NASSEH; TAKAHASHI; VANDEBOGERT, 2017, Proposi¢do 2.1) O
produto fibra R x; S € um anel local de Cohen-Macaulay se, e somente se, dim(R x;S) < 1 com

R e S anéis locais de Cohen-Macaulay.

Proposicao 3.2.6. (NASSEH; TAKAHASHI; VANDEBOGERT, 2017, Proposicao 2.6) Um

produto fibra ndo trivial P = R X S ndo € regular.

Demonstragdo. Por contradi¢ao, suponha que P € um anel regular. Perceba que P ndo € corpo,
pois m e n, os ideais maximais de R e S respectivamente, sdo nao nulos. Como P é regu-
lar, pela Proposicdo 3.2.5, temos que P tem dimensdo 1 ja que também € um anel local de

Cohen-Macaulay. Como P é regular, segue que pd(P/mg @ mg) < oo. Pela férmula de Auslander-

P P
Buchsbaum (2.5) temos que, depth [ ——— | +pd { ——— | = depth(P) = 1. Em particu-
(2.5) q p <mR@mS p mR@mS) pth(P) p

lar, pd ( < 1. Assim, utilizando a sequéncia exata curta,

mRGBms)

P
O—mpdbmg—P - ——— —0,
mgrPdmg

implica que pd(mg @ mg) = 0. Dessa forma, mg @& mg é um P-mdédulo livre. No entanto, mgmg =

0 pela Observagdo 3.1.6, logo temos mg = 0, 0 que € uma contradicao. ]

3.3 Ideais de intersecao completa fraca

Nesta secdo apresentaremos uma classe de ideais, que se comportam "quase"como um

ideal maximal, para o cdlculo da série de Poincaré sobre um caso de produto fibra.

Definicdo 3.3.1. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local e / um ideal de R. Dizemos que o ideal

R R R
I é um ideal de interse¢iio completa fraca se Torf (7, 7) ¢ um Y—médulo livre para todo i.

Os ideais de interse¢do completa fraca sao caracterizados como aqueles que as matrizes

da sua resolucdo livre minimal estdo no proprio ideal. Veja a seguir:

Lema 3.3.2. (RAHMATTI; STRIULI; YANG, 2018, Lema 2.2) Seja (R, m, k) um anel local e M
um R-médulo finitamente gerado e F, um resolugdo livre minimal de M. Para um ideal I de R,

sdo equivalentes:

(i) As matrizes da resolucéo de I sobre R satisfaz d;(F;) C IF;_;
(ii) O médulo TorR(M,R/I) é um R/I-médulo livre para todo i.

Exemplo 3.3.3. (i) Ideais maximais s@o ideais de interse¢do completa fraca.

De fato: Como toda resolu¢do minimal de m possui matrizes com coeficientes em m, segue

do Lema 3.3.2 a afirmacio.
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(i) Se I é um ideal de intersecao completa, entdo também € de intersecdo completa fraca.

De fato: Como 7 € interse¢dao completa, I € resolvido pelo complexo Koszul e dessa forma
os coeficientes das matrizes estdo no proprio ideal /. Portanto, pelo Lema 3.3.2, [ também
€ um ideal de intersecao completa fraca. Reciprocamente, em (VASCONCELOS, 1967,
Coroldrio 1), o autor provou que um ideal 7 ¢ intersecio completa se, e somente se, I/1? é
livre e a dimens#o projetiva de I ¢ finita. Como I /I = Tor®(R/I,R/I), segue que I é um
ideal de intersecao completa se, e somente se, / € um ideal de intersecao completa fraca e

a dimensao projetiva de 7 € finita.

3.4 Calculo direto dos niumeros de Betti

Em (DRESS; KRAMER, 1975) os autores estudaram o comportamento da série de
Poincaré de um moddulo finitamente gerado sobre o produto fibra no caso em que 7" = k. Eles
mostraram que, a série de Poincaré do médulo M, quando visto como R X S-mdédulo, tem a
seguinte relacdo,

P ()P (1)
S
Py () Mk (3.1)

PR+ PS(1) - PROPY(1)

A fim de generalizar a férmula (3.1), os autores (RAHMATT; STRIULI; YANG, 2018)

. A . T T
obtiveram €xito em demonstrar que num produto fibra R X7 .S do tipo R — S — T, em que o

nicleo ker(7s) é um ideal de interse¢do completa fraca, tém-se

~—

s BROPSG
B0 = B P - RO 32

Jd em (FREITAS; JORGE-PEREZ, 2023) os autores utilizaram o cenério destacado em
3.2, para calcular os nimeros de Betti de um médulo qualquer sobre o produto fibra R x 7 S. Para

isso, utilizaram a seguinte férmula de divisdo séries: Dadas séries em que os coeficientes estejam

em um corpo k, Y cpt" = — e by # 0, temos

i=0 bt"
i=0
0 iby iby ib;
. 0 (i—1)bg (i—1)by ... (i—1)bi—
ci=—10 0 (i—2)by ... (i—2)bi—» 3.3)
byi! | . . , .
1 0 0 1

Lema 3.4.1. (FREITAS;J ORGE—PEREZ, 2023, Lema 3.2) Seja M um R X7 S-mddulo; entdo

B8 (M) =Y aiByi,¥n >0, (34)
i=0
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i
em que a; = Zoﬁf(M) S (T),
]:

0 iby iby . ib;
| 0 (i—1)bg (i—1)by ... (i—1)bi—
i=—10 0 (i—2)by . (i—2)bi—»
byi!
1 0 0 1

e b= BR(T)+B5(T) - )l: BJR(T) l{j(T) para todo i > 0.
j=0

Demonstragdo. Pela férmula 3.2,

PRXTS() PAIEI(t)PLTSU)

Por defini¢do, segue que

(5, pronr) (5 o)

x g+ x g (g R ) (L)

PRTS(0) =

Podemos fazer os seguintes agrupamentos no numerador

(z ﬂﬁww) (2 ﬁfmf‘) » (z B 1 )tn.

Ja para o denominador,

Y (BA(T)+ B (T )Z(ZBR ) Z(BR ZﬁR

i>0 n>0 i>0

Assim,

(ZﬁR() (T)>ti
i>0

p (882~ £ a0

P T(0) =
i>0

Primeiramente, vamos calcular a seguinte divisdo de séries pela férmula 3.4.1,

1 .
. ZZZ:BﬂR
r (Bf(T)Jrﬁ,-S(T)—j;Oﬁf(T) f_j<T>> i

i>0
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i
A fim de simplificar a notagdo, considere b; := Bf(T) + B (T) — ¥ BH(T)B> ;(T).
j=0

Como by = 1, temos By = 1. Para i > 1, os coeficientes B; sdo calculados pelo seguinte determi-

nante,

0 iby iby ib;
0 (i—1)by (i—1)by (i— )b
=0 0 (i=2by ... (i—2bis
byt | |
1 0 0 1

i
Sejaa;:= Y, BR(M)B? ;(T) obtemos que
j=0

PAI;XTS(Z‘) = (Zaitl) (ZBiti) = Z ( y a,‘Bni> ",
i>0 i>0 n>0 \i=0

n
5XTS(M) = ZaiBn—i~
i=0

Portanto,

]

Observacao 3.4.2. Note que no resultado anterior, B; > 0. De fato, como b; <O parai > 1, a

prova desta afirmacgao segue por inducao sobre
n
B,=Y |bi|B,_i.
i=1

Proposicio 3.4.3. (FREITAS; JORGE-PEREZ, 2023, Proposic¢io 3.15) Sejam R x7 S e M um

R-moédulo. Entao,

@) B (M) = BRM).
(i) B (M) = BR(M)B(T) + BR(M).
(i) B7S(M) = BE(M)BR(T)BS(T) + BR(M)BS (T) + BR(M)BE(T) + BR(M).

(iv) ﬁiRXTS(M) > BR(M)BS(T) + BR(M) para todo i > 1. Em particular, BR*TS (M) > BR(M)

i i

para todo i > 0.
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CAPITULO

ALGUNS RESULTADOS SOBRE O PRODUTO
FIBRA

Neste capitulo, iremos desenvolver algumas propriedades estruturais do produto fibra
entre anéis locais. O estudo dessa estrutura vem sendo investigado por alguns autores, tanto no
contexto algébrico (ANANTHNARAYAN; AVRAMOV; MOORE, 2012; RAHMATTI; STRIULI,
YANG, 2018; NASSEH; SATHER-WAGSTAFF, 2017) como no contexto geométrico (FREITAS;
JORGE-PEREZ; MIRANDA, 2021; SCHWEDE, 2005; FREITAS; JORGE-PEREZ; MIRANDA,
2022). Mesmo assim, ainda existem muitas perguntas naturais a serem investigadas sobre este

anel, por exemplo:

* Quando ¢ Cohen-Macaulay ou Gorenstein?
* Quando € regular ou singular?
* Quando tem multiplicidade minimal?

* Em que casos a série de Poincaré de um moédulo sobre o produto fibra é uma funcgao

racional?

Com o intuito de estudar sobre as perguntas acima, apresentaremos resultados obtidos

para responder de maneira parcial em alguns casos de produto fibra.

4.1 Singularidades e multiplicidades do produto fibra

Nas préximas se¢des, considere (R, m, k), (S,n,k) e (T, q,k) anéis noetherianos locais e

o produto fibra R x7 S, onde existem os homomorfismos sobrejetores,

REBSHT (4.1)
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tal que, g = 7g o mp. Neste diagrama os niicleos serdo denotados por I = ker(7g) e J = ker(7s).

Com esta consideragdo, temos a seguinte propriedade elementar.

Lema 4.1.1. Seja R x7 S o produto de fibra de um diagrama da forma (4.1). Entdo, R x7 § =
RxgirigR/1

Demonstracdo. Como 7g e Tty sdo sobrejetoras, segue que S = R/l e T = S/J. Portanto,

RXTSgRXR/[+JR/I.
0

Como vimos na Sec¢do 3.1, todo R-mddulo finitamente gerado M, € finitamente gerado

sobre o produto fibra R X7 §S. A seguinte proposi¢do estabelece a reciproca para este caso.

Proposicao 4.1.2. Seja R X7 S o produto de fibra de um diagrama da forma (4.1). Se M é um
R x7 S-mdédulo finitamente gerado, entdo M é um R-mddulo finitamente gerado. Em particular,

o produto fibra R x7 S é um R-mddulo finitamente gerado.

Demonstragdo. Para ver que um R X7 S-modulo € R-moédulo , € suficiente provar que existe um
homomorfismo de anéis, R — R X7 S. Considere a aplicacdo diagonal, ¢ : R — R X r R, definida

I+J
por @(r) = (r,r) e a projecdo natural 7 : R X ys R—Rx s R/I. Compondo os homomorfismos,
+ +
obtemos To@ : R — R X ® R/I. Portanto, como R X ® R/I =R x7 S (pelo Lema 4.1.1), temos
+ +
um homomorfismo entre os anéis R — R x7 S. Para ver que é finitamente gerado, considere a

seguinte sequéncia de homomorfismos,
\ b5
R—R XR/[_‘_JR%R XTS.

O R-médulo R X p I+ ;R é finitamente gerado, (ANANTHNARAYAN; AVRAMOV; MOORE,
2012; D’ANNA, 2006, Pagina 5, Observacido 1 (c¢)). Além disso, como 7 € sobrejetora, temos que
R X7 § € um R Xg/;;R-mddulo finitamente gerado. Logo, R X7 S € um R-mddulo finitamente

gerado. Portanto, segue o resultado. [

Proposicao 4.1.3. Seja R x7 S o produto de fibra de um diagrama da forma (4.1), tal que
dim(R x7 §) = dim(7T'). Se codim(R x7 S) < codim(7T), entdo R X7 S ou T ndo é Cohen-
Macaulay.

Demonstragdo. Suponha que R X7 S e T sejam anéis de Cohen-Macaulay. Entao,

codim(Rx7S) = edim(RxrS)—dim(R xrS)
> edim(R) +edim(S) —edim(7) —dim(R), Lema3.1.7
= codim(R) +edim(S) —edim(T).



4.1. Singularidades e multiplicidades do produto fibra 45

Como R x7 S é Cohen-Macaulay, segue que dim(R) = dim(S) = dim(7") ( Proposigao
3.1.8). Somando e subtraindo dim(R) na desigualdade acima, obtemos que codim(R X7 .§) >

codim(7'), o que contradiz a hipétese.

O

Corolario 4.1.4. Seja T um anel de Cohen-Macaulay de dimensdo d. Se R x 7 S ndo for uma

hipersuperficie de dimensao d, entdo 7' € uma hipersuperficie ou um anel regular.

Demonstragdo. Suponha que R x7 S é uma hipersuperficie; entdo codim(R x7 §) = 1. Dessa
forma, R x7 S é um anel de Cohen-Macaulay e, assim, pela Proposicao 4.1.3, vimos que
codim(R x7 S) > codim(T). Portanto, codim(7) = 1 ou codim(7") = 0. O

Multiplicidades e produto fibra: A seguir introduziremos o conceito de multiplicidade de
Hilbert-Samuel, onde escrevemos alguns critérios para decidir se o produto fibra € regular ou

nao.

Definicio 4.1.5. Sejam (R, m) um anel local de dimenséo d, I C R um ideal m-primério de R e
M R-mdédulo finitamente gerado. Definimos a multiplicidade de Hilbert-Samuel de M em relagao

a I como sendo
d - ((M/I"M
e(I;M) = lim —( /I"M)

n—soo nd

Denotamos a multiplicidade do ideal I por e(I). Em particular, a multiplicidade do ideal maximal
e(m;R), serd denotada por e(R). A multiplicidade de Hilbert-Samuel sempre é um nimero inteiro

nao negativo.

Lembre que o comprimento do R-médulo (M /I"M), para n suficientemente grande é
um polindmio. Para mais detalhes ver (ATIYAH M.E.; MACDONALD, 1969, Corolério 11.2).

Muitas propriedades ja sdo conhecidas a respeito da multiplicidade de Hilbert-Samuel.
Por exemplo, se I C J sdo ideais de R com o mesmo fecho integral, isto é, entdo e(I) = e(J). A
reciproca vale se R for um anel equidimensional (isto é, dim(R) = dim(R/P) para todo primo
minimal de R) ver (REES, 1961). A seguir, enunciamos um critério importante que relaciona

anéis regulares e a multiplicidade do anel.
Teorema 4.1.6. (NAGATA, 1962, Teorema de Nagata 40.6) Seja (R,m) um anel local.
(i) Se R é regular, entdo e(R) = 1.

(ii) Reciprocamente, se R é formalmente equidimensional e e(R) = 1, entdo R é regular.
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Observacao 4.1.7. (FREITAS;J ORGE-PEREZ, 2023, Observacao 5.4) Considere o produto

fibra R x 7 S de anéis noetherianos locais. Entao,

e(R)+e(S)—e(T) se dim(R)=dim(S)=dim(7T);
e(RxrS)=14 e(R)+e(S) se dim(R) = dim(S) > dim(T);
e(R) se dim(R) > dim(S) > dim(7T).

Proposicao 4.1.8. Seja R x7 S um anel local. Suponha que vale uma das condi¢des abaixo:

(i) dim(R) = dim(S) > dim(T).
(i) dim(R) = dim(S) = dim(T) e e(R) +e(S) # e(T) + 1.

(iii) e(R) > 1 e dim(R) > dim(S) > dim(7).
Entdo, R X7 S ndo € regular.

Demonstragdo. (i) Como dim(R) = dim(S) > dim(7'), segue da Observagdo 4.1.7 que e(R X1
S) =e(R) + e(S). Entéo, e(R x1S) > 2. Logo, o resultado segue pelo Teorema 4.1.6 (i).

(ii) Como dim(R) = dim(S) = dim(7'), pela Observagdo 4.1.7, temos e(R x75) = e(R) +
e(S) —e(T). Agora por hipétese, e(R X ) > 2. Novamente, como no item (i), o resultado segue

pelo Teorema 4.1.6.

(iii) A prova deste ultimo item segue similarmente usando-se a Observagdo 4.1.7 e o
Teorema 4.1.6. L

Proposicao 4.1.9. Seja R X7 S uniformemente equidimensional, onde as componentes tém a

mesma dimensdo. Entdo, R xS é regular, se e somente se, e(R) +e(S) —e(T) = 1.

Demonstracdo. (=) Se R Xt S é regular, segue do Teorema de Nagata4.1.6 (i), que e(R X7 S) =
1. Logo, pela Observagdo 4.1.7 temos, e(R) +¢(S) —e(T) = 1.

(<) Basta usar o item (ii) do Teorema de Nagata 4.1.6. O
Seja R um anel local e I um ideal préprio de R. Definimos o conjunto
R<l:={(r,s); ns€R,s—rel}.

E ficil ver que este conjunto é um subanel do anel R x R. Este subanel é chamado de duplicaciio
de R ao longo de /. Para ver mais propriedades, (D’ANNA, 2006).

Proposicao 4.1.10. Seja R um anel noetheriano local e / um ideal regular de R (i.e. I contém um

elemento nao divisor de zero de R). Entdo, R < I ndo € regular.
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Demonstragdo. Considere as proje¢des candnicas mg = g : R — R/I sobre o ideal /. Entdo,
existe um isomorfismo, R X g/ R = R > 1. Assim, como dim(R) > dim(R/I), temos e(Rp>< 1) =
2e(R) (Observagdo 4.1.7). Portanto, como e(R) > 1 pelo Teorema 4.1.6 (i), temos R < I ndo é
regular. [

A seguir apresentaremos o conceito de multiplicidade minimal, que surge nos trabalhos
algébricos e geométricos dados por Abhyankar (ABHYANKAR, 1967). Ele demonstra um limi-
tante inferior para a multiplicidade de Hilbert-Samuel. Mais especificamente, se considerarmos

um anel noetheriano local de Cohen-Macaulay R, entdo

e(R) > edim(R) — dim(R) + 1. 4.2)

Esta desigualdade nos leva a seguinte defini¢do. Um anel local Cohen-Macaulay R, tem
multiplicidade minimal se,
e(R) =edim(R) —dim(R) + 1.

Por exemplo, pelo Teorema de Nagata 4.1.6, os anéis regulares tem multiplicidade

minimal.

Anéis de Cohen-Macaulay com multiplicidade minimal foram estudados por alguns
autores, por exemplo, (SALLY, 1977; ABHYANKAR, 1967). Além disso, também foram dados
extensoes desta defini¢do para ideais m-primarios (VALLA, 1979).

Proposicao 4.1.11. Sejam R x7 S um anel Cohen-Macaulay de dimensdo d satisfazendo o
diagrama (4.1). Suponha que ker(7g) seja um ideal de interse¢do completa fraca e R um anel

que tem multiplicidade minimal.

(1) Se ker(n,’e) ndo € um ideal regular de R, entdo R X7 S tem multiplicidade minimal se, e
somente se, B2(T) = e(S) ou B (T) = e(S) —e(T).

(i) Se ker(my) e ker(7s) sdo ideais regulares de R e S, entdo R x 7 S ndo tem multiplicidade

minimal.

Demonstragdo. (i)(=) Suponha que R x7 S tenha multiplicidade minimal, entdo

e(Rx7S) = edim(Rx7S)—dim(Rx7S)+1
B{(T) +edim(R) —dim(R) + 1,  pela Proposigdo 3.4.3. (4.3)
= BY(T)+e(R).

A dltima igualdade segue do fato que R tem multiplicidade minimal. Agora, como
ker(7p) ndo é um ideal regular, temos dim(R) = dim(S). Considere dois casos um dim(7') < d
e outro dim(7") = d. No primeiro caso, pela Observagdo 4.1.7, temos e(R X1 S) = e(R) +e(S).

Agora, comparando com (4.3), segue que 37 (T) = e(S). No segundo caso, novamente pela
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Observagao 4.1.7, temos e(R x7S) = e(R) + e(S) — e(T). Logo, pela equagdo 4.3 obtemos
B (T) = e(S) —e(T).

(<) Reciprocamente, suponha que dim(7") = d. Segue da Observacdo 4.1.7 e da equagdo
(4.3) que B (T) = e(S) —e(T). O caso dim(T) < d € similar.

(ii) Por hipétese temos, dim(R) > dim(S) > dim(7'). Entdo, pela Observagdo 4.1.7,
temos e(R x7S) = e(R). Comparando com (4.3), obtemos 35 (T') = 0. Isto implica que T ¢ livre

como S-moédulo; neste caso S =2 T. O que é uma contradicdo, pois S # T'.

O

Proposicao 4.1.12. Sejam R um anel de Cohen-Macaulay com multiplicidade minimal e / um
ideal de intersecdo completa fraca que € um R-médulo de Cohen-Macaulay maximal. Entéo,

R < I tem multiplicidade minimal se, somente se, BR(R/I) = e(R).

Demonstracdo. (=) Observe que se R é Cohen-Macaulay e I um R-médulo Cohen-Macaulay
maximal, R/ = R xp / 1 R serd um anel de Cohen-Macaulay (D’ ANNA, 2006; ANANTHNA-
RAYAN; AVRAMOV; MOORE, 2012, Teorema 1.8). Suponha que R < I tenha multiplicidade

minimal; entdo

e(R<l) = edim(Re<l)—dim(Re<l)+1
= edim(R xg/;R) —dim(R X/ R)+1, comoR><1I =R xp/R,
= BR(R/I)+edim(R) —dim(R) + 1, pela Proposigdo 3.4.3,
= BR(R/I)+e(R), por hipétese.

4.4)

Segue pela Observagdo 4.1.7 e R 1 = R X /1 R que e(R > I) = 2e(R). Comparando com (4.4)
temos, BR(R/I) = e(R).

(<) A reciproca é trivial. O

4.2 Racionalidade da série de Poincaré de um caso de

produto fibra
Nesta se¢do introduziremos o conceito de dlgebras comprimidas de Gorenstein, com o
intuito de dar uma resposta parcial a seguinte pergunta:

Pergunta: Sejam R uma anel noetheriano local e M um R-mddulo finitamente gerado.

Em que tipos de anéis a série de Poincaré de M ¢ uma func¢do racional?

Daremos uma resposta a esta pergunta num caso bem especial. Para isto, primeiramente

faremos algumas definicoes.

Sejam (R, m, k) noetheriano local e R o completamento de R em relagio ao ideal maximal

m. Uma representagio minimal de Cohen para R é da forma R = Q/I, onde Q é um anel local
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regular, com ideal maximal n e / um ideal de Q tal que I C n’. Sabemos que tal representacio
existe pelo Teorema de estrutura de Cohen (BRUNZ W.; HERZOG, 1993, Teorema A.20). Em
particular, edim(Q) = e = edim(R).

A funcao de Hilbert /5 ¢ definida por

i

hg(i) = dimy (W) ,para i > 0.

Relembre que, para o anel local regular Q, sua funcdo de Hilbert € dada por

— 1
holi) = <e+’ 1 ) para i > 0, 4.5)
e J—
Além disso, por 4.5 temos que, I' C m' se, e somente se, dimy (@) = (”512). Se R
m e

tem comprimento finito, obtemos a igualdade ¢(R) = ¥ hg(i).
i=0

Definicdo 4.2.1. Seja (R, m,k) um anel artiniano local. O grau do socle de R é o menor inteiro
positivo s tal que m® # 0 e m**! = 0. Denotaremos esse invariante por sg = deg(Soc(R)). Além

disso, este grau pode ser detectado pela fungdo de Hilbert como sg := max{i; hg(i) # 0}.
Lema 4.2.2. Seja (R, m,k) — (S,s,k) homomorfismo sobrejetor entre anéis locais artinianos.

Entdo, deg(Soc(S)) < deg(Soc(R)).

Demonstragdo. Note que S = R/I, e suponha que deg(Soc(R)) = s; entio m**! C I. Pela mini-
malidade de deg(Soc(S)), segue que deg(Soc(S)) < s = deg(Soc(R)). O

A seguir uma propriedade do Socle do produto fibra em funcio de suas componentes.
Proposicao 4.2.3. Seja P = R x 7 S produto fibra de anéis locais. Entao,
deg(Soc(P)) = max{deg(Soc(R)),deg(Soc(S))}.
Em particular, se P é o produto de fibra de um diagrama da forma (4.1), entdo deg(Soc(P)) =

deg(Soc(R)).

Demonstragdo. Sejamax{deg(Soc(R)),deg(Soc(S))} =sedeg(Soc(P)) =r,entdo (m xn)**! =
0, pois (m x¢n)**! ¢ (m@n)**! = (0,0). Pela minimalidade do deg(Soc(P)), temos r < s.
Por outro lado, se (a,b) € (m x¢n)" e (d’,b") € m x¢n, ambos elementos ndo nulos. Agora,
(a,b)-(d',b') = (0,0); entdo aa’ = 0 = bb' e ad’ € m"*! e bb' € n"*!. Novamente pela minima-

lidade do deg, segue que r+1>s+1er >s. [

Suponha R € um anel artiniano local e Gorenstein com representagdo minimal de Cohen

R= Q/I, onde Q é um anel local regular. Para todo i > 0, existe a desigualdade

(i) < min{h (i) ho(sn ) =min{ (“URE T (T et
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Se a igualdade vale para todo i, entdo R é chamado de algebra comprimida de Go-

. . . .. . . i
renstein. Em outras palavras, R € uma dlgebra comprimida de Gorenstein se, dimy (%) =

min { (<h, ("’“7"*1)} para todo i = 0,1,...,s. Para mais detalhes, (ROSSI; SEGA, 2014,

e—1 e—1

Proposicdo 4.2).

Proposicio 4.2.4. Seja R x7 S o produto fibra de um diagrama da forma (4.1) tal que ker(7y)
um ideal de intersecao completa fraca. Se R e S sdo dlgebras comprimidas de Gorenstein com,
deg(Soc(R)) # 3 # deg(Soc(S)) > 2 e edim(S) > 1, entdo PAIfIXTS(Z) ¢ uma func@o racional, para

todo R-mdédulo M finitamente gerado.

Demonstracdo. Pela hipétese e pelo Lema 4.2.2 temos que, deg(Soc(R)) > 2. Agora por
(ROSSI; SEGA, 2014, Teorema 5.1), existem fun¢des racionais
pu(t) r(1)

P = PR = B0 P =

Agora pela férmula (3.2) segue que a série de Poincaré PAI;XTS(t) é racional.

De maneira andloga, para 7 = k um corpo, segue o resultado.

Proposicao 4.2.5. Seja P = R xS o produto fibra sobre k € M um R-mdédulo finitamente gerado.

Suponha que R e § sdo dlgebra comprimida de Gorenstein tais que

(i) edim(R) > 1 e edim(S) > 1.

(i) deg(Soc(R)) > 2 e deg(S) >2.

Entio, PAI;X"S(t) ¢ uma fungao racional.
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CAPITULO

ANEIS Tor-COMPATIVEIS E ANULAMENTO
DO Ext

Neste capitulo, iremos trabalhar sobre a classe de anéis Tor-compativeis, isto €, se
TorlR (M,N) = 0 para quaisquer R-médulos finitamente gerados para algum i > 0, entdo M ou
N tem dimensao projetiva finita. Tal defini¢do foi inspirada pelo célebre Teorema (HUNEKE;
WIEGAND, 1994, Teorema 1.9), que de maneira geral diz que, se TorX (M,N) = Tork | (M,N) =
0 para algum i > 0, onde R é uma hipersuperficie, entdo M ou N tem dimensao projetiva finita.
Naturalmente, houveram questionamentos sobre quais outros tipos de anéis o mesmo desfecho
ocorre. Na primeira sec@o, faremos uma breve apresentagcdo sobre tais anéis, com alguns tipos
que satisfaz essa condi¢do. Em particular, certos anéis de Cohen-Macaulay dependendo da
codimensao e multiplicidade (LYLE; MONTANO, 2020), anéis de Golod JORGENSEN, 1999),

assim como o produto fibra entre anéis locais com 7' = k um corpo (NASSEH; SATHER-
WAGSTAFF, 2017).

5.1 Anéis Tor-compativeis e a Conjectura de Auslander-

Reiten
A definicdo formal dessa classe de anéis € a seguinte:

Defini¢ao 5.1.1. Um anel R é Tor-compativel se, para quaisquer dois R-moédulos finitamente
gerados M,N com TorR(M,N) = 0 para algum i >> 0, temos pdg(M) <  ou pdg(N) < co.

Para exemplificarmos com algumas classes de anéis que sao Tor-compativeis, primeira-

mente iremos definir alguns conceitos que sao necessarios.

Anéis de Golod: Suponha que (Q, m,k) e (R,n, k) sdo anéis locais com mesmo corpo residual

ke ¢ :Q — R um homomorfismo local (isto €, @(m) = n). Serre demonstrou que para todo
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R-médulo M, a série de Poincaré de M sobre R satisfaz a seguinte desigualdade para seus
coeficientes,

0
Py

prg_tua
1 4+2z—2zPg

A

Para mais detalhes, ver (AVRAMOV, 1998, 3.3.2). Se a igualdade vale para M = k, entdo ¢ é
chamada de homomorfismo de Golod. Um R-m6dulo M é chamado de médulo de Golod se a
igualdade vale para M quando ¢ é uma representacio minimal de Cohen do completamento R.

O anel R é chamado de anel de Golod se k € um R-modulo de Golod.

Reduc¢oes minimais: Sejam R um anel e J C [ ideais de R. Dizemos que J ¢ uma reducao de
I se existe n € N, tal que JI" = I"!. O ideal J é chamado de reducio minimal se, J C I, para

toda redugdo I’ de 1.

Comprimento minimo: Seja (R, m) um anel artiniano local. Definimos o comprimento minimo
de R como //(R) = min{i € N;m’ = 0}. Se R é Cohen-Macaulay, sempre podemos reduzir
ao caso artiniano (Observacdo 5.1.2) e calcular o comprimento minimo da seguinte forma: o
comprimento minimo de R € o0 méximo dos comprimentos minimos de todas a redu¢des minimais

artinianas de R e serd denotado por £/(R) = /.

Observacao 5.1.2. Se (R, m, k) é um anel local Cohen-Macaulay, sempre é possivel reduzir R
ao caso artiniano com mesma codimensdo e multiplicidade. De fato: Primeiramente estendemos
R para a élgebra plana R[X ]mR[X}. Deste modo, podemos assumir que R tem corpo residual &

infinito. Depois fazemos o quociente de R por uma reducdo minimal de m.

A seguir, enunciamos a lista de anéis que sao Tor-compativeis.
Teorema 5.1.3. (i) Se R é um anel local Golod (JORGENSEN, 1999, Teorema 3.1).

(i1) Se R decomponivel (NASSEH; SATHER-WAGSTAFF, 2017, Teorema 2.12).

(iii) Seja R um anel local Cohen-Macaulay com, ¢ = codim(R), multiplicidade e¢(R) e compri-

mento minimo ¢/(R) = {. Entdo, os seguintes casos sdo anéis Tor-compativeis:
(a) Se ¢ <1, (R é uma hipersuperficie ou um anel regular) (HUNEKE; WIEGAND,
1997, Teorema 1.9).

(b) Se c =3 ou ¢ =4 e R é Gorenstein e o completamento R ndo possui mergulho
de deformagio (isto é, R =2 Q/(f), onde Q é um anel noetheriano local e f uma
sequéncia regular) (SEGA, 2002, Proposi¢ado 4.10, 2.1).

(c) Se R é Gorenstein com ¢ # 1 onde o completamento R nio possui mergulho de
deformagio e e(R) < 7 ou e(R) < 11 (LYLE; MONTANO, 2020, Proposicio 4.8).

(d) Se e(R) < e+ VAHES (Y] E; MONTANO, 2020, Teorema 4.2).

(e) Se ndo € uma interse¢do completa com ¢ = 2 (SCHEJA, 1964; JORGENSEN; SEGA,
2003, Proposi¢do 1.1).
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Para mais propriedades sobre anéis Tor-compativeis ver (AVRAMOV et al., 2022).

A seguir apresentaremos alguns conceitos que utilizamos para responder de maneira

parcial, a conjectura de Auslander-Reiten. Isto €,

Conjectura de Auslander-Reiten: Sejam R noetheriano local € M um R-mddulo finitamente
gerado. Se Ext}e (M,M ®R) =0, para todo i > 0, entdo M & livre.

Proposiciao 5.1.4. (AVRAMOV et al., 2022) Sobre um anel local R s@o equivalentes:

(i) R é um anel Tor-compativel;

(ii) Se U eV sdo R-complexos tais que, H(U) e H(V) sdo finitamente gerados e Ext(U,V) é
limitado, entdo U é perfeito ou V € quasi-isomorfo a um complexo limitados de R-md6dulos

injetivos;

(iii) Se U eV sao R-complexos tais que, H(U) e H(V) tem comprimento finito e Ext(U,V) é
limitado, entdo U € perfeito ou V € quasi-isomorfo a um complexo limitados de R-mddulos

injetivos.

Definicao 5.1.5. Dizemos que um anel local R satisfaz a condi¢cao uniforme de Auslan-
der se existe um inteiro b tal que, quaisquer R-moédulos M e N finitamente gerados, t€m-se:
Exth(M,N) = 0 para i suficientemente grande implica que Ext,(M,N) = 0 para todo i > b. O

ndmero b € chamado limitante uniforme de Auslander.

Anéis que satisfazem a definicdo acima, implicam na Conjectura de Auslander-Reiten.

Teorema 5.1.6. (CHRISTENSEN; HOLM, 2010, Teorema A) Sejam R um anel noetheriano
que satisfaz a condicdo uniforme de Auslander e M um R-mddulo finitamente gerado. Se

Exth(M,M) = 0 e Exty(M,R) = 0 para i suficientemente grande, entio M € projetivo.

A seguir, uma prova diferente de que anéis Tor-compativeis satisfaz a conjectura de
Auslander-Reiten; observamos também que o Teorema 5.1.7 ndo é encontrado em nenhuma
bibliografia. Vale ressaltar que para algumas classes particulares deste anel foram provadas que

essa conjectura € verdadeira.

Teorema 5.1.7. Se R € um anel Tor-compativel, entdo a conjectura de Auslander-Reiten vale

para R.

Demonstragdo. Mostremos que R satisfaz a condi¢do uniforme de Auslander. De fato: Seja
M um R-médulo finitamente gerado. Como R é Tor-compativel, segue pela Proposicao 5.1.4
e como Exth(M,M ® R) = 0, para todo i > 1, implica que, pdg(M) < o ou idg(M @ R) < oo,
Se pdg(M) < oo, segue da formula de Auslander-Buchsbaum que pdz(M) < depth(R). Caso
idr(M ® R) < oo segue da Férmula de Bass que idg(M @ R) < depth(R). Em ambos os casos o
limitante uniforme de Auslander é depth(R). Portanto, pelo Teorema 5.1.6 segue o resultado. [
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Corolario 5.1.8. De maneira imediata, se R satisfaz alguma das condi¢des do Teorema 5.1.3,

entdo vale a conjectura de Auslander-Reiten.

5.2 Sobre o critério de liberdade de M*

Nesta se¢do iremos a estudar o critério de liberdade do R-médulo M* := Homg (M, R).
Mas, primeiramente vamos definir a transposta de Auslander, que serd fundamental para a

demonstrac@o de nossos resultados.

Transposta de Auslander-Bridger: Sejam R um anel noetheriano local, M um R-médulo

finitamente gerado e considere o comeco de uma resolugdo livre minimal de M sobre R,
d )
F = Fy =M —0. (5.1)

Dualizando a resolug@o 5.1, ou seja, aplicando o funtor contravariante Homg(—, R) obtemos,

a; af
0 — Homg(M,R) = Homg(Fy,R) — Homg(F,R) — - --

onde, d7 : Homg (F;,R) — Homg(F;_1,R) ¢ definida como, d;(f)* = d;o f. Por facilidade,
denote Homg(M,R) e Homg(F;,R) por M* e F;* respectivamente, para i = 0, 1. A Transposta de

Auslander que vamos denotar por D,M é definida como,

Fy
im(d})

D,M = coker(Fy — F}") =

F4cil ver que temos a seguinte sequéncia exata,

0—->M" —Fy —F —DM—D0.

De maneira geral, a n-ésima transposta de Auslander denotada por D,,M ¢é definida como

sendo
Fr;)< 1
D,M = coker(F, - F' ) = ~
N coker(F, 1) im(E)’
onde,

b=k 4= FN—=FK—=>M=0

€ uma resolucao livre minimal de M sobre R.

Observacio 5.2.1. Note que, para todo 0 <i < n, D,M = D,_; QM.

A partir desse momento trataremos sobre modulos Tor-rigido. Esta classe de modulos
vem sendo estudada ao longo dos anos por alguns autores (AUSLANDER, 1960; HUNEKE;
WIEGAND, 1994; HUNEKE; WIEGAND, 1997). Assim, damos as seguintes defini¢des:
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Diremos que um par (M,N) de R-médulos finitamente gerados é rigido se TorR(M,N) =

0 entdo, Torfir j

finitamente gerado N, o par (M,N) é rigido.

(M,N) =0 para todo j > 0. Em particular, M é Tor-rigido se, para todo R-mé6dulo

Além disso, se o par (M,N) é tal que TorX (M, N) = 0 para todo i > 1, dizemos que o par
(M,N) sdo Tor-independentes.

Auslander estudou muitas propriedades sobre esses mdédulos (AUSLANDER, 1960).
Por exemplo, se (M,N) sdo Tor-independentes, entdo toda sequéncia regular sobre M, é regular

sobre R (AUSLANDER, 1960, Teorema 4.3). Observe que todo médulo finitamente gerado M

sobre uma anel local regular R é Tor-rigido.

Dois médulos finitamente gerados M e N satisfazem a formula do depth se,
depthg (M) + depthg(N) = depthg(R) + depthgr (M Qg N). (5.2)

No geral, essa formula € falsa. Como contra-exemplo, basta considerar modulos que tenham
depth nulo, e o anel R com depth positivo. Entdo, muitas vezes se questionam quais pares de

R-médulos satisfazem 5.2. Auslander provou o seguinte Teorema:

Teorema 5.2.2. (AUSLANDER, 1960) Sejam M e N dois médulos ndo nulos sobre um
anel local R, tal que pdg(M) < s < . Seja g o maior inteiro tal que Torﬂf(M,N) # 0. Se
depth(Tor’qe(M,N)) <1 ou g =0, entdo

depthy (N) = depthg(Tork (M,N)) + pdg(M) — g. (5.3)

Em (HUNEKE; WIEGAND, 1994, Proposi¢do 2.5) foi provado que a férmula do depth
5.2, é vélida para R um anel de interse¢dao completa sobre modulos Tor-independentes. Perceba
que o fato dos modulos serem Tor-independentes, faz com que a condi¢do g = 0 seja satisfeita
no Teorema 5.2.2. Em particular, o mesmo vale se o anel R € regular. De maneira geral, para

anéis Tor-compativeis temos a seguinte observacao.

Observacao 5.2.3. Sejam R Tor-compativel, M e N dois mddulos finitamente gerados tais que
Tor®(M,N) = 0 para todo i > 1 (Tor-independentes). Entio,

depthg (M) + depthg(N) = depth(R) + depthg (M @g N).
Para mostrar isto € sufiente usar o Teorema 5.2.2 e a férmula de Auslander-Buchsbaum Teorema
2.5.
Antes de enunciar um dos resultados principais do trabalho, segue alguns fatos ja

conhecidos.

Lema 5.2.4. (JOTHILINGAM; DURAIVEL, 2010, Lema) Sejam R um anel local noetheriano,
M e N dois R-médulos finitamente gerados, com N # (0). Suponha que Exti(M,N) = 0 para
todo i = 1,...,max{depthgx(N) — 2, 1}. Entdo, depthg(N) < depthp(Homg(M,N)).
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Teorema 5.2.5. (AUSLANDER, 1969, Teorema 2.8) Seja M um R-mddulo finitamente gerado e

i € Z um inteiro ndo negativo. Entdo existe as seguintes sequéncias exatas dos funtores,
1)
0 — Exth(DQ'M,—) — TorR (M, —) — (Exty(M,R),—) — Ext3(DQ'M, —);
(i) Temos a sequéncia de Auslander,
Tor§ (DQLM,N) — Exth(M,R) @ N — Exthy(M,N) — Tork(DQLM,N) — 0. (5.4)
Com isso estamos aptos a enunciar e demonstrar o principal resultado desta secdo, que

caracteriza (de forma parcial) sobre quando o dual de um médulo finitamente gerado € livre.

Teorema 5.2.6. Sejam R um anel local Tor-compativel e M, N dois R-mddulos finitamente gera-
dos nio nulos. Suponha que N é Tor-rigido e Extiy(M,N) =0 parai=1,..., max{1,depthz(N) —
2}. Entdo, M* é livre ou pdg(N) < oo.

Demonstragdo. Para provar este Teorema seguiremos alguns passos:

(1) Verificar que, Exth(M,R) = 0.
(2) Ver que,
(a) Tor(DM,N) =0, Vj > 1.
(b) Torf(M*,N) =0V > 1.
(3) Concluindo que,

(c) M* ®rN = Homg(M,N).
() pdg(M*) < e ou pdg(N) < o

(4) Utilizando que pdg(M*) < oo, verificar que pd(M*) = 0.

Para ver (1) temos por hipdtese, Ext}e(M ,N) =0, logo a sequéncia de Auslander (5.4)

nos fornece que,
TorR (DQLM,N) = 0.

Como N ¢ Tor-rigido, temos

TorR (DQLM,N) = 0, para todo i > 1. (5.5

Em particular, Torg(DQ}Q,N ) = 0 e assim novamente pela sequéncia de Auslander (5.4)
implica que, Exth(M,R) ®g N = 0. Logo, Exth(M,R) = 0, pois N é nio nulo.
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Para (2) considere a seguinte sequéncia o comec¢o de uma resolugdo livre minimal de M,
=B F = F—M—0.
Por defini¢do, temos as seguintes sequéncias exatas envolvendo as syzygias,

0— QM —Fy—M—0 (5.6)

P — F| — QWM — 0. (5.7)

Utilizando a sequéncia exata (5.6), podemos construir uma sequéncias exata longa
de Extg(—,R). Contudo, temos o anulamento Exts(M,R) = 0, o que nos fornece a seguinte
sequéncia exata,

0—M* — Ff — (QkM)* — 0. (5.8)
Além disso, a sequéncia (5.7) implica que,

0— (QM)* = F — Ff — DQIM — 0 (5.9)

onde, podemos colocar o primeiro zero pois, o funtor contravariante Homg(—,R) é exato a
esquerda. Além disso, para o outro zero temos por defini¢do,

*
DO = —2 .
: im(FYy')
Agora como consequéncia das sequéncias (5.8) e (5.9), segue que a seguinte sequéncia é
exata,

0—>M" —Fy —F —DM—D0. (5.10)
Como F{" — F; — F;* é um complexo, DM ¢ a imagem de F|" — F5 pois
Ff FY

DM = = > im(F — F)).
im(FY)  ker(F; — Fy) m(Fy = F)

Logo, obtemos a seguinte sequéncia exata curta,
0— DM — F - DQLM — 0. (5.11)

Como N ¢é Tor-rigido e utilizando (5.5) com as sequéncias (5.10) e (5.11) obtemos que
(a) Torf(DM,N) =0 para todo j > 1;
(b) Tor?(M*,N) =0 para todo j > 1;

Utilizando (a) e a sequéncia de Auslander (5.4) no caso i = 0, implica no isomorfismo

M* ®g N =~ Homg(M,N). (5.12)

Além disso, pelo item (b), como R € Tor-compativel e pela Observacdo 5.2.3, segue as

seguintes afirmagdes:
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(c) pdg(M*) < oo ou pdg(N) < oo;
(d) depthg(M*)+ depthg(N) = depth(R) + depthg (M* @g N), Observagdo 5.2.3.

O que conclui o item (3).

Por (c), falta provar que M* ¢ livre, assumindo pdp(M*) < oo. De fato, pela formula de

Auslander-Buchsbaum, temos depth(R) > depth(M™*). Agora por (d), implica que
depthg(N) > depthiy(M* ®@g N) = depthgy(Homg (M, N)),
onde a ultima igualdade segue de 5.12. Pelo Lema 5.2.4, temos
depthg(N) = depthg(Homg (M, N)),

logo, depthg (M*) = depth(R) por (iv). Agora pdg(M*) =0, pela férmula de Auslander-Buchsbaum
2.5. Portanto, M* é livre. ]

Observacao 5.2.7. A demostragdo do Teorema 5.2.6 acima €é uma adaptacio de um resultado
obtido em um manuscrito (ver (FREITAS et al., 2023, Teorema 12)).

Lema 5.2.8. (DAO; EGHBALI; LYLE, 2021, Lema 3.3) Suponha que Extﬁe (M,R) =0, para
1 <i <t onde depth(R) = t. Entdo, M* livre implica que M ¢ livre.

Corolario 5.2.9. Sejam R um anel Tor-compativel e M, N dois R-médulos ndo nulos finitamente
gerados. Suponha que dim(R) < 3 e N um R-médulo Tor-rigido. Se Exth(M,N) =0 e pdg(N) =

oo, entdo M™ é livre.

Corolario 5.2.10. Sejam R um anel Tor-compativel e M, N dois R-mddulos nao nulos finitamente

gerados com pdg(N) = 0. Suponha que

(1) N é Tor-rigido.
(ii) Exty(M,N) =0 paratodoi=1,...,max{1,depthg(N) —2}.

(iii) Ext,(M,R) =0 paratodo j = 1,... depth(R).
Entdo, M € livre.

Demonstracdo. Sabemos que M* € livre pelo Teorema 5.2.6. Agora, por (iii) e Lema 5.2.8,
implica que M é livre. O

Coroléario 5.2.11. Sejam R um anel Tor-compativel e M, N dois R-mdédulos ndo nulos finitamente
gerados com depth(R) < 1 e pdg(N) = o. Se N é um R-médulo Tor-rigido e Exti(M,N) =
Oparai=1,...,max{1,depthy(N) —2} entdo, M é livre.
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Demonstragdo. Como Exth(M,N) = 0e N é Tor-rigido, pela sequéncia de Auslander 5.4, temos
Torfe (DQ}eM ,N) =0, para todo i > 1. Novamente pela sequéncia de Auslander 5.4, deduzimos
Exth(M,R) ®g N = 0 e como N é nio nulo, temos Exts(M,R) = 0, logo o resultado segue do
Corolério 5.2.10. [

Corolario 5.2.12. Suponha que R satisfaz algumas das condi¢des do Teorema 5.1.3. Se M e N sao
finitamente gerados, com N Tor-rigido e Exty(M,N) =0 parai = 1,...,max{1,depthg(N) — 2},
entdo M* € livre ou pdg(N) < oo.

Coroléario 5.2.13. Sejam R x; S um produto fibra com depth(R) = 0 ou depth(S) =0e M, N
dois R X S-moédulos finitamente gerados. Suponha que N € Tor-rigido e EXt;%xk ¢(M,N) =0 para
i=1,...,mdx{1,depthg, ¢(N)—2}. Entdo, M* ou N ¢ livre.

Demonstragdo. Diretamente do Teorema 5.2.6, segue que M™ € livre ou pdg,, g(N) < eo. Agora,
por (NASSEH; SATHER-WAGSTAFF, 2017, Teorema 2.7 item (iv)), segue que N deve ser livre.

Portanto, M™* ou N € livre. O

Corolario 5.2.14. (CELIKBAS; TAKAHASHI, 2020, Coroldrio 1.3) Sejam (R, m) um anel local
com depth(R) > 0 e M um R-médulo finitamente gerado. Se Torf(m!,M) = 0 com ¢ > 0 para
algum i > 0, entdo pdg(M) < oo e Tork (m’, M) = 0, para todo i > pdg(M). Em particular, m’ é
Tor-rigido.

Teorema 5.2.15. (DAO.; KOBAYASHI.; TAKAHASHI, 2020, Teorema 1.1) Seja (R,m) um
anel local e / um ideal de R tal que m/ # m(/ : m).
(i) Seja M um R-médulo finitamente gerado. Se TorX (R/I,M) = TorX | (R/I,M) = 0, para
algum inteiro positivo n entdo pdg(M) < n.
(ii) Se pdg(R/I) < oo, entdo R é um anel regular.

Exemplo 5.2.16. (DAO.; KOBAYASHI.; TAKAHASHI, 2020, Exemplo 2.2(iii)) Se depth(R) >
0, entdo para t > 0, temos m'm # m(m’ : m).

Observacao 5.2.17. Perceba que o Coroldrio 5.2.14 com o Exemplo 5.2.16, para anéis R com
depth(R) > 0, nos fornece uma familia de médulos Tor-rigidos na forma de R/m”, para todo
neN.

Demonstragdo. Suponha que para algum ¢ € N, temos TorR (m’, M) = 0 para todo i > pdg(M) =
n. Pela sequéncia exata

0—-m —R—R/m"—0,

obtemos a sequéncia exata longa (Teorema 2.5.1)

= Tory g (m', M) — Tor, (R, M) — Tory, (R/m', M) — Tory (', M) — -
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Contudo, Tork , (m’, M) = 0 = Torf (R, M) = 0 para todo k > 1. Portanto, Tor,x(R/m’,M) =0
para todo k > 1. O]

Em (JOTHILINGAM; DURAIVEL, 2010, Teorema 1), o autor provou que, dado qualquer
modulo finitamente gerado N sobre um anel regular, entdo a partir de anulamentos consecutivos
do funtor Exti(M,N), o dual de um médulo finitamete gerado M € livre. O intuito é estender

este caso para anéis ndo regulares com N = R/m" Tor-rigido.

Proposicao 5.2.18. Seja (R,m) um anel local Tor-compativel com depth(R) > 0. Se M é um
R-médulo finitamente gerado tal que, Exth(M,R/m") = 0, para algum n € N entdo, M* § livre.
Em particular, se depth(R) = 1 o R-médulo M é livre.

Demonstragdo. Temos dois casos a considerar: o anel R € regular ou ndo. Se R é regular
o resultado segue imediatamente (JOTHILINGAM; DURAIVEL, 2010, Teorema 1). Agora,
suponha que o anel R ndo seja regular. Como depth(R) > 0, segue pelo Exemplo 5.2.16 que
m'm £ m(m’ : m); logo pela Observagdo 5.2.17 segue que R/m” é um R-mé6dulo Tor-rigido.
Assim, do Teorema 5.2.6, segue que M™* é livre ou pdg(R/m") < 0. Vamos provar que o caso
pdg(R/m™) < e ndo ocorre. Suponha por absurdo que, pdg(R/m") = co. Pelo Teorema 5.2.15
(ii), R serd um anel regular, o que contradiz nossa suposicao. Portanto, M* € um R-médulo livre.

Agora se depth(R) = 1 segue do Coroldrio 5.2.11, que M é livre. O

5.3 Conclusoes

A seguir, conclufmos com algumas perguntas pertinentes que surgiram através da reali-
zagdo deste trabalho. A exploragdo das respostas destas perguntas oferecem muitas linhas de

pesquisa dentro da area.

(1) Quando um anel satisfaz acondi¢ao uniforme de Auslander? A resposta afirmativa desta

pergunta responderia a conjectura de Auslander-Reiten Teorema 5.1.6.

(i1) Quando um anel é Tor-compativel? Em particular, quando o anel produto fibra é Tor-
compativel? Existem alguns casos em que o produto fibra é um anel de Golod, e assim

pelo Teorema 5.1.3 € um anel Tor-compativel.
(i11)) Sobre que tipo de anel (ou quando) um médulo € Tor-rigido?

(iv) Na Proposi¢ao 5.2.18, os médulos Tor-rigidos R/m" possuem depthg(R/m") = 0. Serd
possivel encontrar alguma familia de médulos Tor-rigidos N com depthg(N) > 0, obtendo

o mesmo desfecho?
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