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Regular Neighbourhoods and Small Knots in six D2
SUMMARY

Aldo Ventura Adviser: Gilberto F. Loibel

The aim of this paper is to give conditions to reduces knot
problems in Slx:D2 to knot problems in R3.

For this we give the notions of sméll knot and trivial knot
in a three manifold M.

We say that K is a small knot in M if there exists a 3-~ball
in the interior of M, submanifold of M containing K.

Let X be a knot in Slx D2 and o G‘W(Slx DZ- (X)) =9(x¥)
the homotopy class, whose representative loop is the piecewise
linear homeomorphism ?:<A2 *-ucic C, where C is the boundary
of the disc D2, u_ € Sl and T(X) is an open tubular
neighbourhood of K.

Then we have

Main Theorem: o= 0 in 9(X) iff X is a small knot

To prove this theorem we use Dehn's lemma and the notion of
polyhedral regular neighbourhood.
In chapter I we develop the theory of colapses and the

theory of regular neighbourhoods from the polyhedral view

point and we Dbelieve that we gave an original form of

presentation of Polyhedral Manifolds Theory.
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' INTRODUGZO

O presente trabalho foi dividido em tr8s capitulos, a

saber:

"

o capitulo zero é o dos pré-requisitos e contém as no

"gaes e'tepremas, nos quaia se fundamentam os capitu .~

b)

los seguintes, fais como complexo'aimﬁlicial, subdivi
soes, aplicagdes lineares por partes, variedades'ling
ares por partes, poliedros euclidianos, colapsos e vi

zinhangaé regulares (euclidianas). Todo ele é coﬁg

trufdo seguindo-se bem de perto os livros de Leslie C.

.Glaser e J.F.P. Hudson, que na bibliografié aparecem

"como [G] e [H].

‘0 capitulo. I contém as nogdoes de triangulagdo de um

espago topolégico, polie@ro néo euclidiano, cuja es-
trutura é dada por uma classe bem determinada de tri-
angulagoes, variedade poliédrica, colapsos e vizinhan
¢a regular de um poliedro n&@o euclidiano.

No parigrafo referente ao estaﬁelecimento do con-
ceito de poliedro, demonstramos o léma (1.6) que ca~
racteriza a nogao de classe maximal de triangulagoes,
lema este Que gserd de fundamental import@incia na pro-

va do teorema (1.8) que estabelece a univocidade de

" uma classe T de triangulagoes de modo que o par (X,T)
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seja um poliedro.

Destacamos, também, a importéncia do teorema (1.22)
que estabelece uma relagao entre as estruturas‘ polié-
drica e combinatéria de uma variedade poliédrica.

Um assunto ligeiramente parecido com este capitulo
encontra-se erri [:Zl, pag.57]. Cremos, entretanto, que

demos uma forma original de apresentacgao desta teoria.

o capitulo II é a parte principal do trabalho, onde es
tabelecemos a nogao de né em uma variedade poliédrica
de modo andlogo como é feito em EE]. Definimos o que
seja um né pequeno e particularizamos o nosso estudo pa
ra o caso da variedade poliédrica S]'x D2. Construimos
alguns invariantes de tipo de nd a partir do némero de
entrelacamento dos levantamentos ae um né homofépico a
zero e, pelo teorema (2.11l) verificamos a insufici®n-
cia de tais invariantes para uma classificacao comple-
ta dos nds em Sl:ch. Em trabalhos futuros pretende-
mos encontrar invariantes que reduzam, ao menos; 0 pro
2

blema dos nds em Slx D~ a problemas do R3.

O teorema principal é o (2.12) que d4 uma caracteri

zagcao para os nds pequenos. Para demonstré-lo utiliza-

mos o lema de Dehn, do qual damos apenas o enunciado.

Desejo expressar, nesta oportunidade, minha gratidao ao
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CAPITULO O

POLIEDROS EUCLIDIANOS

"

Denotaremos a reta real por R e o n-espago eucli-
diano serd denotado por RB=RP-1xR= {(xl,...,xn) [xiéR}.

Usaremos para o RP a métrica dada por:

}1/2

d(p,q) = {(xl-yl)2+ (x2—y2)2+--.+ (xn-yn)2

onde p= (xl,°..,xn), q=.(yl,,..,yn) s@o pontos do RR.

ol efinicdo: Um subconjunto o} em seus pontos
(0.1) DefinigBo: Um sub to P do R % %

em posicdo geral se k+2 pontos arbitré

rios de P nao estio em um mesmo k-plano, com

k= O’lyz’ooog n—'l

(0.2) Proposigao: Os r pontos pl’pz""’pr do R™ estao

em posigao geral quando e apenas quan-
do os vetores vV, = p., - D. i=1,250.., r-1 s80 linear
3 Pl pl+l" 9y s T a ineax

mente independentes, com r=2,35.,., n+l,

(0.3) Exemplos: 1) Na reta real dois pontos quaisquer
estao em posigd@o geral;
2) No plano, os pontos de uma circun-
fer2ncia estao em posigao geral;
3

3) Os pontos sobre a curva y= X~ nao

estao em posigao geral, pois sempre & possivel determi-



nar-se sobre a curva trds pontos alinhados.
4) O conjunto C= {(t,tz,...,tn)eRnltéR} no RN

tem seus pontos em posicgao geral.

De fato, basta considerarmos o determinante de

Vandermond

2 n

1 tl tl ______ tl
2 n

1 t2 1:2 ______ 1:2
2 n l),}

1 t L R t

n+l n+l n+l

uma vez que 0s n+l valores distintos t1,t25e¢.¢.,tpn41s
atribuidos ao par@metro t, determinam n+l pontos distin
tos de C gque nao estao em um mesmo hiperplano, pois mul
tiplicando-se a 12 linha de A por (-~1) e somando-a as

demais, obtemos:

n n
1 tl tg tp -t1--t2 -11
n n n n
0 o -tl - to - 1 't3 -'-“hl-— t3 ':"tl
i
|
_ _ - n _ n _ ! i
A= C:J ’b3 tl t3 tl = : , #0
| ! '
1 [}
| | |
i ! n n
n n \
0 tn+1 tl tn+ tl tn{l 1 n+l 1

0 que nos garante que os n vetores linhas do &

terminante A s2o linearmente independentes. Portanto,

pela proposigdo (0.2) os (n+l) pontos dados estao em po



si¢ao geral.

Seja V= {vo’vl"‘°’vk) un conjunto com k+l ele
mentos e seja AK= {cr: Ve [09.1_'_]/2 (I(vi);l e o:(vi)eO}
v.€V
i

(0.4) DefinigZo: O conjunto Ak é denominado k-simple-

x0 abstrato de dimensao k. Uma apli-

cagao a é chamada um ponto de Ak. Os elementos de V
denominam~-se vértices do simplexo Ak e os valores de

. k ~
& sobre os vértices de A sao as coordenadas baricén-

tricag do ponto .

(0.5) DefinigBos A dist@ncia d(« ,(3) de dois pontos @,

de Ak é dada por

a(a,p) = {v;zev G (v) v P

e o espago topolégico,; cuja topologia é a induzida

pela métrica d, é denotado por lAk[ e é chamado o es

pago de Ak

Consideremos, agora, k+1 pontos do
n ~
R (n2 k) PysPy--+;P, em posigho geral, e definemos

0 subconjunto do RB



k k
C - Zd. P za.:l’ (I.?-‘O Vi=o,vco,k

) 171271 i

i=0 i
E imediato que se
k= O, Coz po;
k=1, ¢l ¢ o segmento de reta que une P, 8 Py

2 . s

k=2, c € o trigngulo de vértices Pys Pyy Dyi
k=3, C3 é o tetraedro de vértices Po» Pps PpsPys ete

(0.6) Proposicao: O espago Ck com a topologia induzida do

R™ n2 k & homeomorfo ao espago [Akl de

um k-simplexo abstrato.

. k+l
Prova: Consideremos, no R

s+ k+l pontos Po’ Pposeees Py
tais que os 5i tem a (i+l)-ésima coordenada igual a 1 e

as demais todas nulas.

Xk k - k
Seja A=4 E & pi/z =1 , 20
i=0 i=0

Nao é diffcil ver que os espagos Ck e AF, com as respec

tivas topologias induzidas, sao homeomorfos.

Definamos, agora, uma aplicagdo h: !Akl-* AS por

n(a) = . &, Ei R Vaelﬁlcl

i=0

M



A aplicacd@o h, assim definida, é sobre, pois dado

un ponto gualquer _156 Akg 5: 2 9 5:1’ Entao, definindo
i

- - k
x: V= LOgl_J por cx(vi)= a5 temos que «€|A |, e,por
tanto, n(a)= p.

Além disso, h é uma isometria. Com efeito, se

Es-q- € Aks entao,

— K 5|1/2 Xk 1/2
d(psq) = ifo <Cti - (31) = ifo (« (vi>- g (vi))z = d(«,@)

£

k
Portanto, h é um homeomorfismo de {Ak] sobre A .

Sendo Ak homeomorfo a Ck segue que lAkl é homeomorfo a

ok,

Observemos, ainda, que se 0o ponto o€ [Ak{ ¢ tal

que « (vi)zl e cx(vj)-.-o para todo j£l, entao « pode
ger identificado com o vértice v, € V e a imagem de vy
pelo homeomorfismo h é o ponto‘ Eie A,k. Pelo homeomor
fismo composto o vértice v pode ser levado sobre o pon

to pi € Cko

(0.7) Definigdo: O espago topolégico ¢® ¢ chamado uma

realizacao geométrica do k-simplexo Ak




n k , . ~ .
no R7, n>k, e o espago A € a reglizacao candnica de Ak

Rk+l.

Em vista de (0.6) sempre que considerarmos um k-
-gimplexo daremos ou admitiremos uma realizagao geométri

n . ~ k
ca no Ry, n2%k, e, por comodidade usaremos a notagao A
para a realizacao geométrica e a denominaremos de k-sim-

i

plexo (geométrico), isto &, A = [vo VoeeoV

1 k!=

n .
={(aovo+dl Vo beeot O vk) €R /§q1= 1, o=0, Vl}

k . ~
Se a=« v+...+o&kv € A, os nimeros reais «., sao as
o 0 k i

coordenadas baricéntricas de a. Em particular, o ponto
denotado por Ak com cada Gﬁ==E%i é chamado o baricentro

do simplexo Ak.

(0.8) Definigd@o: A realizagado candnica Ak, no Rk+l, de

um k-simplexo é denominada k-simplexo

fundamental ou padrao.

(0.9) Definigdo: Seja W::{%io, Viqseees vié}c:v. Um

p-simplexo BP & uma face do k-simplexo

k P_ k _
£5(x2p) se BP={aea/« (v,)=0 VViGV—W}



Notagho: BP< A"

Incluiremos § <AF e A" ¢ aE

As faces de dimens8o p<k sd8o chamadas faces
préprias de A¥. Cada face de dimensdo k-1 de um k-
-gimplexo & determinada por um vértice e é dita face
oposta ao vértice em questao. Neste caso é canum de-
notar-se é face de um k-simplexo oposta ao vértice

v por(vov...{;,...v > .

i 1 i k-1

(0.10) DefinigBo: O bordo de [Akl, denotado por BIAKI

ou Ak, é constitufido de todos os

pontos o € lAk[ tais que a(v,)=0 para algum v, € V.

O interior de }Akl, denotado por int|a¥| ou
Xk, constitui-se dos pontoé aeiAk[ tais que

o (vi)>0 (Vvie V).

O ~
Se « eAk, entao, « é um ponto interno a Ak.

(0.11) Observagio: O conjunto dos pontos internos (do

ponto de vista afim) de um dado sim
plexo nao coincide, necessariamente, com 0s pontos
interiores (4o ponto de vista topolégico) do mesmo

simplexo,



(0.12) Proposigdo: O k-simplexo Ak determina seus vérti
ces.

Prova: Todo ponto de Ak, exceto os vértices, é o ponto

médio de um segmento inteiramente contido em Ak; isto

caracteriza perfeitamente os vértices de Ak.

Decorre imediatamente desta proposica@o que a di-
mensao de um simplexo é uma propriedade do préprio sim-

plexo.

(0.13) Definicao: Um complexo simplicial K é um conjun-

to de simplexo tal que
1) se A€X e B<A entido Be€eXK

2) se A,B€K entao ANB & uma face comum de

A e de B.

3) X é finito.

0s O-simplexos de K sao denominados vértices de

K. O espago subjacente |K| de um complexo K &:

(0.14) 1K|= \U |4
AéeEX

Logo, |K| é um espago métrico (e, portanto, de
Hausdorff) compacto. A dimensao de K é a mdxima dimen —
sao de um simplexo de K. Um complexo X tal gque dim K=n

é um n-complexo.




(0.15) Definig@o: L é um subcomplexo de K se L é um com-

plexo e LCK.

(0.16) Proposigdo: Se p € |K|, entao, p é interno a um

e somente um simplexo de K.

Prova: Seja B==£1;k A a interseccgao dos simplexos A de

X aos quéis p pertence, Pela 28 condigd@o da definigdo &
complexo simplicial temos que B é um simplexo de K. E
imediato que p é ponto interno de B, pois se p pertencesg
se a uma face prépria de B, a?intersecgao acima nao se-
ria igual a B.

A unicidade decorre imediatamente considerando-se
a intersecgao acima.

Consideremos, agora, p € |[K| e seja 4 o Unico sim
plexo tal que p € 2. Entao, p pode ser representado
univocamente em termos das coordenadas baricéntricas dos

vértices de A.

Em particular podemos escrever

P=C11 Vl"' see + GSVS

onde aiz 0 se v, n8o f8r um vértice de A e ai é a co~

i

ordenada baric@ntrica relativamente a A se VE € A,

(0.17) Teorema: Se dim|K|=n, entdo, |K| pode ser mergu-
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lhado no R-5TT

Prova: Sejam vl,vz,...,vk 08 vértices de K e considere
mos no R2n+l g pontos PysPossess by tais que os 1
tenham coordenadas (i,i%,..., 12p+l) com i=1,2,...,k;
tais pontos sst@o em posigl@o geral, conforme o exemplo
(0.3.4).

Definamos f(vi)= 1 i=1,2,...,k e para cada

simplexo A de X, A= (vio,,.., vis) estendamos f a |A]

por
S S
f(g o, .v,.)= . . F(v,.)
520 ij 1] 320 ij ij
Seja P o conjunto dos simplexos geométricos C do
32n+l imagens pela f dos simplexos A de K, isto &,
P=f(|K]|).

Mostremos que P satisfaz as condigOes da defini-
cao (0.13) de complexo simplicial.

De fato, se C, € P e C,< Cl,entéo, C, € P, pois,

1l 2 2

C2 sendo face de Cl’ os seus vértices constituem um sub

conjunto de um conjunto de pontos em posigd@o geral,logo
02 tem seus vértices em posigido geral.
Suponhamos, agora, que Cl=={?io,...,pir] e.

Coz= D5 soseosPs sejam simplexos da colecao P imagem
2 o ig

pela £ de algum simplexo Al e A2 de X, respectivamente.
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Como (r+l) + (s+l) 4 2n+2 pois ren e s&n deg

de que dim K=n, o conjunto de pontos {?io,.",pir,yﬁo,n,,pjs}

determina um simplexo no R2n+l, do qual Cl e 02 sao fa-

ces e, a condigdo 2, fica satigfeita.

Sendo K finito, P é finito.

Além disso, f:|K| -+ P é um homeomorfismo. De fg
to, sendo linear f é continua. A biunivocidade decorre &
representac¢ao Gnica dos pontos de Pc:R2h+1, em termos de
coordenadas baricéntricas. Que f & sobre, decorre da prd
pria definicgo da f. Por outro lado, sendo |A] um espa-
¢o de Hausdorff e a imagem de A pela f um espago compac~

to, segue que £ é um homeomorfismo de |K| sobre P.

(0.18) Definigao: O complexo geométrico (retilineo) P de

nomina-se realizagao geométrica do com

plexo simplicial K.
De agora em diante trabalharemos apenas com oS con

plexos geométricos e denotaremos por K, salvo mencao em

contrério.

(0.19) Definiglo: Um poliedro euclidiano, em algum R", &
uma reuniso finita arbitrdria de sim -

plexos (geométricos).
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(0.20) Proposicao: A reuni®o, a intersec¢ido, o produto

cartesiano e a imagem linear de po-

liedros euclidianos sao poliedros euclidianos.

(0.21) Proposicdo: Todo poliedro euclidiano & o espago

subjacente de algum complexo geomé-

trico.
Para a prova ver Coroldrio 1.7, pg. 14 [H].

(0.22) Definigﬁo: 0 complexo geométrico X denomina-se

triangulacdo do poliedro euclidiano

%]

(0.23) Definigéo: Uma aplicacao simplicial de um com —

plexo geométrico Kl em um complexo

K | *-[Kz[ entre os

geométrico K2 é uma aplicagao f:
poliedros euclidianos |K | e |K,| tal que:
1) £ é continua;

2) f aplica vértices de K, em vértices de K, e

se A€ K. tem vértices VgresesVos entao,

1

f(A)€e X, e tem vértices f(vo),...,f(vn);

2
3) £ é baric8éntrica, isto é, se P= GV test &V,

entdo, f(p)= cxof(vo) Hooot onnf(vn).



13

(0.24) Definigﬁo: Um 1som9rfismo é um homeomorfismo sim-

plicial e denota-se por =.

(0.25) Proposic8o: Se uma aplicac8o simplicial deﬁF+]K2|

é um homeomorfismo, entdo, -1 & sgim-

plicial.

Prova: Se f & um homeomorfismo simplicial, entao, os com
plexos geométricos kl e K2 s@io de mesma dimens&@o e pos-
suem 0 mesmo nimero de simplexqs.. Além disso, sendo f
biun{voca e sobre, £ aplica vértiges distintos de Kl S0-
bre vértices distintoé de K, e as imagens de simplexos de
K,, pela £, esgotam 0s gimplexos de K,.  Posto isto, a
verificag8o das condigles 1), 2) e 3) de (0.23) para g1

é imediata.

(0.26) DefinigBo: Se K, eK, sao complexos geométricos,

diz-se que K2 & uma subdivisdo (sim-

plicial) de Kl se:

1) lKll = lKgl

2) Cada simplexo de K., estd em algum simplexo de

Kla

2

(0.27) Definigdo: Uma aplicagdo continua f:|K |=+|K,| &
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1 2
| >|5,] ¢

linear por partes se existem subdivisdes L, e L. dos com

plexos Kl e K2, respectivamente, tais que f:

simplicial.

(0.28) Definicgdo: Um complexo geométrico Kl & combinato-

riamente equivalente a um complexo geg

métrico Kyy Ky = K,, se existe um homeomorfismo linear por

rartes £ levando Kl sobre K2.

(0.29) Exemplo: Se K, é uma subdivisao de um complexs ﬁ;
| entdo, as aplicagbes [K|+|E,|e IK_LI+ | x|
induzidas pela identidade sao homeomorfismos lineares por
partes, isto é, K= K;.
De fato, considerando-se Kl como subdivisao de Kl
mesmo e de K, entdo, llKll: |K1| » |k ¢é wuma aplicaglo

simplicial.

(0.30) Proposicgdo: Se um homeomorfismo f:]Kl[-*lel en

tre poliedros euclidianos é linear por
partes, entdo, o homeomorfismo f"l:]K2|-+!Ki] é linear
por partes.
Prova: Seja f:]Kl]-+[K2{ um homeomorfismo, entre polie~

dros euclidianos, linear por partes, entao, pda defini —
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¢ao (0.27) existem subdivisfes L. e L2 de K, e K,, rag

1 1
pectivamente, segundo as quais f é simplicial. Tendoc em
vista o exemplo (0.29) podemos considerar o segunte dig

grama comutativo.

|k

| > |x, |

L]
Q

Y Y
| |1,

Portanto, sendo f um homeomorfismo simplicial pela pro-
posigdo (0.25), £ |L,| * |L,| & un homeomorfismo sim
plicial e, entdo, f-1: [Kzl-*[Kll é um homeomorfismo 1i

near por partes.

(0.31) Proposic3o: A composic8o de duas aplicagbes li-

neares por partes, entre poliedros eu
clidianos, é uma aplicag@o linear por partes.

Para a demonstragao ver Teorema I.6 pg. 15 [@j,

(0.32) Lema: Se f:|L |+ |L,| é un homeomorfismo linear
por partes, ent3o, existe um comple-

X0 Li que é uma subdivisdo de L. e de L qﬁe torna co~

1 2’
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mutativo o diagrama:

f R
lLll - ngl
4
81
f'
[T |

e onde Sl e f' aplicam simplexos de Li em simplexos de

LZC

Prova: Sendo f um homeomorfismo linear por partes, exis

tem complexos ILj e L) tais que o: lLi[-*[Lél é um ho-

meomorfismo simplicial. Entao, & comutativo o diagrama:

f [
|1, | Y
°1 2
| —— |1

Por outro lado, f'-.-:.s2 o e aplica simplexos de Li em

simplexos de Lé e a prova é completa.

(0.33) Definigd@o: Sejam A= {pl,pz,..., pr} e

B= {él’qz"°"qs} simplexos geométri
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cos de alguns Rn, com r+s<n+l e a totalidade dos vé_z_‘
tices de A e B em posig¢8@o geral. Entéo, {pl,..., PpvQyreee ,qs}

géra um simplexo AB denominado a jung8o de A com B.

(0.34) Observacdes: 1) A jung@o de um p-simplexo com um

g-simplexo é um (p+q+l)-simplexo;

2) Por convengd@o a juncdo AQ= QA = A.

(0.35) Definigd@o: Se Kl e K2 sd@o complexos geométricos,

ent@o a jung@o de K, com K2 é o com~

1
plexo K, K, = {AB/A €K ,Be€ Kz} UK,UK, tal que se

B.,B.€X entao

A, €X 17 85 9

Apr A0 K,

Al Blﬂ A2 B2 = (Alﬂ AZ) (Blﬂ 32) .

A restriga@o imposta aos simplexos da jungdo de Kl
com K‘2 tem o seguinte significado:

AlBl ﬂAsz é face comum de A.B. e de AZB

171 2°

(0.36) Definig@ : 0 complementar ("link") de um simplexo

A em um complexo geométrico K é o

complexo geométrico 1k(A,K)={BE€K/ABEK, ANB= ¢ }

(0.37) Proposigdo: Se f:|K|=|L] é um homeomorfismo li-
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near por partes, K e L complexos simpliciais, entao,
1k(a,K) = 1k(f(a),L) desde que f(a) seja um vértice de L.

Para g prova ver coroldrio 1l.15, pg.23 [H].

(0.38) DefinigHBo: Um poliedro euclidiano |XK| é uma n-bo-

la combinatdria [ﬁ-esfera combinatérﬁﬂ

se |K| & homeomorfo linearmente por partes ao poliedro eu

elidiano iAn] [ [aaﬁ+1]].

(0.39) Definig80: Uma n-variedade linear por partes M* &

um poliedro euclidiano, no qual  todo
ponto tem uma vizinhanca fechada que é uma n-bola combi-

natdria.

(0.40) Observacao: A definicao dada acima é equivalente

4 definicao de variedade combinatdéria
em termos Ao complementar de um vértice. Tal equivalén
cia é mostrada na demonstragdo do teorema (1.22) desta te

Se,

(0.41) Definig8o: Um ponto x é interno a uma n-variedade
M se para qualquer triangulagao K de

M, tendo x como vértice, 1lk(x,K) é uma esfera. Diz-se
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que x &M (ou x €dM) se para uma triangulagdo K de M,
tendo x como vértice, 1lk(x,K) & uma bola. O conjunto dos
pontos internos de uma variedade denomina-se o interior da
variedade e denota-se por hcl’l‘el}nh = OM é chamado o bordo de

M. Se M=0, diz-se que M & uma variedade sem bordo.

(0.42) Proposig@o: Se |K|=M & uma triangulagio da n-va-

riedade M, entao,
K= {A € X |1k(A,K) & uma bola} & um subcomplexo de K e

|X|= M & uma (n-1)-variedade sem bordo.

Ver a prova em EH:] pg€. 27, lema 1.18.

(0.43) Definig3o: Se K é um complexo geométrico, entao

A€EX é um simplexo principal de X se

A n3o estd sobre o bordo de nenhum outro simplexo de K.

Uma face livre de um complexo K é um simplexo A€ K

tal que:
a) dim A& dim K-1,

b) A ndo é face comum a dois gsimplexos de K. (ver

exemplo (0.46) abaixo).
Consideremos, agora, um complexo geométrico L, sub
complexo de um complexo geométrico K, tal que

K=L+ad + A

onde 0 simbolo + significa reuniao, aA é um simplexo prin
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cipal de K tal que aA & um subcomplexo de L e 4 uma face

livre de X, A €L, a €X.

(0.44) Definigao: Nas condigbes acima, diz-se que X co-

lapsa por um colapso simplicial elemen

tar a L e denota-se por K ies I.

(0.45) Definigd@o: Um complexo geométrico K colapsa sim-

plicialmente a L, e denota-se par KF I,

se existe uma seguéncia finita.

es es es
K=K " K, 4 «oef L

de colapsos simpliciais elementares.

(0.46) Exemplo: Seja K o tetraedro de vértices {ao’al’EZ’a_'S}

e LCX. constituido de dois 2-simplexos

de vértices {ao,al,ag} e {al,ag,ag,}
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‘ 0
onde‘ K2=]a a; a,| + |a a; a3] +|a)a, a3! e K—K2=ﬁ+g,com

= |a, a, 3[ e a=ay.
B fécil ver que aA é um simplexo principal de K e A &

unma face livre de K.
h Q

0
K,-L = ah+ A, com A=|a_a,| e a==a

3] et

O simplexo aA= lao al a3| é principal em K, e A &

uma face livre de K2.

(0.47) Definic8o: Um complexo geométrico K colapsa & um
subcomplexo L, K | L, se existem subdi
visQes Ki,L de K e L respectivamente, tais que Kl,Ls L.

1

Um complexo K é colapsivel se K colapsa a um ponto.

(0.48) Definig@o: Um poliedro euclidiano |K| colapsa aum
subpoliedro euclidiano |L| por um co-
lapso elementar (geométrico) se |K|= |L|+3B", onde B" ¢

uma bola combinatéria tal que BN |L|= il SIS de

nota-se por |K| |°|L|.

(0. 49) Deflnlgao. Un poliedro euclidiano |K| colapsa ao
subpoliedro euclidiano |L|, |K| | |T],
se existe uma sequéncia finita |K|=]|K]| 1° & -IN 4713

Un poliedro euclidiano |E| & coLpsivel se |K| colapsa a
um ponto.
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(0.50) Exemplo:
(K

2o

Pelo exemplo acima, podemos observar que nao se

exige que a dimensao das bolas combinatdérias, que sao re

tiradas, permanegam fixas.

(0.51) Proposicao: Todo colapso simplicial elementar

K=L+aA+A} L & um colapso geométri
co elementar.
Prova: De fato, |aA| é uma n-bola combinatéria e

laA| N |L] = |aA]| 6 uma (n-1)-bola combingtdria em l&[

(0.52) Proposig'éof Se |K| { |L| ent@o existem subdivi-

soes Kl,Ll de K e L,respectivamente,

S
com L1C.K1, tal que Kl \: Ll.

Para a prova ver Teorema 2.4 pg. 48 [-Hj .
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Pelé proposig@o anterior podemos concluir que se
|X| § |L], ent@o, K | L. Entretanto, se |K| | |L| é fal
S0 qﬁe X ,lrs L. R,H. Bing deu um contra-exemplo de tal
fato (ver Anne Scott - Infinite Regular Neighbourhoods -

Journ. Lond., Math. Soc,. (1967)9 245-253).

Todo complexo geométrico K pode ser escrito sob a
forma K= A 1k(A,K) +Q onde A & um simplexo de K e Q &

um subcomplexo de ¥ tal que A £ Q, QN Alk(A,KE}.lk(A,K).

(0.53) Definiga@o: Diz-se que o complexo geométrico L foi

obtido do complexo geométrico

K= A1lk(A,K)+ Q por uma subdivis8o estrelar elementar se

. o
L=2aAlk(A,K)+ Q onde a €A

(0.54) DefinicHo: Uma subdivisBo estrelar o é a resultan

te de uma sequéncia finita de subdivi-

soes estrelar elementar.

(0.55) Exemplo: As n-&simas subdivisdes baricdntrica e

derivada de um complexo geométrico K,

sao subdivisoes estrelares.
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EN-NN

Subdivisao estrelar 18 subdivisao 18 subdivisao
: baricéntrica derivada

(0.56) Definigg@o: Um subcomplexo L de um complexo K €
completo se para todo simplexo A € K

tal que A€ L, vale A€ L.

(0.57) m i) Se L é um subcomplexo de K e L'€ X' sao
primeiros derivados, entao L' é umsub

complexo completo de Kj
2) Se L & um subcomplexo completo de K, e
I'c X' é Quaiquer subdivisao, ent@o L' é completo em X',

Para a prova vide lema 2.5 pg.49 [H ]

(0.58) Definigﬁ : Uma vizinhanca simplicial (fechada)de
| um subcomplexo I em um complexo ¥ €

VEL
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(0.59) Definiga Seja XCM um subpoliedro euclidiano

de uma m~variedade. Sejam LCK uma
triangulagao de XCM (|L]=X, |X|=M) com L completo
em K.

Uma vizinhanca derivada de X em M é N=|N(L',K')|

onde L' < X' é g 18 subdivisao derivada de L< X.

(0.60) Definig@io: Se LCK & uma triangulagao de X C M

e se L(r)c K(r) é a r-ésima subdivi —

sao derivada, ent&@o ]N(L(r), K(r))[ é a r-ésima vigzinhen

ca derivada de X em M., Para r2> 2 umar-ésima vizinhanga

derivada é uma vizinhanga derivada.

(0.61) Proposicao: Se X & um poliedro euclidiano conti-

do no poliedro euclidiano M e se N ¢
uma vizinhanga derivada de X em M, entdo, N | X.

Para a prova ver Lema 2,10 pg.55 EH:]

(0.62) Definig@o: Se X & um poliedro euclidiano em uma

n-variedade euclidiana M, entao, uma

vizinhanca regular N<CM de X em M é

1) N é uma vizinhanga topoldgifcs

2) N & una n-variedade euclid

3y N ¢ X
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(0,63) Teorema: Seja X cM, M uma n-variedade, X um po
liedro euclidiano. EntZo,

1) Qualquer vizinhanga derivada de X é uma vizi—

nhangca regular;

2) Se NleaNz sao vizinhang¢as regulares de X em M,

entdo, existe um homeomorfismo linear por par-

tes h: N, N, tal que h(x)=x se x e€X;

3) Se X é colapsivel, entao, gualquer vizinhanga

regular de X é uma n-bola combinatéria.

Para a prova ver Teorema 2,1l, pg.57 [ﬁ].

(0.64) Definic@o: Uma vizinhanca regular N de um polie —~
dro X em uma n-variedade euclidiané M en

contra o bordo regularmente se ou NNOM é uma viginhan~

¢a regular de XNOM em OM ou estas intersecgdes sdo va

zias.

(0.65) Observacio: Uma vizinhanga derivada de X em M en-

contra o bordo regularmente. Cﬁ.,pg.Sﬁ].

(0.66) Lema: Se N é uma vizinhanca regular de X em Me se

N encontra o bordo regularmente, entao

N { XU(NNBM) { X.

Para a prova ver Lema 2.20, pg.7l EH]
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CAPITULO I

VARIEDADES POLIEDRICAS

(1.1) Definica@o: Uma triangulagéo (K,t) de um espago to

poldégico X consiste de um complexo geo

métrico X e de um homeomorfismo +t:X+ |X].

(1.2) Definig@io: A triangulag3o (Kl,tl) de um espago to

polégico X & uma subdivisso da triangu

lagEo’(Kz,tz) do mesmo espago X, se o0 homeomorfismo

t,0 til: lKll-+lK21 aplica linearmente .cada simplexo de
Ki em algum simplexo de Kzo
(1.3) Exemplo: Seja X um disco fechado do plano e sejam

Kl e K2 complexos tais que

IKll = |a,a; a‘Sl + |y a, a3} +‘la3 a, a5[ + lala3 a5| e
IKgl = Ibob;lbzl
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(1.4) Definic8o: Duas triangulagGes (Ki’tl)’ (Kz,tz) sao

compativeis se existir uma triangulagao

(K3,t3), do mesmo espago topoldgico, que é uma subdivi -
gao comum de ambas.

BEm outras palavras, as triangulagaes(Klyyﬂ,(Kz,tz)
sao compativeis se o diagrama abaixo for comutativo e se
0s homeomorfismos %, 0 = e 1. 0 5=t aplicam linearmente

13 2 3

cada simplexo de KB em algum simplexo de K. e de K

1 20 T°8

pectivamente.

%, | K

(1.5) Lema: Duas triangulagbes quaisquer (Kl,tl),(Kz,tz)
de um mesmo espago X, compativeis, sao

tais que o homeomorfismo % 0't11:1K11-+]K2] é linear por

2

partes.

Prova: Basta considerarmos o diagrama abaixo, uma vez que

a aplicagao identidade llK

I é simplicial
3
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1]k,

— |x, |

(1.6) Lema: Seja X um espago topoldgico e T uma classe
de triangulagoes de X duas a duas compati-

veis.. Ent80, as seguintes afirmag®es s@o equivalentes:

1) se (X,t) € T, entao, dado um homeomorfismo li-
near por partes f:|K|-[K | tem-se que
(Ko,, fot) é uma triangulag@o de X pertencen~

te &4 T.

2) se g:X-b-]Ko[V é um homeomorfismo tal que (Ko,g)
é uma triangulac@o de X, compativel com todas

as triangulagCes de 7T, entao (Ko_,g) €T.

. oY > -
Prova:1l) => 2). De fato, se g:X lKol é um homeomor
fismo arbitrario tal que (-Ko,g) é uma triangulagao de
X, compativel com todas as triangulagCes de T, mostre
mos que, para algum (K,t) € T, existe um homeomorfismo

linear por partes f:|K| +'l~Ko| tal que g= fot e, por
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tanto, pela condigao 1) (Ko,g) €T,
Basta tomarmos f=go t=-1 para termos
g=go (t"lo t) = (go t"l) ot=Ffot
Resta mostrar que f é linear por partes. Como g

é compativel com t existe o diagrama

 — > Ix,|
N
tl
x|

do qual decorre a afirmacao sobre f, uma vez que (Kl,tl)

’

é uma subdivis@o comum de (K,t) e de (Ko,g) e ll é

Kll

gimplicial.

2) => 1) Temos por hipdteses que
a) T é uma classe de triangulagoes duas a duas compa-
tiveis; b) (XK,t) € T, e¢) f:]|K| +|K, | ¢ linear por par
tes e d) a classe T satisfaz a condigEo 2). A nosss
tese é provar que (Ko’ fot)€eT.

Para isso basta mostrarmos que (KO, fot) é com-
pativel com toda triangulagao (Kl,tl) €T.

De fato, (K,t) e (Kl,tl) g8o compativeis, isto &,

existe uma triangulacio (Kz,tz) € Tque é§ uma subdivi-
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sao comum de ambas. Ent'éo, vale o seguinte diagrama:

| £ o, b 1
£ | <— |K| < x > |K, |

t2 1

v

K, |

-1
2

x0s8. Pelo lema (1.5) temos que h 6 um homeomorfismo li-

onde h=to tEl, h. =%, 0t,” aplicam simplexos em simple

1 1
near por partes e, portanto, pela proposigao (0.31) foh

é linear por partes.

Logo, pelo lema (0.32), existe uma subdivis@o K,
comum aos complexos K2 e Ko em que as ablicag’ées 8, € 8
levam simplexos em simplexos, tornando comutativo o dia

grama:

5]
hl A foh
&y | %2 | Ko |
Sl <]
B |
A
sgl ) t2
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e onde sl=hlo 32 leva simplexos em simplexos, isto é, K'2

é, ainda, uma subdivisao de Kl'

Posto isto, podemos considerar o seguinte diagrama:

K, | x|

h.,os s
Xl;l/

tl Tot

1 5 e s aplicam simplexos de Ké em simple —

xo0s de Kl e de Ko’ respectivamente, tornando o diagrama

sendo que h, 08
comutativo, pois

-1
hloszos.2 otzzhlotz-.-.tl

-1 -1
5052 01:2=fohosgos2 ot2=fohot2 = fot.

Mostramos, assim, que (Kl,tl) e (Ko,fo t) possuem
PRI, 9 -1 s
uma subdivisdo comum (K29 s3~ 0 tz), ou seja, (Kl,tl) e

(KO, fot) sao compativeis.

(1.7) Definiggo; A classe T acima considerada denomina —

-se classe maximal de triangulagdes e o

espago X munido dessa classe T é chamado poliedro e é de

notado por (X,7T).
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(1.8) Teorema: Um homeomorfismo. t:X+ |K| determina uni
vocamente uma classe % de triangulages

de modo qﬁe (X,7T) seja um poliedro.

E_I_'_q_\_rgi Seja T o conjunto de todos os pares (Ko,fzo t) on

de f: |k| + |k, | 6 un homeomorfismo linear por partes ar:

bitrério. Entao, (Ko,fo t) & uma triangulacao do espacgo

X.

Mostremos, pois, que'duas triangulaqﬁes'qua»isquer
pertencentes a 7 sEo‘compat:ﬁreis no sentido da-defini —
c8o (1.4) e que 7 é maximal segundo a condigf@o 1)do le-
ma (1.6). '

De fato, o diagrama abaizd mdsfra que duaé 'tri‘aﬁ.—v
gulacoes arbifra’rias pertencentes a T sfo compati\}ei’él, |
aplicgndo-se 6 mesmo racioé:[nio da parte 2.)‘=}- 1) do le

ma (1.6).

fiot
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Por outro lado, se (Ko,fo t) € T, entao, para todo
homeomorfismo linear por partes h: IKOI + [Kll tem-se que
(Kl,ho(fot)€'2', uma vez que ho (fot)=(hof)ot e,
pela proposigao (0.31), hof é linear por partes. E ime
é

diato, também, que (X,t) €7, pois, 1:=1l lot- e :Ll

K K|

homeomorfismo linear por partes.
| Resta mostrarmos que T é unica.

De fato, seja v' uma outra classe maximal de trian
gulagbes compativeis, contendo (K,t).

Mostremos que T < T

De fato, (K,t) €T' e pela condigdo 1) se f:lK[-*lK()[
é um homeomorfismo 1iﬁear por partes, entao (Ko,fo t)eT!
Kas, (Ko,fo t) & um elemento representativo de T, logo,
TCT. Como T é maximal, 7 satisfaz a condigd@o 2), lo

g0 T= 7.

(1.9) Observagao: Dados os poliedros (Xl,'z’) e (XZ’ n) e
dada uma aplicagdo continua 1%+ X,
consideremos a aplicagdo o:|K;| > |K,| definida por

a=so0fo t'l onde (Kl,t)GTe (Kz,s)ez.

Nas condigbOes da observagao acima, temos:

(1L.10) Lema: Se « é uma aplicagao linear por partes no

sentido da definig@o (0.27),ent80,dados
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(Ei,?) €T ¢ (Ez’;) €2, a aplicagdo \

& linear por partes.

Prova: A demonstragao baseia-se no diagrama

A @ |
lKll i IK2l~ C
N\ /
- =1 f . - 1
to t ; > 808
Xl X2
V)A 's'\

'1)'1 e sos~l sfo homeomorfismos lineares

Como (to't
 por partes e é linear por partes, entao, a composta

= -S-OfO.t-l

a= (80 s"l) oao (to t"'l)"l

também € linear por partes.

(1.11) Definigao: A aplicagdo continua f, deda acima, é

denominada aplicagao linear por par —

tes entre os poliedros (Xl,’l’) e (X,, X); Em partictilar

se T é un homeomorfismo teremos um homeomorfismo linear

por partes.

(1.12) Lema: Dados os poliedros (Xl,T) e (X2,8) e dado

un homeomorfismo linear por partes f

entre eles, tem-se que £~1 também & um homeomorfismo 1i
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near por partes entre os poliedros (XZ’Z) e (X,,7).

Prova: E imediato, da definigdo (1.11) que f & linear por
partes, gquando e apenas quando, X= sofot é linear por
partes.

Pela proposicao (0.30), temos que

-1 -1 -1
0 0

Ot"l= (sofo t)'l=t f s

é linear por partes. EntZo, f-1 & linear por partes.

(1.13) Definicao: Os poliedros (X,,7) e (Xz,x) sao homeo

morfos linearmente por partes se exis-

te um homeomorfismo f:X, +X_, tal que f e f-l sejam homeo

1 2

morfismos lineares por partes entre os dados poliedros.

(1.14) Lema: Os poliedros (X,T) e (|K]|, 'Z’lKl) onde (K,t)€T

e TIK{ é a classe de triangulacgles,
univocamente determinada pela identidade llKl de K sao hp

meomorfos linearmente por partes.

Prova: Basta observar o diagrama

a=1
) Ly I
t llKl
x - K|

Vemos também:
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(1.15) Corolérioé (Kl"_s o t) € T@.(Kl-’fs)g TlKl“'

(1.16) DefinigBo: O po'li.edro (Y,2) & um subpoliedro do
poliedro (X,7) se: |
1) Y é un sub-espago topolégico de X
2). B é uma classe de triangulagdes (L,s) tal gque
(J(L,8)em) e I(K,E)ET, &:Y + |L], t:X+]K| de mo

do que o diagrama

t
X ‘ > | K|
F 4
U i
U | V
8

Y - |1]
é comutativo e L é um subcomplexo de X, onde L e i sdo

inelusdes.

.(1.17) Lema: Se (Y, ) é um subpoliedro do “pol.iedro (X,Z)
- | © e (K ,t) €Té tal que t,(Y) - ILll,qg |
de L]_- é um subcomplexo do complexo‘;{l, entao, (Ll,sl) €=

com s

4

1= 51T

Prova: Sendo tl um homeomorfismo linear por partes se-

gue ‘que &, = tllY é ainda um homeomorfismo linear par par
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tes. Ent3o a triangulag@o (Ll,sl) é compativel com qual-

quer triangulagao (L,s)€ R e, portanto, (Ll,sl) €.

(1.18) Observagdo: O exemplo abaixo justifica a condig@o

2) da definiga@o (1.16) de subpoliedro.
De fato, seja X o espago topolégico constituido &

dois discos unidos em um ponto e Y o sub-espaco de X |
constituido de dois difimetros passando pela intersecgiao

dos discos.

~ K ~
/\k1/\ e ) ;
...._—-——-—---—-é. v
We £
b, N /
=
¥

Seja (X,T) o poliedro cuja classe T é determina-

da pela triangulacgao (Kl,tl). E imediato que a triangu
laggo (Kz,tz) € T. Entretanto, tZ(Y) nao é o espego sub-
jacente de nenhum subcomplexo de Kz, considerando-~se o

espago Y munido da classe ¥ de triangulagdes determina-

da pela triangulagao (Ll,tllY).

(1.19) Proposic8o: A reuniBo, a intersecg8o e o produto
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cartesiano de dois subpoliedros de dois poliedros & sub-

poliedro do produto cartesiano dos poliedros.

Prova: A prova decorre, imediatamente 'do fato de que uma
proposic@o andloga & vdlida para poliedros euclidianos e

da aplicagdo do lema (1.14).

(1.20) DefinigBo: Um poliedro (X,%) & uma n-bolae polié—

drica [n-esfera poliédrica] se existe
uma triangula¢do (K,t) € T, onde K & o complexo simples
associado ao n-simplexo padrdio A" [ & o bordo do (n+l) -

simplexo padréo An"'l]. |

(1.21) Definigo: Um poliedro (X,7) é uma n-variedade po

liédrica se todo ponto x € X possui uma
vizinhanga fechada que “é uma n-bola poliédrica, subpolie

dro de (X, T).

(1.22) Teorema: Um poliedi'o (X,T) 6 una n<wariedade po-

liédrica, quando e apenas quando, para
toda triangulagao (K,t) € Te para todo k-simpleio A dek,
k> 0, ent8o |fk(A,K)| & uma (n-k-1)-bola combinatéria se

A. pertence ao bordo dé K ou é una (n—k—l)-esfera combina

téria se A pertencer ao interior de K.
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Prova:
= ) Se (X,T) é uma n-variedade poliédrica, entdo, todo
ponto x € Xpossui uma vizinhanga fechada que é, como sub
poliedro de (X,T), uma n-bola poliédrica. EntZo ,‘ para to
da triangulagao (K,t) €T e (Vx € X),t(x) € |X| possui uma
vizinhanca fechada que é ﬁma n-bola linear por partes e
que ndo necessita ser um subcomplexo e, pofrtanto, 0 DO~
liedro euclidianc |K| é uma n-variedade linear por par-
tes conforme (O..3_9). Entdo, pelo coroldrio 1.16 pg. 24,
de [H] "Se |K| & uma n-variedade linear por partes, K,
um complexo simplicial, entao, se A€ K, 1k(A,K) & uma
(o~r-1)=esfera ou bola, onde r= dim A", temos que para to
do k-simplexo A de K, k20, [link (A,K)| é uma (n-k-1)-bo
la combinatdria ou é uma (n-k-l)-esfera combinatdria.
Por outro lado, escrevamos o complexo K sob a for-

ma K=AK+Q, A¢€Q,

onde, para simplicidade de notag&@o estamos escrevendo
Entao, K= AK, + &K

e, portanto,

A ¥ K& ﬁf o} .—_=>-[KA[ & uma esfera combinatéria.

#:) Suponhamos, agora, que para todo O-simplexo v € K,

|1k(v,K)| & uma (n-1): bola combinatéria se vekK ou &
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uma (n-1)-esfera combinatéria se v € K. Em outras pala
vras, suponhamos que K seja uma n-varledade combinatdria.'
Entao, pelo teorema II 2 pg.l9 EG] "em uma n—varledade
combinatdria X, todos os k-simplexos A de K, k.>.'0, sgo
tais que |1k(A,K)]| é una (n-k-1)-esfera combinatdria ’_g'e
A ¢ X ou é uma (n-k-1)-bola combinatéria se A € K"  fe-
mos que o poliedro euclidiano |K| é una n-variedade com-
binatéria conforme a definigBo da pg.26 [H]Q‘""o‘ comple-
x0 K é uma n-variedade combinatéria se (YA€K), 1k(4,K)

é unia esfera ou bola de dimens8o n-dim A-1".

Enfﬁo, se y ¢ |K|, digamos y e g, AcK, seﬁa K' .op_
tldo de K estrelando A em y, isto é | -

K= Alk(A,K) + Q »K' =3 A 1k(4,K) +Q

Entd3o, |y A 1k(A,K)| & uma n-bola combinatdria 'cog
tendo y no seu interior. Logo, |K| & uma r;-'-variedade 1i
near por partes.

Portanto, para toda triangulagao (K,t) € T, |K|n-va
riedade linear por partes, acarreta que x= t"l(y) € X ps
sui uma vizinhanga fechada que é uma n-bola poliédrica.

Isto é, (X,T) é uma n-variedade poliédrica.

(1.23) Teorema: Se (X,T) é uma n-variedade poliédrica, en:

tao todo poliedro hdmeombrfo‘lineamen-te
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por partes a (X,T) é, também, uma n-variedade poliédrica.

Prova: Usando o teorema (1.22) e o teorema IT.3, pg. 19,
[@:]: "se K & homeomorfo linearmente por partes a L e L
uma n-variedade combinatdéria, entB@o, K é uma n-variedade

combinatéria", temos a prova.

(1.24) Definigaéo: Dada uma n-variedade poliédrica (X,7),
0 conjunto
int(X,T) = {x €eX/V (X,t) € T/t(x) & vértice de X vale

|1k(t(x),K)| é uma n-esfera combinatéria}
é denominado interior da variedade (X,T) e o conjunto

3(X,T) = {x € X/ V(K,t) € T/t(x) & vértice de K e |Lk(t(x),8)|

& uma n-bola combinatéria}

denomina-se bordo da variedade (X,T).

(1.25) Observagﬁoﬁ Para se determinar se x € int(X,T)ou

se x € 3(X,T) basta considerarmos ape
nas uma triangulagao (K,t) € T, téndo t(x) como vértice
de X, pois se (Kl,tl) & uma outra triangulagao pertencen
l(x) como vértice~de K, temos que

\lk(tl(x),K)l é homeomorfo linearmente por partes a

te a T, tendo 1

|1x(t(x),K) |, conforme a proposigio (0.37). Devido &
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condigao de niaximalidade de T, para todo x €X existe

(K,t) tal que t(x) & vértice de K.

(1.26) Prol;psigﬁo: Se (Xl,T,) e (Xz,z)’s'éo n-variedades
' poliédricas e :t’:(Xl,'T) -+ (XZ,SZ) & um
homeomorfismo linear por ‘partes,’ entdao

£(3(X;,7)) = AL, 2).

| -'.Prova. Sendo f um homeomorfismo linear por partes, entao,'
..pela definigao (l ll) e pelo lema (1. 10) ) homeomorfismo

-t

| 'oc‘=:_[r‘_ll'-» |E,] 3 a =sofot V"(‘Kl,t).e 7, ¥(K,,8) € >

| é linear por partea.

‘Logo, V x G.‘(X:L T ) podemos determinar una triangu—
_lagao (K yt) € T tal que t(x) & vértic'e»de Kl e uma tri-
angulagao (KZ’B) de’ (Xz,,‘z ) tal 'q.uve} (so f)‘(vx) 6 vé:ftige
de K,. Como - ' | o

&(t(x))= (BB £0 ™1} (4(x) = (s08)(x)

.te'mo._é, p-ela} propoaizg'éo (037)

1k(t(x), X;) & 1k<a(t(x>) K2)=~1k(8(f(x)),K2)

Logo, V x e'é(Xl,T) ‘temos que f(x)e€ 3_(X2, ﬁ)v-ig

to §, " o
£(3(x), 7)) c Xy, B ) - (1)
Reciprocamente, como o inverso de um homeomorfismo

4 linear por partes & também linear por partes (ver 1.12)), .
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temos

£ (a(x,, ®)) <d(x,, T) (2)
As relagdes (1) e (2) fornecem, finalmente
£(3(X, T)) = 3(X,, %)

A igualdade acima nos diz que um homeomorfismo 1i
near por partes, entre variedades poliédricas, preserva

seus bordos.

(1.27) Proposigao: Uma n-bola poliddrica e uma n-esfera

poliédrica sao n~-variedades poliéddri-

cas.

(1.28) Proposicao: O bordo de uma (n+l)-bola poliédrica
é uma n-esfera voliédrica, cujo bordo

é vazio.

(1.29) Proposicao: Se (X,7T) 8 uma n-variedade poliédrica,

entdo, 9(X,7T) é uma (n-1)-variedade po
liédrica, subpoliedro de (X,7T) sem bordo.
Prova: Sendo (X,7) uma n-variedade poliédrica, (X,T) &
homeomorfo linearmente por partes a n-variedade euclidia

na (IK],T]KI) onde (K,t) € T, conforme o lema (1.14).
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Por oufr§ lado, pela proposig.fé‘o (0.42), il:emos que .
(IKI , "le{l')_ é uma (n;'l)-jrarie'déd'é euclidiana, sem bdrdo,
sub-variedade de (lKl’TlKl)". |
Decorre, imediatamente, da d.efi'niq'éo (1;24) e da
definic’;go de lK[ contid_a ng'proposigﬁd (0.»4‘2)- que |
(%], Tig)) = HEK,T)
s_ehdé ‘f.;(x,'C') > ‘(]Kl ;,Tl,K‘.) 0 horﬁeom‘dff::i.émo"iiﬁe'a:“ por
partes. | J: o
Portanto, 9 (x 't') é uma (n-l)-variedade poliédrica

sem bordo, subvariedade de (X ’t’)

(1.30) Defin‘ig'a"w Um: poliedro (X,T) ¢ olags a um subpo-—
liedro (Y,Z) 86 0 poliedro eucl:l.d:l.ano

(&}, lel-)., onde (K,t) €7, colapsa ao subpoliedro eucli-

diano (]le,‘ . .) onde (L,s)e & .

|z |
O poliedro (X,T) é colapsivel se (X,7T) colapsa a

um bonto .

(1.31) b‘et“inig'éoi Se (X,‘T) é (N, &) éEo ‘poliedros conti

‘dos em uma Aﬁ-—variedéde poliédrica (M,L2),
entao diz-se que (N, 2) & uma vizinhanga regula rde(X,T)
em (M, .Q.) se:
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1) (N,®) & uma n-variedade ‘poliddrica;
2) N é uma vizinhanga topoldgica de X em M, -

3) (N,s2) colapsa a (X,T).

(1.32) Definigfo: Diz-se gue (N;Z) encontra o bordo re

gularmente se além das condigbdes 1),

2) e 3) acima valer também a condic3o
4) (N,2)Nd(M, £2) é uma vizinhanga regular de

(X,T)N DM, £2) em (M, Q).

(1.33) Observacdes: 1) Se (M, £L) é uma variedade com —

pacta com bordo e X & M, entao, a con

' 0
dicao 4) & equivalente a N € NM;

2) A definigao (1.31) é equivalente
4 seguinte definigdo:
"(N,s) é uma vizinhanga regular dev(XiT) em
M, ) se‘o poliedro euclidiano INl%é uma vizinhapga;g
gular de |X| em |M| (a notag@o & Sbvia)". |
3) Em vista de 2) podemos estabele~
cer definigSes elp:oposigées anélogas'és dédés‘éﬁ(057),

(0.58), (0.59), (0.61), (0.63) e (0.64).
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CAPITULO II
‘ . 1 2
NOS PEQUENOS M S x D
Se;ja (M, L) uma variedade poliédrica, ‘com bordo

ou ndo, e seja (X, 2) um poliedro em (M,.Q.)

(2 l) fin;ggo* 0 poliedro (K z) é um g goliédrico

em (M, _ﬂ.) se existe um homeomorfismo
-linear por partes de uma l-esfera poliédrica mn(M ),
cuja imagem é (X, 1¢).
Por comodidade,denbtareﬁio# 08 .poliedz"ds‘ apenas pg_

lo 'primeiro elemento do par que o define.

(2 2) Observagao. Un né K em uma variedade euclidiana M

' é o espago subjacente a um subcomplexo
ﬁn;ldiniensionai, de uma dada triangulagﬁo ad_missivel de
M, no qual cada vérti_ce incide justamente corxi duas 'a_reg

‘tas.

(2 3) Definigg : Dois nds Kl e K2 em M sdo .equivalentes
se existe um homeomorfismo linear por
partes de M sobre M. que leva K1 sobre Kz‘.

(2.4) P posiqao. A relaqao equlvaléncla de nés & uma
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-~

relagao de equivaléncia.

(2.5) Definicd@o: Dizemos que nés equivalentes sao do mes
mo tipo e cada classe de equivaldncia de

nés constitui um tipo de né.

(2.6) Definiggo: Um né K é um né pequeno em M se K estd

inteiramente contido em uma 3-bola polié

drica c:ﬁ e subvariedade de M.
Como dois nés quaisquer em M sao sempre homeomorfos
linearmente por partes, eles diferem no modo pelo qual es
t30 imersos em M. Isto nos leva, pois, ao estudo dovcog

plementar de um né.-

(2.7) Definicd@o: Se K é um né em M, o grupo T(M-K,=s) §

denominado grupo fundamental de KX e §&

denotado por T(K).

Consideremos, agora, o espago SlJch, produto car

tesiano de uma. l-esfera poliédrica SAl por uma.2-hﬂa pgfl

liédrica D2,. que, pela proposigEo (1.19), & uma 3-va-
riedade poliédrica.

Mostra-se qﬁe 0 revestimento universal de Sljc szf
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é Rx D2', sendo R a reta real.

gl - -
|
2 |
; P 4 L
L | o
| !' | o,
| l‘ ' 1)" 2 {
' || ':' . _;Fﬂ l
AL -
/;/l:t\\| /7‘*
BWAAN l\ : /  '
hhin SN AN

Fig.1l

2 .

Verifica-se, sem dificuldade, que épesar de Rx D
ser um espago nzo compacto, Rx D° & localmente uma varie
dade poliédrica.

2

De fato, fazendo-se um corte ao longo de qoxD ob

tém-se um bloco triangulado homeomorfo (topologicémente).
a Ix D2‘, I= EO,J.:I., Em seguida, emendam-se blocos igua;l._'
‘mente triangulados, um apds o o’uﬁro, de modo a completan-
-8e 0 espago Rx D2, gue deste modo»passa' a ter, local-
mehte, uma estrutura de variedade poliéddrica.

'}..".Fixemos como zero-ésimo bloco B, a um bloco bem de
2

terminado de Rx D°, 0 i-ésimo bloco B, seréd o bloco deg

locado de i unidades 3 direita do zero-ésimo bloco.
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0 estudo que faremos a seguir terd por base 0S es-

1 2 2 2 .
pagos 8 x D e Rx D . Em Rx D7, repetimos, conside-
raremos sempre triéngulag&'es "periédicas" recobrindo tri .

angulagdoes de Slx D2. - Pixemos um ponto,xo no interior

1 2 2 ~ -1
de 87 x D° e tal que x & u,x D°. Pamos X,=p (xo)nBi.

Para maior faciiidade, desenharemos o espago SlxD2
e 08 nds, consideraéos em Slx Dz, curvilineamente.

Denotaremos por p a aplicagso revestimeﬁto, que pos
sui a seguinte propriedade:

"g aplicagd@o p: i, S'co + X,x,, onde X & um espago
revestimento de X e '5'(0 € p¥z,), induz um monomorfismo
P :‘"'(%,3’:0) -+"T(X,x0)" (Ver P.J. Hilton: Homology Theory
6.5.10, pg.251). Em palavras, qualquer lago éom pontoba
se x  em X, levanta-se univocamente em um caminho de .}.{
com ponto inicial '5'{0; os lagos com ponto base xo, perten
centes a elementos de p*(‘“’(i,ib)) levantam-se em lagos
com ponto base '5&0._

No nosso caso, i: Rx D2 é um espago simplesmente
conexo e, entao, todo lago que se levanta em curvas fe —
chadas em Rx D2, é homotépico a zero em Slx D2.

No que segue vamos sempre supor que 08 nés estao

contidos no interior de Slx D2 e que passam pelo ponto

X
o)



As figuras -a}bé;{i;;xd-*il_ustra’m- eicemplos de nés em

S]_',x 1)2 bem como seus respectivos levantamentos no - espa

-g_o' revestimento univé'rsal . Rlx D2..

h

Fig.2 _ : . - Pig.3

Fig.4 " . Fig.5

Fixado um ponto x, € Kl através de cada ponto de
p"l(xo) passa uma curva que recobre o.né Kl’ sendo que

una & o,fbtid.a da outra por t;?a}ns.l'agﬁes paralelas a R.
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Os levantamentos do né Kl da figura 2, sao curvas

fechadas, portanto Kl é homotépico a zero em S]Tx De,cog

forme a propriedade da aplicagao de revestimento citada
na pégina 50.

Entretanto, os levantamentos do né K figura 5,

2,

sao curvas abertas. Intuitivamente, podemos observar

que o né K, nao é homotdpico a zero.

2

Logo, os nds Kl e K2 nao podem ser equivalentes.

Mais geralmente, se X e XK' representam elementos

2

distintos de ‘W(Slx:D %), entd3o, ndo serdo equivalen-

tes.
Temos, portanto, um primeiro invariante para clag

sificar os nés em Slx_D% E 6bvio, porém, que dois nds

R
|

Ve
s
/7
Fig.6 | Fig.7

gorrespondentes a um mesmo elemento de v (sl x D2; % )ndo

serao necessariamente equivalentes entre si. De. fato,



 Rx D°.
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‘basta considerarmos os_nés-Ki da figura 2 e K3 da figura
6, ambos homotépicos a zerb.

Basta observar gue_Ki nEo é um né pequeno, mas K3
é.

;
i

(2.8) Definiéﬁo: Um né K em SRx>D2 é trivial se K é equi
_valénfe ao bordo de um triangulo d§ tri
angulagao dada. | |
| Baseadoé na‘definigﬁo (2.8) podé—ée verifioai ‘qqé
um levantemento isolaéo.de Ki ou.de.KS'é um hé ﬁr;viélép
0 | | o |

1

(2.9) Definicao: Um né .K em S xD? é trivial se X for
_ Zerinigao ST =1 £ TR

um né pequeno cujo levantamento isolado

é trivial em Rx DZ.

No artigo} "A quick trip through knot theory" To-
pology of 3-manifolds and related topies, pg.140,R.M.Fox
mostra que todo né é~bprdo»dé uma superficie orientdvel.

Este fato nosApermite fagzer alguﬁaé conéiderégﬁes,

sobre o numero de entrelagamento de dois nds em Rx D%

Para isto, consideremos dois nés orientados Kl,e_szseﬁ-

do Ki bordo de uma iuperficievorientada S, ecuja orienta-

|
{
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‘gao é coerente com a orientagd@o de Kj.

Nos pontos em qué K2 atravessa a superficie S con
gideramos uma hélice dextrogira determinada pela orien—
tagao da superficie e da normél a S no ponto citado. Se
a 'orienvtag'éo de K2 concordar com a orientagao d‘a normal
atribuiremos o valor +1, caso contrério, -l. O ndmero
de entrelagamentos do né Kl com o né K2 serd a soma al-
gébrica dos valores atribufdos. No caso da figura aci-
ma o rﬁimero de entrelacamentos & +2.

Uma definigao precisa e sem necessidade da consi-
deragao da superficie orientdvel S pode ser encontrada
em: [S, pg. 366 ].

Dado um né K em S™x D2, denotaremos por K o le
vantamento isolado de K em Rx p° que passa por il e o
denominaremos de i-ésimo levantamento do né K.

No que segue congideraremos somente nds homot6pi-

COS &8 zero.

Posto isto, consideremos o seguinte né X em Slx, DZ,

cujo levanteamento em Rx D2 aparece na figura 8.
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Fig.8

B fécil ver que o niémero de entrelagsmento de K°
com Ki é zero de if2 e & +lse i=2, “Jé"péra o né

da figura 3, temos que o 'mimero de entrelacaménto de

Ki com Kg'_ é +1 e de K;,' com Ki é zero, para todo
'i¥l. . : .. . .

O fato acima nos sugere a construgao de alguns in
variantes de tipo de né a partif dos enfi'glagamentos |
dos levantamentos de um né.

Antes, porém, consideremos o seguinte

(2.10) Lema: Se dois nés s@o equivalentes em Slx D'g,g_e
gundo um homeomorfismo linear por partes

h, entao, existe um homeomorfismo linear por partes

2

f: rRx D%, 'io + Rx Dz, S'ro, que torna comutativo o dia-

grama
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Rx-fp,xo"' 'RXD,YO
b P
- 8T xD%x - T 5 x D ,h(xo)

; '.Onde- pé va’j-"ajp'li_,c,:ag"éo revestimento, e ‘ioe p’l(h(xo)), le-
-_’v-a'ndo o ponto ‘base 'J"co no ponto base 'io.

Prova: -C_ons-ideremos o seguinte diagrama comutativo

*>ST x D2,h(xo)

oﬁde; pér ¢§nsfrug§o f=ho p, f(io)z h(p(éo)) e pelo
teérema ' 16.3 tHu, Homotopy Theory, pg. 90_-_{ temos que T
é o lé‘iantanienfp._ﬁniqo de £ tal que pof = f, %(3’:0) = '370
ﬁm’a- vez que fa(‘l\'('RxDZ, io)) c px (MR x D2', 50)).

Ainda, pev‘ld mesmo teorema 16'.3, existe uma tnica
aplicag'éd --é:lﬁxiﬁ, §o +Rx 15 ;0 tal que é(;ro).-.‘:'co, PoE=g
- ,.que levanta g= h';‘l 0 P.
| "Mbé,’cremos,eht'éo, que

= 1

M

Bof=lparpyg’ © FoEtlaxp,j
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De fato, basta aplicarmos, alnda, uma vez, 0 teore

ma 16 3 para

S 2 T
1 2 |

R X,;ﬁ,i . G ) , X g
o P )

el
E Wb

poie, (BoE)(X,) io e (po (Bo (%, )= (Pos)f(":; )”:.82; )—x ‘

.
1y

e(po(gof»(x)-(pog) (x) g@’)-ﬂliom(y)—x.

‘Isto nos mostra que Zo?T & um levantamento Uniés 45 p.
Como Ip o2 também é um levantamento, de p, coneluimos que

g0 F=1

o

Rx D?

.Afxalogaﬁfentef mostra-se que fog = IRx D2

Portanto, f é homeomorfismo linear por partes de
Rx D2 sobre Rx D2 que levanta o homeomorfismo linear por
el 2 1 2
partes h: ST x D"+ 5" x D° e que torna equivalentes. os
nés de Rx Dz— que sd@o levantementos de nés equivalentes
em Slx D2.

Consideremos as seguintes definigoes:

Um entrelaceamento L de multiplicidade B é a uniao.,

1 orientadas, duas a duas dis

juntas e imersas linearmente por partes em uma 3-varieda-

de M30

de p l-esferas poliédricas L
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Dois entrelagamentos L e L' szo equivalentes se e

apenas se Q= ’z" e se existe um homeomorfismo linear por

3 3

’partea.f*deM sobre M~ que preserva a orientacao +tal que

fI, =1} e fIL.i também preserva a orientagdo, i=1,...,p.

Uma classe de equival@ncia de entrelacamentos é um

tipo de_entrelagamento.

Um ﬁé & um entrelacamento de multipiicidade p= 1.

Podemos, agora, construir alguns invariantes de 'tg‘;
- po dé né, a partir do nimero de entrelagamentos dos le-?
,va"r;t'a‘mentos de um né K homotépico a zero.

| Com efeito, sejam K um nd enm Slx D2 e Ki o i-ésmi

mo levantamento de K em Rx D2, com i=0,1, 2,...

Denotemos por /\o o tipo do né kK°, por /\i’ o tipo
do entrelagamento dos nés E° e Ki‘ e por ?i= (Ko,Ki), 0
‘nimero de entrelagamento entre k% e Ki, 121,250003 sem

perda de generalidade, podemos considerar 7&ie~. 0.

Nos exemplos das figuras 3 e 8 temos, respectiva -

’me'nte,
)-lal, 1230, %: %4-’-' e o0 =O’
.?~l= 0, ?\2= 1, }3= %:: ees = 0.,

(2,11) Teorema: Se X & um né em st x D2, entao,



a).

v)

o)

Prova: a)

,b)

59

existe um natural n, tal que

Vrem, r>n, A,=0

o némero ‘)\i= (Ko,Kl) é un invariante de tipo

dené (Viem e A= (&7, K*9) (/s € 2)

{219 7}29 .13,“0}. ngo € um sistema cb‘mplgto de

invariantes. de tipo de né.

'segué imediatamente do fato ’une éada“ J.'evéngma‘-u
mento isolado do né K & um conjunto compacto
e cada bloco B & teambém compacto. Portanto,
3 no € N tal que Vr eN, r >0 he;».‘cisteni
duaé bolaé abertas‘eu’l RxWD24, uma;ﬁc-aét”e‘ndp;Ki
e outra contendo Kr,, di.sjunfagg 0 que'aéaz;"re;;

ta que 7\r= 0.,‘

Basta aplicarmos o lema (2.10). coésid‘e‘rapdo-,;

- ~-Se 0 homeomorfismo linear por partes

c)

~ 2

f: Rx D, ;co* Rx Dz, 3*0 para obtermos:

i

= (B5EY) = (FRSTEY = (R°F5, %) WieN, veer.

Consideremos os nds cujos levantamentos 880

08 das figuras 7 e 9.
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Fig. 9

B fécil ver que ambos os nés sdo homotépicos a zg_
‘::_I“O. Aen‘l 781X'D2, os entrelacamentos sao equivalentes e
7‘1= ).'i= 0, i=1,2,... Entretanto, as partes do levan-

"-tamehto do né da figura 6, sao todas separdveis, ao pas

"sd..q,u,e. as partes do levantamento da figura ,9’ apesar de
cada dois exemplares nfo serem entrelagados, n@o se se-
pérarn, o que mostra que os nés dados ndo gao equivélén—

2

tes em Slx D°. Portanto, {7\1, T, A ,} ndo cons-’

2
titui um sistema completo de invariantes.
A parte c) do teorema anterior nos mostra um fend
meno tipico do espago Slx D2. Vé-se, entdo, que oé in

variantes 7&1 sao insuficientes. Além disso, um teorema

'aﬂné.log,o .48 partes a) e b) do teorema (2.11) subsiste pa
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ra 08 /\i e, ainda, os exemplos das figuras 6 e § mos-
tram que os /\'i, apesar de muito mais fortes do que os

?si 5

nao constituem um sistema completo de invariantes.
Em trabalhos futuros pretendemos encontrar  inva-
riantes que reduzam, por completo, o problema dos nés no

éspago Slx D2 a problemas do R3o

Aplicagao do Lema .de Dehn

Sabemos que se K é um né pequeno em Slx:D2,ent§o,
X é homotdépico a zero em Sl':x.Dz° A‘reciprqca;g;mfggm?,
pre é verdadeira, isto &, podemos ter néél homqtépiq9§ §,
Zero em Slxznz,sem que sejam pequenos. Q:pé da;figgrg;
2 satisfaz esta condigao. |

0 teorema (2.12) tem por objétivq dar ﬁma‘condiggo_
que caréctériza os nés peéuénéso Na demohstragﬁo deﬁéaiz
teorema usaremos o Lema de Dehn, cujé'démonStfagﬁoQ“pbdé'

ser encontrada em Bull. Am. Mat. Soc. - A proof and

extension of Dehn's lemma - por Arnold Shapiro e J.H.C.

Whitehead - Vol. 64, n? 4, 1958, pg. 174.

Lema de Dehn: Se M & uma 3-variedade e \{/:'.AZ +M & uma

aplicagao linear por partes tal que Y(Az) néo possui

auto-intersecgoes, entdo, existe V: 1_\2 +M linear por
partes tal que \]f[ﬁzz V e V¥ ([;2) é um disco que nao

RO RS R
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possui auto~-intersecgdes.

Seja K um né em Slx Dz, T(K) uma vizinhanga tu

bular aberta de K. Designemos por ae‘K((Slx DZ)-T(K),;)-.:

=AM (K) a classe de homotopia, cujo lago representativo

é o homeomorfismo linear por partes ‘P:Az -> uo"x ¢, on

de C=

b2,

Ent8o, temos o seguinte

(2.12) Teorema: a = 0 em T(K), se e somente se X é§ um

ndé pequeno.

Prova: Se a= [J] = 0, entdo 9 & homotépica a uma apli

cagdo constante e, ent@o, pela proposicio 1.2(2)pg.l36

Topology - James Dugundji, ‘-F tem uma "extens@o" conti-

1 2

nua (D:Az,AZ +8xD -k u xC

tal que

0] A2= 'AZ "‘uoxC, ¢ | 'AZ="P e ¢(A2) é um discocom

eventuais auto-intersecgdes no seu interior (ver figura

10-b).

Lo
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Pelo lema de Dehn, existe uma aplicag¢do linear por
partes VY AZ,Az +stx o - T(X), u x G, tal que
‘P 152: ,Az > u X C € um homeomorfismo linear por par

tes e VY (Az) é um disco sem auto-intersecgdes, cujo bor

do & u x C.

Conside:cjemos9 agora, a n-subdivisﬁo derivada de
Slx D29 para n suficientemente grande, de m_ddo que \{/(Az)
possua uma vizinhanga derivada N que n8o intercepte _o. né
K. ° Ent3o, por (0.63) N é uma vizinhanga regulér del
x=Y (a%). | -

B f4cil ver também que NNOIM €& uma viziﬁhanc;a re:
gular de XN AW em oM, isto §, N encontra o bordo regu—i
.larment.é ‘e, entdo, pela proposigdo (0.66) N} XU (Nnam;)tx.

Por outro lado, VY (Az) é um 'disvco, portanto, co=
lapsivel e, ent@o por (0.63) parte 3), N é uma 3-bola po
liédrica.

2

. 0 . .
Portanto, Slx D"- N é uma 3-bola poliédrica con-

tendo X no seu interior. Logo, K é um né pegueno.

Reciprocamente, se K é um né pequeno em Slx D2, en

tao, existe uma 3-bola poliédrica B, contida no interior

‘ o)
de St x D2, contendo K. E imediato que oteﬂr(slx - B)

2

é a classe nula. Entao, oreﬂ\'(slx D - ™(K)) é, ainda,

a classe nulsa.
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