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Regular Neighbourhoods and Small Knots in SlxzD2

SUMMARY

Aldo Ventura Adviser: Gilberto F. Loibel

The aim of this paper is to give conditions to reduces knot

problems in SlxzD2 to knot problems in R3.

For this we give the notions of small knot and trivial knot

in a three manifold M.

We say that K is a small knot in M if there existe a 3—ball

in the interior of M, submanifold of M containing K.

Let K be a knot in Slx ID2 and of €“(Slx DZ- T(K)) =ªl((K)

the homotopy class, whose representative loop is the piecewise

linear homeomorphism ?:«Az ª'uºic C, where C is the boundary

of the disc Dº, uoe Sl and T(K) is an open tubular

neighbourhood of K.

Then we have

Main Theorem: cc: 0 in ª(K) iff K is a small knot

To prove this theorem we use Dehn's lemma and the notion of

polyhedral regular neighbourhood.

In chapter I we, develop the theory of colapses and the

theory of regular neighbourhoods from the polyhedral view

point and we believe that we gave an original form of

presentation of Polyhedral Manifolds Theory.
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.INTRODU o

O presente trabalho foi dividido em três capítulos, e

saber:

a) o capítulo zero é o dos pré-requisitos e contém as no

Y—çoss e teoremas, nos quais se fundamentam os  capítu- '

b)

los seguintes, tais como compl exe simplicial, subdivi
sões, aplicaçoes lineares por partes, variedades line
ares por partes, poliedros euclidianos, colapsos e vi
zinhanças regulares (euclidianas). Todo ele é conª

atraído seguindo-se bem de perto os livros de Leslie C.

.Glaser e J.F.P. Hudson, que na bibliografia aparecem

'como [G:] e. [É].

-o capitulo 1 contém as noções de triangulação de um

espaço topológico, polieero não eúclidiano, cuja es-

trutura é dada por uma classe bem determinada de tri-
angulações, variedade poliédrica, colapsos e vizinhag

ça regular de um poliedro não euclidiano.
No parágrafo referente ao estaselecimento do con-

ceito de poliedro, demonstramos o lema (1.6) que ca—

racteriza a noção de classe maximal de triangulações,

lema este Que será de fundamental importância na pro-

va do teorema (1.8) que estabelece a univocidade de

' uma classe T'de triangúlações de modo que o par(X,T)
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seja um poliedro.

Destacamos, também, a importância do teorema (1.22)

que estabelece uma relação entre as estruturas polié-
drica e combinatória de uma variedade poliedrica.

um assunto ligeiramente parecido com este capítulo
encontra-se em [:Zl, pag.57]. Cremos, entretanto, que

demos uma forma original de apresentação desta teoria.

o capítulo II é a parte principal do trabalho, onde eg

tabelecemos a noção de nó em uma variedade poliédrica
de modo análogo como é feito an [E]. Definimos o que

seja um nó pequeno e particularizamos o nossoemtudo pª
ra o caso da variedade poliédrica Sl'x Dz. Construímos

alguns invariantes de tipo de nó a partir do número de

entrelaçamento dos levantamentos de um nó homotópico &

zero e, pelo teorema (2.11) verificamos a insuficiên-

cia de tais invariantes para uma classificação comple—

ta dos nós em SlJCDZ. Em trabalhos futuros pretende—

mos encontrar invariantes que reduzam, ao menos, o prº
2a problemas do R3.blema dos nós em Slx D

O teorema principal é o (2.12) que dá uma caracterl
zação para os nós pequenos. Para demonstra-lo utiliza—

mos o lema de Dehn, do qual damos apenas o enunciado.

Desejo expressar, nesta oportunidade, minha gratidão ao
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Professor Gilberto F. Loibel pelo incentivo e orientação

segura que me dispensou durante a elaboração desta Tese.

Meus agradecimentos ao Professor Mario R. Saab pelo

tempo dispendido em assistir várias exposições sobre o

assunto aqui apresentado e durante as quais sugeriu exeª
plos elucidativos.

Sou grato também a Dona Hilda Bruno, Secretária do De

partamento de Matemática, pelo excelente trabalho de da-
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CAPITULO O»

POLIEDROS EUCLIDIANOS

J'

Denotaremos & reta real por R e o n—espeço eucli—

diano será denotado por R“: Rn'lxR= [(xl,...,xn) [xiéR].

Usaremos para o Rn & métrica dada por:

)2 ]l/Zª(pgq)=[(x1—yl + (x2-y2)2+.-.+ (xn-yn)2

onde p: (Xl'º'ººxn)' q=.(yl,,..,yn) são pontos do Rn.

(0.1) Definição: Um subconjunto P do Rn tem seus pontos
em gosigão geral se k+2 pontos arbitrª

rios de P não estão em um mesmo k—plano, com'

k=0,192,oo09 n—l

(0.2) Proposição: Os r pontos pl,p2,...,pr do Rn estão
em posição geral quando e apenas quan—

do os vetores Vi==p1"pi+l” i==l,2,..., r_l são linea;
mente independentes, com r= 2,3,..., n+l.

(0.3) Exemplos: 1) Na reta real dois pontos quaisquer
estão em posição geral;

2) No plano9 os pontos ãe uma circun—

ferência estão em posição geral;
3) Os pontos sobre a curva 3r= x3 não

estão em posição geral, pois sempre é possível determi—



nar-se sobre a curva'wês pontos alinhados.
4) O conjunto C=t(t,t2,...,tn)€Rn[téR]' no Rn

tem seus pontos em posição geral.

De fato, basta considerarmos o determinante de

Vandermond

2 n1 tl tl ------ tl
2 n1 tz tz ______ t2

A : =.'Tr(.ti_tj) ,!o
1 tº tº DJ

n+l n+l————— n+l

uma vez que os n+l valores distintos tl,t2,...,tn+l,
atribuídos ao parâmetro t, determinam n+l pontos distig
tos de C que não estão em um mesmo hiperplano, pois mu;

tiplícando-se a lª linha de A por (-1) e somando-a às

demais, obtemos:
n n

1 tl *É “62 —ªº1—— “62 #03.

n n n n
O tz —tl -- tz '- tl 123 'Ttl-- 133 .:.-tl

| |

_ _ __ n
_ 11_ | ,A.. c:) 123 tl t3 tl- : | #0

| ' '

| ' .

|
' '

| n n : n : n
_ -- _ _ -_'t —t0 tn+1 tl tn+ tl tnú. tl n+l l

O que nos garante que os n vetores linhas do<ê

terminante A são linearmente independentes. Portanto,

pela proposição (0.2) os (n+l) pontos dados estão em pº



sição geralº

Seja “V: (voyvl,..º,vk) um conjunto com k+l elº
mentos e seja Alº: (cr: V—r [Ogg/z: «(vi)=l e a(vi)ào]

xâêV

(0.4) Definigã—z O conjunto Ak é denominado k—símple-

gg_ªggggªgg de dimensão k. Uma apli—

cação & é chamada um 29239 de Ak. Os elementos de V

denominam—se vértices do shnplexo Ak e os &alores de

. k “a sobre os vêrtlces de A sao as coordenadas baricên—

tricqg do ponto aº

(005) Definição: A distância a(oc ,(3) de dois pontos (1,9

de Ak é dada por

2 1/2
a(oc,(3)= [ >: [a (vi)—(swim)

vi€V

e o espaço topológico9 cuja topologia é & induzida

pela métrica d, é denotado por lAkl e é chamado o gg

pago de Ak

Consideremos, agora9 k+l pontos do

n NE (nàik) pº,p1,,º3pk, em posiçao geral, e definamos

o subconjunto do Rn



k k
.C = .XCHIH gaí=l, diª O V1=O,H.J<

1=O 1

E imediato que se

k=0, Cº: po;

k: 1, C1 é o segmento de reta que une Po a pl;
2 , . , .k: 2, C e o trlângulo de vertlces po, pl, pz;

k: 3, C3 é o tetraedro de vértices po, pl, p2,p3; etc

(0.6) Proposição: O espaço Ck com a topologia induzidado
Rn nà'k é homeomorfo ao espaço [Akl de

um k—simplexo abstrato.

Prova: Consideremos, no Bk+l, k+l pontos 50” El""' Ek

tais que os 51 tem & (i+l)-ésima coordenada igual a 1 e

as demais todas nulas.

k k _ k
Seja A: :: ai pi/ : ai=l , aieoizO i=O

Não é difícil ver que os espaços ok e A#, com as respeg
tivas topologias induzidas, são homeomorfos.

Definamos, agora, uma aplicação h: !Akl-* Ak por

k - k

l=0



A aplicação h:, assim definida, é faobxªe9 poís dado

um ponto qualquer Se Akª 3= ;: ai 51, Entãog definindo
1

,., ... k
o:: V + [_OglJ por a(vi)= aí,, temos que OtêlA [, e,po_r_'_

tanto9 h(cx)= 5
Além disso? h é uma ísometría. Com efeitos, se

592].- E Aky 91317309

.. _,, k 2” 1/2 k 1/2
MPM.) = 530 (Gti ** (31) = 130 (q (vi)-' (3 (vi))z : à(d ,(3)

==:

kPortantof, h é um homeomorfismo de Mkt sobre A 0

Sendo AK homeomorfo & Ck segue que [Akl é homeomorfo &

ck“

Observemosº ainda? que se o ponto ae [Aki é tal
que o: (Ví)=l e «(%)—=O para todo jÁlg então (1 pode

ser identzifíoaão com () vêr—tica Vê & V e a imagem de Vi

. - kpelo homeomorflsmo 11 é o ponto pie A. . Pelo homeomog

fismo composto o vértice Ví pode ser levado sobre o poª

to pi € CKº

(007) Definição:, 0 eSpaço topológico Ok é chamado uma

realização geométrica do k—simplexo Ak



n k , . u .no R , na k, e o espaço A e & reallzaçao canônlca de Ak

Rk+l.

Em Vista de (0.6) sempre que considerarmos um k-

-simplexo daremos ou admitiremos uma realização geométrª
n . » kos no R ,lnàln e, por comodldade usaremos & notaçao A

para a realização geométrica e & denominaremos de k-sim—
1

plexo (geométrico), isto é, AC: [vo v ...v1 kl:
n .=[(aovo+ol Vl+".'+ak Vk) GR /€1qí= l, otlào, Vl]

k . NSe a=ot v+...+ukvéà,os números reals onsao as0 o k 1

coordenadas baricêntrícas de a. Em particular, o ponto

denotado por Ak com cada GÉ==E%Í é chamado obsricentro

do simplexo Ak.

(0.8) Definição: A realização canônica Ak, no Rk+l, de

um k—simplexo é denominada k-símplexo

fundamental ou padrão.

(0.9) Definição: Seja Wªªíviºº vil,..., Viê]CZV) um

p—simplexo BP é uma face do k—simplexo

k p_ k _
.

A (kàp) se B ..[oneA /on(vi)—O VvíeV-W]



919395195 BP< Ak

Incluiremos Ó<Ak e Ak < AK.

As faces de dimensão p <]: são chamadas gªgª
próprias de Ak. Cada face de dimensão k—l de um k—

-sirnplexo é determinada por um vértice e é dita gagº

oposta ao vértiCe em questão. Neste caso é canum de—

notar—se & face de um k-simplexo oposta ao vértice
v por<vov...$....v >.1 l 1 k—l

(0.10) Definição: 0 bordo de [Akl, denotado .por ôlAkl

ou Ak, é constituído de todos os

pontos cx e [AKI tais que «(vi) = O para algum vie V.

o interior de Mªº], denotado por intlAkl Ou.

XK, constitui-se dos pontos «GIAkÍ tais que

a(v1)>0 (Vvie V).

O NSe oc eAk, entao, ot é um ponto interno a Ak.

(0.11) Obserxfagãg: O conjunto dos pontos internos (do

ponto de vista afim) de um dado sjr_n_

plexo não coincide, necessariamente, com os pontos

interiores (do ponto de vista topológico) do mesmo

simplexo .



(0.12) Proposição: O k-simplexo Ak determina seus vérti
ces.

25233: Todo ponto de Ak, exceto os vértices, é o ponto

médio de um segmento inteiramente contido em Ak; isto
caracteriza perfeitamente os vértices de Ak.

Decorre imediatamente desta proposição que a di-
mensão de um simplexo é uma propriedade do próprio sim-

plexo.

(0913) Definição: Um complexo simplicial K é um conjun-

to de simplexo tal que

1) se AeK e B<A então BEK

2) se A,B€K então AMB é uma face comum de
A e de B.

3) K é finito.

Os O—simplexos de K são denominados vértices de

K. 0 espaço subiacente |K! de um complexo K é:

(0.14) IKI= U !Al
AEIC

Logo, IK! é'um espaço métrico (e, portanto, de

Hausdorff) compacto. A dimensão de K é a máxima dimen-

são de um simplexo de K. Um complexo K tal que dim Kán

é um n-complexo.



(0.15) Definição: L é um suboomplexo de K se L é um com-

plexo e chK.

(0.16) Proposição: Se p elKj, então, 9 é interno a um

e somente um simplexo de K.

Prova: Seja B==áígl A a intersecção dos simplexos A de

K aos quais p pertence. Pela 29 condição da definiçãocb

complexo simplicial temos que B é um simplexo de K. E

imediato que p é ponto interno de B, pois se p pertences

se a uma face própria de B, a intersecção acima não se-

ria igual a B.

A unicidade decorre imediatamente considerando-se

& intersecção acima.

Consideremos, agora, p GIKI e seja A o único siª
plexo tal que p €.3 . Então, p pode ser representado

univocamente em termos das coordenadas baricêntricas dos

vértices de A.

Em particular podemos escrever

P=C11 Vl+oun+ “SVS

onde diz 0 se v não fôr um vértice de A e ªi é & co—1

ordenada baricêntrica relativamente a A se va e A.

(0.17) Teorema: Se dim|K|==n, então, IKI pode ser mergu-
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lhado no R2n+l

22235: Sejam vl,v2,,..,vk os Vértices de K e considerº
mos no 32n+l os pontos pl,p2,...,pk tais que os pi
tenham coordenadas (i,iº,..., 12m+l) com i==l,2,,..,k;
tais pontos estão em posição geral, conforme o exemplo

(0.304)º

Definamos f(vi)= Pi i==l,2,...,k e para cada

simplexo A de K,.A: (viº,,.., Vis) estendemos f a [A]

por
s 5f( 2 a..v..)= a..f(v..)

j=o 13 13 j=0 13 13

Seja P o conjunto dos simplexos geométricos C do

R2n+l imagens pela f dos simplexos A de K, isto é,

P=zf([K|).
Mostremos que P satisfaz as condições da defini—

ção (0,13) de compleko simplicial.
De fato, se Cle P e 02< Cl,então, C 6 P,poia2

02 sendo face de Cl' os seus vértices constituem um suª
conjunto de um conjunto de pontos em posição geral,logo

C2 tem seus vértices em posição geral.

Suponhamos, agora, que Cl: [pio,...,pir] e.

C = pº ,,..,p. sejam simplexos da coleção P imagem2 Jo JS

pela f de algum simplexo A1 e A2 de K, reSpectivamente.
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Como (r+1) +.(s+l) é 2n+2 pois ré n e sé. n de;;

de que dim Kan, o conjunto de pontos [ê10,.",pir,£50,uº,pjsª

determina um simplexo no R2n+l, do qual C1 e 02 são fa»

ces e, a condição 2, fica satisfeita.

Sendo K finito, P é finito.
Além disso, fzíKl +vP é um homeomorfismo. De fª

to9 sendo linear f é contínua. A biunivocidade decorre<à

representação única dos pontos de P<2R23+1, em termos de

coordenadas barícêntricas. Que f é sobre, deoorrech prá

pria definição da f. ?or outro lado, sendo [A! um espam

ço de Hausdorff e a imagem de A pela f um espaço compacm

to, segue que f é um homeomorfismo de [K] sobre P.

(0.18) ºâ£i2i9ã2= O complexo geométrico (retilíneo) P dª
nomina-se realização geométrica do coª

plexo simplicial K.

De agora em diante trabalharemos apenas com oscwª

plexos geométricos e denotaremos por K, salvo menção em

contrário.

(0.19) ºgâinigã : Um poliedro euclídiano, em algum Rn9 é

uma reunião finita arbitrária de sim—.ª

plexos (geométricos).
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(0620) Proposição: A reunião, a intersecção, o produto

cartesiano e a imagem linear de po-

liedros euclidianos são poliedros euclidianos.

(0.21) Proposição: Todo poliedro euclidiano é o espaço

subjacente de algum complexo geomé-

trico.
Para a prova ver Corolário 1.7, pg. lA- [H].

(0.22) Definição: O complexo geométrico K denomina-se

triangulação do poliedro euclidiano

lKl.

(0923) Definição: Uma aplicação simplicial de um com-

plexo geométrico K em um complexol
Kl] +-[K2[ entre osgeométrico K é uma aplicação f:2

poliedros euclidianos [Kll e [Kz] tal que:

1) f é cbntínua;

2) f aplica vértices de Kl em Vértices de K2 e

se AE K tem Vértices vº,... ,vn, então,1

f(A) e K2 e tem vértices f(vo),...,f(vn);

3) f é baricêntrica, isto é, se 13: aºvo+...+ anvn,

entao, f(p) : aºf(vº) +. . .+ anf(vn).
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(0.24) Definição: Um isomorfiemo é um homeomorfismo sim-

plicial e denota-se por ; .

(0.25) Proºosigão: Se úma aplicação simplioial deiF+|K2|
é um homeomorfismo, então, f'1 é sim-

plicial.
Egggª: Se f é um homeomorfismo eimplicial, então, os coª
plexos geométricos kl e K2 são de mesma dimensão e pos-

suem o mesmo número de simplexos.l Além disso, sendo f
biunívoca e sobre, f aplica vértiees distintos de Kl so-

bre vértices distintoe de K2 e as imagens desâmplexos de

Kl' pela f, esgotam os simplexos de Kz. “Posto isto, a

verificação das condições 1), 2) e 3) de (0.23);mra f'1
é imediata.

(0.26) Definigã : Se K1 e K2 são complexos geométricos,

diz-se que K2 é uma subdivisão (Sim-

plicial) de Kl se:

1) lKllz |K2l

2) Cada simplexo de K está em algum simplexo de

Kl.
2

(0.27) Definigã : Uma aplicação contínua f:|Kll-*|K2[ é
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l 2

131»ng é

linear por partes se existem subdivisões L e L dos coª
plexos Kl e K2' respectivamente, tais que f:
simplicial.

(0.28) Definição: Um complexo geométrico Kl é combinato—

riamente equivalente a um complexo geº
métrico Kz, Kl ' Kz, se existe um homeomorfismolineargxw

partes f levando Kl sobre Kz.

(0º29) Exemplo: Se Kl é uma subdivisão de um complexo É;
4

então, as aplicações IK] + [Kll e [Bill-* [Kl

induzidas pela identidade são homeomorfismos lineares por

partes, isto é, KzKlQ

De fatog considerando-se Kl como subdivisão de Kl

mesmo e de K, então, llKll: |K1[-+[Kl[ é uma aplicação

simplicial.

(0.30) Progosígão: Se um homeomorfismo f: Kl[-+|K21 en

tre poliedros euclidianos é linear por

partes, então, o homeomorfismo f—lle2]—+!K1l é linear

por partes.
Provª: Seja f:]Kl]-+IK2í um homeomorfismo, entre polie—A

dros euclidianos, linear por partes, então, pia defini-—
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ção (0.27) existem subdivisões L e L2 de K e K2, regl 1

pectivamente, segundo as quais f é simplicial. Tendo em

vista o exemplo (0.29) pºdemos considerar o segúnte diª
grama comutativo.

flKlI ***—*** lel

*

lLll 'ª'—;*"— le1

Portanto, sendo f um homeomorfismo simplicial pela pro—

posição (0.25), f*lw lel + [Ll] é um homeomorfismo siª
plicial e, então, f'l: |K2|-*[Kl| é um homeomorfismo li
near por partes.

(0.31) Proposição: A composição de duas aplicações li—

neares por partes, entre poliedros eg

clidianos, é uma aplicação linear por partes.
Para a demonstração ver Teorema I.6 pg. 15 [É].

(0.32) Lema: Se f:]Ll|-*|L2[ é um homeomorfismo linear
por partes, então, existe um comple—

xo Lí que é uma subdivisão de L e de L qúe torna co—1 2'
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mutativo o diagrama:

lLll -——L—+ ILZI

f'

lLíl

e onde Sl e f' aplicam simplexos de Li em simplexos de

L .2

Prova: Sendo f um homeomorfismo linear por partes, exig

tem complexos Lí e Lª tais que U: [Lil-*!Lêl é um ho-

meomorfismo simplicial. Então, é comutativo o diagrama:

tªll
f

[1421

T

ILíl ———;—"º* Mªl

Por outro lado, f'= 52 d . aplica simplexos de Li em

simplexos de L5 e a prova é completa.

(0.33) Definição: Sejan.A= ípl,p2,..., pr] e

B: [ql,q2,...,qs] simplexos geométri
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cos, de alguns Rn, com r+sé n+1 _e a totalidade dos vêr

tices de A e B em posição geral. Então, (le'º pr'qlº'" ,qs]

gera um simplexo AB denominado a junção» de A com B.

(0.34) Observações: 1) A junção de um p-simplexo com um

q-simplexo é um (p+q+l)-simplexo;

2) Por convenção a junção AQz (DA :: A.

(0.35) Definição: Se K]. e K2 são complexos geométricos,

então a junção de Kl com K2 é o com-

plexo K1K2= [AB/A e K1, B € Kz] u Klu K2 tal que se

13 B-EK entãoAl'AªK 1' 2 2'2 1'

Al Bin A2 132: (Alm A2)(Bln 132).

A restrição imposta aos simplexos da junção de Kl

com K2 tem o seguinte significado:

AlBl HAZB2 é face comum de A B e de AZB11 2'

(0.36) Definigã :'0 complementar ("link") de um simplexo

A em um complexo geométrico K é o

complexo geométrico 1k(A,K) = (3 e K/AB e: K, AnB= <p ]

(0.37) Proposição: Se 1“: [Kl +|L| é um homeomorfismo li-
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near por partes, K e L complexos simplioiais9 então,

lk(a,K)£.lk(f(a),L) desde que f(a) seja um Vértice de L.

Para a prova ver corolário 1.15, pgo23 [E].

(0038) ºgâinigão: Um poliedro euclidiano |K] é uma ªrbo—

la combinatória [n-esfera combinatóriª

se [KI é homeomorfo linearmente por partes ao púiedro eª
olidiano ÍAnl [ |BAP+1]].

(0039) Definigão: Uma n-variedade linear por partes Mn é

um poliedro euclidiano, no qual todo

ponto tem uma Vizinhança fechada que é uma n—bola combi»

natõria.

(0040) ººggryggãg: A definição dada acima é equivalente
à definição de variedade combinatória

em termos do complementar de um vérticeº Tal equivalên

cia é mostrada na demonstração do teorema (1.22) destatg
seº

(Oº4l) Definigão: Um ponto x é internº a uma n—variedade

M se para qualquer triangulação K de

M, tendo X como Vértice, lk(x,K) é uma esfera. Diz—se
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que x eiª (ou x E õM) se para uma triangulação K de M,

tendo x como vértice, 1k(x,K) é uma bola. O conjunto dos

pontos internos de uma variedade denomina-se o interior da

variedade e denota—se por file-11971
= ªnd é chamado 0 Mãe

M. Se lª.-=(», diz-se que M é uma variedade sem bordo.,

(0.42) Progosigã Se |K] =M é uma triangulação da n—va-

riedade M, então,
É= [A 6 K |lk(A,K) é uma bola] é um subcomplexo de K e

lá]: É é uma (n-l)-variedade sem bordo.

Ver a prova em EH] pg. 27, lema 1.18.

(0.43) Definição; Se K é um complexo geométrico, então

A E K é um simplexo principal de K 'se

A não está sobre o bordo de nenhum outro simplexo de K.

Uma face livre de um complexo K é um simplexo AE K

tal que:

a) dim A4.— dim K-l,
b) A não é face comum a dois simplexos de K. (ver

exemplo (0.46) abaixo).

Consideremos, agora, um complexo geométrico L, suª
complexo de um complexo geométrico K, tal que

K=L+aA+-A
onde o símbolo+ significa reunião, aA é um simplexo pz=in_
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cipal de K tal que aÃ é um subcomplexo de L e A uma face

livre de K, A m,, & GK.

(0944) Definiçãº: Nas condições acima, diz-se que K 00-

lapsa por um colapso simplicial elemen

tar a L e denota-se por K iss L.

(0.45) Definição: Um complexo geométrico K oolaºsa sim»

Elioialmente & L, e denota-se por KF L,

se existe uma sequência finita.
es se esKzKrJ, Kªli ...], L

de colapsos simpliciais elementares.

(0.46) Exemplo: Seja K o tetraedro de vértices [ªo'al'EZ'ªjJ
e LCK. constituído de dois 2—simplexos

de vértices [amabag] e [511329553]

ªo
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.

,Q 0
onde“ K2=Iao ªl az] + leº a1 5131 + [al 32 a3] e K-K2=aA+ A,com

= [aº 32 a?! e &: al.
É fácil ver que ali é um-simplexo principal de K e A 'é
uma face livre de K.

º 0
K -L= aA+A, com A:]ao &2 e a=a3' ,1—

O simplexo aA= [aº al 513] é principal em K2 e A é

uma face livre de K2'

(0.47) Definiçãº: Um complexo geométrico K colapsa & um

subcomplexo L, K L L, se existem subdi
" ' '

, - Svisoes Kl'Ll de K e L respectivamente, tais que Kr], Ll.
Um complexo K é colapsível se K colapsa & um ponto.

(0.48) Definição: Um poliedro euclidianov |K] colapsaaum

subpóliedro euclidiano |L] por um co-

lapso elementar (geométrico) se [K] = [L] + Eu, onde En é

uma bola combinatória tal que sºn |L] = Bn'lc. Én e d_e_

nota-se por [K] Le

(0.49) Definiçao: Um poliedro euclidiano [ch0801528 ao

subpolíedro euclidiano lLI, |K] $ |L],

se existe uma sequência finita |K|= [Kr [ *e [KNIH .el [L].

Um poliedro euclidiano [Kl é colapsível se [Kl colapsa a ,

um ponto.
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(0.50) Exemglo:

(ki
a,,

Pelo exemplo acima, podemos observar que não se

exige que a dimensão das bolas combinatóriaà,quesão rg
tiradas, permaneçam fixas.

(0.51) Pregosigão: Todo colapso simplicial elementar

K: L+ aA+A+ L é um colapso geométrg.

co elementar.

gªgZª: De fato, ]aAl é uma n-bola combinatória e

ÍaAlleLl= [aÃ] é uma (n-l)-bola combinatória em rãàf

(0.52) Proposição; Se [K] + ]L] então existem subdivi—

sões Ki,
scom LiCZKi, tal que Kl + Ll.

Ll de K e L,respectivamente,

Para a prova ver Teorema 2.4 pg. 48 [já] .
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Pela proposição anterior podemos concluir que se
[Kl ; ILI, então, K 4 L. Entretanto, se |K] & |L1 é fal
so que K 4,8 L. R.,H. Bing deu um contra-exemplo de tal
fato (vez- Anne Scott .- Infinite Regular Neighbourhoods .-

Journ. Lond. Math, Soc. (1967)9 245-253).

Todo compleXo geométrico K pode ser escrito sob a

forma K: A lk(A,K) + Q Onde A é um simplexo de K e Q é

um subcomplexo de K tal que A É Q, Q (1 Alk(A,KEÃlk(A,K).

(0.53) Definigão: Diz—se que o complexo geométrico L foi
obtido do complexo geométrico

K: Alk(A,K)+ Q por uma subdivisão estrelar elementar se
. o

L= aAlk(A,K) + Q onde a é A

(0.54) Definição: Uma subdivisão estrelar o' é & resultaª
te de uma sequência finita de subdivi-f

s'ões estrelar elementar.

(055) Exemplº: As n—e'simes subdivisões barícêntrica' e

derivada de um complexo geométrico K,

são subdivisões estrelares.
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% ªªSubdivisão estrelar lª subdivisão ll subdivisão
- baricêntrica derivada

(0.56) Definição: Um subcomplexo L de um complexo K é

completo se para todo simplexo A 6 K

tal que A e L, vale A e L.

(0.57) Lema: 1) Se L é um subcomplexo de K e L'EK' são

primeiros derivados, então L' é mnsqg

complexo completo de K;

2) Se L é um subcomplexo completo de K, e

L'S K' é qualquer subdivisão, então L' é completo em Kt

Para a prova vide lema 2.5 pg.49 [3]

(0.58) Definigã : Uma vizinhança simplicial (fechada)de
A

um subcomplexo L em um complexo K é

VEL
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(0.59) Definigã Seja XCM um subpoliedro euclidiano
de uma In.—variedade., Sejam LCK uma

triangulação de xcm ([Ll = X, ]K] =M) com L completo

em K.

Uma vizinhança derivada de X em M é N=|N(L',K')[
onde L' CK” é a 1ª subdivisão derivada de LC-K.

(0,60) Definição: Se LCK é uma triangulação de X CM

e se L(rcK(r) é a r-ésima subdivi—

s'ão derivada, então ]N(L(r), K(r))[ é & r—ésima vizinlm

ça derivada de X em Mº Para ra 2 umarar-ésima vizinhança

derivada é uma vizinhança derivada.

(0661) Proposigão: Se X é um poliedro euclidiano conti-
do no poliedro euclidiano M e _se N é

uma vizinhança derivada de X em M, então, N + X.

Para a prova ver Lema 2010 pgo'ãã [H:].

(0.62) Definigã ; Se X é um poliedro euclidiano em uma

fl.-variedade euclidiana M, então, uma

vizinhança regular NCM de X em M é

1) N é uma vizinhança topológ':
2) N é _uma n—variedade euclid
3) N & Ilza“.
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(0.563) Teorema: Seja XCM, M uma n-variedade, X um pg

liedro euclidiano. Então,

1) Qualquer vizinhança derivada de X é uma vizi—
nhança regular;

2) Se N eN são vizinhanças regulares de X em M,1 2

então, existe um homeomorfismo linear por par-
tes h: lvl-»»rrz tal que h(x)=x se xeX;

3) Se X é colapsível, então, qualquer vizinhança
regular de X é uma n-bola Combinatória.

Para a prova ver Teorema 2011, pg.57 [H:] .

(O.,64) Definigão: Uma vizinhança regular N de um polia-L-

dro X em uma n—variedade euclidiana M _e_r_1_

contra o bordo regularmente se ou N nôM é uma vizinhan—

ça regular de X n ôM em BM ou estas intersecções são vª
zias.

(0065) Observag'ã : Urna vizinhança derivada de X em M en-

contra o bordo regularmente. [H. ,pg.65:|.

(0.66) Lema: Se N é uma vizinhança regular de X em Me se

N encontra o bordo regularmente, então
N ; XU(NnõM)+X.

Para a prova ver Lema 2.20, pg.,7l EH].
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CAPITULO I

ERIEDADES POLIEDRIdgg

(lºl) Definição: Uma triangulação (K,t) de um espaço tº
pológíoo X consiste de um complexo geº

métrico -K e de um homeomorfismo tax—*.* |K .

(1.2) Definição; A triangulação (Klºtl) de um espaço 129!

pológíco X é uma subdivisão da triangg
lação, (1529122) do mesmo espaço Xª se o homeomorfismo

1320 tal?. .IK1I+IK2Í aplica linearmente .cada símplexo de

“Kl em algum símplexo de K20

(1,3) Exemºloz Seja X um disco fechado do plano e sejam

K]. e K'2 complexos tais que

hcl] = lªoªl a5[+[a1a2 a3l +"la3 a4 ªSI +_ lal 513 85] e

“iz! : IbobleK

fifª-x.
!”

%;

Kg/ª/
aº

ª'“//a “,
“, à 1152 ” à'i/l/ w Mwm—,—

, ,

“32%

A

92 "' 33
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(1.4) Definição? Duas triangulações (Kl'tl)' (K2,t2) são

compatíveis se existir uma triangulação

(K3,t3), do mesmo espaço topológico, que é uma subdivi-—

são comum de ambas.

Em outras palavras; as triangulações(Klfn9,(K2,t2)
são compatíveis se o diagrama abaixo fôr comutativo e'se
os homeomorfismos t <>t'l e t o t—1 aplicam linearmentel 3 2 3

cada simplexo de KB em algum simplexo de K e de Kz, reg1

pectivamente.

lKll |le& %X

..1 ' / _1
1:10 173 X 173 t120t3

(1.5) Lema: Duas triangulações quaisquer (K1,tl),(K2,t2)
de um mesmo esPaço X, compatíveis, são

tais que o homeomorfismo t O'tíllell—+IK2| é linear por2

partes.

Prova: Basta considerarmos o diagrama abaixo, uma'vezque

& aplicação identidade lÍK [
é simplicial

3
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.? 11:31

(1.6) Lema: Seja X um espaço topológico e “Fuma classe
de triangulaç'õ'es de X duas a duas compatí—

veis.; Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

1) se (Lt) € 2", então9 dado um homeomorfísmo ªlia-

near por partes f:, [Kl +IKOI tem—se, que. .

(Koª fo 13) é uma triangulação de X pertencen-
te àT.

2) se EªX'ª'lKºl. é um homeomorfismo tal que (Kº,g)

é uma triangulação de X, compatível com todas

as triangulações de "C, então (Koºg) ET.

', .* + ..,.Prºva.l) =)- 2). De fato9 se g.X [Ko] é um homeomor

fismo arbitrário tal que (-Ko,g) é uma triangulação de

X, compatível com todas as triangulações' de 'C', mostrª
mos que9 para algum (Lt) 577, existe um homeomorfismo

linear“ por partes f:]Kl +vl—Kol tal que g'z foi e,' poa
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tanto, pela condição 1) (Kº,g) 577.

Basta tomarmos f: go “0—1 para termos

g=go (t'lo t) = (go fl) 0 t=fot
Resta mostrar que f é linear por partes. Como g

é compatível com +. existe o diagrama

IK] gºt-l. 'IKOIxx/tl

um

do qual decorre a afirmação sobre f, uma vez que (Kl'tl)

é uma subdivisão comum de (32,17) e de (320,8) e llK [l
simplicial.

2) à 1) Temos por hipóteses que

a) 'C' é uma classe de triangulaç'ões duas a duas compa-

tíveis; b) (K,t) € T, e) f: [Kl +[Kol é linearpor pa;;

tes e d) a classe 'C' satisfaz a condição 2). A nossa

tese é provar que (Kº, fo t)€'Z'.

Para isso basta mostrarmos que (KO, fo 17) é com-

patível com toda triangulação (Kl'tl) e'Z'.

De fato, (KJ) e (Kl'tl) são compatíveis, isto é,

existe uma triangulação (K29t2) € 'Tque é uma subdivi-
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são comum de ambas. Então, vale o seguinte diagrama:
' f '

, t— tl—
__lalª-'" IK! « X r Hill

172 1

me:

onde h: totªl, h = t o t'1 aplicam simplexos em símplg112
xos. Pelo lema (1.5) temos que h é um homeomorfismo lí»
near por partes e, portanto, pela proposição (O.3l)foll
é linear por partes.

Logo, pelo lema (0.32), existe uma subdivisão Ká

comum aos complexos K2 e K0 em que as ablicações s2 e s

levam simplexos em simplexos, tornando comutativo o diª
grama:

mz:
hl f 0 h

[K | 82 lKol

Sl 5

ÍKêl'

..].
52 O'ÉZ
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e onde sl=hlo s2 leva simplexos em simplexos, isto é, K'2

é, ainda, uma subdivisão de Kl'
Posto isto, podemos considerar o seguinte diagrama:

1le iKºl
hos SXiii/'

tl fot

sendo que hlº s2 e s aplicam simplexos de Kª em simple—-

xos de Kl e de Kº, respectivamente, tornando o diagrama

oomutativo, pois
_.l

hloszos.2 ºt2=hlºt2=tl
e

sos—lot —fohos os'lot -fohot - fot2 2“ 2 2 2 ' 2 "

Mostramos9 assim, que (Kl'tl) e (Kº,fot) possuem
. . «a , __l .uma subdiszsao comum (Kz9 s2 ctz), ou seJa, (Kl'tl) e

(K0, fo t) são compatíveis.

(107) Definição: A classe Tacima considerada denomina-

-se classe maximal de triangulaç'ões e o

espaço X munido dessa classe ?: é chamado poliedro e é d_e_

notado por (X, 'E) .
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(1,8) Teorema-e Um homeomoffismo t:«X?-|K[,detemina un;
vocamente uma “classe .»? de iriangulaç'õesl

de modo qne (X,?) seja um poliedro.

ªº; Seja 'C' o conjunto de todos os pares- (Kº,fo1:) on

de f: [KI + |KO] é um homeºmorfiàmo linear porrpartes ay
bítrário. Então, (KG,:fo t) é uma “triangulaçãodo espaço

X.

Moàtremos, pois, queduas triangulaçõeS'quaisquer

pertencentes a T são'eompatíneis no sentido" da'“defi'ni_

ção (1.4) e que T é maximal segundo a condição 1) do lef-

ma (1.6). '

De fato, o diagrama abaixo mesfra qúe duas 'trian—v

gulações arbifrárias pertencentes a T são compatíx'rei'el,
:

aplicando-se ”ovmesmo raciocínio de parte Zink-1) do lg
ma (1.6).

flot
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Por outro lado, se (Ko,fo t) e ?, então, para todo

homeomorfismo linear por partes h: [Kel + [Kl] tem-se que

(Kl,ho(fot)€7, uma vez que ho(fot)=(hof)ot e,

pela proposição (0.31) , ho f é linear porpíartes. E img

édiato, também, que (K,t) ar, pois, t=ll [017 e 1!K KI

_homeomorfismo linear por partes.
Resta mostrarmos que 'C' é única.
De fato, seja 'r' uma outra classe maximal de triag

gulações compatíveis, contendo (K,.t).

Mostremos que T C 'I”.

De fato, (K,t) ET' e pela condição 1) se f:|K[+|Ko[
é um homeomorfismo linear por partes, então (Ko,fo 1:)€'Z'.l

Mas, (Ko,fo t) é um elemento representativo de 'ª', logo,

'Z'C T'. Como '( é maximal, Tsatisfaz a condição 2), lg
go T: 2".

(1.9) Observação: Dados os poliedros (Xl/Z“) e (XZ' Z) e

dada uma aplicação contínua f:Xl—> X2,

consideremos & aplicação ot: íKll + [Kzl definida _por

a: sofot'l onde (Kl,t)67e (K2,s)€Z,

Nas condições da observação acima, temos:

(1.10) Lema: Se c( é uma aplicação linear por partes no

sentido da definição (O.27),então,dados
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(Ei,?) €* T e (E?-€) ( z ,e aplicação , X

é linear por partes;
Prova: A demonstração baseia-se no diagrama

. «.
lKll _” IK2l, ' '-

Nª ª/.. __1 f _ .. _1to 1: . —-———-—-—+ e o sXl X2

' “Ag ÉNXN

|"Í _ 4 lí !

f
a ª _

2

Como (Éo't'H'l e 30 srl são homeomorfismoslineares
'

por partes. .e oz. é linear por partes, então, e composta

: .S-OfÓÉE—lE: (30 s'l) o a o (?o t'l)"l
também é linear por partes.

(1.11) Definição: A aplicação contínua f, dada acima, é

denominada aplicação linear ªr gar... .

tes entre os poliedros (Xi,?) e (X , X) Em particular
sei“ é um homeomorfismo teremos um homeomorfismo linear
por partes.

(1.12)'Lema: Dedos os políedros (XI,?) e (X2,8) e dado

um homeomorfismo linear por partes 3?

entre eles, tem-se que f'1 também é um honieomorfismo li
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near por partes entre os poliedros (X2,zz) e (X ,T).

Prova: E imediato, da definição (1.11) quelf é linear por

partes, quando e apenas quando, oc: so fo t é linear por

partes.
Pela proposição (0.30), temos que

_l -l -l.o o3—1: (sofo ii)—1:17 f 5

é linear por partes. Então, f-1 é linear por partes.

(1.13) Definição: Os poliedros (X ,?) e (X2,29 são homeo

morfos linearmente por partes se exis—

te um homeomorfismo f:X1-*X2 tal que f e f-1 sejam homeg

morfismos lineares por partes entre os dados poliedros.

(1.14) Lema: Os poliedros (X,?7 e (lKl,'ZlKl)cmde(Kx)€T
e TWKÍ é a classe de triangulações,

univooamente determinada pela identidade lÍKl de Ksâo hg
meomorfos linearmente por partes.
Prova: Basta observar o diagrama

G:].
|K:

“ª'
,— |K!

t lÍKÍ

x
*

lKl
Vemos também:
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_ (1.15) Coroláríoê (Kl'_,s 9 t) ; zâ_(Kª-"ÍS>£ fix],

(1.16) Definição: 0 po'liedro (Lg) é. um subºoliedro do

poliedro (IX,?) se:
' .

Il) Y é um sub-espàço tobólógico de X

2) S?.- é uma classe de triangulaç'ões (Ls) tal que“

(3 (L,-ek x":) e am,—wer, S:Y + [n; “mmª, mg

do que o diagrama

N .lKl'

Y
' lª!

é comutativo e L é um. subcompléxo de K, onde (,e 1 são

inclusões.

.(l.17) Lema: Se (Y, 2.) é um subpoliédro do '“poiiedro (X,?)

” '

“' e (Kl'tl) eTé tal que tl(Y)=lL1[,q1_
.

de L]- é um subcomplexo do complexo Kl, entao, (131,81) E 51

com S
!lªtllY'

Prova: Sendo tl um homeomorfismo linear por partes se— --

gue ';que sl: tllY é ainda um homeomorfism'o «linear .por pag '
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tes. Então a triangulação (L1,s1) é compatível con qual-

quer triangulação (L,s)€ z e, portanto, (Ll,sl) e 2.

(1.18) Observação? O exemplo abaixo justifica a condição

2) da definição (1.16) de subpoliedro.
De fato, seja X o espaço topológico constituído<b

dois discos unidos em um ponto e Y o sub-espaço de X
.

constituido.de dois diâmetros passando pela intersecção
dos discos.

«1 ªl a €“!
K?

'1
———————?

1.4 R% ”Tª//
Seja (X,17 o poliedro cuja classe T'é determina—

da pela triangulação (K1,t1). E imediato que a triangª
lação (K2,t2) 6 1". “Entretanto, t2(Y) não é o espaço sub-—

jacente de nenhum subcomplexo de Kz, considerando—se o

espaço Y'munido da classe Z.de tríangulações determina—

da pela triangulação (Ll,tl[Y).

(1.19) Proposiçã : A reunião, a intersecção e o produto
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cartesiano de dois eubpoliedros de dois poliedros é sub-

poliedro do produto cartesiano dos poliedros.«

Prova: A'prova decorre, imediatamente do fato de que uma

proposição análoga é válida para poliedros eúolidianós e

da aplicação do lema (1.14).

(1.20) Definição: Um poliedro (X,?)bé uma n-oola polié -'
d_r_i_g_ª [ln-esfera poliédricaª se“ eriate

uma triangulação (Lt) 6 'C , onde “X é o complexo (simples.

associado ao n-simplexo padrão An [é o bordo. do .(1n+l) _

simplexo padrão And].
4

(1.21) Definição: Um poliedro (X,17 é uma n-variedade po.
liédrica se todo ponto :: e Xpossui uma

vizinhança fechada que é uma n-bola poliédrica, subpolig

dro de (X,'C).

(1.22) Teorema: Um poliedro (X,?) e' uma nivariedade po-

liédrica, quando e apenas quando, para

toda triangulação (KJ) €Te para todo k-simplero A deK,

kà o, então |£k(A,K)[ é uma (n—k-“JÚ-bola'combinatória se

A. pertence ao bordo de K ou é uma (n—k—l)-esfera combinª

tóriase A pertencer ao interior de K.
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===?) Se (X,“T) é uma n—variedade poliédrica, então, todo

ponto :( é Xpossui uma vizinhança fechada que é, como suª
poliedro de (LT), uma n—bola poliêdrica. Então ,. para tº
da triangulação (K,t) € T e (V:: e X) ,t(x) € [KI possui uma

vizinhança fechada que é ama n-bola linear por partes e

que não necessita ser um subcomplexo e, portanto, 0 po-

liedro euclidianc |K! é uma n—variedade linear por par-
tes conforme (039). Então, pelo corolário 1.16 pg. 24,

de [H]: "Se [K] é uma n—variedade linear por partes, K,

um complexo simplicial, então, se Ae K, lk(A,K) é uma

(n-r-l)-esfere ou bola, onde r= cm A", temos que para t_c_>_

do k-simplexo A de K, kàO, [link (A,K)[ é uma (n—k-l)-b_c_>_

la combinatória ou é uma (n-k-l)-esfera combinatória.

Por outro lado, escrevamos o complexo K sob a for.-

mª
K=AKA+ Q, AÉQ,

onde, para simplicidªde de notação estamos escrevendo

Então, K=AK +AK'+Q

e, portanto,

A ? KáaàkÍCP ==>-[KM &

é uma esfera combinatória.

#:) Suponhamos, agora, que para todo O-simplexo ve'K,
[lk(v,K)l é uma (n-l): bola combinatória se ve K ou é
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uma ('n-1)-esfera combinatória se v € K; Em outras. palª

vras, suponhamós que K seja uma n—variedade combinatória;

Então, pelo teorema II. 2 pg. 19 [G] "em uma nevariedade

combinatória AK, todos os k-simplexoa A de K, k?: O, “Leão

tais que I1k(A, K)] é uma (n-k-l)-esfera combinatória Hee
A 93 K ou é uma (n-kpl)-bola combinatória se AG K",

'

ta'-

mos que o. poliedroueuclidiano [Kl é- Iman—variedade com-

binatória conforme a definição da pg.26 [Hªmªd comple;

xo K é uma n-var'iedade combinatória se (VIAGK), lk(A,K)

é uma esfera ou bola de' dimensão ri.—dim A—l".
'

Então, se ly é, [Kl , digamos y E É, A G K, seja K' “ob.

tido 'de K estrelando A em &, isto é:
> .

—

K.: mm) + Q +10 = y la lk(A,K) + Q

Então,. [y A lk(A,K)| é “uma n-bola combinatória coª
tendo y no seu interior.» Logo, |K] é uma n.”;variedade li
near por partes.

Portanto, para toda triangulação (K,t) € 'C', [Kl n—v_a_

riedade linear por partes; acarretavque x= t'l(y) e chg
sui uma vizinhança fechada que é uma n—bola poliédrica.
Isto é, (X,?) é uma n-variedade poliédrica;

(1.23) Teoremai Se (X,?) é uma n-variedade pofliédrica, eg-

“tão todo poliedro bómeomórfo linearmente
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por partes a (X,?Ú é, também, uma n-Variedade poliédrica.

Prova: Usando o teorema (1.22) e o teorema 11.3, pg. 19,

[É]: "se K é homeomorfo linearmente por partes a L e L

uma n-variedade combinatória, então, K é uma nsvariedade

combinatória", temos a prova.

(1.24) Definição: Dada uma n—variedade poliédrica (X,??,
o conjunto

intui/r) : [x ex/v (K,t) e 'C/t(x) é Vértice de E vale

|lk(t(x),K)| é uma n-esfera combinatória)

é denominado interior da variedade (X,?Ú e o conjunto

õ(X,'Z') : [XEX/V(K,t)€ r/t(x) é Vértice de K e 11k(t(x),K)[

é uma n-bola combinatória)

denomina—se bordo da variedade (X9T7.

(1.25) Observação; Para se determinar se x Eint(X,T70u

se x & MXR“) basta consideramos ap_e_

nas uma triangulação (K,t) & 1) tendo t(x) como vértice
de K, pois se (Kl'tl) é uma outra triangulação pertencen

1():) como vértice de Klº temos que

[lk(tl(x),K)l é homeomorfo linearmente por partes a

te a T, tendo t

[lk(t(x),K) [, conforme a proposição (0.37). Devido à
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condição de niaximalidade de 'C', para" "bode x e X existe
(K,t) tal que t(x)"é vértice de“ K.

(1.26) Proposigao: Se (IPT) e (X2,2) sao n-variedades

poliédricas e f: (Xl' 'E') (X2,Z)éum

homeomorfismo linear por partes, entao

f(õ(Xl.T))Ã-Á «xá-,a).

, -?rova: Sendo f um homeomorfismo linear por partes, então,

apela definição (ZL.- ll) e pelo lema (1.10) o homeomorfismo

...:Ldelª!-* [Kz ] , o: : sofo 1: V'(Kl,t)é T, V(K2,e) € "2

é linear por partes.
Logo, Vx €(11,T)podemoe determinar uma triangu—

.laçao (K1,t) € T tal que t(x) é vértice-de K]. e .uma tri-
angulaçao (K2,s) de' (Kª,; ') tal “que * (s o f)(x) -é vértiee
de K . como ' " '

'
'

«(tem (%”);sfot'ª)<t<x),) = (some)
, ri'. ).

» :,

.,(temos, pela 'pfopoáiçao (0.37)

1k(t(x),x1);= 1k<o£(t(x')) K2)=-lk(8(f(x)),K2)

Logo, V :: €õ(Xl,T) itemos que 'f(x)€ a_(X2,É)-,.ig

to é, “_“
. .

f(õ(X J))c me, :. )" - (1)

Reciprocamente, como o invereo de um homeomorfismo
. linear por partes é também linear por partes (ver 1.12)), ,
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temos

ff1(a<x2,z»ca<xl,r> (2)

As relações (1) e (2) fornecem, finalmente

f(a(Xl, r»= aocz, x)
A igualdade acima nos diz que um homeomorfismo li

near por partes, entre variedades poliédricas, preserva
seus bordos.

(1.27) Proposição: Uma n;bola poliédrica e uma n—esfera

poliédrica são n-variedades poliédri—

ces.

(1.28) Proºoeigão: O bordo de uma (n+l)-bola poliédríca.
é uma n-esfera poliédrica, cujo bordo

é vazio.

(1.29) Proposição: Se (X,17 é uma n-veriedade poliédrica,

então, ô(X,ZÚ é uma (n-l)-Waáedade pg

liédrica, subpoliedro de (X,17 sem bordo.

ªgiª: Sendo (X,?) uma n—varíedade poliédrica, (X.,ªr) é

homeomorfo linearmente por partes a n-variedade euclidiª
na (IKlºlel) onde (K,t)€ TQ conforme o lema (1.14).
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Por oufró lado., pela proposição (0.42), temos que .

"( [Kl , TI!“) é uma (n4'l)-yarie'dàd'é .eucndiana, sem bórdo,

sub-variedade de ([X]/(IKPÁ
»

Decorre, imediatamente, da definição (1.24) e" da

definição de [Kl contida ng'proposíçãó (O.—42.)- gue'
.

f-l( [É], Tlàl) ": a(X,T) '

sehdó If.;(X,'C') + .(lKl (Tlm) o horáeoúóíªfiàmoliihenaxj por

partes. ' Jl
. .. . .

Portanto, em,1) é urna (n-i)-variedade poliédrica
sem bordo, subvariedade de (X, T)

(1.3.0) Definição: Um- poliedro (X,“C) c-oiagsa «& um .subpo—

liedro' (Y.,Z) se o poliedro euclidíànó

([KI, Tlm-)., onde (K,t) ET, cblaºs'a' ao subpoliedro _eucli-
'

diano (]LIV, ZILI) onde (Ls) £ £ .

0 poliedro (X,?) é colapsível ae (X,?) colapsa &
,

um fponto .

(1.31) Definição, Se. (X,?) # ('N, 2 ) ê'ão “polie'dros contª
“dos em uma .ú—variedáde poliédrica (M ,..(Z),

então diz-se que (mx) é uma vizinhança regularrde(X, 'Z')

em (M 9.) se;
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1) (N, 2.) é Mila n—var'iedade 'poliédrica; '

2) N é uma vizinhança topológica de X em MQ',

3) (N,:) “colapsa & (IC/C).

(1.32) Definição: Diz-se que (NA:) encontra o bordo re

gularmente se além das condições 1),
2) e 3) acima valer também a condição

4) (N, E) AMM, 12) é uma Vizinhança regular de

(LT) n MM,,Q.) em ª(M, Q.).

(1.33) Observações: 1) Se (M,.Q.) é uma variedade com-
- o

pacta com bordo e X €.;- M, então, a con
' o

diç'ão 4) é equivalente a N E M;

2) A definição (1.31) é—equivalente

à seguinte definição:

"UV,Z) é uma vizinhança regular de (X:?) an

(M,,SL) se.o poliedro enclidiano [N[ é uma vizinhançagg

gular de IX] em [Ml (& notação é óbvia)".
.

3) Em vista de 2) podemos esnabele-,

cer definições e proposiçoes análogas às aedes én(057),

(0.58), (0.59), (0.61), (9.63) e (0.64),



47

CAPÍTULO“ II
'

' '. ',1
'

2"
nos PEQUENOS m 5 x 1) ,

Seja (M, _O.) uma variedade poliédrica, com bordo
ou não,e eeja (Kg)?) um poliedro em (M,.Q.)

(2.1)mbefinggão: 0 poliedro (K, 33) é um 26. polié&rico
em (M, _O.) se existe um homeomorfiamo

-1inear por partes &e uma l-eefera poliédrica an(M, JIJ,
cuja magem é (K,:z).

Por comodidade, denotaremoê oepoliedresapenas pg

10 primeiro elemento do paz Que o define. '

(2 2) Observação: Um nó K em uma variedade euclidiana M"
. é o espaço subjacente a um subcomplexo

anidiniensíonai, de uma dada triangulação admissível de

M, no qual cada Vértice incide justamente corri duas areª
“tas.

(2. 3) Definigã : Dois nós K1e K2 em M são ,eguivalentes

se existe um homeomorfismo linear por

partes de M sobre M. que leva K1 sobre Kz.

(2.4) 3392031930: 'A relaç'a'e equivalêhcia deiÍnós é uma
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relação de equivalência.

(2.5) Definigão: Dizemos que nós equivalentes são do mes

mo tipo e cada classe de equivalênciade
nós constitui um tipo de nó.

(2.6) Definição; Um nó X é um nó pequeno em M se K' está
inteir'amenue contido emuma 3—bola pola'á

drica czâ e subvariedade de M.

Comodois nós quaisquer em M são sempre homeomorfos

linearmente por partes, eles diferem no modo pelo qualeg

tão imersos em M. Isto nos leva, pois, ao estudo do com

plementar de um nãº-

(2.7) Definição: Se K é um nó em M, o grupo m(M—K,i) é

denominado grupo fundamental de K e é

denotado por <"(K).

“Consideremos, agora, o espaço SlacDZ, produto car
tesiano de uma.l-esfera poliédrica Sl por uma.2-hia pºi”
liédrica D2,. que, pela proposição (1.19), é uma 3—va—

riedade poliédrica.

.Mostra-Se que o revestimento universal de SlJC DZ?!
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é Rx DE“, sendo R a reta real..
'

| :
.

l
'

.

...- É

” |
|

' I I

|
,, , .

.

| ' .! ..—'+"—'Tfª'——'7',_'ª_—'kª—

'._.__ /
.

..
» ,—

Fig.l

Verifica-se, sem dificuldade, que àpesar de Ex 2021

ser um. espaço não'compacto, RX'D2 é loçalmente uma" varie
dade políédrica.

2Defato, fazendo.-se um corte ao longº de 110ch oº
tém-se um bloco triangulado homeqmarfo (topologicàmente)
& Ix Dº, x= [0,1], Em seguida, emendam-se blocos iguag
"mente triangulados, um após o odtro, de modo a completar-

fºº o espaço Rx 332, que deste mºdo-passa. & ªcer, local.-

mente, uma estrutura de variedade poliédrica.
"V.,”.Fixemos cºmo zero—ésimo bloco BO a um bloco-bem dº

2terminado de Éx D . O i-ésimo bloco Bi será o bloco deg

locado de 1 unidades à direita do zeroééaimo bloco.
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O estudo que faremos a seguir terá por base os es-
l 2 2 2 .paços S x D_ e Rx D . Em Rx D , repetimos, cons1de-

raremos sempre triangulações "periódicas" recobrindo tri .

angulaç'ões de 81): Dº. ' Fixemos um pontox0 no interior
1 2 2 .» -lde 8 x D eta]. que xo ? uox D . Panos xi=p (xo)nBi.

Para maior facilidade, desenharemos' o espaço Slxn2

e os nós, considerados em Slx DZ, curvilíneamente.
Denotaremos por ;) a aplicação revestimento, que po_s_

sui & seguinte propriedade:

"a aplicação p: Í, Bºto + X,xº, onde ;( é um espaço

revestimento de X e São & p'1(xº) , induz um monomorfismo

p :qf(ã,3'co)-+4T(X,xo)" (Ver P..]. Hilton: Homology Theory

6.5.10, pg.251). Em palavras, qualquer laço com pontobg

se xo em X, levanta.-se univocamente em um caminho de SC

com ponto inicial 320; os laços com ponto base xº, perteª
centes a elementos de p*(ªW('Í,3&ó)) levantam-se em laços
com ponto base Sãº,

No nosso caso,, &: Ex 132 é um espaço simplesmente

conexo e, então, todo laço que se levanta em curvas fe—

chadas em Rx D2, é homotópico & zero em Slx DZ.

No que segue vamos sempre. supor que os nós estão

contidos no interior de Slx D2 e que passam pelo ponto

X .O



As figuras,-a,bva;11;xórªilustramn siemplos de nóswem

SJ"; D? “pen; como seus reapectiv—os levantamentos 'no-espª'
çio. revestimento univé'raal, Rlx Dz.-

&

Fig.2 .

—

.
« Fig.3

Fig.4
º

.

,.

333.5

Fixado um ponto xºe Kl através 'de cada ponto de

p_l(xº) passa uma «çqrva que recobre o.nó Kl, sendo ,que

uma é, obtida da, outrajpor,translações paralelaga R..
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Os levantamentos do nó Kl da figura 2, são curvas

fechadas, portanto Ki é homotõpioo a zero em É;x Dacon

forme & propriedade da aplicação de revestimento citada

na página 50.

Entretanto, os levantamentos do nó K figura 5,29

são curvas abertas. Intuitivamente, podemos observar

que o nó K não é homotópico a zero.2

Logo, os nós Kl e K2 não podem ser equivalentes.
Mais geralmente, se K e K' representam elementos

distintos de ª(slx Dºne), então,, não serão equivalen-

tes.
Temos, portanto, um primeiro invariante para olaª

sificar os nós em Slanã É óbvio, porém, quetkús nós

//
-—-——._.. //(Xiii/N
Fig.6

'

Fig.7

dorrespondentes & um mesmo elemento de qT(31XID2;i)nãO

serão necessariamente equivalentes entre si. De fato,
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'basta considerarmos os_nós-Ki da figura 2 e K: de figura
6, ambos homotópicos a zero.

Basta observar gue Ki não é um nó pequeno, mas K3

é.

2(2.8) Definição: um nó E em IRx D é trivial se K é em;
_valente ao bordo de um triângulo da tri

angulação dada.
. .

?

Baseados na definição (2.8) pode—se-verificar “qee

um levantamento isolaªo de Ki ou de Ká élum no trivialan
2

,
, “» . .

1 2(2.9) Definição: um nóMK em,S ch ..é trivial se .K: têr _

um nó pequeno cujo levantamento isolado

e trivial em Rx 132.

No artigo, "A quick trip through knot theory"_ To-

polosy of 3-manifolds and related topics, pg.l40,R.M.Fox

mostra que todo nõ é bordo de uma superfície orientável.
*

Este fato nos permite fazer algunas conâiderações,

sobre o número de entrelaçamento de dois nós em Rx Dª

Para isto, consideremos dois nós orientados K ,e_K2 sen-1

do Ki bordo de uma shperficie orientada S, cuja.orienta-
&

1
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“ção é coerente com a orientação de Kl;

Nos Pontos em que K2 atravessa a superfície S con
sideramos uma hélice dextrogira determinada pela orien-
tação da superfície evda normal a 5 no ponto citado. Se

a orientação de K2 concordar com a orientação da normal

atribuiremos o valor +14 caso contrário, -1. O número

de entrelaçamentos do nó Kl com o nó K2 será a soma al—

gébrica dos valores atribuídos. No caso da figura aci-
ma o número de entrelaçamentos é +2.

Uma definição precisa e sem necessidade da consi-

deração da superfície orientável S pode ser encontrada

em: [S,“pg. 366].
Dado um nó'K em 81 x DZ, denotaremos por K1 0 lg

vantamento isolado de'K em' Fix D2 que passa por ªl e o

denominaremos de i—ésimo levantamento do nó K.

No.que segue consideraremos.somente nós homotópi-

cos a zero.

Posto isto," consideremos o seguinte nó K em 51x, 132,

cujo levantamento emle D2aparece na figura 8.
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Fig . 8

É fácil ver que o número de entrelaçamento de Kº

com K:L é zero, de 1%? e é,'-+l,á'ex 13.2. ”Já-“para o nó

da figura 3, temos que o número cie-entrelaçamento de

Ki com Kª: é. +1 e de X;; com Ká é zero.“, para todo

iªn-' ..

O fato acima nos sugere & construçao de alguns in
variantes de tipo de nó a partir dos entrelaçamentos

,

dos levantamentos de um nó.

Antes, porém, consideremos o seguinte

(2.10) Lema: Se dois nós são equivalentes em Slx Dªg;

gundo um homeomorfismo linear por partes , .

h, então, existe um homeomorfismo linear por partea .
,

f: Rx DZ,"xº + Rx DZ,yo , que torna comutativo o dia-
grama
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N

,
2*"' “. f 2 NRx-D ,:XÓMRXD ,yº

.P— P

3. .xD ,;xo» 'h - r S x D ,hÇxº)

" ".Ondé- ºpl é',vaj-Za—p'licàçªâo revestimento, e 3706 p'l(h(xo)), ie..

fvando o peito.-'bà-s-e 'J'cº no ponto base ?O.

Prova: Consideremos o seguinte diagrama comutàtivo

#8 x D2,h(xº)

code, pôr oonsfruç'ão f=hop, Não): h(p(àº)) e pelo
teorema ' 16.3 [Eu, Homotopy Theory, pg. 90] temos que f
é o leVantaníenfo._únioo de f tal que poi“ : f, %(ãº) = ªo
lima.. vez que fa(ªlf('RxD2, ªe)) (: p;;(ºMR x 132, ªC)).

,Áinda, pelo mesmo teorema 16..3, existe uma
»

única

aplicação êszDZ, 5-0 + Rx DZ, ão tal que g(ãokºiº, poê=g
Que levànta &: hªl op.

'

Mostramos, então , que

go? :lR.'x':DZ;»1'iOÉ€ e fog = leD2 , 50
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_De fato, basta aplicamos, ainda, uma _vez, _o teore
ma 16. 3 para

Rngãc ——+S'lx D2, x F.“-.

º P o
,.. “É. ,

7— *

-:.ª'.x.l —.,J..«

pois, (ão?) (io)=iº e (po (gof))(Xº )=(Dºs)“;)";ªáfo)—xº
. '»fu,,

e (po(gof))(x )=(pog)ff(xº)=g(yO)=(h(op)(y )=xo .

“lªtº nºs mostra que ªo? é um levantàmento únioo de É).

cºmº IRxDº também éum levantàmento,.de p', concluímosque

SÓ f: IR X nº

Apºlºgªlflente, mostra-se que fo g = IRx .D2.

,Portanto, ? é homeomorfismo linear por partes de
,,

Ex 132 sobre Rx D2 que levanta o homeomorfismo linear por

partes hg Slx D2+ Slx ])2 e que torna equivalentes. , (os

nós de Rx D2— que são levantamentos de nós equivalentes
em Slx Dz.

Consideremos as seguintes definições:
Um entrelaçamento L de multiplicidade (1 é a união .

i orientadas, dues'a duas di_s_

juntas e imersas linearmente por partes em uma 3-varieda—

de M3o

de p. l-esferas poliédricas L
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Dois entrelaçamentos L e L' são equivalentes se e

, apenas se li: a' 'e' se existe um homeomorfismo linear por
3 3“partesfªdeM sobre M que preserva a orientação tal que

flui: Lá e fILi também preserva a orientação, i= l,...,P..

Uma classe de equivalência de entrelaçamentos é um

rtipo de entrelaçamento.

Um nó .é um entrelaçamento de multiplicidade P: 1 .

Podemos, agora, construir alguns invariantes de 't;
'

po de nó, a partir do número de entrelaçamentos dos le-ª
_ lva-'nt'amentos de nm nó Kwhomotópico a zero.

.

Com efeito, sejam K um nó em Slx ])2 e K1 o i—éai

mo levantamento de K em RX 132, com i.—.O, l, 2,...
Denotemos por A0 0 tipo do nó Kº, por Aí, o tipo

do entrelaçamento dos nós Kº e Ki. e por 73: (Kº,Ki), o

número de. entrelaçamento entre Kº eKi, iz l,«2,...; sem

perda de generalidade, podemos considerar Kiª». 0.

Nos exemplos das figuras 3 e 8 temos, respectiva—-
_mente,

Ãl=l, Ã2=O, 75: 34 = n- = O,

$l=o, Ã2=l, 33: à: "º = 0.

(2,11) Tecrema: Se K é um nó em Slx DZ, então,



a),

5).

Prova : a)

,b)

59;

existe um natural no tal que

.Vr e Nº r>no, ar;-O

o "número li: (Kº,K1) é um invariante'de- tipo
“de nó (Vi eu) e “Aí,.- (KMS, Ki+ª)'(ys e Z)

(7519 32, 33,5”). nao é um sistema cómplgto de

invariantes“, de tipo de nó.

'segué imediatamente do fato 'que éadahievángqal-H

mento isolado (do nó K é um conjunto compacto

e cada bloco B1 é também compacto,, Portanto,

3 nºe N “tal que Vr G'N, ]? >In09 _ _,

negristeni

duaé bolas abertastexr'l RxWDZA, umaªmc-cxêtue'ndpilçi

e outra contendo Kr, diis;iurxªizag9 o que'aêaàre-ã

ta que Rr: O,“

Basta aplicarmos o lema (2010). .coêsid'e'rapdo-h

'
_se () homeomorfísmo linear por parth

2
É“: Rx D , ;cO-r' Rx DZ, ªº para obtermos:

_ .?»? (KO,K1) =_(:?1Kº, Erª): (Kº+S,Ki+ª)' View, vse'z.

Consideremos os nós cujos levantamentos são

“os das figuras 7 e 9.
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Fig. 9

"É fácil ver que ambos os nós são homotóp'ioos'a zg
“Siro. em Six-132, os entrelaçamentos são equivalentes e

xl 9.731: O, i'= 1,2,... Entretanto, as partes do levan—

"tamehto 'do nó da. figura 6, são todas separáveis, ao pag
"soque- as "partes do levantamento da figura E, apesar de

“cada dois exemplares não serem entrelaçados, não se se-
param, o que mostra que os nós dados não são equivalen-

tes'em Slx De. Portanto, (Kl, 7—2, 9x ,...) n'âoconsa'

titui um sistema completo de invariantes.
.

'

A" parte o) do teorema anterior nos mostra um feng

meno típico do espaço 51): 132. Vê-se, então, que os ig
variantes Ai são insuficientes. Além disso, um teorema

“análogo .às partes a) ,e b) do teorema (2.11) subsiste p_a_
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ra os A1 e,, aindag os exemplos das figuras'õ e 9 mes--

tram que os Alí, apesar de muito mais fortes do que os

kiº não constituem um sistema completo de invariantesº

Em trabalhos futuros pretendemos encontrar invaá

riantes—que reduzam? por completo,, 'o problema dos“ nósl'no

espaço Slx ])2 a problemas do Rªgu

Aplicação do Lema-de Dehn_

Sabemos que se K é um nó pequeno em SlxzD2,então,

K é homotõpico & zero em SlxlDZº A recíproca P?“;ãºmr-
pre é verdadeira9 isto é” podemos ter nós; homotópieosna_

zero em Slx:D2,sem que sejam pequenosª Qinó da fiªªrª;
2 satisfaz esta condiçãoº

'

O teorema (2912) tem por objetivo dar úma.condição_

que caracteriza os nos peouenosº Na demonstração de taí:

teorema usaremos O Leme de Dehn9 cuja demonstraçãoª pode.

ser encontrada em 31.111.» Amo B&ª'atº Soco - A proºf and

extension of Dehnªs lemma » por Arnold Shapiro e JºHoC.

Whitehead — Volº 64, nº 49 1.9589 pgº 174.

Lema de Dehng Se M é uma 3wveriedade e É/ÁAZ 4=M é uma

aplicação linear por partes tal que YCAZ) não possui

automintersecçªõªes9 então9 existe “V: A? +'M linear, por
partes tal que YIÃz—a NY _e Y (132) é um discoqu não

'

. desmame—a.: sasa
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possui auto-intersecções.

Seja K um nó em Slx DZ, T(K) uma vizinhança tp;

bular aberta de K. Designemos por aeªK((Slx DZ)..T(K),;)=

= “"(K) a classe de homotopia, cujo laço representativo
é o homeomorfismo linear por partes “Pilãº + “0.1 C, on

de (:= 132.
'

Então,-temos o seguinte

(2.12) Teorema: ci = O em «(K), se e somente se K é um

nó pequeno.

23915: Se a: Bº] = O, então =P é homotópíca a uma apl_i_

cação constante e, então, pela proposição 41.2(2)pg.l36

Topology - James Dugundji, “? “tem uma "extensão" contí-

nua (1): A2, Ãº +81): Dz.. k, 110 x O tal que

ªpl Ãº: Ãº *uºxC, © [ Ã2=ªP e WA?) éum discocom

eventuais auto-intersecções no seu interior (ver figura
10-5).

.

. .

"a,
_, (Lol

)ª!.

|I

: “ M?

| :Lf»
/, , » >

' k
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Pelo lema de Dehn,, existe uma aplicação linear por

partes W: A2,Á2 + Slx D2- T(K), uox C, tal que-

“P “32: A2 + _uox. C é um homeomorfismo linear por pag.;

tes e “V (A2) é um disco sem auto-'intersecç'õea9 cujo bog;

doéuxc.o

Consideremosº agoray & n-subdivis'ão derivada de

Slx D29 para n suficientemente grande, de modo que YU?)

possua uma vizinhança derivada N que não intercepte _o. nó

Kº
'

' Então9 por (0,63) N é uma vizinhança reguler de.

X=Y<A2L
. .

'

É fácil ver também que NRBM é uma vizinhança rg-

gular de X0 hM _em õM, isto é, N encontra o bordo regu-r

lamente 'é, então, pela proposição (0.66) Ni XU (nnançnx.

Por outro"].ado9 Y (A2) é um 'dis'oo, portanto, co..»

lapsível e, então por (0,63) parte 3), N e' uma 3—bola pg

liédrica.
].ªortantoli Slx D2- 1% é uma "3-bola boliédí'ica con-

tendo K no seu interior(, Logo9 X é um nó pegue-moº

Reciprocamente9 se K é um nó pequeno ”em Slx DZ, eg

tão, existe uma 3-bola poliédrica B, contida no interior
' o

de Slx Dº, contendo Kº É imediato que «641le “D2 _ B)

2é a classe nulaº Então9 ozéªlKSlx D - T(K)) é, ainda,

a classe nula.
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