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GENERIC PROPERTIES OF SURFACES IN R WITH A BILINEAR FORM

Rosa Maria dos Santos Barreiro
Adviser: Prof. Dr. Gilberto Francisco LoíbeZ

ABSTRACT

This study is about immersions of surfaces in a four
dimensional space with a non deqenerated bilinear form.

In the cases studied, this form induces in the normal_
and tangent planes, forms of type (+,+) or (+,-). Three

situations: Yl , Y2 and Y3 are studied and they are based
on two papers: one of John A. Little [4] and the other of

»
.

P. F. J. Dhooghe [3].
'

In chapter one we see the requirements we need to fix.
the notations and study the theory involving the second-'.
fundamental form, too.

' _

In chapter two we speak about the cross fields and the-
notion of singular point of a cross field. «

.
,

We consider topics in geometrical transversality like
models singularities and generic immerSions.

. 4

In chapter three, we consider some-cross fields that
give informations about the singularities and study the case 23.
separetely because there aren't cross fields there. Át the end,

we come to global theorems.
»

'

ºur main purpose was a comparative study that ballowed

us to elaborate some theorems e to prºve others inexistents in
the basic papers. We elucidated sóme ambiguous topics in EB]



and because the situation there wasn't so usual, we had to be

careful and decided to give the proofs of many results
considering the cases Y2 and Y3.

A result to be pointed out is that when we consider
4the bilinear form "YZ in E , the corollary 1.22, given in

[4], becomes true, in spite of it isn't correct when we consider
the bilinear form Y1 in E4 (see example given by Asperti in
[I]).
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INTRODUÇÃO

O presente trabalho, que se subdivide em três capitª
los, estuda imersões de superfícies no espaço de dimensão 4 dg

'

tado de forma bilinear não degenerada. Nos casos abordados esta
forma induz nos planos tangente e normal formas do tipo (+,+)

ou (+,-). Três situações: Y1 , Y2 e Y3 são estudadas, teª
do por base os artigos de John A. Little [4] e P. F, J. Dhoo-

ghe [3].
No Capítulo I, além de apresentarmos os pré-requisitos

necessários ao trabalho com o objetivo de fixar as notações,
estudamos a teoria que envolve a segunda forma fundamental. Nes

te sentido, vemos a relação entre os invariantes de segunda or—

dem da imersão e a configuração no espaço normal consistindo de

uma cônica.
No Capítulo II, introduzimos os campos de cruzes com

a respectiva noção de ponto singular. Tratamos ainda de tópicos
relacionados com & transversalidade geométrica tais como singu-
laridades modelo e imersões genéricas, necessários ao capítulo
posterior.

No Capítulo III, apresentamos alguns campos de cruzes
que fornecem informações sobre as singularidades em termos dos

invariantes de segunda ordem. Tratamos do caso Y3 separadameº
te por não termos aí os campos de cruzes. Chegamos aos teore—

mas globais sobre a existência de singularidades que foram ob—

jetivos principais dos textos base.
A nossa proposta foi de apresentar, num único trabª

lho, um estudo comparativo que permitiu a elaboração de alguns
teoremas e as demonstrações de outros, inexistentes nos textos'
base.



II

Surgiram em [3] alguns pontos obscuros e ' equívocos

que esclarecemos e apresentamos de forma mais acessível. Os re—

sultados referentes a este artigo exigiram sempre maiores cuidª
dos por se tratar de uma situação menos usual. Por este motivo,
os cálculos e demonstrações são apresentados na maioria das ve—

zes para os casos Y2 e Y3'
Um resultado a ser destacado do estudo comparativo é o

-seguinte: O Corolãrio III, 4.5.A, que se refere a Yl , contra-
diz o resultado obtido em [4] no Corolãrio 1.22 e que não está
correto conforme o contra-exemplo dado por Asperti em [1]. No eª
tanto, considerando—se em E4 o produto Y2 , o corolário dado

em [4] fica válido, bastando observar o Corolãrio III, 4.5.B.'



CAPÍTULO I

5 1. Natação

1.1. Seja E4 um espaço vetorial real de dimensão 4 dota—

do de uma forma bilinear simétrica não degenerada Y(v,w) e de
índice 0 (espaço euclidiano) ou 1 (espaço de Minkowski).

Chamaremos de "norma" de um vetor v ao valor IIVII =

= Y(v,v).
No primeiro caso llvll 2 0 pois Y ê definida posª

tiva e no segundo caso podemos ter Ilvll < 0.
Uma base (fl,f2,f3,f47 de E4 será dita ortonormal

se Y(fi,fj) = iôij .

No estudo que faremos surgirão de modo natural bases o;
tonormais da seguinte forma:

(a) Se o espaço for euclidiano Y(fi'fi) = 1, i = 1,2ª3,4
e neste caso pomos Y = Yl

(b) Se o espaço for de Minkowski, teremos:

(i) Y(f4,f4) = —1 , Y(fi,fi) = 1 (i = 1,2,3) e neste ca-
so pºmos Y = Y2

(ii) Y(fl,fl) = —1 , Y(fi,fí) = 1 (i = 2,3,4) e neste ca—

so pomos Y = Y3.

Y será chamado de produto interno ou métrica de E4.

1.2.
'

Teremos que Y induz em cada subespaço ge E4 uma for
ma bilinear que no caso euclidiano ê obviamente-definida positi—

va, mas no caso do espaço de Minkowski pode ser de diversos ti
pos.



Para os subespaços de dimensão 2 , ocorrem os seguin—

tes CªSOS:

(+,+) ( (+,-)- e (0'+)«

1.3. Mostremos que efetivamente não surgem métricas induzi—

das dos tipos:
(i) (O,-) , (ii) (0,0) e (iii) (“,")

nos subespaços de dimensão 2.
Faremos os cálculos para Y2 , sendo que para Y3 o prº

cedimento ê análogo:

(i) Para se obter um vetor v de norma nula em E4
, uma

de suas parcelas deverã obrigatoriamente ser f4 , ou

seja, v = a4f4 + $ onde w = alf1+a2f2+a3f3.
No subespaço gerado por f1 , f2 , f3 podemos conside—

rar transformações ortogonais e então tomar m = f1 , a4 = 1,

para obter v = f4 + flº
llSuponhamos, agora, que seja possível obter w blfl +

+ bzf2 + b3f3 + b4f4 tal que

Y2(v,w) " 0

Y2(w,w) < 0

Como Y2(v,w) = 0 , YZ(f4+f1,b1f1+b2f2+b3f3+b4f4) = o

ou seja —b4 + bl = 0 e portanto b]- = b4

—b < 0 ==> b +b2 2
3 2 3

< 0 (absurdo)__ 2 2
Y2(w,w) < 0 —— bl+b2+b 4

Logo não é possível obter métrica induzida do tipo «L-).



(ii) Mostramos agora que não é possível obter S = Ev,w] tal
que:

Y2(v,v) = 0

Y2(w,w) = O

Y2(v,w) — 0

ªº fato: Para que ocorram as duas primeiras condições
v e w devem ter f4 como componente ou seja

v = alfl + a2f2 + a3f3 + a4f4

w = Blfl + ªzfz + B3f3 + 84f4

Como no caso anterior, por transformações ortogonais,p9
demos tomar v = f1 + f4 e w = Blfl + Bzf2 + B3f3 + B4f4.

De Y2(v,w) O, obtemos Bl-B4 = 0 -ou seja 81 = 84.
2 2 2 2 «

' .-.De Y2(w,w) 0, obtemos Bl+82fB3-B4 = O.
_

ou seja

Portanto v = fl + f4 e w : $l(f1+f4)« sao vetóres Ii
nearmente dependentes o que é um absurdo.

(iii) Vejamos se é possível obter S = [V,w] tal que:

Y2(v,v) < 0

Y2(q,w) < 0

Y2(v,w) = O

Como nos casos anteriores, a menos de-transformações o;
togonais podemos tomar ov = f4 e w = Blfl+82f2+63f3+84f4.

De Y2(v,w) = O, obtemos 84,= 0.
'De Y2(w,w) < 0, obtemos BÍ + 8% + 8% < 0 (absurdo).



1 . 4 . OBSERVAÇÃO:

1.5. AF RMAgÃO:

Faremos

4

Neste trabalho serão abordados apenas os casos
de subespaços cuja métrica induzida seja do ti—

po. (+,+) e (+,—) ou (-,+).
Subespaços com estas características recebem a

denominação de subespaços spaceZike (tipo espa—

ço ou tipo 5) subespaços timelike (tipo tempo

ou tipo t), respectivamente. Tais denominações

são sugeridas pela Física.

Relativamente a Y e Y2 3'
Se um subespaço bi—dimensional S contido em

34 for tipo 5 , seu ortogonal Sl“ serã tipo
t e vice—versa.

os cálculos para Y2 , pois para Y3 ê análogo.

gg fato: Seja S = [VI,VZJ, vl , v2 vetores linearmeª
te independentes em E4 tais que

.

(i)

Y2(v1,vl) = 1

Y2(v2,v2) = 1

Y2(v 1'V2) “ Y2(V2'V1) : º
Sabemos que Sl = [u e E4 / Y(u,v) = O ; V v e S].
Verifiquemos:

bo

V w € E

Se isto
w = uv1

logo '

C!

B

4 ' -l, w = v+u com v e S , u ejs ,:
valer, teremos
+ sz + u

Y2(w,v1)
= Y2(w,v2)



' e u = w — avl — sz.
Mostramos que u 6 Sl

Y2(u,v1) = Y2(w—avl—Bv2,vl) = Y2(w,v1) — a = 0

EEY2(u,v2) Y2(w—av1—Bv2,v1) = Y2(w,v2) “ B 3,0

Assim é possível escrevermos w = V+u onde u=w—av1—Bv2.

(ii) s n s-L = [o].

Seja u e S n SL.

De u e S ªª> u==ocvl + sz.
De u e Sl ===> Y2(u,u) = 0 ===—-> a2+82=0 ou seja u=8=0.

Logo u = O.

Por (1) e (ii) temos que E4 = s e si.
Como dim s = 2 , obtemos dim sºL = 2,

Pelo que vimos anteriormente Si não é do tipo (0,0).
Assim sendo, SL admite base ul,u2 com Y2(ul,ul) # O, que
pode ser substituida por outra uí,uâ satisfazendo:

.

l ! _. ' ' ...Y2(u1:u2) "" YZ (uzlul) “ 0.

Na base (vl,v2,uí,uâ) & matriz do produto interno fi-
Cª:

l O 0 O

0 l O O

0 O Y2(uí,uí) O |

0 O 0 . Y2(uâ,uâ)

sendo o segundo bloco, não nulo, a matriz do produto interno ig
duzido em" Si.
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Pela lei da inércia deveremos ter Y2(uí,uí) < 0 e

Y2(uà,uâ) > O ou Y2(uí,uí) > 0 e Y2(uâ,uà) < 0.

Conclusão: ”Sª'“é tipo t.
Observação: Com os mesmos argumentos provamos que se 5 for ti

po t então S1 serã tipo 5. (ver 1.4).

1.6. Seja M uma variedade orientada Cºº de dimensão 2 e
X : M + E4 uma imersão de M em E4.

Neste trabalho somente consideraremos imersões para as

quais os espaços tangentes em todos os pontos são todos "tipo 5"

ou todos "tipo t". Conseqúentemente os espaços normais serão
também todos de um mesmo tipo.

Uma base ortonormal (e1(p),e2(p),e3(p),e4(p)) num pºa
to p de M , serã dita base adaptada se e1(p), e2(p) são

vetores tangentes a M com (e1(p),e2(p)) concordando com a o—

rientação de M e e3(p), e4(p) são escolhidos normais ã super
fície de forma que (el(p),e2(p),e3(p),e4(p)) concorde com a º
rientação fixada em E4.

Podemos agora considerar os fibrados:
TM - fibrado tangente de M

NM - fibrado normal de M em E4

FTM — fibrado das bases tangentes & M, ortonormais e o—

rientadas
FNM — fibrado das bases normais a M, ortonormais e º

rientadas
F - fibrado das bases adaptadas a M.

Todos estes fibrados possuem uma estrutura diferenciª
vel natural.



O índice p indicará a fibra no ponto p e M de cada
um destes fibrados.

1.7. OBSERVAQÃO: Relativamente a Yl , os grupos de estruturacam
agem em FTM, FNM e F são SO(2), SO(2) e

G1 = SO(2) % SO(2), relativamente a Y2 são

SO(2), SO(1,1) e G2 = SO(2) X SO(1,1) e relª
tivamente a Y3 são SO(l,l), SO(2) e

G3 = SO(1,1) x SO(2), respectivamente. Estes rg
sultados provêm do fato que as métricas induzi—

das em TMp e NMp são, na ordem acima, de ti
pºs (+,+) e (+,+), (+,+) e (+,4) e finai
mente (-,+) e (+,+). (Ver (73),

5 2. Equações de Estrutura

2.1. Para cada ponto p de M , definimos o produto interno
em TM por:

se vl,v2 e TMp , <v1,v2>p = <dxp(v1),dxp(v2)>.

ºbtemos assim a métrica induzida em M pela imersão X.

Seja U c M uma vizinhança de p em M tal que X/U
4 tal queseja injetora e V uma vizinhança de X(p) em E

V ª X(U).

Tomando—se V e U suficientemente pequenos pxwmmses—

colher em v, um referencial ortonormal mõvel (el,e2,e3,e4) a—

daptado a X , isto é restrito a U , (el,e2,e3,e4) é base ª
daptada.



Em cada p » U consideremos o espaço dual (Ep)* de

Ep (tangente a E4 em p) e sejam ($1)(p), ($2)(p), ($3)(p),
($4)(p), os elementos da base dual, isto é:

($i)p(ej(p)) = ôij i,j = l,2,3,4.

2.2. Seguindo o que normalmente se faz no método do refereª
cial móvel, definiremos as formas oij e analisaremos a sua re—

lação com Óji , relativamente a cada produto interno separadª
mente.

Cada campo ei pode ser pensado como uma aplicação di—

ferenciável ei : V + E4. A diferencial (dei)p : TVp + E4
, em

p e U, é uma aplicação linear. Podemos então escrever para todo

v e Tvp que (dei)p(v) = Z(<1>ij)p(v)ej e conseqâentemente
j

dei = zwijej.

(i) Relativamente a Y]

Como ei.ej = ôij , Óij = dei.ej e diferenciando-se
teremos dei.ej + ei.dej = O, ou seja oij+$ji=0 ==> $ij==—©ji.

(ii) Relativamente a YZ

Como ei.ej = õij i,j = 1,2,3

De e4.e4 »l ==> $44 = 0

De ei.e4 = 0 i = l,2,3 ===> dei.e4 + ei.de4 = 0

logo

“dºit; + ºu "ª º “> “ºu = %i'



(iii) Relativamente a Y
3

Como el'él =*—l ==> Óll = O

ere) = 613. 1,3“ = 2,3,4 ==>

==> dei.e + ei.de( = O ==> $ij = 'Óji i,j = 2,3,4

2.3. Utilizando—se a fórmula de Poincaré dd = 0 , obtemos

as equações de estrutura

dºi : ídºk “ (pki

dºij = íóik A Ókj (ver [6] ou [B])

que são válidas nos três casos.
A aplicação X : U e M + v c E4 induz formas diferen—

' ' * ' = *ciais wi = X (ai) e “ij X ($ij). Observemos que

w3 = X*($3) = 0 , w4 = X*($4)
do v e TMq , teremos dX(v)

X*($4)(v) = ó4(dx(v)) = 0.

H

: alel+a2e2

0 pois para todo q e U e tº
e x*(q>3) (v)=<b3(dx(v))=0,

Como X* comuta com a derivação exterior e com o prº
duto exterior, temos que todos os resultados obtidos para as
formas ºi , Óij sao validos para as formas mi , “ij“

Logo:

(1) dwi = íwk A wki (2) dwij = ãwik A mkj

(3) dx = Íwiei (4) dei = ;wijej
3

Como w3 = w4 = 0 , teremos de (1):
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+O N D.,E | “2 A “23
(5)

0 = dw' =4 ml +“14 “)2 A “24

onde wl , “2 são formas independentes.

As expressões (5) estão nas condições do "Lema de Cag

tan" (ver [6]), o que nos fornece:

_ 1 2
“13 “ A31% + A31w2

_ 1 2
“23 “ A32ªº1 + Aszwz

” 1 2
'

(6)
m14 ” Anªl + Auwz

_ 1 2
“24 “ A42w1 + A42w2

2 _ 1 2 ª 1

Teremos ainda de 2.2, (1), (ii) e (iii), as fórmulas

(7), (8) e (9) relativamente a Yl , Y2 e Y3 , nesta ordem:

wij = —wji i,j = 1,2,3,4 (7)

mij “ '“ji
w44 = 0 1,3 = 1,2,3 (8)

wi4 : “41

“ij ” ”“Ji

“11 = o i,j = 2,3,4 (9)
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5 3. Forma Quadrática e Ações de Grupos

3.1. A forma quadrática (dZX.e3)e3 + (de-e4)e4 é a segunda
forma fundamental da superfície. Dependendo do produto interno,
ela assumirá determinada expressão

(i) Relativamente a Y]

Temós

: 0 => dXoe3 : 0 => d2Xoe = “'ande3 ª().)3- 3

El "(w191+w2ª2)'de3 ” “1“13 + “2“23 =

_ 1 2 2 1 2 2 _* A31w1 + A3lwlw2 + A32ªº2ªº1. + A32% “

» 1 2 1 2 z“ ABlwl + 2A32wlw2 + Aszwz

= o ==> d2X e = —dX de =“4 ' 4 º 4

1 2 1 2 2“ A41ªº1 + 2A42wlm2 + A42wz

logo
_ l 2 1 2 2

a — [A31wl + 2A32wlw2 + A32w23e3 +

1 2 l 2 2
m + 2A w m + A42wzje4+ [Á41—1 42 1 2

Aqui utilizamos (3), (4), (6) e (7).

(ii) Relativamente a YZ

” ;_ 2 4 _ ª- '

w3 — 0 ——>d X.e3 « dx.de3 (wie1 + wzeZLde3

= A1 mz + ZAl + A2 mz+ w2w23 31 1 32w1w2 32 241413
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2li 0 ===>d x.e4 = «Emde4==—(wlel + wzez).de4 =

"wl“41 “ w2w42 “ “wl“14 ” “2“24

: “1(A41“ 1 + Aãlw“z) uªzºªazªª 1 * Aãzwz) "

: 'Aâlwí ' ºAâzwwle “ Aâzwã

logo a pode ser escrita:

a = [Aâlwâ + ZAãzwlwz + Aâzwãle3

' [Aàlw Í + 2Aâ2w1m2 + Aãzwãªª4

Utilizamos (3), (4), (6) e (8).

(iii) Relativamente a YS

(03 = 0 =====> ("3.2X.e3=-dX.dse3 = —(w1e1 + w2e2)..3c'le =

“1“31 ” “2“32 : w1w13 + “2“23 =

_ 1 2 1 2- wl(A3lw1 + A31w2) + w2(A32w1 + A32w2) —

ª A1 mz
'

1 2 2'M31 1 + 2A32ªª1ºª2 + Aazwz

2 _ º(94 — 0 ———> dX.e4 —- --dx.<zª,le4 «- "(wlel + (x)2e2).<ie4

“ “1“41 “ “2“42 : “1“14 + wzº24 :
l 2 l 2 2: A4lwl + 2A42w1w2 + A42%

logo a pode ser escrita:



ª l 2 l , ,
2 2

_
,

[ tª. fw“ “Hªkim“

í “ªº1 2 fª f
_

2
"&

Utilizamos (3), (4), (6) e (9).

»!
/ ;

Os A's são funções em F provenientes das fórmulas
(6), (ver [4], p. 279).w> [ ,

Fica assim aesociaão & Qaeda referencial

É'ª (pyel(p),e2(p).e3(p),e4(p>)
o par de formas quadrâticas reais em M (a3(p),a4(p)) onde

a3(p) e a4(p) são as expressões nas direções e3(p) e e4(p)
anteriormente descritas em cada um dos três casos.

o conjunto de todõs estes pares de formae quadrâticas
em um pente p ae M é um espaço que pode ser identifieadocxm
e R6.

3.2. Relativamente a cada produto interno, teremºs um gruª
po agindo neste conjunto. A ação & aaaa por:

Kª = z âºAk L1L£ri sjk r sj j k com s,r & 3,4 ; i,j,k,£ = 1,2.

Observamos que relativamente a Yl : (W?) e SO(2) e

(Lª) é SO(2); relativamente & Y2 : (& ) a SO(1,1) e
HmHm

& so<2) e (nª) eSO(l,1).

A fôrmula acima indica como mudam os coeficientes Aªj

(Lª) & SO(2)3 relativamente & Y3 : &

pelas ações dos qrupce em TM e NMp quando mudamos o refeª?
rencial.



l4

Há quatro invariantes sob estas ações que serão trata»
dos a seguir. Os dois primeiros serão calculados para Y2 sendo

ue ara Y e Y , apenas citaremos os resultados.q ? l 3

5 4. Os Invariantes K, N, É e a Elipse de Curvatura

4.1. A curvatura de Gauss K e a curvatura normal N, são

definidas através das igualdades:

"(a) dwlz —Kw1 A “2

—Nm1 A mz(b) dw34

A seguir apresentamos os cálculos relativamente a Y
&

2)
ªnieiandO—se com o cálculo de K.

De 2.3, fórmula (2), temos:

dw =12 u)13 A “32 + “ Am14 42

1 2 1 2
12 “ [(A31wl + A31W2) “ (”A3zªl ' A32w2)] +!dm

1
w

2
A (A42 1 +,A42w2)] =1 2+ [(A41w1 + A42w2)

1 2 2 1 1 2 1 2
['A31A32 + A31A32 + A41A42 ' (A42) ]“1 A m2 'il

De (a):

_ 1 2 1 2 1 2 1 2
K " [(A42) ” A41A423 ' [(A32) ' A31A323

Cálculo de N:

De 2.3, (2), temos que dw34 = w31 A w14 + w32 A w24
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_ _
2 1 2

d“ª34 “ [( A31“ 1 A31w2) “ (A41w1 + A41“2)3 +

2 1
,

2 _+ [(—A32w1 — A32w2) A (A42wl + A42w2)1 —

_ _ 1 2 2 1 _ 1 A2 2” [ A31A41 + A31A41 A32A 42 + A32A423w1 “ mz

2
31 " A32>A41 + (A42 " A41)A313

Observações:

(1) Para as igualdades acima ver também 2.3, (6) e (8).

(ii) As formas “12 e w34 são as formas de conexão nos
fibrados FTM e FNM respectivamente e dw12 , dw34 são as
formas de curvatura nos respectivos fibrados.

Com o mesmo processo se obtém para Yl:

& A1 2 _ 1 A2 _K “ A31A32 (A31)2 ª'A41A 42 (An)2

_ 2 _ 1 1 1 _ 2 1N (A42 A41>A32 + (A31 A32>A42

& para Y3

1 2 l A2_ 1 2K “ A31A32 (An)2 + A41A 42 “ (A42)

_ 1 v 2 1N ' (A41 + A42>A31 “ (A31 + A32>A42

4.2. Lembremós que a : TMp x TMp + NMp é dada por:

a(p) = a3(p)e3(p) + a4(p)e4(p>

onde a3(p) e a4(p) sãº formas quadrâticas.
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Dada uma forma quadrática num espaço vetorial do tipo
(+,+) ou (—,+) que relativamente a uma base ortonormal se es—

creve como A(x,y) = axz + ZBxy + yy2 poremos para o caso Gq+),

"traço" A = a + Y e para (—,+), "traço" A = —a + y.
A razão desta consideração é que estas são funções invª

riantes relativamente & SO(2) e SO(l,l), respectivamente, co—

mo será mostrado em 7.3.

4.3. DEFINIQÃO: Com esta observação, podemos agora definir o vg
. . + «tor curvatura media H que e dado por:

1 || || | "H = ? traço dB(p)e3 + 'traço a4(p)e4.Nhª

Olhandomse para 4.3 e 3.1, teremos respectivamente:

_ à 1 2 1 1 2
“1 “ 2<A31 + A32)ª3 + É<A41 + A42)e4

+ “ l 1 2 “ £ 1 2
”2 “ É(A31 + A32)ª3 2(A41 + A42)ª4

»
& à 2 u 1 l 2 _ 1

“3 “ 2(A32 A31393 + 2(A42 A41)e4

494. QÉSERVAQÃO: É será invariante em cada caso pois é dado a-
través dos "traços" que são funções invariaª
tes relativamente às ações dos grupos.

4_5. Para melhor descrever as configurações dos invariantes,
nos três casos, será conveniente considerarmos Yl e Y2 ini—

cialmente e fazer um tratamento posterior referente a Y3. Nos

dois primeiros casos os invariantes podem ser Visualizados pela
construção de uma elipse de curvatura.
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Pensaremos, então, na segunda forma fundamental como

sendo uma aplicação n em cada ponto p do círculo tangente uni
tãrio no espaço normal em p,n : Sl—>NMp ; dada por:

A cada ponto e , do círculo S em p , seja y(S) uma

curva parametrizada pelo comprimento de arco, escolhida de modo

que o vetor tangente a Y em p seja e. Definimos então n(e)
como sendo a projeção de & ª—(p) em NMp.dS

Esta definição independe da escolha de Y , como vere-
mos a seguir:

a(e) ê denominado vetor curvatura nbrmaZ.(VerE4J,p.264).
, , + ..,Se num referencial fixo e = cosee1 + senee2 , entao:

(i) Relativamente a Yi

+ _ 1 2 2
,

,
2 2n(e) — (A31Cºs 6 + 2A31cosôsene + A3zsen e)e3 +

l 2 l 2 2+ (A4lcos e + 2A4zcosesene + Aªzsen e)e4

... + +Observando—se as expressoes de n(e) e H , obtemos:

1 1 A2 2
5(A31 '. A32) A31 ººªºº

«»»->
(U“H)(9) *

1 2l 2
É(A41 — A42) A41 senze

(ii) Relativamente a YZ

à(e) = (Aãlcosze + ZAâloosesene + Aâzsen29)e3

,,1..,z',2 ?. 2
— (A4loos e + 2A4lcosesene + A42sen e)e4
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Logo

1 l 2 2
—2-(A31 — A32) A31 cosZG

—-—+
(n—H)(6)=

_11_2 _2—2—(A41 A42) A41 sen2e

Nos dois casos, como a imagem de um círculo sobxma tamª
formação afim é uma elipse, vemos que o vetor curvatura normal

se move sobre uma elipse, em torno do vetor É
, no plano nor—

mal, que é chamada elipse de curvatura. Ela é invariante anSb(2)
relativamente a Yl e Y2 e com seu auxílio detectamos os ine
variantes escalares.

O círculo tangente unitário é levado em si mesmo, por rg/xtações . 64591

Logo, a elipse de curvatura, como

conjunto de pontos no plano normal é inde—

pendente de rotações no espaço tangente. _
'

Oq») WP) -

CONCLUSÃO: Qualquer quantidade invariante da elipse de curvatura,
invariante através das ações do grupo estrutural no

plano normal pela origem, é invariante pelas aáksrms
espaços tangente e normal e é portanto um invariante
escalar.

EXEMPLOS: (1) É é vetor invariante, llãll ê.invariante eaúúar.

(2) S e área da elipse é um invariante escalar.
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1 1
/

2 2 ª i 1 _'2 2 _ ª»|5(A3l“A32)A41 ª(Ã41 A42>A31|Tf * 2“1N'wS :Yi

&

_ _; 1 _ 2 2 l 1 _ 2 .2 , & lSY2 “ ' 2(A31 A32)A41 + a(Ã41 A4z>A31|“ 2W|W|

l ,,, i ' | .ínN pode ser Visto como a area orientada da elipse.

5 5. A Expressão |1ã|| _ K : ||X|| + 1|â||

Neste parágrafo vamos desenvolver três lemas com o ob—

jetivo de mostrar que 'IIÚII — R * IlÃll + ||É|| onde Ã desig
narã o semi—eixo maior dª elipse e É o semi—eixo menor.

A fórmula % Vãªiàª'pªâª. Yl e “YZ , sendo que faremos

a demonstração para o âaeorlYêj por não se encontrar no texto bª
se. Neste caso, não sabemos a priori o comportamento dos máximos

e mínimos da função distãncia. Se Pie (x,y) é um ponto da elig
se e O o seu centro, teremos d(P,0) % xzªyz.

5.1. gªgª: As direções de máximo K e mínimo 'É da função dig
tância são ortogonais entre si e a equação da elipse
de curvatura relativamente ao sistema (0,X,É) se

apresenta na forma reduzida.

Demensçratãºz

Sabemos que relativamente a um sistema ortogonal de co—

ordenadas (O,e3,e4) a equação ae uma elipse centrada na origem
é dada por: axº + ZBxy + yyz » 11= 0.

Obviamente d(P,0) atinge um máximo e um mínimo em al“
guma direção pois e3 tem norma positiva e .e.4 tem norma nega—

tiva.
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Consideremos um novo sistema ortogonal de coordenadas

(O,eâ,eà) onde eg é a direção onde o máximo da função distâª
cia é atingido.

Portanto para y' = O, obtemos pontos de máximo.

Relativamente ao novo sistema teremos:

! I | .. l 12 | l l l l2F (x ,y ) — a x + 26 x y + y y — 1

Sejam (ta',0), (0,tb') os pontos onde a elipse corta
os novos eixos.

Observação: Para Simplificar a notação abandonaremos as "linhas".

Logo,
X2 2

F(x,y) = —7 + 28xy + X? — 1
a b

é uma função com derivadas parciais Fx(x,y) e Fy(x,y) "cont;
nuas.

Além disso:

F(a,0) = 0

zFx(x,y)=—-3í+zsy e Fx(a,0)=—2—%=—ã—>0 (ayªO)
a a

Pelo Teorema das Funções ImpZíaitas, podemos obter lo—

calmente x = w(y) / w(º) = a , F(W(Y):Y) = º e

E? = FxWMJS '

« ªºEntao dy(0)

D.;

ZBa' _ 2Ba' “573“ “ ” ““É—“" '

Como obtivemos x = w(y), podemos escrever a função
distãncia sõ em função de y ou seja w(y) = w2(y) — yz.
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IIMas (MM—) : O + pOiSdy y=0 0 eY

um ponto de máximo para a função distãncia.
Por outro lado:

dw(x) : , . _ _(dy )Y=O (zw 2y>y=0-

Portanto —28a3 = O e como 'a # O ==> B = 0.
* 2 2

Consequentemente F(x,y) = ª? + X? — 1 , ou seja relªa b
tivamente a um sistema ortogonal de coordenadas (O,eâ,eà) onde

ea é a direção em que o máximo da função distância é atingido,
2 2

a elipse é dada por ª— + X— = 1.
a2 b2

Para obter os pontos de mínimo, vamos esorever a ex—

pressão da distância em coordenadas polares.
Temos

pcose>< ll
p>0

lly psene

Assim w(e) = p2cosze — pzsenze = 02c0526

dW(6) _ 2
de — 2p sen26

Segue que os pontos críticos são da forma e = %%,kez

2d 56) = -4pzcos29 ==> Pªrª k Pªr ==>
de '

2

d e
2

para k' ímpar ==> ,d' 56) >0
dre
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Assim para e = 0,n,2n,..., obtemos pontos de máximo,

o que é coerente pois sabíamos que y = O fornecia tais pontos.
Para e = %,%;[..., obtemos pontos de minimo e estas

são justamente as direções ortogonais a y = 0.
Chamando—se 35 = Ã, Ea = É, concluímos que K e

É são direções ortogonais e relativamente a (0,Ã,É) a elipse
se escreve na forma reduzida.

Antes de enunciar o próximo lema, convém fazer algumas

conSiderações:

5.2. (a) Dois diâmetros de uma circunferência ou de uma elipse
são conjugados se as tangentes nos extremos de um são

paralelas ao outro.

(b) Valem os seguintes fatos:
(1) Numa circunferência do plano euclidiano dois diâmetros

são conjugados <==> são ortogonais.

(ii) Como as transformações afins conservam o paralelismo e

a tangência, diâmetros conjugados são levados em diâme—

tros conjugados.

(iii) Se relativamente a determinados eixos a equação da elip
se se apresenta na forma reduzida, então estes eixos
são diâmetros conjugados. Segue de 5.1 que X e É

são diâmetros conjugados.

(c) Façamos Sã , sã representarem os círculos unitários
de TMp dados respectivamente por (cosB,senB) e

(c0526,sen26) e consideremos a aplicação natural

f:Sâ—>S 1
2.
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Como temos

A B cosze
n(e)-H =

C D senze

representando a elipse de curvatnra em NMp , teremos de (b),
(iii) e (ii) que É e É provêm de diâmetros conjugados É e

É em Sã.

Mas por (b), (i) 3 e É são ortogonais, ou seja,
diferem entre si de 26 = 900.

Pela aplicação f : Sã + 8% podemos notar que É e É

provêm de direções em Sá que diferem entre si de e = 45º.
As considerações feitas em 5.2 voltarão a ser utilizadas

no Capítulo III.

5.3. LEMA: Podemos escolher e1,e2 referenciais tangentes de mg
x “***—* . odo que n(e)—H seja o semi—eixo maior para e = 0

e o semi—eixo menor para e = 45º.

Demonstragão: Segue de 5.2.

5.4. LEMA: IIÉII — K = IIZII + IIÉII , onde X e É são os se
mi—eixos maior e menor da elipse, respectivamente.

Demonstração:
Por 5.3, teremos:

+ _ '““3““* _ 1 1 2 1 1 2
A ' ”(0 )”“ f(A31 A37393 ' ª(A41 “ A42)ª4

WÉ = n(45º)—H = Aã1e3 - Aíle4



ª = “lí“:l-xi + Aâzms ' %(Aclll + Aâzmz:

K —- [(A412)?" —- AâlAíz] - [mªgº — AâlAãz]

Logo,

Ilãli — x = % (Aâl)2 + zAãlAâz + mªyº]

' %E(Aâ1)2 + ZAâlAÍZ + (Aã2)2]

“ (Aâ2)2 + Aâlªãz + <Aâ2)2 " Aâlªãz

= %E(Aâl)2 “ ZAâlAâz + (Aâ2)2]

_ %F(Aâl)2 « ZAâlAíz + (Aâ2)2]

+ (Aª1)2 <A2292 = '!Ã?! + :lâl!

Ressaltamos mais uma vez que as considerações anterio—

res ligadas ã elipse de curvatura se referem a Yl e Y2'

5 6. A8 Hipérboles de Curvatupa

Neste parágrafo esclareceremos qual é a cônica relacig
nada com os invariantes quando consideramos em E4 o produto

Y3.

6.1. A métrica induzida em TMp neste caso é do tipo bdq+lh

Portanto, os vetores não nulos, tangentes a M em 5%

podem ter norma negativa, positiva ou nula, como é o caso, por
exemplo, dos vetores u = (a,0), v = (0,a) e w = (a,ta), reg
pectivamente.
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Teremos, em particular, o conjunto dos vetores de nor—

ma 1 e o conjunto dos vetores de norma t 1, formando duas hi—

pêrboles em TMp cujos eixos de simetrias têm direções de el
e e2 respectivamente.

As direções assintóticas deg

sas hipêrboles serão as direções de

norma nula em TM

Como tínhamos ªgf)
& : TM x TM + NM teremos? p p'.a/H : H x H + NM .p

Novamente, a diagonal desta aplicação será o vetor CUE
.)vatura normal n.

6.2. Fixemos em p um referencial (el,e2) e consideremos

os vetores:
% = ª(m) = Choel + ehme2

+e iªm» shoel + chq>e2

Observemos que Y3(E,E) = —1, Y3(É,É) = 1 e variando—
—se Q, É e É representam um ramo de cada uma das hipérbg
les citadas. Obviamente, conhecendo—se um ramo de hipérbole, e—

la estará bem determinada, no referencial fixado.
Consideremos:

1 $ªe (el + ez)(Do

5...
|! (Do

I_J
%; H

êz = ê2(©) = ªe.-dªlel - e2)

e notemos que estes descrevem as direções aSsintôticas das duas

hipérboles mencionadas.



ºg fato:
a: - al "5 _ az

lim ———-$———-= o ; lim ————:——— = o
(j)-+00 e : (j)—>_<» e (1)

+ o
.

+ ºe - e1 e — (—e2)
lim -———$——— = o ; lim —————:$———— = o
(bº—>eu e (D+—oo e

Sendo os limites acima todos nulos, teremos que cada
numerador comparado com o respectivo denominador se torna sufi-

Ocientemente pequeno; o que prova serem e e2 as dire—º
el

ções assintóticas.

6.3. Determinemos as imagens dos vetores acima pela aplicª
.. +

'

çao n.
2à(ã) 32sh2$)e3l 2 l(ABlºh $ + 2A32ch$sh$ + A

1 2 1
'

2 2+ (A4lch $ + 2A42ch$sha + A4zsh d))e4

l 2 l 2
(A3lsh o + 2A3zshoch$ + A32ch2<b)e3J—b 64 |
1 2 1 2 2

(A4lsh $ + 2A4zsh$cha + A4zch Me4+

1 25 1 1 2 1 1 2
ze [(A31+2A32+A32)e3 + (A4l+2A42+A42)e4J!!

1 -2$ 1 _
1 2 1 _ 1 2íª [(A3l 2A32+A32)ª3 + (A41 2A42+A42)ª433% &;

&:
ll

Usando—se que 2ch2$ * 1 = chZÓ e 25h2$ + 1 = ch2$ ,

obtemos

._.-___...»
(manu) (<p> = [%(A%1+Aâ2)ch2$ + Aâ'zshZMeB

l l 2 1+ [g(A41+A42)ch2o f A4zsh2<p1e4
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e
fªiª—+ _ l ,l 2 l(Me)—H) (<b) — E-2-(A31+A32)ch2<1> + A3zsh2<b1e3

1 l 2 ,» 1 ,+ [ª(A41+A42)ch2$ + A4zsh2$1e4

Em termos matriciais:

1 1 2 . 1
_ _,

,

í(A31+A32) A32 chªº”

(n(€)+H)($) =(n(e)—H)($) =

1 .l 2 l-2-(A41+A42) A42 sh2<b

Í—

Como (ch2$,sh2$) representa um ramo da hipérbole em

TMp , e como sua imagem por uma transformação afim será também

um ramo de hipérbole, teremos no espaço normal ramos de duas hi
pêrboles cujos centros estão em —ª e É respectivamente.

Novamente, conhecendo-se um dos ramos de cada hipérbº'
le, por simetria, obtemos o outro e portanto teremos duas hipêg
holes em NMp que São paralelas e obtidas uma da outra pelo
vetºr ZÉ. Para simpliCidade de notação chamaremos de n' a'

. “__ ,___-. +hipérbole dada por (MÉHHHM e* n a hipérbole mãº)-Hm).

6.4» Veremos, agora, que a(êl) e_ à(êz) determinam as

direções assintõtidas de H+, bem como de H'.

De fato:
% e) — %(el) Me) — ÉcêZ)

(1) lim—7—-——-'=O (2) lim ___-_:_Ts_-=o
dj-roo e 4)

*b*—ºº e ªº

' '

ma) - mal) M$) - aia-2)
(3) lim-«-——-—-—-2——-—'-—=O (4) lim “arª—=º$ªno e Ó (>*-ºº e º
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Calculemos, por exemplo, o limite (1):

m > - m 1)
limM =2$
(t)-rw e

_ 2 1
( 2_1e 2a 1 2

— ªiª [(A31ch $+2A32chpsh©+Aê sh $ (A31+2A32+A32)]e3

l 2 l 2 l ezw l 1 2+ ªiª [(A4lch çb+2A4 2chd>sh<b+A4 25h $“4e (A41+2A42+A42)Je4

.
ch ªa— ze” shch-2 ªº 2 sh2$-%e2$

_ àíª [A31(—-——ã$———)+A312(————7$———)+A32(————25$———)]e3

1 ch
22—36” 12 shZÓ—àe

2“)
, shºq> -%e2º

—2© —2m -2$l 2+e 1 —e 2 —2+e= lim [A (——————)+A (—————)+A
(———-——-——)]e3

©+w 31 4e2$ 32 2e2$ 32 e2©

”ZÓ e'2$ —2$
. l 2+e 2 -2+e+ lim [A (—-—-———-—-——-—)+Al (——)+A4 (———————)]e = 0

Q+w
41 4e2$ 42 ezm 42 4e2© 4

Os demais limites são obtidos do mesmo modo.

5 7. 0 Quarto Invariante &

Vamos agora tratar do quarto invariante A , que de—

termina a posição da origem de NMP em relação ã cônica.

7.1. Consideremos

l l 2
A3l 2A32 A32 0

1 l 2
1 A41 ZA42 A42 º

AY1.= AY3 : É 1 1 2º A3l 2A32 A32

l 1 2º A41 2A42 A42
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Aâl ºAâz Aâz º

_ 1
—Aàl "ºAâz "Aãz º

Ayº — E º Aâl ºAâz Aâz

º _Aâl “ºAâz “Aâz

A pode ser visto como a resultante dos dois polinô—

mios
l 2 l 2 2 l 2 l 2 2

A3lx + 2A32xy + A32y e A4lx + 2A42xy + A42y

onde (x,y) são as coordenadas homogêneas de um ponto. (verE8D.

Observemos, por propriedades de determinantes, que

Y . Por esta razão os três determinantes serão 1—
3

dentificados por A.

7.2. Antes de mostrar que A é invariante, vamos desenvoi
ver uma forma quadrática invariante, cujos cálculos-são análo—

gos para os três produtos internos.
Seja e = xel + ye2 e consideremos

de xdel + yde2 +"dxel + dye2

logo,

de.e3 = xw13 + yw23

Agora usando as equações 2.3, (6), podemos escrever:
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de.e3 A de.e4 = [Xw13+ym23] A [xw14+yw24]

1 2 1 2
[X(A31“1+A31w2)+y(A32“1+A32ª”2) ]

l 2 1 2
A [x(A41w1+A41w2)+y(A42wl+A42w2)]

122121221 12212[(A311'211'Aza1ªª41)x +ªª311ª212'ªª32A41)ªªª”ºªazªª*42'ª32ª*'42)y ]“”1 '“ (”2

Definimos

22121221 12_212sºw) = “1%1A41'A31A41)x +(A31A42'Aazª41”ªY+(A32A42 Aazªªqz)y

S(x,Y) é invariante sob Gi , i = 1,2,3 respectivª
mente em relação a Yl , Y2 e Y3. (Ver 1.7)

7.3. A seguir mostraremos que o "traço" de S(x,y) e o seu
determinante são invariantes escalares.

Relativamente a Y3

O grupo que age em FTM , onde estão definidos os coº
ficientes de S(x,Y). ê SO(1,1).

Assim as mudanças são dadas por:

X |! chex' + shey'

y shex' + chey'

Temos S(x,y) = axz + ZBXY'+ YYZ

S(x',y') a(chex' + shey')2

+ 23(chex' + shey')(shex' + chey')

+ y(shex' + chey')
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2Assim S(x',y') = a'x'2 + ZB'x'y' + YVy' vonde

achze + ZBcheshe + yshze“'

B' (a+Y)cheshe + B(ch26 + shze)

ashze + ZBsheche + ychzeYi

Tams [S]=
Bl .Yl

Se considerarmos "a'+Y'" , que seria o traço de sony)
no sentido conhecido, veremºs que esta função não é invariante
pois

já que

S (XIY)

a'+Y' # a+y.
Por esta razão, consideraremos

"traço" S(x,y) “d+Y,

esta é invariante.

|!

a(—ch26+sh29)w+y(—sh26+ch26) = —a+y.Ilºg fato: -a'+Y'

Por outro lado:

det S(x',y') = a'Y' - B'z

26+ZBsheche+ych263[qch26+28cheshe+ysh26][ash

E(a+y)cheshe + B(ch29 + sh26)3

(ay—Bz)(ch26 — shze)2 = ay — 82 = det S(x,y).

Logo as funções det S(x,y) ='ay - 82 e "traço"
——u + 7 ,são invariantes.
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OBSERVAQÃO: Relativamente a Yl e Y2 o grupo que age em FTM

(Dl SO(2). Neste caso já sabemos que para S(x,y) =

ax2 + ZBxy + yyz , as funções traço S(x,y)=a+y
e det S(x,y) = aY * 82 são invariantes.

7.4. Observando—se a expressão de S(x,y), obtemos nos

três casos A = det S.

Mostremos, também que N = "traço" S, relativamente a

Y3. O resultado também é válido nos outros dois casos, toman-
do—se o cuidado de considerar a conveniente definição da função
"traço" em cada situação.

Em Y3 , temos:

1 2 2 1 1 2
A31A41A31A41%(%1A42 A32A41)

[S]=
z

,
2 1 A1 2 A2 1?(A31A4zªA32A41)A32A42A32A42

" " ,,,. 2 1A2 A2trªçº S " (A31A 41A31A41) + (AszA 42 A32A42)

1 2 2 1 2 2 _(A41+A42)A31 ' (A31+A32)A41 " “

Logo N e A são invariantes escalares.

Notemos que, relativamente a Y3 , S(x,y) pode não ser
identicamente nula mesmo quando N = "traço" S e A = dets são

ambos nulos. Basta tomar, por exemplo, S(x,y) = x2+2xy+y2.

Observação: A invariança de K é obtida, definindo-se uma for—

ma quadrática F(x,y> por dv.e1/xdv.e2 # F(x,y)m1 A “2 onde

v = xe3 + ye4 e observando-se que K = "traço" F. Devemos to—

mar o mesmo cuidado anterior para a função "traço" relativamen—

te a cada produto interno.
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7.5. DESCRIÇÃO DE A EM TERMOS DA CONFIGURAÇÃO:

Enunciaremos os teoremas 7.5.A. e 7.5.B. sendo o

primeiro válido tanto para Yl como para Y2 e o segundo so—

mente para Y3.

Como a técnica de demonstração será a mesma, apresentª
remos apenas a demonstração de 7.5.B.

7.5.A. TEOREMA: Seja O' a origem do espaço normal NMp e
N # 0 em* p.
Então: se A > 0 , o ponto o' estará no inte-

rior da elipse;
se A = O , sobre a elipse e se A < 0

no seu exterior.

7.5.B. TEOREMA: Seja O' , origem de NMp e N # O em p.
.

(a) Se a reta através de É intercepta H“ (e

também H+) então O' estará interno, so-
bre ou externo a H_ (e também a H+) se

reSpectivamente A > O, A = 0 ou A < 0.

(b) Se a reta através de É não intercepta H—

(e H+) então A < 0.

Demonstragão:
— +Fixaremos os cálculos para H , sendo que para H o

procedimento é análogo.

(a) Consideremos a transformação:
T : R2 = TMp + R2 = NMp dada por

1T (“IV) : (% (A%1+Aâ2)u+A32 l 1 2 1v, 7(A41+A42)u+A42v).
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Tomemos um novo referencial (f3,f4)
-É.

Obviamente, em '(f3,f4), o ponto O'

1 2 l 1 2 1
(ª(Aaz A31)'5(A42 A41))

Queremos (u,v) & TMp

formação para estudar a sua posição
H". Basta então resolver o sistema:

1 2 1 _f(A32'A31) " “2““ª31+ªªzsz)u + A32V

l 2 1 _ª(ª42“A41) “ 2(A41+A42)u + A42V

que possui por discriminante

l 1 2 1
[

É(A31+A32) A32

A' = = — %N

ª 1 2 1 !

,2(A41+A42) A4z
|

Como N # O, A' # 0. Podemos então
ma por "Cramer" e obter o ponto procurado que

Av
A!

Au ““É?“ e vo — Chamemos 0 =u ::0

Então teremos:
2 2(1) Se —uo+vº < ml ªª> 0 está interno ã

“ ==> O' : T(O)

pérbole Hª

(ii) Se -uâ+vâ = _1 =w> O' está sobre a

(iii) Se” -uã+vã > —1 ““> O' está externo

relativamente ã

(uo

com origem em

tem coordenadas

que é levado em O' “pela trans
hipérbole

resolver o Sistº
será dado por

,vc).

hipérbole dadapor
estã interno â hi

hipérbole H",

ã hipérbole H“,
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Para concluir a demonstração, basta relacionar o valor
2 2de. uo+vo + 1 com o de A.

Efetuando—se os cálculos temos:

_2 2 ___Au2 szuo+vo + l — (“KT“) + (“KT—) + l
2|

: —A121+Ax27+A
=_ A

A'2 A'Z.

Logo,

_sz _ 2 2
A >0 <— , uo+vo + 1 < 0

_ == _
2 2 _A —0 < > uo+vº + 1 - 0

r_ r 2 2
.A <0 <——> uo+vº +_l > 0

Agora por (i), (ii) e (iii) segue o resultado.

(b) Se a reta através de ? não intercepta H“ então a.o—

ã+v2+l > o.rigem 0' é um ponto externo ã hipérbole ou seja —u 0
Consequentemente A < 0.

O teorema seguinte é válido para Yl e Y2 , sendo que
faremos a demonstração para o caso Yl. Relativamente a Y3 ,te
remos que somente (a), (b) e (o) são equivalentes, pois (d) 'não

implica (a).
.

No entanto, como ainda neste caso (c) implica (d), terg
mas que (a) implica (a) e (b) implica (d).

7.5.C. TEOREMA: Seja p's M. -As quatro seguintes condições são

equivalentes:
(a) a forma quadrática S 04 em p

j(b) posto de a s 1 [em p onde:



31 A31 32

a: 1 2 z
A41 A41 A42

(c) p é ponto de inflexão

(d) A = 0 e N = O em p.

Demonstragão: (a) ==> (b).

Se 5 E O em p então:

1 2 2 1 _A31A41 ' A31A41 ' º
1 2 2 1 _

2 2 2 2 _A31A42 " A32A41 ' 0

Logo posto de a s 1, pois todos os menores de seguª
da ordem se anulam.

(b) ==> (c)

observação: Um ponto de inflexão de M é um ponto onde a di-
mensão da imagem da segunda forma fundamental é menor que dois
(ver 4.5 e [3], p. 327).

Se posto de a s 1 em p , a(e) é independente de e

ou seja, a imagem da segunda forma fundamental tem dimensão no

máximo um ou seja, p é ponto de inflexão.
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(c) ==> (b)

Se p é um ponto de inflexão, o vetor 'É(e) descrg
ve uma reta através da origem de NMP' Logo seu argumento dg

ve ser constante ou seja
1 2 1 2 2
A3lcos e + 2A32cosesen6 + Aazsen e

= x(Aâlcosze + 2Aâzcosesene + Aâzsenze)

Como cosze, cosesene , senze são funções independeª
tes, obtemos posto de a s 1.

(c) ==> (d)

Se p é ponto de inflexão, por (b) <==> (o), temos:

(ª) Aâlªªíz ' Aâlªâz = º

(ªº) AâzAãz ' ÁàzAãz = º

Agora N = (Aãl—Aâ2)Aâ2 + (AiZ—Aãl)Aâ2 = (a) + (b) = 0

A = 0 (obviamente)

(d) ==> (a)

Temos A = N = 0.

Logo det S = traço S = O em p (ver 7.4).

Como [S] = teremos:

o que mostra S E 0 em p,
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CAPÍTULO 11

No 5 l definiremos uma generalização dos campos veto—

riais que nos permitirá obter propriedades globais para M , rg
lativamente & yl e YZ . Estes resultados estarão relacionª
dos com as singularidades que serão introduzidas no 5 2.

5 2. Campos de Cruzes

1.1. DEFINI Ão: Uma r—cruz é um conjunto de r vetores unitá—

rios no plano cujas extremidades formam um pº
líqono regular.

Se considerarmos Cr a família de todas as 'rºcruzes
no plano teremos que ºr 5 homeomorfo a Sl.

Podemos visualizar este fato do seguinte modo:

Fixamós uma das r—cruzes e escolhemos uma de suas per
nas vl , como ponto de partida; Fixada o

sentido positivo da rotação, associamos &

cada r—cruz, a sua perna mais próxima de

Vl , no sentido positivo. Notamos que en—

quanto as pernas mais próximas varrem um

ângulo de %%, as ,r—l pernas restantes
também o varrem. No total teremos um ãngu ILUSTRAçAO“ 2—cruzes

lo de 2". Após uma rotação de_ %? voltamos à cruz original.
Seja Cr(M) o fibrado de r—cruzes associado a TM ou

seja
Cr(M) # [(p,cr(p)) talque, [MM e crm.) sejamrªcruz-v

em TMPI..
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1.2. DEFINIçÃO: Um campo de r-cruzes é uma secção 0: M—+Cr(M).

1.3. DEFINIÇÃO: PONTO SINGULAR de um campo de cruzes o é um

ponto p e M onde o não é definido.

1.4. A definição de índice de ponto singular neste caso é anãlg
ga ã que é dada para campo vetorial:

Seja V uma vizinhança de po sobre a qual o fibrado
ê trivial e que não contém outros.pontos singulares além de po.

Consideremos C um círculo ao redor de pº tal que

Pela definição de campo de cruzes temos

o : v - [po] + v — [pº] x cr

Logo podemos definir 6 : C + Cr por 6 = «zºcºi que
é uma aplicação com um determinado grau G.

Definimos o indice do campo em po por Ind (o,pºh=%G.

Observação: Se % ê inteiro então cada perna da cruz determi—

na um campo com singularidade no ponto dado, cujo
índice vale % .

As provas de que esta definição independe da vizinhan
ça e do círculo são feitas em [2].

1.5. PROPOSIQÃO: Seja M uma superfície compacta.
Se o campo de r—cruzes o : M + Cr(M) tem um

número finito pl,p2,...-,ps de singularidaº
des então

' S
X(M) : iãllrld(ºrpi)



41

Demonstração: (Ver [4], p. 277—278).

0 próximo lema será muito útil no cálculo do índice de

um ponto singular isolado po de um r—campo tangente.
Seja D um disco em torno deí po , sobre o qual TM

ê trivial.
«

Fixemos el,e2 um campo de referenciais ortonormais
tangentes nesta vizinhança e V1 uma das pernas da r—cruz.

Definiremos argumento do campo de cruzes = -í (Vl'el)
Consideremos, ainda, w : D + R2 tal que o jacobiano

de m não é zero em po e] w(p0) = 0.

Seja o argumento de 'w dado por (arq w)q = ? õõTãT

com uma dada direção em R2 e Aq e D — [pº].

1.6. LEMA: Se © : D + R2 é uma aplicação nas condições acima,
o o campo de cruzes tendo po como ponto singular
isolado e se n.arg & = arq o mod %? então o indª
ce de a em pc é in. Além disso 0 Sinal depen—

'de do sinal det Jac w(p0).

Observação: 3 pode ser um número racional.

Demonstração: (Ver _[2], p. 17).

5 2. Transversalidade Geºmétrica

Este parágrafo se refere aos três produtos internos.
Consideremos uma imersão AX : M + E4.

Sabemos que a segunda forma fundamental é uma forma

quadrática vetorial definida no.fibrado de-referenciais F que

pode ser escrita como
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(Al w2+2A2 º º _ l 2 2 2 2
31 1 31w1w2+A32w2)e3 : (A4lw +2A1 41w1W2+A42“2)ª4

dependendo do produto interno considerado em E4.

Sabemos que cada ponto de F é do tipo
5 = (Prel (P) tez (p) :93 (P)-fel] (P))

onde 9 e M e (el(p),e2(p)J & base de TMp e [e3(p),e4(p)*
é bas de NM .ª 9

Assim para cada 5 e F , a segunda forma fundamental dá

origem a um par de formas quadráticas (R2 + R) do tipo:
1 — 2 2 2 _ 2

(x,y) ———>
1 — 2 2 — 2 — 2
A4l(p)x + 2A41(p)xy + A42(p)y

Isto nos leva a considerar o conjunto z de todos os

pares de formas quadrâticas do tipo acima que pode ser identifi-
cado com o R6.

Então a segunda forma fundamental induz uma aplicação
u : F + Z que leva um ponto de F no par de formas quadrâticas.

Daremos a seguir algumas definições, (ver [4]), que se
referem & Yl , YZ e Ya.

2.1. DEFINIQÃO: Uma subvariedade algébrica K de Z, invariaª
te sob a ação de SO(2) x SO(2),SO(2) x SO(1,1)

e SO(1,1) x SO(2) respectivamente é chamada

singularidade modelo. (Ver III, 2.1, (ii))

ul2.2. DEFINI.'O: Um ponto 9 de M tal que u(Fp) n K # H e

chamado ponto Kªgeometricamente singular de M.
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2.3. DEFINIQÃO: Se u(F) corta K transversalmente em 2 ao

longo de toda a fibra sobre p , dizemos que p

é um ponto singular K—geometricamente transver—

sal de M.

2.4. DEFINIQÃO: Dizemos que a imersão X : M + E4 é K—geometri

camente transversal (ou K—genêrica) se todo poª
to 2.2 de M é um ponto 2.3 de M.

A seguir, esclarecemos o que significa u ser trans—

versal a K se u(5) é um ponto singular da variedade alqêbri
ca K.

Denotaremos por x(K) a subvariedade algébrica prõ—

pria de K , constituida pelos seus pontos singulares.
Consideremos uma coleção K de subvariedades algébriª

cas de Z tal que. K seja a menor possível a satisfazer ãs con

dições:

(1) K e K,

(2) Se Kl e K então Z(Kl) e K.

(3) Se Kl'ª K então todas as componentes irredutíveis de

Kl estão em K.

(4) Se Kl, K2 e K então Kl n K2 e K.

K é uma coleção finita bem definida de variedades algª
bricas.

2.5. DEFINIQÃ : n é transversal & K em E se 11 é transve;
sal a cada Kle K com u(5) ponto regular
de Kl'
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Seja p um ponto K—singular e O : U + F um referen—

cial definido em uma vizinhança de p.
Como as funções“ Aâl, Aâl' Aâz, Aâl, Aâl, Aâz são de

finidas em F , podemos puxã—las para baixo, através deste refg
rencial, obtendo assim funções em M que serão denotadas por
( l . 2 ' 2 ' l 1 2 | 2 'A31) ' (ABl) ' (A32) ' (Au) ' (An) ' (A42) '

Então podemos estabelecer o seguinte:

2.6. LEMA: pO é um ponto singular K—geometricamente transver—

sal se e somente se n' = uno : U + Z ê transver
sal a K em Po para todo o definido numa vizi
nhança de po.

Demonstragão:

(<=m) Como o(U) : F(U) (fibrado F restrito a U), então
a(U(U)) c u(F(U)), ou seja u'(U) c u(F(U)).

. lb
- F—-—>ZAssim se n' e transversal a K

, 7?
em po implica que 11 e transversal em o(po). ?“ >

;
o pode ser escolhido arbitraria- LI

LL

mente de modo que u seja transversal em tº
do ponto na fibra sobre po.

(===>) Mostremos que se U é transversal em 50 = (pº,e1,e2,e3,e4)
então U é transversal a K em "(EC) = po.

Suponhamos que p(56) seja ponto regular de K.

Estaremos considerando coordenadas xl, x2 em U e

&, & nas fibras sobre U.

Suponhamos que em pº , e = W = O.

'Suponhamos, ainda, que K seja dada pelos polinômios:
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1 2 2 1 2 2 _ . _Wi(A31'A31'A32(A41'A41'A4z) * º l “.l'º""'r'
Com isto queremos dizer que [wl,©2,u.,,wr3 forma u-

ma base para I(K), o ideal dos polinômios em Z que se anulam

em K , e se w = (wl,w2,...,wr ) então K = w"l(0).
31'Aãl'Aª2'Aàl'Aãl'Aâ2) — vetor coluna e

H(6,W) a matriz 6 x 6 representando a ação de' Gi , i=l,2,3
Seja" a = (A

em z. (Ver I;1.7).
Definamos Z + R por ª. (a) = ©i(H(8,W)a).wiew Vlew
Como K é invariante por H(6,W),

as K=€>HW,WQ1£K==>wiUH6W)M =0=m>
v==> wiew(a) = 0 v a ; K.

Logo wiew e I(K). Decorre daí que existem funções

Lij(6,w) tais que:
r

(a) = (e, m) wj (a) para todo a.f

view j=ZlL ij

Seja J a matriz 2 x I com primeira linha
Bugiº“) “___ . a(inU)

———3íÉ—w—(po) e segunda linha ———5E3———(p0)

í 3((wlºu)( a(wzºu) ª(w ºu)rl (po) 8x1 (po) " 8x1 (po)

: L

!

anªl; ª(wzºu) __ sw >__Em 50) 8x2 (po) "' 8x2 (po)
L

Agora como U é transVersal a K em 50 , u(õo) e
.».-

ponto regular de K ====> J tem posto máximo 0 em po.
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Consideremos agora J' o Jacobiano de wi(u'(x1,x2))
em «(Sc) = po.

Mostremos que J = Lij(e,w)J'.
ªº fato: Sabemos que F = G

po i'
Uma vizinhança de 50 em Fpo fica parametrizada por

(G,W)(c(xí,xg)), e, w variando e (xÍ,xg) as coordenadas
de po.

Logo em U x Fpo .pode—se tomar coordenadas

(x1,x2,B,W) = (e,w)(q(x1,x2)).

Portanto, fazendo x = (x1,x2) teremos:

wiou(x,e;w> = wi[u«6,w)(o(x)»] = wicn<e,w)(uoo(x))1 =

- r
= ºiew(Uºº<X>) = jglLij(e,ijj(u'(x)>.

a(wiou) r a(w ºu').
Assim axz (x,e,W) = jªlLij(º'w)__5ªZ-—_(X) .

Conclusão: J = Lij(6;W)J'

Como em 50 , e = $ = O e portanto Lij(º'º) = 6 ij
temos:

a(wiou> _ ª(wiºu')
———3;;-—(pº)

_
ãxj po '

Logo J' tem posto máximo p em po.

Conclusão: n' é transversal a K em po.



Observação:

47

Se u(56) não é ponto regular de K aplicamos o

argumento acima a cada um dos elementos de K dos

quais u(50) é ponto regular.

Deste lema segue facilmente (ver [2]) o

2.7. TEOREMA:

Vale

2.8. VTEOREMVA:

Demonstração:

Se X : M + E4 é uma imersão K-geometricamente
_transversal tal que u(F) n 2(K) = 9 então a cg
dimensão do conjunto.de pontos K—singulares em

M é igual ã codimensão de K em 2.

ainda

Se K é uma subvariedade diferenciável de Z,

ou ainda se para toda imersão X : M + E4 que

seja K—genêrica valha u(F) n Z(K) = ? então o

subconjunto das aplicações genéricas de M em
4E é aberto e denso.

(Ver [2] ou E4J).





CAPÍTULO 111

Este capítulo conterá essencialmente um estudo paralelo
dos campos de cruzes e singularidades genéricas relativamente a
Yl e YZ' Tentaremos sempre dar destaque ã situação mais inte-
ressante e quando for necessário apresentaremos os resultados pª,
ra os dois casos. Se não fizermos nenhum comentário a respeito
do produto não considerado, estaremos subentendendo que relativª
mente a ele, o raciocínio é análogo.

Na parte final do capítulo aparece um estudo isoladO'em

relação a Y3 , pois neste caso não teremos os campos de cruzes
que surgem para Y1 e YZ. (Ver 5 5).

$ 1. Campos de Cruzes e singularidades nas Casos Yi e Yº:

l_l. MOTIVAQÃO

Sabemos que o vetor ª(s) ê o vetor posição da elipse
de curvatura. (Ver 1.4.5).

Como ª(º) = É<e+1800), todo ponto da elipse corres—

ponde a dois pontos diametralmente opostos no círculo .unitãrio
do espaço tangente.

169
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Com este raciocínio podemos construir campos de' cruzes
contínuos em M. A construção falha nos pºntos singulares que
são caracterizados pelos invªriantes de segunda ordem da imersão.

1.2. CONSTRUÇÃO DOS CAMPOS DE CRUZES

(1) campos de 4—cruzes (a):“.
A reta suporte do vetor curvatura média“ H "encontra a

elipse em dois pontos que determinam um par de retas ortogonais
no plano tangente. Esta construção, válida para Yl e Y2' fa—

lha se É = O ou se a elipse se torna um segmento de reta _
ao

longo de É ou se a elipse é um ponto.
Mostremos que realmente as retas do plano tangente for-

mando a 4—cruz são ortogonais.
Temos

% + Sã , como em 1.5.2, (c), dadaConsideremos f : S

por f(cose,sene) = (cosZe,sen26). A reta suporte de É deter—

mina dois pontos antípodas na elipse que pela transformação afim
provêm de dois pontos A e B antípodas em Sã.

Notemos que A e B distam entre si de 26 = 1800 e-

por f 'provêm cada um de dois pontos em Sã, respectivamente A1

e A2 , B1 e B2' -

.

5% S:
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Como e = 900 ,*ao considerarmos as retas AIA2 elBle
vemos que são ortogonais e determinam, pela intersecção com sã,
uma 4—cruz em TMp.'

(ii) campos de 4—cruzes (b) e (c):-
Sabemos que, relatiramente a sz, os vetores dos: ti—_

pos 31 = (a,a) e 32 = (a,—a) em. NMP têm norma nula;
,

Uma

reta que tenha uma destas direções serã chamada "reta de norma

nula".
.

,

A intersecção da elipse com uma reta, nestas
' :condi—

ções, que passa pelo seu centro, fornece dois pontos bem defini
dos na elipse, originando uma 44cruz em TMP' Como há duas re-
tas nestas condições, obtem—se dois campos de 4-cru2es' (tipos
(b)e(c)). ".

'

A construção falha se a elipse é um segmento da reta
de norma nula ou um ponto.

OBSERVAQÃO: ºbviamente os campos de 4—cruzes (b) e (c) sõ suª
.

gem relatiVamente ao produto interno Y2 , pois em

relação a 21 o único vetor que tem norma nula é

o vetor nulo,

-(iii) campos de 8—cruzas;

Os dois máximos e dois mínimos da norma de n(e)—H fog
necem dois campos de 4-cruzes que por 1.5.2, são deslocados' de

45º entre si e juntos formam um campo de 8—cruzes.'

Dependendo do produto interno considerado, a constru—

ção deste campo falhará em determinados pontos. Então:
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(A). Relativamente a Y1 , a construção deixa de existir
quando a elipse se degenera em um círculo (em particu-
lar: em um ponto).

(B). Relativamente a Y2 , a construção falha se a elipse
se torna um segmento de norma nula ou um ponto.

1.3. OBSERVAQÃ :“ Relativamente a Yl , a elipse é um
' círculo

+
<==> !lHll - K = |N

Com efeito: De 1.4.5, Exemplo (2) temos que a área da

elipse ê %ntNi e como a área também pode ser dada por
“ÍIÃIÍI/z . IÍÉÍÍl/z , obtemos ÍNf = ZÍÍXÍll/z-JIÉIÉl/Z.

De 1.5.4; ;gãis -K = a;X;;.+- |:“êlg.
O resultado agora segue do fato que a elipse é um cír—

, + +culo ==> ªIAí' = IIBI

Consideraremos a degeneração da elipse em ponto como

caso particular da degeneração em círculo.

1.4; DEFINIQÃO: Relativamente a Yl , diremos que p é umbíli
+

co se em p tivermos IIHII — K |N

1.5. DEFINIQÃO: Relativamente a Y2 , diremos que p é umbíli
co se em p IIÉII - K = N = 0. (Ver 2.2.8.
.observação Final).

A seguir são dados alguns resultados globais com base

no fato conhecido: uma superfície compacta M tem um campo de

r-cruzes sem singularidades <==> a característica de Euler x(M)

é zero. Logo se x(M) # Ó, o campo de r—cruzes não é definido
em'algum'ponto.
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_
A , , ao ,1.6.A. TEOREMA: Se f : M + (E',Yl) e uma imersao onde M e

variedade compacta, orientada com x(M) # 0 eª
tão existe pelo menos um ponto em M onde

+
HHH —K= INI.

Demonstração:

Basta observar que llãlí — K : INI caracteriza a de“

generação em círculo (singularidade do campo de 8—cruzes).

1.6.B. TEOREMA: Se f : M + (E4,Y2) é uma imersão onde M é

variedade compacta, orientada com x(M) # 0 eª
tão existe pelo menos um ponto p em M onde

!lÉH-»K=N=0.

Demonstracão:
+ ,

Relativamente a Y2 , !lHII — K = N = 0 caracteriza a

degeneração da elipse em um segmento de norma nula ou, particg
larmente, em um ponto. Estes são os dois casos em que o campo

de 8—cruzes deika de ser definido.

No próximo parágrafo eSclarecemos que realmente
+

IIHII » K = N = 0 caracteriza tal degeneração. (Ver 2.2.B. Ob—

servação Final).

5 2. As singularidades Genéricas

Vamos a seguir fazer um estudo mais detalhado sobre os

campos de cruzes construidos, que permitirá analisar as singulâ
ridades genéricas em cada caso;

Apresentaremos, tambêm, teoremas referentes a Imersões

Genéricas e neste sentido serão úteis as:



54

2.1. OBSERVAºõES:

(i) Se as simmúarnkrks modelo tiverem codimensão 2 em Z,

por II.2.7 O conjunto de pontos K—singulares terão co-
dimensão 2 em M, o que constitui um conjunto de pon-
tos isolados. Pelo mesmo motivo se a codimensão for
maior ou igual a 3, teremos um conjunto vazio em M.

Os dois resultados se referem a imersões genéricas.(Ver
11.204) .

(ii) Uma subvariedade algébrica K de Z é o lugar dos ze-
ros comuns de um número finito de polinômios (identifi
camos Z com Rn). Se considerarmos wi : R + R,
i “ l,2,...,r , 31 = wi(xl,x2,...,xn) e w : R + R

dada por w = (wl,w2,...,wr), teremos K = wº (0).
Considerando—se wl,w2,...,wr geradores de I(K) (i-
deal de K) e a matriz jacobiana de $ no ponto p e K

aw.
com notação J(w) = (-——3—)p entãop ij
codimz K = max rankp J(w)

onde codimZ K é a codimensão de K em Z.

2.2. SINGULARIDADES DO CAMPO DE 8-CRUZES:

Como foi apresentado anteriormente, serã conveniente ª
nalisarmos os dois casos separadamente. (Ver 1.2, (iii)).

(A) Em relação a Yl:

Sabemos que a elipse de curvatura é dada por:



U"! U":

!

;

_ 2
:

2(A3l—A32) “31 )

cosze
"-Mwu, ,

.

n(e)—H =
;

I

|

J.
. l 2 2 '

: ª(A4] A42) A41 , sen26
! JL -

,

Logo, a elipse é um círculo se e somente se ) me)":

for constante para todo e , ,ou Seja:

A1 2
'

2 2 _ (gm ”31A32>A31 ' (A441A42)A41 º
ª,

'

.
.

1 l 2 ( 2 LL, l 2. 2 _ 2 2 2 2

í (º) [“z'ªªslª'ªª32)J * rãªA41'A42?j “ (A31) + (A41)

Multiplicando—se ambos os membros de (2) por (Aãl)2, 09

temos;-
.

A

1' 1
,
2 1 1 _ 2

_

Z<A31 A32>2 (A31)2_ I(A41 A42)(A31)
(3)

« - 7
'

De (1), temos que (Aâlf-Aâz')2(A51) = (Aãl—Aâ2)—2(Aã1)

Assim (3) fica:

%(A41A42)2[(A4l) 22+(A31) 2j = [(A231) 22+(Al)2](A3l)2
(i) Se (A41)2 + (A31)2# o.

)

ºbtemos (4) A21%W%WÉA42)

Substituindo—se (4)'gm (l)) obtemos:

_ 1 2 2 2 2 “?
(A3l“A32)A31 * 2331A41 " º.



2
A41 “

2 __ 2 _ 1 1 _ 2se A31 * º ””> (5) A41 i2(A31 A32)

Se A2 = 0 de (4) obtemos Al — A2 = 0 e31 ' 41 42
1 1 2
i7(A31'A32)'

Resulta do caso (i) que:

Se Aãl # O obtemos a singularidade modelo dada

reunião dos subespaços lineares definidos por (a) e (b)

_ 1 1 _ 2
'

A31 “ ª(A41 A42>

2 —..3 1 2
31'A32)

(
2 _ _1 1 _ 2
A31'5' lí(A41 A42)

<b><
'

.-2 '_11-'1'; 2
A41 "?fª3lwª32)

2 1 2 _”
A41'A42 Í º

2
41

l _ 2
A 31 A32)

li5(A

pelª

que constitui uma singularidade modelo de codimensão 3 em 2.

As duas situações caraotetiàam a degeneração da elipse
em círculo.
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. 2 2 2 2 _ .- 2 _ 2 _ ,(il) Se (A4l) +(A3l) - O entao A41 — A3l — O e de (2)

obtemos
1 2 _ 1 _*2. _ .

A31'A32'º A41 A42 ' º
A singularidade modelo

1 2 l_ _ 2 _A31'A32 ' A41 A42 ' ºv

k
.

tem codimensão '4v em Z e representa o caso em que a -elipse
se degenera em um ponto.

(B) Em relação a YZ:

Neste caso vamos partir da definição de campo de 8—crª

zes.
. A?

Seja e argumento deste campo que é bem definido
mod 450 (Ver 1.5.2).

Como os dois máximos e dois míoimos da norma de
___—_»
n(e)—H definem o campo de 8-cruzes, para obtê—lo devemos im—

por que e satisfaça:

d —-——---+ --—-—---> _

Émmm—mxmm—HH = 0: x

ou seja
2.tã%<n<e)-H').(n<e)—H)3 = 0

'Temos: % j *?

...—___;
n(e)-H =

_ 1 1 _ 2 2 -

, ,_i 1 _ 2 _ 2
— (ª(A31 A32)cosze+A3lsen29, 2(A41 A42)c052Q,A4lsen26)
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ã%(n(e)—H) =

= (-(Aâl—Aâz)sen26+2Aâ1cosze,(Aàl-Aãz)sen2942Aãlcosze)

Fazendo—se o produto escalar, obtemos:

229—sen229) +1 l 2 2 2 l 2
—-2-(A31 A32) coszesenze+A31(A3l—A32)(cos

+ 2(Aâ1)zsen2600526—[-%$Aà1-Aã2)2c05265en29 +

+ Aãlmâl-Aãz) (coszze—senzzeHZ(Aíl)2]sen26cosze =

_ 2 1-_ z _ 2 '1 _ z '

+ 2 2 2 2 1 1 -2 2 1 1 2 2 -

_

Então e é bem definido mod 45º exceto na singulari—
dade modelo dada por:

(ª) A31(Aâ1“Aâz) “ Aã1(Aâl—Aâ2) ª º

L (7) —c%<Ag1-Agznº,+ [%(Aâl-AÍZHZ + mªyª—(Aªªa

, 2 2 1 _ 2 2_ 2 2 1 _ 2 2
De (6) obtemos..(8) (A3l) (A31 A32) -(A41) (A41 A42)

Multiplicando-se (7) por (Aâl)2 e usando—se (8) obte-
mos :

l 1 2 2 2 2 2 2 _ 2 2_ 2 2 2 2

<i>Se (AÍI)2-(Aâl)º # o ==>-%(Aàl—Aí2)2 = (Aâl)2 ==>

1 2 = A2 : º==> A41“qu 31
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Substituindo-se em (7), obtemos:

2 1 2 2*E2(Aà %2)21= (Aí 1) ==> A3l-A32 = A4l = o_

1 2 _ 2 _A41'A42 " A31 ' º
Chegamos então a (9) 1,2_2_L A31 A32 ' A41 ' º
Como em (A), (ii), a singularidade modelo (9) tem codi—

mensão 4 em Z

. 2 2, 2 2 _ » 2 _

(a) Para. Aãl = Aâl, obtemos de (6) que
,2 1 zà(A31A32) “ A31(A41'A42)*=;º

2 * i,"2 _ 1 _ 2Supondo A31 # 0, obtemos ,A3lªê32 f A41 A42.

2Supondo A3]— O, obtemos Aâl = 0 e por (7),

1 2 1 2
A3'1'A32 ª(A41'A42)"'-..

(b) Para Aãl = 'Aâl' obtemos de (6) que

2 1 2 1
“

2 _A31(A31'532) + A31(A41'A4z) “ º

2 , _ 1 2 l 2Supondo A31 # O, obtemos ABI—A32 — —(A41—A42)

_
2 '

, 2

l 2 _ 1 _ z.
A31'A32 ª(A41 A4z)'

Resumindo—se as situações encontradas, teremos:

Se Aâl # O, 'surgem as singulàgidades modelo
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r

a
1

L

e r
|

2 _ _ 2
! A41 A31

(11>€
'

1 2 _ 2 1
! A41'A42 A32 A31

Novamente a singularidade modelo tem codimensão 2 em 2

e representa uma situação em que a elipse se degenera num segmeg
to de norma nula.

II O

2Se A31 = O então (12)

_ _ 1 _ 2
A31 A32 “ ª(A41 542)

Neste caso a singularidade modelo tem codimensão 3 e
também representa uma situação em que a elipse se degenera num

segmento de norma nula.

OBSERVAQÃO: Efetuando—se os cálculos podemos observar que (9),
(10), (11) e (12) são equivalentes aleH-K = N =O,

que comparece em 1.5 e 1.6.B.

2.3e SINGULARIDADES DO CAMPO DE 4—CRUZES (a)

.Estaremos considerando em E4 o produto interno YZ'
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.)(1) H = 0

obtemos a singularidade modelo K , de codimensão 2, dª
da por:

1 2 _A31 +A32 - 0

l 2 _A4l + A42 0

+(ii) A elipse é um segmento de reta ao longo de H.

Obviamente esta situação caracteriza os pontos de inflg
xão. A singularidade modelo K é dada por: (Ver I.7.5.C.)

. _ 1 z “ 2 1 _lp1 ' A31A41 A31A41 “ º

_ 2 2 ª 2 2 _wz “ A31A42 A32A41 “ º

1 2 A2 A1 : Ol93 : A31A42 ” 32 41

Com alguns cálculos observamos que o posto máximo do já
cobiano de m = (wl,w2,w3) ê dois. A codimensão 2 de I< em Z

segue de 2.1, (ii).

(iii) A elipse de curvatura é um ponto (Ver 2.2.A, (ii)).

Observação: O caso em que a elipse se torna um segmento não ra—

dial, não deixa de ser uma situação especial, embora não forneça
pontos singulares deste campo.

Esta situação se caracteriza por N = O e o con—

junto de pontos deste tipo é uma subvariedade de codimensão 1 em

R6.
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2.4. SINGULARIDADES DOS CAMPOS DE 4-CRUZES (bi e (6%

Este caso sõ ocorre quando consideramos em” E4, o png

duto interno Y2 (Ver 1.2, (ii)).
(i) A elipse é um segmento da reta de norha nula.

Fazendo-se e = argumento do campo de 4Qetuzes (b) e
”

v.
..

..

(c), segundo a definiçao deveremos ter 'l|n(6)3H|L = O ou se-
ja:

“___—......»(n(e)—H).(n(e)—H) = o

Efetuando—se o produto indicado, obtemos:.

1 l 2 2 2
(ª(A3l-A32)cosze+A3lsen26)

(13)
1 1 2 2 2 _(ª(A4l—A42)cosze+A4lsen26) - o

ou seja
131—Aã2)c0326+Aâlsen29 :%(A

21
41sen26]

2=1$%(A

ºbtemos , finalmente:

1 l 2 .
,
1 _ 2 2 2 _

'

'7[(A31—A32) t (A41 A42)]cosze & [A31tA4llsen26-O (14)

que é bem definida a menos que:

1 2 1 2 _(Aal'Aaz) ª (A41*A42) f º
(15)

'

2 2



63

ou melhor

2 * 2
A41 A31

(lõ)
! l 2 _ 1
L A41"A42 A31'A32

e

2 ___2A41 ' A31

(17)
1 2 _ _ 1 _ 2

A41'A42 " (A31 A32)

Olhando—se para a expressão matrióial da elipse pode-
mos observar que estes dois modelos fornecem direções des 'for-
mas (a,—a) e (a,a) respectivamente, qee são justamente ,as
direções de norma nula em NMp.

.

É imediato que as singularidades modelo (16) e (17)

têm codimensão 2.

(ii) A elipse-ê um ponto (Ver 2.2.B, (i));
A observação feita no final do item 2.3 é válida tam—

bém para estes campos.

A partir das codimensões obtidas nos estudos 2.2, 2.3

e 2.4 resultam facilmente os teoremas abaixo sendo 2.5 'vãlido
quando consideramos em E4 os produtos Yl e YZ; 2.6 e 2.7.3.
válidos só para 'YZ e 2.7.A. válido para Yl (Ver II, 2.4 e

ni, 2.1, (i)).
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2.5. TEOREMA: Seja X : M + E4 uma imersão genérica.
Então existe em M um campo de 4—cruzes (a), eª
ceto em um conjunto de pontos isolados onde
.»
H = O ou de inflexão.

2.6. TEOREMA: Seja x : M + (E4,Y2) uma imersão genérica.
Então existe em M um campo de 4—cruzes (b)(reg
pectivamente (c)) exceto em um conjunto de pon—

tos isolados onde a elipse é um segmento de no;
ma nula ao longo de e +e3 4 (respectivamente
'e3—e4).

2.7.A. TEOREMA: Seja X : M + (E4,Y1) uma imersão genérica.
Então existe em M um campo de 8—cruzes, ex—

ceto em um conjunto de pontos isolados onde' a

elipse se degenera num círculo.

2.7.3. TEOREMA: Seja X : M » (E4,Y2) uma imersão genérica.
Então existe em M um campo de 8—cruzes, excg
to em um conjunto de pontos isolados onde a

elipse é um segmento de norma nula.

5 3. Estudo dos Índices Genéricos

O próximo teorema é verdadeiro quando consideramos em

E4 tanto Yl quanto YZ“ .Optamos por apresentar a prova relª
tivamente a YZ”
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3.1. TEOREMA: As singularidades do campo de 4—cruzes (a) têm íª
dice genérico igual a :t%.

Demonstragão:

Suponha que po seja um ponto singular isolado do. cam

po de 4—cruzes. Logo po é um ponto onde ª = O ou é um ponto
de inflexão.

Seja U, vizinhança coordenada de po , não contendo
outros pontos singulares além de po e seja el,e2 o campo de

referenciais tangentes, ortonormais, nesta vizinhança.
Seja 8 o argumento do campo de 4êcruzes, que é bem de

finido mod ºoº (Ver 1.2, (i)).
Observando-se a definição do campo de 4—cruzes (a), ve-
-+ +

mos que H e n(e) devem estar na mesma direção ou seja
..). ..).
H A n(6) = 0

1 1 2 1 1 2
[5(A31+A32)93 ' E<A41+A4z)e43 “

e

2
A [(Aâlcos 6+2Aâzcosesen6+Aâzsen26)e3

1 “2 2 2 2; _— (A4lcos e+2A41cosesen6+A4zsen 6)e4] — 0

Efetuando—se o produto vetorial, obtemos:

(%(A%1+Aã2).E—Aâlcosze—2Aâlcosesene—Aâzsen26J +

'l l 2 l 2 1 ' 2 2 '

_+ 2-(A41+A42). [A3100s 6+2A3zcosesene+A3zsen 91] e3 A e4 —— O

ou ainda.
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1 1 2 1. 1 1 1 2 1. 2 2“ ,.jã—ABIA41+A4IA32)sen26-5(A31A42-A4IA32)sen & +

1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 ;_ ,+?ªn%f%fumªº+fªa%f%fnªªªfº
Simplificando—se, obtemos

l 2 1 2
(A31A42—A41A32)cos26

(1)
1 2 1 1 l '2 2 2 , _”_ [A31A41'A41A32 “ (A32A42'A32A41>Jsen26 e o

Esta expressão é bem definida módulo-90º , a menos que:
1 2 1 z _A31A42 ' A41A32 '

(2) -

.

1 2 1 1 1. 2; 2' 2-

L
A31A41 ' A41A3z * A32%;"332—“41?

Mostramos que o sistema (2) é equivalente'a

1 2 _A31 + Aaz “ º
(3)

1 2 _A41 + A42 _ o

ºu

A31A42 ' A32A41 “ º'

1 2 1 1. _(4) A31A41 ' A32A41 ' º
A1 2 2 z,-_ º32A42 ' A32A41 '



ºg fato:

Suponhamos que

A2 —A2
42 32 2 1 2 2A' = det. = »(A42A32 — A41A32) # 0
2 1

A41 "A32 J

Pela Regra de Cramer, o sistema (2) tem solução

_ O “Aâz ,

. _ _ 2 1. 2 _ 2 2“'ª 1. “ "3
, ' A32(A32A42 A32A41)

A31 AL A2 *A2 A2 «A1
32 42 32*41 32 |

Aâz o
_« ª 2 1 2 ; 2 2

A
1 ' “ A42(A32A42 A32A41)

A41 A2 A1 A2 _A2 A2 . ,

; 41 32 42 32 41

Logo

AAl
1 31 _ _ 2 1 ; 2 _A31 ' A' " A32 [ A31 + A32 º

º 1
_M—=> à

'

.

1 A41 zw 1 2
A41 : “"“ZT"5* : ”A42 ' L A41 + A42 “ º

_ 2 1 _ 2 2
. _-

'

se ª' “-'(A42A32 A41A32) º
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Em (2), teremos:

( l 2 1 2 _' A31A42 ' A41A32 “ º

. l 2 l l _A31A41 “ A41A32 ' º
1 2 2 2 _A32A42 ' A32A41 " º

obtemos então a singularidade modelo de pontos onde
E = 0 ou pontos de inflexão.

Assumindo—se que a imersão X : M + E4 seja K—genêrica

com relação ã singularidade modelo definida por (2), temos que

pontos onde E = O e pontos de inflexão são pontos isolados
distintos.

Olhemos para cada uma das expressões em (2) como defini
das em U, via o campo de referenciais el,e2.

Seja w : U + R2 definida por:

1 A2 A1 A1 A2 2 A2 “1 2 A1A2º : (A31A41 AA41 32 (A32A42A32A41)' AM1A42 41A32)

(Ver (Z))

Para utilizamos o Lema II—l.6, precisamos de Jac w(po)7ª0.

Como estamos assumindo x : M + E4 K-genêrica em relª
ção ã singularidade modelo dada por (2), teremos que o ponto pº
do tipo (3) ou (4) é um ponto singular K—geometricamente trans
versal.

—

Mas, se isto ocorre, pela demonstração do Lema II—2.6,
teremos “Jac w(pº) tem posto máximo ou seja w é regular em pº.

Se agora pudermos mostrar n.arg w = e mod 900, por
II—1;6 o índice do ponto po serâ izn.
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Por (1) temos:
, ,

1 2 _ 1 2
__

A31A42 A41A32
,tªm 29 _

A1 A2 -A1 A1 —(A1 A2 —A2 A2")
'

31 41 41 32 32 42 32 41

Consideremos arg w = % OW(q) com a direção' el. em

R2

Assim tan arq & = tan 26

.arg w = 26 mod 180º ==> %arg w = e mod 900.

CONCLUSÃO: Todo ponto 'po do tipo (3) ou (4) é uma 'sinqulari
' ldade genérica com índice :tí.

O teorema 3.2 sõ tem significado quando consideramos
em' E4 o produto interno Y2 , por razões já explicadas. O teº
rema 3.3 é válido tanto para Yl quanto para Y2'

3.2. TEOREMA: O índice genérico das singularidades do campo de

, l4—cruzes (b) e (c) e 37.

Demonstragão: Basta seguir o raciocínio de 3.1 e utilizar os

cálculos efetuados em 2.4,(1).

3.3. TEOREMA: O índice genérico das singularidades do campo de
- lB—cruzes e É?“

Demonstragão: Raciocinar como em 3.1 e usar os cálculos fei—

tos em 2.2.
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Os dois teoremas que seguem apresentam importantes coª
clusões que provêm dos resultados anteriores. Apresentaremos a

demonstração de apenas úm, devido ao raciocínio ser exatamente ,

o mesmo, no outro caso.

3.4.A. TEOREMA: Toda imersão genérica X : M + (E4'Yl) onde M

é compacta, orientada e 'x(M) # 0 tem pelo
menos :

(i) 4|xl pontos onde ||ÉI|-K=N (a elipse'
se degenera em círculo)

.

(ii) 2|xl pontos onde É = 0 ou A = N = 0

(pontos de inflexão).

Observação: Como exemplo, podemós citar que uma esfera imersa
em (34,Yl) deve ter pelo menos 8 pontos genéricos onde a elig
se é um círculo e 4 pontos genéricos onde É = 0 ou que são
de inflexão.

Isto ocorre pois x(S) = 2.

3.4.3. TEOREMA: Toda imersão genérica X : M + (E4 'YZ) onde M

é compacta, orientada e x(M) # 0 tem pelo
menos:

'

+
(i) 4lxl pontos onde N = llHll- K = O tais

_...___.__,
que em 21x! pontos n(e)—H // e3+e4 e em

2|x| pontos n(6)—É // e3-e4.
.;

(ii) lei pontos onde H = O ou A = N = 0

(pontos de inflexão).



Demonstragão:

(1) Por 2.7.8. toda imersão genérica de M admite um. caª
po bem definido de 8—crúzes, exceto em um conjunto de pontos isº .—

lados onde a elipse é um segmento de norma nula. Como. M e coªs '

pacta este conjunto é finito. Ainda por 3.3 o índice. genériooj*
de cada ponto singular ê :t%. A conclusão agora segue de 1 II—

—1.5.
.

(ii) O mesmo raciocínio é aplicado para o campo de 4—crpzes

fornecido pelo teorema 2.5, com auxílio do teorema 3.1 ? proposí'
ção II-l.5.

Observação: Como x(M) = 2 quando M é uma esfera imersa ':em"
"(E4YYº) tem-se genericamente, pelo menos, 8pontosy j
onde IIHII — K= = O e 4 pontos onde H. =O _ou

.

que são de inflexão.

5 4. Alguns Resultados Importantes Relativamente a Yl'e'Yãl

4.1. »Devemos notar que os pontos onde E =.0 São pontos sin;
gulares do campo de 4——cruzes (a) bem como pontos singulares f'do'
campo vetorial H .normal a M. o índice genérico no primeiro cª«
so é :t% e nosegundo caso é É 1. *Este último'resúltaão ê vã4

lido para Yl e Y2 e sua prova será omitida'pois pode ser; eº
centrada em [2]; P- 30.

4.2, A seguir enunciaremos os teoremas que caracterizam a re
lação entre estes sinais. como o resultado de cada teorema ê di—

ferente quando Consideramos, E
,
munido dos produtos Yl ou YZ'

daremos os enunciados em reiação a cada caso. Convém frisar que
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os teoremas 4.3.A. e 4.4.A., abaixo enunciados, não aparecem

desta forma em [4]. Isto se deve a um erro de sinal que foi
corrigido em 1977, por Asperti (Ver [I]).

Como, considerando—se Y2 , esta relação entre os si—

nais é contrária, vindo assim a coincidir com o que havia sido
obtido em [4], achamos conveniente as demonstrações dos teore—

mas 4.3.B. e 4.4.B.

4.3.A. TEOREMA: Seja X : M + (E4,Y1) uma imersão K-genêrica
com curvatura normal N não nula. Então um

ponto p onde E = 0 é uma singularidade do

vetorial normal com índice genérico tl e do

campo de 4—cruzes (a) com índice genérico :tà.
Os sinais concordam se N > 0 e discordam se
N < 0.

Demonstração: Ver [2], p. 34.

4.3.5. TEOREMA: Seja X : M + (E4,Y2) uma imersão K-genêrica.
Um ponto p onde E = 0 é uma singularidade
do campo vetorial normal com índice genérico
il e do campo de 4-cruzes (a) com índice gang

rico 3%. Além disso, se N < 0 os sinais
concordam e se N > 0 discordam.

Demonstragão:

A primeira parte do teorema se refere a 4.1.

&
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Segunda parte: Para o primeiro campo, o sinal do índice
é obtido através do sinal do determinante do Jacobiano

2

a(u, v)
3 (Aâl+A

(Ver II—l.6)

Como vamos trabalhar com derivadas parciais relativameg
te a u e a v, serã conveniente, neste ponto, mudarmos a notª
ção fazendo:

1 _ l _ 2 _ l _ 2 _

2 _A42 ' 9

Assim

a +cu aV+c
J :

_eu_gu “ev—gv

Da mesma forma, para o segundo campo, o sinal é dado

pelo sinal de

1 A2 A1 Al 2 A2 2 l 2 A1A2
J. _

a“”*31A41'AA41 32 "(A32A42' “32A41)'A31A42 41A32)
a(u, vT'

(Ver definição de $ no final de 3.1)

Logo ;

auf+afu-eub—ebu—(bug+bgu“ºuf—cfu) avf+afv—evb—ebv— (bvg+1ogv-cv5—ch

J' =

aug-+agu-euc-ecu ªvºª'ªQV"ªvº"ªºv
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ou ainda:

f b í & +c a +c
]

& f bu v v | ,

J' = . I

:?:—> J' : 1
. J

.

i

— - - _.. 9 C
i

[ eu gu ev gv
[

9 C

Mas

|

! f b 1 1= Cf ' bg = ª-2-('ª2Cf + Zbg) :.:-ib]

pois para Y2 N = (a-c)f + (g—e)b e pelo visto acima estamos
com a = “C , e = —g.

Conclusão: Se N < 0 ==> sinal do det J sinal do det J'

3Se N sinal do det J —sinal do det J'"

Observação: Se 'E = 0 e N = 0 , temos um ponto de inflexão.
Mas numa situação genérica, podemos assumir que pontos

+ -

.

onde H = 0 e pontos de inflexão são distintos. Deste modo, em

pontos onde ª = 0. podemos supor N # 0. Daí a discussão se
resumir em N > 0 ou N < 0.

4.4.A. TEOREMA: Seja X : M + (E4'Y1) uma imersão de uma super
fície compacta orientada. Suponha que a curvatg
ra normal N seja sempre positiVa (negativa).
Então X é uma imersão livre de inflexão e.
x(NM) = 2x(M) (x(NM) = f2X(M)).
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4.4.3. TÉOREMA: Seja X : M + (E4,Y2) uma imersão de uma super
fície compacta orientada. Suponha que »N seja
sempre positiva (negativa).

4

Então X é uma imersão livre de inflexão "

e
x(NM) = —2x(M) (x(NM) = zm».

Demonstração:

Chamemos Il(p),. o índice de p como ponto singular do

campo vetorial normal É e 12(p), o índice de p como ponto
Singular do campo de 4—cruzes (a).

.

'Obviamente Ap é um ponto onde. ; = 0 sendo que,-* na

situação genérica podemos assumir a existência de apenas um númg

ro finito de tais pontos.

(a) Se N > 0; pelo teorema 4.3.B., “obtemos 'Il(p)=—215p).
—

'Como X e livre de inflexão (N #40 em todo ponto),as
únicas singularidades do campo de 4—cruzes (a) são em pontos on—

+
de H = 0 (Ver 2.5).

Por II—l.5 temos x(M) = ZIZ(p) e x(NM) = ZIl(p).
Logo x(NM) = —2x(M).

(b) Seª N <-0 =m> Il(p) = 212(p) e x(NM) = 2x(M).

observemos_que a demonstração foi obtida para o caso gg

nêrico. No entanto, como M; é compacta, por uma pequena deformª
ção-contínua podemos obter a situação genérica.

.

' Fica assim provado o caso geral. (Ver IIª2.8)a
Os corolários,que seguem, dos teoremas-4;4.A'e-3; serão

_

evidenciados pelos resultados importantes-que contêm cada um.
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O corolário 4.5.A. não aparece assim enunciado em [4],,
(Corolãrio 1.22, p. 291) devido ao erro de sinal, já mencionado,

que foi corrigido por [1]. Neste último artigo são apresentados
contra—exemplos mostrando que o resultado em [4] não é verdadei-
ro quando M = SZ.

No entanto, relativamente a Y2 , teremos um resultado
mais geral contido no corolário 4.5.B.

4.5.A. COROLÁRIO: Toda variedade bidimensional M compacta, o-
rientada, imersa em (E4,Yl) que não seja hg
meomorfa ã esfera SZ, tem pelo menos um pon

to onde N = 0. (Ver [1])

Demonstração: De 4.4.A., temos que:

Se N > 0 em todos os pontos ==> x(NM) = 2x(M).

Se N < 0 em todos os pontos ==> x(NM) = -2x(M).

Como x(NM) = %%[NdA (ver [4], p. 275—278), obtemos:

Se N > 0

em todos os pontos ==> x(M) > 0.
Se N < 0

Consequentemente temos uma contradição se M não é hº
meomorfa ã esfera 82. Neste caSO existe pelo menos um ponto on
de .N = O.

4.5.B. COROLÁRIO: Toda variedade bidimensional M cºmpacta, o—

rientada imersa em (E4,Y2) tem pelo menos

um ponto onde N = 0.
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Demonstragão: Se x(M) # O, a prova está contida no teoremaÍ
1.6.B.

.
'

Se x(M) = 0.

De 4.4.B., temos:

"Se N > 0
.

'

x(NM) —2x(Ml',

em todos os pontos ==>

llSe N < 0 kaM) 12x(M)Nia

Em qualquer caso como x(M) = 0, obtemQS' x(NM)Í%"Ó-

Como x(NM) = %%ÍNdA , obtemos absurdo:.ou seja* ÍN # 0

em pelo menos um ponto.

Observação: No caso de Yl não temos a caraeterização de Singu
laridades em termos de |!Hll - K = N = 0 como ocorre no —caso

YZ (ver 1.6.B.) e que está relacionada com x(M).< Daí a 'dife—

rença de resultados em cada caso.

5 5. Considerações Referentes a .23

Optamos por fazê—lo separadamente pois neSte caso 'lnãoA

teremos em TMp os campos de cruzes. Isto se deue ao fato
.

_de—

não existir aí o conceito de polígono regular e_ao fato do orto—

gonal a um vetor de norma positiva ter norma negativa e Vice—ver.;

sa. Não teremos também teoremas globais pois o espaço,del Min—

kowski não admite subvariedades compactas do tipo t.
Deste modo não vamos nos aprofundar neste caso, abordan

do apenas como se caraoterizam as degenerações das hipêrboles em

termos dos invariantes do Capítulo I.
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5.1. MOTIVAgÃo:

Os vértices das hipérboles H+ e H— podem ser encon—
“ºf:—** *ª:***trados calculando—se o mínimo de n(e)+H($) ou n(e)-H($). No

caso de haver uma deqaenxâo das hipérboles consideradas em uma

semi-reta ou reta, os vértices podem não ficar bem definidos.
Como estamos interessados particularmente nestas situa-

ções; apresentamos os seguintes resultados:

5.2. TEOREMA: Em um ponto fixo p de M são equivalentesá

(a) p é ponto de inflexão, ª(êl) f O e à(êz) zo
+

(b) ||Hl! + K # o e N = A = o.

Demonstragão: (a) ===> (b)

Se p é ponto de inflexão (ver I.7.5.C.)
1 2 2 1 2 2 _N (A41+A42)A31 ' (A31+A32)A41 '

___, 1 2 2 1 2 2 2 2 _31 41" 31 42'A32A41) ' º
1 2 2 1 2

(A31A41'A31A41)(A31A42
2 2 2

“A32A41)[> fl

1 l 2 2 1 2 _“ í<A31A42”A32A41) “ º

O
_)

Suponhamos, por absurdo, IIHÍI + K =

2 2+
(1) ||H||+K 1+Aâ2>º-<Aâl>ª—<A4l) = o1 1 2 2 1 1

Z(A31+A32) + E<A4

'

__ 1 2 2 '2 2 _ 1 2 2 2 2cºmº N (),—> (2) (A41+A42) (ABl) _ (A31+A32) (A41)

Multiplicando—se ambos os membros de (1) por (Aâ1)2, &

sando-se (2) e resolvendo—se, obtemos a(êl) E 0 ou a(êZ) E o

(contra a hipótese).
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(b) ==> (a)

..)
Temos, por hipótese, IlHll + K #—0 e N = A = O.

Suponhamos:
.

(i) É<êl) _ o ==>

___ 1 2 2 _ 1 2 _ _
2'“> A3l+2A3l+A32 — => A31+A32 — 2A31

==> |!H'l + K = 0

1 2 A2 _ == 1 2 = _ 2
A4l+2A41+A42 — 0 > A41+A42 2A4l

(ii) ã(ê2) E 0 ——> Aâl+Aâz : ZAâl

IIHII + K = O

1 2 _ 2
A41+A42 “ ZA41

Logo não ocorrem (i) e (ii) ou seja ;(êl) i O
.

e
+ o

Para concluir a demonstração, sõ precisamos- mostrar
que, nas condições acima, p

Temos, por hipótese,
'Podemos então tomar

A1

é ponto de inflexão.
'N = o.

__ +
(n(e)+H)($) // 63 e obter

2
A4l + A42 = o

2 _
.

A41 _ 0

Assim

»

_ 2 2
_ 1 1 z

'

Az 42
A " (A31A4z) E(A31+A32)(A42)

IIÉII + K = ª(Al +A2 ) (A2 )2
4 31 32 31
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. * 2 2
ou seja A = —(!|H|l+K).(A42) .

+ . 2
Como A = 0 e. IIHII + K # 0 por hipotese ==> A42=0.

l 2 2 . -Assim A41 = A42 = A41 = 0 e p e ponto de inflexao.

Conclusão: (b) ==> (a)

5.3. TEOREMA; Seja p um ponto de M que não é de inflexão.

(1) se N = 0, & hipérbole de curvatura é uma

reta, semi-reta ou um ponto. (Neste último
caso dizemos que p é umbilico).

(2) Se N = 0 e se o ponto não é umbilico então:

(a) Se A > O, a hipérbole de curvatura não

apresenta vértice.
(b) Se A = 0, tem vértice correspondente a

uma direção de norma nula de TM .P
(c) Se A < 0, tem vértice bem definido.

Demonstragão:

Para fixar a notação, faremos a demonstração para H—

1 l 2 l
"2'(A31+A32) A32

(1) Se N = o ==> = o ==>
1 l- 2 1,Tªnª“) A42

& matriz tem duas linhas proporcionais e consequentemente
“__—_»
(n(É)+H)(©)

se degenera em reta, semi—reta ou ponto.

(2) Se N = 0, pelo item (a), a hipérbole se degenera.
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Logo podemos tomar o referencial de modo que
___—___.»
(n(€)+H) (<b) // e3

ou seja
1 2 _

2 -

Teremos então três situações:
. . * __“ 1 2 1 2 2(1) Se ||H|| + K < 0 ——> 4(A32) > (A31+A32) (ver 5.2—(1))

l 2Fixando—se A31 + A32 = 0, através da transformação,
teremos :

' ** 1K 5 0 , A a 0 e (n(E)-+H)($) = A325h2$e3

Obtivemos então uma reta que não tem vértice.
* . __ 1 2 1 2 2(ii) Se ||H|| + K > 0 _—> 4(A32) < (A31+A32)

0, teremos:. lleando—se A32

1 2_ _ 1 2
K - A31A32 (A4l) , A s 0

___————->— _ 1 l 72(n(e) + H) (<i>) — “f(A3l+A32)Ch2Óe3

que apresenta vértice bem definido.
»

.

(iii) Se ||H|l + K = o ==> 4(Aâ2)2 ? (Aâl+Aâ2)2 ==>

===> Aâ1+Aâ2 = tZA32 ==>
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Teremos ainda 5 O , A = 0 eK

(rã-(€) + H) «1» = %(Aâ1+Aâ2)et2$e3.

“ -—=r———*
A expressao de- (n(e) + H)($) fornece,neste caso, uma

semi—reta aberta, cujo vértice pode ser definido como o fecho da

semi-reta.
Para concluir a demonstração, observemos:

Se N = O e se o ponto não é umbilico, a hipérbole se
degenera em reta ou semi—reta.

Por hipótese p não é de inflexão, logo, pelo teorema

5.2, teremos:
"* +

(a) Se A > o ==> ||H|[ + K # 0 ==> IIHII + K > 0

ou
.;

[|H]! + K < 0

+
Mas se |]Hll + K > 0, teremos por (ii) que A*SO (aº

surdo).
+

Sô resta então llHll + K < 0 e por (i) a hipérbole de

curvatura não tem vértice.
.)

(b) Se A = 0 ==> [IH]! + K = 0 e por (iii) a hipérbole
possui vértice correspondendo a uma direção de norma nula de TM ,

+
IIHII + K > o

(c) Se A < 0 ———> ou
+

||H|| + K < 0

Mas se llHII + K < 0, por (1) obtemos A 2 0 (absurdo).
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«+

Logo llHll + K > O e por (ii) a hipérbole tem vêrti
ce bem definido.

A seguir damos três exemplos particulares que se encoª
tram nas situações (1), (ii) e (iii), respectivamente:

(1) Consideremos
1 _ l _

«

A3l - 1 A41 - 2

l _ 1 _532 " ª A42 ' º
2 _ 2 _

.)
Efetuando—se os cálculos: N = 0, IIHII + K < 0, A>0,

K < 0.

l _ 1 _

1 _ l _A32 ' A42 " º
2 _ 2 _A32 ' A42 ' 1

Neste caso: N = o, 1lãfl + K > o, A < 0, K > o.

. l _ l _(iii) A31 — A41 — l
l _ 1 _A32 ' A4z ' 1

2 2 _A32 : A42 ' 1

+ '

Teremos: = IIHII + K = 0, A = 0_, K_< 0.

bilicºo
Nos três exemplos p não é ponto de inflexão e nem nº
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