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RESUMO

MONTEIRO, A. Classes características equivariantes de hipersuperfícies singulares. 2023.
72 p. Tese (Doutorado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de
Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

O estudo de classes características equivariantes de variedades singulares é um tópico atual e
tem sido amplamente investigado em várias áreas da ciência. O principal objetivo desta tese é a
construção de classes equivariantes inspirada na caracterização dada por Paruzinski e Pragacz de
classe de Milnor, e fazendo o uso da classe equivariante de Schwartz-MacPherson já construída
por Ohmoto.

Apresentamos classes características equivariantes do tipo Milnor e do tipo Fulton para hipersu-
perfícies singulares, além de versões equivariantes dos homomorfismos especializações e então
mostramos uma relação entre estes objetos equivariantes.

Palavras-chave: Classes características equivariantes, Número de Milnor integrado equivariante,
Especializações equivariantes.





ABSTRACT

MONTEIRO, A. Equivariant characteristic classes of singular hypersurfaces. 2023. 72
p. Tese (Doutorado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de
Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

The study of equivariant characteristic classes of singular varieties is a current topic and has
been widely investigated in several areas of science. The main objective of this thesis is the
construction of equivariant classes inspired by the characterization given by Paruzinski and
Pragacz of the Milnor class, and making use of the equivariant Schwartz-MacPherson class
already constructed by Ohmoto.

We present Milnor type and Fulton type equivariant characteristic classes for singular hypersur-
faces, as well as equivariant versions of the specialization homomorphisms, and then show a
relation between these equivariant objects.

Keywords: Equivariant characteristic classes, Equivariant integrated Milnor number, Equivariant
specializations.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Classes características equivariantes têm sido um tópico central de estudo em matemá-
tica por várias décadas, com diversas aplicações em muitas áreas da ciência. São ferramentas
poderosas para estudar as simetrias e invariantes de espaços que admitem a ação de um grupo ou
de uma simetria contínua, e têm sido aplicadas em diversos campos, incluindo geometria, física
e topologia.

Nesta tese, exploramos a teoria equivariante e suas aplicações já desenvolvidas em
trabalhos como (OHMOTO, 2006) e (ROBERTS, 1985), nos inspiramos em resultados da teoria
de classes características singulares como os apresentados em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998)
para estabelecemos conexões entre classes características equivariantes e um tipo de número de
Milnor equivariante, a fim de definir classes equivariantes do tipo Milnor e Fulton, além de obter
resultados a respeito das mesmas.

Nos anos 1990, importantes matemáticos, como Brasselet, Seade e Suwa, perceberam
que a diferença entre as classes de Schwartz-MacPherson e de Fulton de hipersuperfície, mais
geralmente de interseções completas, carrega informações topológicas importantes sobre este
objeto. Por exemplo, se X é uma interseção completa local compacta com singularidades isoladas,
então a diferença (−1)n−1(cF(X)−cSM(X)) está localizada no grau zero e é a soma dos números
de Milnor dos pontos singulares. Esta diferença tem sido chamada de classe de Milnor de X ,
muitos autores tem estudado esta classe fornecendo diferentes caracterizações e definições
equivalentes, que auxiliam na melhor interpretação deste objeto.

Nossa motivação para a definição de uma versão equivariante desta classe é caracterização
dada por Parusinski e Pragacz (1998, Teorema 0.2) para a classe de Milnor de uma hipersuperfície
definida como os zeros de uma seção de um fibrado de posto 1 sob certas hipóteses. Nesta
caracterização aparecem alguns ingredientes importantes como os números de Milnor, as classes
de Chern e as classes de Schwartz-MacPherson.

Os números de Milnor equivariantes foram estudados pela primeira vez por Wall (1980),
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embora tenham sua origem no trabalho de Arnol’d (1978). Aqui estamos interessados em
definir um tipo de número de Milnor equivariante, o qual chamamos de número de Milnor
integrado equivariante, nome motivado pelo fato de nos basearmos na construção de número de
Milnor clássico como apresentada em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998) e na construção de um
número de Milnor equivariante como apresentada em (ROBERTS, 1985). Vemos que é possível
estabelecer uma relação entre o número de Milnor equivariante já estabelecido e o número de
Milnor integrado equivariante, no caso em que a hipersuperfície possui singularidades isoladas.

A transformação natural de MacPherson e as classes de Schwartz-MacPherson foram
generalizadas em várias direções. Ohmoto (2006) obteve uma versão equivariante desta teoria.
Sua construção também nos serve de instrumento e inspiração para a construção das classes e
dos resultados a cerca delas.

Esta tese está divida em 7 capítulos, sendo o primeiro capítulo introdutório e os demais
divididos conforme descreveremos a seguir.

O objetivo do capítulo 2 é fixar notações necessárias para o entendimento dos conceitos
usados ao longo deste trabalho.

No capítulo 3 apresentamos a construção de várias classes características equivariantes
que são extremamente úteis para a construção da classe de Milnor equivariante e classe de
Fulton equivariante, em especial a classe equivariante de Schwartz-MacPherson apresentada por
Ohmoto (2006).

No capítulo 4 nos dedicamos a apresentação do teorema apresentado por Parusinski
e Pragacz (1998) que relaciona a classe de Milnor com as classes de Chern e de Schwartz-
MacPherson. Este teorema e a construção do mesmo é nossa motivação para que no capítulo 6
possamos definir uma classe equivariante de Milnor.

No capítulo 5 desenvolvemos as ferramentas equivariantes e resultados necessários para
as definições apresentadas no capítulo posterior. Para isso, dividimos em dois casos, apresentados
em duas seções, o caso em que a hipersuperfície tem singularidades isoladas e o caso em que a
hipersuperfície tem singularidades não isoladas.

Apresentamos no capítulo 6 a definição do número de Milnor integrado equivariante
µG

I e da classe equivariante de Milnor ℳG(Z) para uma hipersuperfície singular Z. Neste
capítulo também apresentamos alguns resultados como a constância de µG

I nos estratos de
uma estratificação de Whitney de Z e que se Z tem singularidades isoladas x1, · · · ,xk, então

ℳG,0(Z) =
1
|G|

k

∑
i=1

µ
G
I (xi).

No último capítulo, 7, definimos a classe equivariante de Fulton-Johnson para uma hiper-
superfície singular. Definimos também versões equivariantes dos homomorfismos especialização
em funções construíveis e em homologia. Apresentamos uma versão equivariante da propriedade
de especializações de Verdier, e fazendo uso desta propriedade garantimos uma relação entre as
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classes equivariantes de Fulton-Johnson e de Schwartz-MacPherson.

Os resultados desta tese possuem potencial para aplicações em várias áreas como singu-
laridades, topologia algébrica, geometria algébrica e teoria da representação, podendo estimular
novas pesquisas nestas áreas.
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CAPÍTULO

2
PRELIMINARES

O objetivo deste capítulo é fixar notações necessárias para o entendimento dos
conceitos usados ao longo deste trabalho. Mencionamos sempre às referências no início das
seções para maiores detalhes e demonstrações.

2.1 Limites para objetos algébricos

As definições de limite direto e projetivo podem ser apresentadas de maneira mais
geral para uma categoria qualquer. Como em nosso trabalho os objetos utilizados são de natureza
algébrica, nesta seção, apresentamos uma versão das definições de limite que valem para objetos
algébricos, como conjuntos equipados com uma determinada estrutura algébrica, grupos, anéis,
módulos (sobre um anel fixo), álgebras (sobre um corpo fixo), etc. Com isso em mente, os
homomorfismos são entendidos no cenário correspondente (homomorfismos de grupo, etc.). Para
esta seção utilizamos como referência (BOURBAKI, 1966).

Definição 2.1.1. Seja X um conjunto não-vazio e ⪯ uma relação em X . Dizemos que (X ,⪯) é
quasi-ordenado se:

(i) (Reflexividade) x⪯ x, ∀x ∈ X ;

(ii) (Transitividade) Se x,y,z ∈ X , x⪯ y e y⪯ z, então x⪯ z.

Dizemos que (X ,⪯) é direcionado se (X ,⪯) é quasi-ordenado e se para quaisquer x,y ∈ X

existe z ∈ X tal que x⪯ z e y⪯ z.

Definição 2.1.2. Seja (I,⪯) um conjunto direcionado. Seja {Fi}iI uma família de objetos indexa-
dos em I e ϕ i

j : Fi→ Fj um homomorfismo para todo i≤ j, com as seguintes propriedades:

(i) ϕ i
i = idFi para todo i ∈ I, ; onde idFi é a aplicação identidade de Fi.
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(ii) ϕ
j

k ◦ϕ i
j = ϕ i

k, para todo i≤ j ≤ k.

Então o par {Fi,ϕ
i
j : Fi→ Fj}i, j∈I é chamado sistema direto sobre I.

Definição 2.1.3. Seja (I,⪯) um conjunto direcionado. Seja {Fi}iI uma família de objetos indexa-
dos em I e ϕ i

j : Fj→ Fi (observe a ordem dos índices) um homomorfismo para todo i≤ j, com
as seguintes propriedades:

(i) ϕ i
i = idFi para todo i ∈ I;, onde idFi é a aplicação identidade de Fi.

(ii) ϕ i
j ◦ϕ

j
k = ϕ i

k, para todo i≤ j ≤ k.

Então o par {Fi,ϕ
i
j : Fj→ Fi}i, j∈I é chamado sistema projetivo sobre I.

Definição 2.1.4. O limite direto de um sistema direto {Fi,ϕ
i
j : Fi→ Fj}i, j∈I é denotado por

lim−→Fi e definido como o quociente da união disjunta dos objetos Fi por uma certa relação de
equivalência ∼

lim−→Fi =
⊔

Fi

/
∼,

onde dados xi ∈ Fi e x j ∈ Fj, xi ∼ x j se, e somente se, existe k ∈ I com i ≤ k e j ≤ k tal que
ϕ i

k(xi) = ϕ
j

k (x j).

Intuitivamente, dois elementos na união disjunta são equivalentes se, e somente se, eles
“eventualmente tornam-se iguais" no sistema direto.

A partir desta definição obtêm-se aplicações canônicas φ j : Fj → lim−→Fi, cada uma
chamada de aplicação identificação, que envia cada elemento para sua respectiva classe de
equivalência. As operações algébricas sobre lim−→Fi são definidas de forma que as aplicações
φ j : Fj→ lim−→Fi tornem-se homomorfismos. Formalmente, o limite direto de um sistema direto
{Fi,ϕ

i
j : Fi→ Fj}i, j∈I consiste do objeto lim−→Fi e os homomorfismos canônicos φ j : Fj→ lim−→Fi.

Definição 2.1.5. O limite projetivo de um sistema direto {Fi,ϕ
i
j : Fj→ Fi}i, j∈I é denotado por

lim←−Fi e definido como um subgrupo particular do produto direto dos Fi

lim←−Fi =
{−→x ∈∏

i∈I
Fi

∣∣∣ xi = ϕ
i
j(x j), ∀i≤ j ∈ I

}
.

O limite inverso lim←−Fi vem equipado com projeções naturais ri : lim←−Fi→ Fi, chamadas
de projeções canônicas, que captam a i-ésima componente do produto direto para cada i em I.

Observação 2.1.1. Estas mesmas construções de limites diretos e projetivos podem ser realizadas
se os objetos Fi forem conjuntos, semigrupos, espaços topológicos, anéis, módulos (sobre um
anel fixo), álgebras (sobre um anel fixo), etc., e os homomorfismos são morfismos na categoria
correspondente. Os limites também pertencerão a esta mesma categoria.
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2.2 Esquemas
Nesta seção faremos um breve resumos dos conceitos que nos serão úteis sobre

esquemas, para isso usamos como referência (GöRTZ; WEDHORN, 2010).

Considere X um espaço topológico compacto, ou seja, toda cobertura aberta admite
subcobertura finita.

Definição 2.2.1. Seja 𝒞 uma categoria. Um par (X ,𝒪X) é chamado 𝒞 -espaço (ou espaço sobre
𝒞 ) se X é um espaço topológico e 𝒪X é um feixe de objetos em 𝒞 sobre X . Neste caso, (X ,𝒪X)

é chamado espaço anelado, pois o feixe 𝒪X associa cada aberto U de X a um anel 𝒪X(U).

Definição 2.2.2. Um esquema afim é um espaço localmente anelado (X ,𝒪X) que é isomorfo a
(Spec(A),𝒪Spec(A)), para algum anel A.

Definição 2.2.3. Um esquema é um espaço localmente anelado (X ,𝒪X) no qual, para todo
ponto x ∈ X , existe um aberto U de X contendo x tal que (U,𝒪X |U) é um esquema afim.

Definição 2.2.4. Dizemos que um espaço anelado (Y,𝒪Y ) é um subesquema de um esquema
(X ,𝒪X) se Y é um subconjunto localmente fechado de X , e se U denota o maior conjunto aberto
de X contendo Y tal que X é fechado em U , então (Y,𝒪Y ) é um subesquema de (U,𝒪X |U)
definido por um feixe que é localmente um cokernel de um morfismo de módulos livres (feixe
quasicoerente) de ideais de 𝒪X |U .

Definição 2.2.5. Um morfismo entre espaços anelados (X ,OX) e (Y,OY ) é um par ( f , f ♯) de uma
função confínua f : X→Y e um morfismo de feixe de anéis f ♯ : OY → f∗OX . Um morfismo entre
espaços localmente anelados ( f , f ♯) é um morfismo de espaços anelados tal que para todo p∈X ,
f ♯p : OY, f (p)→ f∗OX ,p é um homomorfismo local, ou seja, satisfaz ( f ♯p)−1(m f∗OX ,p) =mOY, f (p) .

Definição 2.2.6. Um esquema (X ,𝒪X) é integral se 𝒪X(U) é domínio de integridade, ∀U ⊂ X

aberto.

Definição 2.2.7. Seja (S,𝒪S) um esquema. Um esquema sobre (S,𝒪S) é um esquema (X ,𝒪X)

munido de um morfismo de espaços localmente anelados

(α,α♯) : (X ,𝒪X)→ (S,𝒪S),

o qual chamamos de morfismo estrutura.

Definição 2.2.8. Seja K um corpo. Um esquema sobre K (também chamado de K-esquema) é
um esquema sobre (Spec(K),𝒪Spec(K)).

Definição 2.2.9. Dizemos que um K-esquema (X ,𝒪X) é do tipo finito se X pode ser coberto
por finitos abertos {U1, ...,Um} tais que 𝒪X(Ui) são K-álgebras finitamente geradas, ∀i.

Observação 2.2.1. Se X é um K-esquema do tipo finito, então todo subesquema de X é do tipo
finito.
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Definição 2.2.10. Considere (α,α♯) : (X ,𝒪X)→ (Y,𝒪Y ) um morfismo de K-esquemas:

(i) (α,α♯) é uma imersão se α(X) é homeomorfo a um subespaço localmente fechado
de Y e se os homomorfismos locais 𝒪Y,α(x)→ 𝒪X ,x são sobrejetivos;

(ii) (α,α♯) é uma imersão fechada se α(X) é homeomorfo a um subespaço fechado de
Y e se os homomorfismos locais 𝒪Y,α(x)→ 𝒪X ,x são sobrejetivos;

(iii) (α,α♯) é uma imersão aberta se α(X) é homeomorfo a um subespaço aberto U de
Y e se α♯ induz um isomorfismo 𝒪Y |U ∼= α♯(𝒪X) (de feixes sobre U).

Definição 2.2.11. Seja (X ,𝒪X) um K-esquema, o par (1X ,1X) define um morfismo diagonal
d : X → X×X . Dizemos que (X ,𝒪X) é separado se d for uma imersão fechada.

No decorrer do trabalho chamaremos de variedade um esquema do tipo finito, integral e
separado sobre um corpo K de característica 0.

Para a definição a seguir, enxergaremos o espaço projetivo Pn
K como um K-esquema,

para entender com mais detalhes ver (GöRTZ; WEDHORN, 2010, p. 72).

Definição 2.2.12. (i) Um K-esquema X é chamado de projetivo, se existe n≥ 0 e uma imersão
fechada X ↪→ Pn

K;

(ii) Um K-esquema X é chamado de quasi-projetivo, se existe n ≥ 0 e uma imersão
X ↪→ Pn

K .

Observação 2.2.2. Da observação 2.2.1 segue que todo K-esquema quasi-projetivo é do tipo
finito. Além disso, todo K-esquema afim X do tipo finito é quasi-projetivo. De fato, sendo X

um K-esquema afim, existe uma imersão fechada i : X → An
K . Além disso, o espaço projetivo

Pn
K é coberto por subesquemas abertos que são isomórficos a An

K por construção. Em particular,
podemos encontrar uma imersão aberta j : An

K → Pn
K . A composição j ◦ i é então uma imersão

X ↪→ Pn
K .

Definição 2.2.13. Sejam X e Y dois esquemas sobre um esquema S. O produto fibrado de X

por Y sobre S é um esquema X ×S Y com dois morfismos p1 : X ×S Y → X e p2 : X ×S Y → Y ,
chamados de morfismos projeções, tais que o diagrama

X×S Y

X Y

S

p1 p2
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é comutativo. Além disso, para todo esquema Z e todo morfismo f : Z→ X e g : Z→ Y , tais que
o diagrama

Z

X Y

S

f g

comuta, exite um único morfismo δ : Z→ X×S Y tal que f = p1 ◦δ e g = p2 ◦δ .

Definição 2.2.14. Um morfismo f : X→Y de esquemas é denominado universalmente fechado
se para cada esquema Z com um morfismo Z→ Y , a projeção do produto de fibra

X×Y Z→ Z

é uma aplicação fechada dos espaços topológicos subjacentes.

Definição 2.2.15. Seja f : X → Y um morfismo de esquemas. Então X é um Y -esquema e
podemos considerar o produto fibrado X ×Y X , considerando idX : X → X , a identidade de X ,
segue da definição de produto fibrado que existe um único δ : X → X×Y X tal que idX = p1 ◦δ

e idX = p2 ◦δ , δ é chamada de aplicação diagonal. Dizemos que o morfismo f é separado se a
diagonal δ é uma imersão fechada.

Definição 2.2.16. Um morfismo f : X →Y de esquemas é do tipo finito se Y tem uma cobertura
por subesquemas abertos afins Vi = Spec(Ai) tal que f−1(Vi) tem uma cobertura finita por
subesquemas abertos afins Ui j = Spec(Bi j) com Bi j uma Ai-álgebra de tipo finito.

Definição 2.2.17. Um morfismo de esquemas é denominado próprio se for separado, de tipo
finito e universalmente fechado.

2.3 Grupos algébricos e G-variedades

Nesta seção abordaremos os conceitos de grupos algébricos e G-variedades e para
isso utilizamos como referência (MUMFORD; FOGARTY; KIRWAN, 1982).

Definição 2.3.1. Um ponto K-mensurado de uma variedade X sobre K é um morfismo de
S = Spec(K) para X . Quando K for algebricamente fechado, tal ponto será referido como ponto
geométrico de X .

Dadas duas variedades X e Y sobre K, então todos os morfismos f : X → Y serão
entendidos como K-morfismos e X×Spec(K)Y será abreviado para X×Y . K representa o fecho
algébrico de K, abreviaremos X×Spec(K) por X .
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Definição 2.3.2. Um grupo algébrico G é definido como uma variedade sobre K munida da
topologia de Zariski, com uma estrutura de grupo tal que as aplicações

G×G → G

(x,y) 7→ x.y

e
G → G

x 7→ x−1

são morfismos de variedades.

Quando o grupo algébrico G é subconjunto de Kn, para algum n, chamamos G de grupo
algébrico afim. E quando o grupo algébrico G é um grupo de matrizes chamamos G de grupo
algébrico linear. Todo grupo algébrico afim é um grupo algébrico linear, no sentido de que pode
ser representado como um grupo de matrizes.

Exemplo 2.3.1. Para um inteiro positivo n, o grupo linear geral GL(n) sobre um corpo K,
consistindo de todas as matrizes n×n invertíveis, é um grupo algébrico linear sobre K. Outro
subgrupo algébrico de GL(n) é o grupo linear especial SL(n) de matrizes com determinante 1.

Definição 2.3.3. Sejam G um grupo algébrico e X uma variedade sobre K. Dizemos que X

é uma G-variedade, se existe uma ação de G em X que é um morfismo de variedades. Mais
precisamente, se existe um morfismo de variedades

α : G×X → X

(g,x) 7→ gx
,

tal que 1Gx = x e g(hx) = (gh)x.

Exemplo 2.3.2. Podemos enxergar o próprio grupo algébrico G como uma G-variedade. To-
mando X =G, G atua em si mesmo por translação à direita (resp. esquerda) da forma α(g,x) = gx

(resp. α(g,x) = xg−1).

Definição 2.3.4. Sejam X e Y G-variedades. Dizemos que um morfismo de G-variedades
φ : X → Y é um morfismo G-equivariante (ou G-morfismo) se φ(gx) = gφ(x), ∀ g ∈ G,x ∈ X .

Definição 2.3.5. Considere uma ação σ de G em X (ambos sobre K). Dizemos que um par
(Y,φ), consistindo de uma variedade Y sobre K e um K-morfismo φ : X → Y , é um quociente
geométrico de X por G se ele satisfaz:

(i) φ ◦σ = φ ◦ p2, onde p2 é a projeção na segunda coordenada;

(ii) As fibras geométricas de φ são precisamente as órbitas dos pontos
geométricos de X ;
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(iii) φ é submersivo, ou seja, um subconjunto U ⊂Y é aberto se, e somente se, φ−1(U) é aberto
em X ;

Definição 2.3.6. Seja G um grupo algébrico e V um espaço vetorial n-dimensional. Denotando
GL(V ) = {T : V → V | T é invertível } ∼= GL(n). Uma representação de G de grau n é um
morfismo ρ : G→ GL(V ).

Exemplo 2.3.3. A representação trivial para um grupo algébrico G é

I : G → GL(V )

g 7→ idV
,

para todo V de qualquer dimensão, onde idV é a aplicação identidade de V . Então, todo grupo
admite representação de grau k, para todo k ∈ N.

Dada uma representação ρ : G→ GL(V ), podemos definir uma ação de G em V da
seguinte forma

G×V → V

(g,v) 7→ g · v := ρ(g)(v)
.

Observação 2.3.1. Mais geralmente, poderemos nos referir a uma representação n-dimensional
de G como o espaço vetorial n-dimensional V .

Definição 2.3.7. Seja V uma representação de G. Um subespaço W de V é G-invariante se
g ·w ∈W , ∀g ∈ G e ∀w ∈W .

Definição 2.3.8. Dado um grupo topológico G a sua componente de identidade G0 é a compo-
nente conexa de G que contém o elemento identidade do grupo. O radical de um grupo algébrico
é a componente de identidade de seu subgrupo solúvel normal máximo.

Definição 2.3.9. O grupo quociente G/G0 é chamado de grupo componente de G. Seus
elementos são apenas as componentes conexas de G.

Observação 2.3.2. O grupo componente G/G0 é um grupo discreto se, e somente se, G0 for
aberto. Se G é um grupo algébrico de tipo finito, como um grupo algébrico afim, então G/G0 é
um grupo finito (ver (ARTIN, 2006, VIA, Proposição 5.5.1)).

Definição 2.3.10. Um grupo algébrico G é redutivo se seu radical é um toro.

Exemplo 2.3.4. Um exemplo fundamental de um grupo algébrico redutivo é o grupo linear geral
GL(n), para um número natural n. Em particular, o grupo multiplicativo Gm := GL(1).
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2.4 Fibrados principais
Nesta seção trabalharemos com o conceito de fibrados principais. Para mais detalhes

sobre fibrados principais e associados ver em (FORGER; ANTONELI, 2011). Para detalhes de
fibrado principal universal ver (ARTEAGA, 2013).

Definição 2.4.1. Seja G um grupo topológico. Um fibrado com grupo estrutural ξ é uma
quíntupla (E,B,π,F,G) composta de:

1. um espaço topológico E, chamado espaço total;

2. um espaço topológico B, chamado espaço base;

3. uma aplicação contínua π : E→ B, chamada projeção;

4. um espaço topológico F chamado fibra típica;

5. o grupo topológico G chamado grupo estrutural, com uma ação (à esquerda) livre

G×F → F

(g,x) 7→ gx
,

de G na fibra típica F ;

e satisfazendo a trivialidade local: existem uma cobertura aberta {Uα}α∈A de B e uma família
{φα}α∈A de homeomorfismos

φα : π
−1(Uα)→Uα ×F,

com p1 ◦φα = π para todo α ∈ A (onde p1 é a projeção na primeira coordenada), chamadas
trivializações locais, tais que para quaisquer α,β ∈ A com Uα ∩Uβ ̸= /0, a aplicação

φα ◦φ
−1
β

: (Uα ∩Uβ )×F → (Uα ∩Uβ )×F,

é um homeomorfismo que pode ser representado por uma função contínua

hαβ : Uα ∩Uβ → G,

chamada a correspondente função de transição, conforme a fórmula

(φα ◦φ
−1
β

)(x, f ) = (x,hαβ (x) f ),

para x ∈Uα ∩Uβ , f ∈ F .

Também chamaremos o fibrado com grupo estrutural ξ = (E,B,π,F,G) de G-fibrado.
Assim como para os fibrados vetoriais, o conjunto π−1(b) é chamado de fibra sobre b e poderá
ser denotado também por Fb.
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Definição 2.4.2. Um G-fibrado principal ξ é uma quádrupla (E,B,π,G) composta de:

1. uma G-variedade E, chamada espaço total;

2. uma G-variedade B, chamada espaço base;

3. um morfirmo G-equivariante π : E→ B, chamado projeção;

4. o grupo algébrico linear G chamado grupo estrutural, com uma ação (à direita)

E×G → E

(x,g) 7→ xg
,

de G no espaço total E que é transitiva e livre nas fibras;

e satisfazendo a trivialidade local equivariante: existem uma cobertura aberta {Uα}α∈A de B e
uma família {φα}α∈A de homeomorfismos

φα : π
−1(Uα)→Uα ×G,

com p1 ◦φα = π para todo α ∈ A, os quais são equivariantes, ou seja,

φ
−1
α (x,hg) = φ

−1
α (x,h)g, ∀x ∈Uα , g,h ∈ G,

chamadas trivializações locais equivariantes, tais que para quaisquer α,β ∈A com Uα∩Uβ ̸= /0,
a aplicação

φα ◦φ
−1
β

: (Uα ∩Uβ )×G→ (Uα ∩Uβ )×G,

é um homeomorfismo que pode ser representado por uma função contínua

hαβ : Uα ∩Uβ → G,

chamada função de transição, conforme a fórmula

(φα ◦φ
−1
β

)(x,g) = (x,hαβ (x)g),

para x ∈Uα ∩Uβ , g ∈ G.

Também chamaremos o fibrado principal ξ = (P,B,π,G) de G-fibrado principal. No
decorrer do texto, se não for necessário exibir a projeção π e o grupo G em questão, denotaremos
um G-fibrado apenas por E→ B exibindo seu espaço total e seu espaço base.

Os G-fibrados principais podem ser vistos como uma classe especial entre os fibrados
com grupo estrutural. Uma definição equivalente para um G-fibrado principal é de um G-fibrado
ξ = (E,B,π,F,G) que satisfaz F = G e G age sobre si mesmo por translação à esquerda. Veja a
demonstração da equivalência destas duas definições em (FORGER; ANTONELI, 2011, p. 103).
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2.4.1 Fibrados associados

Um dos motivos para o uso do termo “fibrado principal" é que qualquer fibrado com
grupo estrutural G pode ser obtido a partir de um G-fibrado principal por um método direto e
global que mostraremos a seguir: a construção do “fibrado associado”.

Seja P um fibrado principal sobre um espaço topológico B com projeção π : P→ B e
grupo estrutural G, e seja Q um espaço topológico munido de uma ação de G

G×Q → Q

(g,x) 7→ gx
.

Considere o espaço produto P×Q, munida da ação de G à direita definida por

(P×Q)×G → P×Q

((p,q),g) 7→ (p,q)g = (pg,g−1q)
.

Denotaremos o espaço das órbitas desta ação por (P×Q)G, a projeção canônica de P×Q

sobre (P×Q)G por πQ e a classe de equivalência, ou órbita, de um par (p,q) por [p,q], assim,
vale

[pg,g−1q] = [p,q] ou [pg,q] = [p,gq],

para p ∈ P, q ∈ Q, g ∈ G.

Temos então o seguinte diagrama comutativo:

P×Q (P×Q)G

P B

πQ

p1 π

π

onde as aplicações π : (P×Q)G→ B e πQ : P×Q→ (P×Q)G são dadas por π[p,q] = π(p) e
πQ(p,q) = [p,q], para p ∈ P, q ∈ Q.

Definição 2.4.3. Nas condições anteriores, ((P×Q)G,B,π,Q,G) é chamado de fibrado associ-
ado ao fibrado principal P, mediante a ação dada de G sobre sua fibra típica Q.

Este novo G-fibrado está bem definido e esta demonstração pode ser vista em (FORGER;
ANTONELI, 2011, p. 107, Teorema 2.2).

Observação 2.4.1. É possível classificar os G-fibrados mostrando que qualquer G-fibrado E

sobre B com fibra Q, pode ser obtido como fibrado associado de algum G-fibrado principal P. A
ideia é construir um G-fibrado principal usando as trivializações locais do fibrado E e depois
considerar o fibrado (P×Q)G, por fim mostrar que este é isomorfo ao fibrado original E (ver
(FORGER; ANTONELI, 2011, p. 110)).



2.4. Fibrados principais 31

Definição 2.4.4. Um morfismo de G-fibrados principais (P1,B1,π,G) e (P2,B2,π
′,G) é qual-

quer aplicação G-equivariante φ : P1→ P2. Para qualquer morfismo de G-fibrados principais
φ : P1→ P2, existe uma aplicação φ̃ : B1→ B2 tal que o diagrama

P1 P2

B1 B2

φ

π π ′

φ̃

é comutativo.

A aplicação φ̃ : B1→ B2 está unicamente definida por φ̃(b) = π ′(φ(p)), onde b = π(p).
Isto está bem definido, pois dados p,q ∈ π−1(b), temos que q = pg para algum g ∈ G e, assim,

π
′(φ(q)) = π

′(φ(pg)) = π
′(φ(p)g) = π

′(φ(p)).

2.4.2 Fibrado principal universal

Primeiramente vamos lembrar do conceito de join topológico. Intuitivamente o join
de dois conjuntos A1 ◦A2 é formado por todos os segmentos de retas com extremidades nos
conjuntos, o join de três conjuntos A1 ◦A2 ◦A3 é formado por todos os triângulos com vértices
nos conjuntos, o join de quatro conjuntos é formado por todos os tetraedros com vértices nos
conjuntos e assim sucessivamente. Formalmente podemos definir:

Definição 2.4.5. Um ponto no join A1 ◦ · · · ◦An de n espaços topológicos será denotado por
t1a1⊕·· ·⊕ tnan, onde

1. t1, . . . , tn são números reais, tais que ti ≥ 0 e t1 + · · ·+ tn = 1;

2. ai ∈ Ai é escolhido de forma arbitrária para cada i tal que ti ̸= 0 ou omitido se ti = 0.

Queremos considerar uma topologia forte em A1 ◦ · · · ◦An, e por forte queremos dizer
que seja a topologia mais forte tal que as funções coordenadas

ti : A1 ◦ · · · ◦An→ [0,1] ai : t−1
i (0,1]→ Ai

sejam contínuas. Em outras palavras, queremos construir uma topologia tal que dado (α,β )⊂
[0,1], o conjunto t−1

i (α,β ) = {t1a1⊕·· ·⊕ tnan | ti ∈ (α,β )} seja um aberto em A1 ◦ · · · ◦An, e
dado U ⊂ Ai aberto, então a−1

i (U) = {t1a1⊕·· ·⊕ tnan | ai ∈U, ti ̸= 0} seja um aberto no join
A1 ◦ · · · ◦An.

Com essa finalidade, consideraremos como sub-base para a topologia em A1 ◦ · · · ◦An os
conjuntos:

1. o conjunto de todos os pontos t1a1⊕·· ·⊕ tnan tais que α < ti < β ;
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2. o conjunto de todos os pontos t1a1⊕·· ·⊕ tnan tais que ai ∈U , ti ̸= 0, com U ⊂ Ai aberto.

Chamaremos essa topologia de topologia forte em A1 ◦ · · · ◦An.

Observação 2.4.2. Segue da topologia forte construída no join A1 ◦ · · · ◦An que uma função
f : X → A1 ◦ · · · ◦An é contínua se, e somente se, as funções ti ◦ f e f ◦ai forem contínuas.

Definição 2.4.6. A definição de join para uma quantidade infinita de espaços topológicos é
análoga à definição apara o caso finito, apenas se acrescenta a restrição de que quase todos os ti
são nulos, ou seja, apenas uma quantidade finita de ti são não nulos.

Considere G um grupo topológico, e denote

EG∞ = G◦G◦ · · · ◦G◦ · · · ,

e seja R : EG∞×G→ EG∞ a aplicação definida por

R((t1g1⊕·· ·⊕ tngn⊕0⊕·· ·),g) = (t1(g1g)⊕·· ·⊕ tn(gng)⊕0⊕·· ·).

Da definição de topologia forte temos que R é contínua, além disso, é claro que R define
uma ação a direita em EG∞.

Em EG∞ podemos definir uma relação de equivalência:

e∼ e′⇔∃ g ∈ G tal que e′ = R(e,g).

Sejam BG∞ = EG∞/∼ e p : EG∞→ BG∞ a projeção canônica.

Proposição 2.4.1. ωG = (EG∞,BG∞, p,G) é um G-fibrado principal.

Demonstração. De fato, BG∞ tem como vizinhanças coordenadas

Vj = {p(t0g0⊕·· ·⊕ tngn⊕·· ·) | t j ̸= 0}.

Como funções coordenadas, defina φ j : Vj×G→ p−1(Vj) por

φ j(p(t0g0⊕·· ·⊕ tngn⊕·· ·),g) = t0(g0g−1
j g)⊕·· ·⊕ tn(gng−1

j g)⊕·· · .

Defina p j : p−1(Vj)→ G por

p j(t0g0⊕·· ·⊕ tngn⊕·· ·) = g j,

as identidades p(φ j(x,g)) = x, p j(φ j(x,g)) = g e φ j(p(e), p j(e)) = e mostram que (p, p j) é
inversa de φ j.
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As transformações coordenadas gi j : Vi∩Vj→ G são dadas por

gi j(p(t0g0⊕·· ·⊕ tngn⊕·· ·)) = gig−1
j ,

e satisfaz a identidade pi(φ j(x,g)) = gi j(x).g.

Agora é necessário mostrar que todas essas funções são contínuas. Pela definição da
topologia forte no join segue a continuidade da aplicação p j, também é claro que p é contínua.
Seja 1G a identidade em G. A fórmula

φ j(p(e),1G) = R(e, p j(e)−1)

mostra que φ j(p(e),1G) é uma função contínua de e. Da definição de topologia quociente, segue
que φ j(x,1G) é uma função contínua de x. Agora, a identidade

φ j(x,g) = R(φ j(x,1G),g),

implica que φ j é contínua como função de duas variáveis.

Por último, segue-se da identidade gi j(x)= pi(φ j(x,1G)) que as funções gi j são contínuas,
portanto nos podemos concluir que ωG é um G-fibrado principal. □

Definição 2.4.7. Dizemos que o fibrado principal ξ = (E,π,B,G) é n-universal se E é (n−1)-
conexo, ou seja, πi(E) = 0, para 0⩽ i< n. Dizemos, portanto, que ξ é ∞-universal (ou universal)
se πi(E) = 0, ∀i.

Exemplo 2.4.1. O fibrado principal ωG é um fibrado ∞-universal (ver (MILNOR, 1956, Lema
2.3, p. 432)).

Definição 2.4.8. Um espaço B é um espaço classificante de G se B é espaço base de algum
fibrado universal com grupo estrutural G.

Observação 2.4.3. Quando nos referimos a um espaço classificante de G qualquer, usa-se como
notação habitual BG para o espaço classificante e EG para o espaço total do fibrado universal.
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CAPÍTULO

3
CLASSES EQUIVARIANTES DE CHERN

Este capítulo tem como referência o artigo do Ohmoto (2006) onde ele apresenta a
construção de várias classes equivariantes de Chern que nos serão extremamente úteis para a
construção da classe de Milnor equivariante e classe de Fulton equivariante que apresentaremos
nesta tese nos capítulos 6 e 7.

3.1 Objetos na G-versão
Seja G um grupo algébrico linear redutivo complexo de dimensão g. Tome V uma

representação l-dimensional de G com um subconjunto S fechado de Zariski G-invariante tal
que G age em U :=V −S livremente.

Observação 3.1.1. É possível tomar V e S de forma que U → U/G se torne um G-fibrado
principal sobre uma variedade quasi-projetiva e a codimensão de S seja suficientemente alta (ver
(TOTARO, 1999, Remark 1.4)).

Seja I(G) o conjunto de todos os abertos de Zariski U = V − S, onde V é uma repre-
sentação de G e S é um fechado de V tais que todas as propriedades acima mencionadas são
respeitadas.

3.1.1 Cohomologia equivariante

Agora, vamos colocar uma ordem parcial em I(G).

Definição 3.1.1. Sejam U,U ′ ∈ I(G). Dizemos que

U(=V −S)<U ′(=V ′−S′)

se codimV S < codimV ′ S′ e se existe uma inclusão linear G-equivariante iV,V ′ : V →V ′ que leva
U em U ′.
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Observação 3.1.2. (I(G),<) é um conjunto direcionado.

Todos os G-fibrados principais U →U/G com as aplicações induzidas pelas inclusões
formam um sistema direto

{U →U/G, iV,V ′|U}U,U ′∈I(G),

que é a aproximação algébrica do fibrado universal EG→ BG. A descrição dessa aproximação,
construída por Totaro (1999), também pode ser vista em (EDIDIN; GRAHAM, 1996, p.6).

Seja X uma G-variedade. Para cada U ∈ I(G), a ação diagonal de G em X ×U que é
livre define um fibrado principal

X×U → X×G U,

onde X×G U representa o quociente geométrico (X×U)/G, e assim usando a projeção equiva-
riante X×U →U e o G-fibrado principal U →U/G podemos construir o fibrado

X×G U →U/G,

com fibra X , conforme diagrama abaixo.

X×U X×G U

U U/G

A grosso modo, o fibrado universal X ×G EG→ BG é aproximado por estes fibrados
X×G U →U/G, com U ∈ I(G).

Definição 3.1.2. Sejam U,U ′ ∈ I(G), com U <U ′, idX×G ιU,U ′ : X×GU→ X×GU ′ a aplicação
obtida através da aplicação identidade idX em X e da inclusão linear G-equivariante ιU,U ′ de
U em U ′. Denote rU,U ′ := (idX ×G ιU,U ′)

∗ : H∗(X ×G U ′)→ H∗(X ×G U) o homomorfismo
induzido. Então, temos um sistema projetivo {H∗(X ×G U),rU,U ′}U,U ′∈I(G). O i-ésimo grupo
de cohomologogia G-equivariante de X é dado por

H i
G(X) = lim←−H i(X×G U).

A soma formal é denotada por H∗G(X) = ∏H i
G(X) = lim←−H∗(X×G U). Também denota-

mos por
rU : H∗G(X)→ H∗(X×G U)

a projeção canônica para U .

Definição 3.1.3. Dado um G-morfismo f : X→Y , o homomorfismo induzido em cohomologia
G-equivariante f ∗G : H i

G(Y )→ H i
G(X) é definido como

f ∗G(lim←−αU) = lim←−( f ×G id)∗(αU),

onde id é a aplicação identidade de U .
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Definição 3.1.4. Dizemos que ξ : E → X é um fibrado vetorial G-equivariante se ξ é um
fibrado vetorial onde E e X são G-variedades, ξ é um morfismo G-equivariante e a ação de G em
E preserva as fibras linearmente. Neste caso, as trivializações locais também serão equivariantes,
ou seja, φ−1

α (g · x, t) = g ·φ−1
α (x, t), onde φα : ξ−1(Uα)→Uα ×Cr.

Seja ξ um fibrado vetorial G-equivariante E→ X , então ξ induz um fibrado vetorial

ξU := ξ ×G id : E×G U → X×G U,

onde id é a aplicação identidade de U .

Definição 3.1.5. O limite projetivo das classes de Chern c(ξU) é a classe G-equivariante de
Chern de ξ , denotada por cG(ξ ) ∈ H∗G(X).

Observação 3.1.3. Em particular, quando X = {pt}, um fibrado vetorial G-equivariante é
V →{pt}, sendo V uma representação de G. A classe G-equivariante de Chern é denotada por
cG(V ) ∈ H∗G({pt}) = H∗(BG).

Observação 3.1.4. Note que cG
0 (ξ ) = 1 ∈H∗G(X). De fato, como cG(ξ ) = lim←−c(ξU) ∈H∗G(X) =

∏H i
G(X), então cG

k (ξ ) = ∏ck(ξU). No grau 0, sabemos que a classe de Chern (clássica) vale
c0(ξU) = 1, para todo U , portanto cG

0 (ξ ) = ∏1 = 1H∗G(X), que por simplicidade denotamos
apenas como cG

0 (ξ ) = 1.

3.1.2 Homologia equivariante

Vamos definir uma sub-ordem <∗ em I(G):

Definição 3.1.6. Dados quaisquer U(=V −S) e U ′(=V ′−S′), dizemos que U <∗U ′ se existe
uma representação V1 de G tal que V ⊕V1 =V ′ e U⊕V1 =U ′.

Note que se U1 < U2, então existe U ′ tal que U ′ <∗ U1 e U2 <∗ U ′ (por exemplo,
U ′ =V1⊕V2−S1⊕S2).

Observação 3.1.5. (I(G),<∗) é um conjunto direcionado.

Definição 3.1.7. Seja X uma G-variedade complexa n-dimensional. Para cada U =V −S com
dim V = l e codim S = s, definimos a homologia truncada

Htrunc(X×G U) :=
⊕

2(n−s)<i⩽2n

Hi+2(l−g)(X×G U).

Para cada par U,U ′ ∈ I(G) é possível definir um homomorfismo graduado dos grupos de
homologia truncados, cujos graus são deslocados por k = dim U ′−dim U , denotado por

ϕU,U ′ :
⊕

2(n−s)<i

Hi+2(l−g)(X×G U)→
⊕

2(n−s′)<i

Hi+2(l+k−g)(X×G U),
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o que nos fornece um sistema direto (ou indutivo) com respeito ao conjunto direcionado
(I(G),<∗), ver detalhes em (OHMOTO, 2006, Subseção 2.4).

Definição 3.1.8. Definimos o i-ésimo grupo de homologia G-equivariante de X como sendo o
limite indutivo

HG
i (X) = lim−→

I(G)

Hi+2(l−g)(X×G U).

Observação 3.1.6. Sendo X uma G-variedade n-dimensional, estes grupos HG
i (X) são triviais

para i > 2n e possivelmente não trivial para qualquer i negativo.

Temos então a soma direta

HG
∗ (X) =⊕HG

i (X) = lim−→
I(G)

Htrunc(X×G U).

Para cada U a aplicação identificação é denotada por

ϕU : Htrunc(X×G U)→ HG
∗ (X).

Definição 3.1.9. Dado um G-morfismo próprio f : X → Y , temos um homomorfismo induzido
em homologia G-equivariante f G

∗ : HG
∗ (X)→ HG

∗ (Y ) definido por

f G
∗ (ϕU(c)) := ϕU(( f ×G id)∗(c)),

onde ( f ×G id)∗ : Htrunc(X×G U)→ Htrunc(Y ×G U).

Dado U ∈ I(G) qualquer, a classe fundamental [X×G U ] tende a um único elemento de
HG

2n(X), denotado por [X ]G, chamado de classe fundamental G-equivariante de X .

Existe então um homomorfismo bem definido

⌢ [X ]G : H2n−i
G (X) → HG

i (X)

a 7→ ϕU(rU(a)⌢ [X×G U ])
.

Observação 3.1.7. Se X é não singular, então ⌢ [X ]G é isomorfismo para cada i chamado de
Dualidade de Poincaré G-equivariante. Em particular, quando X é um ponto,

HG
−k(pt)≃ Hk

G(pt) = Hk(BG).

Denotamos por DualG o inverso da aplicação ⌢ [X ]G (para cada i). A aplicação composta
rU ◦DualG ◦ϕU coincide com o Dual de Poincaré de X×G U na homologia truncada.
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3.1.3 Funções construtíveis equivariantes

Seja X uma G-variedade. O subgrupo de ℱ (X) que consiste das funções construtíveis
G-invariantes é denotado por

ℱG−inv(X) := {α ∈ℱ (X) | α(g.x) = α(x), x ∈ X , g ∈ G}.

Dado qualquer U <∗ U ′ (V ′ = V ⊕V1, U = V − S, U ′ = V ′− S′), seja p1 : V ′ → V a
projeção na primeira coordenada. Então p1 induz um homomorfismo

φU,U ′ := (p1)
∗ : ℱG−inv(X×V ) → ℱG−inv(X×V ′)

α 7→ α ◦ (id× p1)

(podendo também ser denotado por φV,V ′), onde id é a aplicação identidade de X .

Dessa forma, obtemos outro sistema direto {ℱG−inv(X×V ),φU,U ′}U,U ′∈I(G).

Definição 3.1.10. O grupo das funções G-equivariantes construtíveis ℱ G(X) é definido como
limite indutivo

ℱ G(X) := lim−→
I(G)

ℱG−inv(X×V ).

A aplicação identificação é denotada por

φU : ℱG−inv(X×V )→ℱ G(X).

3.1.4 Classe equivariante de Schwartz-MacPherson

Para cada U =V −S ∈ I(G) não vazio, a inclusão U ⊂V , que vamos denotar por jU ,
induz j∗U : ℱG−inv(X×V )→ℱG−inv(X×U).

Observação 3.1.8. Como G atua livremente em X ×U , qualquer subesquema reduzido G-
invariante W de X tem um G-fibrado principal W →W/G. Assim, para 1W ∈ℱG−inv(X ×U)

atribuímos 1W/G ∈ℱG−inv(X ×G U), que, na verdade cria um isomorfismo de grupos e deste
modo, identificamos ℱG−inv(X×U) = ℱG−inv(X×G U) .

Agora, note que podemos aplicar a transformação (clássica) de MacPherson ao quociente
geométrico X×G U

c∗ : ℱ (X×G U)→ H∗(X×G U).

Vamos denotar por TUG o fibrado vetorial

X×G TU(= X×G (U⊕V ))→ X×G U

e sua classe de Chern por c(TUG) ∈ H∗(X ×G U). Ou seja, c(TUG) := rU(cG(V )), onde
rU : H∗G(X)→ H∗(X ×G U) é a projeção canônica e cG(V ) é a classe de Chern da represen-
tação V .
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Definição 3.1.11. Combinando as aplicações acima, definimos

TU,∗ := c(TUG)
−1 ⌢ c∗ ◦ j∗U : ℱG−inv(X×V )→ H∗(X×G U).

Definição 3.1.12. Definimos o homomorfismo limite como

cG
∗ := lim−→TU,∗ : ℱ G(X) → HG

∗ (X)

φU(αU) 7→ ϕU ◦TU,∗(αU)
,

onde φU : ℱG−inv(X×V )→ℱ G(X) e ϕU : Htrunc(X×G U)→ HG
∗ (X) são aplicações de identi-

ficação.

Teorema 3.1.1. Seja G um grupo algébrico linear redutivo complexo. Para a categoria das
G-variedades algébricas complexas e G-morfismos próprios, existe uma transformação natural
de funtores covariantes

cG
∗ : ℱ G(X)→ HG

∗ (X)

tal que se X é não singular, então cG
∗ (1X) = cG(T X) ⌢ [X ]G, onde cG(T X) é a classe G-

equivariante de Chern total do fibrado tangente de X . A transformação natural cG
∗ é única em

certo sentido.

A demonstração pode ser vista em (OHMOTO, 2006, Theorem 1.1).

Definição 3.1.13. A classe G-equivariante de Schwartz-MacPherson de uma G-variedade X

é definida por

cSM
G (X) := cG

∗ (1X).

3.2 Classe equivariante de Mather

Em primeiro lugar, lembremos que existem dois fatores-chave na classe de Chern-
MacPherson (clássica), a classe de Mather e a obstrução local de Euler, podemos ver os detalhes
em (MACPHERSON, 1974).

A obstrução local de Euler EuX de uma variedade X é uma função construtível de
X atribuindo a x ∈ X um invariante local do germe (X ,x), sendo definida usando a teoria da
obstrução. Ela define um isomorfismo Eu : Z(X)→ℱ (X) mandando os ciclos algébricos ∑nkWk

nas funções construtíveis ∑nkEuWk , e c∗ é construído de modo que

c∗(∑nkEuWk) = ∑nk(ik)∗cM(Wk),

onde cM é a classe de Mather, ik : Wk → X é a aplicação inclusão e (ik)∗ é o homomorfismo
induzido nos grupos de homologia (ver (MACPHERSON, 1974, Theorem 2)). Esta relação entre
c∗, cM e Eu pode ser elevada à versão equivariante.
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Seja X um G-esquema do tipo finito, separado, reduzido e de equidimensão n e suponha
que X está G-mergulhado em alguma G-variedade não singular, digamos M. Similarmente ao
caso em que não temos ações envolvidas, temos o blow-up de Nash G-equivariante.

Definição 3.2.1. O blow-up de Nash G-equivariante X̂ é definido como o fecho da parte regular
Xreg na Grassmaniana Grn(T M) dos n-planos de T M em que G age naturalmente, e ν : X̂ → X a
projeção natural, que é um morfismo próprio equivariante.

X̂ Grn(T M)

X M

ν

Seja T̂ X o G-fibrado de Nash sobre X̂ , que é a restrição sobre X̂ do G-fibrado vetorial tautológico
da Grassmaniana.

Definição 3.2.2. Definimos a classe G-equivariante de Mather de X por

cM
G (X) := ν

G
∗ (c

G(T̂ X)⌢ [X̂ ]G) ∈ HG
∗ (X).

Observação 3.2.1. Segundo Ohmoto (2006, Observação 5.4) pode-se definir a transformação de
MacPherson G-equivariante cG

∗ por cM
G ◦Eu−1, entretanto esta escolha tornaria as demonstrações

mais trabalhosas.
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CAPÍTULO

4
CLASSE DE MILNOR

Este capítulo tem como referência o artigo de Parusinski e Pragacz (1998) onde eles
apresentam o Teorema 4.1.1 (no artigo original (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998, Teorema
0.2)) que relaciona a classe de Milnor com as classes de Chern e de Schwartz-MacPherson. Este
Teorema e a construção do mesmo será nossa motivação para que no capítulo 6 possamos definir
uma classe equivariante de Milnor.

4.1 Apresentação do Teorema de Paruzinski-Pragacz

Seja X uma variedade complexa analítica compacta não singular de dimensão pura
n e L um fibrado holomorfo de posto 1 sobre X . Tome s uma seção holomorfa de L tal que a
variedade Z dos zeros de s é uma hipersuperfície em X .

Definição 4.1.1. Denotando por T X o fibrado tangente de X , a classe de Fulton-Johnson de Z

é dada por

cFJ(Z) := c(T X |Z−L|Z)⌢ [Z].

Definição 4.1.2. A classe de Milnor de Z é dada por

ℳ (Z) := (−1)n−1(cFJ(Z)− c∗(Z)).

Observação 4.1.1. A classe de Milnor tem suporte no conjunto singular de Z, ou seja, ℳ (Z) = 0,
se i > dim Σ(Z).

Observação 4.1.2. Suponha que o conjunto singular de Z é finito e igual {x1, . . . ,xk}. Seja µxi o
número de Milnor de Z em xi. Então,

ℳ (Z) =
k

∑
i=1

µxi ∈ H0(Z).
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Considere a função
χ : Z → Z

x 7→ χ(Fx)
,

onde Fx é a fibra de Milnor de x e χ(Fx) é a característica de Euler de Fx. A partir de χ , definimos
a aplicação

µ : Z → Z
x 7→ (−1)n−1(χ−1Z)(x)

.

Tome uma estratificação 𝒮 = {S} de Z tal que µ é constante nos estratos de 𝒮 , qualquer
estratificação de Whitney satisfaz essa propriedade. Assim, se x,y ∈ S, então µ(x) = µ(y). Por
isso, denotamos por µS o valor de µ no estrato S.

Com estes objetos em mãos definimos indutivamente na dimensão descendente de S

α(S) := µS− ∑
S′ ̸=S, S⊂S′

α(S′).

Teorema 4.1.1. Nas condições anteriores, a Classe de Milnor de Z pode ser descrita por

ℳ (Z) = ∑
S∈𝒮

α(S)c(L|Z)−1 ⌢ (iS,Z)∗c∗(S),

onde iS,Z : S→ Z denota a aplicação inclusão.

4.2 Demonstração do Teorema 4.1.1
Esta demonstração está apresentada em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998, Seção 5).

Relembremos nossas hipóteses. Seja X uma variedade complexa analítica compacta não singular
de dimensão pura n e L um fibrado holomorfo de linha sobre X . Tome s uma seção holomorfa
de L tal que a variedade Z dos zeros de s é uma hipersuperfície em X . Adicionalmente, vamos
assumir que existe uma seção h tal que Z′ = h−1(0) é suave e transversal aos estratos de uma
estratificação de Whitney 𝒮 = {S} de Z.

Para t ∈ C, denotamos st = s− th e 𝒵 irá denotar o seguinte conjunto em X×C

𝒵 = {(x, t) ∈ X×C | st(x) = 0}.

Denotando por p : 𝒵 →C a restrição a 𝒵 da projeção de X×C na segundo coordenada,
temos p−1(t) = {(x, t) ∈ X ×{t} | st(x) = 0} := Zt , para t ∈ C. Observe que Z0 = {(x,0) ∈
X×{0} | st(x) = 0} ∼= {x ∈ X | s0(x) = 0}= s−1(0) = Z.

Definição 4.2.1. Considere ℱ (𝒵 ) e ℱ (Z) os grupos das funções construtíveis de 𝒵 e Z,
respectivamente. Definimos a especialização em funções construtíveis

σF : ℱ (𝒵 )→ℱ (Z),
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onde se Y é uma subvariedade fechada de 𝒵 , considerando 1Y como gerador,

(σF1Y )(x) := lim
t→0

χ(B(x,ε)∩Yt),

para qualquer ε > 0 suficientemente pequeno, tal que B(x,ε) é uma bola fechada centrada em x

e Yt = Y ∩Zt .

Na nossa situação, pretendemos calcular σF1𝒵 . Mais explicitamente, para x ∈ Z, quere-
mos calcular

(σF1𝒵 )(x) := lim
t→0

χ(B(x,ε)∩Zt).

Proposição 4.2.1. Nas condições anteriores, temos

(σF1𝒵 )(x) =

{
χ(x) = 1+(−1)n−1µ(x), se x /∈ Z∩Z′

1, se x ∈ Z∩Z′

Ver demonstração em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998, Proposição 5.1).

Agora queremos passar para a aplicação especialização das classes de homologia. Seja
D⊂ C um disco de raio suficientemente pequeno tal que a inclusão Z ∼= Z0 ⊂ p−1(D) seja uma
equivalência de homotopia, assim temos

r∗ : H∗(p−1(D))→ H∗(Z),

induzido da retração r de p−1(D) em Z. Para um pequeno t ∈D diferente de zero, temos também
um homomorfismo,

i∗ : H∗(Zt)→ H∗(p−1(D)),

induzido da inclusão de Zt em p−1(D).

Definição 4.2.2. A especialização em homologia é definida como a composição

σH = r∗ ◦ i∗ : H∗(Zt)→ H∗(Z).

Observação 4.2.1. O homomorfismo especialização em homologia carrega as classes de Chern
de Zt para as classes de Chern de Z, como σ∗([Zt ]) = [Z] (ver (VERDIER, 1981, p. 150)),
sendo Zt suave, o homomorfismo especialização em homologia carrega as classes de Schwartz-
MacPherson de Zt para as classes de Schwartz-MacPherson de Z.

Lembre-se agora da propriedade de especialização de Verdier das classes de Schwartz-
MacPherson ((VERDIER, 1981, Teorema 5.1)), para ϕ ∈ F(𝒵 ) e t suficientemente pequeno,
tem-se

σHc∗(ϕ|Zt ) = c∗(σFϕ).
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Vamos utilizar a propriedade de especialização de Verdier para ϕ = 1𝒵 . Para o lado
esquerdo lê-se σHc∗(Zt). Para o lado direito começamos usando a Proposição 4.2.1

σF1𝒵 = 1Z +(−1)n−1(µ ·1Z\Z∩Z′)

= 1Z +(−1)n−1(µ ·1Z−µ ·1Z∩Z′).
(4.1)

Lema 4.2.1. µ = ∑
S∈𝒮

α(S)1S.

Demonstração. Seja S0 um estrato arbitrário e um ponto x ∈ S0. Então temos(
∑
S

α(S)1S

)
(x) = ∑

S ̸=S0, S⊃S0

α(S)+α(S0)

= ∑
S ̸=S0, S⊃S0

α(S)+
(

µS0− ∑
S ̸=S0, S⊃S0

α(S)
)

= µS0

= µ(x).

□

Usando a igualdade o Lema 4.2.1, reescrevemos a equação (4.1) como

σF1𝒵 = 1Z +(−1)n−1(∑
S

α(S)1S−∑
S

α(S)1S∩Z′),

e finalmente aplicando c∗ obtemos para o lado direto

c∗(σF1𝒵 ) = c∗(Z)+(−1)n−1
(
∑
S

α(S)[(iS,Z)∗c∗(S)− (iS∩Z′,Z)∗c∗(S∩Z′)]
)
,

onde iS∩Z′,Z denota a inclusão S∩Z′→ Z.

Resumindo, em virtude da propriedade de especialização de Verdier provamos a seguinte
proposição.

Proposição 4.2.2. Para t ̸= 0 suficientemente pequeno, tem-se

σHc∗(Zt) = c∗(Z)+(−1)n−1
(

∑
S∈𝒮

α(S)[(iS,Z)∗c∗(S)− (iS∩Z′,Z)∗c∗(S∩Z′)]
)
.

Observação 4.2.2. Temos σH(cFJ(Zt)) = cFJ(Z). De fato, temos

cFJ(Z) = c(T X |Z−L|Z)⌢ [Z] = c(T M|Z).c(L|Z)−1 ⌢ [Z]

Aplicando a especialização em homologia temos

σH(cFJ(Zt)) = σH(c(T M|Zt ).c(L|Zt )
−1 ⌢ [Zt ]).

Basta aplicarmos a fórmula de projeção

σ∗(σ
∗(a)⌢ b) = a ⌢ σ∗(b)
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para a = c(T M|Z).c(L|Z)−1 e b = [Xt ], onde σ∗ = r∗ ◦ i∗ : H∗(X)→ H∗(Xt) e σ∗ = σH . Pois,
σ∗([Zt ]) = [Z] e o homomorfismo especialização em homologia carrega as classes de Chern de
T M|Xt e L|Xt para as classes de Chern de T M|X e L|X , respectivamente, logo

σ
∗(c(T M|Z).c(L|Z)−1) = σ

∗(c(T M|Z)).σ∗(c(L|Z)−1) = c(T M|Zt ).c(L|Zt )
−1.

Teorema 4.2.1. ℳ (Z) = ∑
S∈𝒮

α(S)[(iS,Z)∗c∗(S)− (iS∩Z′,Z)∗c∗(S∩Z′)].

Demonstração. Observe que para t como na Proposição 4.2.2, temos c∗(Zt) = cFJ(Zt),
pois Zt é suave. Além disso, pela Observação 4.2.2, temos σH(cFJ(Zt)) = cFJ(Z). Portanto,

ℳ (Z) = (−1)n−1(cFJ(Z)− c∗(Z))

= (−1)n−1(σH(cFJ(Zt))− c∗(Z))

= (−1)n−1(σH(c∗(Zt))− c∗(Z))

= ∑
S∈𝒮

α(S)[(iS,Z)∗c∗(S)− (iS∩Z′,Z)∗c∗(S∩Z′)].

□

Considere o Lema a seguir que pode ser visto em (YOKURA, 1999, Proposição 1.8) e
(PARUSIŃSKI; PRAGACZ, 1995, Proposição 1.3).

Lema 4.2.2. Sejam 𝒳 uma estratificação de Whitney de X , E um fibrado vetorial G-equivariante
sobre X e Z a variedade dos zeros de uma seção holomorfa equivariante s de E. Assuma que s

intersecta, em cada estrato de 𝒳 , a seção zero de E transversalmente. Dada uma subvariedade
fechada Y de X dada por uma união de estratos de 𝒳 , então

iG∗ cG
∗ (Y ∩Z) = cG(E)−1.cG

posto E(E)⌢ cG
∗ (Y ).

Usando o Lema anterior para as nossas condições, onde Y = S, E = L|S e i : S∩Z′ ↪→ S,
temos

(iS∩Z′,Z)
G
∗ cG
∗ (S∩Z′) = (iS,Z)

G
∗ (iS∩Z′,S)

G
∗ cG
∗ (S∩Z′)

= (iS∩Z′)
G
∗ cG(L|S)

−1.cG
1 (L|S)⌢ cG

∗ (S). (4.2)

Portanto, temos

ℳ (Z) = ∑
S∈𝒮

α(S)[(iS,Z)∗c∗(S)− (iS∩Z′,Z)∗c∗(S∩Z′)]

(4.2)
= ∑

S∈𝒮
α(S)[(iS,Z)∗c∗(S)− (iS∩Z′)∗c(L|S)

−1.c1(L|S)⌢ c∗(S)]

= ∑
S∈𝒮

α(S)c(L|S)
−1 ⌢ [(iS,Z)∗c∗(S)(c(L|S)− c1(L|S))]

= ∑
S∈𝒮

α(S)c(L|S)
−1 ⌢ [(iS,Z)∗c∗(S)(c0(L|S))]

= ∑
S∈𝒮

α(S)c(L|Z)−1 ⌢ (iS,Z)∗c∗(S),

concluindo assim a demonstração do Teorema 4.1.1.
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CAPÍTULO

5
FERRAMENTAS EQUIVARIANTES

Neste capítulo desenvolveremos as ferramentas equivariantes necessárias para as
definições apresentadas no capítulo posterior. Para isso, dividiremos em dois casos, apresentados
nas próximas duas seções, o caso em que temos singularidades isoladas e o caso em que temos
singularidades não isoladas. Para o primeiro caso, apresentado na seção 5.1, utilizaremos como
referência o artigo (ROBERTS, 1985).

Aqui, trabalharemos apenas considerando grupo finitos. Para isso, precisamos garantir
que estes enquadrem-se nas hipóteses já apresentadas nos artigos do Ohmoto (2006) e de
Parusinski e Pragacz (1998) em que estamos nos baseando, ou seja, que estes grupos sejam
algébricos lineares redutivos. Com este objetivo apresentamos a proposição a seguir.

Proposição 5.0.1. Todo grupo finito G é um grupo algébrico linear redutivo.

Demonstração. Todo grupo finito G pode ser realizado como um subgrupo de algum
GL(n), via

G
Rep. Cayley
↪−−−−−−→ Symn

Permutação
↪−−−−−−→ GL(n).

De fato, o Teorema da Representação de Cayley afirma que todo grupo G é isomorfo a
um subgrupo do grupo simétrico agindo em G e como em nosso caso G é finito este subgrupo é
isomorfo a um subgrupo finito de GL(n).

Sendo GL(n) é um grupo algébrico redutivo, então seu radical é um toro. Como G ⊂
GL(n) é finito, e sabendo que o 1GL(n) pertence a qualquer subgrupo possível de G, concluímos
que o radical de G, que é a componente conexa que contém 1GL(n) de um subgrupo de G, é o
grupo multiplicativo {1GL(n)}= GL(1) = Gm.

Portanto, G é um grupo algébrico linear redutivo. □
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5.1 Caso singularidades isoladas
O número de Milnor µ de uma função holomorfa f : (Cn,0)→ (C,0) com ponto

crítico isolado pode ser definido como a dimensão da álgebra ℰn/𝒥 f , onde ℰn é a álgebra dos
germes de funções holomorfas sobre (Cn,0) e 𝒥 f é o ideal gerado pelas derivadas parciais de f .
Também é igual ao posto do grupo de homologia médio Hn−1(Ff ) da fibra de Milnor Ff de f e
ao número de pontos críticos em uma aproximação genérica (ou Morse) de f .

Seja G um grupo finito e seja V uma representação n-dimensional complexa de G.
Denote o anel dos germes de funções holomorfas sobre (V,0) por ℰ (V ) e seja ℰG(V ) o subanel
consistindo de todos os germes G-invariantes, ou seja,

ℰG(V ) := { f ∈ ℰ (V ) | f (g.x) = f (x)}.

Os anéis ℰ (V ) e ℰG(V ) são anéis locais. Se não houver confusão, V será omitido na
notação. Se f ∈ ℰG, então o símbolo f também denotará um representante invariante de f

definido em uma vizinhança G-invariante da origem em V .

Teorema 5.1.1. Para qualquer x ∈V (g) := {x ∈V | g · x = x} o vetor gradiente ∇ f (x) é fixado
por g, e assim ∇ f |V (g)(x) = ∇ f (x). Logo, f tem um ponto crítico em x se e somente se f |V (g)

tem um ponto crítico em x.

Ver detalhes em (ROBERTS, 1985, Demonstração do Teorema 1.1).

Para definirmos a característica de Euler equivariante vamos precisar definir o caráter de
uma representação de grupo.

Definição 5.1.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo K e seja ρ : G→
GL(V ) uma representação de um grupo G em V . O caráter de ρ é a função 𝒞ρ : G→ K dada
por

𝒞ρ(g) = Tr(ρ(g)),

onde Tr é a função traço.

Considere f ∈ ℰG(V ) com singularidade isolada e seja Ff a fibra de Milnor de f . A partir
da homologia reduzida de Ff , com coeficientes em C, temos posto(H̃p(Ff )) = 0, para p ̸= n−1,
e posto(H̃n−1(Ff )) = µ.

A ação de G sobre V induz uma ação sobre Ff , definida por (g. f )(x) = f (g.x), que induz
uma ação linear sobre Hn−1(Ff ), o caráter da representação correspondente será denotado por
ψ(Ff ), ou simplesmente ψ .

Definição 5.1.2. A característica de Euler equivariante de f , denotada por χG(Ff ), ou sim-
plesmente χG, é a aplicação definida por

χG = 1− (−1)n
ψ.
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Para cada g ∈ G, a restrição f |V (g) tem singularidade isolada em 0 portanto, possui fibra
de Milnor, que é

Ff (g) = {x ∈ Ff | g.x = x}.

Proposição 5.1.1. Considere f com sigularidade isolada, então

χG(Ff )(g) = χ(Ff (g)).

Demonstração. Este resultado é mencionado no texto do artigo (ROBERTS, 1985) e
aqui apresentaremos uma demostração.

Por uma consequência do Teorema de Lefschetz-Hopf (ver (DOLD, 1980, Exemplo
6.21, p. 212)), temos χ(Ff (g)) =ΛidFf (g)

, onde idFf (g) é a aplicação identidade de Ff (g) e ΛidFf (g)

representa os números de Lefschetz.

Assim, temos

χ(Ff (g)) = ΛidFf (g)

= ∑
j≥0

(−1) jtr((idFf (g))∗|H j(Ff (g)))

= 1+(−1)n−1tr((idFf (g))∗|Hn−1(Ff (g))).

Agora, considere a ação de G em V obtida pela representação trivial

G×V → V

(g,v) 7→ g · v := I(g)(v) = idV (v)
.

Esta ação induz uma ação sobre Ff (g) = Ff ∩V (g)⊂V , que por sua vez induz uma ação sobre
Hn−1(Ff (g)). Logo,

ψ(g) = tr((idFf (g))∗|Hn−1(Ff (g))).

Portanto,

χ(Ff (g)) = 1+(−1)n−1
ψ(g) = χG(Ff )(g).

□

Observação 5.1.1. Pela Proposição 5.1.1, temos

χG(Ff )(g) = 1− (−1)dim V (g)
µ( f |V (g)).

5.2 Caso singularidades não isoladas

Para o caso de um germe h com singularidades não isoladas, Massey (2006, Teorema
3.3) mostra que fibra de Milnor de h tem uma decomposição em alças, na qual o número de alças
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atachadas de cada índice são dadas pelos chamados números de Lê, definidos por ele, no índice
apropriado. Precisamente, posto(Hn−1−k(Fh)) = λ k(h), k = 0, · · · ,dim Σ(h). Portanto,

χ(Fh) = 1+
dim Σ(h)

∑
k=0

(−1)n−1−k
λ

k(h). (5.1)

Dado x ∈ Z, considere Fx a fibra de Milnor de um germe fx ∈ ℰG(V ). A ação de G sobre
V induz uma ação sobre Fx, definida por (g. f )(x) = f (g.x), que induz uma ação linear sobre
Hn−1−k(Fx), k = 0, · · · ,dim Σ(Z), o caráter da representação correspondente será denotado por
ψk(Fx), ou simplesmente ψk.

Definição 5.2.1. A característica de Euler equivariante de fx, denotada por χG(Fx), é a
aplicação definida por

χG(Fx) = 1+
dim Σ(Z)

∑
k=0

(−1)n−1−k
ψk.

Observação 5.2.1. Note que se Z possui singularidade isolada, então dim Σ(Z) = 0 e fx tem
singularidade isolada, logo a característica de Euler equivariante de f é χG = 1+(−1)n−1ψ0 =

1− (−1)nψ0, onde ψ0 é o caráter da representação correspondente a ação de G em Hn−1(Fx).

Proposição 5.2.1. Para o caso de singularidades não isoladas, vale também

χG(Fx)(g) = χ(Fx(g)).

Demonstração. Como vimos anteriormente justificado na demonstração da Proposição
5.1.1, pela consequência do Teorema de Lefschetz-Hopf, temos

χ(Fx(g)) = ∑
j≥0

(−1) jtr((idFx(g))∗|H j(Fx(g))).

De mesmo modo, a ação de G em V obtida pela representação trivial induz uma ação
sobre Fx(g) = Fx ∩V (g) ⊂ V , que por sua vez induz uma ação sobre Hn−1−k(Fx(g)), para
k = 0, · · · ,dim Σ(Z). Logo,

ψk(g) = tr((idFx(g))∗|Hn−1−k(Fx(g))).

Portanto,

χ(Fx(g)) = 1+
dim Σ(Z)

∑
k=0

(−1)n−1−k
ψk(g) = χG(Fx)(g).

□

Observação 5.2.2. Aplicando (5.1), segue que

χ(Fx(g)) = 1+
dim Σ( fx|V (g))

∑
k=0

(−1)dim V (g)−1−k
λ

k( fx|V (g)).
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CAPÍTULO

6
CLASSE EQUIVARIANTE DE MILNOR

Neste capítulo, nosso objetivo é definir a classe equivariante de Milnor, que será
apresentada na seção 6.4. Esta definição será inspirada pelo Teorema 4.1.1 que foi apresentado
por Parusinski e Pragacz (1998). Por esse motivo, nas primeiras três seções deste capítulo
estaremos interessados em definir um tipo número de Milnor equivariante, o qual chamaremos
de número de Milnor integrado equivariante. A motivação para a escolha do nome deste número
é pelo fato de nos basearmos na construção de número de Milnor clássico como apresentada
em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998) e na construção do número de Milnor equivariante
apresentada em (ROBERTS, 1985). Os números de Milnor equivariantes foram estudados pela
primeira vez por Wall (1980), embora tenham sua origem no trabalho de Arnol’d (1978).

Primeiramente, vamos estabelecer as hipóteses utilizadas no decorrer do capítulo para a
definição da classe equivariante de Milnor. Seja G um grupo algébrico linear redutivo complexo
e V uma representação n-dimensional de G. Considere X uma G-variedade complexa compacta
não singular de dimensão pura n e L um fibrado vetorial G-equivariante holomorfo de posto 1
sobre X . Seja s uma seção holomorfa equivariante de L tal que a variedade Z dos zeros de s é
uma hipersuperfície em X .

Observação 6.0.1. Z ⊂ X é uma G-variedade. Sendo X uma G-variedade, existe uma ação
α : G×X → X de G em X que é um morfismo de variedades, basta tomarmos α|Z : G×Z→ Z

como a ação de G em Z, isto porque se x∈ Z, que são os zero de s, então s(g.x) = gs(x) = g.0= 0,
logo g.x ∈ Z.

É interessante discorrermos um pouco sobre o fato da variedade Z ser definida como
zeros de uma seção holomorfa equivariante de um fibrado vetorial G-equivariante. Dada uma
seção s do fibrado L, fixando uma cobertura aberta {Uα} de X e usando os difeomorfismos
φα : π−1(Uα)→Uα ×C (trivializações locais), podemos escrever

φα(s(x)) = (x,sα(x)), para x ∈Uα ,
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onde sα é uma aplicação de Uα em C (ver detalhes em (SUWA, 1998, p.28)).

Logo, podemos considerar Z∩Uα como os zeros de sα . Sendo Uα um aberto de X , que
é uma G-variedade complexa compacta não singular de dimensão pura n, Uα pode ser visto
como um abeto de Cn, que por sua vez é isomorfo a um subespaço do espaço vetorial complexo
n-dimensional V .

Dessa forma, sα será visto como um elemento de ℰ (V ). Sendo a seção s e as trivializações
φα equivariantes, temos

g ·φ−1
α (x,sα(x)) = g · s(x) = s(gx) = φ

−1
α (g · x,sα(g · x)) = g ·φ−1

α (x,sα(g · x)),

então sα(g · x) = sα(x), portanto sα ∈ ℰG(V ).

Definição 6.0.1. Dado x∈ Z, existe uma vizinhança Uα de X com x∈Uα e um germe sα ∈ ℰG(V ).
Os k-ésimos números de Lê (respectivamente, número de Milnor) de x em Z são definidos por
λ k(Z,x) := λ k(sα ,x) (respectivamente, µ(Z,x) := µ(sα ,x)).

Note que estes números estão bem definidos, pois tomando uma vizinhança Uβ tal que
x ∈Uβ , basta definirmos uma nova vizinhança U =Uα ∩Uβ e teremos sα |U ∼= sβ |U .

Proposição 6.0.1. Para cada k, λ k(Z,x) = λ k(Z,y), ∀x,y∈ S, onde 𝒮 = {S} é uma estratificação
de Whitney de Z. Em particular, isto vale para os números de Milnor.

Demonstração. Seja {Uα}α∈Λ a cobertura aberta de X . Considere Λ′ o subconjunto dos
índices α tal que Uα ∩S ̸= /0, ∀α ∈ Λ′, logo S⊂

⋃
α∈Λ′

Uα .

Fixe β ∈ Λ′. Suponha que Uβ ∩Uα = /0, ∀α ∈ Λ′. Absurdo, pois poderíamos escrever

S = (Uβ ∩S)∪ (
⋃

α ̸=β , α∈Λ′
Uα ∩S),

mas S é conexo. Portanto, existe η ∈ Λ′ tal que Uβ ∩Uη ̸= /0.

Agora, note que em Uβ ∪Uη , os k-ésimos números de Lê são constantes em S. De fato, por
(MASSEY, 2006, Teorema 10.19), temos λ k( fβ ,x) = λ k( fβ ,y), se x,y∈Uβ ∩S. Se y∈Uβ ∩Uη ,
então λ k( fβ ,y) = λ k( fη ,y) por definição. Novamente por (MASSEY, 2006, Teorema 10.19),
temos λ k( fη ,y) = λ k( fη ,w), se y,w ∈Uη ∩S.

Suponha agora que (Uβ ∪Uη)∩Uα = /0, ∀α ∈ Λ′. Novamente teremos um absurdo, pois
poderíamos escrever

S = ((Uβ ∪Uη)∩S)∪ (
⋃

α ̸=β e η , α∈Λ′
Uα ∩S),

mas S é conexo. Portanto, existe σ ∈ Λ′ tal que (Uβ ∪Uη)∩Uσ ̸= /0.
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Com argumento análogo ao usado anteriormente, garantimos que em Uβ ∪Uη ∪Uσ os
k-ésimos números de Lê são constantes em S.

Como X é compacto e então a cobertura é finita, a subcobertura {Uα}α∈Λ′ também é. E
assim, garantimos que em S⊂

⋃
α∈Λ′

Uα os k-ésimos números de Lê são constantes. □

Para definir o número de Milnor integrado equivariante vamos dividir em três casos,
apresentados nas próximas seções. Nas seções 6.1 e 6.2 pedimos que G seja um grupo finito, como
visto na Proposição 5.0.1, este tipo de grupo satisfaz nossas hipóteses, a diferença entre essas
seções é que primeiro trabalhamos com a possibilidade da hipersuperfície Z ter singularidades
isoladas e depois de Z ter singularidades não isoladas. Na seção 6.3 trabalhamos com G um
grupo algébrico linear redutivo complexo infinito.

6.1 Grupos finitos, singularidades isoladas
Seja G um grupo finito e considere que a variedade Z dos zeros de s é uma hipersu-

perfície em X com singularidades isoladas.

Considere a função
χG : Z → ℒ

x 7→ χG(Fx)
,

onde Fx é a fibra de Milnor em x e χG(Fx) é a aplicação característica de Euler equivariante de
Fx, e a partir de χG, defina a aplicação

µG : Z → ℒ

x 7→ µG(x) = (−1)n−1(χG−1Z)(x)

Para cada x ∈ Z, vimos que existe uma vizinhança U e um germe fx ∈ ℰG(V ) tal que
Z∩U ∼= f−1

x (0). Deste modo, x pode ser visto em V (g) e x ∈ Fx(g) = {y ∈ Fx|g.y = y}, ∀g ∈ G.
Assim, utilizando a Proposição 5.1.1 e a Observação 5.1.1, temos

∑
g∈G

µ
G(x)(g) = ∑

g∈G
(−1)n−1(χG(Fx)(g)−1Z(x))

= ∑
g∈G

(−1)n−1(χ(Fx(g))−1)

= ∑
g∈G

(−1)n−1(1− (−1)dimV (g)
µ( fx|V (g))−1)

= ∑
g∈G

(−1)n−1((−1)dimV (g)+1
µ( fx|V (g)))

= ∑
g∈G

(−1)n+dimV (g)
µ( fx|V (g))

= ∑
g∈G

(−1)n−dimV (g)
µ( fx|V (g)).

Definição 6.1.1. Para cada x ∈ Z, defina

µ
G
I (x) = ∑

g∈G
µ

G(x)(g) = ∑
g∈G

(−1)n−dimV (g)
µ( fx|V (g)) ∈ Z,
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que chamaremos de número de Milnor integrado equivariante.

Observação 6.1.1. É possível estabelecer uma relação entre o número de Milnor integrado
equivariante e o número de Milnor equivariante apresentado em (ROBERTS, 1985), que aqui
denotaremos por µG

R (g). Observando (ROBERTS, 1985, Corolário 2.2) e a definição anterior,
temos

µ
G
I (x) = ∑

g∈G
det(g)µR(g),

onde det(g) é o determinante de uma matriz que representa a ação de g ∈ G em V .

Proposição 6.1.1. Se x é regular, então µG
I (x) = 0.

Demonstração. Seja x ∈ Z ponto regular, então temos que ∇ fx(x) ̸= 0. Assim, pelo
Teorema 5.1.1 segue que ∇ fx|V (g)(x) ̸= 0 e, portanto µ( fx|V (g)) = 0,∀g ∈ G. □

Proposição 6.1.2. Para toda estratificação de Whitney 𝒮 = {S} de Z temos que µG
I é constante

nos estratos de 𝒮 .

Demonstração. Considere 𝒮 = {S0, . . . ,Sk} a estratificação de Whitney minimal, dada
por S0 = Z − Σ(Z) e Si = {xi}, i = 1, . . .k, onde xi são as singularidades de Z. Como para
i = 1, . . .k, Si possui um único ponto e assim a constância já é válida, basta analisarmos S0.
Dado x ∈ S0, como x é regular, segue da observação anterior que µG

I (x) = 0. Como as demais
estratificações de Whitney de Z só podem se diferenciar da minimal pela modificação do estrato
da parte regular e nesses possíveis novos estratos temos que µG

I (x) = 0, então mantém-se o
resultado. □

6.2 Grupos finitos, singularidades não isoladas

Seja G um grupo finito e considere que a variedade Z dos zeros de s é uma hipersu-
perfície em X com singularidades não isoladas.

Da mesma maneira em que foi feita no caso de singularidades isoladas, consideramos a
função

χG : Z → ℒ

x 7→ χG(Fx)
,

onde Fx é a fibra de Milnor de x e χG(Fx) é a aplicação característica de Euler equivariante de Fx,
e a partir de χG, definimos a aplicação

µG : Z → ℒ

x 7→ µG(x) = (−1)n−1(χG−1Z)(x)
.
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Utilizando a Proposição 5.2.1 e a Observação 5.2.2, temos

∑
g∈G

µ
G(x)(g) = ∑

g∈G
(−1)n−1(χG(Fx)(g)−1Z(x))

= ∑
g∈G

(−1)n−1(χ(Fx(g))−1)

= ∑
g∈G

(−1)n−1(1+
dim Σ( fx|V (g))

∑
k=0

(−1)dim V (g)−1−k
λ

k( fx|V (g))−1)

= ∑
g∈G

dim Σ( fx|V (g))

∑
k=0

(−1)n−1(−1)dim V (g)−1−k
λ

k( fx|V (g))

= ∑
g∈G

dim Σ( fx|V (g))

∑
k=0

(−1)n−dim V (g)−k
λ

k( fx|V (g)).

Definição 6.2.1. Para cada x ∈ Z, defina

µ
G
I (x) = ∑

g∈G
µ

G(x)(g) = ∑
g∈G

dim Σ( fx|V (g))

∑
k=0

(−1)n−dim V (g)−k
λ

k( fx|V (g))

que chamaremos de número de Milnor integrado equivariante.

Observação 6.2.1. Note que o número de Milnor integrado equivariante definido aqui, quando
Z possui singularidades não isoladas é uma generalização do número de Milnor integrado
equivariante definido na seção anterior. De fato, como visto na Observação 5.2.1 segue que
se Z possui singularidade isolada temos dim Σ(Z) = 0, logo o único número de Lê possível é
λ 0( fx|V (g)) = posto(Hn−1(Fx(g))). Portanto,

µ
G
I (x) = ∑

g∈G
(−1)n−dim V (g)posto(Hn−1(Fx(g))) = ∑

g∈G
(−1)n−dimV (g)

µ( fx|V (g)).

Proposição 6.2.1. Se x é regular, então µG
I (x) = 0.

Demonstração. Seja x ∈ Z ponto regular, então temos que ∇ fx(x) ̸= 0. Assim, pelo
Teorema 5.1.1 segue que ∇ fx|V (g)(x) ̸= 0, portanto λ k( fx|V (g)) = 0,∀g ∈ G. □

Proposição 6.2.2. Para toda estratificação de Whitney 𝒮 = {S} de Z temos que µG
I é constante

nos estratos de 𝒮 .

Demonstração. Considere 𝒮 uma estratificação de Whitney de Z. Note que um estrato
S não pode ter pontos regulares e singulares de Z simultaneamente. De fato, se x1,x2 ∈ S com x1

regular de Z e x2 singular de Z, temos λ k( fx1) = 0 e λ k( fx2) ̸= 0, ∀k, mas os números de Lê são
constantes em S.

Para um estrato Si somente com pontos regulares de Z, pela Proposição 6.2, teremos que
µG

I (x) = 0, ∀x ∈ Si, portanto µG
I é constante neste estrato.

Agora, considere um estrato S j somente com pontos singulares de Z. Seja x1,x2 ∈ S j,
pela constância dos números de Lê em S j, temos λ k( fx1) = λ k( fx2), ∀k. Pelo Teorema 5.1.1
segue que λ k( fx1|V (g)) = λ k( fx2 |V (g)), ∀k, portanto µG

I é constante neste estrato. □
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6.3 Grupos infinitos
Nosso objetivo nesta seção é definir o número de Milnor integrado equivariante para

o caso em que temos um grupo algébrico linear redutivo complexo G infinito. Sabemos da
Observação 2.3.2 que dado um grupo algébrico do tipo finito, o grupo componente G/G0 é um
grupo finito. Este fato nos motiva a próxima definição.

Definição 6.3.1. Seja G um grupo algébrico linear redutivo complexo infinito. Considere X

uma G-variedade complexa compacta não singular de dimensão pura n e L um fibrado vetorial
G-equivariante holomorfo de posto 1 sobre X . Dada s uma seção holomorfa equivariante de L

tal que a variedade Z dos zeros de s é uma hipersuperfície em X . Para cada x ∈ Z, definimos o
número de Milnor integrado equivariante por

µ
G
I (x) := µ

G/G0

I (x),

onde o número de Milnor integrado equivariante que aparece do lado direito da equação é o
número apresentado nas seções anteriores.

Observação 6.3.1. Note que definindo µG
I deste modo para os grupo algébricos afins infinitos,

as propriedades apresentadas nas seções anteriores de µG
I (x) = 0 para pontos regulares de Z e

constância na estratificação de Z mantêm-se válidas neste caso.

Observação 6.3.2. Note ainda que como os elementos de G/G0 são apenas as componentes
conexas de G, se G é um grupo finito, então G/G0 ∼= G, portanto, a definição apresentada nesta
seção torna-se uma generalização das definições apresentadas anteriormente para o número de
Milnor integrado equivariante.

6.4 Definição da classe equivariante de Milnor
Seja G um grupo finito ou um grupo algébrico linear redutivo complexo. Considere

X uma G-variedade complexa compacta não singular de dimensão pura n e L um fibrado vetorial
G-equivariante holomorfo de posto 1 sobre X . Dada s uma seção holomorfa equivariante de L tal
que a variedade Z dos zeros de s é uma hipersuperfície em X , o nosso objetivo agora é definir a
classe equivariante de Milnor de Z.

Seja 𝒮 uma estratificação de Whitney de Z. Como µG
I é constante nos estratos de 𝒮 ,

denotamos por µG
I,S o valor de µG

I no estrato S. Com estes objetos em mãos podemos definir
indutivamente na dimensão descendente de S

αG(S) := µ
G
I,S− ∑

S′ ̸=S, S⊂S′
αG(S′).

Observação 6.4.1. L|Z é um fibrado vetorial G-equivariante. De fato, como L é um fibrado
vetorial G-equivariante sobre X , então L é uma G-variedade, π é um morfismo G-equivariante
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e a ação de G em L preserva as fibras linearmente. A partir deste fibrado, construímos o
fibrado restrição L|Z , que tem como espaço total π−1(Z) e projeção π|π−1(Z) : π−1(Z)→ X̄ . A
subvariedade π−1(Z)⊂ L é uma G-variedade, argumento análogo à Observação 6.0.1, visto que
π é equivariante, π|π−1(Z) é ainda um morfismo G-equivariante e a ação de G em L|Z preserva as
fibras linearmente.

Definição 6.4.1. A classe G-equivariante de Milnor de Z é dada por

ℳG(Z) :=
1
|G| ∑

S∈𝒮
αG(S)cG(L|Z)−1 ⌢ (iS,Z)

G
∗ cSM

G (S),

se G é um grupo finito e

ℳG(Z) := ℳG/G0(Z)

se G é um grupo algébrico linear redutivo infinito, onde iS,Z : S→ Z denota a aplicação inclusão,
cG(L|Z) a classe equivariante de Chern de L|Z e cSM

G (S) a classe equivariante de Schwartz-
MacPherson de S.

Com argumento análogo ao da observação 6.0.1, note que S também é G-variedade.

Observação 6.4.2. Como as classes equivariantes de Chern e de Schwartz-MacPherson de Z

independem da escolha de uma estratificação de Z, então a classe equivariante de Milnor acima
definida também independe da escolha da estratificação de Whitney de Z (ver (BRASSELET,
2002) e (OHMOTO, 2006)).

Teorema 6.4.1. ℳG(Z) tem suporte no conjunto singular de Z, ou seja, ℳG,i(Z) = 0, se
i > dim Σ(Z).

Demonstração. ℳG(Z) tem suporte no Σ(Z). De fato, temos que

ℳG(Z) =
1
|G| ∑

S∈𝒮
αG(S)cG(L|Z)−1 ⌢ (iS,Z)

G
∗ cSM

G (S),

onde αG(S) := µG
I,S− ∑

S′ ̸=S, S⊂S′
αG(S′).

Vamos dividir a demonstração em dois casos, o caso em que Z possui singularidades
isoladas e o caso em que Z possui singularidades não isoladas.

Para o caso em que Z possui singularidades isoladas, usando a Proposição 6.1.2 temos
que µG

I é constante nos estratos de 𝒮 . E pela Proposição 6.1 sabemos que µG
I,S = 0, se S possui

um ponto regular de Z.

Seja S um estrato que possui um ponto regular de Z, temos então que µG
I,S = 0. Agora,

snedo S um estrato de pontos regulares, se S ⊂ S′, segue que S = S′, portanto αG(S) = µG
I,S−

∑
S′ ̸=S, S⊂S′

αG(S′) = 0 para todo estrato que possui ponto regular de Z.
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Daí
ℳG(Z) =

1
|G| ∑

S⊂Σ(Z)
αG(S)cG(L|Z)−1 ⌢ (iS,Z)

G
∗ cSM

G (S).

Como dim S≤ dim Σ(Z), então cSM
G, j(S) = 0 se j > dim Σ(Z). Pela definição de produto

cap, note que em ℳG,i(Z), os graus das cadeias da classe de Schwartz-MacPherson equivariante
que aparecem no produto são j = i+ l, portanto j > i. Se i > dim Σ(Z), então j > dim Σ(Z),
logo cSM

G, j(S) = 0 e concluímos ℳG,i(Z) = 0.

A demonstração para o caso em que Z possui singularidades não isoladas é análoga à
feita anteriormente, com a diferença de que agora usamos as Proposições 6.2.2 e 6.2, já que para
o caso de singularidades não isoladas fazemos o uso dos números de Lê. □

Teorema 6.4.2. Se Z possui singularidades isoladas x1, · · · ,xk, então

ℳG,0(Z) =
1
|G|

k

∑
i=1

µ
G
I (xi).

Demonstração. Considere 𝒮 a estratificação de Whitney minimal de Z.

Sabemos que

ℳG,0(Z) =
1
|G| ∑

S⊂Σ(Z)
αG(S)cG(L|Z)−1 ⌢ (iS,Z)

G
∗ cSM

G (S),

onde αG(S) := µG
I,S− ∑

S′ ̸=S, S⊂S′
αG(S′).

Temos αG(S0) = 0, pois Z−Σ(Z) é suave, e αG(Si) = µG
I (xi), i= 1, . . .k. Como dim Si =

0, então cSM
G,l (Si) = 0 se l > 0. Logo, as únicas cadeias que aparecerão no produto cap serão

cG
0 (L|Z)−1 = 1 e cSM

G,0(S) = 1, portanto segue

ℳG,0(Z) =
1
|G|

k

∑
i=1

µ
G
I (xi).

□
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CAPÍTULO

7
CLASSE EQUIVARIANTE DE

FULTON-JOHNSON

Neste capítulo trabalharemos com as mesmas hipóteses apresentadas no capítulo
anterior. Para que não seja repetitivo no decorrer dos resultados apresentados neste capítulo a
descrição destas hipóteses, vamos estabelece-las aqui e referencia-las sempre que necessário:

Hipóteses 7.0.1. Seja G um grupo finito ou um grupo algébrico linear redutivo complexo e seja
V uma representação n-dimensional complexa de G. Considere X uma G-variedade complexa
compacta não singular de dimensão pura n e L um fibrado vetorial G-equivariante holomorfo de
posto 1 sobre X . Dada s uma seção holomorfa equivariante de L tal que a variedade Z dos zeros
de s é uma hipersuperfície em X com singularidades isoladas.

Definição 7.0.1. Definimos a classe G-equivariante de Fulton-Johnson de Z por

cFJ
G (Z) = (−1)n−1ℳG(Z)+ cSM

G (Z),

onde ℳ (Z) é a classe equivariante de Milnor de Z e cSM
G (Z) é a classe equivariante de Schwartz-

MacPherson de Z.

7.1 Relação entre classes equivariantes via especialização
A construção apresentada a seguir está baseada na construção feita por Parusinski

e Pragacz (1998) e apresentada na seção 4.2. Considere h uma seção equivariante de L tal que
Z′ = h−1(0) é suave e transversal aos estratos de uma estratificação 𝒮 de Z. Para cada t ∈ C,
denotamos st = s− th. Como no caso original, denotamos

𝒵 = {(x, t) ∈ X×C | st(x) = 0}

e p : 𝒵 → C a restrição da projeção de X×C na segunda coordenada à 𝒵 , temos

p−1(t) = {(x, t) ∈ X×{t} | st(x) = 0} := Zt ,
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para t ∈C. Observe que Z0 = {(x,0) ∈ X×{0} | st(x) = 0} ∼= {x ∈ X | s0(x) = 0}= s−1(0) = Z

e note que para t ̸= 0, como h−1(0) é suave e transversal aos estratos de Z, então Zt é suave.

Definição 7.1.1. Considere ℱ G(𝒵 ) e ℱ G(Z) os grupos das funções equivariantes construtíveis
de 𝒵 e Z, respectivamente. Definimos a especialização equivariante em funções construtíveis

σ
G
F : ℱ G(𝒵 )→ℱ G(Z),

onde se Y é uma subvariedade fechada de 𝒵 , considerando 1Y como gerador,

(σG
F 1Y )(x) := lim

t→0
∑

g∈G
χG(B(x,ε)∩Yt)(g),

para qualquer ε > 0 suficientemente pequeno, tal que B(x,ε) é uma bola fechada centrada em
x e Yt = Y ∩Zt . Note que B(x,ε)∩Yt = B(x,ε)∩Y ∩Zt = B(x,ε)∩Y ∩ p−1(t) é uma fibra de
p|Y : Y → C, logo χG(B(x,ε)∩Yt) está bem definida.

Seja D⊂C um disco de raio suficientemente pequeno tal que a inclusão Z∼= Z0⊂ p−1(D)

seja uma equivalência de homotopia, assim temos

rG
∗ : HG

∗ (p−1(D))→ HG
∗ (Z),

induzido da retração r de p−1(D) em Z. Para um pequeno t ∈D diferente de zero, temos também
um homomorfismo,

iG∗ : HG
∗ (Zt)→ HG

∗ (p−1(D)),

induzido da inclusão de Zt em p−1(D).

Definição 7.1.2. A especialização equivariante em homologia é definida como a composição

σ
G
H := rG

∗ ◦ iG∗ : HG
∗ (Zt)→ HG

∗ (Z).

Observação 7.1.1. Como no caso clássico, o homomorfismo especialização equivariante em
homologia carrega as classes de Schwartz-MacPherson de Zt para as classes de Schwartz-
MacPherson de Z, já que as classes equivariantes são definidas fazendo uso das classes clássicas,
que são carregadas como visto na Observação 4.2.1.

O objetivo do próximo teorema será estabelecer uma versão equivariante para a propri-
edade de especialização de Verdier. Primeiramente, vamos estabelecer algumas relações úteis
para sua demonstração.

Denote cU,∗ = c(TUG)
−1 ⌢ c∗ e observe que cU,∗(1𝒵 ×GU) = c(TUG)

−1 ⌢ c∗(1𝒵 ).
Utilizando a propriedade de especialização de Verdier, σHc∗(ϕ|Zt ) = c∗(σFϕ), para ϕ = 1𝒵 ×GU ,
obtemos

σH(cU,∗(1Zt×GU)) = cU,∗(σF(1𝒵 ×GU)). (7.1)
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Fazendo o uso da especialização equivariante em funções construtíveis e do homomor-
fismo especialização clássico para ℱ (𝒵 ×V ), ou seja, σF : ℱ (𝒵 ×V )→ℱ (Z×V ), onde
p̃ : 𝒵 ×V → C é a restrição a 𝒵 ×V da projeção de X ×C×V para C e p̃−1(t) = Zt ×V ,
obtemos a seguinte relação

σ
G
F (φU,𝒵 (1𝒵 ×V )) = φU,Z(σF(1𝒵 ×V )), (7.2)

com φU,𝒵 : ℱG−inv(𝒵 ×V )→ℱ G(𝒵 ) e φU,Z : ℱG−inv(Z×V )→ℱ G(Z) denotando as apli-
cações identificação. De fato,

σG
F (φU,𝒵 (1𝒵 ×V )) = σG

F (1𝒵 )

= 1Z.

Por outro lado,
φU,Z(σF(1𝒵 ×V )) = φU,Z(1Z×V )

= 1Z.

Agora, usaremos a especialização equivariante em homologia e especialização clássica
para a homologia truncada, ou seja, σH : Htrunc(Zt×GU)→Htrunc(Z×GU), definida da seguinte
forma. Considere p̃ : 𝒵 ×G U → C a restrição a 𝒵 ×G U da projeção de X×G U×C para C e
seja D um disco de raio suficientemente pequeno, de modo que Z×GU ∼= Z0×GU ⊂ p̃−1(D) seja
uma equivalência de homotopia. Para t ∈ D, temos dois homomorfismos induzidos da retração e
inclusão, respectivamente, rtrunc : Htrunc(p̃−1(D))→Htrunc(Z×GU) e itrunc : Htrunc(Zt×GU)→
Htrunc(p̃−1(D)), que define σH := rtrunc ◦ itrunc. Então, temos a seguinte relação

σ
G
H (ϕU,Zt (cU,∗(1Zt×GU))) = ϕU,Z(σH(cU,∗(1Zt×GU))), (7.3)

com ϕU,Zt : Htrunc(Zt×G U)→ HG
∗ (Zt) e ϕU,Z : Htrunc(Z×G U)→ HG

∗ (Z) denotando as aplica-
ções identificação. De fato,

σG
H (ϕU,Zt (cU,∗(1Zt×GU))) = σG

H (ϕU,Zt (c(TUG)
−1 ⌢ c∗(1Zt×GU)))

= σG
H (ϕU,Zt (c(TUG)

−1 ⌢ c∗ ◦ j∗U(1Zt×V )))

= σG
H (cG

∗ (1Zt ))

= cG
∗ (1Z).

E, ainda
ϕU,Z(σH(cU,∗(1Zt×GU))) = ϕU,Z(cU,∗(1Z×GU))

= ϕU,Z(c(TUG)
−1 ⌢ c∗(1Z×GU))

= ϕU,Z(c(TUG)
−1 ⌢ c∗ ◦ j∗U(1Z×V ))

= cG
∗ (1Z).

Agora, note que considerando novamente o homomorfismo especialização clássico para
ℱ (𝒵 ×V ), ou seja, σF : ℱ (𝒵 ×V )→ℱ (Z×V ), onde p̃ : 𝒵 ×V →C é a restrição a : 𝒵 ×V

da projeção de X×C×V para C e p̃−1(t) := Zt×V , temos também

j∗U(σF(1𝒵 ×V )) = σF(1𝒵 ×GU), (7.4)
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onde j∗U : ℱG−inv(𝒵 ×V )→ℱG−inv(𝒵 ×G U). Pois,

j∗U(σF(1𝒵 ×V )) = j∗U(limt→0
χ(B(x,ε)∩ (Zt×V )))

= lim
t→0

j∗U(χ(B(x,ε)∩ (Zt×V )))

= lim
t→0

χ(B(x,ε)∩ (Zt×G U))

= σF(1𝒵 ×GU).

Com as relações estabelecidas acima, podemos demonstrar o teorema a seguir, que
fornece a versão equivariante da propriedade de especialização de Verdier.

Teorema 7.1.1. Nas condições impostas pelas pelo conjunto de hipóteses 7.0.1 e considerando
σG

H e σG
F as especializações equivariantes em homologia e em funções construtíveis, respectiva-

mente, temos

σ
G
H (cG

∗ (1Zt )) = cG
∗ (σ

G
F (1𝒵 )).

Demonstração. Por um lado temos,

σG
H (cG

∗ (1Zt )) = σG
H (cG

∗ (φU,Zt (1Zt×V )))

= σG
H (ϕU,Zt (c(TUG)

−1 ⌢ c∗ ◦ j∗U(1Zt×V )))

= σG
H (ϕU,Zt (c(TUG)

−1 ⌢ c∗(1Zt×GU)))

= σG
H (ϕU,Zt (cU,∗(1Zt×GU)))

(7.3)
= ϕU,Z(σH(cU,∗(1Zt×GU)))

(7.1)
= ϕU,Z(cU,∗(σF(1𝒵 ×GU))).

Já pelo lado direito temos,

cG
∗ (σ

G
F (1𝒵 )) = cG

∗ (σ
G
F (φU,𝒵 (1𝒵 ×V )))

(7.2)
= cG

∗ (φU,Z(σF(1𝒵 ×V )))

= ϕU,Z(c(TUG)
−1 ⌢ c∗ ◦ j∗U(σF(1𝒵 ×V )))

(7.4)
= ϕU,Z(c(TUG)

−1 ⌢ c∗(σF(1𝒵 ×GU)))

= ϕU,Z(cU,∗(σF(1𝒵 ×GU))).

A igualdade em ambos os lados conclui a prova. □

Proposição 7.1.1. Nas condições impostas pelo conjunto de hipóteses 7.0.1 e considerando
h uma seção equivariante de L tal que Z′ = h−1(0) é suave e transversal aos estratos de uma
estratificação 𝒮 de Z, temos

(σG
F 1𝒵 )(x) =

{
|G|+(−1)n−1µG

I (x), se x /∈ Z∩Z′

|G|, se x ∈ Z∩Z′
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Demonstração. Se x /∈ Z∩Z′, isto é, h(x) ̸= 0, então

Zt = {(z, t) ∈ X×{t} | s(z)− th(z) = 0}= {(z, t) ∈ X | s(z)
h(z)

= t} ∼= (s/h)−1(t).

Assim, temos que a interseção B(x,ε)∩Zt ∼= Fs/h é a fibra de Milnor de s/h em x, e
como h−1(0) é suave e transversal aos estratos de 𝒮 , s/h define Z numa vizinhança de x.

Por definição temos,

(σG
F 1𝒵 )(x) = lim

t→0
∑

g∈G
χG(B(x,ε)∩Zt)(g) = lim

t→0
∑

g∈G
χG(Fs/h)(g).

Agora, sabemos que

χG(Fs/h)(g) = χ(Fs/h(g)) = 1+
dim Σ(s/h|V (g))

∑
k=0

(−1)dim V (g)−1−k
λ

k(s/h|V (g)),

então temos

(σG
F 1𝒵 )(x) = ∑

g∈G

(
1+

dim Σ(s/h|V (g))

∑
k=0

(−1)dim V (g)−1−k
λ

k(s/h|V (g))
)

= ∑
g∈G

1+ ∑
g∈G

dim Σ(s/h|V (g))

∑
k=0

(−1)dim V (g)−1−k
λ

k(s/h|V (g))

= |G|+ ∑
g∈G

dim Σ(s/h|V (g))

∑
k=0

(−1)dim V (g)−1−k
λ

k(s/h|V (g))

= |G|+ ∑
g∈G

dim Σ(s/h|V (g))

∑
k=0

(−1)n−1(−1)dim V (g)−n−k
λ

k(s/h|V (g))

= |G|+(−1)n−1
∑

g∈G

dim Σ(s/h|V (g))

∑
k=0

(−1)dim V (g)−n−k
λ

k(s/h|V (g))

= |G|+(−1)n−1
∑

g∈G

dim Σ(s/h|V (g))

∑
k=0

(−1)n−dim V (g)−k
λ

k(s/h|V (g))

= |G|+(−1)n−1µG
I (x).

Se x ∈ Z∩Z′, procedendo localmente, podemos assumir que x é a origem de Cn, que em
nossas coordenadas locais h(z)≡ zn e que {zn = 0} é transversal a uma estratificação de Whitney
𝒮 de Z = { f = 0}. Pode-se mostrar que para ε > 0 suficientemente pequeno e 0 < δ < ε , se
t ∈ C satisfaz 0 < |t|< δ , então

Z∩Bε = {(z1, · · · ,zn) ∈ Cn | |z|< ε, f − tzn = 0}

é contrátil, onde Bε = B(0,ε) (ver detalhes em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998, Proposisão
5.1)).
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Sendo B(x,ε)∩Zt contrátil, então B(x,ε)∩Zt é conexo por caminhos. Como V (g) é um
subespaço vetorial convexo, então B(x,ε)∩Zt ∩V (g) é convexo, portanto contrátil. Logo,

(σG
F 1𝒵 )(x) = lim

t→0
∑

g∈G
χG(B(x,ε)∩Zt)(g) = lim

t→0
∑

g∈G
χ(B(x,ε)∩Zt ∩V (g)) = ∑

g∈G
1 = |G|.

□

Lema 7.1.1. Nas condições impostas pelo conjunto de hipóteses 7.0.1, temos

µ
G
I = ∑

S∈𝒮
αG(S)1S.

Demonstração. Seja S0 um estrato arbitrário e um ponto x ∈ S0. Então temos(
∑
S

αG(S)1S

)
(x) = ∑

S ̸=S0, S⊃S0

αG(S)+αG(S0)

= ∑
S ̸=S0, S⊃S0

αG(S)+
(

µ
G
I,S0
− ∑

S ̸=S0, S⊃S0

αG(S)
)

= µG
I,S0

= µG
I (x).

□

Vamos utilizar a propriedade apresentada no Teorema 7.1.1. Para o lado esquerdo lê-se
σG

H cSM
G (Zt). Para o lado direito começamos usando a Proposição 7.1.1

σG
F 1𝒵 = |G| ·1Z +(−1)n−1µG

I ·1Z\Z∩Z′

= |G| ·1Z +(−1)n−1(µG
I ·1Z−µG

I ·1Z∩Z′).

Usando a igualdade µG
I = ∑

S∈𝒮
αG(S)1S, do Lema 7.1.1, reescrevemos a equação acima

como

σ
G
F 1𝒵 = |G| ·1Z +(−1)n−1

(
∑
S

αG(S)1S−∑
S

αG(S)1S∩Z′

)
,

e finalmente aplicando cG
∗ obtemos para o lado direto

cG
∗ (σ

G
F 1𝒵 ) = |G| · cSM

G (Z)+(−1)n−1
(
∑
S

αG(S)[(iS,Z)
G
∗ cSM

G (S)− (iS∩Z′,Z)
G
∗ cSM

G (S∩Z′)]
)
,

onde iS∩Z′,Z denota a inclusão S∩Z′ ↪→ Z.

Resumindo, em virtude da propriedade do Teorema 7.1.1, provamos:

Proposição 7.1.2. Nas condições impostas pelo conjunto de hipóteses 7.0.1 e considerando σG
H

a especialização equivariante em homologia, para t ̸= 0 suficientemente pequeno, tem-se

σ
G
H cSM

G (Zt) = |G| · cSM
G (Z)+(−1)n−1

(
∑
S

αG(S)[(iS,Z)
G
∗ cSM

G (S)− (iS∩Z′,Z)
G
∗ cSM

G (S∩Z′)]
)
.
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Nosso objetivo agora é mostrar que

|G| ·ℳG(Z) = ∑
S

αG(S)[(iS,Z)
G
∗ cSM

G (S)− (iS∩Z′,Z)
G
∗ cSM

G (S∩Z′)],

para isso façamos primeiro o seguinte lema.

Lema 7.1.2. Sejam 𝒳 uma estratificação de Whitney de X , E um fibrado vetorial G-equivariante
holomorfo sobre X e Z a variedade dos zeros de uma seção holomorfa equivariante s de E.
Assuma que s intersecta, em cada estrato de 𝒳 , a seção zero de E transversalmente. Dada uma
subvariedade fechada Y de X dada por uma união de estratos de 𝒳 , então

iG∗ cSM
G (Y ∩Z) = cG(E)−1.cG

posto E(E)⌢ cSM
G (Y ).

Demonstração. Considere o Blow up de Nash G-equivariante ν : X̃ → X e νZ : Z̃ =

ν−1(Z)→ Z, onde νZ é a restrição de ν à Z̃, então temos o seguinte diagrama comutativo

Z̃ X̃

Z X

ĩ

νZ ν

i

onde ĩ : Z̃→ X̃ e i : Z→ X denotam as aplicações inclusão.

Além disso, sobre Z̃ temos uma sequência exata de fibrados vetoriais equivariantes

0→ T̃ Z→ T̃ X |Z̃ → ν
∗
Z(E|Z)→ 0,

e como vimos anteriormente dado um fibrado ξ é possível induzir um novo um fibrado vetorial
ξU := ξ ×G id, onde id é a aplicação identidade de U ∈ I(G), deste modo induzimos uma nova
sequência exata de fibrados vetoriais

0→ T̃ Z×G U → T̃ X |Z̃×G U → ν
∗
Z(E|Z)×G U → 0,

segue desta nova sequência e propriedades da classe de Chern (ver (FULTON, 1984, Teorema
3.2, item e)) que

c(T̃ Z×G U) = (ĩ×G id)∗((ν×G id)∗c(E×G U)−1.c(T̃ X×G U)).

Aplicando o limite projetivo com índices em I(G), como na definição da classe equivari-
ante de Chern, em ambos os lados da equação, obtemos

cG(T̃ Z) = ĩ∗G(ν
∗
GcG(E)−1.cG(T̃ X)). (7.5)

Agora, considerando a sequência exata de fibrados sobre X×G U

0→ Z̃×G U
ĩ×Gid→ X̃×G U

(s◦ν)×Gid→ E×G U,
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por (FULTON, 1984, Exemplo 6.3.5), temos a seguinte propriedade

(ĩ×G id)∗[Z̃×G U ] = cposto E×GU((ν×G id)∗(E×G U))⌢ [X̃×G U ].

Note que usando a propriedade do pullback (ver (FULTON, 1984, Teorema 3.2, item d))
temos

cposto E×GU((ν×G id)∗(E×G U))⌢ [X̃×G U ] =

= cposto E×GU((ν×G id)∗(E×G U))⌢ (ν×G id)∗((ν×G id)∗[X̃×G U ])

= (ν×G id)∗(cposto E×GU(E×G U)⌢ (ν×G id)∗[X̃×G U ]))

= (ν×G id)∗(cposto E×GU(E×G U))⌢ (ν×G id)∗(ν×G id)∗[X̃×G U ]))

= (ν×G id)∗(cposto E×GU(E×G U))⌢ [X̃×G U ].

.

Portanto,

(ĩ×G id)∗[Z̃×G U ] = (ν×G id)∗(cposto E×GU(E×G U))⌢ [X̃×G U ],

aplicando o limite projetivo com índices em I(G), obtemos

ĩG∗ [Z̃]G = ν
∗
G(c

G
posto E(E))⌢ [X̃ ]G. (7.6)

Considere agora cM
G (Z) a classe equivariante de Mather de Z, logo

iG∗ cM
G (Z) = iG∗ (νZ)

G
∗ (c

G(T̃ Z)⌢ [Z̃]G)
(7.5)
= iG∗ (νZ)

G
∗ (ĩ
∗
G(ν

∗
GcG(E)−1.cG(T̃ X))⌢ [Z̃]G)

= νG
∗ ĩG∗ (ĩ

∗
G(ν

∗
GcG(E)−1.cG(T̃ X))⌢ [Z̃]G)

= νG
∗ (ν

∗
GcG(E)−1.cG(T̃ X)⌢ ĩG∗ [Z̃]G)

(7.6)
= νG

∗ (ν
∗
GcG(E)−1.cG(T̃ X)⌢ (ν∗GcG

posto E(E)⌢ [X̃ ]G))

= νG
∗ (ν

∗
GcG(E)−1.ν∗GcG

posto E(E).c
G(T̃ X)⌢ [X̃ ]G)

= cG(E)−1.cG
posto E(E)⌢ cM

G (X).

Suponha que Y é uma subvariedade fechada de X dada por uma união de estratos de 𝒳 .
Então, como Z intercepta 𝒳 transversalmente, pelo mesmo argumento acima para a inclusão
i : Y ∩Z ↪→ Y , temos

iG∗ cM
G (Y ∩Z) = cG(E)−1.cG

posto E(E)⌢ cM
G (Y ).

Como as classes equivariantes de Schwartz-MacPherson podem ser vistas como combi-
nações das classes equivariantes de Mather, concluímos a seguinte fórmula

iG∗ cSM
G (Y ∩Z) = cG(E)−1.cG

posto E(E)⌢ cSM
G (Y ).

□
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Teorema 7.1.2. Nas condições impostas pelo conjunto de hipóteses 7.0.1, temos

|G| ·ℳG(Z) = ∑
S

αG(S)[(iS,Z)
G
∗ cSM

G (S)− (iS∩Z′,Z)
G
∗ cSM

G (S∩Z′)].

Demonstração. Primeiramente, usando o lema anterior para as nossas condições, onde
Y = S, E = L|S e i : S∩Z′ ↪→ S, temos

(iS∩Z′,Z)
G
∗ cSM

G (S∩Z′) = (iS,Z)
G
∗ (iS∩Z′,S)

G
∗ cSM

G (S∩Z′)

= (iS∩Z′)
G
∗ cG(L|S)

−1.cG
1 (L|S)⌢ cSM

G (S). (7.7)

Portanto, temos

∑
S

αG(S)[(iS,Z)
G
∗ cSM

G (S)− (iS∩Z′,Z)
G
∗ cSM

G (S∩Z′)]

(7.7)
= ∑

S
αG(S)[(iS,Z)

G
∗ cSM

G (S)− (iS∩Z′)
G
∗ cG(L|S)

−1.cG
1 (L|S)⌢ cSM

G (S)]

= ∑
S

αG(S)cG(L|S)
−1 ⌢ [(iS,Z)

G
∗ cSM

G (S)(cG(L|S)− cG
1 (L|S))]

= ∑
S

αG(S)cG(L|S)
−1 ⌢ [(iS,Z)

G
∗ cSM

G (S)(cG
0 (L|S))]

= ∑
S

αG(S)cG(L|S)
−1 ⌢ (iS,Z)

G
∗ cSM

G (S)

= |G| ·ℳG(Z).

□

Com todas as ferramentas em mãos, podemos agora demonstrar o resultado abaixo.

Teorema 7.1.3. Nas condições impostas pelo conjunto de hipóteses 7.0.1, temos

σ
G
H cSM

G (Zt) = |G| · cFJ
G (Z).

Demonstração. Pela Proposição 7.1.2 temos

σ
G
H cG
∗ (Zt) = |G| · cSM

G (Z)+(−1)n−1
(
∑
S

αG(S)[(iS,Z)
G
∗ cSM

G (S)− (iS∩Z′,Z)
G
∗ cSM

G (S∩Z′)]
)
,

usando o Teorema 7.1.2 podemos concluir

σ
G
H cSM

G (Zt) = |G| · cG
∗ (Z)+(−1)n−1|G| ·ℳG(Z) = |G| · cFJ

G (Z).

□

Note que o teorema anterior nos fornece uma maneira de estudar a classe caracterís-
tica equivariante de um objeto possivelmente singular, a hipersuperfície Z, através da classe
característica equivariante de uma família de objetos suaves Zt , com t ̸= 0.
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