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RESUMO

MONTEIRO, A. Classes caracteristicas equivariantes de hipersuperficies singulares. 2023.
72 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

O estudo de classes caracteristicas equivariantes de variedades singulares ¢ um tépico atual e
tem sido amplamente investigado em varias areas da ciéncia. O principal objetivo desta tese € a
construcdo de classes equivariantes inspirada na caracterizacao dada por Paruzinski e Pragacz de
classe de Milnor, e fazendo o uso da classe equivariante de Schwartz-MacPherson j4 construida
por Ohmoto.

Apresentamos classes caracteristicas equivariantes do tipo Milnor e do tipo Fulton para hipersu-
perficies singulares, além de versdes equivariantes dos homomorfismos especializacdes e entdo

mostramos uma relagdo entre estes objetos equivariantes.

Palavras-chave: Classes caracteristicas equivariantes, Nimero de Milnor integrado equivariante,
EspecializacOes equivariantes.






ABSTRACT

MONTEIRO, A. Equivariant characteristic classes of singular hypersurfaces. 2023. 72
p- Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

The study of equivariant characteristic classes of singular varieties is a current topic and has
been widely investigated in several areas of science. The main objective of this thesis is the
construction of equivariant classes inspired by the characterization given by Paruzinski and
Pragacz of the Milnor class, and making use of the equivariant Schwartz-MacPherson class

already constructed by Ohmoto.

We present Milnor type and Fulton type equivariant characteristic classes for singular hypersur-
faces, as well as equivariant versions of the specialization homomorphisms, and then show a

relation between these equivariant objects.

Keywords: Equivariant characteristic classes, Equivariant integrated Milnor number, Equivariant

specializations.






SUMARIO

2.1
2.2
2.3
2.4
2.4.1
2.4.2

3.1
3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.1.4
3.2

4.1
4.2

5.1
5.2

6.1
6.2
6.3
6.4

INTRODUCAO . . . . .t ittt e et e e e e e e e 17
PRELIMINARES . . . . . . . . . e e e e e e et e 21
Limites para objetos algébricos . . . . ... ... ... ... ...... 21
Esquemas . . . . . . . ... 23
Grupos algébricos e G-variedades . . . . . .. ... ... ... ..... 25
Fibrados principais . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 28
Fibrados associados . . . . . . . ... .. .. ... ... ... ... ... 30
Fibrado principal universal . . . . . ... ... .. ............ 31
CLASSES EQUIVARIANTES DECHERN . . . . . .. .. ... ... 35
Objetos na G-versao . . . . .. ... .. ... ... 35
Cohomologia equivariante . . . . . ... ... ... ... ........ 35
Homologia equivariante . . . . . ... ... ... ............ 37
Funcées construtiveis equivariantes . . . . . ... ... ........ 39
Classe equivariante de Schwartz-MacPherson . . . . . ... ... .. 39
Classe equivariante de Mather . . . . . ... ... ... ........ 40
CLASSEDE MILNOR . . . . . . . . . . e e s et e 43
Apresentacao do Teorema de Paruzinski-Pragacz . . ... ... ... 43
Demonstracao do Teorema 4.1.1 . . . . . . ... ... ......... 44
FERRAMENTAS EQUIVARIANTES . . . . . . . . .. .. ... ... 49
Caso singularidades isoladas . . . . . .. ... ... ........... 50
Caso singularidades naoisoladas . . . . ... ... ... ........ 51
CLASSE EQUIVARIANTE DE MILNOR . . . . ... .. ... ... 53
Grupos finitos, singularidades isoladas . . . . . . . ... ... ... .. 55
Grupos finitos, singularidades naoisoladas . . . . . . ... ... ... 56
Grupos infinitos . . . .. ... ... L 58
Definicao da classe equivariante de Milnor . . . . . . . ... ... .. 58
CLASSE EQUIVARIANTE DE FULTON-JOHNSON . . . ... ... 61

Relacdo entre classes equivariantes via especializacao . . . . . . .. 61



REFERENCIAS



17

CAPITULO

INTRODUCAO

Classes caracteristicas equivariantes tém sido um tdpico central de estudo em matema-
tica por vdrias décadas, com diversas aplicacdes em muitas dreas da ciéncia. Sdo ferramentas
poderosas para estudar as simetrias e invariantes de espacos que admitem a acao de um grupo ou
de uma simetria continua, e t€m sido aplicadas em diversos campos, incluindo geometria, fisica

e topologia.

Nesta tese, exploramos a teoria equivariante e suas aplicagdes ja desenvolvidas em
trabalhos como (OHMOTO, 2006) e (ROBERTS, 1985), nos inspiramos em resultados da teoria
de classes caracteristicas singulares como os apresentados em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998)
para estabelecemos conexdes entre classes caracteristicas equivariantes e um tipo de nimero de
Milnor equivariante, a fim de definir classes equivariantes do tipo Milnor e Fulton, além de obter

resultados a respeito das mesmas.

Nos anos 1990, importantes matematicos, como Brasselet, Seade e Suwa, perceberam
que a diferenca entre as classes de Schwartz-MacPherson e de Fulton de hipersuperficie, mais
geralmente de interse¢des completas, carrega informagdes topoldgicas importantes sobre este
objeto. Por exemplo, se X é uma intersecdo completa local compacta com singularidades isoladas,
entdo a diferenga (—1)"~!(cf (X) — 5™ (X)) esté localizada no grau zero e é a soma dos niimeros
de Milnor dos pontos singulares. Esta diferenca tem sido chamada de classe de Milnor de X,
muitos autores tem estudado esta classe fornecendo diferentes caracterizagdes e defini¢des

equivalentes, que auxiliam na melhor interpretacdo deste objeto.

Nossa motivagdo para a definicdo de uma versdo equivariante desta classe € caracterizacio
dada por Parusinski e Pragacz (1998, Teorema 0.2) para a classe de Milnor de uma hipersuperficie
definida como os zeros de uma sec@o de um fibrado de posto 1 sob certas hipéteses. Nesta
caracterizacdo aparecem alguns ingredientes importantes como os niimeros de Milnor, as classes

de Chern e as classes de Schwartz-MacPherson.

Os nimeros de Milnor equivariantes foram estudados pela primeira vez por Wall (1980),
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embora tenham sua origem no trabalho de Arnol’d (1978). Aqui estamos interessados em
definir um tipo de nimero de Milnor equivariante, o qual chamamos de nimero de Milnor
integrado equivariante, nome motivado pelo fato de nos basearmos na construcdo de niimero de
Milnor cldssico como apresentada em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998) e na constru¢do de um
nimero de Milnor equivariante como apresentada em (ROBERTS, 1985). Vemos que € possivel
estabelecer uma relacio entre o nimero de Milnor equivariante ja estabelecido e o nimero de

Milnor integrado equivariante, no caso em que a hipersuperficie possui singularidades isoladas.

A transformacao natural de MacPherson e as classes de Schwartz-MacPherson foram
generalizadas em vérias dire¢des. Ohmoto (2006) obteve uma versao equivariante desta teoria.
Sua construcido também nos serve de instrumento e inspiracdo para a construcdo das classes e

dos resultados a cerca delas.

Esta tese estd divida em 7 capitulos, sendo o primeiro capitulo introdutério e os demais

divididos conforme descreveremos a seguir.

O objetivo do capitulo 2 € fixar nota¢des necessdrias para o entendimento dos conceitos

usados ao longo deste trabalho.

No capitulo 3 apresentamos a constru¢@o de vdrias classes caracteristicas equivariantes
que sdo extremamente Uteis para a construgcdo da classe de Milnor equivariante e classe de
Fulton equivariante, em especial a classe equivariante de Schwartz-MacPherson apresentada por
Ohmoto (2006).

No capitulo 4 nos dedicamos a apresentacdo do teorema apresentado por Parusinski
e Pragacz (1998) que relaciona a classe de Milnor com as classes de Chern e de Schwartz-
MacPherson. Este teorema e a constru¢do do mesmo € nossa motivacao para que no capitulo 6

possamos definir uma classe equivariante de Milnor.

No capitulo 5 desenvolvemos as ferramentas equivariantes e resultados necessarios para
as defini¢Oes apresentadas no capitulo posterior. Para isso, dividimos em dois casos, apresentados
em duas secdes, 0 caso em que a hipersuperficie tem singularidades isoladas e o caso em que a

hipersuperficie tem singularidades nao isoladas.

Apresentamos no capitulo 6 a definicdo do nimero de Milnor integrado equivariante
,u[G e da classe equivariante de Milnor .#Z;(Z) para uma hipersuperficie singular Z. Neste
capitulo também apresentamos alguns resultados como a constincia de u[G nos estratos de

uma estratificacdo de Whitney de Z e que se Z tem singularidades isoladas xi, - - -, x, entdo
1 k
MG o(Z) = Gl Y ur (xi).
i=1

No ultimo capitulo, 7, definimos a classe equivariante de Fulton-Johnson para uma hiper-
superficie singular. Definimos também versdes equivariantes dos homomorfismos especializa¢dao
em funcdes construiveis e em homologia. Apresentamos uma versio equivariante da propriedade

de especializac¢des de Verdier, e fazendo uso desta propriedade garantimos uma relacio entre as



19

classes equivariantes de Fulton-Johnson e de Schwartz-MacPherson.

Os resultados desta tese possuem potencial para aplicagdes em vdrias dreas como singu-
laridades, topologia algébrica, geometria algébrica e teoria da representacdo, podendo estimular

novas pesquisas nestas areas.
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CAPITULO

PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo € fixar notagdes necessdrias para o entendimento dos
conceitos usados ao longo deste trabalho. Mencionamos sempre as referéncias no inicio das

secOes para maiores detalhes e demonstragoes.

2.1 Limites para objetos algébricos

As definicoes de limite direto e projetivo podem ser apresentadas de maneira mais
geral para uma categoria qualquer. Como em nosso trabalho os objetos utilizados s@o de natureza
algébrica, nesta secdo, apresentamos uma versao das definicdes de limite que valem para objetos
algébricos, como conjuntos equipados com uma determinada estrutura algébrica, grupos, anéis,
modulos (sobre um anel fixo), dlgebras (sobre um corpo fixo), etc. Com isso em mente, 0s
homomorfismos sao entendidos no cendrio correspondente (homomorfismos de grupo, etc.). Para
esta se¢do utilizamos como referéncia (BOURBAKI, 1966).

Definicdo 2.1.1. Seja X um conjunto ndo-vazio e < uma relagdo em X. Dizemos que (X, <) é

quasi-ordenado se:

(1) (Reflexividade) x < x, Vx € X

(i1) (Transitividade) Se x,y,z € X, x <yey =<z, entdox < z.

Dizemos que (X, =) é direcionado se (X, =) é quasi-ordenado e se para quaisquer x,y € X
existez€ X talquex <zey =<z

Definicéio 2.1.2. Seja (1, <) um conjunto direcionado. Seja {F;};, uma familia de objetos indexa-

dosem /e (pj. : F; — F;j um homomorfismo para todo i < j, com as seguintes propriedades:

(1) (pl? = idf, para todo i € ,; onde idf, € a aplicacdo identidade de F;.
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(i1) <P,{ o ¢} = @}, paratodo i < j <k,

Entdo o par {F;, (p; : F; = Fj}; jer é chamado sistema direto sobre 1.

Defini¢iio 2.1.3. Seja (1, <) um conjunto direcionado. Seja {F;};, uma familia de objetos indexa-
dosem /e (p; : F; — F; (observe a ordem dos indices) um homomorfismo para todo i < j, com

as seguintes propriedades:

(1) (pl? = idF, para todo i € I;, onde idf, € a aplicagdo identidade de F;.

(ii) @io@] = ¢}, paratodoi< j <k

Entéo o par {F;, q)j. : Fj — F;}i jer é chamado sistema projetivo sobre 1.

Definicio 2.1.4. O limite direto de um sistema direto {F;, (p;. : F; = F;}i jer € denotado por
ligFi e definido como o quociente da unido disjunta dos objetos F; por uma certa relacdo de
equivaléncia ~
limFy = | |F,/ ~,
onde dados x; € F; e xj € F}, x; ~ x; se, e somente se, existe k € [ com i < ke j < k tal que
O (xi) = 9] (x)).
Intuitivamente, dois elementos na unido disjunta sdo equivalentes se, e somente se, eles

“eventualmente tornam-se iguais" no sistema direto.

A partir desta defini¢do obtém-se aplicagdes candnicas ¢@; : F; — li_n}F,-, cada uma
chamada de aplicacao identificacdo, que envia cada elemento para sua respectiva classe de
equivaléncia. As operacoes algébricas sobre l‘iIEE' sdo definidas de forma que as aplicacgdes
0. F;— ligF,- tornem-se homomorfismos. Formalmente, o limite direto de um sistema direto

{F, (pj- F,— Fj}i,jg consiste do objeto liQFi € 0s homomorfismos candnicos ¢; : F; — IQFZ

Definicdo 2.1.5. O limite projetivo de um sistema direto {F;, q)j. : Fj — F;}i jer € denotado por

l'LnFi e definido como um subgrupo particular do produto direto dos F;

limF = {¥ €[] | x = ojx)), vi<jel}.
icl
O limite inverso @E‘ vem equipado com proje¢des naturais 7; : @F} — F;, chamadas

de projecoes canonicas, que captam a i-ésima componente do produto direto para cada i em /.

Observacao 2.1.1. Estas mesmas construcdes de limites diretos e projetivos podem ser realizadas
se 0s objetos F; forem conjuntos, semigrupos, espagos topoldgicos, anéis, modulos (sobre um
anel fixo), dlgebras (sobre um anel fixo), etc., € os homomorfismos sdo morfismos na categoria

correspondente. Os limites também pertencerdo a esta mesma categoria.
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2.2 Esquemas

Nesta secdo faremos um breve resumos dos conceitos que nos serdo udteis sobre

esquemas, para isso usamos como referéncia (GORTZ; WEDHORN, 2010).

Considere X um espaco topolégico compacto, ou seja, toda cobertura aberta admite

subcobertura finita.

Definicio 2.2.1. Seja ¢ uma categoria. Um par (X, O ) é chamado €-espaco (ou espago sobre
%) se X é um espaco topoldgico e Ox é um feixe de objetos em ¢ sobre X. Neste caso, (X, Ox)

¢ chamado espaco anelado, pois o feixe Oy associa cada aberto U de X a um anel Ox (U).

Definicao 2.2.2. Um esquema afim é um espaco localmente anelado (X, Ox) que é isomorfo a

(Spec(A), Ogpec(a)), para algum anel A.

Definicdo 2.2.3. Um esquema é um espago localmente anelado (X, Ox) no qual, para todo

ponto x € X, existe um aberto U de X contendo x tal que (U, Ox|y) é um esquema afim.

Definicdo 2.2.4. Dizemos que um espago anelado (Y, Oy ) é um subesquema de um esquema
(X, Ox) se Y é um subconjunto localmente fechado de X, e se U denota o maior conjunto aberto
de X contendo Y tal que X é fechado em U, entdo (Y, 0y) é um subesquema de (U, Ox|y)
definido por um feixe que é localmente um cokernel de um morfismo de médulos livres (feixe

quasicoerente) de ideais de Ox|y.

Definicdio 2.2.5. Um morfismo entre espagos anelados (X, Ox) e (Y, Oy) é um par (f, f*) de uma
fungdo confinua £ : X — Y e um morfismo de feixe de anéis f*: Oy — f.Ox. Um morfismo entre
espacos localmente anelados (1, f ﬁ) € um morfismo de espacos anelados tal que para todo p € X,

fﬁ : Oy f(p) = f+Ox p € um homomorfismo local, ou seja, satisfaz (fﬁ)‘1 (mroy,) = Moy /-

Defini¢io 2.2.6. Um esquema (X, Ox) é integral se Ox (U) é dominio de integridade, YU C X
aberto.

Definicdo 2.2.7. Seja (S, O5) um esquema. Um esquema sobre (S, O5) é um esquema (X, Oy)

munido de um morfismo de espacos localmente anelados
(o, o) : (X, 0x) = (S, 05),
o qual chamamos de morfismo estrutura.

Definicao 2.2.8. Seja K um corpo. Um esquema sobre K (também chamado de K-esquema) é
um esquema sobre (Spec(K), Ogpec(k))-

Definicdo 2.2.9. Dizemos que um K-esquema (X, Ox) € do tipo finito se X pode ser coberto

por finitos abertos {Uy, ...,U, } tais que Ox (U;) sdo K-dlgebras finitamente geradas, Vi.

Observacao 2.2.1. Se X ¢ um K-esquema do tipo finito, entdo todo subesquema de X € do tipo
finito.
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Defini¢do 2.2.10. Considere («,af) : (X, Ox) — (Y, Oy) um morfismo de K-esquemas:

(i) (o, ) é uma imersdo se o(X) é homeomorfo a um subespago localmente fechado

de Y e se os homomorfismos locais Oy o () — Ox x sd0 sobrejetivos;

(i) (o, ') é uma imersdo fechada se o (X) é homeomorfo a um subespaco fechado de

Y e se os homomorfismos locais Oy 4(,) — Ox x s80 sobrejetivos;

(iii) (o, of) é uma imerséo aberta se «(X) é homeomorfo a um subespaco aberto U de

Y e se af induz um isomorfismo Oy |y =2 aﬁ(ﬁx) (de feixes sobre U).

Definicio 2.2.11. Seja (X, Ox) um K-esquema, o par (1x, 1x) define um morfismo diagonal

d:X — X x X. Dizemos que (X, Ox) é separado se d for uma imersio fechada.

No decorrer do trabalho chamaremos de variedade um esquema do tipo finito, integral e

separado sobre um corpo K de caracteristica 0.

Para a defini¢do a seguir, enxergaremos o espaco projetivo P como um K-esquema,
para entender com mais detalhes ver (GORTZ; WEDHORN, 2010, p. 72).

Definicao 2.2.12. (i) Um K-esquema X é chamado de projetivo, se existe n > 0 e uma imersao
fechada X — P%;

(i1)) Um K-esquema X é chamado de quasi-projetivo, se existe n > 0 e uma imersao
X — P%.

Observacao 2.2.2. Da observacao 2.2.1 segue que todo K-esquema quasi-projetivo € do tipo
finito. Além disso, todo K-esquema afim X do tipo finito € quasi-projetivo. De fato, sendo X
um K-esquema afim, existe uma imersao fechada i : X — A%. Além disso, o espago projetivo
IP% € coberto por subesquemas abertos que sdo isomdrficos a A% por construgdo. Em particular,
podemos encontrar uma imersdo aberta j : Ay — P%. A composi¢do joi é entdo uma imersiao
X — Pg.

Definicao 2.2.13. Sejam X e Y dois esquemas sobre um esquema S. O produto fibrado de X

por Y sobre S € um esquema X X gY com dois morfismos p; : X XgY = Xepr: X XgY =7,

chamados de morfismos projecdes, tais que o diagrama

X xgY

XV YY
A
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¢ comutativo. Além disso, para todo esquema Z e todo morfismo f:Z — X e g:Z — Y, tais que

X%ZXY
N

comuta, exite um unico morfismo 6 : Z — X xgY talque f = pjode g = pr0d.

o diagrama

Definicao 2.2.14. Um morfismo f: X — Y de esquemas ¢ denominado universalmente fechado
se para cada esquema Z com um morfismo Z — Y, a projecdo do produto de fibra

XxXyZ—=Z

€ uma aplicacdo fechada dos espacos topoldgicos subjacentes.

Definicao 2.2.15. Seja f : X — Y um morfismo de esquemas. Entdo X é um Y-esquema e
podemos considerar o produto fibrado X Xy X, considerando idy : X — X, a identidade de X,
segue da defini¢do de produto fibrado que existe um dnico 6 : X — X Xy X tal que idy = p1od
e idy = pp 00, 6 é chamada de aplicagdo diagonal. Dizemos que o morfismo f é separado se a

diagonal 6 é uma imersdo fechada.

Definicao 2.2.16. Um morfismo f : X — Y de esquemas ¢é do tipo finito se Y tem uma cobertura
por subesquemas abertos afins V; = Spec(A;) tal que f~!(V;) tem uma cobertura finita por

subesquemas abertos afins U;; = Spec(B;j) com B;;j uma A;-dlgebra de tipo finito.

Definicao 2.2.17. Um morfismo de esquemas é denominado préprio se for separado, de tipo

finito e universalmente fechado.

2.3 Grupos algébricos e G-variedades

Nesta secdo abordaremos os conceitos de grupos algébricos e G-variedades e para
isso utilizamos como referéncia (MUMFORD; FOGARTY; KIRWAN, 1982).

Definicao 2.3.1. Um ponto K-mensurado de uma variedade X sobre K € um morfismo de
S = Spec(K) para X. Quando K for algebricamente fechado, tal ponto serd referido como ponto
geométrico de X.

Dadas duas variedades X e Y sobre K, entdo todos os morfismos f : X — Y serdo
entendidos como K-morfismos e X Xg,..(k) Y serd abreviado para X x Y. K representa o fecho

algébrico de K, abreviaremos X x Spec(K) por X.
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Definicao 2.3.2. Um grupo algébrico G € definido como uma variedade sobre K munida da

topologia de Zariski, com uma estrutura de grupo tal que as aplicagdes

GxG = G
(x,y) = xy

G —- G

X |—>x_1

sdo morfismos de variedades.

Quando o grupo algébrico G é subconjunto de K", para algum n, chamamos G de grupo
algébrico afim. E quando o grupo algébrico G é um grupo de matrizes chamamos G de grupo
algébrico linear. Todo grupo algébrico afim é um grupo algébrico linear, no sentido de que pode

ser representado como um grupo de matrizes.

Exemplo 2.3.1. Para um inteiro positivo n, o grupo linear geral GL(n) sobre um corpo K,
consistindo de todas as matrizes n X n invertiveis, € um grupo algébrico linear sobre K. Outro

subgrupo algébrico de GL(n) é o grupo linear especial SL(n) de matrizes com determinante 1.

Definicao 2.3.3. Sejam G um grupo algébrico e X uma variedade sobre K. Dizemos que X
€ uma G-variedade, se existe uma acdo de G em X que € um morfismo de variedades. Mais

precisamente, se existe um morfismo de variedades

a: GxX — X
(g.x) = gx '

tal que 1lgx = x e g(hx) = (gh)x.

Exemplo 2.3.2. Podemos enxergar o préprio grupo algébrico G como uma G-variedade. To-

mando X = G, G atua em si mesmo por translaco a direita (resp. esquerda) da forma o/(g,x) = gx

(resp. ou(g,x) =xg™!).

Definicao 2.3.4. Sejam X e Y G-variedades. Dizemos que um morfismo de G-variedades

¢ : X — Y é um morfismo G-equivariante (ou G-morfismo) se ¢ (gx) = g (x),V g € G,x € X.

Definicao 2.3.5. Considere uma acdo ¢ de G em X (ambos sobre K). Dizemos que um par
(Y,9), consistindo de uma variedade Y sobre K e um K-morfismo ¢ : X — Y, é um quociente

geométrico de X por G se ele satisfaz:

(1) ¢ oo = ¢ o py, onde p; € a projecao na segunda coordenada;

(1) As fibras geométricas de ¢ sdo precisamente as Orbitas dos pontos

geométricos de X;
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(iii) ¢ é submersivo, ou seja, um subconjunto U C Y é aberto se, e somente se, ¢~ (U) é aberto

em X;

Definicao 2.3.6. Seja G um grupo algébrico e V um espago vetorial n-dimensional. Denotando
GL(V) ={T :V — V | Téinvertivel } = GL(n). Uma representacao de G de grau n é um
morfismo p : G — GL(V).

Exemplo 2.3.3. A representacao trivial para um grupo algébrico G é

I: G — GL(V)
g — idy

Y

para todo V de qualquer dimensao, onde idy € a aplicacao identidade de V. Entdo, todo grupo

admite representacao de grau k, para todo k € N.

Dada uma representagdo p : G — GL(V), podemos definir uma a¢do de G em V da
seguinte forma
GxV — Vv
(&v) = gvi=p@©)

Observacao 2.3.1. Mais geralmente, poderemos nos referir a uma representacdo n-dimensional

de G como o espago vetorial n-dimensional V.

Definicao 2.3.7. Seja V uma representacdo de G. Um subespaco W de V é G-invariante se
gweW, VgeGeVweW.

Definicéo 2.3.8. Dado um grupo topolégico G a sua componente de identidade G° é a compo-
nente conexa de G que contém o elemento identidade do grupo. O radical de um grupo algébrico

€ a componente de identidade de seu subgrupo solivel normal maximo.

Defini¢do 2.3.9. O grupo quociente G/G" é chamado de grupo componente de G. Seus

elementos sdo apenas as componentes conexas de G.

Observaciio 2.3.2. O grupo componente G/G° é um grupo discreto se, e somente se, G for
aberto. Se G é um grupo algébrico de tipo finito, como um grupo algébrico afim, entio G/G° é
um grupo finito (ver (ARTIN, 2006, V14, Proposicao 5.5.1)).

Definicao 2.3.10. Um grupo algébrico G é redutivo se seu radical € um toro.

Exemplo 2.3.4. Um exemplo fundamental de um grupo algébrico redutivo é o grupo linear geral

GL(n), para um nimero natural n. Em particular, o grupo multiplicativo Gm := GL(1).
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2.4 Fibrados principais

Nesta secdo trabalharemos com o conceito de fibrados principais. Para mais detalhes
sobre fibrados principais e associados ver em (FORGER; ANTONELI, 2011). Para detalhes de
fibrado principal universal ver (ARTEAGA, 2013).

Definic¢do 2.4.1. Seja G um grupo topolégico. Um fibrado com grupo estrutural & é uma
quintupla (E,B, 7, F,G) composta de:

1. um espacgo topoldgico E, chamado espaco total;

2. um espaco topolégico B, chamado espaco base;

3. uma aplicacdo continua 7 : E — B, chamada projecao;

4. um espaco topoldgico F chamado fibra tipica;

5. o grupo topoldgico G chamado grupo estrutural, com uma acao (a esquerda) livre

GxF — F
(g.x) +— gx

de G na fibra tipica F’;

e satisfazendo a trivialidade local: existem uma cobertura aberta {Ugy } qca de B e uma familia

{00 } ¢ de homeomorfismos
O : T (Ug) = Ug X F,

com pj o g = 7 para todo o € A (onde p; € a projecdo na primeira coordenada), chamadas

trivializagdes locais, tais que para quaisquer a, f € A com Uy NUp # 0, a aplicagio

¢ao¢ﬁ—1 : (UaNUp) X F — (Ug NUg) X F,
¢ um homeomorfismo que pode ser representado por uma fun¢do continua

hop : UaNUg — G,
chamada a correspondente func¢iao de transicao, conforme a férmula
(Pac0 95 ) (x. ) = (¥, hap (X)),
parax € UoNUp, fEF.
Também chamaremos o fibrado com grupo estrutural & = (E, B, n, F,G) de G-fibrado.

Assim como para os fibrados vetoriais, o conjunto 7! (b) é chamado de fibra sobre b e podera

ser denotado também por F,.
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Definic¢do 2.4.2. Um G-fibrado principal & é uma quédrupla (E, B, 7, G) composta de:

1. uma G-variedade E, chamada espaco total,;

2. uma G-variedade B, chamada espaco base;

3. um morfirmo G-equivariante 7 : E — B, chamado projecao;

4. o grupo algébrico linear G chamado grupo estrutural, com uma a¢do (a direita)

ExG — E
(x,g) ~— xg

de G no espaco total E que € transitiva e livre nas fibras;

e satisfazendo a trivialidade local equivariante: existem uma cobertura aberta {Uy } ¢ca de B e

uma familia {¢q } 4ca de homeomorfismos
0o : 7 ' (Uy) = Ug X G,
com pj o Pg = 7 para todo o € A, os quais sdo equivariantes, ou seja,
O (x,h8) = 95 ' (x,h)g, Vx € Uq, g,h € G,

chamadas trivializacdes locais equivariantes, tais que para quaisquer ¢, 8 € A com Uy NUp # 0,
a aplicacdo
9a095" : (UaNUp) x G — (UaNUp) X G,

¢ um homeomorfismo que pode ser representado por uma fun¢ao continua
hocB : UaﬂUlg — G,
chamada func¢ao de transicao, conforme a férmula

(G095 ")(x,8) = (x,hap (x)g),

parax € Uy NUpg, g € G.

Também chamaremos o fibrado principal & = (P, B, n,G) de G-fibrado principal. No
decorrer do texto, se nao for necessario exibir a proje¢do 7 € o grupo G em questdo, denotaremos

um G-fibrado apenas por E — B exibindo seu espaco total e seu espago base.

Os G-fibrados principais podem ser vistos como uma classe especial entre os fibrados
com grupo estrutural. Uma definicdo equivalente para um G-fibrado principal € de um G-fibrado
& = (E,B,n,F,G) que satisfaz F = G e G age sobre si mesmo por translagio & esquerda. Veja a
demonstracdo da equivaléncia destas duas definicdes em (FORGER; ANTONELI, 2011, p. 103).
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2.4.1 Fibrados associados

Um dos motivos para o uso do termo “fibrado principal" é que qualquer fibrado com
grupo estrutural G pode ser obtido a partir de um G-fibrado principal por um método direto e

global que mostraremos a seguir: a construcio do “fibrado associado”.

Seja P um fibrado principal sobre um espaco topoldgico B com projecdo w7 : P — B e

grupo estrutural G, e seja Q um espaco topoldgico munido de uma ag¢ao de G

Gx0 — 0
(g.x) = gx

Considere o espago produto P x Q, munida da a¢cdo de G a direita definida por

(PxQ)xG — PxQ
((p.q9),8) — (p.9)g=(pg.g'q)

Denotaremos o espaco das Orbitas desta agdo por (P x Q)g, a proje¢do candnica de P x Q
sobre (P x Q)¢ por 7 e a classe de equivaléncia, ou 6rbita, de um par (p,q) por [p,q|, assim,

vale
[pg.g 'q) = [p.q] ou [pg,q] = [p.g4l,
parapeP geQ, gcG.

Temos entdo o seguinte diagrama comutativo:

PxQ L (PxQ)g

| :

pP—"" B

onde as aplicagdes T : (P x Q)¢ — Be mp : P x Q — (P X Q)¢ sdo dadas por T[p,q] = w(p) e
mo(p.q) = [p,q]. parap € P, g € Q.

Definigiio 2.4.3. Nas condi¢des anteriores, ((P x Q)g,B,,Q,G) é chamado de fibrado associ-

ado ao fibrado principal P, mediante a acdo dada de G sobre sua fibra tipica Q.

Este novo G-fibrado est4d bem definido e esta demonstracdo pode ser vista em (FORGER;
ANTONELI, 2011, p. 107, Teorema 2.2).

Observacio 2.4.1. E possivel classificar os G-fibrados mostrando que qualquer G-fibrado E
sobre B com fibra Q, pode ser obtido como fibrado associado de algum G-fibrado principal P. A
ideia € construir um G-fibrado principal usando as trivializagdes locais do fibrado E e depois
considerar o fibrado (P x Q)¢, por fim mostrar que este é isomorfo ao fibrado original E (ver
(FORGER; ANTONELI, 2011, p. 110)).
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Defini¢io 2.4.4. Um morfismo de G-fibrados principais (P,B,7,G) ¢ (P,,B,,7’,G) é qual-
quer aplicagdo G-equivariante ¢ : P — P>. Para qualquer morfismo de G-fibrados principais

¢ : P — P, existe uma aplicacdo (5 : By — B» tal que o diagrama

P1 L>P2

|k

Bl e Bz
¢ comutativo.

A aplicacdo ¢ : By — B, estd unicamente definida por ¢ (b) = '(¢(p)), onde b = 7t(p).
Isto estd bem definido, pois dados p,q € 7! (b), temos que g = pg para algum g € G e, assim,

©'(9(q)) =7'(9(pg)) = 7'(9(p)g) = 7'(¢(p)).

2.4.2 Fibrado principal universal

Primeiramente vamos lembrar do conceito de join topolégico. Intuitivamente o join
de dois conjuntos A o Ay € formado por todos os segmentos de retas com extremidades nos
conjuntos, o join de trés conjuntos A; 0 A; o A3 € formado por todos os tridngulos com vértices
nos conjuntos, o join de quatro conjuntos € formado por todos os tetraedros com vértices nos

conjuntos e assim sucessivamente. Formalmente podemos definir:

Definicdo 2.4.5. Um ponto no join Ajo---0A, de n espagos topoldgicos serd denotado por
ray - dtya,, onde
1. #1,...,t;, sdo numeros reais, taisque t; > 0et;+---+1, = 1;

2. a; € A; é escolhido de forma arbitraria para cada i tal que #; # 0 ou omitido se #; = 0.

Queremos considerar uma topologia forte em Ay o---0A,, e por forte queremos dizer

que seja a topologia mais forte tal que as fun¢des coordenadas
tiiAjo---0A, —[0,1]  a;:t71(0,1] = A

sejam continuas. Em outras palavras, queremos construir uma topologia tal que dado (a,f3) C
[0,1], 0 conjunto ¢, ' (&, B) = {t1a1 @ - Dtyay | t; € (@, B)} seja um aberto em Ajo---0A,, e
dado U C A; aberto, entdo ai_1 (U)={t1a1®---Dtya, | a; € U,t; # 0} seja um aberto no join
Ajo---0A,.

Com essa finalidade, consideraremos como sub-base para a topologiaem Ajo---0A, 0s

conjuntos:

1. o conjunto de todos os pontos fja; ® - - - B tya, tais que a < t; < f;
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2. o conjunto de todos os pontos tja; & - - - D tya, tais que a; € U, t; # 0, com U C A; aberto.

Chamaremos essa topologia de topologia forteem Ajo---0A,,.

Observacao 2.4.2. Segue da topologia forte construida no join Aj o---0A, que uma funcio

f:X —>Ajo---0A, é continua se, e somente se, as fungdes t;0 f e f oa; forem continuas.

Definicao 2.4.6. A definicdo de join para uma quantidade infinita de espagos topoldgicos €
andloga a definicao apara o caso finito, apenas se acrescenta a restricao de que quase todos os t;

sdo nulos, ou seja, apenas uma quantidade finita de #; sdo ndo nulos.

Considere G um grupo topoldgico, e denote
EGew=GoGo---0Go---,
esejaR: EGs X G — EG. a aplicagio definida por

R((1181D Dtngn®0D--),8) = (11(818) D+ D1n(gng) ®OD---).

Da defini¢do de topologia forte temos que R € continua, além disso, € claro que R define

uma acgdo a direita em EGo.
Em EG. podemos definir uma relacdo de equivaléncia:
e~é & JgeGalquee =R(e,g).
Sejam BGo = EGw/ ~ ¢ p : EGo — BGo a proje¢io candnica.

Proposicao 2.4.1. &g = (EGw,BGw, p,G) é um G-fibrado principal.

Demonstracao. De fato, BG.. tem como vizinhangas coordenadas
Vi={p(togo® - ©tagn®---) | 1; # O}
Como fungdes coordenadas, defina ¢; : V; x G — p~1(V;) por
0j(p(t0g0 B+ Blugn ®-+),8) =10(3087 '8) B S1ulgng; '8) B+
Defina p; : p~1(V;) — G por
Pj(tog0 @ Dty ® ) =g,

as identidades p(¢;(x,g)) = x, p;(9;(x,g)) = g e ¢;j(p(e),pj(e)) = e mostram que (p,p;) é
inversa de ¢;.
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As transformagdes coordenadas g;; : V;NV; — G sdo dadas por

8ij(pltogo ® - Blugn®---)) = gig; ',

e satisfaz a identidade p;(9;(x,g)) = gij(x).g.

Agora € necessario mostrar que todas essas fungdes sao continuas. Pela defini¢ao da
topologia forte no join segue a continuidade da aplicagdo p;, também € claro que p € continua.
Seja 1 a identidade em G. A férmula

9;(p(e),16) =R(e,pj(e)™")

mostra que ¢;(p(e), 1) é uma fungdo continua de e. Da defini¢do de topologia quociente, segue

que ¢;(x, 1) € uma fungdo continua de x. Agora, a identidade

9i(x,8) = R(9;(x,15),8),

implica que ¢; € continua como fun¢éo de duas varidveis.

Por tltimo, segue-se da identidade g;;(x) = p;(9;(x, 1)) que as fungdes g;; sdo continuas,

portanto nos podemos concluir que @g € um G-fibrado principal. 0J

Definicdo 2.4.7. Dizemos que o fibrado principal & = (E, 7, B,G) é n-universal se E é (n—1)-
conexo, ou seja, ;(E) = 0, para 0 < i < n. Dizemos, portanto, que & é co-universal (ou universal)
se m(E) =0, Vi.

Exemplo 2.4.1. O fibrado principal @g € um fibrado co-universal (ver (MILNOR, 1956, Lema
2.3, p. 432)).

Definicao 2.4.8. Um espaco B é um espaco classificante de G se B é espaco base de algum

fibrado universal com grupo estrutural G.

Observacao 2.4.3. Quando nos referimos a um espaco classificante de G qualquer, usa-se como

notacdo habitual BG para o espaco classificante e EG para o espago total do fibrado universal.
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CAPITULO

CLASSES EQUIVARIANTES DE CHERN

Este capitulo tem como referéncia o artigo do Ohmoto (2006) onde ele apresenta a
construcdo de vdrias classes equivariantes de Chern que nos serdo extremamente Uteis para a
construcao da classe de Milnor equivariante e classe de Fulton equivariante que apresentaremos

nesta tese nos capitulos 6 e 7.

3.1 Objetos na G-versao

Seja G um grupo algébrico linear redutivo complexo de dimensao g. Tome V uma
representacio /-dimensional de G com um subconjunto S fechado de Zariski G-invariante tal

que G age em U :=V — § livremente.

Observacio 3.1.1. E possivel tomar V e S de forma que U — U /G se torne um G-fibrado
principal sobre uma variedade quasi-projetiva e a codimensao de S seja suficientemente alta (ver
(TOTARO, 1999, Remark 1.4)).

Seja I(G) o conjunto de todos os abertos de Zariski U =V — S, onde V é uma repre-
sentacdo de G e S é um fechado de V tais que todas as propriedades acima mencionadas sao

respeitadas.

3.1.1 Cohomologia equivariante

Agora, vamos colocar uma ordem parcial em /(G).

Definicdo 3.1.1. Sejam U,U’ € I(G). Dizemos que
U(=V—8)<U(=V'—§)

se codimy S < codimy: §' e se existe uma inclusdo linear G-equivariante iy v, : V — V' que leva
UemU'.
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Observacio 3.1.2. (I(G), <) é um conjunto direcionado.

Todos os G-fibrados principais U — U /G com as aplica¢des induzidas pelas inclusdes

formam um sistema direto

U = U/G,ivy'lv}uuerne)
que € a aproximacao algébrica do fibrado universal EG — BG. A descri¢do dessa aproximacao,
construida por Totaro (1999), também pode ser vista em (EDIDIN; GRAHAM, 1996, p.6).

Seja X uma G-variedade. Para cada U € I(G), a a¢do diagonal de G em X x U que é
livre define um fibrado principal
XxU—=XxgU,

onde X x U representa o quociente geométrico (X x U)/G, e assim usando a proje¢do equiva-

riante X x U — U e o G-fibrado principal U — U /G podemos construir o fibrado
X xgU —U / G,
com fibra X, conforme diagrama abaixo.

XxU — X xgU

| !

U—U/G
A grosso modo, o fibrado universal X x5 EG — BG € aproximado por estes fibrados
X xgU —U/G,comU € I(G).

Definiciio 3.1.2. Sejam U, U’ € I(G),comU < U’,idx xg1y y : X xgU — X xc U’ a aplicacio
obtida através da aplicag@o identidade idy em X e da inclusdo linear G-equivariante 1y g de
U em U'. Denote ry g := (idx Xy p)* : H*(X xgU') = H*(X X U) o homomorfismo
induzido. Entéo, temos um sistema projetivo {H*(X xgU),ry v’ }u vei(c)- O i-ésimo grupo
de cohomologogia G-equivariante de X é dado por

HG(X) =limH' (X xgU).
A soma formal ¢ denotada por H};(X) = [TH5(X) = lim H *(X xgU). Também denota-

mos por
ry H(X) — HY (X <G U)

a proje¢do candnica para U.

Definicao 3.1.3. Dado um G-morfismo f : X — Y, o homomorfismo induzido em cohomologia
G-equivariante (7. : H.(Y) — HL(X) é definido como

fe(limoy) =Nm(f xgid)* (o),

onde id € a aplicacdo identidade de U.
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Defini¢do 3.1.4. Dizemos que & : E — X é um fibrado vetorial G-equivariante se £ é um
fibrado vetorial onde E e X sdo G-variedades, & é um morfismo G-equivariante e a acdo de G em
E preserva as fibras linearmente. Neste caso, as trivializa¢des locais também serdo equivariantes,
ou seja, o ' (g-x,¢) = g- ¢y ' (x,1), onde ¢y : E~(Uy) — Uy x C".

Seja & um fibrado vetorial G-equivariante £ — X, entdo & induz um fibrado vetorial
Ev:=Exgid :ExgU — X xgU,
onde id ¢ a aplicagdo identidade de U.

Definic¢do 3.1.5. O limite projetivo das classes de Chern ¢(&y) € a classe G-equivariante de
Chern de &, denotada por ¢%(&) € H}(X).

Observacdo 3.1.3. Em particular, quando X = {pt}, um fibrado vetorial G-equivariante é
V — {pt}, sendo V uma representacéo de G. A classe G-equivariante de Chern é denotada por
cG(V) € Hy({pr}) = H*(BG).

Observacio 3.1.4. Note que c§ (&) = 1 € H}(X). De fato, como ¢%(&) = lime(Sy) € HG(X) =
[THL(X), entdo ¢ (&) = [Tex(&y). No grau 0, sabemos que a classe de Chern (cldssica) vale
co(&y) = 1, para todo U, portanto ¢S (&) =T]1 =1 H,(x)> que por simplicidade denotamos

apenas como ¢§ (&) = 1.

3.1.2 Homologia equivariante
Vamos definir uma sub-ordem <, em I(G):
Defini¢iio 3.1.6. Dados quaisquer U(=V —S) e U'(=V’'—5’), dizemos que U <, U’ se existe
uma representagdo V) de G tal que VeV =V eUdV, =U'.
Note que se U; < U,, entdo existe U’ tal que U’ <, Uy e U <, U’ (por exemplo,
U'=VieV,—-5885)).
Observacio 3.1.5. (I(G),<.) é um conjunto direcionado.

Definicao 3.1.7. Seja X uma G-variedade complexa n-dimensional. Para cada U =V —§ com

dimV =1 e codim S = s, definimos a homologia truncada

Htrunc(X XG U) = @ Hi+2(l—g)(X XG U)

2(n—s)<i<2n

Para cada par U,U’ € I(G) é possivel definir um homomorfismo graduado dos grupos de

homologia truncados, cujos graus sio deslocados por k = dim U’ — dim U, denotado por

ouu: P HiggXxcU)—= @B HiaprngX xcU),
2(n—s)<i 2(n—s")<i
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0 que nos fornece um sistema direto (ou indutivo) com respeito ao conjunto direcionado
(I1(G), <), ver detalhes em (OHMOTO, 2006, Subseg¢do 2.4).

Definicao 3.1.8. Definimos o i-ésimo grupo de homologia G-equivariante de X como sendo o

limite indutivo

HE (X) = lim H; o) (X X6 U).
1(G)

Observacio 3.1.6. Sendo X uma G-variedade n-dimensional, estes grupos HZ(X) sdo triviais

para i > 2n e possivelmente ndo trivial para qualquer i negativo.

Temos entdo a soma direta

HS(X) = ®HF (X) = lim Hypune (X X G U).
1(G)

Para cada U a aplicagdo identificacdo é denotada por
v : Hipune(X XgU) — H*G(X)

Defini¢ao 3.1.9. Dado um G-morfismo préprio f : X — Y, temos um homomorfismo induzido
em homologia G-equivariante f° : HC(X) — HS(Y) definido por

FE(gu(c)) == gu((f xcid)«(c)),
onde (f Xgid)s : Hypyne(X XGU) = Hppyne(Y X U).

Dado U € I(G) qualquer, a classe fundamental [X x U] tende a um tdnico elemento de

HS (X), denotado por [X]g, chamado de classe fundamental G-equivariante de X.

Existe entdo um homomorfismo bem definido

~[Xlg: HF'(X) — HE(X)
a = u(ry(a) ~ [X xgU)) '

Observacdo 3.1.7. Se X é ndo singular, entdo —~ [X|g é isomorfismo para cada i chamado de

Dualidade de Poincaré G-equivariante. Em particular, quando X é um ponto,

HO,(pt) ~ Hb (pr) = H¥(BG).

Denotamos por Dualg o inverso da aplicagdo —~ [X| (para cada 7). A aplicagdo composta

ry o Dualg o @y coincide com o Dual de Poincaré de X X U na homologia truncada.
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3.1.3 Funcées construtiveis equivariantes

Seja X uma G-variedade. O subgrupo de .% (X) que consiste das fun¢des construtiveis

G-invariantes € denotado por

Fo-imX) ={ae Z(X)|a(gx)=a(x),xeX, g€ G}.

Dado qualquer U <, U' (V' =V @V, U=V -S,U =V'—§),sejap:V =V a

projecdo na primeira coordenada. Entdo p; induz um homomorfismo

(PU,U’ = (pl)* : gcfim,(X X V) — nginv(X X V’)
o — oo (idXxpy)

(podendo também ser denotado por @y ), onde id € a aplica¢do identidade de X.

Dessa forma, obtemos outro sistema direto {ZG—in(X X V), 0y v fv vrer(c)-
Definicdio 3.1.10. O grupo das funcdes G-equivariantes construtiveis .7 ¢ (X) é definido como
limite indutivo

FOX) 1= lim FGim(X X V).
1(G)

A aplicagdo identificacdo € denotada por

ou : ﬁG—inv(X X V) — LgZ.G(X)

3.1.4 Classe equivariante de Schwartz-MacPherson

Para cada U =V — S € I(G) ndo vazio, a inclusdo U C V, que vamos denotar por j,
induz j;; 1 Fo—im(X X V) = Fo_im(X x U).

Observacao 3.1.8. Como G atua livremente em X x U, qualquer subesquema reduzido G-
invariante W de X tem um G-fibrado principal W — W /G. Assim, para 1y € ZG_j(X x U)
atribuimos Ly /g € FG-im(X xgU), que, na verdade cria um isomorfismo de grupos e deste
modo, identificamos FG_jn (X X U) = FG_in(X xgU) .

Agora, note que podemos aplicar a transformacao (cldssica) de MacPherson ao quociente
geométrico X xg U
cs: F(XxgU) = H (X xgU).

Vamos denotar por 7Ug o fibrado vetorial
X XGTU(:X XG(U@V)) —XxgU

e sua classe de Chern por ¢(TUg) € H*(X xg U). Ou seja, ¢(TUg) := ry(c%(V)), onde
ry t Hi(X) — H*(X xg U) é a projegdo candnica e ¢“(V) é a classe de Chern da represen-

tacao V.
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Definicao 3.1.11. Combinando as aplicagdes acima, definimos
Ty :=c(TUG) ™" ~cvo iyt Foim(X x V) = Ho(X xgU).
Defini¢ao 3.1.12. Definimos o homomorfismo limite como

Z=lmTy.: FOX) — HS(X)
ou(ow) — QuoTy.(ay)

onde ¢y : FG_im(X xV) = FG(X) e @y : Hypune(X xgU) — HY(X) sdo aplicagdes de identi-

ficagdo.

Teorema 3.1.1. Seja G um grupo algébrico linear redutivo complexo. Para a categoria das
G-variedades algébricas complexas e G-morfismos proprios, existe uma transformacgao natural
de funtores covariantes

¥ 79X) = HE(X)

tal que se X é ndo singular, entio c%(ly) = c%(TX) —~ [X]g, onde c®(TX) é a classe G-
equivariante de Chern total do fibrado tangente de X. A transformagio natural c¥ é tinica em

certo sentido.

A demonstragdo pode ser vista em (OHMOTO, 2006, Theorem 1.1).

Definicao 3.1.13. A classe G-equivariante de Schwartz-MacPherson de uma G-variedade X
¢ definida por
e (X) = ¢ (Ix).

3.2 Classe equivariante de Mather

Em primeiro lugar, lembremos que existem dois fatores-chave na classe de Chern-
MacPherson (classica), a classe de Mather e a obstrucdo local de Euler, podemos ver os detalhes
em (MACPHERSON, 1974).

A obstrucdo local de Euler Euy de uma variedade X é uma funcao construtivel de
X atribuindo a x € X um invariante local do germe (X,x), sendo definida usando a teoria da
obstru¢do. Ela define um isomorfismo Eu : Z(X) — .% (X) mandando os ciclos algébricos Y n;Wj

nas fungdes construtiveis ) ngEuyy,, € ¢, € construido de modo que
cx(LmEuw,) = Y ng(ix)« M (Wy),

onde ¢ é a classe de Mather, iy : W, — X é a aplicag@o inclusdo e (ix)« € o homomorfismo
induzido nos grupos de homologia (ver (MACPHERSON, 1974, Theorem 2)). Esta relag@o entre

cx, ¢y © Eu pode ser elevada a versdo equivariante.
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Seja X um G-esquema do tipo finito, separado, reduzido e de equidimensdo n e suponha
que X estd G-mergulhado em alguma G-variedade ndo singular, digamos M. Similarmente ao

caso em que nao temos acoes envolvidas, temos o blow-up de Nash G-equivariante.

Definicao 3.2.1. O blow-up de Nash G-equivariante X é definido como o fecho da parte regular
Xyeg na Grassmaniana Gr,, (T M) dos n-planos de TM em que G age naturalmente, e V : X—>Xa

projecdo natural, que € um morfismo préoprio equivariante.

<)

—— Gry(TM)

<
‘———

e

— M

Seja TX o G-fibrado de Nash sobre X, que € a restri¢ao sobre X do G-fibrado vetorial tautoldgico

da Grassmaniana.

Definicao 3.2.2. Definimos a classe G-equivariante de Mather de X por

cg (X) = v (c9(TX) ~ [X]g) € HY (X).
Observacao 3.2.1. Segundo Ohmoto (2006, Observagado 5.4) pode-se definir a transformagao de
MacPherson G-equivariante c& por c’g o Eu~!, entretanto esta escolha tornaria as demonstragdes

mais trabalhosas.
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CAPITULO

CLASSE DE MILNOR

Este capitulo tem como referéncia o artigo de Parusinski e Pragacz (1998) onde eles
apresentam o Teorema 4.1.1 (no artigo original (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998, Teorema
0.2)) que relaciona a classe de Milnor com as classes de Chern e de Schwartz-MacPherson. Este
Teorema e a constru¢ao do mesmo serd nossa motivagao para que no capitulo 6 possamos definir

uma classe equivariante de Milnor.

4.1 Apresentacao do Teorema de Paruzinski-Pragacz

Seja X uma variedade complexa analitica compacta nao singular de dimensao pura
n e L um fibrado holomorfo de posto 1 sobre X. Tome s uma se¢do holomorfa de L tal que a

variedade Z dos zeros de s € uma hipersuperficie em X.

Definicao 4.1.1. Denotando por TX o fibrado tangente de X, a classe de Fulton-Johnson de Z
¢ dada por

(Z2):=c(TX|7 - LIz) ~ [2).
Definicao 4.1.2. A classe de Milnor de Z é dada por
M (Z) = (-1)"" (" (2) ~cu(2)).

Observacao 4.1.1. A classe de Milnor tem suporte no conjunto singular de Z, ou seja, .# (Z) =0,
sei>dimX(Z).

Observacio 4.1.2. Suponha que o conjunto singular de Z ¢ finito e igual {xy,...,x;}. Seja Uy, 0

numero de Milnor de Z em x;. Entdo,

k
%(Z) = Zuxi < HO(Z)'

i=1
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Considere a fungao
X: Z — Z
x = x(F) ,
onde F; é a fibra de Milnor de x e ) (Fy) é a caracteristica de Euler de F,. A partir de x, definimos
a aplicacdo
u: Z — Z
x o= (D) (1))

Tome uma estratificacdo . = {S} de Z tal que u é constante nos estratos de .#, qualquer
estratificagdo de Whitney satisfaz essa propriedade. Assim, se x,y € S, entdo u(x) = u(y). Por
isso, denotamos por (s o valor de u no estrato S.

Com estes objetos em maos definimos indutivamente na dimensao descendente de S
o) =us— Y, o).
S'4£S, ScS'

Teorema 4.1.1. Nas condi¢des anteriores, a Classe de Milnor de Z pode ser descrita por

M(2Z) =Y, a(S)e(Llz) ™ ~ (i57)se(S),
Se.s

onde ig , : S — Z denota a aplicaciio inclusio.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.1.1

Esta demonstracdo estd apresentada em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998, Secdo 5).
Relembremos nossas hipéteses. Seja X uma variedade complexa analitica compacta ndo singular
de dimensao pura n e L um fibrado holomorfo de linha sobre X. Tome s uma se¢do holomorfa
de L tal que a variedade Z dos zeros de s é uma hipersuperficie em X. Adicionalmente, vamos

assumir que existe uma secio & tal que Z’ = h~'(0) é suave e transversal aos estratos de uma
estratificacdo de Whitney .7 = {S} de Z.

Para t € C, denotamos s; = s —th e Z ira denotar o seguinte conjunto em X x C

Z ={(x,1) e X xC| 5:(x) =0}.

Denotando por p : & — C arestri¢do a 2 da projecdo de X x C na segundo coordenada,
temos p~!(t) = {(x,¢) € X x {t} | 5;(x) = 0} := Z, para t € C. Observe que Zy = {(x,0) €
X x{0}]s(x) =0} 2{xeX |s0(x) =0} =5"1(0)=2Z.

Definicio 4.2.1. Considere .7 (%) e .7 (Z) os grupos das fungdes construtiveis de 2 e Z,

respectivamente. Definimos a especializacio em funcoes construtiveis
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onde se Y é uma subvariedade fechada de 2, considerando 1y como gerador,
(0 1y) (x) = lim g (B(x,€) "),
t—0

para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, tal que B(x, €) é uma bola fechada centrada em x
e, =YNZ.

Na nossa situagdo, pretendemos calcular or 1 2. Mais explicitamente, para x € Z, quere-

mos calcular

(ople)(x) :=limx(B(x,€)NZ).
t—0
Proposicao 4.2.1. Nas condi¢des anteriores, temos

xxX)=1+(=D)"ulx), sex¢znZz
1, sexeczZnZ

(orla)(x) = {

Ver demonstracdo em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998, Proposi¢do 5.1).

Agora queremos passar para a aplicacao especializacdo das classes de homologia. Seja
D C C um disco de raio suficientemente pequeno tal que a inclusio Z = Zy C p~! (D) seja uma

equivaléncia de homotopia, assim temos
re:Ho(p~ (D)) = Hi(2),

induzido da retragdo r de p~!(D) em Z. Para um pequeno ¢ € D diferente de zero, temos também

um homomorfismo,

I H*(Zt) _>H*(p71(D>);

induzido da inclusio de Z; em p~ (D).
Definicao 4.2.2. A especializacao em homologia ¢ definida como a composi¢ao

Observacao 4.2.1. O homomorfismo especializacdo em homologia carrega as classes de Chern
de Z; para as classes de Chern de Z, como 0.(][Z]) = [Z] (ver (VERDIER, 1981, p. 150)),
sendo Z; suave, o homomorfismo especializacdo em homologia carrega as classes de Schwartz-
MacPherson de Z; para as classes de Schwartz-MacPherson de Z.

Lembre-se agora da propriedade de especializacao de Verdier das classes de Schwartz-
MacPherson ((VERDIER, 1981, Teorema 5.1)), para ¢ € F(Z) e t suficientemente pequeno,

tem-se

OHC«(Q|z,) = c«(OF Q).
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Vamos utilizar a propriedade de especializacdo de Verdier para ¢ = 1 4. Para o lado

esquerdo 1&-se oyc.(Z;). Para o lado direito comegamos usando a Proposigo 4.2.1

orly = lz+(—1)""'(u-1zz07)

1 4.1)
= Iz+ (D" (u-1z—p-1zn7).
Lema4.2.1. u = Z a(S)1Lg
Ses
Demonstracao. Seja Sy um estrato arbitrdrio e um ponto x € Sp. Entao temos
(La®is)® = ¥ afs)+a(s)
N 5#50,3:)50
= Y a®+(us- L a)
57550, SDS() S7féS()7 EDS()
= Hs,
= u(x).
O

Usando a igualdade o Lema 4.2.1, reescrevemos a equagao (4.1) como
e finalmente aplicando c, obtemos para o lado direto

e.(0rly) = ed(Z) + (~1)" 1(Za is.2)-+(5) = (isny £+ (SNZ))]),

onde ig.,, , denota a inclusdo SNz = 7.

Resumindo, em virtude da propriedade de especializacdo de Verdier provamos a seguinte

proposicao.

Proposicao 4.2.2. Para ¢ # 0 suficientemente pequeno, tem-se

Oncu(Z) = ed(Z) + (~1)" 1(5%05 (s 2)€4(5) = (isniz ) (50 2))]).

Observagio 4.2.2. Temos oy (cf/(Z;)) = ¢f/(Z). De fato, temos
c(2) = e(TX|z ~Llz) ~ [Z] = e(TM|z).c(Llz) ™" ~ 2]
Aplicando a especializagdo em homologia temos

on(c"(2)) = on(c(TM|z,).c(Llz) ™" ~ [Z).

Basta aplicarmos a féormula de projecao

0.(0%(a) ~b) =a ~ 0.(b)
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paraa = c(TM|z).c(L|z)~! e b = [X], onde 6* = r* 0i* : H*(X) — H*(X;) e 0, = oy. Pois,
0.([Z:]) = [Z] e o homomorfismo especializa¢do em homologia carrega as classes de Chern de

TM|x, e L|x, para as classes de Chern de TM|x e L|x, respectivamente, logo
0" (c(TMlz).c(Liz)™") = 6*(c(TM|2)).0"(c(LIz) ™) = e(TM|z).c(Llz) ™"

Teorema 4.2.1. .Z(Z) = Y o(S)|(i52)«cx(S) = (igz 2+ (SNZ)].
Ses

Demonstracio. Observe que para t como na Proposicdo 4.2.2, temos c.(Z;) = cf/(Z,),
pois Z; é suave. Além disso, pela Observacio 4.2.2, temos oy (cf/(Z;)) = ¢!/ (Z). Portanto,

M(2Z) = (1) (2)—e(2)
= (=) Hou(c"(2)) —c.(2))
= (1" (on(ci(2)) —cu(2))

= Y, a(S)lisz):ex(S) = (i5rz 2)c:(SNZ)).
Ses

O

Considere o Lema a seguir que pode ser visto em (YOKURA, 1999, Proposi¢do 1.8) e
(PARUSINSKI; PRAGACZ, 1995, Proposic¢do 1.3).

Lema 4.2.2. Sejam 2" uma estratificagdo de Whitney de X, E um fibrado vetorial G-equivariante
sobre X e Z a variedade dos zeros de uma secao holomorfa equivariante s de E. Assuma que s
intersecta, em cada estrato de 2, a se¢do zero de E transversalmente. Dada uma subvariedade

fechada Y de X dada por uma unido de estratos de 2, entdo

i$el(YNZ) = O (E) ™ oo £ (E) ~ €L (Y).

Usando o Lema anterior para as nossas condi¢des, onde Y =S, E =L|sei:SNZ < S,
temos

(i5nz 2 )$e(SnZ') = (iS,Z)G(’SmZ/ 5)9c(SnZ')

= (’Emz/)fCG(L|§)_I~C1 (Lls) ~ ¢ (S). 4.2)
Portanto, temos
M(Z) = %a(S)[(iS’Z)*c* () = (i5nz 2)++(SNZ')]
Se
= sZ‘ya (f5.2)¢(8) = (i5rz)sc(Ll5) ™1 (Llg) ~ ex(S)]
- Zy a(S)e(Lls) ™" ~ [(ig2)«c«(S)(c(Llg) —c1(L[g))]
Se
) a<s>c<L|§> b~ [(is e (S) colLI5))]
ses _
= Y alS)elLly) " ~ (isz)en (),
Se.”

concluindo assim a demonstragdo do Teorema 4.1.1.
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CAPITULO

FERRAMENTAS EQUIVARIANTES

Neste capitulo desenvolveremos as ferramentas equivariantes necessarias para as
defini¢des apresentadas no capitulo posterior. Para isso, dividiremos em dois casos, apresentados
nas proximas duas secdes, o0 caso em que temos singularidades isoladas e o caso em que temos
singularidades nao isoladas. Para o primeiro caso, apresentado na secdo 5.1, utilizaremos como
referéncia o artigo (ROBERTS, 1985).

Aqui, trabalharemos apenas considerando grupo finitos. Para isso, precisamos garantir
que estes enquadrem-se nas hipdteses ja apresentadas nos artigos do Ohmoto (2006) e de
Parusinski e Pragacz (1998) em que estamos nos baseando, ou seja, que estes grupos sejam

algébricos lineares redutivos. Com este objetivo apresentamos a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 5.0.1. Todo grupo finito G € um grupo algébrico linear redutivo.

Demonstracao. Todo grupo finito G pode ser realizado como um subgrupo de algum
GL(n), via

Rep. Cayley Permutacio
G —— Sym, ——— GL(n).

De fato, o Teorema da Representaciao de Cayley afirma que todo grupo G € isomorfo a
um subgrupo do grupo simétrico agindo em G € como em nosso caso G € finito este subgrupo é

isomorfo a um subgrupo finito de GL(n).

Sendo GL(n) é um grupo algébrico redutivo, entdo seu radical é um toro. Como G C
GL(n) é finito, e sabendo que o lG1(n) pertence a qualquer subgrupo possivel de G, concluimos
que o radical de G, que € a componente conexa que contém 1y (,) de um subgrupo de G, € o

grupo multiplicativo {151, } = GL(1) = Gm.

Portanto, G € um grupo algébrico linear redutivo. 0
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5.1 Caso singularidades isoladas

O niimero de Milnor gt de uma fungdo holomorfa f : (C",0) — (C,0) com ponto
critico isolado pode ser definido como a dimensdo da dlgebra &,/ _#;, onde &, é a dlgebra dos
germes de fungdes holomorfas sobre (C",0) e _#¢ € o ideal gerado pelas derivadas parciais de f.
Também ¢ igual ao posto do grupo de homologia médio H,_1(Fy) da fibra de Milnor Fr de f e

ao nimero de pontos criticos em uma aproximagado genérica (ou Morse) de f.

Seja G um grupo finito e seja V uma representacdo n-dimensional complexa de G.
Denote o anel dos germes de fungdes holomorfas sobre (V,0) por & (V) e seja &5(V) o subanel

consistindo de todos os germes G-invariantes, ou seja,
e6(V):={fe V)| f(gx)=rfx)}.

Os anéis &(V) e &(V) sdo anéis locais. Se ndo houver confusdo, V serd omitido na
notacdo. Se f € &g, entdo o simbolo f também denotard um representante invariante de f

definido em uma vizinhanga G-invariante da origem em V.

Teorema 5.1.1. Para qualquer x € V(g) := {x €V | g-x = x} o vetor gradiente V f(x) é fixado
por g, € assim V fly ) (x) = Vf(x). Logo, f tem um ponto critico em x se e somente se f]y ,)

tem um ponto critico em x.

Ver detalhes em (ROBERTS, 1985, Demonstracdo do Teorema 1.1).

Para definirmos a caracteristica de Euler equivariante vamos precisar definir o carater de

uma representacao de grupo.

Definicao 5.1.1. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K e seja p : G —
GL(V) uma representacdo de um grupo G em V. O carater de p ¢ a fungio ¢, : G — K dada
por

%p(g) =Tr(p(g));

onde Tr é a funcdo trago.

Considere f € &G(V) com singularidade isolada e seja F a fibra de Milnor de f. A partir
da homologia reduzida de Fy, com coeficientes em C, temos posto(H,(Fy)) =0, para p #n—1,
e posto(H,_1(Fy)) = .

A agdo de G sobre V induz uma agdo sobre Fy, definida por (g.f)(x) = f(g.x), que induz
uma acdo linear sobre H,_ (Fy), o cardter da representagio correspondente serd denotado por

V(Fy), ou simplesmente .

Definicfio 5.1.2. A caracteristica de Euler equivariante de f, denotada por x;(F), ou sim-

plesmente X, € a aplicac@o definida por

Xo=1-—(=1)"y.
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Para cada g € G, arestri¢do f ’V(g) tem singularidade isolada em O portanto, possui fibra

de Milnor, que é

Fr(g) ={x € Fr|gx=x}.

Proposicao 5.1.1. Considere f com sigularidade isolada, entdo
X (Fr)(8) = x(F(g))-

Demonstracao. Este resultado € mencionado no texto do artigo (ROBERTS, 1985) e

aqui apresentaremos uma demostracao.

Por uma consequéncia do Teorema de Lefschetz-Hopf (ver (DOLD, 1980, Exemplo
6.21, p. 212)), temos ¥ (Fr(g)) = Aia,.

(g

> onde idp, (4 € a aplicagdo identidade de F r(g)e Aide ©

representa os nimeros de Lefschetz.

Assim, temos

1) = Auy
= Y (V) tr((idp, (g)« 1,1 (s))

j=0
= 1 (=) er((idry o)<l m, . (7y(e)))-

Agora, considere a acdo de G em V obtida pela representacao trivial

GxV — %4
(gv) + gv:i=I(g)(v)=idy(v)

Esta agdo induz uma agdo sobre Fr(g) = FyNV(g) C V, que por sua vez induz uma agao sobre
H,_1(Ff(g)). Logo,
v(g) = ”((ide(g))* |Hn,1(Ff(g)))'

Portanto,
X(Fp(g)) =1+ (=1)"""w(g) = x6(Ff)(g)-

Observacao 5.1.1. Pela Proposicdo 5.1.1, temos

X6(Fr)(g) = 1= (=1)"™ V& u(fly(q).

5.2 Caso singularidades nao isoladas

Para o caso de um germe /& com singularidades ndo isoladas, Massey (2006, Teorema

3.3) mostra que fibra de Milnor de 4 tem uma decomposicdo em alg¢as, na qual o nimero de algas
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atachadas de cada indice sdo dadas pelos chamados nimeros de L&, definidos por ele, no indice
apropriado. Precisamente, posto(H,__i(F,)) = A¥(h), k =0,--- ,dim X(h). Portanto,

dim X.(h)
x(F) =14+ Y (=1)""Fa*w). (5.1)
k=0

Dado x € Z, considere F, a fibra de Milnor de um germe f, € &5(V). A agdo de G sobre
V induz uma agéo sobre F,, definida por (g.f)(x) = f(g.x), que induz uma agfo linear sobre
H, | 1(Fy),k=0,---,dimX(Z), o carater da representacdo correspondente serd denotado por
Y (Fy), ou simplesmente ;.

Definiciio 5.2.1. A caracteristica de Euler equivariante de f,, denotada por yg(Fy), é a

aplicacao definida por
dim¥(Z)

xoF)=1+ Y (-1
k=0

Observacao 5.2.1. Note que se Z possui singularidade isolada, entdo dim X(Z) =0 e f, tem
singularidade isolada, logo a caracteristica de Euler equivariante de f € g = 1+ (—1)"_1 Yo =

1 — (—1)"yp, onde yy é o cardter da representacdo correspondente a acdo de G em H,,_ (Fy).

Proposic¢ao 5.2.1. Para o caso de singularidades ndo isoladas, vale também

Demonstracao. Como vimos anteriormente justificado na demonstragdo da Proposi¢ao

5.1.1, pela consequéncia do Teorema de Lefschetz-Hopf, temos

X(F(8)) = Y (=1 tr((idpg) )« 1. o))

j=0

De mesmo modo, a a¢do de G em V obtida pela representagdo trivial induz uma agdo
sobre F,(g) = F,NV(g) C V, que por sua vez induz uma acgdo sobre H, | (F:(g)), para
k=0,---,dim¥(Z). Logo,

Vic(g) = tr((idp,(g))+|H, | _(Fi(s)))-

Portanto,

Observacao 5.2.2. Aplicando (5.1), segue que

dim Z(fx‘v(g))

x(Fg) =1+ Y (=1 VAR L]y )
k=0
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CAPITULO

CLASSE EQUIVARIANTE DE MILNOR

Neste capitulo, nosso objetivo € definir a classe equivariante de Milnor, que sera
apresentada na secdo 6.4. Esta defini¢do serd inspirada pelo Teorema 4.1.1 que foi apresentado
por Parusinski e Pragacz (1998). Por esse motivo, nas primeiras trés segoes deste capitulo
estaremos interessados em definir um tipo nimero de Milnor equivariante, o qual chamaremos
de nimero de Milnor integrado equivariante. A motivagdo para a escolha do nome deste nlimero
¢ pelo fato de nos basearmos na construcao de nimero de Milnor cldssico como apresentada
em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998) e na constru¢do do numero de Milnor equivariante
apresentada em (ROBERTS, 1985). Os niimeros de Milnor equivariantes foram estudados pela

primeira vez por Wall (1980), embora tenham sua origem no trabalho de Arnol’d (1978).

Primeiramente, vamos estabelecer as hipéteses utilizadas no decorrer do capitulo para a
definicdo da classe equivariante de Milnor. Seja G um grupo algébrico linear redutivo complexo
e V uma representacao n-dimensional de G. Considere X uma G-variedade complexa compacta
ndo singular de dimensdo pura n e L um fibrado vetorial G-equivariante holomorfo de posto 1
sobre X. Seja s uma secao holomorfa equivariante de L tal que a variedade Z dos zeros de s é

uma hipersuperficie em X.

Observacao 6.0.1. Z C X é uma G-variedade. Sendo X uma G-variedade, existe uma acao
o :GxX — X de G em X que é um morfismo de variedades, basta tomarmos ¢|z: GXZ — Z
como a a¢do de G em Z, isto porque se x € Z, que sdo os zero de s, entdo s(g.x) = gs(x) = g.0=0,
logo g.x € Z.

E interessante discorrermos um pouco sobre o fato da variedade Z ser definida como
zeros de uma se¢do holomorfa equivariante de um fibrado vetorial G-equivariante. Dada uma
secdo s do fibrado L, fixando uma cobertura aberta {Uy} de X e usando os difeomorfismos

0o : 71 (Uy) — Ug x C (trivializagdes locais), podemos escrever

0o (s(x)) = (x,5¢(x)), parax € Uy,
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onde s¢ € uma aplicacdo de Uy em C (ver detalhes em (SUWA, 1998, p.28)).

Logo, podemos considerar ZMN Uy como os zeros de sq. Sendo Uy um aberto de X, que
¢ uma G-variedade complexa compacta nao singular de dimensao pura n, Uy pode ser visto
como um abeto de C", que por sua vez é isomorfo a um subespago do espaco vetorial complexo

n-dimensional V.

Dessa forma, s serd visto como um elemento de & (V). Sendo a se¢do s e as trivializagdes

(¢, equivariantes, temos

8 9a " (x,50(x) = g-5(x) = 5(8%) = 95 ' (8-x,5a(8 %) = 8 ¥ (x,5a(8 ),
entdo sq (g - x) = sq(x), portanto s¢ € &G(V).

Definic¢o 6.0.1. Dado x € Z, existe uma vizinhanga Uy de X com x € Uy e um germe s¢ € Sg(V).
Os k-ésimos nimeros de L& (respectivamente, nimero de Milnor) de x em Z sdo definidos por
AK(Z,x) := A¥(sq,x) (respectivamente, t(Z,x) 1= t(sq,x)).

Note que estes nimeros estdo bem definidos, pois tomando uma vizinhanga Uy tal que

x € Ug, basta definirmos uma nova vizinhanga U = Uy NUg € teremos sq|u = sglu.

Proposiciio 6.0.1. Para cada k, AK(Z,x) = A%(Z,y), Vx,y € S, onde . = {S} é uma estratificagio

de Whitney de Z. Em particular, isto vale para os nimeros de Milnor.

Demonstracgio. Seja {Uq }oca @ cobertura aberta de X. Considere A’ o subconjunto dos

indices a tal que Uy NS # 0, Vo € A/, logo S C U Ua.
oeN

Fixe B € A’. Suponha que UgNUg =0, Vo € A'. Absurdo, pois poderiamos escrever

S=WgnS)u( |J Uans),
oa#£B, aeN

mas S € conexo. Portanto, existe 11 € A’ tal que UgNUyp # 0.

Agora, note que em Ug UUy, 0s k-€simos nimeros de L€ sdo constantes em S. De fato, por
(MASSEY, 2006, Teorema 10.19), temos A*(f5,x) = A*(f3,y), se x,y € UgNS. Se y € Ug N Uy,
entiio AX( 1g:y) = A% (fq,y) por definicdo. Novamente por (MASSEY, 2006, Teorema 10.19),
temos Ak(fn,y) = lk(fn,w), se y,w € Uy NS.

Suponha agora que (Ug UUy) NUq =0, Var € A’. Novamente teremos um absurdo, pois

poderiamos escrever

S=(UguUy)NSHU( |y  UaNnS),
a#Ben, oA

mas S é conexo. Portanto, existe ¢ € A’ tal que (Ug UUy) NUgs # 0.
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Com argumento andlogo ao usado anteriormente, garantimos que em Ug UUp UUg 0s

k-ésimos numeros de L€ sdo constantes em .

Como X é compacto e entdo a cobertura € finita, a subcobertura {Ug } o<’ também é. E

assim, garantimos que em S C U U o os k-ésimos numeros de L€ sdo constantes. U
acA

Para definir o nimero de Milnor integrado equivariante vamos dividir em trés casos,
apresentados nas proximas se¢oes. Nas seg¢oes 6.1 e 6.2 pedimos que G seja um grupo finito, como
visto na Proposi¢do 5.0.1, este tipo de grupo satisfaz nossas hipéteses, a diferencga entre essas
secoes € que primeiro trabalhamos com a possibilidade da hipersuperficie Z ter singularidades
isoladas e depois de Z ter singularidades nao isoladas. Na secao 6.3 trabalhamos com G um

grupo algébrico linear redutivo complexo infinito.

6.1 Grupos finitos, singularidades isoladas

Seja G um grupo finito e considere que a variedade Z dos zeros de s € uma hipersu-

perficie em X com singularidades isoladas.
Considere a fungao
x¢: Z — Z
X = %G(f})

onde F, € a fibra de Milnor em x e Y (F) € a aplicacdo caracteristica de Euler equivariante de

Y

F, e a partir de ¥, defina a aplicacao
6. 7z = Z
x o= pl) = (=" (xe —12)()

U

Para cada x € Z, vimos que existe uma vizinhanga U e um germe f; € (V) tal que
ZNU = £,71(0). Deste modo, x pode ser visto em V(g) e x € Fr(g) = {y € Fi|g.y =y}, Vg € G.

Assim, utilizando a Proposicao 5.1.1 e a Observacdo 5.1.1, temos

Y ul@e) = Y (=1 (x6(F)(g) —1z(x))

$<G 4G
= g;;(—l)”_l(x(Fx(g))—l)
= g;G(—l)"_l(l—(-Udimv(g)li(fxlwg))—l)
= gga(—l)"1((—1)dimv(g)+lﬂ(fx!v(g)))
= ggé(_1)n+dimv(g)“(fx|v(g))
= g;G(—1)"_dimv(g)u(fx|wg))~

Definicao 6.1.1. Para cada x € Z, defina
uE ) =Y, (g = X (1" u(fly) € Z.

geG geG
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que chamaremos de niimero de Milnor integrado equivariante.

Observacio 6.1.1. E possivel estabelecer uma relagio entre o niimero de Milnor integrado
equivariante e o nimero de Milnor equivariante apresentado em (ROBERTS, 1985), que aqui
denotaremos por ug (g). Observando (ROBERTS, 1985, Coroldrio 2.2) e a defini¢do anterior,

temos

ui(x) =Y det(g)ur(g),
geG

onde det(g) é o determinante de uma matriz que representa a acdio de g € Gem V.

Proposiciio 6.1.1. Se x é regular, entdo pP(x) = 0.

Demonstracdo. Seja x € Z ponto regular, entdo temos que Vf,(x) # 0. Assim, pelo
Teorema 5.1.1 segue que V fx|y(4) (x) # O e, portanto U(frly(,)) =0,Vg € G. O

Proposicio 6.1.2. Para toda estratificagdo de Whitney . = {S} de Z temos que [.L,G ¢ constante

nos estratos de .&.

Demonstracao. Considere .7 = {S, ..., Si} a estratificacdo de Whitney minimal, dada
por So =Z—X(Z) e S; = {x;},i = 1,...k, onde x; sdo as singularidades de Z. Como para
i=1,...k, §; possui um unico ponto e assim a constancia ja € vdlida, basta analisarmos Sy.
Dado x € Sy, como x € regular, segue da observagdo anterior que /.LIG (x) = 0. Como as demais
estratificacdes de Whitney de Z sé podem se diferenciar da minimal pela modifica¢do do estrato
da parte regular e nesses possiveis novos estratos temos que uIG (x) = 0, entdo mantém-se o

resultado. O

6.2 Grupos finitos, singularidades nao isoladas

Seja G um grupo finito e considere que a variedade Z dos zeros de s € uma hipersu-

perficie em X com singularidades nao isoladas.

Da mesma maneira em que foi feita no caso de singularidades isoladas, consideramos a
funcgao
X¢: Z — £
X = XG (Fx)

Y

onde F, ¢ a fibra de Milnor de x e xg(F;) € a aplicacdo caracteristica de Euler equivariante de F,

e a partir de Y, definimos a aplicacdo

G. 7 > <z

x =opfx) = (=D)""xe—1z2)(x)

u
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Utilizando a Proposicao 5.2.1 e a Observagdo 5.2.2, temos

Y @8 = Y (-~ (xa(F)(g) — 1z(x))

8eG g€G
= Y )" x(Fle) - 1)
geiG
dim X(fxlv (g)) .
= Y+ Y ()T () = 1)
geG k=0
dim X(fxly(g)) .
= ZZ; kZO (_l)n—l(_l)dtmV(g)—l—klk(fx‘v(gﬂ
g€ =
dim Z(fxly (g)) .
= ZG L (_l)n*dlm V(g)fklk(fxlv(g)).
g€ =
Definicao 6.2.1. Para cada x € Z, defina
dim X(fxly(g)) .
uio) =Y u(e) =Y. (=) VAR fily )
geG geG k=0

que chamaremos de niimero de Milnor integrado equivariante.

Observacao 6.2.1. Note que o nimero de Milnor integrado equivariante definido aqui, quando
Z possui singularidades nao isoladas € uma generalizacdo do nimero de Milnor integrado
equivariante definido na secdo anterior. De fato, como visto na Observagdo 5.2.1 segue que

se Z possui singularidade isolada temos dim X(Z) = 0, logo o tnico ndmero de L& possivel é

lo(fx|v(g)) = posto(H,—1(Fx(g))). Portanto,
pi@) = Y (1) 4V posto(H,—1(Fi(g)) = L (=1 "™ O u(fily(g).
geG gcG

Proposi¢do 6.2.1. Se x é regular, entdo p(x) = 0.

Demonstracio. Seja x € Z ponto regular, entdo temos que Vf,(x) # 0. Assim, pelo
Teorema 5.1.1 segue que V fi[y (4 (x) # 0, portanto lk(th/(g)) =0,VgeG. O

Proposicio 6.2.2. Para toda estratificacdo de Whitney . = {S} de Z temos que ,uIG € constante
nos estratos de ..

Demonstrac¢ao. Considere . uma estratificagdo de Whitney de Z. Note que um estrato
S ndo pode ter pontos regulares e singulares de Z simultaneamente. De fato, se x;,x € S com x
regular de Z e x, singular de Z, temos AX(fy,) = 0 e A¥(fy,) # 0, Yk, mas os nimeros de L& sio

constantes em S.

Para um estrato S; somente com pontos regulares de Z, pela Proposicdo 6.2, teremos que

u,G (x) =0, Vx € §;, portanto u;” é constante neste estrato.

Agora, considere um estrato S; somente com pontos singulares de Z. Seja x,x2 € S,
pela constancia dos nimeros de Lé em S, temos AX(fy,) = A¥(f,), Vk. Pelo Teorema 5.1.1

segue que AX(fy, V() = AK(f, v(g))» Vk, portanto pE é constante neste estrato. O
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6.3 Grupos infinitos

Nosso objetivo nesta secio € definir o nimero de Milnor integrado equivariante para
0 caso em que temos um grupo algébrico linear redutivo complexo G infinito. Sabemos da
Observagdo 2.3.2 que dado um grupo algébrico do tipo finito, o grupo componente G/ GO é um

grupo finito. Este fato nos motiva a préxima definicao.

Definicdo 6.3.1. Seja G um grupo algébrico linear redutivo complexo infinito. Considere X
uma G-variedade complexa compacta nao singular de dimensao pura n e L um fibrado vetorial
G-equivariante holomorfo de posto 1 sobre X. Dada s uma se¢do holomorfa equivariante de L
tal que a variedade Z dos zeros de s € uma hipersuperficie em X. Para cada x € Z, definimos o

nimero de Milnor integrado equivariante por

G(y._ ,,G/G
Uy (x) T nuI (x)7
onde o ndmero de Milnor integrado equivariante que aparece do lado direito da equacgdo é o

nimero apresentado nas se¢des anteriores.

Observacao 6.3.1. Note que definindo ,uIG deste modo para os grupo algébricos afins infinitos,
as propriedades apresentadas nas segdes anteriores de ,uIG (x) = 0 para pontos regulares de Z e

constancia na estratificacdo de Z mantém-se validas neste caso.

Observaciio 6.3.2. Note ainda que como os elementos de G/G® sdo apenas as componentes
conexas de G, se G é um grupo finito, entio G/G° = G, portanto, a definicio apresentada nesta
secdo torna-se uma generalizacdo das defini¢des apresentadas anteriormente para o nimero de

Milnor integrado equivariante.

6.4 Definicao da classe equivariante de Milnor

Seja G um grupo finito ou um grupo algébrico linear redutivo complexo. Considere
X uma G-variedade complexa compacta nao singular de dimensao pura n € L um fibrado vetorial
G-equivariante holomorfo de posto 1 sobre X. Dada s uma se¢do holomorfa equivariante de L tal
que a variedade Z dos zeros de s é uma hipersuperficie em X, o nosso objetivo agora € definir a

classe equivariante de Milnor de Z.

Seja . uma estratificagdo de Whitney de Z. Como ,LLIG € constante nos estratos de .7,
denotamos por /.L,GS o valor de /.LIG no estrato S. Com estes objetos em maos podemos definir

indutivamente na dimensio descendente de S

OCG(S) = :LLI(?S — Z OC(;(S/).
S'£S, ScS'

Observacao 6.4.1. L|z é um fibrado vetorial G-equivariante. De fato, como L é um fibrado

vetorial G-equivariante sobre X, entdo L € uma G-variedade, 7 € um morfismo G-equivariante
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e a acdo de G em L preserva as fibras linearmente. A partir deste fibrado, construimos o
fibrado restri¢do L|z, que tem como espago total 7! (Z) e projecio 7| -1 @) n1(2) =X A
subvariedade ! (Z) C L é uma G-variedade, argumento andlogo a Observacao 6.0.1, visto que
7 é equivariante, |1 2) ¢ ainda um morfismo G-equivariante e a agdo de G em L|z preserva as

fibras linearmente.

Definicao 6.4.1. A classe G-equivariante de Milnor de Z ¢ dada por

1

MG(Z) : aG(S)cY(Llz) ™" ~ (i5 )Y e (S),

|G| Ses
se G € um grupo finito e

MG(Z) = Mg)00(Z)

se G € um grupo algébrico linear redutivo infinito, onde is , : S — Z denota a aplicagio inclusio,
c%(L|z) a classe equivariante de Chern de L|z e ¢g(S) a classe equivariante de Schwartz-
MacPherson de S.

Com argumento anélogo ao da observacdo 6.0.1, note que S também é G-variedade.

Observacao 6.4.2. Como as classes equivariantes de Chern e de Schwartz-MacPherson de Z
independem da escolha de uma estratificacdo de Z, entdo a classe equivariante de Milnor acima
definida também independe da escolha da estratificacao de Whitney de Z (ver (BRASSELET,
2002) e (OHMOTO, 2006)).

Teorema 6.4.1. .#;(Z) tem suporte no conjunto singular de Z, ou seja, .#;(Z) = 0, se
i>dim%(Z).

Demonstracio. .#;(Z) tem suporte no X(Z). De fato, temos que

1 _ . —
Mc(Z) = Gl aG(8)c¥(LIz) ™"~ (i5 1) Pe (5),
Ses
onde oi(8) :=puffs— Y aG(S).
§'+£S, ScS’

Vamos dividir a demonstragao em dois casos, o caso em que Z possui singularidades

isoladas e o caso em que Z possui singularidades ndo isoladas.

Para o caso em que Z possui singularidades isoladas, usando a Proposic¢ao 6.1.2 temos
que ;LIG € constante nos estratos de .7 E pela Proposi¢do 6.1 sabemos que uIG_S =0, se S possui

um ponto regular de Z.

Seja S um estrato que possui um ponto regular de Z, temos entdo que [,L,GS =0. Agora,
snedo S um estrato de pontos regulares, se S C 5, segue que S = §’, portanto oG(S) = uIGS —

Z ag(S') = 0 para todo estrato que possui ponto regular de Z.
§'#8,SCS
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Dai
1

MG(Z) aG(S)cY(Llz) ™" ~ (ig S (S).

|G| SCx(2)
Como dim S < dim I(Z), entdo cg(S) = 0 se j > dim I(Z). Pela defini¢do de produto
cap, note que em .Z¢ ;(Z), os graus das cadeias da classe de Schwartz-MacPherson equivariante

que aparecem no produto sdo j =i+, portanto j > i. Se i > dim L(Z), entdo j > dim L(Z),

logo ¢2¥(S) = 0 e concluimos ./ ;(Z) = 0.

A demonstragdo para o caso em que Z possui singularidades nao isoladas € andloga a
feita anteriormente, com a diferenga de que agora usamos as Proposi¢des 6.2.2 e 6.2, ja que para

o caso de singularidades ndo isoladas fazemos o uso dos nimeros de L&. U

Teorema 6.4.2. Se Z possui singularidades isoladas x1, - - - , xz, entdo
1 & 6
Mco(Z) = Gl Y uf (xi).
i=1

Demonstracao. Considere . a estratificagdo de Whitney minimal de Z.

Sabemos que

MG o(Z) = Gl Y aG(S)cO(Llz) ™" ~ (ig2) e (S),
s

onde oG(S) :=pfs— Y. aG(S).
§'+S, ScS

Temos a(So) = 0, pois Z — X(Z) é suave, e aG(S;) = u°(x;),i=1,...k. Como dim S; =
0, entdao cSGA’f (S;) = 0 se [ > 0. Logo, as tnicas cadeias que aparecerdo no produto cap serdo

§Liz)t=1e c%%(g) = 1, portanto segue

1 k
Mco(Z) = Gl Y uf(x).
i=1
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CAPITULO

CLASSE EQUIVARIANTE DE
FULTON-JOHNSON

Neste capitulo trabalharemos com as mesmas hipéteses apresentadas no capitulo
anterior. Para que ndo seja repetitivo no decorrer dos resultados apresentados neste capitulo a

descrigao destas hipoteses, vamos estabelece-las aqui e referencia-las sempre que necessario:

Hipoteses 7.0.1. Seja G um grupo finito ou um grupo algébrico linear redutivo complexo e seja
V uma representacio n-dimensional complexa de G. Considere X uma G-variedade complexa
compacta ndo singular de dimensao pura n e L um fibrado vetorial G-equivariante holomorfo de
posto 1 sobre X. Dada s uma se¢do holomorfa equivariante de L tal que a variedade Z dos zeros

de s € uma hipersuperficie em X com singularidades isoladas.
Definicao 7.0.1. Definimos a classe G-equivariante de Fulton-Johnson de Z por
¢ (2) = (1" t5(2) + 5! (2),

onde .7 (Z) € a classe equivariante de Milnor de Z e ¢g(Z) € a classe equivariante de Schwartz-
MacPherson de Z.

7.1 Relacao entre classes equivariantes via especializacao

A construgdo apresentada a seguir estd baseada na construgdo feita por Parusinski
e Pragacz (1998) e apresentada na secdo 4.2. Considere 4 uma se¢do equivariante de L tal que
Z' = h~1(0) é suave e transversal aos estratos de uma estratificacio .7 de Z. Para cadat € C,

denotamos s; = s —th. Como no caso original, denotamos
Z ={(x,1) eX xC|s(x) =0}
e p: 2 — C arestricdo da projecdo de X x C na segunda coordenada a %, temos

p~H(0) = {(x0) €X x {1} | s:(x) =0} :=Z,
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parat € C. Observe que Zy = {(x,0) € X x {0} | s;(x) =0} 2 {x € X | so(x) =0} =s"1(0)=2Z

e note que para ¢ # 0, como 4~ !(0) é suave e transversal aos estratos de Z, entdo Z; é suave.

Definiciio 7.1.1. Considere .#%(2) e #%(Z) os grupos das funcdes equivariantes construtiveis

de Z e Z, respectivamente. Definimos a especializacao equivariante em funcdes construtiveis
ot 7Y %) - F9(2),
onde se Y € uma subvariedade fechada de 2, considerando 1y como gerador,

(0FLy)(x) :=lim )" x6(B(x,€) NY:)(g),
t—0
geG
para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, tal que B(x, €) é uma bola fechada centrada em
xeY, =YNZ.Note que B(x,&€)NY, = B(x,e)NYNZ = B(x,e)NY Np~!(¢) é uma fibra de
ply : Y — C, logo xc(B(x,€) NY;) estd bem definida.

Seja D C C um disco de raio suficientemente pequeno tal que a inclusio Z = Zy C p~ (D)

seja uma equivaléncia de homotopia, assim temos
G.ggGr,—1 G
ri tH(p~ (D)) = H/(Z),

induzido da retragdo r de p~!(D) em Z. Para um pequeno ¢ € D diferente de zero, temos também
um homomorfismo,
-G . G G/, —1

induzido da inclusio de Z; em p~!(D).
Definicao 7.1.2. A especializaciao equivariante em homologia ¢ definida como a composicao
o5 :=r%0i% . H(Z,) = HS(2).

Observacao 7.1.1. Como no caso cldssico, 0 homomorfismo especializacdo equivariante em
homologia carrega as classes de Schwartz-MacPherson de Z; para as classes de Schwartz-
MacPherson de Z, ja que as classes equivariantes sdo definidas fazendo uso das classes cldssicas,

que sdo carregadas como visto na Observagdo 4.2.1.

O objetivo do proximo teorema serd estabelecer uma versao equivariante para a propri-
edade de especializacdo de Verdier. Primeiramente, vamos estabelecer algumas relacdes uteis
para sua demonstracao.

Denote ¢y« = ¢(TUg) ™! ~ ¢, e observe que cy (1 ox,v) = c(TUg) ™! —~ ci(1%).
Utilizando a propriedade de especializagdo de Verdier, opc.(@|z) = c«(0r @), para ¢ = 1o, v,

obtemos

on(cv«(1zxgu)) = cux(OF (L xsu))- (7.1)
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Fazendo o uso da especializagcdo equivariante em fungdes construtiveis e do homomor-
fismo especializag@o cldssico para .7 (Z x V), ou seja, OF : F(Z xV) — % (Zx V), onde
p:Z xV —Céarestrigio a 2 x V da proje¢io de X x CxV paraCe p1(t) =7 x V,
obtemos a seguinte relacao

of (0u,2(Lzwv)) = duz(oF(Laxy)), (7.2)

com @y .z : F—im(Z xV) = FOZL) e puz: Fo_im(Zx V) — FE(Z) denotando as apli-

cagoes identificacdo. De fato,

02 (py.#(lzxy)) = of(ly)
~- 1,
Por outro lado,
dvz(or(leyy)) = dvuz(lzxv)
= 1

Agora, usaremos a especializagdo equivariante em homologia e especializacdo cléssica
para a homologia truncada, ou seja, 6y : Hyyyunc(Z XGU) = Hypune(Z X g U ), definida da seguinte
forma. Considere p: 2 xgU — C arestricdo a 2 x U da proje¢do de X xgU x C para C e
seja D um disco de raio suficientemente pequeno, de modo que Z xgU = Zg xgU C p~ (D) seja
uma equivaléncia de homotopia. Para t € D, temos dois homomorfismos induzidos da retragio e
inclusdo, respectivamente, 7yrunc : Hirune (P~ (D)) = Hirune (Z X G U) € itrunc : Hypune(Zs xgU) —

Hirune(p~ (D)), que define Oy := ryrunc © iyrunc- Entéo, temos a seguinte relacdo

o (v 7, (cus(1z,x50))) = Qu z(Or (cu s (Lzxu))), (7.3)

com @y z, : Hipune(Ze xgU) — HS(Z;) € Qu.z : Hipune(Z X g U) — HE(Z) denotando as aplica-
coes identificacao. De fato,

o (9vz(cus(1zx50)) = 0f(Quz(c(TUs)™" ~ ex(1zx50)))
0§ (0u 7, (c(TUg) ™! ~ cuo ji;(1z,xv)))
= 0f(c%(1z))

= Y(1z).

E, ainda
¢u z(0u(cu(1zxqu)) = Quz(cus(lzxsu))
= ouz(c(TUg) ™" ~ ci(lzxev))
= Quz(c(TUg) ™" ~ cuojiy(Tzxv))
= cY(1y).

Agora, note que considerando novamente o homomorfismo especializacio cldssico para
F(Z xV),ouseja,op : F(Z xV)—.F(ZxV),onde p: Z xV — Céarestricioa: 2 xV
da projegio de X x C x V para C e p~!(¢) := Z, x V, temos também

Ju(or(l1axy)) = or(lax.u), (7.4)
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onde jj; : FG-im(Z X V) = Fe_im(Z xcU). Pois,

j[*J(GF(]lQ"xV)) = j;}(}%x(B(x,E)ﬂ(thv)))
= lim jj(x(B(x,€) N (Z % V)))
— }E%%(B(x,e)ﬂ(Z;XGU))

= or(lyy.u)-

Com as relagdes estabelecidas acima, podemos demonstrar o teorema a seguir, que

fornece a versdo equivariante da propriedade de especializacdo de Verdier.

Teorema 7.1.1. Nas condi¢des impostas pelas pelo conjunto de hipéteses 7.0.1 e considerando

Gg e GI,Q as especializagdes equivariantes em homologia e em fun¢des construtiveis, respectiva-

mente, temos

G/ .G G(~G
oy (¢ (1z)) = ¢/ (oF (1 z)).
Demonstracao. Por um lado temos,

of(c¢(1z)) = of(cC(9uz(lzxv)))
= 05 (ouz(c(TUG) ™" ~ci0ji(Iz,xv)))
= 0 (Puz(c(TUG) " ~ ci(lz,x4v)))

7 (0vz,(cv«(zxu)))

=" ouz(on(cux(lz,xsv)))

= ouz(cu«(or(Lax.u)))-

|
Q

Ja pelo lado direito temos,

cC(of(ly)) = cZ(0f(duz(1zuy)))

T2 G (o (Lrav))

= @uz(c(TUG)™" ~ciojfi(or(lexy)))
ouz(c(TUg) ™" ~ cu(or(Laxq)))
= @uz(cv(0r(Lzxsu)))-

3]

—
3
~

=

A igualdade em ambos os lados conclui a prova. U

Proposicao 7.1.1. Nas condi¢des impostas pelo conjunto de hipéteses 7.0.1 e considerando
h uma secio equivariante de L tal que Z' = h~1(0) é suave e transversal aos estratos de uma

estratificacdo . de Z, temos

|G|+ (=1)"'uf(x), sex¢znZ

G
oFly)(x) =
(0 12)(x) { |G|, sexezZnZ
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Demonstracdo. Se x ¢ ZNZ', isto é, h(x) # 0, entdo

Zi = {(z,1) € X x {1} | s(z) —th(z) = 0} = {(z,1) € X | % =1} = (s/h)~ (1).

Assim, temos que a intersegdo B(x,€) NZ; = F, € a fibra de Milnor de s/h em x, e

como i~ 1(0) é suave e transversal aos estratos de ., s/h define Z numa vizinhanca de x.

Por defini¢ao temos,

(0F12)(x) —hmZXG x,€)NZ)(g) —llmZXG s/n)(8)-
geG geG

Agora, sabemos que

dimZ(S//’l‘V(g)) )
X6(Fn)(@) =x(Fn(@) =1+ Y (=)"mV&O-1Rak(s/hly ),
k=0
entao temos

dim Z(S/h‘v(g))

(0f1z)x) = Y (1+ Y (=)™ k(s nly )
geG k=0
dim X(s/hly q))

— Z 1+ Z Z (_1>dimV(g)—l—k}/k(s/mv(g))

geG geG
dim Z(s/h|v(g))

= [G]+ )] Z (=) V&K (s Ry )
geG
dim E(s/h|v g>)

=[G+ )] Z (=) (=) VA K (s Ry )
geG
dim X(s/h|y g))

_ |G|—|— n IZ Z (_1)dimV(g)—n—k)bk(s/hlv(g))

geG
dim Z(s/h\v g))

— |G’—|— n 12 Z (_1)n7dimV(g)fk/lk@/hlv(g))

geiG
= |G|+ (=1)"'uf (x).

Se x € ZNZ', procedendo localmente, podemos assumir que x € a origem de C", que em
nossas coordenadas locais /(z) = z, e que {z, = 0} é transversal a uma estratificacdo de Whitney
& de Z = {f = 0}. Pode-se mostrar que para € > 0 suficientemente pequeno e 0 < § < €, se
t € Csatisfaz 0 < |¢t| < 8, entdo

ZNBe ={(z1,--,z2) €C" | [z] < &, f—1z, = 0}

¢ contritil, onde B, = B(0, €) (ver detalhes em (PARUSINSKI; PRAGACZ, 1998, Proposisao
5.1)).
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Sendo B(x,€) NZ; contratil, entdo B(x, &) NZ; é conexo por caminhos. Como V(g) é um

subespaco vetorial convexo, entdo B(x,€) NZ; NV (g) é convexo, portanto contratil. Logo,

(691 ) (x) = lim Y xc(B(x,e)NZ)(g —hm Z X(B(x,e)NZNV(g)) =) 1=]Gl.
geG gGG g<G

Lema 7.1.1. Nas condic¢des impostas pelo conjunto de hipéteses 7.0.1, temos

uf =Y ag(S)Ls

Ses

Demonstracao. Seja Sp um estrato arbitrario e um ponto x € Sp. Entdo temos

(gag(ms)(x) = Y ag(S)+as(So)

S#SQ, SDS()

= Z (Xg(S)—|— <,UIC’;SO— Z OCG(S)>
S#SQ, EDSQ 57950, EDSQ

— G

- lu],S()

= H ().

U

Vamos utilizar a propriedade apresentada no Teorema 7.1.1. Para o lado esquerdo 1é-se

Gg C%M (Z;). Para o lado direito comeg¢amos usando a Proposi¢do 7.1.1

ofly = |G|'ﬂz+(—1)n71ﬂIG'12\zmz'
= |G| Tz+ (=1 N(uf - 1z—puf - 1z0z).

Usando a igualdade u,G = Z 0g(S)1g, do Lema 7.1.1, reescrevemos a equacdo acima
Ses

681y =G| Tz + (—1)" 1(ZaG 5= ¥ (8)T51 ).
S

e finalmente aplicando ¢¢ obtemos para o lado direto

como

G/ G S. 1 G SM g . G SM /G
¢ (0F L) = |G 'CGM( ) <ZaG lsz GM(S) - (lEQZ’,Z)* CGM(SHZ/)D:
onde ISnz 7 denota a inclusdo SNZ < Z.

Resumindo, em virtude da propriedade do Teorema 7.1.1, provamos:

Proposic¢ao 7.1.2. Nas condi¢des impostas pelo conjunto de hipéteses 7.0.1 e considerando Gg

a especializagdo equivariante em homologia, para ¢t # 0 suficientemente pequeno, tem-se

ofc!(2) = [6]-¢3!(2) + (1) L ao(S)llis )2 (5) = s 06 G2
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Nosso objetivo agora é mostrar que
G| - Ac(Z ZOCG [(i5 ) )$e(S) - (isnz 2 e (SnZ')],

para isso facamos primeiro o seguinte lema.

Lema 7.1.2. Sejam .2 uma estratificacdo de Whitney de X, E um fibrado vetorial G-equivariante
holomorfo sobre X e Z a variedade dos zeros de uma sec@o holomorfa equivariante s de E.
Assuma que s intersecta, em cada estrato de 2", a se¢@o zero de E transversalmente. Dada uma
subvariedade fechada Y de X dada por uma unido de estratos de 2", entdo

G .SM Gipy-1 .G SM

Ly Cg (YﬂZ):C (E) ‘cpostoE(E)ACG (Y)

Demonstraciao. Considere o Blow up de Nash G-equivariante Vv : X>Xevy:Z=

v~1(Z) — Z, onde v é a restri¢io de v a Z, entdio temos o seguinte diagrama comutativo

e

—>X

N

7z

N
«—

N

ondei:Z— X ei:Z— X denotam as aplicacdes inclusdo.

Além disso, sobre Z temos uma sequéncia exata de fibrados vetoriais equivariantes
0— ﬁ—)ﬁ’z% vz(E|z) =0

e como vimos anteriormente dado um fibrado & é possivel induzir um novo um fibrado vetorial
&y := & X id, onde id é a aplicagdo identidade de U € I(G), deste modo induzimos uma nova

sequéncia exata de fibrados vetoriais
0— ﬁXGU — 7/:\)/(|Z xXgU — V;(E|Z) xXqgU — 0,

segue desta nova sequéncia e propriedades da classe de Chern (ver (FULTON, 1984, Teorema
3.2, item €)) que

A(TZxgU) = (ixgid) ((vxgid) c(ExgU) " .ce(TX xgU)).

Aplicando o limite projetivo com indices em /(G), como na defini¢do da classe equivari-

ante de Chern, em ambos os lados da equacgdo, obtemos
C(TZ) = T5(vaEC(E) .8 (TX)). (7.5)

Agora, considerando a sequéncia exata de fibrados sobre X x5 U

(so )Gld

O%ZXGUingVXGU ExgU,
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por (FULTON, 1984, Exemplo 6.3.5), temos a seguinte propriedade
(T xGid)«[Z %G U] = cposto £xu ((V xgid)* (E xgU)) ~ [X xgU].

Note que usando a propriedade do pullback (ver (FULTON, 1984, Teorema 3.2, item d))

temos
CpostoEng((V Xgid)*(E XGU)) [X XGU]
= CpostoExgu ((VXGid)*(E xgU)) ~ (v xgid)*((v xgid)«[X xcU))
= (vXGid) (cposto Exgu(E XcU) —~ (v xgid)«[X xU))) )
= (V xGid)*(CpostoEXGU(E XGU)) (V XGid)*(V Xgid)*[X XGU]))
= (V XGid) (CpostoExGU(E XgU)) [X XGU]
Portanto,

(Ixgid)s[ZxcU) = (v xGid)*(cposio Exgu (E XcU)) ~ X x U],
aplicando o limite projetivo com indices em I(G), obtemos

;*G[Z]G - vé(cgastoE(E)) - [X]G (7.6)

Considere agora c¥f(Z) a classe equivariante de Mather de Z, logo

iOcM(z) = 19(vz)9(cS(TZ) ~ [Z]o)
216 (v)6 (7 (viscO (E ) O(TX)) ~ [Z)g)
= VIR E) <TX>>~ Z)c)
- (E)~1.¢5(TX) ~ 9(Z)¢)
(7.6) (E)

E 1 ( ) (VGCpostoE(E) :j [X]G»
¢ E) chostoE(E) (TX) [X]G)

G
= CG(E) ! cgostoE(E) — C‘%(X)

vE(vge©
=" vO(vct
vO(vice

Suponha que Y é uma subvariedade fechada de X dada por uma unido de estratos de 2.
Entdo, como Z intercepta 2 transversalmente, pelo mesmo argumento acima para a inclusiao
i:YNZ<—Y,temos

i CG(YHZ)_C (E) ! gostoE(E)Aclg(Y)'

Como as classes equivariantes de Schwartz-MacPherson podem ser vistas como combi-

nacoes das classes equivariantes de Mather, concluimos a seguinte féormula

e (Y NZ) = O(E) " chouo £ (E) ~ g (Y).
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Teorema 7.1.2. Nas condi¢des impostas pelo conjunto de hipéteses 7.0.1, temos
|G| - A6(Z Zac [(i5,2)9¢g" (S) = (s 2)S g (SN ZT)).
Demonstracao. Primeiramente, usando o lema anterior para as nossas condicdes, onde
Y:§,E:L|§ei:§ﬂZ’(—>§, temos
(isnz ) (SNZ') = (i5 1) (igrz 5) e (SN Z)
= (i5) SO (LI5) " e (LIs) —~ e (S). (7.7)
Portanto, temos
ZO‘G [(i52)+ ) (S) — (iﬁmz’,z)fcéM@ﬂZ/)]
= ZO‘G S)[(is2)¢ e (5) = (isrz) e (Lls) ™" (Lls) ~ g (5)]
= Y ac(8)cC (L) ~ [li5 )Tcg ()(c¥(Llg) — T (Ll5))]
= Y oG(S)cO (L) ™ ~ [(i5 )Y cg” (5)(cG (Lls))]
S)cC(Lls) " ~ (557! (5)

= |G| As(Z).

Com todas as ferramentas em maos, podemos agora demonstrar o resultado abaixo.

Teorema 7.1.3. Nas condicdes impostas pelo conjunto de hipéteses 7.0.1, temos
oicg () =Gl ¢ (2).
Demonstracao. Pela Proposicao 7.1.2 temos
ofc?(2) =16]- 3 @)+ (1) (L () lis) 7' O) ~ iz e 51 2))),
usando o Teorema 7.1.2 podemos concluir
oficg () = |G| -2 (2) +(=1)""Y|G|- #5(2) = |G| - ¢ (2).

O

Note que o teorema anterior nos fornece uma maneira de estudar a classe caracteris-
tica equivariante de um objeto possivelmente singular, a hipersuperficie Z, através da classe

caracteristica equivariante de uma familia de objetos suaves Z;, com t # 0.
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