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RESUMO

SANTOS, M. M. Anadlise de Multiresolucao e Wavelets Assimétricas de Haar. 2024. 70 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Com-
putacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2024.

O presente trabalho tem como objetivo realizar uma andlise da teoria de wavelets, explorando
importantes ferramentas como a andlise de multiresolugdo e a transformada wavelet discreta.

Além disso, apresenta-se um estudo introdutério as wavelets assimétricas de Haar.

Palavras-chave: Wavelets, Andlise de Multiresolu¢do, Transformada Wavelet, Wavelets Assi-

métricas de Haar.






ABSTRACT

SANTOS, M. M. Multiresolution Analysis and Unbalanced Haar Wavelets. 2024. 70 p. Dis-
sertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢do, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2024.

The present work aims to conduct an analysis of the theory of wavelets, exploring essential tools
such as multiresolution analysis and discrete wavelet transform. Additionally, an introductory

study on unbalanced Haar wavelets is presented.

Keywords: Wavelets, Multiresolution Analysis, Wavelet Transform, Unbalanced Haar Wavelets.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A constante mudanca no aumento da complexidade dos meios de comunica¢do, como o
processamento e o envio de dados cada vez maiores e mais ricos em detalhes, tem despertado cada
vez mais o interesse em técnicas que permitam uma representagdo mais eficiente de informagdes.
Nesse contexto, as wavelets surgem como fortes ferramentas na andlise de sinais, proporcionando

um avanco cada vez mais na melhora do tratamento de dados.

A teoria das wavelets teve sua origem nas ultimas décadas do século XX, com a mo-
tivacdo de superar as limitagoes das técnicas tradicionais de transformacdo de sinais, como a
Transformada de Fourier, devido sua habilidade de localizacao tempo-frequéncia. Inicialmente,
a ideia de representar sinais em diferentes escalas de resolucdo foi introduzida por Jean Morlet e
Alex Grossmann na década de oitenta (GROSSMANN; MORLET, 1984), com o objetivo de
analisar sinais geofisicos. Posteriormente, Ingrid Daubechies (DAUBECHIES, 1988), Stéphane
Mallat (MALLAT, 1998) e Yves Meyer (MEYER, 1993), (MEYER; RYAN, 1993) desempenha-
ram papéis fundamentais na formalizacio e popularizacdo da teoria das wavelets, tornando-a
uma ferramenta essencial em uma variedade de campos, desde compressao e andlise de dados
até a resolucdo de equagdes diferenciais. A versatilidade das wavelets, desencadeou uma revolu-
¢30 na maneira como interpretamos € manipulamos informacdes, consolidando-se como uma

abordagem indispensdvel nas ciéncias e engenharias contemporaneas (BENEDETTO, 1993).

Esta dissertagdo explora o estudo das wavelets, dando énfase nas wavelets de Haar,
e sua aplicacdo na andlise de multiresolucio, destacando a importancia de tais métodos na
decomposicao de sinais. Além disso, faz-se uma anélise da teoria de de wavelets assimétricas
de Haar, que visa estender a ideia de wavelets para além da reta real, na teoria de espagos de

medida.
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CAPITULO

PRELIMINARES

As definicdes e resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados em livros
texto como (FOLLAND, 2013), (RUDIN, 1991), (BREZIS, 2010), (FIGUEIREDO, 2014).

2.1 Teoria da Medida

Definicao 2.1.1. Uma fung¢do f : [a,b] — R é dita funcao escada se:

f(x) = Zci : 1[x;,xi+1)(x)a
i=1

em que:

® [xi,xi+1) C la,b],ondei=1,2,...,n;
e ¢; é uma constante que representa o valor da fungdo f(x) nos intervalos [x;,x;11);

e 1, . (x) € afungdo indicadora do intervalo [x;,x;11), que é definida como:

I, sex€ [xi,xit1),
l[x,-.,x,qr])(x) = .
0, caso contrario.

Definicao 2.1.2. Sendo X um conjunto ndo vazio, definimos
P(X)={A]ACX},
como o conjunto das partes de X.

Definicao 2.1.3. Uma familia Ax de subconjuntos de X é uma c-algebra se

1. Se A € Ay, entdo A€ € Ay.
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ii. Se {A,},cn € uma sequéncia em Ay, entdo J,cnA, € Ax.

O par (X,Ay) é definido como espaco mensuravel e os elementos de Ay, sdo chamados de

conjuntos mensuraveis.

Definicao 2.1.4. Seja (X, Ax) um espago mensurdvel. Uma medida em (X, Ax) € uma fungdo
U : Ay — [0, +oo] tal que:

ii. Se {A,},cn € uma sequéncia em Ay, de forma que seus elementos sdo dois a dois disjuntos,

entao

u (OAn> = iu(An)
n=1 n=1

Se u € uma medida em (X, Ay), entdo (X, Ax, 1) é chamado espaco de medida. Se 1 (X) < oo,

dizemos que a medida é finita.

Definicao 2.1.5. Uma medida é dita completa, se seu dominio contém todos os subconjuntos

dos conjuntos de medida nula.

2.2 Espacos de Hilbert

Defini¢do 2.2.1. Dado um espago métrico (X,d), uma sequéncia {x, };._; em X é chamada de

sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existir um indice N tal que, se m,n > N:
d(x,,xm) < €.

Defini¢do 2.2.2. Sendo (E,||-||) espago vetorial normado, dizemos que E é completo (ou Ba-
nach) se toda sequéncia de Cauchy converge para um ponto no espaco, considerando a métrica

induzida pela norma || - ||.

Definicao 2.2.3. Um espaco de Hilbert .7# € um espago vetorial equipado com um produto
interno (-,-) que € linear na primeira entrada, simétrico e satisfaz a desigualdade de Cauchy-

Schwarz:
| (G, v))[ < el - [V}
Além disso, 7 é completo em relacdo a norma induzida pelo produto interno.
Definicao 2.2.4. Dizemos que dois vetores u,v € 7, sdo ortogonais se seu produto interno é

nulo, ou seja:
(u,v)y =0.

Seja U C . Definimos o complemento ortogonal de U como o conjunto
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Ut ={ves: (uyv)=0}.
Note que U~ é um subespaco de 7.

Teorema 2.2.5. Considere U um subespaco fechado de 7. Entdo, 7 = U @ U~. Ou seja, para

qualquer x € 7, existem u e v tnicos tais que u € U, v € U+, e x = u+v.

O vetor u € definido como a projecdo ortogonal de x em U. Isso ocorre porque
(x —u,up) = (v,up) =0, paraqualquer uy € U.

Definicao 2.2.6. Seja I uma colec¢ado de indices. Dizemos que uma colecdo de elementos V =
{Vitker em SZ é um conjunto ortonormal se (v;,v;) = ;j, onde i,j € [ e §; ; ¢ o delta de
Dirac, uma funcdo real que vale 1 se i = j e € nula em todo restante . Dizemos ainda que
V é um conjunto ortonormal completo se span{V} = J#. Dado um x € J#, os coeficientes

h(x,vi)ker = (x,v¢) sdo chamados de coeficientes de Fourier de x em relagio a V.

Teorema 2.2.7. Seja {e; }rey um conjunto ortonormal em »#. Entdo, para todo x € H, a série

Z <X, €k>€k
k=1

converge na norma de H. Além disso, x — Y.;” , (x,ex)ex € ortogonal a e,, para todo n € N.

Teorema 2.2.8 (Identidade de Parseval). Dado um conjunto ortonormal completo {v, } em um

espaco de Hilbert H e um vetor x nesse espago, temos que:
2_ v 2
2% =} [ e v
n=1

2.3 Espacos L?

Definicao 2.3.1. O espaco L? é definido como o conjunto de fun¢gdes mensurdveis f para as

quais a norma || f||, é finita, onde a norma || f||, ¢ dada por:

1/p
1= ( [ 11170

Teorema 2.3.2. Dado um espago vetorial normado (E, ||-]|) , se 1 < p < oo, entdo L?(E) é um

espaco de Banach.

Teorema 2.3.3 (Desigualdade de Holder). Para p,g > 1 e Iln + Cll = 1, para quaisquer fung¢des
mensuraveis f e g:

[17slan <1171, el
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Teorema 2.3.4 (Convergéncia Monétona). Se f,, < f,+1 paratodo n e f,, — f conforme n — oo,

entdo lim, e || f — f||, =0 para 1 < p < oo,

Teorema 2.3.5 (Convergéncia Dominada). Se f, — f quase sempre, para f mensurdvel e existe

uma fung@o integravel g tal que || f,|| < g para todo n, entdo f, — f em LP para 1 < p < oo,

Teorema 2.3.6 (Riesz-Fischer). Para 1 < p < o0, 0 espago L? é completo, ou seja, toda sequéncia

de Cauchy em L? converge para uma func¢do em L”.

2.4 Espacos L*(R) e (*(Z)

Definicfio 2.4.1. O espaco L?(R) é o conjunto de todas as funcdes f : R — C para as quais a

integral do médulo ao quadrado de f em todo o dominio R € finita:

Lz(R):{f:R—%i’/Z|f(x)\2dx<oo}

O espaco L?(R) é um espaco vetorial e, com a norma definida como a raiz quadrada da integral

do médulo ao quadrado, torna-se um espaco de Hilbert.

Definicfio 2.4.2. Sendo f,g € L*(R), o produto interno em L?(R) é definido por

(r9)= [ -z

e a norma induzida pelo produto interno é

- 1/2
Il = ([ 1Par)

Definicfio 2.4.3. O espago £2(7Z) é definido como o espago das sequéncias complexas indexadas

por inteiros cujo quadrado é somdvel. Em outras palavras,

(z) = {(xn)nez Y xal? < oo} :

nez

O produto interno em ¢>(Z) é dado por

QY@ = Y X,

nez

e a norma induzida pelo produto interno é

1/2
HXHeZ(Z) = <Z \xn!2> )

nez

onde x = (x,)nez € Y = (Yn)nez sdo sequéncias em ¢%(Z).
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2.5 Analise de Fourier

Seja K > 0 um nimero real positivo. Considere um conjunto de func¢des f que obedecem
a seguinte propriedade:
f(x—=2K)=f(x), VxeR.
Ou seja, funcdes que sdao "2K-periddicas", o que implica que elas se repetem a cada intervalo de

comprimento 2K.

Agora, consideremos um intervalo especifico que vai de 0 a 2K na reta real. Vale destacar
que poderiamos, se perda de generalidade, escolher qualquer outro intervalo com comprimento

2K. E possivel demonstrar que o conjunto
{ einmx/K }
2K nes

forma uma base ortonormal para o espago L2([0,2K]).

Definiciio 2.5.1. Dada f € L?([0,2K]), a sua série de Fourier é definida por

Z fneim‘z:x/K7

nez

em que os f, sdo denominados coeficientes de Fourier de f, e definidos por

1 2K . ¥
fn — E{[) e—lnTL’x/ fdx

Teorema 2.5.2. Seja f € L?([0,2K]). Entio,

2
dx=0.

2K

N
. Z £ einn’x/L

n=—M

lim
M,N—oo J(

Teorema 2.5.3 (Identidade de Parseval para séries de Fourier). Seja f € L*([0,2K]). Entio,

2K
Flzoasy = [ 1F0)Pdx=2L ¥ 152

nez

Teorema 2.5.4. Seja f € L?(]0,2K]). Entdo

Z fneinn'x/K,

nez

converge para f em quase todo ponto.

Definicdo 2.5.5. Seja f € L!(R). A transformada de Fourier de f ¢ definida por

J(@) =F(f)(o) e f(x)

-
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Observacao 2.5.6. A transformada de Fourier é uma tansformacao linear.

Definicdo 2.5.7. Seja f € L'(R) a transformada de Fourier de f € L!(R). Definimos a trans-

formada inversa de Fourier por

P == [ o

Teorema 2.5.8. Com as hipéteses da definigdo acima, temos que f(x) = (F~'(f))(x) nos pontos
de continuidade de f.

Teorema 2.5.9. Seja f € L'(R)NL*(R). Entdo, f € L*(R) e satisfaz a identidade de Parseval
1712 = 11 £1l2-

Observacao 2.5.10. A partir do teorema acima, conseguimos concluir que a transformada
de Fourier pode ser interpretada como um operador linear limitado que mapeia fungdes de
L'(R)NL*(R) em L*(R) enquanto preserva a norma Ly. Além disso, podemos observar que
essa transformacdo pode ser estendida para todas as fungdes em L?(R) usando sequéncias de
truncamentos da fungdo original, ou seja, a partir da sequéncia (f,),en, onde f, = f X[—n.n]-
Uma vez que cada um dos f;, estd em L' (R), podemos entio aplicar F em cada elemento desta
sequéncia. A sequéncia resultante é de Cauchy em L?(R), e assim, da identidade de Parseval
e da linearidade de F, temos que (f,) também é de Cauchy em L?(R), o que garante que ela

converge para uma funcio £, permitindo assim definir F(f )= f para funcdes em L*(R).

Teorema 2.5.11. Para f, g € L?(R), valem as seguintes propriedades:

1. (Férmula de Parseval) (f,g) = (f,8);

2. (Férmula de Plancherel) || f]|> = || f||2:

Teorema 2.5.12. A transformada de Fourier é uma bijegdo de L*>(R) em L*(R).
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CAPITULO

WAVELETS DE HAAR

As wavelets de Haar, introduzidas pelo matemadtico hingaro Alfred Haar em 1910
(LEPIK; HEIN, 2014), foram um dos primeiros tipos de wavelets desenvolvidos e possuem um
papel de alta relevancia na histéria da analise de wavelets, além de servir como base para o

desenvolvimento posterior de outras wavelets mais sofisticadas e complexas.

Nas ultimas décadas, devido as suas propriedades uteis em processamentos de sinais
(BULTHEEL; HUYBRECHS, 2015), ganharam uma abordagem mais aplicada em diversos
campos fora da matemadtica teérica (LEPIK; HEIN, 2014).

Definiciio 3.0.1. Uma funcio y € L?(R) é denominada wavelet se a familia de funcdes
{Wjx}ikez, em que yji(x) =27 y(2 Ix—k),

é um conjunto ortonormal completo em L?(R). A wavelet y é definida como a wavelet mae.

Sabemos de resultados prévios que qualquer fungio em L?(R) pode ser aproximada por

funcoes escada. Dessa forma, ao definir a fungao

1, 27"k <x<27"(k+1);
ln’k(x) = )
0, caso contrario;

em que k,n € Z e temos que, para qualquer funcio f € L?, existem fungdes escada de forma que:

fn(x) = Z Cn,klmk(x)y ne Na
keZ

com a propriedade de que:
gim_[|fu— 1, =0.



28 Capitulo 3. Wavelets de Haar

Visto isso, vamos definir os seguintes conjuntos:

Vn= {fn € Lz(R) ' o= Z an,k¢n,ku (an,k)kez € 62} , com¢@ = 1[0,1)'
keZ
Note que os espagos vetoriais {V, } definidos acima formam uma sequéncia de subespagos de

L?*(R), de forma que, para qualquer f € L?>(R), existem funcdes f,, € V,, tais que:
Tim [ £y~ £l = 0.

Dessa forma temos que os subespacos {V,} formam uma aproximacio de L?(R). Podemos

observar também que os subespagos {V, } estdo encaixados, ou seja:

CVo oV CWVWCV, CV,C--- (3.1)

E a partir dessa informagdo, podemos notar duas propriedades dos espagos {V,, }:

Uw=L*®R) e [)V.={0} 3.2)
nez nez
Perceba que para obtermos uma base para V,, basta construimos uma base ortonormal de Vj.

Definimos entdo a funcao
1, 0<x<«<1;

¢(x) =

0, caso contrario;

que € a fungdo caracteristica do intervalo [0, 1). E possivel ver com clareza que o sistema de
funcdes {¢ (- — k) }rez forma uma base ortonormal de Vj. E assim, consequentemente, uma base

ortonormal de V,, pode ser obtida dilatando o sistema {@ (- — k) }rez.

Para construir uma base ortonormal de L?(RR), considere W,, como o complemento ortogonal de

V, em relacdo a V,,_1, ou seja:

W@V =Vy1, W, LV,

Devido a estrutura aninhada dos espacgos V,, (3.1) e as suas propriedades mostradas em (3.2),
obtemos que:
L*=PW, com W, LWyn#n' (3.3)
nez
Uma vez que cada subespaco V,, € uma dilatacao de Vj, consequentemente, W, é também uma

dilatacdo de Wj.

Como sabemos que a dilatagdo preserva a ortogonalidade, se obtermos uma base ortogonal de

Wo, sua dilatagdo por 2" serd também uma base ortogonal de W,,.
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Dessa forma, nosso objetivo serd encontrar uma base ortonormal de Wy. Para isso, definiremos a

seguinte funcao

|
1, O§X<§;
vx) =< _1 %§x< 1;

0, caso contrario;

e provaremos que a mesma € uma wavelet, conhecida como a wavelet de Haar.

0.5

0.6 0.8 r

-0.2 0 0.2 0.4

|
4 -

Figura 1 — Exemplo de uma wavelet de Haar.

Inicialmente, observe os seguintes fatos a respeito da funcao definida acima:

e y é mensurdvel;
e  se anula fora do intervalo [0,1) e ||y||, = | = y € L*(R);

e A partir da defini¢do de y, segue que Y/ ; possui suporte no intervalo [k2/, (k+ 1)2/).
Agora, provaremos que o conjunto {¥; s} xez forma uma base ortonormal para L?(R).

Teorema 3.0.2. O conjunto {y;}; ez € base ortonormal para L?(R).

Demonstragdo. Primeiro, vejamos que as fungdes Y , possuem norma 1. Como observamos

acima, o suporte da fungdo ;4 € o intervalo [k2/, (k+ 1)2/), temos que:

1/2

oo . . 2
lvidl| = ( [ (i) a’x)
oo . > \'? ey 12
= (2—1/ W (27 /x—k)| dx) = 2_1/& ldx| =1.
—o0 J



30 Capitulo 3. Wavelets de Haar

Agora, para a questao da ortogonalidade, precisamos provar que <l//_,-7k, l[/m7n> =0, no caso em
que (j,k) 7 (m,n).

Para isso, consideremos dois casos, sendo o primeiro caso j =m (e k # n ), e o segundo caso
quando j £#m (ek=n).

No primeiro caso, é facil ver que os intervalos [k2/,(k+1)2/) e [n2™,(n+1)2™), os quais
correspondem aos suportes das fungdes, sdo disjuntos, e dai, vemos que Y x € Yy, , $30 ortogonais

entre si.

No segundo caso, suponha, sem perda de generalidade, que j > m. Assim, se fizermos a mudanga

de varidvel u = (27/x — k), em

<Wj,k; l/—’m,n> = /

—o0

(o)

(2772w (277x—k) ) - (2 "Py (2 mx—m))dx,

obteremos

o (m—j)/2 /oo v(u)- 1//(2_m+ju—n+k2j) du = <W7 Il/a,b>>
emque a = (m—j),eb=(n—k2/).

Comoa <0eb e (—,0)U[l,e) (pois j >me k=n),¢é facil ver que o suporte da
funcdo v, estd contido em (—o0,0) ou [1,0) e, nesse caso, Y e Y, t€m suportes disjuntos,

logo o produto interno resultante € O;

E assim, temos que o conjunto {yj x} j xez € ortonormal. Para provar que € base, tome g € Wj.

Consequentemente g € V_| e dessa forma, existe uma sequéncia (a;) € ¢ de forma que

g=Y abii=Y (am®-12m+ami10-112mr1)-

keZ mez

Como sabemos que g € ortogonal a todas funcdes em Vj, logo ay;,+1 = —az,. Além disso, temos

também que

Yom = \/§(¢71,2m — O 1om-1),

€ portanto:

8= V2 Z AmYo,m» (aom) € .

meZ

Ou seja, { Yo« }rez € base para Wp, o que, por (3.3) nos permite concluir que {Y; «} j xez € base
ortonormal para L?(R). O

Exemplo 3.0.3. Como vimos anteriormente, a wavelet de Haar € definida da seguinte maneira:

1
1, 0§x<§;
v(x) =9 _1, %§x< 1;

0, caso contrdrio.
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Com
Wiale) =279y (2 Tx— k).

Assim, podemos representar graficamente algumas das primeiras wavelets de Haar da seguinte

forma:
Yoo = ¥(x)
1
S L7
llﬁl,o =yQ2x) 1/111,1 =yQRx-1)
A [
_1 u _1 U

Yo = ¥4 x) l//lz,l =y@x-1) lﬁlz,z =y@dx-2) lﬁlz,.% =y@x-3)

— = 7 %

Figura 2 — Algumas wavelets de Haar

3.1 Implementando a Transformada de Haar

Nesta secdo, trabalharemos com a implementacao da transformada de Haar (SILVEIRA;
KOZAKEVICIUS, 2016), Comegaremos exemplificando o processo usando um sinal discreto v,

com as seguintes entradas:
v=1{8,6,4,55 6,44, 3, 4, 4,6, 8, 10, 11, 13},
representado na figura a seguir. Nosso objetivo serd decompor esse sinal em um sinal mais

simples.

Primeiro, computamos os valores médios, dois a dois, dos pontos que formam o sinal

original, ou seja, sendo v = {xj,--- ,x16} :

Xp + Xpa1
ap = T’

assim criando o que chamamos de Espaco de Aproximacao (formado pelos coeficientes de

aproximacgdo). Nele teremos metade da quantidade de valores presentes no sinal inicial:

va=1{7,45,55,4,35,5,9, 12}.

Note que ao fazermos isso, ja diminuimos pela metade o tamanho do sinal original. No

entanto, perdemos informacdes, afinal, ndo conseguimos voltar aos valores inciais, apenas com
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Figura 3 — Representacdo de um sinal discreto v.

0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

Figura 4 — Espago de Aproximacao.

a informagdo presente nos coeficientes de aproximacao. Para obter mais detalhes e fazer com
que seja possivel recuperar o sinal original, criaremos o chamado Espaco de Detalhe, formado
pelos coeficientes de detalhe, no qual computaremos a diferenca, para todo n impar, entre x, € 0

seu correspondente coeficiente de aproximacao, isto €,
d, = x, —ay.

Como da definicdo de média, a diferenca entre ambos os pontos do par e seu respectivo ponto no

espaco de aproximagdo € a mesma, em moédulo, ndo precisamos computar esse valor duas vezes:

vcd:{17 —05, —05, 0, _057 _17 _1’_1}

Agora temos dois novos sinais mais simples e que contém toda informag¢do necessaria

para recuperar o sinal original. Para isso, basta tomar o primeiro ponto do Espaco de Aproxi-
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05

~Q

-0.5 0 05 1 1.5 2 25 3 35 4.5 5 55 6 6.5 7 75 8

Figura 5 — Espaco de Detalhe.

macao, posiciond-lo no grafico e somar com seu correspondente no Espaco de Detalhe, assim

obtendo o primeiro do par de pontos do sinal. O segundo serd facilmente encontrado por simetria.

Por exemplo, se tomarmos o primeiro coeficiente de aproximag¢do 7 e somarmos com
seu coeficiente de detalhe 1, obteremos o valor 8 e, por simetria, facilmente teremos 6 como

segundo valor do primeiro par. E assim, obteremos todos os valores iniciais.

0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 1 12 13 14 15 16

Figura 6 — Reconstrucdo do sinal original aplicando a Transformada Inversa de Haar

Perceba que podemos reaplicar o processo nesse novo Espaco de Aproximagao, obtendo
assim um sinal ainda mais aproximado, com um novo Espaco de Detalhe como completamento.
Enquanto formos aplicando as transformadas, estamos comprimindo informag¢des importantes do
sinal em questdo em um espago cada vez menor, ou seja, a cada nova aplicac¢do da transformada,

teremos um novo nivel de complexidade.

Agora, para ilustrar o que de fato seria uma transformada com multiplos niveis, vejamos

o seguinte exemplo.
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Sinal

=
A3

A2 D2

A1 | D1 D2

Ao{Do| D1 D2

D3

D3

D3
D3

Figura 7 — Ilustracdo esquematica da Transformada de Haar de multiplos niveis.

Exemplo 3.1.1. Considere o seguinte sinal:

u={5,7,8,8, 4,2 -05, —1.5}.

Porém, ao invés de representd-lo com pontos, representaremos com funcdes escada.

Figura 8 — Representagdo grafica do sinal u através de funcdes escada.

Seguindo os passos do algoritmo, calculamos o primeiro Espagco de Aproximacao. Em seguida,

computamos os coeficientes que formam o Espago de Detalhe.

Agora, podemos aplicar novamente o processo, obtendo uma segunda transformada.

Aplicando mais uma vez, teremos uma terceira e ultima transformada, onde ficamos apenas com

um coeficiente de aproximagdo, o qual representa o valor médio do sinal.
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35

-1 0 1 2 3 4 5

-1

-2

Figura 9 — Coeficientes de aproximag@o u.,, = {6, 8, 3, —1}.

Figura 10 — Coeficientes de detalhe u.4, = {—1, 0, 1,0.5}.

E assim teriamos os seguintes valores:

e Sinal original: u=1{35, 7, 8, 8, 4, 2, -0.5, -1.5 };

e Transformada de nivel 1: u,, = {6, 8, 3, —1},

ug, ={-1,0, 1,0.5};
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-1 0 1 2 3 4 5 7 9 *1
-1

-2

Figura 11 — Transformada de nivel 2.

Figura 12 — Transformada de nivel 3.

e Transformada de nivel 2: ug, = {7, 1}, uq, = {{-1, 2}, {-1, 0, 1,0.5}};

e Transformada de nivel 3: ug, = {4}, uq, = {{3}, {-1, 2}, {-1, 0, 1,0.5}}.

Veja que, quanto maior o nivel da transformada, os valores tendem a ficar cada vez
menores, o que representa bem o objetivo da Transformada de Haar, que é comprimir informagao
em um espago menor. Observe também que sempre "carregamos'os coeficientes de detalhe para

a proxima transformada.

Para voltarmos ao sinal original, utilizaremos as func¢des escada e as wavelets de haar.

Para tanto, basta seguirmos os seguintes passos:
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0.5

0.5

Figura 13 — Esboco de uma fungdo escada (vermelho) e de uma wavelet de haar (verde)

. Comecando da transformada de maior nivel (3), tomamos o coeficiente de aproximagdo e

multiplicamos pela fun¢do escada representada na imagem.

. Depois tomamos seu respectivo coeficiente de detalhe e o multiplicamos pela wavelet de

Haar representada na imagem.

. Agora somamos as duas fungdes.

. Passaremos para os coeficientes de detalhe da transformada do nivel anterior e faremos o

mesmo processo de multiplicar pela fungdo wavelet. Porém, como precisaremos utilizar
duas fungdes wavelet, a primeira sera usada na primeira metade do sinal e a segunda na

segunda metade.

. De forma similar, ao passarmos para os coeficientes de detalhe do préximo nivel, que

agora sdo quatro, faremos 0 mesmo processo, mas agora dividindo o sinal em quatro partes,

pois usaremos quatro wavelets.

Observacao 3.1.2. O processo da transformada inversa pode ser feito a partir de qualquer nivel

de transformada.

Olhando agora com mais rigor matematico, a partir da wavelet de Haar, podemos escrever as

seguintes relagcdes:

() =2 (wa) - 50 1)) — Va9 (2) + o2k —1)  (3.4)

o(x) =2 (—¢<2x> TP 1>) — VI (god(2) + 102k —1)  (3.5)

&H
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Podemos definir os coeficientes a; ; (coeficientes de aproximagdo) e d; ; (coeficientes de detalhe)

como as projecoes de f sobre ¢ € Y, x, respectivamente ou seja,

ajx=(f10jx) e dix={(f,Vjx)-

Entdo, ao multiplicarmos as equagdes (3.4) e (3.5) por f e as integrarmos (em R), teremos as

seguintes relacdes de coeficientes:

1
Ajn = ﬁ(aj—l,Zn‘f‘aj—LZnH)a (3.6)

) 1
djn= ﬁ(ajfl,Zn —aj_12n41)- (3.7)

Com algumas manipulagdes algébricas, obtemos:

1
aj_l’zn = %(aj’n +dj,l’l) (38)

—

aj-12t1 = (@jn—djn) (3.9)

as quais nos permitem passar do nivel j para o nivel j — 1. As igualdades (3.6) e (3.7) nos dao
um algoritmo rdpido de decomposicao de uma funcio, da mesma forma que que as igualdades
(3.8) € (3.9) nos dao um algoritmo répido de reconstrucao de uma funcdo. Esses algoritmos se

generalizam para wavelets em geral, como serd visto na se¢ao de Andlise de Multiresolucao.
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CAPITULO

ANALISE DE MULTIRESOLUCAO

A andlise de multiresolucdo (AMR) € fundamental na teoria de wavelets. A partir dela,
podemos analisar uma funcao ou sinal em diferentes escalas. Podemos olhar esse conceito como
a observacdo de uma imagem em diferentes niveis de ampliacdo. Quanto mais nos aproximamos,
detalhes menores se tornam mais evidentes, porém, perdemos a visdao geral da imagem como
um todo. Por outro lado, ao nos afastarmos, ganhamos uma compreensdo mais abrangente da

imagem, mas os detalhes menores tornam-se menos perceptiveis (MORETTIN, 2014).

A partir dessas diferentes escalas de detalhe podemos entender melhor as caracteristicas
do sinal, em diferentes niveis de refinamento. O que nos da aplicagdes uteis em dreas como

compressdo de dados, remocao de ruido de sinais, detec¢do de bordas em imagens, entre outras.

Para a escrita deste capitulo foram utilizadas as seguintes referéncias: (DAUBECHIES,
1999), (HERNANDEZ; WEISS, 1996), (MECHEE; HUSSAIN; SALMAN, 2021).

4.1 Ideia e definicao

Definicao 4.1.1. Defina:
$jn=2"12¢(277x—n).

Uma Analise de Multiresolu¢io (AMR) é uma sequéncia crescente de subespagos fechados

{V;| j € Z} que aproximam funcdes de L? (R), com as seguintes propriedades:
(nH ---cvicvycv_ C---
2) L*(R) =UjezVj:

(3) NjezV; ={0};
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@) f()eVie f(2) € W;
(5) f() eVo= f(-—k) € Vy para todo k € Z;

(6) Existe ¢ € Vj de forma que {¢p, = ¢(- —n) | n € Z} é base ortonormal de Vj.

A partir dessa defini¢do, podemos fazer algumas observacdes sobre as propriedades listadas:

e A propriedade (4) assegura que todos os V; se relacionem em escala a um mesmo espago
central V.

e As propriedades (4) e (5) nos dizem que f € V; = f(-—2/n) €V;Vn € Z.

e As propriedades (4) e (6) garantem que {¢;, =27/ /2¢(27/x—n)} é uma base ortonormal
para V; para todo j € Z.

e As propriedades (1) e (2) asseguram que para todo f € LZ(]R) temos que

lim Pif = f,

j=—

sendo P; a proje¢do ortogonal em V.

Observacio 4.1.2. Note que os subespacos V; podem ser vistos como espagos de aproximagdo
em estagios sucessivos, em que quanto menor o indice j, mais precisa é a aproximacao. Dessa
forma, para passarmos de uma resolugdo de V; para V;_1, € necessario incorporar os detalhes de
P;f para f € L?>(R). Esses detalhes se encontram no complemento ortogonal de V; emrelagdo a

V;i_1, que serd denotaremos por W;. Ou seja

Via=VieW;, W; LV,

Juntando esse fato as propriedades (2) e (3), temos que

LZ(R):@Wn, W, LWy, n#n.

nez

4.2 Construindo uma base de Wavelets

A seguir, apresentaremos um resultado extremamente importante, que nos permitird
construir base de wavelets em L?(R) através de uma AMR (DAUBECHIES, 1999). Além disso,
a partir da demonstracdo do teorema, estabeleceremos uma representacdo nitida da fungdo v,
utilizando de ferramentas como a transformada de Fourier, devido ao fato de que operagdes

como dilatacdo e translagdo podem ser efetuadas diretamente no dominio das frequéncias.
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Teorema 4.2.1. Se uma sequéncia de subespagos fechados (V) jcz em L*(R) satisfaz as propri-
edades de uma AMR, entdo existe uma base de wavelets {y; ; | j, k € Z} para L?*(R) de forma
que
Pii=Pi+ ) (-, Vix) Wk
kEZ

Demonstragdo. Para provarmos esse teorema, a ideia da demonstra¢ao serd construir uma base
ortonormal { Yo« }xez em um espago de Hilbert Wy. A construcdo segue a ideia de represen-
tar a wavelet mde ¥ em termos de suas translagdes e dilatagdes, utilizando propriedades da

transformada de Fourier.

Perceba que ¢ € V) C V_y, e, além disso, sabemos que {¢_; ,} & base ortonormal de

V_1, dessa forma:

¢=Y hyo_1n, com hy=(9,0_1,). (4.1)

nez

Dessa forma, podemos reescrever (4.1) como

=v2 Y hy ¢(2x—n). (4.2)

nez

E também na forma de sua transformada de Fourier

(& Zh e "2 §(£)2). (4.3)

keZ

Onde vemos que a convergéncia é obtida no sentido L?. Dessa forma, podemos olhar para (4.3)

como

$(&) =mo(E/2) $(£/2), com my(& th e ks, (4.4)

keZ

Sendo que a igualdade da equacdo acima vale em quase todo ponto. Além disso, por (4.1),

pode-se ver que a fungdo mg é 2m-periddica.

Da ortogonalidade das {¢ (- — k) }xcz, temos

/¢ o — kdx—/}q) 7 e g = / MY |G(E o) dE =Gop  (45)

Le

Como a fungio ¢ s6 difere de 0 no intervalo [0,27], temos que (4.5) vale. Além de que como as

fungdes {@ (- — k) }rez sdo ortogonais, seu produto interno sempre serd 1 ou 0.

Dessa forma, vé-se que para que a equacio acima seja verdadeira, temos que

Y [#(&+2n0)]” = 2m) ' gss. (4.6)

(e,
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Substituindo (4.4) em (4.6) e fazendo @ = £ /2

Y Imo(o+702|[§(+ 20 = 5

b
g%r‘mo(w-i- 70)?| |6 (o + mt)|” +Z f;par};o(mr 20)?| |¢(o+0)|* = (27) !
L (@)’ \$<w+7w>|2+€mZpar\mowm)Z\ $(0+m0)|" = (2m)"!
|m0(w)2|£§lr\<§(a)+n€)|z+ }mo(w+n)2}g f;par\qxwmz)f = (21)"!
([mo(@)?| + |mo(w -+ 7)?] ) 4622 o+ 70| = (21)"!
=(2m)~" por (4.6)
= |mo(@)*+|mo(@+ 1) = 1 g.s. @7

Tome agora f € Wy, e note que f € V_j e f L V, e assim sendo, podemos reescrevé-la como

F=Y fu01n fo={f10-11)

Aplicando a Transformada de Fourier na equagio acima:

R 1 inf /2 2 . 1 .
f(i)=%;fne_’”5/2¢(5/2)=mf(§/2)¢(5/2), Commf(§)=fnﬁzn:e—’”é (4.8)

Sendo a fungdo m 27-periédica em L*([0,27]) e a convergéncia da série presente se d4 pontual-
mente. Ja que f L V), consequentemente f L ¢py para todo k € Z. Dessa forma:

[ 7©8@as =0 = [ (& +2m0)8(E +2m0at =0,

logo, temos que

Y F(E+2m0)$ (€ +2m0) = 0. (4.9)

LET

Assim, substituindo (4.4) e (4.8) em (4.9), e lembrando que ||¢||*> = 1, temos:

0=1) F(E+2m0)¢(&+2m0) =Y mp(&/2+m0)$(E/2+mlymo(§/2+ml)P(§/2+ L)

(e (e
=Y mp(&/2+m0)mo(E/2+ml)+ Y mp(E/2+ ml)mo(E )2+ ml)

¢ par ¢ impar

= Y mp(E/2moE/) + Y mp(E/2+mmo(E/2+7)

{ par ¢ impar
= my(@)mo(@) +mg(@+ w)mo(@w+7m) =0q.s. (4.10)
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Perceba que em (4.10), pelo menos uma das parcelas da equagdo deve ser diferente de zero.

Suponha que m¢(®)mo(®) # 0, dessa forma:

me(@O+T7T)mo(O+ T me(O+T)mo(W+ T
mo(a)) m()(CO)
O+T
Definindo A (@) = —M, temos que
m()((l)

my(®) = A(w)mo(®+ ). (4.11)

Mais ainda, temos novamente por (4.10), que
AMo)+A(o+7) =0,
. 2 . ST 3
em particular , |A ()|~ é periddica de periodo 7.
Dessa forma, podemos reescrever (4.11) como
A(0) =e°v(2w), (4.12)

sendo v(2®) uma funcdo 27-periddica. Assim, se substituirmos (4.11) e (4.12) em (4.8), obtemos

a seguinte estrutura para f :

N

F(&) = €*mo(E/2+m)V(§)$(£/2). (4.13)

A equacdo acima para a Transformada de Fourier de f € W) sugere que tomemos como candidato

a wavelet a transformada inversa de Fourier de:

(&) =2 m(E/2+m)$(£/2). (4.14)
De fato, podemos escrever:
f(&) = (Z vke‘”‘é) W)= f=) viy(—k), (4.15)
keZ keZ

0 que mostra que as fun¢des y(- —n) sdo boas candidatas a base. Para provar isso, precisamos

primeiro ver se { ¥ « }xcz é uma familia ortogonal em Wj:
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[yt Rax= [ #p@)raz = [ ¥ (e +amt)ac

— €é|w(g+2n£)|2:£€% ei(§+2né)/2mo(§+227ff :j)é(éjtzbw)
= ;Z mo(§+ﬂ€+n> (g )
2
- BT L

2
+

+) |9

nez

( +7t+2n7r)

mo(§+n) r (5+2 71:)
mo(§)2+\mo(§+n)

(27) ' q.s. Assim / w() W —k)dx = 8.

()

2
@ (om)-!

@.7)

Agora, para verificar que { o }rcz é base, vejamos que f(&) = y(&)W(&) com y € L*(]0,27])

sendo 27m-periddica.

Por (4.13):
F(E) =v(E)P(E) com |da§=2/ A(0)do.
0
E por (4.8):
2 2 ) 5
[ ®)f ag =2 L InP =P <=
Dessa forma

[ @ ag 2 [T ace)Rag imo(e + 1)
= [FI©RImoe + mag + [ @) mo(e +m) e

Fazendo £ = u + 7, na segunda parcela da soma acima, temos:

2 2

du.
Sem perda de generalidade, podemos novamente fazer a mudanga u = £ e assim voltando a

A(u+7)
~——

=u

mo (u+2m)
——

=u

expressao anterior:
[ 1@ R ImoE + g+ [T1A(E) P Imo(&) g =

= [T [Imoe + w4 Imo©)R ] = [T at = [ Iv(g)Pag =2m s <
[
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A partir do teorema anterior, conseguimos assegurar a existéncia de uma base de wavelets

para o espaco L?(IR). Mas note que a férmula
¥(&) =~ Pmo(E/2+m)H(&/2),

encontrada na prova do teorema, estd em termos da transformada de Fourier da funcdo y. Desse
modo, para obtermos uma férmula explicita para a fung¢do y aplicaremos o processo de inversao

da transformada de Fourier. Inicialmente, com base na definicdo de mp em (4.4), podemos

escrever:
¢ my(E/2+ 1) = Z (&/2+7)
kEZ
Z i(k+1)E/2 ( 1)k
keZ
e fazendo a mudanga k+1 = —:

1 .. .
NG Y ho e 2 (1)L
jez

Dessa forma, podemos reescrever:

th e SR (1) T8 )2).

Como por (4.3), sabemos que

6(8)= 5 P98/,

logo, podemos escrever ¥ da forma

=V2Y (=) Tho 92— k)

keZ

=Y gud-1x(x), com gi=(—1)""Th . (4.16)
keZ

4.3 Analise de Multiresolucao de Haar

Defina a funcao:

¢ (x) =191y (%),

e o seu conjunto de translacdes e dilatacdes como:

0jx(x) =272 (27x—k).
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Para construirmos a AMR de Haar, escreveremos (Vj) jez a forma:

Z

Y Jal* < oo}.

ke,

Vi= { FEL*R) | f=Y awdjx

keZ

Podemos afirmar que V; consiste nas fungdes quadrado-integrdveis, que sdo constantes

por partes em intervalos de tamanho 2/. Notemos agora que as propriedades (4.1.1) sdo satisfeitas:

1. Viy1 CV;: Se f € constante por partes em intervalos de tamanho 2/ também serd em

intervalos de tamanho 2/~ !,

2. NjezVj=0:Sendo f € V; para todo j € Z, a mesma deve ser constante em toda a reta.
De igual modo, para que ela seja quadrado-integravel, a Ginica possibilidade é que seja a

funcdo identicamente nula.
3. Ujez Vi = L?(R) : Essa propriedade corresponde ao Teorema (3.0.2).

4. feVvie f (Zj ) € Vo : Essa propriedade se da diretamente da defini¢ao dos V; e de ¢; x

feita acima.
5. feVo= f(-—k) € Vy,Vk € Z : Também decorre da defini¢ao dos V; e de ¢ .

6. {¢0,k} reyz Constitul uma base ortonormal para Vj pela defini¢do de fung@o ¢.

Assim concluimos que os espagos V; formam uma Anélise de Multiresolugao.

4.4 Transformada discreta de Wavelets

Seja (V}) jez uma Anélise de Multiresolugdo e (W;) jcz os espagos complementares de

wavelets em relacio 2 AMR em L?(R). Ou seja os espacos que satisfazem 2 relagio:

Via=V;eW;, jeLl.

Além disso, temos ¢, fun¢do escada associada a esta AMR, e ¥ a sua wavelet correspon-

dente. Na secdo 3.1, obtivemos as seguintes relacdes:

0(x) =v2 Y hp(2x—k)

keZ

Y0 =V2 Y g2 k)

keZ
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em que /y sdo os coeficientes de aproximacdo de ¢ e g; s@o os coeficientes de detalhe de .

Podemos generalizar as relagdes acima de modo que:

0jn(x) =279 (2 7 x—n) =27 U D2 Y po(2-U-Dx—2n—k)

kEZ
=Y b1 2n4k(x) = Y i—2n®j—14(x), para j,n€Z. (4.17)
kEZ kEZ
De forma anéloga:
Vin= ) &k9j—120+k = ) 8k—219j-14, para jn€Z. (4.18)
keZ keZ

Agora, seja f € L*(R), e denote por Py;, Py, as projecdes ortogonais em V;, W; respec-
tivamente. Da defini¢do de V;, denotando (ij f9;k) por a;j (coeficientes de aproximagio),

obtemos entio

Py f= Z a9k

keZ

Das propriedades de projecdes ortogonais obtemos a seguinte relagao:

<f_Pij7 ¢j,k>:Oa

ou seja,

(Pv.f:0jx)=(f,0jx), paratodo k€ Z.

Desse modo, podemos encontrar os coeficientes (a;)kcz a partir dos coeficientes

(aj—1k)kez de forma recursiva. Note que por (4.17), temos

ajn= (P, f,0jn)=(f0jn)= < Y hon®j1x >

keZ

=Y hon( [ 0j-1k) = Y, Pr—2n@j—1 k- (4.19)

ke keZ

Partindo do mesmo raciocinio, mostra-se que

<Pij7lI/j,k>:<faWj,k>'
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E definindo ( f,y;x ) por d;x, temos

Py,f =Y djxWjx.

keZ

A partir de (4.18), obtemos

ke

djn= <Pij7 Yjn ) ={f, Yijn )= < /s Z 8k—2nPj—1k >

=Y Zwn( fr 01k ) =Y k-2naj14- (4.20)

keZ keZ

Das férmulas representadas em (4.19) e (4.20), obtemos um algoritmo recursivo de

decomposicao para f, diagramado a seguir:

aj07 ) aj()+17 . aj0+23 . aj0+37 . T a]0+l :

SO N N N e

djo+1, - djy12, - djo+3, - djo+1, -

Definimos esse algoritmo como a transformada discreta de wavelets.

Agora, note que por (4.17), temos que

(0j— 1k Ojn) = < Oi1ks Y, h€—2n¢j—l,é> =Y heop( Oj—1 k> Pjmrt)

leZ VeZ
=Y he2nGi 0 = hi—on- (4.22)
(e
Partindo do mesmo raciocinio, temos

(0j—1k> Wjn)= < Oj—1k de—znllfj—l,e> =Y 2 0jmis Vim1t)

Le LET

=Y 2260 =2 (4.23)
VeT

Jaque V;_| =V;®W;, temos que

Py, f =P, f+Pyf =Y ajadix+ Y dixWix:

keZ keZ
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E assim, a partir das relacdes em (4.22) e (4.23), segue que

aj1n= Py fr0j-10) = ( X @jk@ik+ Y djx¥Wik: $j-tn

keZ keZ
- Za1k<¢Jk,¢j 1i’l>+ Zdjk<lV]k ¢] 1n>
keZ
= Z hy 2k “ajk+ Z gn,zk-dj,k.
keZ kel

E a partir do algoritmo descrito acima, podemos esquematizar a transformada discreta inversa

de wavelets em (4.24)

Ajorl, . — Qjoi—1,. — Qjg]—2, . ——» - — Qj+1,. —7 4djo, .

s S T e

djo+1, - djo+1-1, djy+1-2, djy+1, -
4.5 Exemplos

Exemplo 4.5.1. Neste exemplo, consideraremos a analise de dados de temperatura. Imagine que
vocé€ possui uma série temporal de dados da temperatura didria medida ao longo de um ano e

deseja realizar uma andlise a fim de identificar padrdes sazonais.

Utilizando AMR e a transformada de wavelet, simulamos a série de dados e cada gréfico
representa uma escala diferente da andlise, permitindo a observacdo dos padrdes sazonais em

diferentes momentos do ano.

Exemplo 4.5.2. Suponha que vocg estd coletando dados de vibracdo de uma maquina industrial
para monitorar seu funcionamento. Porém, tais dados estdo sujeitos a ruidos que podem dificultar
a identificacdo de padrdes. Neste exemplo, estamos simulando um sinal de vibra¢do com ruido,

onde a frequéncia principal € de 50 Hz.

Neste cendrio, a AMR pode ser usada para decompor o sinal de vibragdao em diferentes escalas de
frequéncia e identificar quais frequéncias contém informacdes relevantes sobre o funcionamento
da mdquina, enquanto isolam o ruido. Os coeficientes de aproximacao de cada escala representam

as diferentes componentes de frequéncia presentes no sinal.

Exemplo 4.5.3. Neste exemplo, geramos uma série temporal simulada de precos de agdes
usando retornos didrios aleatérios. Em seguida, aplicamos a andlise de multiresolu¢do usando
a transformada de wavelet para decompor a série em diferentes escalas de detalhe. Cada plot
representa uma escala diferente da decomposicao, permitindo que vocé observe padroes de
volatilidade em diferentes niveis de refinamento. Isso pode ser ttil em anélises financeiras para

entender a volatilidade de ativos em diferentes escalas temporais.
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Dados de Temperatura
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Figura 14 — Exemplo 4.5.1.

Sinal de Vibragao com Ruido
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o
i

Amplitude

Tempo (s)

Escala 1 (1/32 da frequéncia original)

Tempo (s)

Escala 2 (1/16 da frequéncia original)
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Lo
T
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Tempo (s)

Figura 15 — Exemplo 4.5.2.
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Figura 16 — Exemplo 4.5.3.
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CAPITULO

WAVELETS ASSIMETRICAS DE HAAR

Ap6s as definicdes apresentadas nos capitulos anteriores, uma pergunta natural € se
a ideia de wavelets se generaliza para além da reta real, e a resposta € sim. Neste capitulo

apresentaremos o conceito de wavelets assimétricas de Haar para um espago L,(X,X, 11).

Este capitulo foi escrito com base em (GIRARDI; SWELDENS, 1997) e (SMANIA,
2022).

5.1 Definicoes Iniciais

Definicdio 5.1.1. Uma familia enumeravel {yy}yc é uma base incondicional para L” se para
cada f € LP, existem tnicos coeficientes reais {cy}ycc, de forma que a série ) cyyy converge
incondicionalmente para f na norma L” (BREZIS, 2010), (FOLLAND, 2013). Essa propriedade

equivale as seguintes duas condicoes:

(C1) O fecho linear de {yy |y € G} éigual a L”.

(C2) Existe uma constante K, tal que, para todos os subconjuntos finitos I C G:

<Kp

p

Z YWy

yer

Z EyCyYy
yell

Y

p

para quaisquer valores de cy € R e &, = 1.

O menor valor de K, para o qual a condigdo (C2) ¢ satisfeita, denominado K,({yy}), é conhecido

como a constante de base incondicional de {y}.

Definiciio 5.1.2. Uma arvore (<7, g, p,C, <) é um conjunto enumeravel .27, que pode possuir

ou nao um elemento raiz p; além de uma funcio geracido g : o — Z, uma funcio mae
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p: ' \{p} — </, uma funcio filhos C : &/ — (/) e uma ordenacio parcial < em <7,
satisfazendo as seguintes propriedades:

(T1) C(a) ={B € & |p(B) = a};

(T2) 0 <#C(t) < oo, paracada @ € o7;

(T3) Se B eC(a),entdo g(f) =1+g(a);

(T4) A ordenacdo < ordena linearmente C(o) para cada a € <7
(T5) Seg(a) < g(B)ep™(a)=p"(B) param,n >0, entdo B < «;

(T6) Se a, B € o7, entdo existem m,n > 0 de forma que p™(a) = p"(B).

As fungdes poténcia p” da funcdo mae p sdo definidas por:

5.1
(p" Ha)).

Para simplificar a nota¢do, denotamos uma arvore (<7, g, p,C,<) apenas por <. Podemos

=

2
I

=

estender a ordenacdo parcial para uma ordenacao total dentro de cada geragao, isto é, ordenando
cada o7, sendo <7, a k-ésima geracdo de .o/, onde

o ={acd|gla)=k}.
E dessa forma, as drvores satisfazem a propriedade adicional
(T7) a ordenag@o < ordena linearmente toda a arvore, isto €, € uma ordem total.

Pode-se pensar em um elemento mie o € .o na k-ésima geragdo de &/ como gerando os
elementos filhos B com B € C(&) C o 1. O elemento raiz p ndo possui mae.
Definicao 5.1.3. Definimos uma folha como um elemento sem filhos, isto é:

Cla) sea¢?

{a} seacZ.

Cl(OC) =

Sendo .Z o conjunto de folhas em .o7.

Definimos as fung¢des poténcia C”, e respectivamente C}', de forma andloga a defini¢ao das
funcdes poténcia p” (5.1). Note que paran € N

(@) =C"(a) |J




5.1. Definigées Iniciais 55

Definicio 5.1.4. Seja (X, X, 1) um espago de medida e 7 uma arvore. Uma familia indexada
{Xo | @ € o}

em X é uma particao encaixada de X, com respeito a arvore .7, se cumpre as seguintes

propriedades

(P1) Xy N X, =0, seg(on) =g(a) e o # a;
(P2) XeN Xp =0, sepc.a/ e p'(a)#p paracadan > 0;

(P3) Se o ndo é uma folha, X, pode ser escrito como a unido disjunta

Xa= |J Xg;
BeC(a)

P4 X =U{Xy | a e}
(P5) 6 ({Xe |0 € A}) =2

Definicao 5.1.5. Dada uma arvore o7, existem trés tipos de particdes encaixadas em relagdo a

ela:

e Tipol:pe o e u(X) < oo
e Tipo2: u(X) <o e pé¢ o,
e Tipo3: u(X) =0 e p ¢ .

Exemplo 5.1.6. Seja (X,X, 1) o espago de medida de Lebesgue em X = [0, 1). Considere a
arvore Tipo 1 (<7, g, p,C, <) sendo

o o ={(nk)|n=0,1,...e 1 <k<2"},
o p=(0,1),

o g((nk))=n,

o C((n,k))={(n+1,2k—1),(n+1,2k)},

o (n+1,2k—1) < (n+1,2k).

Defina X, 1) = [27"(k—1),27"k).

Exemplo 5.1.7. Seja (X,X, 1) o espaco de medida de Lebesgue em X = R. Modifique a arvore
do Exemplo 5.1.6 considerando n,k € Z, defina X, ;) de forma semelhante a0 Exemplo 5.1.6.

Nestes dois exemplos, cada X, ;) possui dois filhos. Este exemplo € do Tipo 3.
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Exemplo 5.1.8 (Arvore Logaritimica). Seja M = {1,2,...,m} para algum m € N. A éarvore

Hog €m M € unicamente determinada pelas seguintes propriedades:

1. Possui [ geragdes (0,---,/—1), onde 272 «em< 2L,

2. Cada elemento de .%7,, € um conjunto de nimeros inteiros consecutivos de M.
3. Possui um elemento raizp =M e g(p) = 0.

4. A (I—1) geragdo consiste das folhas {{1},{2},...,{m}}.

5. Cada elemento de .7, com cardinalidade maior que 1 possui dois filhos, e a cardinalidade
do filho mais jovem € igual ou uma unidade menor do que a cardinalidade do filho mais

velho.

Assim se tomarmos, por exemplo, M = {1,2,3,4}, teremos:

{1,2,3,4}

N

{1,2} {3,4}

}/l N

{1 {2} {3} {4}

Exemplo 5.1.9 (Arvore Linear). Seja M como no exemplo anterior. A arvore .2, em M é

Unica e determinada pelas seguintes propriedades:

1. Possui m geracdes (0,...,m—1).

2. Cada elemento de %%, é um conjunto de nimeros inteiros consecutivos de M.
3. Possui um elemento raizp =M e g(p) = 0.

4. A (m— 1) geragdo consiste das folhas {{1},{2},...,{m}}.

5. Cada elemento de .o7};, com cardinalidade maior que 1 possui dois filhos, e a cardinalidade

do filho mais jovem é 1.
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Assim se tomarmos, por exemplo, M = {1,2,3,4}, teremos:

{1,2,3,4}

TN

{1} {2,3,4}

J

{2} {3,4}

L

{3} {4}

Observacao 5.1.10. As drvores construidas nos dois dltimos exemplos sdo exemplos do Tipo 1
e serdo usadas na construcdo geral de wavelets. O nome "logaritmico"vem do fato de que a lei da
construcdo do nimero de geracdes se comportar como o logaritmo de #M; j4 o nome "linear"é

dado pois o ndmero de geragdes € proporcional ao nimero de elementos de M.

Lema 5.1.11. Todo espaco de medida completo, separdvel e o-finito, possui uma parti¢ao

encaixada.

Demonstragdo. Para demonstrar o lema, construiremos uma particdo encaixada utilizando

conjuntos de medida finita e explorando a completude do espaco de medida.

Como o espacgo € separdvel, existe um subconjunto denso e enumerdvel D. Vamos denotar D

como {xy,xp,x3,...}.

Dado que o espaco € o-finito, podemos escrever o espaco como uma unifo contavel de conjuntos
de medida finita: X = |J;; A;, onde A; tem medida finita.

Para a construcao da parti¢ao encaixada, definimos uma sequéncia de conjuntos da seguinte

Bi=A;\ (ZUAj>
j=1

Note que B; é uma parte finita de A; e B; B = 0 para i # j.

forma:

Agora, podemos definir uma parti¢do encaixada {C;} onde
Ci=BiUByU...UB;

Essa particdo € encaixada porque C; C C; 1 para todo i.

Pela o-finitude, a medida de cada conjunto A; € finita. Além disso, a medida de B; € a diferenca
finita entre a medida de A; e a medida dos conjuntos anteriores, entdo B; também tem medida

finita. Portanto, a medida de C; € finita.

Como o espaco é completo, a unido de C;’s (ou seja, |J;—; C;) pertence ao espaco de medida e

tem medida finita. Isso implica que | J;- C; pertence a o-dlgebra do espaco de medida.
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Portanto, construimos uma particdo encaixada em um espaco de medida completo,

separavel e o-finito. U

5.2 Construcao das Wavelets

Para a construg@o das wavelets, precisaremos de um espaco de medida (X, X, i), uma
drvore ./ e uma parti¢do encaixada {Xy | o € o/} de X com respeito a 7. Considere também

as fungdes escada { @y } o v definidas por:

0o = ﬂ(Xa)_l/pIXm

Definicao 5.2.1. Considere o conjunto:
G(a) = {(a,8) € {o} x Ay | #C(C) = 2},

Definiremos o conjunto dos indices para a indexagdo das wavelets como uma unido disjunta de
todos G(«), para todos o € o7. A construgéo dessa familia de conjuntos foi feita com intuito de

que as wavelets sejam suportadas em X, e constantes em Xg, em que § € C(a).

Além disso, a drvore <7y é ou i, (5.1.9) ou o (5.1.8) e o conjunto G(&) contém no
maximo m — 1 elementos (m = #C(a)). Isto €, construimos uma sub-arvore entre as filhas de a,
enumerando-as com i € M = {1,2,...,m}, sendo f; < B;+. Assim, podemos definir o conjunto

de indices K como:

K*= ] G(a).

acd

Observacao 5.2.2. Note que o elemento raiz ndo estd incluso no nosso conjunto de indices

criado acima, dessa forma o conjunto completo de indices é dado por
K=K"U{p} com yp=0p=n(X)"/"1y.
Exemplo 5.2.3. Tome .2/ como a arvore logaritmica do Exemplo 5.1.8 e tome:

= {{1,2,3,4},{1,2},{3,4} }.

Dessa forma teremos:

e Se tomarmos ¥ = (&, {1,2}), teremos Py = U;jc(1y Xg,, Ny = Uic(2) Xp:-

i Agora se Y= (a7 {1725374})9 entao PY = UiE{l,Z}Xﬁiv N}’ = Ui€{3,4}Xﬁi'
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{1,2,3,4}

N

{1,2} {3,4}

}/l N

{2} {3} {4}

Figura 17 — Exemplo 5.2.3

IS

Definicao 5.2.4. Definimos como wavelets assimétricas de Haar, as fun¢des na forma

lp, 1y, )
_ — : 52
v ”Y<u<Py> 1Ny o2

para Pye Ny €=} com, Yy € K e ny como normalizador de y, em L”. Como a norma de uma

1/p
£l = ( [1sraw)

e como estamos trabalhando com funcdes indicadoras, note que € facil ver que o fator normaliza-

funcdo f em L? é dada por

dor ny em L? € dada por

ny = (1(P)' 7+ p(Ny) 7).

1.2

0.8

0.6

04

02

-0.1 0 0.1 0.2 0B 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.1

Figura 18 — Exemplo de wavelet assimétrica de Haar



60 Capitulo 5. Wavelets Assimétricas de Haar

Observacao 5.2.5. Note que cada elemento de .27); tem no maximo dois filhos. O elemento

y=(a,{) € G(a) gera uma wavelet y, conforme em (5.2) com

Py = UXﬁH e Ny= UXﬁi’

i€g i€k

em que &) e §; sdo os dois filhos de .

Dessa forma, podemos construir o seguinte conjunto:

¥={yy|yeK}. (5.3)

5.3 Propriedades

Podemos ver pela definicdo, que as funcdes em W (5.3) sdo normalizadas. Agora, observe que

para cada y € K*,
/X Wy di =0, (5.4)

Além disso, se y1 e p» estdo em K, entdo

/X Yy Yy du =0, (5.5)

pois se Yy, € Yy, ndo possuem suportes disjuntos € y; < %, entdo Y, € constante no suporte de
yy,. Se o € &/, entdo

span{¢g | B € Ci()} = span{a, Yy | v € G(a)}. (5.6)

Note que podemos estender essa propriedade para todas as geracoes, pois se i € N, entdo:

i—1
re U G(Q(cx))} (5.7)

j=0

span{¢g | B € C;(a)} = span {¢)a, Wy

Lema 5.3.1 (BILLINGSLEY, 1995)).
L?P = span ®. (5.8)
sendo®={ ¢y | 0 € o7 }.

Lema 5.3.2.
span ¥ = 7.

Demonstragcdo. Como a inclusdo span W C L? € trivial, para provar a igualdade, fixamos uma

fungdo indicadora 1x; € L? com 0 € . De acordo com (5.8), € suficiente mostrar que

lx; € span'?. (5.9
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Se 8 = p, entdo (5.9) vale. Dessa forma, considere & # p. Seja o € .«7 na forma o = p’(8) para

algum i > 0, juntamente com a func¢do correspondente

p(Xs) Iy
pu(Xe)

ﬁ:1X3_

Para mostrar que f; estd em span ¥, considere (5.7) com os mesmos « e i deste argumento.
Claramente, f; esta no conjunto no lado esquerdo e, pela igualdade, também estd no conjunto
do lado direito. Note que f; € Wy possui uma integral nula, enquanto ¢¢ nao tem, logo podemos

afirmar que f; ndo possui uma componente em @y. Assim,

i—1

VA4S U G(Cj(a))} C span'V.

J=0

/i € span { Yy

Note que p;(6) = p eventualmente para algum i e assim concluimos que 1 x, € span't.

O

Defini¢sio 5.3.3. Dado um espago de medida (X, X, i), chamamos de &tomo um conjunto A € X
mensuravel, que possui medida positiva e ndo contém nenhum subconjunto B, com p(B) > 0 de

forma que p(A) > u(B).

Definicao 5.3.4. Dado X; € X e uma sub-o-dlgebra Xy de £ que é gerado por uma parti¢ao
n={E,...,E,} de Xy (portanto, X \ Xy é um dtomo de X). Considere g € L'(X,X, ) com
suporte contido em Xj. Entdo, a esperanca condicional E(g | Xy) de g em relagdo a X é dada
por

1

E(g|Xo) = ;m/Egdu'lEn

~

observando a convengdo de que 0/0 ¢ 0.

Chamamos de martingale simples (em relagdo a uma sequéncia ndo decrescente {X;}} ,
de sub-o-dlgebras de ¥) uma sequéncia finita { f;}?"_, de fungdes simples com suporte finito que

satisfazem:

e f; € mensurdvel em relacdo a X; paral <i <n;

o E(fir1|%)=fiparal <i<n.

Sua correspondente sequéncia de variacdes/diferenca martingale {d;}} , é dada por

d; = fi — fi—1, onde fj € apenas a funcdo nula, e dessa forma

k
fe=Y di.
i=1
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Teorema 5.3.5 (Burkholder). Se {f;}?_, é martingale simples com respeito a uma sequéncia
ndo-decrescente {X;}"_, de o-dlgebras de X, entdo sua sequéncia correspondente de diferenga

martingale {d;}! , satisfaz

(5.10)

n
Y eicid
i=1

<(p*—1)
p

n
Z Ci di
i=1

p

para todo n € N e todas escolhas de ¢; € R e € = £1. Sendo p* = max{p, ¢}, em que %%— %] =1.

Demonstracdo. A prova deste teorema pode ser encontrada nas referéncias (BURKHOLDER,
1984), (BURKHOLDER, 1985), (BURKHOLDER; PARDOUX; SZNITMAN, 2006). O

Teorema 5.3.6. Se (X, X, i) ndo é puramente atdmico, entdo a constante de base incondicional

para qualquer base incondicional de L” (X, X, ) é pelo menos (p* — 1), onde p* = max{p,q}.

Demonstragdo. (BURKHOLDER, 1982), (OLEVSKII, 1975) O

Lema 5.3.7. Fixe um subconjunto finito {%}?_, de K que satisfaga y; > p» > ... > %,. Escolha

Xo € " de forma que sup ¥, C Xy para cada i. Considere as parti¢des correspondentes
i ={Py , Ny, Xo\ (P, UNy)}

de Xo e definaX; = o ({m; | 1 < j <i}), a o-dlgebra gerada pela parti¢do ;. Entdo:

1. vy, € mensurdvel emrelacdoa X; parai=1,...,n.

2. E(l//%.+1 |Z,-):Oparai:1,...,n—l.

Demonstragdo. Observe que a validade da primeira propriedade decorre do fato de que vy,
permanece constante em cada um dos conjuntos Py, Ny, e Xo \ (Py, UNy,). Isso implica que a

fungdo € X;-mensurdvel.

Para demonstrar a segunda propriedade, consideremos i pertencente ao conjunto {1,...,n—1} e

E(yy,,|X;). Observamos que um dtomo A C Xy de X; assume a forma:

m i
A=Ak, com AgeJ{ Py, Ny, Xo\(P,UNy) }
k=1 j=1
em que Y41 < yjpara j=1,...,i. Se Y41 < Y € G, entdo Py (e analogamente para Ny e Xp \
(PyUNy)) estd ou disjunto do suporte de yy,,, ou o contém. Além disso, [y Wy, du é zero.
Portanto,

E(W’)/H.] ’ Zl) = 07

como queriamos.
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Agora, dada uma drvore 7. Seja {Xy|o¢ € o/} uma parti¢do aninhada de X com respeito a .o

Dessa forma, existem wavelets ¥ em X, e assim podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 5.3.8. As wavelets ¥ formam uma base incondicional normalizada para L?(X,X, 1),

com K,(¥) < (p* —1). Se L? nao for puramente atomico, entdo K,(¥) = (p* —1).

Demonstragdo. Pelo Lema (5.3.2) e Teorema (5.3.6), perceba que basta mostrar que (C2) vale

com K, = p* — 1 para o conjunto ¥. Como X € a unido disjunta dos X, para qualquer f € L?

A5 =X 1/ e l5-

acyo/

Além disso, para cada y € K

vy seyeG(a),

ll/?’lXa =
0 seyé¢G(a).

Mantendo a notagdo anterior, fixe uma colegéo finita I' C K e ordene I"' = {7}, de forma que
1 >7% > ... > Y. Sejam {m;}! | e {¥;}}_, como na afirmagdo do Lema (5.3.7). Pelo Teorema

(5.3.5), basta mostrar que a sequéncia { f;}"_, dada por

fi= Z Yy,
j=1

¢ uma martingale simples com relagdo a {X;}} ;.

O Lema (5.3.7) garante que cada f; é X;-mensurdvel. Se i < n, entdo pelo Lema (5.3.7) e pela
linearidade do operador de esperanca condicional

E(f,-+1 ‘zi) —E<f,~ zi) :E(qu1 zi) —0.

Como f; é X;-mensurdvel, f; = E(fi|%;). Portanto, E(fi+1|%;) = f;, como necessdrio.

Zi) =E (fz‘+1 — fi

5.4 Base Dual

Para conseguirmos definir o que seria uma andlise de multiresolugdo para as wavelets

assimétricas de Haar, antes precisamos definir as propriedades do espago dual.

Como o L? é reflexivo, sabemos que as as fun¢des coordenadas {yy | ¥y € K} da base
incondicional ¥, formam uma base incondicional para o espago dual L, (X, X, it). Além disso,

temos que a familia de fungdes coordenada y, sdo unicamente determinadas pela condi¢do

<‘V}’1 ) IT/Y2> = 5727/1 .
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Dessa forma, se temos f € L” e g € L4, entdo:

=Y Ly e g=) (Vg Wy

ek YeK

em que a convergéncia é incondicional. Por (5.5), podemos afirmar que Yy é um miltiplo de v .

Célculos diretos mostram que se Y € K* entdo

w1y~ o)

em que:

e se p € K entdo

Segue-se do Teorema 5.3.8 que
< Wllo <207 —1) para yEK.
Se y € K\ K*, entdo ||yy||, = 1. Agora, para um ¥ fixo em K*, definimos sua norma em

L1(X,X,u) da seguinte forma:

~ ~ _ PN |
19 llg = iy (e (Py) 7 + (V) =) 1,

0 que ndo necessariamente € igual a um. Vamos examinar isso mais de perto. Defina

1 (Py) W
. N(N:) e N(p,r)=|wylq-

Assim, conseguimos reescrever N(p,r) como:

N(p,r) = (147021 ) (147

E assim, podemos escrever algumas propriedades para N(p,r), as quais valem para 1 < p < oo
e 0<r<oo:

1. N(p,r)=N(q,r)

2. N(p,r)=N(p,1/r)

3. N(p,1)=N(2,r)=1

4. 1< N(p,r)<2

5. Para qualquer valor fixo de p, lim, . N(p,r) =1,

6. Para qualquer valor fixo de 7, lim,_ N(p,r) = 2(1 +r1)71.
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5.5 Analise de Multiresolucao

Como vimos nos capitulos anteriores, as wavelets sao definidas como translacdes e
dilatacdes de uma fun¢do. No entanto, quando se trabalha com parti¢des arbitrarias e medidas ndo
invariantes a translacdo, as wavelets ndo podem ser representadas dessa maneira. Neste caso, elas
se enquadram no conceito de "wavelets de segunda geracao", as quais mantém as propriedades
desejdveis das wavelets, como a andlise de multiresolugdo e algoritmos de transformacao, mas
ndo possuem mais a estrutura de translacdo e dilatacdo. Nesta se¢do, mostraremos como construir

uma andlise de multiresolugdo para as wavelets assimétricas de Haar, partindo desse conceito.

Definimos dois novos conjuntos da seguinte forma:

S(y=Cla) se yeGla) e S(B)=G(a) se pella)

Lembrando da relag@o entre os conjuntos em (5.6), temos que a base
{¢p | B €Ci(r)} possui uma base dual da forma {¢g | B € Ci(a)},
em que temos a relagio de gﬁﬁ ser um miltiplo de ¢g e também Hgﬁﬁ | =1, enquanto a outra base
{daWy|y € G(@)} possui uma base dual da forma  {@q, ¥|y € G(a0)},

em que Yy € como na definimos no capitulo anterior. Dessa forma, podemos construir algumas

relagdes entre as duas bases acima da seguinte forma:

(R1) parax € &7 e y € G,

du= Y, haplp ©  Wy= Y gy pdp

BeCl(a) BeS()

onde

hop={(9a,P8) €  gyp={(Vy.0p)

(R2) para 8 # p,

0 =hp(B,B)0pp) + Y., ErpVy
yeS*(B)

onde
hap=(9p.0a) €  &yp="{0p W)

Agora, para k € g(.o7), definimos Gy, = {y € G* | g(y) = k} e consideramos os subespagos Vj e
W de LP, em que
Vi =span{¢g | B € %'},
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Wy =span{yy|y € Gi}.

Observe que as funcdes indicadas ndo apenas geram, mas também fornecem uma base incondici-

onal para esses subespagos. A base dual para essa base de V € dada por

{¢p|B €.},

enquanto a base dual para essa base de Wy, € dada por

{Wyly e Gi}.

Ao visualizar ¢7," — 1U .27 como uma floresta de duas geragdes, segue-se que

Vi=Vi—1eW,—1 (5.11)
e que Vj possui outra base

{9a|a € o —1}U{yy|y e G —1}

com base dual
{Po | € ' —1}U{Py|y € G —1}.

Uma funcdo f € V; tem uma representacio como

f=Y agpg com ag=(f dp). (5.12)

Besf

E pela representacdo de V; dada em (5.11), podemos reescrever:
=Y audat Y cyuy (5.13)
aca’—1 YeGr—1
com
ag = (f,9a) € cy={(f V).
As relagdes entre as diferentes representacdes derivam de argumentos simples de dlgebra linear.

Para simplificar a notacdo, suponha que a floresta ndo tenha folhas; na verdade, substitua cada

a7, por <. Combinando (5.12) e a relagdo (R2) e identificando os coeficientes, obtemos

ag= Y, hgpag e cy= Y &ypag (5.14)
BeC(a) Bes(y)

onde g(B) =ke g(a) =g(y) = k— 1. Da mesma forma, combinando (5.13) e a relagdo (R1)

obtemos

ag =hy(B,B)ay(B) + Y. &yBcy (5.15)

res*(B)
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Considere a funcao f pertencente a um espaco V,, com n constante. Com os coeficientes
da fungdo de escala ag, onde g(f3) = n, € possivel utilizar a férmula (5.14) de maneira recursiva

para calcular todos os coeficientes da wavelet ¢y nas geragdes anteriores, onde

Quando g(y) < n, € possivel fazer o inverso, usando os coeficientes a, com g(¢t) =m
juntamente com todos os coeficientes de wavelet ¢y, onde m < g(y) < n. Isso nos permite, de
forma recursiva, empregar a formula (5.15) para encontrar os coeficientes ag na geragio mais

jovem, onde g(f3) = n.

Essas operacdes compdem o que € conhecido como a "transformada rdpida de wavelet".
Dado que todas as somas na transformada sdo finitas, para a implementacao de um algoritmo
computacional, basta construir uma estrutura de dados com formato de drvore que atenda a todas

as propriedades de arvore descritas ao longo deste capitulo.
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