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RESUMO

SILVA, 1. V. C. Ultradistribuicoes no toro e aplicacoes em certas equacoes diferenciais
parciais . 2023. 92 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

O objetivo deste trabalho € estudar certas equacdes diferenciais parciais nos espacos de funcdes
ultradiferencidveis no toro N-dimensional. Primeiro, vamos introduzir estes espacos, conhecidos
como classes de Denjoy-Carleman, e seus espacos duais cujos elementos sao as ultradistribuigoes.

Vamos caracterizar fungdes ultradiferencidveis e ultradistribui¢des via séries (parciais) de Fourier.

Assim, seremos capazes de estender o Teorema de Greenfield-Wallach que descreve a hipo-
eliticidade de uma classe de operadores de coeficientes constantes dados por Py (D;,D;) =
Dy — oD, oo € C. Uma outra aplicagdo da teoria serd o estudo da resolubilidade no contexto
das classes de Denjoy-Carleman de classes de campos vetoriais complexos definidos em R x S,
dados por ¥ = % + (a(x,t) + ib(x,t))%, b # 0, numa vizinhanga do conjunto {0} x S!.

Palavras-chave: Funcdes Ultradiferenciaveis, Ultradistribuicoes, Séries de Fourier, Hipoelitici-
dade, Resolubilidade.






ABSTRACT

SILVA, 1. V. C. Ultradistributions on torus and applications in certain partial differential
equations. 2023. 92 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Cié€ncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

The aim of this work is to study certain partial differential equations on the N-dimensional
torus spaces of ultradifferentiable functions. First, we will introduce these spaces known as
Denjoy-Carleman classes and their dual spaces whose elements are the ultradistribuitions. We

will characterize ultradifferentiable functions and ultradistribuitions via Fourier series.

So, we will be able to extend the Greenfield-Wallach theorem that describes the hypoelicity
for a class of constant coefficient operators given by Py (Dy,D,) = D1 — aD>, o € C. Another
application of this theory is the study of solvability in the context of Denjoy-Carleman classes of
classes of complex vector fields defined on R x S', given by . = % + (a(x,t) +ib(x,t)) aa—x, b#
0, near the set {0} x S'.

Keywords: Ultradifferentiable Functions, Ultradistributions, Fourier Series, Hypoellipticity,
Solvability.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Uma grande questdo do estudo de equagdes diferenciais parciais € verificar se certa
equacgdo possui ou ndo alguma solugdo. Para isso € preciso determinar 0s espacos em que as
solucdes podem ser definidas. Assim, surge a importancia de investigar classes intermedidrias

entre o espaco das fungdes analiticas e o espago das funcdes suaves.

Seja N € N e considere TV = RV /27ZN o toro N-dimensional. A classe das funcdes
analiticas em T, denotada por C®(T"), pode ser caracterizada de acordo com o crescimento das
derivadas das fun¢des. Mais especificamente, f € C7 (TN ) € analitica se, e somente se, existem

constantes C, R > 0 tais que

ID%f(x)] <C-R¥.|a!, ¥x e TV, Vo € ZV.

Quando propriedades de um operador diferem nos contextos C® e C* é natural analisar
tais propriedades no contexto das classes Gevrey, veja por exemplo (RODINO, 1993). Dado
s > 1, dizemos que f € C*(TV) pertence a classe das fungdes s-Gevrey, denotada por 4°(TV),

se existem constantes C,R > 0 tais que
: N N
IDYf(x)] < C-RY . |a|t*, vx e TV, Vo e ZV.
Observe que ¢! (TV) = C®(TV). Por outro lado, sabe-se que

c®(TV) ¢ (5 (TY).

s>1

Além disso, é possivel exibir subespacos de C*(T") que contém elementos que nio sio

sdo analiticos em nenhum ponto, mas satisfazem a propriedade de continuacdo analitica, isto &,
x0 €TV e D*f(xg) =0,V € Z, — f=0.

As classes que satisfazem essa propriedade sdo chamadas quase-analiticas. Contudo, essa condi-
¢do nio é satisfeita para qualquer ¢*(TV) com s > 1. Assim, somos levados ao estudo de outras

classes intermedidrias, chamadas classes de Denjoy-Carleman, que abrangem as classes Gevrey.
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No Capitulo 2 deste trabalho definiremos as classes de Denjoy-Carleman a partir de
sequéncias numéricas. Este capitulo esta baseado em (VICTOR, 2021). Na Sec¢ao 2.1 descre-
veremos as sequéncias de pesos e na Secdo 2.2 as classes de fungdes associadas a elas, cujos
elementos serdo chamados de fungdes ultradiferencidveis. Na Secdo 2.3 estudaremos a de-
monstracdo do Teorema de Denjoy-Carleman, em (RUDIN, 1970), que caracteriza os espacos
quase-analiticos de acordo com a sequéncia a qual ele € associado. Por fim, na Secdo 2.4, daremos

uma breve introdugdo sobre a topologia desses espacos.

O Capitulo 3 traz uma importante ferramenta para o estudo de equagdes diferenciais
parciais no ambiente periddico: a caracterizac¢do de funcdes via séries de Furier. Estabelecidos
os espacos de fun¢des ultradiferencidveis, na Secdo 3.1 definiremos os seus espacos duais,
conhecidos como espacos de ultradistribui¢des. Nas Secoes 3.2 e 3.3 caracterizaremos funcdes
ultradiferencidveis e ultradistribui¢des via séries (parciais) de Fourier, como feito no Capitulo 2
de (VICTOR, 2021).

A partir do Capitulo 4 traremos algumas aplicag¢des dessa teoria. Em (VICTOR, 2021)
foi estendido o Teorema de Greefield-Wallach (GREENFIELD; WALLACH, 1972) para o
contexto das classes de Denjoy-Carleman. Com base nisso, na Secdo 4.1 trataremos do estudo

da hipoeliticidade de operadores da forma
Pa(Dl,Dz) =Dy—aD;, aeC,

de acordo com propriedades numéricas de . Ja na Secao 4.2 veremos de que forma se relaciona

a hipoeliticidade de Py em duas classes distintas.

Finalmente, também aplicaremos a teoria ao estudo de resolubilidade no contexto Denjoy-
Carleman. Estenderemos os resultados de (ARAUJO; BERGAMASCO; SILVA, in press) a
respeito da resolubilidade Gevrey de um campo vetorial complexo definido em Q = R x S! do
tipo

0 ) d
L = 5 + (a(x,t) —l—lb(x,t))a, b#0,

onde a e b sdo fungdes ultradiferencidveis a valores reais. Para isso, precisaremos munir a

sequéncia de pesos com propriedades mais fortes do que pedido anteriormente.
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CAPITULO

CLASSES DE DENJOY-CARLEMAN

O nosso objetivo neste capitulo € descrever as classes de fungdes ultradiferencidveis,
conhecidas como classes de Denjoy-Carleman. Antes precisaremos tratar de sequéncias de pesos.
Estudaremos propriedades importantes desses espacgos e introduziremos a topologia da qual

serdo munidos.

2.1 Sequéncias de pesos

Definiremos as sequéncias de pesos com propriedades que serdo necessarias no decorrer
deste trabalho.

Definicao 2.1.1. Uma sequéncia de pesos € uma sequéncia de nimeros reais positivos .# =

{mn}nez, que satisfaz as seguintes condigdes:

M.1 (Condicao inicial) my =m; = 1;
M.2 (Convexidade logaritmica) m% <my_1-myy1, Vn > 1;

Mjtk

1/(j+k)
> < H, para algum H > 1.
m;j-mp

M.3 (Crescimento moderado) sup (
Jk

A condi¢do (M.2) € definida dessa forma por motivos técnicos e garante que as classes de
fungdes que serdo definidas a partir da sequéncia .# sejam fechadas para inversio e composicao
(veja os Teoremas 2.2.5 e Teorema 2.2.7). Ja a propriedade (M.3), também conhecida na literatura
por "Estabilidade sob Operadores Ultradiferencidveis”, € suficiente (embora nio necessaria)

para garantir que tais classes sejam fechadas em relacdo a diferenciagdo (veja Teorema 2.2.14).

Vejamos alguns resultados técnicos decorrentes de (M.2).

Proposicao 2.1.2. Se {m,},cz, é uma sequéncia de pesos, entdo a sequéncia dada por (my)'/",

paran € N, é ndo decrescente.
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Demonstragdo. Considere a sequéncia { @, },cz, dada por @, =logm,. Como {m, },cz, €éuma
sequéncias de pesos segue que Wy = @ = 0 e, por (M.2), para cada k € N,

20y = log(myg) <log(my_y -myy1) =logmg_y +logmyy = O+ Or. (2.1

Suponha valido
p
wp < (m) Op+qs VP,q € L, com p+q #0. (2.2)

Entdo, para cadan € N, tomando p =ne g = 1, temos
logm,, < logmy, 41

<= = log[(m)"] <logl(ma 1)) = ()" < () VD,
n n

Logo, {(m)"/"} nen é ndo decrescente.

Provemos a afirmacgdo (2.2) por indug¢do em p e g. Quando p = 0 ou g = 0, € claro que o

resultado € valido. Quando ¢ = 1 mostremos por inducdo em p que

4
<|— VpeN. 2.3

Observe que se p = 1 o resultado segue de (2.1). Agora, suponha (2.3) vélido para p = k.
Novamente por (2.1) e pela hipétese de indugdo, temos

W12 | O _ Oy ko \ Ot k+1
O < —+ —< = W1 < | ——= ) 0o
k1 S 5= T 5 S5 +(k+1) 7 k+1_(k+2 e-+2

Agora, suponha por indugdo que (2.2) vale para ¢ = n, Vp € N. Entdo, segue de (2.3) que

p p p+n p
0, < w < Dpipr1=|———— | Oprn+i1-
p_<p+n) p+n_(p+n) <p—|—n—|—1> p+n+1 (p+n+l) p+n+1

Como queriamos demonstrar. O]

Segue diretamente da Proposi¢@o 2.1.2 o seguinte coroldrio:
Corolario 2.1.3. Toda sequéncia de pesos € nao decrescente.
Proposicdo 2.1.4. Se .# = {my},cz, ¢é uma sequéncia de pesos, entdo

My - My <my, Vken € Zy, n > k. 2.4)

Demonstragdo. Considere w, = logm,, Vn € Z, como na demonstracao da Proposicdo 2.1.2.

Se p < g, segue de (2.2) que

P
(DPS—'(Dq.

q
Logo, para todo n,k € Z, com n > k, temos

k n—k
log(mk : mnfk) =0+ 0y < f_l 0y +

- Wy = @, =log(my).

Portanto, vale (2.4). O
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Agora, vejamos alguns exemplos de sequéncias deste tipo.

Exemplo 2.1.5. Dado s > 1, a sequéncia definida por m,, = (n!)sfl, paracadan € Z., € uma

sequéncia de pesos. De fato, vale mg =m; =1¢e

Mut gt (=D (a4 1) (n+1)“

= > 1.
m2 (n!)26=1) n !

Além disso,

. s—1 . s—1
(—mf”‘ ) = ((J+k)!> = <J+k) <2UHRG=1 ) v ke Z,

mj - my j!~k! k

e, portanto,
, 1/(j+k)
sup (M> <2571

jok N1y
Em particular, quando s = 2 temos
(jHk) <2tk 1kl VikeZ,. (2.5)
A desigualdade (2.5) serd util nas demonstracdes ao longo deste trabalho.

Exemplo 2.1.6. Dado ¢ > 0, a sequéncia definida por m,, = [In(n+e — 1)]°", paracadan € Z,

¢ uma sequéncia de pesos. De fato, vale (M.1), pois
my = [In(e—1)]° =1em; =[In(e)]° = 1.

Agora, note que

Mp—1 Mgl ([ln(n— 2+e)]" ! [In(n+e)]" ! > o
my [In(n+e— 1)

([ln(n—2—|—e)]”‘1 . [In(n +e)]"+! )G

In(n+e—1)]" [In(n+e—1)") °

Definindo f : [1,4c) — R por

[In(x + )"
In(x+e—1)]*

ST (f(fa(i)w)o'

Assim, para concluir que vale (M.2), basta mostrarmos que f é ndo decrescente.

flx)= =exp[(x+1)In(In(x+e¢)) —xIn(In(x+e—1))],

podemos escrever

Observe que

x+1 X
(x+e)ln(x+e) ~In(ln{r+e—1)) - (x+e—1)In(x+e—1)]"

f'(x) = f(x) |In(In(x+e)) +
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Definindo g : [1,4e0) — R por

x
(x+e—1)-In(x+e—1)’

g(x)=In(In(x+e—1))+

obtemos f/(x) = f(x) - [g(x+ 1) — g(x)]. Como

(x+2e—2)-In(x+e—1)—x
[(x+e—1DIn(x+e—1)2 ’

g(x) =

concluimos que g é crescente e, portanto, f'(x) >0 Vx > 1.

Resta verificarmos (M.3). Observe que a fung¢do ¢ decrescente para x > e. Assim,

se j,k € N, temos

mice  [In(j+k+e—1)]% [In(j+k+e—1)7
mi-me | In(j+e—1) In(k+e—1)
. 1107 . 170k
< ]—Ijk-l-e 1 ']-l-k—l-e 1 2.6)
jte—1 k+e—1
_ k cj ] ok
= |1+— |14+—L
][]
1 X
Defina h(x) = (1 +— ) =M+ para x > 0. Afirmamos que / é crescente. De
x
fato, dado x > 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (x,x+ 1) tal que
1 1 1 1
ln(x+1)—1n(x)zz(x+1—x) = In (xj; ) =20

Logo,

h/(x) — exln(l+l/x) (ln (1 _’_1) _ 1 ) Z 0
X x+1
J

Assim, como & é crescente e h(x) — e, temos h(x) < e, Vx> 0. Se x = o
X—so0

k oj kokx 1xkO'
R (I
jte—1 j X

Analogamente, obtemos

Logo, segue de (2.6) que

Ul

mi NV

e, portanto, sup _ <e®.
jkeZ, \Mj-my
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2.2 Funcoes ultradiferenciaveis

Estabelecidas as sequéncias de pesos, estamos prontos para definir as classes de fungdes
ultradiferencidveis, de acordo com o comportamento de suas derivadas. Na maior parte deste

trabalho, estudaremos essas classes no toro N- dimensional, TV = RV / 217N, para N € N.

No que segue utilizaremos a seguinte notacdo de multi-indices: dado N € N, para

x=(x1,...,xny) €E RN e @ = (a,..., an) € ZY, consideramos
0y

la=a;+..+ay, al=al.ay! e x*=x]"x.x8

Também denotamos

J
aa = 8x01‘1 8x02‘2...8x‘i‘”, onde an = x,
J
€
o __ Nl no oy _
D™ =Dy!Dy?...Dy", onde Dy; = l—axj.

Além disso, assumiremos em C*(R") a férmula de Leibniz:
o _
I*(py) =Y ( ) 0% Po-oly.
B<a B

Definiciio 2.2.1. Seja .# = {m,},cz, uma sequéncia de pesos.

1. Dizemos que uma funcgdo f € C*(TV) ¢ ultradiferencidvel de classe {.#} se existem

constantes C,h > 0 tais que

ID*f(x)| < C-h¥ myg -t Vx € TV, Vo € Z.

2. Seja Q um aberto em R". Dizemos que f € C*(Q) é ultradiferencidvel de classe {.#} se

para todo conjunto compacto K C € existem constantes C, s > 0 tais que

ID*f(x)| < C-hl¥ -myg - !, Vx €K, Vo € Z1.

Denotamos o espaco das funcdes ultradiferencidveis de classe {.#} em TV (resp. em Q) por
& 4 (TN) (resp. & 4(Q)). Estes espacos sio chamados de classes de Denjoy-Carleman do tipo

Romieu.

Exemplo 2.2.2. Quando tomamos .# sendo a sequéncia de pesos do Exemplo 2.1.5, recuperamos
os espagos das fun¢des Gevrey de ordem s, para s > 1. Neste caso, denotamos & 4, (TV) por
«5(TV). Em particular, quando s = 1, 41 (TV) = C®(TV).

Fixada .# uma sequéncia de pesos, vejamos algumas propriedades da classe & 4 (TV).

Proposi¢io 2.2.3. & ,(TV) é um espaco vetorial que contém o espago das funcdes analiticas
reais C?(TV).
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Demonstragdo. Se f € C®(TN) =% (TV), existem C,h > 0 tais que
ID¥f(x)| < C-h¥.|al!, Vxe TV,
Como mjg > 1, Vo € 7Y, seque que
D% f(x)] < C-h myg - |a]!, Vx e TV

e, portanto, C®(TV) C & ,(TN).

Além disso, se f,g € & 4 (']I‘N) e A € C, existem Cy,C5,hy,hy > 0 tais que para qualquer
ac Z]X temos

IDYf(x)| < Cr B mig - |t Vx e TV e
D% (x)| < Co- B -y - at|!, Vx € TV

Assim, para cada x € T,

ID*(f+A8)(x)| < [D¥f(x)[+]A|- [D¥g(x)]
<q .h|1a| g a1 [A] ~Cz-h|2“| Mg |a!

< (MM 4 (2] Co- W) gyt
Tomando C = C; + |A|-C; e h = max{hy,h,} , obtemos
ID*(f +Ag)(x)| < C-hl% - myg - |ar]t, Vx € TV.
Logo, f+Ag € & 4(TN). O
Proposicio 2.2.4. & ,(TV) é uma subdlgebra de C*(TV).

Demonstragao. Se f,g € & 4(TV), existem Cy,Ca,h1,hy > 0 tais que para qualquer a € Z

temos

IDYf(x)| < Cr B mig - |l Vx e TV e

D% (x)| < Co-hY - myg - at|!, Va € TV,

Segue da férmula de Leibniz que

D% (f - g)(x)] = VD% f(x) - DPg(x)
9=\ L (ﬁ) ¢
<y (g) DB £(x)|- |DPg(x)]

p<ea

<) (g) (o mf P o mag gy o= BIY) - (Coohf -y 1B11)

B<a
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Tomando & = max{h;,h,} e usando a Proposicdo 2.1.4, temos

D)) = (€€ L (il Bl B

B<a

< (C1-Gy) - hlY] ) (a)m|a|-|a|!
B<o B
< (C1-Co)- (20)% gy - |ar]!
Logo, fg € & 4(TV). O

A condicao (M.2) nos permite mostrar, por (RUDIN, 1962, Teorema A), que o espago

& 4 (TN) é fechado para inversio:

1
Teorema 2.2.5. Seja f € & ,(TV) tal que inf |f(x)| > 0. Entdo, 7 € & 4(TV).
xeT

Demonstracdo. Seja f € & 4(TV) e considere as constantes C, i > 1 tais que

ID*f(x)| < C-HY g - al, Vx € TV, Vo € Z1Y.

Seja o = ian|f(x)|. Defina € = e uma sequéncia {r;} jcz, por
xeT

2C+o

&
h(mj)'/7’

Fixados xo € TN e aw € ZV, com |at| = k € Z_,, considere a funcio
+ ¢

B
0w - ¥ = f(.XO)xB, vre TV,

€ sua extensao

8Bf

Bl<k
onde z=x+iy e CV.

Observe que, para 1 < || < k, temos

p
D ;; fxo>| < CHPlimyg) < CHIB my) BI/%, 2.7)

em que a ultima desigualdade provém da Proposi¢do 2.1.2 que, por sua vez, é consequéncia de
(M.2). Se |z| < rg, decorre de (2.7) que

k
0(2)] > | (x0)| — Z >0 — cz (mg) /) 1B
=1 IBI=1 2.8)
Ce c
= B —0— - =
=0 CZe >0 - CZE o=

Bl=1
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Como 9 f(x0) = 9P 0(0) para todo 0 < |B| < k, temos d%(1/£)(xo) = d%(1/0)(0).
Além disso, observe que Qv‘yzo = Q e, portanto,

2P 0(0) = 27 0(0,0), paratodo 0 < |B| <k.

Logo, 9%(1/Q)(0) = 9%(1/0)(0,0).
N

Assim, usando a férmula de Cauchy no polidisco HD(O, r) temos
1

ID*(1/f)(x0)| = [02(1/f)(x0)| = [0%(1/Q)(0)] = |9%(1/0)(0,0)|
al

1
(2mi)V /|ZN|"k /|Z1 = Q(z)z]" i ...Z%NH

le...dZN.

Com isso, segue de (2.8) que

N lal
DU/ G 2 =5 (2] e

€

Logo, 1/f € & ,(TV).
O
Além disso, vejamos que o espago das funcdes ultradiferencidveis de classe {.Z} é

fechado para composic¢do. Para isso, faremos uso da férmula Faa di Bruno em varias varidveis:

Teorema 2.2.6. (BIERSTONE; MILMAN, 2004, Proposi¢do 4.3) Sejam f:V — R" e g =
(81,--,8p) : U = V,com U eV abertos de R" e R”, respectivamente. Para todo y € N"\ {0},

Dy(fog)(X) :Z a! ‘D“f(g(x)) ' <D51g(x)>k1 <D5/g(x)>ké 09
; Kk ’ '

! o! 0! Oy!

onde @ = ki + ... + k¢ e a soma ¢ feita em todos os conjuntos {9y, ..., &} de ¢ elementos distintos
de N\ {0} e todas as ¢-uplas ordenadas (ki,...,k;) € (NP\ {0})%, £ =1,2,3,..., tais que

¢
y=1 lkil&:.
i=1

Teorema 2.2.7. (BIERSTONE; MILMAN, 2004, Teorema 4.7) Sejam U e V abertos de R" e R?,
respectivamente. Sejam f € & 4(V) e g = (g1,...,8p) : U =V, onde cada g; € & 4(U). Entdo

fogE(o@///(U).

Demonstragdo. Seja K um subconjunto compacto de U. Entdo existem constantes C;,Ry,Cy, Ry >

0 tais que

DYf(y)| < Ci-R{ M- !, Vy € g(K), a € NP,
|D6gj(x)| SCQ-R|28‘ mys -6, VxeK, 6N, j=1,...,p.
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Segue do Teorema 2.2.6 que, para todo ¥ € N"\ {0} e x € K,

Prireg)l oy ot DA/, (D&g(x)>"l (Da/g(x)y
7! T kil k! o! 5,1 S\ T

ol lal 11| [k 15| [ke|
<Y Ok 'm|a|'<Cz'Rz 'm|61|> ---(Cz'Rz 'm|65|>
1l...kp!
[k1 | ke

! o 71
=G Zkl!...kg! (RiCo) R gy ey s

em que a soma é como no Teorema 2.2.6.

Pela condicao (M.2), temos que vale o seguinte (desigualdade de Childress, veja (BI-
ERSTONE; MILMAN, 2004, Corolario 4.5)):

151 BN 1.7
m|a| m|5]‘ m‘SA SWZM

Logo,

DY(f08)(x)] a! jal . gl
Tgclzkl!...kg!'(Rlcz) Ry myy-

Além disso, por (BIERSTONE; MILMAN, 2004, Lema 4.8), existem constantes C,R > 0

tais que

o! o K
L g (el <cr

€, portanto,
IDY(fog)(x)]

A
7 §C1C(RR2)‘ |M|M.

Logo, foge & 4(U).

]

A hipétese (M.3) das sequéncias de pesos é suficiente para garantir que o espago & 4 (TV)
também € fechado com relacdo a diferenciac@o. De fato, veremos que basta uma condi¢cdo mais
fraca para obter esta conclusdo. Antes precisamos estabelecer alguns resultados sobre comparacio

entre dois espacos ultradiferenciaveis de diferentes classes.

Definicao 2.2.8. Sejam .# e £ duas sequéncias de pesos. Dizemos que .#Z =< .Z se, e somente

1/n
ny
sup (—) < oo,
neZ, I

Se # XL e L <.#,denotamos A ~ L.

se,

Observacao 2.2.9. Como a relacdo < € claramente reflexiva e transitiva, ~ € uma relagcdo de

equivaléncia.
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Mostraremos que a relacdo < entre duas sequéncias equivale a inclusido dos espacos

associados a elas. Para isso precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.2.10. (THILLIEZ, 2008, Teorema 1) Dada uma sequéncias de pesos .#, existe um
elemento 6 em & 4 (T) tal que

10Y(0)| >m;-j!, VjeZ,.

. 1
Demonstragdo. Paracadan € Z, defina oy, = m"“—(n-i_) Note que a sequéncia {0, } ez,
m
€ crescente. De fato, por (M.2) temos "
Oyt 1 :mn+2-(n—{—2). my, Zmn+22.mn > 1.
(0 My4-1 Mpy41 - (l’l + 1) mn—H
Com isso, mostremos que
k—j
1 m;- j!
— <L VYjikeZ 2.10
((Xk) ekl + (2.10)
E claro que se j = k vale a igualdade. Se j > k temos
mj-j!_ m]]' 'mj_l-(j—l)!_ _mk+1~(k+1)!
mk~k! m]'_l'(j—l)! mj_z'(j—Z)! mk-k!
=012 ... O
k—j
> oc,g k= <i) :
Ok
Por fim, se j < k
mk-k!_ my - k! mk,y(k—l)! mj+1-(j—|—1)!
mi-jl oy (k=1)! my_o-(k—2)! 7 mj- j!
=0O—1 O3 ... O
< ock J,
Portanto, vale (2.10).
Agora, defina em T a funcao
Z -exp(2ioyx).

Para todo x € T a série acima € absolutamente convergente. Com efeito, usando (2.10) com
J=0,
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Estimando as derivadas de 6, decorre novamente de (2.10) que

> mk-k! . i .
10 (x)| < - (2ioy) - exp(2iogx)
sz) (Z(Xk)k
S k! mye !
<2/. :
= k;) 2% g k!
<2/ m;

NG
K
=

]

Teorema 2.2.11. Sejam .7 e . duas sequéncias de pesos. Entdo, & 4 (TV) C & (TV) se, e
somente se, # <X Z.

Demonstragdo. Suponha que .Z < .7, isto €, existe B > 0 tal que

’;ﬁ SB”, VI’IEZ+

n

Assim, se f € & ,(TV), existem constantes C,h > 0 tais que, para cada & € ZY,

IDf(x)| < C-h g - ||
<C-(h-B)* . Iy-|a!,Vx e TV.

Logo, f € & (TV).

Reciprocamente, mostremos por contrapositiva. Supondo .#Z A .Z, para cada k € N
existe ny, tal que

My > |
I, —

Pelo Lema 2.2.10, existe 6 € & ,(T) satisfazendo [8\))(0)| > m; - j!, Vj € Z. Defina a
fungdo @ : TV — C por ¢ = O o7y , onde 7y é a projecdo na primeira coordenada.

Pela forma que foi definida, ¢ € & 4(T"). Por outro lado, tomando a,, = (1,0, ...,0),

temos
D% (0)] = [0 (0)] > (m)! -y, > ()1 L, - k™.

Disso decorre

<|Dank<p<o>\)””k .

e, portanto, ¢ ¢ &y (TV). O
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Segue diretamente do Teorema 2.2.11 que a igualdade entre os espagos & ,(TV) e
Ex(TN) equivale a A4 ~ L.

Recuperando os espagos Gevrey, decorre do Teorema 2.2.11 o seguinte.

Exemplo 2.2.12. Se r < s, entio ¢"(TV) C 4*(TV). De fato, as sequéncias de pesos dadas por
M ={(n)"" 1} e L ={(n)*"'}, geram os espagos ¥’ (TV) e 4°(TV), respectivamente. Para
cadan € Z,

Como lim (n!))/" = o e r < s, temos
n—yoo

- n(r=s)/n _ ' NG=N/n — o
nlg{)lo(n) 0e nlg{)lo(n) .

Logo, # < .Z, mas . A . e o resultado segue do Teorema 2.2.11.

Em particular, como C?(TV) = ¢! (TV), cuja sequéncia de pesos associada é {1}, temos
para .# = {m;} que

& 4(TV) = CO(TV) <= sup (m;)'/7 < oo,
j>1

Dados .# = {my}ncz, uma sequéncia de pesos e k € Z, denotamos por .# k a sequén-
cia {m},cz, ., onde mk = m, ;. Utilizaremos a notagdo & ,«(T"), ainda que .#* ndo seja

necessariamente uma sequéncia de pesos.

Proposi¢do 2.2.13. Se a € ZY, com |a| =k e ¢ € & 4(TV), entdo D*¢ € & i (TV).
Demonstragdo. Sejam € ZN e x € T. Como ¢ € & 4 (TV), existem C,h > 0 tais que

D Po(x)| < C-h*Plmy g o+ B!
< (C-hlely. plPl gy g |0+ B!
< (€l - WP - (| + |B])!
< (C-hlely. plPl 'mfﬁl (2l B o1 B
= (C-H% o121 . (2. )Pl 'mf(ﬁl 1B
Logo, D*¢ € &, (TV). O

Finalmente, estamos aptos a mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.2.14. & ,(TV) é fechado com relagio a diferenciagio.

Demonstragéo. Pela Proposigdo 2.2.13, basta mostrarmos que & 4»(TV) C & ,(TV), para qual-
quer p € N.
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Mostremos que
. 1/j
sup (M) <o VpeN. @.11)

Como .7 é uma sequéncia de pesos, (M.3) implica que

Y
sup<@> < oo, 2.12)

=1\ Mmj

Suponha por inducd@o que o resultado vale para p = k. Entao

1/j 1/j 1/j

mjiin ) M\ myi\
sup | ——— <sup [ L sup | =
Jj=1 mj j=1 N\ Mtk j=1\ Mmj

1/j 1/j
m; m;
gsup( ]H) -sup(J—Hc) < oo,
jz1\ mj =1\ mj

Logo, vale (2.11) e segue do Teorema 2.2.11 que & 4»(TN) C & 4 (TV).

O
Observacao 2.2.15. Segue de (2.11) que para todo p € N, existe Cy,, > 1 tal que
: 1/j
sup (mm’> <Cppy- (2.13)
=1\ Mmj
Em particular, quando m,, = n!, como
. 1/j .
sup (ij) =sup(j+ 1)1/ =2,
j>1\ Mmj j>1
temos que para cada g € N existe uma constante By, tal que
; N\ 1/J
sup <@) <By,. (2.14)
j>1 J:

As desigualdades (2.13) e (2.14) serdo frequentemente usadas nas demonstracdes das préximas

secoes.

Observe que até aqui (M.3) poderia ter sido substituida por (2.12). Contudo, o cresci-
mento moderado das sequéncias de pesos também serd util no Capitulo 3 para a caracterizacao
de fung¢des ultradiferencidveis (e ultradistribuicdes) via séries de Fourier. Além disso, se .Z €
uma sequéncia de pesos, entdo a sequéncia {M;} jcz, , dada por M; = m; j!, satisfaz as condigoes
(1) e (2) de (KOMATSU, 1979):

1. M()ZMl =1;
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2. Existe uma constante A tal que

(My/q!)" 47" <AM,/p)/ 77D 2<q<p.

Com efeito, para 2 < g < p, temos por (M.3)
1/q
() =
mq_lml

mtll/(qfl) S Hq/(q—l) . m;/ﬁ(ilfl) é H2 .ml/(pfl) S H2 . ml/(pfl)

e, portanto,

onde as duas ultimas desigualdades seguem da Proposicao 2.1.2 e do Coroldrio 2.1.3, respectiva-

mente. Com isso, vale o Teorema da Fung¢éo Inversa para as classes & 4 :

Teorema 2.2.16. (KOMATSU, 1979, Teorema da Funcido Inversa) Se F = (fi,..., fy) é uma
fungdo ultradiferencidvel de classe {.#} de um aberto U C RY em um aberto V C R¥ (isto &,
todas as componentes f; sdo ultradiferencidveis de classe {.# }) e o Jacobiano

I(fi, s f) :det<8f,->

8(XI,...,XN) 8_xl

nio se anula em x° € U, entdo existe uma vizinhanga aberta Uy de x° em U e uma vizinhanca
aberta V) de yo =F (xO) em V tal que F restrita a Uy € um homeomorfismo em Vj e sua inversa é

uma funcdo ultradiferencidvel de classe {.# } em Vj.

Este resultado sera ttil no estudo da resolubilidade de classes de campos vetoriais no

Capitulo 5 (ver Proposi¢ao 5.2.2).

2.3 Classes quase-analiticas

Existem subespagos de C=(T") que contém elementos que nio sdo analiticos em nenhum

ponto, mas satisfazem a propriedade de continuacao analitica, isto &,
x0T e D%f(x))=0,Voo€Zy = f=0.

O Teorema de Denjoy-Carleman caracteriza as classes & 4 (TV) (ou & ,(Q)) que satisfazem
tal condi¢do. Nesta se¢ao, provaremos este teorema com base em (RUDIN, 1970). Para isso,

assumiremos alguns resultados.

Definicao 2.3.1. Definimos por H™ o espaco de todas as fun¢des holomorfas limitadas no disco

aberto unitario D = D(0; 1), cuja norma é dada por

|1/ 1l = sup|f(2)]-
zeD
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Teorema 2.3.2. (RUDIN, 1970, Teorema 11.20) Para cada f € H*, existe uma fun¢do corres-
pondente f* € L*(dD), definida em quase todo ponto por

() = lim f(re').
r—1
Além disso, vale || f]]e = ||f*|]co-

Teorema 2.3.3. (RUDIN, 1970, Teorema 15.6) Sejam f, fun¢cdes holomorfas em Q, para

n=1,2,3,..., ndo identicamente nulas em qualquer componente de . Suponha que a série

i“_fn(Z”

seja uniformemente convergente em qualquer subconjunto compacto de Q. Entdo o produto

f@zﬁﬁ@

também converge uniformemente em subconjuntos compactos de . Consequentemente, f é

holomorfa em Q. Além disso,
m(f;z) =Y, m(fu;2), 2€Q,
n=1

onde m(f;z) é a multiplicidade do zero de f em z.

Teorema 2.3.4. (RUDIN, 1970, Teorema 15.19) Seja f € H*. Se f* é a funcdo limite radial de
f, dada pelo Teorema 2.3.2, entdo

1 . 1 = .
log|f(0)] < ﬁ/nlog|f(re’9)|d9 < ﬁ/ﬂlog|f*(e’9)|de, (2.15)

para todo r entre O e 1, e o termo central de (2.15) é uma func@o nao decrescente de r. Além
disso, se f ndo € identicamente nula, segue que a dltima integral em (2.15) é maior que —oe.

Assim, f*(¢®) # 0 em quase todo ponto da fronteira de D.

Lembremos que se f € L', sua transformada de Fourier é definida por
)= [ fweiar,
e a transformada inversa € dada por
)= [ fwerar

O préximo teorema € uma versiao do Teorema de Paley-Wiener, que oferece uma relagcdo entre o

crescimento de uma funcdo e a transformada de Fourier.
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Teorema 2.3.5. (RUDIN, 1970, Teorema 19.3) Sejam A e C constantes positivas e f uma fung¢ao
inteira tal que

1£(2)] < CeAF
para todo z, e

| 1rtPar <.

Entio existe uma funcio F € L?(—A,A) tal que

f(z) = /A F(t)e™dt.

-A
De forma mais geral que os espacos de fun¢des ultradiferencidveis, definimos:

Definicao 2.3.6. Seja My, M;,M5, ... uma sequéncia de numeros positivos. Definimos a classe
C?Mn} (RN ) como o conjunto de todas as f € C* (]RN ) para as quais existem constantes $,Bs > 0
de modo que

D% £l < BB Mg, Vo € ZY.

(oo}

Definicao 2.3.7. Dizemos que C{ Mn}(]RN ) é quase analitica se o seu dnico elemento flar é a

fun¢do nula, isto é,

fEC?M,,}(RN), x0 ERY| D¥f(x0) =0, Va € Z} = f=0.

Equivalentemente, para o caso unidimensional temos:

Teorema 2.3.8. (RUDIN, 1970, Teorema 19.10) C?Mn}(R) € quase analitica se, e somente se,

C?M }(R) nao contém nenhuma fung¢do ndo trivial com suporte compacto.

Demonstragdo. (=) Suponha que Ciu (R) € quase analitica. Para qualquer f € Ciu (R) com
suporte compacto, existe xo € R tal que (") (x0) =0 Vn € N. Portanto, f = 0.

(<) Agora suponha que C?Mn}(R) nao é quase analitica. Entdo, existe f € CE"M”}(R) com
D"f(0) =0 Vn, mas f(xg) # 0, para algum xy € R. Podemos assumir xy > 0. Considere

fx), x=0

0, x < 0.

g(x) =

Assim, g € C?Mn}(R). Agora, defina h(x) = g(x)g(2xp — x). Como Cluy

respeito ao produto, temos & € CE"M”} (R). Além disso, h(x) =0 se x < 0 ou se x > 2xg e, portanto,

(R) é uma dlgebra com
h tem suporte compacto, mas h(xo) = f2(xo) # O. O

Finalmente, o Teorema de Denjoy-Carleman dd uma caracterizacdo para as classes

C?Mn}(R) quase analiticas cujas sequéncias {M,} possuem certas propriedades:
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Teorema 2.3.9. (RUDIN, 1970, Teorema 19.11) Seja My, M, M,, ... uma sequéncia de nimeros
positivos tais que My =1 e M,% <M, M1, Vn > 1. Defina, para x > 0,

X" X"
o(x)=Y o © q(x) = sup- -

Entdo, sdo equivalentes:

™ Ciyn (R) € ndo quase analitica.

*© dx
(2)/0 10gQ(x)m<

@ [ togql) 5 <

oo 1 1/n
@ Y (AT) < oo,

n=1

oo

Mnfl
5 < o0
(5) ; ’

Observe que as integrais em (2) e (3) estdo bem definidas, pois
0

Q<x>,q<x>z;—ozl, Vi > 0.

Demonstracdo. (1) = (2): Como C?M }(R) ndo € quase analitica, pelo Teorema 2.3.8, existe
uma fung¢do ndo trivial de suporte compacto no espago. Com uma mudanga de varidvel, € possivel

obter F € Cy, (R) nao nula, com suporte em [0,A] e tal que

ID"F oo <27"M,, n=0,1,2, ...

Definimos as fun¢des fem Ce gem C\ {—1} por

1= [ Foar e gon =7 (152,

14+w

Temos que f € inteira, ndo nula e, se Im z > 0,

A .
F@I< [ IF@llele®dr < AllFl|o, paraz=x-+iv
Dessa forma, f € limitada no semiplano Im z > 0. Isso implica que g € limitada no disco unitario.
De fato, se w =x+1iy € D, isto é, X2 +y2 < 1, temos

i—iw  i—xi+y (I+x—iy) 2y+i(l1—x*—)?)
T+w  T4+x+iy (I+x—iy)  (14+x)2+)?

. 2 2
Im(l lW):l (x+y)>0

I+w) (14x)%+)?

Logo,




36 Capitulo 2. Classes de Denjoy-Carleman

Além disso, g é ndo nula e continua em D\ {—1}. Assim, valem as hipéteses do Teorema
2.3.4, no qual g* (limite radial da fungdo g) € igual a funcdo g em quase todo ponto. Portanto,

1
— [ 1 10)140 > —oo. 2.16
o= | toglg(e®)ja6 > 2.16)

Fazendo uma mudanca de varidvel na integral em (2.16), com

B i(1 _eie) B 2(ei0/2_e—i9/2) B 0 B N
Y= 20 G ) =tan( 5 ) = dO =2(1+x")" 'dx,

obtemos

1 [ dx
— 1 — > —oo, 2.17
el fls s > @17)

Por outro lado, fazendo integracdo por partes n vezes na definicao da f e usando que
F®(0) = F®(A) =0, para k=0, 1,..., concluimos que

A .
£(2) = (—iz) ™ / (D"F)(t)e"dt, paraz#0.
0
Se x € R, temos

A
W f(x)] < / |D"F||dt <2 "AM,, n=0,1,2, .. .
0

Disso decorre, para x > 0,

< 2A.

Como f € inteira, seus zeros sdo isolados e de ordem finita. Assim, usando (2.17) temos

[yt (25800 .

* dx
= [Trost@lr D 15 — [ Togl sl <

Portanto, vale (2).

(2) = (3): Observe que
xn (o]

J
E<J;Ax4_ ¥n>0 = g(x) < O(x).

1 < 1

Portanto,

(3) = (4): Defina q,, = M,i/". ComoMy=1e M,% <M, _M,, temos a, < a,|, para cada
n > 0. De fato,
ME<MoMy =M, = M)" < M)/
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Suponha por indug@o que M, L/k <M, ]i J/r(lk ) Entéo,
k/(k+1 1/(k+1 1/(k+2
My < My-Mip < Mki(l ) My = M kJ/r(l '< Mki(z g
. X" _'all
Agora, observe que, para cadan € N, se x > ea,, entdo — > =¢". Logo,
M, — M,

logg(x) > log

Assim, paracada N € N,

N €dn+1
/ logq(x) Z e Z n/

n=1
N
zn(
n=1

Por outro lado,

*© dx °° 1 +x2
/ logg(x)— = / IOgQ(X)—z
ea X X

(i

> 0.

) L.

deA=14-——-=
onde —|—<ea1)2

Isso mostra que, para todo N € N,

Portanto, vale (4).

1

M, _
(4) = (5): Defina A, = 1\2—’ n=1,,2,..

n

M,% <My 1My =

Assim,

1
Isto é, A, < —. Portanto,
dap

edy

1 1

> loge" =n, Vx > eay.

(o)

x2dx+ e/ (N+1)x2dx
€aN+1

ap  Apy]

dx
1+x2

logg(x)

) N+1 N+1
aN+1 n—1 4n

oo 1 dx
— [ L P
/ 02q(x) (XZ ; ) —

(%)

al <
1+ x2

. Para todo n > 0, temos

<
Mn—H

Mnfl
M,

- Afn—H < )Ln
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(5) = (1): Defina

Observe que, para z # 0,

Z—SmZ - y 2| = . 2j—1
2 [ ;2]+1 ] Z(2j+1)!z '

A série é convergente em |z| < 1 pelo teste da razdo, pois

241 (2j+1)! 2
z jH1! K . m
(2j+3)1 21 ‘ (2j+3)(2j+2) 7 (2j+2)(2j+3) jo= A=

Segue que existe uma constante B > 0 tal que

sin
‘1 e < Blz|, para |z] < 1.
Z
Dessa forma,
sinA,,z 1
‘1 - ™| < BAylz|, para|z| < —.
An
Por hipétese, A, — 0, isto &, i — oo, Assim, se K C C é um conjunto compacto,
n
1
existe ng € N tal que |z| < P Vz € K. Temos entdo
70
sin A, BA,
'1 S B o < 22 i > ng, Yz € K.
n no
E, como
— <) Ay <o,
LR S T

¢ uniformemente convergente em

o Teste M de Weierstrass implica que a série Z ’1 SIE)“"Z
n<

n=1
compactos. Decorre do Teorema 2.3.3 que o produto

I°-°I sinA,z

:1n

define uma func¢do inteira. Consequentemente, f € uma funcao inteira ndo identicamente nula.

Além disso, se x € R, como |sinx| < 1 temos

2 & 2 (2
()] < 1| (Slzx) I:[1 < (smx) (Mo )™ = My (%) ,  (2.18)

x
para todo k > 1. Observe que para k = 0 também vale

2 . 2
()l < () My (—) | 2.19)
X X

sin A,,x

Anx
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Integrando a desigualdade (2.18) para k > 0, obtemos

oo oo . 2 oo . 2
/ |xkf(X)!de/ My (%) dx:Mk/ <¥) dx. (2.20)

Usando integragdo por partes,

/°° (sinx)zdx _ [_sin2 r +/°° sin(2x)dx:/°° sin(2x)dx _ [ sinu,
—o00 X u:gin2x7 X oo —o0 X —o0 X u=2x J—co u

dv:xizdx

Defina a funcao '
I(y) = / e*xy%dx, paray > 0.
0 X

Queremos encontrar o valor de 7(0). Observe que

I'y) = —/ e sinx dx.
0

Integrando por partes duas vezes,

ey e | 1 _
/e Ysinxdx = — smx—l——/e Yeosx dx
u=sinx, y y
dv=e Ydx

% 1] e 1
- ¢ sinx + — [— ¢ CoSx — — /e_xy sinx dx]
U—cCosXx, y y y y

dv=edx

e (ysinx -+ cosx)
1+ y?

= /exysinx dx = —

Logo,

I'y) = [ e_xy(ysinx—l—cosx)]m_ 1

Integrando os dois lados da igualdade acima de 0 a oo, concluimos que

lim /(y) —1(0) = lim (—arctany) + arctan0 = —g. (2.21)

y—roe y—roo

T
Pela pela forma que a funcdo 7 foi definida, ILm I(y) = 0. Logo, decorre de (2.21) que I(0) = 5
y oo

. sinx | B .
Finamente, como —— € uma funcao par, podemos concluir
x

/ S0 e = 21(0) = 7.

—o X

Assim, por (2.20), vale
/ X £ (x)|dx < Mym, Wk > 0. (2.22)

Além disso, usando novamente que |sinx| < |x|, para x € R, por (2.19) temos

- o /. 4 -
/ |f(x)|2dx§/ (W) dxg/ SIY fy =7 < oo,
—o0 —oo X —0 X
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sinz et — e i .
Como = ( . ) = %file”zdt,
Z 2iz

Iz 'sinz] <P, z=x+iy.

Isso implica que

1f(2)] < e, comA =2+ Y Ay <o
n=1
Assim, mostramos que f satisfaz todas as hipéteses do Teorema 2.3.5 e, portanto, sua

transformada de Fourier |
F() =5 / fe i, 1€ R,

¢ uma funcdo nao nula de suporte compacto.

Derivando a funcao F sob sinal de integragdo obtemos

(D'F)(1) = % /_ o;(—ix)k f(x)e " dx, Yk >0,

e, por (2.22), segue que
1 [ ;
|DAF .. < E/ k£ [~ dx < My, Yk > 0.

Isso mostra que F € CEOM,,} (R) e, pelo Teorema 2.3.8, CE"M”} (R) ndo é quase analitica.

O

Observacio 2.3.10. Apesar do Teorema 2.3.9 estar demonstrado para classes em C*(R), mos-

tremos que o mesmo vale para classes em C=(TV).

Primeiro, suponha que a classe CE"M”}(]R) seja ndo quase analitica (isto €, valem as
condi¢des (1)-(5)). Entdo, pelo Teorema 2.3.8 existe f € C?Mn}(R) nao trivial com suporte

compacto. Em particular, podemos considerar que supp f C (0,27). Considere a fung¢ao

o) = f(x), se x € [0,27],
f(x—=2mj), sexe[2mj,2n(j+1)].

Logo, f é uma funcfio 27-periédica em Couy (R). Definindo F em RN por F (x1,...,xy) = f(x1),
temos que F' é uma fungdo 27-periddica em C?Mn}(RN ) e, portanto, C?Mn}(']I‘N ) € ndo quase

analitica.

Por outro lado, suponha que C' ?Mn} (TV) seja ndo quase analitica. Pela inclusdo C ?Mn} (TV)
Chny (RN), podemos concluir que Clu,) (RV) também é ndo quase analitica. Logo, existe
Fc CEOMH}(RN) ndo trivial e flat em 0 € RV Seja xo € RV tal que F(xo) # 0 e defina f em R por
f(t) = F(txp). Assim, temos f € C?M”}(R), fU0)=0VjeZ, e f(1) = F(xy) # 0. Portanto,
Couy (R) é ndo quase analitica e valem as condi¢des (1)-(5).
U
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Dada .# = {m,} uma sequéncia de pesos, defina M,, = m,, - n!, para n > 0. Observe que
My =mgp-0! =1e, por (M.2), paracadan > 1
My = my - (n!)’
<my_1-mysy-nl-n-(n—1)!
<muy_1-(n—=1)mpy1-(n+1)!

n—1 'Mn—H-

Logo, segue do Teorema 2.3.9 e da Observacio 2.3.10 que a classe &, (T") é quase analitica se,

€ somente se,

my

—_— — 090, (2.23)
n—0 Mn+1" (n+1)

Vejamos alguns exemplos de espagos quase-analiticos e espacos ndo quase-analiticos.

Exemplo 2.3.11. Os espacos Gevrey ¥°(T") sdo ndo quase analiticos para s > 1. De fato,
usando as sequéncias dadas por (n!)*~!, temos

00 ns— 1 oo

n;b(n-l—l)ls._l (n+1) Z’

Por outro lado, ¢ 1 (TN ), 0 espago das fungdes analiticas, é também quase analitico.

Exemplo 2.3.12. Seja .# = {m,},cz, asequéncia de pesos definida no Exemplo 2.1.6, onde
my, = [In(n+e —1)]°", para algum ¢ > 0. Mostremos que & 4(TV) é quase analitica para
0 < o <1 e ndo-quase analitica para ¢ > 1.

Primeiro, suponha que 0 < o < 1. Temos

7 j—l—e—l)]
;1(]4—1)171]4—1 ]; )[In(j+¢)]° G+1D)
_ 1 1ﬂ(]—|—e—1) oj
—J; (f+1)[1n(j+e)]°< In(j+e) ) (2.24)

1 jte—1\%
2,§<j+1>[1n<j+e>w< M)

In(x)

usando na ultima desigualdade novamente o fato da funcao ser decrescente para x > e.

Observe que
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Portanto,

) (j+e—1)j 1
Iim [ ——— = —.
J—roo Jjte e

Logo, existe jo € Z tal que para todo j > jo

ite—1\/_ 1
(]j+e ) = (2.25)

Voltando a estimativa (2.24), temos

Jo 1 1

LGt 2 B G Dy @07 & GG e
1 1

2Kt o, L i 1o)

J=Jo
1

>K+— . . ;
2e ,>Z,-0 (j+e)In(j+e)

\/

(2.26)

para alguma constante K > 0 (usamos na segunda passagem que ¢ < 1). Defina a funcdo

f:]1,40) — R por
1

fl) = (x+e)ln(x+e)

Observe que f € continua, positiva, decrescente e

d = / —d :1 = oo,
/1 (x+e)In(x+e) * In(1+e) U u=In(u) In(1+e) +

Portanto, pelo teste da integral, Z f(j) diverge e, por (2.26), temos
j>1

AVAs l)mj—H

Logo, . satisfaz (2.23) e assim provamos que & ,(T") é quase analitica para 0 < ¢ < 1.

Agora, suponha que o > 1. Temos

om | In(j+e—1)
LG 0mn G mGrap S =
1 1
S LT MG IR = & G 0mG TP

Defina a fung@o g : [1,+o0) — R por

1

“”:@+nm@+mo

Observe que g € continua, positiva, decrescente e

e 1 o 1 oo 1
/1 (x+ D@+ 1] /1n2u6 T G- Due T2~ (o—1)(In2)o!
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Novamente pelo teste da integral, segue que Z g(j) é convergente e, consequentemente,
j>1

y M
i>1 (j+ 1)mH—l

Logo, & 4(T") é ndo quase analitica para ¢ > 1.

2.4 Topologia das classes de Denjoy-Carleman

Dada uma sequéncia de pesos .#, podemos munir & ,(T") com uma topologia de
limite indutivo, que o torna um espago DFS, isto €, uma sequéncia injetiva compacta de espacos
localmente convexos. Introduziremos aqui apenas os conceitos necessdrios para o decorrer deste

trabalho, mais informagdes podem ser encontradas em (KOMATSU, 1967).

Definicao 2.4.1. Dado / > 0, definimos o espaco

Da
Sun™) =3 F s ) sup | JPTOL
€TV h|a| ~m|a| . ’OC|!
acZy
Dado f € & 4 4(T"), definimos a norma
D% f(x)]
— SUu — | .
Wllaen= S0 el g
a€Z+

Proposicao 2.4.2. Sejam .# uma sequéncia de pesos e & > 0. O espago & %7;1('11‘]\’ ) munido da
norma || - ||z » é um espago de Banach.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que toda sequéncia de Cauchy em & ///,h(TN ) é convergente
no espaco. Com efeito, seja { @, },cn uma sequéncia de Cauchy qualquer em & ///’h(TN ). Assim,

dado € > 0 e fixado & € Z, existe ng € N tal que

;i — okl < Vi, k> np.

hlol ‘Mg | 0t]!
Para cada x € TV, segue da definicio da norma em & ) (TV) que

D% (9; — 1) (%)
h|a|-m|a|-|06|! h\o‘\-m‘a‘-|a|!’

Vj,k>l’l0,
isto é,
]Da(pj(x) —Da(pk(x)] <§€, VJ,k > ng.

Desa forma, {D%@, },cn é uma sequéncia uniformemente de Cauchy. Assim, para cada o € Zﬁ

definindo a fun¢do vy por

Vo (x) =lim D%@,(x), Vx € TV,

n—oo
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podemos concluir que as convergéncias sdo uniformes, pois TV é compacto. Portanto, v €
C=(TV) e D%y = yy, para todo o € ZY.

Denote W por ¢. Vamos mostrar que ¢ € & 4 ,(TV). Seja ko € N tal que ||@; — @c||.z.n <
1, Vj,k > k. Para todo o € Zﬂ ex e TV, temos

ID%@(x)| < [D¥@(x) — D% @i, (x)] + [ D @i, (x)]
= | m, D@j(x) — D% iy (x)| + |D” g, ()|
< }EEOH(PJ'(X)_q)ko(x)H///,h'h'a' Mg - |a]! =+ [D¥ @y (x)]
< 1-hl% g |t 4+ Cry - H g - ]!
= (1+Cy) Al -y |at].
Logo, ¢ € & 4 4(TV).

Finalmente, mostremos que ¢, — ¢ em & %Jl(']I‘N ). Dado € > 0, seja ng € N tal que
1Qj — @xll.w.n < & Vj,k>no.

Por defini¢do, para todo x € TV e a € Z, decorre que

D) (x) — D i (v)|
hled Mg ’OC‘!

< &, Vj,k>ng.

Calculando o limite quando k — oo, obtemos
@ —@|l.sp<e Yji>ng
e, portanto, ||@; — @|| 7, — 0. O

Proposicdo 2.4.3. Sejam hy,hy € R, com 0 < iy < hy. Entdo & 4, (TV) C & 41, (TV) € a
inclusdo lZf 2 E iy (TN) = &y 1, (TV) € compacta.

1 1
Demonstragdo. Seja f € & 5, (TV). Como . < ;o segue que
2 1
D2 ()] [DEF ()]
g, L ome o] gt LA mar o

Portanto, f € & 4 5,(TV).

Para mostrar que a inclusio lZf € compacta, dada uma sequéncia limitada em & 4 p, (TN),

vamos mostrar que ela possui uma subsequéncia convergente em & 4 , (TM).

Seja {@n tnen C & .1, (TV) tal que ||@n||.z 4, < C para alguma constante C > 0, isto &,

DY, (x)| < C-h g - |at]!, Vx € TV, Ya € ZY, ¥n € N. (2.27)
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Observe que para qualquer k € Z, temos

Y sup [DP@,(x)| < Y C-hPlomp - Bl < Y C-Rkmy -k, VnEN,
Bl=kreT BI=k BI=k

onde o ultimo termo € uma constante dependente de k. Logo, aplicando o Teorema de Arzela-
Ascoli a cada sequéncia {D%¢, }, podemos concluir que {¢,} possui uma subsequéncia {¢,, }

que converge uniformemente para uma fungdo @ em C*(TV) e D*@,, — D%@, Vo € ZN.

Como ¢y, satisfaz (2.27), fazendo ny — o segue que
IDYp(x)| < C-B* - mygy- |t < C-H -y - ||t Vx € TV, Vo € ZV.

Portanto, ¢ € & 4, (TV).

Por fim, mostremos que ||@,, — @l .n, — 0. Como D*@, — D*® em C=(T") para
todo o € Z{X, temos que para qualquer € > 0 existe k¢ € N tal que

sup [D% @y, (x) — D%@(x)| < €, Ya € Z% | Yk > ke.

x€TN

hm\? &
Dado & > 0, seja p € N tal que (h—;) < 5 © defina M = max { (h3-my-q")~'; 0< g < p}.
Logo, para |A| < p,

[ (ITAT(X) (x| SE'M—SE'M:& Vk > ks .
eV ]’l2 m|/’L||)L|‘ M h2 m‘l||ﬁ,|' M M

Agora, no caso em que |A| > p, como

temos

e \ By A e\ W A 2
< s <|Dﬂ<pnk<x>—m<p<x>|> i
et \ Ao A 2¢
< (10l + 1190 Lp) -
’ ’ 2C
<$s

Assim, ||@n, — ||z n, < 8, Yk > ks, como querfamos provar.
’ M
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Seja {h,} uma sequéncia de niimeros reais positivos, estritamente crescente, com h, /oo

e considere, para cada k € N, as aplicacoes em cadeia
e N N
lhkJr . éa//,_‘hk(’]l‘ ) — @@J/Ath (T )

Vimos na Proposi¢do 2.4.2 que os espagos sao de Banach e, portanto, localmente convexos e,

_— . R IR PR
pela Proposi¢do 2.4.3, as inclusdes lh]]iH sdo compactas. Além disso,

Ex(TV) = &, (TV).

neN
Agora, munimos & 4 (T") com a topologia forte induzida por
T ={ix: E g (TV) = & 4(TV); k e N},

isto &, a maior topologia que torna todas as inclusdes em .% continuas. Dizemos que &, (TV) é

o limite indutivo dos espagos & 4 5, (TV) e denotamos

£ (1) = 1im 8 3, (TV).

neN
Com tais propriedades, & ,(T") é um espaco DFS.
Acerca dessa topologia, serdo necessdrios para este trabalho os seguintes resultados que

decorrem de (KOMATSU, 1967, Teorema 6°):

Teorema 2.4.4. Um conjunto A C & ,(T") é aberto (fechado) se, e somente se, AN & an (TVN)
é aberto (fechado) em & 4, (TV), para todo n € N.

Teorema 2.4.5. Um conjunto B C & ,(TV) é limitado se, e somente se, existe k € N tal que

B € & 4 4,(TV) e B ¢ limitado em relagdo a topologia de & ;1 , (TV).

Teorema 2.4.6. Uma sequéncia {f,} em & ,(T") converge para zero se, e somente se, existe
ke Ntal que {f,} C &z (TV) € fo —> 0em & 4, (TV).

Segue do Teorema 2.4.4 uma caracterizagio para fungdes continuas em &, (TV).

Teorema 2.4.7. Seja X um espago topoldgico qualquer. Uma fungio f: &4 (TV) — X é

continua se, e somente se, para todo n € N, a restri¢do f, : & ///J,H(TN ) — X é continua.

Demonstragdo. Suponha que f seja continua. Como as inclusdes iy : & 4, (TV) — & 4 (TV)

sdo continuas em & 4 (T"), temos que as restri¢des f,, = f o i,, também serdo continuas.

Reciprocamente, suponha que cada f;, seja continua. Entiio, se A é abertoem X, f; 1 (A) =
1 A)YNE 4, (TV) é aberto para todo n € N. Segue do Teorema 2.4.4 que f~!(A) é aberto e,

portanto, f € continua.

]
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CAPITULO

SERIES DE FOURIER

Estabelecido o espago vetorial topoldgico & 4 (TV), estudaremos o seu dual topoldgico,
cujos elementos serdo denominados ultradistribuicdes. Além disso, caracterizaremos os elemen-
tos desses espacos via séries (parciais) de Fourier, que € uma ferramenta muito ttil no estudo de
equacoes diferenciais parciais, sobretudo no ambiente periddico. Os resultados deste capitulo
estdo contidos no Capitulo 2 de (VICTOR, 2021).

3.1 Espacos de ultradistribuicoes

Definicdo 3.1.1. Seja .# uma sequéncia de pesos. Definimos por @%(TN ) 0 espago dos funcio-

nais lineares continuos u : & 4 (TV) — C. Seu € 2’ ,,(T") dizemos que u € uma ultradistribuicdo.

O préximo resultado dd uma caracterizagdo para os elementos de .@(’///(']I‘N ).

Teorema 3.1.2. Seja u: & ,(TV) — C um funcional linear. Sdo equivalentes:

@ ue 2 ,(TV).
(2) Paracada € > 0, existe C¢ > 0 tal que

<|a“qo<x>| gl

u,@)| < Ce- sup
[(0,9)] < Ce e

xeﬂl‘%
aeZy

) , Vo e cga///(TN).

(3) Se {@n}uen C &4 (TVN) converge para 0 em & ,(TV), entdo (u, @,) — 0.

Demonstragdo. (1) = (2) : Por contrapositiva, suponha que (2) nio € vélido. Assim, existem
€ > 0e {@y}tnen C &4 (TV) tais que

%o (x) - |ot]
| (u, @) | >n- sup (!8 Pa(¥))| & >

XETN m‘a“a“
aczZl
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) On ~
Considere y,, = ——— . Entao,
| (i, @n) |
Pl X ,aa|
L= [y | > e sup 1LY 5
xeTN m|a| ' ’(X"
acZl
Dai, para cada x € TV temos
1 ||
ol < (5) maclal vae
0

Logo, { W, }nen C gj///,l/so (TN) €
|, W) | 2 1| Wall 1 /gy YV €N,

Portanto, u| 17 (TV) ndo € continua. Segue do Teorema 2.4.7 que u ndo € continua. Assim,
A, 0

ugé@{%(’l[‘%.

(2) = (3):Seja {@y}uen C &4 (TV) uma sequéncia que converge para 0 em & 4 (TV). Logo,
pelo Teorema 2.4.6, existe p € N tal que { @, },en C @@///,hp(TN) e ll@ull.zn, = 0.

1
Seja € = o Por ((2)), existe C > 0 tal que
p

9% @u(x)|
acZl

Logo, (u, @,) — 0.
(3) = (1) :Por contrapositiva, suponha que u ¢ Z’,(T"). Pelo Teorema 2.4.7, existe g € N
tal que ul s e (TV) ndo € continua. Assim, para cada j € N, existe @; € & //7hq(TN ) tal que

| (0501 > 1191l
@)

Seja ll/j = W Entﬁo, |<M, ll/j>| =1le
Nojll.an, 1
Wil zp, =7 <= VieN
! ! |<u7(pj>| J
Logo, y; — 0 em & 4(TV), mas (u, y;) - 0. O

Na préxima secdo, precisaremos da no¢do de convergéncia no espago .@’//{(TN )

Definicio 3.1.3. Uma sequéncia {u, },eny em 2’ (TV) converge para uma ultradistribuicdo u

no espaco quando
<Ltn, (P> — <l/t, (P> ) \V/(P € é(}///(TN)
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Lema 3.1.4. Seja {u, }pen C .@’///(']I‘N) tal que, para cada ¢ € & 4 (TV), {{un, )} ,en é uma

sequéncia de Cauchy. Entdo, existe uma ultradistribuicao # de modo que u,, — u em @%(TN ).

Demonstragdo. Como C é completo, para cada ¢ € & ,(TV) existe o limite da sequéncia

{(un, @)}. Defina a funcgdo
u:&y(TV) —C
¢ — (u, @) = lim (up, ).

Mostremos que u € &', (TV). Observe que u & linear e, portanto, basta verificarmos sua conti-
nuidade. Para isso, dada { @y }reny uma sequéncia em & 4 (TV) que converge para 0, mostremos
que (u, @x) — 0.

Pelo Teorema 2.4.6, existe g € N tal que @ € & 4 p, (TV) para todo k € N e, como

u, é continua, temos que a restri¢ao u,| e > o (TV) também € continua para todo n € N. Além
hg

disso, dada y € & 4, (TV), por hipétese {(u,, W)}, é uma sequéncia de Cauchy e, portanto,

limitada. Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe M > 0 tal que

| (W) | <M |||, Y EN, VY € E 4 (TV). (3.1)
D . 2M(pk N N
ado € > 0, tome Y = — Note que { W bken C € 7, (TV) € Y —> 0em & 1, (TT).
Assim, existe kg € N tal que
Wl n, <1, Vk > ko. (3.2)
Decorre de (3.1) e (3.2) que
€ € €
| (tn, 1) | = M (un, Wie) | < M il n, < 5 M EN, Vk = ko. (3.3)

Como, para cada k € N, (u, @) = li_r>n (tn, @r), existe ny € N tal que
n—soo

[, 95) — (0 90| < 5. (34
Segue de (3.3) e (3.4) que
| (1, @) | < [t @) — Qg @ic) |+ | (ttny, 1) | < €, Yk = k.
Logo, (u,¢x) — O e, portanto, u € 7', (TV). O

3.2 Série de Fourier

Defini¢ao 3.2.1. Para cada ¢ € & 4 (TV), definimos a aplicacio
F(@): 7N —C
£~ 0(8),
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em que ¢ (&) é o coeficiente de Fourier de ¢ dado por

1 i (o
$(E) = gy [y owax

Teorema 3.2.2. Se ¢ € & ,(TV), existem constantes C,§ > 0 tais que

~ ) my, -n! N
10(&)] < Cnl€r12f+ (m) , Ve eZ”. (3.5)

Além disso, para cada x € T,
o)=Y §(E) "5,
EezN

com convergéncia em & , (TV).

Demonstragdo. Mostremos a desigualdade (3.5). Primeiro, considere os casos em que n = 0 ou

& =0. Como

Py 1 —ix
D)= | e o)

basta tomarmos as constantes C; = sup |@(x)| e 8 = 1.
x€TN

< sup [@(x)],

x€TN

Agora, considere o caso em que n > 1 e || > 1. Fixado a € Z, usando integragio por

partes |a|-vezes temos

F(D)(E) =

~ iy [ (DS s

= E%-e " o(x)dx

Assim, como ¢ € & ,(TV), existem C>, hy > 0 tais que
1

£9). 13 (8)] < W/TN D (x)]dx < Co - K - - 1.

Sabendo que
! !
Er< Y Zog? e ¥ 2 =N VneN
e @ ] o! ’ ’
=n =n

temos

E1BE) < ¥ 21 198)]

|ox[=n
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Tomando h3 =2 - hy - N, obtemos

(1+1ED" - [9(8)l

]Zo( [HACG!
<y ( ier-1o)

jf

<2"-[5]"19(5)]

< Cp-hy-my-n!, ¥neN.

1
Definindo C = max{C;,C,} e 6 = min { 1, P }, segue que
3

gy p@l e (M) ez, ve ez,

Logo, vale (3.5).

Resta mostrarmos que @(x) = Y. @(&) €™, Vx € TV, com convergéncia em & 4 (TV).
EeZN
Como ¢ € C*(TV), sabemos que a série converge para @(x) neste espago. Para cada k € N,

considere a soma parcial

Sko(x) =Y (&
1El<k

Como S ¢ é uma fungio analitica, Sy € & 4 (TV). Dado a € NV, temos

D*(o—Sp)(x)= Y (& ers.
\§|>k+1

Assim, usando a desigualdade (3.5),

DUp-SioWl < ¥ 1) 1E]

§1=k+1
< T B (+ED (14 )Y
&1=k+1
1 |oc|+2N N
<c:(3) maa-llal+2mr F 4D

|E|>k+1

Usando a Observagdo 2.2.15, segue que
|ot|+2N 1l il
(04 [0 —
oSl <C-(5) - ma-Cliny)-(al-Blky) L (g™
€z
1\ 1
TomandoC’:C-(g) © ), (1+[6) Ve b = < -Cany - Bpawy, temos

|&leZN

ID* (¢ — Sk@) (x)| < C" -1 -myg - |a]t, Vx € TV, Va € ZY.
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52
Isso mostra que (¢ — Sy @) € & 4 (TV), para cada k € N. Como ¢ € & 4 v (TV), jé que

1

— < I, temos
5 —_

Sk =@ — (¢ —Sk) € & 4 w(TV),Vk € N.

Além disso, para cada k € N,

1 2N
|D“(¢—Sk¢)(x)|§<c(g) Y (+lE)

> h/|a|m‘a‘|06|!, Vx € TN, Vo € N.
&|>k+1

® — Sk9||.y v — 0 quando k — o e, portanto, Sy — @ em & 4 (TV).

Logo,

Reciprocamente, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3. Se {b¢} gezn € uma sequéncia em C para a qual existem constantes C,6 > 0

satisfazendo |
. mn'n. N

bel<Cinf | ————— |,V Z 3.6

o <t (i) e €2 30

entdo existe ¥ € & 4 (TV) tal que
y(x) = Z bg e
EczN
com convergéncia em & 4 (TV) e Y(&) = be.
Demonstragdo. Pela teoria cldssica de Série de Fourier, segue de (3.6) que a fun¢do dada por

y(x) = Z b %, YxeTV
EezN

pertence a C*(T"), com convergéncia no espaco.
Mostremos que, de fato, ¥ é uma funcdo ultradiferencidvel e a série converge em

& #(TN). Primeiro, vamos estimar as derivadas de . Se « € Zﬁ, temos
DYy(0)] < Y [E% e €™
EeZN

< Y (1+1ED!- b

EezN

Mg 42w - (| +2N)!

< .
o o2 & S (1 8

Usando as desigualdades da Observagao 2.2.15 temos

g
m|q| .C{ZN} : |OC‘! 'B{2N}
D% < :
o &3 éezZ:N SIFH2N . (14 |E[)2N

1\ 1 (C{ZN}'B{ZN}>a
=5 . ' Mg - O]
( (5> gezzzv(lﬂél)z’v) 5 PR




3.2. Série de Fourier 53

Ciany - Bawy
5

Como o primeiro termo entre parénteses € constante, definindo s =
que Y € &4, (TV) C & 4(TY).

, concluimos

Agora, defina

Jl[/ Z bé ezxé ,VjeN.
E1<j
Estimando as derivadas de ¥ — Sy, temos

1\ 1 Cpany - Biawy )™
Dy~ 8| < (c- (5) —) () g o
: 5) o, (T E 5 “
Portanto, ||y —S;y||.z,» — 0 quando j — e, pelo Teorema 2.4.6, S;y — y em & 4, (TV).

Por fim,

1 . .
-~ _ —ixE ixn _ —ix(&E—m) _
y(E) = —(2 0 /TNe E by-e™dx = ki E ’ {bn / dx} bg.

nezy nez

[
Os Teoremas 3.2.2 e 3.2.3 descrevem a série de Fourier de uma funcdo ultradiferenciavel.
Agora, 0 nosso objetivo € obter uma versao desses resultados para ultradistribuicoes.

Definiciio 3.2.4. Definimos o coeficiente de Fourier de uma ultradistribui¢do u € 7', (TV) por

. 1
”(é)zw

Teorema 3.2.5. Seu € 2’ ,(TV), para cada € > 0 existe C¢ > 0 tal que
M

4(E)] < Ce - sup (M) ve eV,

e my - n!

. <u,e*ixé> ,VE ezN.

Demonstracdo. Sejam e > 0e & € ZN. Como u € .@’///(TN ), segue do Teorema 3.1.2 que existe
C; > 0 tal que

0%p(x)| - gl
(w.0) <L sup (% 0 € £ (1),
nea “
Disso decorre

—_—

[(u)

1 |aa(e—ix§)’ ,8|oc|
< .C.
>~ (Zﬂ)N Cg sup < m|a| . |a"

xeTV

acZl
C Gy (OIED 2
TN e\ e lof!

e (1 "
< o sp (E0L41EDY
ez, m,, -n!
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Ce
onde Cg = W O

Observacao 3.2.6. Sejat > 0 qualquer. Como
tn

lim =0,
n—oo my, - n!

n

existe um nimero finito de n’s tais que > 1. Por outro lado,

my, - n!

" 19
sup > =1.
neZ, \Mnu 1! mg - 0!

t" o
Logo, sup ( ) € sempre atingido para algum ng € N.
nez, \Mpy-n!

Analogamente, inf ( "—n) também € sempre atingido para algum n; € N. Com isso,

n€Z+
n _1
t . my, - n!
sup )= inf - .

Teorema 3.2.7. Seja {a¢ }¢czv uma sequéncia em C para a qual, dado € > 0, existe C¢ > 0

|a§’§C&. sup (M)7vg GZN

neZ., my, -n!

satisfazendo

Seu= Y ag-e™ éofuncional em & 4 (TV) dado por
EezZN

(u, @) = hm/ Z ag - e @(x)dx, Vo € & 4 (TV), (3.7)
(35

entdo u € 7', (TV) e a(§) = ae.

Demonstragdo. Considere a soma parcial
= Z ag -eixé, VjeN.
1E1<j
Mostremos que dada ¢ € & 4 (TV), a sequéncia definida por
/ Z ag - e g (x )dx— aé / ¢ . @(x)dx, Vj €N,
™ g1 €1
¢ de Cauchy em C. Com efeito, se m,k € N, com m > k, temos

Su=Seo)| < X age [ e ploax
kH1<|E|<m T (3.8)

<@em¥ ) lal-19(=8)l.

k+1<|E|<m
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Por hipétese, para qualquer & € ZV,

gl < Gop (THUEEDT) o g (SLULHEDT),

nel., my - n! Obs 3.2.6 My, + 1o

para algum ng € N. Pelo Teorema 3.2.2 existem constantes Cy, 0 > 0 tais que

el -8 = e FEUEEIR] g et

My, 1o
Ce-C4 .<£>”0.mn0+2N.(n0+2N)!. 1
- 82N S M, no! (1+1ENH
- (Cg 'Cl) ‘ <8'B{2N} 'C{ZN})HO‘ 1
obs2.2.15 \ 62N ) (1+|&)2NV"
Tomandoe = ————e G, = & obtemos
Bpawy - Cpany 2N
~ 1
o] 1@(=)| < G (e V6 € AR (3.9)
Assim, por (3.8) e (3.9), temos
1
| (Sm— Sk, @) | < 20N -Gy - T TETaN
er1<j<m (1F S0

Segue que klim | (Sm — Sk, @) | = 0 e, portanto, para cada @ € & ,(T") a série {(S;, @)} jen é de
—»00
Cauchy. Logo, pelo Lema 3.1.4,u € 2 ,(TV).

Finalmente,

. 1 ,
W(E) = : —ixG\ i e M=8) gy —
a(é) L <u,e > 2N Jlglolo/TN lnz|<jan e dx=ag.

O

Reciprocamente, como em & 4 (TN ), podemos descrever a série de Fourier de uma

ultradistribuicao u.

Teorema 3.2.8. Se u € 7' ,(TV), entdo

U= Z ﬁ(é).elkc‘;’
EezN

com convergéncia em Z%(TN ).

Demonstragdo. Seja

i= Y a(&)-e™s.

EezZN
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O Teorema 3.2.5 garante que # satisfaz as hipéteses do Teorema 3.2.7 e, portanto, il € .@"//{(']I‘N ).

Mostremos que i é, de fato, igual a u.

Dada ¢ € & 4(TV), considere as somas parciais

Sip(x) = Y. @(&)-€"°, VkeN.
|&|<k

Como na demonstracio do Teorema 3.2.2, obtemos Sy — ¢ em &, (TV). Pela continuidade

e linearidade da u, segue que

(u,9) = lim (u,50) = lim ¥ (u,8(£)e" ) = lim Y (&) (u,e").

k—yo0 k—ro0
&<k &<k

Novamente pelo Teorema 3.2.7, para todo & € ZN temos #(&) = 6(&), isto &, pela
Definicao 3.2.4, <ﬂ,e*’.x€> = <u,e”"‘§>. Logo,

(u, ) =lim Y 9(&)- (u,e™* ) = lim 0, (&) ™) = (i, 9).
k_>°°§|2<k < > k—}oo|§Z<k< >
Portanto, u = i.

]

Através dos Teoremas 3.2.3 e 3.2.8 obtemos uma condicao para que uma ultradistribuicio

seja, de fato, uma funcao ultradiferencidvel.

Corolario 3.2.9. Dada u € 2',(T"), suponha que existam C, > 0 tais que

) m,, -n!
(2)] < C inf (W) Ve € 7

Entdo, u € & 4 (TN).

3.3 Série Parcial de Fourier

Para o estudo de séries parciais de Fourier, vamos considerar R, S € N tais que R+S =N

e denotaremos um elemento de TV por (x,y), comx € TR ey € TS,
Dada g € & ///(TN ), para cada x € TR fixado, definimos
¢ TS = C
Y @(x,y).

Observe que ¢, € & 4 (T5). Assim, pelo Teorema 3.2.2, para todo y € TS temos

o(,y)=0:(0) =Y ¢(x,n) "M, (3.10)
nezs



3.3. Série Parcial de Fourier 57

com convergéncia em & ,(T%), onde o coeficiente de Fourier é dado por

. 1 _ 1 .
(P(x7r’) = W/H‘S(pX(y).e yndy: W/TS(P('X’y).e yndy.

Como ¢ € C*(TV), para cadan € N temos ¢(-,1) € C*(TK). Além disso,

. 1 i
axa(p(xan) = (27[)S Asaxa¢(x7y)'e yndy'
Segue que

10%@(x,n)| < ( Sl)lp N|8Xaq0(x,y)| <C-hlo M| -|at]!, Vx € TR, Vo e NR,
x,y)eT

Logo, ¢(-,n) € & 4(TX).

Teorema 3.3.1. Dada ¢ € & ,(TV), existem constantes Cg, hg,hs > 0 tais que

o4 plal eyl mp - p! R R S
107 @(x,n)| < Cr-hy' -miq | ! plEan+ (h§~(1+\n|)p , Vxe T, Va e Z3,Vn € Z°.
(3.11)

Demonstragcdo. Considere primeiro o caso em que 7 = 0. Como ¢(-,0) é um elemento de
& 5 (TR), existe hg > 0 tal que

1080 (x,0)] < [|®(, 0| g - g -y - x|t Vx € TR, Vet € ZR.

Assim, tomando Cg = ||@(-,0)||.z 4, € hs = 1, obtemos (3.11).
Agora, considere 1) # 0. Sejam o € Z& e B € Z5.. Usando integragdo por partes | 3|-vezes,
temos

_ 1
9DY () = s [ AEDE0(xy) e ay

1 —i
znﬁ-w/qrsax%(x,y)-e Yy

=P 9%¢(x,n).

Pela propriedade (M.3) da sequéncia .#Z e pela desigualdade (2.5), temos

) 1 ~
nP-0%¢(x,n)| < (ZE)S/TS|aan§<p(x,y).e "y

< sup [07DEo(x,y)l
(x,y)€TN

<19l B P gy gy (] + 1B
< H(pH///,h.hIaIHBI.(HIaIHBI.m|a|.m|m).(2|a|+\l3|.,a|g|[3,g)

<119lLar- [ @) - ]t] - [ 1) Py - 1B

(3.12)
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Escrevendo n) = (11, ..., Ms) € Z5, considere p € {1, ...,S} de modo que |17,| = max{|n,|; 1 <
q<S}. Tome B =k- ep € Zi, onde k € Z e ej, € o vetor da base candnica de 75. Assim,

k
S
nl“= (Zlml) <Nl <NF-InP). (3.13)
=1

Unindo (3.12) e (3.13), temos

o a 1
90| < 19l |20 i -|alt] - [ (20t1) P 1B
k

N
<lloll.zn- [(ZhH)W' ‘Mg ]oc\!] : [(2hH)\ﬁ| .y, |ﬁ“} o
Disso decorre, para todo k € N,
A Nk
(1+ |77|)k' 1070, n)| <|lo|l.zn- [(ZhH)W| Mg - ]a|!] . [(ZhH)k'kac!] ,(Zka,W

<119lLa- | ) g a]t] - [(ARHNYE k1]

Portanto, para obter (3.11) neste caso, basta tomar Cg = ||Q||.z.n, hg = 2hH e hs =
[]

1
4hHN'

Teorema 3.3.2. Para cada 1 € Z5, considere ¢ € & 4 (TF) satisfazendo

|| Wlp'p! R R
|aa§0n( )| <CR hR m‘a| |(X|‘ lﬂf (m),VXET ,V(XEZ+,

com CR,hg,hg > 0. Entdo a funcdo
p: TV »C

(xy) = Y on(x)- €
nezs

estd bem definida, pertence a & 4 (TV) e vale a convergéncia neste espago.

Demonstragcdo. Observe que ¢ estd bem definida, pois

o) < Y log(x)

nezs
) my, - p!
< CR-hO-mo~0!- inf (p—)
,EZS w0l \ G tis e

CR m2N'(2N). 1
<
=y n§s<1+|n|>2N
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Mostremos que ¢ € & ,(TV). Se a = (o, 00) € ZF x Z5, temos

07192 0(x,y)| < Y 19% @n(x)|- (1+n])

nezs

- p!
<Y oo h gy e (”—)-(1+\n\)'“2
nezzs al” - (1+ )P

. |
< ¥ Coo g lent | el Ol 202 1k e
nezs hg? T (14 |n|)leal 2V

Segue da Observacao 2.2.15 e da Proposicdo 2.1.4 que
Mgy - |0a|!- B2, -C1%

vy —{ony
walaaz(p(x’y)‘g Z CR'tha1|'m\(x|"a1’!'
o nezs | g (1 )Y

B C o
<ﬁ.h|Ral|.<M> g ot ¥

=N hy nezs (L)
By C
Tomando C = 2N Z v © h = max  hg, — NI NY , obtemos
hS T}GZS 1+|TI| hs

D% (x,y)| < C-hl - my - !
e, portanto, ¢ € & 4 (TV).

Agora, para cada k € N, considere a soma parcial

Sk(x,y) Z on(x
In|<k

e mostremos que Sy — @ em & ,(TV). Como visto anteriormente, temos

07102 (S — @) (xy)| < Y. 0¥ n(x)] - (1+n])*

n|>k+1
Cr 1

R SR — N
2N Z 2N o
& ()

Portanto, S —2¢em & 4 (TV).
—>00

Agora, vamos estudar Série Parcial de Fourier para ultradistribuicoes.
Defini¢do 3.3.3. Sejau € 2’ ,(TV). Para cada y € & ,(TX), definimos o funcional u, por

wy : & 4(T5) = C

Q= (U, yoe),

com Y@ @(x,y) = y(x) - @(y).
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Lema 3.34. Seuc 2',(T") e y € & 4(T®), entdo uy, dado na Defini¢do 3.3.3 pertence a
7',(T5).

Demonstragdo. Note que uy € linear. De fato, sejam @1, ¢, € & 4(T%) e A constante. Entdo,
paracadax € TR ey c TS,

VR (91 +A)(x,y) = w(x)- (@1 +1¢02)(y)
=y(x)-01(y) +y(x)-Aea(y)
=YR01(x,y) +AY R @a(x,y).

Logo,

uy (01 +A02) = (U, Yy @ (@1 +A92)) = (u, Yy @ Q1) + A (U, Yy @ @)
=ty (P1) + Ay (92).

Agora, mostremos que uy € continua. Seja {@, },en uma sequéncia em & 4 (T5) que

converge para 0. Assim, pelo Teorema 2.4.6 existe hg > 0 tal que

00 €8y 1s(T5), ¥n € Ne ||@ul|rng — O.

Por outro lado, existe hg > 0 tal que ¥ € & 4 5, (TR). Tomando h = max{hg, hs},

sup (079 (w(x)- ()| < sup |98 w(x)|- sup |9 @ (y)|
(x,y)ETN x€TR yeTS

<Nl By - 10 (Pl Larg - HE gy - 1B
<Nz g 1@all.ar g - WPy ) - [+ B!

Logo, Y@ @, € & 4 n(TV) paratodon € Ne

W & @ull.zn < Wl g - | @nll.r n, — 0, quando n — eo,

isto é, y® @, —> 0 em & 4 (TV). Segue da continuidade de u que

Uy (Qn) = (U, Yy @ @) — 0

e, portanto, uy € 7', (T5). O

Fixadasu € 7' ,(TV) e y € & 4(TX), vimos no Lema 3.3.4 que uy, € 2’ ,,(T%). Logo,
pelo Teorema 3.2.8 podemos concluir que
uy(y) =Y, uy(n)-,
nezs
em que o coeficiente de Fourier de uy € dado pela Definigdo 3.2.4, isto €,

Ty0) = gy (") = s (W))W € 25
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Definicao 3.3.5. Sejam u € @(’///(TN )en € Z5. Definimos o funcional U por
_ 1 i
(un, ) =ty(n) = @S’ (u,p(x)-e7 "), Vy e & u(TF).
Lema 3.3.6. Para cada 1) € Z5, uy dado na Definicdo 3.3.5 pertence a 2’ ,(TX).

Demonstragdo. Como e~ é uma funcdo analitica, pertence a & ,(TR). Logo, o resultado

segue diretamente do Lema 3.3.4. [

Teorema 3.3.7. Sejau € 2',(T"). Entdo

com convergéncia em .@%(TN ). Além disso, dados €,h > 0, existe Cep > O tal que

el (1+|nhP
[, W) | < Cen- Wil sup (UMDY (3.14)
pELy mp - p!

para quaisquer ) € Z5 e Y € & 4 ,(TK).

Demonstragéo. Se ¢ € & 4(TV), pelo Teorema 3.3.1 existem Cg, hg, hs > O tais que para cada
nezs,

. p!
2%0(e,n)| < Cr-h g - lat - inf [ ——2 P ) wyeTR vaeZR.
| X (p(x n)| = YRR m|OC| | | plenZ+ h§(1+‘n‘)p X +

Decorre do Teorema 3.3.2 que a série ¥, @(x,n)-e”™ tem convergéncia em & ,(TV) e, por
nezs
(3.10), é igual a @(x,y).

Assim, como u € linear e continua, temos

(w,0) = lim Y (u,@(x,1)-€™™)

k—ro0
In|<k

= lim }, (27)° - (u—n,@(x,n))
In|<k

= i -eMMd
kgl;lo Z <un’/TS(P(x’y) e y>

[n|<k

= lim 3 (un, (", 0))

k—yo0
In|<k

= lim up -e”, @
i X G 7.0)

paratoda ¢ € & ,(TV). Logo,
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com convergéncia em 2’ (TV).

Agora, dados €,h > 0, provemos a desigualdade (3.14). Como uy, € .@'///(TR ), segue do

Teorema 3.1.2 que existe C¢ > 0 de modo que

! i
[, W) = g (s y0)- 7))
< Ce sup 10200 (w(x) -e~m)| - £l*+P
- (@m)? (x,y)eTV migp|-|ot+ B!
(a.p)ezl
< S 0%y (x)| - [9f e -l lP (3.15)
— @) e mjq|-myg - |o|! - B!
(a.p)ezl
Ce Rl (14 n))Bl glel. glB]
< : - sup _
(2m)S R (x,y)e’]l‘N< mw-lﬁ\!
(a,B)eZlY

. 1 )
Primeiro, suponha € < W Assim,

Ce

Un, S— - Su
|< n ll/>| (27[)3 ||W||///,h Be;ﬁ(

elBl. (14 |n|)Bl
mig| | B!

Ce

e, portanto, vale (3.14) com C¢ , = W

1
Agora, suponha € > A Como (3.15) vale para qualquer € > 0, temos

C p
) | < 2% L sup (M>

(2m)S pez, \h’-mp-p!
Cin el (1+n))”
< [lWllap- sup (—)
(zn)S " pel, mp - p!
Logo, tomando Cj, ¢ = i hS, obtemos a desigualdade desejada. ]

(27)
O nosso proximo objetivo é mostrar uma reciproca do Teorema 3.3.7. Para isso, precisa-

mos do seguinte lema.

Lema 3.3.8. (KOMATSU, 1973, Proposicao 3.6) Se .# é uma sequéncia de pesos, entdo

2
n n.o(2H"
sup( P ) §sup<—p ( )),Vp>0,
}’ZEZ+ my, - n! nEZ+ my, - I’l!

onde H vem da propriedade (M.3), isto €, o crescimento moderado de .7 .

Demonstragdo. Dada .# = {m,} uma sequéncia de pesos, defina N, = m,, - p!, para p > 0.

Observe que {N,} ainda é uma sequéncia de pesos. De fato, temos:



3.3. Série Parcial de Fourier 63

1. N():mo-O!:leleml-l!:l;

2. Nl%:m[%.(pDZ <mp 1 -mpi1-(p—1D-(p+ 1! <Np_1-Npiis

, 1/(J+k) . . | 1/(]+k) ) A~ jtk 1/(J+k)
3. sup (Nﬁk) =sup (—mﬁko—i—k)') <sup (—m]+k 2 ) <2H.

ik mjmkj!k! jk mij - my -

PN
Defina em (0,0) a fungdo associada a sequéncia {N,} por N(p) =sup In (p 0).
p

Np
Considere a sequéncia dada por n, = %, para p > 1. Note que, pelo item 2 acima, {n,} é
uma sequéncia crescente.

Denotamos por n(A) o nimero de termos n, < A. Na Segédo 1 do Capitulo 2 de (ROU-

MIEU, 1960), mostra-se que

P (A
N(p):/ ") 5. (3.16)
o A
Defina L, = min N,N,_,. Pela defini¢do de n,, temos

0<g<p

L,=Lyp min n..n,-ny...n,_,.
p 0<g<p q P—q

Assim, a sequéncia [, = ¢ obtida rearranjando os termos {ny,ny,...,ny,ny, ...} em ordem

p—1
crescente. Portanto, /(1) = 2n(A). Isto implica, por (3.16), que L(p) = 2N(p), sendo L(p) a

funcao associada a sequéncia {L,}. Logo,

IN(p) = L(p) = supln (ppLO) _ supln (ﬂ) < supln (M) |

P minNgNp—q/ (3) » Np

p \2 p p
sup <—p > <sup <—p (2H) ) .
p \mp-p! p mp - p!

Teorema 3.3.9. Seja {un},cys uma sequéncia em 2',(TR). Se para todo €,h > 0, existe
Ce > O tal que

O

el (1+n|)P

p— )NneZs, Yy e & n(TF),  (3.17)
pF:

(W) < Cen- WL+ sup (

PELy

entdou =Y  up-e” é um elemento de 7', (TV).
nezs

Demonstragdo. Para cada j € N, considere a soma parcial
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Se ¢ € & 4(TV), existe h > 0 tal que @ € & 4 ,(T"). Além disso,

(Sjs@) =Y (un-e" @)=Y <Mn=AS¢(x,y)-eiy”dy> =) <un,(2ﬂ)S¢(»—n)>~

[n|<j In|<j In|</
(3.18)

Seja hg tal que @(-,M) € & 1 4, (TR) para cadan € T°. Dados § > 0 ¢ k € N, associando
(3.18) a hipotese (3.17) obtemos

~ of - (1+ p
(it =S50} < T 1 Cop 9,y sup (20

j<Zj+k pez, \ My p!
-p! SP-(1 p
= Z (ZE)S'C(‘S.hR'CR' inf (pmp—p>~ sup ((—-H?l))7
j<Inl<j+k ' pels \hg-(L+ NP ) pez, my - p!
(3.19)

onde a dltima desigualdade decorre do Teorema 3.3.1.

h
Seja H > 0 da propriedade (M.3) da sequéncia de pesos .. Tome 0 = ﬁ Pelo Lema
3.3.8 temos

1/2 _

W (1 P W (1 p . p! 1/2
Sup(s<+|n|>)S sup(sumr)) i (e )
PEZy (2H)P'mp-p! PEZ myp - p! PEL+ hs'(1+|n|)p

Logo, por (3.19) e (3.20),

1/2
. my - p!
[(Seej=Sio)l< ), (1) -Csp-Cr- {mf (h’s’p—)l?)]

j<II<j+k pelt N - (1+m|
1
<C- —
s O D

(may - (4N)1)1/2
3N

onde C = (21)*-Cs,- Cg -

Isso mostra que {<S s (p>} ¢ uma sequéncia de Cauchy e, portanto, segue do Lema 3.1.4
queu € 72 ,(TV).

[]
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CAPITULO

HIPOELITICIDADE GLOBAL

Neste capitulo vamos estudar a hipoeliticidade global (ou regularidade global) de campos

vetoriais complexos no toro T2.
Seja
Pa(D1,D2) =D —aDy, o € C. 4.1)

A hipoeliticidade global de P, € caracterizada através de propriedades numéricas de o. Nos
basearemos no Capitulo 3 de (VICTOR, 2021) para obter essa caracteriza¢do no contexto das

classes de Denjoy-Carleman.

4.1 _/-Hipoeliticidade global de uma classe de operadores
Seja .# uma sequéncia de pesos e considere um operador
Pu: 7'y(T?) = 2 (T?)
definido por (4.1). Dizemos que Py € globalmente .# -hipoelitico se

ue 2 y(T?), f€E4(T?), Pau=f = uc & 4(T?).

Para estudar a .#-hipoeliticidade global de Py, considere u € 2’ ,(T?) e f € & 4(T?)
tais que Pyu = f. Pelo Teorema 3.2.8, podemos escrever

u= Y, a(gn)-eem.
(Em)ez?
Por outro lado, pelo Teorema 3.2.2,

f=), f&m-tsrm.

(§:m)ez?
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Segue que

Y, JEm-d M = f=Pau= Y i —am)-a(g,n) e,

(§n)ez? (En)ez?
Assim,

IF(E,m)|=a(&,n)|-|&—an|, V(E,n) € 7% 4.2)

Considere primeiro o caso em que a € C\ R. Podemos escrever oo = @ + i, com
ap, 00 €Re ay #0. Para (E,1) € Z2, temos

E—an=0<«<= E—an—inpn=0 < 0N =0 — £=n=0.
E—an=0
Decorre de (4.2) que
. /(&) 2
, = , V(&, Y/ 0,0)}. 43
a(&,m)| = an| (&,m) € Z°\{(0,0)} (4.3)

Além disso, para (&,1) € Z>\ {(0,0)},se n #0,
& —onf? = (& —aun)’+(e2n)? > (02n)* > 03
e,sen =0,
E—an|=lg[>1.
}, temos |§ —an| > L, ¥(&,n) € Z*\ {(0,0)}.

Logo, segue de (4.3) e do Teorema 3.2.2 que existem constantes C,d > 0 tais que

/) _|f(§_ﬂ7)| Ci m,, -n!
a(E,m)| = < f(Sn_(H'mm')n

Definindo L = min{1, |a;

) W(E) € 22\ {(0.0)).

— 1
& —an| ~ Lnez,

Entdo, pelo Coroldrio 3.2.9, u € & ,(T?). Isso mostra que Py, é globalmente . -hipoelitico para
todo o € C\ R.

Agora, vamos estudar a .# -hipoeliticidade global de P, no caso em que « € real.

Definicdo 4.1.1. Dado a € R\ Q, dizemos que o é .# -exponencial Liouville se existe € > 0 de

modo que a desigualdade

my, - n!
—an|< inf [—2— ), (E,n)€ZXZ,
1€ —an| n%(gn,(lﬂm)n) (&;m)

possui infinitas solucdes.

Teorema 4.1.2. Seja a € R. O operador Py definido em (4.1) serd globalmente . -hipoelitico

se, e somente se, & for irracional e ndo .Z -exponencial Liouville.
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Demonstracdo. Necessidade: Assuma que Py, € globalmente . -hipoelitico.

Suponha por absurdo que « € racional. Entdo podemos escrever o = B, com p,q € 7.
q

Considerando a sequéncia {;,n;} jen dada por §; = pje nj = gj, temos
gj—an;=0,vjeN.
Defina um funcional linear agindo em & ,(T?) como em (3.7) por

w=Y i), (4.4)
jeN

Observe que, pelo Teorema 3.2.7, u € um elemento de -@{//// (']I‘z). Por outro lado,

Pou=Y (i€ — ain;)e'™stM) = 0.
JjeN

Portanto, segue da hipétese que u € &, (T?). Assim, pelo Teorema 3.2.2 existem constantes
C,d > 0 tais que

my, -n! . my - n! c .
, <C inf <C inf - < —.VjeN;
=late;. ;) eZ+<5"-(1+|§j\+!m!)") nem(sn-( >n> 51+

fazendo j — oo obtemos um absurdo. Portanto, ¢ € irracional.

Resta mostrar que o ndo € .# -exponencial Liouville. Suponha que exista uma sequéncia
{&j:nj}jen, com |E;|+|n;j| > j, Vj € N, satisfazendo

my, - n!

L1851+ ni])"

—am;| < inf ' 4.
’5] anj‘<n1€nZ+ <8n( >7VJ€N5 ( 5)

para algum € > 0.

Tomando u como em (4.4) e f = Pyu temos

f Z 5} aln ) xé/*”?/)

jeN

Segue de (4.5) e do Teorema 3.2.3 que f € & 4 (T?). Por outro lado, como vimos anteriormente,

ue 2 ,(T*)\ & 4(T?), contradizendo a hipétese inicial.

Portanto, ndo vale (4.5), isto €, para todo € > 0, existe R, > 0 tal que

. my, - n!
—anl| > inf , para ||+ > Re. 4.6
) )
Fixado 6 > 0, tome € = —— . Caso | —an| > 1, vale
(Joe| +3)

my, - n!
o >1> mf —_— ).
&~ ol (6" <1+m1>")
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Caso contrério, se | —an| < 1 tem-se |§] — |a||n] < 1, isto é,

& <|afin|+ 1. Além disso,
como estamos considerando || + || > Re, podemos supor || # 0. De fato, se || = 0, entdo

|&] > Re > 0 e isso implica que |& — an| = |§| > 1, voltando ao caso anterior.

Assim, para |E|+|n| > R, e supondo || > 1 temos

.n!
8- amlz i (G )
N\ e (T g )y

> inf

n€Z+

my, - n! )
en-(1+aln|+1+[n|)"

my, - n! )
e (lafn[+3[n|)"

Logo, a ndo é .# -exponencial Liouville.

Suficiéncia: Suponha que « seja irracional e ndo . -exponencial Liouville. Assim, para

todo € > 0, existe R tal que

. My - n!
6 —an|> inf <€n : ),Para|§|+|n|2R8'
+

(T4

e, portanto, vale a desigualdade (4.6).

Seja u € 7' ,,(T?) tal que Pou = f, com f € & 4(T?). Pelo Teorema 3.2.2, existem
C, 6 > 0 tais que

my, - n!

(1+1[+nl)

/(&n)l Scnié‘zE(an- ) V() e 2 4.7)

)
Tomando € = 35 © fixando (&,n) € Z? tal que |&| + |n| > Re, temos

ag.ml < 1fEm)1E—anl™

(42)

Lo n. (1 n
< Cinf< My - N )_Sup (8 ( +|§|+|n|))
a9 neZy \O"-(1+|E1+[n))" ) sez, my, - n!

1/2
- ! 6"-<1+15\+m|>">
< C inf .
Loma 335 nlerlz+<6"-<1+|é|+|n|>n) [zp( -1l

(5”'(1+5|+n)”>]1/2

my, - n!

= sup
Obs 326 | ,ez,

-1
e (1 "
- C[SUP( (+I5|+In|)>]
Lema 3.3.8 neZ., my -n!




4.2. Relacdo entre A -hipoeliticidade e £ -hipoeliticidade 69

Como a desigualdade acima vale sempre que |§|+ |n| > R, podemos aumentar a

constante C, se necessario, a fim de obter

R . my, - n! 2
el <€t (G gl ) MEm €

Logo, u satisfaz as hipéteses do Coroldrio 3.2.9 e, portanto u € & 4 (T?). Isso mostra que Py é
globalmente . -hipoelitico.

]
Observacio 4.1.3. Segue da demonstracido do Teorema 4.1.2 que a . -hipoeliticidade global de

P, € equivalente a valer uma desigualdade como (4.6) e isso independe do fato de « ser real ou

complexo.

Se um operador P, dado em (4.1) for globalmente C*-hipoelitico, por (GREENFIELD;
WALLACH, 1972) existem constantes L,k,R > 0 tais que

& —an| > o> para || +|n| > R.

L
(L+181+1nl)
Dado € > 0, tome kg o menor natural maior do que k e

mk0+1 : (k() + 1)'
L.gk(H—I ’

Re = max {R,

Assim, para |E|+|n| > R, temos

L-(1+[8]+n]) o mger- (oD ( my - n! )
(L8[ ot = (1+[§] + |n )t - efott Zacz, \en- (4[] +n))" /-

& —an|>

Logo, o operador satisfaz (4.6) e pela Observacgado 4.1.3 podemos concluir que a hipoeli-

ticidade global de Py no sentido C* implica na sua . -hipoeliticidade global.

4.2 Relacao entre .Z-hipoeliticidade e _Z-hipoeliticidade

Sejam .Z e £ sequéncias de pesos tais que & , C &». Veremos que se um operador da
forma (4.1) € globalmente -Z’-hipoelitico, entdo também € globalmente . -hipoelitico. Por outro
lado, sob certas condigdes, € possivel exibir @ € C de modo que o operador Py, seja globalmente

A -hipoelitico, mas ndo globalmente .#’-hipoelitico.

Teorema 4.2.1. Sejam .Z e £ sequéncias de pesos, com .Z < .Z. Suponha que o operador Py,
para algum o € C, seja globalmente .Z’-hipoelitico. Entdo, Py € globalmente .# -hipoelitico.

Demonstracao. Como .# < .Z, segue da Defini¢do 2.2.8 que existe C > 1 de maneira que

m, <C"-1,,VneZ,.
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Como Py, é globalmente Z-hipoelitico, existe uma constante Re > 0 tal que, para |§|+|n| > Re,

temos

€ —an|> inf ( C by ! )> inf ( My 1! )
T ez \ - (1+|E[+ )" ) ~ neze \€*-(1+|E|+ )" )

Isso implica, pela Observacdo 4.1.3, que P, é globalmente .Z -hipoelitico.

Consideremos a partir de agora uma nova relacao entre .# e .Z:

Definiciio 4.2.2. Sejam .# = {m,},cz, € £ = {l,}ncz, duas sequéncias de pesos. Definimos

m 1/n
M <L = lim (—”) =0.
n—oo n
Observe que se # < .Z,entdo M < £ ¢ L A M, sendo < dada na defini¢do 2.2.8. Logo,
pelo Teorema 2.2.11, & 4 (T?) ¢ &¢(T?).

Dadas duas sequéncias .Z e .Z, com .# < £, construiremos & € R, como em (VICTOR,
2021, Teorema 3.13), para mostrar que a reciproca do Teorema 4.2.1 ndo é vélida. Para isso,

usaremos a teoria de fragdes continuas, com base no Capitulo 10 de (HARDY; WRIGHT, 1979).

Definiremos, por recorréncia, uma sequéncia adequada {a, },cz, C Ry e tomaremos

1
o = lag,ay,...,ap,...] =ap+ i

ai +
ar +

1
az—+...

Suponha definidos os a,’s. Defina as sequéncias {p, }nez. » {qn}tncz. € {a)}nez, por

pO:07 P1 =1le Pn=0an Pn—1+ Pn-2, paran22,
g=1, ¢q1=0¢ gn=an qp-1+4qn—2, paran=>2, 4.83)
d, = [ap,apy1,...], paran€ Zy.

Sao vélidos os seguintes resultados acerca dessas sequéncias:

Teorema 4.2.3. (HARDY; WRIGHT, 1979, Teo 155 e 156) Se n > 3, entdo g, +1 > g, > n. Em

particular, r}l_rg; qn = .
Teorema 4.2.4. (HARDY; WRIGHT, 1979, Teo 168) Para todo n € Z, |a,| = a,, em que

|x| =max{m e Z| m <x}.

Teorema 4.2.5. (HARDY; WRIGHT, 1979, Teo 171) Dado n > 1, temos

1
Gy 1o+ Gn1

|pn_a'61n| =

e a sequéncia |p, — o - q,| € estritamente decrescente com limite igual a 0.
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Teorema 4.2.6. (HARDY; WRIGHT, 1979, Teo 182) Sejam p € Z e g € N, tais que mdc(p,q) =1
€ gn < g < gn+1- Entéo

p—q-0| > |pn—qn- 0| > |pus1 — Gns1- .

Finalmente, estamos prontos para definir a sequéncia {a, },cz, . Tome ag = 0 e suponha

aj definido para 0 < j < n— 1. Assim, temos p;, g; definidos por (4.8) para j <n—1. Agora

defina
1+ 1) 1
sup ((an—)). , n#2
a,; = reZ. ly-r! qn—1

1, n=2.

Observe que & = [agp,ay,...] € um nimero irracional. Além disso, se mostrarmos que
o é ndo ./ -exponencial Liouville, teremos pelo Teorema 4.1.2 que Py é globalmente ./ -
hipoelitico. Sejam p € Z,q € N tais que mdc(p,q) = 1. Pelo Teorema 4.2.3, existe kg € N tal
que gi, < q < qky+1- Segue dos Teoremas 4.2.5 e 4.2.6 que

1
p—q- 0| > |pr, — qi, - 0| = : (4.9)
0 0 a;q)—i-l Yk +q1<0—1
O Teorema 4.2.4 implica que a}co +1 < ak+1+ 1. Escolhendo g > g3, temos
(g, + D"\ 1
i1 Gk +qho—1 < | SUP (0—, T | "Gk T Gko T Gko—1
r€Z+ lr.r' Qk()
(1, +1)"
< sup (% + iy + Gig—1
reZ., rer:
)" )"
<3 sup <M> <3 sup ((q+ ) )
reZ, ly-r! reZ ror!
Logo, por (4.9),
-1
)" 1 L-r!
lp—q-o| > |3 sup ((q+ ) ) = —- inf ( r r>. (4.10)
reZJr lr'r! 3 r€Z+ (q+1)
Dado 0 > 0, afirmamos que
o <mr-r!)
in
im S \O ) @.11)

im =
t—too L-r!
inf
V€Z+ tr

1
Com efeito, seja H a constante de (M.3) e tome j, € N de modo que o < 6.Como #Z < £,

existe j; € N tal que
1\ Vi ,
(—f) >HL > .

mj
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Parar > 1; - ji! e s < ji, temos

j .5 . -s! -
t/1 .ls S':t]l—s. [s-s! >[l 'j]!]jl_s_l'lS'S!>1‘
-1t 1 Lt =
Logo,
tjl 5
> , Vs < j1.
Lo Lest T

Portanto, fazendo uso do Lema 3.3.8, obtemos

t" t"
su = Su
() = (25)

tr
< sup .
i ((H)m)

. 1/2
s (i)

1/2
(Sr‘tr) |
sup :
| r€Z my - r!

tr

sup ( ) —1/2

I 5. )12

rey r t (m2 2)

— < < — .
w (20) o ()| =5
r€Z+ lr'r!

E isso implica em (4.11).

IN

IN

Segue que

Decorre de (4.11) que existe 5o € N tal que

my-r! 1 . L -r!
inf < —- inf Yt > sp. 4.12
}’16%+ <5r‘tr) - 3 rle%ur ( tr ) ’ _SO ( )

Logo, de (4.10) e (4.12), existe 51 € N tal que

my-r!
6" (1+4q)"
Isso mostra que o ndo € .# -exponencial Liouville.

lp—q-al > inf ( ), Vg > si.
r€Z+

Resta mostrarmos que Py, ndo é globalmente .Z-hipoelitico. Pelo Teorema 4.2.4, temos

/
Ajo+1 > Qpy+1- Novamente, para g > g3, temos

qr, +1)" 1

_reZ+ lr'r! 0
[ qr, +1)" 1
> | sup (( 9 '))~——1 ko + dky—1
e\ et ) g (4.13)
(qry +1)"
Z u ( lO | — Gk +q1<()—1
reZy rote
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Observe que se t > 4 - [ temos

su v > i >t'4'lz—2t
ar \lr) " h2" L2

Tome ko > max{3, 4-1,}. Pelo Teorema 4.2.3, gy, > ko > 41> e, portanto,

+1 r r
sup <(ko ) ) > sup ((qko) ) > 241
reZ, lr'l"! reZ, l,-r!

(S1a)

L -r!

Disso decorre

1
reZ

Logo, por (4.13)
(qx, + 1)r>

L r!

1
a;qﬁ-l “Giko T qkg—1 > =+ Sup < (4.14)

2 reZ.y

Assim, usando (4.9) e (4.14), temos pelo Teorema 4.2.3 que existe ry € N tal que

L r!
—qgp-a| <2 inf | ——— |, Vn > ry.
|Pn—qn - af reZ+((qn+1)’) n-=rp

Isso implica que & é Z-exponencial Liouville. Portanto, pelo Teorema 4.1.2, Py, ndo é global-
mente £ -hipoelitico.
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CAPITULO

RESOLUBILIDADE SEMIGLOBAL

Neste capitulo iremos tratar da resolubilidade de uma classe de campos vetoriais com-
plexos no contexto das classes de Denjoy-Carleman. O nosso objetivo € estender os resultados
da Secdo 3 de (ARAUJO; BERGAMASCO; SILVA, in press) a respeito da resolubilidade no

contexto Gevrey.

5.1 Sequéncia de pesos fortemente regular

Seja A = {my}nez, . uma sequéncia de pesos, isto €, satisfazendo (M.1), (M.2) e (M.3).
Para 0s nossos objetivos a partir de agora serd necessario adicionar mais uma hipétese a .7 .

Vamos considerar a seguinte propriedade: Existe uma constante A > 1 tal que, para todo p > 1,

[}

mj Mp-P
: < (M.4)
j:pm_i+1'<]+1) mpy1-(p+1)

ou, equivalentemente, existe C > 0 tal que

[e5)

m; mp

. < :
smie(j+1) Mp1

Definicdo 5.1.1. Se .# = {m,},cz, é uma sequéncia de niimeros reais positivos que satisfaz

(M.1), (M.2), (M.3) e (M.4), dizemos que .# é uma sequéncia de pesos fortemente regular.

Agora, € possivel obter uma versao do Teorema de Borel para a classe & 4. Esta serd uma
importante ferramenta no estudo da resolubilidade da classe de campos vetoriais que estudaremos

adiante.

Teorema 5.1.2. (THILLIEZ, 2008, Teorema 4) Seja .# uma sequéncia de pesos fortemente

regular. Considere {0y} uma sequéncia em C, onde J = (j, k) € Z2, tal que
lay| < BV, (5.1)

para alguma constante B > 0. Entio, existe f € & 4(R?) de modo que 9’ £(0,0) = a.
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A condicdo (M.4) é chamada de ndo-quase analiticidade forte e, de fato, se . satisfaz
(M.4) o Teorema 2.3.9 implica que & ,(T") é ndo quase analitica. Por outro lado, o préximo
exemplo, mencionado em (THILLIEZ, 2008, Exemplo 2.1.1), mostra que a reciproca nao €
valida, isto €, existe uma sequéncia que nao satisfaz (IM.4), mas a sua classe associada ainda é

ndo quase analitica.

Exemplo 5.1.3. Vimos no Exemplo 2.3.12 que a classe & 4 (TV), em que .# = {m, },cz, é
dada por m, = [In(n+e—1)]°", Vn € Z., é quase analitica para 0 < o < 1 e ndo-quase analitica

para ¢ > 1. Logo, & 4 (TV) nido satisfaz (M.4) quando 0 < ¢ < 1.

Agora, considerando ¢ > 1, suponha por absurdo que & , (T") seja fortemente ndo-quase

analitica. Entdo, existe C > 0 tal que

Yy — <c ™ wk>o.
S U+ Dmj = mp

Segue novamente por (2.25) que existe k € Z suficientemente grande tal que

1

[In(j+e—1)]°/ 1
];k(f“)mm ];k (j + 1in( J+e)] G = <26>",-§<(j+1)[1n(j+e)]o

1 too 1
zeo; G+e) ln]—l—e)] = (2e)<f/k Gto)nxree ™

oo 1

1 oo 1 1 1
~ (2e)° /1n(k+e) u_"du "~ (2¢)° (1 —0)u® in+e) (2¢)°(c—1)[In(k+e)]o-1"

Logo, para todo k € Z suficientemente grande,
ok
1 i Ska _c In(k+e—1) | e 1
(2¢)9(c —1)[In(k+e)]°! My In(k+e) [In(k+e)]° [In(k +e)]©

€, consequentemente,

In(k+e) < (2¢)°(c—1)C.

Como klim In(k 4 €) = oo, temos um absurdo. Portanto, .# também nio satisfaz (M.4) para
—»00

c>1.
O

Para estender o Teorema 3.4 de (ARAUJO; BERGAMASCO; SILVA, in press) das
classes Gevrey para as classes & 4 na se¢do seguinte, serd necessario aplicar o Teorema de Borel
para uma classe associada a uma sequéncia proveniente de .# (através do Lema 5.2.3). Sendo

assim, faremos uso do sequinte lema:

Lema 5.1.4. (THILLIEZ, 2003, Lema 1.3.4) Seja .# = {my}ncz, uma sequéncia de pesos
fortemente regular. Entdo, para qualquer real s > 0, a sequéncia .#° = {(my)*},cz, também é

uma sequéncia de pesos fortemente regular.

Vejamos a seguir um exemplo desse tipo de sequéncia, mencionado em (THILLIEZ,
2016, Exemplo 1.2.1).
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Exemplo 5.1.5. Dados & >0e 8 >0, defina .# = {m} jcz, pormg=m=1e
m; = (j)* [Ine+ )"/, para j > 2.

A sequéncia .# é uma sequéncia de pesos fortemente regular. De fato, as propriedades (M.1)-
(M.3) seguem diretamente do fato de .# ser produto de duas sequéncias de pesos (veja os
exemplos 2.1.5 e 2.1.6). Além disso, para p > 2 temos

Z‘L mic1-(j+1) 2 (j+ 1)1 [In(e+ j+ 1)]FU+D

s m 5 (j1)% [In(e + j)]P7

i 1 In(e+j) \P/
,pr G+ 1)+ [In(e+ j+ 1)) . (ln(e+j+1))
°° 1

=G+ a+1[1n<e+]+1>1ﬁ

%}

| AN

IN

dx

p xatl ln e—}-x)]ﬁ
_ ! T [eBlinge+o) Pt
[ ox® [ln(e—f—x)]ﬁ ) /p ox®(e+x) d
1
ap®lin(e+ p))°
_ L (P_H> <M)’“”*”, P! fin(e+ )P
o P ln(e+1?) (p+1)!“[ln(e+p+1)]ﬁ(P+1)'

IN

Como

(p+1) (p+1) (p+1) ()
T (T e D
In(e+ p) e+p etp bp

temos

v M L e g
j:pmj+1'(J+1) o Mp+1

Logo, .# também satisfaz (M.4).

Note que quando 3 = 0 a classe associada a .# ¢ a classe Gevrey de ordem o + 1.

5.2 Resolubilidade de classes de campos vetoriais

Seja .# uma sequéncia de pesos. Considere um campo vetorial complexo definido em
Q =R x S' dado por

P = %Jr(a(x,t)ﬂb(x,r))%, b0, (5.2)

onde a e b sdo fungdes ultradiferencidveis de classe {.# } a valores reais.
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Suponha que
(a+ib)(x,1) = x(ap(x,t) +ibo(x,1)), em Q¢ = (—€,€) x S, (5.3)

onde ag e by sdo fungdes a valores reais ultradiferencidveis de classe {.Z } em Q¢, com0 < e < 1

e, além disso,

21
/ ap(0,1)dt =0 e by(0,1) # 0, paratodo r € S'. (5.4)
0
Seja
Py 1 2r
=— | bo(0,t)dt 5.5
o 0 0( ’ ) ) ( )

chamado nimero de Meziani, o qual é associado a um invariante de .Z (veja (MEZIANI, 2001)).

Sejam .# e ¥ sequéncias de pesos com .#Z < .4 . Observe que se f € & ,(Q) é uma

funcdo para a qual existe u € & 4, satisfazendo .Z’u = f em uma vizinhanca de ¥, entdo

2r 2r 2
700 = Zu(0) = 5 [ ”

5 0,t) = A f(0,1)dt = A E(O,I)dt:u(o,t)o =0

e, portanto, f deve satisfazer a condicao de compatibilidade

21
A f(0,1)dt = 0. (5.6)

Defina o conjunto
F.u=A{f €&y f satizfaz (5.6)}.

Defini¢io 5.2.1. Dizemos que .Z é (. ,.# )-resolivel em £ = {0} x S! se para qualquer

f € %, 4 existe uma solugio u € & 4 para a equacgio .Zu = f definida em uma vizinhanga de X.

Seguindo os argumentos de (CORDARO; GONG, 2004, Proposi¢do 3.2), temos o se-

guinte.

Proposicao 5.2.2. Sejam .# uma sequéncia de pesos e . um campo vetorial complexo em Q
da forma (5.2). Suponha que os coeficientes de £ estdo em & () e satisfazem (5.3) e (5.4),
com A, dado por (5.5), irracional. Se .Z é (4, .4 )-resoliivel em ¥ para alguma sequéncia de
pesos A com .#Z < ., entdo .Z é equivalente, via {4 }-difeomorfismo, a um mdltiplo nao
nulo de

Ly =—=— —iAx—. (5.7)
1/ i

Demonstracdo. Considere a fungéo Z(x,t) = x'/*¢" definida em Q. Como para x # 0

o . a1
L;LZ = EZ— llexZ =i/ — ZAXEZ = 0,

Z é uma integral primeira de L) em Q\ X.
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Vamos encontrar um difeomorfismo
x+—xX(x,t), t+ —t+T(x,1) (5.8)
tal que
W(x,1) = (xX) /4 T)
satisfaz ZW = 0.

Pela hipétese (5.3), podemos escrever . proximo de x = 0 como

d _ d
L = 5 +x(ao(x,1) +lb0(x,t))$.

Observe que

-1 .
d{A ' Inx—it} G
ot

= —i+x(ag(x,t) +ibo(x,t))

J{A 'nx —it}
ox

= —i+ A" Yag+iby)(x,1).

LA Inx— it} = (ao(x,t) +ibo(x,1))

1
Ax
Por outro lado, pela hipétese (5.4) e pela defini¢do de A, decorre que

2 1 (27
/ —i+ A" (ag +ibo)(0,1)dt = —2mi + I/ (ao +ibo)(0,1)dt = —2mi+2mi =0
0 0

isto é, a funcdo
f=—i+2"Yag+ibo)(x,1)

satisfaz a condicao (5.6). Além disso, como ag e by sdo funcdes ultradiferencidveis de classe
{ '}, podemos concluir que f pertence a & . Logo, da (_#", .# )-resolubilidade de .Z, existe
u €&y tal que

Lu=—(—i+A1" Y ag+ibo)(x,1)).

Assim, definindo
W(x,1) = exp{A " Inx —it +u(x,r)} = x'/* el

obtemos

LW = exp{A " Inx— it +u(x, 1)} K—i+ %) +x(ao(x,1) +ibo(x,1)) (% + %)}

= x!/Aittulxs) (Lu +.2{2 'Inx — it}) =0.
Dessa forma, definimos as fun¢des X e T por
X (x,t) =exp{ARu(x,t)}, T(x,t)=SBu(x,r)

e, de fato, temos

(XX)I/lei(ftJrT) _ (xeli)?u)l/lei(fﬂrsw) :xl//lefit+u _ W(x,t).
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Finalmente, defina em Q
F(X,l) = (XX<X7I)7_I+T(X7I))'

Segue da defini¢do das fungdes X e T e do fato de u pertencer a & 4, que F estd em & 4. Além

disso, o determinante da matriz jacobiana de F em X é dado por

detson) | 500 25000 || 250 2R o)
b)) — 1 o(— d(— - — u — u
W50 20| 2520, 253 0,r)
du
_ ARu(04) [ _ gu
e ( 1+38t (O,I)).
Como Lu= —(—i+ A" (ap+iby)(x,t)), entdo %(O,I) = —(—i+A"ag+iby)(0,1)) e
S@(o 1)=1-A1"1py(0,1)
at ) - 0\Y,%)-

Logo,
detJ (0,1) = A¥OD (1 (1= 271y (0,1))) = —A 1A TuO00py(0,1) £ 0, Ve € .

Assim, pelo Teorema 2.2.16, F define um difeomorfismo local de classe {4} em (0,¢) para
cadat € S'. Além disso, Fy; € injetor, pois

d(—t+Su)

5 (0,0)=—1+(1 — 27 'bo(0,1)) > 0.

Mostremos que existe V = (—8,8) x S! tal que F , € injetor. Suponha por absurdo

que para cada j € Z existem pj,q; € V; = (—%,%) x S', com pij#qjeF(p;)=F(gq;). Em
particular, {p;},{q,;} C Vi =[—1,1] x S!. Consequentemente, existem subsequéncias {p; } C

{pi} e{q;} C{q;} tais que p;, — (0,#') e g, — (0,¢"). Portanto,
F(Oat/) = limF(pjk) = limF(CIjk) = F(()?t”)

e, pela injetividade da F em X, ¢ = ¢”. Como F é um difeomorfismo local, existe U uma
vizinhanga de (0,#') tal que Fj,,  um difeomorfismo. Como p;, — (0,t’) e ¢, — (0,¢'), tomando k
suficientemente grande, temos pj,,q;, € U. Assim, F(p;,) = F(q,,) e isso implica que p, = gqj,,

resultando numa contradicao.

Disso segue que F é um difeomorfismo local de classe {./4"} em (0,¢) para o qual existe
V uma vizinhanca de X tal que Fj, ¢ injetor. Logo, Fj, : V — F (V) é, de fato, um difeomorfismo
de classe {4"}.

]

Estendendo os resultados para classes Gevrey em (ARAUJO; BERGAMASCO; SILVA,
in press), vamos estudar a (4", .# )-resolubilidade de um campo L; dado em (5.7). Para isso,

precisaremos do seguinte lema:
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Lema 5.2.3. Sejam .# = {m,},cz, uma sequéncia de pesos fortemente regular e a > 0.
Entdo existe uma sequéncia de pesos fortemente regular 4" = {n,},cz, tal que para toda
Fec&y((—=8,8)x W), Fflatem {0} x #,com & > 0e # aberto de R, temos que f(x,w) =
F(x*,w) define uma fun¢io em 6//((—55,6%) XW).

Demonstragcdo. Observe que f é uma fungio C“((—S%,Sé) X #). Além disso, podemos as-
sumir sem perda de generalidade que 0 < a < 1. Caso contrdrio podemos escolher m € Z, e
a € (0,1) de modo que a = ma. Assim, dada F como no enunciado, basta considerarmos a
funcdo F(y,w) = F(y"™,w) em (5‘%((—5#5% X #), que também € flat em {0} x #/, e veja

que f pode ser escrita como

fle,w) =F(x*w)=F(x%w).
Para estimar as derivadas de f, primeiro mostremos por indu¢do em j > 1 que para todo
acZy |
, J .
{02 f(x,w) = Y Cj o x" T (9LOSF) (x",w), x#0,we W, (5.9)
=1
onde as constantes C; ¢ satisfazem
Cj_|_17g:(fa—j)ij—Faij_l, EE{I,...,]'—{-Z}, j=>1, (5.10)

com as condi¢des iniciais

Ci1=a,
(5.11)
Cio=0=Cjjp1, j=1
Observe que as constantes C;; podem ser calculadas recursivamente por (5.10) e (5.11) e,

portanto, sdo unicamente determinadas.

Caso j = 1, temos para qualquer a € Z’JVr
9100 f(x,w) = AL0% [F (x,w)] = (9} 92 F ) (x,w) - ax™! = Cp 1x*~ (9L OZF ) (x“,w).

Agora, suponha (5.9) vélido para k € Z.. Segue da hipétese de inducdo que

M=

198 f(xw) = Y O [Cou ' H(0[OIF) (", w)|

)
I\

I
gl

[(Ea — k)G X (9L F) (x4, w) + Crp X (9T O F ) (x, w)ax ™!

~ s
+ |
LN

5 L [(ta=k)Ci+aCi] K (9L 0T F) (x4, w)

g

~ o~
+
LIGEIN

_ C la—(k+1) 9LO%F) (x4
(5.10) g—zl k+1,6 X ( x Yw )(X 7W)7

como queriamos provar.
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Reescrevendo (5.9) com y = x? # 0, obtemos

J

Iy
319% f(x,w) = Z () (3L0%F)(y,w). (5.12)

Como F é flat em {0} x #, entdo d'd¢F também é. Assim, para y # 0 préximo de 0, segue do
Teorema de Taylor que para qualquer k € Z

k

1 1 1
’- (L% F)(y, W< 5 sup|af+ka“F|< Ch”kh‘“‘(é—f—k)‘a‘n/+k+|a| (5.13)

em que C,h > 0 sdo as constantes provenientes de F € & 4 ((—9,0) x #) (onde .4 serd
determinado posteriormente) e o supremo € tomado em um conjunto compacto da forma
[—6',8'| x K C (—6,8) x #, para algum 6’ >0 e K C # compacto.

1
Considere g € Z, de modo que g > — > 1. Aplicando (5.13) parak =¢gj — ¢,
a

14" 1
‘; (9LOLF) (y,w)| < mCthhW'(q])‘a’ Ngj+|al-
Usando a estimativa acima em (5.12)
. J 1 Jjla—t '
9105 f(x,w)| < Z |Cj,z| - (99 F) (v, )|
J qj—1 .
Z ,el (0O F) (v, w)]
3 o]
<C Z j€| ) ———h"h (q])’OC‘ Ngjt)al
Como . '
(@)t _ (@), 20ig),

(gi—0)!  (gj—010 —

podemos concluir que para (x,w) € [-8,8'] x K

10408 f(x,w)| < CRRYHY jlatng\ 4 8, Vj>1, Vo€ ZY, (5.14)
onde
J ¢
0; = Z ICjol—
/=1
1/q

Agora, defina a sequéncia .4 = {n,} ez, por n, =m, " para cada p € Z . Segue do
Lema 5.1.4 que ./ também € uma sequéncia de pesos fortemente regular. Além disso, fixado

J € Z, mostremos por indugdo em ¢ que

mgj < HES3 400wl e e 7. (5.15)
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Se ¢ =2, segue de (M.3) que

2j 2j.,..2
mzj:mj+j§H/mjmj:Hfmj.

Suponha que o resultado é valido para ¢ < k. Entdo, novamente por (M.3),

<H kj+ Jmk m; < ij+j(H(2+”'+k)jmk~)mj =H(2+'”+k+k+1)mk+l.

M1y = Mkj+j > 7

Em particular, quando ¢ = g > 1, segue de (5.15)

1/q 243+...4q)j
ng; =m9 < HOH3-40)i/ay

para qualquer j € Z..

Usando a estimativa acima em (5.14) obtemos

10707 f (x,w)| < C W)Y B jr ot ng ;. g 6
C (2/’l)qj h‘a‘ j! o! nq(j—i—\oc\) 0
C (2n)% ne i al [H(2+~-~+q)(j+|0‘|)/q e

IN

IN

i+ o]
<Co; [(Zh)qH(er--*‘/)/"} / j! a! Mg -

Portanto, se mostrarmos que a sequéncia {6;} ¢é limitada, decorre da estimativa acima
) 1ol . o
que festiem & 4 ((—8a,0a) x #). Como 0; = |C} 1| = a, basta verificarmos que a sequéncia

¢ decrescente. Com efeito, para cada j > 1

Jt1 /

|
Oiv1=) [Citisl——~
/ g:Zl G+

j+1 Vil
_Z‘ )Cje+aCij - 1| G+t

<Z\€a NCiel =

(j +1) +a Z| It l|( +1)

Observe que para £ < j temos fa— j < ja— j < 0. Como C; ;1 = 0, podemos escrever

j+1 /N J A
la— jl|C | —4a)|C; | ————.
;‘ Jl| J£|( ! ;(1 ) Jvél(J+1)!

Além disso, usando que C; o = 0, obtemos para o segundo termo

A e+ _ J (C+1)!
GZ|CJ£ 1!( +1 Gt Z\Cj,é\m-

=1
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Logo,
J 0 J (0+1)!
0ir1 <) (J—La)|Cjp|l——=+a) |Ciil—

J 0 J 0

=] Citl75—— +a Citl——
Y+l

e ]+a .76'—
Pt PG+
| 0

< J+DICje|—
J 0

=Y 1Cidl
=1 J

=0;.

A demonstragdo estd completa. [

Teorema 5.2.4. Sejam A € Ry \ Q e .# uma sequéncia de pesos fortemente regular. Entdo
existe uma funcio f em & , definida numa vizinhanga de X satisfazendo (5.6) tal que Lyu = f

ndo tem solugdo suave definida em qualquer vizinhanga de X.

Demonstragdo. Dado € > 0 denotamos os conjuntos Q; = (—¢,€) x S, QF = (0,&) x S' e

Q. = (—£,0) x S'. Considere como na Proposi¢ao 5.2.2 a fungdo Z(x,r) = |x|'/*¢ continua

em Q = R x S! e real analitica fora de . Em Q \ X temos

9z 1 3z

Entao

d ., 0 N
L,Z = EZ_ llxaz =iZ— MXEZ =0

e, assim, Z é uma integral primeira para L; em Q\ X. Note também que Z leva X em O e

e OF =1[0,€] x S' em D(0,€'/%);

« Q; =[—£,0]xS' em D(0,€'/%).

Além disso, Z(x,1) = |x|'/*e~,
oz 1 = 0Z -
_ —_— = —1
ox Ax = ot

e, portanto, L; Z = —2iZ em (R\ {0}) x S.

Calculando o pushforward das equagdes

Lyu=f em Qgi
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via o difeomorfismo real analitico Z : QF — D(0,&'/*)\ {0}, obtemos

(Lyu)oZ '=fozZ™ ' em D(0,e'/*)\{0}. (5.16)
Dado z € D(0,&'/*)\ {0}, considere a mudanca de varidvel & = ? en= 2_12 isto
é,z=E&+in, em que
9 9 9 o (9 9\
9E oz 2 am (a—z‘a—z)
Seja ¢ o difeomorfismo em Q tal que
o51) = (1 1), o) = ((ZETER) ZEOZZD) e
Definindo ¢ = uo ¢!, temos Lyu = L, (¢ o ¢). Decorre da regra da cadeia que
L1(609)(x) = [3—2( x r))-%@x){—j’;«mx,r»%—"f(no} ¥
i | G2 o) e+ 5 (o) S )
_ B";l () — 2 (x,z)] g—g(q)(x,t))
+ {aa—q;z(x,t) —zlxag—q;z(x,t)] g—f;((p(x,t))
— (L)1) S (000 + Lag2) ) 55 (9l
— (Lo (0 o)) SE00) + Lage)o (97 00 ) T (0l
— (L2009 (0(x1))- §—§<<p<x,r>> H(Lap) o9 (00n)- 54 (o)

~ (Lo ) (EM)- g<< )+ (L2909 )(Em)- S (o)
— (@ oe HEM: GE+(Lapoo EN)- 5T ) pla)

Assim, considerando o operador

L= (Lao)oo " (E,1)- g <Lm>o<p-1<é,n>~%,

temos que
Ly(¢o@) = (L19)og em QF, istoé, (Lyu)op ' =L(uoe™") em (7).
Ou, equivalentemente,

(Lyu)oZ ' =Ly (uoz™ "), em D(0,e'/*)\ {0}, (5.17)
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para Z : QF — D(0,e'/*)\ {0} e u € C=(QF).

Por outro lado, observe que
_ . P . J
Ly = (L) (@ (5,17))'%+(LMP2)(<P (é,n))-%

- (Lwl)(x,f)'%+(Lx¢z)(x7t)'%

(o (B22) ) [ 24 2] (1 (552) o [ 2- 2]

1 = Jd d 1 = Jd d
Lz L) | 45| 4z - 12| 5 - 7]

d - d
=Ly Z(x,t)- % + Ly Z(x,t)- PE

= J _
=0—-2iZ(x,1)- 5= —2iz- 3

Portanto, segue de (5.16) e (5.17) que o pushforward de Lyu = f em QF é dado por

9(qu_])

E =foz' em D(0,e'/*)\{0}. (5.18)

—2iZ

Agora, seja A" = {n;}jcz. asequéncia de pesos fortemente regular dada pelo Lema

5.2.3 em relagdo a sequéncia .# com a = 1 > 0. Considere a série de poténcias
Y nj-jt-d, zeC (5.19)
j=0

Observe que (5.19) diverge em C\ {0}. Também podemos reescrever (5.19) na forma
Y, o, (5.20)
k<jeZ.
sendo

J! . :

Como
otk <27nj-jl, VE<j€EZL,
segue do Teorema 5.1.2 que existe g € & 4 (R?) cuja série de Taylor em (0,0) é precisamente
(5.20). Isto é, a série de Taylor de g em z = 0 é, de fato, (5.19).
Em particular, como g pode ser escrita da forma

N
g(z) = Z nj-j'-z/ +Ry+1(z), para qualquer N € N,
j=0

d
onde Ry 1(z) possui ordem N + 1, segue que a—‘? €&y (C)éflatemz=0.
Z
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Defina em Q a funcdo

e,
i et 28 (7(x,1)), sex>0
f(x7t) - aZ )
0, sex<0
isto é,
.5 0d
—2i7%(Z), em (0,00) x S!
T S
0, em (—oo,0] x S!
Observe que f é flatem £ = {0} x S' =Z71(0) e, em particular, f € C*(Q). Mostremos que de
fato f € & 4(Q). Defina F : R x R? — C por
. _0g
F(y,w) = =2iyw—=(yw).
Z
Entio F € & 4 (R x R?) e é flat em {0} x R?. Pelo Lema 5.2.3, a fungdo (x,w) — F(x'/*,w)
pertence a & 4 (R x R?) e, além disso,

fx,t)=Fx/* "), x>0,1eS8".
Disso e do fato que f é flat em {0} x S! decorre que f € & 4(Q).

Finalmente, mostremos que Ly u = f ndo admite nenhuma solugdo suave definida em
uma vizinhanca de X. De fato, caso contrério, calculando o pushforward das equacdes Lyu = f
em Q* por Z : QF — D(0,&'/4)\ {0} teriamos, por (5.18), que para cada z € D(0,&'/4)\ {0}

._dg
oi* - —2iz==(z), sex=++,
—2i7 ;Z (z2)=f"(z) = 3z( )

0, se x = —,

onde para cada y € C*(Q};) denotamos §* = yoZ ! € C*(D(0,€'/*)\ {0}). Portanto, existem
funcdes holomorfas A, h~ em D(0,e'/*) tais que U, oZ l=g+hte u) 0Z~ ' =h~. Logo,

g(Z(x,t))+h*(Z(x,1)), parax>0

u(x,t) =4 :
h=(Z(x,1)), parax <0

Assumindo que u € suave, a série de Taylor de g+ At e h~ em z = 0 sdo iguais. Assim, as
séries de Taylor de A~ — h™ e de g em z = 0 sdo iguais, mas isso contradiz o fato da série de g

divergir. [

O Teorema 5.2.4 mostra que para qualquer sequéncia de pesos fortemente regular .#
o campo L;,com A € R\ Q, ndo é (A", 4 )-resolivel, para qualquer sequéncia de pesos .1,
com .Z =< .4 . Logo, sob as hipéteses da Proposi¢cdo 5.2.2, podemos concluir que .Z nio é

(A , M )-resoliivel, para qualquer sequéncia de pesos fortemente regular ./ .

Um nimero A € R\ Q satisfaz a condi¢do Diofantina (CD) se existe C > 0 tal que

kA + j| > C/T V)€ Zay, k€ Z. (CD)
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1
Lema 5.2.5. Um nimero A € R, \ Q satisfaz (CD) se, e somente se, 1 também satisfaz (CD).

Demonstragdo. Suponha que A ndo satisfaca (CD), isto €, para todo n € N existem j, € Z~qg e

Jn+1
| jn —knA| < (1) . (5.21)

k, € Z tais que

n

Segue imediatamente da definicdo que —A também ndo satisfaz (CD). Dessa forma, caso o

conjunto . = {n € N; k, > 0} em (5.21) seja finito, podemos substituir A por —A e considera-

lo infinito. Além disso, podemos supor |A| > 1. Caso contrério, substituimos A por — na

A

demonstracao.

Jnt1
Observe que ky|A| < |knA — jul + | jn| < (Z) + jun <1+ ju, Vne #. Logo,

1 1 1 Jnt1 1 1 kn‘M
kn_ In_ S TA 1 - S TA 1 - ) .
J z‘ |a\(n) |a\(n) mes

1
Suponha que 1 satisfaca a condi¢@o (CD). Entao, existe C > 0 tal que
1 1 1 kn|l‘ 1 kn
kyn—jn=<— | - <| - V. g
il =) = () e

1
C<-,Vne 7.
n

Ckn Sckn-i-l S

Isso implica que

. 1 .
Tomando 7 suficientemente grande obtemos um absurdo e, portanto, — nao satisfaz (CD). [

A

A condi¢do (CD) € uma condicao necessdria e suficiente para a resolubilidade analitica
de L) (ver (BERGAMASCO; MEZIANI, 2000)). A proposi¢do abaixo mostra que quando (CD)

ndo € satisfeita o melhor que podemos esperar é solucao C*™.

Proposicao 5.2.6. Seja A € R \ Q tal que A ndo satisfaz (CD). Entdo existe uma fungio f
real analitica numa vizinhanga de ¥ satisfazendo (5.6) para a qual a equacdo Lju = f nao tem

solugdes em & ,, para qualquer sequéncia de pesos .# , em qualquer vizinhanga de X.

1
Demonstragdo. Sejaa = 1 e defina T, = aL;. Como A nio satisfaz (CD), pelo Lema 5.2.5 a

também nao satisfaz. Assim, para cada n € Z existem j,,k, € Z~ tais que
| jn — aky| < n= ), (5.22)
Disso decorre que

1
< — —0, quando n — oo,
n

knnj11+1
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e, portanto, (j,/k,) —> a. Observe que o conjunto {j,/k,; n € N} ndo pode ser finito, pois
neste caso a seria racional, entdo se {j,; n € N} fosse um conjunto finito, terfamos {k,; n € N}
infinito e (j,/k,) — 0. Logo, j, pode ser tomado como uma sequéncia crescente tal que j,  oo.
Além disso, como as sequéncias {j,/k,} e {k,/jn} sdo limitadas, existem constantes ci,c; >0
tais que

Cljn < kn < Cajn, VN E L. (5.23)

Defina a funcao

f(x,t) — Z xjnel.knt‘

n>0

Observe que f satisfaz a condigdo (5.6) e é continua suficientemente perto de {0} x S ! De fato,

para cada n, tomando |x| < 1/2, temos |x/7e’!| = |x/n| < (1/2)/" e, como j, /oo com j, € Z,

)
n=1

1 = 1
2n S};)ﬁ@x"

Logo, fo" e’ ¢ uniformemente convergente.
n>0

A condig@o (5.23) garante que f € real analitica. Com efeito, complexificando as varidveis

xetpori=x+ix,f=r+it', onde || < g, || < €, para € > 0 suficientemente pequeno, e

estimando a série Z)?f"e’k"’ obtemos

n>0

Z)?j"eik"f < Z ‘(x-l—ix/)j”eik”te_k”’/ < Z 12e|/nehn < Z |2ge82 |n,

n>0 n>0 n>0 n>0

Tomando € < min {61—2, 4]7} temos que |2gef2|/» < 1/2/n e, novamente, podemos concluir que
a convergéncia da série é uniforme e, como cada termo € uma funcdo holomorfa, a funcao

f(&,7) =Y #nel ¢ holomorfa.
n>0

Seja .# uma sequéncia de pesos e u uma fungdo C* tal que 7,u = f em uma vizinhanga
de {0} x S'. Escrevendo

u(x,t) = Zﬁk(x)eikt
k

temos
Z( i — i)tk — _
aikiy — ixiy )e™ = Tu = f.
k
Assim,
akiy, — xiy, =0, se k # ki,
akily — xiil, = —ix/n, se k =ky.

Resolvendo as equagdes acima usando o fato que i, € C*, obtemos que u é da forma:

i o
u(x,t) = Z fxf’“e’k”’ + K, para alguma constante K € C.
n>0Jn — Akn
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Suponha por absurdo que u € & 4. Pelo decaimento dos coeficientes parciais de Fourier

(Teorema 3.3.1), existem constantes Cg, s > 0 tais que para todo x

|x|j7'l mp .p!

— |i(x,ky)| < Cg- inf | 2t
e k)| < Cr (h§-(1+kn)”

S il E—— , Vn € Zy.
|]n_akn| PELy ) *

Segue de (5.22) que

. . . my, - p!
i <G i (L)
x| R pel, hg.(1+kn)P

Assim, para n suficientemente grande

W - (14 k)P . WP (1 4k, )P
sup (M) < n(n’x’)]n - sup <M) < CR-
P€Z+ m[’ ' p' p€Z+ mP ' p'

14+Cp
S

1+C e - (1+ky)P
1+Cgr=hg- tTER < sup M < Cp.
hS p€Z+ mpp!

Como j, Seoecyju < ky, tome n € Z, de modo que 1 + k&, > . Dessa forma,

O que é um absurdo e, portanto, u nio estd em &, em qualquer vizinhanca de {0} x S.

]

Portanto, se A ndo satisfaz (CD) o campo L) nao é (.# ,.# )-resolivel para qualquer
sequéncia de pesos .Z . Assim, sob as hipdteses da Proposi¢do 5.2.2, a condicdo (CD) é necessaria

para a (.4 ,.# )-resolubilidade de .Z, para qualquer sequéncia de pesos .Z .
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