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RESUMO
AP. SILVA, M. Teoria de oscilações para EDOs generalizadas e aplicações a outros tipos
de equações. 2021. 116 p. Tese (Doutorado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ci-
ências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2021.

Este trabalho tem dois objetivos principais. O primeiro diz respeito à oscilação de soluções de
equações diferenciais ordinárias generalizadas em que as funções envolvidas assumem valores em
um espaço de Banach qualquer. Para este fim, introduzimos a definição de processos de evolução
regrados. O segundo objetivo é tratar do comportamento periódico de soluções desta classe de
equações generalizadas. Apresentamos resultados que garantem a existência e unicidade de
soluções periódicas e provamos um teorema do tipo Floquet para EDOs generalizadas lineares.

O ganho de se obter resultados sobre oscilações e periodicidade para EDOs e outros tipos de
equações a partir das EDOs generalizadas está no fato de que, para as últimas, as funções
envolvidas podem ter muitas descontinuidades e/ou podem não ser de variação limitada, já
que se trata de uma equação que envolve a integral não-absoluta de Kurzweil-Henstock. Um
exemplo típico de uma função que pode estar envolvida em EDO tratada via EDOs generalizadas
é a função de variação ilimitada f (t) = Ḟ(t), em que F : [0,1]→ R, com F(t) = t2sen 1

t2 , para
0 < t ≤ 1, e F(0) = 0. Esta é uma função que não é Riemann nem Lebesgue integrável, mas é
Kurzweil-Henstock integrável.

Os resultados obtidos nesta tese deram origem a quatro artigos científicos, a saber

(i) Oscillation and nonoscillation criteria for impulsive delay differential equations with Perron
integrable coefficientes. (Aceito para a publicação na revista Dynamics of Continuous,

Discrete and Impulsive Systems. Veja (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021));

(ii) Oscillatory solutions of measure differential equations with several delays and generalized
ODEs. (Submetido para a publicação. Veja (AP. SILVA; FEDERSON, 2021));

(iii) On periodic solutions of abstract generalized ODEs and applications to measure differential
equations. (Submetido para a publicação. Veja (AP. SILVA et al., 2021));

(iv) Oscillation theory for regulated linear semigroups and regulated linear processes with appli-
cation to generalized ODEs. (Preprint, 2021. Veja (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON,
2021));

e a um capítulo no livro Generalized Ordinary Differential Equations in Abstract Spaces, Wiley,
Hoboken, NJ, 2021. Veja (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Palavras-chave: Oscilação, Equações diferenciais ordinárias generalizadas, Soluções periódicas,
Espaços de Banach, Integral de Kurzweil.





ABSTRACT

AP. SILVA, M. Oscillation theory for generalized ODEs and applications to other types
of equations. 2021. 116 p. Tese (Doutorado em Ciências – Matemática) – Instituto de
Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2021.

This work has two main objectives. The first concerns the oscillation of solutions of generalized
ordinary differential equations in which the functions involved assume values in an arbitrary
Banach space. For this purpose, we introduce the definition of regulated evolution processes.
The second objective is to deal with the periodic behavior of solutions in this class of generalized
equations. We present results that guarantee the existence and uniqueness of periodic solutions
and we prove a Floquet-type theorem for linear generalized ODEs.

The gain of getting results on oscillations and periodicity for ODEs and other types of equations
from the generalized ODEs lies on the fact that, for the latter, the functions involved may have
many discontinuities and/or may not be of bounded variation, since it is an equation involving
the non-absolute integral of Kurzweil-Henstock. A typical example of a function which is neither
Riemann nor Lebesgue integrable, but it is Kurzweil-Henstock integrable is the function of
unbounded variation f (t) = Ḟ(t), where F : [0,1]→ R, with F(t) = t2 sin 1

t2 , for 0 < t ≤ 1, and
F(0) = 0.

The results obtained in this thesis gave rise to four scientific articles, namely

(i) Oscillation and nonoscillation criteria for impulsive delay differential equations with Perron
integrable coefficientes. (Accepted for publication in the journal Dynamics of Continuous,

Discrete and Impulsive Systems. See (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021));

(ii) Oscillatory solutions of measure differential equations with several delays and generalized
ODEs. (Submitted for publication. See (AP. SILVA; FEDERSON, 2021));

(iii) On periodic solutions of abstract generalized ODEs and applications to measure differential
equations. (Submitted for publication. See (AP. SILVA et al., 2021));

(iv) Oscillation theory in generalized ODEs in Banach spaces. (Preprint, 2021. See (AP. SILVA;
BONOTTO; FEDERSON, 2021));

and to a chapter in the book Generalized Ordinary Differential Equations in Abstract Spaces,
Wiley, Hoboken, NJ, 2021. See (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Keywords: Oscillation, Generalized ordinary differential equations, Periodic solutions, Banach
spaces, Kurzweil integral.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Em 1957, J. Kurzweil introduziu a noção de equações diferenciais ordinárias genera-
lizadas para funções que tomam valores em espaços euclidianos e de Banach. Seu principal
objetivo era generalizar certos resultados sobre dependência contínua de soluções de equações
diferenciais ordinárias (EDOs) em relação aos dados iniciais. Estas equações generalizadas,
receberam o nome de equações diferenciais ordinárias generalizadas. Escreveremos, abreviada-
mente, EDOs generalizadas. Veja (KURZWEIL, 1957; KURZWEIL, 2012; SCHWABIK, 1992).
Este conceito provou ser útil para lidar com equações diferenciais em medida, equações com
impulsos, equações em escalas temporais, equações integrais, entre outras.

Esta generalização do conceito de EDO necessita da noção de integral de Perron gene-
ralizada ou integral de Kurzweil, como é chamada hoje em dia. Esta integral é mais geral que
as integrais de Riemann e de Lebesgue, por exemplo. Veja (SCHWABIK, 1992; BONOTTO;
FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Uma série de trabalhos, tais como (AFONSO et al., 2012; AFONSO et al., 2013;
AFONSO et al., 2014; FEDERSON et al., 2019b; FEDERSON; SCHWABIK, 2006; FEDER-
SON; SCHWABIK, 2009), evidenciaram a relação entre as EDOs generalizadas e outros tipos de
equações, em especial, equações diferenciais funcionais com retardamento e impulsos, os quais
podem ser considerados em tempo pré-fixado ou em tempo variável. Equações diferenciais funci-
onais do tipo neutro em medida também podem ser identificadas com EDOs generalizadas. Veja
(FEDERSON et al., 2019a). Em (FEDERSON et al., 2019a) e em outros trabalhos, como por
exemplo (FEDERSON et al., 2019b; FEDERSON; MESQUITA; SLAVÍK, 2013; FEDERSON;
MESQUITA; SLAVÍK, 2012), são apresentados estudos qualitativos de EDOs generalizadas e,
como aplicação, são obtidos resultados sobre propriedades qualitativas de equações diferenciais
funcionais com retardamento em medida (EDFRs em medida).

Nosso interesse, neste trabalho, é propor teorias de oscilações e periodicidade para
EDOs generalizadas, em que as funções envolvidas possam assumir valores em um espaço de
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Banach. Como consequência, obtemos critérios de oscilação e não oscilação e resultados sobre
a existência e unicidade de soluções periódicas para uma classe bem maior de funções do que
aquelas usualmente consideradas nas teorias de equações diferenciais clássicas. Isto é possível
porque trabalharemos com a integral de Kurzweil nas formas integrais das equações diferenciais
que serão objetos de nossos estudos. Surpreendemente, no decorrer de nossas pesquisas, con-
seguimos propor não somente uma teoria, mas algumas teorias de oscilações e, também, não
somente resultados para a classe de EDOs generalizadas, uma vez que estabelecemos critérios
de oscilação e não oscilação para processos de evolução lineares regrados e semigrupos lineares
regrados. Neste sentido, este trabalho apresenta uma elegante parceria entre as áreas de Equações
Diferenciais e Sistemas Dinâmicos com significativas contribuições na teoria de oscilação em
espaços de Banach.

O segundo capítulo deste trabalho é dedicado ao estudo da integral de Kurzweil e, como
caso particular, tratamos, também, da integral de Perron-Stieltjes. Apresentamos propriedades e
resultados importantes destas integrais. Também abordamos a teoria de equações diferenciais
funcionais em medida, que serão fundamentais nas aplicações e exemplos.

No Capítulo 3, demonstramos critérios de oscilação e não oscilação de soluções de
equações diferenciais com retardos e impulsos. Em (YAN, 2001), o autor estabelce critérios de
oscilação e não oscilação para uma classe de equações diferenciais com argumento avançado,
em que as funções envolvidas tomam valores em R e são contínuas por partes. Neste capítulo,
propomos uma teoria de oscilação mais geral que a apresentada em (YAN, 2001) e tratamos da
classe de equações diferenciais impulsivas com argumento retardado, em que as funções envolvi-
das assumem valores em Rn. Os resultados apresentados neste capítulo são inéditos e podem ser
encontrados em (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021), para o caso unidimensional e, em
(AP. SILVA; FEDERSON, 2021), para o caso n-dimensional.

A definição e propriedades básicas de EDOs generalizadas são apresentadas no Capítulo
4. Neste capítulo, trazemos, também, a teoria de equações diferenciais ordinárias generalizadas
lineares homogêneas e lineares não homogêneas. Alguns exemplos são dados para evidenciar o
quanto estas classes de equações são mais gerais que as outras estudadas nas teorias clássicas.

O Capítulo 5 tem por objetivo definir conceitos distintos de oscilações para soluções de
EDOs generalizadas, algo que ainda não tinha sido proposto na literatura. Neste capítulo, apre-
sentamos critérios de oscilação para EDOs generalizadas lineares em que as funções envolvidas
assumem valores em Rn e, também, em um espaço de Banach qualquer. Para obter resultados de
oscilação, utilizamos a teoria de sistemas dinâmicos e propomos um novo conceito: processos
de evolução regrados. Com esta nova definição, foi possível propor dois tipos de oscilações em
espaços de Banach, a saber, oscilação do tipo pullback e oscilação forte. Também provamos
critérios de oscilação e não oscilação com respeito a processos de evolução regrados e para
pontos em espaços de Banach, utilizando estes novos conceitos de oscilação. Finalmente, através
dos resultados obtidos para processos de evolução regrados e semigrupos regrados, conseguimos
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caracterizar as soluções de uma EDO generalizada linear no que diz respeito à oscilação (pullback
e forte) de suas soluções. Todos os resultados apresentados neste capítulo estão incluídos no
artigo (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON, 2021).

O Capítulo 6 é dedicado ao estudo de soluções periódicas de EDOs generalizadas.
Primeiramente, apresentamos resultados de periodicidade de soluções para EDOs generalizadas
em que as funções envolvidas assumem valores em Rn e provamos uma generalização do teorema
de Floquet, da teoria clássica de EDOs, para EDOs generalizadas. Em seguida, tratamos do
caso em que as funções assumem valores em espaços de Banach quaisquer. Provamos um
resultado que fornece condições necessárias e suficientes para a existência de soluções periódicas
e construímos uma teoria de Floquet para a classe de EDOs generalizadas lineares em que as
funções envolvidas tomam valores em um espaço de Banach. Aplicamos os resultados obtidos às
equações integrais do tipo Volterra-Stieltjes e, como consequência, provamos um teorema do
tipo Floquet para esta classe de equações. Todos os resultados apresentados neste capítulo são
inéditos e encontram-se no artigo (AP. SILVA et al., 2021) e no livro (BONOTTO; FEDERSON;
MESQUITA, 2021).
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CAPÍTULO

2
PRELIMINARES

Na primeira parte deste capítulo, apresentamos a teoria básica sobre a integral de
Kurzweil. Como casos particulares da integral de Kurzweil, mencionamos resultados para
as integrais de Perron e de Perron-Stieltjes. A segunda seção é dedicada às equações diferenciais
funcionais em medida e algumas de suas propriedades. O conteúdo deste capítulo se baseia,
principalmente, nas referências (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021) e (SCHWABIK,
1992).

2.1 As integrais de Kurzweil e de Perron-Stieltjes

Definida em 1854, a integral devida a Bernhard Riemann é uma ferramenta clássica
utilizada até hoje em muitos problemas. É de nosso conhecimento que funções ilimitadas em
intervalos compactos não são Riemann integráveis. Além disso, em se tratando do Teorema
Fundamental do Cálculo, é necessário exigir a continuidade das funções para que suas derivadas
sejam Riemann integráveis. Estas são algumas desvantagens que aparecem quando trabalhamos
com a integral de Riemann.

Em 1902, Henri Lebesgue apresentou um conceito de integral que possibilitou resultados
envolvendo limites, os tão conhecidos Teoremas de Convergências e o Lema de Fatou. A teoria
de integração no sentido de Lebesgue generalizou o conceito da integral de Riemann, mas
ainda exigiu certa continuidade das funções, uma vez que no Teorema Fundamental do Cálculo
para a integral de Lebesgue, a derivada de uma função f será Lebesgue integrável, se f for
absolutamente contínua. Neste cenário, uma pergunta natural surge:

Seria possível construir uma integral em que toda derivada de uma função seja

integrável?

As primeiras respostas à esta pergunta vieram nos anos 1912 e 1914 por Arnaud Denjoy
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e Oscar Perron respectivamente. Denjoy estava interessado em um conceito que seria capaz
de integrar funções como por exemplo f (x) = x−1 sen(x−3), se x ∈ (0,1] e f (0) = 0, que não é
uma função Lebesgue integrável em [0,1]. Mais tarde, percebeu-se que as teorias de integração
propostas por Denjoy e Perron eram equivalentes.

Em 1957, Jaroslav Kurzweil, em seus artigos (KURZWEIL, 1957; KURZWEIL, 1958a;
KURZWEIL, 1958b; KURZWEIL, 1959), construiu uma integral a partir de dificuldades pre-
sentes na teoria das equações diferenciais ordinárias. Este novo conceito de integral foi capaz
de englobar funções descontínuas e ainda de variação ilimitada, ou seja, funções altamente
oscilatórias. Um exemplo clássico de função Kurzweil integrável e altamente oscilatória é a
função f definida no intervalo [0,1] a valores reais tal que f (t) = Ḟ(t) (derivada de F), em que
F(t) = t2sen(t−2) em (0,1] e F(0) = 0.

De forma independente, em 1961, Ralph Henstock, introduziu o mesmo conceito de inte-
gral para funções de uma variável. Por isso, esta integral, em muitos trabalhos, é referida como a
integral de Kurzweil-Henstock. As funções que são integráveis no sentido de Kurzweil-Henstock
não são necessariamente absolutamente integráveis. Mas qualquer função absolutamente inte-
grável, também é Kurzweil-Henstock integrável. Para mais detalhes, o leitor pode consultar os
trabalhos (GORDON, 1994; KURTZ; SWARTZ, 2011; LEE, 2011).

No que segue, passamos a descrever a teoria de integração de Kurzweil.

Sejam X e Y espaços de Banach com normas ‖ ·‖X e ‖ ·‖Y respectivamente. Por L(X ,Y ),
denotamos o conjunto de todas as transformações lineares limitadas de X em Y . No caso particular
em que X = Y , escrevemos apenas L(X) ao invés de L(X ,X). Por simplicidade, usaremos a
notação ‖ · ‖ para representar a norma em um espaço de Banach qualquer.

Antes de apresentarmos a definição da integral de Kurzweil, precisaremos de alguns
conceitos.

Seja [a,b] ⊂ R um intervalo compacto. Uma partição marcada (também chamada
de divisão marcada) do intervalo [a,b] é uma coleção finita de pares, D = {(τi, [ti−1, ti]), i =

1, . . . , |D|}, tal que a = t0 < t2 < .. . < t|D| = b e τi ∈ [ti−1, ti], i = 1,2, . . . , |D|, em que |D| denota
o número de subintervalos no qual a partição marcada é dividida. Os elementos τi são ditos
marcas dos subintervalos [ti−1, ti], i = 1,2, . . . , |D|, de [a,b].

Uma função positiva δ : [a,b]→ (0,∞) é chamada de calibre de [a,b]. Sejam [a,b] um
intervalo e δ um calibre de [a,b]. Uma partição marcada

D = {t0,τ1, t1, . . . , t|D|−1,τ|D|, t|D|}

será dita δ -fina, se tivermos

[ti−1, ti]⊂ (τi −δ (τi),τi +δ (τi)),

para cada i = 1,2, . . . , |D|.
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O próximo exemplo, emprestado de (SOUTO, 2013), Exemplo 3.1.1, mostra que para
um dado calibre δ e uma divisão de [0,1], nem toda marca tornará a partição marcada δ -fina.

Exemplo 2.1.1. Considere a função calibre δ : [0,1]→ (0,∞) dada por

δ (t) =

{
t, se 0 < t ≤ 1
1
2 , se t = 0

e a seguinte partição D =
{[

0, 1
3

]
,
[1

3 ,
1
2

]
,
[1

2 ,1
]}

de [0,1]. Note que nem toda partição marcada
será δ -fina. De fato,

∙ a partição marcada D1 =
{(

0,
[
0, 1

3

])
,
(1

2 ,
[1

3 ,
1
2

])
,
(
1,
[1

2 ,1
])}

é δ -fina;

∙ a partição marcada D2 =
{( 1

10 ,
[
0, 1

3

])
,
(1

2 ,
[1

3 ,
1
2

])
,
(
1,
[1

2 ,1
])}

não é δ -fina, pois[
0,

1
3

]
*
[

1
10

−δ

(
1

10

)
,

1
10

+δ

(
1

10

)]
=

[
0,

1
5

]
.

O lema abaixo é de extrema importância na definição da integral de Kurzweil, pois
garante a existência de uma partição marcada δ -fina para um dado calibre δ em [a,b]. Sua
demonstração é análoga à prova do Lema 1.4 apresentado em (SCHWABIK, 1992).

Lema 2.1.2 (de Cousin). Dado um calibre δ de [a,b], existe uma partição marcada δ -fina de
[a,b].

Agora, estamos em condições de apresentar a definição da integral de Kurzweil de uma
função U : [a,b]× [a,b]→ X .

Definição 2.1.3. Seja U : [a,b]× [a,b]→ X uma função. Diremos que U é Kurzweil integrável
sobre [a,b], se existir I ∈ X com a seguinte propriedade: dado ε > 0, existe um calibre δ de [a,b]
tal que ∥∥∥∥∥ |D|

∑
i=1

[U(τi, ti)−U(τi, ti−1)]− I

∥∥∥∥∥< ε

para toda partição marcada δ -fina de [a,b], D = {(τi, [ti−1, ti]), i = 1, . . . , |D|}. O elemento I ∈ X

será chamado de integral de Kurzweil de U sobre o intervalo [a,b] e será denotado por I =∫ b
a DU(τ, t). Por K ([a,b],X) denotaremos o espaço das funções de [a,b]× [a,b] em X que são

Kurzweil integráveis.

Observação 2.1.4. O Lema de Cousin garante a boa definição da integral de Kurzweil. Além
disso, é fácil verificar que a integral de Kurzweil, quando existir, será única.

Observação 2.1.5. Quando
∫ b

a DU(τ, t) existir, definiremos∫ a

b
DU(τ, t) =−

∫ b

a
DU(τ, t)

e usaremos a convenção
∫ b

a DU(τ, t) = 0 quando a = b.
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Exemplo 2.1.6. Sejam f : [a,b] → X e U : [a,b]× [a,b] → X funções em que U é dada por
U(τ, t) = f (τ)t. Neste caso particular, para uma partição D = {(τi, [ti−1, ti]), i = 1, . . . , |D|} de
[a,b], temos

|D|

∑
i=1

[U(τi, ti)−U(τi, ti−1)] =
|D|

∑
i=1

f (τi)(ti − ti−1)

e, quando existir, a integral de Kurzweil
∫ b

a DU(τ, t) coincidirá com a integral de Perron, a qual
denotamos simplesmente por ∫ b

a
f (s)ds.

Mais geralmente, podemos considerar o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.7. Seja U : [a,b]× [a,b]→ X uma função dada por U(τ, t) = F(t)g(τ) com F :
[a,b]→ L(X) e g : [a,b]→ X . Neste caso particular, para uma partição D = {(τi, [ti−1, ti]), i =

1, . . . , |D|} de [a,b], temos

|D|

∑
i=1

[U(τi, ti)−U(τi, ti−1)] =
|D|

∑
i=1

[F(ti)−F(ti−1)]g(τi)

e a integral de Kurzweil
∫ b

a DU(τ, t), quando existir, coincidirá com a integral de Perron-
Stieltjes, a qual denotamos por ∫ b

a
d[F(s)]g(s).

Muitas vezes, precisamos que um certo ponto c ∈ [a,b] seja uma marca específica de uma
partição marcada δ -fina de [a,b]. Para isto, basta tomarmos δ tal que c /∈ (τ −δ (τ),τ +δ (τ))

sempre que τ ̸= c e, assim, é suficiente que tenhamos δ (τ)≤ |τ − c| se τ ̸= c. Nestas condições,
diremos que δ é c-especial ou que c é especial em relação a δ .

Observação 2.1.8. Para estendermos a integral de Kurzweil a intervalos ilimitados, precisamos
definir as δ -vizinhanças de −∞ e ∞. Tomemos δ (−∞), δ (∞) > 0 arbitrários e consideremos[
−∞,− 1

δ (−∞)

)
e
(

1
δ (∞) ,∞

]
. Podemos afirmar que −∞ e ∞ são especiais em relação a qualquer

calibre definido em R̄ = R∪{−∞,∞}, a reta estendida. De fato, sejam δ um calibre definido
em [−∞,∞] e D = {(τi, [ti−1, ti]), i = 1, ...,n} uma partição marcada δ -fina. Seja [tn−1,∞] o
último intervalo de D. Assim, τn ∈ [tn−1,∞] ⊂

(
1

δ (∞) ,∞
]
, pois D é δ -fina. Se τn ̸= ∞, então

τn +δ (τn) < ∞, o que contradiz a sentença anterior. Portanto τn = ∞, ou seja, δ é ∞-especial.
Analogamente, demonstra-se que δ é (−∞)-especial. Para mais detalhes, o leitor pode consultar
(BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Apresentaremos, agora, algumas propriedades da integral de Kurzweil de U : [a,b]×
[a,b]→ X , cujas demonstrações podem ser encontradas em (SCHWABIK, 1992), para o caso
em que X possui dimensão finita. No caso de X possuir dimensão infinita, as demonstrações,
seguem de modo análogo. Caso contrário, incluímos a demonstração ou damos referência de
onde encontrá-la.
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Teorema 2.1.9. Sejam U,V ∈ K ([a,b],X) e c1,c1 ∈ R. Então c1U + c2V ∈ K ([a,b],X) e
teremos ∫ b

a
D[c1U(τ, t)+ c2V (τ, t)] = c1

∫ b

a
DU(τ, t)+ c2

∫ b

a
DV (τ, t).

Teorema 2.1.10. Se c ∈ (a,b) e U : [a,b]× [a,b] → X for tal que U ∈ K ([a,c],X) e U ∈
K ([c,b],X), então U ∈ K ([a,b],X) e valerá a igualdade∫ b

a
DU(τ, t) =

∫ c

a
DU(τ, t)+

∫ b

c
DU(τ, t).

O próximo resultado é conhecido como Teorema de Hake para a integral de Kurzweil.

Teorema 2.1.11. Seja U : [a,b]× [a,b] → X uma função tal que U ∈ K ([a,c],X) para todo
c ∈ [a,b) e suponha que o limite

lim
c→b−

[∫ c

a
DU(τ, t)−U(b,c)+U(b,b)

]
= I

exista. Então U ∈ K ([a,b],X) e valerá a igualdade∫ b

a
DU(τ, t) = I.

Observação 2.1.12. Vale um resultado análogo ao teorema acima para o caso em que U ∈
K ([c,b],X) para todo c ∈ (a,b]. Assim, fica claro que as integrais de Kurzweil “impróprias”
também são integrais de Kurzweil, ou seja, a integral de Kurzweil é invariante por extensões de
Cauchy. (Veja (SCHWABIK, 1992)).

Observação 2.1.13. A integral de Kurzweil também é linear e aditiva em intervalos subjacentes.

As provas dos próximos resultados para o caso em que X é um espaço de Banach de
dimensão finita podem ser encontradas em (SCHWABIK, 1992) no Lema 1.13 e no Teorema
1.16 respectivamente. As provas correspondentes para X com dimensão infinita são análogas.

Lema 2.1.14 (Saks-Henstock). Seja U : [a,b]× [a,b]→ X uma função tal que U ∈K ([a,b],X).
Dado ε > 0, suponha que exista um calibre δ de [a,b] tal que∥∥∥∥∥ |D|

∑
i=1

[U(τi, ti)−U(τi, ti−1)]−
∫ b

a
DU(τ, t)

∥∥∥∥∥< ε

para toda partição marcada δ -fina D = {(τi, [ti−1, ti]), i = 1, . . . , |D|} de [a,b]. Se

a ≤ β1 ≤ ξ1 ≤ γ1 ≤ β2 ≤ ξ2 ≤ γ2 ≤ . . .≤ βm ≤ ξm ≤ γm ≤ b

for tal que [βi,γi]⊂ (ξi −δ (ξi),ξi +δ (ξi)), para i = 1,2, . . . ,m, então∥∥∥∥∥ m

∑
i=1

{
[U(ξi,γi)−U(ξi,βi)]−

∫
γi

βi

DU(τ, t)
}∥∥∥∥∥< ε.
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Teorema 2.1.15. Sejam U : [a,b]× [a,b]→ Xuma função tal que U ∈ K ([a,b],X) e c ∈ [a,b].
Então

lim
s→c

[∫ s

a
DU(τ, t)−U(c,s)+U(c,c)

]
=
∫ c

a
DU(τ, t)

e

lim
s→c

[∫ b

s
DU(τ, t)+U(c,s)−U(c,c)

]
=
∫ b

c
DU(τ, t).

Observação 2.1.16. O Teorema 2.1.15 nos mostra que a função

s ∈ [a,b] ↦→
∫ s

a
DU(τ, t),

isto é, a integral indefinida de U , não é necessáriamente contínua. Tal integral indefinida será
contínua em c ∈ [a,b] se, e somente se, a função U(c, ·) : [a,b] → X for contínua em c. Em
particular, a integral indefinida de Perron-Stieltjes não é necessariamente contínua.

Uma classe de funções importante e que nos será muito útil é a classe de funções
regradas que passamos a descrever. Uma função f : [a,b]→ X será dita regrada, se os limites
laterais lims→t− f (s) = f (t−) ∈ X , para t ∈ (a,b] e lims→t+ f (s) = f (t+) ∈ X , para t ∈ [a,b)

existirem. Neste caso, escreveremos f ∈ G([a,b],X). Se f for regrada e contínua à esquerda,
escreveremos f ∈ G−([a,b],X). Funções regradas definidas em intervalos ilimitados também
podem ser consideradas. Em particular, o espaço de todas as funções regradas f : J → X , com J

um intervalo qualquer da reta real, é denotado por G(J,X). Chamamos a atenção do leitor para o
seguinte fato: G(J,X)∩B(J,X), em que B(J,X) denota o espaço de todas as funções limitadas
de J em X , é um espaço de Banach com a norma do supremo,

|| f ||∞ = sup
t∈J

|| f (t)||.

Também podemos considerar o subespaço G0(J,X) de G(J,X) de todas as funções f : J → X

tais que

sup
s∈J

e−(s−t0)|| f (s)||< ∞.

Assim, G0(J,X) equipado com a norma

|| f ||J = sup
s∈J

e−(s−t0)|| f (s)||, f ∈ G0(J,X),

é um espaço de Banach. Veja (SLAVÍK, 2013) para mais detalhes.

Diremos que f é de variação limitada no intervalo [a,b], se

varb
a f = sup

d∈D [a,b]

|D|

∑
i=1

‖ f (ti)− f (ti−1)‖< ∞,

em que D [a,b] denota o conjunto de todas as partições de [a,b] e |D| é o número de subintervalos
da forma [ti−1, ti] de uma partição D de [a,b]. Representaremos o espaço de todas funções
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f : [a,b]→ X de variação limitada por BV ([a,b],X). É sabido que BV ([a,b],X), munido com a
norma da variação,

‖ f‖BV = ‖ f (a)‖+varb
a f ,

é um espaço de Banach.

Observação 2.1.17. São bem conhecidos os seguintes resultados sobre funções regradas:

(i) G([a,b],X), munido com a norma usual do supremo, ‖ · ‖∞, definida por
‖ f‖∞ = sup

t∈[a,b]
‖ f (t)‖, para f ∈ G([a,b],X), é um espaço de Banach;

(ii) G([a,b],X) ⊃ BV ([a,b],X) e G([a,b],X) ⊃ C([a,b],X) em que C([a,b],X) denota o es-
paço das funções de [a,b] em X que são contínuas;

(iii) Se f ∈ G([a,b],X), então para todo ε > 0, os conjuntos

{t ∈ [a,b),‖ f (t+)− f (t)‖ ≥ ε} e {t ∈ (a,b],‖ f (t)− f (t−)‖ ≥ ε}

serão finitos.

As provas das afirmações acima podem ser encontradas em (HÖNIG, 1980).

O resultado a seguir fornece condições que garantem a existência da integral de Perron-
Stieltjes em espaços de Banach. Para uma demonstração, o leitor pode consultar (SCHWABIK,
1996), Proposição 15.

Teorema 2.1.18. Se g : [a,b]→ X for uma função regrada e F : [a,b]→ L(X) for uma função
de variação limitada em [a,b], então a integral de Perron-Stieltjes

∫ b
a d[F(s)]g(s) existirá.

Apresentaremos, agora, uma versão do Teorema de Integração por Partes para funções
Perron-Stieltjes integráveis e uma versão do Teorema Fundamental do Cálculo para funções
Perron integráveis. Suas demonstrações podem ser encontradas em (FEDERSON, 2002b),
Teorema 6 e Corolário 5 respectivamente.

Teorema 2.1.19 (Integração por Partes). Se f ∈ BV ([a,b],L(X ,Y )) e g : [a,b]→ X for Perron
integrável, então f ·g : [a,b]→ Y será Perron integrável e as igualdades∫ b

a
f (t)g(t)dt =

∫ b

a
f (t)dg̃(t) (2.1)

∫ b

a
f (t)dg̃(t) = f̃ (b)g(b)− f̃ (a)g(a)−

∫ b

a
d f (t)g̃(t) (2.2)

serão válidas, em que

g̃(t) =
∫ t

a
g(s)ds e f̃ (t) =

∫ t

a
f (s)ds, t ∈ [a,b].
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A seguir, apresentamos um resultado que satisfaz um dos objetivos da criação da integral
de Kurzweil-Henstock: o de construir uma teoria de integração que possibilite a reconstrução de
uma função por meio de suas derivadas.

Teorema 2.1.20 (Fundamental do Cálculo). Se F : [a,b]→ X for contínua e existir sua deri-
vada, Ḟ(t) = f (t), para todo t ∈ [a,b], então f : [a,b]→ X será Perron integrável e teremos∫ t

a
f (s)ds = F(t)−F(a), t ∈ [a,b].

O próximo teorema, conhecido como Teorema de Mudança de Variável, pode ser en-
contrado em (SCHWABIK, 1992) para o caso n-dimensional e em (BONOTTO; FEDERSON;
MESQUITA, 2021) para espaços de Banach.

Teorema 2.1.21 (Mudança de Variável). Seja X um espaço de Banach. Assuma que −∞ <

c < d < ∞ e que φ : [c,d]→ R é uma função contínua estritamente monótona em [c,d]. Seja
U : [φ(c),φ(d)]× [φ(c),φ(d)]→ X uma função dada. Se uma das integrais∫

φ(d)

φ(c)
DU(τ, t),

∫ d

c
DU(φ(σ),φ(s))

existir, então a outra integral também existirá e valerá a igualdade∫
φ(d)

φ(c)
DU(τ, t) =

∫ d

c
DU(φ(σ),φ(s)).

Agora, apresentamos um Teorema da Convergência Dominada para a integral de
Perron. Para uma prova deste resultado, o leitor pode consultar (SCHWABIK, 1992), Corolário
1.31.

Teorema 2.1.22 (Convergência Dominada). Sejam { fn}n∈N uma sequência de funções Perron
integráveis de [a,b] em R e f : [a,b]→ R uma função satisfazendo as condições:

(i) fn → f quase sempre (no sentido da medida de Lebesgue, neste caso escrevemos simples-
mente q.s.);

(ii) existe uma função Perron integrável não negativa g : [a,b]→ R tal que | fn| ≤ g q.s., para
todo n ∈ N.

Então f será Perron integrável e

lim
n→∞

∫ b

a
fn(t)dt =

∫ b

a
f (t)dt.

Apresentamos a seguir, a condição forte de Lusin. Para mais detalhes, o leitor pode
consultar (FEDERSON, 1999) e (ENE, 1993).
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Diremos que uma função F : [a,b]→Rn satisfaz a condição forte de Lusin se para cada
ε > 0 e cada conjunto E ⊂ [a,b] de medida de Lebesgue nula, isto é, tal que m(E) = 0, existir
um calibre δ de E tal que, para toda partição parcial marcada δ -fina D = (τ j,J j) de [a,b], com
τ j ∈ E e j = 1,2, . . . , |D|, tenhamos

|D|

∑
j=1

||F(t j)−F(t j−1)||< ε.

Neste caso, escreveremos F ∈ SL([a,b],Rn). Note que qualquer função absolutamente
contínua satisfaz a condição forte de Lusin que, por sua vez, é contínua. A prova do próximo
resultado pode ser encontrada em (FEDERSON, 1999).

Teorema 2.1.23. Dada uma função g ∈ SL([a,b],R), para f1 ∈ K ([a,b],X) e f2 : [a,b] → X

com f1 = f2 q.s., temos f2 ∈ K ([a,b],X) e∫ b

a
f2(t)dg(t) =

∫ b

a
f1(t)dg(t).

Definiremos, agora, um espaço de classes de equivalência de funções Perron-Stieltjes
integráveis para que possamos considerar soluções que satisfazem algumas propriedades, exceto
em um conjunto de medida de Lebesgue nula. As considerações que seguem, serão úteis no
próximo capítulo.

Dada g ∈ SL([a,b],R), para f ∈ K ([a,b],R) definimos

f̃g(t) =
∫ t

a
f (s)dg(s),

em que t ∈ [a,b]. Em K ([a,b],R), consideramos a relação de equivalência f̃1g = f̃2g, sempre
que f1 = f2 q.s., assim como em (FEDERSON, 1999). Então, denotamos por Kg([a,b],X) o
espaço de todas as classes de equivalência sob tal relação de equivalência. Além disso, dotamos o
espaço Kg([a,b],X) com a norma de Alexiewicz (veja (ALEXIEWICZ, 1948) e (FEDERSON,
1999)) dada por

|| f ||A,g = sup
a≤t≤b

∥∥∥∥∫ t

a
f (s)dg(s)

∥∥∥∥= || f̃g||∞.

Para o caso em que g é a função identidade, o leitor pode consultar a referência (HÖNIG, 1989).

No que segue, apresentamos o Teorema Fundamental do Cálculo para funções que
satisfazem a condição forte de Lusin. A demonstração do próximo resultado pode ser encontrada
em (FEDERSON, 1999).

Teorema 2.1.24. Sejam g,F ∈ SL([a,b],R), ambas diferenciáveis q.s. em [a,b] e f : [a,b]→ R
tal que Ḟ(t) = f (t)ġ(t) para quase todo t ∈ [a,b]. Então f é Perron-Stieltjes integrável sobre
[a,b] e

F(t) =
∫ t

a
f (s)dg(s), para todo t ∈ [a,b].
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Reciprocamente, se g ∈ SL([a,b],R) for diferenciável q.s. em [a,b] e f for Perron-Stieltjes
integrável e limitada, então F(t) =

∫ t
a f (s)dg(s) ∈ SL([a,b],R) e existirá

Ḟ(t) = f (t)ġ(t), para quase todo t ∈ [a,b].

Denotemos por L ([a,b],R) o conjunto de todas as funções f : [a,b] → R que são
Lebesgue integráveis com integral finita. Encerramos esta seção, apresentando exemplos que
mostram que a integral de Kurzweil é mais geral que a integral de Lebesgue.

Exemplo 2.1.25. Seja F : [0,1]→ R definida por

F(t) =

{
t2 sen(t−2), 0 < t ≤ 1,
0, t = 0,

e seja f = Ḟ (derivada de F). Como f é uma função Riemann imprópria integrável, f ∈
K ([a,b],R), visto que a integral de Kurzweil contém suas integrais impróprias (veja (LEE,
1989), Extensão de Cauchy). Entretanto f /∈ L ([a,b],R), uma vez que f não é absolutamente
integrável (veja (DEPREE; SWARTZ, 1988)). Note que tanto f quanto F não são de variação
limitada.

Exemplo 2.1.26. Seja f : [0,∞)→ R definida por

f (x) =
∞

∑
n=1

(−1)n

n
χ(n,n+1](x),

em que χE representa a função característica de um conjunto Lebesgue mensurável E. Note
que

f (x) =−1 χ(1,2](x)+
1
2

χ(2,3](x)−
1
3

χ(3,4](x)+ · · ·

e

lim
A→∞

∫ A

0
f (x)dx =−1+

1
2
− 1

3
+ · · · =− ln2.

Como existe a integral de Riemann imprópria de f , f ∈ K ([0,∞),R). Entretanto,

∫
[0,∞)

| f |= 1+
1
2
+

1
3
+ · · · = ∞.

Logo f não é Lebesgue integrável (com integral finita).

A próxima seção é dedicada às equações diferenciais funcionais em medida e algumas de
suas propriedades fundamentais. Faz-se necessário tal estudo, pois, no Capítulo 3, trabalharemos
com esta classe de equações.
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2.2 Equações diferenciais funcionais em medida
O estudo de equações diferenciais em medida (escreveremos, simplesmente, EDMs)

se iniciou na década de 1960 com os trabalhos de W. Schmaedeke (SCHMAEDEKE, 1965) na
teoria de controle e de P. Das e R. R. Sharma (veja (DAS; SHARMA, 1971; DAS; SHARMA,
1972)). O objetivo principal do conceito de EDMs é a descrição de sistemas expondo soluções
descontínuas causadas pelo comportamento impulsivo do sistema diferencial. Uma solução de
uma EDM é, em geral, uma função descontínua de variação limitada. Tal solução apresenta
propriedades similares às soluções das equações diferenciais ordinárias generalizadas, cuja teoria
será apresentada mais adiante, no Capítulo 4.

Em 2012, os autores de (FEDERSON; MESQUITA; SLAVÍK, 2012) introduziram uma
nova classe de equações diferenciais chamadas equações diferenciais funcionais em medida para
a qual usaremos a forma abreviada EDFMs. Esta classe de equações engloba outros tipos de
equações tais como: equações diferenciais funcionais impulsivas e equações dinâmicas funcionais
em escalas temporais.

No que segue, passamos a decrever alguns aspectos básicos da teoria de EDFMs.

Sejam r,σ > 0 números dados, t0 ∈ R, f : Ω× [t0, t0 +σ ]→ Rn uma função, com Ω ⊂
G([−r,0],Rn), Ω um conjunto aberto e u : [t0, t0 +σ ]→ R. Consideramos equações da forma

Dx = f (xt , t)Du, (2.3)

em que Dx e Du representam as derivadas distribucionais no sentido de L. Schwartz das funções x

e u respectivamente. A função memória xt : [−r,0]→Rn dada por xt(θ) = x(t +θ),θ ∈ [−r,0]
descreve a história de eventos no lapso de tempo entre causa e efeito. Equações do tipo (2.3) são
conhecidas como equações diferenciais funcionais em medida.

Como nosso foco não é o estudo da teoria de distribuições pois, apesar delas aparecerem
na equação (2.3), não trabalharemos diretamente com elas, o leitor interessado pode encontrar
todas as propriedades e resultados importantes de derivação de distribuições em (HÖRMANDER,
2007). Em geral, a função u em (2.3) não será de variação limitada. Então, na maior parte dos
casos, usaremos a forma integral da equação diferencial em medida e de todas as equações
diferenciais que lidaremos neste trabalho.

Assim, sob determinadas condições, veremos que a EDFM dada por{
Dx = f (xt , t)Du

xt0 = φ ,
(2.4)

terá a seguinte forma integral  x(t) = φ(0)+
∫ t

t0
f (xs,s)du(s)

xt0 = φ ,
(2.5)
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quando a integral existir em algum sentido.

Diremos que uma função f : Ω× [t0, t0 +σ ]→ Rn é regrada, se

t ↦→ f (xt , t) for uma função regrada para cada xt ∈ Rn.

O teorema a seguir, cuja prova pode ser encontrada nas referências (FEDERSON;
MESQUITA; TOON, 2015; DAS; SHARMA, 1972), estabelece uma relação entre (2.4) e (2.5).

Teorema 2.2.1. Suponha que f (xt , t) seja uma função regrada e u : [t0, t0 +σ ]→ R contínua à
esquerda e de variação limitada. Então, a função x : [t0 − r, t0 +σ ]→ Rn será uma solução de
(2.4) (i.e., x satisfaz a equação (2.4) q.s.) se, e somente se, x : [t0 − r, t0 +σ ]→ Rn satisfizer a
equação integral (2.5) em [t0 − r, t0 +σ ].

Observação 2.2.2. O teorema anterior continuará sendo verdadeiro, se supusermos u : [t0,∞)→
R contínua à esquerda e localmente de variação limitada em [t0,∞) e f : G([t0,∞),Rn)× [t0,∞)→
Rn uma função regrada. Veja (MONTEIRO; SATCO, 2017).

Agora, suponhamos que f : G−([−r,0],Rn)× [t0, t0 +σ ]→ Rn seja uma função tal que,
para cada y ∈ G−([t0 − r, t0 +σ ],Rn), a aplicação t ↦→ f (yt , t) seja Kurzweil integrável com
respeito a uma função não decrescente u : [t0, t0 +σ ]→ R. Além disso, assumimos as seguintes
condições:

(A) Existe uma função Lebesgue-Stieltjes integrável M : [t0, t0 +σ ]→ R tal que para todo x e
quaisquer u1,u2 ∈ [t0, t0 +σ ],∣∣∣∣∫ u2

u1

f (xs,s)du(s)
∣∣∣∣≤ ∫ u2

u1

M(s)du(s);

(B) Existe uma função Lebesgue-Stieltjes integrável L : [t0, t0 +σ ]→ R tal que para todo x,y

e quaisquer u1,u2 ∈ [t0, t0 +σ ],∣∣∣∣∫ u2

u1

[ f (xs,s)− f (ys,s)]du(s)
∣∣∣∣≤ ∫ u2

u1

L(s)||xs − ys||du(s).

Com as condições (A) e (B) é possível provar o seguinte resultado (veja (FEDERSON;
MESQUITA; TOON, 2015)).

Teorema 2.2.3. Considere o problema (2.5) e suponha que as condições (A) e (B) sejam sa-
tisfeitas. Então, existe um ∆ > 0 tal que no intervalo [t0, t0 + ∆] existe uma única solução
x : [t0 − r, t0 +∆]→ Rn do problema (2.5).

Recentemente, os autores de (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021) mostraram
que as condições (A) e (B) podem ser enfraquecidas. Podemos assumir a existência de funções
M : [t0,∞)→ R e L : [t0,∞)→ R localmente Perron-Stieltjes integráveis no lugar de Lebesgue-
Stieltjes integráveis. Além disso, note que o Teorema 2.2.3 garante a existência e unicidade
local de soluções do problema (2.5). Na maioria dos resultados demonstrados no Capítulo 3,
assumiremos a existência global de soluções.
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CAPÍTULO

3
OSCILAÇÃO DE SOLUÇÕES DE EQUAÇÕES

DIFERENCIAIS COM RETARDOS E
IMPULSOS

Neste capítulo, apresentamos os conceitos de oscilação e não oscilação de soluções de
equações diferenciais com retardos e impulsos, em que as funções envolvidas têm como conjunto
imagem um subconjunto de Rn. Obtivemos critérios de oscilação e não oscilação para esta classe
de equações.

A teoria contida neste capítulo é inédita e generaliza os resultados apresentados em (AP.
SILVA, 2017) e (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021). Nestas referências, propomos
critérios de oscilação e não oscilação para a mesma classe de equações que trataremos aqui,
entretanto para o caso particular em que as funções envolvidas nas equações diferenciais assumem
valores em R. Os principais resultados apresentados neste capítulo foram incluídos no artigo
(AP. SILVA; FEDERSON, 2021), que encontra-se submetido para a publicação.

3.1 Motivação

Assim como no capítulo anterior, consideramos quase sempre (abreviadamente, q.s.) no
sentido da medida de Lebesgue.

Seja t0 ∈ R. Diremos que uma função f : [t0,∞)→ R é positiva q.s. no futuro, se existir
T ≥ t0 tal que f (t) > 0 para quase todo t ≥ T . Analogamente, diremos que f : [t0,∞)→ R é
negativa q.s. no futuro, se existir T ≥ t0 tal que f (t) < 0 para quase todo t ≥ T . Uma função
f : [t0,∞)→ R será dita não oscilatória se for positiva ou negativa q.s. no futuro. Caso contrário,
f será dita oscilatória. Veja (AP. SILVA, 2017; AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021; AP.
SILVA; FEDERSON, 2021).



38 Capítulo 3. Oscilação de soluções de equações diferenciais com retardos e impulsos

Geralmente, todos os tipos de oscilação que estudamos estão relacionadas a funções cujo
contradomínio é um subconjunto da reta. Surge, então, uma pergunta natural:

O que seria oscilar em Rn?

Para respondermos a esta pergunta, vamos analisar algumas situações.

Sabemos que as funções x(t) = cos(t) e y(t) = sen(t) são funções oscilatórias. Considere

f : R → R×R

t ↦→ (cos(t),sen(t)).

O que esperar de f ?

A trajetória de f é dada por

x

y

Figura 1 – Trajetória de f .

Uma análise semelhante pode ser feita para

g : R → R×R

t ↦→ (t, t2).

Observe que as funções coordenadas x(t) = t e y(t) = t2 são não oscilatórias.

O que esperar de g?

Abaixo, segue a trajetória de g.

x

y

Figura 2 – Trajetória de g.
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Outra situação é a seguinte. Consideremos a função

h : R → R×R

t ↦→ (t2,sen(t)).

A função coordenada x(t) = t2 é não oscilatória, enquanto que y(t) = sen(t) é oscilatória.

O que esperar de h?

Observe a trajetória de h a seguir.

x

y

Figura 3 – Trajetória de h.

Existem aplicações em Física seguindo esta linha de raciocínio. Por exemplo, a curva
de Lissajous (também chamada figura de Lissajous ou curva de Lissajous-Bowditch) é o gráfico
produzido por um sistema de equações paramétricas

x(t) = A · sen(a · t +δ ), y(t) = B · sen(b · t),

em que A,B são constantes e a,b,δ são constantes positivas. Essa família de curvas foi estudada
por Nathaniel Bowditch em 1815 e, mais tarde, por Jules Antoine Lissajous, em 1857.

A aparência do gráfico é altamente sensível à razão a/b. Quando a razão é 1, o gráfico
produzido é uma elipse, podendo também formar círculos quando A = B,δ = π/2 radianos, e
retas, quando a = b e δ = 0. Outro gráfico simples de Lissajous é uma parábola, quando a/b = 2
e δ = π/2. Outras razões produzem gráficos mais complicados. Os gráficos de Lissajous são
estáticos (ou seja, se fecham numa figura visível), quando a razão a/b é um número racional.
Antes dos computadores modernos, as curvas de Lissajous eram tipicamente geradas por um
osciloscópio (veja Figura 4). O osciloscópio é um aparelho que recebe sinais de ondas de diversos
tipos e os representa graficamente.

Figura 4 – Osciloscópio.
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Seguem alguns exemplos de curvas de Lissajous

(i) x(t) = sen(t +π/2), y(t) = sen(2t),

(ii) x(t) = sen(3t +π/2), y(t) = sen(2t),

(iii) x(t) = sen(3t +π/2), y(t) = sen(4t),

(iv) x(t) = sen(5t +π/2), y(t) = sen(4t).

(i) (ii) (iii) (iv)

Figura 5 – Curvas de Lissajous.

Tudo isso nos mostra que faz sentido estudar oscilação de funções cujo contra domínio é
um subconjunto de Rn. A partir destas situações, somos levados à definir oscilação em Rn da
forma seguinte.

Definição 3.1.1. Uma função x : R → Rn será dita oscilatória, se pelo menos uma das suas
funções componentes for oscilatória (i.e., não é positiva nem negativa q.s. no futuro). Caso
contrário, x será dita não oscilatória.

3.2 Critério de oscilação

Em (YAN, 2001), o autor fornece critérios de oscilação e não oscilação para uma classe
de equações diferenciais impulsivas com argumento avançado cujas funções envolvidas tomam
valores em R e são contínuas por partes. Em (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021),
apresentamos critérios de oscilação e não oscilação para uma classe de equações diferenciais
em medida com retardamento, em que as funções envolvidas, tomando valores em R, podem
ter muitas descontinuidades e ainda podem ser altamente oscilatórias, uma vez que usamos as
integrais de Perron e Perron-Stieltjes para o tratamento destes problemas. Nosso objetivo, aqui,
é propor critérios de oscilação e não oscilação para uma classe de equações diferenciais com
vários retardos e impulsos, assumindo, agora, valores em Rn. Os resultados que apresentaremos
nesta seção também podem ser encontrados em (AP. SILVA; FEDERSON, 2021).

Seja t0 ∈ R. Usaremos a notação SLloc([t0,∞),R) para representar o conjunto de todas
as funções f : [t0,∞)→ R que satisfazem a condição forte de Lusin em cada intervalo compacto
de [t0,∞). Notamos que se f ∈ SLloc([t0,∞),R), então f será uma função contínua em [t0,∞).
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Considere o sistema de equações diferenciais com vários retardos discretos e impul-
sos em tempos pré-fixados (abreviadamente, sistema de EDRIs) ẏ j =−p j(t)y j(t − τ j)ġ j t ̸= tk,

y j(t+k )− y j(tk) = bky j(tk), j = 1, . . . ,n,
(3.1)

em que k ∈ N, τ j > 0 é uma constante, p j : [t0,∞)→ R e g j : [t0,∞)→ R são funções para cada
j = 1, . . .n, satisfazendo as seguintes condições:

(C1) t0 < t1 < .. . < tk < .. . são elementos fixos de R com lim
k→∞

tk = ∞;

(C2) bk >−1, k ∈ N;

(C3) para cada j = 1, . . . ,n, g j ∈ SLloc([t0,∞),R) e p j é limitada;

(C4) para cada intervalo compacto [a,b] de [t0,∞) a integral de Perron-Stieltjes
∫ b

a p j(s)dg j(s)

existe, para cada j = 1, . . . ,n.

Definição 3.2.1. Uma função y : [t0,∞)→Rn será uma solução de (3.1) em [t0,∞), se (y(t), t) ∈
G−([t0,∞),Rn)× [t0,∞) e, para cada j = 1, . . . ,n, a função componente y j de y satisfizer

ẏ j(t) =−p j(t)y j(t − τ j)ġ j(t),

para quase todo t ∈ [t0,∞) e

y j(t+k )− y j(tk) = bky j(tk), se tk ∈ [t0,∞).

Assim como em (YAN, 2001), junto com o sistema de EDRIs (3.1), consideramos o
seguinte sistema auxiliar de equações diferenciais com vários retardos discretos e sem impulsos
(abreviadamente, sistema de EDRs)

ẋ j =−Pj(t)x j(t − τ j)ġ j, (3.2)

em que
Pj(t) = ∏

t−τ j≤tk<t
(1+bk)

−1 p j(t), t ≥ t0 e j = 1, . . . ,n.

De acordo com a Definição 3.2.1, uma função x : [t0,∞)→ Rn será uma solução de (3.2)
em [t0,∞), se (x(t), t) ∈ G−([t0,∞),Rn)× [t0,∞) e, para cada j = 1, . . . ,n, a função componente
x j de x satisfizer

ẋ j(t) =−Pj(t)x j(t − τ j)ġ j(t),

para quase todo t ∈ [t0,∞).

Devido ao Teorema 2.1.24, temos a seguinte equivalência: uma função x : [t0,∞)→ Rn

será uma solução de (3.2) se, e somente se, a função componente x j : [t0,∞)→ R de x satisfizer
a seguinte equação integral com retardo distribuído

x j(t)− x j(t ′) =−
∫ t

t ′
Pj(s)x j(s− τ j)dg j(s), j ∈ {1, . . . ,n} e t ′ ∈ [t0,∞).
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Os comentários que seguem dizem respeito à definição clássica de oscilação.

Observação 3.2.2. Consideremos a definição clássica de oscilação, isto é, uma função f : [t0,∞)→
R será oscilatória, se f não for positiva nem negativa no futuro.

(i) Note que as soluções de (3.1) serão oscilatórias para bk <−1, para todo k ∈ N. De fato,
basta observarmos que, para cada j = 1, . . . ,n, vale

y j(t+k )y j(tk) = y j(tk)(1+bk)y j(tk) = y j(tk)2(1+bk)≤ 0.

Logo, y j é oscilatória para todo j = 1, . . . ,n e, portanto, y oscila.

(ii) Seja j ∈ {1, . . . ,n} fixo. Se Pj : [t0,∞)→ R for uma função regrada e g j : [t0,∞)→ R for
uma função contínua à esquerda e localmente de variação limitada em [t0,∞), então a fun-
ção x j : [t0,∞)→ R será uma solução da equação diferencial em medida (abreviadamente,
EDM)

Dx j =−Pj(t)x j(t − τ j)Dg j(t),

em que Dx j e Dg j representam as derivadas distribucionais das funções x j e g j se, e
somente se, x j satisfizer a seguinte equação integral com retardo distribuído

x j(t)− x j(t ′) =−
∫ t

t ′
Pj(s)x j(s− τ j)dg j(s),

em que t ′ ∈ [t0,∞). Veja o Teorema 2.2.1 e a Observação 2.2.2

(iii) Utilizando a definição clássica de oscilação, o problema impulsivo (3.1) poderia ser
substituído pelo sistema de EDMs impulsivas Dy j =−p j(t)y j(t − τ j)Dg j t ̸= tk,

y j(t+k )− y j(tk) = bky j(tk), j = 1, . . . ,n,
(3.3)

em que k ∈N, τ j > 0 é uma constante, p j : [t0,∞)→R e g j : [t0,∞)→R são funções para
cada j = 1, . . .n, satisfazendo as seguintes condições:

∙ t0 < t1 < .. . < tk < .. . são elementos fixos de R com lim
k→∞

tk = ∞;

∙ bk >−1, k ∈ N;

∙ p j é uma função regrada e g j é uma função contínua à esquerda e localmente de
variação limitada em [t0,∞), para todo j = 1, . . . ,n.

O teorema a seguir nos fornece uma correspondência entre soluções oscilatórias no
seguinte sentido: soluções oscilatórias do sistema de EDRIs também são soluções oscilatórias do
sistema de EDRs não impulsivas e vice-versa. Assim, se nosso interesse é obter informações à
respeito do comportamento oscilatório de soluções de (3.1), podemos trabalhar com o sistema
(3.2) e levar as informações obtidas para o problema impulsivo.
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Teorema 3.2.3. Assuma que as condições (C1) e (C2) sejam satisfeitas. O sistema de EDRIs
(3.1) terá uma solução oscilatória se, e somente se, o sistema de EDRs sem impulsos (3.2) tiver
uma solução oscilatória.

Demonstração. Seja y : [t0,∞) → Rn uma solução não oscilatória de (3.1). Então, todas as
funções coordenadas y j, j = 1, . . . ,n, serão não oscilatórias. Assim, devemos ter coordenadas
positivas q.s. no futuro ou negativas q.s. no futuro, isto é, existe Tj ≥ t0 tal que y j(t) > 0 ou
y j(t)< 0 para quase todo t ≥ Tj e j fixado.

Defina, para cada j = 1, . . . ,n, a função x j : [t0,∞)→ R por

x j(t) = ∏
Tj≤tk<t

(1+bk)
−1y j(t).

Logo, teremos x j(t) > 0 para quase todo t ≥ Tj, se y j for positiva q.s. no futuro e x j(t) < 0
para quase todo t ≥ Tj, se y j for negativa q.s. no futuro. Portanto, em qualquer caso, x(t) =

(x1(t), . . . ,xn(t)) será não oscilatória. Além disso, x : [t0,∞)→ Rn, definida como anteriormente,
é solução do sistema (3.2). De fato,

ẋ j(t)+Pj(t)x j(t − τ j)ġ j(t)

= ∏
Tj≤tk<t

(1+bk)
−1ẏ j(t)+Pj(t) ∏

Tj≤tk<t−τ j

(1+bk)
−1y j(t − τ j)ġ j(t)

= ∏
Tj≤tk<t

(1+bk)
−1 [ẏ j(t)+ p j(t)y j(t − τ j)ġ j(t)

]
= 0,

para quase todo t ≥ Tj + τ j.

Reciprocamente, suponhamos que x : [t0,∞)→ Rn seja uma solução não oscilatória de
(3.2). Então todas as funções coordenadas x j serão não oscilatórias. Daí, podemos ter coordenadas
positivas q.s. no futuro e negativas q.s. no futuro.

Defina, para cada j = 1, . . . ,n, a função y j : [t0,∞)→ R por

y j(t) = ∏
Tj≤tk<t

(1+bk)x j(t).

Se x j for positiva q.s. no futuro, y j será positiva q.s. no futuro. Se x j for negativa q.s. no futuro,
y j será negativa q.s. no futuro. Logo, todas as funções coordenadas y j de y serão não oscilatórias.
Portanto, y(t) = (y1(t), . . . ,yn(t)) será não oscilatória e, além disso, y será uma solução de (3.1).
De fato,

ẏ j(t)+ p j(t)y j(t − τ j)ġ j(t)

= ∏
Tj≤tk<t

(1+bk)ẋ j(t)+ p j(t) ∏
Tj≤tk<t−τ j

(1+bk)x j(t − τ j)ġ j(t)

= ∏
Tj≤tk<t

(1+bk)

(
ẋ j(t)+ ∏

t−τ j≤tk<t
(1+bk)

−1 p j(t)x j(t − τ j)ġ j(t)

)
= ∏

Tj≤tk<t
(1+bk)

(
ẋ j(t)+Pj(t)x j(t − τ j)ġ j(t)

)
= 0,
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para quase todo t ≥ Tj + τ j. E, ainda, para cada k ∈ N e j ∈ {1, . . . ,n} fixado, temos

y j(t+k ) = lim
t→t+k

∏
Tj≤ti<t

(1+bi)x j(t) = ∏
Tj≤ti≤tk

(1+bi)x j(tk)

y j(tk) = ∏
Tj≤ti<tk

(1+bi)x j(tk).

Assim, para tk ≥ Tj + τ j, k ∈ N, temos y j(t+k ) = (1+bk)y j(tk). Portanto, y é solução do sistema
impulsivo (3.1).

Como consequência da demonstração do teorema anterior, temos o seguinte resultado.

Corolário 3.2.4. Assuma que condições (C1) e (C2) sejam satisfeitas.

(i) Se x : [t0,∞)→ Rn for uma solução do sistema de EDRs sem impulsos (3.2) em [σ ,∞),
com σ ≥ t0, então

y(t) = ∏
σ≤tk<t

(1+bk)x(t)

será uma solução do sistema de EDRIs (3.1) em [σ ,∞).

(ii) Se y : [t0,∞)→ Rn for uma solução do sistema de EDRIs (3.1) em [σ ,∞), com σ ≥ t0,
então

x(t) = ∏
σ≤tk<t

(1+bk)
−1y(t)

será uma solução do sistema de EDRs sem impulsos (3.2) em [σ ,∞).

O próximo resultado assegura que, sob determinadas condições, todas as soluções da
equação (3.1) serão oscilatórias. Lembramos que por Kg([a,b],R) denotamos o espaço das
classes de equivalência apresentado no Capítulo 2.

Teorema 3.2.5. Assuma que condições (C1) até (C4) sejam satisfeitas e que p j ∈ Kg([a,b],R),
para cada subintervalo compacto [a,b]⊂ [t0,∞), para todo j = 1, . . . ,n. Se existir j0 ∈ {1, . . . ,n}
tal que

(i) limsup
t→∞

∫ t

t−τ j0

∏
s−τ j0≤tk<s

(1+bk)
−1 p j0(s)dg j0(s)> 1,

(ii) g j0 : [t0,∞)→ R seja uma função não decrescente em [t0,∞), e

(iii) p j0(s)≥ 0,

então todas as soluções de (3.1) serão oscilatórias.
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Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que y : [t0,∞)→Rn seja uma solução não oscilatória
de (3.1). Logo, todas as funções coordenadas y j de y serão não oscilatórias. Sem perda de
generalidade, assuma y1 : [t0,∞) → R positiva q.s. no futuro. Então, existe T1 ≥ t0 tal que
y1(t)> 0 para quase todo t ≥ T1.

Pelo Corolário 3.2.4, o sistema de equações (3.2) também terá uma solução x definida
em [T1,∞) em que a função coordenada x1 é positiva q.s. no futuro. Assim, integrando a primeira
entrada de (3.2) de t − τ1 a t, obtemos, para t ≥ T1 + τ1,

x1(t)− x1(t − τ1) =−
∫ t

t−τ1

P1(s)x1(s− τ1)dg1(s)≤ 0,

uma vez que x1(t − τ1)> 0 para quase todo t ≥ T1 + τ1. Portanto, x1(t)≤ x1(t − τ1) para quase
todo t ≥ T1 + τ1. Então,

x1(t − τ1)
∫ t

t−τ1

P1(s)dg1(s)≤
∫ t

t−τ1

P1(s)x1(s− τ1)dg1(s),

para quase todo t ≥ T1 + τ1. Assim,

0 ≥ x1(t)+ x1(t − τ1)

[∫ t

t−τ1

P1(s)dg1(s)−1
]
,

para quase todo t ≥ T1 + τ1, o que é um absurdo, pois, para quase todo t ≥ T1 + τ1, temos
x1(t) > 0 e x1(t − τ1) > 0 e, além disso, por hipótese,

∫ t
t−τ j0

Pj0(s)dg j0(s)−1 > 0 para algum
j0 ∈ {1, . . . ,n} (podemos supor que este j0 seja igual a 1, pois, caso contrário, repetiríamos esta
demonstração para o índice j0 para o qual a desigualdade é satisfeita).

Logo todas as soluções de (3.1) são oscilatórias.

Finalizamos esta seção com algumas importantes observações.

Observação 3.2.6. Quando p j : [t0,∞)→ R for de variação limitada e g j : [t0,∞)→ R for uma
função regrada para todo j = 1, . . . ,n, a integral de Perron-Stieltjes

∫ b
a p j(s)dg j(s) existirá. (Veja

(SCHWABIK, 1996) e, também, (FEDERSON, 2002a), Teorema 4).

Observação 3.2.7. Vale ressaltar que as condições impostas sobre o sistema de EDMs impulsivas
(3.3) podem ser substituídas por

∙ p j : [t0,∞)→R é uma função localmente de variação limitada em [t0,∞) e g j : [t0,∞)→R
é uma função regrada e contínua à esquerda, para cada j = 1, . . . ,n.

Em outras palavras, a suposição em g j pode ser enfraquecida se exigirmos condições mais fortes
sobre p j, isto é, se p j for uma função localmente de variação limitada. Para mais detalhes, o
leitor pode consultar as referências (SCHWABIK, 1992) e (MONTEIRO; SATCO, 2017).
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Observação 3.2.8. Em (TABOR, 2002), o autor considera x : [0,∞)→Rn uma função oscilatória,
quando todas as suas funções componentes forem oscilatórias. Observamos que os resultados
apresentados nesta seção permanecem válidos (fazendo pequenas alterações), se utilizarmos
tal definição. Porém, ao se trabalhar com a Definição 3.1.1, a classe de funções consideradas
oscilatórias é maior e, por isso, optamos por exigir que apenas uma função coordenada seja
oscilatória para a função ser considerada oscilatória. No Capítulo 5, ficará claro a importância
desta observação.

Até o momento, temos um bom critério de oscilação, isto é, já sabemos quando o sistema
de EDRIs (3.1) possui soluções oscilatórias. O principal resultado da próxima seção, nos fornece
um critério de não oscilação, ou seja, nos garante quando o problema impulsivo (3.1) possui pelo
menos uma solução que não oscila.

3.3 Critério de não oscilação

Nesta seção, provamos um critério de não oscilação para um caso particular do sistema
(3.1), em que g j : [t0,∞) → R é a função identidade, isto é, g j(s) = s, para todo s ∈ [t0,∞) e
para todo j = 1, . . . ,n. Um resultado similar foi provado por Yan Jurang em seu artigo (YAN,
2001) para equações diferenciais impulsivas com argumento avançado, em que as funções
envolvidas tomam valores em R e são contínuas por partes. Para nós, as funções envolvidas
não serão necessariamente contínuas ou contínuas por partes, ao contrário, poderão ter muitas
descontinuidades e não ser de variação limitada.

Seja k ∈ N e considere a equação diferencial com vários retardos discretos e impulsos
em tempos pré-fixados (EDRIs) (ẏ1(t), . . . , ẏn(t)) =−(p1(t)y1(t − τ1), . . . , pn(t)yn(t − τn)), t ̸= tk

y j(t+k )− y j(tk) = bky j(tk), j = 1, . . . ,n,
(3.4)

satisfazendo hipóteses análogas àquelas do sistema (3.1), quais sejam:

∙ t0 < t1 < .. . < tk < .. . são pontos fixados, com lim
k→∞

tk = ∞;

∙ para cada k ∈ N, bk >−1 é constante e τ j > 0, j = 1, . . . ,n;

∙ para cada subintervalo compacto [a,b] de [t0,∞) a integral de Perron
∫ b

a p j(s)ds existe para
cada j = 1, . . . ,n.

Lema 3.3.1. Se p j : [t0,∞)→ R for uma função positiva q.s. para todo j = 1, . . . ,n, então as
seguintes afirmações serão equivalentes:

(i) A equação (3.4) tem uma solução não oscilatória.
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(ii) A equação integral

(u1(t), . . . ,un(t)) =
(

P1(t)exp
(∫ t

t−τ1

u1(s)ds
)
, . . . ,Pn(t)exp

(∫ t

t−τn

un(s)ds
))

(3.5)

tem uma solução definida q.s. em [T,∞), para algum T ≥ t0, em que suas funções coorde-
nadas são não negativas e

Pj(t) = ∏
t−τ j≤tk<t

(1+bk)
−1 p j(t), t ≥ t0.

(iii) As sequências {u(k)j (t)} de funções Perron integráveis são convergentes q.s. em [T̃ ,∞),
para algum T̃ ≥ t0, em que

u(1)j (t) = Pj(t) = ∏
t−τ j≤tk<t

(1+bk)
−1 p j(t), para quase todo t ≥ Tj,

u(k+1)
j (t) = Pj(t)exp

(∫ t

t−τ j

u(k)j (s)ds
)
, para quase todo t ≥ Tj, e todo k ∈ N.

Demonstração. Inicialmente, provemos que (i) ⇒ (ii). Seja y : [t0,∞)→ Rn uma solução não
oscilatória de (3.4). Pelo Teorema 3.2.3, a equação (3.2) também terá uma solução não oscilatória
x : [t0,∞)→ Rn. Assim, todas as funções coordenadas x j de x serão não oscilatórias. Separemos
em três casos.

Caso 1: Suponha que x j seja positiva q.s. no futuro para todo j = 1, . . . ,n. Então, para
cada j = 1, . . . ,n, fixo, existe Tj ≥ t0 tal que x j(t)> 0 para quase todo t ≥ Tj. Defina

u j(t) =−
ẋ j(t)
x j(t)

, q.s. em [Tj,∞), (3.6)

isto é, u j está definida nos pontos em que ambas ẋ j(t) e x j(t) existem.

Afirmamos que u(t) = (u1(t), . . . ,un(t)) é uma solução de (3.5) em [T,∞), com T =

max1≤ j≤n Tj. De fato, fixando j ∈ {1, . . . ,n} e integrando (3.6) de t − τ j a t, obtemos∫ t

t−τ j

u j(s)ds =
∫ t

t−τ j

−
ẋ j(s)
x j(s)

ds =− ln(x j(t))+ ln(x j(t − τ j)) = ln
(

x j(t − τ j)

x j(t)

)
e, portanto,

exp
(∫ t

t−τ j

u j(s)ds
)
=

x j(t − τ j)

x j(t)
, para todo t ∈ [T,∞).

Multiplicando ambos os lados da equação (3.2) pelo inverso de −x j(t) (quando x j(t)> 0),
obtemos

−
ẋ j(t)
x j(t)

=−Pj(t)
x j(t − τ j)

−x j(t)
, para quase todo t ∈ [T,∞).

Logo,

u j(t) = Pj(t)exp
(∫ t

t−τ j

u j(s)ds
)

q.s. em [T,∞).
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Caso 2: Seja x j negativa q.s. no futuro para todo j = 1, . . . ,n. Então, fixado j ∈ {1, . . . ,n}
existe Tj ≥ t0 tal que x j(t)< 0, para quase todo t ≥ Tj. Defina

u j(t) =−
ẋ j(t)
x j(t)

, q.s. em [Tj,∞),

e repita a demonstração anterior. Note que, tanto no Caso 1, quanto no Caso 2, u j é não negativa
q.s. em [T,∞), para todo j = 1, . . . ,n.

Caso 3: Se tivermos algumas funções coordenadas positivas q.s. no futuro e outras
negativas q.s. no futuro, a demonstração também será a mesma. Basta definirmos u j como
anteriormente.

Mostremos, agora, que (ii) ⇒ (i). Seja u(t) = (u1(t), . . . ,un(t)) uma solução de (3.5) em
[T,∞), com cada entrada não negativa q.s.. Defina, para cada j = 1, . . . ,n,

x j(t) =−exp
(
−
∫ t

T
u j(s)ds

)
,

para t ≥ T . Note que x(t) = (x1(t), . . . ,xn(t)) é uma solução de (3.2) em [T,∞), pois

ẋ j(t)+Pj(t)x(t − τ j) =−exp
(
−
∫ t

T
u j(s)ds

)
· (−u j(t))+Pj(t)x(t − τ j).

Como, por hipótese, u j(t) = Pj(t)exp
(∫ t

t−τ j

u j(s)ds
)

, temos, para todo j = 1, . . . ,n,

ẋ j(t)+Pj(t)x(t − τ j) = −exp
(
−
∫ t

T
u j(s)ds

)
·
(
−Pj(t)exp

(∫ t

t−τ j

u j(s)ds
))

− Pj(t)exp
(
−
∫ t−τ j

T
u j(s)ds

)
= Pj(t)exp

(
−
∫ t−τ j

T
u j(s)ds

)
−Pj(t)exp

(
−
∫ t−τ j

T
u j(s)ds

)
= 0,

para quase todo t ∈ [T,∞). Além disso, cada x j é não negativa q.s. em [T,∞). Assim, x é não
oscilatória. Logo, pelo Corolário 3.2.4, y(t) = ∏T≤tk<t(1+bk)x(t) é uma solução não oscilatória
de (3.4) em [T,∞), provando, assim, (i).

Mostremos a implicação (ii) ⇒ (iii). Seja u uma solução de (3.5) definida em [T,∞), em
que suas funções coordenadas são não negativas q.s.. Então, para quase todo t ≥ T ≥ t0 e cada
j = 1, . . . ,n, temos

u(1)j (t) = Pj(t)≤ Pj(t)exp
(∫ t

t−τ j

u(1)j (s)ds
)
= u(2)j (t)≤ u j(t).

Por indução, para todo j = 1, . . . ,n, pode-se provar que

u(k)j (t)≤ u(k+1)
j (t)≤ u j(t), para quase todo t ≥ T e todo k ∈ N.
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Assim, as sequências {u(k)j (t)} possuem limites pontuais q.s. em [T,∞), digamos ũ j(t), ou seja,
para cada j = 1, . . . ,n fixado, vale

lim
k→∞

u(k)j (t) = ũ j(t)≤ u j(t), para quase todo t ≥ T,

o que prova (iii).

Finalmente, mostremos que (iii) ⇒ (ii). Para cada j = 1, . . . ,n fixado, seja

u j(t) = lim
k→∞

u(k)j (t), para quase todo t ≥ T, para algum T ≥ t0.

Sabemos que u(k)j (t) ≤ u j(t) q.s. em [T,∞), para todo k ∈ N e j = 1, . . . ,n. Assim, u(k)j são
limitadas q.s. por uma função não negativa em [t − τ, t], para quase todo t ≥ T e todo k ∈ N.
Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada para funções Perron integráveis (Teorema
2.1.22), obtemos (3.5).

O próximo resultado nos fornece condições sob as quais a equação (3.4) tem pelo menos
uma solução não oscilatória.

Teorema 3.3.2. Suponha que p j : [t0,∞)→R seja uma função positiva q.s. para todo j = 1, . . . ,n.
Se existir T ≥ t0 tal que, para quase todo t ≥ T e todo j = 1, . . . ,n, a desigualdade∫ t

t−τ j
∏

s−τ j≤tk<s
(1+bk)

−1 p j(s)ds ≤ 1
e
, (3.7)

for satisfeita, então a equação (3.4) terá uma solução não oscilatória.

Demonstração. Provaremos que (3.7) implica que a afirmação (iii) do Lema 3.3.1 é satisfeita.
De (3.7), para quase todo t ≥ T e todo j = 1, . . . ,n fixado, temos∫ t

t−τ j

u(1)j (s)ds =
∫ t

t−τ j

Pj(s)ds ≤ 1
e
.

Para quase todo t ≥ T e para todo j = 1, . . . ,n fixado, temos

u(2)j (t) = Pj(t)exp
(∫ t

t−τ j

u(1)j (s)ds
)
≤ Pj(t)e

1
e ≤ Pj(t)e.

u(3)j (t) = Pj(t)exp
(∫ t

t−τ j

u(2)j (s)ds
)
≤ Pj(t)exp

(∫ t

t−τ j

Pj(s)eds
)

= Pj(t)exp
(

e
∫ t

t−τ j

Pj(s)ds
)

≤ Pj(t)e.

Assim, para quase todo t ≥ T , todo k ∈ N e j = 1, . . . ,n fixado, obtemos, por indução,

u(k)j (t) ≤ u(k+1)
j (t) = Pj(t)exp

(∫ t

t−τ j

u(k)j (s)ds
)

≤ Pj(t)exp
(∫ t

t−τ j

Pj(s)eds
)

≤ Pj(t)e.
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Logo,

u(k)j (t)≤ u(k+1)
j (t)≤ Pj(t)e, para quase todo t ≥ T,

o que implica que as sequências {u(k)j (t)} são convergentes q.s. em [T,∞) e, pelo Lema 3.3.1, a
equação (3.4) terá uma solução não oscilatória.

Veremos, agora, alguns exemplos que ilustram os resultados apresentados.

Exemplo 3.3.3. Seja k ∈ N e consideremos o seguinte sistema de EDRIs
(ẏ1(t), ẏ2(t)) =−( 1

t4 χ[4,∞)∖Q(t)y1(t −2)ġ1(t), t y2(t −2)ġ2(t)), t ̸= tk

y j(t+k )− y j(tk) =
1
2

y(tk), j = 1,2,
(3.8)

em que t ∈ [4,∞), g1(t) = g2(t) = t6 e bk =
1
2 . Suponha que exista no máximo um ponto de

efeito impulsivo em cada intervalo [t −2, t). Assim, se tk ∈ [t −2, t) para algum k ∈ N e j = 1,2,
vale ∫ t

t−2
∏

s−2≤tk<s
(1+bk)

−1 p j(s)dg j(s) = (1+bk)
−1
∫ t

t−2
p j(s)dg j(s),

e, se tk /∈ [t −2, t) para qualquer k ∈ N, vale∫ t

t−2
∏

s−2≤tk<s
(1+bk)

−1 p j(s)dg j(s) =
∫ t

t−2
p j(s)dg j(s).

O sistema de EDRs sem impulsos relacionado ao sistema (3.8) é

(ẋ1(t), ẋ2(t)) =−(P1(t)x1(t −2)ġ1(t),P2(t)x2(t −2)ġ2(t)), (3.9)

em que

P1(t) = ∏
t−2≤tk<t

(1+bk)
−1 p1(t) =

2
3t4 χ[4,∞)∖Q(t),

P2(t) = ∏
t−2≤tk<t

(1+bk)
−1 p2(t) =

2
3

t.

Pelo Teorema 3.2.3, o problema impulsivo (3.8) terá solução oscilatória se, e somente se,
(3.9) tiver solução oscilatória.

Note que p1(t) = 1
t4 χ[4,∞)∖Q(t) é limitada e não negativa em [4,∞) e, como g1 é absolu-

tamente contínua e diferenciável, temos ġ1(t) = 6t5 e g1 ∈ SLloc([4,∞),R).

Seja [a,b]⊂ [4,∞). Então∫ b

a
p1(s)dg1(s) =

∫ b

a

1
s4 χ[4,∞)∖Q(s)dg1(s) =

∫ b

a

1
s4 χ[4,∞)∖Q(s)ġ(s)ds

=
∫ b

a
6sds = 3

(
b2 −a2) .
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Logo a integral de Lebesgue
∫ b

a p1(s)dg1(s) existe e, portanto, existe a integral de Perron-Stieltjes
em cada subintervalo [a,b] de [4,∞). Além disso, vale

limsup
t→∞

∫ t

t−2
∏

s−2≤tk<s
(1+bk)

−1 p1(s)dg1(s)> 1.

Portanto, pelo Teorema 3.2.5, todas as soluções de (3.8) e (3.9) serão oscilatórias.

Exemplo 3.3.4. Considere a equação diferencial

ẋ(t) =− 1
t2 χ[3,∞)∖Q(t)x(t −1), t ∈ [3,∞). (3.10)

Note que p(t) =
1
t2 χ[3,∞)∖Q(t)≥ 0 não é uma função Riemann integrável, mas é Lebesgue

imprópria integrável e, portanto, Perron integrável em [3,∞). De fato,∫
∞

3
p(s)ds =

∫
∞

3

1
s2 χ[3,∞)∖Q(s)ds =

∫
∞

3

1
s2 ds

= lim
A→∞

∫ A

3

1
s2 ds = lim

A→∞

[
−
(

1
A
− 1

3

)]
=

1
3
.

Além disso, para t ≥ 3, vale ∫ t

t−1
p(s)ds =

1
t(t −1)

<
1
e
.

Dessa forma, a equação (3.10) satisfaz as hipóteses do Teorema 3.3.2 e, portanto, possui uma
solução não oscilatória.
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CAPÍTULO

4
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS

GENERALIZADAS

Neste capítulo, apresentamos a teoria básica sobre equações diferenciais ordinárias
generalizadas (escrevemos EDOs generalizadas), evidenciando algumas de suas propriedades e
resultados sobre a existência e unicidade de soluções. Em seguida, restringimos nosso estudo às
EDOs generalizadas lineares homogêneas e lineares não homogêneas. As principais referências
para este capítulo são (COLLEGARI, 2014; GARCIA, 2008; KURZWEIL, 1957; SCHWABIK,
1992; BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

4.1 Motivação

Nesta seção, apresentamos, brevemente, o que motivou o professor Jaroslav Kurzweil,
no ano de 1957, a introduzir o novo conceito de integral e, consequentemente, a teoria de EDOs
generalizadas.

Seja X um espaço de Banach, Ω ⊂ X um conjunto aberto e f : Ω× [a,b]→ X uma função
qualquer. Sabemos que o problema de encontrar uma solução no sentido de Carathéodory da
EDO

ẋ = f (x, t) (4.1)

com condição inicial x(s0) = x0, s0 ∈ [a,b], é o mesmo problema de encontrar uma solução da
equação integral

x(t)− x0 =
∫ t

s0

f (x(s),s)ds (4.2)

em que a igualdade vale quase sempre em [a,b] e a integral que aparece no lado direito da
equação (4.2) é no sentido da integral de Lebesgue.
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Suponhamos que exista uma solução x : [a,b]→ X de (4.1) e consideremos a aplicação
F : Ω× [a,b]→ X definida por

F(x, t) =
∫ t

s0

f (x(s),s)ds.

Assim, se x for uma solução no sentido de Carathéodory da EDO (4.1), com condição inicial
x(s0) = x0, em [s0, t]⊂ [a,b], então x será absolutamente contínua em [s0, t] e, portanto, existirá
uma sequência de funções escadas {xk}k∈N que converge uniformemente para x. Desta forma, se
para cada k ∈N tivermos uma divisão marcada Dk = {(τi, [αi−1,αi]), i = 1, . . . , |Dk|}, poderemos
tomar a sequência {xk}k∈N, em que xk(τ) = x(τi), com τ ∈ [αi−1,αi] e, construindo divisões
marcadas δ -finas, poderemos concluir que {xk}k∈N converge uniformemente para x.

Assumindo que f é contínua na primeira variável, obtemos, para s ∈ [s0, t],

lim
k→∞

f (xk(s),s) = f (x(s),s)

e pelo Teorema da Convergência Dominada para integrais de Lebesgue segue que

lim
k→∞

∫ t

s0

f (xk(s),s)ds =
∫ t

s0

f (x(s),s)ds.

Fixando k ∈ N, obtemos

∫ t

s0

f (xk(s),s)ds =
|Dk|

∑
i=1

∫
αi

αi−1

f (x(τi),s)ds

=
|Dk|

∑
i=1

[F(x(τi),αi)−F(x(τi),αi−1)].

Como x é solução da EDO (4.1), por (4.2), podemos escrever

x ≃ x0 +
|Dk|

∑
i=1

[F(x(τi),αi)−F(x(τi),αi−1)].

Notamos que as somas que aparecem na aproximação de x acima são as somas de
Riemann usadas na definição da integral de Kurzweil (veja Definição 2.1.3). Assim, se tomarmos
de forma conveniente as divisões marcadas, poderemos concluir que uma solução da equação
(4.1) também será uma solução da equação integral

x(t)− x0 =
∫ t

s0

DF(x(τ), t),

a qual fornece, exatamente, a definição de uma solução de uma EDO generalizada. Para mais
detalhes, o leitor pode consultar (KURZWEIL, 1957).
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4.2 Soluções de EDOs generalizadas
Sejam (X ,‖ · ‖) um espaço de Banach e O ⊂ X um conjunto aberto. Considere Ω = O×J,

em que J ⊂ R é um intervalo e seja F : Ω → X .

Definição 4.2.1 ((SCHWABIK, 1992), Definition 3.1). Uma função x : J → O será dita uma
solução da equação diferencial ordinária generalizada

dx
dτ

= DF(x, t), (4.3)

no intervalo J ⊂ R, se (x(t), t) ∈ Ω para todo t ∈ J e se

x(s2)− x(s1) =
∫ s2

s1

DF(x(τ), t)

estiver satisfeita para quaisquer s1,s2 ∈ J em que a integral do lado direito da equação acima é
no sentido da integral de Kurzweil (Definição 2.1.3).

Note que a existência de uma solução da EDO generalizada (4.3) não implica na existên-
cia de uma solução de Carathéodory da EDO (4.1), pois a integral de Kurzweil é mais geral do

que a integral de Lebesgue. Note, ainda que o símbolo
dx
dτ

não significa que a solução de (4.3)
tenha derivada, como mostra o exemplo a seguir, emprestado de (SCHWABIK, 1992).

Exemplo 4.2.2. Seja r : [0,1]→ R uma função contínua que não possui derivada em qualquer
ponto do intervalo [0,1]. Defina uma função F : R× [0,1]→R por F(x(τ), t) = r(t). Neste caso,
pela definição de integral, temos∫ s2

s1

DF(x(τ), t) =
∫ s2

s1

Dr(t) = r(s2)− r(s1), s1,s2 ∈ [0,1],

o que significa que a função x : [0,1]→ R, dada por x(s) = r(s) para s ∈ [0,1], é uma solução da
equação

dx
dτ

= DF(x, t) = Dr(t),

porém x não possui derivada em qualquer ponto do intervalo [0,1].

A fim de obter informações à respeito de uma solução x : J → O da EDO generalizada
(4.3), apresentaremos uma classe especial de funções F : Ω → X .

Definição 4.2.3. Diremos que uma função F : Ω → X pertence à classe F (Ω,h,ω), se existir
uma função não decrescente h : J → R e uma função contínua e crescente ω : [0,∞)→ R, com
ω(0) = 0, tal que as seguintes condições valem:

(i) ‖F(x, t2)−F(x, t1)‖ ≤ |h(t2)−h(t1)|, para quaisquer (x, t2), (x, t1) ∈ Ω;

(ii) ‖F(x, t2)−F(x, t1)−F(y, t2)+F(y, t1)‖≤ω(‖x−y‖)|h(t2)−h(t1)|, para quaisquer (x, t2),
(x, t1), (y, t2), (y, t1) ∈ Ω.
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Em particular, se ω : [0,∞)→ R for a função identidade, escrevemos F (Ω,h) no lugar
de F (Ω,h,ω).

A classe F (Ω,h), definida acima, permite obter várias propriedades qualitativas das
soluções de uma EDO generalizada. Uma dessas propriedades é a existência local e unicidade de
soluções. As demonstrações dos próximos resultados podem ser encontradas em (SCHWABIK,
1992) para o caso n-dimensional e em (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021) para um
espaço de Banach qualquer.

Teorema 4.2.4. Suponha que F : Ω → X pertença à classe F (Ω,h), em que h : J → R seja
uma função não decrescente e contínua à esquerda. Assuma que, para cada (x̃, t0) ∈ Ω, tem-se
(x̃+, t0) ∈ Ω, em que x̃+ = x̃+F(x̃, t+0 )−F(x̃, t0). Então existirão ∆ > 0 e uma única solução
x : [t0, t0 +∆]→ X da EDO generalizada (4.3) no intervalo [t0, t0 +∆] satisfazendo x(t0) = x̃.

Ressaltamos que a continuidade à esquerda da função h no Teorema 4.2.4 garante que as
soluções da EDO generalizada (4.3) também sejam contínuas à esquerda.

Outro resultado importante é o seguinte.

Lema 4.2.5. Se x : J → X for uma solução da EDO generalizada (4.3) e F ∈ F (Ω,h), então x

será uma função de variação limitada e, portanto, regrada.

Apresentaremos, mais adiante, um resultado que trata da existência e da unicidade de uma
solução maximal para a EDO generalizada (4.3). Antes de enunciarmos tal resultado, vejamos
alguns conceitos.

Definição 4.2.6. Sejam t0 ∈ [a,b], ∆ > 0 e x : [t0, t0+∆]→ X uma solução da EDO generalizada
(4.3) com x(t0) = x̃.

(i) Uma solução y : [t0, t0 + σ ] → X , σ > 0, de (4.3) será dita prolongamento de x, se
[t0, t0 +∆]⊂ [t0, t0 +σ ]⊂ [a,b] e x(t) = y(t) para t ∈ [t0, t0 +∆].

(ii) A solução x de (4.3), com x(t0) = x̃, definida para todo t ≥ t0 será dita maximal, se existir
um valor b(x̃, t0) > t0 tal que x existe sobre [t0,b(x̃, t0)) e não pode ser prolongada para
um intervalo maior do que [t0,β ], em que β ≥ b(x̃, t0). Equivalentemente, não existe um
prolongamento da solução x : [t0,b(x̃, t0))→ X de (4.3).

No corolário seguinte, exibimos condições suficientes para que a EDO generalizada (4.3)
admita uma única solução maximal. Tal resultado é necessário e de extrema importância nos
Capítulos 5 e 6. Veja (ACUÑA, 2016), Corolário 4.13.

Corolário 4.2.7. Suponha que F : Ω → X pertença à classe F (Ω,h), em que h : J → R é uma
função não decrescente e contínua à esquerda. Então, para todo (x̃, t0) ∈ Ω, existirá uma única
solução maximal definida em [t0,∞) de (4.3) satisfazendo x(t0) = x̃.
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4.3 EDOs generalizadas lineares homogêneas
Nesta seção, estamos interessados em estudar EDOs generalizadas para o caso particular

em que a função F : X × J → X é dada por F(x, t) = A(t)x, em que A : J → L(X) é um operador
localmente de variação limitada em J e J ⊂ R é um intervalo (limitado ou ilimitado). Neste caso,
a equação

dx
dτ

= D[A(t)x] (4.4)

é conhecida como EDO generalizada linear homogênea.

De acordo com a Definição 4.2.1, uma solução de (4.4) no intervalo [a,b] ⊂ J é uma
função x : [a,b]→ X que satisfaz a igualdade

x(s2) = x(s1)+
∫ s2

s1

D[A(t)x(τ)],

para quaisquer s1,s2 ∈ [a,b].

Note que a integral de Kurzweil da expressão acima é aproximada por somas da forma

∑
j
[A(t j)−A(t j−1)]x(τ j).

Assim, podemos denotar a integral
∫ b

a D[A(t)x(τ)] pela forma convencional
∫ b

a d[A(s)]x(s) para
a integral de Perron-Stieltjes como já mencionamos no Exemplo 2.1.7. Portanto x será solução
de (4.4) no intervalo [a,b], se tivermos

x(s2) = x(s1)+
∫ s2

s1

d[A(s)]x(s),

para quaisquer s1,s2 ∈ [a,b].

No caso de um problema de valor inicial (PVI), dados t0 ∈ [a,b] e x̃ ∈ X , diremos que
uma função x : [a,b]→ X é uma solução do PVI

dx
dτ

= D[A(t)x],

x(t0) = x̃,
(4.5)

no intervalo [a,b]⊂ J, sempre que

x(t) = x̃+
∫ t

t0
d[A(s)]x(s),

para qualquer t ∈ [a,b].

Para obtermos propriedades de existência e unicidade de solução global para o PVI (4.5),
assumiremos que o operador A : J → L(X) satisfaça as seguintes condições:

(H1) A ∈ BV ([a,b],L(X)) para todo subintervalo compacto [a,b]⊂ J, isto é, A ∈ BVloc(J,L(X));
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(H2) Para todo t ∈ J, valem as igualdades

(I − [A(t)−A(t−)])−1 = [I −∆
−A(t)]−1 ∈ L(X)

e

(I +[A(t+)−A(t)])−1 = [I +∆
+A(t)]−1 ∈ L(X),

em que I denota o operador identidade em L(X).

Observação 4.3.1. Como A ∈ BV ([a,b],L(X))⊂ G([a,b],L(X)), os limites laterais

A(t+) = lim
r→t+

A(r) ∈ L(X), t ∈ [a,b),

A(t−) = lim
r→t−

A(r) ∈ L(X), t ∈ (a,b],

existem. Dado ε > 0, segue da Observação 2.1.17, item (iii), que os conjuntos

{t ∈ [a,b),‖A(t+)−A(t)‖ ≥ ε} e {t ∈ (a,b],‖A(t)−A(t−)‖ ≥ ε}

são finitos. Desta forma, tomando ε = 1, existe um conjunto finito {t1, . . . , tm} ⊂ [a,b] tal que
‖A(t+)−A(t)‖< 1 para todo t ∈ [a,b), com t ̸= ti, i = 1, . . . ,m, e ‖A(t)−A(t−)‖< 1 para todo
t ∈ (a,b], com t ̸= ti, i = 1, . . . ,m. Então

I +∆
+A(t) ∈ L(X) t ∈ [a,b), t ̸= ti, i = 1, . . . ,m,

I −∆
−A(t) ∈ L(X) t ∈ (a,b], t ̸= ti, i = 1, . . . ,m.

Assim, se A : [a,b]→ L(X) for um operador linear de variação limitada em [a,b], então a condição
(H2) será válida, exceto por uma quantidade finita de pontos em [a,b]. Seja B = {t1, . . . tm} e
considere Ã(t) = A(t)χB(t) em que χB : [a,b]→ X é definida por

χB(t) =

{
1 se x ∈ B

0 se x /∈ B.

Então Ã ∈ BV ([a,b],L(X)) e a hipótese (H2) será válida para todo t ∈ [a,b].

O próximo resultado trata da existência global e unicidade de solução para o PVI (4.5).
Esse resultado é consequência das Proposições 6.3 e 6.4 em (SCHWABIK, 1992).

Teorema 4.3.2. Assuma que o operador A : J → L(X) satisfaça as condições (H1) e (H2). Então
o PVI (4.5) possui uma única solução definida no intervalo [a,b]⊂ J.

Observação 4.3.3. Pelo Teorema 4.3.2, temos assegurada a existência global e unicidade de
soluções de EDOs generalizadas lineares em intervalos ilimitados.
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O teorema a seguir garante a existência de um operador que será bastante utilizado
no Capítulo 5. Tal operador é conhecido como operador fundamental da EDO generalizada
linear homogênea (4.4). A demonstração desse resultado pode ser encontrada em (SCHWABIK,
1992), Teorema 6.13, para o caso em que X possui dimensão finita, e em (COLLEGARI, 2014),
Teorema 2.15, para o caso em que X possui dimensão infinita.

Teorema 4.3.4. Suponha que o operador A : J → L(X) satisfaça as condições (H1) e (H2). Então
existe um único operador U : J× J → L(X) tal que

U(s, t) = I +
∫ t

s
d[A(r)]U(r,s) (4.6)

para quaisquer t,s ∈ J. Além disso, para cada s ∈ J fixado, U(·,s) será um operador de variação
limitada. Este operador é chamado operador fundamental da EDO generalizada

dx
dτ

= D[A(t)x].

O próximo resultado relaciona soluções de EDOs generalizadas lineares homogêneas com
o seu operador fundamental. Este resultado será utilizado no próximo capítulo. Sua demonstração
pode ser encontrada em (SCHWABIK, 1992), Teorema 6.14, para o caso em que X possui
dimensão finita, e em (COLLEGARI, 2014), Teorema 2.15, para o caso em que X possui
dimensão infinita.

Teorema 4.3.5. Suponha que o operador A : J → L(X) satisfaça as condições (H1) e (H2). Então
para todo s ∈ [a,b]⊂ J, a única solução x : [a,b]→ X em [a,b]⊂ J do PVI

dx
dτ

= D[A(t)x],

x(s) = x̃,

será dada pela relação
x(t) =U(t,s)x̃, t ∈ [a,b], (4.7)

em que U : J× J → L(X) é dado por (4.6).

Além disso, o operador fundamental satisfaz as propriedades seguintes. Veja (COLLE-
GARI, 2014).

Teorema 4.3.6. Suponha que A : J → L(X) satisfaça as condições (H1) e (H2). Então U : J×J →
L(X), que é unicamente determinado por (4.6), satisfaz as seguintes propriedades:

(a) U(t, t) = I, para t ∈ J;

(b) Para todo intervalo compacto [a,b]⊂ J, existe uma constante M ≥ 0 tal que

‖U(t,s)‖ ≤ M, para quaisquer t,s ∈ [a,b],

varb
aU(t, ·) ≤ M, para qualquer t ∈ [a,b],

varb
aU(·,s) ≤ M, para qualquer s ∈ [a,b];
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(c) Para r,s, t ∈ J, vale
U(t,s) =U(t,r)U(r,s);

(d) U(t,s) ∈ L(X) é invertível para quaisquer t,s ∈ J;

(e) Para t,s ∈ J, temos
U(t+,s) = [I +∆+A(t)]U(t,s),

U(t−,s) = [I −∆−A(t)]U(t,s),

U(t,s+) = U(t,s)[I +∆+A(t)]−1,

U(t,s−) = U(t,s)[I −∆−A(t)]−1,

sempre que os limitem envolvidos fizerem sentido;

(f) Para t,s ∈ J, vale
[U(t,s)]−1 =U(s, t).

A próxima observação foi extraída de (FEDERSON; SCHWABIK, 2006).

Observação 4.3.7. Consideremos uma equação diferencial ordinária da forma

ẋ = f (x, t) (4.8)

em que ẋ = dx
dt , B ⊂ Rn é um conjunto aberto e f : B× [a,b]→ Rn é uma função. Sabemos que

uma solução de (4.8), com condição inicial x(t0) = x0, poderá ser escrita na forma

x(t) = x(t0)+
∫ t

t0
f (x(τ),τ)dτ, t, t0 ∈ [a,b], t ≥ t0, (4.9)

se a integral existir em algum sentido. Se a integral em (4.9) for considerada no sentido de
Riemann, Lebesgue ou Perron, por exemplo, poderemos aproximá-la por uma soma da forma

m

∑
i=1

f (x(τi),τi)(si − si−1),

em que t0 = s1 ≤ s2 ≤ sm = t é uma partição suficientemente fina do intervalo [t0, t] e τi ∈ [si−1,si],
para cada i = 1,2, . . . ,m. Defina

F(x,s) =
∫ s

s0

f (x,σ)dσ , (x,s) ∈ B×R.

Então, pelo Lema de Saks-Henstock (Lema 2.1.14), a integral em (4.9) pode ser aproximada por

m

∑
i=1

∫ si

si−1

f (x(τi),σ)dσ =
m

∑
i=1

[F(x(τi),si)−F(x(τi),si−1)]. (4.10)

Neste caso, o lado direito da igualdade (4.10) aproxima a integral de Kurzweil (Definição 2.1.3)
a qual, quando considerada em (4.9), dá origem a uma EDO generalizada da forma

dx
dτ

= DF(x, t) (4.11)
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como na Definição 4.2.1. Logo, se y : [a,b]→ Rn for uma solução para a EDO generalizada
(4.11), com condição inicial y(t0) = x0, teremos

x(t)− x0
(4.9)
=
∫ t

t0
f (x(τ),τ)dτ

(4.10)
=

∫ t

t0
DF(x(τ), t) = y(t)− x0.

Portanto a solução da EDO (4.8) pode ser identificada como uma solução da EDO generalizada
(4.11).

As considerações que seguem também podem ser encontradas em (SCHWABIK, 1992).

Observação 4.3.8. Consideremos

ẋ = F(t)x, (4.12)

em que F : J ⊂R→ L(Rn) é localmente Lebesgue ou Perron integrável em J. Dado a ∈ J, defina

A(t) =
∫ t

a
F(s)ds, t ∈ J. (4.13)

Como consequência do Lema de Saks-Henstock (Lema 2.1.14), a função A, dada em (4.13), é
contínua. Então

I +∆
+A(t) = I e I −∆

−A(t) = I para todo t ∈ J.

Portanto A satisfaz (H2). Agora, consideremos a EDO generalizada

dx
dτ

= D[A(t)x], (4.14)

e seu operador fundamental U : J× J → L(X) dado por (4.6). Se s, t,τ ∈ J, então

U(t,s) =U(τ,s)+
∫ t

τ

d[A(r)]U(r,s) =U(τ,s)+
∫ t

τ

F(r)U(r,s)dr, (4.15)

ou seja,

U(t,s) = Φ(t,τ)U(τ,s), (4.16)

em que Φ : J× J → L(Rn) é a matriz fundamental da EDO linear (4.12) e a segunda igualdade
da equação (4.15) segue do Teorema 2.1.20, já que U é regrada (Teorema 4.3.4) e A é contínua
e, portanto, regrada. Além disso, multiplicando (4.16) por U(s, t) e usando as propriedades do
operador fundamental U, dadas no Teorema 4.3.6, obtemos

U(t,τ) = Φ(t,τ), para quaisquer t,τ ∈ J.

Assim, a matriz fundamental de uma EDO linear do tipo (4.12) pode ser relacionada com o
operador fundamental de uma EDO generalizada como em (4.14) pela igualdade (4.16).



62 Capítulo 4. Equações diferenciais ordinárias generalizadas

4.4 EDOs generalizadas lineares não homogêneas
Sejam A : J → L(X) um operador localmente de variação limitada em J, g : J → X uma

função Perron integrável e consideremos F : X × J → L(X) definida por F(x, t) = A(t)x+g(t).
Neste caso, dizemos que uma EDO generalizada do tipo

dx
dτ

= D[A(t)x+g(t)]

é uma EDO generalizada linear não homogênea.

Dados t0 ∈ [a,b]⊂ J e x̃ ∈ X , diremos que a função x : [a,b]→ X é uma solução do PVI
dx
dτ

= D[A(t)x+g(t)],

x(t0) = x̃,
(4.17)

no intervalo [a,b]⊂ J, se tivermos

x(t) = x̃+
∫ t

t0
D[A(s)x(τ)+g(s)] = x̃+

∫ t

t0
(D[A(s)x(τ)]+D[g(s)]),

para todo t ∈ [a,b].

Como já foi observado anteriormente, podemos escrever∫ t

t0
D[A(s)x(τ)] =

∫ t

t0
d[A(s)]x(s) e

∫ t

t0
D[g(s)] = g(t)−g(t0).

Portanto x : [a,b]→ X será solução do PVI (4.17) em [a,b] se, e somente se, tivermos

x(t) = x̃+
∫ t

t0
d[A(s)]x(s)+g(t)−g(t0), t ∈ [a,b]. (4.18)

O seguinte resultado diz respeito à existência e unicidade de solução global para EDOs ge-
neralizadas lineares não homogêneas e é uma consequência de (SCHWABIK, 1999, Proposition
2.8).

Teorema 4.4.1. Seja A ∈ BVloc(J,L(X)), g ∈ BVloc(J,X) e assuma que condição (H2) seja
satisfeita. Então, para s0 ∈ J e x0 ∈ X , o PVI

dx
dτ

= D[A(t)x+g(t)],

x(s0) = x0,
(4.19)

terá uma única solução x : J∩ [s0,∞)→ X em J∩ [s0,∞).

O próximo resultado é conhecido como Fórmula da Variação das Constantes para EDOs
generalizadas lineares e sua prova pode ser encontrada em (COLLEGARI, 2014), Teorema 2.22
ou em (COLLEGARI; FEDERSON; FRASSON, 2018).
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Teorema 4.4.2 (Fórmula da Variação das Constantes). Suponha que A : J → L(X) satisfaça
as condições (H1) e (H2) e G : X × J seja uma função tal que, para cada x ∈ G([a,b],X), a
integral de Kurzweil

∫ b
a DG(x(τ), t) exista, para todo [a,b]⊂ J. Se t0 ∈ [a,b] e x for uma solução

do PVI 
dx
dτ

= D[A(t)x+G(x, t)],

x(t0) = x̃,

então x poderá ser escrita como

x(t) =U(t, t0)x̃+
∫ t

t0
DG(x(τ),s)−

∫ t

t0
dσ [U(t,σ)]

(∫
σ

t0
DG(x(τ)s)

)
, t ∈ [a,b],

em que U : J× J → L(X) é o operador fundamental dado por (4.6).

Note que, no caso particular em que G(x(τ), t) = g(t), com g : J → X uma função, temos∫ t

t0
D[G(x(τ),s)] =

∫ t

t0
D[g(s)] = g(t)−g(t0)

para quaisquer t, t0 ∈ [a,b]⊂ J e x∈G([a,b],X). Dessa forma, o resultado a seguir é consequência
imediata dos Teoremas 4.4.2 e 2.1.18.

Corolário 4.4.3. Sejam A : J → L(X) satisfazendo as condições (H1) e (H2) e g : J → X uma
função Perron integrável. Então a única solução x : [a,b]→ X de

dx
dτ

= D[A(t)x+g(t)],

x(t0) = x̃,

em [a,b]⊂ J, será dada por

x(t) =U(t, t0)x̃+(g(t)−g(t0))−
∫ t

t0
dσ [U(t,σ ](g(σ)−g(t0)), t ∈ [a,b]. (4.20)

Observação 4.4.4. Seja ψ(t) = g(t)−g(t0), com g : J ⊂ R→ X uma função Perron integrável
e t0 ∈ J. Pelo Teorema de Integração por Partes para a integral de Perron-Stieltjes (Teorema
2.1.19), temos∫ t

t0
dσ [U(t,σ)](ψ(σ))

(2.2)
= U(t, t)(ψ(t))−

∫ t

t0
U(t,σ)dψ̃(t)

(2.1)
= U(t, t)(ψ(t))−

∫ t

t0
U(t,σ)ψ(σ)dσ

= g(t)−g(t0)−
∫ t

t0
U(t,σ)(g(σ)−g(t0))dσ .

Então, usando as igualdades acima, podemos reescrever (4.20) como

x(t) =U(t, t0)x̃+
∫ t

t0
U(t,σ)(g(σ)−g(t0))dσ , t ∈ [a,b].
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CAPÍTULO

5
OSCILAÇÃO DE SOLUÇÕES DE EDOS

GENERALIZADAS

Neste capítulo, apresentamos resultados inéditos a respeito de oscilação de soluções de
EDOs generalizadas que assumem valores em Rn e em um espaço de Banach qualquer. Para este
fim, propomos definições de oscilações de funções em espaços abstratos e utilizamos a teoria de
processos de evolução em EDOs generalizadas para obter critérios de oscilação e não oscilação.
Vale ressaltar que não existem na literatura muitos trabalhos sobre oscilação de soluções de
equações diferenciais em espaços de Banach. Em particular, para a classe de EDOs generalizadas,
nem mesmo a definição de soluções oscilatórias existia até o momento. Neste capítulo, provamos
resultados de oscilação para pontos em espaços de Banach com respeito a um processo de
evolução linear regrado. Para provar tais resultados, propomos as definições de oscilação forte
e oscilação pullback. Neste sentido, os teoremas demonstrados neste capítulo são gerais e de
extrema importância, já que podem ser aplicados a qualquer classe de equações diferenciais que
gere um processo de evolução. As principais referências para este capítulo são (FEDERSON;
MESQUITA; SLAVÍK, 2012), (SLAVÍK, 2013) e (TABOR, 2002). Todos os resultados que
serão apresentados foram incluídos nos artigos (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON, 2021) e
(AP. SILVA; FEDERSON, 2021).

5.1 EDOs generalizadas × equações integrais com retar-
damento

Nesta seção, tratamos da correspondência entre equações integrais com retardamento e
EDOs generalizadas. Os resultados que apresentaremos podem ser encontrados em (FEDERSON;
MESQUITA; SLAVÍK, 2012) para intervalos compactos e (SLAVÍK, 2013) para intervalos
quaisquer.



66 Capítulo 5. Oscilação de soluções de EDOs generalizadas

Sejam τ,r > 0 números dados e t0 ∈R. Uma equação diferencial funcional com retar-
damento é, usualmente, dada da forma

ẏ(t) = f (yt , t), t ∈ [t0,∞),

em que f : P× [t0,∞) → Rn, P ⊂ G([−r,0],Rn) e yt é dado por yt(θ) = y(t + θ),θ ∈ [−r,0],
para cada t ∈ [t0,∞). A forma integral da EDF retardada acima é dada por

y(t) = y(t0)+
∫ t

t0
f (ys,s)ds, t ∈ [t0,∞),

em que a integral pode ser considerada, por exemplo, no sentido de Riemann, Lebesgue ou
Kuzweil-Henstock. Aqui, trabalharemos com a forma

Dy = f (yt , t)Dg, (5.1)

em que Dy e Dg denotam as derivadas distribucionais das funções y e g no sentido de L. Schwartz.
Como comentado no Capítulo 2, em geral, a função g não é uma função de variação limitada.
Então, usaremos a forma integral da equação (5.1), em que g é uma função regrada. Assim, y

será dita uma solução de (5.1) se satisfizer a seguinte equação integral

y(t) = y(t0)+
∫ t

t0
f (ys,s)dg(s), t ∈ [t0,∞),

em que a integral no lado direito é a integral de Perron-Stieltjes com respeito à função regrada g.
Esta equação integral será chamada de equação integral com retardamento.

Sejam O ⊂ G([t0 − r,∞),Rn) e P = {yt ,y ∈ O, t ∈ [t0,∞)} ⊂ G([−r,0],Rn). Considere
uma função não decrescente g : [t0,∞)→ R e uma função f : P× [t0,∞)→ Rn.

Em (SLAVÍK, 2013) (ver também (FEDERSON; MESQUITA; SLAVÍK, 2012) para
intervalos compactos), o autor mostra que sob certas suposições uma equação integral com
retardamento da forma

y(t) = y(t0)+
∫ t

t0
f (ys,s)dg(s), t ∈ [t0,∞) (5.2)

pode ser convertida em uma EDO generalizada da forma

dx
dτ

= DF(x, t), (5.3)

em que x assume valores em O. Em outras palavras, é possível transformar uma equação integral
com retardamento, cuja solução assume valores em Rn, em uma EDO generalizada, cuja solução
assume valores em um espaço de Banach infinito dimensional. O lado direito de F desta equação
generalizada (equação (5.3)) é dado por

F(x, t)(v) =


0, t0 − r ≤ v ≤ t0∫ v

t0 f (xs,s)dg(s), t0 ≤ v ≤ t ≤ ∞∫ t
t0 f (xs,s)dg(s), t ≤ v ≤ ∞

(5.4)
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para cada x ∈ O e t ∈ [t0,∞). Ainda em (SLAVÍK, 2013), é provado que a relação entre a solução
x da EDO generalizada (5.3) e a solução y da equação integral com retardamento (5.2) é descrita
por

x(t)(v) =

{
y(v), v ∈ [t0 − r, t]

y(t), v ∈ [t,∞),

em que t ∈ [t0,∞). Para a prova de tal resultado, utiliza-se as seguintes propriedades abaixo, que
reescrevemos do Capítulo 2.

(I) A função f : P× [t0,∞) → Rn é localmente Perron-Stieltjes integrável com respeito a
função g : [t0,∞)→ R para cada x ∈ O.

(II) Existe uma função localmente Perron-Stieltjes integrável M : [t0,∞)→ R com respeito a g

tal que para todo x ∈ O e quaisquer u1,u2 ∈ [t0,∞),∣∣∣∣∫ u2

u1

f (xs,s)dg(s)
∣∣∣∣≤ ∫ u2

u1

M(s)dg(s).

(III) Existe uma função localmente Perron-Stieltjes integrável L : [t0,∞)→ R com respeito a g

tal que para todo x,y ∈ O e quaisquer u1,u2 ∈ [t0,∞),∣∣∣∣∫ u2

u1

[ f (xs,s)− f (ys,s)]dg(s)
∣∣∣∣≤ ∫ u2

u1

L(s)||xs − ys||dg(s).

No que segue, apresentamos a propriedade de pronlogamento.

Definição 5.1.1. Seja O um subconjunto de G([t0−r,∞),Rn). Diremos que O tem a propriedade
de prolongamento, se para cada y ∈ O e cada t ∈ [t0 − r,∞), a função y dada por

y(t) =

{
y(t), t0 − r ≤ t ≤ t

y(t), t < t ≤ ∞

também for um elemento de O.

Os próximos teoremas garantem a conversão de uma equação integral com retardamento
em uma EDO generalizada e vice-versa. Para uma prova, o leitor pode consultar as referências
(FEDERSON; MESQUITA; SLAVÍK, 2012) e (SLAVÍK, 2013).

Teorema 5.1.2. Assuma que O ⊂ G([t0 − r,∞),Rn) tem a propriedade de prolongamento. Para
cada t ≥ t0, considere o conjunto P = {yt ,y ∈ O, t ∈ [t0,∞)} e φ ∈ P. Tome g : [t0,∞) → R
uma função não decrescente, f : P× [t0,∞) → Rn satisfazendo as condições (I), (II), (III) e
F : O× [t0,∞)→ G([t0 − r,∞),Rn) dada por (5.4). Se y ∈ O é uma solução da equação integral
com retardamento

y(t) = y(t0)+
∫ t

t0
f (ys,s)dg(s), t ∈ [t0,∞),
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com yt0 = φ , então x : [t0,∞)→ O dada por

x(t)(v) =

{
y(v), v ∈ [t0 − r, t]

y(t), v ∈ [t,∞)

é uma solução da EDO generalizada

dx
dτ

= DF(x, t), t ∈ [t0,∞).

Ainda em (SLAVÍK, 2013), temos a seguinte recíproca.

Teorema 5.1.3. Sob as condições do Teorema 5.1.2, se x : [t0,∞)→ O for uma solução da EDO
generalizada

dx
dτ

= DF(x, t),

com condição inicial

x(t0)(v) =

{
φ(v− t0), t0 − r ≤ v ≤ t0
x(t0)(t0), t0 ≤ v ≤ ∞,

então a função y ∈ O definida por

y(v) =

{
x(t0)(v), t0 − r ≤ v ≤ t0
x(v)(v), t0 ≤ v ≤ ∞

será uma solução da equação integral com retardamento

y(t) = y(t0)+
∫ t

t0
f (ys,s)dg(s), t ∈ [t0,∞),

com yt0 = φ .

As considerações que seguem foram adaptadas de (HARTUNG et al., 2006), página 437.

Observação 5.1.4. Consideremos a seguinte equação integral com retardo distribuído

y(t)− y(t ′) =
∫ t

t ′
r(s)y(s− τ)dg(s), (5.5)

em que r : [t0,∞)→ Rn é uma função e τ > 0.

A equação integral (5.5) pode ser escrita na forma mais geral

y(t)− y(t ′) =
∫ t

t ′
f (ys,s)dg(s). (5.6)

Aqui, f : U × [t0,∞) → Rn é definida em um conjunto U = {φ ,φ : [−τ,0]→ Rn}. A
função memória yt : [−τ,0]→ Rn é dada por

yt(s) = y(t + s), −τ ≤ s ≤ 0.

Em outras palavras, uma equação integral com retardo distribuído do tipo (5.5) pode
ser transformada em uma equação integral com retardamento da forma (5.6). De fato, podemos
considerar a transformação

f (φ , t) = r(t)φ(−τ).
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Na próxima seção, utilizaremos os Teoremas 5.1.2 e 5.1.3 para provar que soluções
oscilatórias de uma equação integral com retardamento também são soluções oscilatórias da
EDO generalizada correspondente. E, mostraremos ainda que soluções oscilatórias de uma EDO
generalizada também são soluções oscilatórias da equação integral com retardamento correspon-
dente. Estes resultados são inéditos e de extrema importância pois, no Capítulo 3, apresentamos
uma teoria de oscilação para equações integrais com retardo distribuído e podemos utilizar os
resultados obtidos em tal capítulo, para concluir quando a EDO generalizada correspondente
àquela equação integral com retardo distribuído possui ou não soluções oscilatórias. Isto é
possível devido à Observação 5.1.4. Os resultados que serão demonstrados na próxima seção
podem ser encontrados em (AP. SILVA; FEDERSON, 2021).

5.2 Oscilação em G([t0− r,∞),Rn)

Nosso interesse é construir uma teoria de oscilação para EDOs generalizadas em que
as funções envolvidas nestas equações assumam valores em um espaço de Banach qualquer.
Chamamos a atenção do leitor para o fato de que não existem resultados na literatura à respeito
de soluções oscilatórias para EDOs generalizadas, nem mesmo o conceito de oscilação.

No Capítulo 3, apresentamos critérios de oscilação e não oscilação para equações di-
ferenciais com vários retardos e impulsos. Uma possibilidade é utilizar as conversões entre
equações integrais com retardamento e EDOs generalizadas, apresentadas na seção anterior, para
obter resultados de oscilação de soluções para as equações generalizadas. Assim, precisaremos
introduzir a noção de oscilação para EDOs generalizadas. Primeiramente, trabalharemos com
funções regradas que assumem valores em Rn.

Toda a teoria apresentada nesta seção é inédita e nos fornece uma equivalência entre uma
equação integral com retardamento e uma EDO generalizada no que diz respeito à oscilação
de suas soluções. Propomos uma definição para oscilação de soluções de equações diferenciais
ordinárias generalizadas, algo que até o momento não tinha sido estudado. Os resultados que
apresentaremos aqui foram inseridos no artigo (AP. SILVA; FEDERSON, 2021).

Consideremos a EDO generalizada

dx
dτ

= DF(x, t), (5.7)

em que F : G([t0 − r,∞),Rn)× [t0,∞)→ G([t0 − r,∞),Rn) é dada por (5.4), com t0 ∈ R e r > 0.
Seja J = [t0 − r,∞). Chamamos a atenção do leitor para o seguinte fato: como uma função
f : J → Rn é regrada se cada função componente de f for regrada, o espaço G(J,Rn) pode ser
identificado com o espaço G(J,R)×G(J,R)× . . .×G(J,R), ou seja,

F : G(J,Rn)× [t0,∞) → G(J,Rn)

(z, t) ↦→ F(z, t) : J → Rn

v ↦→ F(z, t)(v) = ([F(z, t)]1(v), . . . , [F(z, t)]n(v)) ,
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em que cada F(z, t) j, j = 1, . . . ,n, é uma função regrada de J para R.

Definição 5.2.1. Sejam t0 ∈R e x : [t0,∞)→G([t0−r,∞),Rn) uma solução da EDO generalizada
(5.7). Diremos que x(s) j é positiva q.s. no futuro, se existir Tj ≥ t0 tal que (x(s)) j(v)> 0, para
s,v ≥ Tj, para cada j = 1, . . . ,n fixado.

Analogamente, definimos:

Definição 5.2.2. Seja x : [t0,∞)→ G([t0 − r,∞),Rn) solução da EDO generalizada (5.7), x(s) j

será dita negativa q.s. no futuro, se existir Tj ≥ t0 tal que (x(s)) j(v)< 0, para s,v ≥ Tj, para cada
j = 1, . . .n fixado.

Com as definições anteriores, somos capazes de definir oscilação de soluções para EDOs
generalizadas da forma (5.7) no espaço das funções regradas.

Definição 5.2.3. Diremos que uma solução x : [t0,∞)→ G([t0−r,∞),Rn) de (5.7) é não oscilató-
ria se todas as funções componentes de x(s) forem não oscilatórias, isto é, positivas ou negativas
q.s. no futuro. Caso contrário, diremos que x é oscilatória.

Teorema 5.2.4. Suponha que O ⊂ G([t0 − r,∞),Rn) tem a propriedade de pronlogamento. As-
suma que as hipóteses dos Teoremas 5.1.2 e 5.1.3 sejam satisfeitas. Se x : [t0,∞)→ O for uma
solução oscilatória da EDO generalizada

dx
dτ

= DF(x, t), (5.8)

então a solução da equação integral com retardamento correspondente possuirá uma solução
oscilatória. Reciprocamente, se y : [t0,∞)→ Rn for uma solução oscilatória da equação integral
com retardamento

y(t) = y(t0)+
∫ t

t0
f (ys,s)dg(s), t ∈ [t0,∞), (5.9)

então a EDO generalizada correspondente admitirá uma solução oscilatória.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que y seja uma solução não oscilatória da equação
(5.9). Então todas as funções componentes de y são não oscilatórias. Podemos assumir, sem perda
de generalidade, que existe T ≥ t0 tal que y j(v)> 0 para quase todo v ≥ T e todo j = 1, . . . ,n
fixado. Pelo Teorema 5.1.2, para cada t ∈ [t0 − r,∞)

x(t)(v) =

{
y(v), v ∈ [t0 − r, t]

y(t), v ∈ [t,∞)

é uma solução da EDO generalizada (5.8). Assim, tomando t = T , obtemos

x(T )(v) =

{
y(v), v ∈ [t0 − r,T ]

y(T ), v ∈ [T,∞).
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Por hipótese, para quase todo v ≥ T,y j(v)> 0, para cada j ∈ {1, . . . ,n}. Assim,

[x(T )] j(v) = y j(T )> 0, para quase todo v ≥ T.

Então, para quase todo s ≥ T e todo j = 1, . . . ,n fixado, temos

[x(s)] j(v) = y j(s)> 0, para quase todo v ≥ T.

Logo, x será uma solução não oscilatória da EDO generalizada (5.8).

Reciprocamente, suponhamos que x : [t0,∞) → O seja uma solução não oscilatória
da equação (5.8). Podemos assumir, sem perda de generalidade que existe T ≥ t0 tal que
(x(s)) j(v)> 0 para quase todos s,v ≥ T e j = 1, . . . ,n fixado. Pelo Teorema 5.1.3,

y(v) =

{
x(t0)(v), t0 − r ≤ v ≤ t0
x(v)(v), t0 ≤ v < ∞

é uma solução da equação integral com retardamento (5.9). Fazendo s = v = t ≥ T , obtemos
y(v) = x(v)(v). Logo, para cada j ∈ {1, . . . ,n} fixado, vale

y j(t) = (x(t)) j(t)> 0, para quase todo t ≥ T,

e, então, y será uma solução não oscilatória da equação integral com retardamento (5.9).

É claro que nesse momento surge uma pergunta natural:

Dada uma EDO generalizada qualquer, quando suas soluções serão oscilatórias?

Se f (yt , t) for linear, da forma

f (yt , t) =−(P1(t)y1(t − τ1), . . . ,Pn(t)yn(t − τn)),

em que Pj = ∏t−τ j≤tk<t(1+bk)
−1 p j(t), t ≥ t0, então devido ao Teorema 5.2.4, podemos aplicar

toda a teoria desenvolvida no Capítulo 3 para obtermos critérios de oscilação e não oscilação
para as EDOs generalizadas correspondentes. Basta considerarmos a EDO generalizada

dx
dτ

= DF(x, t),

com F : O× [t0,∞)→ G([t0 − r,∞),Rn) dada por

[F(x, t)] j(v) =


0, t0 − r ≤ v ≤ t0
−
∫ v

t0 Pj(s)x j(s− τ j)dg(s), t0 ≤ v ≤ t ≤ ∞

−
∫ t

t0 Pj(s)x j(s− τ j)dg(s), t0 ≤ t ≤ v < ∞,

para todo j = 1, . . . ,n.
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Porém, se a equação integral com retardamento correspondente à EDO generalizada dada
não for do tipo que estudamos no Capítulo 3, não saberíamos dizer quando suas soluções oscilam.
Por isso, faz-se necessário um estudo mais completo de oscilação para EDOs generalizadas
quaisquer, que não dependam de sua equação integral com retardamento correspondente. Primei-
ramente, provaremos um critério de oscilação para EDOs generalizadas assumindo valores em
L(Rn). Para provar tal critério, usaremos uma definição de oscilação mais geral que a apresentada
em Definição 5.2.3.

Seja t0 ∈ R e consideremos a seguinte EDO generalizada linear

dx
dτ

= D[A(t)x], (5.10)

em que A : [t0,∞) → L(Rn) e A(t) : Rn → Rn, para todo t ∈ [t0,∞). Como evidenciado no
Capítulo 4, uma função x : [t0,∞)→ Rn é uma solução de (5.10), se

x(s2)− x(s1) =
∫ s2

s1

D[A(s)x(s)] =
∫ s2

s1

d[A(s)]x(s),

para cada s1,s2 ∈ [t0,∞).

Uma função f : [t0,∞) → R será dita não crescente q.s. no futuro, se existir T ≥ t0
tal que f é não crescente para quase todo t ≥ T . Similarmente, diremos que f : [t0,∞)→ R é
não decrescente q.s. no futuro se existir T ≥ t0 tal que f é não decrescente para quase todo
t ≥ T . Uma função f : [t0,∞)→ R será dita não oscilatória se ela for não crescente q.s. ou não
decrescente q.s. no futuro. Caso contrário, f será dita oscilatória. Além disso, diremos que
f : [t0,∞)→ R é não nula q.s. no futuro se existir T ≥ t0 tal que f (t) ̸= 0 para quase todo t ≥ T .

Inpirados por estas definições, propomos os seguintes conceitos.

Definição 5.2.5. Diremos que A : [t0,∞) → L(Rn) é um operador oscilatório, se existir j ∈
{1, . . . ,n} tal que a função componente A j(t) : Rn → Rn for oscilatória para t ∈ [t0,∞), isto é,
A j(t) não é nem não crescente q.s. nem não decrescente q.s. no futuro. Uma solução não trivial
x : [t0,∞)→ Rn da EDO generalizada linear (5.10) será dita oscilatória, se existir j ∈ {1, . . . ,n}
tal que a função componente x j : [t0,∞)→ R for oscilatória, isto é, x j não é nem não crescente
q.s. nem não decrescente q.s. no futuro.

Exemplo 5.2.6. As funções

∙ g(t) = (sen(t),cos(t));

∙ h(t) = (t2,sen(t));

∙ i(t) = ecos(t);

∙ j(t) = (1− cos(t)/2, t + cos(t)/2);

∙ k(t) = (t, |cos(t)|);
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∙ l(t) = (ln(cos(t)), t, t2),

definidas em [t0,∞) são funções oscilatórias no sentido da Definição 5.2.5. Veja alguns exemplos
destas trajetórias à seguir.

x

y

Figura 6 – Trajetória de g.

x

y

Figura 7 – Trajetória de h.

x

y

Figura 8 – Trajetória de i.

x

y

Figura 9 – Trajetória de j.

x

y

Figura 10 – Trajetória de k.

O próximo teorema fornece condições para oscilação de soluções de EDOs generalizadas
lineares.

Teorema 5.2.7. Seja x : [t0,∞)→ Rn uma solução da EDO generalizada linear (5.10) tal que
x é não nula q.s. no futuro. Se A : [t0,∞) → L(Rn) for um operador oscilatório, então x será
oscilatória no sentido da Definição 5.2.5.

Demonstração. Assuma, sem perda de generalidade, que A1 é uma função oscilatória e que x1 é
não decrescente q.s. no futuro, ou seja, que existe T ≥ t0 tal que para quase todo t ≥ T , x1 é não
decrescente q.s.. Como A1 é oscilatória, existe um intervalo da forma [a−η ,a+η ], η > 0, tal
que
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(i) A1(a+η)−A1(a)≥ 0 e,

(ii) A1(a)−A1(a−η)≤ 0.

Uma vez que A é Kurzweil integrável em cada subintervalo compacto de [t0,∞), pelo
Lema de Saks-Henstock (Lema 2.1.14), dado ε > 0, existe um calibre δ de [a−η ,a+η ] tal que∥∥∥∥[A(a+η)−A(a)]x(a)−

∫ a+η

a
d[A(t)]x(t)

∥∥∥∥ < ε,∥∥∥∥[A(a)−A(a−η)]x(a)−
∫ a

a−η

d[A(t)]x(t)
∥∥∥∥ < ε.

Note que D1 = (a, [a,a+η ]) e D2 = (a, [a−η ,a]) são divisões δ -finas de [a,a+η ] e [a−η ,a],
respectivamente.

Como x é uma solução da EDO generalizada linear (5.10), temos

x1(a+η)− x1(a) =
∫ a+η

a
d[A1(t)]x1(t)

x1(a)− x1(a−η) =
∫ a

a−η

d[A1(t)]x1(t).

Assim,

|x1(a+η)− x1(a)− [A1(a+η)−A1(a)]x1(a)|

=

∣∣∣∣∫ a+η

a
d[A1(t)]x1(t) − [A1(a+η)−A1(a)]x1(a)

∣∣∣∣< ε

e,

|x1(a)− x1(a−η)− [A1(a)−A1(a−η)]x1(a)|

=

∣∣∣∣∫ a

a−η

d[A1(t)]x1(t) − [A1(a)−A1(a−η)]x1(a)
∣∣∣∣< ε

e, então, valem

−ε +[A1(a+η)−A1(a)]x1(a)< x1(a+η)− x1(a)< ε +[A1(a+η)−A1(a)]x1(a)

e,

−ε +[A1(a)−A1(a−η)]x1(a)< x1(a)− x1(a−η)< ε +[A1(a)−A1(a−η)]x1(a).

Logo,
0 ≤ x1(a+η)− x1(a)< ε +[A1(a+η)−A1(a)]x1(a),

e, por (i), segue que x1(a)≥ 0. Além disso,

0 ≤ x1(a)− x1(a−η)< ε +[A1(a)−A1(a−η)]x1(a),

e, utilizando (ii), temos x1(a)≤ 0. Portanto, x1(a) = 0.

Repetindo este procedimento para todo subintervalo de [t0,∞) em que A1 não é nem
não descrescente nem não crescente, concluímos que x1 : [t0,∞)→ R é uma função nula q.s. no
futuro, o que é um absurdo.
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Observação 5.2.8. Notamos que se A : [t0,∞)→ L(Rn) satisfaz condições (H1) e (H2) apresen-
tadas no Capítulo 4, então existe uma única solução x : [t0,∞)→ Rn da EDO generalizada linear
(5.10) para o problema de valor inicial.

No que segue, apresentamos alguns exemplos que ilustram nosso critério de oscilação
para EDOs generalizadas lineares tomando valores em L(Rn).

Exemplo 5.2.9. Considere a curva de Lissajous

A(t) =
(

sen
(

t +
π

2

)
, sen(2t)

)
, (5.11)

definida em [0,∞). Para cada t ∈ [0,∞), definimos o operador A(t) : R2 → R2 por

A(t)x =
(

sen
(

t +
π

2

)
, sen(2t)

)
x =

(
sen
(

t +
π

2

)
x1(t), sen(2t)x2(t)

)
,

para x ∈ R2. Então, pelo Teorema 5.2.7, cada solução da EDO generalizada linear

dx
dτ

= D[A(t)x], (5.12)

em que A : [0,∞)→ R2 é dado por (5.11), é oscilatória. De fato, a função x : [0,∞)→ R2 dada
por

x(t) = (esen(t+ π

2 ),esen(2t)),

é uma solução oscilatória da equação (5.12), pois∫ t

0
d[A(s)1]x1(s) =

∫ t

0
d
[
sen
(

s+
π

2

)]
esen(s+ π

2 )

=
∫ t

0
cos
(

s+
π

2

)
esen(s+ π

2 )ds

= esen(t+ π

2 )− e = x1(t)− x1(0).

A Figura 11 a seguir representa a trajetória da solução x da EDO generalizada linear (5.12).

Figura 11 – Trajetória da solução x.

Exemplo 5.2.10. Considere a EDO generalizada linear

dx
dτ

= D[(χ[0,∞)∖Q(t)sen(t))x], (5.13)

em que sen: [0,∞)→ R. Pelo Teorema 5.2.7, as soluções de (5.13) são oscilatórias. Note que a
função x : [0,∞)→ R dada por

x(t) = esen(t)
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é uma solução oscilatória de (5.13), uma vez que∫ t

0
d[A(s)]x(s) =

∫ t

0
d
[
χ[0,∞)∖Q(t)sen(t)

]
esen(s)

= esen(t)−1 = x(t)− x(0).

Exemplo 5.2.11. Considere a equação generalizada

dx
dτ

= D[(|cos(t)|, t, t2, t3)x] (5.14)

definida em [0,∞). Como |cos(t)| é uma função oscilatória, pelo Teorema 5.2.7, cada solução de
(5.14) é oscilatória.

Encerramos esta seção com uma importante observação.

Observação 5.2.12. Considere a EDO linear clássica

ẋ(t) = a(t)x(t), (5.15)

em que a : [t0,∞)→ R é uma função Lebesgue integrável e x : [t0,∞)→ R é diferenciável q.s..
Sabemos que todas as soluções da EDO clássica (5.15) podem ser representadas por

x(t) = e
∫ t

t0
a(s)ds

.

Assim, de acordo com a definição clássica de oscilação, todas as soluções de (5.15) são não
oscilatórias. Entretanto, ao se considerar a Definição 5.2.5 que propusemos, se A(t) =

∫ t
t0 a(s)ds

for oscilatória, então as soluções de (5.15) serão oscilatórias. De fato, considere por exemplo, a
seguinte EDO linear clássica

ẋ(t) = cos(t)x(t), (5.16)

definida em [0,∞). Defina

A(t) =
∫ t

0
cos(s)ds.

Como o operador A é oscilatório, segue que todas as soluções de (5.16) serão oscilatórias.

5.3 Oscilação em espaços de Banach
Estamos interessados em estudar oscilação de soluções de equações diferenciais ordiná-

rias generalizadas, em que as funções envolvidas assumam valores em um espaço abstrato, por
exemplo, um espaço de Banach.

Se X for um espaço de Banach qualquer, não poderemos utilizar as definições de oscilação
e não oscilação apresentadas nas seções anteriores, uma vez que em alguns destes espaços não
temos a noção de ordem (≤ ou ≥).

O propósito desta seção é introduzir uma definição de oscilação sobre funções a valores
abstratos e obter condições para oscilação e não oscilação de soluções de equações diferenciais
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ordinárias generalizadas, em que as funções envolvidas assumem valores em um espaço de
Banach. Para isto, nos inspiraremos nas seguintes definições. Veja (TABOR, 2002).

Denotamos por T o parâmetro do tempo, isto é R ou Z, e denotamos R+ ou Z+ por T+.

Definição 5.3.1. Diremos que a função f : T+ → R oscila fortemente, se para cada t ∈ T+ tal
que f (t) ̸= 0, existir s ∈ T+,s > t, tal que f (s) f (t)< 0.

Definição 5.3.2. Uma função f : T+ → Rn oscilará fortemente, se todas as suas funções compo-
nentes oscilarem fortemente.

Observação 5.3.3. Notamos que se na definição de oscilação apresentada no Capítulo 3, a
oscilação ocorrer para todo t ∈ [0,∞), então a definição de oscilação forte, proposta nesta seção,
é mais geral que a definição de oscilação apresentada no Capítulo 3. De fato, seja X = Rn e
suponha que x : [0,∞)→Rn é não oscilatória. Então, todas as funções componentes de x são não
oscilatórias. Sem perda de generalidade, suponhamos que x1 seja positiva no futuro, isto é, existe
T ≥ 0 tal que x1(t) > 0 para todo t ∈ [T,∞). Logo, para todo t ∈ [T,∞), temos x1(s)x1(t) > 0
para todo s > t. Logo, x não pode oscilar fortemente.

Agora, consideramos X um espaço de Banach real e J ⊂ R um intervalo. Por X* denota-
mos o espaço de todos os funcionais lineares em X .

Definição 5.3.4. Uma função f : J → X oscilará fortemente, se para cada ζ ∈ X*, a função
ζ ∘ f : J → R oscilar fortemente, ou seja, para cada t ∈ J existir s > t tal que

(ζ ∘ f )(s)(ζ ∘ f )(t)< 0.

Nosso interesse é estudar o comportamento oscilatório de soluções de EDOs genera-
lizadas lineares, isto é, consideraremos F(x, t) = A(t)x, em que A : J → L(X) é localmente de
variação limitada, ou seja, A ∈ BV ([a,b],L(X)) para todo [a,b]⊂ J (hipótese (H1)). Além disso,
A satisfaz a hipótese (H2), apresentada no Capítulo 4, a saber

(I +[A(t+)−A(t)])−1 ∈ L(X)

(I − [A(t)−A(t−)])−1 ∈ L(X),

em que I ∈ L(X) é o operador identidade, A(t+) = lim
s→t+

A(s) and A(t−) = lim
s→t−

A(s).

Assuma que A satisfaça as condições (H1) e (H2). Os próximos resultados foram apre-
sentados no Capítulo 4. Relembremo-os.

Teorema 5.3.5. Sejam s ∈ J e x̃ ∈ X . Então o problema de valor inicial
dx
dτ

= D[A(t)x],

x(s) = x̃,
(5.17)

admite uma solução única definida em J.
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Teorema 5.3.6. Existe um único operador U : J× J → L(X) tal que

U(t,s) = I +
∫ t

s
d[A(r)]U(r,s) (5.18)

para todo t,s ∈ J. Além disso, para cada s ∈ J fixo, o operador U(·,s) é de variação limitada em
J. O operador U(t,s) é chamado o operador fundamental da EDO generalizada

dx
dτ

= D[A(t)x].

Também valem as seguintes propriedades. Para cada s ∈ J, a única solução x : J → X do
problema de valor inicial (5.17) é representada por x(t) =U(t,s)x̃, em que U : J×J → L(X) é o
operador fundamental, o qual satisfaz:

∙ U(t, t) = I, para todo t ∈ J;

∙ U(t,s) =U(t,r)U(r,s), para todo t,r,s ∈ J.

5.3.1 Processo de evolução linear regrado

Sejam X um espaço de Banach e C(X) o espaço das transformações contínuas de X em
X . Um sistema dinâmico em X é uma família {S(t,s), t ≥ s} ⊂C(X) satisfazendo

(i) S(t, t)x = x, para quaisquer t ∈ R e x ∈ X ;

(ii) S(t,σ)∘S(σ ,s) = S(t,s), para t ≥ σ ≥ s;

(iii) {(t,s,x) ∈ R×R×X , t ≥ s} ∋ (t,s,x) ↦→ S(t,s)x ∈ X é contínua.

Por exemplo, considere o problema de valor inicial

ẋ = f (t,x), x(s) = xs ∈ Rn, (5.19)

em que f : R×Rn → Rn é uma função contínua e diferenciável e, aqui, xs representa a condição
inicial do problema (5.19). Denote por x(t,s,xs) a única solução de (5.19). Defina S(t,s) : Rn →
Rn, t ≥ s por S(t,s)xs = x(t,s,xs),xs ∈ Rn. É possível provar que {S(t,s), t ≥ s} é um sistema
dinâmico com X = Rn. Veja (CARVALHO, 2012).

No que segue, concentraremos nossa atenção no estudo de oscilação para processo de
evolução linear regrado que definiremos abaixo. Sejam J ⊂ R um intervalo qualquer, P =

{(t,s) ∈ J× J, t ≥ s} e (X , || · ||) um espaço de Banach. Motivados pela definição e exemplo
anteriores, definimos (veja (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON, 2021))

Definição 5.3.7. Um processo de evolução linear regrado em X é uma família de operadores
{S(t,s),(t,s) ∈ P} ⊂ L(X) que satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) S(t, t)x = x, para quaisquer t ∈ J e x ∈ X ;

(ii) S(t,σ)∘S(σ ,s) = S(t,s), para todo t ≥ σ ≥ s;

(iii) S(·, t) ∈ G(J∩ [t,∞),L(X)) e S(t, ·) ∈ G((−∞, t]∩ J,L(X)), para cada t ∈ J.

Observação 5.3.8. Note que a terceira condição da definição acima permite saltos nos parâme-
tros t ou s. Sendo assim, S(t,s)x pode ser, por exemplo, descontínua (regrada) nas variáveis t

e s, como mostra o Exemplo 5.3.9 abaixo. Caso S(t,s)x seja contínua em t,s e x, teremos um
sistema dinâmico usual.

Exemplo 5.3.9. Sejam u : R → R uma função descontínua e f : R → R uma função Perron-
Stieltjes integrável com respeito a u. Então, o mapa t ↦→

∫ t
s f (r)du(r) está em G(R,R) para todo

s ∈ R (veja (FEDERSON, 2002b), Teorema 1). Assim, a família {S(t,s),(t,s) ∈ P}, dada por

S(t,s)x = xe−
∫ t

s f (r)du(r),

define um processo de evolução linear regrado em R.

Definição 5.3.10. A órbita pullback de um subconjunto B ⊂ X no tempo t ∈R+, é representada
por

γp(B, t) =
⋃
s≤t

S(t,s)B.

Os processos de evolução lineares regrados autônomos são aqueles que satisfazem
S(t,s) = S(t − s,0), para todo t ≥ s. Neste caso, se definirmos T (t) = S(t,0) ∈ L(X), teremos

(i) T (0)x = x, para cada x ∈ X ;

(ii) T (t)T (s) = T (t + s), para quaisquer t,s ∈ [0,∞);

(iii) T ∈ G(R+,L(X)).

Uma família {T (t), t ≥ 0} com as propriedades acima será dita um semigrupo linear
regrado. Vale ressaltar que, através de um semigrupo linear regrado {T (t), t ≥ 0}, podemos
definir um processo de evolução linear regrado {S(t,s),(t,s) ∈ P} fazendo S(t,s) = T (t − s),
com t ≥ s.

Definição 5.3.11. A órbita positiva de um ponto x∈X de um semigrupo regrado {T (t), t ≥ 0}⊂
L(X) é representada por

OT (x) = {T (t)x, t ≥ 0}=
⋃
t≥0

T (t)x.

Assuma que o operador A : J → L(X) satisfaça as condições (H1) e (H2). Para cada
(x,s) ∈ Ω = X × J, denotamos por xs = x(t,s,xs) a única solução da EDO generalizada linear

dx
dτ

= D[A(t)x],

x(s) = xs,
(5.20)
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em que t ∈ J. Defina
S(t,s) : X → X , por S(t,s)xs = x(t,s,xs), (5.21)

em que x(s) = xs.

A prova do próximo resultado é consequência do Teorema 5.3.6.

Teorema 5.3.12. A família {S(t,s),(t,s) ∈ P} dada por (5.21), em que A satisfaz as condições
(H1) e (H2) gera um processo de evolução linear regrado.

Demonstração. A família {U(t,s),(t,s) ∈ P} gera um processo de evolução linear regrado.

5.3.2 Teoria de oscilação para processo de evolução linear regrado

Nesta subseção, estabelecemos uma caracterização de oscilação forte para semigrupos
regrados e introduzimos a noção de oscilação no sentido pullback para processos de evolução
regrados. Para provar os resultados, precisaremos do conceito de wedge (em português, cunha) e
de algumas ideias apresentadas em (TABOR, 2002).

Definição 5.3.13. Um wedge W em X é um subconjunto convexo fechado de X tal que αW =W

para todo número real α > 0. Dado um conjunto A ⊂ X , por wedge(A) denotamos a interseção
de todos wedges contendo A, isto é,

wedge(A) :=

{
n

∑
i=1

αiai, αi ∈ R+,ai ∈ A,n ∈ N

}
.

Como caso particular, um wedge W será dito um cone, sempre que W ∩ (−W ) = {0}.

A prova do lema a seguir pode ser encontrada em (TABOR, 2002).

Lema 5.3.14. Sejam W um wedge em X e y ∈ X ∖W . Então existe ζ ∈ X* tal que ζ (W )⊂ R+

e ζ (y)< 0.

O próximo lema, cuja prova é omitida em (TABOR, 2002), será utilizado mais adiante,
na demonstração do Teorema 5.3.17.

Lema 5.3.15. Sejam X ,Y espaços de Banach e S ⊂ X . Considere A : X → Y um operador
limitado. Então

A(wedge(S))⊂ wedge(A(S)).

Demonstração. Sejam y ∈ wedge(S) e z = A(y). Existem sequências {αm
i } e {am

i } em S tais
que ∑αm

i am
i → y quando m →+∞. Então

∑α
m
i A(am

i )→ A(y) = z.

Assim, z ∈ wedge(A(S)).
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Agora, introduzimos a noção de oscilação pullback para processos de evolução lineares
regrados. Veja (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON, 2021).

Definição 5.3.16. Diremos que um ponto x ∈ X oscila pullback no tempo t ∈ J com respeito
ao processo {S(t,s),(t,s) ∈ P}, se para cada ζ ∈ X* a seguinte condição for satisfeita: para
cada r ≤ t podemos encontrar s1 < s2 < r tal que

ζ (S(t,s1)x)ζ (S(t,s2)x)< 0.

O próximo resultado fornece condições suficientes para um ponto em X ser oscilatório
no sentido pullback.

Teorema 5.3.17. Seja x ∈ X tal que x ̸= 0 e t ∈ R+. Se existir uma sequência {τn}n∈N ⊂ R tal
que τn →−∞, quando n → ∞ e −x ∈ wedge(S(t + τn,τn)x) para cada n ∈ N, então x oscilará
pullback no tempo t.

Demonstração. Suponhamos por absurdo que x não oscila pullback no tempo t. Podemos
assumir, sem perda de generalidade, que existe ζ ∈ X* e T0 ≤ t tal que

ζ (S(t,r)x)> 0, para todo r ≤ T0.

Seja τn0 < T0 − t. Como −x ∈ wedge(S(t + τn0,τn0)x)), obtemos

S(t, t + τn0)(−x) ∈ S(t, t + τn0)(wedge(S(t + τn0,τn0)x)).

Pelo Lema 5.3.15, temos

S(t, t + τn0)(wedge(S(t + τn0,τn0)x)))⊂ wegde(S(t, t + τn0)S(t + τn0,τn0)x).

Consequentemente,
S(t, t + τn0)(−x) ∈ wedge(S(t,τn0)x).

Aplicando o Lema 5.3.15 novamente, concluímos que

0 >−ζ (S(t, t + τn0)x)≥ inf{ζ (wedge(S(t,τn0)x))} ≥ inf{wedge{ζ (S(t,τn0)x))}} ≥ 0,

o que é uma contradição. Portanto, x oscilará pullback no tempo t.

Uma condição necessária para que x ∈ X seja oscilatória no sentido pullback é apresen-
tada no próximo teorema.

Teorema 5.3.18. Seja x ∈ X tal que x ̸= 0 e t ∈ R+. Se x oscilar pullback no tempo t, então
−x ∈ wedge(γp(x, t)).

Demonstração. Assuma que x oscile pullback no tempo t e que −x /∈ wedge(γp(x, t)). Pelo
Lema 5.3.14, existe ζ ∈ X* tal que ζ (−x) < 0 e ζ (wedge(S(t,s)x) ⊂ R+ para cada s ≤ t,
contradizendo o fato de x oscilar pullback no tempo t.



82 Capítulo 5. Oscilação de soluções de EDOs generalizadas

Corolário 5.3.19. Seja V um cone em X . Assuma que x ∈V ∖{0} oscila pullback no tempo t.
Então existe s ≤ t tal que S(t,s)x /∈V .

Demonstração. Suponhamos que S(t,s)x ∈V para todo s ≤ t. Pelo Teorema 5.3.17, temos

−x ∈ wedge(S(t,s)x),

para algum t ≥ s. Como wedge(S(t,s)x)⊂V , segue que −x ∈V . Assim, x ∈V ∩ (−V ) = {0}, o
que é um absurdo.

No que segue, passamos a estudar o conceito de oscilação forte para semigrupos lineares
regrados.

Definição 5.3.20. Diremos que um ponto x ∈ X oscilará fortemente com respeito ao semigrupo
linear regrado {T (t), t ≥ 0} ⊂ L(X), se para cada ζ ∈ X* não nulo for satisfeita a seguinte
afirmação: para cada t ∈ [0,∞) tal que ζ (T (t)x) ̸= 0, existe s > t tal que

ζ (T (s)x)ζ (T (t)x)< 0.

A prova do próximo resultado segue como em (TABOR, 2002), Theorem 2.1, com
adaptações óbvias.

Teorema 5.3.21. Um ponto x ∈ X tal que x ̸= 0 oscila fortemente com respeito ao semigrupo
linear regrado {T (t), t ≥ 0} ⊂ L(X) se, e somente se, −x ∈ wedge(OT (x)).

Como aplicação do Teorema 5.3.17, temos o seguinte resultado.

Corolário 5.3.22. Seja x ∈ X tal que x ̸= 0. Se existir −x ∈ wedge(T (t0)x) para algum t0 > 0,
então x oscilará fortemente com respeito ao semigrupo regrado {T (t), t ≥ 0} ⊂ L(X).

Demonstração. Defina a família de processo de evolução linear regrado {S(t,s),(t,s) ∈ P} ⊂
L(X) por

S(t,s)x = T (t − s)x.

Note que, se {τn}n∈N ⊂ R for uma sequência tal que τn →−∞, quando n → ∞, então

−x ∈ wedge(T (t0)x) = wedge(S(t0 + τn,τn)x)

para cada n ∈N. Pelo Teorema 5.3.17, x oscilará pullback no tempo t0. Assim, se r ≥ t0, existem
s1 < s2 <−r < t0 tais que

ζ (S(t0,s1)x)ζ (S(t0,s2)x)< 0,

ou seja,
ζ (T (t0 − s1)x)ζ (T (t0 − s2)x)< 0,

com t0 − s1 > t − s2 > r. Portanto, x oscila fortemente com respeito ao semigrupo regrado
{T (t), t ≥ 0}.
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Finalmente, devido ao Teorema 5.3.12, podemos depreender que uma EDO generalizada
linear

dx
dτ

= D[A(t)x], (5.22)

satisfazendo as hipóteses (H1) e (H2), gera um processo de evolução linear regrado. Utilizando
a definição a seguir e os Teoremas 5.3.17 e 5.3.18, obtemos critérios de oscilação para EDOs
generalizadas lineares que assumem valores em espaços de Banach.

Definição 5.3.23. Diremos que uma solução x : R → X da EDO generalizada linear (5.22)
oscilará pullback no tempo t ∈ R com respeito ao processo {U(t,s), (t,s) ∈ P}, se para cada
ζ ∈ X*, a seguinte condição for satisfeita: para cada s ≤ t podemos encontrar s1 < s2 ≤ s tal que

ζ (U(t,s1)x(0))ζ (U(t,s2)x(0))< 0,

em que U : R×R→ L(X) é o operador fundamental de (5.22).

Teorema 5.3.24. Seja x : R → X uma solução não nula da EDO generalizada linear (5.22) e
U : R×R→ L(X) o operador fundamental associado à equação (5.22).

(i) Se x : R→ X oscilar pullback no tempo t, então −x(0) ∈ wedge(γp(x(0), t));

(ii) Se existir uma sequência {τn}n∈N ⊂ R tal que τn →−∞, quando n → ∞, e

−x(0) ∈ wedge(U(t + τn,τn)x(0))

para cada n ∈ N, então x : R→ X oscilará pulback no tempo t.

Encerramos este capítulo com algumas importantes observações.

Observação 5.3.25. Notemos que na teoria clássica de oscilação, em que as funções tomam
valores em R, a definição de oscilação está bem estabelecida, uma vez que neste caso, como se
trata do espaço euclidiano R, temos a noção de ordem do espaço. As definições de oscilações
propostas neste trabalho, foram inspiradas na definição de oscilação forte apresentada em
(TABOR, 2002), em que o autor utiliza a composição com funcionais lineares. Isso propicia que
a imagem seja um espaço ordenado. Além disso, os conceitos apresentados aqui generalizam
as definições clássicas de oscilação e, ainda, aumentam o conjunto de funções consideradas
oscilatórias, uma vez que propomos a definição de oscilação pullback e a definição de oscilação
q.s., utilizando as definições de não crescente q.s. no futuro e não decrescente q.s. no futuro.
Os resultados apresentados neste texto podem ser aplicados a qualquer classe de equações
diferenciais, desde que suas soluções gerem um processo de evolução linear regrado.
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CAPÍTULO

6
PERIODICIDADE DE SOLUÇÕES DE EDOS

GENERALIZADAS

Neste capítulo, nosso objetivo é estudar periodicidade de soluções de uma EDO ge-
neralizada, assumindo valores em um espaço de Banach qualquer. Começamos nosso estudo,
analisando, primeiramente, periodicidade de soluções que assumem valores em Rn e, para este
espaço, provamos uma generalização do teorema de Floquet bem conhecido em EDOs, agora
para EDOs generalizadas. Em se tratando de soluções periódicas em espaços de Banach, apre-
sentamos uma definição de periodicidade, utilizando composição com funcionais lineares. Os
resultados contidos neste capítulo são inéditos e podem ser encontrados no artigo (AP. SILVA et

al., 2021) e no livro (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Introduzimos, agora, uma condição que será utilizada frequentemente neste capítulo.

(EU) Seja X um espaço de Banach e J um intervalo. Diremos que uma função F : X × J → X

satisfaz a condição (EU), se para cada (x0, t0) ∈ X × J, o PVI
dx
dτ

= DF(x, t),

x(t0) = x0

tiver uma única solução global x : J → X .

6.1 Soluções periódicas em Rn

É sabido que uma função f : R→ R será T -periódica, se existir um número real positivo
T tal que

f (t +T ) = f (t), para todo t ∈ R.

Como estamos interessados em estudar periodicidade de soluções que assumem valores
em Rn, usaremos a definição seguinte.
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Definição 6.1.1. Diremos que uma função f : R→Rn é T -periódica, se existir um número real
positivo T tal que todas as funções componentes de f sejam T -periódicas, isto é,

fi(t +T ) = fi(t),

para todo i = 1, . . . ,n e para todo t ∈ R.

Neste momento, surge uma pergunta natural:

Por que exigir que todas as funções componentes sejam T -periódicas e não apenas uma?

A resposta à esta questão será dada adiante, na próxima seção.

Denotamos por L (Rn) o conjunto de todas as matrizes com componentes reais e assu-
mimos que A : [0,∞)→ L (Rn) é uma matriz n×n de funções definidas no intervalo [0,∞). O
operador A é T -periódico se A(t) = A(t +T ), para todo t ∈ [0,∞).

Inicialmente, trabalharemos com o caso linear, isto é, estamos interessados em estudar
periodicidade de soluções da seguinte EDO generalizada

dx
dτ

= D[A(t)x]. (6.1)

Para provar os resultados desta seção, precisaremos do Teorema de Mudança de Variável
(Teorema 2.1.21), que também pode ser encontrado em (SCHWABIK, 1992). Notamos que, pelo
Teorema 2.1.21, a igualdade abaixo é verdadeira para quaisquer s1,s2,T > 0∫ s2+T

s1+T
DF(x(τ), t) =

∫ s2

s1

DF(x(τ +T ), t +T ).

De fato, basta tomarmos φ(s) = s+T no Teorema 2.1.21.

O resultado a seguir fornece condições necessária e suficiente para que uma solução de
(6.1) seja periódica.

Teorema 6.1.2. Seja x : [0,∞) → Rn uma solução da EDO generalizada linear (6.1), em que
A : [0,∞)→L (Rn) é um operador T -periódico e satisfaz a condição (EU). Então x é T -periódica
se, e somente se, x(0) = x(T ).

Demonstração. Suponhamos que x : [0,∞)→ Rn seja uma solução T -periódica de (6.1). Então
x(t +T ) = x(t), para todo t ∈ [0,∞). Em particular, em t = 0, vale

x(T ) = x(0+T ) = x(0).

Agora, suponhamos que x : [0,∞)→ Rn seja uma solução de (6.1) e satisfaça

x(0) = x(T ). (6.2)
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Como, por hipótese, x : [0,∞)→ Rn é uma solução de (6.1), temos

x(s2)− x(s1) =
∫ s2

s1

D[A(t)]x(τ),

para quaisquer s1,s2 ∈ [0,∞). Se y(t) = x(t +T ), para todo t ∈ [0,∞), então

y(s2)− y(s1) = x(s2 +T )− x(s1 +T ) =
∫ s2+T

s1+T
D[A(t)]x(τ)

=
∫ s2

s1

D[A(t +T )]x(τ +T )

=
∫ s2

s1

D[A(t)]y(τ),

pois, por hipótese, A é T -periódico. Assim, y : [0,∞)→ Rn será uma solução de (6.1) tal que

y(0) = x(0+T ) = x(T ) = x(0),

em que a última igualdade é devido a (6.2). Finalmente, pela unicidade do problema de valor
inicial para EDOs generalizadas lineares (condição (EU)), x(t) = y(t) = x(t +T ) e, portanto, x é
T -periódica.

Observação 6.1.3. Notamos que se o operador A : [0,∞)→ L (Rn) satisfizer as condições (H1)
e (H2) apresentadas no Capítulo 4, então A satisfará a condição (EU).

O teorema anterior nos fornece um bom critério de periodicidade de soluções de EDOs
generalizadas lineares. No que segue, apresentamos generalizações do Teorema 6.1.2.

Seja g : [0,∞)→ Rn uma função dada e considere a seguinte EDO generalizada linear
não homogênea

dx
dτ

= D[A(t)x+g(t)]. (6.3)

A prova do próximo resultado, segue os mesmos passos da apresentada no Teorema
6.1.2.

Teorema 6.1.4. Seja x : [0,∞)→ Rn uma solução da EDO generalizada linear não homogênea
(6.3), em que A : [0,∞)→L (Rn) e g : [0,∞)→Rn são funções T -periódicas. Suponha que (6.3)
satisfaça a condição (EU) e que g seja localmente Perron integrável. Então x é T -periódica se, e
somente se, x(0) = x(T ).

Demonstração. De fato, basta observar que se x : [0,∞)→ Rn for uma solução de (6.3), então

x(s2)− x(s1) =
∫ s2

s1

D[A(t)]x(τ)+g(s2)−g(s1),

para quaisquer s1,s2 ∈ [0,∞). Fazendo y(t) = x(t +T ), para todo t ∈ [0,∞) e usando o fato de A

e g serem T -periódicas, concluímos que y : [0,∞)→ Rn é uma solução de (6.3) em [0,∞), com
y(0) = x(0). Portanto, pela condição (EU), segue que x é T -periódica.
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Agora, consideramos o caso mais geral,

dx
dτ

= DF(x, t), (6.4)

em que F : Ω → Rn, com Ω = Rn × [0,∞).

Definição 6.1.5. Diremos que F : Rn × [0,∞) → Rn é uniformemente T -periódica, se para
todo z ∈ Rn e todo t ∈ [0,∞), tivermos

F(z, t +T ) = F(z, t).

Teorema 6.1.6. Seja x : [0,∞)→Rn uma solução da EDO generalizada (6.4), em que F : Ω→Rn

é uniformemente T -periódica e satisfaz a condição (EU). Então x será T -periódica se, e somente
se, x(0) = x(T ).

Demonstração. Suponhamos que x : [0,∞) → Rn seja uma solução de (6.4) e que satisfaça
x(0) = x(T ). Se y(t) = x(t+T ), para todo t ∈ [0,∞), então para quaisquer s1,s2 ∈ [0,∞), teremos

y(s2)− y(s1) = x(s2 +T )− x(s1 +T ) =
∫ s2+T

s1+T
DF(x(τ), t)

=
∫ s2

s1

DF(x(τ +T ), t +T )

=
∫ s2

s1

DF(y(τ), t +T )

=
∫ s2

s1

DF(y(τ), t).

Logo, y : [0,∞) → Rn será solução de (6.4). Além disso, y(0) = x(T ) = x(0). Pela condição
(EU), temos

y(t) = x(t) = x(t +T ),

e, portanto, x é T -periódica. A recíproca é imediata.

Observação 6.1.7. Note que se F ∈ F (Ω,h), em que h : [0,∞)→ R é uma função não descres-
cente e contínua à esquerda, então existe uma única solução maximal x : [0,∞) → Rn. (Veja
Corolário 4.2.7). Neste caso, condição (EU) é satisfeita.

Devido ao teorema anterior, temos um excelente critério para concluir quando soluções
de uma EDO generalizada qualquer são periódicas. Se estamos interessados em saber quando
uma solução de uma EDO generalizada é T -periódica, desde que a função envolvida nesta
equação seja uniformemente T -periódica, basta verificarmos se tal solução aplicada em zero,
coincide com o valor obtido em t = T . Entretanto, não é um trabalho fácil encontrar soluções e,
por isso, se faz necessário provar resultados de existência e unicidade de soluções periódicas.
Tais resultados serão apresentados mais adiante.
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Encerramos a seção, chamando a atenção do leitor para um importante fato. Todos os
resultados desta seção, continuam sendo válidos para soluções T -periódicas q.s. em (0,T )∪
(T,∞) e definidas em 0 e em nT , para todo n ∈ N. Assim, poderíamos trocar a definição
de T -periodicidade para T -periodicidade q.s.. Por comodidade, optamos em trabalhar com
periodicidade em todo o intervalo [0,∞).

6.1.1 Um teorema do tipo Floquet

Nesta subseção, demonstramos um teorema do tipo Floquet, cuja versão para EDOs clás-
sicas é bem conhecida (veja, por exemplo, (CHICONE, 2006)), agora para EDOs generalizadas
lineares. Tal teorema caracteriza a matriz fundamental de um sistema linear periódico. Para este
fim, precisamos do seguinte resultado, que pode ser encontrado em (SCHWABIK, 1992).

Teorema 6.1.8. Seja J ⊂ R um intervalo. Assuma que A : J → L (Rn) é localmente de variação
limitada em J e satisfaz a condição (H2). Se t0 ∈ J, então para cada matriz X̃ ∈ L (Rn), existirá
uma matriz unicamente determinada X : J → L (Rn) tal que

X(t) = X̃ +
∫ t

t0
d[A(s)]X(s)

para t ∈ J.

Introduzimos agora, algumas notações análogas ao caso clássico de EDOs lineares. As
definições e resultados que apresentamos na sequência podem ser encontrados em (SCHWABIK,
1992).

Seja A : J → L (Rn) satisfazendo as condições (H1) e (H2). Uma função matricial
X : J → L (Rn) será dita uma solução da equação matricial

dX
dτ

= D[A(t)X ] (6.5)

se, para quaisquer, s1,s2 ∈ J valer a identidade

X(s2)−X(s1) =
∫ s2

s1

d[A(s)]X(s).

Uma função matricial X : J → L (Rn) será dita uma matriz fundamental da equação

dx
dτ

= D[A(t)x]

se X for uma solução da equação matricial (6.5) e se a matriz X(t) for regular (i.e., uma matriz
invertível) para pelo menos um valor t ∈ J.

Teorema 6.1.9. Assuma que A : J → L (Rn) é localmente de variação limitada em J e que
satisfaz a condição (H2). Então cada matriz fundamental X : J → L (Rn) da equação

dx
dτ

= D[A(t)x]

é regular para todo t ∈ J.
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Consideremos a EDO generalizada linear homogênea
dx
dτ

= D[A(t)x], (6.6)

em que A : [0,∞) → L (Rn) satisfaz as condições (H1) e (H2) e é T -periódica, isto é, existe
T > 0 tal que A(t +T ) = A(t), para todo t ∈ [0,∞).

Antes de provarmos o teorema do tipo Floquet para EDOs generalizadas lineares homo-
gêneas do tipo (6.6), precisamos do seguinte resultado. Veja (CHICONE, 2006).

Lema 6.1.10. Se C for uma matriz n× n com detC ̸= 0, então existirá uma matriz B tal que
eB =C.

Teorema 6.1.11 (de Floquet em Rn). Assuma que A : [0,∞) → L (Rn) seja T -periódica e
satisfaça as condições (H1) e (H2). Então toda matriz fundamental X : [0,∞)→ L (Rn) da EDO
generalizada linear (6.6) terá a forma

X(t) = P(t)eBt ,

em que P(t) e B são matrizes n×n, com P(t +T ) = P(t), para todo t ∈ [0,∞).

Demonstração. Seja X : [0,∞)→ L (Rn) uma matriz fundamental de (6.6). Então, para quais-
quer s1,s2 ∈ [0,∞), temos

X(s2)−X(s1) =
∫ s2

s1

d[A(s)]X(s).

Assim,

X(s2 +T )−X(s1 +T ) =
∫ s2+T

s1+T
d[A(s)]X(s)

=
∫ s2

s1

d[A(s+T )]X(s+T )

=
∫ s2

s1

d[A(s)]X(s+T ),

já que, por hipótese, A é T -periódica. Então X(t +T ) é uma matriz fundamental de (6.6). Logo,
existe uma matriz não singular C, tal que X(t + T ) = X(t)C. Pelo Lema 6.1.10, existe uma
matriz B tal que eBT =C. Defina P(t) = X(t)e−Bt . Assim,

P(t +T ) = X(t +T )e−B(t+T ) = X(t)CC−1 e−Bt = X(t)e−Bt = P(t),

e completamos a prova.

Finalizamos esta seção, chamando a atenção do leitor para a seguinte e importante
observação.

Observação 6.1.12. Notemos que a prova do Teorema 6.1.11, no caso clássico (veja, por
exemplo, (CHICONE, 2006)), envolve fortemente derivadas e regras de derivação das funções
envolvidas na equação diferencial ordinária. Mesmo não tendo asseguradas as diferenciabilidades
de A e de X , ainda conseguimos provar o Teorema de Floquet para EDOs generalizadas, utilizando
somente propriedades da integral de Kurzweil.
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6.1.2 Existência de soluções periódicas

A representação do tipo Floquet X(t) = P(t)eBt , em que t ∈ [0,∞), apresentada na seção
anterior, será utilizada para estudar soluções periódicas de EDOs generalizadas lineares da forma
(6.6).

Para cada t ∈ [0,∞), considere uma solução matriz fundamental X(t) para a equação
(6.6), em que A : [0,∞)→ L (Rn) é uma função matricial T -periódica, e um vetor v ∈ Rn. O
vetor solução da EDO generalizada linear (6.6), começando em t = t0, com condição inicial
x(t0) = v, é dado por

t ↦→ X(t)X−1(t0)v.

Se o vetor solução for adiantado em um período T do sistema, então obteremos nova-
mente, um vetor em Rn, dado por X(T + t)X−1(t0)v. Neste caso, o operador

t ↦→ X(T + t)X−1(t0)v

será dito um operador de monodromia.

Os autovalores de um operador de monodromia serão ditos multiplicadores caracterís-
ticos do sistema homogêneo T -periódico (6.6) correspondente.

Omitiremos a prova do resultado a seguir, pois segue os mesmos passos da prova
apresentada em (CHICONE, 2006), com adaptações óbvias.

Proposição 6.1.13. As seguintes afirmações são válidas para EDOs generalizadas lineares
periódicas do tipo (6.6).

(i) Cada operador de monodromia é invertível, ou, equivalentemente, cada multiplicador
característico é não nulo.

(ii) Todos os operadores de monodromia têm os mesmos autovalores. Em particular, existem
exatamente n multiplicadores característicos, contando as multiplicidades.

Consideremos a EDO generalizada linear não homogênea

dx
dτ

= D[A(t)x+g(t)], (6.7)

em que g : [0,∞) → Rn é T -periódica e A : [0,∞) → L (Rn) é T -periódica satisfazendo as
condições (H1) e (H2).

Estamos interessados em garantir a existência de soluções T -periódicas da EDO gene-
ralizada linear não homogênea (6.7). Para este fim, precisaremos da Fórmula da Variação das
Constantes para EDOs generalizadas, apresentada no Capítulo 4. Relembremos tal resultado.
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Corolário 6.1.14. Seja J ⊂ R um intervalo. Se A : J → L (Rn) for localmente de variação
limitada em J, satisfazendo (H2), t0 ∈ J, x̃ ∈ Rn, g : J → Rn for localmente de variação limitada
em J e X : J → L (Rn) for uma matriz fundamental arbitrária da equação (6.6), então a única
solução do problema (6.7), com condição inicial x(t0) = x̃, poderá ser representada na forma

x(t) = g(t)−g(t0)+X(t)
(

X−1(t0)x̃−
∫ t

t0
ds[X−1(s)](g(s)−g(t0))

)
. (6.8)

O próximo resultado assegura a existência de pelo menos uma solução T -periódica da
EDO generalizada linear não homogênea (6.7).

Teorema 6.1.15. Assuma que A : [0,∞) → L (Rn) seja T -periódica. Se o número 1 não for
um multiplicador característico da EDO generalizada linear homogênea (6.6), então a EDO
generalizada linear não homogênea (6.7) terá pelo menos uma solução T -periódica.

Demonstração. Pelo Teorema 6.1.4, sabemos que uma solução x : [0,∞) → Rn de (6.7) será
T -periódica se, e somente se, x(0) = x(T ). Seja X : [0,∞)→ L (Rn) uma matriz fundamental
da EDO generalizada linear (6.6). Então, pela Fórmula da Variação das Constantes para EDOs
generalizadas (Corolário 6.1.14), temos

x(T ) = g(T )−g(0)+X(T )
(

X−1(0)x(0)−
∫ T

0
ds[X−1(s)](g(s)−g(0))

)
.

Como, por hipótese, g é T -periódica, obtemos

x(T ) = X(T )X−1(0)x(0)−X(T )
∫ T

0
ds[X−1(s)](g(s)−g(0)).

Portanto, teremos x(T ) = x(0) se, e somente se,

(X(T )X−1(0)− I)x(0) = X(T )
∫ T

0
ds[X−1(s)](g(s)−g(0)).

Esta última equação terá uma solução sempre que o número 1 não for um autovalor de X(T ).
Pelo Teorema de Floquet generalizado (Teorema 6.1.11), existirá uma matriz B tal que a matriz
de monodromia é dada por

X(T ) = eBT .

Em outras palavras, teremos x(0) = x(T ), se o número 1 não for um autovalor de X(T ).

Corolário 6.1.16. Se A(t) = A para todo t ∈ [0,∞), ou seja, se A for uma matriz constante tal
que A não tem autovalores no eixo imaginário, então a EDO generalizada não homogênea (6.7)
terá pelo menos uma solução T -periódica.

Demonstração. A matriz de monodromia, eTA, não tem 1 como um autovalor.

Nosso objetivo, agora, é demonstrar resultados de periodicidade de soluções de EDOs
generalizadas em espaços de Banach. Os resultados que apresentamos na próxima seção podem
ser encontrados em (AP. SILVA et al., 2021).
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6.2 Soluções periódicas em espaços de Banach
Nesta seção, temos o interesse em estudar o comportamento periódico de soluções

de EDOs generalizadas que assumem valores em espaços de Banach. De maneira análoga à
definição proposta no Capítulo 5 para oscilação de soluções, podemos pensar em periodicidade
de funções em espaços de Banach compondo a função com um funcional e, assim, obtendo
novamente uma função a valores em R.

Sejam J ⊂ R um intervalo qualquer e X um espaço de Banach. Por X* denotamos o
espaço de todos os funcionais lineares em X .

Definição 6.2.1. Uma função f : J → X será dita fortemente T -periódica, se existir um número
real positivo T tal que para cada ζ ∈ X*, a função ζ ∘ f : J → R for T -periódica, isto é,

(ζ ∘ f )(t +T ) = (ζ ∘ f )(t),

para todo t ∈ J e para todo funcional ζ ∈ X*.

Ao fazermos a composição utilizando o funcional linear ζ , é possível visualizar geome-
tricamente a periodicidade da função, já que ζ ∘ f assume valores em R. Observe que a função
f (t +T ) poderia ser, por exemplo, um elemento do espaço das funções regradas e, assim, para
cada t, teríamos uma função diferente.

Como visualizar, geometricamente, a definição de periodicidade neste caso?

Um argumento que pode convencer o leitor a aceitar a definição de periodicidade proposta
nesta seção é o seguinte. Sabemos que toda função periódica é, em particular, uma função
oscilatória. Se o leitor voltar ao capítulo anterior, dedicado à oscilação de soluções em espaços de
Banach, ficará feliz em ver que a composição utilizando o funcional linear ζ , funciona bem por
lá também (i.e., uma função f oscilará fortemente, se para todo funcional ζ ∈ X*, ζ ∘ f oscilar).

Suponha que x : J → X seja uma solução fortemente T -periódica de uma EDO generali-
zada e X = Rn. Então,

(ζ ∘ x)(t +T ) = (ζ ∘ x)(t),

para todo t ∈ J e para todo ζ ∈ X*. Se, na definição de periodicidade apresentada na seção
anterior, exigíssemos que, para x ser periódica, bastasse apenas uma das funções componentes
ser periódica, haveria um conflito na definição apresentada nesta seção. Por exemplo, considere
x(t) = (x1(t), . . . ,xn(t)) e defina

ζ1 : Rn → R, ζ1(x) = x1

ζ2 : Rn → R, ζ2(x) = x2.

Suponhamos que apenas x1 seja T -periódica. Assim, segundo a definição de periodicidade
apresentada nesta secão, x não poderia ser fortemente T -periódica, uma vez que (ζ2 ∘ x)(t) =
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x2(t), que não é T -periódica. Portanto, x : J → Rn será T -periódica, se todas as suas funções
componentes forem T -periódicas.

No decorrer do nosso estudo, nos deparamos com a seguinte situação: a ideia da Definição
6.2.1 poderia ser reduzida à definição clássica de periodicidade. Um dos resultados que nos leva
a esta conclusão é o fato de que o funcional linear envolvido na composição é injetivo. Assim,
seguirá que se uma função for periódica no sentido da Definição 6.2.1, então esta função será
periódica no sentido clássico. Mais do que isso, provamos que tais definições de periodicidade
são equivalentes. Explicamos este fato em detalhes a seguir.

Surpreendentemente, a equivalência dos dois conceitos de periodicidade, a saber, a
definição com um funcional e a definição usual, segue de um dos resultados clássicos da teoria
de Análise Funcional. Veja Corolário 1.3 em (BREZIS, 2010).

A demonstração do próximo resultado é omitida, uma vez que segue de forma imediata,
tomando x0 = w−w′ e aplicando o Corolário 1.3 da referência (BREZIS, 2010).

Proposição 6.2.2. Sejam w,w′ ∈ X . Se ζ (w) = ζ (w′), para todo ζ ∈ X*, então w = w′.

O próximo resultado fornece a equivalência.

Teorema 6.2.3. Seja J ⊂ R um intervalo qualquer e x : J → X uma solução de uma EDO
generalizada. Se x for fortemente T -periódica, então teremos

x(t +T ) = x(t),

para todo t ∈ J, isto é, x será T -periódica no sentido clássico. Reciprocamente, se x for T -
periódica no sentido clássico, então x será fortemente T -periódica, isto é, valerá

(ζ ∘ x)(t +T ) = (ζ ∘ x)(t),

para todo ζ ∈ X* e para todo t ∈ J.

Demonstração. Assuma que x : J → X seja uma função fortemente T -periódica. Então, pela
Proposição 6.2.2, segue que x(t +T ) = x(t), para todo t ∈ J. Agora, suponhamos que x seja tal
que

x(t +T ) = x(t), (6.9)

para todo t ∈ J e tomemos ζ ∈ X*. Então, compondo com ζ ambos os lados da igualdade (6.9),
obtemos

ζ (x(t +T )) = ζ (x(T )),

para todo t ∈ J. Logo, x é fortemente T -periódica.

Devido ao Teorema 6.2.3, toda a ideia de composição com funcional se mostrou ineficaz.
Assim, voltamos a considerar a definição clássica. Os resultados que demonstramos na sequência
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generalizam todos os apresentados na seção anterior e podem ser encontrados em (AP. SILVA et

al., 2021).

Seja X um espaço de Banach e J ⊂ R um intervalo tal que supJ = ∞. Consideremos a
seguinte EDO generalizada

dx
dτ

= DF(x, t), (6.10)

em que F : X × J → X é uma função.

Introduzimos, agora, formalmente a noção de periodicidade de soluções de (6.10) em
espaços de Banach no sentido clássico e, também, a definição de periodicidade uniforme.

Definição 6.2.4. Uma solução x : J → X de (6.10) será dita periódica, se existir T > 0 tal que

x(t +T ) = x(t), para todo t ∈ J.

Então, x será dita T -periódica, com período T . Além disso, uma função F : X ×J → X será dita
uniformemente T -periódica se, para cada x ∈ X , a função F(x, ·) : J → X for T -periódica.

No decorrer desta seção, utilizaremos constantemente a condição (EU) apresentada na
introdução deste capítulo. Relembremos tal condição.

Definição 6.2.5. Dizemos que F : X × J → X satisfaz a condição (EU) se, para cada (x0,s0) ∈
X × J, o PVI 

dx
dτ

= DF(x, t),

x(s0) = x0

(6.11)

admitir uma única solução global x : [s0,∞)→ X .

Um questionamento plausível é se existem funções que satisfazem a condição imposta
na definição anterior.

Observação 6.2.6. Assuma que Ω = X × J e seja s0 ∈ J. Se F ∈ F (Ω,h), em que h : J → R é
uma função não decrescente e contínua à esquerda, então segue do Corolário 4.2.7 que existe
uma única solução maximal x : [s0,∞)→ X de (6.11). Neste caso, condição (EU) é satisfeita.

A próxima proposição é uma consequência imediata da definição de solução de uma EDO
generalizada, apresentada no Capítulo 4 (veja Definição 4.2.1) e fornece condições necessária e
suficiente para uma solução da equação (6.10) ser periódica. Isto segue da igualdade

x(t +T )− x(t) =
∫ t+T

t
DF(x(τ),s), t ∈ [s0,∞).

Proposição 6.2.7. Seja s0 ∈ J e x : [s0,∞)→ X uma solução da EDO generalizada (6.10). Então,
x é T -periódica se, e somente se,

∫ t+T
t DF(x(τ),s) = 0 para todo t ∈ [s0,∞).
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O próximo resultado é uma versão mais geral do apresentado em Teorema 6.1.6 e
relaciona a periodicidade da função F com a periodicidade de uma solução da EDO generalizada
(6.10).

Teorema 6.2.8. Seja s0 ∈ J e x : [s0,∞) → X uma solução da EDO generalizada (6.10). Se
F : X × J → X for uma função uniformemente T -periódica satisfazendo a condição (EU) e
x(s0) = x(s0 +T ), então x será T -periódica.

Demonstração. Seja x0 = x(s0) e assuma que x(s0) = x(s0 + T ). Defina y : [s0,∞) → X por
y(t) = x(t +T ), para todo t ∈ [s0,∞). Pelo Teorema 2.1.21, temos

y(t)− y(s0) = x(t +T )− x(s0 +T ) =
∫ t+T

s0+T
DF(x(τ),s)

=
∫ t

s0

DF(x(τ +T ),s+T ) =
∫ t

s0

DF(y(τ),s+T ) =
∫ t

s0

DF(y(τ),s),

isto é, x e y são ambas soluções de (6.10) com condição inicial x(s0) = x0. Como F satisfaz
a condição (EU), concluímos que x(t) = y(t) = x(t +T ) para todo t ∈ [s0,∞), isto é, x é uma
solução T -periódica de (6.10).

O próximo resultado fornece condições para soluções de EDOs generalizadas lineares
serem periódicas e é uma consequência direta do Teorema 6.2.8.

Corolário 6.2.9. Seja s0 ∈ J e x : [s0,∞)→ X uma solução da EDO generalizada linear

dx
dτ

= D[A(t)x],

em que A : J → L(X) é T -periódica. Se x(s0) = x(s0 +T ) e a condição (EU) é satisfeita para a
função X × J ∋ (x, t) ↦→ A(t)x ∈ X , então x é T -periódica.

Observação 6.2.10. Note que, pelo Teorema 4.3.2 e Observação 4.3.3, condição (EU) é satisfeita
para a função X × J ∋ (x, t) ↦→ A(t)x ∈ X , sempre que A : J → L(X) satisfaz condições (H1) e
(H2).

6.2.1 Teoria de Floquet

Nesta subseção, apresentamos condições suficientes para assegurar a existência e unici-
dade de soluções periódicas da seguinte EDO generalizada linear não homogênea

dx
dτ

= D[A(t)x+g(t)], (6.12)

em que A ∈ BVloc(J,L(X)) e g ∈ BVloc(J,X) são funções T -periódicas, A satisfaz condição (H2)
e J ⊂ R é um intervalo tal que supJ = ∞. Além disso, provamos um teorema do tipo Floquet
mais geral que o apresentado em Teorema 6.1.11.
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Antes de provarmos os resultados, introduzimos, novamente, a seguinte notação. Dado
um intervalo J ⊂ R, denotamos

P = {(t,s) ∈ J× J, t > s}.

O próximo resultado, relaciona a periodicidade da função A : J → L(X) e a periodicidade
do operador fundamental associado à EDO generalizada linear homogênea

dx
dτ

= D[A(t)x]. (6.13)

Tal resultado é uma generalização do Teorema de Floquet clássico para o contexto de EDOs
generalizadas.

Teorema 6.2.11 (de Floquet em espaços de Banach). Assuma que A : J → L(X) é um operador
T -periódico e satisfaça condições (H1) e (H2). Seja U : P → L(X) o operador fundamental
associado a EDO generalizada linear (6.13). Então, para todo (t,s) ∈ P , temos

U(t +T,s+T ) =U(t,s).

Demonstração. Defina o operador W : P → L(X) por

W (t,s) =U(t +T,s+T )−U(t,s), para todo (t,s) ∈ P.

Usando o Teorema 2.1.21 e a T -periodicidade de A, obtemos

W (t,s) =U(t +T,s+T )−U(t,s)

=
∫ t+T

s+T
d[A(r)]U(r,s+T )−

∫ t

s
d[A(r)]U(r,s)

=
∫ t

s
d[A(r+T )]U(r+T,s+T )−

∫ t

s
d[A(r)]U(r,s)

=
∫ t

s
d[A(r)]U(r+T,s+T )−

∫ t

s
d[A(r)]U(r,s)

=
∫ t

s
d[A(r)](U(r+T,s+T )−U(r,s)) =

∫ t

s
d[A(r)]W (r,s).

Assim, para cada s ∈ J fixado, W (·,s) : [s,∞)→ L(X) é uma solução do PVI
dX
dτ

= D[A(t)X ],

X(s) = 0.
(6.14)

Note que X ≡ 0 é também uma solução do PVI (6.14). Pela unicidade de solução, W (t,s) = 0
para todo (t,s) ∈ P , o que finaliza a prova.

Os resultados que seguem são consequências do Teorema de Floquet.
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Corolário 6.2.12. Seja s0 ∈ J, A ∈ BVloc(J,L(X)) um operador T -periódico satisfazendo condi-
ção (H2), U : P → L(X) o operador fundamental associado a EDO generalizada linear (6.13)
e assuma que [U(t,s0)]

−1 ∈ L(X), para todo t ∈ [s0,∞). Se U(s+ T,s) = U(s0 + T,s0) para
todo s > s0, então existe um operador T -periódico Q(·,s) : [s,∞) → L(X) tal que U(t,s) =

Q(t,s)U(t,s0) para todo t > s > s0.

Demonstração. Seja s0 ∈ J. Para s > s0, defina Q(·,s) : [s,∞)→ L(X) por

Q(t,s) =U(t,s)[U(t,s0)]
−1.

Então, pelos Teoremas 4.3.6 e 6.2.11, temos

Q(t +T,s) =U(t +T,s)[U(t +T,s0)]
−1

=U(t +T,s+T )U(s+T,s)[U(t +T,s0 +T )U(s0 +T,s0)]
−1

=U(t,s)U(s+T,s)U−1(s0 +T,s0)U−1(t,s0)

=U(t,s)U−1(t,s0) = Q(t,s),

para todo t ∈ [s,∞), como queríamos demonstrar.

Agora, provamos que a EDO generalizada linear homogênea (6.13) é assintoticamente
estável, isto é, cada solução x : J → X de (6.13) satisfaz limt→∞ x(t) = 0.

Corolário 6.2.13. Seja s0 ∈ J, A ∈ BVloc(J,L(X)) um operador T -periódico satisfazendo a
condição (H2) e U : P → L(X) o operador fundamental associado a EDO generalizada linear
homogênea (6.13). Se ‖U(s0 + T,s0)‖ < 1, então limt→∞ ‖U(t,s0)‖ = 0, isto é, (6.13) será
assintoticamente estável.

Demonstração. Para cada t > s0, denotemos por Nt = max{m ∈ N,s0 +mT 6 t} e por t =

t −NtT . Note que t ∈ [s0,s0 +T ), para todo t > s0, e seja M = sup{‖U(s,s0)‖,s ∈ [s0,s0 +T ]}.
Assim, pelo Teorema 6.2.11,

‖U(t,s0)‖= ‖U(t +NtT,s0)‖= ‖U(t +NtT,s0 +NtT )U(s0 +NtT,s0)‖

= ‖U(t,s0)‖‖U(s0 +T,s0)‖Nt 6 M‖[U(s0 +T,s0)]‖Nt ,

para todo t > s0. Como ‖U(s0+T,s0)‖< 1 e limt→∞ Nt =∞, temos limt→∞ ‖U(t,s0)‖= 0. Além
disso, se x : [s0,∞)→ X é uma solução de (6.13), então x(t) =U(t,s0)x(s0), para todo t > s0 e,
assim, limt→∞ x(t) = 0, o que significa que (6.13) é assintoticamente estável.

Corolário 6.2.14. Dado s0 ∈ J, um número λ será um autovalor do operador U(s0 + T,s0)

se, e somente se, a EDO generalizada linear homogênea (6.13) tiver uma solução não trivial
x : [s0,∞)→ X tal que x(t +T ) = λ x(t), para todo t ∈ [s0,∞).
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Demonstração. Primeiramente, note que, se x : [s0,∞)→ X for uma solução de (6.13), então
x(t) =U(t,s0)x0 para todo t ∈ [s0,∞) e

x(t +T ) =U(t +T,s0)x(s0) =U(t +T,s0 +T )U(s0 +T,s0)x(s0)

=U(t,s0)U(s0 +T,s0)x(s0). (6.15)

Assuma que λ seja um autovalor de U(s0 +T,s0), isto é, que exista x0 ∈ X , x0 ̸= 0, tal que
λ x0 =U(s0 +T,s0)x0 e seja x : [s0,∞)→ X uma solução não trivial de (6.13) com x(s0) = x0.
Assim, para todo t ∈ [s0,∞), temos

x(t +T ) =U(t,s0)U(s0 +T,s0)x0 =U(t,s0)λ x0 = λ U(t,s0)x0 = λ x(t).

Reciprocamente, assuma que x : [s0,∞) → X seja uma solução não trivial de (6.13)
satisfazendo x(t +T ) = λ x(t), para todo t ∈ [s0,∞). Usando (6.15), obtemos

λ U(t,s0)x(s0) = λ x(t) = x(t +T ) =U(t,s0)U(s0 +T,s0)x(s0), (6.16)

para todo t ∈ [s0,∞). Então, tomando t = s0 em (6.16), obtemos λ x(s0) =U(s0 +T,s0)x(s0) e
como x(s0) ̸= 0, concluímos que λ é um autovalor de U(s0 +T,s0).

Finalizamos esta seção, apresentando um resultado que garante a existência e unicidade
de uma solução periódica da EDO generalizada linear não homogênea (6.12). O próximo teorema
é o principal resultado deste capítulo.

Teorema 6.2.15. Seja s0 ∈ J, A ∈ BVloc(J,L(X)) um operador T -periódico satisfazendo a con-
dição (H2) e U : P → L(X) o operador fundamental associado a EDO generalizada linear
homogênea (6.13). As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Para cada função T -periódica g ∈ BVloc(J,X), a EDO generalizada linear não homogênea
(6.12) tem uma única solução T -periódica x : [s0,∞)→ X .

(ii) O operador [U(s0 +T,s0)− I] admite um inverso à esquerda.

Demonstração. Inicialmente, notamos que, se x : [s0,∞)→ X é uma solução de (6.12) então,
pelo Corolário 4.4.3, temos

x(s0) = x(s0 +T )⇐⇒ [U(s0 +T,s0)− I]x(s0) =
∫ s0+T

s0

dr[U(s0 +T,r)](g(r)−g(s0)).

(6.17)

Assuma, agora, que [U(s0 +T,s0)− I] admita um inverso à esquerda e considere o PVI
dx
dτ

= D[A(t)x(t)+g(t)],

x(s0) = [U(s0 +T,s0)− I]−1 ∫ s0+T
s0

dr[U(s0 +T,r)](g(r)−g(s0)),
(6.18)
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em que g ∈ BVloc(J,X) é uma função T -periódica arbitrária. Então, o PVI (6.18) tem uma
única solução x : [s0,∞)→ X (veja Teorema 4.4.1) a qual, de acordo com (6.17), é uma solução
T -periódica de (6.12) (veja Teorema 6.2.8).

Resta provarmos a unicidade da solução T -periódica. Suponha que z : [s0,∞)→ X seja
uma outra solução T -periódica de (6.12). Novamente, por (6.17), temos

z(s0) = [U(s0 +T,s0)− I]−1
∫ s0+T

s0

dr[U(s0 +T,r)](g(r)−g(s0)) = x(s0),

e, consequentemente, x(t)− z(t) =U(t,s0)(x(s0)− z(s0)) = 0, para todo t > s0.

Agora, suponhamos que, para cada função T -periódica g ∈ BVloc(J,X), a EDO gene-
ralizada linear não homogênea (6.12) admita uma única solução T -periódica em [s0,∞), e
suponhamos por absurdo, que [U(s0 + T,s0)− I] não admita um inverso à esquerda. Então,
Ker[U(s0 +T,s0)− I] ̸= {0}, ou seja, existe x0 ∈ X , x0 ̸= 0, tal que U(s0 +T,s0)x0 = x0. Pelo
Teorema 6.2.11, a função x : [s0,∞) → X dada por x(t) = U(t,s0)x0, para todo t ∈ [s0,∞), é
T -periódica. Assim, x ≡ 0 e x(t) =U(t,s0)x0, t ∈ [s0,∞), são soluções T -periódicas de (6.12)
com g ≡ 0, o que contradiz (i).

6.3 Aplicações
Nesta seção, apresentamos algumas aplicações em equações integrais do tipo Volterra-

Stieltjes.

6.3.1 Soluções periódicas de equações integrais do tipo Volterra-
Stieltjes

Seja X um espaço de Banach equipado com a norma ‖ · ‖, J ⊂ R um intervalo tal que
supJ = ∞ e Ω = X × J. Como antes, denotamos o conjunto P por P = {(t,s) ∈ J× J, t > s}.
Dado um t0 ∈ J, consideremos a equação integral do tipo Volterra-Stieltjes (abreviadamente,
EIVS)

x(t)− x(t0) =
∫ t

t0
f (x(s),s)ds+

∫ t

t0
g(x(s),s)du(s), t ∈ J. (6.19)

Nosso objetivo é estabelecer condições suficientes para a equação (6.19) admitir pelo
menos uma solução periódica. Para isto, assumimos as seguintes condições gerais sobre as
funções f ,g : Ω → X e u : J → R:

(A1) Para cada x ∈ G(J,X), o mapa s ↦→ f (x(s),s) é localmente Perron integrável em J;

(A2) u(t +T ) = u(t)+β para algum β > 0;

(A3) Para cada x ∈ G(J,X), o mapa s ↦→ g(x(s),s) é localmente Perron-Stieltjes integrável com
respeito a u sobre J;
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(A4) f e g são uniformemente T -periódicas em J;

(A5)
∫ t0+T

t0
f (x,s)ds =

∫ t0+T

t0
g(x,s)du(s) = 0 para todo x ∈ X ;

(A6) Existe uma função localmente Perron integrável m1 : J → R e uma função localmente
Perron-Stieltjes integrável m2 : J → R com respeito a u tais que, para cada a,b ∈ J, a 6 b,∥∥∥∥∫ b

a
f (x,s)ds

∥∥∥∥6 ∫ b

a
m1(s)ds e

∥∥∥∥∫ b

a
g(x,s)du(s)

∥∥∥∥6 ∫ b

a
m2(s)du(s),

para todo (x,s) ∈ Ω;

(A7) Existem uma função localmente Perron integrável `1 : J → R, uma função localmente
Perron-Stieltjes integrável `2 : J → R com respeito a u e uma função contínua e crescente
ω : [0,∞)→ R, com ω(0) = 0, tal que, para cada a,b ∈ J, a 6 b,∥∥∥∥∫ b

a
[ f (x,s)− f (y,s)]ds

∥∥∥∥6 ∫ b

a
`1(s)ω(‖x− y‖)ds

e ∥∥∥∥∫ b

a
[g(x,s)−g(y,s)]du(s)

∥∥∥∥6 ∫ b

a
`2(s)ω(‖x− y‖)du(s),

para (x,s),(y,s) ∈ Ω.

Agora, estabelecemos, uma EDO generalizada associada com a EIVS (6.19). Defina a
função H : Ω → X por

H(x, t) =
∫ t

t0
f (x,s)ds+

∫ t

t0
g(x,s)du(s), (x, t) ∈ Ω, (6.20)

e considere a EDO generalizada
dx
dτ

= DH(x, t). (6.21)

Precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 6.3.1. A função H : Ω → X dada por (6.20) pertence à classe F (Ω,h,ω), em que ω é
dada por (A7) e h : J → R é dada por

h(t) =
∫ t

t0
(m1(s)+ `1(s))ds+

∫ t

t0
(m2(s)+ `2(s))du(s), t ∈ J.

Demonstração. Pelas condições (A6)-(A7), temos
∫ b

a m1(s)ds > 0,
∫ b

a m2(s)du(s) > 0,∫ b
a `1(s)ds > 0 e

∫ b
a `2(s)du(s) > 0 para quaisquer a,b ∈ J, a 6 b. Isto implica que h é não

decrescente em J.

Sejam t1, t2 ∈ J, t1 6 t2, e x,y ∈ X . Usando a condição (A6), obtemos

‖H(x, t2)−H(x, t1)‖=
∥∥∥∥∫ t2

t1
f (x,s)ds+

∫ t2

t1
g(x,s)du(s)

∥∥∥∥
6
∫ t2

t1
m1(s)ds+

∫ t2

t1
m2(s)du(s)

6 |h(t2)−h(t1)|,
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e, usando a condição (A7), temos

‖H(x, t2)−H(x, t1)− [H(y, t2)−H(y, t1)]‖

=

∥∥∥∥∫ t2

t1
f (x,s)ds+

∫ t2

t1
g(x,s)du(s)−

∫ t2

t1
f (y,s)ds−

∫ t2

t1
g(y,s)du(s)

∥∥∥∥
6
∫ t2

t1
`1(s)ω(‖x− y‖)ds+

∫ t2

t1
`2(s)ω(‖x− y‖)du(s)

6ω(‖x− y‖)|h(t2)−h(t1)|.

Assim, H ∈ F (Ω,h,ω).

No próximo resultado, mostramos a correspondência entre as soluções da EIVS (6.19) e
as soluções da EDO generalizada (6.21).

Teorema 6.3.2. Seja I ⊂ J um subintervalo. Uma função x : I → X será uma solução da EIVS
(6.19) no intervalo I se, e somente se, x for uma solução da EDO generalizada (6.21) em I.

Demonstração. Seja x∈G(I,X). Pelas condições (A1) e (A3), a integral de Perron
∫ b

a f (x(s),s)ds

e a integral de Perron-Stieltjes
∫ b

a g(x(s),s)du(s) existem. Pelo Lema 6.3.1, temos que H ∈
F (Ω,h,ω), consequentemente, por (AFONSO et al., 2011, Lemma 2.14), a integral

∫ b
a DH(x(τ),s)

também existe para todos a,b ∈ I. Afirmamos que∫ b

a
f (x(s),s)ds+

∫ b

a
g(x(s),s)du(s) =

∫ b

a
DH(x(τ),s) (6.22)

para todos a,b ∈ I. De fato, usando a definição da integral de Kurzweil e a continuidade de ω ,
dado ε > 0, existe um calibre δ em [a,b]⊂ I tal que∥∥∥∥∥

∫ b

a
DH(x(τ),s)−

|D|

∑
i=1

[H(x(τi), ti)−H(x(τi), ti−1)]

∥∥∥∥∥< ε

2
,

e
ω(‖x(τi)− x(s)‖)6 ε

2(h(b)−h(a)+1)
, s ∈ [ti−1, ti],

para cada divisão marcada δ -fina D = (τi, [ti−1, ti]), i = 1,2, . . . , |D|, de [a,b]. Assim,∥∥∥∥∫ b

a
DH(x(τ),s)−

∫ b

a
f (x(s),s)ds−

∫ b

a
g(x(s),s)du(s)

∥∥∥∥
6

∥∥∥∥∥
∫ b

a
DH(x(τ),s)−

|D|

∑
i=1

[H(x(τi), ti)−H(x(τi), ti−1)]

∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥ |D|

∑
i=1

[H(x(τi), ti)−H(x(τi), ti−1)]−
∫ b

a
f (x(s),s)ds−

∫ b

a
g(x(s),s)du(s)

∥∥∥∥∥
<

ε

2
+

∥∥∥∥∥ |D|

∑
i=1

[∫ ti

ti−1

f (x(τi),s)ds−
∫ ti

ti−1

f (x(s),s)ds
]∥∥∥∥∥

+

∥∥∥∥∥ |D|

∑
i=1

[∫ ti

ti−1

g(x(τi),s)du(s)−
∫ ti

ti−1

g(x(s),s)du(s)
]∥∥∥∥∥
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6
ε

2
+

|D|

∑
i=1

∫ ti

ti−1

ω(‖x(τi)− x(s)‖)`1(s)ds+
|D|

∑
i=1

∫ ti

ti−1

ω(‖x(τi)− x(s)‖)`2(s)du(s)

<
ε

2
+

ε

2(h(b)−h(a)+1)

(∫ b

a
`1(s)ds+

∫ b

a
`2(s)du(s)

)
< ε.

Portanto, a igualdade (6.22) vale. Em conclusão, x : I → X será uma solução da EIVS (6.19) em
I se, e somente se, x for uma solução da EDO generalizada (6.21) em I.

O próximo resultado é uma consequência imediata do Corolário 4.2.7 e Teorema 6.3.2.

Corolário 6.3.3. Seja s0 ∈ J. A EIVS (6.19) admite uma única solução x : [s0,∞)→ X definida
em [s0,∞).

Agora, somos capazes de estabelecer um resultado de periodicidade para a EIVS (6.19).

Teorema 6.3.4. Sob as condições anteriores (A1)-(A7), as seguintes afirmações valem:

(i) A função H : Ω → X dada por (6.20) é uniformemente T -periódica.

(ii) Para s0 ∈ J, a EIVS (6.19) tem uma solução T -periódica x : [s0,∞)→ X se, e somente se,
x(s0) = x(s0 +T ).

Demonstração. (i) Seja (x, t) ∈ Ω. Pelas condições (A2), (A4), (A5) e Teorema 2.1.21, obtemos

H(x, t +T ) =
∫ t+T

t0
f (x,s)ds+

∫ t+T

t0
g(x,s)du(s)

=
∫ t0+T

t0
f (x,s)ds+

∫ t+T

t0+T
f (x,s)ds+

∫ t0+T

t0
g(x,s)du(s)+

∫ t+T

t0+T
g(x,s)du(s)

=
∫ t

t0
f (x,s+T )ds+

∫ t

t0
g(x,s+T )du(s+T ) = H(x, t).

(ii) A condição necessária é trivial. Para a condição suficiente, usando Corolário 6.3.3,
assuma que x seja uma solução de (6.19) definida em [s0,∞) tal que x(s0) = x(s0 +T ). Pelo
teorema de correspondência (Teorema 6.3.2), x também será uma solução de (6.21). Como H

é uniformemente T -periódica e satisfaz a condição (EU), segue pelo Teorema 6.2.8 que x é
T -periódica.

6.3.2 Teoria de Floquet para equações integrais do tipo Volterra-
Stieltjes

Nesta subseção, tratamos da teoria de Floquet para uma EIVS da forma

x(t) = x(t0)+
∫ t

t0
F (s)x(s)ds+

∫ t

t0
G (s)x(s)du(s), t ∈ J, (6.23)

em que t0 ∈ J e as funções F ,G : J → L(X) e u : J → R satisfazem as seguintes condições:
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(B1) F : J → L(X) é uma função T -periódica e Perron integrável sobre J;

(B2) u(t +T ) = u(t)+β para algum β > 0;

(B3) G : J → L(X) é uma função T -periódica e Perron-Stieltjes integrável com respeito à função
u sobre J;

(B4)
∫ t0+T

t0
F (s)ds =

∫ t0+T

t0
G (s)du(s) = 0;

(B5) Existe uma função M1 : J → R localmente Perron integrável tal que para cada a,b ∈ J,
a 6 b, ∥∥∥∥∫ b

a
F (s)ds

∥∥∥∥6 ∫ b

a
M1(s)ds;

(B6) Existe uma função M2 : J → R localmente Perron-Stieltjes integrável com respeito à
função u tal que para cada a,b ∈ J, a 6 b, temos∥∥∥∥∫ b

a
G (s)du(s)

∥∥∥∥6 ∫ b

a
M2(s)du(s);

(B7) Para todo t ∈ J, existe ξ = ξ (t)> 0 tal que

∫ t

t−ξ

M2(s)du(s)< 1 e
∫ t+ξ

t
M2(s)du(s)< 1.

Definindo o operador A : J → L(X) por

A(t) =
∫ t

t0
F (s)ds+

∫ t

t0
G (s)du(s), (6.24)

para todo t ∈ J e considerando a EDO generalizada linear

dx
dτ

= D[A(t)x], (6.25)

temos o seguinte resultado de correspondência.

Teorema 6.3.5. Seja I ⊂ J um subintervalo. Uma função x : I → X será uma solução da EIVS
(6.23) se, e somente se, x for uma solução da EDO generalizada linear (6.25).

No próximo resultado, estabelecemos algumas propriedades do operador A definido em
(6.24). Lembramos as notações ∆−A(t) = A(t)− lims→t− A(s) e ∆+A(t) = lims→t+ A(s)−A(t).

Proposição 6.3.6. Seja A : J → L(X) dado por (6.24). Então A é um operador T -periódico
e A satisfaz as condições (H1) e (H2), isto é, A ∈ BVloc(J,L(X)) e [I − ∆−A(t)]−1 ∈ L(X),
[I +∆+A(t)]−1 ∈ L(X) para todo t ∈ J.
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Demonstração. Usando condições (B5) e (B6), obtemos

‖A(t2)−A(t1)‖6
∫ t2

t1
M1(r)dr+

∫ t2

t1
M2(r)du(r), t1, t2 ∈ J.

Seja [a,b]⊂ J um intervalo compacto e D = (τ j, [t j−1, t j]), j = 1,2, . . . , |D|, uma divisão marcada
de [a,b]. Então,

|D|

∑
i=1

‖A(ti)−A(ti−1)‖6
|D|

∑
i=1

(∫ ti

ti−1

M1(r)dr+
∫ ti

ti−1

M2(r)du(r)
)

6
∫ b

a
M1(r)dr+

∫ b

a
M2(r)du(r)< ∞,

isto é, A ∈ BVloc(J,L(X)).

Agora, seja t ∈ J. Pelas condições (B1)-(B4), temos

A(t +T ) =
∫ t+T

t0
F (s)ds+

∫ t+T

t0
G (s)du(s)

=
∫ t0+T

t0
F (s)ds+

∫ t+T

t0+T
F (s)ds+

∫ t0+T

t0
G (s)du(s)+

∫ t+T

t0+T
G (s)du(s)

=
∫ t

t0
F (s+T )ds+

∫ t

t0
G (s+T )du(s+T )

=
∫ t

t0
F (s)ds+

∫ t

t0
G (s)du(s) = A(t)

isto é, A é T -periódico.

Finalmente, pela condição (B7), dado t ∈ J, existe ξ = ξ (t)> 0 tal que ‖∆−A(t)‖< 1
e ‖∆+A(t)‖ < 1, o que implica que [I −∆−A(t)]−1 ∈ L(X), [I −∆+A(t)]−1 ∈ L(X) para todo
t ∈ J.

Como uma consequência do Teorema 4.4.1, temos o resultado seguinte.

Corolário 6.3.7. Para cada s0 ∈ J, a EIVS (6.23) admitirá uma única solução definida em [s0,∞).

No Teorema 6.3.8 a seguir, exibimos o operador fundamental associado à EIVS (6.23).
Sua prova segue como em (BONOTTO; FEDERSON; SANTOS, 2018, Theorem 5.4) com
adaptações óbvias.

Teorema 6.3.8. Existe um único operador V : P → L(X) tal que

V (t,s) = I +
∫ t

s
F (r)V (r,s)dr+

∫ t

s
G (r)V (r,s)du(r),

para todo (t,s)∈P . Além disso, para cada s∈ J fixado, V (·,s)∈BVloc([s,∞),L(X)). Para s0 ∈ J,
a função x : [s0,∞)→ X dada por x(t) =V (t,s0)x̃ é a solução de (6.23) em [s0,∞) satisfazendo a
condição inicial x(s0) = x̃, com x̃ ∈ X . Este operador será chamado o operador fundamental
da EIVS (6.23) .
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No que segue, apresentamos uma versão do Teorema de Floquet para a EIVS (6.23).
Antes disso, precisamos de um resultado auxiliar cuja prova é uma consequência da prova de
(FEDERSON, 2002b, Theorem 12).

Lema 6.3.9. Sejam Y : J → L(X) e v : J →R funções localmente de variação limitada e f : J →
L(X) localmente Perron-Stieltjes integrável com respeito a v. Assuma que f̃ : J → L(X), dada
por f̃ (t) =

∫ t
t0 f (s)dv(s), t, t0 ∈ J, também seja localmente de variação limitada. Então as integrais

de Perron-Stieltjes
∫ b

a d f̃ (r)Y (r) e
∫ b

a f (r)Y (r)dv(r) existem e temos

∫ b

a
d f̃ (r)Y (r) =

∫ b

a
f (r)Y (r)dv(r)

para todo a,b ∈ J, com a < b.

Na sequência, assumimos u : J → R uma função localmente de variação limitada.

Teorema 6.3.10 (de Floquet para EIVS). O operador fundamental associado a EIVS (6.23)
satisfaz

V (t +T,s+T ) =V (t,s)

para todo (t,s) ∈ P .

Demonstração. Considere a EDO generalizada associada (6.25). Pela Proposição 6.3.6,
A ∈ BVloc(J,L(X)) é T -periódica e satisfaz [I −∆−A(t)]−1, [I +∆−A(t)]−1 ∈ L(X) para todo
t ∈ J. Então, pelo Teorema 6.2.11, o operador fudamental U : P → L(X) associado a EDO
generalizada linear (6.25) satisfaz U(t +T,s+T ) =U(t,s) para todo (t,s) ∈ P . Por outro lado,
note que

U(t,s) = I +
∫ t

s
d[A(r)]U(r,s) = I +

∫ t

s
F (r)U(r,s)dr+

∫ t

s
G (r)U(r,s)du(r),

(t,s) ∈ P , em que a última das duas integrais são obtidas usando o Lema 6.3.9. A unicidade do
operador fundamental da EIVS (6.23) implica que U(t,s) =V (t,s), para todo (t,s) ∈ P . Assim,

V (t +T,s+T ) =U(t +T,s+T ) =U(t,s) =V (t,s),

para todo (t,s) ∈ P .

Observação 6.3.11. Como u : J → R é localmente de variação limitada (veja Lema 6.3.9),
o Teorema 6.3.10 pode ser aplicado às equações diferenciais em medida e, portanto, como
aplicação, temos um teorema do tipo Floquet para EDMs.

O Teorema 6.3.12, na sequência, é uma versão do Teorema 6.2.15 o qual assegura a
existência e unicidade de uma solução periódica em [s0,∞), s0 ∈ J, da EIVS (6.26).
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Teorema 6.3.12. Considere a EIVS

x(t)− x(t0) =
∫ t

t0
F (s)x(s)ds+

∫ t

t0
G (s)x(s)du(s)+

∫ t

t0
h(s)du(s), t ∈ J, (6.26)

em que t0 ∈ J, h : J → X é uma função localmente Perron-Stieltjes integrável. Assuma que exista
uma função M3 : J → R Perron-Stieltjes integrável com respeito a u tal que, para cada a,b ∈ J,
a 6 b, ∥∥∥∥∫ b

a
h(s)du(s)

∥∥∥∥6 ∫ b

a
M3(s)du(s).

Seja V : P → L(X) o operador fundamental associado a EIVS (6.23) e s0 ∈ J. As seguintes
afirmações são equivalentes.

(i) Para cada função h : J → X tal que a integral de Perron-Stieltjes indefinida
∫ t

t0 h(s)du(s),
t ∈ J, é T -periódica, a EIVS (6.26) tem uma única solução T -periódica x : [s0,∞)→ X .

(ii) O operador [V (s0 +T,s0)− I] admite um inverso à esquerda.

Demonstração. Note que x : [s0,∞)→ X é uma solução da EIVS (6.26) se, e somente se, x é
uma solução da EDO generalizada

dx
dτ

= D[A(t)x+g(t)], (6.27)

em que A é dada por (6.24) e g(t) =
∫ t

t0 h(s)du(s)+ g(t0), t ∈ J. Pela Proposição 6.3.6, A ∈
BVloc(J,L(X)) é T -periódica e satisfaz [I −∆−A(t)]−1, [I +∆+A(t)]−1 ∈ L(X) para todo t ∈ J.

Afirmamos que g ∈ BVloc(J,X). De fato, sejam a,b ∈ J, a 6 b, e D = (τ j, [t j−1, t j]),
j = 1,2, . . . , |D|, uma divisão marcada de [a,b]. Então

|D|

∑
i=1

‖g(ti)−g(ti−1)‖ 6
|D|

∑
i=1

∥∥∥∥∫ ti

ti−1

h(r)du(r)
∥∥∥∥

6
|D|

∑
i=1

∫ ti

ti−1

M3(s)du(s) =
∫ b

a
M3(s)du(s)< ∞.

Agora, de acordo com o Teorema 6.2.15, as seguintes afirmações são equivalentes.

(a) Para cada função T -periódica g : J → X , a equação (6.27) tem uma única solução T -
periódica x : [s0,∞)→ X definida em [s0,∞).

(b) O operador [U(s0 +T,s0)− I] admite um inverso à esquerda.

Portanto, usando o fato de que V (t,s) =U(t,s), (t,s) ∈ P , e que g : J → X é T -periódica se, e
somente se,

∫ t
t0 h(s)du(s) é T -periódica, concluímos a demonstração.



108 Capítulo 6. Periodicidade de soluções de EDOs generalizadas

Finalizamos este capítulo apresentando uma versão do Teorema de Floquet para EIVS
quando X = Rn. Definimos uma matriz fundamental X : J → L(Rn) da EIVS (6.23) como sendo
o operador que satisfaz a equação

X(t) = X(t0)+
∫ t

t0
F (s)X(s)ds+

∫ t

t0
G (s)X(s)du(s), (6.28)

para todo t ∈ J.

Teorema 6.3.13. Assuma que as condições (B1)-(B7) sejam satisfeitas e X = Rn. Se X : J →
L(Rn) é uma matriz fundamental da EIVS (6.23), então existe uma função matricial T -periódica
P : J → L(Rn) e B ∈ L(Rn) tal que X(t) = P(t)eBt , para todo t ∈ J.

Demonstração. Seja X : J → L(Rn) uma matriz fundamental da EIVS (6.23). Usando o Lema
6.3.9, obtemos ∫ t

t0
F (r)X(r)dr+

∫ t

t0
G (r)X(r)du(r) =

∫ t

t0
d[A(r)]X(r),

t ∈ J. Assim, X : J → L(Rn) satisfaz (6.28) se, e somente se,

X(t) = X(t0)+
∫ t

t0
d[A(r)]X(r), t ∈ J,

em que A : J → L(X) é dada por (6.24). Pela Proposição 6.3.6, A ∈ BVloc(J,L(X)), A é T -
periódica e [I −∆−A(t)]−1, [I +∆+A(t)]−1 ∈ L(X) para todo t ∈ J. Consequentemente, pelos
Teoremas 6.1.11 e 6.3.5, existem um operador T -periódico P : J → L(Rn) e B ∈ L(Rn), tal que
X(t) = P(t)eBt , para todo t ∈ J.
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CAPÍTULO

7
CONSIDERAÇÕES FINAIS

O presente trabalho se insere no estudo qualitativo das soluções de equações diferenciais
ordinárias generalizadas, apresentando grandes e significativas contribuições à teoria de oscilação
e periodicidade de soluções para esta classe de equações.

Em se tratando de oscilação de soluções de EDOs generalizadas, nossa contribuição foi
ainda maior, uma vez que não existiam, na literatura, resultados nesta direção e nem mesmo
a definição de soluções oscilatórias para estas equações. É importante observarmos que a
teoria de oscilação proposta neste trabalho vai além do ambiente de EDOs generalizadas, já
que os resultados que obtivemos sobre oscilação de soluções são para processos de evolução
regrados. Assim, qualquer equação diferencial que gere um processo de evolução regrado, pode
ser abordada no teorema que garante a oscilação e não oscilação de soluções. Desta maneira,
fornecemos um critério de oscilação para EDOs, por exemplo.

No que diz respeito à periodicidade de soluções, alguns estudos foram feitos (veja, por
exemplo (MACENA, 2014)). Entretanto, em (MACENA, 2014), a autora utiliza a teoria do grau
coincidente para obter resultados sobre a periodicidade de soluções. Neste texto, obtivemos
resultados sobre a existência e unicidade de soluções periódicas de EDOs generalizadas e, ainda,
construímos uma teoria de Floquet para esta classe de equações.

Finalizamos este trabalho, chamando a atenção do leitor para a importância de se obter re-
sultados em EDOs generalizadas, já que, como bem sabemos, o contexto das EDOs generalizadas
vem se mostrando um excelente ambiente para se tratar problemas de outras classes de equações,
principalmente as equações em que as funções envolvidas apresentam muitas descontinuidades
e/ou são de variação ilimitada. E, como se não bastasse, o ambiente das EDOs generalizadas é
bastante amigável, sendo mais simples do que qualquer das equações estudadas usualmente.
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