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RESUMO

AP. SILVA, M. Teoria de oscilacoes para EDOs generalizadas e aplicacoes a outros tipos
de equacoes. 2021. 116 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ci-
éncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

Este trabalho tem dois objetivos principais. O primeiro diz respeito a oscilagdo de solugdes de
equacdes diferenciais ordindrias generalizadas em que as fun¢des envolvidas assumem valores em
um espaco de Banach qualquer. Para este fim, introduzimos a defini¢do de processos de evolucio
regrados. O segundo objetivo € tratar do comportamento periddico de solucdes desta classe de
equacoes generalizadas. Apresentamos resultados que garantem a existéncia e unicidade de

solucdes periddicas e provamos um teorema do tipo Floquet para EDOs generalizadas lineares.

O ganho de se obter resultados sobre oscilacdes e periodicidade para EDOs e outros tipos de
equacoes a partir das EDOs generalizadas estd no fato de que, para as ultimas, as fungdes
envolvidas podem ter muitas descontinuidades e/ou podem ndo ser de variacdo limitada, ja
que se trata de uma equagao que envolve a integral ndo-absoluta de Kurzweil-Henstock. Um
exemplo tipico de uma funcdo que pode estar envolvida em EDO tratada via EDOs generalizadas
é a fungdio de variagdo ilimitada f(t) = F(t), em que F : [0,1] — R, com F(t) = tzsentiz, para
0<t<1,eF(0)=0. Esta é uma fungdo que ndo é Riemann nem Lebesgue integravel, mas é

Kurzweil-Henstock integravel.

Os resultados obtidos nesta tese deram origem a quatro artigos cientificos, a saber

(1) Oscillation and nonoscillation criteria for impulsive delay differential equations with Perron
integrable coefficientes. (Aceito para a publicacdo na revista Dynamics of Continuous,
Discrete and Impulsive Systems. Veja (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021));

(i1) Oscillatory solutions of measure differential equations with several delays and generalized
ODEs. (Submetido para a publicacdo. Veja (AP. SILVA; FEDERSON, 2021));

(iii) On periodic solutions of abstract generalized ODEs and applications to measure differential
equations. (Submetido para a publicacdo. Veja (AP. SILVA et al., 2021));

(iv) Oscillation theory for regulated linear semigroups and regulated linear processes with appli-
cation to generalized ODEs. (Preprint, 2021. Veja (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON,
2021));

e a um capitulo no livro Generalized Ordinary Differential Equations in Abstract Spaces, Wiley,
Hoboken, NJ, 2021. Veja (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Palavras-chave: Oscilacdo, Equagdes diferenciais ordindrias generalizadas, Solugdes periddicas,

Espacos de Banach, Integral de Kurzweil.






ABSTRACT

AP. SILVA, M. Oscillation theory for generalized ODEs and applications to other types
of equations. 2021. 116 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

This work has two main objectives. The first concerns the oscillation of solutions of generalized
ordinary differential equations in which the functions involved assume values in an arbitrary
Banach space. For this purpose, we introduce the definition of regulated evolution processes.
The second objective is to deal with the periodic behavior of solutions in this class of generalized
equations. We present results that guarantee the existence and uniqueness of periodic solutions

and we prove a Floquet-type theorem for linear generalized ODE:s.

The gain of getting results on oscillations and periodicity for ODEs and other types of equations
from the generalized ODEs lies on the fact that, for the latter, the functions involved may have
many discontinuities and/or may not be of bounded variation, since it is an equation involving
the non-absolute integral of Kurzweil-Henstock. A typical example of a function which is neither
Riemann nor Lebesgue integrable, but it is Kurzweil-Henstock integrable is the function of
unbounded variation f(¢) = F(t), where F : [0,1] — R, with F(t) = > sintlz, for0 <z <1, and
F(0)=0.

The results obtained in this thesis gave rise to four scientific articles, namely
(1) Oscillation and nonoscillation criteria for impulsive delay differential equations with Perron

integrable coefficientes. (Accepted for publication in the journal Dynamics of Continuous,
Discrete and Impulsive Systems. See (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021));

(i1) Oscillatory solutions of measure differential equations with several delays and generalized
ODEs. (Submitted for publication. See (AP. SILVA; FEDERSON, 2021));

(i11) On periodic solutions of abstract generalized ODEs and applications to measure differential
equations. (Submitted for publication. See (AP. SILVA et al., 2021));

(iv) Oscillation theory in generalized ODEs in Banach spaces. (Preprint, 2021. See (AP. SILVA;
BONOTTO; FEDERSON, 2021));

and to a chapter in the book Generalized Ordinary Differential Equations in Abstract Spaces,
Wiley, Hoboken, NJ, 2021. See (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Keywords: Oscillation, Generalized ordinary differential equations, Periodic solutions, Banach
spaces, Kurzweil integral.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em 1957, J. Kurzweil introduziu a nogdo de equagdes diferenciais ordindrias genera-
lizadas para fung¢des que tomam valores em espacgos euclidianos e de Banach. Seu principal
objetivo era generalizar certos resultados sobre dependéncia continua de solu¢des de equagdes
diferenciais ordindrias (EDOs) em relacdo aos dados iniciais. Estas equagdes generalizadas,
receberam o nome de equagdes diferenciais ordindrias generalizadas. Escreveremos, abreviada-
mente, EDOs generalizadas. Veja (KURZWEIL, 1957; KURZWEIL, 2012; SCHWABIK, 1992).
Este conceito provou ser til para lidar com equacdes diferenciais em medida, equagdes com

impulsos, equacdes em escalas temporais, equagdes integrais, entre outras.

Esta generalizacdo do conceito de EDO necessita da nocdo de integral de Perron gene-
ralizada ou integral de Kurzweil, como € chamada hoje em dia. Esta integral € mais geral que
as integrais de Riemann e de Lebesgue, por exemplo. Veja (SCHWABIK, 1992; BONOTTO;
FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Uma série de trabalhos, tais como (AFONSO er al., 2012; AFONSO et al., 2013;
AFONSO et al., 2014; FEDERSON et al., 2019b; FEDERSON; SCHWABIK, 2006; FEDER-
SON; SCHWABIK, 2009), evidenciaram a relagdo entre as EDOs generalizadas e outros tipos de
equacgodes, em especial, equacdes diferenciais funcionais com retardamento e impulsos, os quais
podem ser considerados em tempo pré-fixado ou em tempo varidvel. Equacdes diferenciais funci-
onais do tipo neutro em medida também podem ser identificadas com EDOs generalizadas. Veja
(FEDERSON et al., 2019a). Em (FEDERSON et al., 2019a) e em outros trabalhos, como por
exemplo (FEDERSON et al., 2019b; FEDERSON; MESQUITA; SLAVIK, 2013; FEDERSON;
MESQUITA; SLAVIK, 2012), sdo apresentados estudos qualitativos de EDOs generalizadas e,
como aplicagdo, sao obtidos resultados sobre propriedades qualitativas de equacdes diferenciais

funcionais com retardamento em medida (EDFRs em medida).

Nosso interesse, neste trabalho, é propor teorias de oscilacdes e periodicidade para

EDOs generalizadas, em que as fun¢des envolvidas possam assumir valores em um espacgo de
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Banach. Como consequéncia, obtemos critérios de oscilagio e ndo oscilagdo e resultados sobre
a existéncia e unicidade de solugdes periddicas para uma classe bem maior de fungdes do que
aquelas usualmente consideradas nas teorias de equacgdes diferenciais classicas. Isto € possivel
porque trabalharemos com a integral de Kurzweil nas formas integrais das equacdes diferenciais
que serdo objetos de nossos estudos. Surpreendemente, no decorrer de nossas pesquisas, con-
seguimos propor nao somente uma teoria, mas algumas teorias de oscilagdes e, também, nao
somente resultados para a classe de EDOs generalizadas, uma vez que estabelecemos critérios
de oscilag@o e ndo oscilag@o para processos de evolugdo lineares regrados e semigrupos lineares
regrados. Neste sentido, este trabalho apresenta uma elegante parceria entre as dreas de Equacoes
Diferenciais e Sistemas Dindmicos com significativas contribuicdes na teoria de oscilacdo em

espacos de Banach.

O segundo capitulo deste trabalho € dedicado ao estudo da integral de Kurzweil e, como
caso particular, tratamos, também, da integral de Perron-Stieltjes. Apresentamos propriedades e
resultados importantes destas integrais. Também abordamos a teoria de equacdes diferenciais

funcionais em medida, que serdo fundamentais nas aplicagdes e exemplos.

No Capitulo 3, demonstramos critérios de oscilacdo e nao oscilagdo de solugdes de
equagoes diferenciais com retardos e impulsos. Em (YAN, 2001), o autor estabelce critérios de
oscilacdo e ndo oscilacdo para uma classe de equagdes diferenciais com argumento avangado,
em que as funcdes envolvidas tomam valores em R e s@o continuas por partes. Neste capitulo,
propomos uma teoria de oscilacdo mais geral que a apresentada em (YAN, 2001) e tratamos da
classe de equagdes diferenciais impulsivas com argumento retardado, em que as funcdes envolvi-
das assumem valores em R". Os resultados apresentados neste capitulo sdo inéditos e podem ser
encontrados em (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021), para o caso unidimensional e, em
(AP. SILVA; FEDERSON, 2021), para o caso n-dimensional.

A defini¢do e propriedades basicas de EDOs generalizadas sdo apresentadas no Capitulo
4. Neste capitulo, trazemos, também, a teoria de equacdes diferenciais ordindrias generalizadas
lineares homogéneas e lineares nao homogéneas. Alguns exemplos sdo dados para evidenciar o

quanto estas classes de equagdes sdo mais gerais que as outras estudadas nas teorias cléssicas.

O Capitulo 5 tem por objetivo definir conceitos distintos de oscilagdes para solugdes de
EDOs generalizadas, algo que ainda nao tinha sido proposto na literatura. Neste capitulo, apre-
sentamos critérios de oscilacdo para EDOs generalizadas lineares em que as fun¢des envolvidas
assumem valores em R” e, também, em um espaco de Banach qualquer. Para obter resultados de
oscilacdo, utilizamos a teoria de sistemas dinAmicos € propomos um novo conceito: processos
de evolucdo regrados. Com esta nova defini¢ao, foi possivel propor dois tipos de oscilacdes em
espacos de Banach, a saber, oscilacao do tipo pullback e oscilagdo forte. Também provamos
critérios de oscilacdo e ndo oscilagdo com respeito a processos de evolucao regrados e para
pontos em espagos de Banach, utilizando estes novos conceitos de oscilacdo. Finalmente, através

dos resultados obtidos para processos de evolugdo regrados e semigrupos regrados, conseguimos
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caracterizar as solugdes de uma EDO generalizada linear no que diz respeito a oscilagdo (pullback
e forte) de suas solugdes. Todos os resultados apresentados neste capitulo estido incluidos no
artigo (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON, 2021).

O Capitulo 6 é dedicado ao estudo de solucdes periddicas de EDOs generalizadas.
Primeiramente, apresentamos resultados de periodicidade de solu¢des para EDOs generalizadas
em que as funcdes envolvidas assumem valores em R” e provamos uma generalizacao do teorema
de Floquet, da teoria cldssica de EDOs, para EDOs generalizadas. Em seguida, tratamos do
caso em que as fungdes assumem valores em espacos de Banach quaisquer. Provamos um
resultado que fornece condi¢cdes necessdrias e suficientes para a existéncia de solugdes periddicas
e construimos uma teoria de Floquet para a classe de EDOs generalizadas lineares em que as
funcdes envolvidas tomam valores em um espaco de Banach. Aplicamos os resultados obtidos as
equacoes integrais do tipo Volterra-Stieltjes e, como consequéncia, provamos um teorema do
tipo Floquet para esta classe de equagdes. Todos os resultados apresentados neste capitulo sao
inéditos e encontram-se no artigo (AP. SILVA et al., 2021) e no livro (BONOTTO; FEDERSON;
MESQUITA, 2021).
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CAPITULO

PRELIMINARES

Na primeira parte deste capitulo, apresentamos a teoria bdsica sobre a integral de
Kurzweil. Como casos particulares da integral de Kurzweil, mencionamos resultados para
as integrais de Perron e de Perron-Stieltjes. A segunda secdo € dedicada as equagdes diferenciais
funcionais em medida e algumas de suas propriedades. O conteido deste capitulo se baseia,
principalmente, nas referéncias (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021) e (SCHWABIK,
1992).

2.1 As integrais de Kurzweil e de Perron-Stieltjes

Definida em 1854, a integral devida a Bernhard Riemann € uma ferramenta classica
utilizada até hoje em muitos problemas. E de nosso conhecimento que fungdes ilimitadas em
intervalos compactos ndo sdo Riemann integraveis. Além disso, em se tratando do Teorema
Fundamental do Célculo, é necessario exigir a continuidade das funcdes para que suas derivadas
sejam Riemann integraveis. Estas sd@o algumas desvantagens que aparecem quando trabalhamos

com a integral de Riemann.

Em 1902, Henri Lebesgue apresentou um conceito de integral que possibilitou resultados
envolvendo limites, os tdo conhecidos Teoremas de Convergéncias e o Lema de Fatou. A teoria
de integracao no sentido de Lebesgue generalizou o conceito da integral de Riemann, mas
ainda exigiu certa continuidade das func¢des, uma vez que no Teorema Fundamental do Célculo
para a integral de Lebesgue, a derivada de uma func¢do f serd Lebesgue integravel, se f for

absolutamente continua. Neste cendrio, uma pergunta natural surge:

Seria possivel construir uma integral em que toda derivada de uma fungdo seja

integrdvel?

As primeiras respostas a esta pergunta vieram nos anos 1912 e 1914 por Arnaud Denjoy
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e Oscar Perron respectivamente. Denjoy estava interessado em um conceito que seria capaz
de integrar fun¢des como por exemplo f(x) = x 'sen(x73), se x € (0,1] e £(0) = 0, que ndo é
uma func@o Lebesgue integravel em [0, 1]. Mais tarde, percebeu-se que as teorias de integragdo

propostas por Denjoy e Perron eram equivalentes.

Em 1957, Jaroslav Kurzweil, em seus artigos (KURZWEIL, 1957; KURZWEIL, 1958a;
KURZWEIL, 1958b; KURZWEIL, 1959), construiu uma integral a partir de dificuldades pre-
sentes na teoria das equagdes diferenciais ordindrias. Este novo conceito de integral foi capaz
de englobar funcdes descontinuas e ainda de variagdo ilimitada, ou seja, funcdes altamente
oscilatorias. Um exemplo cldssico de fun¢do Kurzweil integravel e altamente oscilatéria € a
fungdo f definida no intervalo [0, 1] a valores reais tal que f(¢) = F(¢) (derivada de F), em que
F(t) =t’sen(t~2) em (0,1] e F(0) = 0.

De forma independente, em 1961, Ralph Henstock, introduziu o mesmo conceito de inte-
gral para fun¢des de uma varidvel. Por isso, esta integral, em muitos trabalhos, € referida como a
integral de Kurzweil-Henstock. As funcdes que sao integraveis no sentido de Kurzweil-Henstock
ndo sdo necessariamente absolutamente integraveis. Mas qualquer funcao absolutamente inte-
gravel, também é Kurzweil-Henstock integravel. Para mais detalhes, o leitor pode consultar os
trabalhos (GORDON, 1994; KURTZ; SWARTZ, 2011; LEE, 2011).

No que segue, passamos a descrever a teoria de integragdo de Kurzweil.

Sejam X e Y espagos de Banach com normas || - ||x e || - ||y respectivamente. Por L(X,Y),
denotamos o conjunto de todas as transformagdes lineares limitadas de X em Y. No caso particular
em que X =Y, escrevemos apenas L(X) ao invés de L(X,X). Por simplicidade, usaremos a

notagdo || - | para representar a norma em um espago de Banach qualquer.

Antes de apresentarmos a defini¢do da integral de Kurzweil, precisaremos de alguns

conceitos.

Seja [a,b] C R um intervalo compacto. Uma parti¢do marcada (também chamada
de divisdao marcada) do intervalo [a,b] é uma colec@o finita de pares, D = {(7;, [t;—1,4]),i =
L...,[D[} talquea=1) <tr <...<tp =bet€[ti-1,ti],i=1,2,...,|D[, em que |D| denota
o numero de subintervalos no qual a particio marcada é dividida. Os elementos 7; sdo ditos

marcas dos subintervalos [t;_1,4],i=1,2,...,|D|, de [a,b].

Uma fung@o positiva § : [a,b] — (0,0) é chamada de calibre de [a,b]. Sejam [a,b] um

intervalo e 8 um calibre de [a,b]. Uma parti¢do marcada

D = {to, T1,t1,- -, {ip|—1, Tp|, D[ }
serd dita 6-fina, se tivermos

[ti1,t] C (71— 06(%), T+ 6(T)),

paracadai=1,2,...,|D|.
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O préximo exemplo, emprestado de (SOUTO, 2013), Exemplo 3.1.1, mostra que para

um dado calibre 6 e uma divisdo de [0, 1], nem toda marca tornard a particdo marcada d-fina.

Exemplo 2.1.1. Considere a fungéo calibre §: [0, 1] — (0,0) dada por

e a seguinte parti¢io D = {[0,1],[4,3],[3.1]} de [0,1]. Note que nem toda parti¢do marcada
serd 0-fina. De fato,

e a particdo marcada D| = {(O, [O, %]) , (%, [%, %D , (1, [%, ID} é 6-fina;

e a particdo marcada Dy = {(%, [O, %D , (%, [%, %]) , (1, [%, 1])} nao é d-fina, pois

o5)# 52 (o) 102 (56)] =[]

O lema abaixo € de extrema importancia na definicdo da integral de Kurzweil, pois
garante a existéncia de uma particdo marcada d-fina para um dado calibre 6 em [a,b]. Sua
demonstragdo € andloga a prova do Lema 1.4 apresentado em (SCHWABIK, 1992).

Lema 2.1.2 (de Cousin). Dado um calibre § de [a,b], existe uma particdo marcada J-fina de
[a,D].

Agora, estamos em condi¢Oes de apresentar a defini¢do da integral de Kurzweil de uma
func¢do U : [a,b] X [a,b] — X.

Definicio 2.1.3. Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma fung¢do. Diremos que U é Kurzweil integravel
sobre [a, D], se existir I € X com a seguinte propriedade: dado € > 0, existe um calibre 6 de |a, b]

tal que
D

Y [U(z,0) = U (Titi1)] — 1

i=1

<E€

para toda parti¢do marcada 8-fina de [a,b], D = {(7;, [t;i-1,%]),i =1,...,|D|}. O elemento I € X
serd chamado de integral de Kurzweil de U sobre o intervalo [a,b] e serd denotado por I =
fab DU (t,t). Por # ([a,b],X) denotaremos o espaco das fungdes de [a,b] X [a,b] em X que sdo

Kurzweil integraveis.

Observacao 2.1.4. O Lema de Cousin garante a boa defini¢do da integral de Kurzweil. Além

disso, € facil verificar que a integral de Kurzweil, quando existir, serd tinica.

Observacdo 2.1.5. Quando |, f DU (t,t) existir, definiremos

/baDU(’L',t) _ —/abDU(T,t)

e usaremos a convengao fab DU (t,t) =0 quando a = b.
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Exemplo 2.1.6. Sejam f : [a,b] — X e U : [a,b] X [a,b] — X fung¢des em que U é dada por
U(t,t) = f(t)t. Neste caso particular, para uma parti¢do D = {(7;, [t;_1,4]),i = 1,...,|D|} de

la,b], temos
D| D]

Z[U<Ti7ti) Tl7tl 1 Zf Tz — i 1

i=1
e, quando existir, a integral de Kurzweil f . DU (7,1) coincidird com a integral de Perron, a qual

denotamos simplesmente por

b
/ f(s)ds.
a
Mais geralmente, podemos considerar o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.7. Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma fung¢do dada por U(7,t) = F(t)g(t) com F :
la,b] — L(X) e g : [a,b] — X. Neste caso particular, para uma parti¢io D = {(7;, [ti—1,4]),i =
.,|D|} de [a,b], temos

D D|
Y WU (Ti,6) = U(Ti,1-1)] = Y_[F (1) — F(t;-1)]g(:)
i=1 i=1
e a integral de Kurzweil [ f DU (7,t), quando existir, coincidird com a integral de Perron-

Stieltjes, a qual denotamos por

b
| dir@)ss).

Muitas vezes, precisamos que um certo ponto ¢ € [a,b] seja uma marca especifica de uma
particdo marcada d-fina de [a, b]. Para isto, basta tomarmos & tal que ¢ ¢ (7 — (1), T+ 6(7))
sempre que T # c e, assim, é suficiente que tenhamos §(7) < |1 — ¢| se T # ¢. Nestas condigdes,

diremos que & é c-especial ou que ¢ € especial em relagido a d.

Observacao 2.1.8. Para estendermos a integral de Kurzweil a intervalos ilimitados, precisamos
definir as d-vizinhangas de —oo € co. Tomemos §(—oo), §(c0) > 0 arbitrdrios e consideremos
[—oo, —ﬁ) e (ﬁ, oo} . Podemos afirmar que —oo e oo sdo especiais em relagio a qualquer
calibre definido em R = RU {—e, 0}, a reta estendida. De fato, sejam 0 um calibre definido
em [—oo, 0] € D = {(7;,[t;—1,t]),i = 1,...,n} uma particdo marcada 8-fina. Seja [t,_1,°] 0
ultimo intervalo de D. Assim, T, € [f,—1,°| C (ﬁ,w} , pois D é O-fina. Se T, # oo, entido
T, + 0(T,) < o0, 0 que contradiz a sentenga anterior. Portanto T, = oo, ou seja, & é «-especial.
Analogamente, demonstra-se que 6 € (—oo)-especial. Para mais detalhes, o leitor pode consultar
(BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Apresentaremos, agora, algumas propriedades da integral de Kurzweil de U : [a,b] X
la,b] — X, cujas demonstra¢des podem ser encontradas em (SCHWABIK, 1992), para o caso
em que X possui dimensao finita. No caso de X possuir dimensao infinita, as demonstracoes,
seguem de modo andlogo. Caso contrario, incluimos a demonstragao ou damos referéncia de

onde encontra-la.
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Teorema 2.1.9. Sejam U,V € % ([a,b],X) e c1,c; € R. Entdo ¢ ;U + 3V € # ([a,b],X) e

teremos b b b
/D[clU(T,t)—i—czV(’c,t)]:cl/ DU(T,t)+cz/ DV(1,1).
a a a

Teorema 2.1.10. Se ¢ € (a,b) e U : [a,b] X [a,b] — X for tal que U € J# ([a,c],X) e U €
H ([c,b],X), entdo U € J# ([a,b],X) e valerd a igualdade

/abDU(r,t) = /aCDU(T,t)Jr/CbDU(T,;),

O préximo resultado € conhecido como Teorema de Hake para a integral de Kurzweil.
Teorema 2.1.11. Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma fung¢@o tal que U € % ([a,c|,X) para todo
¢ € [a,b) e suponha que o limite

fim MDU(r,t)—U(b,c>+U(b,b)] .y

c—b~

exista. Entdo U € J# ([a,b],X) e valerd a igualdade

/abDU(”L',t) =1.

Observacao 2.1.12. Vale um resultado andlogo ao teorema acima para o caso em que U €
 ([c,b],X) para todo ¢ € (a,b]. Assim, fica claro que as integrais de Kurzweil “impréprias”
também sdo integrais de Kurzweil, ou seja, a integral de Kurzweil € invariante por extensdes de
Cauchy. (Veja (SCHWABIK, 1992)).

Observacao 2.1.13. A integral de Kurzweil também € linear e aditiva em intervalos subjacentes.

As provas dos préximos resultados para o caso em que X € um espaco de Banach de
dimensao finita podem ser encontradas em (SCHWABIK, 1992) no Lema 1.13 e no Teorema

1.16 respectivamente. As provas correspondentes para X com dimensao infinita sdo andlogas.

Lema 2.1.14 (Saks-Henstock). Seja U : [a,b] x [a,b] — X uma fungdo tal que U € % ([a,b],X).
Dado € > 0, suponha que exista um calibre 0 de [a,b] tal que

D|

Y [U(5.) — U (%, 1)] —/bDU(r,t)
i=1 a

<E&

para toda parti¢do marcada 8-fina D = {(7;, [t;—1,4]),i = 1,...,|D|} de [a,D]. Se
a<B<E <N<B<EHL<pS . <Bu<En <t <Ph

for tal que [B;, %] C (& —6(&), &+ 0(&)), parai=1,2,...,m, entdo

==

<E.

{[U(éi, 7~ U(E B~ /;'Dw,r)}

i=1
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Teorema 2.1.15. Sejam U : [a,b] X |a,b] — Xuma fungdo tal que U € # ([a,D],X) e ¢ € [a,b)].
Entao

N
lim{/DU(T,t)— cs+Ucc} /DU’Ct

a

S§—C

S§—C

lmL/DUr0+U@s ]l/DUTt

Observacao 2.1.16. O Teorema 2.1.15 nos mostra que a fung¢ao
S
EMHH/DWW%
a

isto €, a integral indefinida de U, ndo € necessdriamente continua. Tal integral indefinida sera
continua em c¢ € [a,b| se, e somente se, a fungdo U(c,-) : [a,b] — X for continua em c. Em

particular, a integral indefinida de Perron-Stieltjes ndo € necessariamente continua.

Uma classe de fungdes importante e que nos serd muito util € a classe de funcdes
regradas que passamos a descrever. Uma fung@o f : [a,b] — X serd dita regrada, se os limites
laterais lim_,,~ f(s) = f(t~) € X, para t € (a,b] e lim;_,;+ f(s) = f(t7) € X, para t € [a,b)
existirem. Neste caso, escreveremos f € G([a,b],X). Se f for regrada e continua a esquerda,
escreveremos f € G~ ([a,b],X). Fungdes regradas definidas em intervalos ilimitados também
podem ser consideradas. Em particular, o espaco de todas as fungdes regradas f :J — X, com J
um intervalo qualquer da reta real, é denotado por G(J,X ). Chamamos a atencdo do leitor para o
seguinte fato: G(J,X)NB(J,X), em que B(J,X) denota o espaco de todas as fungdes limitadas

de J em X, € um espago de Banach com a norma do supremo,
[1f1leo = sup | £(£)]]-
teJ

Também podemos considerar o subespaco Go(J,X) de G(J,X) de todas as fungdes f: J — X
tais que

supe” || f(s)[| < oo.
seJ

Assim, Gy(J,X) equipado com a norma
A1l = Suge_(s_tO)\lf(S)H, f € GolJ,X),
NS

é um espaco de Banach. Veja (SLAVIK, 2013) para mais detalhes.
Diremos que f é de varia¢io limitada no intervalo [a, b], se
) D]
vargf = sup ) [|f(t:) — f(ti-1)l] <o,

dePlab]i=1

em que Z[a,b] denota o conjunto de todas as parti¢des de [a, b] e |D| é o nimero de subintervalos

da forma [t;_1,#;] de uma particdo D de [a,b]. Representaremos o espago de todas funcdes
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f :[a,b] — X de variacio limitada por BV ([a,b],X). E sabido que BV ([a,b],X ), munido com a
norma da variagdo,

1fllsv = 11 (a)|| +vargf,

¢ um espacgo de Banach.

Observacao 2.1.17. Sdo bem conhecidos os seguintes resultados sobre fun¢des regradas:

(i) G([a,b],X), munido com a norma usual do supremo, | - ||w, definida por
Il fllc = sup ||f(¢)]], para f € G([a,b],X), é um espago de Banach;
t€la,b]

(i) G([a,b],X) D BV([a,b],X) e G([a,b],X) D C([a,b],X) em que C([a,b],X) denota o es-
paco das fungdes de [a,b] em X que sdo continuas;

(iii) Se f € G([a,b],X), entdo para todo € > 0, os conjuntos

{rela.b) lf¢")—f@)ll =€} e {te(abllf)-f)]>e}

serdo finitos.
As provas das afirmacdes acima podem ser encontradas em (HONIG, 1980).

O resultado a seguir fornece condi¢des que garantem a existéncia da integral de Perron-
Stieltjes em espacgos de Banach. Para uma demonstracao, o leitor pode consultar (SCHWABIK,
1996), Proposicao 15.

Teorema 2.1.18. Se g : [a,b] — X for uma funcéo regrada e F : [a,b] — L(X) for uma funcéo

de variagdo limitada em [a, b], entdo a integral de Perron-Stieltjes | f d[F(s)]g(s) existira.

Apresentaremos, agora, uma versiao do Teorema de Integrag@o por Partes para fungdes
Perron-Stieltjes integraveis e uma versao do Teorema Fundamental do Célculo para fungdes
Perron integraveis. Suas demonstracdes podem ser encontradas em (FEDERSON, 2002b),

Teorema 6 e Coroldrio 5 respectivamente.

Teorema 2.1.19 (Integracéo por Partes). Se f € BV ([a,b],L(X,Y)) e g : [a,b] — X for Perron

integravel, entdo f - g : [a,b] — Y serd Perron integravel e as igualdades

b b
(Aﬂ%@w=éf®@® @.1)

b _ _ b
| g = F(e)s) - Flsta) - [ arwzo 22)

serdo validas, em que

3(0) = /atg(s)ds e fi1) = /at Fls)ds, t€lab]
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A seguir, apresentamos um resultado que satisfaz um dos objetivos da criag@o da integral
de Kurzweil-Henstock: o de construir uma teoria de integracdo que possibilite a reconstrucio de

uma func¢do por meio de suas derivadas.

Teorema 2.1.20 (Fundamental do Calculo). Se F : [a,b] — X for continua e existir sua deri-

vada, F(t) = f(t), para todo t € [a,b], entdo f : [a,b] — X sera Perron integravel e teremos
t
/f(s)ds:F(t)—F(a), € [a,b).
a

O préoximo teorema, conhecido como Teorema de Mudanga de Varidvel, pode ser en-
contrado em (SCHWABIK, 1992) para o caso n-dimensional e em (BONOTTO; FEDERSON;
MESQUITA, 2021) para espacos de Banach.

Teorema 2.1.21 (Mudanca de Variavel). Seja X um espaco de Banach. Assuma que —oo <
c<d<eeque¢:|c,d — R éuma funcio continua estritamente monétona em [c,d]. Seja
U:[¢(c),d(d)] x[¢(c),d(d)] — X uma fun¢do dada. Se uma das integrais

[ pucen. ["putee).ew)
0(c) e ’

existir, entdo a outra integral também existird e valerd a igualdade
¢(d) d
| putea = [ DU(6(0).6(5)).
¢(c) ¢

Agora, apresentamos um Teorema da Convergéncia Dominada para a integral de
Perron. Para uma prova deste resultado, o leitor pode consultar (SCHWABIK, 1992), Corolério
1.31.

Teorema 2.1.22 (Convergéncia Dominada). Sejam { f, },cy uma sequéncia de fungdes Perron

integraveis de [a,b] em R e f : [a,b] — R uma funcao satisfazendo as condi¢des:

(1) fn — f quase sempre (no sentido da medida de Lebesgue, neste caso escrevemos simples-

mente q.s.);

(ii) existe uma fung@o Perron integrdavel ndo negativa g : [a,b] — R tal que |f,,| < g g.s., para
todon € N.

Entdo f serd Perron integrdvel e
b b
lim/ fn(t)dt:/ f(t)dr.
n—eo Jq a

Apresentamos a seguir, a condicdo forte de Lusin. Para mais detalhes, o leitor pode
consultar (FEDERSON, 1999) e (ENE, 1993).
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Diremos que uma fungdo F : [a,b] — R" satisfaz a condicéo forte de Lusin se para cada
€ > 0 e cada conjunto E C [a,b] de medida de Lebesgue nula, isto é, tal que m(E) = 0, existir
um calibre § de E tal que, para toda particdo parcial marcada 8-fina D = (7;,J;) de [a,b], com
t;€Eej=1,2,...,|D|, tenhamos

D)
Z,IHF(tj)_F(tjl)H <e.
=

Neste caso, escreveremos F € SL([a,b],R"). Note que qualquer fun¢do absolutamente
continua satisfaz a condi¢ao forte de Lusin que, por sua vez, € continua. A prova do proximo
resultado pode ser encontrada em (FEDERSON, 1999).

Teorema 2.1.23. Dada uma fun¢io g € SL([a,b],R), para fi € # ([a,b],X) e f>: |a,b] = X
com f] = f» q.s., temos f> € % ([a,b],X) e

b b
| pndst)= [ s,

Definiremos, agora, um espaco de classes de equivaléncia de funcdes Perron-Stieltjes
integraveis para que possamos considerar solu¢gdes que satisfazem algumas propriedades, exceto
em um conjunto de medida de Lebesgue nula. As consideragdes que seguem, serdo Uteis no

proximo capitulo.

Dada g € SL([a,b],R), para f € 2 ([a,b],R) definimos
70 = [ £)ds(s)

em que f € [a,b]. Em J# ([a,D],R), consideramos a relagdo de equivaléncia fi = b g Sempre
que fi = f2 g.s., assim como em (FEDERSON, 1999). Entdo, denotamos por K([a,b],X) o
espaco de todas as classes de equivaléncia sob tal relagao de equivaléncia. Além disso, dotamos o
espago Ky ([a,b],X) com a norma de Alexiewicz (veja (ALEXIEWICZ, 1948) e (FEDERSON,
1999)) dada por

171 = || felle-

Ag = sup
a<t<b

[ rs)asts)

Para o caso em que g é a fun¢io identidade, o leitor pode consultar a referéncia (HONIG, 1989).

No que segue, apresentamos o Teorema Fundamental do Célculo para fun¢des que
satisfazem a condi¢ao forte de Lusin. A demonstra¢do do préximo resultado pode ser encontrada
em (FEDERSON, 1999).

Teorema 2.1.24. Sejam g, F € SL([a,b],R), ambas diferencidveis g.s. em [a,b] e f: [a,b] = R
tal que F(t) = f(¢)g(t) para quase todo t € [a,b]. Entdo f € Perron-Stieltjes integravel sobre
la,b] e

F(r)= /a[f(s)dg(s), para todo ¢ € [a,b].
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Reciprocamente, se g € SL([a,b],R) for diferencidvel g.s. em [a,b] e f for Perron-Stieltjes
integrével e limitada, entdo F(t) = [} f(s)dg(s) € SL(|a,b],R) e existird

F(t)= f(t)¢(t), paraquase todo t € [a,b].

Denotemos por .Z([a,b],R) o conjunto de todas as fungdes f : [a,b] — R que sdo
Lebesgue integraveis com integral finita. Encerramos esta secao, apresentando exemplos que

mostram que a integral de Kurzweil é mais geral que a integral de Lebesgue.
Exemplo 2.1.25. Seja F : [0, 1] — R definida por

sen(t %), 0<r<l1
Flr) = sen(r™7), <t<1,
0, t=0,

e seja f = F (derivada de F). Como f é uma fun¢do Riemann imprépria integravel, f €
A ([a,b],R), visto que a integral de Kurzweil contém suas integrais impréprias (veja (LEE,
1989), Extensdo de Cauchy). Entretanto f ¢ Z([a,b],R), uma vez que f ndo é absolutamente
integravel (veja (DEPREE; SWARTZ, 1988)). Note que tanto f quanto F' ndo sio de varia¢ao

limitada.

Exemplo 2.1.26. Seja f : [0,00) — R definida por

10 = 5 A )

em que Yg representa a fun¢io caracteristica de um conjunto Lebesgue mensuravel E. Note

que
1 1
f(x)=—=1xa(x)+ 5 X023 (x) — 3 X34 () 4+
c
I /Af( Jdx— 14— = 2
Aglzo 0 X ax= 2 3 - e

Como existe a integral de Riemann imprépria de f, f € #([0,%0),R). Entretanto,

J

Logo f ndo é Lebesgue integravel (com integral finita).

1 1
=14+—-4+—-—+-... =0,
JU=ttgtge

)

A préxima se¢do € dedicada as equagdes diferenciais funcionais em medida e algumas de
suas propriedades fundamentais. Faz-se necessario tal estudo, pois, no Capitulo 3, trabalharemos

com esta classe de equacdes.
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2.2 Equacoes diferenciais funcionais em medida

O estudo de equacoes diferenciais em medida (escreveremos, simplesmente, EDMs)
se iniciou na década de 1960 com os trabalhos de W. Schmaedeke (SCHMAEDEKE, 1965) na
teoria de controle e de P. Das e R. R. Sharma (veja (DAS; SHARMA, 1971; DAS; SHARMA,
1972)). O objetivo principal do conceito de EDMs € a descri¢c@o de sistemas expondo solugdes
descontinuas causadas pelo comportamento impulsivo do sistema diferencial. Uma solucao de
uma EDM é, em geral, uma fun¢do descontinua de variagdo limitada. Tal solucdo apresenta
propriedades similares as solu¢des das equacdes diferenciais ordindrias generalizadas, cuja teoria

serd apresentada mais adiante, no Capitulo 4.

Em 2012, os autores de (FEDERSON; MESQUITA; SLAVIK, 2012) introduziram uma
nova classe de equagdes diferenciais chamadas equagdes diferenciais funcionais em medida para
a qual usaremos a forma abreviada EDFMs. Esta classe de equagdes engloba outros tipos de
equacdes tais como: equacdes diferenciais funcionais impulsivas e equagdes dinamicas funcionais

em escalas temporais.
No que segue, passamos a decrever alguns aspectos basicos da teoria de EDFMs.

Sejam r,6 > 0 ndmeros dados, tp € R, f : Q X [ty,to + 0] — R uma fungéo, com Q C
G([—r,0],R"™), Q um conjunto aberto e u: [ty + 6] — R. Consideramos equag¢des da forma

Dx = f(x;,t)Du, (2.3)

em que Dx e Du representam as derivadas distribucionais no sentido de L. Schwartz das fun¢des x
e u respectivamente. A funcdo memoria x; : [—r,0] — R” dada por x;(0) = x(t+0),0 € [—r,0]
descreve a historia de eventos no lapso de tempo entre causa e efeito. Equacdes do tipo (2.3) s@o

conhecidas como equacoes diferenciais funcionais em medida.

Como nosso foco ndo € o estudo da teoria de distribui¢cdes pois, apesar delas aparecerem
na equacao (2.3), ndo trabalharemos diretamente com elas, o leitor interessado pode encontrar
todas as propriedades e resultados importantes de derivacdo de distribui¢des em (HORMANDER,
2007). Em geral, a funcdo u em (2.3) ndo sera de variacdo limitada. Entdo, na maior parte dos
casos, usaremos a forma integral da equacgdo diferencial em medida e de todas as equagdes

diferenciais que lidaremos neste trabalho.

Assim, sob determinadas condi¢des, veremos que a EDFM dada por

Dx = f(x,t)Du 2.4)
xlo = ¢7
terd a seguinte forma integral
t
t)=¢(0)+ 5,8)d
) = 0(0)+ [ floes)du(s s

-xt() :¢7
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quando a integral existir em algum sentido.
Diremos que uma fungdo f: Q X [to,to + 0] — R" é regrada, se

t— f(x;,t) for uma fungdo regrada para cada x; € R".

O teorema a seguir, cuja prova pode ser encontrada nas referéncias (FEDERSON;
MESQUITA; TOON, 2015; DAS; SHARMA, 1972), estabelece uma relagao entre (2.4) e (2.5).

Teorema 2.2.1. Suponha que f(x;,#) seja uma funco regrada e u : [ty,7p + 6] — R continua a
esquerda e de variagdo limitada. Entdo, a funcdo x : [to — r,fp + 6] — R”" serd uma solugdo de
(2.4) (i.e., x satisfaz a equagdo (2.4) g.s.) se, e somente se, x : [fo — r,fo + 0] — R” satisfizer a

equagdo integral (2.5) em [t — 1,10 + O.

Observacdo 2.2.2. O teorema anterior continuard sendo verdadeiro, se supusermos u: [ty,o0) —
R continua a esquerda e localmente de variagdo limitada em [ty, ) e f: G([fg,0),R") X [tg,0) —
R" uma funcao regrada. Veja (MONTEIRO; SATCO, 2017).

Agora, suponhamos que f : G~ ([—r,0],R") X [ty,1p + 6] — R”" seja uma fungio tal que,
para cada y € G~ ([to — ,tp + o], R"), a aplicag@o t — f(y:,¢) seja Kurzweil integravel com
respeito a uma fung@o ndo decrescente u : [fy, 79 + 6| — R. Além disso, assumimos as seguintes

condicdes:

(A) Existe uma funcdo Lebesgue-Stieltjes integravel M : [ty,fo + 0] — R tal que para todo x e
quaisquer uy,u € [to,to+ O],

/Mﬂaﬁmmg

uj

g/mM@mmx

uj

(B) Existe uma fun¢do Lebesgue-Stieltjes integravel L : [ty, o + o] — R tal que para todo x,y
e quaisquer uy,uy € [ty,to + O],

[ 1) = £ 9)lduts)

1

</ T2L<s>||xs—ys||du<s>.

Com as condig¢des (A) e (B) é possivel provar o seguinte resultado (veja (FEDERSON;
MESQUITA; TOON, 2015)).

Teorema 2.2.3. Considere o problema (2.5) e suponha que as condigdes (A) e (B) sejam sa-
tisfeitas. Entdo, existe um A > 0 tal que no intervalo [fo,? + A] existe uma tnica solugdo
x: [to —r,to+A] — R" do problema (2.5).

Recentemente, os autores de (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021) mostraram
que as condi¢des (A) e (B) podem ser enfraquecidas. Podemos assumir a existéncia de fungdes
M: [tp,0) = Re L: [ty,0) — R localmente Perron-Stieltjes integraveis no lugar de Lebesgue-
Stieltjes integraveis. Além disso, note que o Teorema 2.2.3 garante a existéncia e unicidade
local de solu¢des do problema (2.5). Na maioria dos resultados demonstrados no Capitulo 3,

assumiremos a existéncia global de solugdes.



37

CAPITULO

OSCILACAO DE SOLUCOES DE EQUACOES
DIFERENCIAIS COM RETARDOS E
IMPULSOS

Neste capitulo, apresentamos os conceitos de oscilagiao e nao oscilacao de solugdes de
equacdes diferenciais com retardos e impulsos, em que as func¢des envolvidas t€ém como conjunto
imagem um subconjunto de R”. Obtivemos critérios de oscilagdo e ndo oscilagdo para esta classe

de equacdes.

A teoria contida neste capitulo € inédita e generaliza os resultados apresentados em (AP.
SILVA, 2017) e (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021). Nestas referéncias, propomos
critérios de oscilacdo e ndo oscilacdo para a mesma classe de equacdes que trataremos aqui,
entretanto para o caso particular em que as funcdes envolvidas nas equacdes diferenciais assumem
valores em R. Os principais resultados apresentados neste capitulo foram incluidos no artigo
(AP. SILVA; FEDERSON, 2021), que encontra-se submetido para a publicacao.

3.1 Motivacao

Assim como no capitulo anterior, consideramos quase sempre (abreviadamente, g.s.) no

sentido da medida de Lebesgue.

Seja 1y € R. Diremos que uma fungéo f : [fy,0) — R € positiva ¢.s. no futuro, se existir
T > 1y tal que f(¢) > 0 para quase todo ¢ > T. Analogamente, diremos que f : [fg,o0) — R é
negativa ¢.s. no futuro, se existir 7 > 1 tal que f(z) < 0 para quase todo ¢ > T. Uma fun¢@o
£+ [to,0) — R serd dita ndo oscilatéria se for positiva ou negativa g.s. no futuro. Caso contrério,
f serd dita oscilatéria. Veja (AP. SILVA, 2017; AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021; AP.
SILVA; FEDERSON, 2021).
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Geralmente, todos os tipos de oscilagdo que estudamos estao relacionadas a fungdes cujo

contradominio € um subconjunto da reta. Surge, entdo, uma pergunta natural:
O que seria oscilar em R"*?

Para respondermos a esta pergunta, vamos analisar algumas situagdes.
Sabemos que as fungdes x(¢) = cos(t) e y(t) = sen(z) sdo fungdes oscilatérias. Considere

f:R — RxR

t — (cos(t),sen(t)).
O que esperar de f?

A trajetdria de f é dada por

Figura 1 — Trajetoria de f.

Uma analise semelhante pode ser feita para

¢:R — RxR
t o= (1,1%).

Observe que as fungdes coordenadas x(¢) = ¢ e y(t) = t* sdo ndo oscilatérias.
O que esperar de g?

Abaixo, segue a trajetdria de g.

Figura 2 — Trajetéria de g.
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Outra situacao € a seguinte. Consideremos a fun¢do

h:R — RxR
t — (?,sen(r)).

A funciio coordenada x(t) = t? é ndo oscilatéria, enquanto que y(¢) = sen(t) é oscilatdria.

O que esperar de h?

Observe a trajetoria de & a seguir.

Y

AV
VA

Figura 3 — Trajetdria de A.

Existem aplicacdes em Fisica seguindo esta linha de raciocinio. Por exemplo, a curva
de Lissajous (também chamada figura de Lissajous ou curva de Lissajous-Bowditch) € o grafico

produzido por um sistema de equagdes paramétricas
x(t)=A-sen(a-t+9), y(t)=B-sen(b-1),

em que A, B sdo constantes e a, b, 6 sdo constantes positivas. Essa familia de curvas foi estudada

por Nathaniel Bowditch em 1815 e, mais tarde, por Jules Antoine Lissajous, em 1857.

A aparéncia do grafico € altamente sensivel a razdo a/b. Quando a razdo é 1, o grafico
produzido é uma elipse, podendo também formar circulos quando A = B, § = 7 /2 radianos, e
retas, quando a = b e & = 0. Outro gréfico simples de Lissajous é uma parabola, quando a/b =2
e 0 = m/2. Outras razdes produzem gréaficos mais complicados. Os graficos de Lissajous sdo
estéticos (ou seja, se fecham numa figura visivel), quando a razdo a/b é um ndmero racional.
Antes dos computadores modernos, as curvas de Lissajous eram tipicamente geradas por um
osciloscopio (veja Figura 4). O osciloscopio € um aparelho que recebe sinais de ondas de diversos

tipos e os representa graficamente.

e =
.« b g 4B .
N T ,_J

Figura 4 — Osciloscépio.
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Seguem alguns exemplos de curvas de Lissajous

(i) x(t)=sen(t+m/2), y(t)=sen(2t),
(ii) x(t) =sen(3t+m/2), y(t) = sen(2t),
(iii) x(tr) =sen(3t+m/2), y(t) = sen(4t),
(iv) x(t) =sen(5t+m/2), y(t) = sen(41).

(i) (i) (i) (iv)

Figura 5 — Curvas de Lissajous.

Tudo isso nos mostra que faz sentido estudar oscilagdo de fungdes cujo contra dominio €
um subconjunto de R”. A partir destas situacdes, somos levados a definir oscilacdo em R" da

forma seguinte.

Definicao 3.1.1. Uma fungdo x : R — R” sera dita oscilatdria, se pelo menos uma das suas
fun¢des componentes for oscilatéria (i.e., ndo € positiva nem negativa ¢.s. no futuro). Caso

contrario, x sera dita ndo oscilatéria.

3.2 Critério de oscilacao

Em (YAN, 2001), o autor fornece critérios de oscilagdo e nao oscilacao para uma classe
de equacdes diferenciais impulsivas com argumento avancado cujas func¢des envolvidas tomam
valores em R e sdo continuas por partes. Em (AP. SILVA; FEDERSON; GADOTTI, 2021),
apresentamos critérios de oscilagao e nao oscilacdo para uma classe de equagdes diferenciais
em medida com retardamento, em que as funcdes envolvidas, tomando valores em R, podem
ter muitas descontinuidades e ainda podem ser altamente oscilatérias, uma vez que usamos as
integrais de Perron e Perron-Stieltjes para o tratamento destes problemas. Nosso objetivo, aqui,
€ propor critérios de oscilacdo e ndo oscilacdo para uma classe de equagdes diferenciais com
vérios retardos e impulsos, assumindo, agora, valores em R”". Os resultados que apresentaremos
nesta secdao também podem ser encontrados em (AP. SILVA; FEDERSON, 2021).

Seja tp € R. Usaremos a notagdo SL;,([tp,*0),R) para representar o conjunto de todas
as fungdes f : [fy,o0) — R que satisfazem a condigédo forte de Lusin em cada intervalo compacto

de [fp, o). Notamos que se f € SL;,.([fo,>0),R), entdo f serd uma fun¢do continua em [tg, o).
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Considere o sistema de equacdes diferenciais com varios retardos discretos e impul-

sos em tempos pré-fixados (abreviadamente, sistema de EDRIs)

=—pit)yi(t—71;)g; tFH,
Vj pjt)yj(t—1j)8; 1#1 (3.1)

yj(f/j) —yite) =byite), j=1,...,n,
em que k € N, 7; > 0 é uma constante, p; : [fo,0) — R e g; : [fg,o0) — R sdo fungdes para cada

Jj=1,...n, satisfazendo as seguintes condicdes:

(Cl) rp<tf <...<t<...sdo elementos fixos de R com klim ty = oo
—>00

(C2) by > —1,keN;
(C3) paracada j=1,...,n, g; € SLjyc([to,%°),R) e p; ¢ limitada;

(C4) para cada intervalo compacto [a,b| de [tp,0) a integral de Perron-Stieltjes [ f pj(s)dg;(s)
existe, paracada j=1,...,n.

Defini¢so 3.2.1. Uma fungdo y: [tp,0) — R” serd uma solugdo de (3.1) em [fg, ), se (y(¢),t) €

G~ ([to,),R") x [tg,°) e, para cada j = 1,...,n, a fungdo componente y; de y satisfizer

yi(t) = —pjt)y;{t —7;);(t),

para quase todo 1 € [fg, ) e
Yi(t) = i(te) = biyj(te),  se ti € [to, ).

Assim como em (YAN, 2001), junto com o sistema de EDRIs (3.1), consideramos o
seguinte sistema auxiliar de equagdes diferenciais com varios retardos discretos e sem impulsos

(abreviadamente, sistema de EDRs)

Xj=—Pj(1)x;(r — ))&, (3.2)
em que
_ -1 .
Pity= [l (4b) 'pj(t),t>10 e j=1,...,n.
l‘*l'jgtk<l‘

De acordo com a Defini¢do 3.2.1, uma fungdo x: [fy,0) — R” serd uma solucdo de (3.2)
em [tg,o0), se (x(t),t) € G~ ([tg,o0),R") X [fo,°) e, para cada j = 1,...,n, a fungdo componente
x; de x satisfizer

xj(1) = —Pj(1)x;(r — 7;),(1),
para quase todo ¢ € [tg, o).

Devido ao Teorema 2.1.24, temos a seguinte equivaléncia: uma fungéo x: [fy,) — R”
serd uma solugdo de (3.2) se, e somente se, a fungdo componente x;: [fo,0) — R de x satisfizer

a seguinte equacao integral com retardo distribuido

t

xi(t)—xj(t")y=— [ Pi(s)xj(s—1;)dgi(s), je{l,....n} e 1 €]tg,).

[/
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Os comentdrios que seguem dizem respeito a definicao cldssica de oscilacao.

Observacio 3.2.2. Consideremos a defini¢do cldssica de oscilac@o, isto é, uma fungdo f: [fg,0) —

R seré oscilatdria, se f nao for positiva nem negativa no futuro.

@)

(ii)

(1i1)

Note que as solugdes de (3.1) serdo oscilatdrias para by < —1, para todo k£ € N. De fato,

basta observarmos que, paracada j =1,...,n, vale

i) = yi(a) (1 +be)y;() = yi()*(1+be) <0.
Logo, y; € oscilatdria para todo j = 1,...,n e, portanto, y oscila.

Seja j € {1,...,n} fixo. Se P;: [fy,°0) — R for uma fungdo regrada e g;: [f9,o) — R for
uma fun¢fo continua a esquerda e localmente de varia¢do limitada em [fg, o), entdo a fun-
¢do x;: [fp,°0) — R serd uma solugdo da equacdo diferencial em medida (abreviadamente,
EDM)

Dxj = —Pj(1)x;(t — 7;)Dg (),

em que Dx; e Dg; representam as derivadas distribucionais das fungdes x; € g; se, €

somente se, x; satisfizer a seguinte equacao integral com retardo distribuido

t
50 =x5,(0) = = [ P = 7)dey ),
em que ¢’ € [fp,o0). Veja o Teorema 2.2.1 e a Observagdo 2.2.2

Utilizando a defini¢c@o clédssica de oscilagdo, o problema impulsivo (3.1) poderia ser
substituido pelo sistema de EDMs impulsivas

Dv:=—p:(t)yv:(t—7T;)De; t Ik,
vj =—pj(t)y;(t—1,)Dg; 1#u (3.3)

yj(’;j) =yit) =byite), j=1,....n,
em que k € N, 7; > 0 é uma constante, p; : [fg,0) = R e g;: [fy, o) — R sdo funcdes para

cada j = 1,...n, satisfazendo as seguintes condi¢des:

o fp<t <...<ty <...sdo elementos fixos de R com lim #; = oo;
k—»o0

e by >—1,keN;

e p; € uma funcio regrada e g; € uma func¢io continua a esquerda e localmente de

variagdo limitada em [ty, ), paratodo j =1,...,n.

O teorema a seguir nos fornece uma correspondéncia entre solucdes oscilatérias no

seguinte sentido: solugdes oscilatdrias do sistema de EDRIs também sdo solucdes oscilatérias do

sistema de EDRs nao impulsivas e vice-versa. Assim, se nosso interesse € obter informagdes a

respeito do comportamento oscilatorio de solugdes de (3.1), podemos trabalhar com o sistema

(3.2) e levar as informacodes obtidas para o problema impulsivo.
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Teorema 3.2.3. Assuma que as condi¢des (C1) e (C2) sejam satisfeitas. O sistema de EDRIs
(3.1) terd uma solucao oscilatéria se, e somente se, o sistema de EDRs sem impulsos (3.2) tiver

uma solucdo oscilatoria.

Demonstragdo. Seja y: [tp,0) — R”" uma solug@o ndo oscilatéria de (3.1). Entdo, todas as
fungdes coordenadas y;, j = 1,...,n, serdo nao oscilatorias. Assim, devemos ter coordenadas
positivas g.s. no futuro ou negativas ¢.s. no futuro, isto &, existe T; > o tal que y;(¢) > 0 ou
yj(t) <0 para quase todo t > T e j fixado.

Defina, para cada j = 1,...,n, a fungdo x;: [tg,o0) — R por
xj(t) = I_I (l—f-bk)_lyj(l‘).
Tj<t<t

Logo, teremos x;(¢) > 0 para quase todo ¢ > Tj, se y; for positiva ¢.s. no futuro e x;(z) <0
para quase todo r > Tj, se y; for negativa ¢.s. no futuro. Portanto, em qualquer caso, x(t) =
(x1(),...,xn(r)) serd ndo oscilatéria. Além disso, x: [ty,0) — R”", definida como anteriormente,

€ solucao do sistema (3.2). De fato,

Xj(t) +Pji(t)x(t — 7)§,(t)
= [1 Q+e0) 'y +Pi(0) [T Q400 it —1)g,)

Tjgl‘k<l‘ Tjgtk<l‘f‘l,'j
= T (480" [yi(t)+p(t)yi(t —17)8;(t)] =0,
Tj<t<t

para quase todot > T+ T;.

Reciprocamente, suponhamos que x: [fp,o0) — R” seja uma solu¢do ndo oscilatéria de
(3.2). Entdo todas as fungdes coordenadas x ; serdo ndo oscilatérias. Dai, podemos ter coordenadas

positivas g.s. no futuro e negativas g.s. no futuro.

Defina, para cada j = 1,...,n, afungdo y;: [fg,o0) — R por
yj(t) = H (1 —l—bk)xj(t).
Ti<ty<t
Se x; for positiva g.s. no futuro, y; sera positiva g.s. no futuro. Se x; for negativa g.s. no futuro,
y;j serd negativa q.s. no futuro. Logo, todas as fungdes coordenadas y; de y serdo ndo oscilatorias.
Portanto, y(¢) = (y1(¢),...,yn(t)) serd ndo oscilatéria e, além disso, y serd uma solugdo de (3.1).
De fato,

yi(t)+pt)y;(t—1);(t)
= [1 a+b0ii@)+pi(e)  TT (U +b)xj(r—17)g;(r)

Tjglk<l Tj§1k<l—’l7j
= H (1+by) (Xj(t)+ H (1-l-bk)_]pj(t)xj(t—”L'j)gj(t)>
Ti<n<t t—T; <ty <t

= [T (04b0) () + Pie)x;(e — 77)8;(t)) =0,

Ti<n<t
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para quase todo t > T+ 7;. E, ainda, paracadak € Ne j € {1,...,n} fixado, temos
yitd) = lim [T (A+b)x;e)= JT (1+bi)x;(n)
t_>tk Tj§l5<t Tjﬁl‘iﬁl‘k

yil) = T (1+bi)xj(n).

T;<t;<ty

Assim, para 1y > T+ Tj, k € N, temos y;(t;") = (14 by )y; (). Portanto, y é solugdo do sistema
impulsivo (3.1). O

Como consequéncia da demonstracdo do teorema anterior, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.4. Assuma que condi¢des (C1) e (C2) sejam satisfeitas.

(i) Se x: [tp,o0) — R" for uma solugdo do sistema de EDRs sem impulsos (3.2) em [0, o),

com O > fy, entao

y)= [T (1+b)x()

o<t <t

serd uma solugdo do sistema de EDRIs (3.1) em [0, o0).

(ii) Sey: [ty,o0) — R”" for uma solugdo do sistema de EDRIs (3.1) em [0,), com © > f,

entao

x(t)= [T (1+b)~ ')

o<t <t

serd uma solugdo do sistema de EDRs sem impulsos (3.2) em [0, o).

O préoximo resultado assegura que, sob determinadas condicoes, todas as solu¢des da
equagdo (3.1) serdo oscilatérias. Lembramos que por K, ([a,b],R) denotamos o espaco das

classes de equivaléncia apresentado no Capitulo 2.

Teorema 3.2.5. Assuma que condigdes (C1) até (C4) sejam satisfeitas e que p; € K,([a,b],R),

para cada subintervalo compacto [a,b] C [fy, ), para todo j = 1,...,n. Se existir jo € {1,...,n}
tal que

o - ! 1

(i) limsup H (14+bx)” "pjy(s)dgj,(s) > 1,

[—yoo tirj() S*TjOSl‘k<S

(i) gj,: [to,o°) — R seja uma fungdo nao decrescente em [fg, ), e
(i) pj,(s) >0,

entdo todas as solucdes de (3.1) serdo oscilatoérias.
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Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que y: [fp,0) — R” seja uma solugdo nao oscilatéria
de (3.1). Logo, todas as fungdes coordenadas y; de y serdo nao oscilatérias. Sem perda de
generalidade, assuma y;: [fp,0) — R positiva g.s. no futuro. Entdo, existe 7] > fy tal que

yi1(t) > 0 para quase todo ¢ > Tj.

Pelo Corolério 3.2.4, o sistema de equacdes (3.2) também terd uma solugao x definida
em [T7,°0) em que a fungdo coordenada x; € positiva g.s. no futuro. Assim, integrando a primeira

entrada de (3.2) de t — 7] a¢t, obtemos, parat > Ty + 11,

t

(O —xi(t—m) = —/ Pi(s)x1 (s — 71)dgi (s) < 0,

—7

uma vez que x (¢t — 7;) > 0 para quase todo ¢ > T + ;. Portanto, x; (t) < x| (¢ — 7 ) para quase
todo r > T7 + 7;. Entéo,

t

xl(t—’cl)/tt Pi(s)dg1(s) S/ Py (s)x1(s—11)dgi(s),

—T —T
para quase todo t > T; + 71. Assim,

t

Ole(l‘)—f—xl(l‘—ﬁ) |: Pl(S)dgl(S)—1:| ,

—T

para quase todo t > 77 + 71, o que € um absurdo, pois, para quase todo t > 71 + Tj, temos
x1(t) > 0ex;(t—1) > 0 e, além disso, por hipétese, ff_% Pj,(s)dgj,(s) —1 > 0 para algum
Jo € {1,...,n} (podemos supor que este jj seja igual a 1, pois, caso contrério, repetiriamos esta

demonstracdo para o indice jy para o qual a desigualdade € satisfeita).

Logo todas as solugdes de (3.1) sdo oscilatdrias. L]

Finalizamos esta secao com algumas importantes observacoes.

Observaciio 3.2.6. Quando p;: [fg,>0) — R for de variagdo limitada e g;: [fg,o) — R for uma
fungdo regrada para todo j = 1,...,n, a integral de Perron-Stieltjes [ f pj(s)dg(s) existird. (Veja
(SCHWABIK, 1996) e, também, (FEDERSON, 2002a), Teorema 4).

Observacao 3.2.7. Vale ressaltar que as condi¢cdes impostas sobre o sistema de EDMs impulsivas

(3.3) podem ser substituidas por

® pj: [to,>0) — R é uma fungdo localmente de variagdo limitada em [tg, ) e g;: [fp,o0) = R

¢ uma funcdo regrada e continua a esquerda, paracada j =1,...,n.

Em outras palavras, a suposi¢do em g; pode ser enfraquecida se exigirmos condi¢des mais fortes
sobre p;, isto €, se p; for uma fungio localmente de varia¢do limitada. Para mais detalhes, o
leitor pode consultar as referéncias (SCHWABIK, 1992) e (MONTEIRO; SATCO, 2017).
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Observacio 3.2.8. Em (TABOR, 2002), o autor considera x : [0,00) — R” uma fungao oscilatdria,
quando todas as suas funcdes componentes forem oscilatorias. Observamos que os resultados
apresentados nesta secdo permanecem validos (fazendo pequenas alteragdes), se utilizarmos
tal definicdo. Porém, ao se trabalhar com a Definicdo 3.1.1, a classe de funcdes consideradas
oscilatdrias € maior e, por iSso, optamos por exigir que apenas uma funcdo coordenada seja
oscilatoria para a funcdo ser considerada oscilatoria. No Capitulo 5, ficara claro a importancia

desta observacao.

Até o momento, temos um bom critério de oscilagdo, isto €, ja sabemos quando o sistema
de EDRISs (3.1) possui solugdes oscilatérias. O principal resultado da préxima se¢do, nos fornece
um critério de ndo oscilacdo, ou seja, nos garante quando o problema impulsivo (3.1) possui pelo

menos uma solug¢do que nao oscila.

3.3 Critério de nao oscilacao

Nesta secdo, provamos um critério de ndo oscilagdo para um caso particular do sistema
(3.1), em que g;: [to,>0) — R & a func@o identidade, isto &, g;(s) = s, para todo s € [tg,) e
para todo j = 1,...,n. Um resultado similar foi provado por Yan Jurang em seu artigo (YAN,
2001) para equacgdes diferenciais impulsivas com argumento avancado, em que as fungdes
envolvidas tomam valores em R e s3o continuas por partes. Para nds, as fungdes envolvidas
nao serdo necessariamente continuas ou continuas por partes, ao contrario, poderao ter muitas

descontinuidades e ndo ser de variagcdo limitada.
Seja k € N e considere a equagdo diferencial com varios retardos discretos e impulsos
em tempos pré-fixados (EDRIs)
G1(@)s - 9n(1)) = =(Pr@O)y1(t = T1)5 o Pa(O)ynt = W), 1 F 1k

yi) —yit) =bwyi(), j=1,...,n,

(3.4)

satisfazendo hipoteses andlogas aquelas do sistema (3.1), quais sejam:

o fH <t <...<ftr<...sd0 pontos fixados, com klim I, = oo,
—»00

e paracadak €N, by > —1 € constantee 7; >0, j=1,...,n;

e para cada subintervalo compacto [a, b] de [fy, ) a integral de Perron | f p;j(s)ds existe para

cadaj=1,...,n.

Lema 3.3.1. Se p;: [tp,eo) — R for uma funcdo positiva g.s. para todo j = 1,...,n, entdo as

seguintes afirmacgdes serdo equivalentes:

(i) A equacdo (3.4) tem uma soluciao nao oscilatéria.
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(i) A equagdo integral

W (0), ... un(t)) = (Pl (1) exp ( /t;l ul(s)ds) o PA(D)exp ( /t; u,,(s)ds)) 35)

tem uma solucdo definida g.s. em [T, o), para algum T > fy, em que suas fungdes coorde-

nadas s3o ndo negativas e

Pity= T (+b) 'pi(t), t=>t.

t—T;<tp<t
(iii) As sequéncias {ug-k) (t)} de fungdes Perron integrdveis sio convergentes ¢.s. em [T, o),

para algum T > 1o, em que

ug.l)(t) = Pi(t)= H (1+bg) ' p;(t), para quase todo t > Tj,

1—T<t;<t

(k+1) tm
u;p (t) = Pj(t)exp / u; " (s)ds |, para quase todo r > Tj, e todo k € N.
=7

Demonstracdo. Inicialmente, provemos que (i) = (ii). Seja y: [fp,o0) — R”" uma solugio nio
oscilatoria de (3.4). Pelo Teorema 3.2.3, a equacdo (3.2) também terd uma solug¢do nao oscilatéria
x: [tg,0) — R”". Assim, todas as fungdes coordenadas x; de x serdo ndo oscilatorias. Separemos

em trés casos.

Caso 1: Suponha que x; seja positiva ¢.s. no futuro para todo j = 1,...,n. Entdo, para

cada j=1,...,n, fixo, existe T} > 1y tal que xj(t) > 0 para quase todo ¢ > T;. Defina
uj(t) = ———=, g.s.em [T, ), (3.6)

isto &, u; estd definida nos pontos em que ambas X () e x;(¢) existem.

Afirmamos que u(t) = (ui(t),...,u,(t)) é uma solugdo de (3.5) em [T,o0), com T =

max< <, T;. De fato, fixando j € {1,...,n} e integrando (3.6) de r — 7; a ¢, obtemos

/tt uj(S)ds:/tt _xj(s>dS:—1ﬂ(xj(f))+ln(xf(l_rj))ZIH(M>

1 —t; xj(s) x;j(1)

€, portanto,

t (t —1T;
exp (/ uj(s)ds> = M, para todo t € [T, o).
=71 xj<t>

Multiplicando ambos os lados da equagdo (3.2) pelo inverso de —x;(¢) (quando x;(¢) > 0),

obtemos
xj(t—1))

—x;(1)

———==—P(t) , para quase todo ¢ € [T, o).

Logo,
t

ui(t) = P;(r) exp ( /, uj(s)ds) g.5. em [T, o0).
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Caso 2: Seja x; negativa g.s. no futuro paratodo j=1,...,n. Entdo, fixado j € {1,...,n}
existe T; > 1y tal que x() < 0, para quase todo ¢ > 7. Defina

x(7)
uij(t)=——>-=,g.s.em|Tj o0
j() x](t) q [ 7 )7
e repita a demonstra¢do anterior. Note que, tanto no Caso 1, quanto no Caso 2, u; € ndo negativa
g.s.em [T,o0), paratodo j=1,...,n.

Caso 3: Se tivermos algumas funcdes coordenadas positivas ¢g.s. no futuro e outras
negativas g.s. no futuro, a demonstracdo também serd a mesma. Basta definirmos u; como

anteriormente.

Mostremos, agora, que (ii) = (i). Seja u(t) = (u;(¢),...,u,(t)) uma solugdo de (3.5) em

[T,o0), com cada entrada ndo negativa ¢.s.. Defina, paracada j =1,...,n,

50 =—exp (- [[u(o)as).

parat > T. Note que x(¢) = (x;(¢),...,x,(t)) € uma solugdo de (3.2) em [T, ), pois

50+ 200 5) = —exp (= [ 1505 ) - (-u0) + P00 - 5,

t
Como, por hipétese, u;(t) = P;(t)exp (/ uj(s)ds> , temos, paratodo j=1,...,n,
t

— Tj

50+ Boxte—5) = —exw (= [ ) (~pese( [ uias) )
- pew (- [T u)
= pwess ([ wtoas) - pes (- [ ujtsas)

Y

para quase todo 7 € [T,0). Além disso, cada x; é ndo negativa g.s. em [T, o). Assim, x é ndo
oscilatéria. Logo, pelo Coroldrio 3.2.4, y(¢) = [17<, < (1 + b )x(¢) € uma solugdo ndo oscilatéria

de (3.4) em [T, o), provando, assim, (i).
Mostremos a implicagdo (ii) = (iii). Seja u uma solugdo de (3.5) definida em [T, ), em

que suas funcdes coordenadas sdo ndo negativas ¢q.s.. Entdo, para quase todot > T > ty e cada

j=1,...,n, temos

ME.I)(;) — Pi(1) < P;(t)exp (/t[ u§,1>(s)ds> = ug?) () <uj(t).

71]

Por inducdo, para todo j = 1,...,n, pode-se provar que

u;k) (r) < uE.kH)(t) < u;(t), para quase todot > T'e todo k € N.
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Assim, as sequéncias {uﬁ-k) (1)} possuem limites pontuais g.s. em [T, ), digamos u(t), ou seja,
paracada j=1,...,n fixado, vale
klim ug-k) (t) = uj(t) <u(t), para quase todot > T,
—>00

0 que prova (iii).
Finalmente, mostremos que (iii) = (i1). Para cada j = 1,...,n fixado, seja

uj(t) = ]}L)rr:o u&k) (t), paraquasetodo > T, paraalgum T > 1.

Sabemos que uﬁk) (1) <uj(t) g.s. em [T,o0), paratodo k € Ne j=1,...,n. Assim, ug.k) sdo

limitadas ¢.s. por uma fun¢@o ndo negativa em [t — 7,¢], para quase todo > T e todo k € N.
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada para fun¢des Perron integraveis (Teorema
2.1.22), obtemos (3.5). ]

O préximo resultado nos fornece condicdes sob as quais a equagdo (3.4) tem pelo menos

uma solucdo ndo oscilatoria.

Teorema 3.3.2. Suponha que p;: [fp,o0) — R seja uma fungdo positiva g.s. paratodo j=1,...,n.

Se existir T > f tal que, para quase todo¢ > T e todo j = 1,...,n, a desigualdade

! 1
/ [T (4607 pj(s)ds < - (3.7)

=T s—1;<t;<s

for satisfeita, entdo a equagdo (3.4) terd uma solugdo nao oscilatéria.

Demonstragdo. Provaremos que (3.7) implica que a afirmacdo (iii) do Lema 3.3.1 € satisfeita.

De (3.7), para quase todot > T e todo j = 1,...,n fixado, temos

t t 1
/z usl)(s)ds = / Pj(s)ds < —.

—T; X l‘*‘Ej e
Para quase todo t > T e para todo j = 1,...,n fixado, temos
(2) _ Y 1
uy (1) = Pj(t)exp u; (s)ds | < Pj(t)es < Pj(t)e.
I—Tj
G\ @ t
uj (1) = Pj(t)exp u; (s)ds | < Pj(t)exp Pj(s)eds
l*Tj l*Tj
t
= Pi(f)exp <e / Pj(s)ds)
l‘*‘L’j

IN

Pj(t)e.

Assim, para quase todot > T, todo k€ Ne j=1,...,n fixado, obtemos, por inducio,

ugk) t) < ugk"‘l)(t) = Pj(l) exp (/tt uEk) (s)ds)

_Tj
t

IN

Pew ([ pis)eas)

< Pj([) e.

I—7T;
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Logo,
u&k) (1) < u§k+l)(t) < Pj(t)e, paraquasetodot>T,

o que implica que as sequéncias {u&k) (1)} sdo convergentes g.s. em [T, ) e, pelo Lema 3.3.1, a

equacdo (3.4) terd uma solucdo ndo oscilatoria. ]

Veremos, agora, alguns exemplos que ilustram os resultados apresentados.

Exemplo 3.3.3. Seja k € N e consideremos o seguinte sistema de EDRIs

(31(1),92(1)) = = Gh X eop@O)y1(t —2)81(1),132(t —=2)82(1)), 1 # 1
| (3.8)

yilt) =yi() = 2y, j=1.2,

em que 7 € [4,0), g1(¢) = g2(t) = 1% e by = 5. Suponha que exista no maximo um ponto de
efeito impulsivo em cada intervalo [f —2,¢). Assim, se f; € [t —2,¢) paraalgumk € Ne j=1,2,

vale

[ T Qb0 pidsss) = 14507 [ pits)agy(s)

=2 s—2<<s

e, sety ¢ [t —2,t) para qualquer k € N, vale

[T 40 izt = [ pitoesto)

t_zs—2§1k<s

O sistema de EDRs sem impulsos relacionado ao sistema (3.8) é

(51 (0),2(0)) = ~(P (s ¢ — 2)81 1), Po(e)alt ~ 2)20(0)), (3.9
em que

AG =TT 0400910 = amnold)

PO = T (b ™m0 =3

Pelo Teorema 3.2.3, o problema impulsivo (3.8) terd solu¢do oscilatdria se, e somente se,

(3.9) tiver solugao oscilatoria.

Note que p;(t) = }4 Xj40-)\0(?) € limitada e ndo negativa em [4,o0) e, como g € absolu-

tamente continua e diferencidvel, temos g1(t) = 6t° e g1 € SLj,c([4,),R).

Seja [a,b] C [4,0). Entdo

b b 1 b1
| pi0sns) = [ Gramet)da(s) = [ xumeatds

b
= / 6sds =3 (b* —a?).
a
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Logo a integral de Lebesgue [ f p1(s)dgi(s) existe e, portanto, existe a integral de Perron-Stieltjes

em cada subintervalo [a,b] de [4,0). Além disso, vale

t
limsup 1 «a +by) ' pi(s)dgy(s) > 1.

1o J1=2 s—2<t.<s

Portanto, pelo Teorema 3.2.5, todas as solu¢des de (3.8) e (3.9) serdo oscilatorias.

Exemplo 3.3.4. Considere a equagao diferencial

1
1) = —FApepo®x(t=1),  1€[3,%). (3.10)

1
Note que p(t) = 2 X[3,.)\@(t) > 0 ndo € uma fungdo Riemann integrdvel, mas € Lebesgue

impropria integrdvel e, portanto, Perron integravel em [3,0). De fato,
/m (s)d /w—lx (s)d /w—ld
s)ds = N (S)ds = s
, P , 2ABeN 3 52

Al 1 1\] 1
— lim [ —ds=1lm |- (>—=)|==.
iy A Afio{ (A 3)} 3

Além disso, parat > 3, vale

! 1 1
/t_lp(s)ds: =1 <

Dessa forma, a equacgdo (3.10) satisfaz as hipéteses do Teorema 3.3.2 e, portanto, possui uma

solu¢do nao oscilatdria.
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
GENERALIZADAS

Neste capitulo, apresentamos a teoria basica sobre equacdes diferenciais ordindrias
generalizadas (escrevemos EDOs generalizadas), evidenciando algumas de suas propriedades e
resultados sobre a existéncia e unicidade de solu¢des. Em seguida, restringimos nosso estudo as
EDOs generalizadas lineares homogéneas e lineares ndo homogéneas. As principais referéncias
para este capitulo sao (COLLEGARI, 2014; GARCIA, 2008; KURZWEIL, 1957; SCHWABIK,
1992; BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

4.1 Motivacao

Nesta secdo, apresentamos, brevemente, o que motivou o professor Jaroslav Kurzweil,
no ano de 1957, a introduzir o novo conceito de integral e, consequentemente, a teoria de EDOs

generalizadas.

Seja X um espago de Banach, Q C X um conjunto aberto e f: Q X [a,b] — X uma fung¢do
qualquer. Sabemos que o problema de encontrar uma solucdo no sentido de Carathéodory da
EDO

x = f(x,t) 4.1)

com condi¢@o inicial x(so) = xo, so € [a,b], € 0 mesmo problema de encontrar uma solugdo da

equacao integral
t
x(t)—xoz/ f(x(s),s)ds (4.2)
50

em que a igualdade vale quase sempre em [a,b] e a integral que aparece no lado direito da

equagao (4.2) é no sentido da integral de Lebesgue.
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Suponhamos que exista uma solugdo x: [a,b] — X de (4.1) e consideremos a aplicagdo

F: Q x [a,b] — X definida por
t
F(x,1) :/ f(x(s),s)ds
50

Assim, se x for uma solugdo no sentido de Carathéodory da EDO (4.1), com condig¢do inicial
x(s0) = x0, em [so,?] C [a,b], entdo x serd absolutamente continua em [so, ] e, portanto, existird
uma sequéncia de fungdes escadas {x; }ren que converge uniformemente para x. Desta forma, se
para cada k € N tivermos uma divisdo marcada Dy = {(7;, [0;—1,;]),i = 1,...,|Dy|}, poderemos
tomar a sequéncia {x; }ren, em que x;(7) = x(7;), com T € [0_1,0;] e, construindo divisdes

marcadas O-finas, poderemos concluir que {x; }rcry converge uniformemente para x.

Assumindo que f é continua na primeira varidvel, obtemos, para s € [so,?],

lim f(xi(s),s) = f(x(s),)

k—oo

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada para integrais de Lebesgue segue que
lim f X (8),8)ds = / flx
k—yoo

Fixando k € N, obtemos

|Dy|

/s:f(xk(s),s)ds = Z/ai f(x(1),s)ds

i=1"Y %i-1
|Dy|

- Z [F(x(1;),04) — F(x(T),06-1)].

i=1

Como x € solugdao da EDO (4.1), por (4.2), podemos escrever

| Dy
X >~ X0+ ; [F(x(’c,-),oci) — F(X(Ti), OCl'_l)].

Notamos que as somas que aparecem na aproximagdo de x acima sdo as somas de
Riemann usadas na definicao da integral de Kurzweil (veja Definicao 2.1.3). Assim, se tomarmos
de forma conveniente as divisdes marcadas, poderemos concluir que uma solug¢ao da equagao

(4.1) também serd uma solu¢do da equacgao integral

_xp :/s:DF(x(T) '

a qual fornece, exatamente, a definicao de uma solucdo de uma EDO generalizada. Para mais
detalhes, o leitor pode consultar (KURZWEIL, 1957).



4.2. Solugées de EDOs generalizadas 55

4.2 Solucoes de EDOs generalizadas

Sejam (X, || - ||) um espago de Banach e O C X um conjunto aberto. Considere Q = O X J,
em que J C R € um intervalo e seja F : Q — X.

Definicao 4.2.1 (SCHWABIK, 1992), Definition 3.1). Uma funcdo x : J/ — O serd dita uma

solucao da equacdo diferencial ordinaria generalizada

ar _
dt

no intervalo J C R, se (x(¢),7) € Q paratodor € J e se

DF (x,t), 4.3)

x(52) — x(s1) = / " DF(x(1),1)

51
estiver satisfeita para quaisquer s1,s2 € J em que a integral do lado direito da equacdo acima é

no sentido da integral de Kurzweil (Defini¢cao 2.1.3).

Note que a existéncia de uma solu¢do da EDO generalizada (4.3) ndo implica na existén-
cia de uma solucao de Carathéodory da EDO (4.1), pois a integral de Kurzweil € mais geral do
que a integral de Lebesgue. Note, ainda que o simbolo M o significa que a solugdo de (4.3)

tenha derivada, como mostra o exemplo a seguir, emprestado de (SCHWABIK, 1992).

Exemplo 4.2.2. Seja r: [0, 1] — R uma fun¢fo continua que ndo possui derivada em qualquer
ponto do intervalo [0, 1]. Defina uma fungdo F : R x [0, 1] — R por F(x(7),t) = r(t). Neste caso,
pela defini¢do de integral, temos

/SZDF(x(T),t) = /SZDr(t) =r(sy)—r(s1), s1,5 €[0,1],

51 S1

0 que significa que a fungdo x : [0, 1] — R, dada por x(s) = r(s) para s € [0, 1], é uma solugio da
equacao
dx

S =DF(x,1) =Dr(r),

porém x ndo possui derivada em qualquer ponto do intervalo [0, 1].

A fim de obter informagdes a respeito de uma solugdo x : / — O da EDO generalizada

(4.3), apresentaremos uma classe especial de fungdes F : Q — X.

Definicao 4.2.3. Diremos que uma fungao F : Q — X pertence a classe .# (Q,h, ®), se existir
uma fungdo ndo decrescente 4 : J — R e uma fungdo continua e crescente @ : [0,00) — R, com

®(0) =0, tal que as seguintes condi¢des valem:

() ||F(x,t2) — F(x,t1)|| < |h(t2) — h(1)|, para quaisquer (x,52), (x,f1) € Q;

(i) [|[F(x,02) —F(x,t1) —F(y,00) +F(y,t1)|| < o(||x—yl|)|(t2) — h(21)
(x,t1), (0, 12), (0, 11) € Q.

, para quaisquer (x,1,),
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Em particular, se @ : [0,0) — R for a fun¢do identidade, escrevemos .# (2, /) no lugar
de 7 (Q,h, w).

A classe .7 (Q,h), definida acima, permite obter varias propriedades qualitativas das
solucdes de uma EDO generalizada. Uma dessas propriedades € a existéncia local e unicidade de
solucdes. As demonstragdes dos proximos resultados podem ser encontradas em (SCHWABIK,
1992) para o caso n-dimensional e em (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021) para um

espaco de Banach qualquer.

Teorema 4.2.4. Suponha que F : Q — X pertenga a classe .% (Q,h), em que h: J — R seja
uma fungdo nio decrescente e continua a esquerda. Assuma que, para cada (x,7y) € Q, tem-se
(X4.,20) € Q, em que £, =X+ F(X,1]) — F(X,19). Entdo existirdo A > 0 e uma tnica solu¢io
x: [to,t0 +A] — X da EDO generalizada (4.3) no intervalo [z, %y + A] satisfazendo x(7p) = X.

Ressaltamos que a continuidade a esquerda da funcdo 4 no Teorema 4.2.4 garante que as

solugdes da EDO generalizada (4.3) também sejam continuas a esquerda.

Outro resultado importante € o seguinte.

Lema 4.2.5. Se x: J — X for uma solug¢do da EDO generalizada (4.3) e F € .7 (Q,h), entdo x

serd uma funcao de variagdo limitada e, portanto, regrada.

Apresentaremos, mais adiante, um resultado que trata da existéncia e da unicidade de uma
solu¢do maximal para a EDO generalizada (4.3). Antes de enunciarmos tal resultado, vejamos

alguns conceitos.

Definicdo 4.2.6. Sejam 1y € [a,b], A >0ex: [to,t)+ A] — X uma solugio da EDO generalizada
(4.3) com x(fp) =X.

(i) Uma solugdo y : [ty,to + 6] — X, 0 > 0, de (4.3) serd dita prolongamento de x, se
[to,t0 +A] C [to,t0 + O] C [a,b] e x(t) = y(t) parat € [to, 1o+ A].

(ii) A solugdo x de (4.3), com x(fp) = x, definida para todo 7 > 1y serd dita maximal, se existir
um valor b(x,) > 1y tal que x existe sobre [f,b(X,tp)) e ndo pode ser prolongada para
um intervalo maior do que [ty, 8], em que B > b(X,1). Equivalentemente, ndo existe um

prolongamento da solugdo x : [fg,b(X,7p)) — X de (4.3).

No coroldrio seguinte, exibimos condi¢des suficientes para que a EDO generalizada (4.3)
admita uma Unica solu¢do maximal. Tal resultado € necessdrio e de extrema importancia nos
Capitulos 5 e 6. Veja (ACUNA, 2016), Corolario 4.13.

Corolario 4.2.7. Suponha que F : Q — X pertenca a classe . (Q,h), em que 7: J — R é uma
funcdo ndo decrescente e continua a esquerda. Entéo, para todo (X,7y) € Q, existird uma tinica

solu¢do maximal definida em [fp, o) de (4.3) satisfazendo x(tp) = X.
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4.3 EDOs generalizadas lineares homogéneas

Nesta secdo, estamos interessados em estudar EDOs generalizadas para o caso particular
em que a fungdo F : X x J — X é dada por F(x,t) = A(t)x, em que A : J — L(X) é um operador
localmente de variacdo limitada em J e J C R € um intervalo (limitado ou ilimitado). Neste caso,

a equacao
dx

dt
€ conhecida como EDQO generalizada linear homogénea.

DI[A(t)x] (4.4)

De acordo com a Defini¢do 4.2.1, uma solugdo de (4.4) no intervalo [a,b] C J é uma

fungdo x : [a,b] — X que satisfaz a igualdade

(s2) =x(s1) + [ I”D[A<z>x<r>],

para quaisquer s1,s3 € [a,b].
Note que a integral de Kurzweil da expressdo acima € aproximada por somas da forma
YIA() ~ Al DI(T).
J

Assim, podemos denotar a integral |, f DI[A(t)x(7)] pela forma convencional | f d[A(s)]x(s) para
a integral de Perron-Stieltjes como j4 mencionamos no Exemplo 2.1.7. Portanto x serd solucao

de (4.4) no intervalo [a, b], se tivermos

(52) =x(s1) + [ fd[A<s>Jx<s>,

para quaisquer s, 52 € [a,b].

No caso de um problema de valor inicial (PVI), dados 1y € [a,b] e X € X, diremos que

uma funcdo x : [a,b] — X é uma solugdo do PVI

@
dt (4.5)
x(ty) = X,

no intervalo [a,b] C J, sempre que

x(0) =%+ [ iAW)

0
para qualquer 7 € [a, D).

Para obtermos propriedades de existéncia e unicidade de solucdo global para o PVI (4.5),

assumiremos que o operador A : J — L(X) satisfaca as seguintes condigdes:

(H1) A € BV(|a,b],L(X)) para todo subintervalo compacto [a,b] C J, isto é, A € BV,,.(J,L(X));



58 Capitulo 4. Equacdes diferenciais ordindrias generalizadas

(H2) Paratodot € J, valem as igualdades

(I—[A@) —AC)) ' =1-A"A@)) ! € L(X)

(I+[ACT) —A@)]) ™ =T +ATAM] " € LX),
em que / denota o operador identidade em L(X).

Observagio 4.3.1. Como A € BV ([a,b],L(X)) C G([a,b],L(X)), os limites laterais

A(tT) = lim A(r) € L(X), 1€ [a,b),

r—tt

A(t™) = lim A(r) e L(X), 1€ (a,b],

r—t—

existem. Dado € > 0, segue da Observacdo 2.1.17, item (iii), que os conjuntos
{rela,b) lACT) —AW) =€} e {re(ab]llA{)—Al)] =€}

sdo finitos. Desta forma, tomando € = 1, existe um conjunto finito {zy,...,%,} C |a,b] tal que
|A(tT) —A(r)|| < 1 paratodo t € [a,b),comt #t;,i=1,...,m,e||A(t) —A(t")|| < 1 para todo
t € (a,b],comt #t;,i=1,...,m. Entdo

I+AYA(t) e L(X) t€lab), t#t, i=1,...,m,

I-AA(t) e L(X) te(ab], t#t, i=1,...,m.

Assim, se A : [a,b] — L(X) for um operador linear de varia¢do limitada em [a, b], entdo a condi¢éo
(H2) sera vilida, exceto por uma quantidade finita de pontos em [a,b]. Seja B = {t1,...t,,} €
considere A(r) = A(r) xz(t) em que x5 : [a,b] — X é definida por

(t) = 1 sexeB
B\ = 0 sex¢B.

Entio A € BV ([a,b],L(X)) e a hipétese (H2) serd vilida para todo ¢ € [a, b].

O préximo resultado trata da existéncia global e unicidade de solucdo para o PVI (4.5).
Esse resultado € consequéncia das Proposicoes 6.3 e 6.4 em (SCHWABIK, 1992).

Teorema 4.3.2. Assuma que o operador A : J — L(X) satisfaca as condi¢des (H1) e (H2). Entdo

0 PVI (4.5) possui uma unica solugio definida no intervalo [a,b] C J.

Observacao 4.3.3. Pelo Teorema 4.3.2, temos assegurada a existéncia global e unicidade de

solugdes de EDOs generalizadas lineares em intervalos ilimitados.
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O teorema a seguir garante a existéncia de um operador que serd bastante utilizado
no Capitulo 5. Tal operador é conhecido como operador fundamental da EDO generalizada
linear homogénea (4.4). A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em (SCHWABIK,
1992), Teorema 6.13, para o caso em que X possui dimensao finita, e em (COLLEGARI, 2014),

Teorema 2.15, para o caso em que X possui dimensdo infinita.

Teorema 4.3.4. Suponha que o operador A : J — L(X) satisfaga as condi¢des (H1) e (H2). Entdo

existe um tnico operador U : J x J — L(X) tal que
t
Ulst) =1+ [ diA@)U(s) 6
N

para quaisquer ¢, s € J. Além disso, para cada s € J fixado, U(-,s) serd um operador de variagdo
limitada. Este operador € chamado operador fundamental da EDO generalizada

dx

— = DI|A(t)x]|.

o —DlA)

O proximo resultado relaciona solugdes de EDOs generalizadas lineares homogéneas com

o seu operador fundamental. Este resultado serd utilizado no préximo capitulo. Sua demonstragado
pode ser encontrada em (SCHWABIK, 1992), Teorema 6.14, para o caso em que X possui
dimensao finita, e em (COLLEGARI, 2014), Teorema 2.15, para o caso em que X possui

dimensao infinita.

Teorema 4.3.5. Suponha que o operador A : J — L(X) satisfaca as condi¢des (H1) e (H2). Entdo
para todo s € [a,b] C J, a tnica solugdo x : [a,b] — X em [a,b] C J do PVI

dx
— = DIA(t
& = DiA@y,
x(s) = X,
serd dada pela relagdo
x(t)=U(t,$)%, t€]la,b], 4.7)

emque U :J xJ — L(X) é dado por (4.6).

Além disso, o operador fundamental satisfaz as propriedades seguintes. Veja (COLLE-
GARLI, 2014).

Teorema 4.3.6. Suponha que A : J — L(X) satisfaga as condigdes (H1) e (H2). Entdao U : J x J —

L(X), que é unicamente determinado por (4.6), satisfaz as seguintes propriedades:

(@) U(t,t) =1, parat € J;
(b) Para todo intervalo compacto [a,b] C J, existe uma constante M > 0 tal que

|\U(t,s)|] < M, paraquaisquer t,s € [a,b],
var’U (t,-)

( M, para qualquer t € [a,b],
varlU (-, s)

<
< M, paraqualquer s € [a,b|;
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(c) Parars,t €J, vale
Ul(t,s)=U(t,r)U(r,s);

(d) U(t,s) € L(X) é invertivel para quaisquer z,s € J;

(e) Parat,s € J, temos
= [[+ATAMU(,s),
[ =A"A@)|U(2,s),
Ul(t,s)[I+ATA(r)]~

Ult,s™) = Ult,s)I —A"AQR)]”

i~
~—~ o~
T
\'V;
S~— ~—
I

1
1

sempre que os limitem envolvidos fizerem sentido;
(f) Parat,s € J, vale
U(t,s)] " = U(s.).
A préxima observagao foi extraida de (FEDERSON; SCHWABIK, 2006).

Observacao 4.3.7. Consideremos uma equacao diferencial ordindria da forma

i= f(x,1) (4.8)

em que X = ‘éf, B C R" é um conjunto aberto e f : B X [a,b] — R" é uma funcdo. Sabemos que

uma solugdo de (4.8), com condigdo inicial x(zp) = xop, podera ser escrita na forma
t
x(1) =x(t0) + | f(x(7),7)dT, 1,10 € |a,b], 1 =10, 4.9)
)

se a integral existir em algum sentido. Se a integral em (4.9) for considerada no sentido de

Riemann, Lebesgue ou Perron, por exemplo, poderemos aproxima-la por uma soma da forma

(ngE

J(x(i), ) (si — si-1),

1

emque fo =51 < 5o < s, = é uma parti¢io suficientemente fina do intervalo [fo,] e T; € [s;_1, 5i],

paracadai=1,2,...,m. Defina
N
Flx,s) = / F(x,0)do, (x,5)€BxR.
S0

Entdo, pelo Lema de Saks-Henstock (Lema 2.1.14), a integral em (4.9) pode ser aproximada por

i/ss_l f(x(7;),0)do = i[F(X(Ti)asi) — F(x(t),s5i-1)]. (4.10)

Neste caso, o lado direito da igualdade (4.10) aproxima a integral de Kurzweil (Defini¢cdo 2.1.3)

a qual, quando considerada em (4.9), da origem a uma EDO generalizada da forma

dx

o = DF (x,t) (4.11)
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como na Defini¢do 4.2.1. Logo, se y : [a,b] — R" for uma solugdo para a EDO generalizada

(4.11), com condigdo inicial y(ty) = xg, teremos

49) [t 4.1 !
(49 £ @10

x(1) —xo [ f(x(t),7)d DF (x(7),t) = y(t) — xo.

Ty

Portanto a solu¢do da EDO (4.8) pode ser identificada como uma solu¢do da EDO generalizada
4.11).

As consideragdes que seguem também podem ser encontradas em (SCHWABIK, 1992).

Observacao 4.3.8. Consideremos

%= F()x, (4.12)

emque F : J C R — L(R") é localmente Lebesgue ou Perron integravel em J. Dado a € J, defina

t
A(t):/aF(s)ds, teld. (4.13)

Como consequéncia do Lema de Saks-Henstock (Lema 2.1.14), a fun¢@o A, dada em (4.13), é

continua. Entdo
I+ATA(t)=1 e I—AA(t)=1 paratodor € J.

Portanto A satisfaz (H2). Agora, consideremos a EDO generalizada

dx_

- =DIA(1)], (4.14)

e seu operador fundamental U : J x J — L(X) dado por (4.6). Se s,¢, 7T € J, entdo

U(t,s) =U(t,s) +/Ttd[A(r)]U(r,s) =U(rt,s) +/TtF(r)U(r,s)dr, (4.15)

ou seja,

Ult,s) = ®(t, 1)U (t,s), (4.16)

em que ®@ : J x J — L(R") é a matriz fundamental da EDO linear (4.12) e a segunda igualdade
da equacdo (4.15) segue do Teorema 2.1.20, ja que U € regrada (Teorema 4.3.4) e A € continua
e, portanto, regrada. Além disso, multiplicando (4.16) por U (s,?) e usando as propriedades do

operador fundamental U, dadas no Teorema 4.3.6, obtemos
U(t,t) =®(t,t), paraquaisquert,t € J.

Assim, a matriz fundamental de uma EDO linear do tipo (4.12) pode ser relacionada com o

operador fundamental de uma EDO generalizada como em (4.14) pela igualdade (4.16).
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4.4 EDOs generalizadas lineares nao homogéneas

Sejam A : J — L(X) um operador localmente de variagdo limitada em J, g : J — X uma
fungdo Perron integravel e consideremos F : X x J — L(X) definida por F(x,t) = A(t)x+ g(¢).

Neste caso, dizemos que uma EDO generalizada do tipo

& = DA+ (0]

¢ uma EDO generalizada linear ndo homogénea.

Dados 1 € [a,b] C J e X € X, diremos que a fungdo x : [a,b] — X é uma solucdo do PVI

dx
T = DA+, 4.17)
x(to) = X,

no intervalo [a,b] C J, se tivermos

x(r) =+ [ DIA(s)x() +g(s)] =¥+ | (DIA(S)x(D)] +Dlg(s)]),

fo fo
para todo t € [a,b].

Como ja foi observado anteriormente, podemos escrever

[ D] = [ dawit) e [ Dlgt)] =g - g(0)

0 0 1
Portanto x : [a,b] — X serd solugdo do PVI (4.17) em [a, D] se, e somente se, tivermos

t
x(t)=x+ [ d[A(s)]x(s)+g(t) —g(to), ¢t € |a,b]. (4.18)

fo
O seguinte resultado diz respeito a existéncia e unicidade de solugao global para EDOs ge-
neralizadas lineares ndo homogéneas e é uma consequéncia de (SCHWABIK, 1999, Proposition

2.8).

Teorema 4.4.1. Seja A € BV,.(J,L(X)), g € BVjyc(J,X) e assuma que condi¢do (H2) seja
satisfeita. Entdo, para so € J e xg € X, o PVI

% =DI[A(t)x+g(1)], (4.19)

x(s0) = xo,
terd uma tdnica soluc@o x: J N [sg,0) — X em J N [sg,0).
O préoximo resultado € conhecido como Férmula da Variagdo das Constantes para EDOs

generalizadas lineares e sua prova pode ser encontrada em (COLLEGARI, 2014), Teorema 2.22
ou em (COLLEGARI; FEDERSON; FRASSON, 2018).
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Teorema 4.4.2 (Férmula da Variacdo das Constantes). Suponha que A : J — L(X) satisfaca
as condigdes (H1) e (H2) e G : X x J seja uma fungéo tal que, para cada x € G([a,b],X), a
integral de Kurzweil |, f DG(x(7),t) exista, para todo [a,b] C J. Se ty € |a,b] e x for uma solugdo
do PVI

dx
o = DIA@)x+G(x.n),
x(l‘()) = X

entdo x podera ser escrita como
t t (o2
x(t)=U(t,10)%+ | DG(x(7),s)— [ ds[U(t,0)] ( DG(x(T)s)) , t€la,bl,
o o 0

em que U : J xJ — L(X) é o operador fundamental dado por (4.6).

Note que, no caso particular em que G(x(7),7) = g(t), com g : J — X uma fung¢@o, temos
t t
| DlGx().9)] = | Dlg(s)] = glt) ~g(t0)
0 0
para quaisquer ¢,y € [a,b] C J e x € G([a,b],X). Dessa forma, o resultado a seguir € consequéncia

imediata dos Teoremas 4.4.2 ¢ 2.1.18.

Corolario 4.4.3. Sejam A: J — L(X) satisfazendo as condigdes (H1) e (H2) e g : J — X uma

fun¢do Perron integravel. Entdo a dnica solugdo x : [a,b] — X de

&= DG +g0)]
X([0> = 557
em [a,b] C J, serd dada por
(1) = Ut 10)5+ (3(0) — 2(00)) — | dolU(1,0](8(0) —(10)), 1€ [asb]. (4.20)

Io

Observacio 4.4.4. Seja y(r) = g(t) — g(to), com g : J C R — X uma fungao Perron integrével
e ty € J. Pelo Teorema de Integrac@o por Partes para a integral de Perron-Stieltjes (Teorema
2.1.19), temos

ta’o[U(I,G)](‘l/(G)) = Utn)(y()) - tU(I,G)lef(t)

) 1o

= U0 - [ Uio)w(odo

= g(t)—glto)— | U(t,0)(g(o)—gl(t))do.

lo
Entdo, usando as igualdades acima, podemos reescrever (4.20) como
t

x(t)=U(t,t0)x+ | U(t,o0)(g(o)—g(t))do, t€la,b].

To
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CAPITULO

OSCILACAO DE SOLUCOES DE EDOS
GENERALIZADAS

Neste capitulo, apresentamos resultados inéditos a respeito de oscilacao de solucdes de
EDOs generalizadas que assumem valores em R” e em um espago de Banach qualquer. Para este
fim, propomos defini¢des de oscilacdes de funcdes em espagos abstratos e utilizamos a teoria de
processos de evolugdo em EDOs generalizadas para obter critérios de oscilacdo e nao oscilagdo.
Vale ressaltar que nao existem na literatura muitos trabalhos sobre oscilagdo de solugdes de
equacodes diferenciais em espacos de Banach. Em particular, para a classe de EDOs generalizadas,
nem mesmo a definicdo de solugdes oscilatdrias existia até o momento. Neste capitulo, provamos
resultados de oscilagdo para pontos em espagcos de Banach com respeito a um processo de
evolucao linear regrado. Para provar tais resultados, propomos as defini¢des de oscilagdo forte
e oscilagdo pullback. Neste sentido, os teoremas demonstrados neste capitulo sdo gerais e de
extrema importancia, ja que podem ser aplicados a qualquer classe de equacdes diferenciais que
gere um processo de evoluc@o. As principais referéncias para este capitulo sio (FEDERSON;
MESQUITA; SLAVIK, 2012), (SLAVIK, 2013) e (TABOR, 2002). Todos os resultados que
serdo apresentados foram incluidos nos artigos (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON, 2021) e
(AP. SILVA; FEDERSON, 2021).

5.1 EDOs generalizadas x equacoes integrais com retar-

damento

Nesta se¢do, tratamos da correspondéncia entre equacdes integrais com retardamento e
EDOs generalizadas. Os resultados que apresentaremos podem ser encontrados em (FEDERSON;
MESQUITA; SLAVIK, 2012) para intervalos compactos e (SLAVfK, 2013) para intervalos

quaisquer.
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Sejam 7,r > 0 nimeros dados e #p € R. Uma equacao diferencial funcional com retar-

damento €, usualmente, dada da forma

¥(t) = fOns1), 1€ o, %),

em que f: P X [tg,0) = R", P C G([-r,0],R") e y; é dado por y,(0) = y(t+6),0 € [—r,0],
para cada 7 € [t,0). A forma integral da EDF retardada acima é dada por
t
y(t)=yto)+ [ f(ys,s)ds, t€ [ty,o),
fo
em que a integral pode ser considerada, por exemplo, no sentido de Riemann, Lebesgue ou

Kuzweil-Henstock. Aqui, trabalharemos com a forma

Dy = f(y:,t)Dg, (5.1

em que Dy e Dg denotam as derivadas distribucionais das funcdes y e g no sentido de L. Schwartz.
Como comentado no Capitulo 2, em geral, a func@o g ndo € uma funcao de variagcdo limitada.
Entdo, usaremos a forma integral da equacgdo (5.1), em que g € uma funcao regrada. Assim, y

serd dita uma solugdo de (5.1) se satisfizer a seguinte equagdo integral

Y =30)+ [ F00s)dg(s), 1€ lo,e),

em que a integral no lado direito € a integral de Perron-Stieltjes com respeito a funcao regrada g.
Esta equacgdo integral serd chamada de equacao integral com retardamento.

Sejam O C G([to —r,o0),R") e P = {y;,y € O,t € [tg,)} C G([—r,0],R"). Considere
uma fungdo ndo decrescente g : [fp,o0) — R e uma fungéo f : P X [fy,o0) — R".

Em (SLAVIK, 2013) (ver também (FEDERSON; MESQUITA; SLAVIK, 2012) para

intervalos compactos), o autor mostra que sob certas suposi¢des uma equagao integral com

retardamento da forma

t
y(6)=y(to)+ | f(ys:5)dg(s), 1€ [to,o) (5.2)
fo
pode ser convertida em uma EDO generalizada da forma
dx
— = DF(x,t 53
d,t (x7 ) Y ( )

em que x assume valores em O. Em outras palavras, é possivel transformar uma equacio integral
com retardamento, cuja solu¢c@o assume valores em R”, em uma EDO generalizada, cuja solugdo
assume valores em um espaco de Banach infinito dimensional. O lado direito de F' desta equagado

generalizada (equacdo (5.3)) é dado por
0, to—r<v<k
Flx,t)(v) =19 Jo f(xs,8)dg(s), to<v<i<eo (5.4)
Jio f (x5,8)dg(s), t<v<eo
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paracadax € Oet € [fy,o). Ainda em (SLAVIK, 2013), é provado que a relacio entre a solucio
x da EDO generalizada (5.3) e a solucdo y da equacdo integral com retardamento (5.2) € descrita
por

() = { y(v), vE€Eth—ni]

y(t>7 VE [t,00)7
em que ¢ € [ty,0). Para a prova de tal resultado, utiliza-se as seguintes propriedades abaixo, que

reescrevemos do Capitulo 2.

(D) A fungdo f: P X [tg,0) — R" é localmente Perron-Stieltjes integravel com respeito a

fungdo g: [fp,0) — R para cada x € O.

(I) Existe uma fungdo localmente Perron-Stieltjes integravel M : [ty,o) — R com respeito a g

tal que para todo x € O e quaisquer uy,u € [ty,0),

| s s)dets)

< / TZM(s)dg(s).

(IIT) Existe uma func¢do localmente Perron-Stieltjes integravel L : [ty,o0) — R com respeito a g

tal que para todo x,y € O e quaisquer uy,uy € [fy, o),

[ 15 = £l (s

ui

< / " L(s) x5 — 5] dg(s).

1
No que segue, apresentamos a propriedade de pronlogamento.

Defini¢sio 5.1.1. Seja O um subconjunto de G([tg —r,o0),R"). Diremos que O tem a propriedade
de prolongamento, se para caday € O e cadaf € [y —r,), a fungdo y dada por

y(l):{ y(t), fo—r

<<t
y(#), 1<t<eo

também for um elemento de O.

Os préximos teoremas garantem a conversao de uma equago integral com retardamento
em uma EDO generalizada e vice-versa. Para uma prova, o leitor pode consultar as referéncias
(FEDERSON:; MESQUITA:; SLAVIK, 2012) e (SLAVIK, 2013).

Teorema 5.1.2. Assuma que O C G([to — r,°),[R") tem a propriedade de prolongamento. Para
cada t > ty, considere o conjunto P = {y;,y € O, € [ty,)} e ¢ € P. Tome g : [tp,0) — R
uma fungdo ndo decrescente, f : P X [fg,o0) — R” satisfazendo as condi¢des (I), (I), (IIT) e
F : 0 x [tg,0) — G([tg — r,00),R") dada por (5.4). Se y € O é uma solugdo da equagdo integral
com retardamento

V) =3(0) + [ FOn9)dg(s), 1€ lio,e),
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com y;, = @, entdo x: [fg,o0) — O dada por

€ uma solucdo da EDO generalizada
dx

— = DF(x,t r e |fp,o°).
T =DF(x1), 1€ t0,)

Ainda em (SLAVIK, 2013), temos a seguinte reciproca.

Teorema 5.1.3. Sob as condi¢des do Teorema 5.1.2, se x : [tp,o0) — O for uma solu¢do da EDO

generalizada
dx

— = DF(x,t
dt (1),

com condi¢do inicial

X(to)(v):{ ¢(V—t0), to—r<v<h

x(to)(t0), to < v <o,
entdo a fungdo y € O definida por

o) = { (1) (v), to—r<v<rt

x(M)(v), fr<v<eo
serd uma solucdo da equacdo integral com retardamento
t
YO)=ylto)+ | f(ys,5)dg(s), 1€ lto, o),
0

com y;, = @.

As consideracdes que seguem foram adaptadas de (HARTUNG et al., 2006), pagina 437.

Observacao 5.1.4. Consideremos a seguinte equacao integral com retardo distribuido

t
5O =3(0) = [ r(5)y(s —2)dg(s), 59
em que r: [fy,o0) — R" é uma fung¢doe 7 > 0.
A equacdo integral (5.5) pode ser escrita na forma mais geral
t
YO =3() = [ FOs9)de(s). (5.6)
Aqui, f: U X [tg,0) — R" é definida em um conjunto U = {¢,¢: [-7,0] - R"}. A
fun¢do memoria y; : [—7,0] — R" é dada por
vi(s)=y(t+s), —1<s<0.
Em outras palavras, uma equacao integral com retardo distribuido do tipo (5.5) pode

ser transformada em uma equagdo integral com retardamento da forma (5.6). De fato, podemos

considerar a transformacgao

f(¢,1) =r(t)¢(—1).
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Na préxima secdo, utilizaremos os Teoremas 5.1.2 e 5.1.3 para provar que solucdes
oscilatérias de uma equacao integral com retardamento também sdo solug¢des oscilatdrias da
EDO generalizada correspondente. E, mostraremos ainda que solug¢des oscilatérias de uma EDO
generalizada também sdo solucdes oscilatdrias da equacao integral com retardamento correspon-
dente. Estes resultados sdo inéditos e de extrema importancia pois, no Capitulo 3, apresentamos
uma teoria de oscilacdo para equacdes integrais com retardo distribuido e podemos utilizar os
resultados obtidos em tal capitulo, para concluir quando a EDO generalizada correspondente
aquela equacao integral com retardo distribuido possui ou ndo solugdes oscilatorias. Isto é
possivel devido a Observagao 5.1.4. Os resultados que serdo demonstrados na proxima se¢ao
podem ser encontrados em (AP. SILVA; FEDERSON, 2021).

5.2 Oscilacdo em G([ty — r,0),R")

Nosso interesse ¢ construir uma teoria de oscilagdo para EDOs generalizadas em que
as funcdes envolvidas nestas equacdes assumam valores em um espaco de Banach qualquer.
Chamamos a atencdo do leitor para o fato de que nao existem resultados na literatura a respeito

de solugdes oscilatérias para EDOs generalizadas, nem mesmo o conceito de oscilacao.

No Capitulo 3, apresentamos critérios de oscilagdo e ndo oscilagdo para equagdes di-
ferenciais com varios retardos e impulsos. Uma possibilidade € utilizar as conversdes entre
equacdes integrais com retardamento e EDOs generalizadas, apresentadas na se¢@o anterior, para
obter resultados de oscilagdo de solugdes para as equacdes generalizadas. Assim, precisaremos
introduzir a nog¢ao de oscilagao para EDOs generalizadas. Primeiramente, trabalharemos com

funcgdes regradas que assumem valores em R”.

Toda a teoria apresentada nesta sec¢do € inédita e nos fornece uma equivaléncia entre uma
equacdo integral com retardamento e uma EDO generalizada no que diz respeito a oscilagio
de suas solucdes. Propomos uma defini¢ao para oscilagiao de solu¢des de equagdes diferenciais
ordindrias generalizadas, algo que até o momento nao tinha sido estudado. Os resultados que
apresentaremos aqui foram inseridos no artigo (AP. SILVA; FEDERSON, 2021).

Consideremos a EDO generalizada
dx _

dt
em que F: G([tg — r,0),R") X [tg,o0) = G([ty — r,0),R") é dada por (5.4),comtyp € Re r > 0.
Seja J = [fp — r,0). Chamamos a atenc¢do do leitor para o seguinte fato: como uma funcéo

DF (x,t), (5.7)

f:J — R" é regrada se cada fun¢do componente de f for regrada, o espaco G(J,R") pode ser
identificado com o espago G(J,R) x G(J,R) x ... x G(J,R), ou seja,

F: G(J,R") x [tg,©) — G(J,R")
(z,t) +— F(z,t):J — R"

Vv = F(th)(v) = ([F(th)]l(v)a"'v[F(th>]n(v))7
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em que cada F(z,t);,j = 1,...,n, ¢ uma fungdo regrada de J para R.

Definicdo 5.2.1. Sejam#g € Rex: [fy,o0) — G([ty —r,°), R") uma solu¢io da EDO generalizada
(5.7). Diremos que x(s) ; é positiva g.s. no futuro, se existir 7; > t tal que (x(s));(v) > 0, para
s,v>Tj, paracada j=1,...,n fixado.

Analogamente, definimos:

Definicdo 5.2.2. Seja x : [fy,o0) — G([to —r,°0),R") solugdo da EDO generalizada (5.7), x(s)
serd dita negativa ¢.s. no futuro, se existir 7; > fo tal que (x(s));(v) <0, para s,v > T}, para cada

j=1,...nfixado.

Com as defini¢des anteriores, somos capazes de definir oscilagdo de solug¢des para EDOs

generalizadas da forma (5.7) no espaco das fun¢des regradas.

Definicao 5.2.3. Diremos que uma solugdo x : [ty,0) — G([tg —r,o0),R") de (5.7) € ndo oscilaté-
ria se todas as fun¢des componentes de x(s) forem ndo oscilatdrias, isto €, positivas ou negativas

g-s. no futuro. Caso contrario, diremos que x € oscilatoria.

Teorema 5.2.4. Suponha que O C G([tp — r,o0),R") tem a propriedade de pronlogamento. As-
suma que as hipéteses dos Teoremas 5.1.2 e 5.1.3 sejam satisfeitas. Se x : [fy,o0) — O for uma

solucdo oscilatéria da EDO generalizada

dx

i DF (x,t), (5.8)
entdo a solucdo da equacgdo integral com retardamento correspondente possuird uma solucao
oscilatéria. Reciprocamente, se y: [tp,o0) — R” for uma solucdo oscilatdria da equag@o integral

com retardamento )
y(t) =y(to) + [ f(vs,s)dg(s), 1€ [to,), (5.9)
0

entdo a EDO generalizada correspondente admitird uma solucao oscilatoria.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que y seja uma solugdo ndo oscilatoria da equacao
(5.9). Entdo todas as funcdes componentes de y sdo ndo oscilatérias. Podemos assumir, sem perda
de generalidade, que existe T > g tal que y;(v) > 0 para quase todov>T etodo j=1,...,n
fixado. Pelo Teorema 5.1.2, para cada t € [fo — r,00)

() = { y(v), vE€Eth—nt]

y(t)a vE [[700)
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Por hipétese, para quase todo v > 7T',y;(v) > 0, paracada j € {1,...,n}. Assim,
(x(T)];(v) =y;(T) >0, paraquasetodov>T.

Entdo, para quase todo s > T e todo j = 1,...,n fixado, temos
x(s)]j(v) =y;(s) >0, paraquasetodov>T.

Logo, x serd uma solu¢do ndo oscilatéria da EDO generalizada (5.8).

Reciprocamente, suponhamos que x: [fp,o0) — O seja uma solu¢do ndo oscilatdria
da equacdo (5.8). Podemos assumir, sem perda de generalidade que existe T > 1y tal que
(x(s))j(v) > 0 para quase todos s,v > T e j = 1,...,n fixado. Pelo Teorema 5.1.3,

x(v)(v), th<v<oo

{ x(t0)(v), to—r<v<p

¢ uma solucao da equacgao integral com retardamento (5.9). Fazendo s =v =1t > T, obtemos

y(v) =x(v)(v). Logo, para cada j € {1,...,n} fixado, vale
yj(t) = (x(t));(r) >0, paraquasetodot>T,

e, entdo, y serd uma solucio nao oscilatéria da equacao integral com retardamento (5.9). 0
E claro que nesse momento surge uma pergunta natural:
Dada uma EDO generalizada qualquer, quando suas solucoes serdo oscilatorias?

Se f(ys,t) for linear, da forma

fOnt) = =Pyt —11),..., Pa(t)ya(t — Ta)),

em que Pj =g <; < (1 +bi)"p;(t),t > to, entdo devido ao Teorema 5.2.4, podemos aplicar
toda a teoria desenvolvida no Capitulo 3 para obtermos critérios de oscilacao e ndo oscilagao

para as EDOs generalizadas correspondentes. Basta considerarmos a EDO generalizada

X DF(x1)
—_— x
d"L‘ Y )
com F: O X [ty,) — G([to — r,o0),R") dada por

07 to—r<v<t0
[F(x,0)];(0) = — Sy Pi(s)xj(s —7j)dg(s), to<v<t<eo
- fzf, Pi(s)xj(s—7;)dg(s), to<t<v < oo,

paratodo j=1,...,n.
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Porém, se a equagdo integral com retardamento correspondente a EDO generalizada dada
nao for do tipo que estudamos no Capitulo 3, ndo saberfamos dizer quando suas solugdes oscilam.
Por isso, faz-se necessario um estudo mais completo de oscilacdo para EDOs generalizadas
quaisquer, que nao dependam de sua equacdo integral com retardamento correspondente. Primei-
ramente, provaremos um critério de oscilacdo para EDOs generalizadas assumindo valores em
L(IR™). Para provar tal critério, usaremos uma defini¢do de oscila¢do mais geral que a apresentada

em Definicdo 5.2.3.

Seja tg € R e consideremos a seguinte EDO generalizada linear

dx

— = DIA(t 5.10
< = Dl (5.10)
em que A: [fg,0) — L(R") e A(t): R" — R", para todo t € [fy,0). Como evidenciado no

Capitulo 4, uma fungdo x: [fy,o0) — R" é uma solugdo de (5.10), se
52 52
x(s2) =x(s1) = [ DIAW(s)) = [ dlA(s)bx(s).
S1 51

para cada 51,57 € [tg,0).

Uma fungdo f: [fy,) — R sera dita ndo crescente g.s. no futuro, se existir 7 > 1y
tal que f é ndo crescente para quase todo ¢ > 7. Similarmente, diremos que f: [tg,o0) — R é
ndo decrescente g.s. no futuro se existir T > 1 tal que f € ndo decrescente para quase todo
t > T.Uma fungdo f: [fy,o0) — R serd dita ndo oscilatdria se ela for ndo crescente g.s. ou nao

decrescente ¢g.s. no futuro. Caso contrdrio, f serd dita oscilatéria. Além disso, diremos que

f: [to,e) — R é ndo nula g.s. no futuro se existir T > 1, tal que f(¢) # 0 para quase todo ¢t > T.

Inpirados por estas definicdes, propomos 0s seguintes conceitos.

Definicdo 5.2.5. Diremos que A: [fp,0) — L(R") é um operador oscilatério, se existir j €
{1,...,n} tal que a fungdo componente A ;(¢): R" — R”" for oscilatéria para t € [ty, o), isto &,
Aj(t) ndo é nem ndo crescente ¢.s. nem ndo decrescente g.s. no futuro. Uma solugéo ndo trivial
x: [tg,o0) — R" da EDO generalizada linear (5.10) serd dita oscilatéria, se existir j € {1,...,n}
tal que a fun¢do componente x; : [fg,o0) — R for oscilatéria, isto €, x; ndo é nem ndo crescente

g.s. nem ndo decrescente ¢.s. no futuro.

Exemplo 5.2.6. As func¢des

o g(r) = (sen(r),cos(1));
o h(r) = (1 sen(r));

o it) = o0,

()
K(r) = (1, | cos(1))):

(1 —cos(t)/2,t+cos(t)/2);
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e I(t) = (In(cos(t)),t,t),

definidas em [tg,0) sdo fungdes oscilatdrias no sentido da Definigdo 5.2.5. Veja alguns exemplos

destas trajetdrias a seguir.

Y NN
% VAN~

\

Figura 6 — Trajetoria de g. Figura 7 — Trajetoria de h.

e

Figura 8 — Trajetdria de i. Figura 9 — Trajetéria de j.

Figura 10 — Trajetoria de k.

O préximo teorema fornece condi¢des para oscilagdo de solu¢des de EDOs generalizadas

lineares.

Teorema 5.2.7. Seja x: [fy,o0) — R” uma solu¢do da EDO generalizada linear (5.10) tal que
x € ndo nula g.s. no futuro. Se A: [fg,o0) — L(R") for um operador oscilatério, entdo x serd

oscilatéria no sentido da Defini¢cdo 5.2.5.

Demonstracdo. Assuma, sem perda de generalidade, que A é uma funcdo oscilatéria e que x| €
ndo decrescente g.s. no futuro, ou seja, que existe 7' > ¢ tal que para quase todo t > T, x1 € ndo
decrescente g.s.. Como A é oscilatdria, existe um intervalo da forma [a — 1,a+ 1], 1 > 0, tal

que
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(i) Aj(a+n)—A1(a) >0 e,

(ii) Aj(a)—Ai(a—n) <O0.

Uma vez que A é Kurzweil integrdavel em cada subintervalo compacto de [fg, o), pelo

Lema de Saks-Henstock (Lema 2.1.14), dado € > 0, existe um calibre & de [a — 1,a + 1] tal que

e+ m - a@ista) - [ atacoi

< &,

< E&.

H ) —Ala— (@)~ [ a0

n
a

Note que Dy = (a,[a,a+n]) e Dy = (a,[a— N, a]) sdo divisdes d-finas de [a,a+n] e [a—n,a],

respectivamente.

Como x € uma solucdo da EDO generalizada linear (5.10), temos
a+n
qatm)-xila) = [ dao
a

wa)-na-m) = [ da@hn)

Assim,
x1(a+n) —x1(a) = [A1(a+1n) —Ai(a)lxi(a)|
_ /aa+nd[A1(t)]x1(t) CA(a+n)—Ar(@)]n(a)| <
lx1(a) —x1(a—mn)—[A1(a) —A1(a—n)]x1(a)]
| [ a0 - @ -aita-min)| <

e, entdo, valem

—&+[Ai(a+n) —Ai(a)]xi(a) <xi(a+1n)—xi(a) <e+[Ai1(a+1)—Ai(a)]x1(a)

—e+[A1(a) —A(a—n)]x1(a) <xi(a) —xi(a—1n) < e+ [A1(a) —Ai(a—1n)]x1(a).
Logo,
0<xi(a+n)—xi(a) <e+[Ai(a+n)—Ai(a)]xi(a),
e, por (i), segue que xj(a) > 0. Além disso,
0<xi(a)—xi(a—n) <e+[Ai(a) —Ai(a—1n)]xi(a),
e, utilizando (ii), temos x1 (a) < 0. Portanto, x;(a) = 0.

Repetindo este procedimento para todo subintervalo de [fy,) em que A ndo é nem
ndo descrescente nem ndo crescente, concluimos que x; : [fg,o0) — R é uma funcédo nula g.s. no

futuro, o que € um absurdo. [
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Observacdo 5.2.8. Notamos que se A: [tp,o0) — L(R") satisfaz condi¢des (H1) e (H2) apresen-
tadas no Capitulo 4, entdo existe uma tnica solugdo x: [fy,o0) — R" da EDO generalizada linear

(5.10) para o problema de valor inicial.

No que segue, apresentamos alguns exemplos que ilustram nosso critério de oscilagao

para EDOs generalizadas lineares tomando valores em L(R").

Exemplo 5.2.9. Considere a curva de Lissajous
At) = (sen (t—l— g) , sen(2t)> , (5.11)
definida em [0, o). Para cada ¢ € [0,0), definimos o operador A(t): R? — R? por
Alt)x= (sen (t + g) , sen(2t)> x= <sen <t + g) x1(1), sen(2t)x2(t)> :

para x € R?. Entio, pelo Teorema 5.2.7, cada solugio da EDO generalizada linear

dx
— = DIA(t 5.12
dT [ ( )X], ( )
em que A: [0,00) — R? é dado por (5.11), é oscilatéria. De fato, a fungdo x: [0,00) — R? dada
por

x(t) _ (esen(z+§)7esen(2t))

Y

¢ uma solucdo oscilatéria da equacdo (5.12), pois

/Otd[A(s)l]m(S) = /Otd [sen (s+ g)] eSen(s+5)
_ /Otcos <S+§)esen(s+§)ds
= SeN(+E) o=y () — x1(0).

A Figura 11 a seguir representa a trajetdria da solucdo x da EDO generalizada linear (5.12).

Figura 11 — Trajetéria da solugdo x.

Exemplo 5.2.10. Considere a EDO generalizada linear

d
== = DI(Xjo.= () sen(r)), (5.13)

em que sen: [0,00) — R. Pelo Teorema 5.2.7, as solugdes de (5.13) sdo oscilatérias. Note que a
fungdo x: [0,00) — R dada por

x(t) _ eSCI’l(I)
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€ uma solucao oscilatéria de (5.13), uma vez que

/O CdIA)x(s) = /0 ' d [0 (0)sen(r)] 506
= SN0 1 = x(r) —x(0).

Exemplo 5.2.11. Considere a equagdo generalizada
d
d—;‘ = D[(|cos(t)|,t,¢%,¢3)x] (5.14)

definida em [0,0). Como | cos(#)| é uma fungéo oscilatdria, pelo Teorema 5.2.7, cada solugdo de

(5.14) é oscilatéria.

Encerramos esta se¢do com uma importante observagao.

Observacao 5.2.12. Considere a EDO linear cléssica
x(t) = a(t)x(1), (5.15)

emque a: [fp,o0) — R é uma fungdo Lebesgue integravel e x: [fp,o0) — R é diferencidvel g.s..

Sabemos que todas as solu¢des da EDO cléssica (5.15) podem ser representadas por

x(t) _ eft:) a(s)ds'

Assim, de acordo com a defini¢do clédssica de oscilagdo, todas as solugdes de (5.15) sdo ndo
oscilatdrias. Entretanto, ao se considerar a Defini¢do 5.2.5 que propusemos, se A(f) = f[to a(s)ds
for oscilatdria, entdo as solucdes de (5.15) serdo oscilatérias. De fato, considere por exemplo, a
seguinte EDO linear classica

x(t) = cos(t)x(t), (5.16)

definida em [0, ). Defina
t
Ar) = / cos(s)ds.
0

Como o operador A € oscilatério, segue que todas as solucdes de (5.16) serdo oscilatdrias.

5.3 Oscilacao em espacos de Banach

Estamos interessados em estudar oscilagdo de solugdes de equagdes diferenciais ordind-
rias generalizadas, em que as funcdes envolvidas assumam valores em um espago abstrato, por

exemplo, um espaco de Banach.

Se X for um espaco de Banach qualquer, ndo poderemos utilizar as defini¢des de oscilagdo
e ndo oscila¢do apresentadas nas se¢des anteriores, uma vez que em alguns destes espacos nao

temos a nocao de ordem (< ou >).

O proposito desta secdo € introduzir uma definicdo de oscilagcdo sobre funcdes a valores

abstratos e obter condi¢des para oscilagdo e ndo oscilac@o de solucdes de equagdes diferenciais
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ordindrias generalizadas, em que as funcdes envolvidas assumem valores em um espago de

Banach. Para isto, nos inspiraremos nas seguintes definicdes. Veja (TABOR, 2002).

Denotamos por T o parametro do tempo, isto é R ou Z, e denotamos R ou Z, por T..

Definicao 5.3.1. Diremos que a fun¢do f: T, — R oscila fortemente, se para cadat € T tal
que f(z) # 0, existir s € T, s > 1, tal que f(s)f(¢) <O.

Definicao 5.3.2. Uma funcdo f: T, — R" oscilara fortemente, se todas as suas fungdes compo-

nentes oscilarem fortemente.

Observacao 5.3.3. Notamos que se na defini¢cdo de oscilacdo apresentada no Capitulo 3, a
oscila¢d@o ocorrer para todo ¢ € [0,o0), entdo a defini¢do de oscilagdo forte, proposta nesta se¢do,
¢ mais geral que a definicdo de oscilacdo apresentada no Capitulo 3. De fato, seja X =R" e
suponha que x : [0,00) — R” é ndo oscilatéria. Entdo, todas as fun¢des componentes de x sdo ndo
oscilatérias. Sem perda de generalidade, suponhamos que x| seja positiva no futuro, isto é, existe
T > 0 tal que x;(r) > 0 para todo ¢ € [T, ). Logo, para todo ¢ € [T, o), temos x;(s)x;(t) >0

para todo s > ¢. Logo, x ndo pode oscilar fortemente.

Agora, consideramos X um espago de Banach real e / C R um intervalo. Por X* denota-

mos o espacgo de todos os funcionais lineares em X.

Definicio 5.3.4. Uma fungéo f : J — X oscilara fortemente, se para cada { € X*, a fungdo

{ o f:J— R oscilar fortemente, ou seja, para cada ¢t € J existir s > 7 tal que
(Cof)(s)(Eof)(r) <O.

Nosso interesse € estudar o comportamento oscilatorio de solu¢cdes de EDOs genera-
lizadas lineares, isto é, consideraremos F(x,7) = A(t)x, em que A : J — L(X) é localmente de
variac¢do limitada, ou seja, A € BV ([a,b],L(X)) para todo [a,b] C J (hipdtese (H1)). Além disso,

A satisfaz a hipotese (H2), apresentada no Capitulo 4, a saber

(I+[AG+)—A@)]) " € L(X)
(I-[A() —A@=)) ™" € L(X),

em que I € L(X) é o operador identidade, A(r+) = 1_1>rtr3rA(s) and A(t—) = lim A(s).
S

S—t—

Assuma que A satisfaca as condi¢des (H1) e (H2). Os proximos resultados foram apre-

sentados no Capitulo 4. Relembremo-os.

Teorema 5.3.5. Sejam s € J e x € X. Entdo o problema de valor inicial

dx
e = DIA(t)x], (5.17)
x(s) =X,

admite uma solug¢do tnica definida em J.
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Teorema 5.3.6. Existe um unico operador U : J x J — L(X) tal que
t
Ut,s) =1+/ dIA(P]U (r,5) (5.18)
N

para todo 7,5 € J. Além disso, para cada s € J fixo, o operador U+, s) é de varia¢do limitada em

J. O operador U (t,s) é chamado o operador fundamental da EDO generalizada

dx_

= =DlA(t)].

Também valem as seguintes propriedades. Para cada s € J, a unica solucdo x : / — X do
problema de valor inicial (5.17) é representada por x(¢) = U (t,s)x,em que U : J x J — L(X) é o
operador fundamental, o qual satisfaz:

o U(t,t) =1, paratodor € J;

o U(t,s)=U(t,r)U(r,s), paratodot,r,s € J.

5.3.1 Processo de evolucao linear regrado
Sejam X um espaco de Banach e C(X) o espago das transformagdes continuas de X em
X. Um sistema dinadmico em X é uma familia {S(z,s),t > s} C C(X) satisfazendo
(i) S(t,t)x = x, para quaisquer t € Re x € X;
(ii) S(t,0)0S8(o,s) =S(t,s), parat > © > s;

(i) {(z,s,x) e RxRxX,t>s}> (t,5,x) — S(t,5)x € X é continua.

Por exemplo, considere o problema de valor inicial
x=f(t,x), x(s)=x;€R", (5.19)

em que f: R x R" — R" ¢ uma fun¢do continua e diferencidvel e, aqui, x; representa a condi¢do
inicial do problema (5.19). Denote por x(z, s, x,) a dnica solucdo de (5.19). Defina S(¢,s) : R" —
R",t > s por S(t,s)x; = x(¢,5,%),x; € R". E possivel provar que {S(t,s), > s} é um sistema
dindmico com X = R". Veja (CARVALHO, 2012).

No que segue, concentraremos nossa atengao no estudo de oscilac@o para processo de
evolugdo linear regrado que definiremos abaixo. Sejam J C R um intervalo qualquer, & =
{(t,s) e I xJ,t >s} e (X,]||||]) um espago de Banach. Motivados pela defini¢do e exemplo
anteriores, definimos (veja (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON, 2021))

Definicao 5.3.7. Um processo de evolucio linear regrado em X é uma familia de operadores
{S(,s),(t,s) € P} C L(X) que satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) S(t,t)x = x, para quaisquert € Je x € X;
(ii) S(t,0)0S(o,s) =S(t,s), paratodot > o > s;
(iii) S(-,t) € G(JNt,),L(X)) e S(t, ) € G((—oo,t]NJ,L(X)), para cadat € J.

Observacao 5.3.8. Note que a terceira condi¢io da definicdo acima permite saltos nos parame-
tros 7 ou s. Sendo assim, S(z,s)x pode ser, por exemplo, descontinua (regrada) nas variaveis ¢
e s, como mostra o Exemplo 5.3.9 abaixo. Caso S(z,s)x seja continua em ¢, s e x, teremos um

sistema dindmico usual.

Exemplo 5.3.9. Sejam u: R — R uma fun¢do descontinua e f: R — R uma funcao Perron-
Stieltjes integrdvel com respeito a u. Entdo, o mapat +— [! f(r)du(r) estd em G(R,R) para todo
s € R (veja (FEDERSON, 2002b), Teorema 1). Assim, a familia {S(z,s), (¢,s) € &}, dada por

S(t,5)x = xe~ Js F(r)dulr)
define um processo de evolugdo linear regrado em R.

Definicao 5.3.10. A orbita pullback de um subconjunto B C X no tempo ¢ € R, é representada
por
Yo(B,1) = JS(t,s)B.
s<t
Os processos de evolugdo lineares regrados autdnomos sdo aqueles que satisfazem
S(t,s) = S(t —s,0), para todo 7 > s. Neste caso, se definirmos 7'(¢t) = S(¢,0) € L(X), teremos

(i) T(0)x = x, para cada x € X;
(ii) T(¢t)T(s) =T(t+s), para quaisquer ¢,s € [0,00);

(i) T € G(R,,L(X)).

Uma familia {7'(z), t > 0} com as propriedades acima serd dita um semigrupo linear
regrado. Vale ressaltar que, através de um semigrupo linear regrado {T'(¢), t > 0}, podemos
definir um processo de evolucdo linear regrado {S(z,s), (¢,s) € &} fazendo S(t,s) =T (t —s),

comt > s.

Definicao 5.3.11. A érbita positiva de um ponto x € X de um semigrupo regrado {7'(¢), t > 0} C
L(X) é representada por
Or(x) ={T(t)x,t >0} = | J T (r)x.
t>0
Assuma que o operador A: J — L(X) satisfaca as condi¢des (H1) e (H2). Para cada
(x,5) € Q =X x J, denotamos por x; = x(t,s,xs) a nica solugdo da EDO generalizada linear
dx

d—{)- DI[A(1)x], (5.20)



80 Capitulo 5. Oscilagdo de solugoes de EDOs generalizadas

em que ¢ € J. Defina
S(t,s): X — X, por S(z,5)xs = x(t,s,x5), (5.21)
em que x(s) = x;.

A prova do préximo resultado € consequéncia do Teorema 5.3.6.

Teorema 5.3.12. A familia {S(z,s), (t,s) € &2} dada por (5.21), em que A satisfaz as condi¢des

(H1) e (H2) gera um processo de evolucao linear regrado.

Demonstragdo. A familia {U(t,s),(t,s) € &} gera um processo de evolucdo linear regrado.
[]

5.3.2 Teoria de oscilacao para processo de evolucao linear regrado

Nesta subsec¢do, estabelecemos uma caracterizagdo de oscilagcdo forte para semigrupos
regrados e introduzimos a noc¢ao de oscilagao no sentido pullback para processos de evolucao
regrados. Para provar os resultados, precisaremos do conceito de wedge (em portugués, cunha) e
de algumas ideias apresentadas em (TABOR, 2002).

Definicao 5.3.13. Um wedge W em X ¢ um subconjunto convexo fechado de X tal que aW =W
para todo nimero real o > 0. Dado um conjunto A C X, por wedge(A) denotamos a interse¢io

de todos wedges contendo A, isto é,

n
wedge(A) := {Z aia;, ;€ Ry,a,€A,ne N}.
i=1

Como caso particular, um wedge W serd dito um cone, sempre que W N (—W) = {O}
A prova do lema a seguir pode ser encontrada em (TABOR, 2002).
Lema 5.3.14. Sejam W um wedge em X e y € X \ W. Ento existe { € X* tal que {(W) C R
e(y) <O.

O préximo lema, cuja prova € omitida em (TABOR, 2002), sera utilizado mais adiante,

na demonstracdo do Teorema 5.3.17.

Lema 5.3.15. Sejam X,Y espacos de Banach e § C X. Considere A : X — Y um operador
limitado. Entao
A(wedge(S)) C wedge(A(S)).

Demonstragdo. Sejam y € wedge(S) e z = A(y). Existem sequéncias {&"} e {a!"} em S tais
que ) o."a" — y quando m — +oo. Entdo
Y &"A(a]") = A(y) =z.

Assim, z € wedge(A(S)). O
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Agora, introduzimos a no¢do de oscilag@o pullback para processos de evolucao lineares
regrados. Veja (AP. SILVA; BONOTTO; FEDERSON, 2021).

Definicao 5.3.16. Diremos que um ponto x € X oscila pullback no tempo ¢t € J com respeito
ao processo {S(z,s),(t,s) € P}, se para cada { € X* a seguinte condicdo for satisfeita: para

cada r <t podemos encontrar s; < s> < r tal que
E(S(z,51)x)E(S(t,s2)x) <O0.

O préximo resultado fornece condi¢des suficientes para um ponto em X ser oscilatorio

no sentido pullback.

Teorema 5.3.17. Sejax € X tal que x # 0 e r € R . Se existir uma sequéncia {7, },en C R tal
que T, — —oo, quando n — oo ¢ —x € wedge(S(r + 74, T,)x) para cada n € N, entdo x oscilard

pullback no tempo ¢.

Demonstracdo. Suponhamos por absurdo que x ndo oscila pullback no tempo z. Podemos

assumir, sem perda de generalidade, que existe { € X* e Ty <t tal que

§(S(t,r)x) >0, paratodo r <T.

Seja T,, < Tp —t. Como —x € wedge(S( + Ty, Ty, )X)), Obtemos
S(t,t 4+ Ty, ) (—x) € S(t,1 + Ty ) (Wedge(S(2 + Tny, Tng )X))-
Pelo Lema 5.3.15, temos
S(t,t+ Ty, ) (Wwedge(S(f + Ty, Tng )x))) C wegde(S(1,1+ Ty )S(t + Ty, Tng ) X)-

Consequentemente,
S(t,t+ Ty, ) (—x) € wedge(S(t, Ty, )X).

Aplicando o Lema 5.3.15 novamente, concluimos que
0> —C(S(t,t+ 1y, )x) > inf {{ (wedge(S(t, T,y )x)) } > inf {wedge{{(S(,7,,)x))}} > 0,
o que € uma contradi¢ao. Portanto, x oscilarad pullback no tempo ¢. [
Uma condi¢d@o necessdria para que x € X seja oscilatdria no sentido pullback € apresen-
tada no préximo teorema.
Teorema 5.3.18. Seja x € X tal que x % 0 e r € R,. Se x oscilar pullback no tempo ¢, entdo

—x € wedge(7,(x,1)).

Demonstragdo. Assuma que x oscile pullback no tempo ¢ e que —x ¢ wedge(y,(x,?)). Pelo
Lema 5.3.14, existe { € X* tal que {(—x) < 0 e {(wedge(S(t,s)x) C R4 para cada s <t,
contradizendo o fato de x oscilar pullback no tempo ¢. [
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Corolario 5.3.19. Seja V um cone em X. Assuma que x € V \ {0} oscila pullback no tempo 7.
Entdo existe s <7 tal que S(¢,s)x ¢ V.

Demonstragdo. Suponhamos que S(z,s)x € V para todo s < t. Pelo Teorema 5.3.17, temos
—x € wedge(S(z,s5)x),
para algum 7 > 5. Como wedge(S(z,s)x) C V, segue que —x € V. Assim,x € VN (—V) = {0}, 0

que € um absurdo. O]

No que segue, passamos a estudar o conceito de oscilagdo forte para semigrupos lineares

regrados.

Definicao 5.3.20. Diremos que um ponto x € X oscilara fortemente com respeito ao semigrupo
linear regrado {T'(¢), t > 0} C L(X), se para cada { € X* ndo nulo for satisfeita a seguinte
afirmacdo: para cada t € [0,00) tal que (7' (f)x) # 0, existe s > 7 tal que

(T (s)x)G(T(1)x) <O.

A prova do préximo resultado segue como em (TABOR, 2002), Theorem 2.1, com

adaptacdes Obvias.

Teorema 5.3.21. Um ponto x € X tal que x # 0 oscila fortemente com respeito ao semigrupo

linear regrado {7'(¢), t > 0} C L(X) se, e somente se, —x € wedge(Or(x)).

Como aplicagdo do Teorema 5.3.17, temos o seguinte resultado.

Corolario 5.3.22. Seja x € X tal que x # 0. Se existir —x € wedge(7 (fo)x) para algum 7 > 0,

entdo x oscilard fortemente com respeito ao semigrupo regrado {7'(z), t > 0} C L(X).

Demonstracdo. Defina a familia de processo de evolugdo linear regrado {S(z,s), (¢,s) € ¥} C
L(X) por
S(t,s)x=T(t—s)x.

Note que, se {7, },eny C R for uma sequéncia tal que 7, — —oo, quando n — oo, entdo
—x € wedge(T (19)x) = wedge(S(t9 + Ty, Ty )X)

para cada n € N. Pelo Teorema 5.3.17, x oscilara pullback no tempo #y. Assim, se r > t(, existem
s1 < 52 < —r < 1y tais que
C(S(t0,51)x)C(S(10,52)x) <0,
ou seja,
C(T (10 — 51)x)C(T (to — 52)x) <O,
com fy—s; >t —sp > r. Portanto, x oscila fortemente com respeito ao semigrupo regrado
{T(t), t > 0}. O
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Finalmente, devido ao Teorema 5.3.12, podemos depreender que uma EDO generalizada

linear
dx

i
satisfazendo as hipéteses (H1) e (H2), gera um processo de evolugdo linear regrado. Utilizando

D[A(t)x], (5.22)

a defini¢do a seguir e os Teoremas 5.3.17 e 5.3.18, obtemos critérios de oscilagdo para EDOs

generalizadas lineares que assumem valores em espagos de Banach.

Definicao 5.3.23. Diremos que uma solucdo x: R — X da EDO generalizada linear (5.22)
oscilara pullback no tempo t € R com respeito ao processo {U (t,s), (t,s) € &}, se para cada

{ € X*, a seguinte condigdo for satisfeita: para cada s < podemos encontrar s; < s < s tal que

S(U(1,51)x(0)) (U (,52)x(0)) <0,
emque U: R xR — L(X) é o operador fundamental de (5.22).

Teorema 5.3.24. Seja x: R — X uma solu¢@o ndo nula da EDO generalizada linear (5.22) e
U: R xR — L(X) o operador fundamental associado a equagdo (5.22).

(i) Sex: R — X oscilar pullback no tempo ¢, entdo —x(0) € wedge(y,(x(0),7));
(ii) Se existir uma sequéncia {7, },eny C R tal que 7, — —eo, quando 1 — oo, &
—x(0) € wedge(U (1 + 7, T1)x(0))

para cada n € N, entdo x: R — X oscilard pulback no tempo 7.

Encerramos este capitulo com algumas importantes observacoes.

Observacao 5.3.25. Notemos que na teoria cldssica de oscilacdo, em que as fungdes tomam
valores em R, a defini¢@o de oscilag@o estd bem estabelecida, uma vez que neste caso, como se
trata do espaco euclidiano R, temos a nocao de ordem do espago. As defini¢des de oscilagdes
propostas neste trabalho, foram inspiradas na definicdo de oscilacdo forte apresentada em
(TABOR, 2002), em que o autor utiliza a composi¢do com funcionais lineares. Isso propicia que
a imagem seja um espaco ordenado. Além disso, os conceitos apresentados aqui generalizam
as defini¢des cldssicas de oscilacdo e, ainda, aumentam o conjunto de fun¢des consideradas
oscilatdrias, uma vez que propomos a defini¢do de oscilacao pullback e a defini¢do de oscilagdo
q.s., utilizando as defini¢des de nado crescente g.s. no futuro e nao decrescente g.s. no futuro.
Os resultados apresentados neste texto podem ser aplicados a qualquer classe de equagdes

diferenciais, desde que suas solucdes gerem um processo de evolugdo linear regrado.
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CAPITULO

PERIODICIDADE DE SOLUCOES DE EDOS
GENERALIZADAS

Neste capitulo, nosso objetivo € estudar periodicidade de solu¢des de uma EDO ge-
neralizada, assumindo valores em um espaco de Banach qualquer. Comecamos nosso estudo,
analisando, primeiramente, periodicidade de solu¢des que assumem valores em R" e, para este
espaco, provamos uma generalizacio do teorema de Floquet bem conhecido em EDOs, agora
para EDOs generalizadas. Em se tratando de solugdes periddicas em espacos de Banach, apre-
sentamos uma definicao de periodicidade, utilizando composi¢do com funcionais lineares. Os
resultados contidos neste capitulo sdo inéditos e podem ser encontrados no artigo (AP. SILVA et
al., 2021) e no livro (BONOTTO; FEDERSON; MESQUITA, 2021).

Introduzimos, agora, uma condicdo que serd utilizada frequentemente neste capitulo.

(EU) Seja X um espago de Banach e J um intervalo. Diremos que uma fungdo F': X xJ — X
satisfaz a condi¢éo (EU), se para cada (xo,%p) € X x J, o PVI
dx
— = DF(x,t
dt (x:2),
X (l‘()) = X0

tiver uma unica solucdo global x: J — X.

6.1 Solucoes periddicas em R”

E sabido que uma fungdo f : R — R serd T-periddica, se existir um niimero real positivo
T tal que
f(t+T)=f(t), paratodotecR.

Como estamos interessados em estudar periodicidade de solucdes que assumem valores

em R”, usaremos a definicdo seguinte.



86 Capitulo 6. Periodicidade de solucoes de EDOs generalizadas

Definicao 6.1.1. Diremos que uma fungdo f: R — R” é T-periddica, se existir um nimero real

positivo T tal que todas as fun¢des componentes de f sejam T -periddicas, isto &,

fit +T) = fi(t),

paratodoi=1,...,neparatodor € R.

Neste momento, surge uma pergunta natural:
Por que exigir que todas as funcoes componentes sejam T-periddicas e ndo apenas uma?

A resposta a esta questao serd dada adiante, na préxima secao.

Denotamos por .Z(R") o conjunto de todas as matrizes com componentes reais e assu-
mimos que A : [0,0) — Z(R") é uma matriz n x n de fun¢des definidas no intervalo [0,0). O
operador A € T-periddico se A(t) =A(t+T), paratodo ¢ € [0,00).

Inicialmente, trabalharemos com o caso linear, isto €, estamos interessados em estudar

periodicidade de solucdes da seguinte EDO generalizada

dx_

i D[A(t)x]. (6.1)

Para provar os resultados desta secdo, precisaremos do Teorema de Mudanga de Varidvel
(Teorema 2.1.21), que também pode ser encontrado em (SCHWABIK, 1992). Notamos que, pelo

Teorema 2.1.21, a igualdade abaixo € verdadeira para quaisquer s,s2,7 > 0

so+T 52
/ DF(x(7),1) :/ DF(x(t+T),i+T).
s1+T 5]

De fato, basta tomarmos ¢ (s) = s+ 7 no Teorema 2.1.21.

O resultado a seguir fornece condi¢cdes necessdria e suficiente para que uma solucio de

(6.1) seja periddica.

Teorema 6.1.2. Seja x: [0,00) — R” uma solugdo da EDO generalizada linear (6.1), em que
A :]0,00) — Z(R") é um operador T-periddico e satisfaz a condigéo (EU). Entdo x é T-periddica

se, e somente se, x(0) = x(T).

Demonstra¢do. Suponhamos que x: [0,00) — R” seja uma solugdo T-periddica de (6.1). Entdo
x(t+T) =x(t), paratodo ¢ € [0,00). Em particular, em = 0, vale

x(T)=x(0+T) =x(0).

Agora, suponhamos que x: [0,00) — R” seja uma solucdo de (6.1) e satisfaca

x(0) = x(T). (6.2)
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Como, por hipétese, x: [0,00) — R” é uma solugdo de (6.1), temos

x(52) ~a(s1) = [ DIAWI(D)

1
para quaisquer 51,52 € [0,00). Se y(t) = x(t +T), para todo € [0,0), entdo
sy+T

) ~y(s) =x(m 4 T) —x(m+7) = [* " DAWIK()

- / U DIAG +T)x(t+T)

51

= [ DAObe),

S1

pois, por hipétese, A é T-periddico. Assim, y: [0,00) — R” serd uma solugdo de (6.1) tal que
¥(0) =x(0+T) = x(T) = x(0),

em que a ultima igualdade é devido a (6.2). Finalmente, pela unicidade do problema de valor
inicial para EDOs generalizadas lineares (condi¢éo (EU)), x(¢) = y(t) = x(t + T) e, portanto, x é
T -periédica. L

Observacio 6.1.3. Notamos que se 0 operador A : [0,00) — .Z(IR") satisfizer as condi¢des (H1)

e (H2) apresentadas no Capitulo 4, entdao A satisfard a condic¢ao (EU).

O teorema anterior nos fornece um bom critério de periodicidade de solu¢des de EDOs

generalizadas lineares. No que segue, apresentamos generaliza¢des do Teorema 6.1.2.

Seja g : [0,00) — R" uma fung¢io dada e considere a seguinte EDO generalizada linear

niao homogénea
dx

o =D[A(t)x+g(t)]. (6.3)

A prova do préximo resultado, segue os mesmos passos da apresentada no Teorema
6.1.2.

Teorema 6.1.4. Seja x : [0,00) — R” uma solu¢do da EDO generalizada linear ndo homogénea
(6.3),emque A: [0,00) - Z(R") e g: [0,00) — R" sdo fun¢des T-periddicas. Suponha que (6.3)
satisfaca a condicdo (EU) e que g seja localmente Perron integravel. Entdo x € T-periddica se, e

somente se, x(0) = x(T).

Demonstragcdo. De fato, basta observar que se x: [0,00) — R” for uma solugéo de (6.3), entdo

K(52) —a(s1) = [ DIAWJ(E) +8(52) — 851,

1
para quaisquer s1,s3 € [0,00). Fazendo y(¢) = x(¢ + T'), para todo ¢ € [0,0) e usando o fato de A
e g serem T -periédicas, concluimos que y: [0,00) — R” é uma solugio de (6.3) em [0, o), com

y(0) = x(0). Portanto, pela condi¢io (EU), segue que x é T-periddica. O
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Agora, consideramos o caso mais geral,

dx

7 =DF(x.1), (6.4)

em que F: Q — R”, com Q =R" X [0,00).

Definicdo 6.1.5. Diremos que F : R" x [0,00) — R" é uniformemente 7-periddica, se para
todo z € R" e todo 1 € [0,00), tivermos

F(z,t+T) =F(z,1).

Teorema 6.1.6. Seja x : [0,00) — R” uma solug¢do da EDO generalizada (6.4), em que F : Q — R”"
¢ uniformemente 7'-periddica e satisfaz a condi¢ao (EU). Entdo x serd T-periddica se, e somente
se, x(0) =x(T).

Demonstracdo. Suponhamos que x: [0,00) — R” seja uma solugdo de (6.4) e que satisfaca

x(0) =x(T).Sey(t) =x(t+T), paratodo ¢ € [0,o0), entdo para quaisquer sy, s, € [0,00), teremos

sp+T
V(s2) —y(s1) = x(s2+T) —x(s1 +T) = /S]” DF(x(1),1)

52
= / DF (x(t+T),t+T)
S]S2
= DF(y(t),t+T)
SLZ
= | DF(y(1),1).
S1
Logo, y: [0,00) — R" serd solugdo de (6.4). Além disso, y(0) = x(7') = x(0). Pela condi¢do
(EU), temos

() = x(t) =x(t +T),

e, portanto, x € T-periddica. A reciproca € imediata. ]

Observacio 6.1.7. Note que se F € .7 (Q,h), em que & : [0,00) — R é uma fungdo ndo descres-
cente e continua a esquerda, entdo existe uma tnica solu¢do maximal x : [0,00) — R". (Veja

Corolério 4.2.7). Neste caso, condi¢dao (EU) € satisfeita.

Devido ao teorema anterior, temos um excelente critério para concluir quando solugdes
de uma EDO generalizada qualquer sdo periddicas. Se estamos interessados em saber quando
uma solu¢cdo de uma EDO generalizada € T-periddica, desde que a funcdo envolvida nesta
equacao seja uniformemente 7'-periddica, basta verificarmos se tal solucdo aplicada em zero,
coincide com o valor obtido em ¢ = T'. Entretanto, nao é um trabalho facil encontrar solugdes e,
por isso, se faz necessario provar resultados de existéncia e unicidade de solugdes periddicas.

Tais resultados serdo apresentados mais adiante.
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Encerramos a secao, chamando a atencao do leitor para um importante fato. Todos os
resultados desta se¢@o, continuam sendo validos para solugdes T-periddicas g.s. em (0,7) U
(T,o0) e definidas em 0 e em nT, para todo n € N. Assim, poderiamos trocar a defini¢do
de T-periodicidade para T-periodicidade g.s.. Por comodidade, optamos em trabalhar com

periodicidade em todo o intervalo [0, o).

6.1.1 Um teorema do tipo Floquet

Nesta subsecdo, demonstramos um teorema do tipo Floquet, cuja versdo para EDOs clas-
sicas é bem conhecida (veja, por exemplo, (CHICONE, 2006)), agora para EDOs generalizadas
lineares. Tal teorema caracteriza a matriz fundamental de um sistema linear periddico. Para este

fim, precisamos do seguinte resultado, que pode ser encontrado em (SCHWABIK, 1992).

Teorema 6.1.8. Seja J C R um intervalo. Assuma que A : J — Z(R") é localmente de variagdo
limitada em J e satisfaz a condicdo (H2). Se 79 € J, entdo para cada matriz Xe¥ (R™), existird

uma matriz unicamente determinada X : J — Z(R") tal que

X(t)=X+ td[A(s)]X(s)

To

parat € J.

Introduzimos agora, algumas notacdes analogas ao caso classico de EDOs lineares. As
defini¢des e resultados que apresentamos na sequéncia podem ser encontrados em (SCHWABIK,
1992).

Seja A : J — Z(R") satisfazendo as condi¢des (H1) e (H2). Uma func¢do matricial
X : J — Z(R") serd dita uma solucdo da equacdo matricial
ax
i
se, para quaisquer, s1,s2 € J valer a identidade

X(s2)=X(s1) = [ dAG)IXG),

51

DIA(H)X] 6.5)

Uma fungdo matricial X : J — .Z(R") serd dita uma matriz fundamental da equagio
dx
— = DIA(t
o = DlA()
se X for uma solugdo da equacdo matricial (6.5) e se a matriz X (¢) for regular (i.e., uma matriz

invertivel) para pelo menos um valor z € J.

Teorema 6.1.9. Assuma que A : J — Z(R") é localmente de variacdo limitada em J e que
satisfaz a condi¢do (H2). Entdo cada matriz fundamental X : J — Z(R") da equagio
dx
— = D|A(t
& = DlA()]

é regular paratodo t € J.
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Consideremos a EDO generalizada linear homogénea

dx

em que A : [0,00) — Z(R") satisfaz as condigdes (H1) e (H2) e é T-periddica, isto é, existe
T >0talque A(t+T) = A(t), paratodo ¢ € [0,0).

Antes de provarmos o teorema do tipo Floquet para EDOs generalizadas lineares homo-
géneas do tipo (6.6), precisamos do seguinte resultado. Veja (CHICONE, 2006).

Lema 6.1.10. Se C for uma matriz n x n com detC # 0, entdo existirda uma matriz B tal que
B
e’ =C.

Teorema 6.1.11 (de Floquet em R"). Assuma que A : [0,00) — Z(R") seja T-periddica e
satisfaca as condi¢des (H1) e (H2). Entdo toda matriz fundamental X : [0,00) — .Z(R") da EDO
generalizada linear (6.6) terd a forma

X (1) =P(r) e,

em que P(t) e B sdo matrizes n X n, com P(t +T) = P(t), para todo ¢ € [0, ).

Demonstragdo. Seja X : [0,00) — £ (R") uma matriz fundamental de (6.6). Entdo, para quais-
quer s1,52 € [0,00), temos

X(s52) = X(51) = / " dIA)X (s).

51

Assim,

sy+T
X(so4+T)=X(s1+T) — /SM d[A(s)X(s)

_ /Szd[A(erT)]X(erT)

1

= [Cauex e+,

51
ja que, por hipétese, A é T-periddica. Entdao X (r + T') é uma matriz fundamental de (6.6). Logo,
existe uma matriz ndo singular C, tal que X(t +7) = X(¢)C. Pelo Lema 6.1.10, existe uma
matriz B tal que ¢87 = C. Defina P(t) = X (t) e ®'. Assim,

Pt+T)=X(t+T)e B =x(r)cC Ve B =X (1) e B = P(1),

e completamos a prova. L

Finalizamos esta se¢dao, chamando a atencdo do leitor para a seguinte e importante

observagao.

Observacao 6.1.12. Notemos que a prova do Teorema 6.1.11, no caso classico (veja, por
exemplo, (CHICONE, 2006)), envolve fortemente derivadas e regras de derivacao das funcdes
envolvidas na equagdo diferencial ordinédria. Mesmo ndo tendo asseguradas as diferenciabilidades
de A e de X, ainda conseguimos provar o Teorema de Floquet para EDOs generalizadas, utilizando

somente propriedades da integral de Kurzweil.
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6.1.2 Existéncia de solucdes periddicas

P, em que ¢ € [0, ), apresentada na secdo

A representacdo do tipo Floquet X (1) = P(¢)
anterior, serd utilizada para estudar solucdes periddicas de EDOs generalizadas lineares da forma

(6.6).

Para cada t € [0,00), considere uma solu¢do matriz fundamental X (¢) para a equag@o
(6.6), em que A : [0,00) — Z(R") é uma fun¢do matricial T-periddica, e um vetor v € R". O
vetor solucdo da EDO generalizada linear (6.6), comecando em ¢ = #y, com condi¢do inicial
x(t9) = v, é dado por
XX Yro)v.

Se o vetor solucao for adiantado em um periodo 7" do sistema, entdo obteremos nova-

mente, um vetor em R”, dado por X (T +1)X ~!(y)v. Neste caso, o operador
te= X(T+0)X o)y

serd dito um operador de monodromia.

Os autovalores de um operador de monodromia serdo ditos multiplicadores caracteris-

ticos do sistema homogéneo T'-periddico (6.6) correspondente.

Omitiremos a prova do resultado a seguir, pois segue 0os mesmos passos da prova
apresentada em (CHICONE, 2006), com adaptacdes Obvias.

Proposicao 6.1.13. As seguintes afirmagdes sdo vélidas para EDOs generalizadas lineares

periddicas do tipo (6.6).

(i) Cada operador de monodromia € invertivel, ou, equivalentemente, cada multiplicador

caracteristico € nao nulo.

(i) Todos os operadores de monodromia tém os mesmos autovalores. Em particular, existem

exatamente n multiplicadores caracteristicos, contando as multiplicidades.

Consideremos a EDO generalizada linear nao homogénea

dx

— = DJA(t t 6.7
& = DlA@)+8(0)], 67
em que g : [0,00) — R" é T-periddica e A : [0,00) — Z(R") é T-periddica satisfazendo as

condi¢oes (H1) e (H2).
Estamos interessados em garantir a existéncia de solugdes T-periddicas da EDO gene-

ralizada linear nao homogénea (6.7). Para este fim, precisaremos da Férmula da Variacao das

Constantes para EDOs generalizadas, apresentada no Capitulo 4. Relembremos tal resultado.
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Corolario 6.1.14. Seja J C R um intervalo. Se A : J — Z(R") for localmente de varia¢do
limitada em J, satisfazendo (H2), o € J, x € R", g : J — R” for localmente de variagdo limitada
emJe X :J — Z(R") for uma matriz fundamental arbitrria da equagao (6.6), entdo a tnica
soluc@o do problema (6.7), com condigdo inicial x(fy) = X, podera ser representada na forma

*(t) = g(1) — gli0) + X (1 (X1<ro>z— X () (s(s) —g<r0>>) . 69

To

O préximo resultado assegura a existéncia de pelo menos uma solugdo 7'-periddica da

EDO generalizada linear ndo homogénea (6.7).

Teorema 6.1.15. Assuma que A: [0,0) — Z(R") seja T-periddica. Se o nimero 1 ndo for
um multiplicador caracteristico da EDO generalizada linear homogénea (6.6), entdao a EDO

generalizada linear ndo homogénea (6.7) terd pelo menos uma solucao 7'-periddica.

Demonstracdo. Pelo Teorema 6.1.4, sabemos que uma solug@o x: [0,00) — R” de (6.7) serd
T-periddica se, e somente se, x(0) =x(T). Seja X : [0,00) — Z(R") uma matriz fundamental
da EDO generalizada linear (6.6). Entdo, pela Formula da Variacdo das Constantes para EDOs

generalizadas (Corolario 6.1.14), temos
T
() = ¢(7) ~ 0)+X(1) (X1 Ox(0) - [ X 0)(els) - 50)).

Como, por hipétese, g é T-periddica, obtemos

Portanto, teremos x(7') = x(0) se, e somente se,

XX (0) ~1x(0) =X(T) [ e 9] (als) ~ 8(0)).

Esta tdltima equagdo terd uma solugdo sempre que o nimero 1 nio for um autovalor de X (7).
Pelo Teorema de Floquet generalizado (Teorema 6.1.11), existird uma matriz B tal que a matriz
de monodromia € dada por

X(T)=é"T.

Em outras palavras, teremos x(0) = x(T), se 0 ndmero 1 ndo for um autovalor de X (7). O

Corolario 6.1.16. Se A(t) = A para todo 7 € [0,), ou seja, se A for uma matriz constante tal
que A ndo tem autovalores no eixo imagindrio, entdo a EDO generalizada ndo homogénea (6.7)

terd pelo menos uma solugdo 7T -periddica.

TA

Demonstragcdo. A matriz de monodromia, e'“, ndo tem 1 como um autovalor. ]

Nosso objetivo, agora, é demonstrar resultados de periodicidade de solugdes de EDOs
generalizadas em espacos de Banach. Os resultados que apresentamos na proxima secao podem
ser encontrados em (AP. SILVA et al., 2021).
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6.2 Solucoes periddicas em espacos de Banach

Nesta secdo, temos o interesse em estudar o comportamento periddico de solucdes
de EDOs generalizadas que assumem valores em espacos de Banach. De maneira andloga a
defini¢do proposta no Capitulo 5 para oscilacdo de solu¢des, podemos pensar em periodicidade
de fun¢des em espacos de Banach compondo a fungdo com um funcional e, assim, obtendo

novamente uma fun¢do a valores em R.

Sejam J C R um intervalo qualquer e X um espaco de Banach. Por X* denotamos o

espaco de todos os funcionais lineares em X.

Definicao 6.2.1. Uma funcdo f: J — X serd dita fortemente 7 -periddica, se existir um niimero
real positivo T tal que para cada § € X*, a fungdo § o f : J — R for T-periddica, isto é,

(Eof)t+T)=(Eof)),

para todo ¢ € J e para todo funcional { € X*.

Ao fazermos a composi¢ao utilizando o funcional linear , é possivel visualizar geome-
tricamente a periodicidade da fungio, ja que { o f assume valores em R. Observe que a fungio
f(t+T) poderia ser, por exemplo, um elemento do espago das fun¢des regradas e, assim, para

cada ¢, terlamos uma funcao diferente.
Como visualizar, geometricamente, a definicdo de periodicidade neste caso?

Um argumento que pode convencer o leitor a aceitar a definicdo de periodicidade proposta
nesta se¢do € o seguinte. Sabemos que toda funcdo periddica €, em particular, uma fungao
oscilatdria. Se o leitor voltar ao capitulo anterior, dedicado a oscilagdo de solu¢des em espagos de
Banach, ficard feliz em ver que a composicdo utilizando o funcional linear {, funciona bem por

14 também (i.e., uma fun¢@o f oscilard fortemente, se para todo funcional § € X*, { o f oscilar).

Suponha que x: J — X seja uma solugdo fortemente 7-periddica de uma EDO generali-
zada e X = R”". Entdo,

(Cox)(1+T) = (Cox)(t),
para todo ¢t € J e para todo { € X*. Se, na defini¢do de periodicidade apresentada na se¢io
anterior, exigissemos que, para x ser periddica, bastasse apenas uma das fun¢des componentes

ser periddica, haveria um conflito na defini¢do apresentada nesta se¢do. Por exemplo, considere
x(t) = (x1(),...,x,(t)) e defina

Cl IRn—>R, Cl(x)le
Cz:Rn%R, Cz()é) = X7.

Suponhamos que apenas x; seja T-periddica. Assim, segundo a definicdo de periodicidade

apresentada nesta secdo, x ndo poderia ser fortemente 7-periddica, uma vez que (& ox)(t) =
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x2(t), que ndo é T-periddica. Portanto, x : J — R" serd T-periddica, se todas as suas fungdes

componentes forem 7'-periddicas.

No decorrer do nosso estudo, nos deparamos com a seguinte situacao: a ideia da Definicio
6.2.1 poderia ser reduzida a defini¢do clédssica de periodicidade. Um dos resultados que nos leva
a esta conclusdo € o fato de que o funcional linear envolvido na composi¢ao € injetivo. Assim,
seguird que se uma func¢do for periddica no sentido da Definicdo 6.2.1, entdo esta funcado serd
periddica no sentido cldssico. Mais do que isso, provamos que tais defini¢cdes de periodicidade

sdo equivalentes. Explicamos este fato em detalhes a seguir.

Surpreendentemente, a equivaléncia dos dois conceitos de periodicidade, a saber, a
definicdo com um funcional e a definicao usual, segue de um dos resultados cldssicos da teoria
de Anélise Funcional. Veja Corolério 1.3 em (BREZIS, 2010).

A demonstracio do préximo resultado € omitida, uma vez que segue de forma imediata,

tomando xo = w —w’ e aplicando o Coroldrio 1.3 da referéncia (BREZIS, 2010).

Proposi¢io 6.2.2. Sejam w,w’ € X. Se {(w) = {(w'), para todo § € X*, entdo w = w'.

O préximo resultado fornece a equivaléncia.

Teorema 6.2.3. Seja J C R um intervalo qualquer e x : / — X uma solu¢do de uma EDO

generalizada. Se x for fortemente 7'-periddica, entdo teremos
x(t+T) =x(1),

para todo t € J, isto €, x serd T-periddica no sentido cldssico. Reciprocamente, se x for 7 -

periddica no sentido classico, entdo x serd fortemente 7 -periddica, isto €, valerd

(Cox)(t+T) = (§ox)(),

paratodo § € X* e paratodor € J.

Demonstracdo. Assuma que x: J — X seja uma funcao fortemente 7-periddica. Entdo, pela
Proposicdo 6.2.2, segue que x(t + T') = x(¢), para todo ¢ € J. Agora, suponhamos que x seja tal

que
x(t+T)=x(1), (6.9)
para todo ¢ € J e tomemos § € X*. Entéo, compondo com { ambos os lados da igualdade (6.9),
obtemos
Cx(1+T)) = C(x(T)),
para todo ¢t € J. Logo, x € fortemente 7'-periddica. O]

Devido ao Teorema 6.2.3, toda a ideia de composi¢ao com funcional se mostrou ineficaz.

Assim, voltamos a considerar a defini¢do cldssica. Os resultados que demonstramos na sequéncia
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generalizam todos os apresentados na secdo anterior e podem ser encontrados em (AP. SILVA et
al., 2021).

Seja X um espago de Banach e J C R um intervalo tal que supJ = c. Consideremos a

seguinte EDO generalizada
dx

- =DF(x1), (6.10)

em que F: X xJ — X é uma funcgdo.

Introduzimos, agora, formalmente a nocdo de periodicidade de solugdes de (6.10) em

espacos de Banach no sentido cldssico e, também, a defini¢ao de periodicidade uniforme.
Definicao 6.2.4. Uma solucdo x: J — X de (6.10) serd dita periddica, se existir 7 > 0 tal que
x(t+T)=x(t), paratodoreJ.

Entdo, x serd dita T-periédica, com periodo 7. Além disso, uma func¢do F': X x J — X sera dita

uniformemente 7 -periédica se, para cada x € X, a funcdo F(x,-): J — X for T-periddica.

No decorrer desta secao, utilizaremos constantemente a condi¢do (EU) apresentada na

introducdo deste capitulo. Relembremos tal condicao.

Definicao 6.2.5. Dizemos que F: X x J — X satisfaz a condi¢do (EU) se, para cada (xo,s0) €
X xJ,0PVI

dx

— = DF(x,t),

dt (6.11)
x(s0) = xo

admitir uma dnica solugdo global x: [sg,) — X.

Um questionamento plausivel € se existem fun¢des que satisfazem a condi¢do imposta

na defini¢do anterior.

Observacdo 6.2.6. Assuma que Q=X xJesejasg€J.Se F € #(Q,h),emqueh: J—RE
uma func¢do ndo decrescente e continua a esquerda, entdo segue do Coroldrio 4.2.7 que existe

uma unica solugdo maximal x: [sg,o0) — X de (6.11). Neste caso, condicéo (EU) € satisfeita.

A préxima proposi¢do é uma consequéncia imediata da defini¢do de solu¢do de uma EDO
generalizada, apresentada no Capitulo 4 (veja Defini¢do 4.2.1) e fornece condi¢Oes necessdria e

suficiente para uma solugdo da equagao (6.10) ser periddica. Isto segue da igualdade

+T
x(t4+T)—x(t) = t DF (x(7),s), t € [sg,).

Proposicdo 6.2.7. Seja sy € J e x: [sg,o0) — X uma solu¢do da EDO generalizada (6.10). Entdo,
x é T-periddica se, e somente se, [/ DF (x(t),s) = 0 para todo f € [so,).
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O préoximo resultado € uma versdo mais geral do apresentado em Teorema 6.1.6 e
relaciona a periodicidade da funcdo F' com a periodicidade de uma solu¢do da EDO generalizada
(6.10).

Teorema 6.2.8. Seja sp € J e x: [sp,00) — X uma solugdo da EDO generalizada (6.10). Se
F: X xJ — X for uma funcao uniformemente 7-periddica satisfazendo a condi¢do (EU) e

x(so) = x(so+T), entdo x serd T-periddica.

Demonstragdo. Seja xo = x(sp) e assuma que x(so) = x(so + T'). Defina y: [sg,o0) — X por
y(t) =x(t+T), para todo 7 € [sg, ). Pelo Teorema 2.1.21, temos

t+T

Y =3(0) = i+ T) x50+ T)= [ DF((7).9)

— /s;DF(X(’H—T),H—T):/s:DF(y(T),s—i—T):/SIDF(y(»L-),S),

isto é, x e y sdo ambas solugdes de (6.10) com condigdo inicial x(sg) = x9. Como F satisfaz
a condi¢@o (EU), concluimos que x(t) = y(t) = x(t + T) para todo t € [sg, ), isto é, x é uma

solucdo T-periddica de (6.10). [

O préximo resultado fornece condi¢des para solugdes de EDOs generalizadas lineares

serem periddicas e € uma consequéncia direta do Teorema 6.2.8.

Corolario 6.2.9. Seja sp € J e x: [sp,o0) — X uma solu¢do da EDO generalizada linear

dx
& = DA,

emque A: J — L(X) é T-periddica. Se x(so) = x(so+ T') e a condi¢do (EU) € satisfeita para a
fun¢do X x J 3 (x,7) — A(t)x € X, entdo x é T-periddica.

Observacao 6.2.10. Note que, pelo Teorema 4.3.2 e Observacgdo 4.3.3, condi¢do (EU) € satisfeita
para a fun¢do X x J 5 (x,t) — A(t)x € X, sempre que A: J — L(X) satisfaz condi¢des (H1) e
(H2).

6.2.1 Teoria de Floquet

Nesta subsecao, apresentamos condi¢des suficientes para assegurar a existéncia e unici-

dade de solugdes periddicas da seguinte EDO generalizada linear ndo homogénea
dx
—— = D[A(t)x+¢(1)]; (6.12)
drt

em que A € BV,.(J,L(X)) e g € BV},-(J,X) sdo fun¢des T-periddicas, A satisfaz condigao (H2)

e J C R é um intervalo tal que supJ = oo. Além disso, provamos um teorema do tipo Floquet

mais geral que o apresentado em Teorema 6.1.11.
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Antes de provarmos os resultados, introduzimos, novamente, a seguinte notagdao. Dado

um intervalo J C R, denotamos

P ={(t,s) e I xJ,t > s}.

O préximo resultado, relaciona a periodicidade da fungdo A: J — L(X) e a periodicidade

do operador fundamental associado a EDO generalizada linear homogénea

dx_

& = DlA()]. (6.13)

Tal resultado € uma generalizacdo do Teorema de Floquet cldssico para o contexto de EDOs

generalizadas.

Teorema 6.2.11 (de Floquet em espacos de Banach). Assuma que A: J — L(X) é um operador
T-periddico e satisfaca condi¢oes (H1) e (H2). Seja U: & — L(X) o operador fundamental
associado a EDO generalizada linear (6.13). Entdo, para todo (¢,s) € &, temos

Uit+T,s+T)=U(t,s).

Demonstragdo. Defina o operador W: & — L(X) por
W(t,s)=U(t+T,s+T)—U(t,s), paratodo (t,s) € .
Usando o Teorema 2.1.21 e a T-periodicidade de A, obtemos

Wit,s)=U(@+T,s+T)—-Ul(t,s)
t+T

[ aAU (s +T) - /td[A(r)]U(r,s)
s+T )

ZKZer+TﬂUU+TJ+Ty—KZWMMHKnﬁ
:i[dMUﬂUU+TJ+T%i[dMUHU@”

:/std[A(r)](U(r—k T.s+T)—Ul(rs)) = /std[A(r)]W(r,s).

Assim, para cada s € J fixado, W(-,s): [s,00) — L(X) é uma solugdo do PVI

dx
ar ~ DX, (6.14)
X(s)=0.

Note que X = 0 é também uma solugio do PVI (6.14). Pela unicidade de solugdo, W (t,s) =0
para todo (¢,s) € &, o que finaliza a prova. O

Os resultados que seguem sdo consequéncias do Teorema de Floquet.
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Corolario 6.2.12. Seja so € J, A € BV},.(J,L(X)) um operador T-periddico satisfazendo condi-
¢do (H2), U: & — L(X) o operador fundamental associado a EDO generalizada linear (6.13)
e assuma que [U(t,s0)] "' € L(X), para todo t € [so,). Se U(s+T,s) = U(so+ T,so) para
todo s > 59, entdo existe um operador T-peridédico Q(-,s): [s,e0) — L(X) tal que U(t,s) =
Q(t,s)U(t,s0) paratodo t > s > sp.

Demonstragdo. Seja so € J. Para s > sp, defina Q(+,s): [s,00) — L(X) por

Q(1,5) =U(t,)[U(t,50)] "
Entdo, pelos Teoremas 4.3.6 ¢ 6.2.11, temos

T,5)[U(t+T,s0)] "
T,s+T)U(s+T,s)[U(t+T,so+T)U(so+T,s0)] "
t,)U(s+T,s) U (so+T,50)U " (t,50)

1)U (1,50) = Q(1,5),

para todo t € [s,e), como queriamos demonstrar. O

Agora, provamos que a EDO generalizada linear homogénea (6.13) € assintoticamente

estdvel, isto é, cada solugdo x: J — X de (6.13) satisfaz lim, . x(z) = 0.

Corolario 6.2.13. Seja so € J, A € BV,(J,L(X)) um operador T-periédico satisfazendo a
condi¢do (H2) e U: & — L(X) o operador fundamental associado a EDO generalizada linear
homogénea (6.13). Se ||U(so + T,s0)|| < 1, entdo lim,_ ||U(z,50)|| = 0O, isto &, (6.13) serd

assintoticamente estavel.

Demonstracdo. Para cada t > sg, denotemos por N; = max{m € N,so+mT <t} e porf =
t —N;T. Note que 7 € [sg,50+T), para todo > 5o, e seja M = sup{||U (s,s0)||,s € [so,50+T]}.
Assim, pelo Teorema 6.2.11,

|U (2, 50)|| = [|U(7 +NiT,50)[| = |U (2 + N T, 50 +NiT)U (50 + N T, 50) |
= U, 501U (s0+T,50) ™ < MI[[U (50 + T, 50)]|™,

para todo > sp. Como |U (so+ T, 50)|| < 1 € lim;_yee N; = o0, temos lim; . ||U (2, 50)|| = 0. Além
disso, se x: [sg,0) — X é uma solugdo de (6.13), entdo x(¢) = U(t,s0)x(so), para todo ¢ > sp e,

assim, lim;_,.x(f) = 0, 0 que significa que (6.13) é assintoticamente estével. ]

Corolario 6.2.14. Dado sy € J, um nimero A serd um autovalor do operador U (so+ T, s0)
se, e somente se, a EDO generalizada linear homogénea (6.13) tiver uma solu¢@o néo trivial
x: [sg,0) — X tal que x(r +T) = A x(t), para todo ¢ € [sg, ).
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Demonstragdo. Primeiramente, note que, se x: [sp,o0) — X for uma solugdo de (6.13), entdo

x(t) = U(t,s0)xo para todo t € [sp,0) e

x(t+T)=U({t+T,s0)x(so) =U(t+T,s0+T)U(so+T,s0)x(s0)
=U(t,50)U(so+T,50)x(s0)- (6.15)

Assuma que A seja um autovalor de U (sg + T,s0), isto é, que exista xo € X, xo # 0, tal que
Axo=U(so+T,s0)xo € sejax: [sg,o0) — X uma solugdo nio trivial de (6.13) com x(s9) = xo.

Assim, para todo ¢ € [sg,°), temos

x(t+T)=U(t,50)U(so+T,s0)xo =U(t,s0)Axo = AU (t,s0)x0 = A x(1).

Reciprocamente, assuma que x: [sp,o0) — X seja uma solu¢@o ndo trivial de (6.13)
satisfazendo x(t + 7)) = A x(¢), para todo ¢ € [sg,o0). Usando (6.15), obtemos

AU (t,s0)x(s0) =Ax(t) =x(t+T) =U(t,50)U (so+ T,50)x(s0), (6.16)

para todo € [sg,0). Entdo, tomando ¢t = 5o em (6.16), obtemos A x(so) = U (so + T, 50)x(s0) €

como x(sp) # 0, concluimos que A é um autovalor de U (sg + T, 50). O

Finalizamos esta secdo, apresentando um resultado que garante a existéncia e unicidade
de uma solucgio periddica da EDO generalizada linear ndo homogénea (6.12). O préximo teorema

€ o principal resultado deste capitulo.

Teorema 6.2.15. Seja so € J, A € BV,.(J,L(X)) um operador T -periédico satisfazendo a con-
dicdo (H2) e U: & — L(X) o operador fundamental associado a EDO generalizada linear

homogénea (6.13). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) Para cada fungdo T-periddica g € BV,.(J,X), a EDO generalizada linear ndo homogénea

(6.12) tem uma udnica solugdo T-periddica x: [sg,) — X.

(ii) O operador [U(so+ T,s0) —I] admite um inverso a esquerda.

Demonstragdo. Inicialmente, notamos que, se x: [sp,o0) — X € uma solugdo de (6.12) entdo,

pelo Corolério 4.4.3, temos

x(s0) =x(so+T) <= [U(so+T,s0) —I]x(s0) = /SO+T d,[U(so+T,r)|(g(r)—g(so)).

S0

(6.17)

Assuma, agora, que [U(so+ T,s0) — I] admita um inverso a esquerda e considere o PVI

dx
i DIA(t)x(t) + g(1)], (6.18)

x(s0) = [U(so+T.50) = 1)~ [ d,[U (s0+ T, 7)] (8(r) — 8(50))
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em que g € BV),.(J,X) é uma funcéo T-periddica arbitraria. Entdo, o PVI (6.18) tem uma
tinica solug@o x: [sg,0) — X (veja Teorema 4.4.1) a qual, de acordo com (6.17), é uma solugio
T-periddica de (6.12) (veja Teorema 6.2.8).

Resta provarmos a unicidade da solu¢do T-periddica. Suponha que z: [sg,0) — X seja

uma outra solug¢ao 7 -periddica de (6.12). Novamente, por (6.17), temos

so+T
2(s0) = [U(so+T,s0) — 1] / d[U(so+T,7)](g(r) — g(s0)) = x(s0),

50

e, consequentemente, x(¢) —z(t) = U (t,s0)(x(so) —z(s0)) = 0, para todo 7 > sj.

Agora, suponhamos que, para cada funcdo T-periddica g € BV),.(J,X), a EDO gene-
ralizada linear ndo homogénea (6.12) admita uma tnica solugdo T-periédica em [sg,o0), €
suponhamos por absurdo, que [U(so + T,s9) — I] ndo admita um inverso a esquerda. Entdo,
Ker[U(so+T,s0) —I] # {0}, ou seja, existe xo € X, xo # 0, tal que U (so + T, s9)xo = Xo. Pelo
Teorema 6.2.11, a fung@o x: [sg,0) — X dada por x(¢) = U(t,s0)xo, para todo ¢ € [sg,), é
T-periddica. Assim, x =0 e x(t) = U(t,s0)x0, t € [50,°°), sdo solu¢des T-periddicas de (6.12)
com g =0, o que contradiz (i). ]

6.3 Aplicacoes

Nesta secdo, apresentamos algumas aplicacdes em equagdes integrais do tipo Volterra-
Stieltjes.

6.3.1 Solucées periodicas de equacdes integrais do tipo Volterra-
Stieltjes

Seja X um espago de Banach equipado com a norma || - ||, / C R um intervalo tal que
supJ = e Q = X x J. Como antes, denotamos o conjunto & por & = {(t,s) € J X J,t > s}.
Dado um ¢y € J, consideremos a equacao integral do tipo Volterra-Stieltjes (abreviadamente,

EIVS)

x(t) —x(t9) = ttf(x(s),s)ds+ tg(x(s),s)du(s), teld. (6.19)

fo
Nosso objetivo € estabelecer condi¢des suficientes para a equacao (6.19) admitir pelo
menos uma solucao periddica. Para isto, assumimos as seguintes condicdes gerais sobre as
funcgoes f,g: Q—>Xeu: J = R:

(A1) Paracadax € G(J,X), o mapas— f(x(s),s) é localmente Perron integravel em J;
(A2) u(t+T)=u(t)+ P para algum > 0;

(A3) Paracadax € G(J,X), o mapa s — g(x(s),s) é localmente Perron-Stieltjes integravel com

respeito a u sobre J;
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(A4) f e g sdo uniformemente T-periddicas em J;

to+T to+T
(A5) fx,s)ds = / g(x,s)du(s) = 0 para todo x € X;

o o
(A6) Existe uma fungdo localmente Perron integravel m;: J — R e uma funcao localmente

Perron-Stieltjes integravel m,: J — R com respeito a u tais que, para cada a,b € J, a < b,

/abf(X,S)ds < /abml(s)ds e /abg(x,s)du(s) < /abmz(s)du(s),

para todo (x,s) € Q;

(A7) Existem uma fun¢do localmente Perron integravel ¢;: J — R, uma funcdo localmente
Perron-Stieltjes integrdvel ¢, : J — R com respeito a # € uma fun¢@o continua e crescente
: [0,0) — R, com w(0) =0, tal que, paracadaa,b € J,a<b,

[t roias| < [ 1=l

| [tstes) - stvslauts

para (x,s),(y,s) € Q.

b
< [ tal—yl)duts),

Agora, estabelecemos, uma EDO generalizada associada com a EIVS (6.19). Defina a

funcdo H: Q — X por

t t
H(x,t)= [ f(x,s)ds+ [ g(x,s)du(s), (x,1)€Q, (6.20)
) 0
e considere a EDO generalizada
dx
— = DH(x,1). 6.21
o = DH(x,1) (621)

Precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 6.3.1. A funcdo H: Q — X dada por (6.20) pertence a classe .7 (Q,h, ®), em que o é
dada por (A7) e h: J — R é dada por

t

h(t) :/t(ml(s)+€1(s))ds—|— (ma(s)+Ca(s))du(s), telJ.

To Io

Demonstracdo. Pelas condi¢des (A6)-(A7), temos || f my(s)ds > 0, [ ab my(s)du(s) > 0,
fabél(s)ds >0e ffﬁz(s)du(s) > 0 para quaisquer a,b € J, a < b. Isto implica que & é ndo
decrescente em J.

Sejam t1,t, € J, t; < 1, e x,y € X. Usando a condicao (A6), obtemos
5)

(5}
flx,s)ds+ [ g(x,s)du(s)
n n
15}

< /tzml(s)ds+ ma(s)du(s)

31 1

|H (x,12) — H(x,11)|| = ‘

< |h(r2) = h(11)],
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e, usando a condi¢do (A7), temos

1H (x,12) = H (x,11) = [H (y,12) = H (y,11)]

Z‘/t:zf(xsds—k/ (x,8)du(s / fys ds—/ g(y,s)du(s)

</¢&GMMH—ﬂWh+[;&&MMh—ﬂww@)

<o([lx —yl)[A(z2) —r(#)]-

Assim, H € .7 (Q,h, ). O

No préximo resultado, mostramos a correspondéncia entre as solu¢des da EIVS (6.19) e

as solu¢des da EDO generalizada (6.21).

Teorema 6.3.2. Seja I C J um subintervalo. Uma funcao x: / — X serd uma solu¢do da EIVS

(6.19) no intervalo / se, e somente se, x for uma solucdo da EDO generalizada (6.21) em 1.

Demonstragdo. Sejax € G(I,X). Pelas condigdes (A1) e (A3), aintegral de Perron |, : f(x(s),s)ds
e a integral de Perron-Stieltjes | f g(x(s),s)du(s) existem. Pelo Lema 6.3.1, temos que H €
F (Q,h, w), consequentemente, por (AFONSO et al., 2011, Lemma 2.14), a integral [ : DH (x(7),s)

também existe para todos a,b € I. Afirmamos que

/a ! Fa(s).s)ds + / ’ a(x(s). 5)du(s) = / " DH(x(7).5) (6.22)

para todos a, b € I. De fato, usando a definicao da integral de Kurzweil e a continuidade de o,
dado € > 0, existe um calibre 6 em [a,b] C I tal que

D|

[ prz) )= LIH(m)0) w1 <5
c
olx(w) =) < 50 a1y € vt
para cada divisdo marcada 0-fina D = (1, [t;—1,4]),i = 1,2,...,|D|, de [a,b]. Assim,
b
/ DH (x / flx ds—/ g(x(s),s)du(s)
ID|
<|/ DH(x(T),S)—;[H(X(Ti)7li)_H(X(Ti%ti*l)] |
ID| b b
| LG8 (@ to0) = [ fats)s)ds = [ g0, )auts)
Dl i
<§+'ﬂ{[4ﬂ( )ﬁh—lqﬂdﬂﬁwﬂ|
ID| f i
du(s) — x(s),s)du(s
L | st auto = [ o <ﬂ‘
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. D)

<§+Z/ o (||x(7) — x(s)||)¢1 (s ds—l—Z/ (le(zi) = x(s) 1) f2(s)du(s)
&€
2

Portanto, a igualdade (6.22) vale. Em conclus@o, x: I — X serd uma solucao da EIVS (6.19) em
I se, e somente se, x for uma solu¢do da EDO generalizada (6.21) em /. [

O préximo resultado € uma consequéncia imediata do Coroldrio 4.2.7 e Teorema 6.3.2.
Corolario 6.3.3. Seja so € J. A EIVS (6.19) admite uma tnica solugio x: [sg,o0) — X definida
em [sg,00).

Agora, somos capazes de estabelecer um resultado de periodicidade para a EIVS (6.19).

Teorema 6.3.4. Sob as condi¢des anteriores (A1)-(A7), as seguintes afirmagdes valem:

(1) A funcdo H: Q — X dada por (6.20) é uniformemente 7 -periddica.

(ii) Para sp € J, a EIVS (6.19) tem uma solugdo T-periddica x: [sp,o0) — X se, e somente se,
x(s9) =x(so+T).

Demonstracdo. (i) Seja (x,t) € Q. Pelas condi¢oes (A2), (A4), (A5) e Teorema 2.1.21, obtemos

t+T t+T

Heot+T) = [ flos)ds+ [ g(xs)dus)
to o
to+T t+T to+T +T
[ pwsdst [ foesyds+ [ glos)du(s)+ [ glx,s)duts)
ZQ 1‘0+T o to+T

= f(x s—|—T)ds—|— g(x,s+T)du(s+T)=H|(x,t).

To

(i1) A condicao necessadria € trivial. Para a condi¢do suficiente, usando Corolario 6.3.3,
assuma que x seja uma solugdo de (6.19) definida em [sg, ) tal que x(s9) = x(so+ 7). Pelo
teorema de correspondéncia (Teorema 6.3.2), x também serd uma soluc¢do de (6.21). Como H

¢ uniformemente 7 -periddica e satisfaz a condicao (EU), segue pelo Teorema 6.2.8 que x €
T -periédica. L

6.3.2 Teoria de Floquet para equacées integrais do tipo Volterra-
Stieltjes

Nesta subsecao, tratamos da teoria de Floquet para uma EIVS da forma

x(t) = x(19) + t.?(s)x(s)ds—l— t%(s)x(s)du(s), tel, (6.23)

Iy Iy

em que ty € J e as fungdes .#,9: J — L(X) e u: J — R satisfazem as seguintes condi¢des:
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(B1) #:J — L(X) é uma fungdo T-periddica e Perron integravel sobre J;
(B2) u(t+T)=u(t)+ P para algum f3 > 0;

(B3) ¢: J— L(X) é uma fungdo T-periddica e Perron-Stieltjes integravel com respeito a fungao

u sobre J;
to+T
(B4) F(s)ds = / % (s)du(s) = 0;

To To

(B5) Existe uma funcdo M;: J — R localmente Perron integrdvel tal que para cada a,b € J,
a<b,

(B6) Existe uma funcdo M,: J — R localmente Perron-Stieltjes integrdvel com respeito a

/abﬂ’(s)ds < /ale(s)ds;

funcdo u tal que para cada a,b € J, a < b, temos

(B7) Paratodor € J, existe & = &(¢) > 0 tal que

/a " (s)du(s)| < / " My (s)du(s):

t t+&
éMz(s)du(s) <1l e M (s)du(s) < 1.
t— t

Definindo o operador A: J — L(X) por
t t
Ar) = / F(s)ds+ | G(s)duls), (6.24)
o o
para todo ¢ € J e considerando a EDO generalizada linear

dx
— =D|A(t 6.25
dT [ ( )X], ( )
temos o seguinte resultado de correspondéncia.

Teorema 6.3.5. Seja I C J um subintervalo. Uma funcdo x: / — X serd uma solu¢do da EIVS

(6.23) se, e somente se, x for uma solu¢dao da EDO generalizada linear (6.25).

No préximo resultado, estabelecemos algumas propriedades do operador A definido em
(6.24). Lembramos as notagdes A~ A(t) = A(t) — lim,_,,- A(s) e ATA(r) = limg_,,+ A(s) — A(r).

Proposicio 6.3.6. Seja A: J — L(X) dado por (6.24). Entdao A é um operador T-periddico
e A satisfaz as condigdes (HI) e (H2), isto &, A € BV,,.(J,L(X)) e [ —A~A(t)]~' € L(X),
[[+ATA(t)]"! € L(X) paratodot € J.
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Demonstragcdo. Usando condi¢des (B5) e (B6), obtemos
15 15
||A<Z‘2) —A([l)H < Ml(r)dr—i— Mz(r)du(r), t,h €J.
1 1
Seja [a,b] C J um intervalo compacto e D = (7}, [tj—1,t;]), j=1,2,...,|D|, uma divisdo marcada
de [a,b]. Entdo,
D] D|

i) —A(ti-1)|| < " r)dr " r)du(r
Y It -atl < X ([ o+ [* sy

i=1 li-1
b b
g/ Ml(r)dr—l—/ M, (r)du(r) < oo,
a a

isto é, A € BV,oe(J,L(X)).

Agora, sejat € J. Pelas condi¢des (B1)-(B4), temos

t+T t+T
At+T) = [ F(s)ds+ [ G()du(s)
0 0
to+T t+T to+T t+T
— " F(s)ds+ / F(s)ds+ [ G()duls)+ [ D(s)duls)
to to+T o to+T
t t
= [ F(s+T)ds+ | G(s+T)du(s+T)
o o
t t
= [ F(s)ds+ [ 9(s)du(s) =A(t)
) o

isto é, A é T-periddico.

Finalmente, pela condigdo (B7), dado r € J, existe § = &(r) > 0 tal que ||[A"A(r)]| < 1
e ||ATA(1)]| < 1, o que implica que [I —A~A(¢)]"! € L(X), [I - ATA(¢)]~! € L(X) para todo
teld. [

Como uma consequéncia do Teorema 4.4.1, temos o resultado seguinte.

Corolario 6.3.7. Para cada sp € J, a EIVS (6.23) admitird uma tnica solugio definida em [sg, o).

No Teorema 6.3.8 a seguir, exibimos o operador fundamental associado a EIVS (6.23).
Sua prova segue como em (BONOTTO; FEDERSON; SANTOS, 2018, Theorem 5.4) com

adaptacgdes Obvias.

Teorema 6.3.8. Existe um unico operador V: & — L(X) tal que
t t
V(o) =1+ [ FOWrs)dr+ [ G0V s)dur),
N N

paratodo (z,5) € &2. Além disso, para cada s € J fixado, V (-, s) € BV, ([s,%0),L(X)). Para sy € J,
a fungdo x: [sg,o0) — X dada por x(¢) =V (¢,s0)X é a solucdo de (6.23) em [sg, o) satisfazendo a
condigio inicial x(sp) = %, com X € X. Este operador serd chamado o operador fundamental
da EIVS (6.23) .
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No que segue, apresentamos uma versao do Teorema de Floquet para a EIVS (6.23).
Antes disso, precisamos de um resultado auxiliar cuja prova € uma consequéncia da prova de
(FEDERSON, 2002b, Theorem 12).

Lema 6.3.9. SejamY: J — L(X) e v: J — R fungdes localmente de varia¢do limitadae f: J —
L(X) localmente Perron-Stieltjes integrdvel com respeito a v. Assuma que f: J — L(X), dada
por f(t) = ftg f(s)dv(s),t,t9 € J, também seja localmente de varia¢do limitada. Entdo as integrais
de Perron-Stieltjes ff df(r)Y(r) e fff(r)Y(r)dv(r) existem e temos

b b
/a dF(F)Y (r) = / F(r)Y (P)dv(r)

paratodo a,b € J,com a < b.

Na sequéncia, assumimos #: J — R uma func¢do localmente de variacdo limitada.

Teorema 6.3.10 (de Floquet para EIVS). O operador fundamental associado a EIVS (6.23)

satisfaz

Vit+T,s+T)=V(t,s)
para todo (¢,s) € 2.
Demonstracdo. Considere a EDO generalizada associada (6.25). Pela Proposi¢do 6.3.6,
A € BV,,.(J,L(X)) é T-periédica e satisfaz [I — AA(t)] !, I+ A~A(t)]~! € L(X) para todo
t € J. Entdo, pelo Teorema 6.2.11, o operador fudamental U: & — L(X) associado a EDO
generalizada linear (6.25) satisfaz U(r +T,s+T) = U(t,s) para todo (¢,s) € Z. Por outro lado,

note que

U(t,s) =1+ /std[A(r)]U(r,s) =1+ /Stﬂ\(r)U(r,s)diH—/:%(r)U(r,s)du(r)7

(t,5) € &, em que a tltima das duas integrais sdo obtidas usando o Lema 6.3.9. A unicidade do
operador fundamental da EIVS (6.23) implica que U (z,s) =V (t,s), para todo (z,s) € &. Assim,

Vit+T,s+T)=U(t+T,s+T)=U(t,s) =V(t,s),
para todo (t,s) € 2. O

Observacao 6.3.11. Como u: J — R é localmente de variacdo limitada (veja Lema 6.3.9),
o Teorema 6.3.10 pode ser aplicado as equagdes diferenciais em medida e, portanto, como

aplicacdo, temos um teorema do tipo Floquet para EDMs.

O Teorema 6.3.12, na sequéncia, é uma versdo do Teorema 6.2.15 o qual assegura a

existéncia e unicidade de uma solucéo periddica em [sg, ), s € J, da EIVS (6.26).
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Teorema 6.3.12. Considere a EIVS

x(t) — x(ty) = /tﬁ(s)x(s)ds%— tg(s)x(s)du(s) + th(s)du(s), teld, (6.26)

To 1o To

emquety €J, h: J — X é uma fun¢do localmente Perron-Stieltjes integravel. Assuma que exista

uma funcdo M3: J — R Perron-Stieltjes integravel com respeito a u tal que, para cada a,b € J,

a<b,
b
‘ < / M (s)du(s).

SejaV: & — L(X) o operador fundamental associado a EIVS (6.23) e 59 € J. As seguintes

/ ’ h(s)duls)

a

afirmacdes sdo equivalentes.

(i) Para cada funcgdo i: J — X tal que a integral de Perron-Stieltjes indefinida ftg h(s)du(s),
t € J, é T-periddica, a EIVS (6.26) tem uma tnica solu¢do 7T-periddica x: [sg,o0) — X.

(ii) O operador [V (so+ T,s0) — I] admite um inverso a esquerda.

Demonstracdo. Note que x: [sg,o0) — X é uma solucdo da EIVS (6.26) se, e somente se, x é

uma solugdo da EDO generalizada

dx

7= =DIAD)x+(1)); (6.27)

em que A é dada por (6.24) e g(t) = ftg h(s)du(s) + g(ty), t € J. Pela Proposi¢do 6.3.6, A €
BVoe(J,L(X)) é T-periddica e satisfaz [I — A~A(¢)] !, [T+ AtA(¢)] 7! € L(X) paratodo ¢ € J.

Afirmamos que g € BVj,.(/,X). De fato, sejam a,b € J, a < b, e D = (7}, [tj_1,t]),
j=1.2,...|D

, uma divisdo marcada de [a,b]. Entdo

D] D|

X llgt) —sl-n)ll < X / h(r)du(r)

i=1 11T
|D‘ t; b
< Y [ M(s)du(s) = / M (s)du(s) < oo.

i=17%i-1

Agora, de acordo com o Teorema 6.2.15, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

(a) Para cada funcdo 7T-periddica g: J — X, a equagdo (6.27) tem uma unica solugdo 7'-

periddica x: [sg,o0) — X definida em [sg, o).

(b) O operador [U(so+T,so) —I] admite um inverso a esquerda.

Portanto, usando o fato de que V(z,5) = U(t,s), (t,5) € Z, e que g: J — X é T-periddica se, e

somente se, ftf) h(s)du(s) é T-periddica, concluimos a demonstragao. O
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Finalizamos este capitulo apresentando uma versao do Teorema de Floquet para EIVS
quando X = R”. Definimos uma matriz fundamental X : J — L(R") da EIVS (6.23) como sendo

o operador que satisfaz a equacdo

X0 =X(t0)+ [ F()X(s)ds+ [ D(s)X(s)du(s), (6.28)

To Ty

para todo t € J.

Teorema 6.3.13. Assuma que as condi¢des (B1)-(B7) sejam satisfeitas e X = R". Se X: J —
L(R") é uma matriz fundamental da EIVS (6.23), entdo existe uma fun¢do matricial 7-periddica
P:J— L(R") e Be L(R") tal que X (t) = P(t) P, paratodo t € J.

Demonstragdo. Seja X : J — L(R") uma matriz fundamental da EIVS (6.23). Usando o Lema
6.3.9, obtemos

/to " FX(Mdr+ [ 90X (F)du(r) = / CAIAIX (),

Ty Ty

t €J. Assim, X : J — L(R") satisfaz (6.28) se, e somente se,

X()=X(1)+ td[A(r)]X(r), teld,

fo
em que A: J — L(X) é dada por (6.24). Pela Proposi¢do 6.3.6, A € BV,,.(J,L(X)), A é T-
periédica e [I —A~A(t)] "', [T+ A*A(¢)]~! € L(X) para todo ¢ € J. Consequentemente, pelos
Teoremas 6.1.11 e 6.3.5, existem um operador T -periédico P: J — L(R") e B € L(R"), tal que
X(t) = P(t)e?, paratodot € J. O
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho se insere no estudo qualitativo das solu¢des de equacdes diferenciais
ordindrias generalizadas, apresentando grandes e significativas contribuicdes a teoria de oscilagdao

e periodicidade de solugdes para esta classe de equagdes.

Em se tratando de oscilagdo de solucdes de EDOs generalizadas, nossa contribui¢do foi
ainda maior, uma vez que ndo existiam, na literatura, resultados nesta direcao € nem mesmo
a definicio de solugdes oscilatérias para estas equagdes. E importante observarmos que a
teoria de oscilacdo proposta neste trabalho vai além do ambiente de EDOs generalizadas, ja
que os resultados que obtivemos sobre oscilacdo de solu¢des s@o para processos de evolugao
regrados. Assim, qualquer equagdo diferencial que gere um processo de evolugdo regrado, pode
ser abordada no teorema que garante a oscilacio e ndo oscilagdo de solugdes. Desta maneira,

fornecemos um critério de oscilacao para EDOs, por exemplo.

No que diz respeito a periodicidade de solucdes, alguns estudos foram feitos (veja, por
exemplo (MACENA, 2014)). Entretanto, em (MACENA, 2014), a autora utiliza a teoria do grau
coincidente para obter resultados sobre a periodicidade de solugdes. Neste texto, obtivemos
resultados sobre a existéncia e unicidade de solucdes periddicas de EDOs generalizadas e, ainda,

construimos uma teoria de Floquet para esta classe de equacoes.

Finalizamos este trabalho, chamando a aten¢do do leitor para a importancia de se obter re-
sultados em EDOs generalizadas, ja que, como bem sabemos, o contexto das EDOs generalizadas
vem se mostrando um excelente ambiente para se tratar problemas de outras classes de equacoes,
principalmente as equagdes em que as funcdes envolvidas apresentam muitas descontinuidades
e/ou sdo de variagdo ilimitada. E, como se nao bastasse, o ambiente das EDOs generalizadas é

bastante amigavel, sendo mais simples do que qualquer das equacgdes estudadas usualmente.
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