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RESUMO

SANCHEZ QUICENO, EDER L. Enlaçamentos de singularidades mistas. 2023. 123 p.
Tese (Doutorado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computa-
ção, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

Neste trabalho apresentamos métodos para estudar enlaçamentos e singularidades de polinômios
mistos a partir de novas condições de não-degeneração chamadas de não-degeneração interior
(NDI), não-degeneração parcial (NDP), não-degeneração interior forte (FNDI) e não-degeneração
parcial forte (FNDP). Além disso mostramos que em certas famílias de polinômios mistos a
estrutura topológica do enlaçamento é completamente determinada nas faces compactas do bordo
de Newton. Além do mais, utilizamos a condição FNDI para fornecer famílias de realizações
de enlaçamentos algébricos reais que nos permite explorar a conexão entre a conjectura de
Benedetti-Shiota e singularidades mistas.

Palavras-chave: enlaçamento da singularidade, enlaçamento algébrico real, enlaçamento fibrado,
singularidade de polinômio misto, poliedro de Newton, polinômio semiholomorfo.





ABSTRACT

SANCHEZ QUICENO, EDER L. Links of mixed singularities. 2023. 123 p. Tese (Dou-
torado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,
Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

In this work we introduce methods to study links and singularities of mixed polynomials
through new conditions of non-degeneracies called inner non-degeneracy (IND), partial non-
degeneracy (PND), strong inner non-degeneracy (SIND) and strong partial non-degeneracy
(SPND). Moreover, we show that for certain families of mixed polynomials, the topological
structure of the link is completely described on the compact faces of the Newton boundary.
Furthermore, we use the SIND condition to provide families of realizations of real algebraic
links that allow us to explore the connexion between the Benedetti-Shiota conjecture and the
mixed singularities.

Keywords: link of singularity, real algebraic link, fibered link, singularity of mixed polynomial,
Newton polyedron, semiholomorphic polynomial.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

1.1 Motivações

1.1.1 Motivação no caso complexo

O clássico teorema da fibração de Milnor (MILNOR, 1968) para funções complexas
afirma que dado um germe de função holomorfa f : (Cn+1,0)→ (C,0) não constante, para todo
ρ > 0 suficientemente pequeno a projeção

arg f :=
f
| f |

: S2n+1
ρ \L f ,ρ → S1

é uma fibração suave localmente trivial. O conjunto L f = L f ,ρ := f−1(0)∩S2n+1
ρ é chamado o

enlaçamento (link) da singularidade f e para todo θ ∈ S1 a fibra de Milnor Ff = (arg f )−1(θ) é
uma subvariedade aberta na esfera, com fecho Ff = Ff ∪L f . Quando f tem uma singularidade
isolada na origem 0 ∈ Cn+1 o espaço L f é uma subvariedade suave (n−2)-conexa mergulhada
na esfera S2n+1

ρ cujo tipo de isotopia está bem definida para todo ρ suficientemente pequeno.

Na Teoria de Nós (Knot Theory) o espaço L f como acima é de fundamental importância
e é conhecido como um link algébrico (ou nó algébrico se L f é conexo) e o fecho da fibra de
Milnor Ff é chamada de variedade de Seifert de L f .

Várias conexões interessantes são classicamente bem conhecidas entre a Teoria de Nós e
a Teoria de Singularidades. Por exemplo, em (KING, 1978), (PERRON, 1985) e (SAEKI, 1989)
os autores mostraram independentemente que dados f ,g : (Cn+1,0)→ (C,0) polinômios com
f (0) = g(0) = 0, ambas com singularidade isolada na origem, são equivalentes:

“o par (S2n+1,L f ) é homeomorfo ao par (S2n+1,Lg), se e só se, o par (S2n+1,L f ) di-
feomorfo ao par (S2n+1,Lg), se e só se, existir um germe de homeomorfismo h : (Cn+1,0)→
(Cn+1,0) tal que h( f−1(0)) = g−1(0), se e só se, f e g são C0−A-equivalentes, se e só se, as
respectivas fibrações de Milnor f e g (como acima) são fibras-equivalente por um difeomorfismo
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de par h : (S2n+1,L f )→ (S2n+1,Lg)”.

Tal resultado demonstra que o problema de classificação de links algébricos está intima-
mente relacionado com a classificação topológica da singularidade.

Nesta direção vários invariantes tem sido desenvolvidos como o polinômio de Alexander
∆ f (t) do nó, a forma de Seifert L f , e relações de equivalências via isotopia e cobordismo de
nós.

De forma geral, pode-se considerar um enlaçamento como um mergulho de uma n-
variedade suave fechada e orientada Mn com codimensão 2 na esfera Sn+2. E no caso quando o
enlaçamento é conexo este é chamado de nó.

Um conceito fundamental no estudo de enlaçamento é o de cobordismo, dois nós Ln
1 e Ln

2

em Sn+2 são cobordantes se existir uma (n+1)-variedade orientada Y ↪→ Sn+2× [0,1] tal que:

1. Y é difeomorfa à L1× [0,1] , e

2. ∂Y = (L1×{0})∪ (−L2×{1}), em que −L indica que a orientação de L foi invertida.

Por definição, Y é chamado de cobordismo entre L1 e L2.

Uma classe especial de nós algébricos são os provenientes dos polinômios complexos
(quase-homogêneos) chamados de Pham-Brieskorn f (z1, . . . ,zn+1) = za1

1 + · · ·+ zan+1
n+1 , em que

os expoentes a j ≥ 2 são inteiros positivos. Nesta classe, o sistema de pesos ω = (a1, . . . ,an+1)

em conjunto com o polinômio de Alexander e a forma de Seifert do nó (Ver (ARAÚJO DOS
SANTOS; SAEKI; SOUZA, 2022) para definições e resultados relacionados) têm uma importân-
cia fundamental para determinar o tipo topológico da singularidade, como veremos brevemente
a seguir:

1. Em (YOSHINAGA; SUZUKI, 1978) foi mostrado que os nós algébricos L f e Lg (para
polinômios Pham-Brieskorn) são isotópicos se, e somente se, o sistemas de pesos ω f e
ωg coincidem a menos da ordem se, e somente se, os polinômios de Alexander ∆ f (t) =

±∆g(t).

2. Em (SAEKI, 1987) foi utilizado técnicas da teoria de nó para mostrar que dado um
polinômio complexo em três variáveis f (z1,z2,z3) quase-homogêneo com singularidade
isolada na origem e ∆ f (1) =±1, então f é topologicamente equivalente a um polinômio
do tipo Pham-Brieskorn acima.

3. Em (BLANLŒIL; SAEKI, 2011) foi mostrado que para polinômios quase-homogêneos
(quaisquer) em duas variáveis complexas f (z1,z2) e g(z1,z2) com singularidade isolada
na origem, as formas de Seifert L f e Lg são Witt equivalentes sobre R se e somente se,
f e g tem os mesmos pesos (de quase-homogeneidade) a menos da ordem. Além disso,
no caso de três variáveis com f (z1,z2,z3) e g(z1,z2,z3) ainda do tipo Pham-Brieskorn, as
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formas de Seifert L f e Lg são Witt equivalentes sobre R se, e somente se, os respectivos
pesos (ω f e ωg) em cada variável são iguais a menos da ordem. Para mais detalhes veja
(BLANLŒIL; SAEKI, 2011, Section 4).

1.1.2 Motivação no caso real

Um enlaçamento L em S3 é fibrado se o complemento S3 \L é um espaço fibrado sobre
S1 cuja fibra F é o interior de uma superfície compacta e orientada com ∂F = L. É classicamente
conhecido que enlaçamentos fibrados na 3-esfera foram caracterizados em (STALLINGS, 1978)
onde foi mostrado que L é fibrado se e somente se o subgrupo comutador do grupo fundamental
π1(S3 \L) é finitamente gerado.

Em (AKBULUT; KING, 1981) e mais recentemente em (BODE, 2022a) foi mostrado
que todo enlaçamento (não necessariamente fibrado) na 3-esfera pode ser associado a algum
tipo de singularidade de germe de aplicação polinomial (R4,0)→ (R2,0), ou respectivamente
de um polinômio semiholomorfo (C2,0)→ (C,0), com uma singularidade fracamente isolada

na origem no sentido que Σ f ∩Vf = {0} como um germe de conjuntos, onde Σ f é o conjunto
singular de f e Vf := f−1(0). Isto motivou em (BENEDETTI; SHIOTA, 1998) a introdução do
seguinte conceito: um enlaçamento L em S3 é chamado fracamente algébrico se existem um
germe de aplicação polinomial fL : (R4,0)→ (R2,0) com singularidade fracamente isolada na
origem e um número positivo real ρ0 tal que L fL,ρ :=VfL ∩S3

ρ é isotópico a L em S3
ρ ≈ S3 para

cada 0 < ρ ≤ ρ0, onde S3
ρ é a esfera de raio ρ centrada na origem em R4.

Neste caso, diremos que o germe de aplicação polinomial fL é uma realização fraca de
L. No caso particular onde Σ fL = {0} diremos que fL é uma realização forte de L e que L é um
enlaçamento algébrico real.

No caso de um germe de polinômio holomorfo (C2,0)→ (C,0) com singularidade
isolada na origem o enlaçamento L f foi completamente caracterizado como uma classe de uniões
de nós toroidais iterados (BRIESKORN; KNÖRRER, 1986). Como todo polinômio complexo
f : C2 → C pode ser visto como uma aplicação polinomial real (Re( f ), Im( f )) : R4 → R2

segue que enlaçamentos algébricos (ver Subseção 3.2.1) formam uma classe bem conhecida de
enlaçamentos algébricos reais.

Por outro lado, para um germe de aplicação analítica real com singularidade isolada
na origem f : (Rn,0)→ (Rp,0),n > p ≥ 2, Milnor provou que para cada ρ suficientemente
pequeno o enlaçamento L f ,ρ = f−1(0)∩ Sn−1

ρ ,0 < ρ � 1 é sempre um enlaçamento fibrado
(Veja Definição 5). Portanto, para n = 4 e p = 2 todo enlaçamento algébrico real L f não vazio é
um enlaçamento fibrado na 3-esfera.

A recíproca ainda é um problema em aberto e foi conjecturado em (BENEDETTI;
SHIOTA, 1998) que: todo enlaçamento fibrado é algébrico real.

Em (LOOIJENGA, 1971) pode ser encontrada uma resposta parcial desta conjectura
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(antes ainda dela ter sido enunciada) como consequência de uma construção mais geral em que
mostra que dado um enlaçamento fibrado (S3,L), uma soma conexa especial (S3,L)#(S3,L) (ver
Subseção 3.2.2) admite uma realização forte, ou seja é um enlaçamento algébrico real.

Recentemente, (BODE, 2019; BODE, 2022a) estudou enlaçamentos na 3-esfera a partir
da perspectiva da teoria de tranças seguindo uma construção desenvolvida em (BODE; DENNIS,
2019), que é semelhante à construção da realização forte do nó da figura oito (figure eight knot)
feita por (PERRON, 1981/82). Bode provou que dado uma trança quadrada B, isto é, B=w2 para
uma trança w, é possível construir uma realização fraca fL := (Re( f ), Im( f )) : (R4,0)→ (R2,0)
do fecho de B, denotado por L. Quando a trança B é homogênea (ver Definição 7), foi mostrado
que fL é uma realização forte de L tornando-o assim um enlaçamento algébrico real.

As classes de polinômios construídas por Bode chamam a atenção por se conectarem
com os exemplos construídos por (RUDOLPH, 1987) para realização forte do nó da figura oito e
anéis Borromeanos, com os exemplos construídos em (PICHON, 2005) para realizações fortes de
união de nós toroidais iterados, e com outros exemplos na literatura para construir singularidades
analíticas reais que não são topologicamente equivalentes a uma holomorfa. Tal conexão vem
através da classe de polinômios mistos que foram sistematicamente estudadas em (OKA, 2010).

1.2 Resumo da tese

Nessa direção o objetivo principal deste trabalho é explorar a conexão entre a conjectura
de Benedetti-Shiota e o estudo da topologia das singularidades de polinômios mistos; bem como,
as singularidades das realizações de enlaçamentos na 3-esfera. Para isso, propomos fornecer
métodos que permitam descrever os enlaçamentos associados a esses polinômios mistos, além
de examinar com clareza as condições que garantam realizações fortes. Com esse propósito em
mente, organizamos nosso trabalho da seguinte forma:

Ao longo de todo o trabalho colocamos ao menos uma referência para os resultados
e definições classicamente conhecidos e que utilizaremos como base. Nos casos em que não
colocamos referências significa que, ou são conceitos amplamente conhecidos (dispensando
assim referências), ou são conceitos novos que introduzimos neste trabalho. De forma geral
os resultados novos deste trabalho estão na forma de artigos nas referências (ARAÚJO DOS
SANTOS; SANCHEZ QUICENO, 2020), (ARAÚJO DOS SANTOS; BODE; SANCHEZ
QUICENO, 2022) e (BODE; SANCHEZ QUICENO, 2023).

No Capítulo 2, apresentamos conceitos fundamentais da teoria de enlaçamentos e teoria
de tranças, sobretudo sua conexão através do famoso Teorema de Alexander (ALEXANDER,
1923), que diz que todo enlaçamento é isotópico ao fecho de uma trança. Descrevemos o processo
de fechamento de tranças no toro sólido e na 3-esfera, e apresentamos uma versão refinada do
Teorema de Alexander (BODE; DENNIS, 2019) para tranças que admitem uma parametrização
por polinômios de Fourier (Veja Equação (2.3)). Para apresentar o processo de fechamento
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de tranças no toro sólido e seu mergulho na 3-esfera introduzimos vários passos ilustrando o
processo de forma mais geométrica. No nosso entendimento esses passos tornam o processo
mais didático para não especialistas.

No Capítulo 3, abordamos alguns resultados prévios que conectam a teoria de enla-
çamentos e a teoria de singularidades, destacando, em especial, as classes de enlaçamentos
fibrados (NS-pares) provenientes dos resultados de (MILNOR, 1968) e (LOOIJENGA, 1971).
Neste contexto apresentamos também os conceitos de enlaçamentos fracamente algébrico e
algébrico real (Definição 9), e discutimos o problema de caracterização desses enlaçamentos na
3-esfera. Resumimos em Subseção 3.2.1 e 3.2.2 os resultados sobre enlaçamentos associados
à singularidades, em particular relembramos o Teorema 5 que afirma que todo enlaçamento
na 3-esfera é fracamente algébrico. Ressaltamos, nesta direção de realizações, a conjectura de
Benedetti-Shiota (Conjetura 1).

No Capítulo 4, iniciamos apresentando a classe de polinômios mistos, suas diferentes
formulações do conjunto singular e a construção do bordo de Newton radial, que é característico
de polinômios mistos. Em seguida, relacionamos os polinômios mistos ao problema de realização
de enlaçamentos na 3-esfera, destacando as realizações semiholomorfas, as quais são capazes de
realizar fracamente todo enlaçamento na 3-esfera (BODE, 2022a). Na Seção 4.3, a fim de entender
a relação entre tranças e o problema de realização, apresentamos diferentes abordagens anteriores
de realização a partir da parametrização de Fourier de uma trança. Em seguida contrastamos essas
com o estudo do enlaçamento e das singularidades de polinômios semiholomorfos radialmente
homogêneos pesados, abordados em Proposição 2, 3 e 4.

No Capítulo 5, apresentamos novas condições de não-degeneração de um polinômio
misto que generalizam conceitos anteriores. Na Seção 5.1 introduzimos os conceitos NDI e
NDP (Definição 18 e 22) e mostramos sua conexão com a condição de não-degeneração (ND) e
conveniencia (CO) definida por Oka (2010), como resumimos no Diagrama (1.1).

ND + CO

NDI

Singularidade fracamente isolada

NDP

Prop. 6

Prop. 7

Prop. 5

(OKA, 2010)

6=⇒
6 =⇒

6=⇒

=⇒
=⇒

=⇒

Ex. 3

Ex. 4

Ex. 2

(1.1)

Também mostramos na Proposição 9 que para polinômios mistos radialmente homogêneos
pesados, os conceitos NDI, NDP, e singularidade fracamente isolada na origem são equivalentes.
Na Seção 5.2, apresentamos versões fortes dos conceitos anteriores que chamamos de FNDI
e FNDP (Definição 21 e 22), que fornecem classes de singularidades isoladas na origem. E
analogamente ao caso anterior relacionamos estes com a condição (FND+CO) definida por Oka
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(2010), como resumimos no Diagrama (1.2).

FND + CO

FNDI

Singularidade isolada

FNDP

Prop. 11

Prop. 12

Prop. 10

(OKA, 2010)

=⇒
=⇒

=⇒

Ex. 10

Ex. 6

Ex. 7

6=⇒
6=⇒

6=⇒

(1.2)

Além disso, demonstramos no Teorema 9 que a condição FNDI generaliza o Teorema 8 apre-
sentado em (OKA, 2010), e em Exemplo 8 mostramos que isto não vale para a condição FNDP.
Por fim, no Corolário 2 desta mesma seção mostramos que no caso radialmente homogêneo
pesado os conceitos FNDI, FNDP, singularidade isolada na origem e a condição relacionada com
Teorema 9 são equivalentes.

No Capítulo 6, desenvolvemos um novo método (Teorema 12) que nos permite compre-
ender o tipo topológico de um polinômio misto NDI sob uma condição que chamamos de nice

(Definição 26). Neste caso, o enlaçamento da singularidade é isotópico a um enlaçamento ani-
nhado (Definição 24) “imitando o empacotamento encaixado das bonecas russas”. Em particular,
no caso de polinômios semiholomorfos NDI essa condição nice é sempre satisfeita e a descrição
do enlaçamento é feita a partir do fecho de uma trança aninhada (Definição 23). Essas descrições
são feitas no Teorema 12 onde se prova que essas informações são inteiramente obtidas no
bordo de Newton do polinômio misto, permitindo assim deduzir que o enlaçamento associado a
esses polinômios é determinado pela sua parte principal de Newton. Esse resultado generaliza o
teorema no caso de polinômios holomorfos ND provado em ((FUKUI; YOSHINAGA, 1985) e
(KING, 1978)). Além disso, na Subseção 6.2.2 apresentamos duas aplicações do método anterior,
Corolário 4 e 5, que lidam com os problemas de contagem de componentes do enlaçamento
de um polinômio misto e com transformações de um polinômio misto em um polinômio misto
Newton conveniente ou cômodo (CO).

No Capítulo 7, abordamos diversos tópicos relacionados à construção de polinômios
mistos FNDI que realizam enlaçamentos algébricos reais na 3-esfera. Na Seção 7.1, apresentamos
os polinômios com ação polar e discutimos propriedades dos polinômios mistos do tipo produto.
Na Seção 7.2, no Teorema 13, apresentamos classes de realizações fortes que generalizam as
classes f ḡ, f e g holomorfas, construídas em (PICHON, 2005). No Teorema 14, apresentamos
classes de realizações fortes do tipo produto que não necessariamente satisfazem uma ação
polar. Além disso, construímos vários exemplos, incluindo exemplos que mostram que as
condições FNDP e FNDI não são equivalentes à condição FND+CO. Ver Exemplo 10. Essas
construções evidenciam que, embora os enlaçamentos algébricos reais realizados por polinômios
mistos FNDI tenham uma estrutura aninhada, seu agrupamento de componentes particulares não
necessariamente são enlaçamentos fibrados. Veja Exemplo 11.
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CAPÍTULO

2
ENLAÇAMENTOS E TRANÇAS

Neste capítulo apresentamos os conceitos básicos na conexão entre a teoria de enla-
çamentos e a teoria de tranças de um ponto de vista mais moderno e sobretudo destacando a
geometria por trás desses conceitos. Apresentamos por fim a ideia de como um trança geométrica
pode ser aproximada por um parametrização trigonométrica de uma série finita de Fourier.

2.1 Enlaçamentos

Definição 1. Um enlaçamento de l-componentes L = ∪l
j=1L j é uma união disjunta de l cópias

L j de S1 suavemente mergulhadas em S3.

(a) Nó trivial (b) Nó de trevo (c) Enlaçamento de Hopf

Figura 1 – Enlaçamentos na 3-esfera

É possível dotar cada componente conexa do enlaçamento de uma orientação. Neste caso
chamamos L de um enlaçamento orientado de l-componentes. Veja o exemplo do enlaçamento
de Hopf na Figura 2, onde este foi dotado com duas orientações diferentes.
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(a) Enlaçamento de Hopf orien-
tado

(b) Enlaçamento de Hopf com di-
ferente orientação

Figura 2 – Enlaçamentos de Hopf orientados

Definição 2. Dois enlaçamentos (orientados) de l-componentes L1 = ∪l
j=1L1, j e L2 = ∪l

j=1L2, j

são isotópicos se existe uma aplicação suave ϕ : S3× [0,1]→ S3 tal que ϕ(•,0) é a identidade,
ϕ(L1,1) = L2 e ϕ(•, t) é um difeomorfismo (que preserva a orientação) para cada t ∈ [0,1]. A
aplicação ϕ é chamada de isotopia ambiente suave.

É importante ressaltar que orientações diferentes no mesmo enlaçamento podem gerar
enlaçamentos orientados não isotópicos. Por exemplo, os enlaçamentos orientados nas Figura 2-
(a) e Figura 2-(b) não são isotopicos como enlaçamentos orientados. Uma maneira de verificar
isto é comparando o número de enlaçamento que nas Figura 2-(a) e Figura 2-(b) são +1 e −1,
respectivamente. Veja (ROLFSEN, 1990; KAWAUCHI, 1996) para mais detalhes.

Uma ferramenta bastante útil para provar que dois enlaçamentos são isotopicos é o
Teorema da Extensão de Isotopia, o qual diz que é suficiente construir uma isotopia suave entre
os conjuntos de curvas.

Teorema 1. (HIRSCH, 1976) Seja I : (S1 ∪ ·· · ∪ S1)× [0,1]→ S3 uma função suave tal que
Iτ : (S1 ∪ ·· · ∪ S1)→ S3 definida por Iτ(S1 ∪ ·· · ∪ S1) = I(S1 ∪ ·· · ∪ S1,τ) é um família a um
parâmetro τ ∈ [0,1] de mergulhos suaves de l círculos em S3 satisfazendo I(S1∪·· ·∪S1,0) = L1

e I(S1 ∪ ·· · ∪ S1,1) = L2, então existe uma isotopia ambiente suave Ĩ : S3× [0,1]→ S3 com
Ĩ(L1,τ) = I(S1∪·· ·∪S1,τ) para cada τ ∈ [0,1].

2.2 Breve introdução a tranças e seus fechos

As tranças foram introduzidas por Artin em 1925 (ARTIN, 1925) onde ele propôs usar
as tranças para o estudo de enlaçamentos. Vamos introduzir a seguir as tranças geométricas em
C× [0,2π] que serão uns dos nosso principais objetos de estudo. Uma exposição das definições
e resultados básicos pode ser encontrada em (KASSEL; TURAEV, 2008).

Fixada uma cópia de C e A = {a1,a2, . . . ,as} ⊂ C um conjunto de s distintos números
complexos, a ideia intuitiva de uma trança geométrica de s fios em C× [0,2π] com base no
conjunto A é uma coleção de s curvas disjuntas difeomorfas ao intervalo [0,1], com pontos
iniciais no conjunto A×{0} ⊂C×{0} e pontos finais no conjunto A×{2π} ⊂C×{2π}; além
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disso, em cada curva (que é vista como o fio da trança) a reta tangente não é paralela ao plano
C×{0}.

Em particular fixado o conjunto A = {a1,a2, . . . ,as} e denotando por Ss o conjunto das
permutações dos inteiros {1,2, . . . ,s}, dada uma trança geométrica com base no conjunto A existe
uma permutação σ ∈ Ss tal que o j-ésimo fio tem ponto inicial (a j,0) e ponto final (aσ( j),2π).

A partir deste ponto estaremos considerando sem perda de generalidade que o conjunto de
pontos base da trança A = {a1,a2, . . . ,as} satisfaz a condição Re(a1)< Re(a2)< · · ·< Re(as),
a menos que o contrário seja explicitamente mencionado.

2.2.1 Tranças geométricas e algébricas

Com base nesta ideia vamos considerar a definição a seguir que vai ser útil ao longo
deste trabalho.

Definição 3. Dado A = {a1,a2, . . . ,as} pontos distintos em C, uma trança geométrica de s fios

B em C× [0,2π] com base em A é uma coleção de s curvas suaves e disjuntas em C× [0,2π]

que admite uma parametrização da forma

s⋃
j=1

{(u j(t), t) : t ∈ [0,2π]} (2.1)

para algumas funções suaves u j : [0,2π]→ C, j = 1,2, . . . ,s, com u j(0) = a j e u j(2π) = aσ( j)

para alguma permutação σ ∈ Ss. Veja uma ilustração na Figura 3.

Por convenção o j-ésimo fio da trança é o fio cuja parametrização é dada por {(u j(t), t) :
t ∈ [0,2π]}. Por simplicidade e quando não houver confusão vamos denotar o j-ésimo fio por u j.

Figura 3 – Trança geométrica
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Definição 4. Duas tranças geométricas B, B̃ são chamadas ambiente isotópicas se existir uma
aplicação suave F : C× [0,2π]× [0,1]→ C× [0,2π] tal que para cada τ ∈ [0,1] a aplicação
Fτ : C× [0,2π]→ C× [0,2π] é um difeomorfismo suave que é a identidade em C×{0} e
C×{2π}, com F0 = Id, Fτ(B) uma trança geométrica para todo τ e F1(B) = B̃.

Observação 1. É possível considerar a classe de isotopia de tranças geométricas em que as
deformações de B em B̃ são feitas através de uma família de tranças geométricas Bτ , τ ∈ [0,1],
B0 =B e B1 = B̃, com pontos iniciais e finais fixos ao longo da deformação e sem necessariamente
envolver todo o ambiente C× [0,2π]. Ainda assim é possível provar que uma isotopia desta
forma se estende a uma isotopia de todo ambiente C× [0,2π], como na Definição 4. Mais
detalhes podem ser visto em (KASSEL; TURAEV, 2008, Theorem 1.40, p. 44).

Fixados a1,a2, . . . ,as ∈ C pontos distintos, podemos considerar o conjunto de todas as
tranças geométricas com base nestes pontos. A isotopia de tranças geométricas define uma
relação de equivalência neste conjunto e chamamos de trança à classe de equivalência desses
objetos.

Em muitos textos ambas, a classe de equivalência e qualquer representante são chamados
simplesmente de tranças. Porém, neste trabalho algumas construções podem depender da escolha
das parametrizações da trança geométrica. Para enfatizar isto, referimos a uma classe de isotopia
como uma trança e a um representante da classe como uma trança geométrica. Contudo, para o
caso de propriedades topológicas esta distinção não será necessária.

Existe uma composição natural de duas tranças B e B̃ que é formada pela adjunção da
parte superior da primeira trança B com a parte inferior da segunda trança B̃, o que a menos de
reparametrização da direção vertical podemos representar como uma nova trança em C× [0,2π]

que denotamos por BB̃. Chamamos esta composição de concatenação de tranças.

A concatenação dos representantes define uma operação nas classes de equivalência das
tranças, que é associativa e possui um elemento identidade como representado pela Figura 4.
Além disso, para cada classe de equivalência existe um elemento inverso. Essas propriedades
fazem com que o conjunto de tranças munido com a operação de concatenação forme um grupo
conhecido como o grupo de tranças de Artin (ARTIN, 1925). Para mais detalhes sobre o grupo
veja (BIRMAN, 1974) ou (KASSEL; TURAEV, 2008).

1 j j+1 s

Figura 4 – Identidade de Bs

Ao longo deste trabalho vamos denotar o grupo de tranças com s fios por Bs. Antes de
descrever os geradores do grupo Bs devemos fixar algumas notações:
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Fixando uma parametrização da trança geométrica B =
⋃s

j=1{(u j(t), t) : t ∈ [0,2π]}
denote por Re(C) e Im(C) os eixos que representam a parte real e imaginária da reta complexa
C, respectivamente. Logo para cada u j, j = 1,2, . . . ,s e para todo t ∈ [0,2π] considere Re(u j(t))

e Im(u j(t)) tal que u j(t) = Re(u j(t))+ i Im(u j(t)), em que i =
√
−1.

Para especificar uma trança geométrica podemos considerar sua projeção no Re(C)×
[0,2π] e em cada ponto de “cruzamento da projeção” indicar se esta ocorreu “positivamente”
ou “negativamente”. Por cruzamento da projeção (ou simplesmente cruzamento) queremos
indicar os pontos na imagem da projeção da trança em que existe t∗ ∈ (0,2π) satisfazendo
Re(u j(t∗)) = Re(uk(t∗)) com j,k ∈ {1,2, . . . ,s} com j 6= k. Ver Figura 5.

Para isto vamos considerar que a projeção ortogonal dos fios da trança no plano Re(C)×
[0,2π] cumprem as seguintes condições:

(i) Os fios projetados ou não se intersectam, ou se intersectam transversalmente.

(ii) Cada ponto de interseção envolve somente a projeção de dois fios.

Genericamente é sempre possível escolher um representante da trança cuja projeção cumpre as
condições acima. Esta projeção é conhecida como o diagrama da trança.

Vamos fixar neste ponto uma convenção para decidir se um cruzamento ocorreu positiva-
mente ou negativamente, desta perspectiva da projeção.

Para isto considere dois fios distintos u j e uk cujas projeções admite um cruzamento na
faixa Re(C)× [t∗− ε, t∗+ ε] para algum t∗ ∈ (0,2π) e ε > 0 suficientemente pequeno.

Diremos que o fio u j está à esquerda do fio uk na faixa Re(C)× [t∗− ε, t∗+ ε] se
Re(u j(t)) < Re(uk(t)) para t ∈ [t∗− ε, t∗). Caso contrário, ou seja, se Re(u j(t)) > Re(uk(t))

para t ∈ [t∗− ε, t∗) diremos que u j está à direita do fio uk na faixa Re(C)× [t∗− ε, t∗+ ε].

Nestas condições diremos que o cruzamento das projeções do j-ésimo fio com o k-ésimo
fio na faixa Re(C)× [t∗− ε, t∗+ ε] é positivo, se existir ε > 0 (suficientemente pequeno) tal que
para todo t ∈ (t∗− ε, t∗+ ε) Im(u j(t))< Im(uk(t)), e o cruzamento é negativo se Im(u j(t))>

Im(uk(t)). Veja Figura 5 e 6 abaixo.

Figura 5 – Cruzamento positivo
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Figura 6 – Cruzamento negativo

Com base nas definições e notações acima vamos considerar a trança com s fios cuja
projeção no plano Re(C)× [0,2π] admite um único cruzamento que é positivo e proveniente das
projeções dos fios u j e u j+1, j = 1,2, . . .s−1. Neste caso chamamos tal trança de uma trança

básica e denotaremos por σ j. Se nas condições anteriores o cruzamento das projeções dos fios
u j e u j+1 é negativo vamos denotar este por σ

−1
j . Veja Figura 7 para visualizar σ j e σ

−1
j . Com

isto podemos enunciar o seguinte resultado:

1 j j+1 s

σ j

1 j j+1 s

σ
−1
j

Figura 7 – Gerador σ j e seu inverso σ
−1
j

Teorema 2. O grupo de tranças Bs pode ser representado como segue:

Bs =

〈
σ1,σ2, . . . ,σs−1 :

σiσ j = σ jσi , |i− j|> 1 ,
σ jσ j+1σ j = σ j+1σ jσ j+1 , j ∈ {1,2, . . . ,s−2}

〉
.

De forma geral o Teorema 2 diz que dada uma trança geométrica B esta é isotópica à
concatenação de tranças básicas e seus inversos. Em resumo, mais geometricamente podemos
encontrar uma partição P = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = 2π} de [0,2π] tal que em cada faixa
C× [tl, tl+1], 0≤ l ≤ n−1 a trança geométrica B (a menos de isotopia) é representada por uma
trança básica σ j ou um inverso σ

−1
j .
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2.2.2 O fecho de uma trança na 3-esfera

Para efeito de entendermos a relação entre tranças (braids) e enlaçamentos (links) vamos
mostrar nesta subseção como podemos fechar uma trança na 3-esfera obtendo desta forma
um enlaçamento no sentido clássico. Para isto considere a seguinte identificação topológica
dos pontos em C× [0,2π]: para cada u ∈ C identifique (u,0)∼ (u,2π) e para todo t ∈ (0,2π)

identifique (u, t)∼ (u, t).

A relação “∼” é uma relação de equivalência no espaço topológico C× [0,2π] e o espaço

quociente
C× [0,2π]

∼
é identificado com o toro sólido aberto C×S1. Veja ilustração na Figura 8.

(a) C× [0,2π] (b) C×S1

Figura 8 – Processo de identificação de C× [0,2π] em C×S1

Já que os pontos iniciais da trança geométrica B no plano C×{0} coincidem com os
pontos finais no plano C×{2π}, a menos de uma permutação, segue que após a identificação
teremos uma coleção disjunta de curvas fechadas homeomorfas a S1 e após suavização podemos
considerar que são difeomorfas a S1. Este processo é chamado do fecho da trança em C×S1 e
está bem definido na classe de isotopia da trança geométrica. Veja por exemplo Figura 9 a seguir,
onde está ilustrado a trança B da Figura 3 após a identificação comentada anteriormente.

Figura 9 – Fecho da trança em C×S1
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Uma maneira topológicamente usual de obter S3 é como o bordo da bola fechada
B4 ⊂ R4 ' C2. Topológicamente a bola B4 pode ser identificada com o espaço D×D onde
D = {u ∈ C : |u| ≤ 1} é o disco fechado unitário. Consequentemente,

S3 ≈ ∂ (D×D) = (D×S1)∪S1×S1 (S1×D).

Figura 10 – Decomposição da 3-esfera como a união de dois toros sólidos

Assim S3 é visto como a união de dois toros sólidos fechados unidos no seu bordo
comum S1×S1.

Fixando o toro sólido D×S1 a curva {0}×S1, que é um nó trivial, é chamada de núcleo

ou linha central ou 0-seção do toro sólido D×S1. Veja uma ilustração do núcleo γ1 de D×S1 na
Figura 10.

Neste trabalho vamos identificar C×S1 canonicamente com o interior de D×S1, isto é,
usamos o mergulho padrão sem torção do toro sólido aberto C×S1 no interior do toro sólido
fechado D×S1. Portanto, dada uma trança geométrica (orientada) B⊂ C× [0,2π], o seu fecho
em C×S1 como mencionado anteriormente, pode ser visto como um enlaçamento (orientado)
na S3, o qual é chamado de fecho da trança geométrica B na S3. Por definição o núcleo S1×{0}
do toro complementar S1×D é o eixo de trançamento do fecho de B. Veja uma ilustração do
núcleo S1×{0} dado pela curva γ2 na Figura 10.

Além disso, podemos assumir |u j(t)| < 1 para todo t ∈ [0,2π] e j = 1,2, . . . ,s, desta
forma podemos considerar que o fecho dos fios em S3 ⊂ C2 são parametrizados por

s⋃
j=1

{(
u j(t),

√
1−|u j(t)|2eit

)
: t ∈ [0,2π]

}
⊂ S3 ⊂ C2. (2.2)

A curva parametrizada {(eiχ ,0) : χ ∈ [0,2π]} é o eixo de trançamento.
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Como discutido acima toda trança fecha num enlaçamento em S3. Se considerarmos
em cada componente conexa do fecho uma orientação (que pode ser escolhida arbitrariamente)
teremos com isso um enlaçamento orientado. Uma forma canônica de orientar o enlaçamento
é considerar o sentido de percurso dos pontos em cada fio da trança sendo o proveniente da
própria parametrização dos fios, como na Equação (2.1), ou seja, quando percorremos o intervalo
[0,2π] no sentido positivo os pontos na imagem de cada fio vão do plano C×{0} para o plano
C×{2π}.

A recíproca também é verdadeira e foi provada por (ALEXANDER, 1923); isto é, todo
enlaçamento orientado em S3 é isotópico a o fecho de uma trança geométrica com s fios orientado
canonicamente. Isto demonstra uma conexão interessante entre o estudo de enlaçamentos (links)
na 3-esfera com a teoria de tranças (braids).

2.3 Parametrização de Fourier de uma trança

Nesta seção mostraremos uma forma de conectar a teoria de tranças e a teoria de
singularidade por meio dos polinômios trigonométricos de Fourier. Para isto vamos apresentar
inicialmente uma ideia sobre a existência da parametrização de Fourier tomando como base os
trabalhos (BODE, 2018; DENNIS et al., 2010; BODE et al., 2017; DENNIS; BODE, 2017a;
BODE; DENNIS, 2019) onde os autores mostram como aproximar uma dada parametrização de
uma trança geométrica B por uma parametrização proveniente de polinômios trigonométricos
de Fourier. Em seguida apresentaremos um algoritmo que mostra como exibir explicitamente
uma parametrização de uma dada trança, que não necessariamente seja proveniente de uma
parametrização suave. Este algoritmo pode ser utilizado para encontrar uma trança geométrica
(suave) uma vez que tenhamos uma parametrização dos fios que seja por exemplo linear por
partes.

2.3.1 Existência da parametrização de Fourier

Dada uma trança geométrica B =
⋃s

j=1{(u j(t), t) : t ∈ [0,2π]} ⊂ C× [0,2π] denote
por C o conjunto de componentes conexas do fecho da trança B em C× S1. Ver Figura 11-
(b). Considere a projeção vertical das s curvas (u j(t), t), j = 1, . . . ,s no plano C×{0}. Ver
Figura 11-(a). A projeção fornece um conjunto PB de l curvas planas fechadas C j, j = 1,2, . . . , l
provenientes de sC j fios que fecham numa das componentes conexas Ĉ j ∈ C , j = 1,2, . . . , l.1

1 Note que existe uma correspondência biunívoca entre os conjuntos C e PB portanto o número de
componentes de C e PB, denotados por |C | e |PB| respectivamente, coincidem. Em (BODE;
DENNIS, 2019) se usa a notação sĈ para se referir ao número de fios que fecha na componente Ĉ ∈ C ,
porém nesta tese usamos sC para nos referir ao mesmo número de fios que projetam em C ∈PB, e que
a sua vez fecham em Ĉ.
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(a) Projeção vertical (b) Componentes do fecho de B

Figura 11 – Curvas fechadas planas

Para cada curva C ∈PB a qual é periódica temos que pelo Teorema de Stone–Weierstrass
(RUDIN, 1976, Theorem 8.15, p.190) existe uma aproximação FC(t)+ iGC(t), tão próxima
quanto desejarmos, por polinômios trigonométricos FC,GC : R→ R,

FC(t) =
NC

∑
l=−NC

aC,leilt ,GC(t) =
MC

∑
l=−MC

bC,leilt ,

com aC,−l = aC,l e bC,−l = bC,l para todo C ∈PB e todo l. Com isto obtemos uma aproximação
da parametrização dos fios (u j(t), t), j = 1, . . .s de B dadas por

cC, j(t) =
(

FC

(
t +2π j

sC

)
+ iGC

(
t +2π j

sC

)
, t
)
, C ∈PB, j = 1,2, . . . ,sC (2.3)

formando a trança geométrica

⋃
C∈PB

sC⋃
j=1

{cC, j(t) : t ∈ [0,2π]},

a qual será equivalente a B se escolhermos está aproximação por polinômios trigonométricos
suficientemente próxima. Esta parametrização será chamada de parametrização de Fourier de B.

Resumindo, toda trança admite uma parametrização de Fourier e portanto todo enlaça-
mento em S3 é isotópico ao fecho de uma trança geométrica proveniente de uma parametrização
de Fourier dos fios.
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Exemplo 1. Em (DENNIS; BODE, 2017b) os autores desenvolveram um estudo para encontrar
uma parametrização de Fourier da trança σ

−1
2 σ1σ3

2 σ1 a qual fecha no nó 52 (veja Figura 12). Os
autores chegaram na parametrização

(FB(t),GB(t)) =
(
−cos(2t)− 3

4
cos(5t),−sin(4t)− 1

2
sin(t)

)
.

Figura 12 – Nó 52

O método usado para encontrar uma parametrização de Fourier explícita da trança
σ
−1
2 σ1σ3

2 σ1 só se generaliza a algumas famílias de tranças e portanto os autores posteriormente
em (BODE; DENNIS, 2019) tiveram que definir um novo algoritmo geral para incluir todas as
tranças.

2.3.2 Algoritmo da parametrização de Fourier

Bode e Dennis (2019) motivados por aplicações das parametrizações de Fourier para
descrever configurações de alguns modelos físicos apresentaram um algoritmo de quatro passos
que mostra como encontrar uma parametrização explícita a partir de uma dada trança algé-
brica. Algumas destas aplicações podem se encontrar em (DENNIS et al., 2010; BODE et al.,
2017; DENNIS; BODE, 2017a). A seguir apresentamos um breve resumo do algoritmo em
(BODE; DENNIS, 2019) no qual por simplicidade incluiremos algumas modificações feitas
posteriormente em (BODE, 2022a).

Fixe os sC fios de B, onde C ∈PB.

Passo 1 Considere a projeção dos sC fios de B no plano Re(C)× [0,2π], como na Figura 13. Isto
produz um conjunto de sC curvas planas em que cada uma é homeomorfa ao intervalo [0,1].
A menos de isotopia da trança B podemos assumir que “algumas condições” genéricas na
projeção são satisfeitas, que são: dois fios ou não se intersectam ou eles se intersectam
transversalmente, além disso não são permitidas interseções de três ou mais fios num
único ponto, e em cada altura que ocorrer um cruzamento não pode ocorrer nenhum outro
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cruzamento. Isto é a projeção dos fios define um diagrama da trança B. Veja Figura 13
para uma ilustração das condições genéricas.

Figura 13 – Projeção em Re(C)× [0,2π] de σ
−1
1 σ2σ3

1 σ2

Em seguida considere no plano [0,2π]×Re(C) a disposição do conjunto de sC fios
projetados, rotacionados de 90 graus para direita, como na parte superior da Figura 14.
Como sabemos que os sC fios fecham numa componente conexa, podemos escolher uma
indexação dos sC fios na projeção de tal forma que o ponto final do j-ésimo fio coincida
com o ponto inicial do ( j + 1)-ésimo fio. De acordo com essa indexação transporte
rigidamente o primeiro fio para a faixa [0,2π]×Re(C) de tal forma que o ponto inicial da
curva fique sobre o eixo {0}×Re(C). Ver ilustração na parte superior da Figura 15. Em
seguida transporte rigidamente o segundo fio para a faixa [2π,4π]×Re(C) e concatene o
ponto final do fio anterior com o ponto inicial deste. Siga este procedimento para todos os
outros fios indexados nas faixas [2π( j−1),2π j]×Re(C), 1≤ j ≤ sC obtendo assim uma
curva contínua no domínio [0,2πsC].

Note que os pontos inicial e final desta nova curva coincidem uma vez que os sC fios
fecham numa componente conexa do fecho da trança, como ilustrado na parte superior da
Figura 15.

Em seguida rotule os sC pontos iniciais das curvas na linha {t1 = 0}×Re(C), como é
mostrado na parte inferior da Figura 14. Seguindo o sentido positivo do intervalo [0,2π]

da horizontal, entre cada dois cruzamentos consecutivos trace a reta {t j}×Re(C) em que
2 ≤ j ≤ l, onde l corresponde ao número total de cruzamentos. Em seguida, rotule sob
essas retas verticais os pontos de interseção delas com os sC fios projetados. Veja uma
ilustração na parte inferior da Figura 14.
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Figura 14 – Rótulos

Nesta parte vamos utilizar como referência a parte superior da Figura 15.

Após o transporte rígido dos sC fios para o espaço [0,2πsC]×Re(C) chegaremos na
configuração da Figura 15, preservando também os pontos rotulados nos fios. Note que com
o transporte as coordenadas horizontais dos pontos rotulados vão diferir das coordenadas
anteriores por um múltiplo de 2π e suas respetivas coordenadas verticais continuam as
mesmas.

Figura 15 – Translado dos rótulos
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Passo 2 Neste passo vamos considerar a parte inferior da Figura 15 que é formada somente
pelos pontos rotulados da parte superior da figura. Considere as coordenadas dos pontos
rotulados. Isto permite aplicar uma interpolação trigonométrica nestes pontos a qual
fornece um polinômio trigonométrico explícito FC : R→ R que “passa” por estes pontos.
É importante mencionar que não é de se esperar que os fios⋃

C∈PB

sC⋃
j=1

{(
XC, j(t) = FC

(
t +2π j

sC

)
, t
)

: t ∈ [0,2π]

}
(2.4)

tracem o diagrama da trança B no plano Re(C)× [0,2π]. Bode (2022a) provou que sempre
é possível encontrar polinômios trigonométricos FC : R→ R,C ∈PB tal que os fios em
(2.4) tracem o diagrama da trança B em Re(C)× [0,2π].

Note que FC é a coordenada real da parametrização de Fourier da trança geométrica
desejada, assim FC não contém nenhuma informação do sinal do cruzamento. Para codificar
o sinal em cada cruzamento vamos criar uma nova função GC correspondente a parte
imaginária da parametrização de Fourier da trança geométrica. Para isto vamos considerar
como referência a Figura 16.

Passo 3 Neste ponto estaremos utilizando a convenção estabelecida no final da Subseção 2.2.1.
Considere os polinômios trigonométricos do Passo 2 os quais satisfazem que os fios
em (2.4) tracem o diagrama da trança B. Note que por simplicidade ilustramos na parte
superior da Figura 16 o diagrama original de B em lugar do diagrama definido por (2.4).
Rotule os pontos de interseção do diagrama definido por (2.4) como na parte superior da
Figura 16. Por cada ponto trace uma reta vertical associando a cada reta o sinal positivo
(+) ou negativo (-), de acordo com o tipo de cruzamento ser positivo ou negativo (ver
Subseção 2.2.1), respectivamente. Em seguida vamos transportar rigidamente os pontos
rotulados e suas respectivas retas verticais, analogamente ao procedimento desenvolvido
na parte final do Passo 1. Com isto obtemos a configuração como ilustrada na parte inferior
da Figura 16.

Por simplicidade, podemos escolher um número real λ > 0 tal que todos os pontos
rotulados estejam na faixa [0,2πsC]× (−λ ,λ ). Como cada ponto de cruzamento da parte
superior da figura se desdobra em dois pontos na figura inferior, vamos codificar em cada
um desses pontos se o cruzamento ocorreu por cima ou por baixo de acordo com a regra
abaixo. Para isso vamos fixar o primeiro par de pontos de cruzamento na parte inferior da
Figura 16:

note que neste ponto o fio azul cruzou por baixo do fio vermelho. Para codificar essa
informação no fio azul vamos mover o ponto na vertical para a reta horizontal λ . E no
seu respectivo associado no fio vermelho vamos mover o ponto na vertical para a reta
horizontal −λ . Já que o fio azul está à esquerda referente ao primeiro cruzamento de
(2.4) então denotamos o ponto associado ao fio azul por e1 e denotamos por d1 ao ponto
associado ao fio vermelho que está à direita referente ao primeiro cruzamento.
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Vamos aplicar esta regra para os outros pontos e com isto vamos obter os pontos eis e dis
na parte inferior da Figura 16.

Figura 16 – Rótulos para obter o sinal de cruzamento

Passo 4 Considere as coordenadas dos pontos do passo anterior {di,ei, i = 1,2, . . . , l}, onde l é o
número de cruzamentos do diagrama da trança realizado por (2.4), e considere um polinô-
mio trigonométrico GC que passa por estes pontos. Note que tal polinômio GC codifica o
cruzamento sendo positivo ou negativo. Por exemplo, considere no diagrama realizado
por (2.4) o primeiro cruzamento do fio azul {(XC,3(t), t) : t ∈ [0,2π]} e o fio vermelho
{(XC,3(t), t) : t ∈ [0,2π]}, isto é, o ponto nos fios com o menor t∗ ∈ [0,2π] satisfazendo
XC,3(t∗) = XC,1(t∗). As parametrizações

{(
YC, j(t) = GC

(
t+2π j

sC

))
: t ∈ [0,2π]

}
, j = 1,3

satisfazem que o valor de YC,3(t∗)≈ e1 é maior do que o valor que toma no fio vermelho
YC,1(t∗)≈ d1. Portanto, localmente as curvas parametrizadas

⋃
j∈{1,3}{(XC, j(t)+ iYC, j(t)) :

t ∈ [t∗− ε, t∗+ ε]} representam um cruzamento negativo como na Figura 6. Assim para
este cruzamento temos o sinal como é indicado na palavra inicial da trança.

Finalmente as funções (FC(t),GC(t)) providenciam uma trança geométrica⋃
C∈PB

sC⋃
j=1

{(
XC, j(t)+ iYC, j(t), t

)
: t ∈ [0,2π]

}
tal que a projeção no plano Re(C)× [0,2π] dado por (2.4) coincide com o diagrama de B e tal que
as parametrizações dadas por YC, j(t),C ∈PB, j = 1,2, . . .sC definem os sinais de cruzamento
de (2.4) e estes a sua vez coincidem com os sinais da palavra de B. Consequentemente a trança
geométrica dada por esta parametrização, que é de Fourier, é um representante da trança B.

Note que o grau destes polinômios trigonométricos pode variar dependendo do número
de pontos escolhidos.
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2.3.3 Parametrização da concatenação

Podemos considerar a concatenação de n cópias de uma trança fixa B, a qual denotamos
por Bn. Fixada uma parametrização de Fourier (FC(t),GC(t)) de uma trança B a família de
funções (FC(nt),GC(nt)),C ∈PB, fornece uma parametrização de Fourier de Bn.

Veja uma representação da concatenação de duas cópias de uma trança na Figura 17-(a) e -(b).

(a) (b)

Figura 17 – Processo de concatenação de duas cópias de B

Como um exemplo disto, considere a trança quadrada B2 = (σ−1
2 σ1σ3

2 σ1)
2, Figura 18-

(a), parametrizada por (FB2(t),GB2(t)) = (FB(2t),GB(2t)) e o seu fecho, que chamaremos o
quadrado do nó 52, está representado na Figura 18-(b).

(a) Trança (σ−1
2 σ1σ3

2 σ1)
2 (b) Quadrado do nó 52

Figura 18 – Trança quadrada de 3-fios (FB(
t+2π j

3 ),GB(
t+2π j

3 ), t), j = 1,2,3
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Neste ponto faremos uma observação que será útil no trabalho. Para isto vamos fixar o
caso do nó 52 representado na Figura 12.

Vamos considerar sua representação como o fecho da trança de 3-fios B = σ
−1
2 σ1σ3

2 σ1,
Figura 13. Na referência Dennis e Bode (2017b) os autores discutiram possíveis formas de
construir parametrizações de Fourier desta trança. Consideremos assim a parametrização de
Fourier desta trança dada pelas funções trigonométricas

(FB(t),GB(t)) =
(
−cos(2t)− 3

4
cos(5t),−sin(4t)− 1

2
sin(t)

)
.

Note que qualquer deslocamento de fase de uma parametrização de Fourier de uma trança, isto
é, (FC(t + θ),GC(t + θ)) para toda componente C e um ângulo θ , é uma parametrização de
Fourier de uma trança conjugada a B e assim o fecho da trança não muda. Com isto estaremos
considerando a parametrização da trança a menos de deslocamento de fase.
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CAPÍTULO

3
ENLAÇAMENTOS FIBRADOS E APLICAÇÕES

ANALÍTICAS REAIS

Uma classe bem importante de subvariedades fechadas L mergulhadas na (n−1)-esfera
Sn−1 são aquelas que admitem uma estrutura fibrada no complemento Sn−1 \L. Tais classes
têm uma relação bastante próxima ao estudo da topologia de singularidades de aplicações
analíticas reais, principalmente quando vistas através da ótica do celebrado Teorema de Nash-
Tognolli (BOCHNAK; COSTE; ROY, 1998) que garante que toda variedade suave e fechada
é difeomorfa a uma variedade algébrica. Além do mais, após a clássica referência (MILNOR,
1968) sabemos que todo germe de aplicação analítica, digamos f : (Rn,0)→ (Rp,0), n >

p ≥ 2, com singularidade isolada na origem como germe de conjunto, existe uma fibração
suave Sn−1

ρ \L f ,ρ → Sp−1 em que L f ,ρ := f−1(0)∩Sn−1
ρ é vazio ou é uma subvariedade suave

mergulhada em Sn−1
ρ , a (n− 1)-esfera centrada na origem e de raio ρ > 0 suficientemente

pequeno, cuja classe de isotopia de L f ,ρ e da fibração não muda para todo ρ > 0 suficientemente
pequeno. Consequentemente, vamos denotar L f ,ρ simplesmente por L f .

Esse último resultado motivou a definição de NS-par em (LOOIJENGA, 1971) tendo
como principal classe de exemplos aqueles provenientes de singularidades isoladas de aplicações
analíticas reais ou complexas fornecidas por Milnor em (MILNOR, 1968).

Em resumo, tal linha de pesquisa demonstra que o problema do mergulho L ↪→ Sn−1 tal
que Sn−1 \L fibra sobre esferas pode ser entendido do ponto de vista da Teoria de Singularidades.

3.1 Enlaçamentos fibrados

Definição 5. (LOOIJENGA, 1971) Seja Ln−p−1 uma subvariedade fechada orientada de Sn−1

orientada com fibrado normal trivial. Suponha que para alguma trivialização c : T (L)→ L×Dp
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de uma vizinhança tubular T (L) de L o fibrado trivial definido pela composição p◦ c :

T (L)\L→ L× (Dp−{0})→ Sp−1 com p(x,y) =
y
||y||

,

se estende a um fibrado suave Sn−1 \L→ Sp−1. Então o par (Sn−1,Ln−p−1) será chamado um

par de Neuwirth-Stallings (abreviadamente como um NS-par).

Na definição de Looijenga a subvariedade Ln−p−1 pode ser vazia. Note também que
Ln−p−1 não é necessariamente homeomorfo a uma união de (n− p−1)-esferas. Assim, enla-
çamentos (mergulhos de (n− p−1)-esferas) que admitem uma fibração localmente trivial no
complemento são um caso particular de NS-pares.

No caso de germes de funções holomorfas f : (Cn+1,0)→ (C,0) Milnor também provou
o seguinte.

Teorema 3. (MILNOR, 1968) Seja f : (Cn+1,0)→ (C,0) uma função analítica complexa não
constante então para todo ρ > 0 suficientemente pequeno

arg f :=
f
| f |

: S2n+1
ρ \L f → S1 (3.1)

é a projeção de uma fibração suave localmente trivial.

Neste caso a projeção da fibração é dada pela aplicação argumento arg f := f
| f | e no caso

particular em que a origem é uma singularidade isolada de f então o par (S2n+1
ρ ,L f ) fornece

exemplos de NS-pares.

No caso clássico de enlaçamentos (união de cópias de círculos) fibrados na 3-esfera, a
definição de NS-par é equivalente à seguinte definição.

Definição 6 (Enlaçamento fibrados clássicos). Um enlaçamento (orientado) de l-componentes
L⊂ S3 (ver Seção 2.1) é chamado fibrado se

• Existe uma aplicação ϕL : S3 \L→ S1 que é uma fibração suave localmente trivial e

• Numa vizinhança tubular T (L) difeomorfa à L×D, em que D= {z∈C; |z| ≤ 1}, a projeção
é dada por ϕL : T (L)\L→ S1,(x,y)→ y

|y| .

Veja a Figura 19 para o comportamento da fibração na vizinhança T (L).
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Figura 19 – Trivialidade na vizinhança tubular

Clássicamente é conhecido que o subgrupo dos comutadores do grupo fundamental
π1(S3 \L) de um enlaçamento fibrado é finitamente gerado (ROLFSEN, 1990, Proposition 3,
p.324). A recíproca foi provada por (STALLINGS, 1962) para o caso de nós, ou seja, se o
subgrupo de comutadores do grupo fundamental do nó é finitamente gerado então o nó é fibrado.
Porém, tal condição é difícil de ser testada pela complexidade do grupo fundamental. Uma
outra condição necessária para que um nó seja fibrado (porém não suficiente) é que o polinômio
de Alexander seja mônico (ROLFSEN, 1990). Por exemplo, podemos usar este critério para
provar que o nó 52 e o seu quadrado não são fibrados, já que seus polinômios de Alexander
∆(t) ∈ C[t, t−1] são 2t−3+2t−1 e 2t2−5t +7−5t−1 +2t−2, respectivamente. Mais detalhes e
cálculos do polinômio de Alexander1 de um nó podem ser encontrados em (ROLFSEN, 1990),
especialmente a tabela de alguns nós nas paginas p.391-414, onde aparecem seus polinômios de
Alexander.

Importantes exemplos de enlaçamentos fibrados são aqueles cujas propriedades topológi-
cas podem ser lidas na representação da palavra do grupo da trança.

Definição 7. (STALLINGS, 1978) Uma trança de s fios é chamada homogênea se para cada
j ∈ {1,2, . . . ,s−1}, o gerador σ j aparece na palavra da trança se e somente se σ

−1
j não aparece.

Stallings (1978) provou que o fecho de toda trança homogênea resulta em um enlaça-
mento fibrado. Por exemplo, a trança de 2 fios σ3

1 (Figura 3) é um exemplo de uma trança
homogênea e o seu fecho é o nó de trevo que já é classicamente conhecido como um nó fibrado.
Entretanto, é importante destacar que existem exemplos de enlaçamentos fibrados que não são
isotópicos a fechos de tranças homogêneas, como por exemplo o nó 820. Mais detalhes podem
ser encontrados em (BELL, 2012).
1 O polinômio de Alexander também pode ser calculado a partir da representação de uma palavra da

trança que fecha no nó. Veja (BIRMAN, 1974).
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Uma subclasse interessante de tranças homogêneas são aquelas que fecham num nó que
pode ser desenhado na superfície de um toro mergulhado na S3. Estes são caracterizados por dois
inteiros co-primos p e q que contam2 o número de vezes que o nó corta o meridiano e a longitude
do toro, respectivamente. Por essa razão eles são conhecidos por nó toroidal ou nó (p,q)-toroidal
e denotado por K(p,q). De fato, estes nós são exemplos de fechos das chamadas tranças positivas,
pois, cada gerador sempre aparece com um sinal positivo. Na Figura 20 representamos o nó
toroidal K(2,3) ou também conhecido como nó do trevo ou “trefoil knot” que é o fecho da trança
de 2 fios σ3

1 .

Figura 20 – Nó toroidal K(2,3)

Dessa forma, há uma ampla variedade de enlaçamentos fibrados com diferentes caracte-
rísticas, o que torna a área de estudo destes enlaçamentos bastante rica e desafiadora.

Ainda nesta linha de caracterização dos enlaçamentos fibrados mais recentemente em
(BODE, 2021) foi definido a classe de tranças P-fibradas (Definição 13), que é uma classe que
estende as tranças homogêneas (BODE, 2019) e apresenta propriedades bastante relacionadas
com a Teoria de singularidades, sobretudo relacionada com a Conjectura de Benedetti e Shiota
(Conjetura 1), como veremos neste trabalho. Além do mais até o momento do desenvolvimento
deste trabalho não se tem exemplo de enlaçamento fibrado que não provenha de uma trança P-
fibrada. Isso sugere que tal classe seja uma possível candidata a caracterização dos enlaçamentos
fibrados.

3.2 Singularidades de aplicações e enlaçamentos

A partir desta seção vamos denotar por f : (Rn,0)→ (Rp,0), n > p≥ 2, um germe de
aplicação analítica real não-constante e por f : (Cn,0)→ (C,0) um germe de função analítica
complexa não-constante, a menos que haja menção contrária. Também consideramos os seguintes
germes de conjuntos analíticos na origem.

• Vf := f−1(0), a variedade local de f ;
2 Esta contagem se faz a partir da fixação da longitude l e do meridiano m que geram H1(S1×S1)∼=Z⊕Z

e assim [K(p,q)] ∈ H1(S1×S1) é tal que [K(p,q)] = p[m]+q[l].
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• No caso de aplicação analítica real o conjunto singular é dado por

Σ f := {x ∈ Rn : rank Jx f < p}, (3.2)

em que Jx f denota a matriz Jacobina de f em x. No caso de função analítica complexa o
conjunto singular é dado por

Σ f = {z ∈ Cn : ∇ f (x) = ( fz1(z), . . . , fzn(z)) = 0}, (3.3)

em que ∇ f denota o gradiente de f e fzi as derivadas parciais de f respeito a zi.

Observação 2. Em geral vamos denotar os germes e seus representantes com a mesma notação.
Para flexibilizar a notação algumas vezes representamos uma aplicação analítica na origem por
f : Rn→Rp ficando subentendido que estamos trabalhando numa vizinhança da origem da fonte
e da meta.

Definição 8. Uma aplicação polinomial f : Rn→ Rp, n > p≥ 2, f (0) = 0, tem uma singulari-

dade fracamente isolada na origem se o germe Σ f ∩Vf = {0} como germe de conjunto. No caso
particular onde Σ f = {0} dizemos que f tem uma singularidade isolada na origem.

Uma propriedade que segue da singularidade fracamente isolada (MILNOR, 1968) é que Vf

intersecta transversalmente toda pequena esfera numa variedade suave L f :=Vf ∩Sn−1
ρ , que está

bem definida a menos de isotopia, que é chamada o enlaçamento da singularidade na origem,
veja Figura 21.

Figura 21 – Singularidades na origem

Mais ainda, a interseção de Vf com a bola fechada do Rn centrada na origem Dn
ρ(0) é

homeomorfo ao cone sob L f . Isso motiva as seguintes definições.

Definição 9. Uma subvariedade fechada L de Sn−1 é dita ser fracamente algébrica (resp. forte-

mente algébrica ou algébrica real) se existem:

(i) uma aplicação polinomial fL : Rn→ Rp tal que fL(0) = 0 e fL com singularidade fraca-
mente isolada (respectivamente isolada) na origem;
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(ii) e um raio ρ0 tal que para cada 0 < ρ ≤ ρ0 a subvariedade L fL,ρ :=VfL∩Sn−1
ρ seja isotópica

a L em Sn−1
ρ ≈ Sn−1, onde Sn−1

ρ é a esfera de raio ρ centrada na origem de Rn.

Neste caso a aplicação polinomial fL é chamada uma realização fraca (respectivamente uma
realização forte) de L.

Claramente as realizações fracas e fortes estão bem definidas na classe de equivalência
dos germes de aplicações.

3.2.1 Enlaçamentos algébricos clássicos

Considere f : (C2,0)→ (C,0) um polinômios holomorfo com singularidade isolada,
então existe uma caracterização dos enlaçamentos que aparecem desta forma. Neste caso os
enlaçamentos associados são chamados enlaçamentos algébricos e estes foram completamente
caracterizados em (BRIESKORN; KNÖRRER, 1986). A seguir faremos uma descrição da
caracterização utilizando como base essa mesma referência.

Considere f (u,v) um polinômio holomorfo irredutível, mônico na variável u e com uma
singularidade isolada na origem. Assim Vf pode ser parametrizada em termos da variável v da
seguinte forma:

u = c1vm1/n1 + c2vm2/n1n2 + · · ·+ csvms/n1···ns + · · · , (3.4)

onde c′is são números complexos não nulos e mi,ni são inteiros positivos. A principio esta
soma pode ser infinita, porém a topologia de Vf é determinada por um conjunto finito de pares
(n1,m1),(n2,m2), . . . ,(ns,ms) os quais são chamados pares de Puiseux de f e têm as seguintes
restrições

n1 < m1,

m j−1n j < m j, para j ≥ 2, (3.5)

mdc(n j,m j) = 1 para j = 1,2, . . . ,s.

Para todo ε > 0 suficientemente pequeno podemos associar o nó algébrico L f = Vf ∩ S3
ε à

curva algébrica Vf . Esse nó é um nó toroidal iterado do tipo K((p1,q1),(p2,q2), · · · ,(ps,qs)),
construído como no seguinte processo: construa um nó toroidal K(p1,q1) e então considere uma
vizinhança tubular deste nó. Já que o nó, por definição, tem uma componente, a vizinhança tubular
forma um segundo toro a menos de difeomorfismo. Então neste segundo toro construa um outro
nó toroidal do tipo K(p2,q2), onde a longitude considerada no segundo toro que chamaremos de
longitude preferida é tomada na classe de isotopia de curvas fechadas no toro que tem número
de enlaçamento 3 zero com K(p1,q1). O nó resultante desta operação é chamado de nó iterado

toroidal e denotado por K((p1,q1),(p2,q2)), e os pares (p1,q1),(p2,q2) são chamados pares de

3 O número de enlaçamento de dois nós K1 e K2 em S3 é tomado como o inteiro l tal que a classe de
homologia [K1] ∈ H1(S3 \K2) ∼= Z é dada por [K1] = lγ , onde γ é um gerador de H1(S3 \K2). Veja
(ROLFSEN, 1990, p.132) para mais detalhes e definições equivalentes.
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iteração. Fazendo este processo várias vezes considerando as respectivas longitudes preferidas
obtemos o nó toroidal iterado K((p1,q1),(p2,q2), · · · ,(ps,qs)).

Os pares de Puiseux (n1,m1),(n2,m2), . . . ,(ns,ms) do polinômio holomorfo f determi-
nam os pares de iteração de L f de acordo com a seguinte relação:

(p1,q1) = (n1,m1),

(p2,q2) = (n2,m2 +m1n2(n1−1)), (3.6)
...

(ps,qs) = (ns,ms +mk−1nk(nk−1−1)+
s−2

∑
i=1

[mi(ni−1)nk

s−1

∏
j=i+1

n2
j ]).

Note que nem todo nó toroidal iterado K((p1,q1),(p2,q2), · · · ,(ps,qs)) é um nó algébrico. Por
exemplo o nó toroidal iterado K((3,2),(3,2)) não é algébrico uma vez que uma condição
necessária e suficiente nos pares de iteração para um nó toroidal iterado ser algébrico é dada
por q1 > p1 e q j > p j p j−1q j−1, j = 2,3, . . . ,s, a qual provém diretamente de Equações (3.5) e
(3.6).

Uma apresentação sistemática da caracterização de nós algébricos pode ser encontrada
em (BRIESKORN; KNÖRRER, 1986).

Teorema 4. (BRIESKORN; KNÖRRER, 1986, Theorem 12; p. 438) O nó L f proveniente de
uma função polinomial holomorfa irredutível com singularidade isolada na origem é isotópico
a um nó toroidal iterado do tipo K((p1,q1),(p2,q2), · · · ,(ps,qs)) com (p j,q j), j = 1,2, . . . ,s
satisfazendo Equações (3.5) e (3.6).

O caso de enlaçamentos de polinômios holomorfos redutíveis com singularidade isolada
segue a partir do resultado anterior aplicado a cada fator irredutível de f e descrevendo a forma
como estes nós estão enlaçados. Veja uma descrição em (EISENBUD; NEUMANN, 1985, p.53).
Uma outra forma de ver esta união de nós toroidais iterados é como o fecho de uma trança
aninhada B(B1,B2, . . . ,BN) onde cada B j fecha numa união aninhada de nós toroidais iterados.
Ver a definição de trança aninhada Definição 23.

3.2.2 Enlaçamentos algébricos reais

Uma maneira de estender o estudo de enlaçamentos algébricos do ponto de vista da
Teoria de Singularidades de Aplicações é estudar os enlaçamentos oriundos das aplicações
polinomiais reais R4→ R2. Parte dessa motivação já foi mencionada no inicio deste capítulo e
também pode ser visto no enunciado do teorema a seguir.

Teorema 5. (AKBULUT; KING, 1981) “Todo enlaçamento na 3-esfera é fracamente algébrico”.

Como descrito na introdução deste capitulo Milnor mostrou que dada uma aplicação
polinomial f : R4→ R2 com a singularidade isolada na origem e f−1(0) 6= {0} para todo ρ > 0
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suficiemente pequeno o enlaçamento L f =Vf ∩S3
ρ é um enlaçamento fibrado. A recíproca deste

resultado é um problema em aberto como podemos ver a seguir.

Conjetura 1. (BENEDETTI; SHIOTA, 1998) Todo enlaçamento fibrado (ou NS-par) na 3-esfera
é algébrico real.

Ou seja, a conjectura afirma que todo enlaçamento fibrado na S3 admite uma realização
forte.

Vamos apresentar uma breve descrição de um resultado em (LOOIJENGA, 1971) anterior
à conjectura mas reforçando sua veracidade. O autor apresentou uma construção topológica de
NS-pares, que permite encontrar uma realização forte de uma subclasse desses objetos.

Teorema 6. (LOOIJENGA, 1971) Seja (Sn−1,Ln−p−1) um NS-par com L 6= /0. Então, existe
uma realização forte (Rn,0)→ (Rp,0) de (Sn−1,L)#((−1)nSn−1,(−1)n−pL).

Aqui usamos a convenção que as variedades orientadas M e −M denotam a mesma
variedade mas com a orientações revertidas, e a operação “#” denota uma soma conexa especial
dos NS-pares ao longo de uma componente conexa da subvariedade L. A construção de Looijenga
pressupõe várias propriedades no NS-par resultante da soma conexa e sua fibração associada
como comentamos a seguir:

considere a subvariedade Ln−p−1 = ∪r
i=1Li da esfera Sn−1 em que Li são as componentes co-

nexas de Ln−p−1 e fixe um ponto x numa componente conexa digamos L1. É possível en-
contrar um vizinhança Dx de Sn−1 difeomorfa ao disco fechado Dn e satisfazendo que o par
(Dx,Dx ∩ Ln−p−1) é difeomorfo ao mergulho canônico (Dn,Dn−p−1). Remova de Sn−1 o in-
terior do disco Dx. Agora considere o NS-par ((−1)nSn−1,(−1)n−pL) e L#(−1)n−pL e faça
o procedimento análogo ao anterior. Assim identificando devidamente os bordos resultantes
obtemos as variedade Sn−1#(−1)nSn−1 e L := L#(−1)n−pL). Na referência (LOOIJENGA,
1971) o autor provou que o par (Sn−1#(−1)nSn−1,L ) também é um NS-par e denotou por
(Sn−1,L)#((−1)nSn−1,(−1)n−pL). Esse novo NS-par satisfaz as seguinte simetrias: L é invari-
ante sob a aplicação antipodal α : Sn−1→ Sn−1, α(x) =−x e sua fibração Φ : Sn−1 \L → Sp−1

satisfaz Φ(x) =−Φ(−x) para todo x ∈ Sn−1 \L . De forma geral NS-pares que satisfazem essas
simetrias são frequentemente chamados de “odd fibered links”.
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CAPÍTULO

4
SINGULARIDADES MISTAS

Uma generalização natural para o caso de funções analíticas complexas é o das funções
complexas mistas, que fornece uma classe interessante de aplicações analíticas reais que não
necessariamente provém de uma função holomorfa. Um estudo sistemático dessa classe de
funções foi desenvolvido por Oka em (OKA, 2010; OKA, 2008; OKA, 2011), todavia suas
características e propriedades remontam a trabalhos anteriores aos de Oka como brevemente
descrevemos abaixo.

Um dos primeiros exemplos de polinômios mistos envolvendo a topologia da singu-
laridade real e complexa foi apresentado por A’Campo (1973), onde ele mostrou que uma
determinada singularidade de função mista não era topologicamente equivalente a uma função
polinomial holomorfa.

Em (PERRON, 1981/82) foi apresentada a primeira realização forte do nó da figura oito,
que sabidamente não é realizável por uma função holomorfa com singularidade isolada na origem
uma vez que o polinômio de Alexander do nó não é ciclotômico. Contudo a realização apresentada
é de difícil manipulação algébrica. Todavia em (RUDOLPH, 1987) o autor apresentou uma outra
realização forte do mesmo nó dada por um polinômio misto e de muito mais fácil manipulação.

Nos trabalhos (SEADE, 1996; SEADE, 1997) o autor utilizou operações com campos
holomorfos em Cn para criar famílias de exemplos de polinômios mistos Cn→ C que produ-
ziam estrutura open book em esferas. Em (RUAS; SEADE; VERJOVSKY, 2002) os autores
produziram classes de aplicações analíticas reais oriundas de funções mistas que satisfaziam
a hipótese de Milnor (singularidade isolada na origem). Além disso nesse trabalho pode ser
encontrado um dos primeiros estudos das ações radiais e polares de um ponto de vista da teoria
de singularidades.

Em (PICHON, 2005; PICHON; SEADE, 2003; PICHON; SEADE, 2008) os autores
desenvolveram um estudo dos enlaçamentos fibrados provenientes da classe particular de singu-
laridades mistas do tipo f ḡ em que f ,g : Cn→ C são funções holomorfas.
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Outros estudos da singularidade dos polinômios mistos também foram desenvolvidos em
(CISNEROS-MOLINA, 2008; CHEN, 2014).

4.1 Polinômios mistos

Definição 10. (OKA, 2008) Uma função polinomial f : (Cn,0)→ (C,0) é chamada de polinômio

misto se
f (z, z̄) = ∑

ν ,µ

cν ,µzν z̄µ

onde, zν = zν1
1 · · ·zνn

n para ν =(ν1, . . . ,νn), respectivamente z̄µ = z̄µ1
1 · · · z̄n

µn para µ =(µ1, . . . ,µn).
E o somatório percorre um número finito de pares (ν ,µ).

Os polinômios mistos possuem uma estrutura analítica real mas com a vantagem de
poderem ser manipulados com variáveis complexas.

Considere f : Cn → C um polinômio misto, tal que f = g + ih, onde g = Re( f ) e
h = Im( f ). O conjunto de zeros Vf := f−1(0) é chamada de hipersuperfície mista. Tomando as
derivadas parciais

fz j = gz j + ihz j e fz̄ j = gz̄ j + ihz̄ j ,

podemos formar os gradientes

d f := ( fz1, . . . , fzn) e d̄ f := ( fz̄1, . . . , fz̄n) .

Com esses gradientes Oka (2008, Proposition 1) caracterizou o conjunto singular (3.2) da
aplicação real (g,h) : (R2n,0)→ (R,0) associada ao polinômio misto f = g+ ih da seguinte
forma:

Σ f = {z ∈ Cn : ∃λ ∈ C∗, ||λ ||= 1, d f (z, z̄) = λ d̄ f (z, z̄)} (4.1)

Analogamente Chen (2014) caracterizou o conjunto de Milnor do polinômio misto f em termos
dos diferenciais mistos:

M f = {z ∈ Cn : ∃λ ∈ R, µ ∈ C∗, ||µ||= 1, λ z = µd f (z, z̄)+ µ̄ d̄ f (z, z̄)}. (4.2)

E provou que este é equivalente à definição geral para aplicações reias (ARAÚJO DOS SANTOS;
CHEN; TIBĂR, 2013, Definition 1.2, p.818).

Dada f : (Cn,0)→ (C,0) um polinômio misto podemos também definir a função

arg f :=
f
| f |

: Cn \Vf → S1.

O conjunto de Milnor e o conjunto singular de arg f são caracterizados em (CHEN, 2014) como
segue:

Marg f = {z ∈ Cn \Vf : ∃λ ∈ R, λ z = i( f d f − f̄ d̄ f )}, (4.3)

Σarg f = {z ∈ Cn \Vf : 0 = f d f − f̄ d̄ f}. (4.4)
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Para mais detalhes da caracterização destes conjuntos do ponto de vista real e misto veja
(RIBEIRO, 2018, Chapter 3).

Observe que o vetor normal de arg f é linearmente independente ao vetor normal de
−Re(i log f ) sobre R. Portanto alguns autores, por exemplo (OKA, 2010), usam esta identifica-
ção de arg f por −Re(i log f ) para estudar as propriedades de arg f .

4.1.1 Realização semiholomorfas de tranças

Embora algumas construções no nosso trabalho possam ser analisadas para dimensões
superiores, nosso foco vai ser o estudo de polinômios mistos (C2,0)→ (C,0) e a sua relação
com os enlaçamentos clássicos na 3-esfera. Para isto vamos a considerar f : (C2,0)→ (C,0)
nas variáveis z = (u,v), z̄ = (ū, v̄) e vamos denotar por fu a derivada parcial de f com respeito
à variável u e fu o conjugado de fu. Analogamente denotamos fū, fv, fv̄, fū, fv e fv̄. Vamos a
considerar também a seguinte caracterização do conjunto singular (4.1) em termos das derivadas
parciais mistas e de tal forma que não dependa de um número complexo λ . Por simplicidade
para um ponto dado z∗ = (u∗,v∗) ∈ C2 escrevemos f (z∗) ou f (u∗,v∗) em lugar de f (z∗,z∗) ou
f (u∗,v∗,u∗,u∗)

Lema 1. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto então o conjunto singular (3.2) de f

vista como aplicação real é caracterizado por

Σ f =


s1, f := fu fv̄− fv fū = 0

s2, f := | fu|2−| fū|2 = 0

s3, f := | fv|2−| fv̄|2 = 0.

(4.5)

Demonstração. Como vimos anteriormente o conjunto singular (3.2) é caracterizado em (4.1).
Assim resta provar que (4.5) é equivalente a (4.1). De fato, considere z∗ ∈ C2 satisfazendo
(4.5). Suponha que alguma derivada parcial se anula em z∗, digamos que fu(z∗) = 0, então
substituindo em s2, f (z∗) = 0 temos que fū(z∗) = 0. Portanto, segue que z∗ satisfaz (4.1) pois
s3, f (z∗) = 0 implica fv(z∗) = λ fv̄(z∗) com |λ | = | fv(z∗)|

| fv̄(z∗)| = 1. Se nenhuma derivada parcial se

anula em z∗ então s1, f (z∗) = 0 implica fv(z∗)
fv̄(z∗)

= fu(z∗)
fū(z∗)

= λ e de s2, f (z∗) = 0 ou s3, f (z∗) = 0 segue
que |λ |= 1. Portanto, z∗ satisfaz (4.1). A recíproca segue diretamente pois se z∗ satisfaz (4.1)
então por substituir fu(z∗) = λ fū(z∗) e fv(z∗) = λ fv̄(z∗), |λ | = 1 em s1, f ,s2, f e s3, f obtemos
que z∗ satisfaz (4.5).

Outra caracterização de (3.2) que não emvolve um número complexo λ pode ser dada
por:

Σ f =

 r f := | fu|2−| fū|2 + | fv|2−| fv̄|2 = 0

s f := fu fv̄− fv fū = 0.
(4.6)
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Esta caracterização pode ser encontrada em (RUDOLPH, 1987, MACHINERY 4.1, p.640) a qual
é provada usando outros argumentos. De forma análoga ao Lema 1 podemos provar que (4.6) é
equivalente à caracterização em (4.1) e portanto estas são três formas alternativas de caracterizar
o conjunto singular (3.2) em termos de derivadas parciais complexas.

Definição 11. Diremos que um polinômio misto f (z, z̄) = ∑ν ,µ cν ,µzν z̄µ é:

(i) u-semiholomorfo (ū-semiholomorfo) se fu ≡ 0 (resp. fū ≡ 0).

(ii) v-semiholomorfo (v̄-semiholomorfo) se fv ≡ 0 (resp. fv̄ ≡ 0).

Com esta definição temos que f é um polinômio holomorfo se e somente se f é polinômio
u-semiholomorfo e v-semiholomorfo. Analogamente, f é um polinômio anti-holomorfo se e
somente se f é um polinômio ū-semiholomorfo e v̄-semiholomorfo.

Note que para um polinômio u-semiholomorfa as equações do conjunto singular (4.5) se
reduzem a:

Σ f :=

 fu = 0

| fv|2−| fv̄|2 = 0.
(4.7)

Mais recentemente Bode (2022a) mostrou que a classe de funções mistas semiholomorfas são
suficientes no estudo de realizações de enlaçamentos na 3-esfera conforme mostra o resultado.

Teorema 7. (BODE, 2022a, Theorem 1.1) Dada qualquer trança B de s fios existe um polinômio
u-semiholomorfo f : (C2,0)→ (C,0) com grau na variável u, degu f = s, e com singularidade
fracamente isolada na origem tal que L f é ambiente isotópico ao fecho de B.

Ou seja, todo enlaçamento na 3-esfera admite uma realização fraca semiholomorfa.

4.2 Bordo de Newton
Nesta parte apresentamos a construção do poliedro de Newton radial para um polinômio

misto em (OKA, 2010). Para isso vamos introduzir o conceito de ação radial como segue.

Seja Mν ,µ = zν z̄µ um monômio misto onde ν = (ν1,ν2, . . . ,νn), µ = (µ1,µ2, . . . ,µn) e
P := (p1, p2, . . . , pn) um vetor peso, onde p j, j = 1,2, . . . ,n, são inteiros não negativos. Defini-
mos o grau radial de Mν ,µ , rdegP Mν ,µ com respeito a P por rdegP Mν ,µ = ∑

n
j=1 p j(ν j +µ j).

Definição 12. (OKA, 2010) Dizemos que f (z, z̄) = ∑ν ,µ cν ,µzν z̄µ é um polinômio misto radial-

mente homogêneo pesado do tipo pesado radial (P;dr) se rdegP zν z̄µ = dr para cada (ν ,µ) com
cν ,µ 6= 0.

Para um polinômio misto

f (z, z̄) = ∑
ν ,µ

cν ,µzν z̄µ ,
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associamos o poliedro de Newton Γ+( f ) de f , definido como a envoltura convexa de⋃
ν+µ∈supp( f )

(ν +µ)+(R+)n,

onde supp( f ) = {ν +µ : cν ,µ 6= 0}. Associado a este consideramos o bordo de Newton Γ( f )

definido pela união de faces compactas de Γ+( f ). A parte principal de Newton de f é definida e
denotada por

fΓ(z, z̄) = ∑
ν+µ∈Γ( f )

cν ,µzν z̄µ . (4.8)

Quando f ≡ fΓ dizemos que f é um polinômio bordo.

Dizemos que o polinômio misto f (z, z̄) é Newton conveniente (CO) se Γ( f ) intersecta
todo eixo coordenado de (R+)n.

Dado um vetor de inteiros positivos P = (p1, p2, . . . , pn), associamos uma função linear
lP em Γ( f ) definida por

lP(ν) =
n

∑
j=1

p jν j (4.9)

para ν = (ν1,ν2, . . . ,νn) ∈ Γ( f ), e tome ∆(P; f ) = ∆(P) a face onde lP toma seu mínimo valor.
Denotamos o mínimo valor de lP por d(P; f ). Note que d(P; f ) = min{rdegP zν z̄µ : cν ,µ 6= 0}.

Definimos a função face fP por

f∆(P)(z, z̄) = fP(z, z̄) = ∑
ν+µ∈∆(P)

cν ,µzν z̄µ .

A função face fP é um polinômio misto radialmente homogêneo pesado do tipo radial pesado
(P;d) com d = d(P; f ).

4.3 Tranças e funções semiholomorfas
Primeiramente vamos ver a conexão entre tranças geométricas e famílias de funções

u-semiholomorfas.

Para uma dada trança geométrica B =
⋃s

j=1{(u j(t), t) : t ∈ [0,2π]} de s fios, podemos
definir uma função Φ : C× [0,2π]→ C, via

Φ(u, t) =
s

∏
j=1

(u−u j(t)). (4.10)

Note que Φ pode ser visto como uma família de polinômios u-semiholomorfos a 1-parâmetro
Φ(•, t) : C→ C, t ∈ [0,2π]. Cada função Φ(•, t), t ∈ [0,2π] é um polinômio mônico de grau s

na variável u e com raízes distintas u j(t), j = 1,2, . . . ,s, o qual são precisamente as coordenadas
complexas dos s fios de B na altura t. Portanto, quando t variar no intervalo [0,2π] as raízes de
Φ(•, t) vão se deslocar ao longo dos fios da trança geométrica B.
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Como vimos na Subseção 2.2.2 a trança geométrica B definida em C× [0,2π] pode ser
fechada no toro sólido C× S1. E como por definição temos que Φ(u,0) = Φ(u,2π), isto nos
permite considerar a existência da aplicação g que faz o Diagrama (4.11) comutativo

C× [0,2π] C×S1

C

Id×eit

Φ

g (4.11)

Além disso considerando uma parametrização de Fourier por polinômios trigonométricos de

B e usando a relação cos(t) =
eit + e−it

2
e sin(t) =

eit− e−it

2i
a função g pode ser escritas nas

variáveis u, eit e e−it . Além disso, Vg := g−1(0)⊂C×S1 é o fecho da trança B em C×S1. Neste
caso a função g : C×S1→ C é suave, inclusive nos pontos da forma (u,e2iπ).

Note que g : C×S1→ C acima induz a aplicação argumento de g

argg : C×S1 \Vg→ S1.

Um ponto (u,eit) ∈ C×S1 \Vg é chamado de um ponto crítico do argumento de g se

∂ argg
∂ Re(u)

(u,eit) =
∂ argg

∂ Im(u)
(u,eit) =

∂ argg
∂ t

(u,eit) = 0.

Já que g(•,eit) é u-semiholomorfo segue que ∂ argg
∂ Re(u)(u,e

it) = ∂ argg
∂ Im(u)(u,e

it) = 0 se e somente se
∂g
∂u(u,e

it) = 0. Assim, (u,eit) é um ponto crítico do argumento de g se e somente se

∂g
∂u

(u,eit) =
∂ argg

∂ t
(u,eit) = 0. (4.12)

A conexão entre tranças e famílias de polinômios motivou a seguinte definição.

Definição 13. (BODE, 2021) Uma trança geométrica B como na Equação (2.1) é chamada P-

fibrada (P por polinomial) se o argumento argg : (C×S1)\Vg→ S1 associada à correspondente
função na Equação (4.10) é uma fibração suave localmente trivial. Uma trança é chamada
P-fibrada se esta pode ser representada por uma trança geométrica P-fibrada.

Observação 3. Vamos destacar dois pontos que serão importantes no desenvolvimento deste
trabalho:

(i) De fato a função g proveniente da parametrização de Fourier pode ser considerada
polinomial nas variável u, eit e e−it como provado pelos autores (BODE; DENNIS,
2019, Lemma 2.1). A ideia foi considerar as parametrizações dos fios por cC, j(t) =

(XC, j(t)+ iYC, j(t), t), C∈PB, j = 1,2, . . . ,sC, como em (2.3), isto é, XC, j(t)=FC

(
t+2π j

sC

)
e YC, j(t) = GC

(
t+2π j

sC

)
, C ∈PB, j = 1,2, . . . ,sC, e para todo real a > 0 e b > 0 a função

Φa,b(u, t) = ∏
C∈PB

sC

∏
j=1

(u−aXC, j(t)−b iYC, j(t)),
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que tem como conjunto de zeros Φ
−1
a,b(0) que contínua sendo equivalente a B, isto segue

porque ∪C∈PB∪
sC
j=1 {(aXC, j(t), t) : t ∈ [0,2π]} ainda representa o mesmo diagrama de B a

menos de um escalonamento dado por a> 0 e as funções bYC, j(t),C ∈PB, j = 1,2, . . . ,sC

ainda definem o sinal adequado dos cruzamentos pois b > 0. Sendo B uma trança de s fios e
PB o conjunto das componentes conexas da projeção da trança, temos que ∑C∈PB sC = s.
Em geral fixado C podemos esperar que na função ∏

sC
j=1(u− aXC, j(t)− b iYC, j(t)) as

potências das variáveis eit e e−it são frações com denominador dado por sC, do tipo
cm(eit)

m
sC para algum inteiro m e cm ∈ C. Em (BODE; DENNIS, 2019, Lemma 2.1) os

autores mostraram que se sC6 |m então cm = 0. Consequentemente a função ∏
sC
j=1(u−

aXC, j(t)−b iYC, j(t)) é polinomial nas variáveis u, eit e e−it . Já que Φa,b é o produto de
|PB| destas funções esta é ainda polinomial nas variáveis u, eit e e−it .

(ii) Para cada t ∈ [0,2π] denote por (c j(t), t) as raízes de ∂Φ(u,t)
∂u , chamados dos pontos críticos

de Φ(u, t), as quais formam s−1 curvas (c j(t), t)∈C× [0,2π] e s−1 curvas paramétricas
v j(t) = Φ(c j(t), t) em C, chamados dos valores críticos de Φt . Note que Φ(•, t) só tem
raízes simples para cada t, então v j(t) 6= 0 para todo t ∈ [0,2π] e j ∈ {1,2, . . . ,s−1} e a
menos de uma pequena isotopia de B podemos assumir que ∂Φ(u,t)

∂u possui raízes simples e
assim os valores críticos v j(t), j = 1,2, . . . ,s−1 são suaves e satisfazem v j(t) 6= 0, j =

1,2, . . . ,s−1. Então, a Condição (4.12) que caracteriza os pontos críticos do argumento
da função g associada a Φ(u, t) é equivalente à existência de j ∈ {1,2, . . . ,s−1} tal que
u∗ = c j(t∗) e

∂arg(v j(t))
∂ t

(t∗) = 0. (4.13)

Assim como t varia no intervalo [0,2π] os pontos v j(t) se movimenta no plano complexo,
mas sempre evitando a origem. Assim, Equação (4.14) mostra entre outros os pontos para
os quais as curvas suaves v j(t) mudam sua orientação quando este se movimenta ao redor
da origem, ou seja, os pontos que adicionalmente satisfazem

∂ 2arg(v j(t))
∂ t2 (t∗) = 0. (4.14)

.

4.3.1 Enlaçamentos transversais

Seja ga,b : C×S1→ C associada a Φa,b : C× [0,2π]→ C como Diagrama (4.11), onde
Φa,b provém de uma parametrização de Fourier de uma trança B. Assim, ga,b é polinomial
nas variáveis u, eit e eit . Podemos estender ga,b para uma função polinomial fa,b : C2 → C
simplesmente trocando em ga,b as variáveis eit por reit e e−it por re−it . Claramente fa,b|C×S1 =

ga,b e ( fa,b|C×S1)−1(0) é igual a g−1
a,b(0) que é isotópico ao fecho da trança B. Fazendo v = reit

e v̄ = re−it , então fa,b toma a forma de um polinômio nas variáveis u, v e v̄, ou seja, fa,b é um
polinômio u-semiholomorfo.
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Podemos trocar a,b > 0 por λa,λb para λ > 0 e a,b prefixados e considerar fλ := fλa,λb

para um λ > 0. Claro que fλ ainda é uma extensão de gλa,λb. Com essa notação em (BODE;
DENNIS, 2019, Theorem 1.1) os autores provaram que para uma escolha de λ suficientemente
pequeno o enlaçamento proveniente da interseção de Vfλ e a esfera unitária S3 é isotópico ao
fecho da trança B.

Enlaçamentos provenientes dessa forma, ou seja, como a interseção de zeros de um
polinômio misto e a esfera unitária são chamados de enlaçamentos transversais. Já que todo
enlaçamento é isotópico ao fecho de uma trança com uma parametrização de Fourier, então
todo enlaçamento na 3-esfera é transversal. Mais ainda o polinômio misto fλ é um polinômio
semiholomorfo.

Quando pedimos que o enlaçamento L seja realizado transversalmente por um polinômio
holomorfo f : C2→ C, então Rudolph (1983) provou que o conjunto destes enlaçamentos, os
quais chamou de C-enlaçamentos transversais, vai pertencer a um subconjunto próprio dos
enlaçamentos na 3-esfera, os chamados enlaçamentos quase-positivos.

Definição 14. (RUDOLPH, 1983) Uma trança é chamada quase-positiva se esta pode ser
representada por uma palavra quase-positiva, isto é,

B =
l

∏
j=1

w jσi jw
−1
j

para algumas palavras de tranças w j e l > 0 e geradores σi j . Um enlaçamento é chamado quase-

positivo se este é o fecho de uma trança que na sua correspondente classe de conjugação contém
uma trança quase-positiva.

De fato, Boileau e Orevkov (2001) mostraram que o conjunto de C-enlaçamentos trans-
versais é idêntico ao conjunto de enlaçamentos quase-positivos.

4.3.2 Extensão radial de tranças

A construção de extensões transversais não é suficiente para garantir que o tipo de
isotopia do enlaçamento seja preservado para todas as pequenas esferas centradas na origem.
Seguindo a mesma ideia da isotopia produzida anteriormente Bode (2018) definiu a partir de
uma função g : C×S1→ C, associada a uma trança B de s fios, a seguinte extensão:

pk(u,v, v̄) = (vv̄)ksg
(

u
(vv̄)k ,

v√
vv̄

)
, (4.15)

onde k> 0 é um número inteiro e degu pk = degu g= s. Note que pk(u,0)= us, assim pk(0,0)= 0.
Além disso, se tomamos v = eit então v/

√
vv̄ = eit , assim pk em Equação (4.15) se obtém por

substituir em g a variável u por u/(vv̄)k e modificar a expressão de eit por v/
√

vv̄ e e−it por
v̄/
√

vv̄. Assim, todo somando de pk são, a menos de um produto por um número complexo, do
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tipo

(vv̄)ks
(

v√
vv̄

)n( u
(vv̄)k

)m

= r2k(s−m)enitum ou (vv̄)ks
(

v̄√
vv̄

)n( u
(vv̄)k

)m

= r2k(s−m)e−nitum,

(4.16)
onde 0≤ m≤ degu g = s e n é um número inteiro não negativo. Esta extensão produz uma ação
radial na aplicação pk, isto é, pk satisfaz

pk(λ
2ku,λv,λ v̄) = λ

2ks pk(u,v, v̄), λ > 0. (4.17)

Se escolhermos k suficientemente grande tal que 2k(s−m)−n≥ 0 para todos os somandos em
Equação (4.16) de pk

(
√

vv̄)2k(s−m)−nvnum ou (
√

vv̄)2k(s−m)−nv̄num, (4.18)

então pk pode ser escrito como um polinômio nas variáveis u,
√

vv̄, v e v̄, o qual mostra que
pk nestas condições é semi-álgebrica e assim podemos ver que pk não é sempre um polinômio
misto.

Em (BODE, 2018) o autor caracterizou os pontos singulares desta aplicação em termos
da aplicação g e seus valores críticos como segue:

Proposição 1. (BODE, 2018) A aplicação pk como em (4.15) tem uma singularidade isolada na
origem se e somente se g não tem pontos críticos do argumento.

Pelo Item-(ii) da Observação 3 a menos de um pequena isotopia da trança a caracterização
acima é equivalente ao não anulamento de ∂ argv j

∂ t para todo t ∈ [0,2π] e todo j = 1,2, ...,s−1.

Uma pergunta natural sobre a aplicação pk é quando esta providencia uma fibração de
Milnor nas esferas de raio suficientemente pequeno centradas na origem. Isso nos forneceria
uma maneira de associar o enlaçamento à respectiva singularidade da aplicação pk. Para isso
vamos precisar do seguinte resultado.

Seja pk =Re(pk)+i Im(pk) então aqui tomamos arg pk := (Re(pk),Im(pk))
|(Re(pk),Im(pk))|

:R4\Vpk→ S1.

Por simplicidade denotamos (Re(pk), Im(pk)) por pk e (Re(u), Im(u),Re(v), Im(v)) ∈ R4 por
(u,v) ∈ C2. Além disso, se consideramos v = reit , r > 0, t ∈ [0,2π] assim os gradientes das
funções coordenadas na base (Re(u), Im(u),r, t) são

∇Re(pk)(u,v) =
(

∂Re(pk)

∂Re(u)
(u,v),

∂Re(pk)

∂ Im(u)
(u,v),

∂Re(pk)

∂ r
(u,v),

∂Re(pk)

∂ t
(u,v)

)
e

∇ Im(pk)(u,v) =
(

∂Re(pk)

∂Re(u)
(u,v),

∂Re(pk)

∂ Im(u)
(u,v),

∂Re(pk)

∂ r
(u,v),

∂Re(pk)

∂ t
(u,v)

)
Proposição 2. Seja pk : (C2,0)→ (C,0) como (4.15) construída de uma função u-semiholomorfa
g e satisfazendo {0} ⊆ Σpk . Então, temos

(i) Σarg(pk) = Σpk \Vpk ,
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(ii) Σpk ∩Vpk =Vpk ∩V(pk)u, onde (pk)u =
∂ pk
∂u .

Demonstração. Como podemos ver em (ARAÚJO DOS SANTOS, 2012) as singularidades de
arg pk : R4 \Vpk → S1 são caracterizadas como os pontos (u,v) tais que w(u,v) = 0, onde

w(u,v) = Re(pk)(u,v)∇ Im(pk)(u,v)− Im(pk)(u,v)∇Re(pk)(u,v).

Tome w(u,v) = (w1(u,v),w2(u,v),w3(u,v),w4(u,v)), assim

w1(u,v) = Re(pk)(u,v)
∂ Im(pk)

∂ Re(u)
(u,v)− Im(pk)(u,v)

∂ Re(pk)

∂ Re(u)
(u,v),

w2(u,v) = Re(pk)(u,v)
∂ Im(pk)

∂ Im(u)
(u,v)− Im(pk)(u,v)

∂ Re(pk)

∂ Im(u)
(u,v), (4.19)

w3(u,v) = Re(pk)(u,v)
∂ Im(pk)

∂ t
(u,v)− Im(pk)(u,v)

∂ Re(pk)

∂ t
(u,v),

w4(u,v) = Re(pk)(u,v)
∂ Im(pk)

∂ r
(u,v)− Im(pk)(u,v)

∂ Re(pk)

∂ r
(u,v).

Por outro lado o conjunto singular Σpk é dado pelos pontos (u,v) tal que o jacobiano de pk nas
coordenadas (Re(u), Im(u),r, t)

Jpk(u,v) =

(
∂Re(pk)
∂Re(u) (u,v)

∂Re(pk)
∂ Im(u) (u,v)

∂Re(pk)
∂ r (u,v) ∂Re(pk)

∂ t (u,v)
∂ Im(pk)
∂Re(u) (u,v)

∂ Im(pk)
∂ Im(u) (u,v)

∂ Im(pk)
∂ r (u,v) ∂ Im(pk)

∂ t (u,v)

)

não tem posto maximal. Note que w(u,v) = 0 com (u,v) 6∈ Vpk implica que ∇Re(pk)(u,v) e
∇ Im(pk)(u,v) são linearmente dependentes o que é equivalente a Jpk não ter posto maximal.
Portanto, Σarg pk ⊆ Σpk \Vpk .

A aplicação pk é u-semiholomorfa, assim podemos considerar as equações de Cauchy-
Riemman

∂ Re(pk)

∂ Re(u)
(u,v) =

∂ Im(pk)

∂ Im(u)
(u,v) e

∂ Im(pk)

∂ Re(u)
(u,v) =−∂ Re(pk)

∂ Im(u)
(u,v). (4.20)

Substituindo Equações (4.20) no jacobiano temos que se (u∗,v∗) ∈ R4 satisfaz (pk)u(u∗,v∗) 6= 0
então (u∗,v∗) 6∈ Σpk . Note que por exemplo, (u∗,0) ∈C∗×{0} satisfaz (pk)u(u∗,0) = sus−1

∗ 6= 0.

Seja (u∗,v∗) ∈ Σpk \Vpk então temos que (pk)u(u∗,v∗) = 0 e r∗ = |v∗| 6= 0. Consequente-
mente w1(u∗,v∗) = w2(u∗,v∗) = 0 e o jacobiano

Jpk(u∗,v∗) =

(
0 0 ∂Re(pk)

∂ r (u∗,v∗)
∂Re(pk)

∂ t (u∗,v∗)

0 0 ∂ Im(pk)
∂ r (u∗,v∗)

∂ Im(pk)
∂ t (u∗,v∗)

)
(4.21)

satisfaz que

∂ Re(pk)

∂ r
(u∗,v∗)

∂ Im(pk)

∂ t
(u∗,v∗)−

∂ Im(pk)

∂ r
(u∗,v∗)

∂ Re(pk)

∂ t
(u∗,v∗) = 0. (4.22)
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Por outro lado,

∂ pk

∂ r
(u,v) = 2ksr2ks−1g

( u
r2k ,e

it
)
−2kur2ks−2k−1gu

( u
r2k ,e

it
)

= 2ksr−1 r2ksg
( u

r2k ,e
it
)

︸ ︷︷ ︸
pk(u,v)

−2kur−1 r2ks−2kgu

( u
r2k ,e

it
)

︸ ︷︷ ︸
(pk)u(u,v)

= 2ksr−1 pk(u,v)−2kur−1(pk)u(u,v).

Assim no ponto (u∗,v∗) temos que

∂ Re(pk)

∂ r
(u∗,v∗) = 2ks(r∗)−1 Re(pk)(u∗,v∗) e (4.23)

∂ Im(pk)

∂ r
(u∗,v∗) = 2ks(r∗)−1 Im(pk)(u∗,v∗).

Consequentemente, substituindo (4.23) em w4(u,v) de (4.19) e em (4.22) temos que

w4(u∗,v∗)=Re(pk)(u∗,v∗)2ks(r∗)−1 Im(pk)(u∗,v∗)−Im(pk)(u∗,v∗)2ks(r∗)−1 Re(pk)(u∗,v∗)= 0

e

0 =
∂ Re(pk)

∂ r
(u∗,v∗)

∂ Im(pk)

∂ t
(u∗,v∗)−

∂ Im(pk)

∂ r
(u∗,v∗)

∂ Re(pk)

∂ t
(u∗,v∗)

=2ks(r∗)−1
(

Re(pk)(u∗,v∗)
∂ Im(pk)

∂ t
(u∗,v∗)− Im(pk)(u∗,v∗)

∂ Re(pk)

∂ t
(u∗,v∗)

)
=2ks(r∗)−1w3(u∗,v∗).

Já que r∗ 6= 0 segue que w3(u∗,v∗) = w4(u∗,v∗) = 0. Portanto (u∗,v∗) ∈ Σarg pk .

Para a segunda afirmação, se (u∗,v∗)∈ Σpk ∩Vpk então (pk)u(u∗,v∗) = 0 e pk(u∗,v∗) = 0,
assim Σpk ∩Vpk ⊆ V(pk)u ∩Vpk . Por outro lado, se (u∗,v∗) ∈ Vpk ∩V(pk)u com |v∗| 6= 0 então
w3(u∗,v∗) = 0. Analogamente ao Item-(i) temos que (pk)u(u∗,v∗) = 0 implica que o menor de
Jpk(u∗,v∗) em Equação (4.21) que não é directamente nulo pode ser escrito como

∂ Re(pk)

∂ r
(u∗,v∗)

∂ Im(pk)

∂ t
(u∗,v∗)−

∂ Im(pk)

∂ r
(u∗,v∗)

∂ Re(pk)

∂ t
(u∗,v∗) = 2ks(r∗)−1w3(u∗,v∗).

Portanto, temos assim que (u∗,v∗)∈ Σpk∩Vpk . Se |v∗|= 0 segue de pk ser u-mônico e degu pk = s

que (pk)u(u,0) = sus−1, isto implica que (Vpk∩V(pk)u)∩(C
∗×{0}) = /0. Portanto (Vpk∩V(pk)u)\

{0} ⊆ Σpk ∩Vpk . Assim, já que {0} ⊆ Σpk então obtemos a igualdade.

A seguir apresentaremos a ideia desenvolvida em (BODE; DENNIS, 2019; BODE, 2019)
para mostrar que para todo ρ > 0 suficientemente pequeno Lpk,ρ =Vpk ∩S3

ρ é um enlaçamento
em S3

ρ e além disso Lpk,ρ é isotópico ao enlaçamento Vg mergulhado apropriadamente em S3
ρ .

Note que pela ação radial (4.17) induzida na pk o resultado vale para todo ρ > 0.

Proposição 3. (BODE; DENNIS, 2019) Seja g : C×S1→ C como (4.11), construída a partir
de uma parametrização de Fourier de uma trança B de s fios, então para um inteiro grande k a
aplicação (4.15) satisfaz:
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(i) pk tem uma singularidade fracamente isolada na origem. Mais ainda, Vpk \ {0} é uma
superfície suave, pk é uma função semi-algébrica u-semiholomorfa e u-mônica com grau
degu pk = s.

(ii) Para todo ρ > 0 o enlaçamento Lpk,ρ é isotópico ao fecho de B mergulhado em S3
ρ .

Demonstração. Pela definição temos que pk é u-semiholomorfo e u-mônico. Mais ainda pk(u,0)=
us, onde degu pk = degu g = s e assim (u,reit) ∈Vpk \{0} implica v = reit 6= 0. Segue direto da
Proposição 2 que Vpk \{0} é uma superfície suave pois g tem raízes simples. Isto concluí a prova
do Item (i).

A aplicação pk satisfaz:

pk(λ
2ku,λv,λ v̄) = λ

2ks pk(u,v, v̄), λ > 0.

Esta ação radial permite provar algumas propriedades de pk. Por exemplo, já que Vpk \ {0} é
suave temos que para todo ρ > 0, a variedade Vpk intersecta transversalmente a esfera S3

ρ , assim
podemos ver que a classe de Lpk,ρ = Vpk ∩ S3

ρ não depende do raio ρ > 0 e portanto Lpk,ρ é
isotópico ao enlaçamento Lpk associado com a singularidade fracamente isolada na origem de
pk.

Para provar Item (ii) tome (u,v) ∈Vpk \{0}, então g(u/(vv̄)k,v/
√

vv̄) = 0. Denote por
(u∗,eit∗) = (u/(vv̄)k,v/

√
vv̄) ∈ Vg, portanto (u,argv) = ((vv̄)ku∗, t∗). A órbita da ação γ(λ ) =

(λ 2ku,λv) claramente pertence a Vpk e intersecta transversalmente a todo toro sólido C×S1
ρ , ρ >

0. Assim, concluímos que Vpk ∩ (C×S1
ρ) é o fecho da trança B no toro sólido C×S1

ρ .

Como em (2.2) vamos considerar o fecho da trança B em S3
ρ mergulhado canonicamente.

Para isto pensamos pk como uma família de polinômios holomorfos em uma variável complexa
u, parametrizada por v = reit . Fixando r e t, denotamos as s raízes de pk(•,reit) por u j(r, t).

Note que por definição u j(1, t) = u j(t), j = 1,2, . . . ,s, onde {(u j(t), t) : t ∈ [0,2π]}, j =

1,2, . . . ,s, são os fios de B. Mais ainda, para qualquer r > 0 a raiz u j(r, t) = r2ku j(1, t). Portanto,
as raízes satisfazem u j(r, t) = r2ku j(t), j = 1,2, . . . ,s.

Existe um raio pequeno ρ > 0 tal que |u j(ρ, t)|= |ρ2ku j(1, t)|< ρ , para todo t ∈ [0,2π]

e j = 1,2, . . . ,s. Assim, todas as raízes u j(ρ, t) de pk(•,ρeit) pertence ao interior de um disco
D̊ρ de raio ρ > 0 no plano complexo. Consequentemente, Vpk ∩ (C×S1

ρ)⊂ D̊ρ ×S1
ρ e a imagem

de Vpk ∩ (C×S1
ρ) por

Ψρ : D̊ρ ×S1
ρ → S3

ρ , Ψρ(u,v) =
(

u,
v
|v|

√
ρ2−|u|2

)
é a união de s curvas t 7→Ψρ(u j(ρ, t),ρeit), para j = 1,2, . . . ,s, os quais formam o fecho de B na
esfera S3

ρ . Note que a parametrização de cada componente Ki, i = 1,2, . . . , l, do fecho de B em S3
ρ

é dada pela concatenação de um conjunto de curvas abertas satisfazendo t 7→Ψρ(u j(ρ, t),ρeit)⊆
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Ki. Agrupando as curvas abertas para cada componente obtemos assim um conjunto de |C | nós
parametrizados em S3

ρ .

De fato, pelo Teorema de extensão de isotopia, é suficiente construir uma isotopia
suave entre os correspondente conjuntos das duas curvas Ψρ(Vpk ∩ (C×S1

ρ)) e Lpk,ρ para um
raio apropriado ρ > 0. Vamos construir esta isotopia apartir de cada curva, possívelemente
aberta, t 7→ Ψρ(u j(ρ, t),ρeit) ⊆ Ki em lugar de construi-la diretamente na parametrização de
Ki, i = 1,2, . . . , |C |, a qual é a concatenação de um conjunto destas curvas.

Para cada ponto fixado (u j(ρ, t),ρeit) a órbita da ação γ j(λ ) = (λ 2ku j(ρ, t),λρeit)

intersecta todas as 3-esferas transversalmente em um único ponto. Denotamos por λ j,ρ(t) o valor
de λ para o qual a interseção com S3

ρ acontece, isto é, γ j(λ j,ρ(t)) ∈ S3
ρ que é equivalente a

|(λ j,ρ)
2ku j(ρ, t)|2 +(λ j,ρ)

2
ρ

2 = ρ
2. (4.24)

Isto é claro que λ j,ρ(t) ∈ (0,1] uma vez que |γ j(λ )| ≥ λρ para todo λ > 0. Veja em Figura 22 a
órbita de γ j(λ ), λ > 0.

reit

C

ρreit
γ j(1)

Ψρρeit

ρλ j,ρ(t)eit

reit

Ψρ(γ j(1))

Vpk

S3
ρ

I(Ψρ(γ j(1),τ)

(
u j(ρλ j,ρ(t), t),ρeit)

γ j(λ j,ρ(t))

γ j(λ ) =
(

λ2ku j(ρ, t),λρeit)
Dρ

(u j(ρ, t),0)

C×
{

reit} ,
r > 0 e t,ρ fixos

Figura 22 – Órbita γ j(λ ), λ > 0 definida para ρ > 0 e t ∈ [0,2π] fixos, onde γ j(λ )⊂Vpk . O ponto γ j(1)
pertence ao fecho de B em D̊ρ ×S1

ρ , Ψρ(γ(1)) pertence ao fecho de B mergulhado por Ψρ

em S3
ρ e γ j(λ j,ρ(t)) = Ψρ(u j(ργ j,ρ(t),ρeit)) que pertence a Lpk,ρ = S3

ρ ∩Vpk

Definimos a isotopia suave entre os enlaçamentos Ψρ(Vpk ∩ (C×S1
ρ)) e Lpk,ρ , onde o

enlaçamento Ψρ(Vpk ∩ (C×S1
ρ)) é o fecho da trança B em S3

ρ .

Tome

I : (K1∪·· ·∪Ki)︸ ︷︷ ︸
|C | cópias

× [0,1]→ S3
ρ

I(Ψρ(u ji(ρ, t),ρeit),τ) = Ψρ(u ji(ρ− τρ + τρλ ji,ρ(t), t),ρeit),
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onde ji ∈ {1,2, . . . ,s} satisfaz Ψρ(u ji(ρ, t),ρeit)⊂Ki. Note que I é bem definido se ρ é pequeno
e para cada ji ∈ {1,2, . . . ,s} pela Equação (4.24) temos:

I(Ψρ(u ji(ρ, t),ρeit),0) = Ψρ(u ji(ρ, t),ρeit)⊂Ψρ(Vpk ∩ (C×S1
ρ))

e

I(Ψρ(u ji(ρ, t),ρeit),1) = (u ji(ρλ ji,ρ(t), t),e
it
√

ρ2−|u ji(λ ji,ρ(t)ρ, t)|2) = γ ji(λ ji,ρ(t))⊂ Lpk,ρ .

Veja Figura 22 onde se mostra a imagem da isotopia I(Ψρ(γ j(1)),τ) para j = 1,2, . . . ,s com
ponto inicial Ψρ(γ j(1)) em τ = 0 e ponto final Ψρ(u j(ργ j,ρ(t),ρeit)) = γ j(λ j,ρ(t)) em τ = 1.

Temos que mostrar que para cada τ a função I(•,τ) é um mergulho e que I é suave.

Suponha que existe um τ0 ∈ [0,1] tal que I(•,τ0) não é mergulho, então existe um número
complexo

u j(ρ− τ0ρ + τ0ρλ j,ρ(t), t) = ul(ρ− τ0ρ + τ0ρλl,ρ(t), t), com j 6= l, (4.25)

mas isto implica que u j(1, t) = ηul(1, t), onde η =
ρ−τ0ρ+τ0ρλ j,ρ (t)
ρ−τ0ρ+τ0ρλl,ρ (t)

> 0 (já que ρ − τ0ρ +

τ0ρλ j,ρ(t) ∈ [ρλ j,ρ(t),ρ] para todo τ0 ∈ [0,1] e j = 1,2, . . . ,s). Note que se u j(1, t) = 0 então a
outra raíz ul(1, t) = 0, o que contradiz que pk(•,reit) só tem raízes simples. Portanto, u j(1, t) 6= 0
e ul(1, t) 6= 0. A menos de trocar os subindices l↔ j podemos supor sem perda de generalidade
que η ≤ 1, e já que pk(•,reit) só tem raízes simples então η < 1.

Temos pela Equação (4.24) que ρ→ 0 implica λl,ρ(t)→ 1 assim, já que η < 1 podemos
escolher ρ tal que η < (λl,ρ(t))2k. Então,

|ηul(ρ, t)|< |(λl,ρ(t))2kul(ρ, t)|= |ul(ρλl,ρ(t), t)|.

Assim, para ρ > 0 suficientemente pequeno temos que

|u j(ρλ j,ρ(t), t)|< |u j(ρ, t)|= |ηul(ρ, t)|< |ul(ρλl,ρ(t), t)|. (4.26)

Portanto, já que |u j(ρλ j,ρ(t), t)| ≤ |u j(ρ−τρ+τρλ j,ρ(t), t)| ≤ |u j(ρ, t)|, para todo j = 1,2, . . . ,s,
e as desigualdades em (4.26) temos que

|u j(ρ− τρ + τρλ j,ρ(t), t)|< |ul(ρ−ρτ + τρλl,ρ(t), t)|, ∀τ ∈ [0,1],

o qual da uma contradição a Equação (4.25). Portanto, para um raio ρ suficientemente pequeno
temos que para cada τ a função I(•,τ) é um mergulho. Consequentemente, já que as raízes
simples do polinômio depende suavemente nos coeficientes e a aplicação Ψρ é suave, I é uma
isotopia suave.

O Teorema de extensão de isotopia, Teorema 1, diz que I extende a uma isotopia
ambiente. Assim, para ρ suficientemente pequeno Lpk,ρ é ambiente isotópica ao enlaçamento
Ψρ(Vpk ∩ (C×S1

ρ)) o qual é o fecho de B mergulhado em S3
ρ .
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4.3.2.1 Realização da trança quadrada

Em (BODE, 2019, Lemma 4.1) o autor provou que para certas tranças quadradas B2

a aplicação pk proveniente da função g é um polinômio u-semiholomorfo com singularidade

fracamente isolada na origem. Isto se deve a explicação apresentada na Subseção 2.3.3, onde

mostramos que quando temos a parametrização de uma trança B para encontrar o quadrado

da trança (ou equivalentemente a concatenação de B com ela mesma) é suficiente dobrar a

velocidade no parâmetro t; ou seja, fazer a troca de eit por e2it . Assim, os somandos de

pk(u,v, v̄) = (vv̄)ksg
(

u
(vv̄)k ,

v2

vv̄

)
(4.27)

são da forma

(vv̄)ks
(

v2

vv̄

)n( u
(vv̄)k

)m

=(vv̄)k(s−m)−nv2num ou (vv̄)ks
(

v̄2

vv̄

)n( u
(vv̄)k

)m

=(vv̄)k(s−m)−nv̄2num,

onde 0 ≤ m ≤ degu g = s e n é um número inteiro não negativo. Portanto, escolhendo k > 0
suficientemente grande tal que k(s−m)−n≥ 0, temos que pk é um polinômio misto o qual é

uma realização fraca do fecho de B2. Além disso, o polinômio pk é radialmente homogêneo

pesado do tipo (2k,1;2ks).

Nesta tese conseguimos verificar que as propriedades da aplicação pk também são válidas
para qualquer dado polinômio semiholomorfo p : (C2,0)→ (C,0) radialmente homogêneo
pesado, ou seja, p pode ser decomposto num produto de uma aplicação u-semiholomorfa
g : C×S1→C com alguma potência possivelmente racional de |v|= r, e além disso a existência
de uma singularidade fracamente isolada na origem de p está relacionada com as raízes simples
de g.

Proposição 4. Seja p : (C2,0)→ (C,0) um polinômio u-semiholomorfo que é radialmente
homogêneo pesado do tipo radial (p1, p2;dr). Então, existe uma função u-semiholomorfa g :
C×S1→ C tal que

p(u,reit ,re−it) := rng
( u

rκ
,eit
)
, n =

dr

p2
,κ =

p1

p2
. (4.28)

Demonstração. Seja

p(u,v, v̄) =
l

∑
j=1

cν j,µ ju
ν j,1vν j,2 v̄µ j,2

onde ν j = (ν j,1,ν j,2), µ j = (0,µ j,2), cν j,µ j ∈C, j = 1,2, . . . , l. Em razão de p ser um polinômio
misto radialmente homogêneo pesado então para qualquer j = 1,2 . . . , l

p1ν j,1 + p2(ν j,2 +µ j,2) = dr.
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Tomando v = reit , temos

p(u,reit ,re−it) =
l

∑
j=1

cν j,µ ju
ν j,1rν j,2+µ j,2e(ν j,2−µ j,2)it

= rn

 l

∑
j=1

cν j,µ j

 u

r

(
n−(ν j,2+µ j,2)

ν j,1

)


ν j,1

e(ν j,2−µ j,2)it

 . (4.29)

Tome n = dr
p2

e m = dr
p1

assim para qualquer j = 1,2, . . . , l, temos

nν j,1 +m(ν j,2 +µ j,2) = nm.

Logo
n− (ν j,2 +µ j,2)

ν j,1
=

n
m
. (4.30)

Mais ainda, temos n
m = p1

p2
= κ . Portanto substituindo Equação (4.30) em Equação (4.29)

p(u,reit ,re−it) = rng
( u

rκ
,eit
)
,

onde g : C×S1→ C é uma função u-semiholomorfa,

g(u,eit) =
l

∑
j=1

cν j,µ ju
ν j,1e(ν j,2−µ j,2)it .

Note que para o caso da realização fraca pk de uma trança quadrada Equação (4.27)
que é um polinômio semiholomorfo radialmente homogêneo pesado do tipo (2k,1;2ks) temos
que n = dr

p2
= 2ks

1 = 2ks e κ = p1
p2

= 2k
1 = 2k. Contudo, é importante destacar que para alguns

polinômios semiholomorfos radialmente homogêneos pesados os números n e κ podem não ser
números inteiros.

Corolário 1. Seja p : (C2,0)→ (C,0) um polinômio u-semiholomorfo que é radialmente
homogêneo pesado do tipo radial (p1, p2;dr) com singularidade fracamente isolada na origem.
Então, existe uma função u-semiholomorfa g : C×S1→ C com raízes simples que satisfaz a
Equação (4.28).

Demonstração. A existência de g : C×S1→ C tal que

p(u,v, v̄) = (vv̄)
n
2 g

(
u

(vv̄)
κ

2
,

v√
vv̄

)
foi provada na Proposição 4. Pela regra da cadeia temos que

pu(u,v, v̄) = (vv̄)
n−κ

2 gu

(
u

(vv̄)
κ

2
,

v√
vv̄

)
.
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Sendo p radialmente homogêneo pesado podemos deduzir da prova da Proposição 2 que (Vp∩
Σp) \ {v = 0} = (Vp ∩Vpu) \ {v = 0}, além disso a hipótese da singularidade ser fracamente
isolada na origem garante que

(Vp∩Vpu)\{v = 0}= {0}. (4.31)

Portanto, se |v| 6= 0 então (4.31) implica que Vg∩Vgu = {0}, ou seja, g tem raízes simples.
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CAPÍTULO

5
NOVOS CRITÉRIOS DE NÃO-DEGENERAÇÃO

A noção de poliedro de Newton não-degenerado foi introduzida por Kouchnirenko
(1976) para funções holomorfas com o objetivo de calcular um conhecido invariante analítico
da singularidade que é o número de Milnor, a partir do número de Newton que é um número
combinatorial. Para isso foi necessário introduzir o conceito de bordo de Newton conveniente
para que o número de Newton estivesse bem definido. Uma consequência direta é que funções
holomorfas com bordo de Newton não-degenerado e conveniente possui singularidade isolada.

Posteriormente Wall (1999) e Mondal (2021) visaram estender os resultados de Kouchni-
renko removendo a hipótese de Newton conveniente no bordo de Newton. Para isso introduziram
os conceitos de Newton não-degenerado interior e Newton não-degenerado parcial, respec-
tivamente, que em particular incluíam os polinômios radialmente homogêneos pesados com
singularidade isolada e não convenientes.

Posteriormente, o conceito de Newton não-degenerado foi considerado por Oka (2010)
para funções mistas com o interesse de generalizar propriedades conhecidas dos polinômios
holomorfos nesta nova classe.

O objetivo neste capitulo é generalizar as não-degenerações de Newton interna e parcial
para o caso de polinômios mistos de duas variáveis, como também generalizar resultados
conhecidos de polinômios não-degenerados holomorfos ou mistos. Estes resultados aparecem
em (ARAÚJO DOS SANTOS; BODE; SANCHEZ QUICENO, 2022) e (BODE; SANCHEZ
QUICENO, 2023)

5.1 Não-degenerações
Considere um polinômio misto f (z, z̄) = ∑ν ,µ cν j,µ jz

ν z̄µ , onde z = (u,v) e z̄ = (ū, v̄). No
bordo de Newton Γ( f ) considere a sequência de vetores de pesos positivos

P :={Pi, i = 1,2, . . . ,N} (5.1)
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associados as 1-faces compactas de Γ( f ). Quando for necessário explicitar o polinômio f

associado ao bordo de Newton, escrevemos P( f ) em lugar de P .

Vamos introduzir a seguinte ordem parcial no conjunto P: dados os vetores de pesos
Pi = (pi,1, pi,2) e Pj = (p j,1, p j,2) vamos denotar por Pi � Pj se e somente se pi,1

pi,2
>

p j,1
p j,2

.

Podemos reindexar o conjunto P de forma que

P1 � P2 � ·· · � PN . (5.2)

Seguindo analogamente como na Proposição 4 podemos provar que para Pi =(pi,1, pi,2)∈
P existe gi : C×S1→ C que não depende de r e é definida por

gi(u, ū,eit) = r−kisi−ni fPi(r
kiu,rki ū,v, v̄), (5.3)

onde ki =
pi,1
pi,2

, ni é o menor exponente de r := |v| em fPi e si é o maior exponente de R := |u| em
fPi .

Note que esta é uma forma alternativa a (4.28) para decompor fPi e que vale para todo
polinômio misto radialmente homogêneo pesado.

Definição 15. (OKA, 2010) Chamamos fPi true se o polinômio correspondente gi(u, ū,eit) tem
um conjunto de zeros não vazio em C∗× S1, onde C∗ denota C \ {0}. Um polinômio misto
f : C2→ C é chamado true se para todo Pi ∈P a respectiva função face fPi é true.

Uma classe de polinômios mistos que são true são os polinômios x-semiholomorfos,
x ∈ {u,v, ū, v̄},o qual segue de aplicar o Teorema Fundamental da Álgebra em cada função gi,
i = 1,2, . . . ,N, as quais de fato têm um conjunto de zeros não vazio em C×S1.

Definição 16. Uma face 0-dimensional de Γ( f ) que borda uma única 1-face compacta, é chamada
de vértice extremo. Do contrário, chamamos de vértice não extremo.

Vamos considerar também as seguinte definições.

Definição 17. (OKA, 2010) Dizemos que o polinômio misto f tem um bordo Newton não-

degenerado (ND) se para qualquer face fechada ∆ (0-dimensional ou 1-dimensional), a função
face f∆ não tem pontos críticos em Vf∆ ∩C∗2, onde C∗2 = (C\{0})× (C\{0}).

Observação 4 (Importante). Note que ND envolve a não-degeneração de todas as funções
face definidas no bordo de Newton. Também é importante destacar que Definição 17 pode ser
equivalentemente definida em termos de vetores de pesos P; isto é: para todo vetor de pesos
P considere a função lP como na Equação (4.9) e seu mínimo no supp( f ). Como esse mínimo
vai ser realizado exclusivamente ao longo de uma face 1-dimensional, ou ao longo de uma face
0-dimensional, basta verificar que f restrita nesses monômios (que denotamos por fP) não tem
pontos críticos em VfP ∩C∗2.
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Definição 18. Dado um polinômio misto f e P( f ) como em (5.2). Dizemos que f tem um
bordo Newton não-degenerado interior (NDI) se as seguintes condições são válidas:

(i) a função face fP1 e fPN não tem pontos críticos em VfP1
∩(C2 \{v = 0}) e VfPN

∩(C2 \{u =

0}), respectivamente;

(ii) em cada 1-face e vértice não extremo ∆, a função face f∆ não tem pontos críticos em
Vf∆ ∩C∗2.

Observação 5. (i) Se P( f ) = /0 então definimos fP1 = fPN = fΓ.

(ii) As condições ND e NDI envolvem somente termos da parte principal do bordo de Newton.
A condição NDI-(ii) é a condição ND, exceto que nos vértices extremos a condição NDI
pode admitir degeneração no sentido de ND.

Para a definição seguinte vamos lembrar que dado f : (C2,0)→ (C,0) um germe de
polinômio misto então pelo Lema 1 o conjunto singular é dado por

Σ f =


s1, f = fu fv̄− fv fū = 0

s2, f = | fu|2−| fū|2 = 0

s3, f = | fv|2−| fv̄|2 = 0.

Definição 19. Dizemos que o polinômio misto f é Newton não-degenerado parcial (NDP) se
para todo vetor de pesos positivo P ambas das seguintes condições são válidas:

(i) o sistema

(s1, f (0,v))P = (s2, f (0,v))P = (s3, f (0,v))P = ( f (0,v))P = 0 (5.4)

não têm solução em C∗2 e

(s1, f (u,0))P = (s2, f (u,0))P = (s3, f (u,0))P = ( f (u,0))P = 0 (5.5)

não têm solução em C∗2;

(ii) o sistema
(s1, f )P = (s2, f )P = (s3, f )P = fP = 0 (5.6)

não tem solução em C∗2.

Aqui si, f (0,v), i = 1,2,3, são polinômios mistos em variáveis v e v̄ e si, f (u,0), i = 1,2,3,
são polinômios mistos em variáveis u e ū. Porém, fazendo vav̄b = u0ū0vav̄b e uaūb = v0v̄0uaūb,
podemos considerar estes como polinômios em duas variáveis e suas conjugadas. Assim, as
funções face para um vetor de pesos P = (p1, p2) de um polinômio misto h como os polinômios
anteriores, não dependem dos vetores de pesos P pois o bordo de Newton Γ(h) são vértices, ou
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seja, Γ(h) = {(a,0), a∈N} ou Γ(h) = {(0,b), b∈N}. Assim, para todo vetor de pesos positivos
P a função face fP coincide com a parte principal de h, isto é, hP = hΓ.

A não-degeneração NDP pode envolver termos além daqueles do bordo de Newton. As
definições NDI e NDP acima foram introduzidas neste trabalho e nas Proposição 5, 6, 7 vamos
mostrar que elas estendem (OKA, 2010), ou seja, estende a condição de não-degeneração (ND)
munida com a condição de conveniencia do bordo de Newton (CO) como no Diagrama (1.1).

Observação 6. Note que as condições ND e CO isoladamente não são suficientes para garantir
singularidade fracamente isolada na origem, como pode ser visto nos exemplos f (u,v) = u4−
u2v3 e g(u,v) = (u2 + v3)2, respectivamente.

Proposição 5. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto ND e CO. Então f é NDI.

Demonstração. Suponha que f não é NDI. Uma vez que f é ND, NDI-(ii) é satisfeita e assim
NDI-(i) não é. Portanto existe um ponto crítico de fP1 em VfP1

∩ (C2\{v = 0}) ou um ponto
crítico de fPN em VfPN

∩ (C2\{u = 0}). Assuma que o primeiro seja verdade. O argumento do
último é análogo.

Seja (u∗,v∗)∈VfP1
∩(C2\{v= 0}) um ponto crítico de fP1 . Uma vez que f é ND, fP1 não

tem pontos críticos em VfP1
∩C∗2 e portanto u∗ = 0. Já que f satisfaz CO, seu bordo de Newton

intersecta o eixo vertical e chamemos o correspondente vértice ∆. Já que v∗ 6= 0, escrevemos f∆

numa vizinhança de v∗ como rkΦ(eit) para algum Φ : S1→C, escrevendo a variável complexa v

como reit . Note que f∆(u,v) = fP1(0,v) para todo u ∈ C.

Com v∗ 6= 0 temos que f∆(u,v∗) = fP1(0,v∗) = 0 implica que Φ(eit∗) = 0. Calculamos a
matriz Jacobiana real de f∆ em (u,v∗) = (u,r∗eit∗):

J f∆(u,v∗) =

(
∂Re( f∆)
∂Re(u) (u,v∗)

∂Re( f∆)
∂ Im(u) (u,v∗)

∂Re( f∆)
∂ r (u,v∗)

∂Re( f∆)
∂ t (u,v∗)

∂ Im( f∆)
∂Re(u) (u,v∗)

∂ Im( f∆)
∂ Im(u) (u,v∗)

∂ Im( f∆)
∂ r (u,v∗)

∂ Im( f∆)
∂ t (u,v∗)

)

=

(
0 0 krk−1

∗ Re(Φ)(eit∗) rk
∗

∂Re(Φ)
∂ t (eit∗)

0 0 krk−1
∗ Im(Φ)(eit∗) rk

∗
∂ Im(Φ)

∂ t (eit∗)

)

=

(
0 0 0 rk

∗
∂Re(Φ)

∂ t (eit∗)

0 0 0 rk
∗

∂ Im(Φ)
∂ t (eit∗)

)
, (5.7)

o qual segue do fato que f∆ não depende em Re(u) ou Im(u) e Φ(eit∗) = 0. Dado que J f∆ não
tem posto maximal, (u,v∗) é um ponto crítico de f∆ para qualquer número complexo u. Em
particular escolhendo u 6= 0 resulta num ponto crítico de f∆ em Vf∆ ∩C∗2, o qual contradiz a
Newton não-degeneração de f .

Exemplo 2 (NDI 6⇒ ND+CO). Consideremos o polinômio bordo

f (u,v, v̄) = vu8 + v3u2 + v̄5u−2(v7 + v̄7).
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Assim, os vetores de pesos associados às 1-face P = {P1 = (2,1),P2 = (1,3)} e

Γ( f ) = {∆1,∆2,∆,∆(P1),∆(P2)}

onde ∆(P1) e ∆(P2) são 1-faces, ∆1 e ∆2 são vértices extremos de f e ∆ = ∆(P1)∩∆(P2) é o
único vértice não extremo. Como ilustramos na Figura 23.

2 4 6 8 10

2

4

6

8

P2

P1

Γ+( f )

Γ+( f )

∆

∆1

∆2

Figura 23 – Bordo de Newton, vértices extremos e não extremos de f

Uma vez que f é semiholomorfo a interseção do conjunto singular e a variedade mista
de f se reduz a fu = s3, f = f = 0. Considere v = reit . Associado ao vetor de pesos P1 tome
k1 = 2, s1 = 2 e n1 = 3, Equação (5.3) toma a forma

fP1(z, z̄) = v3u2 + v̄5u−2(v7 + v̄7) = r7

g1

( u
r2 ,e

it
)
=︷ ︸︸ ︷(

e3it
( u

r2

)2
+ e−5it

( u
r2

)
−2(e7it + e−7it)

)
.

Associado aos vetores de pesos P2 tome k2 =
1
3 , s2 = 8 e n2 = 1 a Equação (5.3) toma a forma

fP2(z, z̄) = vu8 + v3u2 = r11/3

g2

( u
r1/3 ,e

it
)
=︷ ︸︸ ︷(

eit
( u

r1/3

)8
+ e3it

( u
r1/3

)2
)
.

A condição NDI-(i) segue de aplicar o Corolário 1 e o fato que g1 e g2 têm raízes simples
em C2 \{u = 0} e C2 \{v = 0}, respectivamente.

Para provar NDI-(ii) lembre que f em ∆ = ∆(P1)∩∆(P2) satisfaz f∆(u,v, v̄) = v̄5u não
tem pontos críticos em C∗2, o qual é trivial. Portanto, f é NDI. Porém, f∆1 = −2(v7 + v̄7) é
degenerado, assim f não é ND. Por outro lado, Γ( f ) não intersecta o eixo horizontal. Conse-
quentemente, f é NDI e não é CO.

Para continuar relacionando as condições de não-degeneração, precisaremos do seguinte
resultado.
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Lema 2. Tome x ∈ {u, ū,v, v̄}. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto o qual não é x̄-
semiholomorfo (onde tomamos (ū) = u e (v̄) = v), então para todo vetor pesado P = (p1, p2)

segue que d(P; fx)≥ d(P; f )− pi, onde i = 1 se x ∈ {u, ū} e i = 2 se x ∈ {v, v̄}. Mais ainda, as
seguintes são equivalentes:

(i) d(P; fx) = d(P; f )− pi, onde i = 1 se x ∈ {u, ū} e i = 2 se x ∈ {v, v̄}.

(ii) ( fx)P = ( fP)x.

(iii) fP não é x̄-semiholomorfo.

Demonstração. Como no enunciado do lema tome i = 1 se x ∈ {u, ū} e i = 2 se x ∈ {v, v̄}.
Tomando a derivada com respeito a x reduz o grau do monômio Mν ,µ = cν ,µzν z̄µ com respeito à
variável x por um se Mν ,µ depende em x, isto é, degx(Mν ,µ)x = degx Mν ,µ −1 se degx Mν ,µ > 0.
Portanto, o grau radial rdegP Mν ,µ de Mν ,µ decresce por pi sob a diferenciação por x se Mν ,µ

depende em x.

Devemos escrever f = fP+ f ′ para algum polinômio misto f ′ com d(P; f ′)> d(P; fP) =

d(P; f ). Claramente isto implica fx = ( fP)x + f ′x e d(P; fx) = min{d(P;( fP)x),d(P; f ′x)}.

Suponha que fP não é x̄-semiholomorfo. Se f ′ não depende em x, temos fx = ( fP)x e
como `P é constante em ( fP)x, temos ( fx)P = fx = ( fP)x e

d(P; fx) = d(P;( fP)x) = d(P; fP)− pi = d(P; f )− pi. (5.8)

Se f ′ depende em x, então

d(P;( fP)x) = d(P; fP)− pi < d(P; f ′)− pi = d(P; f ′x) (5.9)

e portanto ( fx)P = ( fP)x e novamente

d(P; fx) = d(P;( fP)x) = d(P; fP)− pi = d(P; f )− pi. (5.10)

Isto implica que (iii) implica (ii) e (i).

Suponha que fP é x̄-semiholomorfo. Então fx = f ′x. Já que f em si não é x̄-semiholomorfo,
fx e ( fx)P não são constante zero, o qual implica que ( fx)P 6= ( fP)x = 0 e

d(P; fx) = d(P; f ′x) = d(P; f ′)− pi > d(P; fP)− pi = d(P; f )− pi. (5.11)

Portanto, (i) e (ii) independentemente implicam (iii). Isto também mostra que se d(P; fx) 6=
d(P; f )− pi, então d(P; fx)> d(P; f )− pi, o qual finaliza a prova do lema..

Proposição 6. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto NDI. Então f é NDP.
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Demonstração. Assumimos que f é NDI, mas não NDP, e provamos a Proposição por contradi-
ção. Suponha que NDP-(ii) não é válido para algum vetor de pesos positivos P, com k1≥ p1

p2
≥ kN .

Então existe (a,b), ab 6= 0, que é solução de (5.6)

(s1, f )P(a,b) = (s2, f )P(a,b) = (s3, f )P(a,b) = fP(a,b) = 0. (5.12)

Analisando os graus radiais das derivadas parciais de f temos:

(s1, f )P(a,b) =


( fu)P(a,b)( fv̄)P(a,b), se d(P; fu)+d(P; fv̄)< d(P; fv)+d(P; fū)

( fv)P(a,b)( fū)P(a,b), se d(P; fv)+d(P; fū)< d(P; fu)+d(P; fv̄)

(s1, f )P(a,b), se d(P; fu)+d(P; fv̄) = d(P; fv)+d(P; fū)

(5.13)

(s2, f )P(a,b) =


|( fu)P(a,b)|2, se d(P; fu)< d(P; fū)

|( fū)P(a,b)|2, se d(P; fū)< d(P; fu)

(s2, f )P(a,b), se d(P; fu) = d(P; fū)

(5.14)

(s3, f )P(a,b) =


|( fv)P(a,b)|2, se d(P; fv)< d(P; fv̄)

|( fv̄)P(a,b)|2, se d(P; fv̄)< d(P; fv)

(s3, f )P(a,b), se d(P; fv) = d(P; fv̄).

(5.15)

Já que k1 ≥ p1
p2
≥ kN então toda função face fP não é do tipo u e ū-semiholomorfo nem v

e v̄-semiholomorfo. Portanto, aplicando o Lema 2 temos
d(P; fu)> d(P; fū) = d(P; f )− p1, se fP é ū-semiholomorfo

d(P; fū)> d(P; fu) = d(P; f )− p1, se fP é u-semiholomorfo

d(P; fū) = d(P; fu) = d(P; f )− p1, se fP depende em u e também ū

e 
d(P; fv)> d(P; fv̄) = d(P; f )− p2, se fP é v̄-semiholomorfo

d(P; fv̄)> d(P; fv) = d(P; f )− p2, se fP é v-semiholomorfo

d(P; fv̄) = d(P; fv) = d(P; f )− p2, se fP depende em v e também v̄.

Dependendo na combinação desses diferentes casos, existem 9 casos a considerar em total. Mos-
traremos os cálculos para o caso que d(P; fu)> d(P; fū) = d(P; f )− p1 e d(P; fv̄) = d(P; fv) =

d(P; f )− p2 o que é equivalente a que fP é ū-semiholomorfo, ou seja, ( fP)u ≡ 0, e também
depende em v e v̄. Então, deduzimos por comparar os casos das Equações (5.13)-(5.15),

(s1, f )P(a,b) = ( fv)P(a,b)( fū)P(a,b) = 0

(s2, f )P(a,b) = |( fū)P(a,b)|2 = 0 (5.16)

(s3, f )P(a,b) = 0

fP(a,b) = 0.
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Aplicando Lema 2 temos ( fū)P = ( fP)ū, ( fv)P = ( fP)v e ( fv̄)P = ( fP)v̄. Logo, da Equação (5.16)
temos que (s1, f )P(a,b) = s1, fP(a,b) e (s2, f )P(a,b) = s2, fP(a,b). Assim, para encontrar uma
solução de s1, fP = s2, fP = s3, fP = fP = 0 devemos considerar dois casos:

Se s3, fP 6≡ 0,

s3, fP = |( fP)v|2−|( fP)v̄|2 = |( fv)P|2−|( fv̄)P|2 6≡ 0. (5.17)

Note que,

s3, f =(( fv)P +M1)(( fv)P +M1)− (( fv̄)P +M2)(( fv̄)P +M2)

=( fv)P( fv)P +( fv)PM1 +M1( fv)P +M1M1−

(( fv̄)P( fv̄)P +( fv̄)PM2 +M2( fv̄)P +M2M2), (5.18)

onde M1 = fv− ( fv)P e M2 = fv̄− ( fv̄)P são polinômios mistos satisfazendo d(P;( fv)P) <

d(P;M1) e d(P;( fv̄)P) < d(P;M2), respectivamente. Assim, pelas Equações (5.17) e (5.18) a
função face (s3, f )P = ( fv)P( fv)P− ( fv̄)P( fv̄)P = s3, fP . Portanto, temos

s1, fP = ( fP)u( fP)v̄− ( fP)ū( fP)v = ( fP)u( fP)v̄ = ( fu)P( fv̄)P = (s1, f )P (5.19)

s2, fP = |( fP)u|2−|( fP)ū|2 =−|( fP)ū|2 =−|( fū)P|2 = (s2, f )P (5.20)

s3, fP = (s3, f )P, (5.21)

e uma solução (a,b) da Equação (5.16) implica uma solução s1, fP(a,b)= s2, fP(a,b)= s3, fP(a,b)=

fP(a,b) = 0, o qual contradiz NDI-(ii).

Se s3, fP ≡ 0, então o sistema s1, fP = s2, fP = s3, fP = fP = 0 é igual a s1, fP = s2, fP = fP = 0,
logo pelas Equações (5.19) e (5.20) a mesma solução (a,b) em (5.16) implica s1, fP(a,b) =

s2, fP(a,b) = fP(a,b) = 0 o que contradiz novamente NDI-(ii).

Os outros casos quando k1 ≥ p1
p2
≥ kN seguem de aplicar argumentos quase idênticos para

provar que a solução (a,b) de (5.6) satisfaz s1, fP(a,b) = s2, fP(a,b) = s3, fP(a,b) = fP(a,b) = 0.
Portanto, f satisfaz NDP-(ii) para vetores de peso P satisfazendo k1 ≥ p1

p2
≥ kN . Assim, como f

não é NDP então este não satisfaz NDP-(ii) para um vetor pesado positivo P com p1
p2

> k1 ou
p1
p2

< kN , ou f não satisfaz a condição NDP-(i).

Podemos escrever fP1(z, z̄) = A(v, v̄)+B(v, v̄)u+C(v, v̄)ū+D(z, z̄) para alguns polinô-
mios mistos A,B,C,D, onde o grau de D com respeito a R = |u|= |ū| é maior que 1. Já que f é
NDI, a condição, fP1 não tem pontos críticos em ({u = 0}\{(0,0)})∩VfPN

é equivalente a não
solução do sistema dado por:

se f é v-conveniente

B(v, v̄)Av̄(v, v̄)−C(v, v̄)Av(v, v̄) = 0

|B(v, v̄)|2−|C(v, v̄)|2 = 0

|Av(v, v̄)|2−|Av̄(v, v̄)|2 = 0

A(v, v̄) = 0,

(5.22)
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se f não é v-conveniente, isto é, A(v, v̄)≡ 0{
|B(v, v̄)|2−|C(v, v̄)|2 = 0. (5.23)

Agora, suponha que o sistema (5.4) tem solução da forma (0,b) e que para vetores de pesos P

com p1
p2

> k1 o sistema (5.6) tem solução da forma (a,b), assim obtemos: se f é v-conveniente

B(b, b̄)Av̄(b, b̄)−C(b, b̄)Av(b, b̄) = 0

|B(b, b̄)|2−|C(b, b̄)|2 = 0

|Av(b, b̄)|2−|Av̄(b, b̄)|2 = 0

A(b, b̄) = 0,

(5.24)

se f não é v-conveniente, isto é, A(v, v̄)≡ 0,

B(b, b̄)(Bv̄(b, b̄)a+Cv̄(b, b̄)ā)− (Bv(b, b̄)a+Cv(b, b̄)ā)C(b, b̄) = 0

|B(b, b̄)|2−|C(b, b̄)|2 = 0

|Bv(b, b̄)a+Cv(b, b̄)ā|2−|Bv̄(b, b̄)a+Cv̄(b, b̄)ā|2 = 0

B(b, b̄)a+C(b, b̄)ā = 0.

(5.25)

Em ambos casos, v-conveniente e não v-conveniente, (5.24) e (5.25) com (a,b), b 6= 0 da uma
solução de (5.22) e (5.23), respectivamente, o qual é uma contradição a NDI-(i). Portanto, f

satisfaz NDP-(ii) para vetores de pesos P satisfazendo p1
p2

> k1 e o sistema (5.4) não tem solução
não trivial.

Analogamente podemos usar a condição NDI-(i) em fPN para provar que f satisfaz NDP
para vetores de pesos satisfazendo p1

p2
< kN e também para provar que não existe uma solução

não trivial (a,0) do sistema (5.5). Consequentemente, f satisfaz NDP-(i) e (ii) e portanto f é
NDP.

Note que como vimos anteriormente o sistema (s1, f )P = (s2, f )P = (s3, f )P = fP = 0 não
é necessariamente o mesmo que o sistema s1, fP = s2, fP = s3, fP = fP = 0, sendo que a solução
do primeiro sistema sempre implica numa solução do segundo. Porém, dado que em vários
casos o sistema (s1, f )P = (s2, f )P = (s3, f )P = fP = 0 tem mais equações não nulas que o sitema
s1, fP = s2, fP = s3, fP = fP = 0, então não podemos esperar o contrário, como veremos no exemplo
a seguir.

Exemplo 3 (NDP 6⇒ NDI). Consideremos o polinômio misto

f (z, z̄) = vv̄−uū+ v̄u2.

Então, os polinômios mistos que definem o conjunto singular misto são:

s1, f (z, z̄) =−ū3 +2uv̄2 +2uū2v̄,

s2, f (z, z̄) =−4Re(vū2)+2vv̄uū,

s3, f (z, z̄) =−2Re(vū2)− (uū)2.
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Claramente, o único vetor de pesos para o qual f não é NDI é P = (1,1), pois os polinômios
mistos s1, fP , s2, fP e s3, fP são nulos, ou seja, si, fP ≡ 0, i = 1,2,3. Por outro lado, para P = (1,1)
temos:

(s1, f )P(z, z̄) =−ū3 +2uv̄2,

(s2, f )P(z, z̄) =−4Re(vū2),

(s3, f )P(z, z̄) =−2Re(vū2),

fP(z, z̄) = vv̄−uū.

Se tomamos u = Reϕi e v = reit então fP = 0 implica R = r. Substituindo isto em (s1, f )P temos
que R3(−e−3ϕi + 2e(ϕ−2t)i) = 0. Evidentemente esta equação só tem solução quando R = 0.
Assim, (s1, f )P = (s2, f )P = (s3, f )P = fP = 0 não tem solução em C∗2. Consequentemente, f é
um exemplo de um polinômio que é NDP e não é NDI.

Proposição 7. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto NDP. Então, f tem uma singulari-
dade fracamente isolada na origem.

Demonstração. Vamos provar por contradição, já que f é polinomial, a singularidade não
fracamente isolada implica pelo Lema da Seleção da Curva que:

Existe uma curva analítica

z(τ) = (aτ
p1 +h.o.t.,bτ

p2 +h.o.t.) ∈ Σ f ∩Vf ∩C∗2

com a,b 6= 0, isto é, s1, f (z(τ)) = s2, f (z(τ)) = s3, f (z(τ)) = f (z(τ)) = 0. Assim, (s1, f )P(a,b) =

(s2, f )P(a,b) = (s3, f )P(a,b) = fP(a,b) = 0. O qual contradiz a NDP-(ii).

Se a curva é da forma z(τ) = (0,bτ p2 +h.o.t.) então

s1, f (z(τ)) = s2, f (z(τ)) = s3, f (z(τ)) = f (z(τ)) = 0

implica (s1, f )P(0,b) = (s2, f )P(0,b) = (s3, f )P(0,b) = fP(0,b) = 0 o que é equivalente a

(s1, f (0,v))P(0,b) = (s2, f (0,v))P(0,b) = (s3, f (0,v))P(0,b) = ( f (0,v))P(0,b) = 0,

o qual contradiz NDP-(i) de f . O caso z(τ)= (aτ p1 +h.o.t.,0) é completamente análogo. Portanto
f tem uma singularidade fracamente isolada na origem.

Note que para alguns casos O 6∈ Σ f , isto pode acontecer quando P( f ) = /0.

Exemplo 4 (Σ f ∩Vf = {0} 6⇒NDP). Consideremos f (u,v)= (u−v)2+uv2. Note que (u,v)∈Σ f

se e somente se

fu(u,v) =2(u− v)+ v2 (5.26)

fv(u,v) =−2(u− v)+2uv. (5.27)
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Assim, Equação (5.27) implica (u−v) = uv, substituindo em Equação (5.26) temos 2uv+v2 = 0
o qual implica v = 0 ou u = − v

2 . Se v = 0 então u = 0. Se u = − v
2 então substituindo em

Equações (5.26)-(5.27) temos fu
(
− v

2 ,v
)
= −3v+ v2 = 0 e fv

(
− v

2 ,v
)
= 3v− v2 = 0, o que

implica que v = 0 ou v = 3. Logo, Σ f = {(0,0),
(
−3

2 ,3
)
}. Portanto, para uma vizinhança

suficientemente pequena da origem U ∩Σ f = {0}.

Por outro lado, note que para P = (1,1)

( fu)P(u,v) =2(u− v) (5.28)

( fv)P(u,v) =−2(u− v) (5.29)

fP(u,v) =(u− v)2. (5.30)

O sistema (5.6) é equivalente a

( fu)P = ( fv)P = fP = 0,

e assim vemos que este tem solução não trivial u = v. Portanto, f não satisfaz NDP-(ii) e
consequentemente f não é NDP.

Proposição 8. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto NDI. Então, f e fΓ têm uma
singularidade fracamente isolada na origem.

Demonstração. Visto que a Newton não-degeneração interior é uma condição no bordo de
Newton Γ( f ) tanto o polinômio f quanto fΓ são NDI. Assim pelas Proposições 6 e 7, ambas f e
fΓ têm uma singularidade fracamente isolada na origem.

5.1.1 Caso radialmente homogêneo pesado

Para o caso particular de polinômios mistos radialmente homogêneo pesado as condições
de não-degeneração interior, não-degeneração parcial e a condição de singularidade fracamente
isolada coincidem.

Proposição 9. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto radialmente homogêneo pesado,
então as seguintes condições são equivalentes:

(i) f tem uma singularidade fracamente isolada na origem.

(ii) f é NDI.

(iii) f é NDP.

Demonstração. (iii) implica (i) segue da Proposição 7. (ii) implica (iii) segue da Proposição 6.
(i) implica (ii) pois já que f é radialmente homogêneo pesado, então a singularidade fracamente
isolada implica a condição NDI-(i) e NDI-(ii) para o vetor P, associado à única 1-face.
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As condições anteriores não são equivalentes à não-degeneração e conveniência (ND+CO).
Veja o exemplo a seguir de um polinômio que satisfaz NDI que não satisfaz ND.

Exemplo 5. (BODE, 2018) Considere a trança B = (σ1σ
−1
2 )2 com 3-fios e a parametrização de

Fourier de σ1σ
−1
2 por

cC, j(t) =
(

FC

(
t +2π j

sC

)
+ iGC

(
t +2π j

sC

)
, t
)
, j = 1,2,3,

onde (FC(t),GC(t)) = (cos(t),sin(2t)). A função u-semiholomorfa em (4.27) é dada por

g(u,e2it) =u3 +
3
4
(e2it− e−2it)u− 1

2
(e2it + e−2it)− 1

8
(e4it− e−4it).

e por B ser uma trança quadrada a aplicação em (4.15) é polinomial e é dada por

pk(u,v, v̄) = u3 +
3
4
(v · v̄)2k−1(v2 − v̄2)u− 1

2
(v · v̄)3k−1(v2 + v̄2)− 1

8
(v · v̄)3k−2(v4 − v̄4).

Neste caso pk providencia uma realização fraca semiholomorfa do fecho da trança B, que é o nó
da figura oito, a qual é radialmente homogênea pesada do tipo ((2k,1);6k).

Note que para P� (2k,1) a função face (pk)P(u,v, v̄) é degenerada no sentido de Oka.
Porém, pk tem singularidade fracamente isolada, o que é equivalente pela Proposição 9 a NDI e
também a NDP.

5.2 Não-degenerações fortes

Uma versão mista do Teorema da fibração de Milnor do caso holomorfo foi provada por
Oka (2010) utilizando uma versão forte de ND (FND, Definição 20) como enunciado abaixo.

Teorema 8. (OKA, 2010, Theorem 33) Seja f : (Cn,0)→ (C,0) um polinômio misto satisfa-
zendo FND e CO. Então f tem uma singularidade isolada na origem. Mais ainda,

arg f :=
f
| f |

: S2n−1
ρ \L f → S1 (5.31)

é a projeção de uma fibração suave localmente trivial.

Inspirados no Teorema 8, onde se obtém uma singularidade isolada na origem e a
propriedade forte de Milnor, generalizamos novamente as condições de não-degeneração interior
e parcial para o caso misto, requerendo uma condição mais restrita (forte) no espírito de (OKA,
2011, Definition 3). Além do mais, generalizamos o Teorema 8 para estas famílias.

Definição 20. (OKA, 2010) Dizemos que o polinômio misto f tem um bordo Newton fortemente

não-degenerado (FND) se para qualquer face fechada ∆ (0-dimensional ou 1-dimensional), a
função face f∆ não tem pontos críticos em C∗2.
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Oka (2010) pede que f∆ : C∗2→ C seja sobrejetora sempre que dim(∆)≥ 1. Por outro
lado, Eyral e Oka (2018) excluem esta condição como na nossa definição. Neste capitulo podemos
ver que esta condição não é necessária para provar resultados envolvendo as singularidades de
um polinômio misto, por exemplo Proposição 12.

Definição 21. Dizemos que f tem um bordo Newton fortemente não-degenerado interior (FNDI)
se as seguintes condições são válidas:

(i) a função face fP1 e fPN não tem pontos criticos em C2 \{v = 0} e C2 \{u = 0}, respecti-
vamente;

(ii) em cada 1-face e vértice não extremo, a função face f∆ não tem pontos críticos em C∗2.

Definição 22. Dizemos que o polinômio misto f é Newton fortemente não-degenerado parcial

(FNDP) se ambas das seguintes condições são válidas para todo vetor pesado positivo P:

(i) o sistema

(s1, f (0,v))P = (s2, f (0,v))P = (s3, f (0,v))P = 0 (5.32)

não tem solução em C∗2 e

(s1, f (u,0))P = (s2, f (u,0))P = (s3, f (u,0))P = 0 (5.33)

não tem solução em C∗2;

(ii) o sistema

(s1, f )P = (s2, f )P = (s3, f )P = 0 (5.34)

não tem solução em C∗2.

Como no caso das não-degenerações, NDI e NDP, nossas noções de não-degeneração
fortes, FNDI e FNDP, generalizam o caso FND+CO de Oka, como é visto no Diagrama 1.2.

Observação 7. Veja que a condição ND e FND são equivalentes no caso de funções holomorfas.
Consequentemente FND não é suficiente para garantir singularidade isolada na origem. Ver
Observação 6.

Proposição 10. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto FND e CO. Então f é FNDI.

Demonstração. Como na prova da Proposição 5 somente temos que provar que os pontos
críticos de f∆ em C∗2 para ∆ um vértice extremo de f permite uma contradição com FNDI-(i).
Assuma que ∆ é o vértice extremo pertencendo a ∆(P1). Como f satisfaz CO, f∆ toma a forma
f∆(u, ū,v, v̄) = A(v, v̄) para algum A : C→ C. Assim s1, f∆ = s2, f∆ = 0 e um ponto crítico de f∆

em C∗2 corresponde a uma raiz não nula de s3, f∆ = |Av(v, v̄)|2−|Av̄(v, v̄)|2.
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FNDI-(i) é equivalente a não existência de solução {(0,v) : v 6= 0} das primeiras três
equações em (5.22). Em particular em u = 0, as três equações é s3, fP1

|u=0 = s3, f∆ . Portanto se f

é FND, não existe raízes não nulas de s3, f∆ e assim FNDI-(i) é satisfeita para fP1 . O argumento
para fPN é análogo.

Seguindo a mesma ideia da prova da Proposição 5 obtemos.

Proposição 11. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto FNDI. Então f é FNDP.

Demonstração. A prova é quase idêntica aquela da Proposição 6. Assumindo soluções dos
sistemas oriundos de FNDP-(i) -(ii) gera um sistema de equações como em (5.13)-(5.15) em
termos de series de potencia de τ . Comparando os termos de menor ordem gera uma solução à
equação que define a não-degeneração interior forte de fP, onde P = (p1, p2) é o vetor pesado
definido pelos menores ordens de z(τ) como na Proposição 6. Novamente existem os mesmos
casos para ser considerados como na prova de Proposição 6: k1 ≥ p1

p2
≥ kN , p1

p2
< kN , p1

p2
> k1,

e a anulação de uma das coordenadas complexas de z(τ). Nestes casos, os argumentos de
Proposição 6 se mantem, mas como z(τ) não é assumida em Vf , isto prova uma contradição que
f é FNDI.

Exemplo 6 (FNDP 6⇒ FNDI). O polinômio misto f (u, ū,v, v̄) = u10 +u2v+(vv̄)n + ūv2n−1 com
n > 1 é FNDP, mas não é FNDI.

O polinômio tem duas 1-face com vetores de pesos P1 = (2n−1,2) e P2 = (1,8), e

fP1(u,v, v̄) = u2v+(vv̄)n

fP2(u,v, v̄) = u10 +u2v.

Já que fP1 é semiholomorfo, podemos encontrar seus pontos críticos ao resolver ( fP1)u = s3, fP1
=

0 e encontramos que

( fP1)u(u,v, v̄) = 2uv

s3, fP1
(u,v, v̄) = nū2vn−1v̄n +(uū)2(1+nvnv̄n−1).

Segue que (0,v) é ponto crítico de fP1 para todo v ∈ C. Portanto, f não é FNDI, já que este não
satisfaz FNDI (i).

Para provar FNDP para f primeiro calculamos

s2, f (u, ū,v, v̄) = 100u9ū9 +20uū9v+20u9ūv̄+4uūvv̄− (vv̄)2n−1.

Vemos que s2, f (0,v) =−(vv̄)2n−1 e s2, f (u,0) = 100u9ū9. Ambas dessas funções não têm zero
em C∗2, assim a condição FNDP-(i) é satisfeita. Além disso, temos

s1, f (u, ū,v, v̄) =10nu9vn−1v̄n−u2v̄2n−1 + ūv2n−2v̄2n−1

−2nūv2n−2v̄2n−1 +2nu(vv̄)n−nv̄2n−1vn−1v̄n.
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O poliedro de Newton de este polinômio tem duas 1-face compactas com Q1 =(2n−2,1),
Q2 = (1,1) e

(s1, f )Q1(u, ū,v, v̄) = 2nu(vv̄)n−nv̄3n−1vn−1 (5.35)

(s1, f )Q2(u, ū,v, v̄) =−u2v̄2n−1 +2nu(vv̄)n.

Note que se P /∈ {Q1,Q2}, então (s1, f )P consiste de exatamente um somando da expressões
acima. Assim, esses polinômios não têm zero em C∗2 e segue que FNDP-(ii) é satisfeita para
esses P. Para P = Q2 verifique que (s2, f )P(u, ū,v, v̄) = 4uūvv̄, o qual é não nulo em C∗2. Para
P = Q1 obtemos

(s2, f )P(u, ū,v, v̄) = 4uūvv̄− (vv̄)2n−1. (5.36)

Assuma que (u∗,v∗) ∈ C∗2 é zero de (s2, f )P. Então |u∗|= 1
4 |v∗|

2n−2. Mas o primeiro somando
em Equação (5.35) tem modulo 2n|v∗|4n−2, enquanto o segundo somando tem modulo n|v∗|4n−2.
Portanto, (s1, f )Q1(u∗,v∗) 6= 0, desde que v∗ 6= 0.

Assim temos uma contradição. Não existe zero comum (u∗,v∗)∈C∗2 de (s1, f )P e (s2, f )P

para qualquer P e portanto FNDP-(ii) é satisfeita e f é FNDP.

Proposição 12. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto FNDP. Então f tem uma singula-
ridade isolada na origem.

Demonstração. Assumindo que a singularidade não é isolada resulta via o Lema da Seleção
da Curva na curva real-analítica z(τ) de pontos críticos começando na origem. Avaliando as
equações s1, f , s2, f e s3, f de Σ f nesta curva gera um sistema de equações como em (5.13)-(5.15)
em termos de series de potencia de τ , os quais implicam uma contradição em FNDP-(i) -(ii).

Exemplo 7 (Σ f = {0} 6⇒ FNDP). Consideramos f (u,v) = (u− v)2 +uv2 como no Exemplo 4.
Note que Σ f ∩U = {0} para uma vizinhança suficientemente pequena da origem e analogamente
podemos provar que para P = (1,1), u = v é solução não trivial do sistema (5.34). Portanto, f

não é FNDP.

Seguindo a mesma ideia da prova da Proposição 8 temos.

Proposição 13. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto FNDI. Então, f e fΓ têm uma
singularidade isolada na origem.

Um resultado que segue totalmente análogo ao caso fraco de não-degeneração, Proposi-
ção 9, é o seguinte.

Proposição 14. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto radialmente homogêneo pesado,
então as seguintes condições são equivalentes:

(i) f tem uma singularidade isolada na origem.
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(ii) f satisfaz FNDI.

(iii) f satisfaz FNDP.

5.2.1 Condição forte de Milnor

A condição FNDI generaliza em vários aspectos a condição FND+CO de Oka. Vamos
mostrar a seguir que a condição Milnor forte ainda vale na classe FNDI generalizando portanto
Teorema 8 de Oka. Lembremos que f satisfaz a Condição forte de Milnor (CFM) se existe um
número positivo ρ0 > 0 tal que

arg f :=
f
| f |

: S3
ρ \L f → S1 (5.37)

é uma fibração suave localmente trivial para todo raio 0 < ρ ≤ ρ0.

Como consequência de um resultado mais geral em (ARAÚJO DOS SANTOS; TIBĂR,
2010, Theorem 2.2, p. 179) na hipótese de singularidade isolada a condição forte de Milnor
é equivalente a U ∩Marg f = /0 para uma vizinhança suficientemente pequena da origem, onde
Marg f denota o conjunto de Milnor de arg f , veja (4.3).

Teorema 9. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto FNDI. Então a projeção

arg f :=
f
| f |

: S3
ρ \L f → S1 (5.38)

é a projeção de uma fibração suave localmente trivial.

Para provar Teorema 9 vamos necessitar de dois lemas auxiliares.

Lema 3. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto FNDI e P um vetor de pesos positivo.
Tome α algum número complexo não nulo. Defina

w1(u,v) := i(α fu− ᾱ fū)P(u,v)

w2(u,v) := i(α fv− ᾱ fv̄)P(u,v).

Então, (w1(a,b),w2(a,b)) 6= (0,0) para todo (a,b) ∈ C∗2 .

Demonstração. Vamos provar por contradição, isto é, suponhamos que existe (a,b) ∈ C∗2 tal
que w1(a,b) = w2(a,b) = 0. Já que w1 e w2 depende da escolha de P assim devemos investigar
vários casos como segue:

Caso 1: fP depende em x e y, onde x ∈ {u, ū} e y ∈ {v, v̄}

Suponha que fP é u-semiholomorfo e depende em v e v̄, assim por Lema 2

d(P; fu) = d(P; f )− p1, d(P; fv) = d(P; fv̄) = d(P; f )− p2, d(P; f )− p1 < d(P; fū) (5.39)
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e

( fu)P = ( fu)P, ( fv)P = ( fv)P, ( fv̄)P = ( fv̄)P. (5.40)

Já que w1(a,b) = w2(a,b) = 0 então pelas Equações em (5.39)-(5.40)

(−i/α)w1(a,b) = ( fP)u(a,b) = 0 (5.41)

−iw2(a,b) = α( fP)v(a,b)− ᾱ( fP)v̄(a,b) = 0, (5.42)

o qual implica por (4.1) que (a,b) é um ponto crítico de fP. Com apropriadas modificações que
surgem de aplicar Lema 2 podemos verificar os casos onde fP depende de todas as variavéis
e seus conjugados e o caso onde f é simultaneamente x-semiholomorfo e y-semiholomorfo,
x ∈ {u, ū} e y ∈ {v, v̄}. Note que por exemplo se P satisfaz k1 ≥ p1

p2
≥ kN então fP depende de x

e y, assim w1(a,b) = w2(a,b) = 0 contradiz FNDI-(ii).

Se f não é v-conveniente então para todo P com p1
p2

> k1 temos w2(0,v)≡ 0 e além disso
se fP depende de u e ū

−iw1(a,b) =−iw1(0,b) = α( fu)P(0,b)− ᾱ( fū)P(0,b) = 0, (5.43)

e w1(a,b) = w1(0,b). Portanto, a Equação (5.43) implica que (0,b) é solução de (5.32), e assim
FNDP-(i) não é válida. Já que f é FNDP pela Proposição 11 então obtemos uma contradição.
Neste caso w1(0,b) 6= 0 para todo b ∈ C∗2. Analogamente, podemos ver que se f não é u-
conveniente então para todo P com p1

p2
< kN , w2(a,b) = w2(a,0) = 0 implica uma contradição.

Neste caso, w2(a,0) 6= 0 para todo a ∈ C∗.

Caso 2: f é v-conveniente e p1
p2

> k1 ou f é u-conveniente e p1
p2

< kN

Vamos considerar o caso onde f é v-conveniente e P satisfaz p1
p2

> k1, o caso de f ser u-
conveniente e p1

p2
< kN segue analogamente por considerar mudanças apropriadas. Podemos

mostrar que w1(a,b) = w2(a,b) = 0 implica que (0,b) é ponto crítico de fP1 implicando uma
contradição com FNDI-(i). De fato, se fP1(z, z̄) = A(v, v̄)+B(z, z̄) com deg|u|B(z, z̄)≥ 2, onde
deg|u|B(z, z̄) é o grau na variável |u| de B(z, z̄), então (0,b) é um ponto crítico de fP1 se e
somente se

|Av(v, v̄)|2 = |Av̄(v, v̄)|2. (5.44)

Temos também que s1, fP1
(0,b) = s2, fP2

(0,b) = 0, pois ambos polinômios dependem de |u|.
E condição (5.44) é precisamente satisfeita quando p1

p2
> k1 e 0 = w2(a,b) = i(αAv(b, b̄)−

ᾱAv̄(b, b̄)), o que contradiz FNDI-(i). Portanto, (w1(a,b),w2(a,b)) 6= (0,0).

Se fP1(z, z̄) = A(v, v̄)+B(v, v̄)u+C(v, v̄)ū+D(z, z̄) então (0,b) é um ponto crítico de fP1 se e
somente se

|Av(b, b̄)|2 = |Av̄(b, b̄)|2, (5.45)

|B(b, b̄)|2 = |C(b, b̄)|2, (5.46)

s1, fP1
(0,b) = 0, (5.47)
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se e somente se Av(b, b̄) = λAv̄(b, b̄) e B(b, b̄) = λC(b, b̄) com |λ |= 1. Esta condição é satisfeita
quando p1

p2
> k1 e w1(a,b) = w2(a,b) = 0 uma vez que

w1(a,b) = i(α( fu)P(a,b)− ᾱ( fū)P(a,b)) = i(αB(b,b)− ᾱC(b,b)) (5.48)

w2(a,b) = i(α( fP)v(a,b)− ᾱ( fP)ū(a,b)) = i(αAv(b, b̄)− ᾱAv̄(b, b̄)). (5.49)

Aqui, fu é v-conveniente pois B(v, v̄) aparece em fu e assim o vetor Q1 = (q1,q2) associado à
primeira 1-face de Γ( fu) sempre satisfaz q1

q2
≤ p1,1

p1,2
. Portanto, se P satisfaz p1

p2
>

p1,1
p1,2
≥ q1

q2
então

é claro que ( fu)P(z, z̄) = B(v, v̄). Isto tambem acontece com fū assim ( fū)P(z, z̄) =C(v, v̄) para
todo P com p1

p2
>

p1,1
p1,2

. Portanto, (w1(a,b),w2(a,b)) 6= (0,0).

Lema 4. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto FNDI. Então,

(i) Se para todo n,m ∈ N, (n,0),(0,m) 6∈ supp( f ).

(ii) Se k1 < 1 e kN > 1, com k1,kN como em (5.3).

(iii) Se (1,n) 6∈ ∆(P1; f )∩ supp( f ) e (m,1) 6∈ ∆(PN ; f )∩ supp( f ).

Então, f é um polinômio misto FND.

Demonstração. Note que a condição FNDI-(ii) implica que f é FND para todo P com k1 ≥ p1
p2
≥

kN assim resta provar os casos onde P satisfaz p1
p2

> k1 e p1
p2

< kN .

(i) Pelo Caso 1 do Lema 3 vimos que para P com p1
p2

> k1, w1(a,b) 6= 0 para todo (a,b) ∈ C∗2.
Assim, se fP depende em u e ū então

|( fP)ū)(a,b)|2−|( fP)u(a,b)|2 6= 0.

Portanto, fP é SND para qualquer P com p1
p2
> k1. Os casos onde fP é x-semiholomorfo, x∈{u, ū},

seguem analogamente da condição w1(a,b) 6= 0. O caso para P satisfazendo p1
p2

< kN segue
analogamente de aplicar Caso 1 do Lema 3. Portanto, f é FND para todo vetor pesado positivo e
assim f é FND.

(ii) O caso quando f não é v-conveniente segue do Item-(i), assim suponha que f é v-conveniente.
Se P1 = (p1,1, p1,2) satisfaz k1 =

p1,1
p1,2

< 1, isto é, p1,1 < p1,2, então a função face

fP1(z, z̄) = A(v, v̄)+B(z, z̄),

onde A(v, v̄), B(z, z̄) são tais que deg|v|(A(v, v̄)) = d1 e deg|u|(B(z, z̄))≥ 2. De fato, suponha que
(1,n)∈ ∆(P1; f )∩supp( f ), n∈N então p1,1+np1,2 = d(P1; f ) = d1 p1,2 e segue que n = d1−k1.
Já que k1 < 1 temos d1−1 < n < d1, o que contradiz n ∈ N, logo (1,n) 6∈ ∆(P1; f )∩ supp( f ).

Portanto, condição FNDI-(i) para fP1(z, z̄) = A(v, v̄)+B(z, z̄) implica que

|Av(v, v̄)|2 6= |Av̄(v, v̄)| para v ∈ C∗. (5.50)
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Esta condição é equivalente a f ser FND para P com p1
p2

> k1. Analogamente, provamos que f é
FND para P com p1

p2
> kN . Portanto, f é FND.

(iii) Se (1,n) 6∈ ∆(P1; f )∩ supp( f ) então analogamente a conclusão do Item-(ii) temos que
Equação (5.50) vale e portanto f é FND para P com p1

p2
> k1. Se (m,1) 6∈ ∆(PN ; f )∩ supp( f )

então segue analogamente por modificações apropriadas do caso anterior que f é FND para P

com p1
p2

< kN . Portanto, f é FND.

Demonstração Teorema 9. Para provar que U ∩Marg f = /0 para uma vizinhança suficientemente
pequena da origem vamos a proceder por contradição (veja o caso SND+CO (OKA, 2010,
Lemma 31)). Podemos encontrar uma curva analítica z(τ), 0≤ τ ≤ 1 satisfazendo

(i) z(0) = O e z(τ) ∈ C2 \Vf para τ > 0.

(ii) i( f d f − f̄ d̄ f )(z(τ), z̄(τ)) = λ (τ)z(τ) para algum número real λ (τ).

Como i( f d f − f̄ d̄ f ) não se anula fora de Vf e próximo da origem, então pela Proposição 12
vemos que λ (τ) 6≡ 0. Suponha que u(τ) 6≡ 0 e v(τ) 6≡ 0, os outros casos são análogos por analisar
a condição FNDI-(i) em lugar de FNDI-(ii) e serão vistos no Caso 4 desta prova. Considere as
expansões de Taylor:

u(τ) = aτ
p1 +h.o.t., a 6= 0, p1 > 0,

v(τ) = bτ
p2 +h.o.t., b 6= 0, p2 > 0.

Defina P = (p1, p2), z0 = (a,b) ∈ C∗2 e d = d(P; f ). Então, consideramos as expansões:

f (z(τ)) = ατ
q +h.o.t.; q≥ d = d(P; f ),α 6= 0 (5.51)

fx(z(τ)) = βxτ
qx +h.o.t.; x ∈ {u, ū}, qx ≥ d(P; fx)≥ d− p1,βx 6= 0 (5.52)

fy(z(τ)) = βyτ
qy +h.o.t.; y ∈ {v, v̄}, qy ≥ d(P; fy)≥ d− p2,βy 6= 0 (5.53)

λ (τ) = λ0τ
s +h.o.t., λ0 ∈ R, s ∈ Z≥0. (5.54)

Note que qz = d(P; fz) se e somente se ( fz)P(a,b) 6= 0 e assim βz = ( fz)P(a,b), z ∈ {u,v, ū, v̄}.

Consideramos o diferencial:

d
dτ

f (z(τ)) =
(

fu(z(τ))
du(τ)

dτ
+ fū(z(τ))

dū(τ)
dτ

)
+

(
fv(z(τ))

dv(τ)
dτ

+ fv̄(z(τ))
dv̄(τ)

dτ

)
=〈

dz(τ)
dτ

,d f (z(τ))
〉
+

〈
dz̄(τ)

dτ
, d̄ f (z(τ))

〉
= qατ

q−1 +h.o.t., (5.55)

onde 〈 · , · 〉 denota o produto interno Hermitiano e〈
dz(τ)

dτ
,d f (z(τ))

〉
= 〈(p1a,0),( fu)P(a,b),0)〉τd(P; fu)+p1−1 + · · ·

+ 〈(0, p2b),(0,( fv)P(a,b)〉τd(P; fv)+p2−1 +h.o.t., (5.56)
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〈
dz̄(τ)

dτ
, d̄ f (z(τ))

〉
= 〈(p1ā,0),( fū)P(a,b),0)〉τd(P; fū)+p1−1 + · · ·

+ 〈(0, p2b̄),(0,( fv̄)P(a,b)〉τd(P; fv̄)+p2−1 +h.o.t., (5.57)

Note que o menor grau com coeficiente não nulo no lado esquerdo da Equação (5.55) é maior ou
igual a d−1, e este grau pode depender nos valores de qz, z ∈ {u,v, ū, v̄}. Por tal motivo estuda-
remos este grau aplicando Lema 2. Por outro lado veja que na Equação (5.56) e Equação (5.57)
diferentes termos podem ser nulos, porém estamos interessados no comportamento da soma e o
aporte no primiero coeficiente não nulo da soma das duas equações.

Caso 1: fP depende em x e y, onde x ∈ {u, ū} e y ∈ {v, v̄}

Suponha que fP é u-semiholomorfo e depende em v e v̄, assim por Lema 2

d(P; fu)+ p1−1 = d(P; fv)+ p2−1 = d(P; fv̄)+ p2−1 = d−1, (5.58)

d−1 <d(P; fū)+ p1−1 (5.59)

e

( fu)P = ( fu)P, ( fv)P = ( fv)P, ( fv̄)P = ( fv̄)P. (5.60)

Por definição temos que

(w1(a,b),w2(a,b)) = (iα( fu)P(a,b), i(α( fv)P(a,b)− ᾱ( fv̄)P(a,b))). (5.61)

Note que

〈(p1a, p2b),(( fu)P(a,b),( fv)P(a,b))〉+ 〈(p1ā, p2b̄),(0,( fv̄)P(a,b))〉=

(i/ᾱ)
(
〈(p1a, p2b),(iα( fu)P(a,b), iα( fv)P(a,b))〉 + 〈(p1ā, p2b̄),(0, iα( fv̄)P(a,b))〉

)
(5.62)

e

Re
(
〈(p1a, p2b),(iα( fu)P(a,b), iα( fv)P(a,b))〉 + 〈(p1ā, p2b̄),(0, iα( fv̄)P(a,b))〉

)
=

Re
(
〈(p1a, p2b),(iα( fu)P(a,b), iα( fv)P(a,b))〉

)
+Re

(
〈(p1ā, p2b̄),(0, iα( fv̄)P(a,b))〉

)
=

Re
(
〈(p1a, p2b),(iα( fu)P(a,b), iα( fv)P(a,b))〉

)
+Re(〈(p1a, p2b),(0,−iᾱ( fv̄)P(a,b))〉) =

Re
(
〈(p1a, p2b),(iα( fu)P(a,b), iα( fv)P(a,b)− iᾱ( fv̄)P(a,b))〉

)
=

Re(〈(p1a, p2b),(w1(a,b),w2(a,b))〉) . (5.63)

Pelo Lema 3 (w1(a,b),w2(a,b)) 6= (0,0). Suponha que w2(a,b) 6= 0 e w1(a,b) = 0 isto implica
pela suposição (ii) que w2(a,b) = λ0b então

Re(〈(p1a, p2b),(w1(a,b),w2(a,b))〉) = λ0(|b|2 p2) 6= 0. (5.64)

Portanto, pelas Equações (5.62)-(5.64) temos

〈(p1a, p2b),(( fu)P(a,b),( fv)P(a,b))〉+ 〈(p1ā, p2b̄),(0,( fv̄)P(a,b))〉 6= 0,
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o qual implica por considerar as equações em Eq. (5.58) e as desigualdades em Eq. (5.59) nas
Equações (5.55)-(5.57) que d = q e

qα = 〈(p1a, p2b),(( fu)P(a,b),( fv)P(a,b))〉+ 〈(p1ā, p2b̄),(0,( fv̄)P(a,b))〉

ou equivalentemente por Equação (5.62)

−iq|α|2 = 〈(p1a, p2b),(iα( fu)P(a,b), iα( fv)P(a,b))〉+ 〈(p1ā, p2b̄),(0, iα( fv̄)P(a,b))〉.

Tomando a parte real da última igualdade, obtemos pelas Equações (5.63)-(5.64) uma contradição
óbvia:

0 = Re(〈(p1a, p2b),(w1(a,b),w2(a,b))〉) = λ0|b|2 p1 6= 0. (5.65)

Os casos w1(a,b) 6= 0, w2(a,b) 6= 0 e w1(a,b) 6= 0, w2(a,b) = 0 resultam nas contradições

0 = Re(〈(p1a, p2b),(w1(a,b),w2(a,b))〉) = λ0(|a|2 p1 + |b|2 p2) 6= 0 (5.66)

e

0 = Re(〈(p1a, p2b),(w1(a,b),w2(a,b))〉) = λ0|a|2 p1 6= 0, (5.67)

respectivamente. Assim, podemos ver que se u(τ) 6= 0 e v(τ) 6= 0 então pelo Lema 3 encontramos
contradições nos casos: P satisfaz k1 ≥ p1

p2
≥ pN , f não é v-conveniente e p1

p2
> k1, e f não é u-

conveniente e p1
p2
< kN . Portanto, resta encontrar uma contradição para os casos: f é v-conveniente

e p1
p2

> k1, f é u-conveniente e p1
p2

< kN , u(τ)≡ 0, e v(τ)≡ 0.

Caso 2: f é v-convenient, p1
p2

> k1 e w2(a,b) 6= 0 ou f é u-conveniente, p1
p2

< kN e w1(a,b) 6= 0

Temos que se f é v-conveniente, p1
p2

> k1 e w2(a,b) 6= 0. Podemos supor que fP depende em v e
v̄, o caso y-semiholomorfo, y ∈ {v, v̄}, segue similarmente, então pelo Lema 2

d(P; fv)+ p2−1 = d(P; fv̄)+ p2−1 = d−1, (5.68)

d−1 < min{d(P; fu)+ p1−1,d(P; fū)+ p1−1} (5.69)

e por assim encontramos

w2(a,b) = i(α( fv)P(a,b)− ᾱ( fv̄)P(a,b)).

Já que w2(a,b) 6= 0 temos que w2(a,b) = λ0b. Assim,

Re
(
〈(0, p2b),(0, iα( fv)P(a,b))〉+ 〈(0, p2b̄),(0, iα( fv)P(a,b))〉

)
= λ0|b|2 p2 6= 0

e

〈(0, p2b),(0,( fv)P(a,b))〉+ 〈(0, p2b̄),(0,( fv)P(a,b))〉=

(i/ᾱ)
(
〈(0, p2b),(0, iα( fv)P(a,b))〉+ 〈(0, p2b̄),(0, iα( fv)P(a,b))〉

)
6= 0. (5.70)
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Pelas Equações (5.55)-(5.57) e Equações (5.68)-(5.69) temos q = d e

qα = 〈(0, p2b),(0,( fv)P(a,b))〉+ 〈(0, p2b̄),(0,( fv)P(a,b))〉, (5.71)

ou equivalentemente

−iqαᾱ = 〈(0, p2b),(0, iα( fv)P(a,b))〉+ 〈(0, p2b̄),(0, iα( fv)P(a,b))〉. (5.72)

Tomando a parte real da última igualdade, temos uma contradição como em(5.65), ou seja,
0 6= λ0|b|2 p2 = 0. Assim, se v(τ) 6= 0 e p1

p2
> k1 então w2(a,b) 6= 0 implica uma contradição.

Esta situação inclui os casos onde f é v-conveniente e FND para P (Por exemplo, os casos no
Lema 4). Portanto, as únicas possibilidades restantes para f quando u(τ) 6= 0 e v(τ) 6= 0 estão
no próximo caso.

Caso 3: f é v-convenient p1
p2

> k1 ≥ 1, (0,d1),(1,n) ∈ ∆(PN ; f )∩ supp( f ) e w2(a,b) = 0 ou

f é u-conveniente p1
p2

< kN ≤ 1, (d2,0),(m,1) ∈ ∆(P1; f )∩ supp( f ) e w1(a,b) = 0

Suponha que f é v-convenient p1
p2

> k1 ≥ 1, (0,d1),(1,n) ∈ ∆(P1; f )∩ supp( f ) e w2(a,b) = 0
então pelo Lema 3 w1(a,b) 6= 0. Pela Suposição (ii) temos

q+(d1 p2− p2)< s+ p2 (5.73)

q+np2 = s+ p1. (5.74)

Já que (0,d1),(1,n) ∈ ∆(P1; f ) então n = d1− k1. Assim, k1 ≥ 1 implica d1−n ≥ 1. Portanto
pelas Equações (5.73)-(5.74) obtemos

q+d1 p2− p2 < q+np2− p1 + p2⇒ ((d1−n)−1)p2 < p2− p1⇒

0≤ ((d1−n)−1)< 1− p1

p2
< 0, (5.75)

o qual é uma contradição evidente. O caso onde f é u-conveniente p1
p2

< kN ≤ 1, (d2,0),(m,1) ∈
∆(PN ; f )∩ supp( f ) e w1(a,b) = 0 segue analogamente considerando mudanças apropriadas.
Portanto, pelos casos anteriores temos que U ∩Marg f ∩C∗2 = /0.

Caso 4: u(τ)≡ 0 ou v(τ)≡ 0

Suponha que u(τ)≡ 0 então se f não é v-conveniente z(τ) ∈Vf assim temos uma contradição
com Suposição-(i). Note que pelo Caso-(i) do Lema 3 para P com p1

p2
> k1 e f v-conveniente

(w1(0,b),w2(0,b)) 6= (0,0) assim podemos ver que em ambos casos obtemos contradições. Se
w1(0,b) 6= 0 obtemos a contradição na Suposição (ii)

0 6= w1(0,b) = λ00 = 0.

Se w2(a,b) 6= 0 então obtemos a contradição (5.65), ou seja, 0 6= λ0|b|2 p2 = 0. Analogamente
temos o caso v(τ) ≡ 0 e f u-conveniente. Portanto, temos que fazendo U suficientemente
pequeno se for necessário U ∩Marg f ∩{u = 0}= /0 e U ∩Marg f ∩{v = 0}= /0.
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Portanto, segue dos casos anteriores que U ∩Marg f = /0, para uma vizinhança suficiente-
mente pequena U da origem 0 ∈ R4.

Exemplo 8 (FNDP 6⇒ CFM). Consideramos a aplicação polinomial com singularidade isolada
na origem f (x1,x2,x3,x4) = (x1,x2

1+x2(x2
1+x2

2+x2
3+x2

4)). Definindo u= x1+ ix2 e v= x3+ ix4

temos que s2, f (u, ū,v, v̄) = x2
1 +4x2

2 + x2
3 + x2

4, assim analisando as raízes temos que o polinômio
misto f (u, ū,v, v̄) é FNDP. Contudo, Ribeiro (2018, p.49) mostrou que f não satisfaz a Condição
forte de Milnor.

5.2.2 Caso radialmente homogêneo pesado

Segue da Proposição 14 que para um polinômio misto radialmente homogêneo pesado
f , as condições Σ f = {0}, FNDP e FNDI são equivalentes. Assim, segue da Teorema 9 que
polinômios mistos radialmente homogêneos pesados f com singularidade isolada satisfazem
Marg f = /0. Vejamos que a recíproca vale no caso de f ter uma singularidade fracamente isolada.

No caso geral a condição de homogeneidade radial (Definição 12) permite relacionar o
conjunto de Milnor do argumento de f e o seu conjunto singular.

Teorema 10. (CHEN, 2014, Proposition 3.4) Se f : (Cn,0)→ (C,0) é um polinômio radialmente
homogêneo pesado e não constante, então Σarg f = Σ f \Vf = Marg f .

Como uma consequência dos resultados anteriores temos o seguinte resultado.

Corolário 2. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto radialmente homogêneo pesado,
então as seguintes condições são equivalentes:

(i) f tem uma singularidade isolada na origem.

(ii) f é FNDI.

(iii) f é FNDP.

(iv) f tem uma singularidade fracamente isolada na origem e satisfaz a condição forte de
Milnor.

Demonstração. Pelo Teorema 10 temos que Σ f \Vf = Σarg f = Marg f . Assim se f possui uma
singularidade fraca na origem Σ f = Σ f \Vf = Σarg f = Marg f . O resultado segue então da Pro-
posição 14 e que no caso de singularidade fracamente isolada (Σ f ∩Vf = {0}) Marg f = /0 e a
condição forte de Milnor são equivalentes1.

1 Veja (RIBEIRO, 2018, Theorem 2.2.12, p.55) para mais esclarecimentos da equivalência de Marg f = /0
e a condição forte de Milnor.
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CAPÍTULO

6
TOPOLOGIA DE REALIZAÇÕES MISTAS

(NDI) COM BORDO NICE

Neste capítulo, apresentaremos um método que permite estudar a topologia da classe
de polinômios mistos que satisfaz NDI com uma condição adicional que chamamos de nice.
Esse método pode abrir caminho para a busca de uma técnica geral para estudar a topologia de
polinômios mistos com singularidade fracamente isolada. Estes resultados na sua maioria podem
ser encontrados em (ARAÚJO DOS SANTOS; BODE; SANCHEZ QUICENO, 2022).

Como consequência do resultado principal temos que a topologia do enlaçamento destes
polinômios só depende do seu bordo de Newton. Assim este resultado fornece uma generalização
do resultado que já era conhecido na classe de polinômios holomorfos ND. Isto destaca as
principais semelhanças entre os polinômios holomorfos e classes de polinômios mistos.

6.1 Tranças aninhadas de polinômios semiholomorfos

Esta seção trata da classe de polinômios semiholomorfos NDI que tem mostrado proprie-
dades boas suficiente para ser considerado como objeto de estudo por si só, veja por exemplo
o Teorema da realização de enlaçamentos Conjetura 1. Além do mais como veremos nesta
seção os enlaçamentos que surgem associados aos polinômios semiholomorfos NDI podem ser
representados como o fecho de tranças geométricas aninhadas.

Definição 23. Para uma sequência de tranças geométricas (B1,B2, . . . ,BN) de Si fios, onde Bi é
parametrizada por

Si⋃
j=1

{(zi, j(t), t) : t ∈ [0,2π]} ⊂ C× [0,2π], (6.1)

zi, j(t) 6= 0 para todo i 6= 1, j e t, definimos a trança aninhada B(B1,B2, . . . ,BN) sendo a trança
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dada por
N⋃

i=1

Si⋃
j=1

{(εkizi, j(t), t) : t ∈ [0,2π]} ⊂ C× [0,2π], (6.2)

para algum ε > 0 suficientemente pequeno e ki, i = 1,2, . . . ,N, uma sequência de número reais
estritamente decrescente.

Definimos Bo(B1,B2, . . . ,BN) sendo o enlaçamento dado pela união de B(B1,B2, . . . ,BN)

e seu eixo de trançamento

{(eiϕ ,π) : ϕ ∈ [0,2π]} ⊂ C× [0,2π]. (6.3)

Note que o tipo de trança de B(B1,B2, . . . ,BN) não depende da escolha de ε desde que
este seja escolhido suficientemente pequeno e não depende da sequência ki, desde que esta seja
escolhida estritamente decrescente e positiva. Veja Figura 24 para ilustrar um exemplo com
N = 3.

Figura 24 – Na linha superior: uma trança B1 e duas tranças B2,B3 afins. Na linha inferior: as tranças
aninhadas B(B1,B2) e B(B1,B2,B3)

Esta construção claramente depende da parametrização explícita das tranças geométricas
Bis. Mesmo uma translação da forma ui, j(t) 7→ ui, j(t)+ c para algum número complexo c e
todos j ∈ {1,2, . . . ,Si} em uma dada trança Bi pode mudar a topologia da trança resultante
B(B1,B2, . . . ,BN). Porém, a isotopia da trança de B(B1,B2, . . . ,BN) e o tipo do enlaçamento de
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Bo(B1,B2, . . . ,BN) somente depende da classe de isotopia da trança B1 e a classe de isotopia das
tranças afins1 Bi.

6.1.0.1 Decomposição de um polinômio misto

Lema 5. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto e P( f ) = {Pi, i = 1,2, . . . ,N} uma
sequência de vetores de pesos ordenados como em (5.2). Para cada Pi ∈P considere fPi e gi

como na Equação (5.3). Então, para um apropriado ki,si e ni, a função f admite a decomposição

f (u, ū,reit ,re−it) = rkisi+ni fi

(
u
rki

,
ū
rki

,r,eit
)
, (6.4)

onde fi é uma deformação a r-parâmetro de gi, com a propriedade adicional que a diferença
fi−gi converge a 0, quando r→ 0.

Demonstração. Fixe Pi ∈P e como em (5.3) considere gi : C×S1→ C tal que

fPi(u, ū,reit ,re−it) = rkisi+nigi

(
u
rki

,
ū
rki

,eit
)
. (6.5)

Seja ni o menor expoente de r := |v| em fPi e si o maior expoente de R em fPi . Podemos ver
agora que (6.4) segue de f por considerarmos fi : C×R≥0× [0,2π]→ C via

fi(w, w̄,r,eit) = gi

(
w, w̄,eit

)
+ ∑

ν+µ /∈∆(Pi; f )
r−kisi−niMν ,µ(rkiw,rkiw̄,reit ,re−it), (6.6)

onde gi vem de (6.5), e a soma no lado direito varia em todos os monômios Mν ,µ de f que estão
acima da 1-face ∆(Pi; f ). Em particular,

rdegPi
(Mν ,µ)> d(Pi; f ). (6.7)

É importante lembrar que mesmo que r e t são inicialmente interpretados como o módulo
e o argumento da variável complexa v, eles são considerados como parâmetros independentes;
isto é, mesmo quando r = 0 a variável t deve ainda variar de 0 a 2π .

Para provar a propriedade adicional escrevemos Mν ,µ(Reiϕ ,Re−iϕ ,reit ,re−it) como
c(t,ϕ)Rarb. Da Desigualdade (6.7) temos que aki +b > kisi +ni e assim

aki +b− kisi−ni > 0. (6.8)

Note que o lado esquerdo de (6.8) é o grau na variável r do monômio

r−kisi−niMν ,µ(rkiw,rkiw̄,reit ,re−it),

e consequentemente este é precisamente a condição de que o monômio é divisível por r, assim
que fi(u, ū,0,eit) = gi(u, ū,eit). Portanto, podemos ver fi como uma deformação a r-parâmetro
de gi cuja diferença fi−gi→ 0 quando r→ 0, para qualquer valor de t ∈ [0,2π].
1 Equivalentemente a classe de isotopia da trança afim Bi é vista como a classe de Bi no espaço

C∗× [0,2π].
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6.1.1 Enlaçamento de um polinômio semiholomorfo NDI

Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio bordo u-semiholomorfo NDI e tome P =

{Pi, i = 1,2, . . . ,N} uma sequência de vetores de pesos associados as 1-faces de Γ( f ). Defina B1

como a trança formada pelas raízes complexas da função g1 associada ao polinômio complexo
fP1 como na Equação (6.5), e Bi, i = 2, . . . ,N, a trança formada pelas raízes complexas não nulas
da função gi.

Teorema 11. Nas condições anteriores, o polinômio semiholomorfo f tem uma singularidade
fracamente isolada na origem. Mais ainda, o enlaçamento L f é isotópico ao fecho da trança
B(B1,B2, . . . ,BN), se f é u-conveniente. Se f não for u-conveniente, então o enlaçamento da
singularidade é Bo(B1,B2, . . . ,BN).

Demonstração. O fato que f tem uma singularidade fracamente isolada segue de Proposição 8.
Agora, para qualquer Pi = (pi,1, pi,2) ∈P considere ki =

pi,1
pi,2

, ni e si, como no Lema 5 e tome
mi o menor exponente de R := |u| em fPi .

Dado que f é semiholomorfo os exponentes de |u| coincidem com os exponentes de u e
assim a Decomposição (6.4) de f deve ser escrita como

f (u,reit ,re−it) = rkisi+ni fi

( u
rki

,r,eit
)
.

Para (u∗,r∗eit∗) ∈ C∗2, temos que

fi(u∗,r∗,eit∗) = 0 se e somente se f (rki
∗ u∗,r∗eit∗ ,r∗e−it∗) = 0.

Adicionalmente, como cada gi associado a fPi é u-semiholomorfo com grau em u estritamente
maior que mi, então f é true.

Agora, já que cada fPi é ND, segue que no conjunto de zeros de fPi em C∗2 o Jacobiano
real J fPi tem posto maximal. Assim, pelo Corolário 1 as raízes complexas não-nulas de gi são
todas simples, para todos os valores de t.

Isto significa que as raízes complexas não nulas ui,`(t), `= 1,2, . . . ,si−mi, de gi traçam
uma trança Bi de si−mi fios, quando t varia de 0 a 2π . Assim, temos fi(ui,`(t),0, t) = 0 e esses
são os únicos zeros de fPi em r = 0 com u-coordenada não nula. Devemos aplicar então o
Teorema da função implícita (ou, usar a continuidade das raízes de um polinômio em termos
dos seus coeficientes) para encontrar vizinhança tubular disjuntas das tranças Bi em C∗× S1,
nas quais as raízes de fi permanecem simples e estão parametrizadas por r e t enquanto r seja
escolhido suficientemente pequeno. Em particular, para qualquer valor pequeno suficiente de
f as raízes de fi formam uma trança Bi(r) que é isotópica a Bi, onde variando r permite uma
isotopia de tranças começando desde Bi(0) = Bi em r = 0.
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Recordemos que se Bi(r) é parametrizada por (ui,`(r, t),r, t), isto é, fi(ui,`(r, t),r,eit) = 0,
então

f (rkiui,`(r, t),reit ,re−it) = 0. (6.9)

Portanto, se r é suficientemente pequeno, (rkiui,`(r, t),reit ,re−it) 6= (rk ju j,`′(r, t),reit ,re−it) para
todo i 6= j e `= 1,2, . . . ,si−mi, `′= 1,2 . . . ,s j−m j. Em adição, uma vez que f é semiholomorfo
e ND para qualquer vértice não extremo, temos ui,`(r, t) 6= 0 para todo i 6= 1, t e suficientemente
pequeno r. Note também que, mesmo que existem raízes u1,`(r, t) = 0 os argumentos anteriores
também se mantém nas raízes nulas, porque NDI no vetor de pesos P1 implica que u1,`(r, t) = 0
é uma raiz simples de g1.

Para finalizar, veja que para qualquer valor fixo de r e t, o polinômio f é um polinômio
complexo em u de grau sN , onde N é o índice correspondente à 1-face do bordo de Newton
com kN ≤ ki para todo i. Assim, para valores pequenos de r temos encontrados as sN raízes de
f (•,reit ,re−it) via Equação (6.9), assim f não pode ter mais zeros na vizinhança da origem, isto
é

Vf ∩D4
ρ =

⋃
i,`

{(rkiui,`(r, t),reit) ∈ C2 : r ∈ R≥0, t ∈ [0,2π]}∩D4
ρ . (6.10)

Se f é u-conveniente, f (u,0) = usN (possivelmente vezes uma constante), assim que a
origem é o único zero de f com v = 0.

Portanto, já que as raízes complexas de f (•,reit) são simples para suficientemente
pequeno r, segue que a origem é uma singularidade fracamente isolada de f e por Definição 23
o correspondente enlaçamento é o fecho de B(B1,B2, . . . ,BN). Agora, a isotopia com L f ,ρ , para
pequeno ρ , pode ser construída analogamente como em Proposição 3. O número de fios Si em
Definição 23 é si−mi = si− si−1 com s0 = 0.

Se f não é u-conveniente, o conjunto {v = 0} é parte de Vf . Devido a f ser NDI, esses
zeros são pontos regulares de f e a origem é ainda fracamente isolada de f . O enlaçamento
da singularidade é formado pela união do fecho de B(B1,B2, . . . ,BN) (com a isotopia entre as
projeções de Vf ∩ (C×ρS1) em S3

ρ e Vf ∩S3
ρ como no caso prévio) e {v = 0}, o qual é o eixo de

trançamento de B(B1,B2, . . . ,BN). Pela definição, esta união é Bo(B1,B2, . . . ,BN).

6.2 Enlaçamentos aninhados e polinômios mistos

Para generalizar o resultado anterior para o caso misto devemos notar que os diferentes gis
em (6.4) não são necessariamente holomorfos na variável u. Assim quando gi for um polinômio
misto na variável u e ū o número de zeros de gi(•,eit) deve variar com t e o Teorema fundamental
da Álgebra não é mais aplicável. Assim os zeros de gi no toro aberto C×S1 não são no geral o
fecho de uma trança, mas sim um enlaçamento L (possivelmente vazio!) em C×S1.
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Figura 25 – Na parte superior: enlaçamentos L1 em C×S1, L2 em C∗×S1, e L3 no toro complemento
S1×C. Na parte inferior: os enlaçamentos [L1,L2] e L([L1,L2],L3)

Definição 24. Seja (L1,L2, . . . ,LN−1) uma sequência de (possivelmente vazio) enlaçamentos,
onde cada Li (não vazio) é parametrizado por

Mi⋃
j=1

{(ui, j(τ),eiti, j(τ)) : τ ∈ [0,2π]} ⊂ C×S1, (6.11)

onde j = 1,2, . . . ,Mi estão indexado as Mi componentes de Li e zi, j(τ) 6= 0 para todo i 6= 1, j e τ .
Definimos [L1,L2, . . . ,LN−1] o enlaçamento dada por

N−1⋃
i=1

Mi⋃
j=1

{(εkiui, j(τ),eiti, j(τ)) : τ ∈ [0,2π]} ⊂ C×S1, (6.12)

para algum ε > 0 suficientemente pequeno e uma sequência de números reais estritamente
positivo ki, i = 1,2, . . . ,N−1.

Esta construção é análoga à Definição 23, mas com C×S1 em lugar de C× [0,2π]. Em
particular, se todo Li é o fecho de uma trança Bi, então [L1,L2, . . . ,LN−1] = B(B1,B2, . . . ,BN−1).

Definição 25. Seja K1 um enlaçamento em C×S1 que é ou vazio ou parametrizado por
M⋃

j=1

{(u j(τ),eit j(τ)) : τ ∈ [0,2π]} (6.13)

e K2 um enlaçamento em S1×C que é vazio ou parametrizado por
M′⋃
j=1

{(eiϕ j(τ),v j(τ)) : τ ∈ [0,2π]}. (6.14)
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Definimos o enlaçamento K̃i, i = 1,2, em S3, o qual é vazio se Ki é vazio ou parametrizado por

M⋃
j=1

{(
εu j(τ),

√
1− ε2|u j(τ)|2eit j(τ)

)
: τ ∈ [0,2π]

}
(6.15)

e
M′⋃
j=1

{(√
1− ε2|v j(τ)|2eiϕ j(τ),εv j(τ)

)
: τ ∈ [0,2π]

}
, (6.16)

para algum pequeno ε > 0, respectivamente.

Então escrevemos L(K1,K2) pelo enlaçamento em S3 dado por K̃1∪ K̃2.

A Figura 25 mostra as construções em Definição 24 e 25. Enquanto eles são dados em
termos das parametrizações dos enlaçamentos Li, o tipo de enlaçamento L([L1,L2, . . . ,LN−1],LN)

somente depende da classe de isotopia de L1 em C×S1 e das classes de isotopias dos Lis com
i ∈ {2,3, . . . ,N−1} em C∗×S1 e a classe de isotopia de LN em S1×C.

A relação dos enlaçamentos no toro sólido e em S3 pode ser entendido na Subseção 2.2.2.
A Definição 25 interpreta o toro sólido C×S1 contendo K1 como o toro sólido em S3 com núcleo
{0}×S1. Enquanto o toro sólido complemento S1×C contendo K2.

Existe uma relação entre Definição 23, 24 e 25. Se K2 não intersecta o núcleo de seu toro
solido, isto é, v j(τ) 6= 0 para todo τ ∈ [0,2π] e todo j = 1,2, . . . ,M′, então K2 pode também ser
interpretado como um enlaçamento em C×S1 via

M′⋃
j=1

{(u j(τ),eit j(τ)) : τ ∈ [0,2π]}, (6.17)

onde |u j(τ)|=
√

1− ε|v j(τ)|2, arg(u j(τ)) = ϕ j(τ) e t j(τ) = arg(v j(τ)). Neste caso L(K1,K2)

é igual a [K1,K2] interpretado como o enlaçamento em C×S1 ⊂ S3.

Em particular, se K2 não intersecta os núcleos de seu toro sólido S1×C e forma uma
trança geométrica BN em C×S1, então L([B1,B2, . . . ,BN−1],BN) = B(B1,B2, . . . ,BN−1,BN) =

[B1,B2, . . . ,BN−1,BN ] para qualquer sequência de tranças geométricas fechadas B1,B2, . . . ,BN−1.

Se K2 contém uma componente que é igual ao núcleo (eiϕ ,0) e a componente restante
de K2 (interpretada como enlaçamento em C×S1) forma uma trança geométrica fechada BN ,
temos L([B1,B2, . . . ,BN−1],K2) = Bo(B1,B2, . . . ,BN−1,BN).

A Definição 24 e 25 nos permite construir enlaçamentos a partir de uma sequência de
enlaçamentos dados de uma forma que generaliza o comportamento aninhado das tranças da
Definição 23. Porém, eles permitem lidar com enlaçamentos no toro sólido que não são fechos
de tranças e com enlaçamentos K2 ⊂ S1×C que intersectam o núcleo do toro sólido.

Note que podemos definir analogamente à construção da Definição 24 para enlaçamentos
no toro sólido S1×C o qual produz para qualquer sequência de enlaçamentos L1,L2, . . . ,LN em
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S1×C um enlaçamento [L1,L2, . . . ,LN ] em S1×C. Então o enlaçamento

L([L1,L2, . . . ,LN−1],LN)

poderia ser equivalentemente representado por

L([L1,L2, . . . ,Lk], [LN ,LN−1, . . . ,Lk+1]),

para qualquer k = 2,3, . . . ,N− 1. Note que a ordem no segundo colchete é invertido. Isto é
porque Definição 24 arranja os enlaçamentos Li tal que as u-coordenadas de Li são estritamente
decrescente como aquelas de L j para todo j > i e uma pequena u-coordenada correspondente a
grandes v-coordenadas em S3.

6.2.1 Enlaçamentos de polinômios mistos NDI com bordo nice

Uma propriedade essencial satisfeita pelos polinômios bordo semiholomorfos NDI que é
necessária para obter um resultado análogo ao anterior é a seguinte.

Definição 26. Dizemos que o polinômio misto f : (C2,0)→ (C,0) é nice se para todo vértice
não extremo ∆ de Γ( f ), Vf∆ ∩C∗2 = /0.

Observação 8. Note que f é ND num vértice ∆ não extremo que é nice já que a condição ND
segue do fato que Vf∆ ∩C∗2 é vazio. A recíproca não vale no geral pois f (z, z̄) = (v2− v̄2)uū+

(i+1)vv̄(u2 + ū2) fornece um exemplo de um vértice ND que não é nice.

No caso particular quando f∆ for semiholomorfo e ND então este é nice. De fato, como
f∆ é semiholomorfo e associado a um vértice não extremo então para a variável v = reit o
polinômio f∆(u,reit) = rnumΦ(eit), onde n,m são inteiros positivos. Uma vez que f não é nice

em ∆ existe t∗ ∈ [0,2π] tal que f∆(u,reit∗) = 0 para todo u e r, mais ainda ( f∆)u(u,reit∗) = 0.
Portanto pelo Item-(ii) na Proposição 2 (u,reit∗) ∈ Σ f∆ ∩Vf∆ , o qual contradiz ND. Assim f no
Teorema 11 é nice.

Todo polinômio gi é divisível por Rmi , tal que gi(0,0,eit) = 0 para todo t. A condição de
ser nice garante que para todo valor de t, as raízes em u = 0 tem ordem mi para todo valor de t,
ou seja, os zero de gi

Rmi tem u-coordenada não nula.

Se gi é semiholomorfa esta condição fica mais simples. Isto significa que gi
umi (0,0,e

it) 6= 0.
Note que neste caso gi é divisível por umi . Mais ainda, o grau de gi com respeito a u não depende
de t, assim que as raízes de gi(•,eit) traçam uma trança quando t varia de 0 a 2π .

Compare isto com (OKA, 2010, Theorem 34), quando f tem vértices simples. Os
polinômios que tem somente vértices simples no bordo de Newton se vem imediatamente que
são nice.

Defina L1 como o enlaçamento formado pelas raízes complexas da função g1 na variável
u, ū associada ao polinômio complexo fP1, como na Equação (6.5), Li, i = 2, . . . ,N − 1, o
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enlaçamento formado pelos zeros complexos não nulos da função gi, i = 2, . . . ,N−1, e LN o
enlaçamento formado pelas raízes complexas na variável v de uma função h associada a fPN

como na Decomposição (5.3) feita a partir da variável u = Reϕit em lugar de v = reit .

Lema 6. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto NDI com um bordo nice, com N >

1. Então, o enlaçamento da singularidade L f contém L([L1,L2, . . . ,LN−1],LN) como um sub-
enlaçamento.

Demonstração. Novamente a prova segue a ideia da Teorema 11. Considere fi : C×R≥0×S1

como na Equação (6.4) e novamente temos fi(u, ū,0,eit) = gi(u,eit) e a não-degeneração de
fPi implica que podemos evocar o Teorema da função implícita. Porém, já que gi não é mais
necessariamente holomorfo, isto requer uma explicação adicional. Temos que o Jacobiano real
J fPi of fPi tem posto máximo para qualquer zero de fPi in C∗2. Podemos escolher coordenadas
locais (x,y,τ,r) tal que ∂τ é a direção ao longo dos zeros Li de gi. Já que fPi é radialmente
homogênea pesada e gi não depende em r, isto é, fPi depende em r somente via escalonamento.
Logo a matriz (

∂Re(gi)
∂x

∂Re(gi)
∂y

∂ Im(gi)
∂x

∂ Im(gi)
∂y

)
(6.18)

tem posto máximo.

Portanto, pelo Teorema da função implícita, enquanto r é escolhido suficientemente
pequeno, os zeros de gi são parametrizados por r e τ , isto é, (xi,`(r,τ),yi,`(r,τ)), onde ` enumera
as componentes conexas dos zero de gi. Em particular, variar r permite uma isotopia explícita
entre Li, os zeros de gi, e L′i(r), os zeros de fi próximos de Li num valor fixado de r, com
L′i(0) = Li. Podemos reescrever a parametrização dos enlaçamentos em termos das coordenadas
usuais e obtemos (ui,`(r,τ),reiti,`(r,τ)).

Novamente obtemos os cones dos Lis como zeros de f , onde o escalonamento das u-
coordenadas (o “finura” do cone) para cada i depende do vetor de pesos Pi via ki =

pi,1
pi,2

. Para ser
preciso,

f (rkiui,`(r,τ),rkiui,`(r,τ),reiti,`(r,τ),re−iti,`(r,τ)) = 0, (6.19)

para todo i = 1,2, . . . ,N−1, `= 1,2, . . . ,Mi, τ ∈ S1 e suficientemente pequeno r≥ 0. Da mesma
forma, para i = N obtemos

f (Reiϕ`(R,τ),Re−iϕ`(R,τ),R1/kN v`(r,τ),R1/kN v`(r,τ)) = 0, (6.20)

para R > 0 suficientemente pequeno, com `= 1,2, . . . ,M′ passando por todas as M′ componentes
de LN .

Portanto L([L1,L2, . . . ,LN−1],LN) é um sub-enlaçamento da singularidade de f .

Recordemos que gi(u,eit) poderia potencialmente não se anular para todo u ∈ C, t ∈
[0,2π], neste caso Li é o enlaçamento vazio.
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Teorema 12. Seja f : (C2,0)→ (C,0) e Li, i = 1,2, . . . ,N, N > 1, como no Lema 6. Então o
enlaçamento da singularidade é igual a L([L1,L2, . . . ,LN−1],LN).

Demonstração. Tome ρ > 0 suficientemente pequeno e note que o conjunto Vf ∩D4
ρ\{0}, o

qual é o cone do enlaçamento da singularidade, é um conjunto semi-algébrico. Portanto qualquer
componente conexa também é um conjunto semi-algébrico. Podemos assim aplicar o Lema da
Seleção da Curva para cada uma das suas componentes conexas.

Suponha agora que o enlaçamento da singularidade tem uma componente K além de
L([L1,L2, . . . ,LN−1],LN) e diferente das curvas {(0,eit) : t ∈ [0,2π]} e {(eiϕ ,0) : ϕ ∈ [0,2π]}.
Então pelo Lema da Seleção da Curva existe um caminho real-analítico γ : [0,ε)→ C2 com
γ(0) = 0 e γ(τ) numa componente conexa de Vf ∩D4

ρ\{0} correspondente a K. Escreva u∗(τ) e
v∗(τ) as u- e v-coordenada do caminho. Segue que u∗(τ) e v∗(τ) são funções analíticas de τ .

Já que a curva pertence a C∗2∪{O} nenhuma das duas series se anulam completamente.
Tome k o quociente das ordens das series de potência, isto é, se u∗(τ) = a jτ

j +h.o.t. e v∗(τ) =

b j′τ
j′+h.o.t., então k = j

j′ . Note que

lim
τ→0

u∗(τ)/|v∗(τ)|k =
a j
|b j′ |k

é finito e bem definido.

Se k = ki para alguma 1-face Pi do bordo de Newton, então
(

u∗(τ)
|v∗(τ)|ki

,v∗(τ)
)

é uma

raiz de fi para cada τ ∈ [0,ε). Em particular, limτ→0 |u∗(τ)/|v∗(τ)|ki =
a j

|b j′ |ki
é uma raiz de gi

com u-coordenada não nula. Portanto, esta pertence a Li e o caminho (u∗(τ),v∗(τ)) pertence à
componente de Vf ∩D4

ρ\{0} correspondente ao Li, o qual é uma contradição.

Portanto, k 6= ki para qualquer 1-face Pi do bordo de Newton de f . Neste caso, isto
corresponde ao vetor de pesos de algum vértice ∆ do bordo de Newton, digamos com coordenadas
(m,n). Assuma que k1 > k > kN . Então, devemos definir f∆ via

f (u, ū,reit ,re−it) = rkm+n f(m,n)

(
u
rk ,

ū
rk ,r,e

it
)
. (6.21)

A curva
(

u∗(τ)
|v∗(τ)|k

,v∗(τ)
)

está em Vf(m,n) . Segue que o valor limite

lim
τ→0

u∗(τ)|/|v∗(τ)|k =
a j
|b j′ |k

é uma u-coordenada não-nula de uma raiz de f(m,n)(u, ū,0,eit). Já que

f∆(u, ū,v, v̄) = rkm+n f(m,n)

(
u
rk ,

ū
rk ,0,e

it
)
,

isto implica que existiria uma correspondente raiz de f∆ em C∗2, o qual contradiz que f tem um
bordo de Newton nice.
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Para k > k1 e k < kN , obtemos uma raíz da forma (0,v∗) e (u∗,0), respectivamente. As
quais na sua vez vão ser raízes de fP1 e fPN , e assim pertencem aos enlaçamentos L1 e LN .

Suponha que exista outra componente de Vf ∩D4
ρ\{0} que está contida em {v = 0}.

Então já que todos os pontos de Vf ∩D4
ρ\{0} são regulares, este conjunto é uma variedade

2-dimensional. Em outra palavras, para v = 0 as raízes de f (u, ū,0,ei0) são um conjunto 2-
dimensional de C. Mas isto significa que f (u, ū,0,ei0) = 0 para todo u ∈ C. Logo, f não é
u-conveniente, e {(u,0) : u ∈ C} é parte de LN .

Similarmente, se existe outra componente com u = 0, então f não é v-conveniente e a
correspondente componente é uma componente de L1. Portanto, o enlaçamento da singularidade
é L([L1,L2, . . . ,LN−1],LN).

Se N = 1, isto é, quando a parte principal de Newton fΓ é radialmente homogêneo pesado
e NDI. Então o enlaçamento não é necessariamente isotópico a um enlaçamento associado aos
zeros de g : C× S1→ C nem a um enlaçamento associado aos zeros de h : S1×C→ C. Isto
acontece quando os zeros de fΓ intersectam ambos {(0,v) : v ∈ C} e {(u,0) : u ∈ C}. Porém,
com suas devidas adaptações é possível construir uma isotopia tomando L f a L fΓ .

Corolário 3. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto, cuja parte principal de Newton fΓ é
semiholomorfa e NDI. Então o enlaçamento L f é isotópico a L fΓ .

Demonstração. Visto que f é NDI e seus vértices extremos são semiholomorfos f tem um
bordo nice. Pelo Teorema 12 o enlaçamento L f é isotópico a L fΓ . Note que por si só fΓ tem
singularidade fracamente isolada e pelo Teorema 11 o seu enlaçamento L fΓ é isotópico ao fecho
de um trança aninhada do tipo B(B1,B2, . . . ,BN) se f é u-conveniente ou Bo(B1,B2, . . . ,BN) se
f não for u-conveniente.

6.2.2 Aplicações

Corolário 4. Seja f : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto NDI com um bordo nice. Então o
número de componentes do enlaçamento de sua singularidade (fracamente isolada) é igual à
soma dos números de componentes de Li (mais 1 se e somente se f não é u-conveniente).

Em particular, se um nó K é o enlaçamento de uma singularidade fracamente isolada de
um polinômio misto true que é NDI com um bordo nice, então o bordo de Newton de f tem
exatamente uma 1-face. Portanto, existe um polinômio radialmente homogêneo pesado com uma
singularidade fracamente isolada tendo K como o enlaçamento desta singularidade.

Compare este com (OKA, 2010, Theorem 43) onde o autor calcula o número de com-
ponentes do enlaçamento com a soma de números de componentes de Li (somado em i) sob a
suposição de que todo vértice de Γ( f ) são simples, ou seja, os vértices são formados por um
único monômio misto.
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Outra aplicação do Teorema 12 tem um resultado análogo em (OKA, 2018, Theorem 35)
para a classe de polinômios mistos FND e não CO com uma singularidade isolada.

Corolário 5. Se a parte principal de Newton de um polinômio misto f é NDI, tem bordo nice

e não é CO, então para cada polinômio misto M1(v, v̄) e M2(u, ū) satisfazendo que o menor
exponente na variável |v| de M1 e variável |u| de M2 é maior que d(P1; f )/p1,2 e d(PN ; f )/pN,1

respectivamente, temos que f +M1 +M2 é uma realização fraca de L f .

Demonstração. Suponha que f não é v-conveniente. Assim, L0 := S3
ρ ∩{u = 0} é uma compo-

nente de enlaçamento de L f . Tome h = f +M1, onde M1 é uma soma de monômios o quais satis-
fazem que o exponente em variável |v| é maior que d(P1; f )/p1,2. Então P(h) = {P0}∪P( f )

onde k0 > ki, i = 1,2, . . . ,N. Note que existe d > 0 satisfazendo

hP0(u, ū,reit ,re−it) = rd(φ1(eit ,e−it)u+φ2(eit ,e−it)ū+ r−d(M1)P0(reit ,reit)),

onde limr→0 r−d(M1)P0(reit ,reit)) = 0. Por NDI-(i) temos que (u = 0,eit) é um ponto regular
de φ1(eit ,e−it)u+φ2(eit ,e−it)ū então o enlaçamento associado a hP0 é isotópico a L0. As outras
componentes de Lh são isotópicas aquelas de L f , já que a deformação de M1 vista em cada
Pi, i = 1,2, . . . ,N é acima de ∆(Pi; f ). Fazendo o mesmo procedimento se f não é u-conveniente
então temos que f (u, ū,v, v̄)+M1(v, v̄)+M2(u, ū) é um polinômio misto CO e realização fraca
de L f .

Observação 9. O Corolário 5 fornece uma condição geométrica para tornar um polinômio misto
NDI e nice em conveniente (CO).
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CAPÍTULO

7
REALIZAÇÕES FORTES MISTAS

O estudo de realizações de enlaçamentos tem sido explorado por vários autores (PER-
RON, 1981/82; RUDOLPH, 1987; PICHON, 2005; BODE, 2022b; B. DENNIS M. R.; P., 2017;
DENNIS; BODE, 2017a; BODE; DENNIS, 2019; BODE, 2022a; BODE, 2019) a partir de várias
técnicas diferentes. Por exemplo em (PERRON, 1981/82) foi mostrado como encontrar uma
realização forte do nó da figura oito explorando uma parametrização de uma curva lemniscata.
Esta mesma ideia foi utilizada em (BODE et al., 2017) onde os autores realizaram vários enlaça-
mentos, como o no de trevo, enlaçamentos de Hopf, nó da figura oito e os anéis Borromeanos.
Em Pichon (PICHON, 2005) foi utlizado o produto f · ḡ onde f e g são funções holomorfas para
produzir novos exemplos de enlaçamento algébrico reais. Neste trabalho vamos utilizar a ação
polar (RUAS; SEADE; VERJOVSKY, 2002) com o intuito de encontrar novas realizações a
partir de outras dadas.

7.1 Ação polar e produtos mistos
Seja Mν ,µ = zν z̄µ um monômio misto onde ν = (ν1,ν2), µ = (µ1,µ2) e P = (p1, p2)

um vetor de pesos. Definimos o grau polar de Mν ,µ , pdegP Mν ,µ com respeito a P por

pdegP Mν ,µ =
2

∑
j=1

p j(ν j−µ j).

Definição 27. (OKA, 2010) Dizemos que f (z, z̄) = ∑ν ,µ cν ,µzν z̄µ é um polinômio misto ho-

mogêneo pesado polar do tipo pesado polar (Q;dp) se pdegQ zν z̄µ = dp para cada (ν ,µ) com
cν ,µ 6= 0. Se f é ambos radialmente e polar homogêneo pesado do tipo pesado radial (P;dr) e do
tipo pesado polar (Q;dp) então dizemos que f é um polinômio misto homogêneo pesado.

Se dp 6= 0 então f é chamado um polinômio homogêneo pesado polar não nulo. Mais
ainda, se para um inteiro positivo s, o produto xs · f (z, z̄) tem um grau polar não nulo então f é
chamado homogêneo pesado polar não nulo xs-compatível, onde x ∈ {u,v, ū, v̄}.
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No caso em que para todo vetor de pesos P o polinômio misto fP seja homogêneo pesado
com grau polar não nulo, as duas condições ND e FND coincidem. Em particular, elas coincidem
para polinômios holomorfos. Classes de polinômios mistos onde estas duas noções coincidem
têm sido estudadas em (BLANLŒIL; OKA, 2015; INABA; KAWASHIMA; OKA, 2018; OKA,
2008; OKA, 2010; OKA, 2015). Uma propriedade bastante conhecida e útil sobre polinômios
mistos homogêneos é a seguinte cuja prova pode ser encontrada em (SAITO; TAKASHIMIZU,
2021).

Lema 7. (SAITO; TAKASHIMIZU, 2021) Seja f um polinômio misto homogêneo pesado com
vetores de pesos radial P e polar Q. Se f é ND para ∆(P) e f∆(P) = f tem grau polar não nulo,
então f : C∗2→ C não tem pontos críticos.

Definição 28. Um polinômio misto f é chamado de homogêneo pesado polar não nulo xs-

compatível do tipo face se para cada 1-face ∆, f∆(z, z̄) é um polinômio homogêneo pesado polar
não nulo xs-compatível. Neste caso para abreviar chamaremos simplesmente de xs-compatível

polar.

Assim, já que para cada face ∆ de um polinômio xs-compatível polar a correspondente
função face f∆(z, z̄) é polar e radialmente homogêneo pesada com graus não-nulos, temos.

Lema 8. Seja f um polinômio misto xs-compatível então xs f é ND se e somente se xs f é FND.

7.1.1 Produtos de polinômios mistos

Para um polinômio misto f : (C2,0)→ (C,0) considere o conjunto de 1-faces de Γ( f ),
P( f ) = {P1,P2, . . . ,PN f } como em (5.1) e ordenados como em (5.2)

Dado f = p ·q : (C2,0)→ (C,0) onde p e q são polinômios mistos, para todo vetor de
pesos P fP = pP ·qP e o conjunto P( f ) = P(p)∪P(q). Assim, podemos ver que:

1. Se PNp � Q1 então, as funções face de f são

fP(z, z̄) = pP(z, z̄) ·qQ(z, z̄), para P� PNp e fixo Q� Q1, e

fQ(z, z̄) = pP(z, z̄) ·qQ(z, z̄), para Q� Q1 e fixo P≺ PNp.

2. Se QNq � P1 então, as funções face de f são

fP(z, z̄) = pP(z, z̄) ·qQ(z, z̄), para P� PNp e fixo Q≺ Q1 e

fQ(z, z̄) = pP(z, z̄) ·qQ(z, z̄), para Q� Q1 e fixo P� PNp.

3. Para um natural k, podemos considerar fk(z, z̄) = pk(u,v, v̄) ·q(z, z̄) onde pk é um polinômio
misto u-semiholomorfo conveniente e radialmente homogêneo pesado do tipo radial
(2ks+ms,s;dr) definido como

pk(u,v, v̄) = r2ks+msg
( u

r2k+m ,eit
)
, (7.1)
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onde P(pk) = {P1 = (2ks+ms,s)}. Assim, podemos provar que P1 �Q1 para um natural
k suficientemente grande e um vetor de pesos fixo Q0 � Q1 as funções face de fk são:

( fk)P(z, z̄) = pk(0,v, v̄) ·qQ0(z, z̄), P� P1

( fk)P1(z, z̄) = pk(u,v, v̄) ·qQ0(z, z̄), P = P1

( fk)P(z, z̄) = usqP(z, z̄), P≺ P1.

(7.2)

7.2 Construção de realizações fortes de enlaçamentos na
3-esfera.

Seja f (u,v, v̄) : (C2,0)→ (C,0) um polinômio u-semiholomorfo radialmente homogêneo
pesado do tipo (p1, p2;dr).

Como vimos em (4.7) um ponto singular de f é dado por (c(r, t),reit) onde c(r, t) é um
ponto crítico na variável u de fu, isto é, fu(c(r, t),reit) = 0, tal que s3, f (c(r, t),reit) = 0. Pela
Decomposição (4.28) em fu temos que c(r, t) = rkc(t) onde (c(t),eit) é uma raiz de gu. Pelo
Item-(ii) da Observação 3 se g tem raízes simples então a menos de uma pequena deformação
dos coeficientes podemos supor que ν(r, t) = f (c(r, t),reit) é suave e ν(1, t) é um valor crítico
de g(•,eit). Com isto se r 6= 0 então pela Proposição 1 já que f é radialmente homogêneo pesado

s3, f (c(r, t),reit) = 0 ⇐⇒ ∂ arg(ν(1, t))
∂ t

= 0.

Defina então

σ( f ) :=
{

m ∈ Z :
∂ arg(ν(1, t))

∂ t
+m 6= 0, t ∈ [0,2π],∀ ν(1, t) 6≡ 0 de f

}
.

Se f é ND para P e supondo que fu não tem raízes não nulas múltiplas (c(r, t),reit), isto é,
c(r, t) 6≡ 0, então

s3, f (c(r, t),reit) = 0 ⇐⇒ 0 /∈ σ( f ).

Neste capítulo vamos supor que os polinômios radialmente homogêneos que são ND satisfazem
que as raízes não nulas em u, (c(r, t),reit) de fu são simples.

Observação 10. Analogamente, pode-se considerar p acima como um polinômio ū-semiholomorfo
em lugar de u-semiholomorfo. Em tal caso definimos σ(p, ū) :=−σ(p,u). Similarmente, quando
p é um polinômio v-semiholomorfo, v̄-semiholomorfo, sem raízes múltiplas em v, respectiva-
mente v̄, se define σ(p,v), respectivamente σ(p, v̄).

Exemplo 9. Considere o polinômio semiholomorfo dado por fω(u,v, v̄) = pω(u,v, v̄)(u2 + v3)

onde pω é uma realização fraca do fecho da trança σ2
1 de 2-fios pω(u,v, v̄) = u2− 2ω(vv̄)u+

ω2(vv̄)2− (vv̄)v2. Note que fω é uma realização forte de L f0 para todo ω ∈ C.

A derivada parcial de fω com respeito à variável u é dada por

( fω)u(u,v, v̄) =4u3−6ω(vv̄)u2 +(2ω
2(vv̄)2−2(vv̄)v2 +2v3)u−2ω(vv̄)v3.
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Queremos estudar a condição FNDP-(i) de f . Note que as funções face de fu são:

(1) Para os vértices:

( fu)∆1(u,v, v̄) =−2ω(vv̄)v3, ( fu)∆2(u,v, v̄) = 2v3u e ( fu)∆3(u,v, v̄) = 4u3,

(2) Para as 1-face: ( fu)P1(u,v, v̄) = 2v3u−2ω(vv̄)v3 e ( fu)P2(u,v, v̄) = 4u3 +2v3u.
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Figura 26 – Bordos de Newton de f , fu e s3, f

Podemos ver que nos vértices as funções face de fu não têm solução em C∗2 então f

satisfaz FNDP-(ii) para os vértices.

Para provar que f satisfaz FNDP-(ii) para P1 e P2, note que pelo Lema 2 temos (s3, f )Pj =

s3, fPj
e ( fu)Pj = ( fPj)u para j = 1,2. Porém, as funções face relativas à P1 e P2 são:

fP1(u,v, v̄) = v3 pω(u,v, v̄) e fP2(u,v, v̄) = u2(u2 + v3).

Podemos verificar que 0 ∈ σ( fPj), j = 1,2, o qual implica que (s3, f )Pj e ( fu)Pj , j = 1,2, não
têm raízes comuns em C∗2. Portanto, f é um polinômio misto FNDP. Note que f também é
FNDI.
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Seja f = p ·q : (C2,0)→ (C,0) onde q é um polinômio misto CO e homogêneo pesado
polar não nulo do tipo face. Então, colocando z = (Reiϕ ,reit), segue que: qQ(z, z̄) = c1rn(q)enqit se Q� Q1

qQ(z, z̄) = c2Rm(q)emqiϕ se Q≺ QN

onde c1, c2 ∈ C∗, (m(q),0) e (0,n(q)) são as interseções de Γ(q) com o u-eixo e v-eixo, respec-
tivamente, nq e mq são inteiros não nulos com n(q)−|nq| e m(q)−|mq| inteiros não negativos
pares.

Com as notações anteriores podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 13. Seja f = p ·q : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto satisfazendo NDI onde para
x ∈ {u,v, ū, v̄} temos que p é x-semiholomorfa com degx p = s, e q é polar xs-compatível. Então,

(i) Se x = u ou ū, nq ∈ ∩P∈P(p)σ(pP,x) e PNp � Q1. Então, f é uma realização forte de L f .

(ii) Se x = v ou v̄, mq ∈ ∩P∈P(p)σ(pP,x) e QNq � P1. Então, f é uma realização forte de L f .

Demonstração. Seja x = u, pelo Proposição 13 é suficiente provar que f é FNDI. Na Subse-
ção 7.1.1 vimos que a condição PNp � Q1 implica que as funções face de f relativas a um vetor
de pesos em P( f ) são:

fQ(z, z̄) = usqQ(z, z̄) e fP(z, z̄) = crn(q)enqit pP(z, z̄) para Q ∈P(q) e P ∈P(p).

Vejamos que f satisfaz FNDI-(ii). Seja ∆ um vértice não extremo de Γ( f ) então f satisfaz
NDI-(ii) para ∆ por hipótese, assim já que f∆ é um polinômio ND que é homogêneo pesado
polar não nulo ou semiholomorfo temos em ambos casos que isto implica que f satisfaz FND-
(ii) para ∆. Para as 1-faces temos que P( f ) = P(p)∪̇P(q) assim para as funções face fQ,
Q ∈P(q), fQ(z, z̄) = usqQ(z, z̄) é polinômio homogêneo pesado polar não nulo. Assim, já que
q é ND então f satisfaz FNDI-(ii) para Q, e para funções face com P ∈P(p), já que f é ND
para P então fP(z, z̄) = c1rn(q)enqit pP(z, z̄) não tem pontos críticos em C∗2 se e somente se para
z = (c(r, t),reit), z̄ = (0,re−it)

∂ arg( fP(z, z̄))
∂ t

= nq +
∂ arg(v(r, t))

∂ t
6= 0, t ∈ [0,2π], r > 0, (7.3)

onde c(r, t) 6≡ 0 e v(r, t) = pP(c(r, t),reit ,re−it) 6≡ 0 são respectivamente, as raízes críticas não
nulas e valores críticos não nulos associados a pP(z, z̄). Agora a Condição (7.3) segue de
nq ∈ σ(pP(z, z̄),u) assim f satisfaz FNDI-(ii) para P.

A condição FNDI-(i) para fP1 segue provando (7.3) diretamente de NDI-(i) para fP1 e
nq ∈ σ(pP1,x) e FNDI-(i) para fQN segue de NDI-(i) para fQN e o fato que q é polar xs-compatível.

O caso x = ū segue no mesmo caminho como x = u.

O caso x ∈ {v, v̄} segue analogamente por considerar a função face de f como fQ(z, z̄) =

vsqQ(z, z̄) e fP(z, z̄) = cRm(q)emqiϕ pP(z, z̄).
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Seja f = p · q̄, onde p e q polinômios holomorfos satisfazendo ND e CO sem fatores em
comum, então podemos aplicar nosso Teorema 13 para concluir que f é uma realização forte do
enlaçamento L f . Por tal motivo podemos pensar o Teorema 13 como uma possível generalização
da família de realizações fortes em (PICHON, 2005).

Exemplo 10. Seguindo o Exemplo 5 e considerando a parametrização de Fourier (FC(t),GC(t))=

(acos(t),bsin(2t)) de σ1σ
−1
2 , onde a,b são números reais positivos, temos que uma realização

forte do nó da figura oito é dado por

pk(u,v, v̄) = u3− 3
4
(v · v)ku

(
b2−a2−ab

(
v2

v · v
− v2

v · v

))
− 1

8
(v · v)3k·(

a3
(

v2

v · v
+

v2

v · v

)
+b3

(
v4

(v · v)2 −
v4

(v · v)2

)
+3ab2

(
v2

v · v
+

v2

v · v

))
.

Para k grande e a 6= b temos P1 � Q1, P1 ∈P(p) e Q1 ∈P(q), onde q : (C2,0)→ (C,0).

Se q é semiholomorfo e conveniente polar u3-compatível satisfazendo nq ∈ σ(p) então
pelo Teorema 13 o polinômio misto f = p ·q : (C2,0)→ (C,0) é uma realização forte de L f .
Em particular, q(u,v) = u2 + vn com n suficientemente grande satisfaz esta condição.

Note que f é um polinômio que não é ND e assim f não é FND. De fato, tome P� P1

então a função face fP(z, z̄) = fP(v, v̄) se anula num ponto reit∗ , com t∗ sendo uma altura onde
os fios do nó da figura oito parametrizados por (FC(2t),GC(2t)) intersecta a {u = 0}×S1. Pelo
Item-(ii) da Proposição 2 segue que (u,reit∗) ∈ Σ fP ∩VfP . Portanto f não é ND.

Teorema 14. Seja f = p · q : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto que satisfaz NDI, onde p

é um polinômio x-semiholomorfo mônico com degx p = sp, onde x ∈ {u, ū} e q um polinômio
y-semiholomorfo mônico com degy p = sq, onde y ∈ {v, v̄}. Se sq ∈ ∩P∈P(p)σ(pP(z, z̄),x) e
sp ∈ ∩Q∈P(q)σ(qQ(z, z̄),y) e PNp � Q1, então f é uma realização forte de L f .

Demonstração. Pela condição PNp � Q1 temos que as funções face de f são:

fQ(z, z̄) = xspqQ(z, z̄) e fP(z, z̄) = ysq pP(z, z̄), para Q ∈P(q) e P ∈P(p).

Então, considerando sq ∈ ∩P∈P(p)σ(pP,x) e sp ∈ ∩Q∈P(q)σ(qQ,y), o resultado segue
por adaptar a prova do Teorema 13 para este caso.

Tome p = f1,k1 f2,k2 , onde f j,k j , j = 1,2 são polinômios x-semiholomorfos CO e ra-
dialmente homogêneos pesados definida como (7.1), de tipo radial (2k js j +m js j,s j;d j) com
degx f j,k j = s j e x ∈ {u, ū}. Note que p é um polinômio x-semiholomorfo e degx p = s1s2 = s.
Escolhendo k′js suficientemente grandes podemos considerar (2k1s1 + m1s1,s1) � (2k2s2 +

m2s2,s2)� Q, para qualquer vetor de pesos positivo Q.

Corolário 6. Seja f = p ·q : (C2,0)→ (C,0) polinômio misto que satisfaz NDI, onde p é um pro-
duto de polinômios x-semiholomorfos radialmente homogêneos pesados definidos anteriormente,
onde x ∈ {u, ū,v, v̄} e q um polinômio misto polar xs-compatível. Temos que:
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(i) Se x = u ou ū, nq ∈ ∩P∈P(p)σ(pP,x), então para inteiros suficientemente grandes k js o
polinômio misto f é uma realização forte de L f .

(ii) Se x = v ou v̄, mq ∈ ∩P∈P(p)σ(pP,x), então para inteiros suficientemente grandes k js o
polinômio misto f é uma realização forte de L f .

Demonstração. (i) Considere x = u. Já que p é um produto de polinômios x-semiholomorfos
e radialmente homogêneos pesados p j,k j , j = 1,2 de tipo radial (2k js j +m js j,s j;d j),
temos que uma sequência de vetores de pesos P(p) e P̀ p−1 = (2k2s2+m2s2,s2). Note que
podemos escolher k js tal que a sequência de vetores de pesos Q(q) satisfaz P̀ p−1 � Q2.
Então, por (i) em Teorema 13 o resultado segue. O caso x = ū segue no mesmo caminho.

(ii) O caso x ∈ {v, v̄} segue analogamente aplicando (ii) em Teorema 13, considerando o
tipo radial de p j,k j sendo (s j,2k js j +m js j;d j) para inteiros suficientemente grandes k js,
Q`q−1 � P2 = (s1,2k1s1 +m1s1).

Observação 11. (i) O resultado anterior pode ser generalizado para uma família do tipo
p = f1,k1 f2,k2 . . . fl,kl fazendo modificações apropriadas.

(ii) Se consideramos o polinômio pk como (4.27) associado a uma trança quadrada, o qual
é u-semiholomorfo CO e radialmente homogêneo pesado do tipo radial (2ks+ms,s;dr),
com degu pk,ω = s, então o polinômio dado por

pk,ω(u,v, v̄) := r2ks+msg
( u

r2k+m +ω,eit
)

é também uma realização fraca do fecho de uma trança quadrada. Podemos provar também
que existe um número complexo ω tal que

∂ arg(pk,ω(0,v,0, v̄))
∂ t

∈ (−1,1).

Portanto, ∩P∈N+σ((pk,ω)P) = σ(pk,ω)\{0}. Mais ainda, pk,ω(z, z̄) é ND.

Com estas notações e definições podemos provar o seguinte resultado:

Corolário 7. Seja pk,ω como acima e q : (C2,0) → (C,0) um polinômio misto polar us-
compatível ND e CO. Se nq ∈ σ(pk,ω) então existem um inteiro k tal que fk,ω = pk,ω · q :
(C2,0)→ (C,0) é FNDI. Mais ainda, para |ω| � 1, fk,ω é um polinômio misto FND.

Demonstração. Tomando k > 0 grande suficiente podemos considerar P1�Q1. Pelo Teorema 13
segue que f é uma realização forte de L f . Mais ainda se ω é grande suficiente pelo Item-(ii) em
Observação 11, podemos ver que f é FND para todo P� P1, então f é FND.
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Observação 12. (i) Tomando pk,ω na realização do nó da figura oito no Exemplo 10. Pelo
Item-(ii) na Observação 11 podemos escolher ω suficientemente grande de tal forma que o
problema de não ter ND para o vértice extremo se remova. Fazendo assim que fω = pk,ω ·q
nas hipóteses do Exemplo 10 seja FND.

(ii) Note que pk,ω é um polinômio misto para todo ω ∈ C só no caso onde este é cons-
truído como (4.27) associado a uma trança quadrada. Assim este truque de adicionar
ω não funciona no geral para polinômios semiholomorfos e radialmente homogêneos
pesados. Consequentemente, a família de polinômios que satisfazem FNDI é uma família
consideravelmente maior daquela que satisfaz FND.

Exemplo 11. Considere q : (C2,0)→ (C,0) dado por q(z, z̄) = u2 + vn, onde Lq é o fecho da
trança de 2 fios B2 = σn

1 , e pk uma realização fraca como em (4.27) do fecho de B1 = B2 =

(σ−1
1 σ2σ3

1 σ2)
2 1, e g em (4.27) é construída a partir da parametrização (FB(t),GB(t)) e é dada

por

g(u,eit) =
3

∏
j=1

(
u−
(

FB

(
t +2π j

3

)
+ i
(

GB

(
t +2π j

3

))))
2.

Assim a função u-semiholomorfa associada ao quadrado B1 é:

g(u,e2it) = u3 +
1

64
u
(
−15+12e−2it−36e2it +66e−4it−66e4it +36e−6it−36e6it

)
+

1
512

(
748e−2it−4e2it +460e−4it +52e4it +102e−6it +186e6it +384

+44e−8it +172e8it +27e−10it +27e10it
)
.

Então para o polinômio misto pk temos que σ(pk) = Z \ {Z∩ (−24,4)}. Tome fk,n(z, z̄) =

pk(z, z̄) · (u2 + vn), vemos que existe ω tal que ( fk,n)u(0,v, v̄) 6= 0, para todo v ∈ C∗. Portanto
pelo Corolário 7 concluímos que para n > 3 e um inteiro grande k, o polinômio misto fk,n(z, z̄) é
uma realização forte de L fk,n .

Por exemplo, para n = 5 a Figura 27 representa a trança aninhada de 5-fios B(B1,B2)

que fecha no enlaçamento isotópico a L fk,5 .

1 Quadrado do nó 52 (Figura 18-(b)) construído como em (BODE, 2019; DENNIS; BODE, 2017a).
2 O exemplo de g em (DENNIS; BODE, 2017b) associado a trança σ

−1
1 σ2σ3

1 σ2 é dado por
(FB(−t),GB(−t)). Contudo, o tipo do fecho da trança não muda por esta variação, somente mudando
a leitura da trança.
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Figura 27 – Representação de L fk,5,5 com (u, t) ∈ C× [0,2π] quando v = r0eit e r0� 1

Um argumento análogo pode ser feito para hk,n(z, z̄) = pk(z, z̄) · (ū5 + v̄n). Então para k

grande suficiente e n > 25. O polinômio misto hk,n(z, z̄) é uma realização forte de Lk,n.

Seja f = p ·q : (C2,0)→ (C,0) um polinômio misto com p um polinômio u-semiholomorfo
NDI e q um polinômio holomorfo ND e CO. Suponha que PNp � Q1 onde PNp ∈P(p) e
Q1 ∈P(q).

Corolário 8. Seja f = p ·q : (C2,0)→ (C,0) como acima. Se nq ∈ ∩P∈P(p)σ(pP) então f é
uma realização forte de L f .

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 13 uma vez que os polinômios holomorfos são
polar us-compatíveis para todo s.
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