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RESUMO

SANCHEZ QUICENO, EDER L. Enlacamentos de singularidades mistas. 2023. 123 p.
Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢ao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

Neste trabalho apresentamos métodos para estudar enlagamentos e singularidades de polindmios
mistos a partir de novas condi¢des de ndo-degeneragdo chamadas de ndo-degeneracao interior
(NDI), nao-degeneracdo parcial (NDP), ndo-degeneracio interior forte (FNDI) e nao-degeneracgao
parcial forte (FNDP). Além disso mostramos que em certas familias de polindmios mistos a
estrutura topoldgica do enlagamento é completamente determinada nas faces compactas do bordo
de Newton. Além do mais, utilizamos a condicao FNDI para fornecer familias de realizagoes
de enlacamentos algébricos reais que nos permite explorar a conexao entre a conjectura de

Benedetti-Shiota e singularidades mistas.

Palavras-chave: enlacamento da singularidade, enlacamento algébrico real, enlagamento fibrado,

singularidade de polindmio misto, poliedro de Newton, polindmio semiholomorfo.






ABSTRACT

SANCHEZ QUICENO, EDER L. Links of mixed singularities. 2023. 123 p. Tese (Dou-
torado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemaéticas e de Computacdo,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

In this work we introduce methods to study links and singularities of mixed polynomials
through new conditions of non-degeneracies called inner non-degeneracy (IND), partial non-
degeneracy (PND), strong inner non-degeneracy (SIND) and strong partial non-degeneracy
(SPND). Moreover, we show that for certain families of mixed polynomials, the topological
structure of the link is completely described on the compact faces of the Newton boundary.
Furthermore, we use the SIND condition to provide families of realizations of real algebraic
links that allow us to explore the connexion between the Benedetti-Shiota conjecture and the

mixed singularities.

Keywords: link of singularity, real algebraic link, fibered link, singularity of mixed polynomial,

Newton polyedron, semiholomorphic polynomial.
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CAPITULO

INTRODUCAO

1.1 Motivacoes

1.1.1 Motivacao no caso complexo

O cléssico teorema da fibragcdo de Milnor (MILNOR, 1968) para fun¢des complexas
afirma que dado um germe de fungo holomorfa f : (C"*!,0) — (C,0) ndo constante, para todo

p > 0 suficientemente pequeno a projecao

arg f := I Sy \Lpp — 8!

/]
€ uma fibrag¢@o suave localmente trivial. O conjunto Ly = Ly := f “1o)n Sf)”“ ¢ chamado o
enlagamento (link) da singularidade f e para todo 8 € S! a fibra de Milnor Fy = (arg f)~1(0) é
uma subvariedade aberta na esfera, com fecho Fy = FyULy. Quando f tem uma singularidade
isolada na origem 0 € C"*! 0 espaco L + € uma subvariedade suave (n —2)-conexa mergulhada

na esfera S%”“ cujo tipo de isotopia estd bem definida para todo p suficientemente pequeno.

Na Teoria de N6s (Knot Theory) o espago Ly como acima € de fundamental importincia
e € conhecido como um link algébrico (ou n6 algébrico se Ly € conexo) e o fecho da fibra de

Milnor Fy € chamada de variedade de Seifert de L.

Varias conexdes interessantes sdo classicamente bem conhecidas entre a Teoria de Nés e
a Teoria de Singularidades. Por exemplo, em (KING, 1978), (PERRON, 1985) e (SAEKI, 1989)
os autores mostraram independentemente que dados f, g : (C**!,0) — (C,0) polindmios com

f(0) = g(0) =0, ambas com singularidade isolada na origem, sdo equivalentes:

“o par (S*"!,Ls) é homeomorfo ao par (S""1 L), se e s6 se, o par (S*"1,L;) di-
feomorfo ao par (S"™!,L,), se e s6 se, existir um germe de homeomorfismo 4 : (C**1,0) —
(C"+10) tal que 2(f~1(0)) = g7'(0), se e s6 se, f e g sio C* — A-equivalentes, se e s6 se, as

respectivas fibracdes de Milnor f e g (como acima) sdo fibras-equivalente por um difeomorfismo
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de par i: (¥ Ly) — (821 L,)”.
Tal resultado demonstra que o problema de classifica¢do de links algébricos estd intima-

mente relacionado com a classificagdo topoldgica da singularidade.

Nesta dire¢@o varios invariantes tem sido desenvolvidos como o polindmio de Alexander
A¢(t) do nd, a forma de Seifert %, e relacoes de equivaléncias via isotopia e cobordismo de

nos.

De forma geral, pode-se considerar um enlagcamento como um mergulho de uma n-
variedade suave fechada e orientada M" com codimensio 2 na esfera $"*2. E no caso quando o

enlagcamento € conexo este ¢ chamado de no.

Um conceito fundamental no estudo de enlagamento € o de cobordismo, dois nés L' e L3

em $"*2 sdo cobordantes se existir uma (n 4 1)-variedade orientada ¥ < §"+2 x [0, 1] tal que:

1. Y édifeomorfaa L; x [0,1], e

2. dY = (L; x {0})U(—Ly x {1}), em que —L indica que a orientacdo de L foi invertida.

Por defini¢do, Y é chamado de cobordismo entre L e Lj.

Uma classe especial de n6s algébricos sdo os provenientes dos polindmios complexos

An+1
n+17

os expoentes a; > 2 sdo inteiros positivos. Nesta classe, o sistema de pesos @ = (ay,...,dp+1)

(quase-homogéneos) chamados de Pham-Brieskorn f(z1,...,zp41) =2+ +2 em que
em conjunto com o polindmio de Alexander e a forma de Seifert do né (Ver (ARAUJO DOS
SANTOS; SAEKI; SOUZA, 2022) para defini¢des e resultados relacionados) tém uma importan-
cia fundamental para determinar o tipo topoldgico da singularidade, como veremos brevemente

a seguir:

1. Em (YOSHINAGA; SUZUKI, 1978) foi mostrado que os nds algébricos Ly e L, (para
polindmios Pham-Brieskorn) sdo isotopicos se, € somente se, o sistemas de pesos @y €

@, coincidem a menos da ordem se, e somente se, os polindmios de Alexander Ay (1) =
FA,(1).

2. Em (SAEKI, 1987) foi utilizado técnicas da teoria de né para mostrar que dado um
polindmio complexo em trés varidveis f(z1,z2,z3) quase-homogéneo com singularidade
isolada na origem e A¢(1) = £1, entdo f € topologicamente equivalente a um polinémio

do tipo Pham-Brieskorn acima.

3. Em (BLANLC(EIL; SAEKI, 2011) foi mostrado que para polindmios quase-homogéneos
(quaisquer) em duas varidveis complexas f(z1,22) e g(z1,z2) com singularidade isolada
na origem, as formas de Seifert £ e £, sdo Witt equivalentes sobre R se e somente se,
f e g tem os mesmos pesos (de quase-homogeneidade) a menos da ordem. Além disso,

no caso de trés varidveis com f(z1,22,23) e g(z1,22,23) ainda do tipo Pham-Brieskorn, as
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formas de Seifert .2 e .Z;, sdo Witt equivalentes sobre R se, e somente se, os respectivos
pesos (0f e @,) em cada varidvel sdo iguais a menos da ordem. Para mais detalhes veja
(BLANLIL; SAEKI, 2011, Section 4).

1.1.2 Motivacao no caso real

Um enlacamento L em S° é fibrado se o complemento S3 \ L é um espaco fibrado sobre
S! cuja fibra F é o interior de uma superficie compacta e orientada com dF = L. E classicamente
conhecido que enlagamentos fibrados na 3-esfera foram caracterizados em (STALLINGS, 1978)
onde foi mostrado que L € fibrado se e somente se o subgrupo comutador do grupo fundamental
71 (8% \ L) é finitamente gerado.

Em (AKBULUT; KING, 1981) e mais recentemente em (BODE, 2022a) foi mostrado
que todo enlagcamento (ndo necessariamente fibrado) na 3-esfera pode ser associado a algum
tipo de singularidade de germe de aplicacio polinomial (R*,0) — (R?,0), ou respectivamente
de um polinémio semiholomorfo (C?,0) — (C,0), com uma singularidade fracamente isolada
na origem no sentido que £y NVy = {0} como um germe de conjuntos, onde X1 é o conjunto
singularde f e Vy:= f -1 (0). Isto motivou em (BENEDETTI; SHIOTA, 1998) a introdugio do
seguinte conceito: um enlacamento L em S> é chamado fracamente algébrico se existem um
germe de aplicacio polinomial f; : (R*,0) — (R?,0) com singularidade fracamente isolada na
origem e um ndmero positivo real pg tal que Ly, 5 :=Vy N S?) € 1sotopico a L em 5133 ~ §3 para

cada 0 < p < pg, onde Sf) é a esfera de raio p centrada na origem em R*.

Neste caso, diremos que o germe de aplicacdo polinomial f; € uma realizacdo fraca de
L. No caso particular onde X, = {0} diremos que f; é uma realizagdo forte de L e que L é um

enlacamento algébrico real.

No caso de um germe de polinémio holomorfo (C?,0) — (C,0) com singularidade
isolada na origem o enlagamento L7 foi completamente caracterizado como uma classe de unides
de nés toroidais iterados (BRIESKORN; KNORRER, 1986). Como todo polindmio complexo
f : C? = C pode ser visto como uma aplicacdo polinomial real (Re(f),Im(f)) : R* — R?
segue que enlacamentos algébricos (ver Subsecdo 3.2.1) formam uma classe bem conhecida de

enlacamentos algébricos reais.

Por outro lado, para um germe de aplicagc@o analitica real com singularidade isolada
na origem f : (R",0) — (R”,0),n > p > 2, Milnor provou que para cada p suficientemente
pequeno o enlagamento Ly, = f -1 (0) ﬂS,’;_l,O < p < 1 é sempre um enlagcamento fibrado
(Veja Defini¢do 5). Portanto, para n = 4 € p = 2 todo enlagamento algébrico real Ly ndo vazio €

um enlagamento fibrado na 3-esfera.

A reciproca ainda € um problema em aberto e foi conjecturado em (BENEDETTTI;
SHIOTA, 1998) que: todo enlagamento fibrado € algébrico real.

Em (LOOIJENGA, 1971) pode ser encontrada uma resposta parcial desta conjectura
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(antes ainda dela ter sido enunciada) como consequéncia de uma constru¢do mais geral em que
mostra que dado um enlagamento fibrado (S°, L), uma soma conexa especial (S, L)#(S>,L) (ver

Subsecao 3.2.2) admite uma realizagao forte, ou seja € um enlacamento algébrico real.

Recentemente, (BODE, 2019; BODE, 2022a) estudou enlacamentos na 3-esfera a partir
da perspectiva da teoria de trangas seguindo uma constru¢do desenvolvida em (BODE; DENNIS,
2019), que é semelhante a constru¢do da realizacdo forte do n6 da figura oito (figure eight knot)
feita por (PERRON, 1981/82). Bode provou que dado uma tranca quadrada B, isto é, B = w? para
uma tranca w, é possivel construir uma realizacdo fraca f; := (Re(f),Im(f)) : (R*,0) — (R?,0)
do fecho de B, denotado por L. Quando a tranga B ¢ homogénea (ver Defini¢dao 7), foi mostrado

que f7, é uma realizacdo forte de L tornando-o assim um enlagamento algébrico real.

As classes de polindmios construidas por Bode chamam a atenc@o por se conectarem
com os exemplos construidos por (RUDOLPH, 1987) para realizacdo forte do né da figura oito e
anéis Borromeanos, com os exemplos construidos em (PICHON, 2005) para realizagdes fortes de
unido de nos toroidais iterados, e com outros exemplos na literatura para construir singularidades
analiticas reais que ndo sdo topologicamente equivalentes a uma holomorfa. Tal conex@o vem

através da classe de polindmios mistos que foram sistematicamente estudadas em (OKA, 2010).

1.2 Resumo da tese

Nessa direcao o objetivo principal deste trabalho € explorar a conexdo entre a conjectura
de Benedetti-Shiota e o estudo da topologia das singularidades de polindmios mistos; bem como,
as singularidades das realizagcdes de enlacamentos na 3-esfera. Para isso, propomos fornecer
métodos que permitam descrever os enlacamentos associados a esses polindmios mistos, além
de examinar com clareza as condicdes que garantam realizagdes fortes. Com esse propdsito em

mente, organizamos nosso trabalho da seguinte forma:

Ao longo de todo o trabalho colocamos ao menos uma referéncia para os resultados
e defini¢des classicamente conhecidos e que utilizaremos como base. Nos casos em que nao
colocamos referéncias significa que, ou sdo conceitos amplamente conhecidos (dispensando
assim referéncias), ou sdo conceitos novos que introduzimos neste trabalho. De forma geral
os resultados novos deste trabalho estfio na forma de artigos nas referéncias (ARAUJO DOS
SANTOS; SANCHEZ QUICENO, 2020), (ARAUJO DOS SANTOS; BODE; SANCHEZ
QUICENDO, 2022) e (BODE; SANCHEZ QUICENO, 2023).

No Capitulo 2, apresentamos conceitos fundamentais da teoria de enlacamentos e teoria
de trancas, sobretudo sua conexao através do famoso Teorema de Alexander (ALEXANDER,
1923), que diz que todo enlacamento € isotopico ao fecho de uma tranga. Descrevemos o processo
de fechamento de trangas no toro sélido e na 3-esfera, e apresentamos uma versao refinada do
Teorema de Alexander (BODE; DENNIS, 2019) para trancas que admitem uma parametrizacao
por polindmios de Fourier (Veja Equacdo (2.3)). Para apresentar o processo de fechamento
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de trancas no toro sélido e seu mergulho na 3-esfera introduzimos vérios passos ilustrando o
processo de forma mais geométrica. No nosso entendimento esses passos tornam o processo

mais didético para ndo especialistas.

No Capitulo 3, abordamos alguns resultados prévios que conectam a teoria de enla-
camentos e a teoria de singularidades, destacando, em especial, as classes de enlagcamentos
fibrados (NS-pares) provenientes dos resultados de (MILNOR, 1968) e (LOOIJENGA, 1971).
Neste contexto apresentamos também os conceitos de enlagamentos fracamente algébrico e
algébrico real (Defini¢do 9), e discutimos o problema de caracterizagdo desses enlacamentos na
3-esfera. Resumimos em Subsecdo 3.2.1 e 3.2.2 os resultados sobre enlacamentos associados
a singularidades, em particular relembramos o Teorema 5 que afirma que todo enlagamento
na 3-esfera é fracamente algébrico. Ressaltamos, nesta direcao de realizacdes, a conjectura de
Benedetti-Shiota (Conjetura 1).

No Capitulo 4, iniciamos apresentando a classe de polindmios mistos, suas diferentes
formulacdes do conjunto singular e a constru¢ao do bordo de Newton radial, que € caracteristico
de polindmios mistos. Em seguida, relacionamos os polindmios mistos ao problema de realizagdo
de enlacamentos na 3-esfera, destacando as realizagdes semiholomorfas, as quais sdo capazes de
realizar fracamente todo enlacamento na 3-esfera (BODE, 2022a). Na Sec¢ao 4.3, a fim de entender
a relacdo entre trancgas e o problema de realizacio, apresentamos diferentes abordagens anteriores
de realizagdo a partir da parametriza¢do de Fourier de uma tranga. Em seguida contrastamos essas
com o estudo do enlacamento e das singularidades de polindmios semiholomorfos radialmente

homogéneos pesados, abordados em Proposicdo 2, 3 e 4.

No Capitulo 5, apresentamos novas condi¢des de ndo-degeneragdo de um polindmio
misto que generalizam conceitos anteriores. Na Secdo 5.1 introduzimos os conceitos NDI e
NDP (Definicao 18 e 22) e mostramos sua conexdo com a condi¢do de ndo-degeneracdo (ND) e

conveniencia (CO) definida por Oka (2010), como resumimos no Diagrama (1.1).

| ND + CO |
Ex. Zﬂ\ MProp. 5

(OKA, 2010) Ex. Sﬂ\ ﬂProp. 6

Ex. 4 MProp. 7

!
Singularidade fracamente isolada | (1.1)

Também mostramos na Proposi¢do 9 que para polindmios mistos radialmente homogéneos
pesados, os conceitos NDI, NDP, e singularidade fracamente isolada na origem sdo equivalentes.
Na Secdo 5.2, apresentamos versoes fortes dos conceitos anteriores que chamamos de FNDI
e FNDP (Defini¢do 21 e 22), que fornecem classes de singularidades isoladas na origem. E

analogamente ao caso anterior relacionamos estes com a condi¢do (FND+CO) definida por Oka
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(2010), como resumimos no Diagrama (1.2).
| FND+CO |
Ex. 10 ﬂ\ ﬂProp. 10

(OKA, 2010)| Ex. 6 ﬂ\MProp. 11

v Ex.7 ¥ ﬂProp. 12

| Singuiaridade isolada | (1.2)

Além disso, demonstramos no Teorema 9 que a condi¢cdo FNDI generaliza o Teorema 8 apre-
sentado em (OKA, 2010), e em Exemplo 8 mostramos que isto ndo vale para a condicdo FNDP.
Por fim, no Coroldrio 2 desta mesma se¢cao mostramos que no caso radialmente homogéneo
pesado os conceitos FNDI, FNDP, singularidade isolada na origem e a condi¢@o relacionada com

Teorema 9 s@o equivalentes.

No Capitulo 6, desenvolvemos um novo método (Teorema 12) que nos permite compre-
ender o tipo topolégico de um polindmio misto NDI sob uma condi¢cdo que chamamos de nice
(Definicdo 26). Neste caso, o enlagcamento da singularidade € isotopico a um enlacamento ani-
nhado (Defini¢do 24) “imitando o empacotamento encaixado das bonecas russas”. Em particular,
no caso de polindmios semiholomorfos NDI essa condicao nice é sempre satisfeita e a descri¢cdo
do enlacamento € feita a partir do fecho de uma tranca aninhada (Definicdo 23). Essas descri¢oes
sdo feitas no Teorema 12 onde se prova que essas informagdes sdo inteiramente obtidas no
bordo de Newton do polindmio misto, permitindo assim deduzir que o enlagcamento associado a
esses polindmios é determinado pela sua parte principal de Newton. Esse resultado generaliza o
teorema no caso de polindmios holomorfos ND provado em ((FUKUI; YOSHINAGA, 1985) e
(KING, 1978)). Além disso, na Subsecdo 6.2.2 apresentamos duas aplicacdes do método anterior,
Corolério 4 e 5, que lidam com os problemas de contagem de componentes do enlacamento
de um polindmio misto e com transformagdes de um polindmio misto em um polindmio misto

Newton conveniente ou cdmodo (CO).

No Capitulo 7, abordamos diversos tdpicos relacionados a construcdo de polindmios
mistos FNDI que realizam enlagamentos algébricos reais na 3-esfera. Na Secdo 7.1, apresentamos
os polindmios com ag¢do polar e discutimos propriedades dos polindmios mistos do tipo produto.
Na Secao 7.2, no Teorema 13, apresentamos classes de realizacoes fortes que generalizam as
classes fg, f e g holomorfas, construidas em (PICHON, 2005). No Teorema 14, apresentamos
classes de realizacoes fortes do tipo produto que ndo necessariamente satisfazem uma acao
polar. Além disso, construimos varios exemplos, incluindo exemplos que mostram que as
condi¢cdes FNDP e FNDI nao sdo equivalentes a condicao FND+CO. Ver Exemplo 10. Essas
construgdes evidenciam que, embora os enlacamentos algébricos reais realizados por polindmios
mistos FNDI tenham uma estrutura aninhada, seu agrupamento de componentes particulares nao

necessariamente sdo enlagamentos fibrados. Veja Exemplo 11.
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CAPITULO

ENLACAMENTOS E TRANCAS

Neste capitulo apresentamos 0s conceitos badsicos na conexdo entre a teoria de enla-
camentos e a teoria de trancas de um ponto de vista mais moderno e sobretudo destacando a
geometria por trds desses conceitos. Apresentamos por fim a ideia de como um tranga geométrica

pode ser aproximada por um parametrizacdo trigonométrica de uma série finita de Fourier.

2.1 Enlacamentos

Definicao 1. Um enlacamento de l-componentes L = Ug.:lL j € uma unido disjunta de / c6pias

LjdeS ! suavemente mergulhadas em 3.

(a) N trivial (b) N6 de trevo (c) Enlagamento de Hopf

Figura 1 — Enlacamentos na 3-esfera

E possivel dotar cada componente conexa do enlacamento de uma orientacio. Neste caso
chamamos L de um enlacamento orientado de [-componentes. Veja o exemplo do enlacamento

de Hopf na Figura 2, onde este foi dotado com duas orientacdes diferentes.
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O W

(a) Enlacamento de Hopf orien- (b) Enlagamento de Hopf com di-
tado ferente orientagdo

Figura 2 — Enlagamentos de Hopf orientados

Definicao 2. Dois enlacamentos (orientados) de /-componentes L| = U§:1L17 jely = U§:1L27 j
sdo isotdpicos se existe uma aplicagio suave @ : S3 x [0,1] — S° tal que ¢(e,0) é a identidade,
¢©(L1,1) =L, e ¢p(e,r) é um difeomorfismo (que preserva a orientacdo) para cadar € [0,1]. A

aplicacao ¢ € chamada de isotopia ambiente suave.

E importante ressaltar que orientagdes diferentes no mesmo enlagamento podem gerar
enlacamentos orientados nao isotdpicos. Por exemplo, os enlacamentos orientados nas Figura 2-
(a) e Figura 2-(b) ndo sdo isotopicos como enlacamentos orientados. Uma maneira de verificar
isto é comparando o nimero de enlacamento que nas Figura 2-(a) e Figura 2-(b) sdao +1e —1,
respectivamente. Veja (ROLFSEN, 1990; KAWAUCHI, 1996) para mais detalhes.

Uma ferramenta bastante ttil para provar que dois enlagamentos sdo isotopicos é o
Teorema da Extensdo de Isotopia, o qual diz que € suficiente construir uma isotopia suave entre

os conjuntos de curvas.

Teorema 1. (HIRSCH, 1976) Seja I : (S'U---US') x [0,1] — S uma fungio suave tal que
Ir: (S'U---uS") — §3 definida por I(S'U---US") = I(S'U---US!, 7) é um familia a um
pardmetro T € [0, 1] de mergulhos suaves de [ circulos em S° satisfazendo I(S'U---US',0) = L,
e I(S'U---US' 1) = Ly, entio existe uma isotopia ambiente suave [ : S* x [0,1] — S* com
I(Ly,t)=1(S'U---US!, 1) para cada T € [0, 1].

2.2 Breve introducao a trancas e seus fechos

As trangas foram introduzidas por Artin em 1925 (ARTIN, 1925) onde ele propds usar
as trangas para o estudo de enlacamentos. Vamos introduzir a seguir as trangas geométricas em
C x [0,27] que serdo uns dos nosso principais objetos de estudo. Uma exposic¢ao das defini¢des
e resultados basicos pode ser encontrada em (KASSEL; TURAEV, 2008).

Fixada uma cépiade C e A = {ay,as,...,a;} C C um conjunto de s distintos niimeros
complexos, a ideia intuitiva de uma tranca geométrica de s fios em C x [0,27] com base no
conjunto A é uma colecéo de s curvas disjuntas difeomorfas ao intervalo [0, 1], com pontos

iniciais no conjunto A x {0} C C x {0} e pontos finais no conjunto A x {27} C C x {2x}; além
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disso, em cada curva (que € vista como o fio da tranga) a reta tangente ndo € paralela ao plano
C x {0}.

Em particular fixado o conjunto A = {aj,as,...,as} e denotando por S; o conjunto das
permutagdes dos inteiros {1,2,...,s}, dada uma tran¢a geométrica com base no conjunto A existe

uma permutagdo o € S; tal que o j-ésimo fio tem ponto inicial (a;,0) e ponto final (a;),27).

A partir deste ponto estaremos considerando sem perda de generalidade que o conjunto de
pontos base da tranca A = {ay,ay,...,a,} satisfaz a condicdo Re(a;) < Re(ay) < --- < Re(ay),

a menos que o contrdrio seja explicitamente mencionado.

2.2.1 Trancas geométricas e algébricas

Com base nesta ideia vamos considerar a definicdo a seguir que vai ser util ao longo
deste trabalho.

Definicao 3. Dado A = {a;,a»,...,a,} pontos distintos em C, uma tranca geométrica de s fios
B em C x [0,27] com base em A é uma cole¢@o de s curvas suaves e disjuntas em C x [0,27]

que admite uma parametriza¢ao da forma
N
UA(u;(1).1) - 1 € [0,2]} 2.1)
j=1

para algumas fungdes suaves u; : [0,27] = C, j=1,2,...,s,com u;(0) = a; e u;(27) = aq;)

para alguma permutacdo o € S. Veja uma ilustragdo na Figura 3.

Por convengdo o j-ésimo fio da tranga é o fio cuja parametrizagdo ¢ dada por {(u;(t),t) :

t € [0,2x]}. Por simplicidade e quando ndo houver confusdo vamos denotar o j-ésimo fio por u;.

Figura 3 — Tranga geométrica
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Definiciio 4. Duas trancas geométricas B, B sio chamadas ambiente isotdpicas se existir uma
aplicac@o suave F : C x [0,27] x [0,1] — C x [0,27] tal que para cada t € [0, 1] a aplicacéo
F;: Cx[0,2n] — C x [0,27] é um difeomorfismo suave que é a identidade em C x {0} e
C x {2r}, com Fy = Id, F;(B) uma tranca geométrica para todo 7 e F|(B) = B.

Observaciio 1. E possivel considerar a classe de isotopia de trancas geométricas em que as
deformagdes de B em B sdo feitas através de uma familia de trangas geométricas Bz, T € [0, 1],
By = B e B| = B, com pontos iniciais e finais fixos ao longo da deformacio e sem necessariamente
envolver todo o ambiente C x [0,27]. Ainda assim é possivel provar que uma isotopia desta
forma se estende a uma isotopia de todo ambiente C x [0,27], como na Definicdo 4. Mais
detalhes podem ser visto em (KASSEL; TURAEYV, 2008, Theorem 1.40, p. 44).

Fixados ay,as,...,as € C pontos distintos, podemos considerar o conjunto de todas as
trancas geométricas com base nestes pontos. A isotopia de trancas geométricas define uma
relacdo de equivaléncia neste conjunto e chamamos de tranga a classe de equivaléncia desses

objetos.

Em muitos textos ambas, a classe de equivaléncia e qualquer representante sao chamados
simplesmente de trangas. Porém, neste trabalho algumas constru¢des podem depender da escolha
das parametrizacdes da tranga geométrica. Para enfatizar isto, referimos a uma classe de isotopia
como uma tranca e a um representante da classe como uma tranca geométrica. Contudo, para o

caso de propriedades topoldgicas esta distingdo nao serd necessdria.

Existe uma composicio natural de duas trancas B e B que é formada pela adjuncio da
parte superior da primeira tranga B com a parte inferior da segunda tranca B, o que a menos de
reparametriza¢do da diregdo vertical podemos representar como uma nova tranga em C x [0,27]

que denotamos por BB. Chamamos esta composico de concatenacdo de trangas.

A concatenacdo dos representantes define uma operagao nas classes de equivaléncia das
trancas, que € associativa e possui um elemento identidade como representado pela Figura 4.
Além disso, para cada classe de equivaléncia existe um elemento inverso. Essas propriedades
fazem com que o conjunto de trancas munido com a operagdo de concatenacdo forme um grupo
conhecido como o grupo de trancas de Artin (ARTIN, 1925). Para mais detalhes sobre o grupo
veja (BIRMAN, 1974) ou (KASSEL; TURAEV, 2008).

1 Jj o j+1r s

Figura 4 — Identidade de B,

Ao longo deste trabalho vamos denotar o grupo de trancas com s fios por By. Antes de

descrever os geradores do grupo By devemos fixar algumas notagdes:
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Fixando uma parametrizag@o da tranga geométrica B = (J;_;{(u;(#),?) : t € [0,27]}
denote por Re(C) e Im(C) os eixos que representam a parte real e imagindria da reta complexa
C, respectivamente. Logo para cada u, j=1,2,...,s e paratodo t € [0,27] considere Re(u;(t))
e Im(u;(t)) tal que u;(t) = Re(u;(t)) +ilm(u;(t)), em que i = v/—1.

Para especificar uma tranga geométrica podemos considerar sua proje¢éo no Re(C) x
[0,27] e em cada ponto de “cruzamento da projecdo” indicar se esta ocorreu “positivamente”
ou ‘“negativamente”. Por cruzamento da projecdo (ou simplesmente cruzamento) queremos
indicar os pontos na imagem da projecdo da tranca em que existe 7, € (0,27) satisfazendo
Re(uj(t.)) = Re(ui(ts)) com j, ke {1,2,...,s} com j# k. Ver Figura 5.

Para isto vamos considerar que a projecéo ortogonal dos fios da tranca no plano Re(C) x

[0,27] cumprem as seguintes condi¢des:

(1) Os fios projetados ou ndo se intersectam, ou se intersectam transversalmente.

(i) Cada ponto de intersec@o envolve somente a projecdo de dois fios.

Genericamente é sempre possivel escolher um representante da tranga cuja projecao cumpre as

condic¢des acima. Esta projecdo é conhecida como o diagrama da tranca.

Vamos fixar neste ponto uma convencao para decidir se um cruzamento ocorreu positiva-

mente ou negativamente, desta perspectiva da projecao.

Para isto considere dois fios distintos u; € u; cujas projecdes admite um cruzamento na

faixa Re(C) X [t. — €, + €| para algum ¢, € (0,27) e € > 0 suficientemente pequeno.

Diremos que o fio u; estd a esquerda do fio u; na faixa Re(C) x [t, — &,1, + €] se
Re(uj(t)) < Re(u(t)) parat € [t, — €,t,). Caso contrdrio, ou seja, se Re(u;(t)) > Re(u(t))
parat € [t, — €,t,) diremos que u; estd a direita do fio uy na faixa Re(C) x [t, — €,1, + €].

Nestas condicdes diremos que o cruzamento das projecdes do j-ésimo fio com o k-ésimo
fio na faixa Re(C) X [t. — €,1, + €] € positivo, se existir € > 0 (suficientemente pequeno) tal que
para todo r € (t, — €,t. +€) Im(u;(¢)) < Im(u(t)), e o cruzamento € negativo se Im(u;(t)) >
Im(uy()). Veja Figura 5 e 6 abaixo.

Figura 5 — Cruzamento positivo
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Figura 6 — Cruzamento negativo

Com base nas defini¢des e notacdes acima vamos considerar a tranga com s fios cuja
projecdo no plano Re(C) x [0,27] admite um dnico cruzamento que € positivo e proveniente das
projecOes dos fios uj e ujyy, j=1,2,...5— 1. Neste caso chamamos tal tranga de uma tranca
bdsica e denotaremos por 0. Se nas condi¢Oes anteriores o cruzamento das projecoes dos fios
uj e ujii € negativo vamos denotar este por o;- L Veja Figura 7 para visualizar 0 e Gj_l. Com

isto podemos enunciar o seguinte resultado:

1 J j+1 §
)
..... ( I
1 jj+1 §

Figura 7 — Gerador o; e seu inverso Gj’l

Teorema 2. O grupo de trangas B pode ser representado como segue:

0,0; = 0;0;, ‘i—j‘ > 1,
By={(01,07,...,05_1 : )
00410 =0;4100+1,] € {1,2,...,S—2}

De forma geral o Teorema 2 diz que dada uma tranga geométrica B esta € isotOpica a
concatenacao de trancas bdsicas e seus inversos. Em resumo, mais geometricamente podemos
encontrar uma parti¢do P = {0 =1 <t < --- < t, = 27} de [0,27] tal que em cada faixa
C x [t;,t;+1],0 <1 <n—1 atranga geométrica B (a menos de isotopia) é representada por uma

tranca bdsica 0 ou um inverso Gj_l.
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2.2.2 O fecho de uma tranca na 3-esfera

Para efeito de entendermos a relacdo entre trancas (braids) e enlagamentos (links) vamos
mostrar nesta subse¢cdo como podemos fechar uma tranca na 3-esfera obtendo desta forma
um enlacamento no sentido classico. Para isto considere a seguinte identificacao topoldgica
dos pontos em C X [0,27]: para cada u € C identifique (u,0) ~ (u,27) e para todo t € (0,27)
identifique (u,t) ~ (u,1).

A relagdo “~” é uma relacdo de equivaléncia no espago topolégico C x [0,27] e o espago

Cx 10,27
quociente M é identificado com o toro sélido aberto C x S'. Veja ilustragio na Figura 8.

~

(a) C x[0,27] (b) C x S!

Figura 8 — Processo de identificagio de C x [0,27] em C x S'

Jd que os pontos iniciais da tranga geométrica B no plano C x {0} coincidem com os
pontos finais no plano C x {27}, a menos de uma permutagao, segue que apds a identificagdo
teremos uma colegdo disjunta de curvas fechadas homeomorfas a S' e apés suavizagio podemos
considerar que sdo difeomorfas a S'. Este processo é chamado do fecho da tranca em C x S' e
estd bem definido na classe de isotopia da tranga geométrica. Veja por exemplo Figura 9 a seguir,

onde estd ilustrado a tranca B da Figura 3 apds a identificacdo comentada anteriormente.

Figura 9 — Fecho da tranca em C x §'
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Uma maneira topoldgicamente usual de obter S* é como o bordo da bola fechada
B* ¢ R* ~ C?. Topolégicamente a bola B* pode ser identificada com o espaco D x D onde

D={uecC: |ul <1} éodisco fechado unitdrio. Consequentemente,

3~ d(DxD)=(DxS")Ugi g (S' xD).

Figura 10 — Decomposicdo da 3-esfera como a unifio de dois toros sélidos

Assim S € visto como a unido de dois toros sélidos fechados unidos no seu bordo

comum S! x §7.

Fixando o toro sélido D x S a curva {0} x S!, que é um né trivial, é chamada de niicleo
ou linha central ou 0-se¢do do toro sélido D x S'. Veja uma ilustracdo do niicleo 7, de D x S! na

Figura 10.

Neste trabalho vamos identificar C x S! canonicamente com o interior de D x S!, isto é,
usamos o mergulho padriio sem tor¢io do toro sélido aberto C x S! no interior do toro sélido
fechado D x S'. Portanto, dada uma tranga geométrica (orientada) B C C x [0,27], o seu fecho
em C x S! como mencionado anteriormente, pode ser visto como um enlagamento (orientado)
na S3, o qual é chamado de fecho da tranga geométrica B na S>. Por definicdo o niicleo S' x {0}
do toro complementar S' x D é o eixo de trangamento do fecho de B. Veja uma ilustra¢io do

nicleo S' x {0} dado pela curva  na Figura 10.

Além disso, podemos assumir |u(¢)| < 1 para todo ¢t € [0,2x] e j =1,2,...,s, desta
forma podemos considerar que o fecho dos fios em S° C C? sdo parametrizados por

O {(uj(t),,/l— |Mj(t)|zeit) S [O,Zn]} cscc (2.2)

j=1

A curva parametrizada {(e'¥,0) : x € [0,27]} é o eixo de trangamento.
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Como discutido acima toda tranca fecha num enlacamento em S>. Se considerarmos
em cada componente conexa do fecho uma orientagdo (que pode ser escolhida arbitrariamente)
teremos com isso um enlacamento orientado. Uma forma candnica de orientar o enlacamento
¢é considerar o sentido de percurso dos pontos em cada fio da tranga sendo o proveniente da
prépria parametrizacao dos fios, como na Equacdo (2.1), ou seja, quando percorremos o intervalo

[0,27] no sentido positivo os pontos na imagem de cada fio vdo do plano C x {0} para o plano
Cx {2n}.

A reciproca também € verdadeira e foi provada por (ALEXANDER, 1923); isto é, todo
enlacamento orientado em S é isotGpico a o fecho de uma tranca geométrica com s fios orientado
canonicamente. Isto demonstra uma conexao interessante entre o estudo de enlacamentos (links)

na 3-esfera com a teoria de trangas (braids).

2.3 Parametrizacao de Fourier de uma tranca

Nesta secdo mostraremos uma forma de conectar a teoria de trangas e a teoria de
singularidade por meio dos polindmios trigonométricos de Fourier. Para isto vamos apresentar
inicialmente uma ideia sobre a existéncia da parametrizacdao de Fourier tomando como base os
trabalhos (BODE, 2018; DENNIS e al., 2010; BODE et al., 2017; DENNIS; BODE, 2017a;
BODE; DENNIS, 2019) onde os autores mostram como aproximar uma dada parametrizacdo de
uma tranca geométrica B por uma parametrizacdo proveniente de polindmios trigonométricos
de Fourier. Em seguida apresentaremos um algoritmo que mostra como exibir explicitamente
uma parametrizacdo de uma dada tranga, que ndo necessariamente seja proveniente de uma
parametrizacdo suave. Este algoritmo pode ser utilizado para encontrar uma tranca geométrica
(suave) uma vez que tenhamos uma parametrizacao dos fios que seja por exemplo linear por

partes.

2.3.1 Existéncia da parametrizacao de Fourier

Dada uma tranca geométrica B = 5 {(u;(t),t) : t € [0,27]} C C x [0,27] denote
por € o conjunto de componentes conexas do fecho da tranca B em C x S'. Ver Figura 11-
(b). Considere a projecdo vertical das s curvas (u(t),t), j=1,...,s no plano C x {0}. Ver
Figura 11-(a). A projecdo fornece um conjunto &g de [ curvas planas fechadas C;, j=1,2,...,!

provenientes de sc; fios que fecham numa das componentes conexas ¢ ,eC,j=12,...,1 A

! Note que existe uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos 4 e &g portanto o niimero de

componentes de € e &, denotados por |€| e |Fg| respectivamente, coincidem. Em (BODE;
DENNIS, 2019) se usa a notagdo s para se referir ao nimero de fios que fecha na componente Ce%,
porém nesta tese usamos s¢ para nos referir a0 mesmo nimero de fios que projetam em C € &g, e que
a sua vez fecham em C.
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(a) Projecdo vertical (b) Componentes do fecho de B

Figura 11 — Curvas fechadas planas

Para cada curva C € & a qual é periddica temos que pelo Teorema de Stone—Weierstrass
(RUDIN, 1976, Theorem 8.15, p.190) existe uma aproximagio F¢ (1) +1Gc(t), tdo proxima

quanto desejarmos, por polindmios trigonométricos F¢,Ge : R — R,

Nc , Mc .
Fe(t)="Y ace”,Ge(t)y= Y bce”,
I=—N¢ 1= M

comac,_; =ac, € bc,_; = bc, paratodo C € g e todo [. Com isto obtemos uma aproximagao

da parametrizagdo dos fios (u(t),t), j=1,...s de B dadas por

t+27mj t+27mj
ce.j(t) = (FC( +SC J) +iGc( +SC J),z),Ce%, i=1.2,...5¢c  (23)

formando a tranca geométrica

U O{CCJ(Z‘) S [07277:]}7

CePp j=1

a qual serd equivalente a B se escolhermos estd aproximagao por polindmios trigonométricos

suficientemente proxima. Esta parametrizacao serd chamada de parametrizacdo de Fourier de B.

Resumindo, toda tranga admite uma parametrizacdo de Fourier e portanto todo enlaca-
mento em S ¢ isotpico ao fecho de uma tranca geométrica proveniente de uma parametrizagio

de Fourier dos fios.
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Exemplo 1. Em (DENNIS; BODE, 2017b) os autores desenvolveram um estudo para encontrar

3

uma parametriza¢ao de Fourier da tranga o, e 05 01 a qual fecha no n6 5; (veja Figura 12). Os

autores chegaram na parametrizacio

(F(1), Ga(t)) = (—cos(Zt) - Zcos(St), _ sin(4r) — %m@) |

AN

Figura 12 — N6 5,

O método usado para encontrar uma parametrizagao de Fourier explicita da tranca
o, oy 623 01 sO se generaliza a algumas familias de trangas e portanto os autores posteriormente
em (BODE; DENNIS, 2019) tiveram que definir um novo algoritmo geral para incluir todas as

trangas.

2.3.2 Algoritmo da parametrizacao de Fourier

Bode e Dennis (2019) motivados por aplicacdes das parametrizagdes de Fourier para
descrever configuragdes de alguns modelos fisicos apresentaram um algoritmo de quatro passos
que mostra como encontrar uma parametrizacao explicita a partir de uma dada tranca algé-
brica. Algumas destas aplicagdes podem se encontrar em (DENNIS ez al., 2010; BODE et al.,
2017; DENNIS; BODE, 2017a). A seguir apresentamos um breve resumo do algoritmo em
(BODE; DENNIS, 2019) no qual por simplicidade incluiremos algumas modificacdes feitas
posteriormente em (BODE, 2022a).

Fixe os s¢ fios de B, onde C € Pp.

Passo 1 Considere a proje¢io dos sc¢ fios de B no plano Re(C) x [0,27x], como na Figura 13. Isto
produz um conjunto de s¢ curvas planas em que cada uma é homeomorfa ao intervalo [0, 1].
A menos de isotopia da trangca B podemos assumir que “algumas condi¢des” genéricas na
projecdo sdo satisfeitas, que sao: dois fios ou ndo se intersectam ou eles se intersectam
transversalmente, além disso ndo sdo permitidas intersecdes de trés ou mais fios num

unico ponto, e em cada altura que ocorrer um cruzamento nao pode ocorrer nenhum outro
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cruzamento. Isto € a projecdo dos fios define um diagrama da tranga B. Veja Figura 13

para uma ilustracdo das condi¢Oes genéricas.

Re(C) x [0, 27t]

Figura 13 — Projecio em Re(C) x [0,27] de 6, 'o267 02

Em seguida considere no plano [0,27] x Re(C) a disposi¢do do conjunto de s¢ fios
projetados, rotacionados de 90 graus para direita, como na parte superior da Figura 14.
Como sabemos que os s¢ fios fecham numa componente conexa, podemos escolher uma
indexac¢ao dos s¢ fios na projecao de tal forma que o ponto final do j-ésimo fio coincida
com o ponto inicial do (j+ 1)-ésimo fio. De acordo com essa indexac@o transporte
rigidamente o primeiro fio para a faixa [0,27] x Re(C) de tal forma que o ponto inicial da
curva fique sobre o eixo {0} x Re(C). Ver ilustra¢do na parte superior da Figura 15. Em
seguida transporte rigidamente o segundo fio para a faixa [27,4 7] x Re(C) e concatene o
ponto final do fio anterior com o ponto inicial deste. Siga este procedimento para todos os
outros fios indexados nas faixas [27(j — 1),27j] x Re(C), 1 < j < s¢ obtendo assim uma

curva continua no dominio [0, 27sc].

Note que os pontos inicial e final desta nova curva coincidem uma vez que os s¢ fios
fecham numa componente conexa do fecho da tranga, como ilustrado na parte superior da

Figura 15.

Em seguida rotule os s¢ pontos iniciais das curvas na linha {#; = 0} x Re(C), como ¢
mostrado na parte inferior da Figura 14. Seguindo o sentido positivo do intervalo [0,27]
da horizontal, entre cada dois cruzamentos consecutivos trace a reta {¢;} x Re(C) em que
2 < j <1, onde [ corresponde ao nimero total de cruzamentos. Em seguida, rotule sob
essas retas verticais os pontos de interse¢do delas com os s¢ fios projetados. Veja uma

ilustracdo na parte inferior da Figura 14.
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Re(C)

21

AT

Figura 14 — Rétulos

Nesta parte vamos utilizar como referéncia a parte superior da Figura 15.

Ap6s o transporte rigido dos s¢ fios para o espaco [0,27sc] x Re(C) chegaremos na

configuracio da Figura 15, preservando também os pontos rotulados nos fios. Note que com

o transporte as coordenadas horizontais dos pontos rotulados vao diferir das coordenadas

anteriores por um multiplo de 27 e suas respetivas coordenadas verticais continuam as

mesmas.
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Figura 15 — Translado dos rétulos
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Passo 2 Neste passo vamos considerar a parte inferior da Figura 15 que € formada somente

Passo 3

pelos pontos rotulados da parte superior da figura. Considere as coordenadas dos pontos
rotulados. Isto permite aplicar uma interpolacdo trigonométrica nestes pontos a qual
fornece um polindmio trigonométrico explicito F¢ : R — R que “passa” por estes pontos.

E importante mencionar que nao € de se esperar que os fios

U [CJ { (Xc,j(t) =Fe <ﬂ> ,t) e [0,27:]} (2.4)

CePp j=1 sc
tracem o diagrama da tranga B no plano Re(C) x [0,27]. Bode (2022a) provou que sempre
€ possivel encontrar polindmios trigonométricos Fr : R — R, C € g tal que os fios em
(2.4) tracem o diagrama da tranga B em Re(C) x [0,27].

Note que F¢ € a coordenada real da parametrizacdo de Fourier da tranca geométrica
desejada, assim F¢ ndo contém nenhuma informacao do sinal do cruzamento. Para codificar
o sinal em cada cruzamento vamos criar uma nova fun¢cdo G¢ correspondente a parte
imagindria da parametrizacdo de Fourier da tranca geométrica. Para isto vamos considerar

como referéncia a Figura 16.

Neste ponto estaremos utilizando a convengao estabelecida no final da Subsecdo 2.2.1.
Considere os polindmios trigonométricos do Passo 2 os quais satisfazem que os fios
em (2.4) tracem o diagrama da tranca B. Note que por simplicidade ilustramos na parte
superior da Figura 16 o diagrama original de B em lugar do diagrama definido por (2.4).
Rotule os pontos de interse¢do do diagrama definido por (2.4) como na parte superior da
Figura 16. Por cada ponto trace uma reta vertical associando a cada reta o sinal positivo
(+) ou negativo (-), de acordo com o tipo de cruzamento ser positivo ou negativo (ver
Subsecdo 2.2.1), respectivamente. Em seguida vamos transportar rigidamente os pontos
rotulados e suas respectivas retas verticais, analogamente ao procedimento desenvolvido
na parte final do Passo 1. Com isto obtemos a configuracdo como ilustrada na parte inferior
da Figura 16.

Por simplicidade, podemos escolher um nimero real A > 0 tal que todos os pontos
rotulados estejam na faixa [0,27s¢] X (—A,A). Como cada ponto de cruzamento da parte
superior da figura se desdobra em dois pontos na figura inferior, vamos codificar em cada
um desses pontos se 0 cruzamento ocorreu por cima ou por baixo de acordo com a regra
abaixo. Para isso vamos fixar o primeiro par de pontos de cruzamento na parte inferior da

Figura 16:

note que neste ponto o fio azul cruzou por baixo do fio vermelho. Para codificar essa
informacdo no fio azul vamos mover o ponto na vertical para a reta horizontal A. E no
seu respectivo associado no fio vermelho vamos mover o ponto na vertical para a reta
horizontal —A. J4 que o fio azul estd a esquerda referente ao primeiro cruzamento de
(2.4) entdo denotamos o ponto associado ao fio azul por e; e denotamos por d; ao ponto

associado ao fio vermelho que estd a direita referente ao primeiro cruzamento.
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Vamos aplicar esta regra para os outros pontos € com isto vamos obter 0s pontos e;s € d;s
na parte inferior da Figura 16.
re@f -t + o+ o+ o+

Re(C)

Figura 16 — Rétulos para obter o sinal de cruzamento

Passo 4 Considere as coordenadas dos pontos do passo anterior {d;,e;,i =1,2,...,1},onde [ é o
nimero de cruzamentos do diagrama da tranga realizado por (2.4), e considere um polind-
mio trigonométrico G¢ que passa por estes pontos. Note que tal polinomio G¢ codifica o
cruzamento sendo positivo ou negativo. Por exemplo, considere no diagrama realizado
por (2.4) o primeiro cruzamento do fio azul {(Xc3(¢),t) : t € [0,27]} e o fio vermelho
{(Xcs(t),t) : t €]0,27]}, isto €, o ponto nos fios com o menor 7, € [0,27] satisfazendo
Xc3(t) =Xc,1(t). As parametrizagdes {(YCJ(t) = Gc¢ (%)) te [O,Zn]} ,j=13
satisfazem que o valor de Yc 3(#.) ~ e € maior do que o valor que toma no fio vermelho
Yc 1(t) ~ d). Portanto, localmente as curvas parametrizadas ;e 1 33{(Xc ;(t) +i¥c (7)) :
t € [t, — €,1, + €]} representam um cruzamento negativo como na Figura 6. Assim para

este cruzamento temos o sinal como € indicado na palavra inicial da tranca.

Finalmente as fun¢des (Fe(t),Ge(t)) providenciam uma tranga geométrica

U UL (o) +iYes(o)) -1 € 0,22]}

CePg j=1
tal que a proje¢do no plano Re(C) x [0, 27| dado por (2.4) coincide com o diagrama de B e tal que
as parametriza¢des dadas por Yc (1), C € P, j=1,2,...sc definem os sinais de cruzamento
de (2.4) e estes a sua vez coincidem com os sinais da palavra de B. Consequentemente a tranca

geométrica dada por esta parametrizacdo, que € de Fourier, ¢ um representante da tranga B.

Note que o grau destes polindmios trigonométricos pode variar dependendo do nimero

de pontos escolhidos.
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2.3.3 Parametrizacao da concatenacao

Podemos considerar a concatenacao de n copias de uma tranga fixa B, a qual denotamos

por B". Fixada uma parametrizacdo de Fourier (F¢(t),Gc(t)) de uma tranga B a familia de
fungdes (Fc(nt),Ge(nt)), C € Pp, fornece uma parametrizagdo de Fourier de B".

Veja uma representacdo da concatenacdo de duas copias de uma tranca na Figura 17-(a) e -(b).

Figura 17 — Processo de concatenacdo de duas copias de B

Como um exemplo disto, considere a tranga quadrada B> = ( o, o) 623 o1)?, Figura 18-

(a), parametrizada por (Fp(t),Gg2(t)) = (Fp(2t),Gp(2t)) e o seu fecho, que chamaremos o
quadrado do no 5,, estd representado na Figura 18-(b).

(a) Tranga (o, '610501)?

(b) Quadrado do né 5,

Figura 18 — Tranga quadrada de 3-fios (FB(’JF?U), GB(%),Z), j=1,2,3
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Neste ponto faremos uma observacdo que seré ttil no trabalho. Para isto vamos fixar o

caso do n6 5, representado na Figura 12.

Vamos considerar sua representagdo como o fecho da tranga de 3-fios B = 0, o) 623 o1,

Figura 13. Na referéncia Dennis e Bode (2017b) os autores discutiram possiveis formas de
construir parametrizacdes de Fourier desta tranca. Consideremos assim a parametrizagao de

Fourier desta tranca dada pelas fungdes trigonométricas

(Fa(1), Ga(t)) = (—cos(Zt) - %cos(St), _ sin(4r) — %sin(t)) |

Note que qualquer deslocamento de fase de uma parametriza¢do de Fourier de uma tranga, isto
€, (Fc(t+6),G¢(t+ 0)) para toda componente C e um angulo 6, € uma parametrizacdo de
Fourier de uma tranca conjugada a B e assim o fecho da tranca ndo muda. Com isto estaremos

considerando a parametrizacdo da tranca a menos de deslocamento de fase.
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CAPITULO

ENLACAMENTOS FIBRADOS E APLICACOES
ANALITICAS REAIS

Uma classe bem importante de subvariedades fechadas L mergulhadas na (n — 1)-esfera
§"~! sdo aquelas que admitem uma estrutura fibrada no complemento §"~!\ L. Tais classes
tém uma relacdo bastante préxima ao estudo da topologia de singularidades de aplicagdes
analiticas reais, principalmente quando vistas através da otica do celebrado Teorema de Nash-
Tognolli (BOCHNAK; COSTE; ROY, 1998) que garante que toda variedade suave e fechada
¢ difeomorfa a uma variedade algébrica. Além do mais, apds a cldssica referéncia (MILNOR,
1968) sabemos que todo germe de aplica¢@o analitica, digamos f : (R",0) — (R”,0), n >
p > 2, com singularidade isolada na origem como germe de conjunto, existe uma fibracao
suave Sg_l \Lsp—SP~lemqueLs,:=f~1(0)N Sl’;_l ¢ vazio ou é uma subvariedade suave
mergulhada em Sg’l, a (n — 1)-esfera centrada na origem e de raio p > 0 suficientemente
pequeno, cuja classe de isotopia de Ly , € da fibragdo ndo muda para todo p > 0 suficientemente

pequeno. Consequentemente, vamos denotar Ly , simplesmente por Ly.

Esse ultimo resultado motivou a definicdo de NS-par em (LOOIJENGA, 1971) tendo
como principal classe de exemplos aqueles provenientes de singularidades isoladas de aplicacdes
analiticas reais ou complexas fornecidas por Milnor em (MILNOR, 1968).

Em resumo, tal linha de pesquisa demonstra que o problema do mergulho L < $"~! tal

que S"~ !\ L fibra sobre esferas pode ser entendido do ponto de vista da Teoria de Singularidades.

3.1 Enlacamentos fibrados

Defini¢do 5. (LOOIJENGA, 1971) Seja L"~P~! uma subvariedade fechada orientada de §"~!
orientada com fibrado normal trivial. Suponha que para alguma trivializagdo ¢ : T(L) — L x DP
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de uma vizinhanga tubular 7(L) de L o fibrado trivial definido pela composi¢do poc :

>

T(L)\L — L x (D” —{0}) — §”~! com p(x,y) = Sk

se estende a um fibrado suave S"~' \ L — $P~!. Entdo o par (S"~!,L"7~!) ser4 chamado um

par de Neuwirth-Stallings (abreviadamente como um NS-par).

Na defini¢io de Looijenga a subvariedade L"~7~! pode ser vazia. Note também que
L"P~! nio é necessariamente homeomorfo a uma uniio de (n — p — 1)-esferas. Assim, enla-
camentos (mergulhos de (n — p — 1)-esferas) que admitem uma fibragdo localmente trivial no

complemento sdo um caso particular de NS-pares.

No caso de germes de fungdes holomorfas f : (C"*!,0) — (C,0) Milnor também provou

0 seguinte.

Teorema 3. (MILNOR, 1968) Seja f : (C"*!,0) — (C,0) uma fungdo analitica complexa niio

constante entdo para todo p > 0 suficientemente pequeno

,_i, 2n+1 ) 1
arg f := 7] Sy U \Lp— S (3.1)

€ a projecao de uma fibracio suave localmente trivial.

Neste caso a projecdo da fibracao € dada pela aplicagdo argumento arg f := ﬁ € No caso
particular em que a origem é uma singularidade isolada de f entdo o par (S%,”“,Lf) fornece

exemplos de NS-pares.

No caso cléssico de enlacamentos (unido de copias de circulos) fibrados na 3-esfera, a

defini¢do de NS-par € equivalente a seguinte definicdo.

Definicao 6 (Enlacamento fibrados cldssicos). Um enlagamento (orientado) de /-componentes
L C §3 (ver Secdo 2.1) é chamado fibrado se

» Existe uma aplicagio ¢y : S\ L — S' que é uma fibragio suave localmente trivial e

* Numa vizinhanga tubular 7' (L) difeomorfa a L x D, em que D = {z € C; |z| < 1}, a proje¢do

é dada por ¢ : T(L)\L — S', (x,y) — g—‘

Veja a Figura 19 para o comportamento da fibragdo na vizinhanga 7'(L).
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Figura 19 — Trivialidade na vizinhanga tubular

Classicamente € conhecido que o subgrupo dos comutadores do grupo fundamental
m (S3 \ L) de um enlagamento fibrado é finitamente gerado (ROLFSEN, 1990, Proposition 3,
p-324). A reciproca foi provada por (STALLINGS, 1962) para o caso de nds, ou seja, se 0
subgrupo de comutadores do grupo fundamental do né € finitamente gerado entdo o n6 € fibrado.
Porém, tal condicdo € dificil de ser testada pela complexidade do grupo fundamental. Uma
outra condi¢do necessdria para que um no seja fibrado (porém nao suficiente) é que o polindmio
de Alexander seja monico (ROLFSEN, 1990). Por exemplo, podemos usar este critério para
provar que o né 5; e o seu quadrado ndo sado fibrados, ja que seus polindmios de Alexander
A(t) € Clt,t "] sdo 2t —3+ 2t e 2> — 5¢+7 — 5t~ 1 +2¢72, respectivamente. Mais detalhes e
célculos do polindmio de Alexander! de um né podem ser encontrados em (ROLFSEN, 1990),
especialmente a tabela de alguns nds nas paginas p.391-414, onde aparecem seus polindmios de

Alexander.

Importantes exemplos de enlagamentos fibrados sdo aqueles cujas propriedades topoldgi-

cas podem ser lidas na representacao da palavra do grupo da tranga.

Definicdo 7. (STALLINGS, 1978) Uma tranca de s fios é chamada homogénea se para cada

j€{1,2,...,5s—1}, o gerador o; aparece na palavra da tranga se e somente se Gj_l ndo aparece.

Stallings (1978) provou que o fecho de toda tranga homogénea resulta em um enlaga-
mento fibrado. Por exemplo, a tranca de 2 fios 613 (Figura 3) ¢ um exemplo de uma tranca
homogénea e o seu fecho € o n6 de trevo que ja € classicamente conhecido como um né fibrado.
Entretanto, € importante destacar que existem exemplos de enlacamentos fibrados que nao sao
isotopicos a fechos de trancas homogéneas, como por exemplo o0 né 8,g. Mais detalhes podem

ser encontrados em (BELL, 2012).
1

O polindmio de Alexander também pode ser calculado a partir da representacdo de uma palavra da
tranga que fecha no né. Veja (BIRMAN, 1974).
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Uma subclasse interessante de trancas homogéneas sdo aquelas que fecham num né que
pode ser desenhado na superficie de um toro mergulhado na S3. Estes sdo caracterizados por dois
inteiros co-primos p e ¢ que contam? o nimero de vezes que o né corta o meridiano e a longitude
do toro, respectivamente. Por essa razdo eles sdo conhecidos por nd toroidal ou né (p, q)-toroidal
e denotado por K(p, q). De fato, estes nds sdo exemplos de fechos das chamadas trangas positivas,
pois, cada gerador sempre aparece com um sinal positivo. Na Figura 20 representamos 0 n6
toroidal K(2,3) ou também conhecido como né do trevo ou “trefoil knot” que € o fecho da tranga
de 2 fios 613.

Figura 20 — N6 toroidal K(2,3)

Dessa forma, ha uma ampla variedade de enlagcamentos fibrados com diferentes caracte-

risticas, o que torna a drea de estudo destes enlacamentos bastante rica e desafiadora.

Ainda nesta linha de caracterizacao dos enlacamentos fibrados mais recentemente em
(BODE, 2021) foi definido a classe de trancas P-fibradas (Definicao 13), que é uma classe que
estende as trangcas homogéneas (BODE, 2019) e apresenta propriedades bastante relacionadas
com a Teoria de singularidades, sobretudo relacionada com a Conjectura de Benedetti e Shiota
(Conjetura 1), como veremos neste trabalho. Além do mais até o momento do desenvolvimento
deste trabalho ndo se tem exemplo de enlagamento fibrado que nio provenha de uma tranca P-
fibrada. Isso sugere que tal classe seja uma possivel candidata a caracteriza¢do dos enlacamentos
fibrados.

3.2 Singularidades de aplicacoes e enlacamentos

A partir desta se¢do vamos denotar por f : (R",0) — (R”,0), n > p > 2, um germe de
aplicac@o analitica real ndo-constante e por f : (C",0) — (C,0) um germe de funcéo analitica
complexa nido-constante, a menos que haja men¢do contraria. Também consideramos os seguintes

germes de conjuntos analiticos na origem.

* Vr:= f~1(0), a variedade local de f;

Esta contagem se faz a partir da fixacdo da longitude / e do meridiano m que geram H; (S' x S') 2 Z & Z
e assim [K(p,q)] € Hi(S' x S") é tal que [K(p,q)] = p[m] +q][l].

2
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* No caso de aplicagdo analitica real o conjunto singular é dado por
Yr={xeR" :rank J.f < p}, (3.2)

em que J, f denota a matriz Jacobina de f em x. No caso de funcdo analitica complexa o

conjunto singular é dado por

Lp={zeC":Vf(x) = (/). fo(2)) = O}, (3.3)
em que V f denota o gradiente de f e f, as derivadas parciais de f respeito a z;.

Observacio 2. Em geral vamos denotar os germes e seus representantes com a mesma notagao.
Para flexibilizar a notacdo algumas vezes representamos uma aplicagdo analitica na origem por
f : R" — RP? ficando subentendido que estamos trabalhando numa vizinhanga da origem da fonte

e da meta.

Defini¢do 8. Uma aplicacgéo polinomial f: R" — R”, n > p > 2, f(0) =0, tem uma singulari-
dade fracamente isolada na origem se o germe XN Vy = {0} como germe de conjunto. No caso

particular onde X = {0} dizemos que f tem uma singularidade isolada na origem.

Uma propriedade que segue da singularidade fracamente isolada (MILNOR, 1968) € que V¢
intersecta transversalmente toda pequena esfera numa variedade suave Ly := V¢ N ngl, que estd
bem definida a menos de isotopia, que € chamada o enlacamento da singularidade na origem,

veja Figura 21.

Figura 21 — Singularidades na origem

Mais ainda, a interse¢do de V¢ com a bola fechada do R" centrada na origem D_g(()) é

homeomorfo ao cone sob L. Isso motiva as seguintes defini¢oes.

Definiciio 9. Uma subvariedade fechada L de S"~! ¢ dita ser fracamente algébrica (resp. forte-

mente algébrica ou algébrica real) se existem:

(i) uma aplicagdo polinomial f7 : R" — R” tal que f7,(0) = 0 e f7 com singularidade fraca-

mente isolada (respectivamente isolada) na origem;
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(i) e um raio pg tal que para cada 0 < p < pg a subvariedade Ly, , :=Vy, ﬂSg‘l seja isotopica

alLem Sg*1 ~ 5" !, onde Sg’l ¢ a esfera de raio p centrada na origem de R".

Neste caso a aplicag¢do polinomial f; é chamada uma realizacdo fraca (respectivamente uma

realizacdo forte) de L.

Claramente as realizacOes fracas e fortes estdo bem definidas na classe de equivaléncia

dos germes de aplicagdes.

3.2.1 Enlacamentos algébricos classicos

Considere f : (C?,0) — (C,0) um polinémios holomorfo com singularidade isolada,
entdo existe uma caracterizacdo dos enlacamentos que aparecem desta forma. Neste caso os
enlacamentos associados sdo chamados enlacamentos algébricos e estes foram completamente
caracterizados em (BRIESKORN; KNORRER, 1986). A seguir faremos uma descri¢dao da

caracterizacao utilizando como base essa mesma referéncia.

Considere f(u,v) um polindmio holomorfo irredutivel, monico na varidvel u e com uma
singularidade isolada na origem. Assim V; pode ser parametrizada em termos da varidvel v da
seguinte forma:

U= Clvml/”l +62vm2/n1n2 4o +Csvms/n1-..ns N (3.4)

onde ¢}s sdo nimeros complexos ndo nulos e m;,n; sdo inteiros positivos. A principio esta

soma pode ser infinita, porém a topologia de V € determinada por um conjunto finito de pares

(ny,my),(na,my),...,(ns,mg) os quais sdo chamados pares de Puiseux de f e t€ém as seguintes
restri¢des

np <my,

mj_in; <mj, para j > 2, 3.5)

mdc(nj,m;)=1para j=1,2,...,s.

Para todo € > 0 suficientemente pequeno podemos associar 0 n6 algébrico Ly = VN Sz a
curva algébrica Vy. Esse né é um né toroidal iterado do tipo K((p1,41), (p2,92), -, (Ps,4s))
construido como no seguinte processo: construa um noé toroidal K(py,q;) e entdo considere uma
vizinhanga tubular deste n6. J4 que o nd, por defini¢cdo, tem uma componente, a vizinhanga tubular
forma um segundo toro a menos de difeomorfismo. Entio neste segundo toro construa um outro
nd toroidal do tipo K(p2,¢q2), onde a longitude considerada no segundo toro que chamaremos de
longitude preferida é tomada na classe de isotopia de curvas fechadas no toro que tem ndmero
de enlacamento > zero com K (p1,91)- O no resultante desta operagdo é chamado de nd iterado

toroidal e denotado por K((p1,41),(p2,92)), € os pares (p1,q1), (p2,42) sdo chamados pares de

3 O numero de enlagamento de dois nés K; € K, em $3 é tomado como o inteiro [ tal que a classe de

homologia [K;] € H(S*\ Kz) = Z ¢ dada por [K;] = Iy, onde Yy é um gerador de H;(S?\ K3). Veja
(ROLFSEN, 1990, p.132) para mais detalhes e defini¢cdes equivalentes.
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iteracdo. Fazendo este processo vdrias vezes considerando as respectivas longitudes preferidas

obtemos o n6 toroidal iterado K ((p1,41), (p2,92),"* , (Ps:qs))-

Os pares de Puiseux (ny,my), (ny,my),...,(ng,ms) do polindmio holomorfo f determi-

nam os pares de iteracdo de Ly de acordo com a seguinte relagdo:

(P1,q1) = (n1,my),
(P2,q2) = (n2,my +mynz(ny — 1)), (3.6)

5—2 s—1
(Ps:as) = (ng,ms+my_ymg(mg—y — 1)+ Y [mi(ni — Dy TT n3)).

i=1 j=it1
Note que nem todo n6 toroidal iterado K((p1,41), (p2,92),- -, (Ps,qs)) € um né algébrico. Por
exemplo o né toroidal iterado K((3,2),(3,2)) ndo é algébrico uma vez que uma condigdo
necessdaria e suficiente nos pares de iteracdo para um né toroidal iterado ser algébrico € dada
porq; >pieq;>pjpj-149j-1, j=2,3,...,s, aqual provém diretamente de Equagdes (3.5) e
(3.6).

Uma apresentacdo sistemdtica da caracterizacdo de nds algébricos pode ser encontrada
em (BRIESKORN; KNORRER, 1986).

Teorema 4. (BRIESKORN; KNORRER, 1986, Theorem 12; p. 438) O n6 Ly proveniente de
uma fungao polinomial holomorfa irredutivel com singularidade isolada na origem € isotépico
a um no toroidal iterado do tipo K((p1,q1),(pP2,92), -, (Ps:qs)) com (pj,q;), j=1,2,...,s
satisfazendo Equagdes (3.5) e (3.6).

O caso de enlagamentos de polindmios holomorfos redutiveis com singularidade isolada
segue a partir do resultado anterior aplicado a cada fator irredutivel de f e descrevendo a forma
como estes nds estdo enlacados. Veja uma descrigdo em (EISENBUD; NEUMANN, 1985, p.53).
Uma outra forma de ver esta unido de nés toroidais iterados € como o fecho de uma tranca
aninhada B(Bj,B>,...,By) onde cada B; fecha numa unido aninhada de nds toroidais iterados.

Ver a defini¢do de tranca aninhada Definic¢do 23.

3.2.2 Enlacamentos algébricos reais

Uma maneira de estender o estudo de enlacamentos algébricos do ponto de vista da
Teoria de Singularidades de Aplicacdes € estudar os enlacamentos oriundos das aplicacdes
polinomiais reais R* — R2. Parte dessa motivacdo j4 foi mencionada no inicio deste capitulo e

também pode ser visto no enunciado do teorema a seguir.

Teorema 5. (AKBULUT; KING, 1981) “Todo enlagamento na 3-esfera é fracamente algébrico”.
Como descrito na introducao deste capitulo Milnor mostrou que dada uma aplicagao

polinomial f : R* — R? com a singularidade isolada na origem e f~!(0) # {0} para todo p > 0
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suficiemente pequeno o enlagamento Ly = V¢ N Sf; ¢ um enlacamento fibrado. A reciproca deste

resultado é um problema em aberto como podemos ver a seguir.

Conjetura 1. (BENEDETTI; SHIOTA, 1998) Todo enlacamento fibrado (ou NS-par) na 3-esfera
¢ algébrico real.

Ou seja, a conjectura afirma que todo enlagamento fibrado na S* admite uma realizacio

forte.

Vamos apresentar uma breve descri¢do de um resultado em (LOOIJENGA, 1971) anterior
a conjectura mas reforcando sua veracidade. O autor apresentou uma construgao topoldgica de

NS-pares, que permite encontrar uma realizacdo forte de uma subclasse desses objetos.

Teorema 6. (LOOIJENGA, 1971) Seja (S"~!,L"~P~1) um NS-par com L # 0. Ento, existe
uma realizacio forte (R”,0) — (R”,0) de (S"~ !, L)#((—1)"s""1,(—1)""PL).

Aqui usamos a convengdo que as variedades orientadas M e —M denotam a mesma
variedade mas com a orientacdes revertidas, € a operacao “#” denota uma soma conexa especial
dos NS-pares ao longo de uma componente conexa da subvariedade L. A constru¢do de Looijenga
pressupde varias propriedades no NS-par resultante da soma conexa e sua fibracdo associada

como comentamos a seguir:

considere a subvariedade L" P~ = Ui_,L; da esfera $"~1 em que L; sdo as componentes co-
nexas de L"~7~! ¢ fixe um ponto x numa componente conexa digamos L;. E possivel en-
contrar um vizinhanga D, de §"~! difeomorfa ao disco fechado D" e satisfazendo que o par
(Dy,D,NL"~P~1) é difeomorfo ao mergulho candnico (D",D" P~!). Remova de §"! o in-
terior do disco D,. Agora considere o NS-par ((—1)"S"~1, (=1)""PL) e L#(—1)""PL e faca
o procedimento andlogo ao anterior. Assim identificando devidamente os bordos resultantes
obtemos as variedade §"~'#(—1)"S""! e ¥ := L#(—1)""PL). Na referéncia (LOOIJENGA,
1971) o autor provou que o par (§"~'#(—1)"S""1 _#) também é um NS-par e denotou por
(S"~ 1, L)#((—1)"s"~! (—1)""PL). Esse novo NS-par satisfaz as seguinte simetrias: .# ¢ invari-
ante sob a aplicacdo antipodal o : "' — §"~!, a(x) = —x e sua fibragio @ : 5"~ !\ ¥ — §P~!
satisfaz ®(x) = —®(—x) para todo x € §"~ 1\ .Z. De forma geral NS-pares que satisfazem essas

simetrias sdo frequentemente chamados de “odd fibered links”.
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CAPITULO

SINGULARIDADES MISTAS

Uma generalizac@o natural para o caso de fungdes analiticas complexas € o das fungdes
complexas mistas, que fornece uma classe interessante de aplica¢des analiticas reais que nao
necessariamente provém de uma funcdo holomorfa. Um estudo sistemdtico dessa classe de
fun¢des foi desenvolvido por Oka em (OKA, 2010; OKA, 2008; OKA, 2011), todavia suas
caracteristicas e propriedades remontam a trabalhos anteriores aos de Oka como brevemente

descrevemos abaixo.

Um dos primeiros exemplos de polindmios mistos envolvendo a topologia da singu-
laridade real e complexa foi apresentado por A’Campo (1973), onde ele mostrou que uma
determinada singularidade de fun¢do mista ndo era topologicamente equivalente a uma funcao

polinomial holomorfa.

Em (PERRON, 1981/82) foi apresentada a primeira realizac¢do forte do n6 da figura oito,
que sabidamente ndo é realizdvel por uma fun¢ao holomorfa com singularidade isolada na origem
uma vez que o polindmio de Alexander do n6 néo € ciclotomico. Contudo a realizagdo apresentada
¢ de dificil manipulagdo algébrica. Todavia em (RUDOLPH, 1987) o autor apresentou uma outra

realizacdo forte do mesmo né dada por um polindmio misto e de muito mais facil manipulagdo.

Nos trabalhos (SEADE, 1996; SEADE, 1997) o autor utilizou operagdes com campos
holomorfos em C” para criar familias de exemplos de polindmios mistos C* — C que produ-
ziam estrutura open book em esferas. Em (RUAS; SEADE; VERJOVSKY, 2002) os autores
produziram classes de aplicagdes analiticas reais oriundas de fung¢des mistas que satisfaziam
a hipétese de Milnor (singularidade isolada na origem). Além disso nesse trabalho pode ser
encontrado um dos primeiros estudos das acdes radiais e polares de um ponto de vista da teoria

de singularidades.

Em (PICHON, 2005; PICHON; SEADE, 2003; PICHON; SEADE, 2008) os autores
desenvolveram um estudo dos enlacamentos fibrados provenientes da classe particular de singu-

laridades mistas do tipo fg em que f,g : C" — C sdo fungdes holomorfas.
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Outros estudos da singularidade dos polindmios mistos também foram desenvolvidos em
(CISNEROS-MOLINA, 2008; CHEN, 2014).

4.1 Polindbmios mistos

Definicdo 10. (OKA, 2008) Uma fung¢do polinomial f : (C"*,0) — (C,0) é chamada de polindmio
misto se

f(z,2) = ch,uzvzu
Vi

onde,z’ =z;'---z¥" paraVv = (Vi,..., Vy), respectivamente * = | - - - 7, para fL = (U1, ..., ly).-

E o somatério percorre um nimero finito de pares (v, ).

Os polindmios mistos possuem uma estrutura analitica real mas com a vantagem de

poderem ser manipulados com varidveis complexas.

Considere f : C" — C um polindbmio misto, tal que f = g+ ih, onde g = Re(f) e
h =1Im(f). O conjunto de zeros Vy := f ~1(0) é chamada de hipersuperficie mista. Tomando as

derivadas parciais
Jzj =8z +ihz; e fz; = gz, +ihz;,
podemos formar os gradientes
df = (for s fo) €df = (frrseen fr)-
Com esses gradientes Oka (2008, Proposition 1) caracterizou o conjunto singular (3.2) da
aplicacdo real (g,h) : (R?",0) — (RR,0) associada ao polindmio misto f = g + ik da seguinte
forma:

Tp={z€C": A e C",[|All =1,df(z,2) = Adf(z,2)} 4.1

Analogamente Chen (2014) caracterizou o conjunto de Milnor do polindmio misto f em termos

dos diferenciais mistos:

My={zeC": 3L eR, ueC* ||u|| =1, Az=udf(z,2) + pdf(z,7)}. (4.2)
E provou que este é equivalente a defini¢do geral para aplicagdes reias (ARAUJO DOS SANTOS;
CHEN; TIBAR, 2013, Definition 1.2, p.818).

Dada f: (C",0) — (C,0) um polindmio misto podemos também definir a funcao

argf::’—;]:C”\Vf%Sl.

O conjunto de Milnor e o conjunto singular de arg f sdo caracterizados em (CHEN, 2014) como

segue:
Mag s ={z€C"\Vy : 32 € R, Az=i(fdf - fdf)}, (4.3)
Taer ={z2€C"\Vy: 0= fdf — fdf}. (4.4)



4.1. Polinémios mistos 57

Para mais detalhes da caracterizacdo destes conjuntos do ponto de vista real e misto veja
(RIBEIRO, 2018, Chapter 3).

Observe que o vetor normal de arg f € linearmente independente ao vetor normal de
—Re(ilog f) sobre R. Portanto alguns autores, por exemplo (OKA, 2010), usam esta identifica-
¢do de arg f por —Re(i log f) para estudar as propriedades de arg f.

4.1.1 Realizacao semiholomorfas de trancas

Embora algumas constru¢des no nosso trabalho possam ser analisadas para dimensodes
superiores, nosso foco vai ser o estudo de polindmios mistos (C?,0) — (C,0) e a sua relagio
com os enlagamentos cldssicos na 3-esfera. Para isto vamos a considerar f : (C2,0) — (C,0)
nas variaveis z = (u,v), Z = (&, V) e vamos denotar por f, a derivada parcial de f com respeito
a varidvel u e f, o conjugado de f,. Analogamente denotamos fi, f,, fs, fa, fv € f3. Vamos a
considerar também a seguinte caracteriza¢do do conjunto singular (4.1) em termos das derivadas
parciais mistas e de tal forma que ndo dependa de um nimero complexo A. Por simplicidade
para um ponto dado z, = (us,vs) € C? escrevemos f(zi) ou f(uy,v.) em lugar de f(z.,Z:) ou

f(u*7v*7lzk7lzk)

Lema 1. Seja f: (C2,0) — (C,0) um polindmio misto entdo o conjunto singular (3.2) de f

vista como aplicacdo real € caracterizado por

Sl»f::fuf\?_fvfﬁ:o
=9 sap=Ifl—fa>=0 4.5)
s3.p = AP =112 =

Demonstracdo. Como vimos anteriormente o conjunto singular (3.2) é caracterizado em (4.1).
Assim resta provar que (4.5) € equivalente a (4.1). De fato, considere z, € C? satisfazendo
(4.5). Suponha que alguma derivada parcial se anula em z,, digamos que f,(z.) = 0, entdo
substituindo em s, ¢(z+) = 0 temos que fz(z.) = 0. Portanto, segue que z, satisfaz (4.1) pois

53.£(z) = 0 implica f,(z.) = A f5(z) com |A] = }J;” Z*)I = 1. Se nenhuma derivada parcial se

b (Z*) Ju Z*)
fiz) — falz)
que |A| = 1. Portanto, z satisfaz (4.1). A reciproca segue diretamente pois se z, satisfaz (4.1)

anula em z, entdo sy r(z«) = 0 implica =Aede sy s(z«) =0ous3 r(z+) = 0 segue
entdo por substituir f,(z.) = A fa(z+) € fi(z+) = A f5(z+), |A] = 1 em 51 4,52 7 € 53 7 Obtemos
que z, satisfaz (4.5). ]

Outra caracterizagdo de (3.2) que ndo emvolve um nimero complexo A pode ser dada

por:
= PP+ A= A2 =0
g, { =P IR AR 15 o
Sf= Jufo = ffa=0.
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Esta caracterizag@o pode ser encontrada em (RUDOLPH, 1987, MACHINERY 4.1, p.640) a qual
€ provada usando outros argumentos. De forma andloga ao Lema 1 podemos provar que (4.6) é
equivalente a caracterizacdo em (4.1) e portanto estas sdo trés formas alternativas de caracterizar

o conjunto singular (3.2) em termos de derivadas parciais complexas.
Defini¢io 11. Diremos que um polindmio misto f(z,2) =Y, cvuz"7* é:
(1) u-semiholomorfo (it-semiholomorfo) se f,, =0 (resp. fz = 0).

(i1) v-semiholomorfo (v-semiholomorfo) se f, = 0 (resp. f; = 0).

Com esta defini¢ao temos que f € um polindmio holomorfo se e somente se f € polindmio
u-semiholomorfo e v-semiholomorfo. Analogamente, f € um polindmio anti-holomorfo se e

somente se f € um polindmio i-semiholomorfo e v-semiholomorfo.

Note que para um polindmio u-semiholomorfa as equagdes do conjunto singular (4.5) se

reduzem a:

= Ju=0 4.7)
AP =1f?=0.

Mais recentemente Bode (2022a) mostrou que a classe de funcdes mistas semiholomorfas siao

suficientes no estudo de realizacdes de enlacamentos na 3-esfera conforme mostra o resultado.

Teorema 7. (BODE, 2022a, Theorem 1.1) Dada qualquer tranca B de s fios existe um polindmio
u-semiholomorfo f : (C2,0) — (C,0) com grau na varidvel u, deg, f = s, e com singularidade

fracamente isolada na origem tal que Ly € ambiente isotopico ao fecho de B.

Ou seja, todo enlagamento na 3-esfera admite uma realizacao fraca semiholomorfa.

4.2 Bordo de Newton

Nesta parte apresentamos a constru¢cdo do poliedro de Newton radial para um polindmio

misto em (OKA, 2010). Para isso vamos introduzir o conceito de ac¢do radial como segue.

Seja My ; = zV7* um mondmio misto onde v = (Vi,Va,...,Vy), b = (U1, U2,..., Uy) €
P:=(p1,p2,...,pn) umvetor peso,onde p;, j=1,2,...,n, sdo inteiros ndo negativos. Defini-
mos o grau radial de My, rdegp My, com respeito a P por rdegp My =Y p;(V;+ ;).

Defini¢io 12. (OKA, 2010) Dizemos que f(z,Z) = ¥y 4 ¢vuz"7* € um polindmio misto radial-
mente homogéneo pesado do tipo pesado radial (P;d,) se rdegp zV7* = d, para cada (v, ) com
cyu 7 0.

Para um polindmio misto

f(z,2) =) cvud'?,
VA
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associamos o poliedro de Newton I' (f) de f, definido como a envoltura convexa de

U v+m+®)"
v+pesupp(f)
onde supp(f) = {v+u : cyu # 0}. Associado a este consideramos o bordo de Newton I'(f)
definido pela unido de faces compactas de I';(f). A parte principal de Newton de f é definida e

denotada por

frzz) =Y cvu'?. (4.8)
v+uel(f)

Quando f = fr dizemos que f € um polinémio bordo.

Dizemos que o polindmio misto f(z,Z) € Newton conveniente (CO) se I'(f) intersecta

todo eixo coordenado de (R™)".

Dado um vetor de inteiros positivos P = (p1, p2, ..., Pn), associamos uma fung¢do linear
Ip em IT'(f) definida por

Ip(V) =Y pjv; (4.9)
j=1

para v = (vi,Va,...,V,) € (f), e tome A(P; f) = A(P) a face onde Ip toma seu minimo valor.
Denotamos o minimo valor de /p por d(P; f). Note que d(P; f) = min{rdegpz’Z* : ¢y y # 0}.

Definimos a funcao face fp por

fA(P) (Z7Z> = fP(Z7Z) = Z cv,quZu.

V+UEA(P)

A funcdo face fp € um polindmio misto radialmente homogéneo pesado do tipo radial pesado
(P;d) comd =d(P;f).

4.3 Trancas e funcoes semiholomorfas

Primeiramente vamos ver a conexdo entre trangas geométricas e familias de funcdes

u-semiholomorfas.

Para uma dada tranga geométrica B = (J;_{(u;(t),?) : ¢ € [0,27]} de s fios, podemos
definir uma fungdo ® : C x [0,27] — C, via

S

D(u,1) = [ J(u—u;(1)). (4.10)

j=1
Note que P pode ser visto como uma familia de polindmios u-semiholomorfos a 1-parametro
®(e,1): C— C,t €[0,2r]. Cada fungdo ®(e,z),t € [0,27] é um polindmio mdnico de grau s
na varidvel u e com raizes distintas u;(¢), j = 1,2,...,s, o qual s3o precisamente as coordenadas
complexas dos s fios de B na altura ¢. Portanto, quando ¢ variar no intervalo [0, 27] as raizes de

d(e,7) vido se deslocar ao longo dos fios da tranga geométrica B.
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Como vimos na Subse¢@o 2.2.2 a tranga geométrica B definida em C x [0, 27] pode ser
fechada no toro sélido C x S'. E como por defini¢io temos que ®(u,0) = ®(u,27), isto nos

permite considerar a existéncia da aplicagcao g que faz o Diagrama (4.11) comutativo

Idxe'

Cx[0,27] —= Cx S!
l#
03]
C

\ @.11)

Além disso considerando uma parametrizacao de Fourier por polindmios trigonométricos de
it —it it it
— ¢ sin(z) = 2 fungdo g pode ser escritas nas
, , i
varidveis u, e” e e . Além disso, Ve = g’1 (0) cCx S é o fecho da tranca B em C x S!. Neste

2i7r)'

B e usando a relagdo cos(t) =

caso a fungdo g : C x S! — C é suave, inclusive nos pontos da forma (u,e

Note que g : C x S' — C acima induz a aplicacdo argumento de g
argg: Cx S\ V, — s
Um ponto (u,e") € C x S'\ V, é chamado de um ponto critico do argumento de g se

dargg i dargg iy odargg
TRe() %) = T ) T 5

(u,e) =0.

< ity & : dargg iry _ dargg ity
Ja que g(e,e") é u-semiholomorfo segue que (u,e") = TTm() (u,e") = 0 se e somente se

IRe(u)
%(u,ei’ ) = 0. Assim, (u,e!’) é um ponto critico do argumento de g se e somente se

d - d ,

a—i(u,e“) - %(u,e”) ~0. 4.12)

A conexao entre trangas e familias de polindbmios motivou a seguinte defini¢do.

Definicao 13. (BODE, 2021) Uma tranca geométrica B como na Equacgao (2.1) é chamada P-
fibrada (P por polinomial) se o argumento argg : (C x S') \Ve — S! associada & correspondente
funcdo na Equacdo (4.10) € uma fibracdo suave localmente trivial. Uma tranga é chamada

P-fibrada se esta pode ser representada por uma tranca geométrica P-fibrada.

Observacao 3. Vamos destacar dois pontos que serdo importantes no desenvolvimento deste
trabalho:

(i) De fato a funcdo g proveniente da parametrizacdo de Fourier pode ser considerada
polinomial nas varidvel u, e’ e e como provado pelos autores (BODE; DENNIS,
2019, Lemma 2.1). A ideia foi considerar as parametrizagdes dos fios por cc ;(t) =
(Xe. (1) +iYe j(1),0).C € Py, j=1,2,...,s¢,comoem (2.3), isto &, X¢ () = Fe (ﬂ)

Sc

e Yc (t) = Gc <t+2ﬂj), Ce Py, j=1,2,...,5¢, ¢ paratodo real a > 0 e b > 0 a fungio

sc

SC

Do p(u,t) = [] [](u—aXc,;(t)—biYe (1)),

Ce Py j=1
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que tem como conjunto de zeros CID; }7(0) que continua sendo equivalente a B, isto segue
porque Uce g2, Uj.czl {(aXc j(t),t) : t €[0,27]} ainda representa 0 mesmo diagrama de B a
menos de um escalonamento dado por a > 0 e as fungdes bYc (1), C € P, j=1,2,...,s¢c
ainda definem o sinal adequado dos cruzamentos pois b > 0. Sendo B uma tranca de s fios e
Zp o conjunto das componentes conexas da proje¢do da tranga, temos que Y cc 5, Sc = s.
Em geral fixado C podemos esperar que na fungio Hj.czl(u —aXc j(t) — biYc j(t)) as
poténcias das varidveis e e e sdo fra¢des com denominador dado por sc, do tipo
cm(eit)% para algum inteiro m e ¢,, € C. Em (BODE; DENNIS, 2019, Lemma 2.1) os
autores mostraram que se s¢ fm entdo ¢, = 0. Consequentemente a funcédo H“;.Czl(u —
aXc j(t) —biYc (t)) é polinomial nas varidveis u, e e e™". Jd que ®, 5 € o produto de

| #g| destas fungdes esta é ainda polinomial nas varidveis u, e” e e .

(ii) Paracadar € [0,27] denote por (c;(),) as raizes de an(Z’t), chamados dos pontos criticos

de ®(u,1), as quais formam s — 1 curvas (c;(t),r) € C x [0,27] e s — 1 curvas paramétricas
vj(t) = ®(cj(t),t) em C, chamados dos valores criticos de ®;. Note que P(e,7) s6 tem
raizes simples para cada ¢, entdo v;(t) # O paratodot € [0,27] e j € {1,2,...,s—1}ea
. . : ID(u,) o
menos de uma pequena isotopia de B podemos assumir que —;. = possui raizes simples e
assim os valores criticos v(t), j = 1,2,...,5s — 1 sdo suaves e satisfazem v;(r) # 0, j =
1,2,...,5s— 1. Entdo, a Condic¢ao (4.12) que caracteriza os pontos criticos do argumento
da fungdo g associada a ®(u,r) é equivalente a existénciade j € {1,2,...,s— 1} tal que

u, =cj(ty) e
darg(v;(1))
ot

Assim como 7 varia no intervalo [0,27] os pontos v;(¢) se movimenta no plano complexo,

(t,) =0. (4.13)

mas sempre evitando a origem. Assim, Equacgdo (4.14) mostra entre outros os pontos para
0s quais as curvas suaves v;(¢#) mudam sua orientacdo quando este se movimenta ao redor

da origem, ou seja, os pontos que adicionalmente satisfazem

9arg(v;(1))

() =0. (4.14)

4.3.1 Enlacamentos transversais

Seja gqp 1 C x S' — C associada a ®,: Cx[0,2w] — C como Diagrama (4.11), onde
@, , provém de uma parametriza¢do de Fourier de uma tranga B. Assim, g, € polinomial

nas varidveis u, e” e e”. Podemos estender g,; para uma fungéo polinomial f, : C?->C

i

simplesmente trocando em g, 5, as varidveis e” por re’ e e por re™". Claramente f, p|cy 51 =

8ab € (fuplexst) 1(0) éigual a g ; (0) que é isotdpico ao fecho da tranga B. Fazendo v = re”

ev=re Y, entdo Jap toma a forma de um polindmio nas varidveis u, v € v, ou seja, f, 5 € um

polindmio u-semiholomorfo.
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Podemos trocar a,b > 0 por Aa, Ab para A > 0 e a, b prefixados e considerar f) := fj, 15
paraum A > 0. Claro que fj ainda € uma extensio de g3, 35- Com essa notagdo em (BODE;
DENNIS, 2019, Theorem 1.1) os autores provaram que para uma escolha de A suficientemente
pequeno o enlagamento proveniente da interse¢do de Vy, e a esfera unitaria $3 ¢ isotépico ao
fecho da tranca B.

Enlacamentos provenientes dessa forma, ou seja, como a interse¢iao de zeros de um
polindmio misto e a esfera unitaria sdo chamados de enlacamentos transversais. Ja que todo
enlacamento € isotdpico ao fecho de uma tranca com uma parametriza¢do de Fourier, entio
todo enlacamento na 3-esfera € transversal. Mais ainda o polindmio misto f3 é um polindmio

semiholomorfo.

Quando pedimos que o enlagcamento L seja realizado transversalmente por um polindmio
holomorfo f : C*> — C, entdo Rudolph (1983) provou que o conjunto destes enlacamentos, os
quais chamou de C-enlacamentos transversais, vai pertencer a um subconjunto préprio dos

enlacamentos na 3-esfera, os chamados enlagamentos quase-positivos.

Definicao 14. (RUDOLPH, 1983) Uma tranca é chamada quase-positiva se esta pode ser
representada por uma palavra quase-positiva, isto &,

!
1
B =[]wjoiw;
Jj=1

para algumas palavras de tran¢as wj e [ > 0 e geradores 0;;. Um enlacamento ¢ chamado quase-
positivo se este é o fecho de uma tranca que na sua correspondente classe de conjugacdo contém

uma tranca quase-positiva.

De fato, Boileau e Orevkov (2001) mostraram que o conjunto de C-enlagamentos trans-

versais € idéntico ao conjunto de enlacamentos quase-positivos.

4.3.2 Extensao radial de trancas

A construgdo de extensdes transversais ndo € suficiente para garantir que o tipo de
isotopia do enlagcamento seja preservado para todas as pequenas esferas centradas na origem.
Seguindo a mesma ideia da isotopia produzida anteriormente Bode (2018) definiu a partir de

uma funcdo g : C x ' — C, associada a uma tranca B de s fios, a seguinte extensio:

= —\ ks u 4
u,v,v) = (vv —_— =, 4.15
) = 07 (o) @.15)
onde k > 0 é um nimero inteiro e deg, py = deg, g = s. Note que py(u,0) = u’, assim py(0,0) = 0.
Além disso, se tomamos v = e’ entdo v//vv = e, assim p; em Equacio (4.15) se obtém por
it

substituir em g a varidvel u por u/ (vﬁ)k e modificar a expressdo de e por v/v/vi e e por

v/+/vv. Assim, todo somando de p; sdo, a menos de um produto por um nimero complexo, do
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tipo

ks [V § v m: 2k(s—m) \nit , m ks L " _u m: 2k(s—m) ,—nit , m
09 (G) (i) = e oo (G5 ) (i) = w10

onde 0 < m < deg, g = s e n € um nimero inteiro ndo negativo. Esta extensdo produz uma agao

radial na aplicacdo py, isto é, p; satisfaz
2k =\ _ 1 2ks —
Pi(Au, Av, Av) = A= pi(u,v,v), A > 0. (4.17)

Se escolhermos k suficientemente grande tal que 2k(s —m) —n > 0 para todos os somandos em
Equacdo (4.16) de py

(\/‘}_‘7)2k(s—m) " ou (\/‘)_\7)2k(s—m)—n‘7num’ (4.18)

entdo p; pode ser escrito como um polindOmio nas varidveis u, /vv, v € v, o qual mostra que
pr nestas condicoes € semi-dlgebrica e assim podemos ver que p; nao é sempre um polindmio

misto.

Em (BODE, 2018) o autor caracterizou os pontos singulares desta aplicagdo em termos

da aplicagdo g e seus valores criticos como segue:

Proposicao 1. (BODE, 2018) A aplicacdo p; como em (4.15) tem uma singularidade isolada na

origem se e somente se g nao tem pontos criticos do argumento.

Pelo Item-(i1) da Observacdo 3 a menos de um pequena isotopia da tranca a caracterizacao

. . . - d i .
acima € equivalente ao ndo anulamento de agfvj paratodo ¢ € [0,27] e todo j =1,2,...,s — L.

Uma pergunta natural sobre a aplicacdo py € quando esta providencia uma fibracio de
Milnor nas esferas de raio suficientemente pequeno centradas na origem. Isso nos forneceria
uma maneira de associar o enlacamento a respectiva singularidade da aplicacdo py. Para isso

vamos precisar do seguinte resultado.

(Re(py),Im(py)) 4 ]
(Re(p)m(p)] - R \Vp =S

k
Por simplicidade denotamos (Re(py),Im(py)) por pi e (Re(u),Im(u),Re(v),Im(v)) € R* por

Im
Im

Seja pr = Re(py) +1iIm(py) entdo aqui tomamos arg py :=

(u,v) € C2. Além disso, se consideramos v = rel’, r > 0,¢ € [0,27] assim os gradientes das

fungdes coordenadas na base (Re(u),Im(u),r,t) sdo

VRe(pr)(u,v) = (%%f))(u,v), aal:;—%f))(u,v), aRg(rpk) (u,v), aRZ(tpk> (u,v)) e

Vi) 08) = Gt (), ) ), PRSI ), PR 1))

Proposicdo 2. Seja py : (C%,0) — (C,0) como (4.15) construida de uma fungio u-semiholomorfa

g e satisfazendo {0} C X, . Entdo, temos

(1) Zarg(pk) = Zpk \VPk’
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(i) Zp, OV, = Vi WV(y),,» onde (pi)u = %'

Demonstracdo. Como podemos ver em (ARAUJO DOS SANTOS, 2012) as singularidades de

arg pr : R*\ V,, — S sdo caracterizadas como os pontos (u,v) tais que w(u,v) = 0, onde

w(iu,v) = Re(pg) (u,v)V Im(py) (1, v) — Im(py) (1,v)V Re(py ) (1, v).

Tome w(u,v) = (wy(u,v),w2(u,v),ws(u,v),ws(u,v)), assim

1 (09) = Re(p) ) G 8 )~ ) ) e ) )
wo(u,v) = Re(pk)(u,v)%(g);))(u,v) - Im(pk)(u,v)%li;—((p;))(u,v), (4.19)
(1) = Re(pe) (19) PP 4,) 1) ) TRAP) ),

i) = Relp) ) "3 (1,0) — () ) TR ),

Por outro lado o conjunto singular X,, é dado pelos pontos (u,v) tal que o jacobiano de py nas

coordenadas (Re(u),Im(u),r,t)

JdR JR JR IR
Tpi(u,v) = ( (%fz{(lzk); (u,v) —(%Im%@k); (u,v) ) Eirpk; (u,v) ah%itpk; (uﬂ}))
TRet) V) Gt (wv) =GP ) =5 ()

ndo tem posto maximal. Note que w(u,v) = 0 com (u,v) € V), implica que VRe(py)(u,v) e
VIm(py)(u,v) sdo linearmente dependentes o que é equivalente a Jp; ndo ter posto maximal.
Portanto, Zre p, € Xp, \ V.

A aplicagdo py € u-semiholomorfa, assim podemos considerar as equacoes de Cauchy-

Riemman

dRe(py) _ dIm(py)

P () = ——— dIm(py) dRe(py)
dRe(u) "’ dIm(u)

(u,v) e m(w,\/) = —m(u,v). (4.20)

Substituindo Equagdes (4.20) no jacobiano temos que se (i, vs) € R* satisfaz (py )y (us, vi) # 0
ento (u.,v.) & X, Note que por exemplo, (u,0) € C* x {0} satisfaz (pg)u(us,0) = sus~! 0.

Seja (ux,vi) € Lp, \ Vp, entdo temos que (pg)u(u«,v«) =0 e ry = |v4| # 0. Consequente-

mente wy (s, Vi) = wa (U, vi) = 0 e 0 jacobiano

dRe(py) JRe(pr)
00 (s, Vi) (s, V)
Ipi(us,vi) = Jr 91 421
pk(u |4 ) (0 0 alrg(rpk) (u*’v*) 8Ifg(tpk) (u*,v*) ( )
satisfaz que
d Re(py) dIm(py) dIm(py) dRe(py) _
T(u*,v*)T(u*,v*)—T(u*,v*)T(u*,v*)—0. (422)
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Por outro lado,

0 .
%(u ) = 2fsr2ks—1 < ) ey ks —2k— lg <r_b2tk’elt)
_ u
— ks 2kvg( e ) k! 2k Zkgu (ﬁ’eu)
Pk(” v) (Pi)u(u,v)
= 2ksr_1pk(u, V) — Dbkur ! (Pr)u(u,v).
Assim no ponto (u,,v,) temos que
dR
IREPL (1,1, = Dhs(r.) ™ Re(pe) (e.v2) @ @23
dIm(py)

3, (U, Vi) = 2ks(ry)™ Im(pk)(u*,v*).

Consequentemente, substituindo (4.23) em wy(u,v) de (4.19) e em (4.22) temos que

wa(uts,ve) = Re(py) (1, vi) 2ks(r) " Im(py) (us, ve) —Im(pi) (e, v2) 2Kks(r:) ™' Re(pg) (s, v4) = 0

e

dRe(py) dIm(py) dIm(py) dRe(py)
Tar e )T (e ve) = g (e ) o (1, )

oks(r) ! (Re<pk><u*,v*>%<u*,v*> —Im(pkxu*,v*)%(u*,w)

=2ks(ry) " w3 (tts, v4).

O:

Ja que ry # 0 segue que w3 (uy,v«) = wa(uts,vs) = 0. Portanto (us,v«) € Zargp, -

Para a segunda afirmagao, se (u«,vs) € X, NV}, entdo (pr)u(us,v+) =0 pr(us,v«) =0,
assim X, NVp, C Vi, NVp,. Por outro lado, se (us,v«) € Vp, NV(p,), com |v,| # 0 entdo
w3 (U, vs) = 0. Analogamente ao Item-(i) temos que (py),(u,v+) = 0 implica que o menor de

Jpr(ux,vy) em Equagdo (4.21) que ndo é directamente nulo pode ser escrito como

o'?Rg(rpk) (110, v2) 8lrggpk) (14, v2) — alrgl(rpk) (u*,v*)%(“*av*) — kes(r) s (i, ).

Portanto, temos assim que (i, vs) € X, NV, . Se [vi| = 0 segue de py ser u-monico e deg, py = s
que (pr)u(u,0) = su’~1, isto implica que (V,,, N Vip.) N (C* x{0}) = 0. Portanto (V,,, NV(;,,),) \
{0} € X,,NV,,. Assim, jd que {0} C £, entdo obtemos a igualdade. O

A seguir apresentaremos a ideia desenvolvida em (BODE; DENNIS, 2019; BODE, 2019)
para mostrar que para todo p > 0 suficientemente pequeno L, , =V, N S?) € um enlagcamento
em Sf, e além disso L, , € isotépico ao enlacamento V, mergulhado apropriadamente em Sf;.
Note que pela a¢do radial (4.17) induzida na p; o resultado vale para todo p > 0.

Proposicao 3. (BODE; DENNIS, 2019) Sejag:Cx S I' 5 C como (4.11), construida a partir
de uma parametrizacao de Fourier de uma tranca B de s fios, entdo para um inteiro grande k a

aplicacdo (4.15) satisfaz:
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(i) px tem uma singularidade fracamente isolada na origem. Mais ainda, V), \ {0} é uma

superficie suave, p; é uma funcdo semi-algébrica u-semiholomorfa e u-moénica com grau

deg, px = s.

(ii) Paratodo p > 0 o enlagamento L), , € isotopico ao fecho de B mergulhado em S?).

Demonstracdo. Pela defini¢ao temos que py é u-semiholomorfo e u-mdnico. Mais ainda py (u,0) =
u®, onde deg, py = deg, g = s e assim (u,re'’) € V,, \ {0} implica v = re’ # 0. Segue direto da
Proposi¢do 2 que V), \ {0} ¢ uma superficie suave pois g tem raizes simples. Isto concluf a prova
do Item (i).

A aplicagdo py satisfaz:
pk(ly‘u,lv,lﬁ) = Astpk(u,v, V), A >0.

Esta agdo radial permite provar algumas propriedades de pi. Por exemplo, ja que V), \ {0} é
suave temos que para todo p > 0, a variedade V), intersecta transversalmente a esfera Sf), assim
podemos ver que a classe de Ly, p =V, N S?) ndo depende do raio p > 0 e portanto L, , €

isotopico ao enlacamento L, associado com a singularidade fracamente isolada na origem de
Dk-

Para provar Item (ii) tome (u,v) € V,, \ {0}, entdo g(u/(v?)*,v/+/v¥) = 0. Denote por
(us, &™) = (u/(vi)k,v//v0) € V,, portanto (u,argv) = ((vi)¥u,,t.). A érbita da acio y(A) =
(A% u, Av) claramente pertence a V,,, ¢ intersecta transversalmente a todo toro sélido C x Sp,, p >

0. Assim, concluimos que V,,, N (C x § })) ¢ o fecho da tranga B no toro s6lido C x § ,1).

Como em (2.2) vamos considerar o fecho da tranca B em Sf, mergulhado canonicamente.
Para isto pensamos p; como uma familia de polindmios holomorfos em uma varidvel complexa

u, parametrizada por v = re. Fixando r e ¢, denotamos as s raizes de py (e, re') por u;(r,z).

Note que por defini¢do u;(1,t) = u;(t), j=1,2,...,s, onde {(u;(r),7) : 1 €[0,27]}, j =
1,2,...,s, sdo os fios de B. Mais ainda, para qualquer r > 0 a raiz u;(r,t) = r**u;(1,t). Portanto,

as raizes satisfazem u;(r,t) = r¥u;(t), j=1,2,...,s.

Existe um raio pequeno p > 0 tal que |u;(p,?)| = |p*u;(1,t)| < p, para todo € [0,27]
e j=1,2,...,s. Assim, todas as raizes u;(p,t) de pi(e,pe") pertence ao interior de um disco
ép de raio p > 0 no plano complexo. Consequentemente, V), N (C x § },) C lo)p xS [1, € a imagem
de V,, N (C x S,l)) por

¥, : D, x Sll) — Sf), Wy (u,v) = (u,ﬁ p2— \u|2>
v
¢ aunido de s curvas  — ¥, (uj(p,t),peit), para j=1,2,...,s, 0s quais formam o fecho de B na
esfera Sf). Note que a parametriza¢do de cada componente K;, i = 1,2,...,/, do fecho de B em 513)

é dada pela concatenagdo de um conjunto de curvas abertas satisfazendo t — ¥, (u;(p, 1), pel’) C
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K;. Agrupando as curvas abertas para cada componente obtemos assim um conjunto de |%’| nés

parametrizados em Sf).

De fato, pelo Teorema de extensdo de isotopia, € suficiente construir uma isotopia
suave entre os correspondente conjuntos das duas curvas ¥ (V,, N (C x S}))) ¢ Ly, p para um
raio apropriado p > 0. Vamos construir esta isotopia apartir de cada curva, possivelemente
aberta, t — W, (u;(p,t),pe’) C K; em lugar de construi-la diretamente na parametrizagdo de

Ki,i=1,2,...,|%|, aqual é a concatenag¢do de um conjunto destas curvas.

Para cada ponto fixado (u;(p,t),pe'") a 6rbita da acdo y;(A) = (A%*u;(p,t),Ape")
intersecta todas as 3-esferas transversalmente em um tinico ponto. Denotamos por 4; ,(¢) o valor

de A para o qual a intersecdo com Sf) acontece, isto €, ¥j(4; (1)) € Sg que € equivalente a
[(Rip)*ujp. )1+ (A;p)%p% = p*. (424)

Isto é claro que A 5(f) € (0,1] uma vez que |y;(A)| > Ap paratodo A > 0. Veja em Figura 22 a
orbita de y;(1), A > 0.

rel! rel

Cx{rel},
r>0et,p fixos

(j(pAjp(0).1).pe") (1)

prei
pei’ Vi (s
\p 7 Yi(Ajp (1)
PAjplr)e! -
I(¥p(y(1),7)
N\ @ (7(1))
D i(A) = (A% uj(p,t), Apel)

D T
_ (uj(p.1).0)
C

Figura 22 — Orbita ¥;(1), A > 0 definida para p > 0 e ¢ € [0,27] fixos, onde ¥;(A) C V,,. O ponto 7;(1)
pertence ao fecho de B em lo)p X S},, W, (7(1)) pertence ao fecho de B mergulhado por ¥,

em Sf’) e ¥j(Ajp (1) =¥p(u;(py;p(t),pe")) que pertence a L, p = Sf) NV,

Definimos a isotopia suave entre os enlagamentos ¥y (V,,, N (C x S5)) € Ly, . onde o

enlacamento Wy (V,,, N (C x S}))) ¢ o fecho da tran¢a B em S?).

Tome

I:(KjU---UK;) x [0,1] = S
————
|€| copias

I(\Pp<uji(p7t)’peit>7f) = \Pp(ujz(p —p +Tpkji7p(t)7t)7peit)7
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onde j; € {1,2,...,s} satisfaz ¥, (u;,(p, 1), pe"’) C K;. Note que I é bem definido se p é pequeno
e para cada j; € {1,2,...,s} pela Equagdo (4.24) temos:

I(\Pp(uji(p7t)7peit)70) :lPP(uji(pvt)7peit) - lP,D(Vpkm((c X S;l)))

€

I(‘Pp(uji(p,t),peit), 1) = (uji(plji7p(t),t),ei’\/p2 - |”ji()tji7p (t)p,t)]z) = in(lji-,l) (1) C Lpp-

Veja Figura 22 onde se mostra a imagem da isotopia I(¥,(y;(1)),7) para j = 1,2,...,s com

ponto inicial ¥, (;(1)) em T =0 e ponto final ¥y (u;(pY; (1), pe")) = 7j(Ajp(t)) em T = 1.
Temos que mostrar que para cada 7 a fungdo I(e, 7) € um mergulho e que 7 é suave.

Suponha que existe um 1y € [0, 1] tal que /(e Tp) ndo é mergulho, entéo existe um nimero

complexo

uj(p — TP + 0pAjp(t),t) = w(p —0p +T0pA1p(t),1), com j# 1, (4.25)

_ PPt wphip(t) y B
= o mptap, = 0 (4 que p—Top +

T0pAjp(t) € [pAjp(t),p] paratodo 79 € [0,1] e j=1,2,...,s). Note que se u;(1,) =0 entdo a

mas isto implica que u;(1,#) = nu;(1,t), onde n

outraraiz u;(1,¢) = 0, o que contradiz que py (e, re’) s6 tem raizes simples. Portanto, u;(1,1) #0
e u;(1,¢) # 0. A menos de trocar os subindices / <+ j podemos supor sem perda de generalidade

que N < 1, e j4 que pi(e,re') sé tem raizes simples entdo 1 < 1.

Temos pela Equagdo (4.24) que p — 0 implica A; 5 (¢) — 1 assim, jd que n < 1 podemos
escolher p tal que 1) < (A;,(t))*. Entdo,

Mui(p,1) < |(Aap(6))* i (p.1)| = |ur(pAsp (8),1)].

Assim, para p > 0 suficientemente pequeno temos que

uj(pA)p(1),0)] < uj(p,0)] = [nui(p, )| < |ur(pAsp(1),1)]. (4.26)

Portanto, ja que |u;(pA;p(1),1)| < |uj(p—tp+TpAjp(t),1)| <|uj(p,t)|, paratodo j=1,2,...,s,
e as desigualdades em (4.26) temos que

uj(p—1p+1pAjp(t),1)| < lw(p —pT+TPAip(t),1)], VT €0,1],

o qual da uma contradicdo a Equacdo (4.25). Portanto, para um raio p suficientemente pequeno
temos que para cada 7 a fungdo I(e,7) é um mergulho. Consequentemente, ja que as raizes
simples do polindmio depende suavemente nos coeficientes e a aplicagdo ¥, € suave, / € uma

isotopia suave.

O Teorema de extensdo de isotopia, Teorema 1, diz que I extende a uma isotopia
ambiente. Assim, para p suficientemente pequeno L, , € ambiente isotdpica ao enlagamento
Wy (Vp, N(C x S},)) o qual é o fecho de B mergulhado em Sf;. O
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4.3.2.1 Realizacdo da tranca quadrada

Em (BODE, 2019, Lemma 4.1) o autor provou que para certas trancas quadradas B>
a aplicacdo py proveniente da funcdo g é um polinémio u-semiholomorfo com singularidade
fracamente isolada na origem. Isto se deve a explicacdo apresentada na Subsecdo 2.3.3, onde
mostramos que quando temos a parametriza¢do de uma tranga B para encontrar o quadrado

da tranga (ou equivalentemente a concatenagdo de B com ela mesma) é suficiente dobrar a

velocidade no pal’dmel‘ro t, ou Seja, f‘azer a troca de eit por ezit. Assim, os somandos de
pi(u,v,v) = (vi —— 4.27
» g ( )k?

sdo da forma

(o) (g) n ((V—L:)k) . (vp)kls=m=my2mm oy (vi)ks (:—i) ' (ﬁ) " (v)kls=m)=ng2n,m,

onde 0 < m < deg,g = s e n é um niimero inteiro ndo negativo. Portanto, escolhendo k > 0
suficientemente grande tal que k(s —m) —n > 0, temos que py é um polinémio misto o qual é
uma realizacdo fraca do fecho de B*. Além disso, o polinémio py, é radialmente homogéneo
pesado do tipo (2k, 1;2ks).

Nesta tese conseguimos verificar que as propriedades da aplica¢do p; também sao vélidas
para qualquer dado polindmio semiholomorfo p : (Cz,O) — (C,0) radialmente homogéneo
pesado, ou seja, p pode ser decomposto num produto de uma aplicacdo u-semiholomorfa
g:Cx 8" = C com alguma poténcia possivelmente racional de |v| = r, e além disso a existéncia
de uma singularidade fracamente isolada na origem de p estd relacionada com as raizes simples

de g.

Proposicio 4. Seja p : (C2,0) — (C,0) um polindmio u-semiholomorfo que é radialmente
homogéneo pesado do tipo radial (py, p2;d,). Entdo, existe uma fun¢do u-semiholomorfa g :
C x S' — C tal que

o . d
plu,re’ re ) :=r"g <i e”) n="T =L (4.28)

Demonstragdo. Seja
l
P(M,V, V) = Z CVj7ﬂju Py J,ZVI'LJZ
j=1
onde v; = (v;1,V;2), bj = (0,14;2), cv;u; €C, j=1,2,...,1. Em razdo de p ser um polindmio

misto radialmente homogéneo pesado entdo para qualquer j =1,2...,!/

p1vi1+p2(Viz+1j2) =d;.
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Tomando v = re, temos

I
plu,re” re™) =} cvj#juvalrvf72+“f‘2e("j‘2—#j,z)1f
j=1

Vi1

!
_ u (Via—;j2)it
-7 Z Cvjuj (n—(vj'.,2+#j.,2)) e ' (4.29)
/:] T
r :
Tome n = Z—g em= Z—: assim para qualquer j = 1,2,...,/, temos
nvi1+m(Vjo+Uj2) =nm.
Logo
n—(v; ;

Vj71 m

Mais ainda, temos ;= = ’;—; = K. Portanto substituindo Equacao (4.30) em Equacdo (4.29)
it —ity _ u i
plu,re’ re )—r”g<r—K,e ),

onde g : C x S' — C é uma fungio u-semiholomorfa,

l
g(u,e") = Z Cv; “juvale(varuf’2)lt.
=

]

Note que para o caso da realizacdo fraca p; de uma tranca quadrada Equacao (4.27)
que é um polindmio semiholomorfo radialmente homogéneo pesado do tipo (2k, 1;2ks) temos
que n = Z—; = % =2kse K= % = %‘ = 2k. Contudo, é importante destacar que para alguns
polindmios semiholomorfos radialmente homogéneos pesados os nimeros n € K podem nado ser

ndmeros inteiros.

Corolario 1. Seja p : (C%,0) — (C,0) um polinémio u-semiholomorfo que é radialmente
homogéneo pesado do tipo radial (p1, p2;d,) com singularidade fracamente isolada na origem.
Entio, existe uma fungio u-semiholomorfa g : C x S! — C com raizes simples que satisfaz a
Equacgdo (4.28).

Demonstracdo. A existéncia de g: C x S! — C tal que

p(l/t,v, ﬁ) = (Vﬁ)jg <<V‘7)§ ) \/_V_V)

foi provada na Proposicao 4. Pela regra da cadeia temos que
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Sendo p radialmente homogéneo pesado podemos deduzir da prova da Proposicdo 2 que (V,N
)\ {v=0} = (V,NV,,)\ {v=0}, além disso a hipétese da singularidade ser fracamente
isolada na origem garante que

(Vp V) \ {v =0} = {0}. (431)

Portanto, se |v| # 0 entdo (4.31) implica que VNV, = {0}, ou seja, g tem rafzes simples. [






73

CAPITULO

NOVOS CRITERIOS DE NAO-DEGENERACAO

A nocdo de poliedro de Newton ndo-degenerado foi introduzida por Kouchnirenko
(1976) para funcdes holomorfas com o objetivo de calcular um conhecido invariante analitico
da singularidade que € o nimero de Milnor, a partir do nimero de Newton que ¢ um nimero
combinatorial. Para isso foi necessdrio introduzir o conceito de bordo de Newton conveniente
para que o nimero de Newton estivesse bem definido. Uma consequéncia direta é que fungdes

holomorfas com bordo de Newton ndo-degenerado e conveniente possui singularidade isolada.

Posteriormente Wall (1999) e Mondal (2021) visaram estender os resultados de Kouchni-
renko removendo a hipétese de Newton conveniente no bordo de Newton. Para isso introduziram
os conceitos de Newton ndo-degenerado interior ¢ Newton nao-degenerado parcial, respec-
tivamente, que em particular incluiam os polindmios radialmente homogéneos pesados com

singularidade isolada e ndo convenientes.

Posteriormente, o conceito de Newton nao-degenerado foi considerado por Oka (2010)
para fung¢des mistas com o interesse de generalizar propriedades conhecidas dos polindmios

holomorfos nesta nova classe.

O objetivo neste capitulo € generalizar as ndo-degeneracdes de Newton interna e parcial
para o caso de polindmios mistos de duas varidveis, como também generalizar resultados
conhecidos de polindmios ndo-degenerados holomorfos ou mistos. Estes resultados aparecem
em (ARAUJO DOS SANTOS; BODE; SANCHEZ QUICENO, 2022) e (BODE; SANCHEZ
QUICENQO, 2023)

5.1 Nao-degeneracoes

Considere um polindmio misto f(z,Z) = Y.y ; ¢v; u,2" 72", onde z = (u,v) e Z = (&, 7). No

bordo de Newton I'( f) considere a sequéncia de vetores de pesos positivos

2 :={P,i=1,2,...N} (5.1)
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associados as 1-faces compactas de I'(f). Quando for necessario explicitar o polindmio f

associado ao bordo de Newton, escrevemos Z(f) em lugar de Z.

Vamos introduzir a seguinte ordem parcial no conjunto &: dados os vetores de pesos

P, = (pi1,pi2) e Pi=(pj1,pj2) vamos denotar por P; - P; se e somente se 5’—; > %
L Js
Podemos reindexar o conjunto & de forma que
PP > > Py. (5.2)

Seguindo analogamente como na Proposi¢do 4 podemos provar que para P, = (p; 1, pi2) €

2 existe g; : C x S — C que ndo depende de r e é definida por
gi(u,i,ell) = ks fp (Piy ki v, v), (5.3)

onde k; = %, n; € o menor exponente de r := |v| em fp. e s; € 0 maior exponente de R := |u| em
i,
e

Note que esta € uma forma alternativa a (4.28) para decompor fp, € que vale para todo

polindmio misto radialmente homogéneo pesado.

Definicdo 15. (OKA, 2010) Chamamos fp, true se o polindmio correspondente g;(u, i, e) tem
um conjunto de zeros nio vazio em C* x S!, onde C* denota C\ {0}. Um polindmio misto

f: C? — C é chamado true se para todo P; € & a respectiva fungio face fp. é true.

Uma classe de polindmios mistos que sdo true sdo os polindmios x-semiholomorfos,
x € {u,v,i,v},0 qual segue de aplicar o Teorema Fundamental da Algebra em cada fungéo g;,

i=1,2,...,N, as quais de fato tém um conjunto de zeros nio vazio em C x S'.

Defini¢do 16. Uma face 0-dimensional de I'( f) que borda uma tinica 1-face compacta, é chamada

de vértice extremo. Do contrario, chamamos de vértice ndo extremo.

Vamos considerar também as seguinte defini¢des.

Definicao 17. (OKA, 2010) Dizemos que o polindmio misto f tem um bordo Newton ndo-
degenerado (ND) se para qualquer face fechada A (0-dimensional ou 1-dimensional), a fun¢do
face fx ndo tem pontos criticos em Vs, NC*2, onde C*2 = (C\ {0}) x (C\ {0}).

Observacao 4 (Importante). Note que ND envolve a ndo-degeneracdo de todas as fungdes
face definidas no bordo de Newton. Também € importante destacar que Defini¢do 17 pode ser
equivalentemente definida em termos de vetores de pesos P; isto €: para todo vetor de pesos
P considere a fun¢@o /p como na Equagio (4.9) e seu minimo no supp(f). Como esse minimo
vai ser realizado exclusivamente ao longo de uma face 1-dimensional, ou ao longo de uma face
0-dimensional, basta verificar que f restrita nesses mondmios (que denotamos por fp) ndo tem

pontos criticos em Vj, NC*2.
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Defini¢do 18. Dado um polindmio misto f e Z?(f) como em (5.2). Dizemos que f tem um

bordo Newton ndo-degenerado interior (NDI) se as seguintes condi¢des sdo validas:

(i) afungdo face fp, e fp, ndo tem pontos criticos em Vy, N (C*\{v=0})e Vip, N (C\{u=

0}), respectivamente;

(i1) em cada 1-face e vértice ndo extremo A, a funcdo face fx ndo tem pontos criticos em
VfA NC*2,

Observacido 5. (i) Se Z(f) = 0 entdo definimos fp, = fp, = fr.

(i) As condi¢des ND e NDI envolvem somente termos da parte principal do bordo de Newton.
A condicdo NDI-(i1) € a condicdo ND, exceto que nos vértices extremos a condicdo NDI

pode admitir degeneracdo no sentido de ND.

Para a definigio seguinte vamos lembrar que dado f : (C?,0) — (C,0) um germe de

polindmio misto entdo pelo Lema 1 o conjunto singular € dado por

S1,f :fu]Tﬁ_fv]Tﬁ =0
Yr=9q sap=ful?=1fal*=0
s3.p=fH1*—1fl*=0.

Definicao 19. Dizemos que o polindmio misto f é Newton ndo-degenerado parcial (NDP) se

para todo vetor de pesos positivo P ambas das seguintes condi¢des sdo validas:

(1) o sistema

(s1,£(0,v))p = (52,£(0,v))p = (53, £(0,v))p = (f(0,v)) p =0 (5.4)

ndo tém solugio em C*? e

(s1,7(u,0))p = (52,7 (,0))p = (53,7 (u,0))p = (f(u,0))p =0 (5.5)
ndo tém solugdo em C*2;

(i1) o sistema
(s1.r)p=(s2,r)p=(s3¢)p=fp=0 (5.6)

ndo tem solugdo em C*2.

Aqui s; ¢(0,v), i =1,2,3, sdo polindmios mistos em varidveisve ves; r(u,0),i=1,2,3,

a‘jb 0-0,,a5b a=b Ovouaﬁb

sdo polindmios mistos em varidveis u e it. Porém, fazendo vV’ = u"it’ v’ e u®it” = v

b
podemos considerar estes como polindmios em duas varidveis e suas conjugadas. Assim, as
fungdes face para um vetor de pesos P = (p1, p2) de um polindmio misto # como os polindmios

anteriores, ndo dependem dos vetores de pesos P pois o bordo de Newton I'(%) sdo vértices, ou
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seja, I'(h) = {(a,0),a € N} ouI'(h) = {(0,b), b € N}. Assim, para todo vetor de pesos positivos

P a funcao face fp coincide com a parte principal de 4, isto €, hp = hr.

A ndo-degeneragdao NDP pode envolver termos além daqueles do bordo de Newton. As
definicdes NDI e NDP acima foram introduzidas neste trabalho e nas Proposicdo 5, 6, 7 vamos
mostrar que elas estendem (OKA, 2010), ou seja, estende a condicao de ndo-degeneracdo (ND)

munida com a condicao de conveniencia do bordo de Newton (CO) como no Diagrama (1.1).

Observacao 6. Note que as condi¢des ND e CO isoladamente ndo sdo suficientes para garantir

singularidade fracamente isolada na origem, como pode ser visto nos exemplos f(u,v) = u* —

u?v3 e g(u,v) = (u> +v*)?, respectivamente.

Proposi¢do 5. Seja f : (C2,0) — (C,0) um polindmio misto ND e CO. Entio f é NDI.

Demonstragcdo. Suponha que f ndo € NDI. Uma vez que f € ND, NDI-(ii) € satisfeita e assim
NDI-(i) ndo €. Portanto existe um ponto critico de fp em Vg, N (C*\{v = 0}) ou um ponto
critico de fp, em Vy, N (C*\{u = 0}). Assuma que o primeiro seja verdade. O argumento do

dltimo € andlogo.

Seja (us,vs) € Vg N (C2\{v=0}) um ponto critico de fp,. Uma vez que f é ND, fp, nio
tem pontos criticos em Vip N C*? e portanto u, = 0. J4 que f satisfaz CO, seu bordo de Newton
intersecta o eixo vertical e chamemos o correspondente vértice A. Ja que v, # 0, escrevemos f
numa vizinhanga de v, como rkCID(ei’) para algum ® : S! — C, escrevendo a varidvel complexa v

como re'’. Note que fa(u,v) = fp (0,v) para todo u € C.

Com v, # 0 temos que fa(u,vs«) = fp, (0,v.) = 0 implica que ®(e!’*) = 0. Calculamos a

matriz Jacobiana real de fa em (u,v,) = (u,r.e"):

IRe(f
Jfa(u,vs) = age(('f)) (4, v5) ITm(u) (4, v)
AUy Vi 8Im(fA) (I/l v ) (u v )

IRe(u) b V*) FIm(u) \Ho Vx
d

> ; (5.7

o qual segue do fato que fj nio depende em Re () ou Im(u) e ®(e'*) = 0. Dado que J f nio

ot

9Ifg(fA) (4, v5) JIm(fa)

dRe(fa) (u, ) dRe(fa) (u,v,)
T(u, V*)>

tem posto maximal, («,v.) é um ponto critico de fp para qualquer nimero complexo u. Em
particular escolhendo u # 0 resulta num ponto critico de f, em Vp, N C*?, o qual contradiz a

Newton nao-degeneracao de f. ]

Exemplo 2 (NDI # ND+CO). Consideremos o polindmio bordo

Fu,v, ) =vid +v3 2 +Pu—200" +37).
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Assim, os vetores de pesos associados as 1-face & = {P; = (2,1),P, = (1,3)} e
L(f) ={A1,80,A,A(P1),A(P2) }

onde A(Py) e A(P,) sdo 1-faces, Aj e A, sdo vértices extremos de f e A= A(P)) NA(P,) é o

Unico vértice ndo extremo. Como ilustramos na Figura 23.

A

2 4 6 8 10
Figura 23 — Bordo de Newton, vértices extremos e ndo extremos de f
Uma vez que f € semiholomorfo a intersecao do conjunto singular e a variedade mista

de f sereduz a f, =53y = f = 0. Considere v = re’. Associado ao vetor de pesos P, tome

ki =2, s1 =2en; =3, Equagdo (5.3) toma a forma

~ ' > ‘ ' ' ~
Ip, (Z»Z) = v3u2-|-\75u—2(v7 +‘77) — 4/ (GSU (%) +e—51t (%) _2(e7lt +e—71t)) ‘
r r

Associado aos vetores de pesos P, tome kp = %, so» =8 e np = 1 a Equacdo (5.3) toma a forma
u i\ _
(ot ) -

) o u NS e sou N2\
fru(2,2) = v 432 = P13 (ell (ﬁ) 1 i (ﬁ) ) .

A condi¢ao NDI-(i) segue de aplicar o Coroldrio 1 e o fato que g| e g> t€m raizes simples
em C?\ {u =0} e C?\ {v = 0}, respectivamente.

Para provar NDI-(ii) lembre que f em A = A(P;) NA(Py) satisfaz fx(u,v,7) = 7u nio
tem pontos criticos em C*2, 0 qual € trivial. Portanto, f € NDI. Porém, fA, = —2(v7 + \77) é
degenerado, assim f nao é ND. Por outro lado, I'(f) ndo intersecta o eixo horizontal. Conse-

quentemente, f € NDI e ndo é CO.

Para continuar relacionando as condi¢des de ndo-degeneracdo, precisaremos do seguinte

resultado.
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Lema 2. Tome x € {u,i,v,v}. Seja f : (C?,0) — (C,0) um polindmio misto o qual ndo é X-

semiholomorfo (onde tomamos (i7) = u e (V) = v), entdo para todo vetor pesado P = (py, p2)
segue que d(P; fy) > d(P;f) — pi,onde i =1sex € {u,i} e i =2 sex < {v,v}. Mais ainda, as

seguintes sao equivalentes:

() d(P;fcx) =d(P;f)—pi,ondei=1sex € {u,a}ei=2sexc {v}.

(i) (fo)p = (fp)x-

(iii) fp nado € x-semiholomorfo.

Demonstra¢do. Como no enunciado do lema tome i = 1 se x € {u,i} e i =2 se x € {v,v}.
Tomando a derivada com respeito a x reduz o grau do mondmio My, = cy ;z"7* com respeito a
varidvel x por um se My ;, depende em x, isto &, deg,(My ), = deg, My ,, — 1 se deg, My, > 0.
Portanto, o grau radial rdegp My ;, de My ; decresce por p; sob a diferenciagdo por x se My

depende em x.

Devemos escrever f = fp+ f’ para algum polindmio misto f' com d(P; f') > d(P; fp) =
d(P; f). Claramente isto implica fy = (fp)x+ fr e d(P; fr) = min{d(P; (fp)x),d(P; f])}.

Suponha que fp ndo é x-semiholomorfo. Se f’ ndo depende em x, temos f; = (fp)x €

como £p é constante em (fp)x, temos (f)p = fx = (fp)x €

d(P; fx) = d(P;(fp)x) = d(P; fp) — pi = d(P: f) — pi. (5.8)
Se f' depende em x, entdo

d(P;(fp)x) =d(P: fp) — pi <d(Pif') — pi=d(P: fy) (5.9)
e portanto (fy)p = (fp)x € novamente

d(P; fx) = d(P;(fp)x) = d(P; fp) — pi = d(P; ) — pi. (5.10)

Isto implica que (iii) implica (ii) e (i).

Suponha que fp é x-semiholomorfo. Entdo f, = f1.Jd que f em si ndo é x-semiholomorfo,

fx e (fx)p ndo sdo constante zero, o qual implica que (fx)p # (fp)x=0¢e
d(P:fy) = d(P: f;) = d(P;f') — pi > d(P; fp) — pi = d(P: f) — pi. (5.11)

Portanto, (i) e (ii) independentemente implicam (iii). Isto também mostra que se d(P; fy) #
d(P; f) — pi, entdo d(P; f) > d(P; f) — pi, o qual finaliza a prova do lema.. O

Proposicdo 6. Seja f : (C2,0) — (C,0) um polindmio misto NDI. Entio f é NDP.
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Demonstragdo. Assumimos que f é NDI, mas ndo NDP, e provamos a Proposi¢ao por contradi-
¢do. Suponha que NDP-(i1) ndo € valido para algum vetor de pesos positivos P, com kj > 5—; > ky.

Entdo existe (a,b), ab # 0, que é solucdo de (5.6)

(S]J)p(a,b) = (Sz7f)p(a,b) = (S37f)p(a,b) = fp(a,b) =0. (5.12)

Analisando os graus radiais das derivadas parciais de f temos:

)p(a,b), se d(P; f,) +d(P; f;) < d(P; f,) +d(P; fz)
)P( ) S€ d(P;fv)+d(P;le) < d(P;fu>+d(P;f\7) (5.13)
(Sl,f)P(a b), sed(P;fu)+d(P;fy) =d(P;f,)+d(P;fa)

fu)pla,b)?, sed(P;f,) <d
fa)p(a,b)|?, se d(P;fq) < d(P;f.) (5.14)

(fy)p(a,b)?, se d(P; f,) < d(P; f;)
(fs)p(a,b)|?, se d(P;f;) < d(P;f,) (5.15)

|
(s3.p)p(a,b) = |
(s3,r)p(a,b), sed(P;f,) =d(P;f;).

\

Ja que k1 > Z—; > ky entdo toda fungdo face fp ndo € do tipo u e i-semiholomorfo nem v
e v-semiholomorfo. Portanto, aplicando o Lema 2 temos

/

d(P;f)— p1, se fp é i-semiholomorfo
d(P;f
d(P;f

d(P; fu) > d(P; fa)
d(P; fz) > d(P; fu)
d(P; fa) = d(P; fu)

) — p1, se fp é u-semiholomorfo

) — p1, se fp depende em u e também i

d(P; f)— p2, se fp é v-semiholomorfo

d(P; fy) > d(P; fy)
d(P; f5) > d(P; fy) =d(P;f) — p2, se fp é v-semiholomorfo
\ d(P;f5) =d(P;f,) =d(P;f) — p2, se fp depende em v e também V.

Dependendo na combinagdo desses diferentes casos, existem 9 casos a considerar em total. Mos-
traremos os cdlculos para o caso que d(P; f,) > d(P; fz) =d(P;f) —p1 e d(P; f5) =d(P; f,) =

d(P;f) — p2 o que € equivalente a que fp é i-semiholomorfo, ou seja, (fp), = 0, e também

depende em v e v. Entdo, deduzimos por comparar os casos das Equagdes (5.13)-(5.15),

(s1.5)p(a;b) = (fy)p(a,b)(fa)p(a,b) =0

(s2.)p(a,b) = |(fa)p(a,b)|* =0 (5.16)
(s3,r)p(a,b) =0

fr(a,b) =0
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Aplicando Lema 2 temos (fz)p = (fr)a (fv)p = (fr)v € (f5)p = (fp)s. Logo, da Equagido (5.16)
temos que (s1 r)p(a,b) = s1,f.(a,b) e (s2,¢)p(a,b) = 52 5,(a,b). Assim, para encontrar uma

solugdo de sy 7, = 52 f, = 53, = fp = 0 devemos considerar dois casos:
Se s34, Z0,
$3.00 = | (o)l = 1(fe)sl” = 1(F)p? = |(fe)p|* £ 0. (5.17)

Note que,

s3,p =((f)p +M1)((f)p+M1) — ((fo)p+ M) ((f)p +M2)
=(f)p(f)p+ (fr)pPMi+ M (f,)p + MM —

((f5)p(Fo)p + (fr)pMa + Ma(f5)p + Mabo), (5.18)
onde M| = f, — (fy)p e M2 = f; — (f3)p s@o polindmios mistos satisfazendo d(P;(f,)p) <
d(P;My) e d(P;(f5)p) < d(P;M,), respectivamente. Assim, pelas Equacdes (5.17) e (5.18) a
funcdo face (s3.)p = (fv)p(fy)p — (f5)p(f5)p = s34, Portanto, temos

st = (fP)u(fP)s — (fp)a(fe)y = (fp)u(fr)s = (fu)P(f5)p = (s1.5)p (5.19)
sa.pr = |(fe)ul® = |(fP)al* = = [(fp)al® = —|(fa)p|* = (s2.5)p (5.20)
53,1, = (83,£) P, (5.21)

e uma solugdo (a, b) da Equagdo (5.16) implica uma solucdo s1 s, (a,b) = 2 1,(a,b) =53 1. (a,b) =
fp(a,b) =0, o qual contradiz NDI-(ii).

Se 53,7, =0, entdo o sistema 51 g, = 52 1, = 53, = fp =0€&igualasy 5, =52 5, = fp =0,
logo pelas Equagdes (5.19) e (5.20) a mesma solugdo (a,b) em (5.16) implica sy 7,(a,b) =
$2./-(a,b) = fp(a,b) = 0 o que contradiz novamente NDI-(ii).

Os outros casos quando k; > ’;—; > ky seguem de aplicar argumentos quase idénticos para
provar que a solugdo (a,b) de (5.6) satisfaz sy y,(a,b) = 52 f.(a,b) = 53 4,(a,b) = fp(a,b) = 0.
Portanto, f satistaz NDP-(ii) para vetores de peso P satisfazendo k; > f;—; > ky. Assim, como f
nao ¢ NDP entdo este ndo satisfaz NDP-(ii) para um vetor pesado positivo P com % > kj ou
1’;—; < ky, ou f ndo satisfaz a condi¢aio NDP-(1).

Podemos escrever fp,(z,2) = A(v,v) + B(v,v)u+ C(v,v)ii + D(z,Z) para alguns polind-
mios mistos A, B,C, D, onde o grau de D com respeito a R = |u| = |i| é maior que 1. Jd que f é
NDI, a condi¢@o, fp, ndo tem pontos criticos em ({u = 0}\ {(0,0)}) NVy, € equivalente a ndo

solugdo do sistema dado por:

se f € v-conveniente

B(v,v)As(v,7) —C(v,7)A,(v,¥) =0
[B(v, 7)) —C(v,7)]> =0

AV (v, ) [? = A5 (v,7) > = 0

A(v,v) =0,

(5.22)
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se f ndo é v-conveniente, isto é, A(v,v) =0
{ |1B(v,7)|> = |C(v,7)|* = 0. (5.23)

Agora, suponha que o sistema (5.4) tem solugdo da forma (0,b) e que para vetores de pesos P
com j;—; > k; o sistema (5.6) tem soluc@o da forma (a,b), assim obtemos: se f é v-conveniente

(

B(b,b)A;(b,b) — C(b,b)A,(b,b) =0
[B(b,b)> —|C(b,b)* =0

_ _ (5.24)
Ay (b,b)[* — |As(b,b)|> =0
| A(b.b) =0,
se f ndo é v-conveniente, isto é, A(v,V) =0,
( — p— — - — D———
B(b,b)(By(b,b)a+ Cys(b,b)a) — (By(b,b)a+C,(b,b)a)C(b,b) =0
B(b,b)|> —|C(b,D)|> =0
BB~ (C(b.5) 525

IB,(b,b)a+C,(b,b)a|> — |By(b,b)a+ Cy(b,b)al>* =0
B(b,b)a+C(b,b)a=0.

Em ambos casos, v-conveniente e ndo v-conveniente, (5.24) e (5.25) com (a,b), b # 0 da uma
solucdo de (5.22) e (5.23), respectivamente, o qual é uma contradi¢do a NDI-(i). Portanto, f
satisfaz NDP-(ii) para vetores de pesos P satisfazendo Z—; > ki e o sistema (5.4) ndo tem solucgdo

ndo trivial.

Analogamente podemos usar a condi¢do NDI-(i) em fp, para provar que f satisfaz NDP
para vetores de pesos satisfazendo % < ky e também para provar que nao existe uma solucdo
ndo trivial (a,0) do sistema (5.5). Consequentemente, f satisfaz NDP-(i) e (ii) e portanto f é
NDP. ]

Note que como vimos anteriormente o sistema (s1,7)p = (s2,7)p = (53,r)p = fp = 0 ndo
€ necessariamente 0 mesmo que o sistema sy s, = 52 1, = 53 f, = fp = 0, sendo que a solugado
do primeiro sistema sempre implica numa solucdo do segundo. Porém, dado que em vérios
casos o sistema (s1.7)p = (s2,r)p = (53,7)p = fp = 0 tem mais equacdes ndo nulas que o sitema
S1.fp = 82,1, = 83.f, = fp =0, entdo ndo podemos esperar o contrdrio, como veremos no exemplo

a seguir.
Exemplo 3 (NDP # NDI). Consideremos o polindmio misto
f(z,2) = vi — i + vu®.
Entdo, os polindbmios mistos que definem o conjunto singular misto sdo:

s1.f(2,2) = =@ + 2uv* + 2ui®7,
52,(2,Z) = —4Re(vit®) + 2viud,
53,£(2,2) = —2Re(vit*) — (uit)?.
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Claramente, o tnico vetor de pesos para o qual f ndo é NDI é P = (1, 1), pois os polindmios

Mistos s1 f,, 82 7, € 53,1, 530 nulos, ou seja, s; 7, =0, i = 1,2, 3. Por outro lado, para P = (1,1)

temos:
(s1.0)p(2,2) = =@ + 2uv?,
(SZ f)P(Z7Z) = _4Re(Vﬂ2)7
<S37j>P(Z,Z) = —2Re(vu2),
fp(z,2) =vw—ui

Se tomamos u = Re® e v = re'’ entdo fp = 0 implica R = r. Substituindo isto em (s1,£)p temos
que R3(—e 3¢ 4 2¢(?=21)1) — 0. Evidentemente esta equacdo s6 tem solugdo quando R = 0.
Assim, (s1.7)p = (s2./)p = (s3./)p = fp = 0 ndo tem solugdo em C*?. Consequentemente, f €

um exemplo de um polindmio que é NDP e ndo é NDI.

Proposiciio 7. Seja f : (C?,0) — (C,0) um polindmio misto NDP. Entdo, f tem uma singulari-

dade fracamente isolada na origem.

Demonstra¢do. Vamos provar por contradicdo, ja que f € polinomial, a singularidade ndo

fracamente isolada implica pelo Lema da Selecdo da Curva que:

Existe uma curva analitica
z(7) = (et +h.o.t, bt +hot) € LNV, NC?

coma,b # 0, isto &, 51 £(z(7)) = 52,¢(2(7)) = 53 #(2(7)) = f(2(7)) = 0. Assim, (s1 ) p(a,b) =
(s2.£)p(a,b) = (s3,r)p(a,b) = fp(a,b) = 0. O qual contradiz a NDP-(ii).

Se a curva é da forma z(7) = (0,b772 +h.o.t.) ento
s1,£(2(7)) = 2,(2(7)) = s3,(2(7)) = f(2(7)) =0
implica (s1.7)p(0,b) = (s2.£)p(0,6) = (s3.7)p(0,b) = fp(0,b) = 0 0 que & equivalente a
(51,(0,v)p(0,0) = (52,£(0,v))p(0,b) = (s3,£(0,v))p(0,b) = (£(0,v))p(0,0) =0,

o qual contradiz NDP-(i) de f. O caso z(7) = (at”! +h.o.t.,0) é completamente andlogo. Portanto

f tem uma singularidade fracamente isolada na origem. L

Note que para alguns casos O ¢ X, isto pode acontecer quando Z(f) = 0.
Exemplo 4 (XNV; = {0} % NDP). Consideremos f(u,v) = (u—v)*+uv?. Note que (u,v) € Ly
se e somente se
fulu,v) =2(u—v) +v? (5.26)
fHlu,v) =—=2(u—v)+2uv. (5.27)
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Assim, Equacdo (5.27) implica (u — v) = uv, substituindo em Equacio (5.26) temos 2uv +v> =0
o0 qual implica v =0 ou u = —5. Se v =0 entdo u = 0. Se u = —7 entdo substituindo em
Equagdes (5.26)-(5.27) temos f, (—%,v) = =3v+1*=0¢e f,(—%,v) =3v—v* =0, 0 que
implica que v =0 ou v = 3. Logo, X = {(0,0), (—%,3)}. Portanto, para uma vizinhanga
suficientemente pequena da origem U NX; = {0}.

Por outro lado, note que para P = (1, 1)

(fu)p(u,v) =2(u—v) (5.28)
(f)p(u,v) =—2(u—v) (5.29)
fr(u,v) =(u—v)>. (5.30)

O sistema (5.6) é equivalente a

(fu)P = (fv)P =fp=0,

e assim vemos que este tem solucdo ndo trivial u = v. Portanto, f ndo satisfaz NDP-(i1) e

consequentemente f ndo ¢ NDP.
Proposicdo 8. Seja f : (C?,0) — (C,0) um polindmio misto NDI. Entdo, f e fr tém uma

singularidade fracamente isolada na origem.

Demonstragcdo. Visto que a Newton nio-degeneracao interior é uma condicdo no bordo de
Newton I'( f) tanto o polindmio f quanto fr sdo NDI. Assim pelas Proposigdes 6 e 7, ambas f e

Jr tém uma singularidade fracamente isolada na origem. 0

5.1.1 Caso radialmente homogéneo pesado

Para o caso particular de polindmios mistos radialmente homogéneo pesado as condi¢des
de ndo-degeneracao interior, ndo-degeneracdo parcial e a condi¢io de singularidade fracamente

1solada coincidem.

Proposicio 9. Seja f : (C?,0) — (C,0) um polindmio misto radialmente homogéneo pesado,

entdo as seguintes condi¢gdes sdo equivalentes:

(i) f tem uma singularidade fracamente isolada na origem.
(i) f é NDL
(iii) f é NDP.
Demonstragdo. (iii) implica (i) segue da Proposi¢ao 7. (i1) implica (ii1) segue da Proposi¢ao 6.

(1) implica (i1) pois ja que f € radialmente homogéneo pesado, entdo a singularidade fracamente

isolada implica a condi¢ao NDI-(i) e NDI-(ii) para o vetor P, associado a tnica 1-face. ]
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As condic¢des anteriores ndo sdo equivalentes a ndo-degeneracao e conveniéncia (ND+CO).

Veja o exemplo a seguir de um polindmio que satisfaz NDI que ndo satisfaz ND.

Exemplo 5. (BODE, 2018) Considere a tranga B = (010, 1)2 com 3-fios e a parametrizacdo de
Fourier de 010, ! por

t+2mj t+2mj
cc’j(t) N (FC < +SC7U) +iGC ( +SC7”) ’t) 7j: 172’37

onde (F¢(t),Ge(t)) = (cos(z),sin(2¢)). A fun¢do u-semiholomorfa em (4.27) é dada por

g(u,CZit) :u3 4+ Z(CZit _ efZit)u _ %(CZit _’_efZit) _ %(e4it o ef4it).

e por B ser uma tranca quadrada a aplica¢do em (4.15) € polinomial e € dada por

3

1
2

1
pre(uv,v) = ud + = (v-9) 10 — P — E(v RGP — g(v R4 — ).

Neste caso p; providencia uma realizacdo fraca semiholomorfa do fecho da trancga B, que é o n6

da figura oito, a qual é radialmente homogénea pesada do tipo ((2k, 1);6k).

Note que para P > (2k, 1) a fun¢do face (py)p(u,v,v) é degenerada no sentido de Oka.
Porém, p; tem singularidade fracamente isolada, o que € equivalente pela Proposicao 9 a NDI e
também a NDP.

5.2 Nao-degeneracoes fortes

Uma versdo mista do Teorema da fibracao de Milnor do caso holomorfo foi provada por

Oka (2010) utilizando uma versao forte de ND (FND, Defini¢do 20) como enunciado abaixo.

Teorema 8. (OKA, 2010, Theorem 33) Seja f : (C",0) — (C,0) um polindmio misto satisfa-
zendo FND e CO. Entdo f tem uma singularidade isolada na origem. Mais ainda,

argf::i:S%"_l\Lf%Sl (5.31)

/]

€ a projecao de uma fibracdo suave localmente trivial.

Inspirados no Teorema 8, onde se obtém uma singularidade isolada na origem e a
propriedade forte de Milnor, generalizamos novamente as condi¢des de ndo-degeneragdo interior
e parcial para o caso misto, requerendo uma condi¢io mais restrita (forte) no espirito de (OKA,

2011, Definition 3). Além do mais, generalizamos o Teorema 8 para estas familias.

Definicao 20. (OKA, 2010) Dizemos que o polindmio misto f tem um bordo Newton fortemente
ndo-degenerado (FND) se para qualquer face fechada A (0O-dimensional ou 1-dimensional), a

funcdo face fx ndo tem pontos criticos em C*2.
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Oka (2010) pede que f4 : C*2 — C seja sobrejetora sempre que dim(A) > 1. Por outro
lado, Eyral e Oka (2018) excluem esta condi¢do como na nossa defini¢do. Neste capitulo podemos
ver que esta condicdo nao € necessdria para provar resultados envolvendo as singularidades de

um polindmio misto, por exemplo Proposi¢do 12.

Definicao 21. Dizemos que f tem um bordo Newton fortemente ndo-degenerado interior (FNDI)

se as seguintes condicdes sao vélidas:

(i) afungio face fp, e fp, ndo tem pontos criticos em C?\ {v =0} e C2\ {u = 0}, respecti-

vamente;
(i1) em cada 1-face e vértice ndo extremo, a funcio face fa ndo tem pontos criticos em C*2.

Definicao 22. Dizemos que o polindmio misto f é Newton fortemente ndo-degenerado parcial

(FNDP) se ambas das seguintes condi¢des sao validas para todo vetor pesado positivo P:

(i) o sistema
(s1,£(0,v))p = (52,£(0,v))p = (53,7(0,v))p =0 (5.32)

ndo tem solugdo em C*? e

(51,£(,0))p = (52,7 (,0))p = (53,7(,0))p =0 (5.33)
ndo tem solucdo em C*2;

(i1) o sistema
(s1,0)p = (s2,0)p = (s3)p =0 (5.34)

ndo tem solugdo em C*2.

Como no caso das nao-degeneracdes, NDI e NDP, nossas no¢des de ndo-degeneracdo

fortes, FNDI e FNDP, generalizam o caso FND+CO de Oka, como € visto no Diagrama 1.2.

Observacao 7. Veja que a condicdo ND e FND sdo equivalentes no caso de fun¢des holomorfas.
Consequentemente FND ndo € suficiente para garantir singularidade isolada na origem. Ver
Observacao 6.

Proposicio 10. Seja £ : (C2,0) — (C,0) um polindmio misto FND e CO. Entio f é FNDL

Demonstragcdo. Como na prova da Proposi¢cdo 5 somente temos que provar que oS pontos
criticos de fx em C*2 para A um vértice extremo de f permite uma contradicdo com FNDI-(i).
Assuma que A é o vértice extremo pertencendo a A(P;). Como f satisfaz CO, f, toma a forma
fa(u,i,v,v) =A(v,7) para algum A : C — C. Assim s1 s, = 52,7, = 0 € um ponto critico de fa

em C*? corresponde a uma raiz ndo nula de s3 ¢, = |A,(v,7)|? — |As(v, 7)|%.
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FNDI-(i) € equivalente a ndo existéncia de soluc¢do {(0,v) : v # 0} das primeiras trés
equagoes em (5.22). Em particular em u = 0, as trés equagdes € s3, fr, lu=0 = 53,1, Portanto se f
¢ FND, ndo existe raizes ndo nulas de s3 7, € assim FNDI-(i) € satisfeita para fp,. O argumento

para fp, € andlogo. [

Seguindo a mesma ideia da prova da Proposicdo 5 obtemos.

Proposicio 11. Seja f: (C?,0) — (C,0) um polindmio misto FNDI. Entio f é FNDP.

Demonstracdo. A prova € quase idéntica aquela da Proposicdao 6. Assumindo solucdes dos
sistemas oriundos de FNDP-(i) -(ii) gera um sistema de equagdes como em (5.13)-(5.15) em
termos de series de potencia de 7. Comparando os termos de menor ordem gera uma solucao a
equagdo que define a ndo-degeneracdo interior forte de fp, onde P = (py, p2) € o vetor pesado
definido pelos menores ordens de z(7) como na Proposi¢cdo 6. Novamente existem 0os mesmos
casos para ser considerados como na prova de Proposi¢do 6: k1 > Z—; > ky, Z—; < ky, Z—; > ki,
e a anulagdo de uma das coordenadas complexas de z(7). Nestes casos, os argumentos de
Proposi¢do 6 se mantem, mas como z(7) nio é assumida em Vy, isto prova uma contradi¢do que
f ¢ FNDL O

Exemplo 6 (FNDP # FNDI). O polindmio misto f(u,i,v,7) = u'® +u?v+ (vi)" 4+ av*"~! com
n > 1 é FNDP, mas ndo é FNDI.
O polindmio tem duas 1-face com vetores de pesos P| = (2n—1,2) e P, = (1,8), e
fr (u,v,7) = u?v+ (vi)"
fp,(u,v,v) = ul® 4+ 1Py,

Jd que fp, é semiholomorfo, podemos encontrar seus pontos criticos ao resolver (fp, ), = 3, fo, =

0 e encontramos que

(f )u(ut,v, ) = 2uv

53 g7, (1,9, 7) = ni2" 15" + (uid)? (1 + 5" 1).
Segue que (0,v) é ponto critico de fp, para todo v € C. Portanto, f ndo é FNDI, ja que este ndo
satisfaz FNDI (1).

Para provar FNDP para f primeiro calculamos
2.7 (u,,v,7) = 1006’ + 20ui’y + 200’ v + 4uiivv — (vﬁ)zn*l.
Vemos que 53 £(0,v) = —(v9)?" ! e 55 (u,0) = 100u’2®. Ambas dessas fungdes nio tém zero
em C*2, assim a condi¢io FNDP-(i) é satisfeita. Além disso, temos
s1.£(u,i,v,7) =10mV" 1 — w5 2]

— 20?2 L 2 (Vi) — it L,
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O poliedro de Newton de este polindmio tem duas 1-face compactas com Q) = (2n—2,1),

QQZ(I,I) €

S1. u, i, v,v) = 2nu(vi)" — nPt 1yl (5.35)
J701

s1. w,id,v,v) = —u??" £ 2nu(vi)".
S0

Note que se P ¢ {Q1,0>}, entdo (s )p consiste de exatamente um somando da expressdes
acima. Assim, esses polindmios no tém zero em C*? e segue que FNDP-(ii) ¢ satisfeita para
esses P. Para P = Q, verifique que (s2 ¢)p(u, @, v,7) = 4uitvy, o qual € ndo nulo em C*. Para
P = Q1 obtemos

(s2.)p(u, i, v,7) = duivi — (vi)?" 1. (5.36)

Assuma que (uy,vs) € C*2 é zero de (52, f)p. Entdo |u,| = }t|v*|2n*2. Mas o primeiro somando
em Equacio (5.35) tem modulo 2n|v,|*'~2, enquanto o segundo somando tem modulo n|v, |*" 2.
Portanto, (s1,7)p, (4s,vs) # 0, desde que v, # 0.

Assim temos uma contradi¢do. No existe zero comum (us,v,) € C*2 de (s1 ¢)p € (s2.7)p

para qualquer P e portanto FNDP-(ii) € satisfeita e f ¢ FNDP.

Proposicio 12. Seja f: (C2,0) — (C,0) um polinémio misto FNDP. Entéo f tem uma singula-

ridade isolada na origem.

Demonstragdo. Assumindo que a singularidade ndo € isolada resulta via o Lema da Selegao
da Curva na curva real-analitica z(7) de pontos criticos come¢ando na origem. Avaliando as
equagdes 51 7, 52 1 € 53 5 de X7 nesta curva gera um sistema de equagdes como em (5.13)-(5.15)

em termos de series de potencia de T, os quais implicam uma contradi¢do em FNDP-(1) -(i1). [

Exemplo 7 (¢ = {0} % FNDP). Consideramos f(u,v) = (« —v)? +uv* como no Exemplo 4.
Note que £y NU = {0} para uma vizinhanca suficientemente pequena da origem e analogamente
podemos provar que para P = (1, 1), u = v é solugdo ndo trivial do sistema (5.34). Portanto, f
nao é FNDP.

Seguindo a mesma ideia da prova da Proposicao 8 temos.

Proposicio 13. Seja f : (C2,0) — (C,0) um polindmio misto FNDIL. Entdo, f e fi- ttm uma

singularidade isolada na origem.

Um resultado que segue totalmente analogo ao caso fraco de ndo-degeneragdo, Proposi-

¢a0 9, é o seguinte.

Proposi¢do 14. Seja f : (C,0) — (C,0) um polindmio misto radialmente homogéneo pesado,

entdo as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(i) f tem uma singularidade isolada na origem.
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(i1) f satisfaz FNDI.

(iii) f satisfaz FNDP.

5.2.1 Condicao forte de Milnor

A condi¢do FNDI generaliza em vérios aspectos a condicao FND+CO de Oka. Vamos
mostrar a seguir que a condicdo Milnor forte ainda vale na classe FNDI generalizando portanto
Teorema 8 de Oka. Lembremos que f satisfaz a Condicdo forte de Milnor (CFM) se existe um

numero positivo pp > 0 tal que

f
argf::m:Sz\Lf%Sl (5.37)

€ uma fibracao suave localmente trivial para todo raio 0 < p < po.

Como consequéncia de um resultado mais geral em (ARAUJO DOS SANTOS; TIBAR,
2010, Theorem 2.2, p. 179) na hipétese de singularidade isolada a condicao forte de Milnor
€ equivalente a U MM, y = 0 para uma vizinhanga suficientemente pequena da origem, onde
M ¢ denota o conjunto de Milnor de arg f, veja (4.3).
Teorema 9. Seja f : (C2,0) — (C,0) um polindmio misto FNDI. Entio a projegio
_f .3 I
argf.—m.Sp\Lf%S (5.38)

¢ a projecdo de uma fibracao suave localmente trivial.

Para provar Teorema 9 vamos necessitar de dois lemas auxiliares.

Lema 3. Seja f: (C2,0) — (C,0) um polindmio misto FNDI e P um vetor de pesos positivo.

Tome o algum niimero complexo ndo nulo. Defina
wi(u,v) :==i(ofy, — ofq)p(u,v)

wa(u,v) :=i(af, — af;)p(u,v).
Entio, (wy(a,b),wz(a,b)) # (0,0) para todo (a,b) € C*2.
Demonstragdo. Vamos provar por contradi¢io, isto é, suponhamos que existe (a,b) € C*? tal

que wi(a,b) = wy(a,b) = 0.Ja que wy e wp depende da escolha de P assim devemos investigar

VArios casos como segue:

Caso 1: fp depende em x e y, onde x € {u,i} ey € {v,v}

Suponha que fp € u-semiholomorfo e depende em v e v, assim por Lema 2

d(P; fu) =d(P;f) —p1,d(P; f,) = d(P; f5) = d(P; f) — p2, d(P; f) — p1 <d(P; fa) (5.39)
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e
(fu>P = (fu)P7 (fV)P = (fV>P> (fﬁ)P = (fV)P- (5.40)

Ja que wi(a,b) = wy(a,b) = 0 entdo pelas Equagdes em (5.39)-(5.40)
(—i/)wi(a,b) = (fp)ula,b) =0 (5.41)
—iwa(a,b) = a(fp)v(a,b) — &(fp)s(a,b) =0, (5.42)

o qual implica por (4.1) que (a,b) é um ponto critico de fp. Com apropriadas modificagdes que
surgem de aplicar Lema 2 podemos verificar os casos onde fp depende de todas as variavéis
e seus conjugados e o caso onde f € simultaneamente x-semiholomorfo e y-semiholomorfo,
x € {u,u} ey € {v,v}. Note que por exemplo se P satisfaz k; > ‘;—; > ky entdo fp depende de x
ey, assim wi(a,b) = wp(a,b) = 0 contradiz FNDI-(ii).

Se f ndo € v-conveniente entdo para todo P com % >k temos w(0,v) =0 e além disso

se fp depende de u e it

—iwy(a,b) = —iw(0,b) = a(f,)p(0,b) — a(f7)p(0,b) =0, (5.43)
e wi(a,b) = wi(0,b). Portanto, a Equacdo (5.43) implica que (0,b) é solucdo de (5.32), e assim
FNDP-(i1) ndo € valida. J4 que f € FNDP pela Proposicdo 11 entdo obtemos uma contradicao.
Neste caso wi(0,b) # 0 para todo b € C*2. Analogamente, podemos ver que se f nio é u-
conveniente entdo para todo P com ‘;—; < ky, wa(a,b) =ws(a,0) = 0 implica uma contradig@o.
Neste caso, wa(a,0) # 0 para todo a € C*.

Caso 2: f é v-conveniente e ‘;—; > ki ou f é u-conveniente e % <ky

Vamos considerar o caso onde f € v-conveniente e P satisfaz ’p’—; > ki, o caso de f ser u-
conveniente e % < ky segue analogamente por considerar mudangas apropriadas. Podemos
mostrar que wy(a,b) = wa(a,b) = 0 implica que (0,b) é ponto critico de fp, implicando uma
contradi¢do com FNDI-(i). De fato, se fp, (z,Z) = A(v,7) + B(z,Z) com deg), B(z,Z) > 2, onde

deg, B(z,Z) € o grau na varidvel |u| de B(z,Z), entdo (0,b) € um ponto critico de fp se e

somente se

AV (v, 7) P = |45 (v, 7) 7. (5.44)
Temos também que 51,7, (0,6) = 52,7, (0,6) = 0, pois ambos polindmios dependem de [u|.
E condicdo (5.44) é precisamente satisfeita quando 1’;—; > ky e 0 =wsy(a,b) =i(aA,(b,b) —

aA;(b,b)), o que contradiz FNDI-(i). Portanto, (w1 (a,b),wz(a,b)) # (0,0).

Se fp,(z,2) =A(v,v) +B(v,V)u+C(v,v)ii+ D(z,Z) entdo (0,b) é um ponto critico de fp, se e

somente se
Av(b.B)I* = |As(b.D)P, (5.45)
[B(b,b)|* = |C(b,b) ], (5.46)
1,70, (0,6) =0, (5.47)
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se e somente se A, (b,b) = AA;(b,b) e B(b,b) = AC(b,b) com |A| = 1. Esta condigio ¢ satisfeita

quando 1;_; >k e wi(a,b) =wy(a,b) = 0 uma vez que

wi(a,b) = i(a(f)p(a,b) — a(fa)p(a,b)) = i(aB(b,b) — &C(b,b)) (5.48)
WZ(avb) = i((X(]TP)V(aab) - a(fP)ﬁ(avb)) = I(OCA_v(b,[_?) - aAV(bJ;))' (549)

Aqui, f, é v-conveniente pois B(v, V) aparece em f, e assim o vetor Q1 = (q1,¢>) associado a

primeira 1-face de I'(f,,) sempre satisfaz £ < p#; Portanto, se P satisfaz 2 > ZLL > 91 enggo

q P1, p2 P12 — q2
é claro que (f,)p(z,Z) = B(v, V). Isto tambem acontece com f; assim (f7)p(z,zZ) = C(v, V) para
todo P com LI > 1’;:—:;. Portanto, (w(a,b),ws(a,b)) # (0,0). O

Lema 4. Seja f: (C2,0) — (C,0) um polindémio misto FNDI. Entfo,

(i) Se paratodo n,m €N, (n,0),(0,m) & supp(f).
(i) Sek; < 1eky > 1, comk;,ky como em (5.3).
(iii) Se (1,n) & A(Pr; f) Nsupp(f) e (m, 1) & A(Py; f) Nsupp(f).
Entdo, f é um polindmio misto FND.

Demonstragdo. Note que a condi¢do FNDI-(i1) implica que f é FND para todo P com k; > % >

ky assim resta provar os casos onde P satisfaz Z—; >kie i—; < ky.

(i) Pelo Caso 1 do Lema 3 vimos que para P com % > ki, wi(a,b) # 0 para todo (a,b) € C*2,
Assim, se fp depende em u e it entdo

|(fp)a)(a,b) > = |(fe)ula,b)|> # 0.

Portanto, fp € SND para qualquer P com % > ki. Os casos onde fp é x-semiholomorfo, x € {u, i},
seguem analogamente da condig¢do wi(a,b) # 0. O caso para P satisfazendo Z—; < ky segue
analogamente de aplicar Caso 1 do Lema 3. Portanto, f € FND para todo vetor pesado positivo e
assim f é FND.

(i1) O caso quando f nao é v-conveniente segue do Item-(i), assim suponha que f € v-conveniente.

Se Pi = (p1,1,p12) satisfaz ky = % < 1,isto &, p1 1 < p1,2, entdo a fungdo face

fp(z,2) =A(v,v) +B(z,2),

onde A(v,7), B(z,Z) sao tais que deg),|(A(v,7)) = d; e degy,(B(z,Z)) > 2. De fato, suponha que
(1,n) € A(Py; f)Nisupp(f), n € Nentdo p; | +np1o=d(Pi;f) =dip12 e segue que n =d; —kj.
Jaique k) < 1temos d; — 1 < n <dj, oque contradiz n € N, logo (1,n) € A(Py; f) Nsupp(f).

Portanto, condi¢do FNDI-(i) para fp, (z,Z) = A(v,V) + B(z,Z) implica que

A, (v, 7)|? # |As(v,7)| para v € C*. (5.50)
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Esta condicdo € equivalente a f ser FND para P com Z—; > k1. Analogamente, provamos que f é
FND para P com £ > ky. Portanto, f & FND.

(iii) Se (1,n) & A(Py;f) Nsupp(f) entdo analogamente a conclusdo do Item-(ii) temos que
Equagdo (5.50) vale e portanto f é FND para P com g—; > k. Se (m,1) & A(Py; f) Nsupp(f)
entdo segue analogamente por modificacdes apropriadas do caso anterior que f € FND para P
com ‘;—; < ky. Portanto, f é FND. O

Demonstrag¢do Teorema 9. Para provar que U N My, r = () para uma vizinhanga suficientemente
pequena da origem vamos a proceder por contradi¢do (veja o caso SND+CO (OKA, 2010,

Lemma 31)). Podemos encontrar uma curva analitica z(7), 0 < 7 < 1 satisfazendo

(i) z(0) = O e z(t) € C*\ Vs para T > 0.

(i) i(fdf — fdf)(z(7),z(t)) = A(1)z(t) para algum niimero real A (7).

Como i(fdf — fdf) ndo se anula fora de V¢ e proximo da origem, entdo pela Proposi¢do 12
vemos que A(7) Z 0. Suponha que u(7) #Z 0 e v(1) Z 0, 0s outros casos sdo andlogos por analisar
a condicdo FNDI-(i) em lugar de FNDI-(ii) e serdo vistos no Caso 4 desta prova. Considere as
expansoes de Taylor:

u(t) =at’ +h.ot., a#0,p; >0,

v(t) =bt”? +hot, b#0, py > 0.

Defina P = (p1,p2), 20 = (a,b) € C*> e d = d(P; f). Entdo, consideramos as expansdes:

f(z(7)) = at?+h.o.t.; qg>d=d(P;f),a#0 (5.51)
fr(z(7)) = Byt +hoo.t.; x€{u,i}, gy >d(P;fy) >d—p1,Bc #0 (5.52)
fr(z()) = Byt® +hoo.t; ye{vv},qy>d(P;fy) >d—py,By #0 (5.53)

A(t) = Ao’ +hout., Ao ER, s € Zso. (5.54)

Note que g, = d(P; f;) se e somente se (f;)p(a,b) # 0 e assim B, = (f;)p(a,b), z € {u,v,i,v}.

Consideramos o diferencial:

16t = (e ™D+ 1te() 52 ) (et

i +fv(Z(T))dv(T))

drt

(G aren )+ (a6 ) =gart o, (559

onde (-, -) denota o produto interno Hermitiano e

(270 ) = (10,0, (Fr(a) O

+((0, p2b), (0, (F) pla, b)) PP~ L h ot (5.56)
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<dz“) Zf<z<r>>> = {(12.0), () p(a,b),0)) 4PV PI L 4
+((0, pab), (0, (f5)p(a,b))t¢ P+~ Lhot, (5.57)

Note que o menor grau com coeficiente ndo nulo no lado esquerdo da Equacdo (5.55) € maior ou
igual a d — 1, e este grau pode depender nos valores de ¢, z € {u, v, i, v}. Por tal motivo estuda-
remos este grau aplicando Lema 2. Por outro lado veja que na Equacao (5.56) e Equacdo (5.57)
diferentes termos podem ser nulos, porém estamos interessados no comportamento da soma e o

aporte no primiero coeficiente ndo nulo da soma das duas equacdes.

Caso 1: fp depende em x e y, onde x € {u,ii} ey € {v,v}

Suponha que fp € u-semiholomorfo e depende em v e v, assim por Lema 2

dP;fu) +p1—1=d(P;fy,)+p2—1=d(P;f;) +p2—1=d 1, (5.58)
d—1<d(P;fa)+p1—1 (5.59)

c
(fup = (fu)p, (K)p = (f)p, (fs)p = (f5)p (5.60)

Por defini¢ao temos que

(wi(a,b),w2(a,b)) = (ia(fu)p(a,b),i(a(f)p(a,b) — a(fs)p(a,b))). (5.61)

Note que

((p1a, pab), ((fu)p(a,b), (fu)p(a; b))+ ((p1d, p2b), (0, (fs)p(a, b)) =
(i/@) ({(p1a, p2b), (ioe(fu)p(a,b),ia(fy)p(a; b)) + {(p1d, p2b), (0,ic(f5)p(a,b)))) (5.62)

Re (((p1a, p2b), (iot(fu)p(a,b),ic(f)p ( b))) + {(p1d, p2b), (0,icx

Re (((p1a, pab), (iot(fu)p(a,b),ia( fv a,b)))) +Re( p1d, pab),

Re (((p1a, pab), (ia(fu)p(a,b),io(f)p(a,b)))) +Re ({(p1a, p2b), (0 ia(fs)r(a,b)))) =
Re(((ma,pzb),(la(fu)z)(a, ),ux(ﬁ) (a, ) ia(fy)p(a,b)))) =

Re ({(p1a, pab), (wi(a,b),wa(a,b)))). (5.63)

Pelo Lema 3 (wy(a,b),wz(a,b)) # (0,0). Suponha que wy(a,b) # 0 e wi(a,b) = 0 isto implica
pela suposicdo (ii) que wy(a,b) = Apb entdo

Re ({(p1a, pab), (wi(a,b),wa(a,b)))) = Ao(|b|*p2) # 0. (5.64)

Portanto, pelas Equacdes (5.62)-(5.64) temos

((p1a, p2b), ((fu)p(a,b), (fi)p(a,D))) + ((p1d, p2b), (0, (f5)p(a,b))) # O,
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o qual implica por considerar as equagdes em Eq. (5.58) e as desigualdades em Eq. (5.59) nas
Equacgdes (5.55)-(5.57)qued =g e

qo = ((pra, p2b), ((fu)p(a,b), (fy)p(a,b))) + ((p1d, p2b), (0,(f)p(a,b)))

ou equivalentemente por Equacgdo (5.62)

—igla|* = ((p1a, pab), (ia(fu)p(a,b),ic(fy)p(a.b))) + ((p1d, p2b), (0,ic(f5)p(a, b))
Tomando a parte real da tltima igualdade, obtemos pelas Equacdes (5.63)-(5.64) uma contradicao
6bvia:

0 = Re (((p1a, p2b), (wi(a,b),wa(a,b)))) = Ao|b|*p1 #0. (5.65)

Os casos wy(a,b) # 0, wa(a,b) # 0 e wi(a,b) # 0, wy(a,b) = 0 resultam nas contradi¢des

0=Re(((p1a, p2b), (wi(a,b),w2(a,b)))) = Ao(|al*p1 + |b|*p2) # 0 (5.66)

0 =Re(((p1a, p2b), (wi(a,b),w2(a,b)))) = Aolal*p1 # 0, (5.67)

respectivamente. Assim, podemos ver que se u(7) # 0 e v(7) # 0 entdo pelo Lema 3 encontramos
contradi¢des nos casos: P satisfaz k; > % > pn, f ndo é v-conveniente e ‘Z—; > ki, e fnao é u-
conveniente e 5—; < ky. Portanto, resta encontrar uma contradi¢@o para os casos: f € v-conveniente

P1 A 172 1 P1 e —
e £ > ki, f € u-conveniente ¢ £+ < ky, u(7) =0, ¢ v(7) =0.

Caso 2: f & v-convenient, - > ky e wa(a,b) # 0 ou f & u-conveniente,ft < ky e wi(a,b) # 0

Temos que se f € v-conveniente, Z—; >k e wa(a,b) # 0. Podemos supor que fp depende em v e

v, 0 caso y-semiholomorfo, y € {v, 7}, segue similarmente, entéo pelo Lema 2

dP;f,)+pr—1=d(P;fs)+pr—1=d—1, (5.68)
d—1<min{d(P; f,) +p1— 1,d(P: fz) + p1 — 1} (5.69)

€ por assim encontramos

WZ(a7b) = i(a(ﬁ)P(aab) - O_C(fﬁ)P(avb))'

Ja que wy(a,b) # 0 temos que wy(a,b) = Agb. Assim,

Re (<<Oap2b)a (O71a(ﬁ)P(a7b))> + <(O,p21_7), (071a<ﬁ)P(avb>)>) - A0|b|2pZ 7& 0

<(O,p2b), (O? (ﬁ)P(Cl,b>)> + <(O,p25), (07 (]T\/)P(avb)» =
(i/a) ({(0,p2b), (0,10 (fy)p(a,b))) +((0, p2b), (0,ic(fy)p(a,b)))) #0. (5.70)
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Pelas Equacdes (5.55)-(5.57) e Equagdes (5.68)-(5.69) temos g =d e

qa = <(07p2b)7 (07 (ﬁ)P(avb)» + <(07p21_7)7 (O’ (ﬁ))P(CZ?b)))? (571)

ou equivalentemente

—quC(_X = <(Oap2b)> (O,I(X(ﬁ)p<d,b))> + <(O7p2l;)7 (Oala(ﬁ)P(aab)» (572)

Tomando a parte real da ultima igualdade, temos uma contradi¢do como em(5.65), ou seja,
0 # Ao|b|?pa = 0. Assim, se v(7) #0 e ;;—; > ki entdo wy(a,b) # 0 implica uma contradig@o.
Esta situagdo inclui os casos onde f é v-conveniente e FND para P (Por exemplo, os casos no
Lema 4). Portanto, as tinicas possibilidades restantes para f quando u(7) # 0 e v(7) # 0 estdo

no proximo caso.

Caso 3: f é v-convenient ‘;—; >k; >1,(0,dy),(1,n) € A(Py; f)Nsupp(f) e wa(a,b) =0 ou

f € u-conveniente £t <ky <1, (d2,0), (m,1) € A(Pi; f) Nsupp(f) e wi(a,b) =0

Suponha que f é v-convenient Z—; >k > 1, (0,d1),(1,n) € A(Py; f) Nsupp(f) e wa(a,b) =0

entdo pelo Lema 3 wy(a,b) # 0. Pela Suposi¢do (ii) temos

g+ (dip2—p2) <s+p2 (5.73)
q+npy=s+pi. (5.74)

Ja que (0,d,),(1,n) € A(Py; f) entdo n = d; — k;. Assim, k; > 1 implica dy —n > 1. Portanto
pelas Equacgdes (5.73)-(5.74) obtemos

g+dipr—p2<qg+npr—pi+pr=((di—n)—1)pr <pr—p1 =
0< ((di—n)—1)<1-2L <0, (575
P2

o qual é uma contradi¢do evidente. O caso onde f é u-conveniente ‘;—; <ky <1, (dr,0),(m,1) €
A(Py; f) Nsupp(f) e wi(a,b) = 0 segue analogamente considerando mudancgas apropriadas.

Portanto, pelos casos anteriores temos que U N My f NC*2 = 0.

Caso4: u(t)=0o0uv(7) =0

Suponha que u(7) = 0 entdo se f ndo é v-conveniente z(T) € Vy assim temos uma contradigio
com Suposi¢do-(1). Note que pelo Caso-(i) do Lema 3 para P com Z—; > ki e f v-conveniente
(w1(0,b),w2(0,b)) # (0,0) assim podemos ver que em ambos casos obtemos contradi¢des. Se

w1(0,b) # 0 obtemos a contradi¢do na Suposi¢ao (ii)
0% w1(0,b) = A0 = 0.

Se wy(a,b) # 0 entdo obtemos a contradi¢io (5.65), ou seja, 0 # Ao|b|>p2 = 0. Analogamente
temos o caso v(7) = 0 e f u-conveniente. Portanto, temos que fazendo U suficientemente
pequeno se for necessdrio U N Mo r N {u =0} =0e U NMye rN{v=0}=0.



5.2. Ndo-degeneragoes fortes 95

Portanto, segue dos casos anteriores que U MM, f = 0, para uma vizinhanga suficiente-

mente pequena U da origem 0 € R?.

]

Exemplo 8 (FNDP =% CFM). Consideramos a aplicagdo polinomial com singularidade isolada
naorigem f(xy,x2,x3,x4) = (x1 ,x% + X (x% —i—x% +x§ +xi)). Definindo u = x1 +ix; e v=x3+ixs4
temos que 5o ¢(u, i, v, V) = x% + 4x% +x§ —|—x421, assim analisando as raizes temos que o polindmio
misto f(u,i,v,v) € FNDP. Contudo, Ribeiro (2018, p.49) mostrou que f ndo satisfaz a Condi¢ao
forte de Milnor.

5.2.2 Caso radialmente homogéneo pesado

Segue da Proposicao 14 que para um polindmio misto radialmente homogéneo pesado
f, as condig¢des X = {0}, FNDP e FNDI sio equivalentes. Assim, segue da Teorema 9 que
polindmios mistos radialmente homogéneos pesados f com singularidade isolada satisfazem

My r = 0. Vejamos que a reciproca vale no caso de f ter uma singularidade fracamente isolada.

No caso geral a condi¢do de homogeneidade radial (Defini¢do 12) permite relacionar o

conjunto de Milnor do argumento de f e o seu conjunto singular.

Teorema 10. (CHEN, 2014, Proposition 3.4) Se f : (C",0) — (C,0) é um polindmio radialmente

homogéneo pesado e ndo constante, entdo Lo f = X7\ Vi = Mg 1.

Como uma consequéncia dos resultados anteriores temos o seguinte resultado.

Corolario 2. Seja f : (C%,0) — (C,0) um polindmio misto radialmente homogéneo pesado,

entdo as seguintes condi¢cdes sdo equivalentes:

(1) f tem uma singularidade isolada na origem.
(i) fé FNDI.
(iii) f € FNDP.

(iv) f tem uma singularidade fracamente isolada na origem e satisfaz a condi¢do forte de
Milnor.

Demonstragdo. Pelo Teorema 10 temos que X7\ Vi = Zqro f = My y. Assim se f possui uma
singularidade fraca na origem X = X7\ Vy = Zarg f = Marg r. O resultado segue entdo da Pro-
posicdo 14 e que no caso de singularidade fracamente isolada (X NVy = {0}) My =0e a

condicdo forte de Milnor sio equivalentes'. 0

' Veja (RIBEIRO, 2018, Theorem 2.2.12, p.55) para mais esclarecimentos da equivaléncia de My r = 0

e a condi¢ao forte de Milnor.
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CAPITULO

TOPOLOGIA DE REALIZACOES MISTAS
(NDI) COM BORDO NICE

Neste capitulo, apresentaremos um método que permite estudar a topologia da classe
de polindmios mistos que satisfaz NDI com uma condi¢@o adicional que chamamos de nice.
Esse método pode abrir caminho para a busca de uma técnica geral para estudar a topologia de
polindmios mistos com singularidade fracamente isolada. Estes resultados na sua maioria podem
ser encontrados em (ARAUJO DOS SANTOS; BODE; SANCHEZ QUICENO, 2022).

Como consequéncia do resultado principal temos que a topologia do enlagamento destes
polindmios s6 depende do seu bordo de Newton. Assim este resultado fornece uma generaliza¢ao
do resultado que j4 era conhecido na classe de polindmios holomorfos ND. Isto destaca as

principais semelhancgas entre os polindmios holomorfos e classes de polindmios mistos.

6.1 Trancas aninhadas de polindbmios semiholomorfos

Esta secdo trata da classe de polindmios semiholomorfos NDI que tem mostrado proprie-
dades boas suficiente para ser considerado como objeto de estudo por si s, veja por exemplo
o Teorema da realizacdo de enlacamentos Conjetura 1. Além do mais como veremos nesta
secdo os enlacamentos que surgem associados aos polindmios semiholomorfos NDI podem ser

representados como o fecho de trangas geométricas aninhadas.

Definicao 23. Para uma sequéncia de trangas geométricas (B, B, ...,By) de S; fios, onde B; é

parametrizada por
Si
J{(zi(t),1) : t € [0,27]} € C x [0,27], (6.1)
j=1

zi j(t) # 0 para todo i # 1, j e t, definimos a tranga aninhada B(B1,Bs, ...,By) sendo a tranca
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dada por
N S;
U U{(e"zij(r),1) : t €[0,27]} € C x [0,27], (6.2)
i=1j=1

para algum € > 0 suficientemente pequeno e k;, i = 1,2,..., N, uma sequéncia de nimero reais

estritamente decrescente.

Definimos B?(By,Bs,...,By) sendo o enlagamento dado pela unido de B(By, B3, ...,By)

e seu eixo de trancamento

{(e?,n) : p €[0,27]} € C x [0,27]. (6.3)

Note que o tipo de tranga de B(By,Ba,...,By) ndo depende da escolha de € desde que
este seja escolhido suficientemente pequeno e ndo depende da sequéncia k;, desde que esta seja
escolhida estritamente decrescente e positiva. Veja Figura 24 para ilustrar um exemplo com
N=3.

{0} %[0, 27]= {0} x[0,27]—
CF\ —

s

L

B(B4, B,) B(B1, B, B3)

Figura 24 — Na linha superior: uma tranga B e duas trancas B;, B3 afins. Na linha inferior: as trangas
aninhadas B(B,B;) e B(B1,B>,B3)

Esta constru¢do claramente depende da parametrizacdo explicita das trancas geométricas
B;s. Mesmo uma translacdo da forma u; ;(¢) — u; j(¢t) + ¢ para algum nimero complexo c e
todos j € {1,2,...,S;} em uma dada tran¢a B; pode mudar a topologia da tranca resultante

B(B1,B3,...,By). Porém, a isotopia da trang¢a de B(By,B,...,By) e o tipo do enlagcamento de
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B°(By1,B3,...,By) somente depende da classe de isotopia da tranga B e a classe de isotopia das

trangas afins' B;.

6.1.0.1 Decomposicao de um polinbmio misto

Lema 5. Seja f : (C2,0) — (C,0) um polindmio misto e Z(f) = {P;, i=1,2,...,N} uma
sequéncia de vetores de pesos ordenados como em (5.2). Para cada P, € & considere fp, e g;
como na Equacdo (5.3). Entdo, para um apropriado k;, s; € n;, a fungdo f admite a decomposi¢ao
Flu, @, rel’,re ity = phisitni g, (ik = ei’) , (6.4)

ki’ pki
onde f; € uma deformacao a r-parametro de g;, com a propriedade adicional que a diferenca

fi — gi converge a 0, quando r — 0.

Demonstracdo. Fixe P, € & e como em (5.3) considere g; : C x ' — C tal que

fr(ui,re re™) = pisithig (7; T,elt> . (6.5)
rki ki

Seja n; o menor expoente de r := |v| em fp e s; 0 maior expoente de R em fp. Podemos ver

agora que (6.4) segue de f por considerarmos f; : C x R>g x [0,27] — C via

filw,w,re") =g (w,w,eit) + Z r_kis"_”"Mv#(rk"w, ki, relt re 1), (6.6)
VHUEA(P:S)
onde g; vem de (6.5), e a soma no lado direito varia em todos os mondmios My ;; de f que estdo

acima da 1-face A(P; f). Em particular,

rdegp, (My 1) > d(P: f). (6.7)

E importante lembrar que mesmo que r e ¢ sdo inicialmente interpretados como o médulo
e o argumento da varidvel complexa v, eles s@o considerados como parametros independentes;

isto €, mesmo quando r = 0 a varidvel ¢ deve ainda variar de 0 a 27.

Para provar a propriedade adicional escrevemos My ,(Re'? ,Re™'? rel’, re~1*) como
c(t,@)R*”. Da Desigualdade (6.7) temos que ak; + b > k;s; +n; e assim
ak; +b—kis; —n; > 0. (6.8)
Note que o lado esquerdo de (6.8) € o grau na varidvel » do mondmio
roksEng L (FRiw, PR, el re T,

e consequentemente este € precisamente a condi¢do de que o mondmio € divisivel por r, assim
que fi(u,i,0,e") = g;(u,i,e"). Portanto, podemos ver f; como uma deformag@o a r-parimetro

de g; cuja diferenga f; — g; — 0 quando r — 0, para qualquer valor de 7 € [0,27]. O
1

Equivalentemente a classe de isotopia da tranca afim B; é vista como a classe de B; no espaco
C* x [0,2m].
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6.1.1 Enlacamento de um polinémio semiholomorfo NDI

Seja f : (C?,0) — (C,0) um polindmio bordo u-semiholomorfo NDI e tome & =
{P,, i=1,2,...,N} uma sequéncia de vetores de pesos associados as 1-faces de I'(f). Defina B,
como a tranga formada pelas raizes complexas da funcdo g; associada ao polindmio complexo
fp, como na Equacdo (6.5), e B;, i =2,...,N, a tranga formada pelas raizes complexas ndo nulas

da func¢do g;.

Teorema 11. Nas condig¢des anteriores, o polindmio semiholomorfo f tem uma singularidade
fracamente isolada na origem. Mais ainda, o enlagamento Ly € isotopico ao fecho da tranga
B(B1,B3,...,By), se f é u-conveniente. Se f ndo for u-conveniente, entdo o enlagamento da
singularidade é B°(By, B2, ...,Bn).

Demonstragdo. O fato que f tem uma singularidade fracamente isolada segue de Proposicao 8.
Agora, para qualquer P, = (p; 1, pi2) € & considere k; = %7 n; e s;, como no Lema 5 e tome
m; o menor exponente de R := |u| em fp.

Dado que f é semiholomorfo os exponentes de |u| coincidem com os exponentes de u e

assim a Decomposi¢do (6.4) de f deve ser escrita como
f( it —it\ __ kisi+n; ¢, u it
u,re’ jre” ) =r fil e’ ).
r’ 1
Para (u,r.e'’*) € C*?, temos que

fi(tts, re, 1) = 0 se e somente se f(rkiu,, roel®, re ) = 0.

Adicionalmente, como cada g; associado a fp, € u-semiholomorfo com grau em u estritamente

maior que m;, entdo f € true.

.z 2 . %2 .
Agora, ja que cada fp, é ND, segue que no conjunto de zeros de fp em C*~ o Jacobiano
real J fp, tem posto maximal. Assim, pelo Coroldrio 1 as raizes complexas nao-nulas de g; sdo

todas simples, para todos os valores de ¢.

Isto significa que as raizes complexas ndo nulas u; (¢), £ = 1,2,...,s; —m;, de g; tracam
uma tranga B; de s; —m; fios, quando ¢ varia de 0 a 27. Assim, temos fj(u; ¢(t),0,¢) = 0 e esses
sdo os unicos zeros de fp em r = 0 com u-coordenada ndo nula. Devemos aplicar entdo o
Teorema da fungdo implicita (ou, usar a continuidade das raizes de um polindmio em termos
dos seus coeficientes) para encontrar vizinhanga tubular disjuntas das trancas B; em C* x S,
nas quais as raizes de f; permanecem simples e estdo parametrizadas por r e t enquanto r seja
escolhido suficientemente pequeno. Em particular, para qualquer valor pequeno suficiente de
f as raizes de f; formam uma tranca B;(r) que € isotépica a B;, onde variando r permite uma

isotopia de trangas comegando desde B;(0) = B; em r = 0.
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Recordemos que se B;(r) é parametrizada por (u; ¢(r,1),7,), isto &, fi(u; ¢(r,1),r,€l") =0,

entao

f(rk"u,-,g(r,t), rell re” ) = 0. (6.9)

Portanto, se r é suficientemente pequeno, (Fiu; (r,t), rel',re ™) # (*iu; p(r,t),rel’,re™i") para
todoi#jel=1,2,...,5i—m;, {'=1,2...,s;—m;. Em adi¢do, uma vez que f é semiholomorfo
e ND para qualquer vértice ndo extremo, temos u; ¢(r,1) # 0 para todo i # 1, ¢ e suficientemente
pequeno r. Note também que, mesmo que existem raizes u ¢(r,¢) = 0 os argumentos anteriores
também se mantém nas raizes nulas, porque NDI no vetor de pesos P implica que u; ¢(r,t) =0

¢ uma raiz simples de g;.

Para finalizar, veja que para qualquer valor fixo de r e ¢, o polindmio f é um polindmio
complexo em u de grau sy, onde N € o indice correspondente a 1-face do bordo de Newton
com ky < k; para todo i. Assim, para valores pequenos de r temos encontrados as sy raizes de
f (e, reil reit ) via Equagdo (6.9), assim f ndo pode ter mais zeros na vizinhanga da origem, isto

7

(&

ViD= J{(Fiuio(rt),re") € C* : r € Rx, t € 0,27} N D} (6.10)
il

Se f é u-conveniente, f(u,0) = u*N (possivelmente vezes uma constante), assim que a

origem € o unico zero de f com v = 0.

Portanto, ja que as raizes complexas de f(e,re’) sdo simples para suficientemente
pequeno r, segue que a origem € uma singularidade fracamente isolada de f e por Defini¢do 23
o correspondente enlacamento € o fecho de B(B1,Bs, ...,By). Agora, a isotopia com Ly ,, para
pequeno p, pode ser construida analogamente como em Proposi¢do 3. O nimero de fios S; em

Defini¢ao 23 € s; —m; = s; — s;—1 com sg = 0.

Se f ndo é u-conveniente, o conjunto {v = 0} é parte de V. Devido a f ser NDI, esses
zeros sdo pontos regulares de f e a origem € ainda fracamente isolada de f. O enlacamento
da singularidade é formado pela unido do fecho de B(Bj,B3,...,By) (com a isotopia entre as
projecdes de VyN (C x pS') em S/3> eVy ﬂSf) como no caso prévio) e {v =0}, o qual é o eixo de
trancamento de B(By,Bs,...,By). Pela defini¢do, esta unido é B’(By,B,...,Bn). O

6.2 Enlacamentos aninhados e polinOmios mistos

Para generalizar o resultado anterior para o caso misto devemos notar que os diferentes g;s
em (6.4) ndo sdo necessariamente holomorfos na varidvel u. Assim quando g; for um polindmio
misto na varidvel u e ii o niimero de zeros de g;(e,e") deve variar com ¢ e o Teorema fundamental
da Algebra ndo é mais aplicdvel. Assim os zeros de g; no toro aberto C x S! ndo sdo no geral o

fecho de uma tranca, mas sim um enlagamento L (possivelmente vazio!) em C x S!.
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" | ey
=

[L1, Ls] L([Lq, Ly], L3)

Figura 25 — Na parte superior: enlacamentos L; em C x S', L, em C* x S', e L3 no toro complemento
S! x C. Na parte inferior: os enlacamentos [L,L,] e L([L1,L],L3)

Definicao 24. Seja (Li,Ly,...,Ly—1) uma sequéncia de (possivelmente vazio) enlagamentos,

onde cada L; (ndo vazio) € parametrizado por

M;
U { (i j(z),e" D) : z € [0,22]} C Cx S", (6.11)
j=1
onde j =1,2,...,M; estdo indexado as M; componentes de L; e z; ;(7) # O paratodo i # 1,j e 7.
Definimos [L,Ly,...,Ly—1] o enlacamento dada por
N—1 M; _
U U{(e5u; (7),e"17) : € [0,2n]} T x 8", (6.12)

i=1 j=1
para algum € > 0 suficientemente pequeno e uma sequéncia de nimeros reais estritamente

positivo k;, i =1,2,... ,N—1.

Esta construcdo é analoga 4 Definicdo 23, mas com C x S em lugar de C x [0,27]. Em

particular, se todo L; é o fecho de uma tranga B;, entdo [Ly,L,,...,Ly—_1] = B(B1,Ba,...,BN_1).

Definiciio 25. Seja K| um enlacamento em C x S! que é ou vazio ou parametrizado por
M .
U {(u;(r),e"D) : T € [0,27]} (6.13)
j=1

e K> um enlacamento em S' x C que é vazio ou parametrizado por

UL, v;(7)) : 7€ [0,27]}. (6.14)
j=1
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Definimos o enlacamento K;, i = 1,2, em S°, o qual é vazio se K; é vazio ou parametrizado por

M

]L_J] { (8%;(7), V- s2|u,-(r)|2ei’f<f>) TE [0,27:]} (6.15)
e Q{( 1—eZ|v,~(r)|2ei‘P.f<f>,ev,-(r)) Te [O,Zn]}, (6.16)

para algum pequeno € > 0, respectivamente.

Entdo escrevemos L(Kj, K3 ) pelo enlagamento em $3 dado por f(vl U f(vz .

A Figura 25 mostra as constru¢des em Defini¢do 24 e 25. Enquanto eles sdo dados em
termos das parametriza¢des dos enlagamentos L;, o tipo de enlacamento L([L;, Ly, ..., Ly—1],Ly)
somente depende da classe de isotopia de L; em C x S! e das classes de isotopias dos L;s com
i€{2,3,...,N—1}em C* x S! e aclasse de isotopia de Ly em S' x C.

A relagio dos enlagamentos no toro sélido e em S° pode ser entendido na Subsecio 2.2.2.
A Definicio 25 interpreta o toro sélido C x S! contendo K; como o toro sélido em $3 com nticleo

{0} x S'. Enquanto o toro s6lido complemento S' x C contendo K.

Existe uma relacdo entre Definicdo 23, 24 e 25. Se K> ndo intersecta o nucleo de seu toro
solido, isto &, vj(7) # 0 para todo T € [0,27] e todo j = 1,2,...,M’, entdo K, pode também ser

interpretado como um enlagamento em C x S! via
M .
U {(uj(z),e"D) : T € [0,27]}, (6.17)
j=1

onde |uj(7)] = /1 —¢€|v;(7)|% arg(u;(7)) = @;(7) e tj(T) = arg(v;(7)). Neste caso L(K;,K>)

¢ igual a [K|, K| interpretado como o enlagamento em C x S s

Em particular, se K, ndo intersecta os nucleos de seu toro sélido S I % C e forma uma
tranga geométrica By em C x S', entdo L([B1,Bs,...,By_1],Bn) = B(B1,Bs,...,By_1,By) =

[B1,Bs,...,By_1,By] para qualquer sequéncia de trangas geométricas fechadas By, By, ...,By_1.

Se K, contém uma componente que € igual ao nicleo (ei"’, 0) e a componente restante
de K; (interpretada como enlacamento em C x S 1) forma uma tranca geométrica fechada By,
temos L([Bl,Bz, e ,BN,I],KQ) = BO(BI,Bz, e ,BNfl,BN>.

A Definicao 24 e 25 nos permite construir enlacamentos a partir de uma sequéncia de
enlacamentos dados de uma forma que generaliza o comportamento aninhado das trangas da
Definicao 23. Porém, eles permitem lidar com enlacamentos no toro s6lido que nao sdo fechos

de trancas e com enlagamentos K, C S! x C que intersectam o niicleo do toro sélido.

Note que podemos definir analogamente a construcdo da Definicdo 24 para enlacamentos

no toro sélido S' x C o qual produz para qualquer sequéncia de enlagamentos L;, Lo, ...,Ly em
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S! x C um enlagamento [L{, Ly, ...,Ly] em S' x C. Entio o enlagamento
L([L1,La,. .., Ly—1],Ln)
poderia ser equivalentemente representado por

L([Ly,La,. .., Ly}, [Ln,Ln—1, -, Lit1]),

para qualquer k = 2,3,...,N — 1. Note que a ordem no segundo colchete € invertido. Isto é
porque Definicdo 24 arranja os enlacamentos L; tal que as u-coordenadas de L; sdo estritamente
decrescente como aquelas de L; para todo j > i e uma pequena u-coordenada correspondente a

grandes v-coordenadas em S°.

6.2.1 Enlacamentos de polinbmios mistos NDI com bordo nice

Uma propriedade essencial satisfeita pelos polindmios bordo semiholomorfos NDI que é

necessdria para obter um resultado andlogo ao anterior € a seguinte.

Definicdo 26. Dizemos que o polindmio misto f : (C2,0) — (C,0) é nice se para todo vértice
ndo extremo A de I'(f), V5, NC*> = 0.

Observacao 8. Note que f € ND num vértice A ndo extremo que € nice ja que a condi¢do ND
segue do fato que Vy, N C*? é vazio. A reciproca nio vale no geral pois f(z,Z) = (V2 — V) uii +

(i+4 1)v#(u? 4 @) fornece um exemplo de um vértice ND que nio é nice.

No caso particular quando f, for semiholomorfo e ND entdo este € nice. De fato, como
fa é semiholomorfo e associado a um vértice nio extremo entdo para a varidvel v = rel’ o
polindmio fi(u, re) = r"u"®(e"), onde n,m sdo inteiros positivos. Uma vez que f nio é nice
em A existe t, € [0,27] tal que fx(u,re') = 0 para todo u e r, mais ainda (f),(u,re’™) = 0.
Portanto pelo Item-(ii) na Proposicio 2 (u,rel’) € X 7, NVy,, 0 qual contradiz ND. Assim f no

Teorema 11 € nice.

Todo polindmio g; é divisivel por R™, tal que g;(0,0,e") = 0 para todo ¢. A condigio de
ser nice garante que para todo valor de ¢, as raizes em u = 0 tem ordem m; para todo valor de ¢,

ou seja, os zero de i tem u-coordenada ndo nula.

Se g; € semiholomorfa esta condicdo fica mais simples. Isto significa que % (0,0,e") #0.
Note que neste caso g; € divisivel por u™i. Mais ainda, o grau de g; com respeito a # nao depende

de ¢, assim que as raizes de g;(e, elf ) tracam uma tranca quando ¢ varia de 0 a 2.

Compare isto com (OKA, 2010, Theorem 34), quando f tem vértices simples. Os
polindmios que tem somente vértices simples no bordo de Newton se vem imediatamente que

sao nice.

Defina L; como o enlagamento formado pelas raizes complexas da fun¢do g; na varidvel

u,it associada ao polindmio complexo fp,, como na Equagdo (6.5), L;, i =2,....,N—1, 0
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enlacamento formado pelos zeros complexos ndo nulos da funcdo g;, i=2,...,N—1,eLyo
enlacamento formado pelas raizes complexas na varidvel v de uma fungdo / associada a fp,

como na Decomposicio (5.3) feita a partir da varidvel u = Re® em lugar de v = re'.

Lema 6. Seja f : (C2,0) — (C,0) um polindémio misto NDI com um bordo nice, com N >
1. Entdo, o enlagamento da singularidade Ly contém L([L;,L,,...,Ly—1],Ly) como um sub-

enlacamento.

Demonstragdo. Novamente a prova segue a ideia da Teorema 11. Considere f; : C x Rxg x S!
como na Equacdo (6.4) e novamente temos f;(u,i,0,e") = g;(u,e") e a ndo-degeneracio de
fp implica que podemos evocar o Teorema da fun¢do implicita. Porém, ja que g; ndo € mais
necessariamente holomorfo, isto requer uma explicagcdo adicional. Temos que o Jacobiano real
J fp. of fp, tem posto méximo para qualquer zero de fp, in C*2. Podemos escolher coordenadas
locais (x,y,7,r) tal que d7 é a dire¢do ao longo dos zeros L; de g;. Jd que fp € radialmente
homogénea pesada e g; ndo depende em r, isto €, fp. depende em r somente via escalonamento.

Logo a matriz
JRe(gi) JRe(g))

2
alm)(cgi) 91111%&) (6.18)
ox dy

tem posto maximo.

Portanto, pelo Teorema da func@o implicita, enquanto r é escolhido suficientemente
pequeno, os zeros de g; sdo parametrizados por r e T, isto &, (x; /(r,T),y;¢(r,T)), onde £ enumera
as componentes conexas dos zero de g;. Em particular, variar r permite uma isotopia explicita
entre L;, os zeros de g;, € Lf(r), os zeros de f; préximos de L; num valor fixado de r, com
L}(0) = L;. Podemos reescrever a parametriza¢do dos enlagamentos em termos das coordenadas
usuais e obtemos (u; (7, 7), reli("7)).,

Novamente obtemos os cones dos L;s como zeros de f, onde o escalonamento das u-

coordenadas (o “finura” do cone) para cada i depende do vetor de pesos P; via k; = [’% Para ser
Iﬂ
preciso,

L o (r,T), i g (1, 7), el 050) peitien0)y — (6.19)

paratodoi=1,2,.... N—1,0=1,2,...,M;, T € S' e suficientemente pequeno r > 0. Da mesma

forma, para i = N obtemos
f(Re\P(RT) Re=i0(RT) RI/kvy, (1, 1) RV *Ny,(r 7)) = 0, (6.20)

para R > 0 suficientemente pequeno, com £ = 1,2,..., M’ passando por todas as M’ componentes
de LN.
Portanto L([L;,Ly,...,Ly—1],Ly) é um sub-enlacamento da singularidade de f. O

Recordemos que gi(u7ei’ ) poderia potencialmente ndo se anular para todo u € C, t €

[0,27], neste caso L; é o enlagamento vazio.
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Teorema 12. Seja f : (C2,0) — (C,0) e L;,i=1,2,...,N, N > 1, como no Lema 6. Entio o
enlacamento da singularidade é igual a L([Ly,L,,...,Ly_1],Ly).

Demonstragdo. Tome p > 0 suficientemente pequeno e note que o conjunto V¢ M D3 5\{0}, 0
qual € o cone do enlacamento da singularidade, € um conjunto semi-algébrico. Portanto qualquer
componente conexa também é um conjunto semi-algébrico. Podemos assim aplicar o Lema da

Selecdo da Curva para cada uma das suas componentes conexas.

Suponha agora que o enlacamento da singularidade tem uma componente K além de
L([Ly,Ly,...,Ly_1],Ly) e diferente das curvas {(0,e!") : t € [0,27]} e {(e!?,0) : ¢ € [0,27]}.
Entdo pelo Lema da Sele¢do da Curva existe um caminho real-analitico y: [0,€) — C? com
7(0) = 0 e ¥(7) numa componente conexa de Vy N D} »\{0} correspondente a K. Escreva u,(7) e
v« (7) as u- e v-coordenada do caminho. Segue que u,(7) e v.(7) sdo fun¢des analiticas de 7.

J4 que a curva pertence a C*2 U {O} nenhuma das duas series se anulam completamente.
Tome k o quociente das ordens das series de poténcia, isto &, se u.(T) = a;T/ + h.o.t. e v,(1) =
bj/fjl +h.o.t., entdo k = % Note que

hmu*( )/Iv<(7)[* = |baf\k

J

é finito e bem definido.

Se k = k; para alguma 1-face P, do bordo de Newton, entdo (%,w(r)) ¢ uma
|k1 _

by Ik

com u-coordenada nio nula. Portanto, esta pertence a L; e o caminho (u*(r) v« (7)) pertence a

raiz de f; para cada 7 € [0,€). Em particular, lim;_,o |u+(7)/|v.(T)

é uma raiz de g;

componente de Vy nD?4 \{0} correspondente ao L;, o qual € uma contradicao.

Portanto, k # k; para qualquer 1-face P, do bordo de Newton de f. Neste caso, isto
corresponde ao vetor de pesos de algum vértice A do bordo de Newton, digamos com coordenadas

(m,n). Assuma que k; > k > ky. Entdo, devemos definir f, via
f(u il reil re—il‘) _ rkm—i—nf 1 z it (6 21)
s Yy ’ - (m,n) rk’ rk’r’e . .

A curva <| ((T))| Vs (’c)) estdem Vg, . Segue que o valor limite

lim u, (7)|/|vo(7)| = %z

byl

¢ uma u-coordenada ndo-nula de uma raiz de f(,, ,)(u,i,0,e"). Ja que

_ _ k u u ;
fA(u,M,V,V) = m-H’lfmn _5_707elt ;
(mon) \ ko ok

isto implica que existiria uma correspondente raiz de f» em C*2, o qual contradiz que f tem um

bordo de Newton nice.



6.2. Enlagcamentos aninhados e polindmios mistos 107

Para k > k; e k < ky, obtemos uma raiz da forma (0,vx) e (ux,0), respectivamente. As

quais na sua vez vao ser raizes de fp, € fp,, € assim pertencem aos enlacamentos L e Ly.

Suponha que exista outra componente de VN Dé\{O} que estd contida em {v = 0}.
Entdo ja que todos os pontos de Vy ﬂDé\{O} sdo regulares, este conjunto ¢ uma variedade
2-dimensional. Em outra palavras, para v = 0 as raizes de f (uﬂ,O,elO) sdo0 um conjunto 2-
dimensional de C. Mas isto significa que f(u,i1,0,e'%) = 0 para todo u € C. Logo, f ndo é

u-conveniente, e {(u,0) : u € C} é parte de Ly.

Similarmente, se existe outra componente com u = 0, entdo f ndo € v-conveniente € a
correspondente componente ¢ uma componente de L. Portanto, o enlagamento da singularidade
é L([Ly,La,...,Ly—1],Ln). [

Se N = 1, isto é, quando a parte principal de Newton fr € radialmente homogéneo pesado
e NDI. Entdo o enlagamento ndo € necessariamente isotopico a um enlagamento associado aos
zeros de g : C x S' — C nem a um enlacamento associado aos zeros de & : S' x C — C. Isto
acontece quando os zeros de fr intersectam ambos {(0,v) : v € C} e {(u,0) : u € C}. Porém,

com suas devidas adapta¢des € possivel construir uma isotopia tomando Ly a L.

Corolario 3. Seja f : (C2,0) — (C,0) um polindmio misto, cuja parte principal de Newton fi é

semiholomorfa e NDI. Entdo o enlagamento Ly € isotopico a L.

Demonstragdo. Visto que f é NDI e seus vértices extremos sdo semiholomorfos f tem um
bordo nice. Pelo Teorema 12 o enlagamento Ly € isotOpico a Ly.. Note que por si s6 fr tem
singularidade fracamente isolada e pelo Teorema 11 o seu enlagamento L. € isotopico ao fecho
de um tranca aninhada do tipo B(By,B3,...,By) se f é u-conveniente ou B°(B1,B;,...,By) se

f ndo for u-conveniente. 0

6.2.2 Aplicacoes

Corolario 4. Seja f : (C2,0) — (C,0) um polindmio misto NDI com um bordo nice. Entio o
nimero de componentes do enlacamento de sua singularidade (fracamente isolada) € igual a

soma dos nimeros de componentes de L; (mais 1 se e somente se f nio é u-conveniente).

Em particular, se um né K € o enlacamento de uma singularidade fracamente isolada de
um polindmio misto true que € NDI com um bordo nice, entdo o bordo de Newton de f tem
exatamente uma 1-face. Portanto, existe um polindmio radialmente homogéneo pesado com uma

singularidade fracamente isolada tendo K como o enlagcamento desta singularidade.

Compare este com (OKA, 2010, Theorem 43) onde o autor calcula o nimero de com-
ponentes do enlacamento com a soma de nimeros de componentes de L; (somado em i) sob a
suposi¢do de que todo vértice de I'(f) sdo simples, ou seja, os vértices sdo formados por um

dnico mondmio misto.
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Outra aplicag@o do Teorema 12 tem um resultado andlogo em (OKA, 2018, Theorem 35)

para a classe de polindmios mistos FND e ndo CO com uma singularidade isolada.

Corolario 5. Se a parte principal de Newton de um polindmio misto f € NDI, tem bordo nice
e ndo é CO, entdo para cada polindmio misto M, (v,v) e M, (u,i) satisfazendo que o menor
exponente na varidvel |v| de M e varidvel |u| de M, é maior que d(Py; f)/p12 e d(Pv;f)/pn,1

respectivamente, temos que f + M + M, € uma realizacao fraca de L.

Demonstragdo. Suponha que f ndo € v-conveniente. Assim, Lg := Sg N{u =0} é uma compo-
nente de enlagamento de Ly. Tome h = f + M, onde M € uma soma de mondmios o quais satis-
fazem que o exponente em varidvel |v| € maior que d(P;; f)/pi1 2. Entdo Z(h) = {Py} U Z(f)
onde ko > k;, i =1,2,...,N. Note que existe d > 0 satisfazendo

hpy (u, @, re", ”e_it) = rd(¢1 (eita e_it)“ + ¢2(ei[, e_it)b_t + r_d(Ml)Po(reit, reil)),

onde lim,_,or~¢(My)p,(re", re")) = 0. Por NDI-(i) temos que (u = 0,e") é um ponto regular
de ¢1 (e, e ")u+ ¢ (e, e )it entdo o enlagamento associado a /p, é isotépico a Ly. As outras
componentes de L, sdo isotopicas aquelas de Ly, ja que a deformacdo de M vista em cada
P, i=1,2,...,N é acima de A(P;; f). Fazendo o mesmo procedimento se f ndo é u-conveniente
entdo temos que f(u,i,v,v) 4+ M;(v,v) + M, (u,ii) € um polindmio misto CO e realizacdo fraca
de L f- O]

Observacao 9. O Corolario 5 fornece uma condi¢do geométrica para tornar um polindmio misto

NDI e nice em conveniente (CO).
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CAPITULO

REALIZACOES FORTES MISTAS

O estudo de realizacOes de enlacamentos tem sido explorado por vérios autores (PER-
RON, 1981/82; RUDOLPH, 1987; PICHON, 2005; BODE, 2022b; B. DENNIS M. R.; P., 2017,
DENNIS; BODE, 2017a; BODE; DENNIS, 2019; BODE, 2022a; BODE, 2019) a partir de vérias
técnicas diferentes. Por exemplo em (PERRON, 1981/82) foi mostrado como encontrar uma
realizacao forte do n6 da figura oito explorando uma parametrizacao de uma curva lemniscata.
Esta mesma ideia foi utilizada em (BODE et al., 2017) onde os autores realizaram vérios enlaca-
mentos, como o no de trevo, enlagamentos de Hopf, n6 da figura oito e os anéis Borromeanos.
Em Pichon (PICHON, 2005) foi utlizado o produto f - g onde f e g sdo fungdes holomorfas para
produzir novos exemplos de enlacamento algébrico reais. Neste trabalho vamos utilizar a agao
polar (RUAS; SEADE; VERJOVSKY, 2002) com o intuito de encontrar novas realizagdes a

partir de outras dadas.

7.1 Acao polar e produtos mistos

Seja My = zVZ" um mondmio misto onde v = (vi,V2), U = (U1, 2) € P = (p1,p2)

um vetor de pesos. Definimos o grau polar de My ,,, pdegp My, com respeito a P por

2
pdegpMy i =Y pi(Vi—u;)).
=1

Definigao 27. (OKA, 2010) Dizemos que f(z,Z) = ¥y ; ¢v,uz'Z" € um polindmio misto ho-
mogéneo pesado polar do tipo pesado polar (Q;d)) se pdeg,, 77 = d,, para cada (v, 1) com
cvu # 0. Se f é ambos radialmente e polar homogéneo pesado do tipo pesado radial (P;d,) e do

tipo pesado polar (Q;d,,) entdo dizemos que f ¢ um polindémio misto homogéneo pesado.

Se d), # 0 entdo f é chamado um polindmio homogéneo pesado polar ndo nulo. Mais
ainda, se para um inteiro positivo s, o produto x* - f(z,Z) tem um grau polar ndo nulo entdo f é

chamado homogéneo pesado polar ndo nulo x*-compativel, onde x € {u,v,i,v}.
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No caso em que para todo vetor de pesos P o polindmio misto fp seja homogéneo pesado
com grau polar nio nulo, as duas condi¢des ND e FND coincidem. Em particular, elas coincidem
para polindmios holomorfos. Classes de polindmios mistos onde estas duas no¢des coincidem
tém sido estudadas em (BLANL(EIL; OKA, 2015; INABA; KAWASHIMA; OKA, 2018; OKA,
2008; OKA, 2010; OKA, 2015). Uma propriedade bastante conhecida e ttil sobre polindmios
mistos homogéneos € a seguinte cuja prova pode ser encontrada em (SAITO; TAKASHIMIZU,
2021).

Lema 7. (SAITO; TAKASHIMIZU, 2021) Seja f um polindmio misto homogéneo pesado com
vetores de pesos radial P e polar Q. Se f é ND para A(P) e fa(p) = f tem grau polar ndo nulo,

entio f : C*> — C nido tem pontos criticos.

Definicao 28. Um polindmio misto f € chamado de homogéneo pesado polar ndo nulo x*-
compativel do tipo face se para cada 1-face A, fx(z,Z) € um polindmio homogéneo pesado polar
nao nulo x*-compativel. Neste caso para abreviar chamaremos simplesmente de x*-compativel

polar.

Assim, ja que para cada face A de um polindmio x*-compativel polar a correspondente

funcdo face fa(z,Z) € polar e radialmente homogéneo pesada com graus ndo-nulos, temos.

Lema 8. Seja f um polindmio misto x*-compativel entdo x° f € ND se e somente se x* f € FND.

7.1.1 Produtos de polinbmios mistos

Para um polinémio misto f : (C?,0) — (C,0) considere o conjunto de 1-faces de I'(f),
P(f)={P1,P2,...,Py;} como em (5.1) e ordenados como em (5.2)

Dado f = p-q: (C?,0) — (C,0) onde p e ¢ sdo polindmios mistos, para todo vetor de

pesos P fp = pp-gp e o conjunto Z(f) = P (p)U P (q). Assim, podemos ver que:

1. Se Py, > Qi entdo, as fungdes face de f sdo

fP(Z7Z) :PP(ZaZ) 'QQ(Z7Z)7 ParaPi PNP e fixo Q > Ql: c
fQ<Z7Z) :pP(Z,Z) 'qQ(Zuz)v para Q j Ql e fixo P < PNP-

2. Se On, » Pi entdo, as funcdes face de f sdo
fp(z,2) = pp(2,2) 'q0(z,2), paraP X Py, efixoQ < Q; e

fo(z,2) = ppr(z,2) - q0(z,2), para Q = O e fixo P = Py,.

3. Para um natural k, podemos considerar f;(z,Z) = pr(u,v,v)-q(z,Z) onde p; € um polindmio
misto u-semiholomorfo conveniente e radialmente homogéneo pesado do tipo radial
(2ks +ms, s;d,) definido como

pi(u,v,7) = g (erqum ’eit> ’ .D
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onde Z(py) ={P1 = (2ks+ms,s)}. Assim, podemos provar que P; > Q) para um natural

k suficientemente grande e um vetor de pesos fixo Qp > Q1 as funcdes face de f; sdo:

(fi)P(2,2) = pi(0,v,7) - q0,(2,2), P = Py
(fk)P1 (Z?Z) = pk(”vv7‘7) ’QQO(Zaz)a P=P (7.2)
(fr)p(z,2) = u’qp(z,2), P < P;.

7.2 Construcao de realizacoes fortes de enlacamentos na

3-esfera.

Seja f(u,v,7) : (C2,0) — (C,0) um polindmio u-semiholomorfo radialmente homogéneo
pesado do tipo (1., paid,).

Como vimos em (4.7) um ponto singular de f é dado por (c(r,1),re") onde ¢(r,¢) é um
ponto critico na varidvel u de f,, isto &, f,(c(r,1),rel’) = 0, tal que s3 f(c(r,1),rel’) = 0. Pela
Decomposicio (4.28) em f,, temos que c(r,t) = r*c(t) onde (c(¢),e") é uma raiz de g,. Pelo
Item-(ii) da Observacao 3 se g tem raizes simples entdo a menos de uma pequena deformacao
dos coeficientes podemos supor que v(r,1) = f(c(r,t),rel") é suave e v(1,¢) é um valor critico
de g(e,e!"). Com isto se r # 0 entdo pela Proposicio 1 ja que f é radialmente homogéneo pesado
darg(v(l,t))

ot =0

S37f(c(r,t),rei’) =0 <

Defina entao
o(f):= {m €EZL: W%—m%o, t €10,2x],V v(1,1) ;—é0def}.
Se f é ND para P e supondo que f, ndo tem raizes ndo nulas miltiplas (c(r,),re"), isto &,
c(r,t) #0, entdo
s3.f(c(rt),re") =0 <= 0¢ o (f).
Neste capitulo vamos supor que os polindmios radialmente homogéneos que sdo ND satisfazem

que as raizes ndo nulas em u, (c(r,1),re’) de f, sdo simples.

Observacao 10. Analogamente, pode-se considerar p acima como um polindmio i-semiholomorfo
em lugar de u-semiholomorfo. Em tal caso definimos o (p, i) := —o(p, u). Similarmente, quando
p € um polindmio v-semiholomorfo, V-semiholomorfo, sem raizes miultiplas em v, respectiva-

mente v, se define o(p,v), respectivamente o (p, V).

Exemplo 9. Considere o polinémio semiholomorfo dado por fy,(u,v,v) = pe(u,v,v)(u? +13)

onde p, é uma realizagdo fraca do fecho da tranca 67 de 2-fios pe(u,v,7) = u? — 20 (vi)u +
@*(v9)? — (vi)v?. Note que f, € uma realizagio forte de Ly, para todo @ € C.

A derivada parcial de f, com respeito a varidvel u € dada por

(fo)u(u,v,v) =4’ — 6a)(w7)u2 + (2a)2(v17)2 — 2(\/\7)\/2 + 2v3)u — 2a)(v17)v3.
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Queremos estudar a condi¢do FNDP-(i) de f. Note que as funcdes face de f, sdo:

(1) Para os vértices:
(fu)a, (u,v,9) = —2(1)(1/\7)\/3, (fu)a, (u,v,v) = Wue (fu)as(u,v,v) = 4,

(2) Paraas 1-face: (f,)p, (u,v,7) = 2v3u—20(vi)v> e (f.)p, (u,v,7) = 41> + 20%u.

I (f) T (ss.)

Ly (f)
P,
6 8 10
© I(f)

Figura 26 — Bordos de Newton de f, f, e 53 ¢

Podemos ver que nos vértices as funcdes face de f, nio tém solugio em C*2 entio f

satisfaz FNDP-(ii) para os vértices.
Para provar que f satisfaz FNDP-(ii) para P; e P>, note que pelo Lema 2 temos (s3 1) P, =
S3.fp, € (fu)p; = (fp;)u para j = 1,2. Porém, as fungdes face relativas a Py e P, sdo:

fo (u,v, %) = v po(u,v,7) € fr, (u,v,7) = u*(u® +v).

Podemos verificar que 0 € 6(fp;), j = 1,2, o qual implica que (s3¢)p, € (fu)p;, j = 1,2, ndo
tém rafzes comuns em C*2. Portanto, f é um polindmio misto FNDP. Note que f também é

FNDI.
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Seja f = p-q:(C?0) — (C,0) onde g é um polindémio misto CO e homogéneo pesado

polar niio nulo do tipo face. Entio, colocando z = (Re!?, rel’), segue que:

q0(z,2) = clr"(‘l)e”qi’ se O > 0
q0(z,2) = R eMai® se O < Oy

onde ¢y, ¢z € C*, (m(q),0) e (0,n(q)) sdo as intersecdes de I'(g) com o u-eixo e v-eixo, respec-
tivamente, n, e m, sdo inteiros ndo nulos com n(g) — |n,4| € m(gq) — |my| inteiros ndo negativos

pares.

Com as notagdes anteriores podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 13. Seja f = p-q: (C?,0) — (C,0) um polindmio misto satisfazendo NDI onde para

x € {u,v,u,v} temos que p é x-semiholomorfa com deg, p = s, e ¢ é polar x*-compativel. Entdo,

(i) Sex=wuoui, ng € Npcy(,)0(pp,x) e Py, = Q1. Entdo, f € uma realizagdo forte de L.

(i) Sex=vou ¥, my € Npe z(,)0(pr,x) € Oy, = P1. Ento, f € uma realizagdo forte de Ly.

Demonstragdo. Seja x = u, pelo Proposicao 13 € suficiente provar que f € FNDI. Na Subse-
¢do 7.1.1 vimos que a condigdo Py, > Q; implica que as funcdes face de f relativas a um vetor

de pesos em Z(f) sdo:
fo(2,2) = u'qp(2,3) € fp(z,2) = cr" Ve pp(2,2) para Q € P (q) e P € P(p).

Vejamos que f satisfaz FNDI-(ii). Seja A um vértice ndo extremo de I'(f) entdo f satisfaz
NDI-(ii) para A por hipétese, assim ja que fp € um polindmio ND que é homogéneo pesado
polar nao nulo ou semiholomorfo temos em ambos casos que isto implica que f satisfaz FND-
(ii) para A. Para as 1-faces temos que Z(f) = & (p)UZ(g) assim para as fungdes face fp,
0 € Z(q), fo(z,2) = u’qo(z,z) é polindmio homogéneo pesado polar nao nulo. Assim, ja que
q ¢ ND entdo f satisfaz FNDI-(ii) para Q, e para fun¢des face com P € #(p), ja que f é ND
para P entdo fp(z,Z) = ¢ (@) gngit pp(z,7Z) ndo tem pontos criticos em C*? se e somente se para
2= (c(rt),re"), 7= (0,re )

w:nq+w7g0,te[o,2n],r>0, (7.3)

onde c(r,t) #0 e v(r,t) = pp(c(rt),rel’, re™ ) # 0 sdo respectivamente, as raizes criticas nio
nulas e valores criticos nao nulos associados a pp(z,7). Agora a Condigdo (7.3) segue de

ng € 6(pp(z,2),u) assim f satisfaz FNDI-(ii) para P.

A condi¢ao FNDI-(i) para fp, segue provando (7.3) diretamente de NDI-(i) para fp, e
ng € 6(pp, ,x) e FNDI-(i) para segue de NDI-(i) para e o fato que g € polar x*-compativel.
g € 0(pp,x) para fo, seg para fo, que g ép p

O caso x = i segue no mesmo caminho como x = u.

O caso x € {v,v} segue analogamente por considerar a fungdo face de f como fp(z,2) =
V'40(2,2) € fp(z,2) = cR™ "9 pp(2,2). O
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Seja f = p- g, onde p e g polindmios holomorfos satisfazendo ND e CO sem fatores em
comum, entdo podemos aplicar nosso Teorema 13 para concluir que f € uma realizagdo forte do
enlagamento L. Por tal motivo podemos pensar o Teorema 13 como uma possivel generalizagio
da familia de realizac¢des fortes em (PICHON, 2005).

Exemplo 10. Seguindo o Exemplo 5 e considerando a parametrizag@o de Fourier (F¢(t),Ge(t)) =
(acos(t),bsin(2t)) de 610, ', onde a, b sdo nimeros reais positivos, temos que uma realizagdo
forte do n6 da figura oito é dado por

3 2 W 1
i, v,v) = u’ — Z(V'V)ku (b2 —a*—ab <v__ - v__)) - g(v-v)3k-

Vv vy

2 2 4 4 2 2

3 1% 1% 3 1% v 2 A% vV
AL, - 3a? (= + ) ).
(a (v~17+v-v)+ ((V-T/)z (V-V)2)+ “ (v-v+v-v))

Para k grande e a # b temos P; = Q, P € P (p) e Q1 € P(q), onde q : (C%,0) — (C,0).

Se g é semiholomorfo e conveniente polar u>-compativel satisfazendo ng € o(p) entdo
pelo Teorema 13 o polinémio misto f = p- ¢ : (C2,0) — (C,0) é uma realizagdo forte de L.

Em particular, g(u,v) = u? +V" com n suficientemente grande satisfaz esta condic@o.

Note que f € um polindmio que ndo € ND e assim f ndo € FND. De fato, tome P > P,
entiio a funcio face fp(z,Z) = fp(v,7) se anula num ponto re’, com ¢, sendo uma altura onde
os fios do né da figura oito parametrizados por (F¢(2t), G¢e(2t)) intersecta a {u =0} x S'. Pelo
Item-(ii) da Proposicio 2 segue que (u,re') € £ f» NVp,. Portanto f ndo € ND.

Teorema 14. Seja f = p-g: (C%,0) — (C,0) um polindmio misto que satisfaz NDI, onde p
¢ um polindmio x-semiholomorfo ménico com deg, p = s, onde x € {u, i} ¢ g um polindmio
y-semiholomorfo monico com deg, p = 5,4, onde y € {v,7}. Se 54 € Npe »(,)0(Pp(2,2),X) €

Sp € Noer(q)0(q0(2,2),y) € Py, = O1, entdo f € uma realizagdo forte de Ly.

Demonstragdo. Pela condi¢do Py, > Q) temos que as fungdes face de f sdo:
fo(z,2) =x"qo(z,2) e fp(z,2) =y pp(z,2), para Q € F(q) e P € P (p).

Entéo, considerando s; € Npe ()0 (pp,X) € Sp € Npec 2(4)0(q0,Y), 0 resultado segue
por adaptar a prova do Teorema 13 para este caso. [

Tome p = fi,f2k,» Onde fj;, j = 1,2 séo polinbmios x-semiholomorfos CO e ra-
dialmente homogéneos pesados definida como (7.1), de tipo radial (2kjs;+mjs;,s;;d;) com
deg, fjx; = sj e x € {u,i}. Note que p € um polindmio x-semiholomorfo € deg, p = 5152 = 5.
Escolhendo k}s suficientemente grandes podemos considerar (2kys; + mysy,s1) = (2kasy +

mysy,s7) = Q, para qualquer vetor de pesos positivo Q.

Corolario 6. Seja f = p-g: (C%,0) — (C,0) polindmio misto que satisfaz NDI, onde p é um pro-
duto de polindmios x-semiholomorfos radialmente homogéneos pesados definidos anteriormente,

onde x € {u,i,v,v} e ¢ um polindmio misto polar x*-compativel. Temos que:
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(1) Se x=uou i, ny € Npec »(p)0(pp,X), entdo para inteiros suficientemente grandes ks o

(ii)

polindmio misto f € uma realizagdo forte de Ly.

Sex=vouw, myg € Npcy p)G(pp,x), entdo para inteiros suficientemente grandes ks o

polindmio misto f € uma realizagdo forte de Ly.

Demonstragdo. (1) Considere x = u. J4 que p € um produto de polindmios x-semiholomorfos

(ii)

e radialmente homogéneos pesados Pjkis J= 1,2 de tipo radial (2k;s; +mjs;,s;;d;),
temos que uma sequéncia de vetores de pesos P(p) e Py, 1 = (2kzs2 +m2s2,52). Note que
podemos escolher ks tal que a sequéncia de vetores de pesos Q(g) satisfaz Pr,—1 > Qs

Entao, por (i) em Teorema 13 o resultado segue. O caso x = if segue no mesmo caminho.

O caso x € {v,V} segue analogamente aplicando (ii) em Teorema 13, considerando o
tipo radial de p; x; sendo (sj,2kjsj+mjs;;d;) para inteiros suficientemente grandes ks,
Qr,—1 = Py = (s1,2ki 51 +mys1).

]

Observacao 11. (i) O resultado anterior pode ser generalizado para uma familia do tipo

(i)

P = f1xJ2k - - - J1 x, fazendo modifica¢des apropriadas.

Se consideramos o polindmio p; como (4.27) associado a uma tranca quadrada, o qual
¢ u-semiholomorfo CO e radialmente homogéneo pesado do tipo radial (2ks + ms, s;d,),

com deg, pi o = s, entdo o polindmio dado por

=\ . 2ks+ms u it
Pro(U,v,v) =7 g<r2k+m+a),e >

¢ também uma realizacdo fraca do fecho de uma tranca quadrada. Podemos provar também

que existe um nimero complexo m tal que

8 arg(pk.,w((), v, 07 ‘7))
at

e (—1,1).
Portanto, Npey+ 0 ((Pr.w)P) = O(Prw) \ {0}. Mais ainda, py o (z,Z) € ND.

Com estas notacoes e defini¢cdes podemos provar o seguinte resultado:

Corolério 7. Seja pj, como acima e ¢ : (C2,0) — (C,0) um polindmio misto polar u’-

compativel ND e CO. Se n, € 6(pi,) entdo existem um inteiro & tal que fio = Pro ¢ :
(C%,0) — (C,0) é FNDI. Mais ainda, para |@| > 1, f ¢ € um polindmio misto FND.

Demonstragdo. Tomando k > 0 grande suficiente podemos considerar P; - Q. Pelo Teorema 13

segue que f € uma realizagao forte de Ly. Mais ainda se @ € grande suficiente pelo Item-(ii) em

Observacao 11, podemos ver que f é FND para todo P > Pj, entdo f € FND. [
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Observacio 12. (i) Tomando py ¢ na realizagdo do n6 da figura oito no Exemplo 10. Pelo
Item-(i1) na Observacdo 11 podemos escolher @ suficientemente grande de tal forma que o
problema de ndo ter ND para o vértice extremo se remova. Fazendo assim que fo» = pi,o - g

nas hipéteses do Exemplo 10 seja FND.

(ii) Note que py o € um polindmio misto para todo @ € C s6 no caso onde este € cons-
truido como (4.27) associado a uma tranca quadrada. Assim este truque de adicionar
® nao funciona no geral para polindmios semiholomorfos e radialmente homogéneos
pesados. Consequentemente, a familia de polindmios que satisfazem FNDI € uma familia

consideravelmente maior daquela que satisfaz FND.

Exemplo 11. Considere ¢ : (C2,0) — (C,0) dado por g(z,z) = u*> +1", onde L, é o fecho da

tranga de 2 fios By = o}, € py uma realizacdo fraca como em (4.27) do fecho de By = B? =

(07 '020702)% !, e g em (4.27) é construida a partir da parametrizagio (Fj (), Gp(t)) e é dada

s i (32 (e (23

Assim a fun¢do u-semiholomorfa associada ao quadrado B é:

por

g(u,e®) =u’ + o ( — 154 12e 721 —36e%" 4+ 664 — 66e* +36e 07 — 3666”>

1 . . . . . .
+35 (748e_2” —4e” +460e” " + 52¢M +102¢ 70" 4 186¢°" + 384

+44e”8 4 172¢% 427107 4 27e1°if) :

Entdo para o polindmio misto py temos que o(pyx) = Z\ {Z N (—24,4)}. Tome f; ,(z,2) =
pi(z,2) - (u? +v"), vemos que existe ® tal que (fi,)u(0,v,7) # 0, para todo v € C*. Portanto
pelo Coroldrio 7 concluimos que para n > 3 e um inteiro grande k, o polindmio misto f ,(z,z) é

uma realizagdo forte de Ly, , .

Por exemplo, para n = 5 a Figura 27 representa a tranga aninhada de 5-fios B(B1,B5)

que fecha no enlagamento isotopico a Ly, .

' Quadrado do n6 5, (Figura 18-(b)) construido como em (BODE, 2019; DENNIS; BODE, 2017a).

2 O exemplo de g em (DENNIS; BODE, 2017b) associado a tranga o ! 620'13 o, € dado por
(Fg(—t),Gp(—t)). Contudo, o tipo do fecho da tran¢a ndo muda por esta variacdo, somente mudando
a leitura da tranga.
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Figura 27 — Representagdo de Ly, , ; com (u,1) € C x [0,27] quando v = roe'’ e rg < 1

Um argumento andlogo pode ser feito para iy ,(z,Z) = pi(z,Z) - (@° +7"). Entdo para k

grande suficiente e n > 25. O polindmio misto /y ,(z,Z) é¢ uma realizacdo forte de Ly ,,.

Seja f =p-q: (C?,0) — (C,0) um polindémio misto com p um polindmio u-semiholomorfo
NDI e g um polindmio holomorfo ND e CO. Suponha que Py, - Q) onde Py, € & (p) e
01 € Z(q).

Coroldrio 8. Seja f = p-¢: (C%,0) — (C,0) como acima. Se n, € Npe(p)0(pp) entlo f €

uma realizag@o forte de Ly.

Demonstragdo. Segue diretamente do Teorema 13 uma vez que os polindmios holomorfos sao

polar u*-compativeis para todo s. 0
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