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RESUMO

REIS, V. S. Algumas subvariedades em espacos produto warped. 2023. 67 p. Tese (Dou-
torado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemaéticas e de Computacdo,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

Neste trabalho estudamos duas classes de subvariedades no espaco produto warped R x , Q%,
onde Q% denota o espaco de forma de curvatura seccional constante e igual a €. Inicialmente,
definimos hipersuperficies do tipo helicoides em R x , Q, obtendo exemplos explicitos de tais
hipersuperficies. Além disso, estudamos as propriedades fundamentais que sao preservadas pelos
helicoides e obtemos caracterizacdes e resultados de classificacdo local para tais hipersuperficies
em R x, Q. Estudamos também superficies com curvatura média paralela na conex@o normal
em R x, Qf. Obtemos um teorema de redug¢do de codimensdo neste ambiente e, como aplicacdo,
obtemos um teorema do tipo Alencar-do Carmo-Tribuzy para superficies em R x, Qf com

curvatura média paralela.

Palavras-chave: Espaco produto warped, hipersuperficies helicoidais, superficies de curvatura

média paralela..






ABSTRACT

REIS, V. S. Submanifolds into warped product spaces. 2023. 67 p. Tese (Doutorado em
Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

In this work we study two class of submanifolds in the warped product space R x , Q%, where Qf
denotes the space form with constant sectional curvature €. We define helicoidal hypersurfaces
into R %, Q¢ and we obtain some explicit examples of such hypersurfaces. Moreover, we study
the fundamental properties of the helicoids and we got characterizations and local results of
classification for such hypersurfaces. On the second class, we study surfaces with parallel mean
curvature in the normal connection of R x , Q7. We obtain a theorem of reduction of codimension
for this ambient space and, as application, we got a version of Alencar-do Carmo-Tribuzy’s

theorem for surfaces into R x, Q with parallel mean curvature.

Keywords: Warped product space, helicoidal hypersurfaces, surfaces with parallel mean curva-

ture.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A teoria de subvariedades manifestou-se com uma consequéncia do estudo de curvas
e superficies do espago euclidiano com os métodos do célculo diferencial. Foi estudada ha
muitos anos em (SPIVAK, 1979). Um teorema fundamental devido a Nash (NASH, 1956) afirma
que toda variedade Riemanniana pode ser isometricamente imerso no espago euclidiano para
alguns suficientemente grandes codimensdo. Melhorias no resultado de Nash foram dadas por
Gromov-Rokhlin (GROMOV; ROKHLIN, 1970) e por Gromov (GROMOV, 2013). Para uma
discussdo completa do assunto, nos referimos a Han— Hong (HAN; HONG, 2006).

Trabalhos mais recentes também traz uma versao para o teorema fundamental em espaco
de forma (DAJCZER; TOJEIRO, 2019). A prova do teorema fundamental de subvariedades dada
neste livro aparece em Lira-Tojeiro—Vitério (LIRA; TOJEIRO; VITORIO, 2010) e inspirou-se no
dado por Jacobowitz (JACOBOWITZ, 1982). Para outras provas deste resultado, nos referimos a
(EISENHART, 1964). Para outras versdes do teorema fundamental de subvariedades para outros
espacgos ambientes consulte (FILHO, 2012) e (ORTEGA; LAWN, 2014).

O objetivo principal desta tese serd estudar duas classes de subvariedades no produto war-
ped. A hipersuperficies helicoidais e as superficies de curvatura média paralela. A abordagem do
primeiro objetivo é a de (LIMA; ROITMAN, 2021) que se inspirou nos trabalhos de (ALARCON;;
ALBUIJER; CABALLERO, 2016). O segundo objetivo vem da teoria mais antiga de estudar
reducdo de codimensdo, agora no produto warped. Vamos generalizar a Proposicao 4.2 baseado
nos procedimentos de (MENDONCA; TOJEIRO, 2014). A proposi¢do 4.2 € frequentemente
chamada de teorema de Erbacher, embora este fato elementar tenha sido usado desde muito antes;
por exemplo, ver Allendoerfer (ALLENDOERFER, 1939). Uma versao deste resultado para
subvariedades de um espago simétrico foi provada por D1 Scala-Vittone (SCALA; VITTONE,
2014). Veja também (MENDONCA; TOJEIRO, 2014) para o caso de subvariedades de um
produto de duas formas espaciais. Um outro resultado que buscamos generalizar para produto

warped € o Teorema 4.3 sobre reducdo de codimensao, sdo devidos a Dajczer (DAJCZER, 1982).
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Sob a hipdtese mais restritiva de fibrado normal plano o Teorema 4.3 ja era conhecido desde a
época de Lagrange (CARTAN, 1925). Versoes do Teorema 4.3 para subvariedades de Q) x R
e, mais geralmente, para subvariedades de qualquer produto de duas formas espaciais, foram
provadas por Mendonga-Tojeiro [(MENDONCA; TOJEIRO, 2013), (MENDONCA; TOJEIRO,
2014)].

O estudo de uma teoria de subvariedades em espagos produto do tipo M" x R e, mais
geralmente, em um produto warped R x, M", onde M" denota uma variedade Riemanniana
n-dimensional, tem despertado a atencio de védrios gedmetras nos ultimos anos. As contribui¢des
recentes (DANIEL, 2009), (LIRA; TOJEIRO; VITORIO, 2010), (PICCIONE; TAUSK, 2008),
(FILHO; VITORIO, 2017), com as quais foi possivel obter teoremas do tipo Bonnet para imersdes
isométricas em espacos mais gerais, permitiram vislumbrar uma teoria para subvariedades em
tais espacos. Quando M" e um espaco de forma Q%, énfase tem sido dada as superficies minimas
e, mais geralmente, as superficies de curvatura média constante em S* x R e H? x R, com
os trabalhos pioneiros de Abresch-Rosenberg (ABRESCH; ROSENBERG, 2004), Rosenberg
(ROSENBERG, 2002), dentre outros. A luz da teoria de subvariedades em espacos de forma, e
inspirados pelos resultados classicos nela obtidos, algumas classes importantes de subvariedades
em espagos produto Q7 X R e, mais geralmente, em espacos produto warped R x , Qf, t€m sido

estudadas na ultima década.

No capitulo 2 apresentamos os preliminares comecando com a definicdo de imersao
isométrica para definir subvariedade. Colocamos também as formulas fundamentais e um es-
tudo sobre os espacos produto warped. As hipersuperficies neste produto e as propriedades.

Finalizamos o capitulo com o teorema fundamental das subvariedades mas sem demonstri-lo.

No capitulo 3 trazemos resultados andlogos ao trabalho do (LIMA; ROITMAN, 2021)
sobre helicoides em espaco do tipo warped. Nos questionamos: Dada uma hipersuperficie
f:X— Rx,M € possivel definir os helicoides do warped? Bem como obter exemplos explicitos
deles e estudar as propriedades fundamentais preservadas pelos mesmos em ambientes do
tipo R xp Q%? Como principal resultado desta parte podemos citar 3.11 e 3.21 que traz as

caracterizagOes locais para tais hipersuperficies em R x , Q.

No capitulo 4 estudamos as superficies de curvatura média paralela em produto warped
I <, Q%. Nesta parte nosso objetivo foi dar uma defini¢do para reducdo de codimensdo em
I x5, Q%, I C R e apresentar a aplicagdo deste conceito para obter um resultado do tipo teorema
de Alencar, do Carmo, Tribuzy [MENDONCA; TOJEIRO, 2014), secdo 5.1] e um resultado de
semi espaco via reducdo de codimensdo. O ponto-chave é que, para tais espacos as equacdes de

Gauss, Codazzi mudam.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo iremos somente recapitular alguns fatos basicos da teoria das imersodes
isométricas. Todos os resultados serdo apresentados sem demonstracao, mas seguem a abordagem
do excelente livro (DAJCZER; TOJEIRO, 2019) e as referéncias 14 contidas.

2.1 Imersoes isométricas

Sejam M" e M™ variedades diferencidveis de dimensdo n e m respectivamente. Uma
aplicagdo diferencidvel f : M" — M™ é chamado de imersdo se a diferencial fulx) : TM —
Tf(x)ﬁ ¢ injetora para todos os pontos x € M". O nimero p = m —n é chamado de codimensdo

~ € uma

de f. Uma imersdo f : M" — M™ entre variedades riemannianas com métricas (, ) € (,) ;7

imersdo isométrica se
<X7 Y>M = <f* (X)X,f* (X)Y>M

paratodox e M" e X,Y € T.M.

2.1.1 Equacoes fundamentais
Dado f: M" — M™ imersdo isométrica denotaremos
a) f*TM = UXGM(TJ-(X))M ) € o fibrado induzido.
b) N¢M(x) = (fiT:M)* é o espago normal de f em x
¢) NfM = UyeyNgM (x) € 0 espago normal de f.
d) T'(E) é o conjunto de se¢des e 2 (M) conjunto de campos de M.

e) %X(Zof) = gf*XZ é a conexdo induzida de V de M em ffTM.
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Em relagdo a decomposigio ortogonal f*TM = f,TM & NyM, dados campos vetoriais X,Y €

Z (M), podemos escrever
Vxf¥ = (Vx £Y)T+ (Ve fiY)E @.1)
A equacio
Vx¥ = £ (Ve fY)T
define uma conexdo compativel e sem tor¢do em TM, logo coincide com a conexdo de Levi
Civita de M", e a aplicagdo
of 1 X (M)x 2 (M) — T(NM) (2.2)
definida por
af (X,¥) = (Vxfu¥)*- (2.3)

€ chamado de segunda forma fundamental de f. Disso decorre a primeira férmula basica da teoria

de subvariedades conhecida como formula de Gauss
VxfY = VY +al (X,Y), (2.4)

para quaisquer X,Y € 2" (M). Um calculo simples mostra que a componente de %Xé € —fileX,

€ a componente normal
L v £\l
VX& = (ng) )
de V)%‘g' define uma conexio compativel em TM", chamada a conexdo normal de f. Isso nos da

a segunda formula bésica, conhecida como férmula de Weingarten
Vx& = —fidg (X) + V& 2.5)

Denotando por R e R os tensores de curvatura de M" e M™, respectivamente, decorre das
férmulas de Gauss e Weingarten as cldssicas equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci, que sdo dadas

respectivamente por

RX,Y)ZW) = (R(X,Y)Z,W)+(a(X,W),a(Y,Z)) — (a(X,2),a(Y,W)) (2.6)
RX.V)Z)" = (Vxa)(Y.Z) - (Vya)(X,2), (2.7)
<RJ_(X7Y)€>77> = <§(X7Y)€7n>+<[A§7ATI]X>Y>' (2.8)

Quando M = Q' € um espago de forma, isto é, Q7' € uma variedade Riemanniana completa,
simplesmente conexa e de curvatura seccional constante igual a €, as equagdes (2.6)-(2.8)

tornam-se
R(X,Y)Z == C(X/\Y)Z‘|‘Aa(y7z)X—Aa(Xz)Y, (29)
(Vxa)(Y,Z2) = (Vya)(X,2), (2.10)
R X Y)E M) = ([As,Ap]X.Y), (2.11)
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onde

XAY =(Y,2)X — (X,2)Y,

(Vxa)(Y,Z) = Vya(Y,Z) — a(VxY,Z) — a(Y,VxZ)

para quaisquer X,Y,Z € 2" (M).

Observacao 2.1. Quando o ambiente é um espacgo de forma QY', as equagdes (2.9)-(2.11) sdo
equacdes intrinsecas que relacionam o tensor de curvatura de M", a segunda forma fundamental
de f e o tensor de curvatura da conexao normal. O conhecido teorema fundamental das subvari-
edades garante que tais equacoes sao também condi¢des suficientes para a existéncia de uma

imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana M" em Q7'

Dados uma imersao isométrica f : M" — M™ e um ponto x € M", o vetor curvatura

média de f em x, denotado por H(x) é definido pondo

H(x) =

S| =

n
Y a(x;,X;),
=1

em termos de uma base ortonormal {Xj, ..., X, } de T.M. Um célculo simples mostra que o vetor
H (x) independe da escolha da base. Quando H(x) = 0, diremos que f é uma imersdo minima em

X.

Uma imersdo isométrica f : M"* — M™ € totalmente geodésica em x € M" se a segunda
forma fundamental a de f se anula em x. Se « € identicamente zero, entdo f é chamada de

imersao isométrica totalmente geodésica.

Uma imersdo isométrica f : M" — M é umbilica em x € M" se existe
n € N/M(x) tal que
o(X,Y)=(X,Y)n

para todo X,Y € T,M. Claramente, neste caso 7] é o vetor curvatura média H(x) de f em x.

Equivalentemente, f € umbilica em x se

Az = (H(x),5)1

para todo & € N/M(x). Uma subvariedade é chamada umbilica se é umbilica em todo ponto.

. ~ 2o S5/ T
Uma imersdo isométrica f : M" — M~ tem vetor curvatura média paralelo se
Ly
VxH =0

paratodox e M" e X € T,M.
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2.2 Variedades produto warped

Nesta se¢do fazemos uma breve revisdao de conceitos de produto warped. Sugerimos
(O’NEILL, 1983) e (CHEN, 2013) para aqueles interessados em uma leitura mais detalhada

dessa teoria.

Sejam (B,gp) e (F,gr) duas variedades Riemannianas, e uma fun¢ao diferencidvel

f:B— (0,). A variedade produto B x F', munida da métrica

g:=m3(gn) + (f o 78) 7 (gr),
€ chamada de produto warped com base B e fibra F, e denotada por B X ¢ F (ver Figura 1). A

Figura 1 — Espago warped folheado pelas fibras e pelas folhas

~“~Folha

¥
Fibra
funcdo f € usualmente chamada de funcdo warping.

Exemplo 2.2. As superficies de rotacdo, que nao interceptam o eixo de rotacdo, sdo exemplos
simples de um produto warped, onde B € uma curva geratriz da superficie, F' é um paralelo da

superficie e f(b) é a distancia de b € B ao eixo de rotagéo.

Dado um produto warped B x ¢ F, as folhas B x {¢} e as fibras {p} x F sdo subvariedades

de B x ¢ F e a métrica produto warped € caracterizada por:

(1) Paracada g € F, a aplicacdo nB’(Bx{q}) € uma isometria sobre B;
(2) Para cada p € B, a aplicag@o 7r ({1 ) € uma homotetia sobre F' com fator 1/f(p).
(3) Paracada (p,q) € Bx F,afolha B x {q} e a fibra { p} X F sdo ortogonais em (p,q).

Observacao 2.3. No presente trabalho usaremos p para denotar a funcdo warping, B serd a
variedade 1-dimensional R e F uma variedade n-dimensional M" mas nos exemplos ela serd na

maioria das vezes um dos espagos de forma.

Lema 2.4. Seja .% (B) o espago das fun¢des em B. Se h € . (B) entdo o gradiente do levanta-
mento ho T de h para M = B X ¢ F € o levantamento para M do gradiente de 2 em B.
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2.2.1 Propriedades do produto warped

Nesta se¢ao apresentamos resultados de (O’NEILL, 1983) que contém as propriedades
basicas da conexdo de Levi Civita, do tensor de curvatura e do tensor de Ricci. Elas sdo

frequentemente usadas nos resultados do capitulo 3.

Proposicao 2.5. Seja .Z(B) o conjunto dos levantamentos de Bem M =B xyF se X,Y € B e
V,W € % vale:

(1) DxY € % é o levantamento de DxY em B.

(2) DxV =DyX = (%) Vv

(3) norDyW =1I(V,W) = — (@) grad(f)

(4) tanDyW € .% é o levantamento de VyW em F.
Demonstracdao. (O’NEILL, 1983, pagina 206, Proposicao 35) [

Corolario 2.6. As folhas B x {¢} sdo totalmente geodésicas e as fibras {p} x F sdo totalmente

umbilicas.

Demonstragcdo. (O’NEILL, 1983, pagina 207, Corolario 36) O

Proposicio 2.7. Seja M = B x ¢ F o produto warped com tensor de curvatura riemanniana R. Se
XY, Ze BeU,V,W € .Z entao

(1) RxyZ € 2 é o levantamento de BRyyZ em B.

H (X,Y))
—— )V
f

(3) RxyV =RywX =0

(2) RyxZ = (

(4) RxyW = ((V,f_W>) Dx (grad(f))

(grad(f),grad(f))
f2

Demonstragdo. (O’NEILL, 1983, pagina 210, Proposigao 42) U

(5) RywU =" RywU — ( ) {(v,U)W —(W,U)V}
Corolario 2.8. Em M = B x s F com d = dimF > 1 sejam X, Y horizontais e V, W verticais entdo

(1) Ric(X,Y) =B Ric(X,Y)—(d/f)H/(X,Y)

(2) Ric(X,V)=0
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(3) Ric(V,W) =F Ric(V,W) — (V,W)f* onde

po DL g p)lered(f),grad()))

f f?

e Ric é o tensor de Ricci de M e BRic o levantamento da curvatura de Ricci de B e FRic o

levantamento da curvatura de Ricci de F.

Demonstragdo. (O’NEILL, 1983, pagina 211, Corolario ) [l

2.2.2 Hipersuperficies em espaco warped

Dada umavariedade Riemanniana orientada M", considere o espaco R x M munido da

métrica produto usual

(Y =d?+ (). (2.12)

Denotaremos por 7T a projegdo de R x M sobre o primeiro fator, e por d; o gradiente de g com
respeito a métrica produto warped em (2.12). Observe que d; € um campo vetorial paralelo na

conexdao de R x M.

Considere uma hipersuperficie orientdvel g : ¥ — R x M. Denotemos por A o operador

de forma de g relativo a um campo unitdrio N, normal a g, ou seja,
AX = —VxN,

para todo X € TM, onde V denota a conexdo de Levi-Civita de M" x R. Seguindo a notacdo de
(LIMA; ROITMAN, 2021), a fungdo altura & e a fun¢do dngulo © de ¥ sdo definidas pondo

E=mrly e O=(N,d). (2.13)

Da definigdo para as fungdes & e ® em (2.13), e usando o fato que J; é paralelo na conexdo de

M x R, decorrem as seguintes identidades:
VE=0,—ON e VO=-AVE.

Note que ® € [—1,1] e um ponto x € ¥ é ponto critico para  se, e somente se, ®(x) = 1. Neste

caso, diremos que x € um ponto vertical para X.

Dada uma hipersuperficie orientdvel ¢ : £ — R x s M", denotemos por & a fungio altura
e ® a funcdo angulo, dadas como em (2.13). O lema seguinte é uma relacdo util para o nosso

trabalho e usa as relacOes da conexdo deste espaco.

Lema 2.9. Valem as seguintes propriedades:

(i) Vxd, = ¢(X — (X,9,)0;), para todo X € T(R xrM)ep=f/f
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(i) VO = —AVE — 9OVE.

(i) VyW = VyW — ¢(V, W),

Demonstragdo. Dado um campo vetorial X € T'(R x s M), suas componentes vertical e horizontal
sao dadas por
Xv:X—<X,8,>3, € Xh:<X,a[>a[,

respectivamente. Usando agora as relacoes da conexao

Vx, 0 = (X,0)V50 =0

v (2.14)
Vx, 0 = 0X, = ¢(X — (X,0,)0;)

concluimos que
Vx0; = Vx,0r = ¢(X — (X,0)9,),

provando o item (i). Para o item (ii), seja X € TX. Pela compatibilidade da métrica e usando o

item (i), tem-se

X(®) = (VxN,d;) + (N,Vxd,)
= —(AX,9,) — ¢©(d,,X) (2.15)
= —(AVE,X) — 9O(VE . X)

paratodo X € TX e, portanto, VO = —AVE — ¢OVE. O item (iii) segue de (O’NEILL, 1983). [

A seguir apresentaremos a definicdo de semiespacgo superior e inferior que podem ser
encontrados em (MIRANDOLA, 2009).

Definiciao 2.10. Seja I xp M" o produto warped onde I C R. O subconjunto [ x M, onde
I =1IN[A,o0)(resp. I =N (—oo,A], para algum A € I é chamado de semiespaco superior (resp.
inferior) de I <, M".

Exemplo 2.11. Considere o produto warped (0, ) x,S?, onde S? ¢ a esfera unitdria em R3. Este
espago é interessante pois é isométrico ao R? — {0}. O subconjunto [1,0) x S? é semi-espago

superior de (0,0) x,; S?. Tal espago ndo contém semiespago inferior.

2.3 Um Teorema fundamental para subvariedades no pro-

duto warped R x, Q"

Nesta secdo iremos recapitular um teorema fundamental para subvariedades, quando o
espago ambiente € um produto warped R x , Qf. Seguiremos a abordagem de (FILHO, 2012),
que difere daquela de (ORTEGA; LAWN, 2014), a qual faz uso das técnicas do referencial

movel.
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Proposicao 2.12. Para todo v € TM temos

a(v,X)+Vip = 0 (2.16)
VoX —Apv = ov (2.17)

onde V,V+ o e Ap denotam a conexdo de Levi Civita em M, a conexdo normal induzida
em M, a segunda forma fundamental da imersdo x(M) e o operador de forma associado a «,

respectivamente.

Demonstragdo. (FILHO, 2012, pégina 34) [l

Proposicio 2.13. Paratodo v € TM, R X ¢ F espago warped temos
AD)

a(v,X)+Vip 0 v,X)p (2.18)
VX —Apv — J}((Z)) (v— (v, X)X) (2.19)

onde V, VL, o e Ap denotam a conexdo de Levi Civita em M, a conexdo normal induzida em M,
a segunda forma fundamental da imersdo x(M) e o endomorfismo de Weingarten associado a «,

respectivamente.

Demonstragao. (FILHO, 2012, pagina 46) ]

Proposicio 2.14. Seja x : MK — M"" uma imersio isométrica de uma variedade Riemanniana
k—dimensional M* no produto warped M =R x rF", onde F" € uma variedade riemanniana
n—dimensional com curvatura seccional constante igual a c. Seja p uma secio de TM* e X a
projegdo candnica de d, em TM, tal que d, = X +p. Sejam U,V,W,Z € 2 (M) e &,n € TM*.

Entdo, as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci para a imersao x, sdo as seguintes:

* Equacao de Gauss

(RU,VIW,Z) = ( -

* Equacao de Codazzi

(2.20)
) o AL O SO
(Vyo)(V.W) = (Vya)(U,W) = <f(h)2 (f(h)> +f(h))

« [(WUNV.X) = (WV)(U.X)]p
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* Equacao de Ricci

(2.21)
<RL(U7V)J=:7TI> = <[A§7A71]U7V>

Seja (M, (,),V) uma variedade riemanniana k—dimensional, {,) sua métrica e V sua
conexao de Levi-Civita. Seja @ : E — M um fibrado vetorial riemanniano de posto [ =n —k,
com conexdo compativel V'. Sejam h € C*(M),p € T'(E) e o uma se¢do simétrica no fibrado
dos homomorfismos Hom(TM x TM,E). Defina para cada sec¢do local £ de E, a aplica¢do
Alg : TM — TM por

(AzU,V)=(a'(U,V),§) U,V €TM

As equagdes de compatibilidade para subvariedades de R x ¢ F"', da proposic¢do 2.14, sugere

introduzir a seguinte defini¢do:

Definicdo 2.15. Dizemos que ({,),V,V' o', p,h) satisfaz as equagdes de compatibilidade para
M =R x rF", onde F" € uma variedade riemanniana e f : R — R € positiva e suave, se
X[ +[p[* =1, X = Vh

e paratodo U,V,W.Z € 2 (M) e £,m € E, as seguintes equagdes valem

a(V,X)+Vyp = ];((:)) (V,X)p (2.22)
_ ()
VyX —A,V = m(v (V,X)X) (2.23)
R f’(h) ?
(RU,V)W,Z) = <f f(h)>> — (W, UMV, Z)]  (2.24)
¢ (fmY, £
* <f(h (o) + >) W2 WX )
- (U, 2) (W, X)(V.X) + (W, UNV,X)(Z,X)
— (W, V)(U,X)(Z,X)] — (a(U,W),a(v,Z)>+<a(U,z),a(v,W)>
1 ol _ c (f(n > f"(h)
(Vi) (VW) = (Via)(U,W) = <f(h)2 <f(h) +f(h)) (2.25)
« [(WUNV.X) —(W,V)(U,X)|p
<RL<U7V)§7TI> = <[A§7AT]]U7V> (2.26)

Teorema 2.16. Seja (MX, (,), V) uma variedade riemanniana simplesmente conexa k—dimensional,
(,) sua métrica e V sua conexdo de Levi-Civita. Assuma que ((,),V, V', &', p,h) satisfaz as equa-
¢es de compatibilidade para R x ¢S, com —1 < f’ < 1. Entdo existe uma imersdo isométrica

g:MF =R x £S" e um isomorfismo de fibrados vetoriais g : E — TM™* ao longo de g, tal que
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para todo U,V € TM e toda segdo local &, € E
(&(6).g(m)) = (&:n)
go'(U,V) = a(U,V)
gVu€ = Vit
onde V4 e a sdo a conexdo normal e a segunda forma fundamental de g(M) C R xS",

respectivamente. Além disso, a imersao € unica, a menos de isometrias globais na variedade
R x f Sn.

Demonstragdo. (FILHO, 2012, pagina 50) ]
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CAPITULO

HELICOIDES NO PRODUTO WARPED

Neste capitulo generalizamos a definicdo de helicoides em produto warped, inspirados em
(LIMA; ROITMAN, 2021). Para isso apresentamos alguns lemas e corolarios do (MIRANDOLA,
2009) que serdo utilizados no capitulo. Apresentamos também exemplos dos helicoides em

I X, M" e estudamos as hipersuperficies com uma dire¢do especial.

3.1 Lemas basicos

Dados um intervalo aberto I C R e uma variedade Riemanniana completa M", o pro-

duto warped I X, M" € conformemente difeomorfo a um subconjunto aberto do produto
. . . - -1 . .
M"™ x R. Mais precisamente, seja F' : I — R uma primitiva da fun¢do — : I — R. Assim, F é um

difeomorfismo crescente sobre um intervalo aberto J C R, e a aplicagdo @ : I xp M" — M" x J,
definida por

@(s,x) = (x,F(s)), 3.1
¢ um difeomorfismo conforme entre I/ x, M" e M" x J, com fator conforme A = pom, onde
7ty - 1 Xp M" — I denota a projecdo sobre o primeiro fator. Ou seja, a métrica induzida por ¢ €
A%(,). Sua inversa

y=0¢! M xJ =1 xpM"

¢ dada por

y(x,1) = (G(1),x),
onde G = F~!, de modo que G'(t) = p(G(t)), para todo ¢ € J. Para mais detalhes ver (MANFIO;
TOJEIRO; VEKEN, 2020).

Exemplo 3.1. A fungo p(u) = e é derivdvel e positiva. Além disso, F(u) = —e™ é uma
primitiva para p(u). Assim, a aplicacdo ¢ : R x,« R" — H"*! é um difeomorfismo conforme
dado em (3.1). Ou seja, o espaco hiperbélico H"*! admite um modelo como produto warped
H'*! =R x,« R
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Dada uma hipersuperficie f : (£",g) — I X, M" considere a composta

f=@of:X" = M"xJ, (3.2)

onde ¢ € o difeomorfismo conforme dado em (3.1). A aplicagdo fé uma imersao isométrica
cuja métrica induzida g satisfaz g = ﬁ g, onde & = 1y o f denota a fungdo altura de f.
@)
A proposicao seguinte, cuja demonstracdo pode ser encontrada em (MIRANDOLA,

2009), nos da uma relagdo entre os operadores de forma de f e de ]va

Proposi¢do 3.2. Sejam A, A os operadores de forma de f (Z,8) > IxpM"e VE (X,8) > JxM,
respectivamente. Se N e N denotam os campos normais unitrios a f e ]7, respectivamente, valem

as seguintes relacoes

N = opol)N, (3.3)

A = (po&)(A+¢(a,N)I),
onde I denota o operador identidade e ¢ = p’/p.

Coroldrio 3.3. Se H e H denotam as curvaturas média de fe ]7, respectivamente, tem-se
H=(po&)(H+¢(d,N)).

Decorre diretamente do Corolério 3.3 o seguinte

Corolario 3.4. A hipersuperficie f: ¢ o f ¢ minima se, e somente se, a curvatura média H de
f satisfaz H = —¢(d;,N).

Para cada r € I, denotemos por M; o slice vertical M; = {t} x, M" do produto warped
I x5, M". Note que todo slice vertical M; € uma hipersuperficie umbilica de I x, M", cuja
funcdo dire¢do umbilica é p’(r)/p(¢) (BISHOP; O’NEILL, 1969). Dada uma hipersuperficie

f X" —Ixp,M", considere o conjunto
Y =MNX (3.4)
A proposicao seguinte analisa o caso quando a intersecdo (3.4) € transversal.

Proposicao 3.5. Se a hipersuperficie X" intercepta transversalmente o slice M;, entdo ¥; € uma

hipersuperficie de M;, cujo campo unitario normal a ¥, é dado por
n= a(N - ®at )7

onde ¢ = —p(1—©2)~1/2 ¢ N é o campo unitirio, normal a X"
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Demonstragdo. Seja X" uma hipersuperficie orientada em / X , M", com campo normal unitario
N, e que intercepta transversalmente o slice vertical M;. Assim, em cada ponto p € ¥;, 0 espaco

tangente 7),X se decompde como soma ortogonal
T, =T,% ®span{T}.

Além disso, o campo N — O0; é tangente a M, e ortogonal a X;, de modo que X, também &

orientdvel. Se (, )y ¢ a métrica Riemanniana de M", temos:
p*((N-03),(N-0d)\y = ((N—0d),(N—0d)) (3.5)
= 1-0>=|T|~

Assim, um campo unitdrio, normal a ¥, em M; = {r} x M", é dado por

n= E(N — 009, )’
como queriamos. Por fim ¥; é uma hipersuperficie de M;. De fato, pelo teorema da dimensao
dim(T,LNT,M;) = dimT,X+dimT,M; —dim(T,X+T,M,;) =
= dimT, X+ dimT,M; — dimT,(M x R).
Entao,
dim¥%; = dim(XNM;) = 2dimM — dimM — 1 = dimM — 1,
provando que X, € hipersuperficie de M;.

O

Nas condig¢des da Proposicao 3.5, ou seja, quando X; € uma hipersuperficie de M; diremos
que ¥, é uma se¢do vertical da hipersuperficie X". O lema seguinte nos dd uma expressao da

curvatura média de X;

Lema 3.6. Seja X, uma sec¢do vertical de uma hipersuperficie X" em R x , M". Entdo a curvatura
média Hy, de X; € dada por

1
n—1

onde p =p'/ped=—p(1—-0%)~1/2

Hy =

t

0p 2 (nH — (AT, T)+¢®(n—1)), (3.6)

Demonstragdo. Decorre de (LIMA; MANFIO; SANTOS, 2022, Lema 1) que o operador de
forma Ay de X, associado ao campo normal unitario 7, satisfaz a seguinte igualdade

(AgV,W) = ¢ ((AV,W) 4+ ¢O(V,W)), (3.7)

para quaisquer V,W € TY, C TX. Considere um referencial ortonormal {V/,...,V,,_,T} em X"
tal que Vi,...,V,,_1 sdo tangentes a X, e T = V& /||VE||. Decorre de (3.7) que
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Hs, =

(AgVi,Vi)y = Vi, Vi) (3.8)

n—1~:

I
—_

—2 n—1
_ Z (AV;, Vi) + @0 (V;, Vi),

mas nH = Y (AV;, Vi) + (AT, T) e entdo

3.9)
Y AV,,V +0¢(V,V;)) = (zp__lz(nH—(AT,T>+¢®(n—1)).
Portanto,
(n—1)Hs, = §p > (nH — (AT,T) + $©(n —1)).
O

3.2 Helicoides em [ x, M"

Motivados pela no¢do de hipersuperficies helicoidais em espacos produto M" x R,
introduzidas por (LIMA; ROITMAN, 2021), introduzimos nesta se¢do a no¢ao de hipersuperficie
helicoidal no produto warped I x, M".

Definicao 3.7. Considere uma hipersuperficie ¥ de I X, M" sem pontos verticais, cuja fungdo
angulo € nao constante. Suponha que X ndo esta totalmente contida em um dos semiespagos de

I xp M". Dizemos que X € um helicoide horizontal se satisfaz as seguintes condi¢oes

(1) Toda segio vertical X; é uma hipersuperficie minima em {¢} x, M
(2) A funcio altura & satisfaz a(VE,VE) = —¢||VE||?a;.

Observacio 3.8. O caso em que X" estd contida em um dos semiespacos de I X, M" € de
interesse mais particular. Por exemplo, nos trabalhos (MIRANDOLA, 2009, Teorema 1.1) e
(LIMA et al., 2018) os autores estabelecem condi¢des que garantem quando uma hipersuperficie
em I X, M", contida em um dos semiespacos, € um slice. Dessa forma, a Defini¢do 3.7 exclui o

caso trivial de X" ser um slice.

Observacao 3.9. A Defini¢cdo 3.7 estende aquela de (LIMA; ROITMAN, 2021). De fato, a
fungdo p ser constante igual a 1 significa que ¢ =0 e V& € uma diregdo assintética. Observamos

também que a minimalidade das secdes verticais foram preservadas e a(VE,VE) = —¢||VE||?9,
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se e somente se (AVE,VE) = (a(VE,VE),N) = —9||VE|[>(0;,N) = —¢||VE||*@. Como no
produto warped vale a relagdo VO = — (A + ¢O)VE segue que

(VO,VE) = —(AVE, VE) — 90| |VE|12 = 0.

Portanto permanece a interpretacdo feita no artigo, ou seja, neste caso ® € constante ao longo
de toda trajetdria y(s) de VE. Além disso, (VE,d,) = 1 — @2, o que diz que a direcio tangente
Y (s) faz um angulo constante com a dire¢do vertical d;. Portanto, considerando o conceito de
hélice em R? como a curva que forma um angulo constante com uma dire¢io dada, podemos
estender para curvas em R x M e concluir que as trajetérias de VE em um helicoide horizontal

em R x , M sdo vertical hélices.

Exemplo 3.10. Este exemplo contém os exemplos dos tnicos helicoides horizontais minimos na
métrica warped, ou seja, p(¢) = c onde ¢ é uma constante estritamente positiva. A constru¢ao
deste helicoide sera feita por meio do difeomorfismo conforme 7 a partir do helicoide usual de
R3. Por defini¢do
"1 1
s(t)y= | —du=—t

0cC c

coms:R — RlogoR x, R? é conforme a R? pelo difeomorfismo

ot,x) = (%t,x),

suainversaé 77! :R3 5 R Xp R? dada por 77! (x1,x2,x3) = (cx1,x2,%3). Seja @ : RZ = R a

parametrizagdo do helicoide usual do R3, minfma neste espaco

¢(x,y) = (ay,xcos(y),xsin(y)),a >0

1

entdo do Coroldrio 3.4, aimersdo @, := 7~ ' o ¢ tem curvatura média H = —¢® = 0, pois neste

caso ¢ = 0. Vamos verificar agora que

L = ¢(R?) = {(cay,xcos(y),xsin(y))} ,

satisfaz as condi¢Oes da defini¢do de helicoide. Por defini¢do as se¢des sao

T o= IN{t} xp ROD{(t,x1,0) €RY/(t,x1,%0) = @a(x,y)} = (3.10)
= {(t,x1,x2) € R®/t = cay,x; = xcos(y),x; = xsin(y)}
= {(t,x1,x) € R®/y =1/ca,x; = xcos(y),x, = xsin(y)}
= {(t,xcos(t/ca),xsin(t/ca)) € R x, R?},

com ¢ € R constante e entdo X; é uma linha retano {¢} x, R2. Sdo minimais neste espaco pois
existe uma homotetia entre {t} x, R? e R? e a linha reta é minimal em R2. Para verificar a

segunda condicao € preciso encontrar o normal unitdrio, a funcdo angulo entre outros cdlculos

E = (p(t))*,F=0,G=(p(t))*x’ + (ca)’
e = 0.f= —ac(p(t)) 2= 0

Vp(0))222 + (ca)?’
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Para calcular o normal na métrica warped basta seguir os seguintes passos: faz o produto vetorial
usual em R3, multiplica o primeiro fator do produto usual por (p())? tem-se um vetor normal a

{0, ¢y}. Mais geralmente, seja v = (vi,v2,v3) € u = (u1,ua,u3) vetores de R? entdio

i j k
UXv=|\uy wuy uz |=(U2v3—vous,uz3vy —ujv3,ujvy —usvy)
Vi V2 V3

é onormal a u e v na métrica euclidiana e

UXpV= (pz(uz\/3 —VoU3),U3V| — UIV3,UIV) — UpV])

€ o normal simultaneamente a u € a v na métrica warped. Dessa forma se calcula o normal neste

ambiente e ao normalizar também na métrica warped € obtido o seguinte vetor

N:( (p(1))x (ca)sin(y) ~(ca)cos(y) )
VPO +(cal p(e)/(p ()27 + (caP p(e)/(p(1) + (ca)?

Note que, (N, @) =0= (N, ¢,)

’ 2
B (p(1))x : (ca)sin(y)
s (\/(P(t))2x2+(ca)2> e <p<r>¢<p<r>>2x2+<w>2) '

2
J —(ca)eosy) B
t ) (p<r>¢<p<t>>2x2+<ca>2>

a funcdo angulo é

(p(1))x
Vp(0))222 + (ca)?’

veja que a derivada de ® em relacdo a y € zero e além disso de geometria riemanniana

O(x,y) =

1900 1900 100

Vo= - 220 1+ 2220 = 2%
© Eax(pX+G8ygDy Eox ™
100 .
Portanto como (@y, d;) =0, VE = d; — ON segue que (VO,VE) = Ea—(q)x, d;) = 0, equivalente
X

a segunda condig¢do e X € um helicoide horizontal de R x, R?. Dessa forma obtemos outros
exemplos de helicoides segundo a Defini¢do 3.7 em produto warped do tipo R x R? mas se a

funcdo warping constante eles ndo sdo minimais na métrica warped.

Pela motivacdo do inicio do capitulo e o Corolério 3.4 as hipersuperficies minimais do
produto riemanniano ndo geram minimas do ambiente warped. O resultado a seguir confirma
que H = —¢0 & a curvatura média dos helicoides horizontais. Ele é uma caracterizagdo local

deste tipo de hipersuperficie.
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Teorema 3.11. Seja ¢ : ¥ — R x, M", uma hipersuperficie sem pontos verticais e fun¢do angulo
ndo constante. Suponha que X ndo estd totalmente contida em um dos semiespagos de I X, M".

Entdo as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

a) X € um helicoide horizontal de R x, M".

b) As secdes verticais X; sd0 minimais € a curvatura médiade X é H = —¢0.

Demonstragcdo. Suponha que ¥ seja um helicoide horizontal, Entdo das condig¢des (1) e (2) da

Defini¢do 3.7 tem-se
1

ALT) = ee

(AVE VE) = —¢0.
Portanto, pelo Lema 3.6, segue que
nH—(—¢0)+¢0(n—1)=0,
logo H=—¢® = (—¢;,N).
Reciprocamente, suponha que H = —¢©® e Hy, = 0. Entdo, pelo Lema 3.6, tem-se
0=0p *(—9On— (AT, T) +¢O(n—1)),
e, entdo, (AT, T) = —@O que é equivalente a condi¢do 2) da Defini¢éo 3.7. U

Exemplo 3.12. Neste exemplo sdo apresentados helicoides horizontais em (0,0) x, S* com
curvatura média ||H|| < 1. Considere a parametrizacio ¥ : R? — R x S?, obtida por meio de
inclusdo no R* (LIMA; ROITMAN, 2021, Exemplo 1) dada por

Y(x,y) = (ay,cos(x)cos(y),cos(x)sin(y),sin(x)) € R x S? (3.11)
e o difeomorfismo conforme
7:(0,00) %, S* = R x §?
definido por 7(s,y) = (In(s),y) cuja inversa é
TR xS? = (0,00) x; S,
definido por 77! (s,y) = (¢*,y). Na notaciio do Coroldrio 3.4 denote
Q=7 oW :R?— (0,00) x, S?

e defina X = @(R2) C (0,00) x,S2 e @) :=To@ =¥ e X = ¢;(R?) C R x S2. Por meio dos
Corolarios 3.3 e 3.4 e o difeomorfismo conforme obtém-se uma relacio entre X e ¥ definidos
acima. Este serd provado na Proposi¢do 3.13. De acordo com (MANFIO; TOJEIRO; VEKEN,
2020, seciio 3.2) o espago (0,0) x; S? é uma descrigio de R? — {0} em coordenadas esféricas,

dada pela isometria

@:(0,00) x;gS? — R3—{0} (3.12)

(t,x) — tx
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e entdo podemos obter uma ilustracdo, Figura 2, de ¥ no R? — {0} descrito pela aplicagio

R?> — R*—{0} (3.13)
(x,y) — @o@(x,y) = (ePcos(x)cos(y),e?cos(x)sin(y),e? sin(x))

De modo andlogo pode-se obter também a ilustracao de T, Figura 3, considerando y € (0,0)

Figura 2 — Helicoide de (0, ) x; S?, plotagem da aplicagio 3.13 para a = 1

)
10000

-10000_50p9 )

5000 | pooo

pela aplicacao
R x (0,00) — R¥—{0} (3.14)
(x,y) — (aycos(x)cos(y),aycos(x)sin(y),aysin(x))
Este exemplo motiva as construcdes da Proposicdo 3.13.

Proposi¢ao 3.13. Dada uma hipersuperficie ¢ : ¥ — I X, M" considere o difeomorfismo con-
forme 7 : 1 xp M" — J x M" dado em 3.1, sejam @; := To @, Y=g (¥) C J x M". Entdo vale

as seguintes propriedades
(i) O slice X, = XN ({t} xp M") tem curvatura média H = —¢(d;,N) em {t} x, M" se e
somente se o slice Es(t) :={s(t)} x M" é minimal em {s(¢)} X M.

(i) A hipersuperficie X tem curvatura média —@® se e somente se X tem curvatura média

Z€10.

Demonstragdo. O item (i) decorre do Coroldrio 3.4 aplicado a f = ¢|5, : X; — {t} xp M. De

fato, a equag@o do Coroldrio 3.3 pode ser expressa como

H=(po&)(H+¢(d,N)) (3.15)
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Figura 3 — Plotando a aplicacdo 3.14, paraa = 1

onde neste caso H denota a curvaturade f: X, — {t} x, M e H a curvatura média de 7o f.
Portanto, da igualdade 3.15 a minimalidade de ES(,) implica que X; tem curvatura média H =
—¢(0d;,N) e vale a reciproca.

O item (ii) decorre do Coroldrio 3.4 aplicadoa @1 =To@e @ : X — [ X, M". [

Decorre da Proposicdo 3.13 que hipersuperficies helicoidais no sentido de (LIMA;
ROITMAN, 2021) correspondem a hipersuperficies helicoidais no produto warped, mas ndo a

reciproca, visto que as folheagdes em R x , M" sdo hipersuperficies umbilicas.

Exemplo 3.14. Neste exemplo sao apresentados helicoides horizontais do modelo warped do
espago hiperbdlico R x, R3. A curvatura média em médulo satisfaz ||H|| < 1. Considere
isometria @ : H® — R x, R? dada por ®(s,y) = (In(s),y) onde s € (0, +o) e y € R?. Seja
¢ : R? — H? dado por

©(x,y) = (’sech(x),e’tanh(x)cos(ay), e tanh(x) sin(ay))

a parametrizacdo do helicoide hiperbdlico no modelo do semi-espaco superior ( ver (WANG,
2015)) e figura 4.
Seja @) = Po @ : R? - R x,« R dado por

¢1(x,y) = (In(&’sech(x)), e tanh(x)cos(ay), e tanh(x) sin(ay)).

e X = ¢;(R?). Esta hipersuperficie é um helicoide do espaco hiperbélico no modelo warped.
Do Corolério 3.4 e ¢ minima, segue que X tem curvatura média H = —¢®, onde O ¢ a funcao
angulo definida em X.
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Figura 4 — Helicoide do modelo do semi-espago superior a = 10

Exemplo 3.15. Neste exemplo obteremos um helicoide de I x R? a partir de um helicoide de

J x R3. Considere a tor¢io de um plano em R*

0 0
cos(ks) —sin(ks)

Pnys) = sin(ks)  cos(ks)

S O O =
- O O O
= O = O
S O O @«

descrito por ¢ : R? — R*
@(x,y,s) = (as,xcos(ks),xsin(ks), y)

Escolhauma p : I — J e a T correspondente e entdo ¢; = T 'o@ e X := {@; (x,y,s)}. Segue que
% := 7' o ¢ é um helicoide horizontal de J x R? e £ de I x, M".

Exemplo 3.16. Seja

0 0

1 0 0 s
0(x,y.5) = 0 c?s(s) —sin(s) 0 xc?s(y) a 0
0 sin(s) cos(s) O xsin(y) 0
0 0 0 1 y 0

Primeiro ¢(x,y,s) = (as,xcos(s+y),xsin(s+y),y), com constante ¢ a > 0. Note que X, :=
o(R*)N ({r} x R3) é minima de {r} x R3, porque por definicio

Zt - {(I,X1,)C2,X3) € R4/(I,X1,X2,X3) = (p(x,y,s)}
= {(t.xcos((t/a) +y) xsin((t/a) +y).y) € {1} x R*/t,x,y € R}
com ¢ € R constante e entdo ¥, é um helicoide no {t} x R3. Entdo do Teorema 3.11 segue que

estas segdes correspondentes pelo difeomorfismo conforme também é minimal em {#(s)} x , R,

onde 7(s) € a inversa da fungdo s : I — J, J = s(I) dada por
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s(t) = s +/0[ ﬁdu,

1
que é equivalente a s'(r) = o0 Considere 7: I x, R* — J x R* dado por 7(t,x) = (s(t),x) e

77! (s,x) = (t(s),x) sua inversa. Portanto, esta é uma forma de construir os helicoides horizontais
em I x , R*. Escolha por exemplo, p : (0, +o0) — (0,+o0) p(t) =1, e entdo uma solugdo particular

des'(r)=—és(t)=1In(t) es: (0,4+) — R logo

~ | =

= o (5) = (¢ xeos(s+y).xsins +3).9): (x.ys) € B
é um helicoide horizontal de (0, +e0) x, R>.

Exemplo 3.17. Neste exemplo queremos construir helicoides horizontais em I X R?, onde /
corresponde ao intervalo de definicdo da funcdo warping, cuja curvatura média ndo € zero. A
ideia é escolher uma funcio warped e compor com a parametrizagio do helicoide usual de R,
denotado por X. Destacamos duas fungdes p : (0, +o0) — (0,+o0), p(t) = ¢ entdo s'(¢) = ; é
s(t) =1In(t) e s: (0,40) — R logo

E=1"'(%) = {(¢”,xcos(y),xsin()); (x,y) € R?}

é um helicoide horizontal de (0,+o) x; R?, ele nio é minimo na métrica warped. E
1

p R — (0,+e0), p(t) = cosh(t) entdo s'(t) = cosh(t)

€ s(t) = arctanh(sinh(t)) es: R — Re
sua inversa #(s) = sinh(s) logo

¥ =1 () = {(sinh(ay), xcos(y), xsin(y)); (x,y) € R?}

¢ um helicoide horizontal de R X .,,(;) R2.

3.3 Helicoide horizontal como grafico

Nesta secao estudaremos condic¢des para que o grafico de uma func¢ao diferencidvel seja

um helicoide horizontal.

Dada uma funcgao diferencidvel u : Q — R, definida num dominio Q C M", denotemos
por
Y=graf(u) ={(u(x),x) e RxM"/x € Q},

o grafico de u, que serd chamado de grafico horizontal.

Lema 3.18. O campo vetorial N dado por

Vet (o L),
VPE+[|Vul? p

¢ unitdrio e normal a £ = graf(u), onde Vu denota o gradiente da fung¢do u.
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Demonstragdo. Seja ¢(x) = (u(x),x) a parametrizagio usual de £, com x € Q. Sua diferencial
¢ dada por
do(X) = (X,Vu)o, + X,

para quaisquer x € Q e X € TQ. Assim,

o (vaaa ot v
(N.dip (X)) = (06920~ p* .90 ) =0

VP24 |Vul]?

Além disso,

2
= Pk 2i u,Vu) | =
= ( p2+||w||2> <<a”a’>+p pr Y >)

2
_ p <p2+||w||2) ,
pZ+[[VulP P |

No préximo lema serd exibido uma equagao que relaciona o divergente em M com a

O

equagdo do Lema 3.6.

Lema 3.19. A curvatura média H de X = graf(u) C R x, M" satisfaz H = —¢®@ em R x, M"

se, € somente se,

\%
div( — 2) = n®¢ +nH =0 (3.16)
PP+ |[Vul|
8 : p 1 s ~
Demonstracdo. Seja N = ———|( 0y — — Vu | o normal unitdrio a ¥. Ento
pZrvuE\" P
Vu

—N.

= 0Jd
N AN

Usando as relagdes da conexao de Levi Civita do produto warped, temos que para todo X € TM
Vx(®9—N) = X(®)d;,+OVxd, — VxN =X (0)d, + ®Vyxd, — VxN,
onde §XN =VxNe %X& = Vyx0d;. Assim,
(Vx(®d; —N),X) = ¢O(X,X) + (AX,X).

Considerando um referencial ortonormal {ey, ey, ...,e,} definido sobre uma vizinhanca V de M

temos

div(®3 —N) = Y (V. (03 —N),e) = (3.17)

(0O(ei,ei) + (Aei,ei))

= np®+nH

™= M=
—_— —_—

provando o lema. O
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A proposi¢do seguinte serd auxiliar no teorema principal desta se¢do, o que caracteriza

helicoides horizontais de R x P M".

Proposicao 3.20. Seja X = graf(u) o grafico de uma funcdo diferencidvel u em um dominio

Q C M, e seja X, uma se¢do vertical de X. Entdo valem as seguintes afirmacdes:

(1) X tem fungéo curvatura média H = —¢® em R X, M" se e somente se u satisfaz:

Au [|Vul|

0= —~
Py P> +[Vull - p(/p*+||Vull)

(2) A curvatura média de ¥, € dada por:

(V|| Vul|, V). (3.18)

Au (V||Vul|, Vu)
Hy = _ . (3.19)
pl|Vull pl|Vul|?

Demonstragdo. Dada uma funcao diferencidvel f : M — R temos

div(fVu) = f Au+(Vf,Vu).
1

P/ P2+ |Vl 2

Em particular, se f =

entdo o gradiente de f € dado por

__—lIVullV][Vul

p(V/P+Vul[?)*

logo,

div(fVu) = fAu+(Vf,Vu)

AN \Y%
= . AR

pvVPE+IVull> p(\/p?+1|Vul]?)

Porém do Lema 3.19 tem-se div (fVu) = 0 e isso prova a equacao (3.18).

Vu

p|[Vull
se escolhermos uma base ortonormal de TY;, {X1,...,X,_1 }, tem-se que

Para o item (2) considere o campo N = — que € normal e unitdrio a X,. Portanto

n—1 n—1 Vu
He = Y (ApXiX) = Y — (V1) X)) = div [ —— ).
= X An X Xi) = ) ~(Vam. X div ()

Por outro lado,

div( Vu ) Au 1 V||Vul| Au (V||Vu||,Vu)

_ _ L Vi) = - . (320)
vl ) = plvall~ p Vel ¥ = plvall ~ plValP

e isso prova a equagao (3.19). [
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O resultado seguinte nos da condi¢des equivalentes para X = graf(u) ser um helicoide

horizontal em termos da harmonicidade de u.

Teorema 3.21. Seja X = graf(u) o grifico de uma fung¢fo diferencidvel u : Q — R, definida

num dominio Q C M". Entdo, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1) X € um helicoide horizontal de R x, M".
2) u é uma funcdo harmonicae H = —¢0.

3) u é uma fungdo harmoénica e (V||Vu||,Vu) = 0.

Demonstragdo. Observe que se X € um helicoide horizontal de R x, M", valem as condi-
coes (1) e (2) da Definicao 3.11. Substituindo estas condi¢cdes nas equacdes da Proposicao
3.20 segue que X € um helicoide horizontal de R x , M" se, e somente se, o sistema abaixo

¢é satisfeito

Ao - [Vul (V||Vul|, Vie) =0
py/PE+[IVul2 p(y/p?+][[Vul]?)? , (3.21)
Au_ (9|vav)
pl[Vull  pl[Vul?

Simplificando, obtemos:

[[Vul|
—————(V||Vu||,Vu) =0 3.22
u p2—|—HVI/tH2< H MH, Lt> ) ( )
V||Vul|,V
Ay — (V[ Val|, V) _ 0. (3.23)
[[Vul|
Subtraindo (3.22) de (3.23) segue que
p*(V||Vul,Vu)

IVull(p? +[[Vul2)
Portanto (V||Vul|,Vu) = 0e Au =0 e u é harmdnica. Entdo estas sdo as tnicas solu¢des
do sistema (3.21).
Prova de 1) = 2) Suponha que vale 1) entdo ja vale a hipdtese sobre a curvatura média e
o sistema (3.21) € satisfeito e entdo u € harmonica e € verdadeira a implicagao.
Prova de 2) = 1) Se vale 2) vale a hipdtese sobre a curvatura média e entdo s6 falta
verificar que Hy, = 0. Note que da Proposi¢do 3.20 e Au=0e H = —¢O segue que o
sistema (3.21) € satisfeito e
g — VIVl i),
pl[Vul]?

ou seja Hy, = 0. [
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3.4 Hipersuperficie com uma direcao especial

O objetivo desta seg¢do € caracterizar hipersuperficies do produto warped R x , M" para
as quais o campo vetorial V& é uma diregdo principal, a qual foi feita por para Q} x R e em
(LIMA; ROITMAN, 2021) para o caso de M x R.

Seja f: Zg_l — M" uma hipersuperficie orientdvel e assuma que existe uma vizinhanga
% de Xy em TE+ sem pontos focais para f, i.e., a restricdo da aplicagdo exponencial expf0 :
TE& — M a 7/ é um difeomorfismo sobre a imagem. De outra forma, denotando por 17 o campo
unitdrio normal a f, assumimos que existe um intervalo aberto /7, com O € /, tal que para todo

p € Xp, acurva
Yo(s) = expu(f(p),sn(p)), s €1,
¢ uma geodésica bem definida em M sem pontos conjugados. Em particular, paratodo s €1, a
aplicacdo f; : X9 — M dada por
fs(p) = 1),
€ uma imersdo de Xy em M, que € dita ser paralela a f. Observe que, dado p € ¥, 0 espaco

tangente fi.(T,X0) de f; em p é o transporte paralelo de f;(7,X0) ao longo de ¥, de O a s.

Além disso, com a métrica induzida, o normal unitdrio 7 de f; em p é ny(p) = 7,(s).

Considere agora a hipersuperficie ¥ em R x , M" dada por

L={(als),fs(p)):peXoesecl},

onde a : I — a(I) C R é um difeomorfismo crescente. A hipersuperficie £ é usualmente chamada
um (a, f;)-grdfico de R x, M", cuja func¢do angulo é dada por
Y

/p2 _|_ (a/)z

De fato, para todo ponto x = (a(s), fs(p)) € X vale que

®=

L= Span{as} D fs, (TpZO)a dy = a/(s)at + N
e entdo escrevendo N = b1, + ¢d; segue que na métrica warped

(N,N) = p?b* + ¢

(N,ds) = (N,d'(s)d, +1n,) = bp* +dc.

Entao o normal unitario a X satisfaz

P22 2 =1

bp*+d'c=0.
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Logo,

€ entao

—a
P2 @) +pr p/(@)+p?

Portanto, o normal unitario é dado por

= _—al P o,
Y (p\/<a'>2+p2>"s+< <a'>2+p2>

e a funcdo angulo

O=(N,J) =P

Decorre de (LIMA; ROITMAN, 2021, Teorema 6) que toda hipersuperficie £ de M x R, cuja
fungdo angulo e ndo-nula e tem V& como diregdo principal, é localmente um ( f;,a)-grafico. O

proximo resultado € uma versdo para o caso warped.
Teorema 3.22. (a) Todo (fs,a)-gréfico satisfaz os seguintes propriedades:

(1) ® e V& nunca se anula em X.
(2) V& é uma diregdo principal de X.
(3) O e a curvatura principal de X na dire¢do V& sdo constantes ao longo das se¢des

verticais X; de X.

(b) Seja X C R x, M" uma hipersuperficie orientdvel, V& uma direcdo principal e cuja a

funcdo angulo é ndo-nula entdo X é localmente um (a, f;)-grdfico de R x, M".

Demonstragcdo. Prova de a): A fungdo angulo é
Pk
/p2 _|_ (a/>2

ela é ndo nula pois a fun¢do warping € estritamente positiva. Além disso,

®:<N,a,>:
Y @
@21 __\4

pois a fung¢@o a : I — a(I) C R é um difeomorfismo crescente. Logo V& e ® nunca se anulam.

Agora para a condicio (2) reescreva N = ©(d, —a’p~2ny). Entio pela regra de Leibniz
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- o -~ -
VoN = 6N+Vaﬁz+®aﬁp_2m—®a/P_2VaX71s

Ao olhar separadamente para as expressdes V, d; e V5 1), por meio das relagdes

VW = VoW — ¢ (V,W)0, (3.24)
Vyd, = oY — (Y,0,)0)

que valem para todo Y € T(R x, M") e V,W campos verticais. Note que como 1, é vertical e
dy =1Ns+d d; € T(R x, M") obtemos

Vaod = ¢(d—dd)=¢(n+dd—dd)=¢n, (3.25)
Vally = Vans—dVans= (Vans—0(n,n,)0,) —d' (9n5) = —9p>0, — da'n;

pois como ¥ uma geodésica de M, segue que Vy 1y = 0. Assim, substituindo as relagdes obtidas
em (3.25) em (3.24) obtém-se

/

. o
VaN = GN+91:+0d"p 0, —Od'p(~9p’a, — ¢a'n;)

Seja X € {d,}- NTX entdo X € f;,(T,X0), (X,ds) =0 e (X,N) = 0. Portanto (%afN,X) =0.

Por este fato segue que dy é uma direg@o principal de A e além disso na métrica warped

(05,05) = (Ns+do,ng+dd)=p*+(d)? (3.26)
(01,05 = (9,,ns+dd)=d

(N5, d) = (Ns,ns+d'd)=p° (3.27)
(N,ds) = (8(d—d'p~?1y),05) = Od —@d'p~?p> =0

Das relagdes (3.26) e (3.27) segue que

®'(N,d,)

<Aasa av) — <_V8SN> av> - - e

+0(15,05)+0d"p (1, 05) +9Od'p > (p*(9, 05) +d' (15, 0s))
Portanto,

(Ady,d5) = pp* + Od" +2¢0d'd
e o autovalor associado a d; é

(Ads,d5) _ (Ads,9s)
(0s,05) — p*+(d)?

Assim A é uma funcdo que depende somente de s e de ¢ e portanto ao longo de ¥, é uma fungéo

A= = 00> +0°p 24" +2¢0°p 2d'd

constante. Com isso, para provar que V& € dire¢do principal basta notar que

N2
1—@%— (j—) — (d)?0p2
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e N = 0(d, —a'p>n;). E consequentemente
VE=0,—ON = (d)?@* 20, +dO’p 1y =d ®*p 2(ny—d'd) =d ®*p 20

Entéo V& € diregdo principal com curvatura principal

L (Aveve)
(VE,VE)

Prova de b) Reciprocamente seja ¢ : ¥ — R x M" uma hipersuperficie orientdvel e V& o gradiente

=A=0%p"2d"+ 90> +2¢00°p 2d'd (3.28)

da funcio altura. Entdo T = V& é um campo gradiente. Como T é gradiente segue que {T}+
¢ integravel. Com esta consequéncia podemos usar o teorema de Frobenius, ou seja existe um
difeomorfismo local

viXp i x (—g,e) 2 ZCRxM"

tal que y(.,¢) : Xi~' — X sdo folhas de {T}* e y(q,.) : (—¢,€) — X sdo as curvas integrais de T
para todo g € Zg_l. Vamos trabalhar para definir as ¢, paralelas a ¢ e assim escrever localmente

Y. como um (a, f) grafico. Consideremos y e defina
o X' - M
q — myoy(qt) (3.29)

ou seja estamos projetando as curvas integrais de {7} em M. Precisamos trabalhar para mostrar
que p € Zg_l fixo a curva ¥,(t) = my o y(q,t) é uma geodésica de M e este fato decorre do

seguinte lema geral:

Lema 3.23. Seja T gradiente em M". Assuma que ||T|| é constante ao longo de {7'}*. Entio as

curvas integrais de T s@o pré-geodésicas de M.

 Hipétese 1: T = V& é um campo gradiente
* Hipétese 2: Suponha X € {T}+ e V& direcdo principal com AVE = AVE queremos
X(||T|]) = 0. Primeiro veja que
X(0) = (X,V0O) = (X,—AVE —9OVE) = —A(X,VE) —9O(X,Vc)
Como (X,VE) =0 paratodo X € {T}+ segue que X (®) = 0. Além disso, ||[VE||? = 1—©?
e entdo ||[VE||?> + ®? = 1. Derivando ambos os lados desta equagio segue que

2X(IIVEINIIVE]+20X(0) =0

Como ||VE|| #0e X(®) =0 obtemos X (||T||) := X (||VE]|]) =0

Portanto as curvas integrais de 7" sdo pré-geodésicas de M. Daqui em diante os passos € repara-
metrizar 7,(t) pelo comprimento de arco e a fung@o a, diferencidvel e positiva, é a inversa do

comprimento de arco. Em particular y(p,.) as curvas integrais de T

_VEWD)
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Assim,
i) — Y EW D). VEw ) 1
[ IVE[* IVE]]

_ VW) 5, A—ON . 1-0
Wilp): a0 = (g = gz = fvge =

temos ¥, = ¥ (p) — (¥{(p), )9, que rende
2 (12 i / I S _ 1| veE|P?
Logo,

_ VIIEP
11 =g

Seja s = L,(t) o pardmetro de comprimento de arco de ¥, de um ponto arbitrério #o € Iy. Desde

(3.30)

que ||VE&|| é uma fungdo que depende somente de ¢, segue de 3.30 que o mesmo € verdade para
L,(t). Consequentemente a fungio a = L;l : I — Iy depende somente de s e satisfaz a’ > 0.
Escrevendo por abuso de notagdo ¥, = ¥, 0a e fs = @) tem-se que cada ¥, € o comprimento
de arco geodésico de M, entdo as imersdes f; sdo paralelas e £ é um (a, f;) gréfico. Isso termina
a adaptacdo da prova do teorema 6 de (LIMA; ROITMAN, 2021) para o ambiente warped. [

Uma classe importante de hipersuperficies de R x Q” tendo V& como uma diregido
principal sdo as hipersuperficies rotacionais, as quais sao obtidas por uma rotacdo de uma
curva plana sobre o eixo R x 0,0 € Q? De acordo com (LIMA; ROITMAN, 2021) toda secdo
horizontal ¥, de uma hipersuperficie rotacional £ C R x Q' estd contida em uma esfera geodésica
com centro (¢,0) € R x Q% e faz sentido considerar a seguinte defini¢ao de rotacional em produto

riemanniano

Definicao 3.24. Uma hipersuperficie ¥ C R x M é chamada de rotacional se existe um ponto
fixo 0 € M tal que toda secdo vertical X; estd contida em uma esfera geodésica com centro
(t,0) € R x M". Entdo chamamos R x {0} de eixo de X.

Observacao 3.25. Seja X C R x M uma hipersuperficie rotacional com nenhum ponto vertical e

fun¢do angulo ndo nula. Pelo Teorema 3.22, V& é uma direcdo principal de toda rotacional X.

No caso warped a defini¢ao pode ser considerada a mesma desde que coincida no caso
em que a funcdo warping igual a 1. Ha algumas consideracdes a fazer usando a definicao do

difeomorfismo
G:I1—-J=G()
tal que G’ = 1/p e o difeomorfismo conforme

Q:Ix,Qp — JxQp (3.31)
(t,p) — (G(@),p)
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Isso junto com [(MANFIO; TOJEIRO; VEKEN, 2020), Lema 3] da que £ C R x, Q% tem a
T-propriedade se e somente se ¢(X) tem a T-propriedade como uma hipersuperficie de J x Q7.

Desde que o difeomorfismo ¢ fixa o segundo fator Q7 vale as seguintes equivaléncias:

* ¥ é rotacional se e somente se @(X) é rotacional
* X, C X é totalmente umbilica em {t} x, Q} se e somente se ¢(X;) C ¢(X) é totalmente

umbilica em {G(r)} x QF

Mais detalhes sobre as rotacionais em I x, Q¢ pode ser encontrado em (LIMA; MANFIO;
SANTOS, 2022, secdo 4).
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CAPITULO

SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA
PARALELA NO PRODUTO WARPED [ x, Q!

O estudo de superficies de curvatura média constante em espacos homogéneos € um
problema classico em geometria e tem atraido a atencao de excelentes matematicos nas ultimas
décadas. Em (ALENCAR; CARMO; TRIBUZY, 2007), os autores introduziram a forma real
quadratica

0X,Y)=2(a(X,Y),H)— (X, T){Y,T)

para uma superficie f : £* — Q! x R, como uma generalizagio para codimensio alta da forma
real quadrética de Abresch-Rosenberg definida em (ABRESCH; ROSENBERG, 2004) para
superficies de curvatura média constante, Alencar-do Carmo-Tribuzy provaram que a (2,0)—
parte 020 de Q ¢ holomorfa para superficies com vetor curvatura média paralelo. Isso significa

que se (u,v) sdo coordenadas isotermas em X2, a fungdo complexa
Q(Z,Z) = 2<a(Z,Z),H> - 8<Za T>2

1
é holomorfa, onde Z = — (2u+i2v) e a métrica em X? ¢ estendida a uma aplicagio C—bilinear.

V2

Os mesmos autores observaram em (ALENCAR; CARMO; TRIBUZY, 2012) que
superficies com vetor curvatura média paralelo que nio estdo contidos em slices de Q; xR e
para os quais 020 ¢ nula, pertencem a classe <7, isto é, o campo tangente V& € direcdo principal
de todos os operadores de forma de 2. Eles também provaram que uma superficie f : £2 — Q"
com vetor curvatura média paralelo tem 029 nula se ou X2 é holomorfa a uma esfera ou, se
€ = —1, £? tem curvatura Gaussiana K > 0 e K ndo é identicamente nula. O objetivo central
deste capitulo € obter uma versdo do resultado de (ALENCAR; CARMO; TRIBUZY, 2012) para
superficies com vetor curvatura média paralelo no espaco produto warped R x , Q%. Motivados
pela abordagem introduzida em (MENDONCA; TOJEIRO, 2014), o teorema principal deste
capitulo seguird como uma aplica¢do de um teorema de reducio de codimensao para superficies

em/ x, QF.
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4.1 Fatos basicos

Dada uma imersdo isométrica f : X" — I X, Q%, considere a imersdo composta fz iof,
onde i = jo ¢ € dada em termos do difeomorfismo conforme ¢ : I X, Q¢ — Q¢ x J dado em
(3.1) e j é a inclusdo candnica j: Q7 x R — E"2. O campo vetorial V = 7o j é unitdrio e
normal a inclusdo j, onde 7 : E**! x R — E"*! ¢ a projecdo sobre o primeiro fator. O objetivo

desta se¢do € relacionar as segunda forma fundamental de f e f

Dado um campo Z € 2" (Q% x R), temos:

Vo= miZ =i, Z — (i, Z,i.0,)i.0, = in (Z— (Z,0,)9,) ,
para todo Z € T(Q% x R) onde V & a derivada em E"+2, Consequentemente
ALZ =—-Z+(Z,9,)0,. (4.1)
Os espacos normais de f e fséo relacionados por
NIM = i.N/M @ span{v},

ondev=vVof=nm Of. Denote V a conexdo de Levi Civita de R Xp Q. Dado € € N/M nos
obtemos de (4.1) que

Vxi.§ = FALX +i,VyE +ou(f.X,E), (4.2)
De fato pela equacgdo de Gauss

Vxi.k = i,Vx& + oi(f.X,E). (4.3)

Da equagdo de Weingarten
V& =— f*AéX +ViE. (4.4)
Logo de (4.3) e (4.4) segue (4.6).
Agora note que (0;(f.X,€),V) = &(X,T)(n,&). De fato como a imersdo i é uma hiper-
superficie segue que o;(f.X,&) = av. Dai
a. se F2 — Rr+2
R L R
mas
(@(£:X,8),V) = (A3X.8) (4.5)
= (-X+(X,0,)9,,§)
= X,7)(n.¢).

Entdo segue que para € € {—1,1} temos o4(f:X,&) =av =¢€(X,T)(n,&E)v. Assim

Vxi.§ = FALX +i.VyE+e(X,T)(n,E)v. (4.6)



4.2. Subvariedades com fibrado normal flat 53

Consequentemente

Al =A%, 4.7)

Ly

Viil = i.Vy& +e(X,T)(n,E)v, (4.8)

para todo & € N/M, onde V-1 & a conexdo normal de ]7 As equacdes de estrutura no produto

warped sdo
'(h
a(u1) Vi = B, @9)
VT~ Ay = ’:)/((Z)) (v— O, T)T), 4.10)

para todo v € TM, onde V,VL, o e Ap denotam a conexdo de Levi Civita em M, a conexao
normal induzida em M, a segunda forma fundamental da imersdo x(M) e o endomorfismo de

Weingarten associado a o, respectivamente.

4.2 Subvariedades com fibrado normal flat

Uma classe importante de subvariedades sdo aquelas para os quais o tensor de curvatura
R+ do fibrado normal é identicamente nulo, denominadas subvariedades com fibrado normal
flat. O objetivo desta sec@o € descrever as propriedades bésicas de tais subvariedades no espaco

produto warped I X, Q.

Proposicdo 4.1. Uma imersdo isométrica f : M™ — R x , Qf tem fibrado normal flat em x € M™

se, e somente se, os operadores de forma
{Ag:6 e M},
sdo simultaneamente diagonalizdveis ou, equivalentemente, se € somente se existe uma base
ortonormal {X{, ..., X, } de T,M tal que
a(Xi,X;)=0,1<i#j<n.
Demonstragdo. Pela equagdo de Ricci, tem-se:
(RE(U,V)E,m) = ([Ag, Aq]U, V).

Assim, o tensor curvatura normal R+ se anula em x € M™ se, e somente, se todos 0s operadores

de forma Ag ,& € N/M(x) comutam. Logo o resultado segue de 4lgebra linear. [



54 Capitulo 4. Superficies de curvatura média paralela no produto warped I x , Qg

Pelo resultado acima, para cada x € M™ onde R (x) = 0 o espaco tangente T,M se

decompde ortogonalmente como
M =E|(x)® ... B Es(x),

esta decomposi¢do tem a propriedade que para cada & € N/M(x) existe um niimero real
Ai(€),1 <i<s=s(x)tal que
Aelp ) = M),

e os mapas & — A;(&) sdo distintos aos pares. Como tais mapas sdo lineares, existe um dnico
pares distintos de vetores 0;(x) € N/M(x),1 < i < s chamados de normais principais de f em x
tais que

Ai(S) = (Mi(x),xi), 1 <i<s.

Portanto,
Ei(x) = Epy) ={X € TM; a(X,Y) = (X,Y)n;(x) para todo ¥ € T.M}

e a segunda forma fundamental de f tem a representagdo simples

=) (X" Y)mix (4.11)
i=1

onde X — X' é a projeciio ortogonal em E;(x). Entio

(AeX,Y) = (a(X gx’ YOni(x), &)

_ilw Y2, E),

Assim
N

AeX' =Y (ni(x),8)X’, (4.12)

i=1
paratodo X € TM e & € N/ M(x).

4.3 Reducdo de codimensdo de R x, Q7

Um problema bésico em teoria de subvariedades consiste em investigar quando a codi-
mensao de uma dada imersdo isométrica pode ser reduzida. Em espacos de forma, dizemos que
uma imersdo isométrica f : M" — QF reduz a codimensdo a g < p se existe uma subvariedade

totalmente geodésica Q¢ em Q17 tal que f(M) c Q1.

Proposicao 4.2. Seja f: M" — QPP uma imersdo isométrica. Suponha que existe um subfibrado
paralelo L de um subfibrado normal N¢M com rank g < p tal que N; (x) C L(x) para todo x € M".

Entdo a codimensao de f pode ser reduzida a q.

Demonstragcdao. (DAJCZER; TOJEIRO, 2019, pagina 64, Proposicao 2.1) ]
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Um dos resultados principais com condi¢des necessdrias e suficientes para o paralelismo

do primeiro fibrado normal.

Teorema 4.3. Seja f : M" — Q¥ uma imersdo isométrica 1-regular. Entdo o primeiro fibrado

normal N; é paralelo se e somente se
(i) VIRY| N =0,
(ii) VIH e T(V)
Demonstracdo. (DAJCZER; TOJEIRO, 2019, pagina 67, Teorema 2.6) O]

Seguindo (MENDONCA; TOJEIRO, 2014) diremos que uma imersdo isométrica f :
M" — R x, QF reduz codimensdo a1 se existe uma subvariedade totalmente geodésica R x
le“ “ldeRx p QF tal que f(M™) CRx, @g”“ ~1. O objetivo desta seciio é encontrar condigdes

para que uma dada imersdo reduza a codimensao.

Dada uma imersdo isométrica f : M — R x , Q%, denotemos por V- a coexdo normal
de f e por N (x) o primeiro espago normal de f em x € M™, isto &, o subespaco de T,M~ gerado

pela segunda forma fundamental ¢ de f em x.

Lema 4.4. Seja f: M"™ — R x, Qf,€ € {—1,0,1} uma imersdo isométrica. Seja 1 o campo
vetorial normal definido por d; = f,. T + 1. Assuma que L := N + span{n } é um sub fibrado de
N/M derank [ < n+1—me que VN, C L. Entio f reduz codimensio para /.

Demonstracdo. Pela equacdo de estrutura, & € L
a(X,T)=~Vx&+(p'/p)(X,T)n,
para todo X € TM. Entdo
~Vx&+(p'/p)(X,T)n C N C L.

Logo V§& C L, para todo X € TM. Por hipétese V1N; C L entdo L é subfibrado paralelo de
N/M. Assim L+ também ¢é subfibrado paralelo de N/ M. Seja ]7: iofondei:lxp,Qf— En+2
€ a composicdo da inclusdo com o difeomorfismo conforme

QI xp Qg — Qg xJ.

Dado & € Nf N{n}+ e como L* & subfibrado paralelo temos V)% € L. De (4.8) e € L temos
(€,1m) = 0 ou scja

Viie = i,VyE+eX,TVWE NV (4.13)
= i, Vx& il
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para quaisquer i,& € i,L*. Entdo i,L' também & subfibrado paralelo de N/ M. Por outro lado,
segue de (4.7) que i,L+ C N IL onde ]A\iflL (x) é o primeiro espago normal de fem x € M™. De fato,
dado i*éi*LL, temos que & € L+, em particular, § € NlL, o que implica que Af = (. Assim,

(0(X.7),i.8) = (4] X.¥) = (ALx.¥) = 0.

N6s obtemos da férmula de Weingarten para fque
Vyi & = —f*Al{éX Vi€ =Vyi & €iLt,

onde V denota a derivada de E"+2. Consequentemente i,L é um subespaco constante de E"+2,
o qual é ortogonal a ;. De fato, dado & € i,L*, temos (&, . T +n) = (£,1) = 0. Denote por K

o complemento ortogonal de i,L+ em E"2. Entdo para todo xo € M nos temos

f(M) C fxo) +K.

Mas como K contém d; e v(x() também contem o vetor posi¢do f(xp). Portanto f(xp) + K = K.

N6s concluimos que

fM) C (Rxp, QUK =Rx, Q=1
[
Teorema 4.5. Seja f: M™ — R x, Qf, € € {—1,0,1} uma imersdo isométrica. Seja i) o campo
vetorial normal definido por dy = f.T + 7. Assuma que L := N + span{n} é um sub fibrado de

N/M de rank [ < n+ 1 —m. Entdo V-N; C L se e somente se as seguintes duas condicdes sdo

afirmativas:

(i) VIRH,1 =0
(i) VIHeL
Demonstragdo. Suponha que V+N; C L. Entdo como H é o campo vetorial curvatura média

segue que (i) é trivialmente satisfeito. Para provar (i), considere & € Ni-, temos Az = 0, entdo a

equacdo de Ricci nos fornece que

Dado & € L+ nos temos que & € NlL e que V%ﬁ € NlL por nossa hipétese. Consequente-
mente

(VZRL)(vavg):(VZRL)(X?Y)‘:_Rl (VZX7Y)§_RL(X7VZY)§_RL (X./Y)V%‘ézo. (414)

Agora suponha (i) e (ii) entdo é suficiente provar que VXLt C Ni. Seja & € L. Como
RY(X,Y)& = 0 para todo X,Y € TM nos obtemos de (/)VR*|;1 = 0 e equagio (4.14) que

RN (X,Y)VzE =0,
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para todo X,Y,Z € TM. Usando a equacgdo de Ricci novamente, nos obtemos que
[AV%@AVVLV&] =0,
para todo Z,W € TM. De fato,
0= (RN (X,Y)VZE,n) = (X, Ay Y) + oAy, X.Y). (4.15)
Fazendo o produto interno de (4.15) por { temos
0 - <a(X7AV%';’Y)7 C> + <a(AV%§XaY)7 C>7 C € TML
Pela definicdo do operador de forma
0= <ACX,AV%5Y) + (AgAV%X,Y)).
Usando que A € auto-adjunto segue que
|:AV‘,LV§7AV%§:| =0, para quaisquer W,Z € TM.

Consequentemente, qualquer x € M existe uma base ortonormal Z1, ..., Z, de T,M que diagonaliza

simultaneamente todos os operadores de forma Ay, L gZcTM. N6és mostraremos que
<V%k§7 a(Zivzj> = 07

para todo 1 < i, j,k < n o que implica que V%é € NlL para todo X € TM e VL+ C NIL. Da
escolha da base Z1, ..., Z,, temos

0, sei##j.

<(X(Zi;Zj)7V%k§> = <Avfkézi’zj> = (i Zj) = Akiy S€ i =]

Segue da equagdo de Codazzi e o fato de & € L+ C {n}+, isto é, (§,1) = 0 que
(VxA)(Y,8) = (VyA)(X,8) =0. (4.16)

Mas por defini¢do
(VxA)(Y,&) :VXAéY—Agva—AV%Y. (4.17)

Em particular, por & € Ni-, temos (VxA)(Y,&) = —Ay.¢Y . Portanto (4.16) diz que
Avi§Zk = Avék§Zi'

Entao
)Lika = lkiZ,' = )Lik =0,sei 75 k

ou seja, o autovalor A4, de Ay Le correspondente a Z; desaparece a menos k = i. Portanto,
k
<ka§ a(Z,2)) = <AV% gzi,Zi) (4.18)
k

= (AvieZoZi)
= 0,sei#k.
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Finalmente da hipétese V-H € L e & € L+ segue que <ViH ,&) = 0. Logo da compati-
bilidade com a métrica
Zi(H,&) = (VzH,&) + (H,VzE). (4.19)

Temos também que (H,&) = 0 para todo & € Nll. Portanto, de (4.18) e (4.19) temos

(V8. 0(2,Z:)) = n(H, V&) = nZi(H,§) = 0.
Da equagio acima temos (V£ &, o(X,Y)) = 0 para todos X,Y,Z € TM e & € L. Pela compati-
bilidade com a métrica
(Vz&.m) +(&.Vzn) =Z(& ).
Mas (§,n) =0 entdo (Vz&,n) = —(§,Vyn). Note que a(X,T) = —Vx& — (p'/p)(X.T)n

entao

—(&,Vzn) = —(&,—aX.T)—(p'/p){X,T)n) (4.20)
= (AeX,T)+(p'/p)(X,T)(n,&)
= 0+0=0,

pois & € Ni-. Assim,VZ& € {n}+. Logo Vz& € N n{n}+ = L*. O que mostra que L+ é

paralelo, e consequentemente, L também é. E portanto VXN, C L. ]

4.4 Aplicacoes

4.4.1 Um teorema do tipo Alencar-do Carmo—Tribuzy

Nesta secdo aplicaremos o Teorema 4.5 para provarmos uma generalizacdo de um

resultado devido a Alencar, do Carmo e Tribuzy. Faremos uso do seguinte resultado:

Lema 4.6. [(YAU, 1974)] Seja M’ 2 uma superficie com vetor curvatura média paralelo em uma
variedade N com curvatura seccional constante. Entio ou M2 é uma superficie minima de uma
hipersuperficie umbilica de N ou M? encontra-se em uma subvariedade umbilica tridimensional

de N com curvatura média constante.

Observacao 4.7. Observe que

g—p/<h)2w_ W 2_,,
<P(h)2 (p(h)) * p(h)>—0:‘£—l’(h) p"(h)p(h) 4.21)

« &£ =0. Neste caso as solugdes sio p(¢) = '+ e corresponde ao modelo H"+! =R xXpR".

sin (\/c1(r +¢2))
NG

e £ = 1. Neste caso as solugdes sdo p(t) = e corresponde ao modelo

S —{S,N} = (0,7) x, S".
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+ £ = —1. Neste caso as solucdes sio p(t) = cosh(t + c3) e corresponde ao modelo H" ! =
R xp H".

Portanto quando este termo (4.21) € zero ja existe o teorema deste tipo e podemos considerar

que este termo ndo se anula no teorema seguinte.

Teorema 4.8. Seja f: M?> — R x p Q¢,n > 5, uma superficie com vetor curvatura média paralelo

nao nulo. Entdo, uma das seguintes possibilidades é verdadeira:

(i) f ¢ uma superficie minima de uma hipersuperficie umbilica de um slice {¢} x, Q.

(i1) f é uma superficie com curvatura média constante em uma subvariedade tridimensional

umbilica ou uma totalmente geodésica de um slice {r} x, Q%.

(iii) Existe W C M? tal que f(W) estd contida em uma subvariedade totalmente geodésica
R xpQ¢,m<4,deR x,Qf.

Demonstragdo. Como o vetor curvatura média H é paralelo e nio nulo, a fungdo u := ||H||*> em
M? é uma constante nio nula em M?. Suponhamos primeiro que Ay = pf em todo ponto de M>.
Afirmamos que o campo de vetores T se anula identicamente. Assumamos o contrario, entao
existe um subconjunto aberto U, onde T # 0. Escolha um campo de vetores unitarios X em U

ortogonal a T'. Entdo
(a(X,T),H) = (AgX,T) = (uIX,T) = u(X,T) =0. (4.22)

Pela equacdo de Codazzi temos

/ 2 "
(VEa)(X,X) — (Via)(T,X),H) = (p(z)z_(’;((z’))) +‘:)((:)>> 4.23)

* [<X7T><X7T> - <X>X><T>T>] <777H>

mas (X,7T) =0e¢ ||X|| = | e entdo substituindo em (4.23) obtemos

<<v%a><x,x>—<v§a><T,x>7H>=—( ¢ —(p/(h))2+w>llTllz<n7H>

p(h)?  \ p(h) p(h)

Afirmagio: (V7 o)(X,X) — (V¥ a)(T,X),H) = 0. De fato por definicio de V+a segue que

(Vra)(X,X)— (Vxa)(T,X),H) = (Vra(X,X),H)—(a(VrX,X),H)—(a(X,VrX),H)
— (V#a(T,X),H) — (a(VxT,X),H) — (a(T,VxX),H).

e De (4.22) temos
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e Como u é constante 7y = 0 assim
(a(X,X),H) = ApX,X)=uX,X)=p=T(a(X,X),H)=0,
= (Vra(X,X),H)+(o(X,X),V5H) = T(a(X,X),H) =0
= (V7a(X,X),H)=0.
* Como (X,X) =1 temos T (X,X) = 0 assim
0=T(X,X)=2(VrX,X) = (V7X,X)=0
= <OC(VTX,X),H> = (AHVTX,X> = ‘U<VTX,X> =0.

e Como (X,T) =0= (VxT,X)+(VxX,T) =X(X,T) =0, assim

(oc(VXT,X),H>+(a(T,VXX),H> = <AHVXT,X>+<AHVXX,T> (4.24)
= W(VxT,)+u(VxX,T)
— W((VxT,X)+ (VxX,T)) =0.

Isto mostra a afirmagdo. Neste caso podemos concluir que (1, H) = 0 em U. Entdo temos

0=T(n.H) = (Vin,H)+(n,YFH)

_ p'(h)
- <—(X(T,T)— p(h) <T7T>TI>H>
= (—a(T,T),H)+0=—(AyT,T) = —u(T,T) = —u||T|]*.

Como u € uma constante ndo nula, segue que 7 = 0 em U, o que é uma contradi¢do, o que prova
nossa afirmacio. Portanto, se Ay = I em todo ponto de M2, entio f(M?) estd contida em um
slice {t} x, Q de R x, Q} e qualquer uma das possibilidades (i) ou (ii) ¢ verdade pelo Lema
4.6. Assuma agora que Ay # il em um subconjunto aberto V de M?. Segue-se da equagio de
Ricci que

RY(X,Y)H = a(X,AgY) — o(AgX,Y)

Por outro lado, uma vez que H € paralelo temos que
R*(X,Y)H = VxVyH —VyVxH —Vig yH =0,
Consequentemente, como A € auto adjunto segue
OC(X,AHY) = OC(AHX,Y)
= <a<X7AHY)7C> = <a<AHX7Y)7C>
= (ACX,AHY> = <AHX,A(:Y>
= <X,A§AHY> = <X,AHA4'Y>,

o que implica que [Ay,A C] = 0 para qualquer x € M? e cada vetor normal { € N,M. Entdo o fato
que Ay tem autovalores distintos em V implica que os autovetores de Ay também sdo autovetores
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de Ay para qualquer { € NyM,x € V. Portanto todos os operadores de forma sdo diagonalizdveis
simultaneamente em qualquer x € V, o qual implica que f tem um fibrado normal flat em V pela

equacao de Ricci.

Afirmagdo: O primeiro espaco normal N; de f tem no maximo dimensdo 2 em qualquer
x € V. Sejam {X;, X} uma base de T,M. Entdo escrevendo X = a1 X| +ax X e Y = b1 X| + b2 X>,
temos pela bilinearidade

o(X,Y) = aihia(X1, X)) +a1bra(X1,Xo) +axbia(X2, X)) +axbro(X2,X>)
= aOC(Xl,Xl)+bOC(X1,X2)+COC(X2,X2).

Logo {a(X1,X1),a(X1,X>),a(X>,X>)} é base de Ni. Mostraremos agora que a(X;,X;) = 0. Se
{X1, Xy} for base que diagonaliza A¢, temos que

OC(Xl,A§X2) = (X(Xl,lzXz):)LzOl(Xl,Xz) (4.25)
OC(A;;Xl,Xz) = OC(Ale,Xz):)q(X(XI,Xﬁ.

Subtraindo as equagdes temos que (1] —A;)a(X,X2) = 0. Como A} # A, temos que ¢t (X1,X5) =
0. Isto mostra que dim Ny < 2.

Seja W C V um conjunto aberto, onde L = Nj + span{n } tem dimensdo constante / < 3.
Segue do Lema 4.4 e do Teorema 4.5 que f(W) encontra-se em uma subvariedade totalmente
geodésica R x, Q27! de R x, Q2. O

Lema 4.9. Seja f: M" — N"e vy : N" — N" um difeomorfismo local conforme, com fator

conforme A. Seja f: y o f com fator conforme A entao:

i) of (X,Y) = vood (X.Y) + a¥(£.X, £.Y).
i) 20 =2y HY + Y2 a¥ (f.X). £.X)).

iii) 2v§Hf (x) = 2X (w. ) H/ + 2y, V5 H — %V)% V. (grad A)*.

Prova de i). Sejam V, %ﬁ as conexdes de Levi Civita de M2, N" e N ", respectivamente. Usando
a férmula de Gauss para f, f ¢ @ temos para X,Y € 2 (M) e U,V € 2 (N")

VY = £VxY+al(X,Y) (4.26)
VowV = wVyV+a¥(U,V) (4.27)
ViFY = AVxY+ol(X,Y). (4.28)
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Entao

o/ (x,v) "2 Vry - fvyy,
= VxW(£Y) - f.VxY

4.27 = -~
(:) W*Vf*xf*Y—{—(XW(f*X f* )_f*VXY7

426 ~
VEVRY +yead (X,Y) + @Y (£.X, £.Y) — £Y5Y,

= vyl (X, V)+ oV (f.X,1.Y).

O
Prova de ii). Por definicao
—~ 2
2H! = Y ol (X;,X)) (4.29)
j=1
2
2H! = Y o/ (X;,X)) (4.30)
j=1
nHY =Y o¥(X;X)). (4.31)
j=1
Entéo do item i)
~ 2
20! =Y ol (X;,X)) (4.32)
i=1
2
= Z <‘l’* (X, X)) +O‘W(f*Xj7f*Xj)>
i=1
2
i=1
O
Prova do item iii). Pela regra de Leibniz
~ 2
2V H! (x) = 2Vxy.H' +Y Vya¥(£.X), fX)) (4.33)
i=1
2
= 2X(y)H +2y.VyH + Y VyaV (£.X), f.X)).
i=1
O

A seguinte observagdo nos diz que para refazer o Teorema 4.8 pelo difeomorfismo

conforme temos que ter uma hipétese adicional.
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Observacao 4.10. Suponha que f: v o f tenha vetor curvatura média paralelo e que

2
2X (y)H + Y Vya¥ (f.X;, £.X)) =0,
i=1
entdo uma das possibilidades do Teorema 4.8 acontecem. De fato pelo item 1ii) do Lema 4.9
segue que f tem vetor curvatura média paralelo. Entdo podemos usar o Teorema 4.8 e concluir

que umas das possibilidades é verdadeira.

4.4.2 Resultado de semi espaco via reducao de codimensao

No espaco euclidiano existe um teorema de semiespaco muito famoso chamado de
Hoffman e Meeks (HOFFMAN; III, 1990), o qual afirma que se uma superficie minima pro-
priamente imersa S € R? se encontra em um dos lados de algum plano P, entiio S deve ser um
plano paralelo a P. Estes teoremas tem sido generalizados para espacos de variedades simples,
conexas com dimensdo 3. Em espagos warped R x R? existe 0 Teorema 4.11 de semiespago

para hipersuperficies, que se inspira na demonstracdo de Hoffman e Meeks.

Nesta secao apresentamos o Corolario 4.12 que € consequéncia dele para codimensao
n— 1. Em uma situagdo deste tipo fornecemos condi¢des necessdrias para f (Mz) ser um slice

totalmente geodésico do espaco warped, usando reducdo de codimensao.

Teorema 4.11. Seja ¢ : X2 — ] Xp R? uma superficie propriamente imersa e seja y € (0,1).

Assuma que a imagem ¢(X?) e a curvatura média H de ¢ satisfaz:

(i) @(Z?) estd contido em um semiespaco superior e |H| < ¢u

(ii) @(X?) estd contido em um semiespaco inferior e [H| < —u

Entio ¢@(X?) é um slice totalmente geodésico, ou seja ¢(X?) = {ty} x R? onde p’(ty) = 0 para
algum 7 € 1.

Demonstragdo. (MIRANDOLA, 2009, teorema 1.1) O

Corolario 4.12. Seja f : M?> — I x p R", I C R uma imersdo isométrica. Seja 1) o campo vetorial
normal definido por d; = f.T + 1. Assuma que L := Nj +span{n} é um sub fibrado de N/M de

rank 1 e que V-N; C L. Entio assuma que a imagem f(M?) e a curvatura média H de f satisfaz:

(i) f(M?) est contido em um semiespaco superior e |[H| < ¢

(ii) f(M?) estd contido em um semiespaco inferior e |[H| < —¢u

Entdo f(M?) é um slice totalmente geodésico, ou seja f(M?) = {to} x R? onde p’(ty) = 0 para
algum 1y € 1.
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Demonstragcdo. Segue do Lema 4.4 que f reduz codimensdo a / =2+ 1 —2 e entdo existe
R? C R” tal que f(M?) C I x p RR?. Portanto pelo (MIRANDOLA, 2009, Teorema 1.1) temos o

resultado. ]

Observacdo 4.13. Seja f: M?> — I X P R? é uma hipersuperficie entdo rankNy = 1 e rank L =
1=3—2¢e o0 Corolario 4.12 se resume ao (MIRANDOLA, 2009, Teorema 1.1).



65

REFERENCIAS

ABRESCH, U.; ROSENBERG, H. A hopf differential for constant mean curvature surfaces in
S? x andH? x .2004. Citadonaspginas20e 51.

ALARC()N, E. M.; ALBUJER, A. L.; CABALLERO, M. Spacelike hypersurfaces in the lorentz-
minkowski space with the same riemannian and lorentzian mean curvature. In: SPRINGER.
International Meeting on Lorentzian Geometry. [S.1.], 2016. p. 1-12. Citado na péagina 19.

ALENCAR, H.; CARMO, M. D.; TRIBUZY, R. A theorem of hopf and the cauchy-riemann
inequality. Communications in Analysis and Geometry, International Press of Boston, v. 15,
n. 2, p. 283-298, 2007. Citado na pagina 51.

. A hopf theorem for ambient spaces of dimensions higher than three. In: Manfredo P. do
Carmo-Selected Papers. [S.1.]: Springer, 2012. p. 471-487. Citado na péagina 51.

ALLENDOERFER, C. B. Rigidity for spaces of class greater than one. American Journal of
Mathematics, JSTOR, v. 61, n. 3, p. 633-644, 1939. Citado na pégina 19.

BISHOP, R. L.; O’NEILL, B. Manifolds of negative curvature. Transactions of the American
Mathematical Society, v. 145, p. 1-49, 1969. Citado na pagina 32.

CARTAN, E. Sur les variétés a connexion affine, et la théorie de la relativité généralisée (deu-
xiéme partie). In: Annales scientifiques de ’Ecole normale supérieure. [S.1.: s.n.], 1925. v. 42,
p. 17-88. Citado na pédgina 20.

CHEN, B.-Y. A survey on geometry of warped product submanifolds. arXiv preprint ar-
Xiv:1307.0236, 2013. Citado na pagina 24.

DAJCZER, M. Reduction of the codimension of regular isometric immersions. Mathematische
Zeitschrift, Springer, v. 179, p. 263-286, 1982. Citado na pédgina 19.

DAJCZER, M.; TOJEIRO, R. Submanifold theory beyond an introduction. [S.1.]: Springer,
2019. Citado nas paginas 19, 21, 54 e 55.

DANIEL, B. Isometric immersions into S" x R and H" x R and applications to minimal surfaces.
Transactions of the American Mathematical Society, v. 361, n. 12, p. 6255-6282, 2009.
Citado na pagina 20.

EISENHART, L. Riemannian geometry princeton university press. Princeton, NJ (2nd printing),
1964. Citado na pagina 19.

FILHO, C. do R.; VITORIO, F. A bonnet theorem for submanifolds into rotational hypersurfaces.
Results in Mathematics, Springer, v. 71, p. 283-294, 2017. Citado na pédgina 20.

FILHO, C. G. d. R. Sobre imersdes isométricas em produtos Warped. Universidade Federal de
Alagoas, 2012. Citado nas péaginas 19, 27, 28 e 30.



66 Referéncias

GROMOV, M. Partial differential relations. [S.1.]: Springer Science & Business Media, 2013.
v. 9. Citado na pégina 19.

GROMOYV, M. L.; ROKHLIN, V. A. Embeddings and immersions in riemannian geometry.
Russian Mathematical Surveys, IOP Publishing, v. 25, n. 5, p. 1, 1970. Citado na pagina 19.

HAN, Q.; HONG, J.-X. Isometric embedding of Riemannian manifolds in Euclidean spaces.
[S.1.]: American Mathematical Soc., 2006. v. 13. Citado na pagina 19.

HOFFMAN, D.; III, W. H. M. The strong halfspace theorem for minimal surfaces. Inventiones
mathematicae, Springer-Verlag Berlin/Heidelberg, v. 101, n. 1, p. 373-377, 1990. Citado na
pagina 63.

JACOBOWITZ, H. The gauss-codazzi equations. 1982. Citado na pagina 19.

LIMA, H. F. d.; SANTOS, F. R. d.; ARAUJO, J. G.; VELASQUEZ, M. A. L. Parabolicity and
uniqueness of complete two-sided hypersurfaces immersed in a riemannian warped product.
Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Springer, v. 11, p. 363-375, 2018. Citado na
pagina 34.

LIMA, R. d.; MANFIO, FE.; SANTOS, J. d. Einstein hypersurfaces of warped product spaces.
Results in Mathematics, Springer, v. 77, n. 6, p. 228, 2022. Citado nas paginas 33 e 50.

LIMA, R. F. de; ROITMAN, P. Helicoids and catenoids in m x R. Annali di Matematica Pura
ed Applicata (1923-), Springer, v. 200, n. 6, p. 2385-2421, 2021. Citado nas péginas 19, 20, 26,
31, 34, 37, 39, 45, 46 € 49.

LIRA, J.; TOJEIRO, R.; VITORIO, F. A bonnet theorem for isometric immersions into products
of space forms. Archiv der Mathematik, Springer, v. 95, p. 469-479, 2010. Citado nas piginas
19 e 20.

MANTFIO, F.; TOJEIRO, R.; VEKEN, J. Van der. Geometry of submanifolds with respect to
ambient vector fields. Annali di Matematica Pura ed Applicata (1923-), Springer, v. 199, n. 6,
p. 2197-2225, 2020. Citado nas pédginas 31, 37 e 50.

MENDONCA, B.; TOJEIRO, R. Submanifolds of products of space forms. Indiana University
Mathematics Journal, JSTOR, p. 1283—-1314, 2013. Citado na péagina 20.

. Umbilical submanifolds of snx r. Canadian Journal of Mathematics, Cambridge Uni-
versity Press, v. 66, n. 2, p. 400—428, 2014. Citado nas paginas 19, 20, 51 e 55.

MIRANDOLA, H. Half-space type theorems in warped product spaces with one-dimensional
factor. Geometriae Dedicata, Springer, v. 138, n. 1, p. 117-127, 2009. Citado nas péaginas 27,
31, 32, 34,63 e 64.

NASH, J. The imbedding problem for riemannian manifolds. Annals of mathematics, JSTOR,
v. 63, n. 1, p. 20-63, 1956. Citado na pédgina 19.

O’NEILL, B. Semi-Riemannian geometry with applications to relativity. [S.].]: Academic
press, 1983. Citado nas pdginas 24, 25, 26 e 27.

ORTEGA, M.; LAWN, M.-A. A fundamental theorem for hypersurfaces in semi-riemannian
warped products. 2014. Citado nas paginas 19 e 27.



Referéncias 67

PICCIONE, P.; TAUSK, D. V. An existence theorem for g-structure preserving affine immersions.
Indiana University mathematics journal, JISTOR, p. 1431-1465, 2008. Citado na péagina 20.

ROSENBERG, H. Minimal surfaces in m? x R. Illinois Journal of Mathematics, Duke Univer-
sity Press, v. 46, n. 4, p. 1177-1195, 2002. Citado na pagina 20.

SCALA, A. J. D.; VITTONE, F. Codimension reduction in symmetric spaces. Journal of
Geometry and Physics, Elsevier, v. 79, p. 29-33, 2014. Citado na pagina 19.

SPIVAK, M. A comprehensive introduction to differential geometry, publish or perish. Inc.,
Berkeley, v. 2, 1979. Citado na pédgina 19.

WANG, B. Stability of helicoids in hyperbolic three-dimensional space. arXiv preprint ar-
Xiv:1502.04764, 2015. Citado na péagina 39.

YAU, S.-T. Submanifolds with constant mean curvature. American Journal of Mathematics,
JSTOR, v. 96, n. 2, p. 346-366, 1974. Citado na pédgina 58.



SSSSSSSSS



	Folha de rosto
	Title page
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de abreviaturas e siglas
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Imersões isométricas
	Equações fundamentais

	Variedades produto warped
	Propriedades do produto warped
	Hipersuperfícies em espaço warped

	Um Teorema fundamental para subvariedades no produto warped RQnc

	Helicoides no produto warped
	Lemas básicos
	Helicoides em IMn 
	Helicoide horizontal como gráfico
	Hipersuperfície com uma direção especial

	Superfícies de curvatura média paralela no produto warped IQn
	Fatos básicos
	Subvariedades com fibrado normal flat
	Redução de codimensão de RQn
	Aplicações
	Um teorema do tipo Alencar–do Carmo–Tribuzy
	Resultado de semi espaço via redução de codimensão


	Referências

