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A B 3 T R A C T

This thesis is concerned primarily with spline
functions and their application to solving a Fredholm integral
equation of the second kind with non—degenerate kernel.

Some mathematical preliminares are introduced at
the begining.

The problem of piecewise linear and-cubic interpº
lation is discussed in one and two dimensions. Many theorens

concerning the rates of convergence of these interpolation for—

mulae are given. Bicnbic spline interpolation “is introduced ani
_ ._.the relevant convergence theorems are proved.

A method of solution of the Fredholm integral e-
quation of the second kind with degenerate kernel is described.“
Bp approximating a non-degenerate kernel by means ºf a bicubic
approximation(which, if rewritten-in a basis function forn, is
degenerate) leads to an approximate method »of obtaining a

solution to the Fredholm second kind equation. ConvergenCe re—

sults are proved. Numerical results are presented verifying the
convergence theorems.

Finally there is an appendix with graphs of the
basis-functions of the cubic splines in one dimension.



AGRADECIMENTOS

Ao Professor James Clark St. Clair Sean McKee pela
sugestão e orientação do referido trabalho.

Aos Professores Odelar Leite Linhares, Luiz Antonio

Favaro e Maximilian Emil Hehl pelas sugestões apresentadas.

Ao Professor Carlos Lazarini que sempre esteve dis-
posto a trocar idéias sobre o assunto proposto através de expo—

sições.

Aos colegas do Instituto de Ciências Matemáticas de
São Carlos, pelo apoio e incentivo, em.especial, ao Professor
Renato-Luiz Garitezi que colaborou na parte de programação.

A Sonia Regina Derigi e José Augusto Evaristo Filha
responsáveis pela-datilografia e impressão deste trabalho.

A CAPES e FAPESP pelo constante apoio aos programas
de pós—graduação, em especial ao CNPq e FINEP que outorgaram ã

autora deste trabalho, bolsa de Mestrado de março a junho de
1974 e de julho de 1974 a marçºªde 1975, respectivamente.



I N O I C E

- CAPITULO 0 — INTRODUÇÃO ....................... . ....... 1

- CAPITULO 1 - PRE-REQUISITOS MATEMATICOS ............... 3

- CAPITULO 2 - PROCEDIMENTOS DE INTERPOLAÇÃO POR PEDAÇOS

2.0 - Pnetiminaaeó ........ . .............................. 13

2.1 — Paobzema em Uma Dimenóão ....................... .... 14

I - Pnocedimento de Intenpatação Linean pon Pedaç04 .... 15

II — Paocedimento—de Intenpolação Spiine Cãbica ......... 20

2.2 — PnabZema em Duaó Oimenóõeó ......................... 40

I — Paocedimento de Intenpolação Bilinean paa Pedaçoó .. 41

II — Pnocedimento de InIQApoLação Spline Bi-Cãbica ..... . 43

2.3 - Anãzz4e do Edno ...............
'

.................... . 52

- CAPITULO 3 . EQUAçxo INTEGRAL LINEAR

— Taenia óobne Equação Integaat de Fncdhotm do Tipo II
com Núcleo Degeneaada ..................... ....... .. 76

— CAPITULO 4 - APLICAÇÃO NUMERICA

4.0 — Pãeziminaneó ............... '........................ 87

4.1 — Paocedimento Computacional ......................... 88

4.2 - Liótagzm e ReóultadOA do Paognama Relativo & Aplica—
ção Numêaica ....................................... 89

- APENDICE .....................;., ..................... ..... 111

— BIBLIOGRAFIA ............................................. 115



CAPÍTULO 0

INTRODUÇÃO

O objetivo do presente trabalho é apresentar inter—

polação spline cúbica (em uma dimensão) e interpolação spline
bi-cúbica (em duas dimensões) e aplicã-las na resolução de equ_a_

ções integrais lineares. Mais especificamente: Dada uma equação

integral de Fredholm do tipo II, cujo núcleo é não degenerado,

podemos através da interpolação sp Zine tornar o núcleo degenerª
do e assim determinar numericamente a solução da equação inte-
gral de Fredholm do tipo II.

As funções sp lines oferecem uma melhor aproximação
de funções do que um polinômio envolvendo um numero considerá-
vel de parâmetros, pois elas tem a propriedade de convergirem,

sob certas condições, para a função que interpolam.
As maiores aplicações das funções Splines são como:

funções interpoladoras, aproximação de funcionais lineares (priª

cipalmente integral definida); aproximação-de solução numérica
de equações diferenciais ordinárias, e também a várias outras ª
plicações, sendo que estas estão sempre relacionadas com o pro—

blema de aproximação de funções através de funções de caracte -

rísticas mais simples.
No capítulo 1, apresentamos algumas notações bãsi -

cas e resultados matemáticos os quais achamos necessários para
a compreensão dos capítulos posteriores.



No capítulo 2, apresentamos procedimentos de inter-
polação em uma e em duas dimensões, dando maior ênfase ao procg
dimento de interpolação spline cúbica (em uma dimensão) e ao

procedimento de interpolação spline bi—cõbica (em duas dimen-

sões), pois, como já dissemos anteriormente, será a nossa ferrª
menta para resolvermos uma equação integral de Fredholm do ti-
po II. Apresentamos também um limite para o erro que se comete

ao se aproximar uma função por uma função splíne.
A teoria sobre resolução de equação integral de

Fredholm do tipo II com núcleo degenerado encontra-se no capitª
10 3.

No capítulo 4, encontra-se aplicação numérica.

Ao final, apresentamos uma bibliografia para inte —

ressados no problema.

H"



CAPÍTULO 1

PRE-REQUESITOS MATEMÁTICOS

Introduziremos algumas notações básicas e resulta-
dos matemãticos, os quais serão usados repetidamente neste trª
balho.

Seja:

1: [0,1] s£x|0sxs 1)

na [0,1] x [0,1] ; ((x,y) lºsxvs 1; Osys 11

e para cada inteiro positivo t,
'

aDtatx) s ªlgm; nªum) a ªgua); Dto(x,y) ; J—t<x,y)
dx 8x Y ay

e

Rt : [(x1,x2, ,xt) [ xi é um número real; 1 s xi s t]

isto é; Rt é o t-espaço Euclidiano.

Deóinição 7.1 - [m]"

Para cada inteiro t não negatiVo e para cada p,

* [n] : referêndia & na bibliografia, ao-final.

m..



1 < p 5 », seja PCt'p(a,b) o conjunto de todas as funções de
valor real o(x) tal que:

i) g(x) ê t-l vezes continuamente diferenciável,

ii) existe Yi; 0 & i < 5, com

ª : Yo < Yl< "'< Ys < Ys+1 : b

tal que em cada sub—intervalo aberto

0 s i < 5; Dt-l
(*1' *1+177

o é continuamente diferenciável, e

iii) a norma Lp de Dt» ê finita; isto é,

1/9s 7. .llDtºll ª É J l+1|ºtç (x)]de '— < .? i=0 yi
—

Para o caso especial de p:», exigimos que

llºtºlla E max sup |Dt$(x)|. < »
0$i<s xe(yi,yi+l)

A menos que estabeleçamos o contrário, a norma L

da função o de uma variável,||o!lp, significará a norma L sop _
bre Is[0,1].

veáinéção 1.2 e-[lãl

Para cada inteiro não negativo t e para cada p,

1 s p 5 », seja PCt'p(U) o conjunto de todas as funções_ de

valor real o(x,y) tal que:

i) ç(i,y) ê t—l vezes continúamente diferenciável, isto
e:



ii)

iii)

IIDZ Dk
X Y

mí o; m(x,y), o s £+k s t-l
existe e é contínua,

existem Yi; O s i s s, e uj
0 =yo< "'<Ys+l = 1 e 0 = uo< ...< ur+l = 1

tal que em cada sub-retângulo aberto,
(Yi, Yi+l) x ("j'"j+1)' Osiss, ºsjsr
temos

DZ Dk
y

Q , O & £+k s t-l
continuamente diferenciável, e

para todo 0 s £+k 5 t, a norma. LP de Di D; é fini-
ta, isto é,

5 r Y u. l/p
aH ; ; ; [ 1+1 j ª+l lui nãº!? ayax < »

p ._ _ -.

Para o caso especial de p=w, exigimos que

dal!ºª % mªx sup !Dí Dk©(x,y)! < “
C&igs (x,y)€(Yi,Yi+1)x(u.,u.+l) Y

osjsr 3 3

A menos que estabeleçamos o contrário, a norma Lp

da função é de duas variáveis, |l$l!p, significará a norma L?
sobre Us[o,1] x [0,1].

1
PCo

Além disso,

'p(a.b) ª fw : Pcl'p<a,b)! a(a)=o(b)=o)



PCã'p(U) E [Q e PC l'p(U) | $(X,y) = 0 para todo

(x,y) no contorno de U, isto é, para
(x,y) com x=0 ou 1, ou y=0 ou 1).

Seja Azo = xo < x]— < ... < xN+l = 1 uma partiçao
geral de I, com os pontos xi, 0 s i < N+1; chamados pontos
de partição; ou pontos de malha; ou nós; e seja
Ay:0 = Yo < yl < ... < yM+l = 1 outra tal partiçao; entao_

p E Ax Ay é uma partição de U, isto é, º consiste de sub-re -
tãngulos da forma

/A u IA 3

Além disso, seja
)min (xh E max (x

O<i$N i+l_xiOS iSN i+l_xi ) e ª
que é respectivamente o máximo e o mínimo comprimento das ma-

lhas de A; e seja

k 5 m x . - .) e k 5 min .
—

.

'

ºsãsM (YJ“ yª “ osjsm (YJ+1 ya)

que ê respectivamente o máximo e o mínimo comprimento das ma—

lhas de Ay; e seja
"|Q max(h,k) e g a min('h,k)

que é respectivamente o máximo e o minimo comprimento das ma-

lhas de A x A .
Y

Tecnema 1.1 (Teonema de Rolle) - Ú5]

'Seja f(x) continua em a S x.$ b e diferenciável
em a < x < b. Se f(a) = f(b), então existe no mínimo um poª



to & entre a e b tal que Df(E) = 0 .

Teonema 7.2 (Genenatização do Tecnema de RoLLe)'[73]

Se f e Cn[a,b] ; nal; isto é, f é n—l vezes contª
nnamente diferenciável em [?,b] , e se f tem um zero de or-
dem pelo menos mi em xi; 1 s i 5 k, onde

k
= b e 2 mi ; n+1a = x < x < ... < x1 2 1=lk

então existe E e Ea,bJ tal que an(€) = 0. Além disso,€ e (a,b)
a menos que k=1 e x =a ou b; nesse caso E = xl.1

Teonema 1.3 (veóiguatdadé de Rayleigh-Ritz)—[73]

Se f e Pcâ'2(a,b) então

2 ªa
n be2(x)dx s (b-a)2 Jb(Df(x))2dx (1.1)

Além disso, a igualdade é válida se e somente se

f(x) = a1 sen (H(b-a)-l(x-a))

para algum número real ªlº

veáinição 1.3 - [13]

Dizemos que E é um funcional linear sobre um espa-
ço vetorial PCn+1'l

n+l,l
(a,b); n;0, se E é uma função de valor

real sobre PC (a,b), tal que: &

E(cf) = cE(f) e E(f+g) = E(f) + E(9)

n+1,lpara iodo f,g 8 PC (a,b).



Teonçma 1.4 (Teonema do Nãcteo de Peanol—[Í3]

n+l,lSe E é um funcional linear sobre PC (a,b),
nao, e E(p(x)) = 0 para todo polinômio p de grau n, então
para toda f EPCn+l'l(a,b)

b
E(f) = % EXU Dn+lf (t) (><-ui cit-.:l (1.2)-, a

e, E)( significa o funcional linear E aplicado a expressão“

b +1[ nª f(t) (><-mf dt
a

considerada como função de x.

Tealema 7.5— Ú3]

Se f e g & PC0'2(I), e

l
(

Jof(x).g(x) dx = 0<?,g)

então
2 2"umº+uqn ªW+9H (LM

Coaotãnio 1.1—[75]

'Se f e g e PCk'2(I), k>0, e <êkf, okê) = o, então
2 k 2 k k 2lwªu+|wm| =an+nwl nA)2

,
2 2



Além disso, se g(x) anula-se nak vezes sobre I
(contando multiplicidade) e !!Dkgll2 = O, então g(x) O so--
bre I.

veginzgo 1.4— [4]

Seja X = (xm) um espaço métrico.

A aplicação sz + x é chamada uma contração em X

se existe um número k, com 0 < k < 1 tal que, x,y e x; x # y,
implica p(TX,TY) $ kp(x,y).

veáinição 1.5-[91

Sejam X,Y espaços topológicos. Então f:x + Y é

chamado um homeomorfismo se e somente se & bijetiva e bi—contí-

nua .

Teoaema 1.6 (Pentunbação da Identidade)'E3]

Seja U C R“ um aberto. Se ozv + R? é uma contra—

ção, então a aplicação f:U + Rm dada por f(x) = x + o(x) é

um homeomorfismo de U sobre um aberto do km.

Deáinição 1.6 — [7 5]

Seja f(x) função real definida em I = [a,b].
Dizemos que f(x) é continua por pedaço se elafor

definida e continua em todos os pontos de I ou se os pontos de
descontinuidade forem em número finito e, além disso, em todo
ponto ”xo de descontinuidade existirem
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lim f(x) e lim_ f(x)
x+xº x+xo

Fica entendido que se xº=a ou xº=b é ponto de deg
continuidade exigimos apenas a existência do lim+ f(x) ;

x+a
1im_ f(x).wa

Assim se xº é ponto de continuidade vale

lim f(x) = lim f(x) = f(xº)+ -+ +x xo x xo

ºpóehvaºao: Notaremos A = [aij], matriz real n x n.

Mªngia 1.7 — D 5]

Seja A matriz real' (n x n), dizemos que A é diª
gonalmente dominante se

n
laiil > E Iªijl

#

Teonema 1.7 (Teonema de GeAAchgoninl-ÍÉL

Seja A E [aij] com auto-valores & , definimos as

somas, em valor absoluto, das linhas e colunas por:



a)

b)

a)

_']_1..

H m

1
M ? .... u

0 m M _o:—
H- u

Então:

cada auto—valor está na união dos círculos Ri'
1 = 1, 2, ..., n; onde

R 1 fz Í z'ªiiÍ $ ri] 7

cada auto-valor está na união dos círculos C.,

j = 1, 2, ... , n; onde

C.
3

[z ||z-ajj| scj]
cada componente da &JRi ou lãcj contêm exatamen—

1

te tantos auto-valores quantos círculos. (Os auto—

-valores e os círculos são contados com suas multi-

plicidades).

Deáinição 1.8-[5]

Dada uma sequência estritamente crescente de núme -
ros reais xl, xz, ..., XN' uma função spline S(x), de grau
m, com nós xl, xz, ..., KN é uma função definida em toda re-

ta real satisfazendo as duas seguintes prºpriedades:

1)

11)

Em cada sub-intervalo (xi'xi+l) para 1 = 0,1,u.,N,
(onde xº= -ºº e xN+l=ºº), S(x) é dada por algum p_o

linômio de grau menor ou igual a m.

S(x) e suas derivadas de ordem 1, 2, ..., m—l, são
contínuas em todo domínio da função.
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Obóenvagõzó=

l)

2)

3)

4)

Uma função spline é uma função polinomial por pedaços
satisfazendo certas condições com relação a continui—

dade da função e de suas derivadas.
Em geral, S(x) é dada por diferentes polinomiais em

intervalos ViZinhos (xi—l'xi) e (xi,xi+l); muitoa_n

hora a definição 1.8 não exija isso. Num caso espe-

cial, S(x) pode ser dada por uma única polinomial en

toda reta real. Assim, a classe Sm(x1, x2, ..., XN)

de funções spZines de grau m, tendo como nós

Xl' x ..., XN' inclui todas as polinomiais de grau2!
menor ou igual a m.

a'Quando m=0, a condição ii) da definição 1.8 e

não operativa, e a função spZine de grau zero é uma

função escada.

Para m>0 uma função spline de grau m pode ser 1-

gualmente bem definida como uma função em Cf“"1 cuja m-“g

sima derivada é uma função escada; ou melhor dizendo,
uma função spZine de grau m é alguma integral indefi
nida de ordem m de uma função escada.



CAPÍTULO 2

PROCEDIMENTOS DE INTERPOLAÇÃO POR PEDAÇOS

2,0 - Paçliminaneb

Neste capítulo, introduziremos e estudaremos proce-

dimentos de interpolação por pedaços de ordem zm, mais preci—

samente,'estudaremos procedimentos de interpolação por pedaços

sobre Hmm) , que é o espaço vetorial "de “todos os polinômios de

grau 2m-l em cada sub-intervalo' [#i'xi+1]' 0 & i S N, defi-
nido por A .

Quando m=l, obteremos, procedimento de interpola-
ção por pedaços sobre L(A), que é o espaço de todos os polinâ
mios lineares em cada sub-interValo. Exi'xi+l]' '0 $ 1 5 N, de—

finido por A ; tal procedimento será chamado Procedimento de

Interpelação Linear por Pedaços.“

Quando m=2, obteremos procedimentos de interpola—
ção por pedaços sobre S(A), que é o espaço de todos os polinô-
mios cúbicos em cada sub—intervalo- [*i'xi+l]' 0 s 1 $ N, def;
nido por A ; tal procedimento será chamado Procedimento de In-
terpolação Spline Cãbica.

Esses procedimentos serão estudados em uma e. em

duas dimensões.

Daremos também um limite para o erro para procedi —

mentos de interpolação por pedaços sobre Hm(A), na norma L2 e
'

na norma Lªº .
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2.1 - Pnoblema em uma Dimenóão

Dado A:O = xo < xl < ... < xN < xN+l = 1 e os nu-

N+l, m—l
1:0' j=0 , um procedimento de lnterpola -meros reais [fª]

ção fornece uma função, g(x), tal que, g(x) está definida pª

ra todo x e I, e ng(xi) = fâ, 0 s i s N+l, 0 s j—s m—l

Um bom procedimento é aquele que produz uma função

9, a qual é fácil de se avaliar e tal que se fi = Djf(xi),
0 $ 1 $ N+1, 0 5 j 5 m-l, onde f(x) é uma função regular, eg

tão g(x) é uma boa aproximação de f(x).
Começaremgg com duas definições básicas:

Dag/Lugo 2.1.1 - [7 3]

Para cada inteiro positivo m, e cada partição A,

de I, seja Hm(A) o esPaço vetorial de todos os polinômios por
pedaços, p, de grau Zm-l ,com respeito a A, tal que

p & Cm_l(I), isto é:

Hm(A) E [p(x) e Cm-l(I) ) p(x) é um polinômio de grau 2m—1 em

cada sub—intervalo [#i'xi+l]'-º 5 1 S N,

definido por Al

Dcáinição 2.1.2-[13]

Dado

m—l o o l m—l
em El fg, fâ, ..., fo , fl ,.... , fN+l, fN+l, ... , fw1 ]



' l5'—

seja fm com o único elemento, h(x), em Hm(A) talv
Hm(A)

que Dªh<xi) =fª ,' os i$N+l ,. os jsm-ly
Mostraremos agora que a aplicação estãV

nªm
bem definida para todo mal.

De fato, se h(x) e Hm(A) - interpolante da f ací
ma, então a(x) =

VHm
fm - h(x) é um polinômio de grau 2m-1

(A)
I

em cada sub-intervalo [x_i, Xiu] , 0 $- i $ N, e

_ j - _ _ j _a(x — D a(xi) — a(x ) — D e(xi+l) - 0, 0 $ ils N+l,i) 1+1

1 $ j $ m—l os quais implicam que a(x) = c(x-xi)m(x-xi+1)m

para alguma constante c e todo x e Exi, xi+1].:

Mas desde que a(x) &é um polinômio de grau 2m—l em

cada sub—intervalo Exi, xí+L] , 0 s i 5 N, c deve sera zero

e assim a(x) E 0 “para todo x e I.
Quando m=l, obtemos o:

,

I - Pnocedimento de Intenpotaçãa Linean pon Pedaço

Dado A:0 = x < x1 < .,. < x < x = 1 e' N+2
o N

,

N+l

numeros reais, [fi Ii=0 , um procedimento de interpolaçao_pg9

duz uma função, g(x), tal que g(x) está definida para todo

x e I, e g(xi) = fi' 0 $ i s N+l.

O procedimento clássico devido a Lagrange é fazer
.g(x) ser um polinômio único de grau N, PN(x); definido pe-_

las condições de interpolação:
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N+l
PN(x) = .20 fi£i(x) (2.1.1)

onde

N+l -1£i(x) 5 jªn (x-xj)(xi—xj) (2.1.2)
j#i

Contudo, é bem conhecido o resultado de Runge que a

interpolação de Lagrange não é um bom procedimento. De fato,g
xistem funções analíticas em I , isto é,

_ 2 -l . , »
f(x) — [(lºx—S) + 1] para a qual a sequenc1a, [PN(x)] N=ll

do polinômio de interpolação de Lagrange, definido com respeito
a malhas uniformes, diverge.

Para vencer esta dificuldade, introduzimos o proce—

dimento de interpolação linear por pedaços.

Primeiro duas definições:

Deóinição 2.1.3 - [13]

Dado A; seja L(A) o espaço vetorial de todas as
funções contínuas, polinômios lineares por pedaços com respeito
a A; isto é

L(A) 5 (p(x) e C(I) | p(x) é um polinômio linear em cada sub-

—intervalo [ki, xi+l] , O_s i 5 N, definido por A].

As funções em L(A) são algumas vezes chamadasfug
ção elemento finito linear ou funções lineares embutidas.
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Deáinição 2.1.4 — Dª]

N+2

o interpolador L(A) da !, com um único elemento £(x), em

L(A) tal que £(xi) = fi' 0 $ 1's N+l.

"Este procedimento está bem definido.
De fato, em cada sub—intervalo Exi, xi+g; O 5 15 N;

ZL(A)£ é igual a um polinômio linear aix + bi o qual deve

ser determinado pelas duas seguintes condições:

a x '+ b = f e b = fi i i i ªixi+l + i i+1 (2'1'3)

Para mostrar que existe uma única solução para
(2,1.3), ê suficiente mostrar que o caso homogeneo de

fi = f“,1 =,0 tem somente & soluçao ªi = bi = 0. Contudo, is—

so é õbvio, desde que xi # xi+1.

Podemos expressar o interpolador L(A) como

N+l
VL(Á)£ = 120 fi£i(x)- ,

(2.1.4)

onde £i(x) ã o único elemento em L(A) tal que

£i(x o s i.j s N+1j.) ªªn '

(Gij- é a função delta de Kronecker). O gráfico de £i(x);
Vl $ l'siN. ê'dado por:
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&
% r #

xi-l xi xi+1

Além disso;

(x -x)x_1 : 0 < >: < x1 l & S 1

[o(x) 5 <

L

o , ::1 s xs l

(x—x )(x -x fl - x' < x<x1-1 1 1-1 ' 1—1“ “ 1

£ (X) ª à(x -x)(x -x ).1 ' x < x < xi i+l i+1 i ' i “ “ i+1

0 , 6 $ x $ xi_1 ou

xi+l$ x $ 1

e

-l(x—xN) (1—xN) ; ::N 5 x _< 1

LN+1(X) :
0 ; 0 $ x's xN

No caso especial de uma partição uniforme com ma —

lhas de comprimento h = (N+1)_1, a função básica £i(x) ,

0 $ 1 $ N+1, pode ser expressa em termos de uma função básica
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padrão, L(x). De fato, se
(
I

) l+x ; —1 $ x 5 0

L(x) E l-x ; O 5 x $ 1

o ; x e R — [rl,l]

então

ti (x) = L(h—lx—i) ; o s i s N+l

Outrossim, a aplicação VL(A) é local no sentido
!

que se x e [Xi, xi+i], 0 $ 1 5 N, entao VL(A)f(x) depen —

de somente de fi e f. . Se f(x)“ está definida para to—1+l

do x e I, .temos VL(A)f : VL(A)f onde

f E (f(xo), f(x ... f(x )).1) N+1

Alguns valores simples de VL(A)f(X) requer someª

te 3 multiplicações e 4“ adições. De fato, se

x & Exi, xi+ij ; 0.5 1 5 N, entao

- _ “1 _ _VLf(X) ' (“i+1 xi) [fi(xi+l X) + fi+l(x “1%

Daremos agora uma idéia do comportamento do erro.
Consideremos uma função simples f(x) = x2. Se

ei(x) = f(x) — VL(A)f(x), x e Exi, xi+l]7 0 $ 1 S N, entao

—l 12 2 2 —
X ' xi(xi+l-X)(x. ) - xi+l(x—xi)(xi+l-xi)ªifxl. 1+1'xi

Além disso, é verificado facilmente que
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2
xi) s ei(x) s 01

"z" (* i+l '
para todo x e [xi,xi+i], com o minimo sendo atingido quando

- Ax —
2 (xi+xi+l).

2Assim llf — £“. 5 â-h ; o que mostra queVL(A)

para f(x)=x2 o procedimento de interpolação linear por peda—

ços & de 2ª ordem, isto é, o expoente de h— no limite do erro
é 2.

Usando esse limite podemos calcular a seguinte ta-

bela para partições-uniformes A(h):

h dim.L(A(h)) llx2 — VL(A(h,, XZH.
.

1 2
, 0,25

, 10'1 12 0,25 x 10'2

10"2 102 0,25 x 10"4

10"3 1002 0,25 x 10"6

Este procedimento é de 2ª ordem para todas as fun-
ções suficientemente regulares.

Quando m=2 obtemos o:

II - Paocedimento de Intcnpolação Spline cúbica

Veremos agora, o procedimento de interpolação
spline cúbica, os quais é de 4ª ordem.
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Esse procedimento de interpolação spline é um me-

lhoramento sobre o procedimento de interpolação cúbica de Herm;

te por pedaços, no sentido que produz uma interpolação mais re—

gular, isto é, o interpolante spZíne é uma função e C2(I),eg
quanto que o interpolante cúbico de Hermite por pedaços ê someª
te uma função e Cl(I). Além disso, o interpolante spline de-

pende (aproximadamente) da metade dos parâmetros do interpolan-
te cúbico de Hermite por pedaços [13].

Começaremos com uma definição básica de spline cú—

bica, devido originariamente a Schoenberg.

Deáinição 2.1.5 - [73]

Dado A, seja o espaço das splines cúbicas com

respeito a A, S(A); o espaço vetorial de todos os polinômios

cúbicos por pedaços; duas vezes continuamente diferenciável em

I, com respeito a A, isto é,

S(A) [p(x) e C2(I) | p(x) é um polinômio cúbico em cada sub-

-intervalo [Xi,xi+l] , o s 1 5 N definido
por A].

Claramente, o polinômio cúbico de Hermite por peda-

ços h(x) e Cl, isto é, h(x) e H(A) é uma função spline se

e somente se h e C2(I).- Reciprocamente, toda função spline
cúbica s(x) e H(A) e temos portanto a inclusão S(A) c H(A).

Além disso, a dimensão de S(A) & N+4, enquanto que a dimen—

são de H(A) e 2N+4. Assim podemos representar toda função

aplima cúbica 's(x) em termos das funções base
«&

' '»,
&



N+l
(hi(x), hâ(x)] i=0 de H(A) muito embora essas funções ba—

se não pertençam a S(A); De fato, temos

N+l ls(x) = .2 (s(xi)hi(x) + Ds(xi)hi(x))
1=O

É natural definir o seguinte procedimento de inter—

polação spZine cúbica. Ahlberg, Nilson e Walsh, referem-se
a esse procedimento como procedimento do tipo-I.

veáinição 2.1.6- [73]

_ l l n+3 .Dado f : (fo, ... , fN+l' fo, fN+l) : R , seja

VS(A) f, o interpolador S(A) da ,f, com uma única spline,
ls(x), em S(A) tal que s(xi)=fi, 0 s i s N+1, e Ds(xi) = fi'

i = O e N+l.

Teonema 2.1.1- [2]

1 1Para cada conjunto (fº, fl,..., fN+l' fo , fN+ll

de valores, existe exatamente uma s(x) ; S(A) tal que

s(x ) = f 0 < 1 < N+1 - Ds(x ) = fl - Ds(x ) = f1i i' ” “ ' o o ' N+1 N+1

(2.1.5)

Prova: Primeiramente lembramos os seguintes resul—

tados.

Lema 2.1.1—[21

Existe exatamente um polinômio cúbico
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3

c(x) = E um(x—a)m os quais assume os valores dados de c(x) e
m=0

Dc(x) nos pontos extremos de qualquer intervalo [a,o] ; aih.
Este polinômio ê:

c(x) = c(a) + DC(a)(x-a)

F'

+ 3 c(b) — c(a) _ Dc(b) + 2Dc(a) 2' (x-a)
(b-a) (b—a)

+ - 2 EÁÉl_:_Eáâl + _EELQlL;L_%%LUàL (x_a)3 (2.1.6)
(b-a) - (b-a)

'

A primeira afirmação segue do fato de que o determi

nante da matriz que relaciona c(a), Dç(a); o(b), Dc(b) e'os
quatro coeficientes ªm ê (b-a)-4 # 0; para b#a. A equação

(2.1.6) segue então por inspeção.

Coaozãaio 2.1.1-[2]

Se fi e fã são dados para 0 < i s N+l, então e-
xiste exatamente um polinômio cúbico por pedaço h(x) 5 C1, com

nos xo, XI,..., xN+l' 'os quais satlsfaz h(xi) = f
1

i ;

il
Dh(xi) = f o s i s N+1

Lema, 2.1 .2 — [73]

Seja xi_1 < x < xi+l para algum 1 s i 5 N e p(x)
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e q(x) dois polinômios cúbicos satisfazendo

p(xi) = q(xi) = fi e Dp(xi) = Dq(xi) = fâ

.. 2Entao D p(xi) = D2q(xi) se e somente se

1
Axi Dp(xi_1) + 2(Axi + Axi_1)fi + Axi_l Dq(xi+1)

º]. " I= 3[Axi_l(Axi) (q(xi+l) — fi) + Axi(Axi_l) l(fi - p(xi_l)q
(2.1.7)

onde Axi_i'z xi — xi_1 e Axi e xi+l - xi.

Paova

Para xi-l < x < xi construimos p(x) do seguin—

te modo: »

p(x) = p(xi_1)hi_l(x)+p(xi)hi(x)+Dp(xi_l)hÍ_l(x)+Dp(xi)hâ(x)

l 1 — -onde hi-l' hi' hi-l' hi sao as funçoes base do interpolante

cúbico de Hermite por pedaços [13].

.Portanto temos:

3(x-xi)2 2(x—xi)3 3(x-xi)2
p(x) = p(xi_l) 2 +

3 + p(xi) 1 - 2(xi'xi—l) (xi-xi-l) (ªí" x1_1)

2(x—x.)3 (x-x.)2 (x—x )3
- -——-£-—-5 + Dp(xi_l)' 1 + i

??
(xi'xi-l) (xi—xi-l) (xi'xi-l)

2(x-xi)2 (x—xi)3
Dp(xi) (x—xi) + + 42

(xi-xi-l) (xi-xi_1)
+



_ 25,_

agrupando convenientemente podemos escrever p(x) da seguinte
maneira:

-2p(x) = p(xi) + Dp(xi)(x—xi) + [3(p(xi_1) - p(xi))(xi-xi_l)

+ (Dp(xi_l) + 2Dp(xi)XXi-xi_1)_l ] (x—xi)2

. -3+ [ª(p(xi_l) - p(xi))(xi-xi_l)

" + (Dp(xi_l) + Dp(xi))(xí—xi_l)_2 ](x—xi)3

e portanto:

D2p(X) = 6(p(xi_l) - p(xi)) (xi—xi_l)'º + 2(Dp(xi_l)

+ znp(xi)(xi—xi_l)'1 + 12(p(xi_1)

_ p(xi»(xi-xi_lí3(x—xi) t 6(Dp(xi_l)

-2 É- Dp(xi))(xi—xi_l) (x-xi)

portanto ,-

D2p(xi) = 2 [ 3(p(xi_l) - p(xí))(xí-xi_l)'2

+ Dp(xi_1) + 2DP(xi))(xi—xi—l)—l ]

Semelhantemente, para' xi < x < Xi+1' construímos

*.*-g(x) do seguinte modo:
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q(x) = q(xi) h1(X) + q(xi+1) hi+l(x) + Dq(xi) nª(x)

1+ ºq(x1+1) h1+1(X)

e assim obtemos:

—2
q(x) = q(xi) + Dq(xi)(x—xi) + [?(q(xi+l) — q(x1))(xi—xi+l)

-1 2
+ (Dq(x ) + ZDq(x1))(xi—xi+l) .](x-xi)1+1

-3+ [ 2(q(xi+1) - q(x1))(xi-xi+l)

— 3
+ (Dq(xi+l) + Dq(xi))(xi-xi+l)

2  ](x-xi)

portanto:

-2D2q(x) 6(q(xi+l) - q(xi)(xi—xi+l)

-1+ 2(Dq(xi+l) + 2Dq(xi))(xi—xi+l)

+ -l12(q(xi+l) - q(xi))(xi-xi+1) (x—xi)
.

+ 6(Dq(x ) + Dq(xi))(xi-xi+l)-2(x-xi)i+l

portanto:

qu(xi) = 2 [?(q(xi+l) - q(xi))(xi-xi+l)'2

+ (Dq(xi+1).+ 2Dq(xi))(xi-xi+1)-1 ]
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Assim temos a igualdade se e somente se

2_ -l3(p(xi_l) — p(xi))(xi-xi_l) + (Dp(xi_l) + 2Dp(xi))(xi—xi_1)

-2= 3(q(xi+1) — q(xi))(xi-xi+l) + (Dq(xi_1)

—1
+ 2Dq(xi))(xi-xi+l) .

Mas Axi-l : x.-xi_l e Axi E Xiu—Xi ; assim

3(p(xi_l) - p<xi»(Axi_l>'º + “(np(xi_1)'+ 2Dp(xi))(Axi_1)_l

2
= 3(q(xi+l) - q(xi))(Axi)_ - (ªª(xi+1) — 2Dq(xi))uxi)—l

=à 3p(xi_1)(Axí)2 - 3p(xi)(Axi)2 + Dp(xi_1)(Axi) (Axi_1)

+ 2Dp(x )(Ax )?(Ax
_

) = 3q(x )(Ax _
)º - 3q(x )(AX _

)º
1 i i l i+1 i l i i l

2Dq(xi+l)Axi(Axi_1)2 - 2Dq(xí)Axí(Axí_l)

dividindo—se ambos os membros por (Axi_l)(AXi) temos

3p(xi_l)(Axi_l)-1Axi - 3p(5<i)(Axi_1)-1Axi + Dp(xi_l)Axi

+ IZDPhcinsxi =

_ -1 _ —1
— 3q(xi+1)(Axi) Axi—l 3q(xi)Axi_1(Axi)

Dq(xi+l)Axi_l — 2Dq(xi)AXi—l .
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Assim:

)Ax + 2Dp(xi)Axi + Dq(x—i-l i 1+1)ªxi-1 + 2Dq<x1)ªx1-1

-v , -1 _ v -1
— 3q(x )(Axi) Axi-l 3q(xi)Axi_l(Axi)

-1 —l
_ )(Axi_1) Axi + 3p(xi)(Axi_l) Axi

Como por hipótese p(xi) = q(xi) = fi
- _ l ,Dp(xi) — Dq(xi) — fi , temos.

1
'

.

1
Dp(xi_l)Axi + 2 fi Axi + Dq(xi+1)Agi_l + 2 fi Ax i-l

_ -1 _

'

-l- 3q(xi+l)(Axi) Axl-ll 3 fi Axi_l(Axi)

-1 -l- 3p(xi_l)(Axi_l) Axi + 3 fi(Axi_l) Axi

portanto:

)i
l

[Ax Dp(xi—l) + 2(Axi + Axi_l)fi + Axi-l Dq(xml

-l- 3 [Axl—I(Axi) (q(xi+l) - fi) + Axi(Axi_1) (fi - p(xi_1))]

Podemos agora provar que o procedimento de interpolª
ção spZine está bem definido.
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Teonema 2.1.2 - [?]"

Seja h(x) um polinômio cúbico por pedaço de classe
Cl.

1 -Dado h(xi) = fi , 0 s i s N+l e fº : Dh(0) ,

fà+1 E Dh(l), existe exatamente um conjunto de valores

fl E Dh(xi), 1 s i 5 N, tal que h e S(A), isto é, h ; C2.

Pnoua

Pelo Lema 2.1.2 a continuidade da D2h(x) ê equivª
lente ao conjunto de N equações lineares

1 1 ' lAxi fi-l + 2 (Axi + Axi_l) fi + Axi—l fi+l

= 3' Ax (Ax )'1 Af + Ax (Ax )"1 Af (2 1 8)1-1 1 i 1 1-1 1—1 ' ' '

1 s i s N; onde ij's xj+l — xj e Afj & fj+l - fj; O 5 j slb

para as N incógnitas fi; 1 $ 1 $ N. As equações lineares

(2.1.8) podem ser reescritas na forma:

nf -, ): (2.1.9)
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isto é,

k, E
1

B O

2 (Axi + Axi—l)

Ax.
ª ].

Ax._l

O

B é uma matriz tri

lAfw [AXO(AX1) l

l
A &) [Axi_l(Axi)

UJ

Notemos que para

vetor Ki; podem ser

r

4 h

.

h
<

h

0

30 —

; no resto

diagonal e K =

'

[ki]

para

para 1 = N

AX. = AX. = AX
1 1-1 ,i+1

escritos como:

, 1 $ J=1 S N

, 1 $ j=i—l & N-l

; 2 $ ]=i+l $ N

; no resto

(2.1.10)

-1+ Ax1(Axo) Afº] - Axth(O),

. = 1

-lAfi +Axi(Axi_1) Afi-;] , 1 $ 1 5 N

' —1 —l
[MN—Mªu) ºfN + “W&N-'n ªfN-l] ' ªxu-lºhªn

(2.1.11)

= h; a matr;z

(2.1.12)
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3 [ Afl + Afo ] — hDh(0) , i = 1

Ki E í3[Afi+Afi_l—J ;l<i<N
3 [ AfN f AfN_l] — hDh(l) ; i = N '(2.1.L3)

L

e ainda o vetor Ki' pode ser escrito na forma matricial,_ como

segue:

f
-3 o 3 o o o ... o“ o 0 -h 0 f

O -3 0 3 0 O ... 0 0 0 0 0 f

Hj

00.900...-

o o o o o o ...-3 o 3 0 -h
Dhiº)
Dh(1)

(2.1.14)

Obbeavagão=

Escrevemos o vetor Ki na forma matricial para fa-

cilitar a programaçãot

A matriz tridiagonal B, do sistema linear ê estritª
mente diagonalmente dominante e portanto pelo Teorema de Gerson

gorin (Teorema 1.7) tem somente auto—valores não nulos, e assim
E é não singular. As N equações em (2.1.8) são portanto lineª;



Nmente independentes e portanto determinam fâ; 1 s i < N, únicª
mente.'

O Corolãrio 2.1.1 e o Teorema 2.1.2 implicam no Teº
rema 2.1.1, 0 que conclui a prova.

Os Lemas 2.1.1 e 2.1.2 podem ser usados para plane —

jar um eficiente esquema computacional para o cálculo de função
1 linterpoladora VS(A)f' dado fi' O s i s N+l, fo e fN+l

onde f e Cl(I). Neste esquema calculamos os valores fã ,

1 s i 5 N, pelas equações (2.1.8); ou seja, resolvemos o sistg
ma (2.1.9) para f1 e escrevemos

N+l

"swf : 2

N
1 l l l l l

i fihi(x) + fo no(x) + igl fi hi(x) + fN+l hN+l(x)
0

Para construirmos a matriz .B, primeiramente calcu-
lamos e armazenamos Axi' 0 s i 5 N, os quais requerem N+1 o-
perações aritméticas, em seguida calculamos 2(Axi+Axi_l),

1 s i & N, os quais requerem ZN operações, num total, portan-
to, de 3N+l ºperações, onde contamos ambos, adição e multipli-
cação, como operações. Para construir o vetor K, primeiramente
calculamos Afi E fi+1 - fi' 0 s 1 S N, os quais requerem N+l

operações e então calculamos as expressões dadas em (2.1.11) as
requerem 6N+4 operações, num total de 7N+5 operações. Final -

mente, resolvemos o sistema linear (2.1.9) pelo método de Elimi-

nação de Gauss para matriz tridiagonal o qual requer SN-l operª
ções.

.

Assim ê requerido um total de 15N+5 operações arit—

'mêticas para se calcular o vetor tl. Ademais, com esse tipo de
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representação de VS(A)f' uma avaliação simples de f(x)VS(A)

requer na maioria somente 20 operações aritméticas.

O Teorema 2.1.1. tem como consequência

Coaclãnio 2 1.2 - [z]

S(A) é um espaço vetorial de dimensão N+4.

Pnova

A equação (2.1.5) determina para cada s(x) e S(A)
1 lN+l'fo'fN+1] . O Teorema 2.1.1, mcgum único vetor '[fº,fl,...,f

tra que a equação (2.1.5) determina, reciprocamente uma única
1 l ]s(x) £ S(A) para cada vetor [fo'fl""'fN+1'fo'fN+1 .

Conolãàio 2.7.3 - [2]

O conjunto ói(x) e S(A), 0 $ 1 $ N+3, definida pe—

las condições:

(

) = 0;_ _ 0: i#j . _$j(xi) — G.. - (1; i=j . D$j(x0) — D©j(x1] N+1

0 < i,j s N+l&

(x ) = O ; 0 s i < N+1
&ªN+2(Xi) :

D“*N+2(x0) : Dd'N+3(XN+1) : 1 ; Dd”N+2(XN+1) : DºN+3(x0> : º
_ (2.1.15)

é uma base para o espaço vetorial S(A).
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Assim pelo Teorema 2.1.1 e Corolãrio 2.1.3, temos

que uma spline cúbica, s(x), se exprime como;

N+1 1 1ª(X) : .Zºfi ºi (X) + foºN+2(X) + fN+1ºN+3 (x)

Apresentaremos agora as expressões dessas funções

bases, $i(x), O s i s N+3.

Para melhor esclarecimento, notemos que os elemen —

tos ci j que aparecem nas expressões das funções bases são ob
'

tidos pelo produto da inversa da matriz dada em (2.1.12) pela
matriz dada em (2.1.14).

Assim, obtemos as fórmulas: (2.1.16)

Para x e [xº,xl] , temos:

( [1 - (—ªº + Elgªiª-m2 + (% +-—4%ii)x 3) , 1 = o

[(%-%)lx2+(-—l% +—1—L,+—1)x3 ;1=1
$i(x) = 4

[_ ÍªLiiª x2 + ÍlLâil x3] ; º 5 i 5 N+3 ; parah h
i#0, ifl e i#N+2

L[x—(-cll'1—ª—+—l—+ª)xº+(c—l-hLifª+ 7)?“ li=N+2

Para x e [xk,x 1 5 k 5 N-lk+1] ;



ºi<x> <

[[1 - ck,i+l(kh) - (
2

+

[[" ck,i+l(kh) * (
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c . 2c
(kh) + ( k+l,1+l + k'i+l)(kh)2ºk,i+1 h h

C Ck+l i+1 k i+1 3- ( ª + '2 )(kh) ] + [ºk,i+l
h h

c . 20
+ 2( k+l,:|_+l)+

.
k'i+1)(kh)

h h
c c c . 2c

+ 3( k+lêi+l-+ k'izl)(kh)2 x + _ ( k+l,1+1 + k,i+1)
h h h h

c , . c c
_ 3( k+151+1 + k'â+l)(kh)]x2 + [ k+1zi+l

h h h

ºk i+1'+ ——47——]x3] ; 0 $ i s N+3 ; para ifk e ifk+l
h .

c 2c3 k+l,i+1 + k'i+l)(kh)z
h h h

_ (
2

+ ºk+l,i+l + ck,i+l)(kh)3 + c + 2( 3

h3 hZ' hz k,i+l ';?
ck+l,i+1 +

2ºk,i+1
h h

C C .

)(kh) + 3(—23 + k+151+1 +. k'â+l)
h h "h

C ..(kh)2 ]x + [— (JL + k+1rl+1 +
C

k i+1 2 ºk+ i+1
2 ' '3(—ã+'_lªf_

h h h h h

+

2

h 3 2 2

C C C
+ k,i+l)(kh) xz +

2
+ k+1,i+l + k,i+l xa]; i=k? h h h

3 _ºm1331_2%gu4)&m2
2h h h

c c
'

_ _
2 k+1 i+1 kji+l 3

( + 12, + 2 )(kh) ] + [ck,i+lh3 h h

c . 2c c
_ 2( 327_ k+1,1+1 _ k,i+l)(kh) + 3(_ _35 + k+l i+1

h h h h b2

c c 2ck,i+l 2 3 k+1 i+1 k i+1 2+ )(kh) x + ( - L, — ! ) - 3(-h2
J

“
[ h2 h * h ;?

C C Ck+l_i+1 k i+1 2 2 k+l i+15 + '2 )(kh) x + - -—3 + ___-L7__h h h h
C

+ —KL%3£.]X3] ; 1 = k+1
h
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Para x :; [XN'XDHIJ' temos:

2c c
- cN i+l<nn> — (——líªªíl>(uh>º — <—ªL%il)(uh>3J' h h

4ºN i+l ªºu i+1 2
cN i+l + (———É—-—)(Nh) + (———L7-)(Nh) x' h '

2c 3c c .[l N,i+1 _ ( N,1+1)(Nh) xz +. Nzl+l x3];
L h hº hª

0 5 i 5 N+3; para i#N; i#N+l e 1#N+3

2c .

3 N i+l 2 2([I - CN,i+1(Nh) " (? + +) (Nh) ' ('?
c 2cN,i+l 3 3 N i+l__2_) (Nh) + cN,i+l+ 2 (__2 + _:_) (Nh)

h h h

2 ºN,i+1 2
.

3 ººN i+l 2

h h h h

+

fí-

+

<[-c

+

cN i+l c
_hL2__) (NMJXZ + [_25 + %]);3] ; i = N

h h ,

2cN, i+l 2

N i+l(Nh) + (-—7 -—-É-—)(Nh)2- (' “E?

2c
ligiª)Zumª]

+ %N M - 74—32- MHNh)
' h h

+1
.

3 2CN i+l 23“? +—Lã—) (Nh)2 (j ' —'——-) ' 3(' —3'h h h

h

CM) mh] 2
"”["—Z? + 3%],(31 ; i = m

2c .

mmª“) - (ª + —L——ªh1+1)(Nh>º - (71?

c _

, 2c .

-Híàil)(Nh)â]+ [%N,i+l + 2(â + -NÉ£ií)(Nh) + 3(—37

c . 2c

iªi-ªnura)? + [— (% + -—N-:ª) - Mil?
C C .

N,i+l)(Nh) xz + _l_ + N,1+l.]x3]; i : N+3
hª hª hz
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0bAenuaçõe4:

1) As fórmulas (2.1.16) podem ser obtidas da seguinte mª
neira:

.

Seja E-1 a inversa da matriz dada em (2.1.12) e se-
ja D a matriz dada em (2.1.14). Temos então que o

sistema (2.1.19) se escreve:

f1 = (E—lD)f => f Cf.

Substituindo—se os valores de f1 em (2.1.16), sem

efetuar o produto Cf, e agrupando—se convenientemente,

obtemos as funções bases ói(x).

2) Os gráficos das funções bases sobre 5 pontos encontram—

-se no Apêndice deste trabalho.

' Examinemos agora, como podemos desenvolver a apli-
q_ _ “

cação interpõlação VÉ(A) em S(A), as quais usam somente N+2

valores ! E (fo, fl' ..., fN+l) cómo em VL(A)' Nossa idéia é

usar localmente polinômios cúbicos na_interpolação de Lagrange

em ambos os fins dos intervalos para valores aproximados, nos

quais supomos que f1 = Df(0) e fà+lº = Df(l), os quais serão

usados para se calcular aproximações para VS(A)f'

Mais precisamente, se N a 2, isto é, se A tem no

mínimo dois pontos interiores, definimos



Pº<x) 5 ; nº'imfi

e
3

PN—2(X) ª ião "N-2,i(x)£N—2+i

onde

3

jªº(x _xk+j)

: _ifink|i(X) _
3
H (x . - x .)

j=0
k+1 k+j

j#i

para k = O e k = N-2. Aproximamos as derivadas fã E Df(0)

l - .e fN+1 - Df(l) do seguinte modo.

(x) (2.1.17)Df(0) : DP0(x) e Df(l) : BPN-2

Usando essas aproximações das derivadas, então cal-
culamos o interpolante spline cúbico como antes.

A aplicação interpolação V f é não local, is-S(A)

to ê, VS(A)f(x) depende de todos os valores fi' 0 s i 5 N+l,

l lfº e fN+l'

Daremos agora uma idéia do comportamento do erro nes

te procedimento, consideremos uma função simples f(x) = ex. Pª
ra o caso especial de X0 = 0, x = 1/2 e x2 = 1, o sistema

linear (2.1.9) se reduz a uma equação linear a uma incógnita:
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ºi
(b11 blz)

1
= kl

ºz

onde

bll = 2(Ax1 + Axo) = 2

b12 = Axo = 1/2

_ '1 "1 -k — 3[Axº(Axl) Ac1 + Ax1(Ax0) Acº] Axth(0)

- - -l— 3(c2 co) 2
Dh(0)

portanto:

1 1 1 _ _ _ lch + ª c2 - 3(c2 co) 2 Dh(0)l

x x
- _ _ i _ 1 = 1

mas ci - h(xi) — fi e , Dh(xi) fi
.

e

portanto: c2 = e ; cº = 1 ; Dh(0) = 1

l 1 1"portanto. Zel + 5 e 3(e l) ª
#4—41) - % (1 + e) = %e -Nlu A (º Iportanto: cl =

e "s<o,1/2,1)ªx = hº(x)+hã(x)+c1/2hl(x)+(%e—%)hâ(x)+eh2(x)

+ ehál)(x).

Para partições uniformes A(h) com mais nós, te —
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mos & seguinte tabela:

'

x x

-41/4 7 0,26 x 10

1/5 8 0,11 x 10"4

1/6 9 0,53 x 10"5

1/7 10 0,29 x 10'5

-51/8 11 0,17 x 10

Desde que o erro aparentemente descresce de um fa—

tor aproximadamente 16 = 24,

da malha, temos que o procedimento de interpolação spline é de
4ª ordem para

Esse procedimento de interpolação é de 4ª ordem pa-
ra funções suficientemente regulares.

2.2 - Pnoblema em Duab Dimenóõeó

f(x) = ex.

Veremos agora procedimentos de interpolação em duas
dimensões análogo ao procedimento de interpolação em uma dimen—

são.

quando temos o mesmo comprimento
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I — Intenpolação'BLlÁnean pon PedQçOó

Seja L(p) E.L(A) €)L(Ay) (o produto tensorial), ig

to ê, L(p) é o espaço linear de dimensão (N+2)(M+2) de todas
as funções da forma

N+l M+1

[(x,y) = Z em. £ (x) £.(y)
i=0 jgo 13 i 3

Claramente L(p) pode ser caracterizado como o espª
ço vetorial de todos os polinômios bilineares por pedaços, con-

tínuos com respeito a p. De fato, se +(x,y) é uma tal função,
então para oada 0 s i < N, 0 ; j ; M,

e (x,y) e [Xi,xi+l] x [yj'yj+1]'

à(x,y) = à(xi,yj) £i(x)£j(y) + «<xi+1,yj> £i+l(x>.£j<y>l

+ º(xi'yj+1) £i(X) £j+l(y) + º(xi+1'yj+1) £i+1(X) £j+l(y)

Assim

Níl Mfl "-
»(x,y) = à(x ,y.) £ (x) £.(y)

i=0 j=0 i 3 i 3

e portanto & e L(p)-

N+l, M+1Dado o vetor f E [fij 1:0' j=0 ; definimos

V f
N+1 M+1
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como a aplicação interpolação em L(p). Se fij = f(xi,yj),
0 $ 1 $ N+l, O 5 j 5 M+i, onde f(x,y) está definida para to—

do (x,y) e R, podemos notar VL(p)£ por VL(p)f'
Daremos agora uma caracterização de VL(p)f em ter-

mos do esquema da interpolação em uma dimensão.

Teonema 2.2.1 — [73]

Se f(x,y) está definida para todo (x,y) e U, en-
tão

VVL(p)f : VL(AY) L(A)f = VL(A) VL(Ay)f (2.2.2)

Pnova

Provaremos somente a 1ª igualdade de (2.2.2) a se-
gunda ê provada de maneira semelhante. Por definição:

N+l

”Lusy) VL(A)f = "LMY)
Z f(xi'y) ªiº“i=0

M+l N+l
=

j=0
( ião f(xi,yj) £i(x))£j(y)

N+l M+l
= 120 jgo f(xipyj) £i(x) £j(Y)

VL(p)f
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11 — Intenpolação Spline Bi-Cãbica

Falaremos agora sobre a interpolação spline bi-cª
bica.

Para o espaço vetorial S(Ay) de dimensão M+4 se
ja [wj(y)] , 0 5 j 5 M+3, a base definida no Corolãrio 2.1.3
do Teorema 2.1.1. Consideremos o produto tensorial

S(p) s S(A) & S(Ay). S(p) é o espaço vetºrial de dimensão

(N+4)(M+4) de todas as funções da forma

N+3 M+3
'

»

s(x,y) = mãº não em um(x) un(y) . (2.2.3)

As funções ºm e un são cúbicas por pedaços e de

classe C2 em U 5 [0,1] x [0,1]. Além disso, qualquer produ

to ou combinação linear de ºm e mn _ê bi—cúbica por pedaço

e de classe CZ, isto &, “s(x,y) e C2 em U .para qualquer es-
X

colha dos coeficientes "an' Reciprocamente, toda função, as
quais é um polinômio bi-cúbico em cada retângulo

. ' » 2
>

. .[ªi-l'xi] x [Yj—l'yj] , e e de classe C em U, esta em S(p).

Teolema 2.2.2 - [2]

Seja dado os valores:



,

fij = f(xi,yj) ; O 5 l 5 N+l , 0

1,0 "— . " — .fij — Dxf(xi'yj) , 1 — 0,N+l , 0

<

0,1 = . . .fij Dyf(xi'yj) , 0 $ 1 s N+1 ,

1,1 _ . . _ _fij - DXDyf(xi,yj) , 1 _ O,N+l ,

5 j 5 M+l

5 j & M+l

,j = 0,M+l

j = O,M+l (2.2.4)

Então existe exatamente uma funçãó bi—cúbica por pg
daço

Paova

As equações (2.1.15)

s(x,y) da forma (2.2.3) as quais satisfaz (2.2.4).

(e suas análogas para Wn(y)),

implicam que, para funções da forma (2.2.3), as equações (2.2.4)

são equivalentes a:

N+3 M+3
_ = _ _

0 5 is N+l
fij ' f(xi'yj) mªo nÃoªmnº m “)wn(yj) ' Bij '(o 5 j sbi+1

N+3 M+3 B
. - i=01 0 N+2 ] 'f.í = D f x. . = (x. ( ) =[ ' ]

13 x
( l.yJ) mão não“e M)) yj N+3'j , 1=N+1

paa Osj st
N+3 M+3 ; j=º

O 1 _ Bi, M+2
f < = o f(x.,y.) - E s ( (xi )Dwn (yj ) [s _ .= 1

<
13 y 1 3 m=0 n=0 mn m 81, M+3 ' J M+1

para O s i s M+l

l 1
N+3 M?3

' = . = D X.D . =fij Dnyf(xi,yJ) mªo nioªmn om( 1) wn(y3)

ZN+2,M+2 ; izº ; ã=º
N+2,M+3 ; lzº ; ?“M+l

BN+3,M+2 7

i=N+í ; ª“
1B . i=N+ ; j=M+

L

N+3,M+3 , (2.2.5)
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Desde que an ocorre exatamente uma vez no últi-
mo membro das (N+4)(M+4) equações precedentes, e cada uma des-
sas equações são equivalentes a uma das (N+4)(M+4) condições

(2.2.4), o teorema segue.

No teorema anterior a existência e unicidade da

função bi—cúbica s(x,y) e C2 da forma (2.2.3) satisfazendo as

condições (2.2.4) estã provada.

Dado o vetor:

: 1,0 1,0 0,1'- 0,1 1,1 1,1 1,1f * [fij' fo,j' fN+1,j' fi,0' f1,M+1' fo, o' fo,M+1' fN+L 1'

fl'l ] para 0 < 1 < N+1 -— 0 6 j < M+l- definimos:N+1,M+l “ * ' ” '

N+1 M+l

S(p,f = 120 jZOf “& (x>wj (y)

M+l L o L o
+ jgo(fº' jóN+2(xx) + fN+1 j N+3(x))wj (y)

N+1
+ izo (fº,,1 0,1

1, owM+2(Y) + fi,M+1wM+3(y))ºi (X)

3 (x)) (y),1(X)W M+l ººN+2(y) +_fM+2 M+3y

1,11,1
N+L M+1HN+3(X)WM+3(Y)+ fN+L oºN+3x(x )w (y) + fM+2

(2.2.6)

como sendo a aplicação interpolação em S(p)
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1,0 1,0 E Dxf(l,yj) ;S E . ,º . E I ' ; 'e fi,] f(xi,yj) f0,3 DX“O yl) fN+llJ

0,1 = . 0,1 = . 1,1 :fi'o - Dyf(xi,0) , fi,M+l - Dyf<xi,1) . fo,o - Dnyf(º'o)

1'1 = . lll :f0,M+l _ Dnyf(0,l) , fN+l,0 _ Dnyf(l,0) e

fl'l ; D D f(l 1) para todo 0 < i < N+l e 0 < 3 < M+1N+l,M+l x y ' " ' " " '

onde f(x,y), Dxf(x'y)' Dyf(x,y), Dnyf(x,y) estão definidas pª
ra todo (x,y) e U, podemos notar VS(p)f por Vs(p)f'

Daremos agora uma caracterização de VS(p)f em ter-
mos do esquema de interpolação em uma dimensão.

Teonema 2.2.3 - ljs]

Se f : C2(U) então:

VS(D)f : VS(AY)VS(A)f : Vs(A)Vs(Ay)f (2.2.7)

Paova

Provaremos somente a 1ª igualdade de (2.2.7) a 2ª

ê provada de maneira semelhante. Por definição:
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N+l
Z f(xi,y)$i(x) + Dxf(0,y)óN+2(x)V V f = V

S(Ay) s(A) s(Ay)[
i=o

T

+ Dyf(l,y)$N+3(x)J

E E f(xilyj)Ói(x) + DXf(o'yj)ÓN+2(X)
M+l N+l

j=0 i=0

+ Dyf(1'Yj)ÓN+3(X) ]Wj(y)

(x)
N+l _

'

+ E Dyf(xi,0)çi(x) +_Dxbyf(0,0)óN+2i=0

+ Dnyf(1,0)oN+3(x) ]wN+2(y)

+
N+l

.

[iZODyf(xi,l)$i(x) + nxnyf(o,1)oN+2(x)

.Dxnyf(l,1)4N+3(g)]wN+3(y)+

” Vs(p)f'

.

O procedimento em duas_dimensões ê análogo ao procg
dimento-em uma dimensão para interpolação spZine cúbica.

As equações relevantes são deduzidas nos seguintes
dois lemas.

Por definição, a função interpoladora Vs(p)f é 1—

gual a um polinômio bi-cúbico

3 3

ºij(x'y)'= É E Yij(x'xi—1 )m
m=0 n=o mn

- n
(y—yj_l) (2.2.8)
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em cada sub—retângulo Uijª [(x,y)l xl—i 5 x 5 xi' Yj-l 5 y ( yj)
1 s i s N+l ; 1 5 j 5 M+l.

Lema 2.2.1 -[z]

Seja f..; fã' dado nos quatro vérti—9- fº'
13 ,3' i;

Uces de cada sub—retângulo ij'
Então existe exatamente um polinômio bi—cúbico

cij(x,y) (2.2.8) os quais assumem os valores dados.
'

: ij . . .A matriz Pij [Ymn] dos ooef1c1entes em (2.2.8) e

dada em termos da matriz tKij de valores dados pela equação ma -
tricial

A(Axi_1)Qij A(ij_l) = rij ((2.2.9)

onde

B1-1,j-1 . Bi—l,j
ºij ' ... '.

Bilj'l : Bir]

com

f(xm,yn) Dyf(xmyyn)

B :mn

Dxf(xm,yn) Dnyf(xm,yn)

e a matriz A(h) é definida por



,,.

,eu—#>.»

1 o o o

o 1 o 0

“h) =
3 2 º 1

hª h ;? h

33 _1_ _ 2 1

h nº 2—1? 17

Pnoua

A primeira parte do Lema é o caso especial de N+l=

= M+l = 1 do Teorema 2.2.2. Desde que a equação (2.2.9) é li-
near em Qi j' a Segunda parte do Lema pode ser verificada por cãl

culos mostrando sua exatidão para as dezesseis funções base

(x—xi_1)m(y—yj_l)n ; m,n=0,1,2,3.

Lema 2.2.2 —[2]'

Se os valores (2.2.4) são dados,'então para s(x,y)
,da forma (2.2.3), os valores fí'g = D xf(xi,yj); (1 < i s N ;

'
'

. ,

'

_ 0,1_O 6 ] $ M+l) I fij—
1,1
ij

—D yf(xi,yj); (O s i N+l ; 1 5 j $ M) e

f = Dnyf(xi,yj) ; (1 s 1 5 N ; j = 0, M+l, e i = 0,N+l ,

1 5 j < M) são unicamente determinados pelo seguinte sistema de

2N+M+8“ equações lineares:

f,1 0 1,0 1 o
4 + lbei_ 1fi+l,j 2(Axi _1+Axi )fiij + Axifi-l,j

x Ax .: i-l _ i _ . 1 < 1 S N3 _Axi (fi+l,j f1,j) * A"x'i_'l(f1j fi—l,j) ' o : j < M+l
_

< (2 2,10)
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1,1 1,1 1,1Ax1—1 i+l,j + 2(Axi-l+Axi)fi,j + Axifi—l,

, 3.Axi-l(f0,l _fo,1) + Axi.(fo,1 0,1 1 < 1 < N

Axi i+l,j i,j K;;Íí i,j—fi-1,j) ; 3=0,M+l

(2.2.11)

0,1 0,1 0,1ªYj-lfi.j+l * 2<ij_l+ij)filj + ªyjfi,j-1
Ay Ay. o s 1 s N+l=3—J—1<f.— )+——J—(f.—f >,“ ;AYj 1,J+l 1,3 ij_l 1,3 1,1-1 * J M

(2.2.12)

1,1 1,1 1,1AYj-lªiau º(ªy 1+AY )fi,j + ªyjfi,j—1

Ay A 0 s i < N+1
— 3 ———l—ª(fl'º -f?fº) ——-l-(f1'º fl'º ) ; .

AY llj+l 1] ij-l lj 1,3-1 1 < 3 S M

(2.2.13)

Pàoua

Ao longo de cada malha y=yj ; 0 $ j .; M+l

' ;s(x,y) = pj(x) € S(A) ; Dxf(x,yj) = Dpj(x)

Pelo Teorema 2.1.2, os números

_ = 1,0 < . "' .
, _Dpj(xi) — Dxf(xi'yj) fij , l , 1 $ N, sao unlcamente deter

minados se pj(xi), O s i s N+l , Dpj(xo) e Dpj(xN+l) sao

conhecidós. Desde que pj(xi) = fij , 0 s i < N+1 ,
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Dpj(xo) = Dxf(x0,yj) ; e Dpj(xN+l) = Dxf(xN+l'yj) são dados É?

1,0ra 0 ; j ; M+l, segue pelo Teorema 2.1. 2 que fi (1 : i $ N,

0 < j s M+l) é unicamente determinado pelos M+2 conjuntos de

N equações (2.2.10); dado os valores (2. 2. 4). Por razão seme —

lhante as equações (2. 2.12) determinam fº'% (0 s i & N+l ;

1 5 j 5 N); unicamente dados os valores (2.2.4).
Ao longo de cada malha y=yj ; j=0,M+l

N+3 M+3
D f(x.y.) = Zum (x) “ªºs mw nm) =q.(x) e sm e

Y ] m=0 3

Df(x Yj ) = Dq (x). Desde que Dq.(x ) = f%'% , i=O,N+1 ; e_x_y_ ] ' ] i 113

qj (xi ) = fg' % ; 0 < i 5 N+l , é dado para j=O,M+l; as equa -
' .

ções (2.2.11) determinam fâ'â (l < 1 < N ; j=o,M+l), unicameª
, '

te, dado os valores (2.2.4). Finalmente, para cada 0 s i s N+l,

Dxf(xi,y) = zi(y) e S(Ay) , Dnyf(xi,y)'= Dzi(y).

_ _ lrºPara cada O s i s N+l , zi(yj) - Dxf(xl'yj) - fi,j'
0 ; j 5 M+l , é dado ou é unicamente determinado por (232.10) ;

e Dzi(yj) = Dnyf(xi'yj) , j=0,M+l e dado ou pode ser unicamente
determinado por (2.2.11). Lembrando o Teorema 2.1.2 concluímos

fl, 1j (0 s i s N+l) ; 1 < j $ M), é unicamente determinªque

do pelas equações (2.2.13) com (2.2.10) e (2.2.ll), dado os va-

lores (2.2;4). Isto prova o Lema 2.2.2.
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2.3 — Anãtióe do Enna

Nesta seção, daremos um limite do erro para procedª
mentos de interpolação introduzidas nas seções 2.1 e 2.2.

No caso de problemas em uma dimensão, nossa análise
é baseada sobre a caracterização da interpolação de funções de

grau 2m-l por pedaços como a solução de um problema variacional
simples.

Agora relatamos e provamos essa caracterização va -
riacional de VHm(A)f'

Teonema 2.3.1

(fg, fã,..., fm'l, fã,..., fºSeja A e fm º N+l""
..., fªlª) dados e v 5 (m e pcm'2(1)| DJm(xi) = f] , 0 $ 15 N+l,

o 5 j 5 m-l).
O problema variacional de determinar as funções

p e V as quais minimizam lleplb sobre todo p e V tem uma uni

ca soluçao. va(A)f .

Pnova

Primeiramente, mostraremos que p e V é uma solução

do problema variacional se e somente se

(pªp , nm€>ã= 0 (2.3.1)

para todo



a e v ; (“Pcª-ªm! D3w(xi) =o, O<i< N+l , Os js m—l],0

isto é, se e somente se p é uma solução da equação de Euler
generalizada (2.3.l).

De fato, se p e V, então pá-aô e V para todo nª
mero real a e todo 6 e Vo.

Além disso, se p é uma solução do problema variª
cional, & função

em ªllnmmwmlã <êmp,Dmé>2 + 2a<êmp,Dm€>2 + a2<êm6,Dm€>2

(2.3.2)

é minimizada para a = 0. Assim, por cálculo,

O
dG _ m m m m a _ã—a—ZQJP,DGZ+20L<)6,D6>2—

Assim, ágiº) = 0 => <?mp,Dm€>2 = 0 e obtemos (2.3.1L

Reciprocamente, se p E V é uma solução de (2.3.1)
e m e V, então w-p e V0 e <êmp,me-Dmé>2 = 0.

Assim, pelo Corolãrio 1.6 temos:

“Umhª-p)! 1% + llºmpllã = llºmp + Dmm — Dmpllã

2 2 2
Humm-pm, + “&“an = Human,

Portanto:

2 2llePHz <l|DmmH2 para todo m e v (2.3.3)
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e p é uma solução do problema variacional.
Além disso, temos a igualdade em (2.3.3) se e semen

2 2te se []Dm(m—p)[|2 = ]]me — Dmpll2 = O ou usando a desigualdade
de Rayleigh—Ritz (Teorema 1.1.3), se e somente se

m 2 m 2
« lim-Pllz 5 HD (w-PHIZ = º

ou m = p. Assim o problema variacional e a equação de Euler ge—

neralizada (2.3.1) tem no máximo uma solução.
Em segundo lugar, completaremos a prova mostrando

que VHm )f é a solução da equação de Euler generelizada(A

(2.3.1). Se 6 e v então por sucessivas integrações por par —
O,

tes, temos:

1
m m _ m m :<D VHmfrD 6>2 - JOD VHmf(x).D õ(x)dx

X |

[ 1+lomv mf(x).Dmô(x)dx =
0 x

H
|I uhaz

i .1

X .1+l
|I "Baz

X.
O[nmvaf(x).Dm'1a(x)]

li

x ..[ i+1Dm+1vaf(x)_Dm 1600dx :
o

N —1 X'+
: [[m/mmm 5(x)] ª 1

X
N i+1

- z [pm+lvaf(x>.Dm'ºô(x) ]
i=0 x
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N Xi+1
+ X [ Dm+2V f(X) .Dm—zõ (x)dx =

i Hm0xi
x

1 ]
i+l

6(x)
i

"MZ [Dmvaf (X) ,nª"
O xi

x1+1
X

! "FAZ [Dm+lVHmf(x).Dm-26(x) ]
º 1

m+2 m-3
()[D VHmf(x) .D Mar)]+

II

MZ

i

vaf(x).Dm'3e(x)dx! "MZ

X

[ i+1 Dm+3

0i x i

x1+1
! IIMZ [êmv mf(X)oDm_16(X)]

0 H1 Xi

m-2 xi+1_
6(x)]| ||

MZ

º
[Dm+lvaf (x) .D

i Xi

Xi+1

X.
1

N _
+ E [Dm'ªszmfthDm 3660] + .:. +

1:

N x.
+ (-1)m+l Z [êzm-lUHmf(x).6(x)] l+1

i=0 xí

N

+ H)“ 2
X

[ 1+1 ºszHmf (x) Ámdx
i 0 xi
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Assim, <DmVHmf,Dm6> = 0, desde que as primeiras s_o

mas se anulam devido ao fato de D36(xi) = O ; 0 s 1 $ N+l ;

0 _< js m—l ; e a última 'soma se anula porque VHmf(X) é um po—

linõmio de grau 2m—l em cada sub-intervalo [xi'xi+l]'
0 $ 1 s'N.

A Identidade Fundamental [1].

Seja VHmf(x) uma apline polinomial de grau 2m—1

em cada malha Aza = xo < xl < ...< xN+1 = b e seja

f(x) : Pcm'2(a,b). Temos a idçntidade'

b
[ [Dmf(x) - DmVHmf(X)]2dx =
a

b
m 2 b

m m
"

m' J (D f(x)) dx — 2 J [D f(x) — D VHmf(x))D VHmf(x)dx
a a

b
m 2- ( (D.-VHmeH .dx ,

a _

na qual a segunda integral do membro direito pode ser escrita
como :

b
[ [Dmf(x) - DmVHmf(x))DmVHmf(x)dx
a

N x
[ i+lfDmf(x) - DmVHmf(x)].DmVHmf(x)dx.
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Em cada intervalo [xi ,xi+1] podemos integrar por

partes m vezes; aSsim

N
E JX i+l(Dmfbc) - Dm v f(x)]nm v mf(x)dx =

i=0 xi
Hm H

N xi+l
= anv f(x)[Dm"lf(x) - Dm'lv f(x)]

i=0
Hm

'
Hm

xi

“ i+1 Dm—-1 m+l- ): JX [D f(x) -— Dm lllef(x)] D VHmf(x)dx
i=0 xi

X
N . i+1

= 2me f(x)(n'“'1f(x) - nm'lv f(x)]
i=0 Hm Hm

. xi

N +1xi+l— E vauxnnm' 2f(x) - n'ª “ºvnmuxnlx
i=0 xi

N
[x i+l

.

m+2
+ E

1x
[Dm— 2f(x) - Dm 2l/Hmf(:h=):lD VHmf(x)dx

1=o xJL

N
_

x1+1
= ; DmVHmeHDm 1f(x) - Dm" vaf

1:0' xi

. X
N » i+l

- ; +1t/Hmf(xHDm'ºfuc) - Dm-ZVHmeH
i: º _ ,

xi
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N
_ x

+ (mm” 2 Dºm 1vaf(x)(Dºf(x) - 130vaan “1
i=0 )(

_ i
m

N fxi+1 o 0 2m+ (-1) 2 J (D f(x) - D vauxno VHmf(x)dx
=O x

.

i i
opde a última parççla se anula, desde que, VHmf(x) é uma spline
polinomial de grau Zm-l.

Portanto:

N x *

2 J i+l(Dªf (x) — Dmv f(x)) nª“)! f(x)dx =
i=0 xi

Hm Hm

m
' x

= 2 (-l)ª+l(Dm—ªf(x) _ Dm_ªVHmf(x)l Dm+a-1VHmf(x) i+l
u=1 '

. xi

Assim:

b b '

[ (Dmfbc) -_Dmvaf(x))ºdx = [ (nmf(x))2ax
a a

m—l b- — —1- 2 (-1)ª+1[Dm mf(x) - nª ªv f(x)) um“ U f(x)cªl Hm Hm ª
N m+1 2m—l x'+1

— 2" 2 (-1) (f(x) —vaf(x))D vaux) l
i=0 x i

b m 2
— ) (D vaf(x)) dx (2.3.4)

a

Na obtenção de (2.3.4), usamos a continuidade de

(Dm'ªf(x)_- Dm'ªkuxn Dmªªª'lvaux) - em [a,b]
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“para a = l,2,...,m-l.
.

Não impusemos nenhuma outra exigência além de

VHmf(x) serxnna spline polinomial de grau 2m—l e

f(x) : PCm'2(a,b).
.

'A equação (2.3.4) é a identidade fundamentalºª
ra uma apZine polinomial simples de grau 2m—l sobre a .ma—

lha A.

Como Corolãrio da equação (2.3.1) do Teorema 2.3J
obtemos a chamada Primeira Relação Integral

Conatãnio 2.3.1

Se f e PCm'2(I) e VHmf & VHmfm onde

jzj j =).. . ' —fi - D f(xi) e D VHmf(xi) - fi , 0 < 1 s N+1 , 0 5 J 5 m 1

então

IIDmVHmfllã+ “Dªl/Hmf-Dmfllã = Hamfuâ —<z.3.s>

o resultado seque imediatamente da identidade fun
damental: (equação (2.3.4)).

Usando o mesmo tipo de integração por partes pode

mos provar 0 seguintes resultado:
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Teoaema 2.3.2

Se 9 : Pczm'2(1) ; g(xi) = fi e D3g(xi) = fª
para 0 5 i 5 N ; l 5 j 5 m—l , então

2 2num(g-vaf) “2 = «; - vafm mg>2 (2.3.6)

Para o caso especial em que fi = f(xi) e

fã = D3f(xi) para 0 s i s N ; l 5 j & m—l e g = f obte —

mos a chamada Segunda Relação Integral.

Bºxe
b 2

Nºªh; - VHmf) Ilê = Jª[vm(g(x) — VHmfçxn] dx

N x 2
= ): J i+l[nm(g(x) .-. VHmf(x))] dx

i=0 x i
integrando por partes m vezes; ºbtemos

N x 2

; i+l[Dm(g(x) - VHme» dx =
i=0 xi

m _. ..= 2 (-1)ª+1fnm'ªg(x) - Dm ªv ranmª” 1g(x)
u=l

Hm

X

_ Dm+º-1VHmf (X) ] i+1
)( i
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2mN xi+1 2mJ [g(X) - VHmf(x)][D g(x) — D VHmf(x)]dx+ (—1)m 2
i=0 x 1

N X.
= (—1)m E [ l+líg(X) - v f(x)]Dzmg(x)dx

i=0 )x.].
Hm

pelo fato da DszHmf(x) = 0, pois, VHmf(x) é um polinômio de

grau Zm—l, e as primeiras somas se anulam devido às condições:

Dªg(xi) — DJVHmf(xi) = o , o 5 j 5 m—l ; 0 < 1 s N+l

e assim o resultado seguei

Teoaema 2.3.5

Se f'e PCm'2(I), então

||D3(f - vaf)H2 s nJ-mhm_3HDmflb ; 0 < j 5 m . '(2.3.7)

Pnova

Para o caso em que j = m;_ obtemos!

m
HD (f - VHmf)Il2 s !!!)me2 (2.3.8)

que segue diretamente da Primeira Relação Integral,(equação (

(2.3.5)).



Para o caso em que O 5 j 5 m-l, notemos que

j _ j = 'D f(xi) D vauxi) o , 0 < 1 < N+l

e aplicando a desigualdade de Rayleig—Ritz (Teorema 1.3) para:

1) j = m-l, temos

xi+1 2m—lJ (D (f (X) " VHmf (X))) dx
xi

X
5 n'ªhº J i+l(Dm(f(x) - VHmf(x)))2dx (2.3.9)

X 1

/Apara todo O s 1 N.

Somando-se ambos os membros da desigualdade (2.3.9)

com respeito a i de 0 até N e tomando-se a raiz quadrada.de

ambos os membros da desigualdade resultante, obtemos

Hnm'l(f — vafHI2 s n'lh “Dm(f - vaf)H2

usando agora.a desigualdade (2.3.8) para limitar o lado direi-
*

«»

to da desigualdade acima obtemos

“Dm—I(f _ VHmÍNE s ““lh llefIE , portanto (2.3.7) é válida

parª j : m'l. '. Mea,“
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2) j = m—2, temos: (usaremos duas vezes a desª
qualdade de Rayleigh—Ritz).

x . _J i+1(Dm 2(f(x) - VHmf(x)))2dx
xi

“X

< n'ºhª J i+l(vm'1(f(x) — VHmf(X)))2dx
. X .

“ 1

X

< n'4h4 J i+l(Dm(f(x) — VHmf(x)))2dx
X .l

Procedendo de maneira análoga ao que foi feito pª
ra j = m—l, obtemos:

_2 _|le <f — vafmz s n ºhºllnmfltz

e assim (2.3.7) e válida para j = m—2.'

E assim sucessivamente, obtemos:

m) j = O (usando m vezes a desigualdaãe de

Rayleigh—Ritz);

X
(f(X) — VHmf(x))2dx s H-zmhzm [ i+1(Dm(f(X) — VHmf(X)))2dx

X
Jx1+1

i ix

Procedendo de maneira análoga, obtemos

_ —m m mllf VHmeZSH h HD sz
e assim (2.3.7) é válida para 0 < j 5 m.
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Teoaema 2.3.4

2m-, 2Se f e PC (1) então

lle(f - valez s nj'ºm-nªm'j llnºmfll o 5 j 5 m (2.3.10)2 ;

Pnoua

Aplicando & desigualdade de Cauchy-Schwarz â Se-

gunda Relação Integral (equação (2.3.6)), temos

Hnmu-HWDHÉ sHDhHEIH-%mdb' n.m1n

Pelo Teorema 2.3.3, temos que

- m mHf - VHmfll2 s H mh HD (f — VHmf)l|2

Usando essa desigualdade para limitar o lado direi
to de (2.3.11), obtemos:

“Dm(f - vafHIÉ s ]T_mhmHD2me2||Dm(f - vaf)l!2

I[Dm(f - vaf)n2 s u_mhmllDºmeZ (2.3.12)

Assim, a desigualdade (2.3.10) é válida para j = m.

Do Teorema 2.3.3, temos que, para j = m-l

m—l -1 mHD & — VHmel2 s n hIID (f VHmnll2
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Usando agora a desigualdade (2.3.12) para limitar
o lado direito da desigualdade acima obtemos

“Dm-l ' (m+l) hm+l| ' Dszl lz(f - valez $ n

ne assim a desigualdade (2.3.11) e válida.
E assim, sucessivamente obtemos as demais desigual

dades; para j = 0, temos pelo Teorema 2.3.3 que

llf — vaflE s ”-mhmllvm(f _ VHmeIZ , e usando a desigualdª

de (2.3.12), obtemos

-2 2m 2m
11 “h ||D f||2IA

.e assim a desigualdade (2.3.10) e válida para todo 0 5 j 5 m.

Daremos agora um limite para o erro na norma It'

Teoaema 2.3.5

meºSe f e PC (I), então existe uma constante po-
sitiva, C; tal que

h2m||D2m||f-VHmflLª c fuªº

Paova

Para i fixo, 0 5 i 5 N, seja
).a(x) ª (X-xinªxi+l

Para cada x e [Xi,xi+1] , existe Ex 6 [xi'xi+l]
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tal que ; Dsz(gx)mm(x)E — Va(x) f(x) Hmfbc) (2m):

De fato, se x = xi ou x = xi+l' qualquer ponto
E satisfaz.x

Por outro lado, para ã fixo, escolhemos A tal que

.;o(ã) ; a(ã) — xwm(x) = o

Mas, contando a multiplicidade, O(x) tem 2m+l ze-
ros em [Xi,x ] e portanto pelo Teorema de Rolle (Teorema 1.2)i+l
existe um ponto Ex 6 [*i'xi+l] tal que:

nºme (ªx) ! O

mas

2
D2m6(5x) = D2m(f — VHmf) ' AD mg = 0

onde

m m
9 - m — (x—xi) (x-xi+l)

D2m(f - vaf) = Dºmf - Dºm vaf = Dºmf

desde que VHmf é um polinômio de grau 2m—l em cada sub-inter-
valo in'xi+lJ; 0 s i's N.

Então

2 _ 2m _
2m

=omeux) —D f(Ex) xo g a
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mas

Dng = D2m[(x-xi)m(x-xi+1)m] = (Zm):

portanto

_ 1 2m* ' (“zm º fªx)

Assim,

1 2m
'

mIMX mm kmls-ÚÉTHD mamª: mm Imª”
OsisN XSEXi'Xi+ª

.

051sN xe[ki,xi+l]

Calculemos ágora max,“ . sup [um(x)|
Osi<N x à[xixi£a

Dg(x) = num(x) : D[(x-xi)m(x—xi+l)“Ú = O

_ _ m-l m m m-l _..> Dg(x) _ mhz—xi) (x—xi+l) + mhz-xi) (X'Xi+l) — 0
&

õ

. . m :Para x # xl e x # x1+1' te os

m—l m
.

m m-lm(x-x ) (x—x ) + m(x-x.) (x—x )

Dg(x) : i i+l .1 i+l : 0
m—l m-lm(x xi) (x-xi+l)

=> Dg(x) = (x-xi+l) + (x—xi) = 0

x + :(
=> x : i+l 1

2

Portanto

m — m mmax SU m = .. .. . ..
'0<isN xe & px

| (X)| QTÍÍN erxsuª ]|(X xi) (x x1+l) |

& i, i+ & & il i+l
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m m 1

=
F xi+l + xi _ x

xi+1 + xl _ x'

1 i+1L
2 z

_

m _ m _ 2m

: 1+l _ xl xi x1+l : 1+l xl
2 2 2 J

Assim

Zm

max ggp | ç<x>| s
1 [[lDszllw %

OsisN Xc[xi+xi+ª (2m). 2

portanto
2mh 2m

Hf ' VHmffllºª mllº flL,

portanto

2 2 '

Ilf - vafnº, « c h “HD “fue,

onde

1
C : ___22m(2m)!

Teonema 2.3.6

Se f e PCm'º(I), então existe uma constante pos;
tiva, C , tal que

llf - VHmfll,º & c hmllefllº
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Paova

Para i fixo, 0 s i 5 N, seja

).a(x)'ª (x-xi)(x-xi+l
Para cada x e [Xi,xi+1], existe Ex & [Xi'xi+l]

tal que
m

a(x) 5 f(x) - vafxx) 5 -âT Dmf(gx) w2(x)

De fato, se x = xi ou x4= xi+l qualquer ponto

Ex satisfaz. Por outro lado, para 2 fixo, escolhemosl tal que:
m

a(ã) a(ã) — xwí(ã) = o

Mas, contando a multiplicidade, O(x) tem m+l ze-
ros em [xi'xi+l] e portanto pelo Teorema 1.2 (Generalização do

Teorema de Rolle), existe um ponto Ex € [xi'xi+l] tal que

m _

mas

Dm6(E ) = Dm(f — v f) - leg = 0
x ' Hm

% º º
= _ _ 2 _ 2onde g w - (x xi) (x xi+l)

mas

m m -

D (f — vaf) = D f - Dmvaf = Dmf

desde<32.VHmf ê um polinômio de grau m-l em cada sub—intervalo

[xi'xi+l] , 0 5 1 $ N
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Então

m _ m _ m _D o(gx) - D f(gx) AD 9 _ o

mas

ª &
ºmg = Dm [(x-xi)2(x—xi+l)2 ] = m!

portanto

_ l mÃª— Éºfux)

Assim
%

max sup |e(x)|< â%-!!Dmea max sup W (x”
OsisN xs[x1,xi+1] ' Ogi<N_ x:[xi,xi+1

m

Calculemos agora max sup |Áz(x)|
OsigN xt[xi,xi+l]

& rg &

Dg(x) = Dm2(x) = D[(x—xi) (x—xi+l)2 ] = o

m m m m—1 — -1
=> Dg(x) = %(x—xi)7 (::—xi“)2 + %(x—xi)í(x—xi+l)fb = 0

Para x # xi e x # xi+1

%% % "É « ªí?-1m m—(x-x.) (x—x ) + -(x—x ) (x—x. )
2 1 í+1 2 i 1+1. _Dqk)= . —0

m-l %—1
m É
ª(x—xi) (x-xi+l) .

.=> Dg(x) = (x—xi+l) + (x-xi) = º
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=> x : i+l i
2

portanto
m m

, m.
max sup Imª-(x)] = max sup [(x—xí)7(x—xi+1)7|

,

O<i<N Xe[x1,Xi+l:] ' OçiçN xe [xiv,x,i+1]

. ª 1%
2

: xi+l + xi _ x xi+l + xi _ x
2 i 2 i+l

" m 'm
É 5 m

: Xi+1 " xi xi ' xi+1 =
xi+1 " xi

2 2 2

hm

2m

Assim
.

_ _

m
max sup lux)! < ;n'lrllºmflLªçí'

OguN Jg: [Xi,-xi+1 . 2

Como' g(x) =Í'f(x) — VHmfbc); obte-moszr

m

Hf - vafHº, .s lªallºmfllmm!

portanto

Hf ' "Hxnfllªª 5 c hmIIDmflÍ_..,,
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1onde C =
m2 (m)!

Teonema 2.3.7

Sªjª ”nª(o) : VHWMª'Hmuv)“

2m,Se f e PC “(U), então existe uma constante po—

sitiva, C, tal que:

lim
2m 2m . m . m 2m 2m[If-vawFllw $C(h HDX fllm +hmk ÍÍDZDyf||a+k HDY f'l)

Pnova

Temos

! _ _ -llf- %ª(MfHª “Ílf %W(Mfª'%ª(mf “ª(MfHº

< “f ' VHm(A)fHºº+HVI—Im(A)(f ' "Hªus )fmº
Y

|| _ '5 !If VHm(A)f' [m+l'vI-1m(A) (f VHm(Ay)f)

— (f—v “L““ ||f—V fllmHm(Ay) , Hm(AY)

(2.3.13)

Pelo Teorema 2.3.5, temos:

2'2'LE'VÉMAFIK'S ““i—““hmlW;%Hº (L3J4)
22m(2m)!
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__l_'__ kºm Hpãmfl 1.“ (2.3.1.5)
2mY 2 (zm):

Consideremos agora,

_ _ _ |

Seja g = f — VHm(A )f; portanto g e PCm'ª(Ix).
Y

Pelo Teorema 2.3.6, temos:

1

(m)!
HVI'Ím(A)g_g Hªªs

2m
hmH-DÍ gl!»

portanto

||va(A)(f-va(Ay)f) — (f — Vª(Av)f)||a

l m m ' v

ª 2%“),
h !le (f - 'lezu(Ay,f)llªº (2.3.16)

mas

m _ m _ m
Dx(f - VHm(Av)f)

— Dx f va(Ay)Dx f

m _ mdesde que Dx VHm(Ay)f
—

VHm(AV)Dx f

mSeja z = Dx f, portanto z : PCm'º(Iy)

então
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m n[lux f — fl! =V D“ I|z - V zl!Hm X ”no ' '»(Ay)
.

Hm(AY)

usando o Teorema 2.3.6, temos:

1
zm (m) :

_ m mHZ va(Ay)2|!º 5 k IIDY ZH

portanto

1

2m(m)z
, m _ m m m m

_:[Dx f va(Ay)Dx fl!ms k !lDy Dx fl!”

Substituindo em (2.3.16), obtemos:

”VHMA)“ "“wuagf)' ª'-unang'»

1 m 1 m m m
& h —————— k ![D D fl!

2m(m): 2m(m)! * Y ”

l m m m m
5 ——-—-—-— h k [|D D fl! (2.3.17)22m(m!)2 x y º

'Substituindo agora (2.3.14), (2.3.15) e (2.3.17) em

_»WW. ».

(2.3.13), temos que

1 2m 2m'lf — v fl & h !lD f||' um(p) '» ;?Eçgãíí x »

1 m m m m .
1 2m 2m

+ -7---75 h k ||D n f|| + -3r--- k ||D fl]ªº
2m(m!) X Y '” zm<2mn Y

2
Mas (ml) < (2m)1, assim
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1 2m 2m m m m m
.

— » ———————— l f + h k D D fllf va(p,f||m 422%“ [h .le H,,
.

Hx y ||"

2m 2m
+ k _llDy f||ºº ]

portanto

2m
x

'2m
| m m m m- « D fnf va(p)f||, sc[h .ID fu,, +h k nºx y II,,

2m im,
+ k Hoy fllº]

ºndª ª = 2—m_——f
2 (m!)



CAPÍTULO 3

EQUAÇÃO INTEGRAL LINEAR

Neste capítulo discutiremos o método do núcleo de
generado para aproximação de soluções da equação integral de

Fredholm do tipo II. Em particular, consideraremos o uso de pº
linõmios de duas variáveis por pedaços para aproximarmos o nâ—

cleo.
A equação integral de Fredholm do tipo II é da

forma

1
u(x) = J K(x,y)u(y)dy + f(X) ; 0 s-x s 1 (3.1)

0

onde K(x,y) e f(x) são funções contínuas de valor real da-
das e u é a função incógnita.

O núcleo K(x,y) é dito ser degenerado se tem a

forma:

NE3 MÉ3K(x y) = B & (x)w (y) (3.2)' £=o k=0 ªk ª k

onde ©Z e wk são funções continuas de valor real.
O ºperador com núcleo do tipo (3.2) transforma ªo

da função u e L2([0,1],R) [espaço de Hilbert das funções defi-
nidas em [0,1] com valores reais de quadrado integrãvel segundo

Lebesgue], na soma:
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N+3 l M+3

, (x) J 8 $ (y)u(y)dy —Lgo£ o kªo ºªk

isto é, num elemento do sub—espaço de dimensão finita gerado pg
las funções ÓL' L = 0,1,...,N+3.

Notemos que na expressão (3.2) as funções

ºl'º2""'óN+3 podem ser consideradas linearmente independentes
Com efeito, se não fosse assim, poderiamos, exprimindo'cada uma

das funções *! como combinação linear das independentes, repre-
sentar esse mesmo núcleo K(x,y) como uma soma de um numero me—

nor de somandos do tipo $j(x), $t(y) de maneira que as fun —

ções $j(x) sejam sempre linearmente independentes,
Busquemos, pois, a solução da equação-(3.1) com

núcleo degenerado (3.2) onde as funções ºl'º2""'ºN+3 são li—

nearmente independentes.
Substituindo em (3.1), “K(x,y) pela soma corres —

pondente obtemos:

NEB
1 M+3

u(X) = «» (x) J B «» (y)'u( )dy + f(x) (3.3)
k=0 [ kªo ºªk Y

ou

N+3

u(x) = f(X) + E ao (x) (3.4)
=O

£ £

onde

[1 NÉ3a a 8 W (y)u(y)dy (3.5)L º k=0 ka
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A equação (3.4) determina a estrutura de u(x), e

resta somente determinar o vetor coeficiente a.
Substituindo (3.4) em (3.1) temos:

N+3

igc ºiºi(x) + f(X) :

N+3 1 M+3 N+3
: 320º£(X) Jo kªo szwk(y> .; ajaj(y> + f(y) dy + f(x)

ou

N+3 N+3 1 M+3 N+3

ião ªiªi (X) : [ªo % (Jºjo kÃOBZkÚk(Y) jgoajój (Y) + f(y) dy

_ (3.6)

portanto

N+3
NÉB [ 1

MÉB NÉ3“'º-(x) : dª (X) J 8 41 (Y) u..<b.(y)dy.ªo 1 l [=O £
L O k=0 ik k j=0 J ]

íl M'E3 4]
+ s nº (y)f(y)dy

Jo k=0 ªk k J

Como as funções Ói são, por suposição, linear—

mente independente, esta igualdade implica na igualdade dos reg

pectivos coeficientes de Ói(x). Portanto para 0 s i s n temos

N+3
[1 NE?) ME3 [1

. 8. $ (y) a.o.(y)dy + 8. W (y)f(y)dyl kªº )O lk k
j=0 J ] k=0 JO lk ka II

(3.7)
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Fazendo

M+3 1

bij a ªº [O Bikwk(y)ój(y)dy ; 0 5 l,] 5 N+3 (3.8)

e

M+3 l
Kl : ªº [o Bikwk(y)f(y)dy ; 0 $ 1 s N+3 (3.9)

obtemos:

M+3

ªi = jªg bijªj + Ki ; 0 s 1 & N+3 (3.10)

Temos assim obtido para os coeficientes de ªí um

sistema de equações lineares; o qual podemos colocar na forma

matricial

Aa = K (3.11)

onde A=I—B ; B= [bij] ; K= [Ki]

Resolvendo, obtemos a função

N+3
u(x) = (2-0 uma) + f(x) (3.12)

Esta função satisfaz a equação integral (3.1) já

que todos os passos, mediante os quais passamos da equação (3.1)

ao sistema (3.10) podem ser realizados em ordem contrária.
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Logo, a resolução de uma equação integral de nõ—

cleo degenerado se reduz ã resolução do correspondente sistema
(3.11) de equações algébricas lineares.

Para sistemas de equações lineares são bem conhg
cidas as condições de existência e unicidade de solução.

1. Um sistema de equações algébricas lineares

Tx = y (T = [ªik] ; x = (XI,...,Xn) ; Y = (yl,...,yn))
tem solução quando e somente quando, o vetor y ê ortogonal a

toda solução do sistema homogêneo cºnjugado

T*z = o (T* = [aki] ).

2. Se o determinante da matriz T é diferente de zero, a

equação Tx = y tem solução única qualquer que seja y. Porcª;
tro lado, se o determinante de T é igual a zero, a equação É?

mogênea Tx = 0 tem soluções não nulas.

3. Como a matriz T e_ a matriz T* possuem o mesmo pag
to, os sistemas homogêneos Tx = 0 'e T*z = 0 tem o mesmo nª
mero de soluções linearmente independentes.

Devido a relação que, como vimos, existe entre 3

quações integrais de núcleo degenerado e sistemas de equações

algébricas lineares, essas proposições podem Ser consideradas

como teoremas referentes a solução de equações integrais dege—

neradas.
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Em geral, K(x,y) é não degenerado, mas podemos

aproximã—lo por um polinômio de duas variáveis por pedaços
P(x,y), o qual é degenerado. Neste trabalho, nos concentrare —

mos na aproximação do núcleo por interpolação. Entretanto, é

claro que podemos ter boas aproximações pela técnica dos míni-
mos quadrados; Além disso, em problemas nos quais K(x,y) é

determinado experimentalmente, esta última técnica é preferi -
vel.

Primeiramente estudaremos a questão da não gingª
laridade da matriz A para o núcleo degenerado P(x,y) aprg
ximando K(x,y). Se reescrevemos (3,1) na forma de operador
como

(I - K)u = f (3.13)

e a equação integral aproximada (a qual se reduz a (3.11) como

(I - P)€ = f (3.14)

então mostramos que se |[K — Plhrs max |K(x,y) — P(x,y)| ê
OSXIYSI-

suficientemente pequeno, e se I - K ê inversivel, isto é,
(I - K)u = f tem uma única solução u(x) e C [0,1] para todo

f e C [0,1] ), e se lã existe uma constante positiva, a qual de

notaremos por [I(I - K)-l||ªº , independente da E, tal que

llulL's||(I - K)-1HQ llflL para todo f e c [0,1] então 1 - p

é inversível.

(Obóenuação: A Teoria acima encontra—se em [7] e [13] ).
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Se I — K ê inversível e K(x,y)-e Pczm'º(U) ,

então existe uma constante positiva, C, tal que se

2m 2 m m m 2m 2mc(h llemle + h k IIDÍDyKIL + k HDy KlL.) x

lnx|](1 - K)"
&

< 1,

então I — VHm(p)K ê inversível e

l_ — m _ m —
llul uHmIIQS qh,k(l qh,k) Hull,,

isto é, temos um esquema de aproximação de ordem Zm.

Pnoua

2m,Temos que K(x,y) e PC ªº(U), então pelo Teore-
ma 2.3.7, existe uma constante positiva, C, tal que

nx - < c(hªmnofgªxuw + thm “DMX“,VWMKH, &

+ kºmllvãmxlm

Se I — K ê inversível e se

.

4

—l - m

“WWW., Hªl-ªº "fªm < 1

então devemos provar que I - VHm(p)K ê inversIvel.

De fato, devemos mostrar que para toda

f e C [0,1] , (I — "Hª“(p)K)u = f tem uma única solução em
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C [0,1] . Seja g e C [0,1] tal que (I - K)g = f e

||gll_s ||(I — K)—lllº!lf|la . Então, é suficiente considerar

(: - K)'1(1 — va(p)K)u = 9

e mostrar que esta tem uma única solução.
Mas

(I — K)'l(I - v K) =Hmm

= I - (I - Kfl [(I - K) - (I - va<MK-)]

_ —1
— I — (I - K) (VHm(p)K - K)

e ainda,

—1 -l _ mIIU: - K) (K - ”EMMKll-oª |!(1 .- K) ||, [|K - VHmmKHªfthk< 1

1
A551m, se W 5 (I — K) (va(p)K - K),. queremos

resolver (I - W)u = 9 ou u = Wu + q V(u) onde V satig
faz

va — v<z>|!,,= ||w<u - z)||_sq2,k Hu - zl!

e portanto pela Definição 1.4, W = (I - K)-1(VHm(p)K - K)

é uma aplicação contração em C [0,1] .

Assim, pelo Teorema 1,6 (Perturbação da identi
dade)

1(I K) (I VHm“)K)—I (I K) (VHmmK K)
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é um homeomorfismo porque (I - K)_l(an(p)K - K) é uma contrª
ção.

Portanto

ºl «- . v_ ' _ ;(I R) (I (Hm(p)K) e lnver51vel, e

então

_ —1
_

—1
u — [(x - K) (1 va(p)K)] g

Mas

g = (1 - K)'lf

Assim

—1 —1 .—1
u = [(I - K) (1 — va(p)K)] (1 — K) f

-1 -1 -1=> HU)!“ = |l[(I - K) (1 - vamKÚ (I - K) fllªº

—1
_ -1 , _ -1s IIBI - K) (1 va(p)K)] |)“ )(: K) llªº llfllm

= ))[I - (r - Kflwmmx — K)]"ll!,ll<1 - x)'1)|,,))f)),, «)

mªs H<I ' A).-lilºº < (1 — HAHWFl (ver [3] ).
'

-1 -1 -1 |,portanto (*) s (1 - “(I - K) (va(p)K ' RMI”) H(I - K) Hmlf) &

mas

1
Hu - K)“ (um? - K))!“ )!(r - Kflll.“ HVHm(p)K ' KILE qªlk<l
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portanto

s<1—£*fHur—Mªmlmg
então

Hu“º < M ; M = constante, V f

portanto

I — VHm(p)K ê inversível

Agora provamos que:

I _
“

m m “1" qh,k) “U“,,

II E + G' C “E: É
portanto

Imª-uHQ=HU-thw>
5 [ln - um(p)x)'l(vân(p)r< - K) II,, Hull,,

mas,

<I—K)'1(1-ºv . x)=1- (I—K)-1(V K—K)
*

Hmm .. Hmm

=> (IV— K)'1'= [Iv— (i — K)'1(v K - K)](I - v K)"
“.

. nª(º) ª““(p)
l



— 86 —
'

1 -1=> [1 — (I — K)_1(va(p)K -K)]'1(1 — K)" = (I — va(p)K)

portanto
—1 _ _ _

—1
_ .-1. _ -H(I-VHm(D)K) IL, -ll[1 (1 K) (vnmmx K)] (1 MIN.,-

s |[[I - (1 — K)-1(VHm(p)K - K)]—1H”II(I — K)

então

_
. '

'

_1%u - uHmllelu - «&,me H.,HVHm.(p)K - KH, Hull,,

-1
.

-1 —lsHD-<I-m wwhw—xnlLuu-K>H Xº

uwªwg-muumu
mas

“ —l -l ,HD-<I—m wmhw-Kn H,

< (1 — Hu - K>'1(va(p,K — mil,)“l

e

ll<I — K)'1

portanto
— m —1 mHu " “"Bill“.º € (1 " qh,k) qh,k Hªll.,

—1
H,

. _
,

.

m
(Vªmu? ' K>l!,s "(1 ' K) 11L., “"rfªmK ' K)“; h,k'< 1



CAPÍTULO 4

APLICAÇÃO NUMERICA

4.0 - Pneziminaneó

Neste capítulo resolveremos uma equação integral de

Fredholm do tipo II.
Seja

l .

u(x) = J (1 + cosznx + coszny)u(y)dy + f(x); 0 5 x s 1
0

onde

- _a' 2' -._2_f(x) — sennx “(1 + cos Hx) 3n

cuja solução analítica ê. u(x) =-sennx.

Para resolvermos esta equação, utilizando a teoria
do capítulo 3, o núcleo deve ser degenerado mas nessa equação 0

2núcleo K(x,y) = 1-+ cos nx + coszny é não degenerado. Para

transformá—lo em degenerado, utilizaremos função spline bi'CÉ

bica e assim o núcleo terá a forma (3.2).
A solução da equação através de função spline, jun-

tamente com os valores da solução exata, serão tabelados pelo
programa ao final.

Construiremos graficamente a solução através de fuª
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ção spline juntamente com a solução exata, permitindo assim me

lhor avaliação da eficiência do algoritmo.

4ç1 — Paocedimento Computacional

Dado o número de intervalos, calcular:

l - Os valores Kij = K(xi,yj); Pij = DxK(xi'yj) ;

Qij = DyK(xi,yj) ; Sij = DnyK(xi,yj) a partir dos va-
&

lores dados em (2.2.4).

2 - Os valores de Pij' Qij' Sij vnos pontos de malhas nao

dados em (2.2.4), usando as equações (2.2.10) — (2.2J3.

3 - A inversa da matriz dada em (2.1.12).

4 - O produto da matriz inversa, obtida no item 3), pela ma-

triz dada em (2.1.14).
0bÁ:— Os elementos dessa matriz produto formarão os ele-

mentos da função base.

5 - As funções base ói(x) dadas em (2.1.16).

6.- O valor de f(x) em todos os pontos xi.

7 — A partir de (2.2.5) os valores Bij

8 — A partir de (3.8) os valºres de bij' onde [bij] E B.
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9 - A partir de (3.9) os valores de Ki ; onde [Kijs K.

Obóenuagão: Os elementos bij do item 8 e os elementos

Ki do item 9 serão calculados através da

regra de Simpson 1/3 generalizada.

10 — A solução do sistema (I-B)a = R.

11 - O tabelamento da solução dada por (3.12).

4.2 — Liótagcm e Resultadoó do Paognama Relativo & Apzi

cação Numêaica,
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Il JOB T NEIDE
LÚG DRIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE

0000 0016 0016 0000
Vl NIO ACTUAL 32K CDNFIG 32x

ll * CCP—Do - E.EISQCC " UoSoPc

ll FDR
*LIST SD Ru
=gxrenoeo
*UNE HORg

»

ZDF-"Dh

:

z—

l—N

—

c..—mczxm

o-c—I-dm

"'
ll

—'—-—

||||

::>—mha 226774”

v—ªN

ll

II:-ªrª

mmmo

"
'ª

—1

27—67

Gº:-«

2»

N—

unzaozzommow

.. «:
n-u-A

HC..

.

ocm

mao-440440000»

C*ãWª——HNmW

”HH

NH

H— 11

CÚRE REOUIREHENTS FDR FTDIA
CDH MON 0 VARIABLES 4 PROGRAM 112

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS OOOC ÍHEX)

END DF CDHPILATIDN

// oup
:srons us UA FTDIA
CART 10 0016 os ADDR 55A6 os cur oooa
// FOR ,

*LIST SOURCE PROGRAM
*tXTENDED PRECISION
tone uoao INTEGERS

UBROUTINE EGST I(TI ros N)
DIHENSION TDG(9H9).íao 1 1 = 2 N

1 TI!!) : 1111) -TDG(I 1—1)*71(1——1)/roc(1-1. 1-1)
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
uns woao INTEGERS
Exrenoeo paecrsxon

cone Reouxaeneurs FOR EGSTI
conno o RIABLES e PROGRAM se

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0007 (HEX)

END DF CDNPILATIDN

1/ oup
*STDRE HS UA EGSTI
CART ID 0016 DE ADDR 55AE DB CNT 0006

// FOR
*LIST SOURCE PROGRAM
*EXTENDED PRECISIUN
*ons nono INTEGERS

SUBROUTINE RSTEG(TI NI A.H,x,v.J)
DIHENSIDN TI(9).A(1â.1â)
no 1 1 ='1 NI

1 TI(I) = 3.ª(A(x+z.J)—A(1,J))
TI(1) = TI(1)-H*XTltNl) =TIlN1)-H*Y
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
one nono INTEGERS
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:XTENDED PRECISION
CORE REQUIREMENTS FOR RSTEG

COHHON O VARIABLES 4 PROGRAM 100
«&LATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0008 (HEX)
END DF COMPILATION

// oup
?STORE us UA RSTEG
LART ID 0016 DE AOOR 5554 DE CNT oooa
/( FOR
*UNE NORD INTEGERS
*LIST SOURCE PROGRAM
*cxrenoeo PRECISION

SUBROUTINE RSTGÉ (Tlle'A,HIX|YOI)
DIHENSIDN 1:19),A(13.13)
DO 1 J = 1 NI

1 TI(J) = 3.$(A(1,J+z)—A(1,J))
r1(1> = TI(1) -H*X
TITNI) = TI(N1) —H*Y
RETURN
tND

FEATURES SUPPORTED
UNE NORD INTEGERS
tXTENDED PRECISION

CURE REQUIREHENTS FOR RSTGE ' -

COHHON 0 VARIABLES 4 PROGRAM 100
KzLATlVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0008 (HEX)

END OF CDHPILATIDN

// DUP

*STORE us UA RSTGE -

CART ID 0016 DE AOOR Sssc DB CNT oooe
// FOR
*LIST.SOURCE PROGRAM
*QNE NORD INTEGERS
*exrenoeo PRECISION

SUBROUTINE SCEGS(TI N1,TOO v»
DIHENSION TI(9),TDGÍ9,9),VT9)
CALL EGSTl(Tl TDGle)VlNl) = TI(N13/TOG(N1.N1)
IF ( N1'1)3v391

1 nz = Nl-l
00 2-1 = lyNZ

_

K = Nl-I '

'
.

_
z V(K) = (TIKK) - TDG(K.K+1)*V(K+1))ITDG(K,K)
3 RETURN '

END

FEATURES SUPPORTED
ONE NORD INTEGERS
&XTENDED PRECISION

CDRE REQUIREHENTS FOR scess
COHMDN o VARIABLES & PROGRAM 130

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS 15 0009 (HEX)

END DF CDHPILATION

II'DUP
*STDRE HS UA SCEGS
CART ID'0016 DB ADDR 55C4 DB CNT 0009
// FOR
*LIST SOURCE
*EXTENDED PRE
*ONE NORD INT

ID
Vl
?
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VPFI+V(I)*X**(I-1)2"PI
TUR
D

FEATUR SU
ONE H ]
tXTEN P

CORE REQUIREMENT
EDHMON 0V

p
E
N

S
R
E

Cºm

mw<

OO
mmq

POR
TEG
ECT

”2?

2

eu
RS
IO

s FOR VPFI
VARIABLES & PROGRAM se

kcLATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS ooos (HEX)
END DF CUMPILATIDN

// DUP

*;TORE HS UA VPFI
CART ID 0016 DE ADDR SBCD DB CNT 0005
// FOR
*LIST SOURCE PROGRAM
*DNE NORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

FUNCTIUN SXXM1(H,V,H,X,NINT)
REAL V(4).H(4)JDEI(!) = 2*(I—I/2*2)
N = 2*NINT
ÉL_=0H/N

ãxx"à Í VPFI(Vyx+H)*VPFI(wa+H)+VPFl(VyX)*VPFI(Nyx)
no 1 1 =1,M
G = HL*I+X

1 s : S+VPFI(V.G)*VPFI(N.G)*(JDEI(I)+2)
SXXMI = (SXXM1+S)*HL/3.
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
ONE HDRD INTEGERS
cXTENDED PRECISIDN

CURE REQUIREMENTS FOR SXXMI
cannon o VARIABLES ao PROGRAM 182

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0030 (HEX)

END OF COHPILATIDN

// DUP

*STORE HS UA SXXHI
CART ID 0016 DE ADDR 5502 DB CNT OOOE

»
»znmv

lh—

»«nx

""NMDZDDC

—FO

ZON“

dv—O

—Il0*—<—Wzm

x».

ç—n—onv4

DF Hu "2
H . 1

X + FI P * 0—4

1+
S+VPFI(V:G)*F(K)*(JDEI(l)+2)

PZ = 5
.

URN

“

UHÁNNN

O

m

no

mom

C

Im

«md

m

O”

ZI»

S
mWW-ZmX

PP
NTEGERS
RECISION
EHENTS FOR_CKTPZ .

»

O VARIABLES 20 PROGRAM 128
LATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0030 (HEX)

DC

U
1
p

QUIR

y..-

: zm

ocm

mWÓmXQDIIMZLWT

DW

XZ>

R
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END dF COHPILATIDN

// DUP

DB CNT OOOA
HS UA CKTPZ

DB ADDK 55600016
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*
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APENDICE

Nesta seção apresentaremos os gráficos das funções
base para 0 s i s 6 definidas no Corolãrio 2.1.3.

O gráfico de ©0(x) é dado por:



o de çl(x) é dado por:

o de QZLX) & dado por:
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o de ç3(x) é dado por:

o de ç4(x) é dado por:

14»
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o de os(x) é dado por:

14

0 xº xl x2 x3 x4=l

o de +6(x) é dado por:

lo

0 X X 4: )( M 31
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