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ABSTRACT

This thesis is concerned primarily with spline
functions and their application to solving a Fredholm integral
equation of the second kind with non~degenerate kernel.

Some mathematical preliminares are introduced at
the begining. .

The problem of piecewise linear and cubic interpo
lation is discussed. in one and two dimgnsions. Many theorenms
concerning the rates.of convergence of these interpolation for-
malae are given. Bicubic spline interpolation is introduced and

-

the relevant convergence theorems are proved.

A method of solution of the Predholm integral e~
quation of the second kind with degenerate kernel is described.'
B& approximating a non-degenerate kernel by means of a bicnbic
approximation (which, if rewritten in a basis function forh, is
degenerate) leads to an approximate method of obtaining a
solution to the Predholm second kind equation. Convergence re-
sults are proved. Numerical results are presented verifying the
convergence theorems.

Finally there is an appendix with graphs of the

basis functions of the cubic splines in one dimension.
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CAPITULO 0

INTRODUCAO

O objetivo do presente trabalho é apresentar inter-
polagao spline cibica (em uma dimensao) e interpolagao spline
bi-clbica (em duas dimensdes) e aplica-las na resolugao de equa
¢Oes integrais lineares. Mais especificamente: Dada uma equagao
integral de Fredholm do tipo II, cujo niucleo € nao degenerado,
podemos através da interpolagao spline tornar o nicleo degenera
do e assim determinar numericamente a.solugao da equagao inte-
gral de Fredholm do tipo II.

As funcOes splines oferecem uma melhor aproximagao
de fungoes do que um polindmio envolvendo um nimero considera-
vel de parametros, pois elas tem a propriedade de convergirem,
sob certas condigoes, para a fungao que interpolam.

As maiores aplicagoes das fungOes splines sao como:
fungoes interpoladoras, aproximagao de funcionais lineares (prin
cipalmente integral definida); aproximag:éo.de solugao numérica
de equagoes diferenciais ordinarias, e também a varias outras a

plicagoes, sendo que estas estao sempre relacionadas com o pro-

blema de aproximagao de fungoes através de fungoes de caracte -
risticas mais simples.

No capitulo 1, apresentamos algumas notagoes basi -
cas e resultados matematicos os quais Aachamos necessarios para

a compreensao dos capitulos posteriores.



No capitulo 2, apresentamos procedimentos de inter-
polagao em uma e em duas dimensoes, dando maior énfase ao proce
dimento de interpolacgao spline cubica (em uma dimensao) e ao
procedimento de interpolacao spline bi-clbica (em duas dimen~
soes), pois, como ja dissemos anteriormente, serd a nossa ferra
menta para resolvermos uma equagao integral de Fredholm do ti-
po II. Apresentamos tambeém um limite para o erro gque se comete
ao se aproximar uma funcao por uma funcgao spline.

A teoria sobre resolucao de equagao integral de
Fredholm do tipo II com niicleo degenerado encontra-se no capitu
lo 3.

No capitulo 4, encontra-se'aplicagio numérica.

Ao final, apresentamos uma bibliografia para inte -

ressados no problema.

I



CAPTTULO 1

PRE-REQUESTITOS MATEMATICOS

Introduziremos algumas notagoes basicas e resulta-

dos matematicos, os quais serao usados repetidamente neste tra

balho.
Seja:
I1=100,1] ={x| 0¢ x¢ 1}
vz [0,1] x[0,1] = {(x,y) | 0 x<1l; 0<y<l}

e para cada inteiro positivo t,

| 3
() = o phaixy) = Hpixy)s plexy) = Loixy
dx X Y y
e
R = {(xl,xz, ,xt) I Xy € um numero real; 1 ¢ X, < t}

isto ; R° & o t-espago Euclidiano.

Dedinicio 1.1 - [13]"

Para cada inteiro t nao negativo e para cada p,

* [n] : referéncia n na bibliografia, ao final.

L&



l ¢p < =, seja PCt’p(a,b) o cdnjuﬁto de todas as fungoes de

valor real ¢(x) tal que:

1) ¢(x) € t-1 vezes continuamente diferenciivel,

ii) existe Yy7 0 ¢<1ig<s, com

3= g ML S Vg < gy 7D

tal que em cada sub-intervalo aberto

0¢<1ic¢s, Dt-l

(vyr vi41)?

¢ & continuamente diferenciavel, e

iii) a norma Lp de Dt¢ é finita; isto e,

1/p
S Y, |
Io% ] = | ] J oty x)(Pax | < e
P lt=0 Jyy ,
Para o caso especial de p=», exigimos que
||Dt¢|!w :  max sup |Dt¢(x)|. <®

O<i¢s xe(yi,yi+l)

A menos que estabelecamos o contrario, a norma L
da fungao ¢ de uma variéve1,||¢!lp, significarda a norma L_ so

p —-—
bre 1=[0,1].

Definieao 1.2 - [13]

Para cada inteiro nao negativo t e para cada p,

l¢<psge=, seja PCt'p(U) o conjunto de todas as funcoes de

valor real ¢(x,y) tal que:

i) ¢(k,y) e t-1 vezes continﬁamente diferenciavel, isto

e,



ii)

iii)

1% pX

Xy

Dﬁ D§ 6(x,y), 0 ¢ f+k ¢ t-1

existe e & continua,

existem e 0 1ig¢<s, e “j

0 RAPRNEERES JUT I 1 e 0 = L L 1
tal que em cada sub-retangulo aberto,
(rgr Yip1) X lugrugyy)r Osdses, O0ejer

temos

pt pk

y ¢ 0 « £+k < t~-1

continuamente diferenciavel, e

para todo 0 < f+k < t, a norma Lp de Di Ds é fini-
ta, isto e,
s r Y M 1/p
T A A Bl LS L
p . - J

Para o0 caso especial de p==, exigimos que

¢ |l = max sup !Dﬁ D 4(x,y) | < =
osigs (X, ¥)E (Y, Y, x(ug,u,, ) y
og jgr 13

A menos que estabelecamos o contrario, a norma Lp

da fungao ¢ de duas variaveis, |I¢!!p, significard a norma L?

sobre U={0,1] x [0,1].

1
PCo

Além disso,

'P(a,b) = {4 € P 'P(a,b) | ¢ (a)= (b)=0}



PCé’p(U) = (¢ ¢ pcl /P (u) | ¢(x,y) = 0 para todo
(x,v) no contorno de U, isto &, para
(x,y) com x=0 ou l, ou y=0 ou 1l}.

Seja A:0 = X < X3 < ..o < Xg 0 =1 uma particao

geral de I, com os pontos X; 0 ¢ i ¢ N+1; chamados pontos
de partigao; ou pontos de malha; oOu nos; e seja

Ay:O T Y S ¥Vy < e S Yy T 1 outra tal particao; eptao_

pZAX by & uma particao de U, isto &, P consiste de sub-re -

tangulos da forma

A
=)
n

=

Além disso, seja

)

min (x

h = max (x oin i+1_xi

0< i< N i+l—xi

) e h

que & respectivamente o maximo e o minimo comprimento das ma-

lhas de A4; e seja

k 2 max camYL) e k = min cLamYL )

que & respectivamente o maximo e o minimo comprimento das ma-

lhas de Ay; e seja

1]

p = max(h,k) e p = min(h,k)

que €& respectivamente o maximo e a minimo comprimento das ma-

lhas de A x A .
y

Teorema 1,1 (Teorema de Rolle) - D5]

"Seja f(x) continua em a< x< b e diferenciavel

em a< x < b. Se f(a) = £(b), entdao existe no minimo um pon



to £ entre a e b tal que Df(§) = 0 .

Teorema 1.2 (Generalizacdo do Teorema de Rolle)-[!3]

Se f ¢ Cn[a,b] ; nyl; isto €, f & n-1 vezes conti
nuamente diferenciavel em [?,b] , € se £ tem um zero de or-

dem pelo menos m, em X,; lg 1ig k, onde

k
=b e .Z m, > n+l

A =X, < Xn <€ +a0 <X
1 2 i=l

k

entio existe £ € [a,b] tal que p"f£(£) = 0. Além disso,f € (a,b)

a menos que k=1 e x,=a ou b; nesse caso { = x,.

1

Teorema 1,3 (Deaigualdadé de Rayteigh-kitz)-[?sj

Se f ¢ Pcé’z(a,b) entao

2 a

a
1 Ibfz(x)dx < (b-a)? jb(Df(x))zdx (1.1)

Alem disso, a igualdade & valida se e somente se

f(x) = a, sen (H(b-a)-l(x—a))

para algum nimero real ay.

Definicdo 1.3 - [13]

Dizemos que E e um funcional linear sobre um espa-

¢o vetorial PCn+1'l

n+l,1

(a,b); n30, se E & uma fungcao de valor

real sobre PC (a,b), tal que: 3

E(cf) = cE(f) e E(f+g) = E(f) + E(qg)

n+l,1

para todo £,g € PC (a,b).



Teoagma 1.4 (Teonema do Nucleo de Peano)-[f3]

n+l,l

Se E & um funcional linear sobre PC (a,b),

n30, e E(p(x)) = 0 para todo polindmio p de grau n, entao
n+l,1

para toda £ ePC (a,b)
b
E(£) = —y EX[T D™ g (¢) (x-t) " d%] (1.2)
i1, )a

e, Ex significa o funcional linear E aplicado a expressao“

b +1
j p™ f(t)(x-t)ﬁ dt
a

considerada como fungao de x.

Teorema 1.5 - D3]

Se fe ge¢g PCO'Z(I), e

7 1
<f,g>z J(of(x).g(x) dx = 0

entao

2 2
112 + Jlg1° =)+ g (1.3)

Conolario 1.1-[13]

se £ egerc(n), k0, e O, ok§> = 0, entdo

2 k 2 k k 2
|ID%| + ||D%g)}2 = ||D"¢ + D"q]| (1.4)
2 . 2 2



Alem disso, se g(x) anula-se n3k vezes sobre I

(contando multiplicidade) e !!Dkgll2 = 0, entao g(x) 0 so -

bre I.

Dedinicdo 1.4-[4]

Seja X = (x,p) um espago métrico.
A aplicagdo T:X + X & chamada uma contragao em X
se existe um nimero k, com 0 < k < 1 tal que, X,y ¢ X; X #y,

implica o (TX,TY) € ko (x,y).

Definicio 1.5-09]

Sejam X,Y espagos topoldgicos. Entao f:X + Y @&
chamado um homeomorfismo se e somente se & bijetiva e bi-conti-

nua.

Teorema 1.6 (Penturbacao da Identidade)-[sj

Seja U C R® um aberto. Se ¢:U + R" & uma contra-
¢do, entdo a aplicagdo f£:U + R' dada por £(x) = x + ¢(x) &

um homeomorfismo de U sobre um aberto do ﬁm.

Definiedo 1.6 ~[15]

Seja f(x) fungdo real definida em I = [a,b].

Dizemos que f£f(x) @ continua por pedago se elafor
deﬁ;niﬁg e continua em todos os pontos de I ou se os pontos de
descontinuidade forem em numero finito e, além disso, em todo

pbntd X, de descontinuidade existirem
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lim f(x) e lim_  £(x)
X>x X+X

Fica entendido que se x,=a ou xo=b € ponto de des

continuidade exigimos apenas a existéncia do lim+ f(x) ;
x+a

lim_ £(x).
x+b

Assim se X, € ponto de continuidade vale

lim £(x) = lim f({x) = f(xo)

+ -
-+ -+
X+ X XX

Observagdo: Notaremos A = Eaij], matriz real n x n.

Definicdo 1.7-[1%

Seja A matriz real (n x n), dizemos que A & dia

gonalmente dominante se

n
laiil > Z laijl
#

Teorema 1.7 (Teorema de Genéchgoninl—fil

Seja A = [aij] com auto-valores A , definimos as

somas, em valor absoluto, das linhas e colunas por:



a)

b)

c)

- 11 -

_.n n

rg 2 llaggl ¢ ey s Lagl
j=1 =
j#i i#3

Entao:

cada auto-valor esta na uniao dos circulos

i=1,2, ..., nj onde

R

g 2zl ergd

cada auto-valor esti na uniao dos circulos

j=1,2, ... , n; onde

C.
J

{z I|z-ajj| syl

i'

cada componente da \JRi ou \gcj contém exatamen-
i

te tantos auto-valores quantos circulos. (0s auto-

-valores e os circulos sao contados com suas multi-

plicidades).

Definicao 1.8-15)

Dada uma sequéncia estritamente crescente de nume -

ros reais Xy, Xy, ..., X, uma fungao spline S(x), de grau

m, com nds Xpr Hgr eees Xy € uma fungdo definida em toda re-

ta real satisfazendo as duas seguintes propriedades:

i)

ii)

Em cada sub-intervalo (xi’xi+1) para i = 0, 1,..., N,

(onde X,= =2 e xN+l=°°), S(x) & dada por algum po

lindmio de grau menor ou igual a m.

S(x) e suas derivadas de ordem 1, 2, ..., m-1, sao

continuas em todo dominio da fungao.
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Observacoes:

1)

2)

3)

4)

Uma fungao spline & uma fungao polinomial por pedagos
satisfazendo certas condigoes com relagao a continui-
dade da fungao e de suas derivadas.

Em geral, S(x) & dada por diferentes polinomiais em
intervalos vizinhos (xi-l’xi) e (x;,x,,4); muitoem
bora a definigao 1.8 ndo exija isso. Num caso espe-
cial, 8(x) pode ser dada por uma Gnica polinomial em
toda reta real. Assim, a classe Sm(xl, Xor seet XN)
de fungoes splines de grau m, tendo como nds

Xir Xor wees Xyo inclui todas as polinomiais de grau

2!
menor ou igual a m.

-

Quando m=0, a condigao ii) da definigao 1.8 é
nao operativa, e a fungdo spline de grau zero & uma

fungao escada.

Para m>0 uma fungao spline de grau m pode ser i-
gualmente bem definida como uma fungao em d“—l cuja m-e
sima derivada € uma fungéo escada; ou melhor dizendo,
uma fungao spline de graﬁ m & alguma integral indefi

nida de ordem m de uma fungao escada.



CAPTITULO 2

PROCEDIMENTOS DE INTERPOLAGAQ POR PEDAGOS

2,0 - Pagliminaneb

Neste capitulo, introduziremos e estudaremos proce-

dimentos de interpolagao por pedagos de ordem 2m, mais preci-
samente, estudaremos procedimentos de in;erpolagéo_por pedagos
sobre H'(A), que & o espago vetorial de .todos os polindmios de
grau 2m-1 em cada sub-intervalo [*i'xi+1]' 0 ¢i ¢ N, defi-
nido por A .

Quando m=l1, obteremos, procedimento de interpola-
¢do por pedagos sobre L(A), que & o espago de todos os polind
mios lineares em cada sub-interValo' Exi'xi+lJ' 0 ¢i ¢ N, de-
finido por A ; tal procedimento sera chamado Procedimento de
Interpolagao Linear por Pedagos.‘

Quando m=2, obterem@s'procedimentos de interpola-
gcao por pedagos sobre S(A), que & 6 espago de todos os polind-
mios ciibicos em cada sub-intervalo: E*i'xi+1]' 0 i €N, defi
nido por A ; tal procedimento serd chamado Procedimento de In-
terpolagao Spline Cubieca.

Esses procedimentos ser3o estudados em uma e em
duas dimensoes.

Daremos também um limite para o erro para procedi -

mentos‘de interpolagao por pedagos sobre H"(A), na norma L, e

'na norma L, .
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2.1 - Problema em uma Dimensao

Dado A:0 = xo < x1 < ... ¥ xN < xN+1 =1 e os nu-

N+1l, m-1l

i=0, =0 ' um procedimento de interpola -

meros reais {fi}

cdo fornece uma fungao, g(x), tal que, g(x) estd definida pa

ra todo x¢ I, e ng(xi) = fi} 0 €i g N+1, 0 £ jJ € m-1
Um bom procedimento & aquele que produz uma fungdo

g, a qual é facil de se avaliar e tal que se fi = Djf(xi),

0 i< N+l, 0 ¢&J §¢ml, onde £(x) € uma fungao regular, en

tao g(x) & uma boa aproximacdo de f(x).

Comegaremos com duas definigoes bdsicas:

Dedinicdo 2.1.1-[13]

Para cada inteiro positivo m, e cada pértiq&o 4,
de I, seja H'(A) o espago vetorial de todos os polindomios por
pedagos, p, de grau 2m-l1 com respeito a 4, tal qué

D e Cm-l(I), isto é:
B (A) = {plx) ¢ Cm-l(I) | p(x) & um polindomio de grau 2m-1 em

cada sub-intervalo [*i'xi+l}'-0 <1 gN,

definido por A}

Definicdo 2.1.2-[13]

Dado
m-1 .0 o 1 m-1
=022, £, L, £ £ L s Eyae e s B )
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seja £ com o unico elemento, h(x), em Hm(A) tal

v
1™ (4)

que D)h(x,) = £] , 0 i¢Mml , 0¢ j ¢ m=1.

Mostraremos agora que a aplicacgao esta

v
=" (4)
bem definida para todo m>1.

De fato, se h(x) € H'(4) — interpolante da f aci
ma, entao e(x) = va(A) £ - h(x) @ um.polinémio de grau 2m-1

i

em cada sub-intervalo [xi, xi+l] , O0S1ig¢N, e

= ple = = pJ =
e(x;) = D e(x,) = e(x, 4) =D-elx;,,) =0, 0¢ i< N+l,

i) 141

1¢ j ¢ m1 os quais implicam que e(x) = c(x-xi)m(x-xi+l)m
para alguma constante ¢ e todo X ¢ Exi, xi+1].:

Mas desde que ¢(x) .& um polindmio de grau 2m-1 em

cada sub-intervalo Exi, xi+;] , 0¢ 1< N, ¢ deve ser- zero

e assim e¢(x) £ 0 para todo x ¢ I.

Quando m=1l, obtemos o:

1 - Procedimento de Intenbotag&a Linear por Pedaco

Dado A:0 = x_ < x1 € e € X< X =1 e N+2

o) N ~ "N+l

numeros reais, {fi }i=0 + um procedimento de interpolacao pro
duz uma fungdo, g(x), tal que g(x) esta definida para todo

xel, e g(xi) = fi’ 0 ¢ 1 ¢ N+1,

O procedimento classico devido a Lagrange & fazer
g(x) ser um polindmio dnico de grau N, Py(X); definido pe-.

las condigoes de interpolacao:
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N+1
Py (x) = .EO £.2, (x) (2.1.1)
onde
N+1 -1
Li(x) = jgo (x-xj)(xi-xj) (2.1.2)
j#i

Contudo, & bem conhecido o resultado de Runge que a
interpolacao de Lagrange nao & um bom procedimento. De fato,e

Xistem fungoes analiticas em I , 1isto &,

- 2 -1 - ®
f(x) = [(le—S) + 1] para a qual a sequéncia, {P (x)} . ./

do polindmio de interpolacao de Lagrange, definido com respeito

a malhas uniformes, diverge.
Para vencer esta dificuldade, introduzimos o proce-
dimento de interpolacao linear por pedacgos.

Primeiro duas definigoes:

Definicio 2.1.3- [13]

Dado A4; seja L(A) o espago vetorial de todas as
funcées continuas, polinomios iineares por pedagos'com respeito

a A; isto e

L(d) = {p(x) € C(I) | p(x) €& um polindmio linear em cada sub-

-intervalo Eki’ xi+l] + 0 ¢ 1< N, definido por A}.

As funcoes em L(A) sao algumas vezes chamadas fun

¢ao elemento finito linear ou fungoes lineares embutidas.
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Definicdo 2.1.4 - [13)

N+2
N+1) € R » seja Vp o\ E,

Dadp £ = (ﬁo, fl,..., £
o interpplador L(A) da £, com um GUnico elemento Z£(x), em

L(A) tal que £(xi) = f 0< 1< N+1,

i.l
Este procedimento estid bem definido.

De fato, em cada sub-intervalo Exi, xi+ﬂ; 0 1< N;

X+ b, o0 qual deve

QL(A)f e igual a um polinomio linear a, i

ser determinado pelas duas seguintes condigoes:

a,x, +b, =f e aixi+1 + bi = fi+1

RIS AR (2,1.3)

Para mostrar que existe uma Unica solugio para
(2.1.3), @& suficiente mostrar que o caso homogeneo de

fi =f

i+1

0 tem somente a solugao a, = b, = 0. Contudo, is-

so & obvio, desde que Xy # X417t
Podemos expressar o interpolador L(A) como

N+1 | |
I £,8,x) | (2.1.4)

‘Lt = 1=0

onde li(x) e o Unico elemento em .L(A) tal que
Li(xj) = Gij , 0¢ 1i,j ¢ N+l

(Gij- é a funcao delta de Kronecker). O grafico de £, (x);

1« i's.N_ é dado por:
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s
1 1
y 4~ b -
Xi-1 *4 Xi+1
Alem disso;
(%,-%) X > ; 0 ¢ x¢ X
1 1 ! h Y71
lo(x) = <
L 0 ; X, ¢ x¢g1
(x=x, ;) (x,~x, )% X, £ X¢€x
i-l i “i-1 ! i-1% D |

= - - -1 .
L) S Qlry g =x) (xy,,7%,) ' X £ X< X,

0 ; 0 € x< x5, ou
Xi+l‘< x <1
e
-1
(x-xN) (l-xN) H Xg € Xx¢ 1
Ly X) =
0 : 0 € x¢ Xy

No caso especial de uma particao uniforme com ma -

lhas de comprimento h = (N+1)—l, a fungao basica Li (x),

0€ i¢ N+1, pode ser expressa em termos de uma fungao basica
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padrao, L(x). De fato, se

l+x H -1 < x< 0
L(x) = < 1l-x ; 0 x< 1

0 : x € R - [-1,1]
entao
LX) =L x-1) 7 0€ i€ Nl

Outrossim, a aplicacao VL(A) @ loeal no sentido

I

que se X ¢ [xi, xi+i], 0¢ i¢ N, entdo VL(A)f(x) depen -

de somente de £, e f..,. Se f(x) esta definida para to-

i+l

do x ¢ I, temos VL(A)f z VL(A)f onde

f = (f(xo), f(x,) ... £(x_..)).

1) N+1
Alguns valores simples de VL(A)f(x) requer somen

te 3 multiplicacées e 4 adicoes. De fato, se

X € Exi, xi+iJ ; 0¢ ig N, entao

- I | - -
VpE(x) = (xy ,-%,) [fi(xi+1 X) + £, xi%

Daremos agora uma ideia do comportamento do erro.

Consideremos uma funcao simples f(x) = x2. Se

ey (x) = £(x) - VL(A)f(x), X € Exi, xi+l]’ 0 < i< N, entao

1 1

2 _ 2 - 2 -
€ (), = X7 = Xy (g XD (g 7Ry ) T o Xy (g ) Ry mxy)

Além disso, & verificado facilmente que
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2
xi) < ei(x) < 0

1
- Ry T

para todo x € [xi,xi+i], com o minimo sendo atingido quando

=1
X = > (xi+xi+1).

1l .2
Assim ||f VL) £l], s 7 1% o que mostra que

para f(x)=x2 o procedimento de interpolagao linear por peda-

gos & de 22 ordem, isto &, o expoente de h no limite do erro
e 2.
Usando esse limite podemos calcular a sequinte ta-

bela para particoes uniformes 4 (h):

h dim L(A (b)) 1%* - Voo (b)) ||, |
1 2 | 0,25
| 107 12 0,25 x 1072
1072 102 0,25 x 1074
1073 1002 0,25 x 1078

Este procedimento & de 22 ordem para todas as fun-
¢oes suficientemente regulares.

Quando m=2 obtemos o:

1T - Procedimento de Inteapolacao Spline Cubica

Veremos agora, o procedimento de interpolagao

spline cibica, os quais é de 42 ordem.
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Esse procedimento de interpolagao spline € um me-
lhoramento sobre o p¥ocedimento de interpolagao cibica de Hermi
te por pedacgos, no sentido que produz uma interpolagao mais re-
gular, isto &, o interpolante spline & uma fungdo e CZ(I),eg
quanto que o interpolante cubico de Hermite por pedagos é somen

te.uma funcao e Cl(I). Alem disso, o interpolante spZine.de-
pende (aproximadamente) da metade dos parametros do interpolan-
te clbico de Hermite por pedagos [13].

Comecaremos com uma definigao bdsica de spline ci-

bica, devido originariamente a Schoenberg.

Definicdo 2.1.5-[13]

Dado A, seja o espaco das sgplines cubicas com
respeito a A, S(4); o espago vetorial de todos os polindmios
cibicos por pedagos, duas vezes continuamente diferenciavel em

I, com respeito a A, isto &,

S()

{p(x) € CZ(I) | p(x) & um polindmio cibico em cada sub-
-intervalo [xi,xi+l] , 0¢ 1 ¢ N definido

por A}.

Claramente, o polindmio cibico de Hermite por peda-
¢os h(x) ¢ Cl, isto &€, h(x) ¢ H(A) & uma fungao spline se
e somente se h ¢ CZ(I).- Reciprocamente, toda fungao sgpline
cibica s(x) ¢ H(A) e temos portanto a inclusao S(A) Cc H(A).
Além disso, a dimensao de S{(A) & N+4, enquanto que a dimen-

sao de H(A) & 2N+4. Assim podemos representar toda funcgao

spline clbica 's(x) em termos das fungoes base

] v ' '__>

<



N+1

{hi(x), hi(x)} =0 de H(A) muito embora essas fungoes ba-

se nao pertencam a S(A). De fato, temos
N+1 1
s(x) = .Z (s(x,)hy (x) + Ds(x,)h](x))
i=0
£ natural definir o seguinte procedimento de inter-
polagao spline cubica. Ahlberg, Nilson e Waléh, referem-se

a esse procedimento como procedimento do tipo I.

Definicdo  2.1.6-[13

- 1 1 n+3 .
Dade f = {fo, oo fN+l’ fo' fN+l} e R 7, seja

VS(A) £, o interpolador S(A) da £, com uma Qnica spline,

1

s(x), em S(A) tal que s(xi)=fi, 0¢ ig N+l, e Ds(xi) = fi'

i =0 e N+l,

Teorema 2.1.1-[2]

1 1

Para cada conjunto {fo, fl,..., fN+l’ fo ’ fN+1}
de valores, existe exatamente uma s(x) ¢ S(A) tal que
s(x,) = £ 0¢ 1ig¢ N+l ; Ds(x ) = fl ; Ds(x ) = f1
i i’ s s ! o o ' N+1 N+1
(2.1.5)

Prova: Primeiramente lembramos os sequintes resul=-

tados.

Lema 2.1.1-[2

Existe exatamente um polindmio cibico
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3
c(x) = z am(x—a)m os quais assume os valores dados de c(x) e
m=0
Dc (x) nos pontos extremos de qualquer intervalo [a,ﬁ] ;  a¥b.

Este polinomio &:

c(x) = c(a) + Dc(a) (x-a)

-

+ | 3¢ -cla _ _pcb) + 2Dc(a) 2

3 * (x-a)
(b-a) (b-a)

—

- | 3
. |- pcb) -cla) . Deb) + %C__(_La | (x-a) (2.1.6)
(b-a)” . (b-a)

b

A primeira afirmacaoc seque do fato de que o determi
nante da matriz que relaciona cla), Dp(a); c(b), Dc(b) e os

quatro coeficientes a e (b-a)-4 # 0; para bgfa. A equagao

(2.1.6) segue entao por inspecao.

Conolanio 2.1.1-[2]

se f, e fi sao dados para 0 ¢ i ¢ N+1, entdo e-
xiste exatamente um polindmio clbico por pedagco h(x) € Cl, com

nos xo, Xyreoes X4’ .os quais satisfaz h(xi) = f
1

i

il

Dh(xi) = f 0 ¢ 1 ¢ N+1

Lema 2.1.2-[13]

Seja Xj_1 € X < X, para algum 1 ¢ i ¢ N e p(x)
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e q(x) dois polinomios clbicos satisfazendo

p(x;) = q(xi) = £, e Dp(x;) = Dq(xy) = fi

Entao sz(xi) = qu(xi) se e somente se

1
bx; Dp(x;_;) + 2(8x; + bxg_()E] + Axy _y Dalxy,,)

- -1 - -1
= 3[Axi—l(Axi) (q(xy,4) £,) + ax, (ax

YIRS JC AR

(2.1.7)

onde Ax, . = x

1.1 7 Xy T X1 & MKy E X T Xy

Prova

Para X <X <Xy construimos p(x) do seguin-

i-1

te modo: -

' 1
P(x) = plx,_;)h, _; (K)+p(x,)h, (x)4Dp(x,_;)hi_) (x)+Dp (x, ) (x)

onde hy_ ,, hy, hi-l' hi sao as fungdes base do interpolante

ciibico de Hermite por pedacos [13].

Portanto temos:

3x-x )% 2(xx )3 3 (x-x,)
p(x) = p(xi_l) 5 + 3|* Px) |1 - 3
(xy=%3-1) (xy-%41) (% =%y
2 (x-x.)° (x-xi)2 (x-xi)3
- 1 + Dp(x, )} +
3 R I L
(x3=%3) X;7X31 17%¥4-1
2(x-xi)2 (x—xi)3
+ Dp(xy) | (x=x;) + +

=%
(xi-xi_l) (xi-xi_l)
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agrupando convenientemente podemos escrever p(x) da seguinte

maneira:

-2
p{x) = p(x,) + Dp(x,) (x-x;) + [3(p(xi_1) - px.)) (x;-%x, )

+ (Dpx,_q) + ZDp(xi)Xxi-xi_l)—l'] (x-xi)2
‘ -3
+ [é(p(xi_l)'- p(x,)) (x,=x; )

4 (Dp(xi_l} + Dp(xi))(xi-xi_l)-2 ](x-xi)3

e portanto:

p?px) = 6(p(x,_)) - p(x,)) (x,-x, 1) > + 2(p(x,_,)
+ 2Dp(xi)(xi-xi_l)‘l + 12(p(x,_;)
- plx Mxx, 7 k) ¢ 6(Dplx, )
-2 “
= Dplxy)) (xy=x, ;) "(x-x,)
portanto B

sz(xi) = 2 [ 3(p(xi_l) - p(xi))(xi'-xi_l)'2

+ Dp(xi_l) + ZDp(xi))(xi-xi-l)-l ]

Semelhantemente, para X, < X < X{ 410 construimos

. q(x) do seguinte modo:
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q(x) = qlx;) h (x) + qlx,,;) hy,1 (x) + Dalx,) hy(x)

1
+ Da(xy 4) hy,, (x)

e assim obtemos:

-2
g(x) = q(xi) + Dq(xi)(x-xi) + [?(q(xi+l) - q(xi))(xiﬂxi+l)

-1 2
+ (Dg(x ) + 2Dq(x1))(xi—xi+l) '](x-xi)

i+l

-3
+ [ 2(q(xi+1) - q(xi))(xi-xi+l)

- 3
+ (Dq(xi+l) + Dq(xi))(xi-xi+l) 2  ](x—xi)

portanto:

pPqx) = 6laley,y) = abeg) tryxy )™

-1
+ 2(Dq(xi+l) + ZDq(xi))(xi'xi+l)

-1
A.+ 12(q(xi+l) - q(xi))(xi-xi+l) (x-xi)

»

+ 6(Dqlx,, ) + Dalx,)) (x,~x, )72 (x=x,)

i+l

portanto:

qu(xi) =2 [?(q(xi+l) - q(xi))(xi-xi\gl)'2

+ (Dq(xi+1).+ 2Dq(xi))(xi—xi“_l).l }
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Assim temos a iqualdade se e somente se

2

3plx,_y) - plx)) (xy=x, )72 & (Dplx,_ ;) + 2Dp(x,)) (x;=x, )7

=2

= 3(qx, q) = alx,)) (x,=x, )"+ (DR (xy,,)
-1
+ 2Dq(xi))(xi-xi+l) .
Mas A&x, ) = X.,=X, ; € AX; =X, 07X, J assim

3(p(x,_)) - plx,)) (ax, ;)7 + (opxy_y) + 20p (x,)) (4%, _) "+

2

= 3(qlx,,;) - alx,)) (x)72 - (Dg(xy,;) -  2Dq(x,))@x,) "

> 3p(x, ) (%)% - 3p0x,) (ax )%+ Dpexy ) (ax) % (axy )

+

e 12 i 2 _ 2
20p (x,) (a%) % (ax,_1) = 3a(x,, ) (ax;_ 1) = 3a(x,) (ax; ;)
Dq(x,,,)Ax, (Ax )2 - 2Dq(x,)ax, (Ax, )2
i+l i i-1 s | i i-1
dividindo-se ambos os membros por (Axi-l)(Axi) temos
3p(x, ) (ax, ) Yax, - 3p(x,) (ax, 1) tax, + Dp(x, ,)ax
Plxgq/ 8%y 4 g " CPIX ARy 40 AXy PiXy_1/8%4

+ .ZDp(xi)Axi =

_ -1 _ -1
= 3qix, ) (ax,) “ax,_, - 3q(x;)ax, , (ax,)

Da(xy . )ax,_, - 2Dq(x,)ax, ; .
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Assim:

Yox, + 2Dp(xi)Axi + Dg(x

(xy_y)8%y 1+4178%5.7 +  2Dq(xy)ax,

= : -1 - =1
= 3q(x )(Axi) Ax,_4 3q(xi)Axi_l(Axi)

-1 -1
_ )(Axi_l) Axi + 3p(xi)(Axi_1) Axi

Como por hipotese p(xi) = q(xi) = fi

= gt .
Dp(xi) = Dq(xi) = fi , temos:

1 | ' 1
Dp(xi_l)Axi + 2 f1 Ax, + Dq(xi+1)Agi_1 + 2 fi Ax

i-1

1

. - L3 -1
= 3q(x )(Axi) Ax 3f Axi_l(Axi)

i+1 i-1 1

-1 -1
- 3p(x, ) (8x, ;) "ax, + 3 £, (Ax, ,) “8x,

portanto:

)

Ax

i

1
Dp (x;_p) + 2(8x; + Ax; ) )y + 8% Dalxy,,y

-1

= 3 [Axi-l(Axi) (Qlxy,y) - £,) + ax, (8x, ;) (£, - p(xi_l))]

Podemos agora provar que o procedimento de interpola

¢ao gpline esta bem definido.
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Teorema 2.1.2 - [2]

Seja h(x) um polindmio cibico por pedago de classe

Clu
1.
Dado h(xi) = fi y 0 €1 ¢ N+1 e fo £ Dh(0) ,
f§+1 = Dh(l), existe exatamente um conjunto de valores

fl s Dh(xi), l1¢<ig¢N, talque he S(A), isto &, h € C2.

Prova

Pelo Lema 2.1.2 a continuidade da Dh(x) & equiva

lente ao conjunto de N equagoes lineares

1l 1l 1l
Ax, fi-l + 2 (Axi + Axi_l) £+ 0xy fi+l
=3 | ax, ,(ax)"t 0. + Bx (ax, )7L af (2.1.8)
i-1 i i i i-1 i-1 ! o
l<ig¢ N; onde ij's X541 = Xy © Afj z fj+l - fj; 0¢3J¢sN;

para as N incognitas fi: 1 ¢ 1 ¢ N. As equagoes lineares

(2.1.8) podem ser reescritas na forma:

BT = k (2.1.9)

on@g B = [ bij ]



b,. =
1]
isto e,

k. =
i

B (o]

B

vetor

2 (Axi + Ax ) ; l < j=1i ¢ N

i-1
Axi ; 1l ¢ j=i-1 ¢ N-1
d
Axy 4 ; 2 ¢ j=i+l ¢ N
0 ; no resto (2.1.10)

€ uma matriz tridiagonal e K = [ki]

-1
3 [Axo (Axl) Afl

-1
+ Axl(Axo) Afo] - Axth(O),
L =1

para
-
3 Axi_l(Axi)
L

1 -1
AE, +hx, (Ax, 4) Afi_;J 11 ¢ig¢N

p—

_ -1 _1
3 {fo_l(AxN) Afg + AXN(AXN41) AfN_l] - Ax_,Dh(1),

para i =N (2.1.11)

Notemos que para Axi = Axi_1 = Axi+l = h; a matriz
Ki; podem ser escritos como:
4 h ; l g j=i¢N
h ; l ¢ j=i-1 ¢ N-1
h 1 2 ¢ J=i+l ¢ N

0 ; no resto (2.1.12)



(
3 [ Afl + Afo.] - hDh (0) ;: 1 =1
Ki = ﬁ3[Afi+Afi_l] : 1 <1 <N
3 [ Afy f AfN_l] - hDh(1) ; 1 =N (2.1.13)
|

e ainda o vetor Ki' pode ser escrito na forma matricial, como

segue:
£

=3 0 3 0 0 0...0 0 0 -h 0 £

0 =3 0 3 0 0 ... 0 0 0 0 0 £

.
FHh ecsecoscce

0 0 0 0 0 0 ...-3 0 3 0 -h
ph(0)

Dh(l)
(2.1.14)

Observagao:

Escrevemos o vetor X, na forma matricial para fa-

cilitar a programagao.
A matriz tridiagonal B, do sistgma linear é estrita
mente diagonalmente dominante e portanto pelo Teorema de Gersch

gorin (Teorema 1.7) tem somente auto-valores nao nulos, e assim

B é nao singular. As N equagdes em (2.1.8) sdo portanto linear



~

mente independentes e portanto determinam fi; l ¢1ig N, Gnica

mente.’
O Coroldrio 2.1.1 e o Teorema 2.1.2 implicam no Teo
rema 2.1.1, o que conclui a prova.
Os Lemas 2.l.1 e 2.1.2 podem ser usados para plane -
jar um eficiente esquema computacional para o calculo de fungao
1 1

interpoladora VS(A)f’ dado fi' 0 ¢ 1 g N+1, fo e fN+1

onde f ¢ Cl(I). Neste esquema calculamos os valores fi '

1l ¢1i¢ N, pelas equacoes (2.1.8); ou seja, resolvemos o siste

ma (2.1.9) para fl e escrevemos

N+1

Vsn)® = £

N
1.1 1.1 1l 1
. fihi(x) + £ ho(x) + i£1 fi hi(x) + £ hN+l(x)

0

Para construirmos a matriz B, primeiramente calcu-
lamos e armazenamos Axi' 0 ¢ i ¢ N, os quais requerem N+1 o-

peragoes aritméticas, em sequida calculamos 2(Axi+Axi_1),

.- e

1 ¢i¢N, os quais requerem 2N operagoes, num total, portan-
to, de 3N+l Operagées, onde contamos ambos, adigao e multipli-
cagao, como operagoes. Para construir o vetor K, primeiramente
calculamos Afi = fi+l - fi' 0 £ i N, os quals requerem N+l

operagoes e ent3o calculamos as expressoes dadas em (2.1.11) as

requerem 6N+4 operagoes, num total de 7N+5 operagdes. Final -

nente, resolvenos o sistena linear (2.1.9) pelo nétodo de Elimi-

nacao de Gauss para matriz tridiagonal o qual requer 5N-1 opera

goes. .
Aésimlé requerido‘um total de 15N+5 operagoes arit-

‘méticas para se calcular o vetor fl. Ademais, com esse tipo de
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representagao de VS(A)f’ uma avaliacao simples de £ (x)

VS(A)

requer na maioria somente 20 operacoes aritméticas.

O Teorema 2.l1.1. tem como consequéncia

Conolanio 2.1.2 - [2]

S(4) @& um espagco vetorial de dimensao N+4.

Prova

A equagao (2.1.5) determina para cada s(x) € S(A)

1.1

n+1'forfg4y} ¢+ O Teorema 2.1.1, mos

um Gnico vetor '{fo,fl,...,f

tra que a equagao (2.1.5) determina, reciprocamente uma unica

1.1
o'fN+l}

s(x) € s(A) para cada vetor {fo'fl""’fN+l'f

Corolanio 2.1.3 - [2]

O conjunto ¢, (x) € S(4), O ¢ i ¢ N+3, definida pe-
las condigoes:
(

) = 0;

- - (00 i) -
¢j(xi) =4,, = {1, S D¢j(x0) = D¢j(x

ij ; 1=3 N+1

0 ¢ i,j ¢ N+l

~

< N+l

by (Xy) =

D"N+2(x0) = D¢N+3(XN+1) =17 Dd’N+2(xN+1) = D¢N+3(x0) =0
| (2.1.15)

€ uma base para o espaco vetorial S(A).
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Assim pelo Teorema 2.1.1 e Corolario 2.1.3, temos
que uma spline cubica, s(x), se exprime como;
N+1 1 1
s(x) = zof ¢4 (X) + 50 o (X) + £ 60 o (x)
Apresentaremos agora as expressoes dessas fungoes

bases, ¢i(x), 0 £ i s N+3.

Para melhor esclarecimento, notemos que os elemen -

tos ¢, ;5 gque aparecem nas expressoes das fungoes bases sao ob
!

tidos pelo produto da inversa da matriz dada em (2.1.12) pela
matriz dada em (2.1.14).

Assim, obtemos as formulas: (2.1.16)

Para X ¢ [xo,xl} ; temos:
[ ¢ 3, S1,441 i+l 3
R A )x+( —'7—)}; =0
3
(= - 1hi+1)x + (- —sz'+—l)x} ;o1=1

. (x) = < c c

1 1,i+41 2 i

{- b X + “l;%il X3} i 0 ¢i ¢ N+3 ; para
i#0, i#1 e iFN+2

c
1,1+ -
{x--(—’-i—-l-+3x2+(—-Lf—ll+l )X}, i = N+2

h h

Para X e [X,,X 1 ¢kgN-1

k1l



¢i(x)

<
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c : 2c

c, .
k,i+l h "

c c
k+1l,i+] k, i+l 3
- é + r2 ) (kh) } + {ck,i+l

h h

c . 2c
2 k+l,1+l)+ ' k'i+1)(kh)
h h
c c c . 2c
3¢ k+l§i+l-+ k,i;l)(kh)Z x + |- ( k+1,i+1 + k,i+1)
h h h h

Co1 3 c fo)
h h hz
(o]

: %+1Jx3} i 0 ¢ i¢ N+#3 ; para izk e iFk+l
h o

3 Cx+1,1+1 . 2°k,1+1)(kh)2

-cC (kh) - ( +
k,i+l h2 " )
2, Sktl,a41 . Ckyily o003 3
al e 5— + —L5—=) (kh)"| + [c + 2(
h> he h? k, i+l 2
c i 2¢ c Cy
+ KHl il k’i+l)(kh) + 3(_23 + k+151+1 + k,;+1)
h h h h h
c . 2c
. (kh) 2 X + |- ('—3-2- + k+l’l+1 + K, i+l -3 (_25 +ck+&i+1
+ E-]5-'-%15)&11) 2, |2, S, Skoael |3y
h X h3 h —;T— ' =
C, .- 2¢c
3 k+1,i+1 k,i+l 2
© (kh) + (== - 22232 - %222 (kn)
k,i+l h2 n "
2 . Sk+1,i+1 . Sk,i+l 3 |
- O + el KedE) (kn)?| 4 |
h3 h® h2 } [ K, i+l
c . 2¢ e
h h h h h
c c 2c
kod+l 2 3 )+l , 141 K, i+l 5
+ —L ) (kh)“|x + | ( - 1 - P ) = 3(-
SRS I

2 2 +

C c c

k+l,i+1 k,i+l 2 2 k+1,i+1

2 + ) (kh) |x~ + |- ’
h h J [ ho h?

(o
"EL%il_]x3) ;1= k+l
h
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Para X ¢ [xN,xN+l], temos:

2c c
{{- Sy q4q N0) = (Rl ()2 - <—Hi§il)<uh)3J
’ h h
j iy, 141 3ey, 141 2
+ ey 441t (———L=——=) (Nh) + (———47——)(Nh) X
r h h .

h h2 h?

0 ¢ i ¢ N+3; para i#N; i#N+1l e i#N+3

2c 3c Cyr s
s TS ( N,1+l)(Nh)Jx2 +_[:N,1+l}x3};

2c.. . :
3 N,i+l 2 2
{[} - c (Nh) - ( + L Y{Nh)"™ = {(
N,i+l ﬁ? h h3
c 2¢
N,i+l 3 3 N,i+l
+ ————5—)(Nh) + cN,i+l+ 2(——5 + ——L=—=) (Nh)
h h h
2 °N,i+l 2 3 %%y 441 2
h h h h h

°N, i+l

(o]
M (Nh)}c2 + [—25 + —Nﬁﬂ}xz‘} ;=¥

2

3 °N, i+l 2 2
{|- ¢ (Nh) + | - L ) (Nh) ™ = (=
[ N,i+l 12 ) w3

c 2c.. .
N,i+l 3 _ 3 _ "°N,i+l
+ -—;7——)(Nh) } + [%N,i+l 2(—;7 ‘“‘i—‘?)(Nh)

o - ‘ 2c
2 N,i+l 2 3 N,i+l 2
+ 3(- + L ) (Nh) “{x + | ( - L ) - 3(- —3
h° h? }- [_ h* h h

C C
+ —ﬁL%il)(Nh{]xz + [— 23 + Nl§+i}x3} . i = N4l
he h h

2c
1 N, i+l 2 _ 1
CN, i+l 3 | 1 2CN i+l 1
+ —:2——) (Nh) :’+ E:N'iﬂ + 2(; + __}’1——) (Nh) + 3(-?

C., . 2¢
4 —1;:3—*-%) (Nh)?']x " [— <;1-1 +-—N-;’ﬂ) - 3(—}117

(o] . (o] .
+ it (Nh)]xz + [:3 + N;;’“l ]x"’}; i = N+3
h
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Obsenrvacoes:

1) As formulas (2.1.16) podem ser obtidas da sequinte ma
neira: |

Seja E-1 a inversa da matriz dada em (2.1.12) e se-

ja D a matriz dada em (2.1.14). Temos entao que o

sistema (2.1.19) se escreve:

£l = (E-lD)f = f

Cf.

Substituindo-se os valores de £ em (2.1.16), sem

efetuar o produto Cf, e agrupando-se convenientemente,

obtemos as fungoes bases b (x).

2) Os graficos das fungdes bases sobre 5 pontos encontram-

-se no Apéndice deste trabalho.

. Examinemos agora, como podemos desenvolver a apli-
—— ~ e

cagao interp&lagéo Vé(A) em S(A), as quais usam somente N+2

valores £ = (fo, fl’ ceey fN+1) como em VL(A)‘ Nossa idéia é

usar localmente polindmios ciibicos na interpolagao de Lagrange

em ambos os fins dos intervalos para valores aproximados, nos

qua;s supomos que f1 = DEf(0) e f§+l

0 = Df (1), os quais serao

usados para se calcular aproximagoes para VS(A)f'

Mais precisamente, se N > 2, isto €, se A tem no

minimo dois pontos interiores, definimos



Polx) = ] mg  (x)E

N-2&) = L omgo g o0y

onde

para k=0 e k = N-2, Aproximamos as derivadas fé = Df(0)

e § Df (1) do sequinte modo:

N+1

Df(0) = DPO(X) e Df (1) = DPy (x) (2.1.17)

-2
Usando essas aproximagoes das derivadas, entao cal-
culamos o interpolante splinme cubico como antes.

A aplicagao interpolagao V f & nao loecal, is-

S(a)
to e, VS(A)f(x) depende de todos os valores fi' 0 ¢ 1 ¢ N+1,
1 1l
fo e fN+l'

Daremos agora uma idéia do comportamento do erro nes
te procedimento, consideremos uma func¢ao simples f(x) = ex. Pa

ra o caso especial de X, = 0, X, = 1/2 e X, = l, o sistema

linear (2.1.9) se reduz a uma equacao linear a uma incognita:
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b = 2(Axl + Axo) = 2

= Axo = 1/2

_ -1 -1 -
k., = 3[Axo(Axl) Acy + Axl(Axo) Aco] Axth(O)

= - -1
= 3(c2 co) 3 Dh(0)

portanto:
1 1 1 _ 21
2c1 + 3 ¢ 3(c2 co) 5 Dh(O).
X X
- _ i, S i
mas c, = h(xi) = fi e ; Dh(xi) fi - e

portanto: ¢, = ¢ ; ¢,=1 1 Dh(0) =1

1,1, _ I
portanto: 2c1 +5e= 3(e - 1) 3

1_3 1 o5 1
portanto: ¢y = 3 (e - 1) - T (1+¢e) = -1

e "5(0,1/2,1)ex = ho(x)+hé(x)+e1/2hl(x)+(%e—%)hi(x)+eh2(x)

+ ehél)(x).

Para partigcoes uniformes A(h) com maié nos, te -
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mos a seguinte tabela:

' X b'4

-4

1/4 7 0,26 x 10

1/5 8 0,11 x 1074

1/6 9 0,53 x 10™°

1/7 10 0,29 x 107>
-5

1/8 11 0,17 x 10

Desde que o erro aparentemente descresce de um fa-

tor aproximadamente 16 = 24, quando temos o mesmo comprimento

da malha, temos que o procedimento de interpolagao spline & de

42 ordem para f(x) = e*,

Esse procedimento de interpolacdo & de 42 ordem pa-

ra funcoes suficientemente regqulares.

2.2 - Problema em Duas Dimensoes

Veremos agora procedimentos de interpolagéo em duas

dimensoces analogo ao procedimento de interpolagdo em uma dimen-

sao.
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1 - Intenpolacao Bilinear por Pedacos

Seja L(p) = L(A) @)L(Ay) (o produto tensorial), is

to &, L(p) & o espaco linear de dimensao (N+2) (M+2) de todas

as funcoes da forma

N+1 M+l v
L(x,y) = ] ) S5 £, (x) £j(y)

i=0 3j=0
Claramente L(p) pode ser caracterizado como o espa
¢o vetorial de todos os polinémios bilineares por pedagos, con-
tinuos com respeito a p. De fato, se ¢ (x,y) & uma tal funcgao,
entao para cada 0 < i< N, 0<¢ j< M,

e (x,y) ¢ [xi’xi+l] X [yj’yj+1]’

$0,Y) = 0 0ryuys) Ly IS Y) + @ lkyg0yy) Ly () L300

Assim

Nfl Mfl T
¢ (x,y) = o (x,,y.) £, (x) £, (y)
i=g §=0 + 3 1 3

e portanto ¢ ¢ Lip).

}N+l, M+1

157i=0, §=0 ; definimos

Dado o vetor £ = (f

/ N+l M+l
L(p)f = izo j£0 fij 2, (x) zj(y) (2.2.1)
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como a aplicagao interpolacao em L(p). Se fij = f(xi,yj),

0¢«is N+l, O0¢ j < M+l, onde f(x,y) esta definida para to-
do (x,y) € R, podemos notar VL(p)f por VL(p)f'
Daremos agora uma caracterizacao de VL(p)f em ter-

mos do esquema da interpolacao em uma dimensao.

Teonema 2.2.1 - [13]

Se f(x,y) esta definida para todo (x,y) ¢ U, en-

tao

v

Vpo)f = VL(Ay) AT e AT vL(Ay)f (2.2.2)

Prova

Provaremos somente a 12 igualdade de (2.2.2) a se-

gunda & provada de maneira semelhante. Por definigao:

N+1
VL(AY) Vot = vL(Ay) I £(xy,y) 2 (x)

i=0
M+1 N+1
= jZO ( izo f(xi,yj) £i(X))£j(Y)
N+1 M+l
= 7 zo f(xi'yj) 2, (x) Lj(Y)

=0 j

VL(p)f
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1T - Inteapolacdo Splinme Bi-Cubica

Falaremos agora sobre a interpolagao splime bi-ci
bica.
Para o espaco vetorial S(Ay) de dimensao M+4 se

ja {¢j(y)} , 0 ¢ j ¢« M¥3, a base definida no Corolario 2.1.3

do Teorema 2.1.1. Consideremos o produto tensorial
S(p) = S(a) ® S(Ay). S(p) €& o espago vetorial de dimensao

(N+4) (M+4) de todas as fungSes da forma

N+3 M+3 |
s(x,y) = mzo n£0 B b %) fn(y) | (2.2.3)

As fungoes by © ¥y, sao clibicas por pedagos e de
classe C> em U : [0,1] x [0,1). Além disso, qualquer produ
to ou combinagcao linear de by € Vp .@ bi-cibica por pedago
e de classe cz, isto &, .s(x,y) € C2 em U  para qualquer es-

\

colha dos coeficientes "Bun+ Reciprocamente, toda fungao, as
quais é um polindémio bi-clibico em cada retdngulo

- o 2 » - .
[xi-l'xi] x [yj_l,yj] + e & de classe C° em U, estd em S(p).

Teorema 2.2.2 - [2]

Seja dado os valores:



]
fij = f(xi,yj) i 0 g1 g N+l , 0 ¢ J g M+l
fl’o =D f(x,,v.) ; 1 =0,N+1 ; 0 g j g M+1
ij X il j ’ [} ’ ~ J ~ -
<l
£901 o b F(x,,y.) 3 0 ¢ i g N#1 ; 3§ = 0,M+1
iJ y il j ’ ~ < ! . r
2l o b Db f(x.,y.) 3 i=0,N41 ; 3 = 0,M+l (2.2.4)
ij xy i’ j ’ r ’ 1 4

Entao existe exatamente uma funcao bi-ciibica por pe

dago

Prova

As equagoes

s(x,y) da forma (2.2.3) as quais satisfaz (2.2.4).

(2.1.15) (e suas analogas para wn(y)),

implicam que, para fungoes da forma (2.2.3), as equagOes (2.2.4)

sao equivalentes a:

N+3 M+3
£ = £(x;0¥5) = mzo nzosmn¢m(xi)wn(yj) = 8y4
1.0 N+3 M+3 B
' = = =
£1L = D E(xgyy) mzo nzosmnn¢m(xi)wn(yj> {,
para 0 ¢ j s M+l
0.1 N+3 M+3 {s
] fi§ =Dy flg vy = L niosmn¢m(xi)°wn(yj’ =g
nmara 0 ¢ 1 ¢ M+l
1.1 N+3 M$3
= = ) = Dé_(x,)D .
£14° = DD Elx;,yy) mzo 1 BDon (2%, 1)
EN+2,M+2 P 4=0
we2,me3 ¢ 2507
Bea,mez F 17N
L Ba+3, M3 ; TNHL
\

{Os i ¢ N+1

0 ¢ jsM+l
42,5 | A0 }
N+3, § ; i=N+1
iMe2 ¢ 9T }
i,Me3 § I
j=0

j=M+1

j=

j=M+1

(2.2.5)
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Desde que an ocorre exatamente uma vez no ulti-
mo membro das (N+4) (M+4) equagoes precedentes, e cada uma des-
sas equacdes sdo equivalentes a uma das (N+4) (M+4) condigdes

(2.2.4), o teorema segue.

No teorema anterior a existencia e unicidade da

fungéo bi-clbica s(x,y) € C2 da forma (2.2.3) satisfazendo as

condicoes (2.2.4) estd provada.

Dado,o vetor:

: 1,0 ,1,0 0,1 0,1 1,1 .1,1 1,1
E2 U850 £5050 fnen, 90 filor filmerr folor foomerr fnel 1
fl'l } para 0 s i ¢ N+1 - ; 0 ¢ j € M+l; definimos:
N+1,M+1 N N ! N !
N+1 M+1

h
|

s(f =L JZo £y40; ()5 ()

M+1
+ ] (f
j=0

1,0 1,0
,3¢N+2(x) * fye1, J¢N+3(x))w (y)

N+1

+ z (fO 'l 0,1

1,002 ¥) * Ej g Va3 (V)05 (%)

1,
0, (%) ¥y 3 (7)

1
(x)y M+l N+2

we2 )+ £y

1,1

1,1
N+1, M+ b3 (XD ¥y 5 1Y)

tEnel, 00n+3 (X) Va2

(y) + £

(2.2.6)

como sendo a aplicagao interpolagao em S(p)
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1,0 1,0
S , = . Y.) rY o= , VL) ' . = '
e fi,] f(xl yj) fO’J Dxf(O yj) fN+l,3 Dxf(l yJ)
0’1 = . O’l = . l’l =
fi,o H Dyf(xi,O) ; fi,M+l = Dyf(xi,l) ; f0,0 z Dnyf(0,0)
l’l = » l'l =
fO,M+l = Dnyf(O,l) ; fN+l,O = Dnyf(l,O) e
fl'l = DD £(1,1) para todo 0 ¢ i ¢ N+l e 0 g j s M+l
N+1,M+1l xy ' ) N * s !

onde f(x,y), Dxf(x'y)’ Dyf(x,y), Dnyf(x,y) estdo definidas pa

ra todo (x,y) ¢ U, podemos notar VS(p)f por Vs(p)f.

Daremos agora uma caracterizagao de VS(p)f em ter-

mos do esquema de interpolagao em uma dimensao,

Teonema 2.2.3 - [13]

Se f ¢ CZ(U) entao:

vs(p)f - VS(AY)VS(A)f = Vs(A)Vs(Ay)f (2.2.7)

Prova

Provaremos somente a 12 igualdade de (2.2.7) a 22

é provada de maneira semelhante. Por definigao:
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N+1
) £(x,,y) e, (x) + D £(0,y)o. -(x)

v v £f=V
s(a,) s (8) s(Ay)[ Lo

]
+ Dyf(l,y)¢N+3(x)J

z Z f(xi'yj)¢i(X) + Dxf(olyj)¢N+2(X)

M+l [ N+1
3=0 | 1=0

+

Dyf(l'Yj)¢N+3(X) }Wj(y)

(x)

N+1 . :
+ | ] Dyf(xi,0)¢i(x) +‘Dnyf(°’o)¢N+2

i=0

+ Dnyf(1,0)¢N+3(x) ]wN+2(y)

+

N+1 .
[izoDyf(xi,l)¢i(x) + DD F(0,1) 4y, (x)

.Dnyf(l,1)¢N+3($)]¢N+3(y)

+

- Vs(p)f’

0 procedimento . em duas_dimens5es € andlogo ao proce
dimento em uma dimensao paré'interpolagéo spline cubica.
As equagles relevantes sao deduzidas nos seguintes
dois lemas.
Por definigao, a fungdo interpoladora Vs(p)f e i-

gual a um polinémio bi-cibico

3 3 .
" . ij m, . n
c,.(x,y) = } Yoo (%=X, 1) (Y=Y _q) (2.2.8)
ij m=0 nzo mn i 1l J-l
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em cada sub-retangulo Uijs {(x,y) | Xjog $X $X5, ¥yq €Y € yj}

l i s N+1 ; 1 € j s M+1.

Lema 2.2.1 - [2]

Seja f,.; fi’ dado nos quatro verti-

0. £0/
ij i R
U

ces de cada sub-retangulo i3

Entao existe exatamente um polinomio bi-cubico

cij(x,y) (2.2.8) os quais assumem os valores dados.
B S - -
A matriz Pij [Ymn] dos éoef1c1entes em (2.2.8) e
dada em termos da matriz  Kij de valores dados pela equagao ma -
tricial
A(Axi_l)Qij A(ij_l) = rij .(2.2.9)
onde
Bi-1,5-1 .  Bi-1,5
7T i
Bilj‘l : Blrj
com
f(xm,yn) Dyf(xm'yn)
B =
mn
D E(x +¥,) Dnyf(xm,yn)

e a matriz A(h) é definida por



e e e

,dé forma (2.2.3),.0s valores f
0« js M+l) ; £

£
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1 0 0 0
0 1 0 0
Afh) = 3 2 3 1
h2 h n? h
2 1 2 1
h n? n3 nZ

Prova

A primeira parte do Lema &€ o caso especial de N+l=
= M+l = 1 do Teorema 2.2.2. Desde que a equacao (2.2.9) & li-
near em Qij’ a segunda parte do Lema pode ser verificada por c§@~
culos mostrando sua exatidao para as dezesseis fungoes base

(x-xi_l)m(y-yj_l)n ; m,n=0,1,2,3.

Lema 2.2.2 -[2]

Se os valores (2.2.4) sao dados, entdo para s(x,y)
1'0 = . { .
i, - Dxf(xi,yj), (1 € i €« N ;

0,1

13 = Dyf(xi,y.); (0« 1 « N+1 ; 1 € j< M) e

J
13 = Dnyf(xi,yj) 1 s ig¢N; j=0,M, e i=0,N+t1 ,

l< j <M sao unicamente determinados pelo seguinte sistema de

2N+M+8 * equagoes lineares:

1,0 1,0 1,0
. . o+ . ’ ’
}Axi-lfi+l,3 2(Axi-l+Axi)fij + Axifi-l,j
AX Ax, .
= i-1l - i - .1 €1is<N
3 X, (fi41,57F1,9 'A_xi_'l‘fij £i-1,97]7 06 5 ¢ w1
< (2.2,10)



e
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1,1 1,1 1,1
AXjoafier, 5 T 2lx o wx )Ty +Ax £
-5l 2¥im1 0,1 L0l bx; 0,1 _0,1 1< i< N
B T e T I Y L T O R G PR B
(2.2.11)
0,1 0,1 0,1
R N B M S LV I S P T!
sy Ay . 0 £ i € N+1
=3 e, L f 0 4 —(f, f . i 1< 5 en
ayy i3 4,30 ayy oy ied 1501 * 3
(2.2.12)
1,1 1,1 1,1
My-1fi,ger T2V Y Ty AYyE Dy
A A 0 € 1 € N+1
= 3 —dzlgh 0 _g1,0) o _FY (1,0 g1,0 .
AY i, j+1 "ij AY4.p 13 i, j-1 1¢3j<M
(2.2.13)
Prova

Ao longo de cada malha y=yj : 0 ¢ 3 ¢ M+l

-s(x,y) = pj(x) € S(4) ; Dxf(x,yj) = Dpj(x)

Pelo Teorema 2.l1.2, o0s numeros

iy 1l £i ¢ N, sao unicamente deter-

Dpj(xi) = Dxf(xi'yj) = f
minadosvse pj(xi), 0 ¢ i ¢ N+1 , Dpj(xo) e Dpj(xN+l) sao

conhecidos. Desde que pj(xi) = fij , 0 £ 1 € N+1 ,
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Dpj(xo) = Dxf(xo,yj) ;e Dpj(xN+l) = Dxf(xN+1’Y') sao dados pa

ra 0 ¢ j s M+l, segue pelo Teorema 2.1.2 que f1 9 (L« i s N,

0 ¢ j ¢ Mfl) & unicamente determinado pelos M+2 conjuntos de

N equagoes (2.2.10); dado os valores (2.2.4). Por razao seme -

lhante as equagoes (2.2.12) determinam fo ; (0 £ 1 g N+1 ;

l ¢ j ¢ N); unicamente dados os valores (2.2.4).
Ao longo de cada malha y=yj ; J=0,M+1

N+3 M+3

D E(x,ys) = [ (o (x) )js mP¥n(¥)) = q,(x) e S(A) e
Y 3 m=0 J
D_f(x, y ) = Dg.(x). Desde que Dgq.(x;,) = f}’% , 1=0,N+1 ; e
_x_y_ J s R | i,3
a; (x ) = fg ; ; 0¢ i ¢ N+1 , & dado para 3j=0,M+l; as equa =~
, .

goes (2.2.11) determinam fi’% (¢ i ¢ N; Jj=0,M+l), unicamen
R [
te, dado os valores (2.2,4). Finalmente, para cada 0 ¢ i s N+l,

Dxf(xi,y) = zi(y) € S(Ay) , Dnyf(xi,y) = Dzi(y).
= - ¢1,0
Para cada 0 ¢ i ¢ N+1 , zi(yj) = Dxf(xi,yj) £ 3
0¢ j s Ml , & dado ou & unicamente determinado por (2.2.10) ;
e Dzi(yj) = Dnyf(xi,yj) ; j=0,M+1 e dado ou pode ser unicamente

determinado por (2.2.11)., Lembrando o Teorema 2.1.2 concluimos

fl 1

5 (0 ¢ 1 ¢ N+l) ; 1< j €M), & unicamente determina

que

do pelas equagoes (2.2,13) com (2.2.10) e (2.2,11), dado os va-

lores (2.2.4). Isto prova o Lema 2.2.2.
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2.3 - Analise do Eanro

Nesta segao, daremos um limite do erro para procedi
mentos de interpolagac introduzidas nas segdes 2.1 e 2.2.

No caso de problemas em uma dimensao, no#sa analise
& baseada sobre a caracterizagao da interpolacao de fungoes de
grau 2m-1 por pedagos como a solucao de um problema variacional
simples.

Agora relatamos e provamos essa caracterizagao va -

riacional de VHm(A)f°

Teorema 2.3.1

0 -1 .0
(£, fg,..., £ l ST fg+l,...

Seja 4 e £

verr £%1) dados e V= {w e PA™2(1)| Dlu(x,) = £, 0 ¢ 1¢N+l,
n+l i
0 ¢ jJ s m1},

O problema variacional de determinar as fungdes

p € V as quais minimizam ]IDmpIE sobre todo p ¢ V tem uma Gni

ca solugao VHm(A)f ,

Prova

Primeiramente, mostraremos que p ¢ V & uma solugao

do problema variacional se e somente se
(P , DM )y= 0 (2.3.1)

para todo



5 e v, 2 fwe PC™2(1)| plu(x,) =0, 0<i< N+l , 0¢ 3¢ ml},

isto &, se e somente se p & uma solugao da equagao de Euler
generalizada (2.3.1).
De fato, se p e V, entao p+aé € V para todo ni

mero real o e todo § ¢ Vo.

Além disso, se p €& uma solugao do problema varia

cional, a fungao

Gla) = || D" (pras) | |2

<@mp,Dmé>2 + 2a<®mp,Dm€>2 + a2<§m6,Dm€>2

(2.3.2)

e minimizada para ¢ = 0, Assim, por calculo,

o

aG _ m _m me M\ _
a—ﬁ—ZQDp,DGZ+2a<)6,D6>2—

Assim, dg:O) =0 = <Dmp,Dm6>2 =0 e obtemos (2.3.1).

Reciprocamente, se p € V & uma solucao de (2.3.1)

eweV, entao w-p € V0 e <@mp,me—Dmé>2 =0,

Assim, pelo Corolario 1.6 temos:

10" w-p)l 3 + | [D"ll3 = 1[0 + D" - b"dl|
2 2 2

= [[o™w-p)| 5 + [[0%l13 = |[0%]]
Portanto:

2 2
]IDmsz <l|meH2 nara todo w e V (2.3.3)
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e ©» & uma solucao do problema variacional.

Além disso, temos a igualdade em (2.3.3) se e somen
2 2
te se ]]Dm(m~p)[]2 = ||D™y - Dmp||2 = 0 ou usando a desigualdade

de Rayleicgh-Ritz (Teorema 1.1.3), se e somente se

m 2 m 2
lu-pll; < |10 WP |5 = 0

ou w = p. Assim o problema variacional e a equagao de Euler ge-
neralizada (2.3.1) tem no maximo uma solugao.

Em sequndo lugar, completaremos a prova mostrando

que  Vym )f é a solucao da equacao de Euler generelizada

(4

(2.3.1). Se 8§ e V entao por sucessivas integragcoes por par -

OI

tes, temos:

1
m m _ m m -
<D VHmfrD <S>2 = JOD VHmf(x).D § (x)dx

X,
f Llpmy f£(x).0"s (x)dx =
0 ’/x B

]
I~

i .
i

X.
i+l

]
| o~ 2

X,

0[§mvaf(x).om‘1a(x)]
1

i

X -
I i+le+lvaf(x).Dm L, (x)dx =
0

1]
Ho— =



- K§ -

N (Xi+l
+ZJ

™2, £(x).0™ %5 (x)dx =
N Hm

0 xi

X
1 } i+l

8 (x)

([ 1~

_ {DmVHmf (x) .0
i=0 Xy

[ ]
It -~

- X
[Dm+1v nf (%) D™ 25 (x) ] i+l
0 H Xy

m+2 m-3
o[P VoE (%) .D 6(x)]

+
l e~12

i

Ve (x) . D™ 26 (x) dx

t
e~

X
I i+l Dm+3
0

i X

i

Xi+1

|
e 2

[Dmv mf (%) .Dm-16 (X)]
ob H X

i i

m-2

i+l
G(x)]

]
e~

) [Dm+lvaf (x).D

i Xy

Xi+1
X
|

+ -‘c+

+
28 1

[Dm+2 Ve (%) D™ 35 (x)]

1

N X,
+ (-1)m+l Z [ézm—lUHmf(X).G(x)] i+l
i=0 xi

N o~

+ (-1 D™V ypf (). 8 (x)dx

Ix1+1 2m
0 ’x

1 i
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Assim, <DmVHmf,Dm6> = 0, desde que as primeiras so

mas se anulam devido ao fato de DJG(xi) =0 ; 0 ¢ 1 ¢ N+1 ;
0 ¢ j¢gm=1; e a iltima soma se anula porque VHmf(X) € um po-
lindémio de grau 2m-1 em cada sub-intervalo [*1'x1+1]'

0 ¢ i ¢ N.

A Identidade Fundamentat [1].

Seja VHmf(x) uma spline polinomial de grau 2m-1

em cada malha A:a = Xg € Xy € eee< X g = b e seja

£(x) ¢ Pcm’z(a,b). Temos a id?ntidade'

b
I {D™f (x) - DmVHmf(x)}zdx =
a

b m 2 b m m ) m
= I {Df(x)}"ax - 2 J {Df(x) - D VHmf(x)}D VHmf(x)dx
a a

b m 2
- J {D-Vmf (x) Y ax
2 ;

na qual a segunda integral do membro direito pode ser escrita

como:

b
I {p™f (x) - DmVHmf(x)}DmVHmf(x)dx
a

N X
I 1+1pMe (x) - DmVHmf(x)}.DmVHmf(x)dx.
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Em cada intervalo [x X, 1] podemos integrar por

partes m vezes; assim

N
) J LM (%) - D™V f (x) ID™Vmf (x)dx =
i=0 xi Hm H
N xi+l
= J o™ f(x){Dm"lf (x) - D™ 1y £ (x)}
LoV | i (O
e T S T
izo . {D X g (X) mE (X)ax
i
X
N i+l
= § D™V nf (x) (D" Ve (x) = D™ Ly mf (x))
i=0 HO H" : xi
N +1 i+l
-1 Vgme (x) (D" f(x) - D" vaf(x)}|
1=0 X,
+ bZI J“l[ 2¢(x) - D" 2y f.(x):lenV £ (x)dx
120 x HM Hm
i |
N ) Xi+1
= ] 0" () (0" TE () - D"yt
i=0' i
N » i+l
- § 0™ ) (0" P (x) - D"t (0))
i=

0 B | Xy
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N - X
+ (1™ 7 D" ne 0 (%2 (x) - DOVme 0} | 1
i=0 X
| i
m N (*i41, 0 0 2m
+ (-1)" ] J (D £(x) = D Vymf (x)}D“V nf (x)dx
=0 ’‘x

1 i

onde a Qltima parcela se anula, desde que, V mf(x) & uma spline
polinomial de grau 2m-1.

Portanto:

N X
) J *Lp" (x) - D™ ;f (1)} D™V nf (x)dx =
i=0 Xy B H
m ‘ b
- _yya+l, m-a m-a m+a=-1 i+l
= a£1( DD % (x) = DT VmE (%)} DT Vypmf () .
- i
Assim:
b b
f {D"£ (x) - D"Vynf (x)}2ax = j (D™¢ (x) 2ax
a a
m-1 b
a+l, m-q m-a m+a-1
-2 a;l -1 DT £ (x) - DT Vmf(x)} D Vpmf (%) .
-2 lzq ~1)™L (£ (x) -V (x) 102" Ly uf ) | I
120 = T g
i
b m 2
- J {D WV mf (x) } dx (2.3.4)
a

Na obtencao de (2.3.4), usamos a continuidade de

") - DV WmE ()} DM af ) em [a,B]
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para ¢ = 1,2,...,m-1.
| Nao impusemos nenhuma outra exigencia além de
Vimf (x) ser uma spline polinomial de grau 2m-1 e
£(x) ¢ PC™2(a,b).
| ‘A equagao (2.3.4) e a <identidade fundamental pa

ra uma s8pline polinomial simples de grau 2m-1l sobre a .ma-

lha A.

Como Corolario da equagao (2.3.1) do Teorema 2.3.1

obtemos a chamada Primeira Relagac Integral

Conolanio 2.3.1

Se f ¢ Pcm'z(I) e VHmf.s VHmfm onde
£ = DIe(x,) e DIV pf(x,) = £3 ; O < i <Ml ;: 0¢ 3 ¢ m-1
i i Hn'l i il [ N ! £ J €

entao

m 2 m m 2 _ m 2 ,
HDVW¢H2+-HDVHJ-Dflb = |Io%¢ I3 -(2.3.5)

O resultado seque imediatamente da identidade fun

damental: (equagao (2.3.4)).

Usando o mesmo tipo de integracao por partes pode

mos provar o sequintes resultado:
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Teorema 2.3.2

Se g ¢ Pc2m,2(I) ; g(xi) = fi e ng(xi) = fi
para 0 ¢ i ¢ N; 1l g jg¢gml , entao
2 2
ID™ (g-V mf) 115 = <g - Vgt D2 ), (2.3.6)
Para o caso especial em que fi = f(xi) e

fg = DJf(xi) para 0 ¢ i < N; 1lgjgml e g=7f£f obte-

mos a chamada Segunda Relagao Integral.

Prova

b 2
I5™(g = Vime) I3 = J D" (g(x) - Vimf (x))] ax
a .

N X 2
= ] J H411p™ (g (x) = V nf(x)| dx
=0 xi [ Hm ]

integrando por partes m vezes; obtemos

N (x 2
) i+1[Dm(g(x) - Vnf(x)| ax =
i=0 Xy

m - -
- z (_l)a+1{Dm-%“x) - p™ %y f(x)}{Dm+a lg(x)
a=l H

X
- Dm+a-1VHmf (x) } i+l
X
i
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2m

N *ia 2m
J {g(x) = Vynf(x)}{D"g(x) - D Vmf (x) }ax

+ (-1)" 7

i=0 /x

i

N X,
= (-1)™ 7 [ #ligx) - V£ (x) 10°Tg (x)dx

i=0 Jx,
1

H"

pelo fato da DszHmf(x) = 0, pois, VHmf(x) € um polinomio de

grau 2m-l, e as primeiras somas se anulam devido as condigSes:

D]g(xi) -DWopflx,) =0 , 0s3eml 5 0gigN4l

e assim o resultado segueﬁ

Teorema 2.3.3

Sse f e PCm’z(I), entao

103 (£ - V af)ll, < P05 0 <3 em . (2.3.7)

Prova

Para o caso em que j = m; obtemos
m
0% (£ - Vemf)ll, < D", (2.3.8)

que seque diretamente da Primeira Relagao Integral,(equagao

(2.3.5)).



Para o caso em que 0 < j ¢ m-1, notemos que

j - j = i
DIf(x;) - DIV nfix,) =0 , 0 ¢ i ¢ N+l

e aplicando a desigualdade de Rayleig-Ritz (Teorema 1.3) para:

1) j = m-1l, temos

xi+l 2
m-1
J (D (£(x) - VHmf (x))) "ax

X4

X
¢ 1722 J i+l e (x) - VHmf(x)))zdx (2.3.9)
X

i

A

para todo 0 ¢ i ¢ N.

Somando-se ambos os membros da desigualdade (2.3.9)
com respeito a i de 0 até N e tomando-se a raiz quadrada de

ambos os membros da desigualdade resultante, obtemos

D™t = vmo)l, € 170 D™ = Vm)]l,

usando agora a desigualdade (2.3.8) para limitar o lado direi- ~ e

to da desigualdade acima obtemos

HDm-l(f _ VHmfﬂE <1 th ]IDmf|E , portanto (2.3.7) é valida

para j = m"l. .. “"43‘%..
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2) j = m-2, temos: (usaremos duas vezes a desi

gualdade de Rayleigh-Ritz).

X, 1 o
J 1+1 (™72 (£ () - VHmf(x)))zdx
Xy

X
< 17212 f LM HE(x) - Vonf () ax

/X,
» 1

X
e 17t M) - Vit (0) %ax

X,
1

Procedendo de maneira analoga ao que foi feito pa

ra j = m-1, obtemos:

-2 -
D" ¢e = vime) (1, « 1720 |[0"¢l],

e assim (2.3.7) e valida para j = m-2,

E assim sucessivamente, obtemos:

m) j =0 (usando m vezes a desigualdade de

Rayleigh-Ritz).

X
(£(X) = Upnf (x))2dx ¢ 17220 J Lo™Me ) - Vot 0)) 2ax
X

Jx1+1
i i

X
Procedendo de maneira analoga, obtemos

_ -m.m,.m
Hf VHmeZSn h HD sz

e assim (2.3.7) & valida para 0 < j ¢ m.
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Teorema 2.3,4

2m-, 2

Se f e PC (I) entao

|03 (£ - VD)1, < pd =My 2m=j | p2me ) 0 j<m (2.3.10)

9 i
Prova

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz a Se-

gunda Relagao Integral (equagao (2.3.6)), temos

1™ - vmel12 < [ID™Mell, £ - v ntll, (2.3.11)

Pelo Teorema 2.3.3, temos que
-m mj.m
e - Vimell, 1B D" (£ - Vo),

Usando essa desigualdade para limitar o lado direi

to de (2.3.11), obtemos:

IIb™(£ - vaf)llg s 1P | 0? el [ID™ (£ - V),

|10™(£ = VmD)l], ¢ 1™ [lp%™el, (2.3.12)

Assim, a desigualdade (2.3.10) & valida para j = m.

Do Teorema 2.3.3, temos que, para j = m~l

m=-1

-] m
D" (£ - VHmf)Hz ¢ T hllD™E - vaf)ll2
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Usando agora a desigualdade (2.3.12) para limitar

0 lado direito da desigualdade acima obtemos

I l Dm-l -(m+1) hm+l‘ I Dszl lz

(f - VgnD)lly < 1

-

e assim a desigualdade (2.3.1ll1l) & valida.

E assim, sucessivamente obtemos as demais desigual

dades; para j = 0, temos pelo Teorema 2.3.3 que

le - Vontll, < 1" | D" (f - Vynf)ll, + e usando a desigualda

de (2.3.12), obtemos

-2m 2m 2m
1 ™™ |p £]l,

n

-

e assim a desigualdade (2.3.10) & valida para todo 0 < j € m.

Daremos agora um limite para o erro na norma L_.

Teorema 2.3.5

2m,»

Se f e PC (I), entao existe uma constante po-

sitiva, C, tal que

h2mHD2m

e -V tlls ell,

Prova

Para 1 fixo, 0 < i £ N, seja

).

w(x) = (X-xi)(x*xi+l

Para cada x ¢ [xi,xi+1] + existe Ex € [xi’xi+l]
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tal que

1 Dsz(gx)mm(x)

= -V
e (x) f(x) Hmf(x) Za)

De fato, se x = x; ou X = X 17 qualquer ponto
£  satisfaz.
X

Por outro lado, para X fixo, escolhemos A tal que

-~

0(X) = e(X) - 2™(X) =0

Mas, contando a multiplicidade, 6 (x) tem 2mt+l ze-

ros em [xi,x ] e portanto pelo Teorema de Rolle (Teorema 1.2)

i+l
existe um ponto Ex € [xi,xi+i] tal que:

D™ (¢ )

L
o

mas

2
Dsz(Ex) = Dzm(f - VHmf) - AD mg =0

onde

g = W = (x-xi)m(x-xi+l)m

mas

D?™(£ - V mf) = D2"f - D?™ V nf = D*Ms

desde que VHmf é um polinomio de grau 2m-l em cada sub-inter-
valo [x,,%,,,]7 0 ¢ i< N,
Entao

2 _ n2m - aplm_ _
DM (£,) = DE(E) - ADTg = 0
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mas

Dng = Dzm[(x-xi)m(x-xi+1)_m] = (2m)!
portanto
1 2m

Y E T DR

Assim,

) ‘

max sup  [etd| ¢ ayrlI0®MEll, max  swp |
O<isN  xelx,,x, ] | OsieN  xe(x,,x,,,]

Calculemos agora max . . sup lmm(x)l

0<igN x é[xfxiﬁﬂ
Dg(x) = Du™(x) = D[(x-xi)m(x-xi+l)nﬂ =0
m-1 m m m-1

=> Dg(x) = m(x-xi) (x-xi+1) + m(x-xi) (x-xi+1) =0

N

L4

Para x # X, e X # Xy g1 temos :

m-1 m | m m-1
m(x-xi) (x-xi+l) + m(x-xi) (x—xi+l)

Dg(x) = = 0

m-1 m-1
m(x xi) (x xi+l)

=> Dg(x) = (x-xi+l) + (x—xi) =0

X + x
=> X = i+l 1

2
Portanto

. max sup lw™(x) = max sup l(x-xi)m(x-xi+l)m|“
OsisN xe¢ [xi,xi+ 0<ig¢N xe[xi,xi+1]
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m ‘ mT
) [ Xi01 * Xy . Xie1 * Xy .
' i i+l
- 2 2 -
i - m - m - 2m.
_ i+l ~ % T X _ i+l ~ % _ n*®
] 2 2 2 2%
Assim
2m
2
max sip | el ¢ ——[p%g 2
7 2m) | 2
0<i¢N Xe[xi+xi+y (2m)
portanto
2m
h 2m
-V § —=——||D
5 - VeIl € o1 I0™
portanto
2m jy .2m :
£ = Vnell, € ¢ 27 {7 |,
onde
1
C = —m————
2™ (2m) !
Teonema 2.3.6
Se f e PC™™(I), entdo existe uma constante posi
tiva, C , tal que

e - vomll, « ¢ " |I0"E]|,
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Prova

Para i fixo, 0 ¢ i ¢ N, seja

).

w(x) = (x-xi)(x-xi+l

Para cada X ¢ [xi,xi+1], existe ¢_ € [xi,xi+1]

tal que
m

e(x) = £(x) - Vpf(X) = 2 DUE(E) w2 (x)

De fato, se x = xi ou X = xi+l qualquer ponto

Ex satisfaz. Por outro lado, para Xx fixo, escolhemos) tal que:
m

8 (%) e(x) - xwi(i) = 0

Mas, contando a multiplicidade, 6 (x) tem m+l 2ze-

ros em [xi'xi+l] e portanto pelo Teorema 1.2 (Generalizagao do

Teorema de Rolle), existe um ponto Ex € [xi'xi+l] tal que

m -
mas
D™ (£ ) = D™(f - V_pf) - AD"g =0
X HM
% m m
- _ _ 2 _ 2
onde g =uw = (x xi) (x xi+l)
mas

m m,_
D (f = Vynf) =D'f - D'V f = D'
desdec;e.VHmf € um polindmio de grau m-1 em cada sub-intervalo

[xi'xi+l] r 0 €1 <N
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Entao

m _ - m_
D e(gx) =D f(sx) ADg =0

mas
m n
p"g = D" [(x-xi)z(x-xi_,_l)2 ] = m!
portanto
- 1 .m

A= — D f(Ex)

Assim

2
max sup |e(x)]| ¢ i%-!!Dmeu max sup  |w” (x)]
0 <igN xs[xi,xi+l] : 0gigN x:[xi,xi+1]
m
Calculemos agora max sup léz(x)l
O<igN xt[xi,xi+1]
m 1 m
Dg (x) = D’ (x) = D[ (x-x,) (x-xi+1)2 1= 0
m m m m
-1 = -1

=> Dg(x) = %(x-xi)7 (x-xi+l)2 + %(x-xi)f(x-xi+1) =0

Para x # Xy e x # xi+1

3-1 7 7 7-t

m m

= (x-X,) (X%, ,9) " + 3{x-%x,)" (x~x,,4)

2 i i+l ! i+l
Dg (x) = A =0

=1 z-1

m 2 2
E(x-xi) (x-xi+1) .

= Dg(x) = (x=x, 4) + (x-x;) =0
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=> x = i+l i
2
portanto
m mo g,
max sup Im:(x)l = max sup I(x-xi)z(x-xi+1) |
OcicN  xe[x;,x, ;] OcieN  xe[x;,x,,,]
- n %
2
i Xipg ¥ Xy ] Xigg * %y )
2 i 2 i+l
i m m | [
2 2 n
_ Xie1 %4 Mty T !
2 2 2
- L J
o
o
Assim
. ' m
max sup le(x)] < ;%[]ﬁmflL Eﬁ |
0<igN *e[?i’xi+1 22

Como e (x) = f(x) - VHmf(x); obtemos:

g - vmf]] « =BT

m
m! 2

portanto

[1£ = Vmf[]_ ¢ c n™||D"]|_
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1

2m(m)l

onde C =

Teornema 2.3.7

seda Vimg) = VumiayVema )

2m,

Se f € PC (U), entao existe uma constante po-

sitiva, C, tal que:

| leg

2m 2m N, m n.m 2m 2m
llf-vﬂm(p)fllw s c(™ I gl + h% HDI;Dnyw+k HDY £11)

Prova
Temos
] _ _ -
E = Vo Elle = [1£ Vem () E + Vim(yE %@(Mfuw
< HE = Vgn gy Bl + Wy (£ = Vimgy D I,
y
e o -
€ i f VHM(A)f' ’m+|me(A) (£ VHm(Ay)f)

- (f -V f!L* I|£ -V fllm
Hm(Ay) _ Hm(AY)

(2.3.13)
Pelo Teorema 2.3.5, temos:
2m, .2
[E = V£l < L R D2 e, (2.3.14)

22™ (2m) !
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2m

Y 2% (2m) !

Consideremos agora,

Wiy (£ - va(Ay)f) - (f - va(AV)fH,,

___l;;__.kzml!pimfllo

(2.3.15)

Seja g =f - va(A )f; portanto g ¢ PCm'a(Ix).
Yy

Pelo Teorema 2.3.6, temos:

1

(m) !

”VHm(A)g_g H;,,S 2m hm”DIE g“eo

portanto

Hva(A)(f-va(Ay)f) - (£ - va(Av,f)llw

1l m m : :
< ho|lp, (£ = V., )],
2™ (m) ! X H (AY)
mas
m m m

Dx(f - VHm(Av)f) = D, £- VHm(Ay)Dx £

m -
desde que Dx VHm(Ay)f = VHm(A )D £

Seja z = Dﬁ f, portanto z ¢ PCm’”(Iy)

entao

(2.3.16)
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m m
lip, £ - £l =

v D_ Iz - v z|]
HM X ‘o ' '
(a,) ")
usando o Teorema 2.3.6, temos:

1

2™ (m) !

- m,, . m
IE va(Ay)zlgm < k™o, 2]

portanto

1
2™ (m) !

Np™ ¢ — m m,,m . m.
;[Dxf va(Ay)Dx £ll_< k !IDy D, £,

Substituindo em (2.3.16), obtemos:

Vgm sy (£ " Ve ) T “""mwggf”'w

1 m 1 m m _.m
< h X" ||p, D, £l
2™ (m) ! 2™ (m) ! Xy e
1 m.m m .m
< h™ x ||p, D, fl] (2.3.17)
2% (m1)? Xy e

Substituindo agora (2.3.14), (2.3.15) e (2.3.17) em

-y

(2.3.13), temos que

1l 2m 2m
g =V £l < h“"lip," £l]
| HM (p) lw ;757;;7? X o
1 m.m,m m . 1 2m ,,.2m
+ —=——s h" k lIp, D £]]_  + —=—— k™" ||D_" £]]_
27" (m!) ¥ e M m) Y
2

Mas (m!)” < (2m):, assim



- 75 -

1 2m 2m m .m m m |
- § —— | f +h kX ||ID. D £
[1E = Vym oy ElLL < [h o™ £11, | D, Py £11,

2m 2m
+ k AllDy fllw ]

portanto

2m
X

'2m |

m .m m .m
- : D f
e = Vym ) Ell, < c[h o™ 11, + n" %" [Ip, Do £]1,

2m ém,
+ k Hoy fllm]

onde C = —oy
277 (m!)



CAPTTULO 3

EQUACKO TNTEGRAL LINEAR

Neste capitulo discutiremos o método do niicleo de
generado para aproximacao de solucoes da equagao integral de
Fredholm do tipo II. Em particular, consideraremos o uso de po

lindmios de duas variaveis por pedagos para aproximarmos o0 ni-

cleo.
A equagao integral de Fredholm do tipo II & da
forma
1
u(x) = J Kix,y)u(y)dy + £(x) ; 0<.x <1 (3.1)
0

onde K(x,y) e £f(x) sao fungoes continuas de valor real da-
das e u & a funcao incognita.

O nicleo KX(x,y) & dito ser degenerado se tem a

forma:

NE3 ME3

K(x,y) = Bt p (X)¥, (y) (3.2)
' t=0 k=0 KLk

onde ¢, e ¥, sao funcdes continuas de valor real.

0 operador com nicleo do tipo (3.2) transforma to
da fungao u ¢ Lz([O,l],R) [espago de Hilbert das fungoes defi-
nidas em [0,1] com valores reais de quadrado integravel segundo

Lebesgue], na soma:
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N+3 1 M+3
¢, (x) J B8, ¥ (Vuly)dy -
Lzol 0 kzo 4"k

isto &, num elemento do sub-espaco de dimensao finita gerado pe
las func¢oes bpr £=20,1,...,N+3.

Notemos que na expressao (3.2) as fungoes
¢1'¢2"°"¢N+3 podem ser consideradas linearmente independentes.
Com efeito, se nao fosse assim, poderiamos, exprimindo cada uma
das fungoes ¢, como combinagao linear das independentes, repre-
sentar esse mesmo nicleo K(x,y) como uma soma de um nﬁmero me-
nor de somandos do tipo $j(x), $t(y) de maneira que as fun -
goes Ej(x) sejam sempre linearmente independentes.

Busquemos, pois, a solugao da equagao (3.1) com
nicleo degenerado (3.2) onde as funcgoes 6118070 nrby,q sao li-
nearmente independentes.

Substituindo em (3.1), K(x,y) pela soma corres -

pondente obtemos:

N-iZ-B 1 M+3
u(x) = ¢, (x) J Bty (Yu(y)dy + £(x) (3.3)
k=0 ¢ k£0 Vi YT
ou
N+3
ulx) = £(x) + ] a,¢,(x) (3.4)
[P AP/
{=0
onde
fl N§3
a, = B, ¥, (YIu(y)dy (3.5)
L 0 wkio ftx'x
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A equagéo (3.4) determina a estrutura de u(x), e
resta somente determinar o vetor coeficiente a.

Substituindo (3.4) em (3.1) temos:

N+3
izo a6, (X) + £(x) =
N+3 1 M+3 N+3
= ££0¢£(X) jo kzo szwk(y) .g aj¢j(y) + f£(y)|dy + £(x)
ou
N+3 N+3 1 M+3 N+3
a0, (x) = s (x)j 8 v (¥) 6. (y) + £0y) |dy
Ly o1t ey ™5 (Lofe %1%
- (3.6)
portanto
N+3 N§3 [ 1 M§3 NE3 (
a.9, (X) = bp (X) J Bpo ¥y (V) as¢. (y)dy
'£0 i%4 L= L L 0 k=0 Lk*k j=0 13
{l M'§3 -‘
+ By Uy (Y)E(y)dy
Jjo k=0 ZLk'k J

Como as fungoes N sao, por suposicao, linear-

mente independente, esta igualdade implica na igualdade dos res

pectivos coeficientes de ¢i(x). Portanto para 0 ¢ 1 ¢ n temos

M+3 [l NE3 ME3 [1
. B, U, (V) a.¢.(y)dy + B., ¥, (y)f(y)dy

2
]

(3.7)
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Fazendo

M+3 (1
bij H 20 [0 Sik¢k(y)¢j(y)dy : 0 < i, ¢ N+3 (3.8)
e

M+3 (1
Kl = 20 [0 Bikwk(y)f(y)dy s 0 g1 ¢ N+3 (3.9)
obtemos:

M+3
a; = j£0 bijuj + Ky ; 0 ¢ i g N+43 (3.10)

Temos assim obtido para os coeficientes de a; um

sistema de equagoes lineares; o qual podemos colocar na forma

matricial
Aea = K (3.11)
onde A=I-B ; B-= [bij] ;K= [K,]
Resolvendo, obtemos a funcao
N+3
u(x) = £-Z-O aphy (%) + £(x) (3.12)

Esta funcao satisfaz a equacao integral (3.1) ja

que todos os passos, mediante os quais passamos da equacao (3.1)

ao sistema (3.10) podem ser realizados em ordem contraria.
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Logo, a resolugao de uma equacao integral de ni-
cleo degenerado se reduz a resolucao do correspondente sistema
(3.11) de equacoes algébricas lineares.

Para sistemas de equagOes lineares sao bem conhe

cidas as condigOes de existéncia e unicidade de solucgao.

1. Um sistema de equacoOes algébricas lineares
Tx =y (T=T[agl s x= (x,.00x) 5 y= (Yqreeeryp))

tem solucao quando e somente quando, o vetor y & ortogonal a

toda solugao do sistema homogéneo conjugado

T*#z = 0 (T* = [a,] ).

2. Se o determinante da matriz T & diferente de zero, a
equagao Tx =y tem solucao Ginica qualquer que seja y. Porou
tro lado, se o determinante de T é& igual a zero, a equagSo ho

mogénea Tx = 0 tem solugoes nao nulas.

3. Como a matriz T e a matriz T* possuem o0 mesmo pos
to, os sistemas homogéneos Tx = 0 e T*z = 0 tem o mesmo ng

mero de sblugées linearmente independentes.

Devido a relagéo que, como vimos, existe entre e
quacoes integrais de niicleo degenerado e sistemas de equagoes
algébricas lineares, essas proposicoes podem ser consideradas
como teoremas referentes a solucao de equagoes integrais dege-

neradas.
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Em geral, K(x,y) & nao degenerado, mas podemos
aproxima-lo por um polinomio de duas variaveis por  pedagos,
P(x,y)s o qual & degenerado. Neste trabalho, nos concentrare -
mos na aproximacao do niicleo por interpolagao. Entretanto, &
claro que podemos ter boas aproximagdes pela técnica dos mini-
mos quadrados. Além disso, em prdblemas nos quais K(x,y) e
determinado experimentalmente, esta Ultima técnica & pfeferi -
vel.

Primeiramente estudaremos a questao da nao singu
laridade da matriz A para o nicleo degenerado P(x,y) apro
ximando K(x,y). Se reescrevemos (3;1) na forma de operador

como
(I - RKu=f (3.13)

e a equacao integral aproximada (a qual se reduz a (3.11l) como

(I-Pu = f (3.14)

entdo mostramos que se ||[K - P||_= max |K(x,y) - P{x,y)| &
O0<x,y<l

suficientemente pequeno, e se I - K & inversivel, isto &,

(I - Ku=f tem uma Gnica solugao u(x) ¢ ¢ [0,1] para todo

fecC [0,1] ), eseld existe uma constante positiva, a qual de
notaremos por || (I - K)-lll°° , 1independente da f, tal que
ol <[l (1 - K)-lHQ |£]|. para todo f e C [0,1] entdo I - P

é inversivel.

(Observagao: A Teoria acima encontra-se em [7] e [13] ).



Teornema 3.1

Se I - K e inversivel e K(x,y) ¢ Pczm'm(U) '

entao existe uma constante positiva, C, tal que se

2m 2 m, m m 2m 2m
C(h flnxmle + h k ]lnﬁnyle + k HDy KIL.) x

)

x|[(T-K"7]_ <1,

entao I - va(p)K e inversivel e

1

- m _.m -
[la = Ul < qy @ =g 7 [lull,

isto &, temos um esquema de aproximagéo de ordem 2m.

Prova

2nm,

Temos que K(x,y) € PC °°(U), entao pelo Teore-

ma 2.3.7, existe uma constante positiva, C, tal que

lIx - kll, ¢ c®™ |[of"xll, + n™" |Iofolxil,

VHm(o)

+ 12| (D21, )

Se I - K & inversivel e se
: | -l = m
8- hagsll, -0y gy < 2

entao devemos provar que I - VHm(p)K é inversivel.

De fato, devemos mostrar que para toda

fec [0,1] , (TI- VHm(p)K)u = f tem uma Unica solugao em
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c [0,1] . seja g ecC [0,1] tal que (I - K)g = £ e

Hall_s Iz - ®) L€l . Ent3o, & suficiente considerar

(1 - KNI - Vyn(, KIu = g

e mostrar que esta tem uma Gnica solugao.

Mas
(1 -x"ta-v K) =
H% (p)

=1I- (I - K)‘l [( - g - (1- va(p)K)]

_ -1

=71 - (I - K) (VHm(p)K - K)
e ainda,

-1 -1 -
T = R7HR = VR s = 07 1R = Vo KlLz] <1

Assim, se W = (I - K)-l(VHm(p)K - K), . queremos

resolver (I - Wu=g ou u=Wa+ g

m

V(u) onde V satis

faz

V) - viz) || = [[Wa - 2)||_sq) , [lu - z]|

e portanto pela Definicao 1.4, W= (I - K)-l(VHm(p)K - K)

€ uma aplicacdo contracao em C [0,1] .
Assim, pelo Teorema 1.6 (Perturbacao da identi
dade)

1

(I - K) (1 VHm(p)K) =1 (I - K) (VHm(p)K K)
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& um homeomorfismo porque (I - K)-l(vﬂn(p)K - K) & uma contra
cao.

Portanto

‘l - . Ed
- K -/
(1 K) " (I (Hm(p)K) e inversivel, e

entao
u=[(1-8"ta- va(p)K)]'l .
Mas
g=(1-%K ‘¢
Assim
a=[a-8"ta- va(p)K)]'l (I - K)"t¢
= lull, = [llx - k)t - va(p)K)]'l(I -1l
< Nz - 07T = V017 e - 0TI el
SN - @ R gy - 01T (T - 0T el
mas |[(I - A)_lila < (1 - [iAIlﬂ)-l (ver (3] ).
portanto (%) ¢ (L - 1I(I - 0™ Wy )X = BT @ = 0T JEl
mas

1

Iz - 07 W,y - 01 < 1@ = 07

I, W)k - K2 % <L
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portanto

¢ a-d THE = 0TI el
entao

llall_ <M ; M= constante, V £
portanto

I - VHm(p)K é inversivel

Agora provemos que:

- ‘ m -1
tHa - uHmllas qﬁlk(l - qh,k) |1alf_

Temos
= . -1, _ -1
_ oy -1 _
= (I - Vym( ,K) [(I Vim (5 K) + (Vym oK - K)}u-
_ _ -1 .
u+ (I VHm(p)K) (va(p)K K)u
portanto
- -1
HuHm = u”,, = II(I = VHm(p)K) (VH'm(D)K = K)u”,
_l ‘
£ T = Vgm ()BT Wm0k = R[]
mas,
(I-K)"l(I = Vm, K) = T - (I-K)-l(V K - K)
\ H (p) . H™ (p)
> @-0t=[-a- 07 W (K - KT - Vem () K)

1



- 86 -

1 -1

= [1- (- x)'l(vﬂm(p)x ] ta-rnt= - Vgm (o) K)

portanto

-1, IS | I I
1T = Vgm0 = 1 = @ = 0 Wk - ©17Ha - 07

st - (- K)-l(VHm(p)K - K)]'1H”||(I - K)
entao

- o =1
o = Tl T = vgm O Hvgm oy & = I, Hullg

-1 | -1 -1
- @ - R W k- 0] I - 07

x
@

<1V, X - Kl llall,

mas
, -1 -1 :
HE = @ =K "W (K - K] ]

¢ @-I -0 W K-

e

- rt

portanto

- m -l m
”u = ‘:"Hm”.° ¢ (1 - qh,k) qh,k ”ull,,

-1
I,

| o .
Vi ()X = B TR = 7HL Wy g % = Bl Lzay o<



CAPITULO 4

APLICACAO NUMERICA

4.0 - Preliminanres

Neste capitulo resolveremos uma equagao integral de
Fredholm do tipo II.

Seja

1 _
u(x) = J (1 + cosznx + coszny)u(y)dy + f(x); 0 ¢x¢l
0
onde
= - 2. 200y - 2
f(x) = senlx n(1 + cos nx) T

cuja solucdo analftica & u(x) = senmx.

Para resolvermos esta equagao, utilizando a teoria
do capitulo 3, o niicleo deve ser degenerado mas nessa equagao O
nicleo R(x,y) =1 + cosznx + coszny é nao degenerado. Para

transformi-lo em degenerado, utilizaremos fungao spline bi-ci

bica e assim o niicleo terd a forma (3.2).

A solugao da equagao através de fungao spline, jun-
tamente com os valores da solugid exata, serao tabelados pelo
programa ao final.

Construiremos graficamente a solugdo através de fun
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¢ao spline juntamente com a solucao exata, permitindo assim me

lhor avaliagao da eficiéncia do algoritmo.

4.1 - Procedimento Computacional

Dado o numero de intervalos, calcular:

l - Os valores Kij = K(xi,yj); Pij = DxK(xi'yj) :

Qij = DyK(xi,yj) H Sij = DnyK(xi,yj) a partir dos va-

%

lores dados em (2.2.4).

2 - Os valores de Pij' Qij' Sij vnos pontos de malhas nao

dados em (2.2.4), usando as equagoes (2.2.10) - (2.2.1).
3 - A inversa da matriz dada em (2.1.12).

4 - O produto da matriz inversa, obtida no item 3), pela ma-

triz dada em (2.1.14).

0bs:- Os elementos dessa matriz produto formarao os ele-

mentos da funcao base.
5 - As fungoes base ¢i(x) dadas em (2.1.16).

6 - O valor de f(x) em todos os pontos X, .

7 - A partir de (2.2.5) os valores Bij

8 - A partir de (3.8) os valores de bij’ onde [bij] = B.



- 89 -

9 - A partir de (3.9) os valores de K, ; onde [K,]= K.

Observacao: Os elementos bij do item 8 e os elementos
K, do item 9 serao calculados através da

regra de Simpson 1/3 generalizada.

10 - A solugao do sistema (I-B)a = K.

11 - O tabelamento da solugao dada por (3.12).

4.2 - Listagem ¢ Resultados do Programa Relativo 4 Apld

cacdo Numerica.
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// JOB T
LGG ORIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE
G000 0016 0016 000¢C
vz M10 ACTUAL 32K CONFIG 32K
/l x COP.D. - E.EIS..C. - UOS.P.
// FOR
*LIST SOURCE PROGRAM
*£ XTENDED PRECIS ION
*UNE WORD INTEGERS
SUBROUTINE FTDIA(TDGyN,yH)
DIMENSION TDG(9,9)
DO 2 I = 1,4N
DO 1 J = 1,N
1 TOG6(I,Jd) = C.
2 TOG(I,I) = 4.%H
0o 3 1 = 2,N
T0G(I-1,]1) = H
3- TDG(I41-1) = H
RETURN
END
FEATURES SUPPORTED
ONE _WORD INTEGERS
tXTENQED PRECISION
CORE REQUIREHENTS FOR FTDIA
C OMMON C VARIABLES 4 PROGRAM

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS 1S 000C (HEX)

ENO OF COMPILATION

NEIDE

// DUP
*S TORE WS UA FTDIA
CART ID 0016 = DB ADDR 55A6 DB CNT 0008
//
*LIST SOURCE PROGRAH
*EXTENDED PRECISION
*ONE WORD INTEGERS
SUBROUTINE EGSTI(TI,T0G(N)
DIMENSION TDG19,9),T11(
DO 1 1 = 2,N
1 TILI) = TTL1)=-TDG(I,1-1)%TI(1-1)/TDG(I=1,1~1)
rEtoaN"
END
FEATURES SUPPORTED
ONE WORD™ INTEGERS
EXTENDED PRECISION
CORE REQUIREMENTS FOR EGSTI
COMMO 0 VARIABLES 6 PROGRAM

KELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0007 (HEX)

END OF COMPILATION

0006

// DUP
*STORE WS UA EGSTI
CART ID 0016 DB ADDR S55AE DB CNT
/1 FOR
%LIST SOURCE PROGRAM
*EXTENDED PRECISION
*ONE WORD INTEGERS
SUBROUTINE RSTEG(TIyNLyAsHyXyYyd)
DIMENSION T1(9),A(13,13)
DO 1 1 = 14N1
1 TI(I) = 3. %(A(142,d4)=A(1,4))
TI(1) = TI(1)=H¥X
TI(NL) =TI(NI1)-Hey
RETURN
END
FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
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cXTENDED PRECISION

CORE REQUIREMENTS FOR RSTEG
C OMMON 0 VARIABLES 4 PROGRAM 100

~ZLATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0008 (HEX)
END OF COMPILATION

// DUP
*5 TORE WS UA RSTEG
CART ID 0016 _ DB ACD: 5584 DB CNT 0008
// FOR
*GNE WORD INTEGERS
# IST SOURCE PROGRAM
*EXTENDED PRECISION
SUBROUTINE RSTGE (TIsNlyAsHXsY,1)
DIMENSION TI(9),A(13,13)
DO 1 J = 1g¢N1
1 TI(J) = 3.%(A(I,042)=A(1,4))
TI(1) = TI(1) =h*X
TI{N1) = TI(N1) ~H*Y
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
UNE WORD INTEGERS
tXTENDED PRECISION

CURE REQUIREMENTS FOR RSTGE : -
C OMMON 0 VARIABLES 4 PROGRAM 100

K=LATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0008 (HEX)
END OF COMPILATION

// DUP

*STORE WS UA RSTGE :

CART ID 0016 = DB ADDR 55BC DB CNT 0008

// FOR

¥LIST SOURCE PROGRAM

*GNE WORD INTEGERS

*E XTENDED PRECTSION
SUBROUTINE SCEGS(TIZN1,TDG,V)
DIMENSION T1(9),T0619,9),vi9)
CALL EGSTI(TI,TDG,N1)
VINI) = TI{N1)/TD&(NL,N1)
IF ( N1-1)3,3,1

1 N2 = NI-1
DO 2 1 = lyNZ )
K = Nl-] ‘ . .
2 VIK) = (TI(K) = TDG(KyK+1)®V(K+1))/TDG{KyK)
3 RETURN

END

FcATURES SUPPORTED

ONE WORD INTEGERS

EXTENDED PRECISION

CORE REQUIREMENTS FOR SCEGS

¢ OMMON 0 VARIABLES 8 PROGRAM 130

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0009 (HEX)
END OF COMPILATION

// DUP

E§£?R§D'0016HS DgAADg&EG§5C4 DB CNT 0009

// FOR

*LIST SOURC
*EXTENDED P
*ONE HORD %
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1 VPFI = VPFI+V(I)®X*%({]1-1)
RETURN
END
F-ATURES SuU
UNE WORD |
=XTENDED P N

CLRE REQUIREMENT
COMMON o

L

VARIABLES 8 PROGRAM 56
kzLATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS GOOB (HEX)
END OF COMPILATION

// DUP
*_, TORE WS UA VPF]
CART ID 0C1l6 DB ACDR 55CD DB CNT Q005
// FOR
¥LIST SOURCE PROGRAM
*UNE WORD INTEGERS
*-XTENDED PRECISION
FUNCTION SXXM1(HyVyWyXgNINT)
REAL V{(4),W(4)
JODEI(I) = 2% (1~-1/2%2)
N = 2*NINT
EL_=0H/N
axxné'i VPELUV) X+H)¥VPEL(Wy X+H)+VPFL (V4 X)EVPFI (Hy X)
00 1 1 =1,M
G = HL*I+X
1 S = S¥VPFI(V,G)*VPFI(W,G)*(JDET{1)+2)
SXXML = (SXXM1+S)%HL/3,
RETURN
END
FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
cXTENDED PRECISION
CORE REQUIREMENTS FOR SXXMI
C OMMON G VARIABLES 30 PROGRAM 182

RCLATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 003D (HEX)
END OF COMPILATION
// 0OUp

*#*STORE WS UA SXXM1
CART 1D 0016 OB ADDR 55D2 DB CNT 000E

X

F-dalak-]
- ==X

O
ZO0ON~ =TV~
+~Il0*~<anm

HuwmpZooc
T SN G Om=—

or
-~
riz

.-ﬂ
+
-

1y
I
1

*x
S+VP§ (V, G)*F(K)*(JDE!(I)*Z)

Ot I W

- £MX
c o
N
Z

-

o
m O mom
c

XM —m=d
m
oXx XXX

SUPPORTED
NTEGERS
RECISION

EMENTS FOR CKTPZ : :
0 VARIABLES 20 PROGRAM 128

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0C30 (HEX)

o mzv

U
1
P
UIR

ZmMm O0Om mMmMXOUVXOUDITZVZCXT

OoX XZ>



- 93 =
WS UA CKTPL
ID 0016 DB ADDx  55EC DB CNT OCOA

END OF COMPILATION

// DUP

-
(- 4
L 4
-
=
(5]
z
Sy
w
o~
w P~
o~
4 N
— —
- - <O
a2} E X Q
— << W
B~ S of
g D - -
= () b
W — T o —
— Q : o (&) @© x b
v) > ® - o - p—
o~ bt . A L o -~
- Q o — - —
— [aV} (an} * 4 < — -—
= - —_ -~ g ] L o w—-~ 2z <L
-~ - ~ ¥ x (%2} (1] -d OO -~ ~
z — — - - (en] L4 n <o~ = ——
- —~ o ¥ (S 1V, BN - 4 N S — V)
~ X~ <X - g < cdad QO (] U SN <X -~
= e x - ~ + . Q< © e Dy -~ WX
[w] — o~ - 0 > —_ o~ . o ~ ¢ Q O = - -
X (&) ~—— - -~ e x = Qr = Q x - e <[
a Zw—~ <~ n > p N Z eX = - Z b Z < a Zo~ 2 Z#~—
XWNODODSE J L~ - " [ T ] ~pt ot ownp < =~ <t NN ~ I “wwamm <
DLre - L o o O I L ndan g W= N> O O om DLt N < -~ — Y
QWU = ¥Owv o, X ~L D g b - 4 | NIV, B Qe fan] QU » —t - -
XD—Z M [ <<m MOF = T — ] XD~ Z | ad XD Z n Lo ||
GO+ OO | CrUder~ o= | || el W~ nn oW wWo > w QL LI ) s b 11} —4 1)~
= U e~ 4 > DX ~—X>X X D+ " Qp=ild X oL o x4 o UL e = X + <~
WZX DI YN A | | ZL e LI DI T DD Q. Zot W - = O WZXDIC 1 Z2 | = e )T
LU—a0 Z X s F T X LTI —— ™ oo LY - S 4 Z Q. - O~ Zv— Z O WX
[+ 4 ol 3 OO oo et e T ot P ~E = OO =D (%2] — w X (o) o A d =T 1) ~—4 <D
D000 I ~dgZ L J~ N E— Z > -0 oo 2D Q o polalal..l QRIS " " [[ RVl
OxXWOHW OIFXFOLIEIQU.XOCIUD ~>—DO~NO~D—WZ wvuw O w QO OxisDw J0O - O - 2Z
NOONA IO X = U O—ONIIO 00 Q<X WO WwWZ > o NOONE IO OVNJIXW
x XZ . XELZ XO =~ U QO w— & =XZ
Ok W D w X - O DO O w
e V) L b - N Mgy nNo r~0 (o] k- WX < QA= LWk —_N
= Z > X XD 4 O [t 4 —Z
~.d D WO D0 1 Z N Nd NJdDwWw
~ 3k 3 3t e O X W N 3R NI 3 3

12 PROGRAM 162

VARIABLES

0

COMMON
RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0010 (HEX)

CORE REQUIREMENTS FOR SOLUC



DB CNT 000C

LUC
55FC

i
=

vua S
OB ACDx

WS

+ND OF COMPILATION

// DUP

*STORE
CART ID Qule

w o
Xe 0O
. e
~
- W eI
(4 Q=
W * W
(o -d= 0
z < o<
e~ at >~
x o (D=
Q. - - U = =
m o (4] P X< -—
Q - — ZaIOr -
3 b ~— —) >~ ]
- O - g —
L 4 C oo -
(.4 e - <D -
W =~Q o= O ]
- Med <{oa o —
bor gl & el o Jo'o D A
QO o = (o J - (L]
- Nt ™ LIt =~ [on]
L L= 3¢ S | - — Lan
pvd ey 2553 fod] — T ol o= - - - - -
VN =D N — 22a.X = bt — —— -—
— NN - — [Celnd 4 - = - zZ 4
o ¥ ¥ 4 W - - - .-~ - -
” S~ e e o~ ] o0 =3 ) = = r— Lol
0 M= o~ o= — Ce =« St e — — —
A e~ -~ 3#* — OZi = A - - -
A ord O ~ xr > > <<t 1t D =t — L —
O Me NN ™ ~— — et DW= [ - w @ ] Q.
D AN e -3 [« Wal DD »=- L) -~ - - -
D I XN — — — | - = 3% — — -— - —
W Mo X -3¢ b4 Z2Z Qr=t = o N~ e~ — ~ hand
YO L —~3 [ — e (Ve T T N N 4 -~ — - - -t
~ o * -~ + WV Uy - ] ——T) S — — -
o’ »F e~ X — 3+ T~ 3 et e en e — —~— ~—
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APENDICE

Nesta secao apresentaremos os graficos das fungdes

base para 0 ¢ i ¢ 6 definidas no Corolario 2.1.3.

0 grafico de ¢0(x) é dado por:




o de ¢, (x) é dado por:

o de ¢,(x) é dado por:
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o de ¢,(x) & dado por:

o de ¢,(x) & dado por:

11
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o de Qi(x) é dado por:

14

0 xO xl xz x3 x4=l
o de ¢6(x) & dado por:

lo

0 x, X, kz xs ‘*‘*f———-——‘§4=1
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