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INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é mostrar que muitos
dos métodos iterativos existentes para, por exemplo, solução
numérica de equações algébricas ou transcendentes, soluções ng

mêricas de sistemas lineares e não lineares, solução numérica
de problemas de valor inicial, etc ... não passam de casos par
ticulares do Teorema da Contração. Este teorema, de grande im

portãncia na Análise Matemática, tem, também, grande importân-

cia na Análise Numérica pelo fato de ser construtivo. Em su-
ma, pretendemos mostrar que grande parte dos processos da Anã-

lise Numérica podem ser vistos como simples determinações do

ponto fixo de convenientes aplicações T definidas e tomando

valores em algum espaço de Banach X.

No capítulo 0, de pré—requisitos, apresentamos

resultados e definições necessárias ao desenvolvimento deste
trabalho.

Dedicamos o capítulo 1 ao Teorema da Contração
e a suas aplicações na resolução numérica de equações algébri-
cas outzanscendentes e na resolução numérica de sistemas lineª
res e não lineares. Estabelecemos, também, condições para que

as transformações T definidas nos diferentes métodos iterati
vos para resolução destes problemas sejam contrações sobre al-
gum conjunto fechado D º X , sendo X algum espaço de Banach.

Não nos prendemos, no entanto, a nenhum particular método ite—

rativo. Isto o faremos no capítulo 3.

No capítulo 2 apresentamos Os seguintes métodos

iterativos estacionários:



a) Para resolução de equações algébricas ou

transcendentes: método das cordas, método da falsa posição, mê

todo de Newton - Raphson e método de Chebyshev por iteraçoês
de altas ordens.

b) Para resolução de sistemas não lineares: mê—

todo de Newton e método de Newton modificado.
c) Para resolução de sistemas lineares: método

de Jacobi - Richardson, método de Gauss — Seidel, método de sº
breliberação, método de Peaceman - Rachaford e método de Cim-

mino.

d) Para resolução de problemas de valor inicial
e de problemas de valores no contorno para equações diferen—

ciais ordinãrias: método iterativo implícito (com vistas ao mê

todo previsor-corretor apresentado no capítulo 3) e método de

Picard.
,

No capítulo 3 dedicamo-nos ã apresentação de

condições suficientes para que as transformações T definidas
nos diferentes métodos iterativos apresentados no capítulo 2,

sejam contrações sobre algum conjunto fechado D º R uni Rn).

Ao final apresentamos uma bibliografia de con—

sulta aos interessados no problema. Quando a ela nos referir-
mos, indicaremos o texto de número n e a página de número m

por ([n], pag. m).



CAPÍTULO 0

PRÉ-REQUISITOS

Neste capítulo apresentamos definições e resul-
tados que julgamos necessários ao desenvolvimento deste traba-
lho. Por serem clássicas, algumas destas noções talvez fpssem

dispensáveis. Nõs as apresentamos, no entanto, com a finalidª
de de facilitar a leitura.

0.1 — Esgagos métricas

Definição 0.1.1 - Uma métrica em um espaço x é definida pela
associação de um número real d(x,y) a cada par de elementos

x,y e X de modo que sejam satisfeitas as condições:

1) d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y,

ii) d(x,y) < d(x,z) + d(y,z) , x,y.z e x.'

Observamos que as condições (i) e Iii) implicam

em d(x,y)30 e d(x,y)= d(y,x) para todo x,y e X.

A um espaço X munido de uma métrica, chamamos

espaço métrico.

Definição 0.1.2 - Uma sequência de elementos xn "de um espaço
métrico X , que denotaremos por [xn] , converge para y 6 X ,

se lim d(x ,y)= O.
n+º n .



.4'

Definição 0.1.3 - Dizemos que uma sequência [xª] de um espa-
ço métrico X é de Cauchy, se

limlím d(x' x)=o;
maap—un Mp'm

ou seja, sedads s>0.,«e:dste N_ talqnnpara mpà-N, d(xm,xp) < e.
Observamos que, se (in] & uma sequência de

elementos de um espaço métrico x e se : converge paran
y e X, então [xn] é de Cauchy. A recíproca não é, contudo ,

verdadeira.

Definição 0.1.4 - Dizemos que um espaço métrico X é completo

se toda sequência de Cauchy em X converge (em .X).

0.2 — Espaços vetoriais normados

Definição 0.2.1 — Seja. x um espaço vetorial sobre o corpo K.

Se a cada elemento x e x estã associado um número real não

negativo Iixll, chamado norma de x, satisfazendo ãscxmdn;£à:

i) j|x||> O , se x # O e |l0||= 0,

ii) ||Xx|Í=|11 ||xH , V:: e x e vx e x,

iii) Il X+YH & |I XII +, Il Y|| . Way e &

então denominamos x de espaço vetorial normado.

Se considerarmos d(x,y)= [lx-yl], concluimosque
um espaço normado sempre é um espaço métrico. A recíproca,
no entanto, não é verdadeira

Denotaremos por RP o espaço vetorial real n—

dimensional dos vetores colunas x com componentes .x1,x2,...,
::n e, por en o correspondente espaço vetorial complexo.



No Rn (ou Cn) existe um número infinito de nor-
mas vetoriais. Para ilustrar este fato, basta consideranmx;as
normas lp (normas Holder), as quais são definidas por:

nP,/z Ixi |P , p = l,2,3,...
1=l

Iixllp=
,max x.. p = m .ls<i$n| 1“ ,

u_

. n n »Dentre estas, as mals usadas no R (ou € ) sao:

n
lelyl= Z Ixi [ (norma zl ou norma soma).

i=l
'

2
|le||2= E Ixi (norma 12 ou norma euclidiana).

l|X||m= max Ix. | (norma lm ou norma máximo).
lsisn

Uma outra importante classe de normas são as

chamadas normas elípticas, definidas por:

" xn = <xt3x>l/º (1)

onde B é uma arbitrária matriz (nxn) simétrica e definida

positiva (ver definição 0.4.6).
Observemos que (1) ,é verificada sobre o Cn se

xt ê trocado por xH e se B é matriz '(nxn) hermitiana e de-
finida positiva.

Definigão 0.2.2 — Um espaço de Banach é um espaço vetorial noª



mado e completo.

nTeorema 0.2.1 - ([8], pag.7l) - Os espaços R e Cn munidos

das normas ! . Ip , lspáw , são espaços de Banach para qual—

quer n inteiro positivo.
Introduzimos abaixo algumas notações usadas neg

te trabalho.
Denotaremos o conjunto das transformações lineª

res T do Rn no Rn ou, equivalentemente, o conjunto das mª

trizes reais quadradas de ordem n, por L(Rn,Rn) ou, simples

mente, por L(Rn). Similarmente, denotaremos por L(cn) ao con

junto das matrizes complexas quadradas de ordem n.

Denotaremos uma transformação T aplicada no

ponto x, indiferentemente, por Tx ou T(x). Denominaremos

função a toda transformação T de R em R.

0.3 - Normas Matriciais

Dada uma norma de vetor sobre o Rn (ou cn) po-
demos definir uma norma de matriz por:

|[A||=max Dlx-IL: max IIAXII . (2)
,xaeo qu Hxl|=1

Definigão 0.3.1 — Dizemos que a norma de matriz definida an Q)

ê subordinada ã correspondente norma de vetor,
Uma das principais vantagens em Se escolher uma

norma de matriz subordinada a uma norma de vetor é que a desi -

gualdade

IIAXH $ HAII- Ilªfll (3)



ê satisfeita para todo A € L(Rn) e para todo x e Rn.

Definigão 0.3.2 — Uma norma de matriz e uma norma de vetor pa-
ra as quais a desigualdade (3) é verificada para todo A e x

são chamadas normas consistentes (alguns autores denominam-nas
" 'compatzvezs).

Antes de apresentarmos algumas normas de matri-
zes mais usuais, necessitamos definir um novo conceito.

X ADefinigão 0.3.3 — Ã coleção dos n autovalores X 2,..., n1,

de A e L(Cn) denominamos espectro de A e denominamos

p(A)= max IAiI
l<i<n

por raio espectral de A.

Teorema 0.3.1 ([ll], pag.21) - Seja A 6 L(Rn). Então,

HAllm=max qunm=max ; uai»,lellafl l<i<n j=l ]

n
!lAll — max XPXKI * Hex E la- ! ,l ||x||=l ª lsjsn l=1 lª

1

e

l 2“A“ 2 _ max ||Axl|2= [o(Atm] / =Vl1,
nxnz=1

onde Xl é o maior autovalor, em módulo, de AtA .

Teorema 0.3.2 ([16], pag.767) — Se A e L(IRn) ê simétrica ,



então

IIAH2 = o(A>.

Uma outra norma de matriz frequentemente usada
é a norma Euclidiana, definida por

II [I / É E | 12A = a .E j=l i=l 13

Ela é também denominada norma Schur ou normaing
benius.

'É interessante observar que IIAIIE ê consisten-
te com lellz . Entretanto, [|A “E: não é a norma de matriz su-
bordinada ã normaª ixllz. Na verdade, temos o seguinte resul-
tado:

Teorema 0.3.3 ([16], pag.?67) - A norma IIAIIE não é subordi—

nada a nenhuma norma de vetor.
Em consequência do resultado acima, em muitos

trabalhos teóricos, llÁle, ao invés de llAJlE, é usada em ººº
junção com llxllz, uma vez que HAII2 é a norma subordinada a

llxllz. Por outro lado, em trabalhos numéricos e na : análise
de erros, a norma IIAIIE é, às vezes preferida. Isto ocorre
“porque IIAHE:, ao contrário de IIAIIZ, é facilmente calculãvel
e porque a norma Euclidiana de A = (ªij) é igual ã norma Eu-

clidiana de IAl = ([aijl). As vantagens que mencionamosn para
a norma IIAJIE também são válidas para as normas IIAH]_ e

IIAHw—

Uma outra norma que usamos neste trabalho é a

definida como segue:



Se B é alguma matriz não singular então a fun
ção

luH BAB ,2

tem todas as propriedades exigidas de uma norma matricial e pº
demos considerar a norma | de uma matriz A, em fmxâo da

norma [ [2 , como:

lllIIAIIB = Um“ 2 .

Similarmente, podemos definir a norma vetorial

11qu = “Exu,

Além disso,

“A“; max “ Aan .

|x|B=1
Se A é uma matriz simétrica e definida positil

va (ver definição 0.4.6) podemos definir a norma A2 de uma
matriz C qualquer por:

& .
% __1_

chA2 =||A cAsz.
_l_

A existência e a unicidade de A? é garantida
pelo

Teorema 0.5.4 ((16], pag.755) - Se a matriz simétrica A G L(Rn)

é definida positiva então existe uma única matriz simétrica e

definida positiva E tal que BZ=A. Usualmente, escrevemos





.ll.

Definigão 0.4;2 - Uma matriz A quadrada de ordem n, real
ou complexa, e redutivez se existe uma matriz de permutação P

tal que

_1
B11 B12

PAP =
0 B22

onde, B11 e 322 sao matrizes quadradas.
A matriz A é irredutível se ela não é redutí-

vel.

Na prática, para verificarmos se uma matriz é

ou não redutível, utilizamo-nos de critérios mais simples que
o oferecido pela definição. Nós os encontramos, por exemplo ,

em ([ll], pag.lO3 e seguintes).

Definigão 0.4.3 — Uma matriz A e L (Cn) ê diagonalmente domi

nante, se

[ªiii > % lªijl , i= l,2,...,n (4)
j=l
j#i

e ê estritamente diagonalmente dominante se a igualdade em (4)

não Se verifica para nenhum i .

A matriz A é irredutivelmente diagonalmente
dominante se ela é irredutível, diagonalmente dominante e se a

desigualdade se verifica em (4) para pelo menos um i.
Enunciamos a seguir alguns resultados que envol

vem a idéia de ordenação parcial.
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Definigão 0.4.4 — Para vetores x,y e Rn definimos a ordena-
ção parcial por

x $ y se, e somente se, x. $ y.1 1 , i: 1,2,oolnfn,

e, similarmente, para matrizes A,B e L (Rn), por

A 5 E se, e somente se, ªij $ bij' i,j= l,2,...,n.

Zeoremz 0.4.1 — ([ll], pag.lO7) — Seja B e L (Rn) não negativa.
Então (I--B)-l existe e ê não negativa se, e somente se, puw<l.

Uma particularmente importante classe de matri-
zes com inversas não negativas é a dada pela definição seguin—

te.

Definigão 0.4.5 - A matriz A e L (Rn) é uma M-matriZ' se
A—1 > O e a.. S 0 , i # j. Uma M-matriz simétrica e uma ma-1]
triz de Stieltjes.

No próximo resultado apresentamos uma caracteri
zação das M—matrizes.

Teorema 0.4.2 - ([ll], pag.108) - Seja A e L (Rn) satisfazeª
do aij $ 0 , i # j. Então A é uma M-matriz se, e somente

' 1se, aii > 0 , i = l,2,...,n, e a matriz B= I—D- A, onde D=

= diag(all,..., ªnn) satisfaz p(B)<l .A

Teorema 0.4.3 — ([ll], pag.108) - Sejam B e L (Rn) e C e L(Cn).

Se |c| < B , então p(C)Sp(B).
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Não é, em geral, verdade que a soma de M—matri—

zes é também uma M-matriz. Entretanto, um caso de especial iª
portância é o seguinte:

Teorema 0.4.4 -([11], pag.109) - Sejam' A e L(Rn) uma M-natriz

e D e L(Rn) uma matriz diagonal não negativa. Então A + D é

uma M—matriz e (A + D)—1 s A_1 .

Teorema 0.4.5 — ([ll], pag.109)- Seja A e L(Rn) uma matriz de

Stieltjes. Então A ê definida positiva.

Teorema 0.4.6 - ([ll], pag.109)- Seja B e L(Rn) irredutível.
Se

n
2 bij] s 1 , '= l,2,...,n
j=l

e se a desigualdade se verifica para pelo menos um i, então
o(B) < 1 .

No próximo resultado apresentamos uma condição

suficiente para que uma matriz seja M-matriz.

Teorema 0.4.7 - ([ll], pag.110) - Seja A 6 L(Rn) uma natrizes -

tritamente ou irredutivelmente diagonalmente dominante tal que

ªij & 0 , i#j e aii > O , i= l,2,...,n. Então A é uma M-

matriz.

Consideremos agora, a matriz tridiagonal
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' 7
a "C1 l ON

N
&

..b a xs
2 2
&“ xx X“

“E“ &“ xx (5)N
N _A = “& xxx Cn-l

N
x X

& “x
5 N
&“ b

É

o n ªn

* 1

onde a >cl l>o, an>bn>0' bí>0, ci>0, ai>,bi+ci, i= 1,2,...,n—l. (6)

1b0r9m10.4.8-([ll], pag.llO) — Consideremos a matriz (5) sa-
tisfazendo (6). Então A é uma M-matriz.

Definigão 0.4.6 - Dizemos que a matriz A e L(Rn) e definida
não negativa se xtAx > 0 para todo x e Rn e, é ' definida
positiva se xtAx > 0 para.todo x e Rn não nulo.

Alguns autores usam o termo definida semi-posi-
tiva ao invés de definida não negativa.

Para matrizes complexas é válida uma definição
análoga ã anterior desde que troquemos xt por xH.

Os autovalores de uma matriz A simétrica são

todos reais; os de uma matriz A simétrica ou hermitiana (AH=

=A) e definida não negativa são todos não negativos e são to-
dos positivos se A é simétrica ou hermitiana e definida posi
tiva.

Teorema 0.4.9 - ([16], pagÇ736) — Para alguma matriz A e L(Rn),

a matriz A.At ê simétrica e definida não negativa. Se A é

não singular, entãº“ A.At ê simétrica e definida positiva.
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Teorema 0.4.10 -([ll], pag.124) — Seja A e L(Rn). Então
xtAx > O para todo x e Rn se, e somente se, xt(A+At)x > 0

para todo x € Rn.

Teorema 0.4.ZZ -([ll], pag.124) - Seja. A e L(Rn). Então
H -u Au e real para cada vetor complexo u se, e somente se, A

é simétrica.

Teorema 0.4.Z2 —([ll], pag.124) — Seja A € L(Rn) simétrica e

definida positiva e seja H e L(Rn) não singular. Então IÉÍH

ê definida positiva.

Abaixo, definimos uma das mais importantes opg
rações da teoria matricial.

Definigão 0.4.7 — Dizemos que duas matrizes A,B € L(Cn) são

similares se existe uma matriz não singular P € L(Cn) tal
que B= P_lAP.

Uma propriedade básica de matrizes similares é

dada pelo

Teorema 0.4.13 —([ll], pag.8) — Se A,B e L(Cn) são similares,
então A e E têm os mesmos autovalores.

0.5 - Transformações limitadas

Definição 0.5.1 — Seja X um espaço vetorial com métrica d.

Dizemos que a transformação T de X em X é limitada 'num

conjunto D de X, se em D ela satisfaz a uma condição de

Lipschitz; ou seja, se existe uma constante real positiva
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a < w tal que para todo x,y e D ,

d(Tx,Ty) S a d(x,y). (7)

Ao ínfimo, ou seja, ao maior dos limitantes in
feriores dos números a que satisfazem (7) para x # y, de
nominamos limite de T em D. Se D E X, dizemos que T e

limitada em X. Se X é normado, então (7) tem a forma
Fª:

H Tx-Tyll < allxªyll.

De acordo com (2), podemos estabelecer que

IlTlI= sup llTXIl- (8)
IIXIFl

Podemos provar que ||T|| é o limite em X de

uma transformação T.

Para uma transformação linear limitada T te—

mos que

IITXII < IITII ] x|| ,VxeX.

Teorema 0.5.Z —([8], pag.239) - Sejam X e Y espaços de Ba-

nach. 0 conjunto de todas as transformações lineares limita-
das de X em Y é um espaço de Banach para a norma definida
em (8).

Definição 0.5.2 — Sejam X e Y. espaços vetoriais ”munidos
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de uma métrica d. Dizemos que uma transformação T de D º X

em Y é contínua em x* e D se lim x = x* implica que
n+oo

lim Tx = Tx*, x -e D.
n+oo “n

Está claro que uma transformação limitada numa

vizinhança de x* é contínua em x*. Para transformações li-
neares a recíproca também é válida, pelo

Teorema 0.5.2 —([8], pag.236) - Sejam X e Y espaços de Ba-

nach. Uma transformação linear contínua de X em Y ê limita-
da em X.

0.6 - Diferenciação de transformações

A teoria'sobre resolução de sistemas não linea-
res depende de noçoês de limite e continuidade da transforma -
ção T envolvida. Algumas vezes, exigimos também que a trans
formação T seja diferenciável em algum sentido.

Existem muitas definições para a derivada de

uma transformação em espaços de Banach, sendo que, em R, cada
uma delas se reduz â definição usual.

Adotaremos_aqui a definição de derivada segundo

Frechet e diferencial segundo Frechet, às quais nos referire -

mos apenas por derivada e diferencial.

Definição 0.6.2 - Sejam X e Y espaços de Banach e seja T uma

transformação de X em Y. Dizemos que a transformação T é

diferenciável em x* se.existe uma transformação linear limitª
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da T' de X em Y, tal que

um IIT<x*+h> - T(x*) — T'(x*)hll
h+0 Ilh II

A transformação linear limitada T'(x*) ê chamª
da derivada primeira de T em x*.

Da desigualdade

|| T(x*+h)—T(x*) || 5 || T(x*+h)-T(x*)—T' (x*)h|| +|| fr' (x*)h||

gªme que se T é diferenciável em x*, então T é contínua en

x*.

Consideremos agora, o espaço de Banach X E Rn e

alguma das normas ZP, l$p$ºº . Podemos representar uma trans-

formação T tal que Tx=y , x,y e Rn , por:

Ti(x1,x2,...,xn) = Yi' i= l,2,...,n

para x=(x1,x2,...,xn).
Suponhamos que as derivadas parciais

BT BT.(x* ;x* ... x* )2' ' n ..a—xª = 1 l ' l,] =l,2,uoo'n
j x=x* , ax.

. J

exnáam e sejam finitas no ponto x*=(x*l;x*2,...,x*n). Então ,

a derivada de T é representada pela matriz Jacobiana
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! 1

BíTl(x*ª 82T1=x*) & Tl(x*)

81T2(x*) ,2T2(x*% . BnT2(x*)

T'(x*)=

alTn(x*) BZTn(x*) .... BnTn(x*)
L J

— * = *
,

- ':onde ajTi(X ) BTi(x )/8xj , 1,3 l,2,...,n.
Uma das ferramentas básicas da análise não li—

near e o:

Teorema 0.6.2 —([13], pag.22)— (Teorema do valor médio). Se

T é contínua em [a,b] & diferenciável em (a,b), então existe
pelo menos um ponto 5 € (a,b) tal que

T(b) — T(a) = (b-a) T'(ê)

Do teorema acima decorre que se x,y e[a,b] ,

então

IT(X)-T(y) $ sup |T'(5)LIXry;
aáêéb

axúecnkacomo desigualdade de valor médio.

Infelizmente, não podemos extender estes resuª
tados ã transformações T do Rn no Rn. Entretanto, para
tais transformações, temos
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Teorema 0.6.2' ([11], pag.l42) — Assumamos que T:Rn + Rn ê

continuamente diferenciável sobre um conjunto convexo D C Rn.

Então, para x,y € D,

'1
T(y)-T(x)= j T'(x+t(y-x))(Y-x)dt.

0

O próximo resultado é o correspondente ao teorg
ma do valor médio, no caso de transformações T do R" no R".

Teorema 0.6)3 ([ll], pag.l43) - Assumamos que Tzan + Rn ê

continuamente diferenciável sobre o conjunto convexo D C R“.

Então, para x,y € D,

II 'Nx) ' T(y>ll < sup II 'I" (X+t(y—x)>ll —lly-XH—

Oªxl
'

EBte resultado também é válido ([12],pag.69) se
T é somente diferenciável em cada ponto de D.

0.7 - Algumas definições e considerações sobre problemas de va

lor inicial e métodos lineares de passo múltiglo.

Consideremos o problema de valor inicial para
uma única equação diferencial de la. ordem

y'(x)= f(x,y(x)) , aSX€b , y(a) = y (9)
O

O teorema abaixo estabelece condições sobre f

que garantem a existência e a unicidade da solução de (9).
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Teorema 0.7.1 -([9], pag.2) — Seja f(x,y) definida e contínua
em todos os pontos (x,y) da região D definida por asxsb ,

-w<y<m , a e b finitos. Suponhamos que exista uma constante L

tal que, para cada x, y, ? tal que (x,y) e D e (x,?) e D ,

tenhamos,

|f(x.y) - f(x,?)| $ Lly-íl -

Então, se yo é algum número dado, existe uma única solução
y(x) .do problema de valor inicial (9) , sendo y(x) contínua
e diferenciável para todo (x,y) e D.

Pretendemos agora, determinar a solução y(à)

no intervalo- asxcb , a e by finitos. Suponhamos que f sa-

tisfaz as condições estabelecidas no teorema 0.7.1. Conside—

remos a sequência de pontos [xn] definida por xn= a + nh ,

n= 0,1,2,... O parâmetro h, que assumiremos constante, é de—

nominado passo. Uma propriedade essencial da maiôria dos mêtg

dos computacionais para encontrar a solução de (9) é a de dis—

cretização; isto é, procuramos uma solução aproximada, não so—

bre o intervalo contínuo asxcb mas sobre o conjunto discreto
de pontos [xnz n= 0,l,.,., (b-a)/h). Tomemos yn como uma

aproximação da solução teõrica em xn; isto é, yn ê aproximª

çao de y(xn) , e tomemos anf(xn,yn),

Definigão 0.7.Z — Se um método de determinação da sequência

íyn] toma a forma de uma relação linear entre Yn+j' f , j=n+j
= 0,l,...,s, nós o chamamos método linear de passo múltipZode
3 passos.
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Consideremos agora, uma classe muito importante
de métodos de integração: a classe geral dos métodos lineares
de passo múltiplo de 5 passos

5 s
2 Yj yn+j = h 2 ijn+j (10)
j=º j=0

onde Yj e Bj, j= 0,l,...,s, são constantes. Assumiremos que

Ys= 1 e que Yº e 80 nao sao ambos nulos.

Então o problema de se determinar a solução y(x)

de (9) é transformado no problema de se determinar uma sequên—

cia [yn] que satisfaça ã equação diferença (10).

Definição 0.7.2 - Se IBS=0 então o método é explicito e, em

caso contrário, implícito.

Num método explícito, a equação (10) produz o

valor yn+s diretamente em função de y "e f j=0,l“..,n+j n+j'
3—1, 0 qual, em cada estágio de cálculo, é sempre bem determi-
nado. No caso de um método implícito, entretanto, devemos re-
solver uma equação (em geral, não linear) para obter yn+sÁ

0.8 - AZguMas considerações sobre problemas de valores no con—

torno para equªções diferenciais ordinárias.

Consideremos o problema de valores no, contorno

para uma equação diferencial de 2a. ordem

y"(t)= g(t,y) , astcb , y(a)= & e 'vy(b)=Y (11)



.23.

onde a função g e as constantes B e Y são dadas.

Suponhamos que este problema de valores no con—

torno tenha uma única solução; mas, em geral, não há nenhuma

"representação fechada" para ela, e é, então, necessário consi
derarmos métodos que nos deem uma aproximação da solução. Um

dos métodos mais comuns é o da diferença finita que descreverg
mos abaixo.

Primeiramente, dividamos o intervalo [a,b] nos

pontos

<l..'<t :b-a= to<t n+l1

Para simplificar, suponhamos que os pontos ti
são igualmente espaçados com passo h; isto é, que ti: a+ih ,

i: 0,l,...,n+l= (b'ª)/h
Agora, aproximemos y"(ti) pela diferença divi—

dida de 2a. ordem

1mi): —h2-
[y(ti+1> - 2y<ti> + “ti-l)] , 'i= 1,2,...,n.

ando usamos esta aproximação em (11), sabemos

que a solução y satisfaz

2 —

.

(1/h )[Y<ti+1> - 2y<ti) + y(ti_l)]— g(ti,y(ti)) + r(ti,h)

gua #442,.n,n, nos pontos t1,t2,...,tn. Aqui, r(ti,h) sao

os erros introduzidos pela aproximação de y(ti) segundo a di
ferença dividida de 2a. ordem. Podemos mostrar ([12], pag.l4)
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que

lim r(ti,h) = 0
h+0

desde que y seja suficientemente diferenciável.

Agora, desprezemos o termo do erro e definamos

aproximações xl,x2,...,xn para os valores da solução exata

y(ti) de (11) nos pontos tl,t2,...,tn exigindo que as apro—

ximações xi satisfaçam ao sistema de n equações (em geral,
não lineares)

_- - 2 "'fi(x) _ xi+l + in Xi—l + h g(ti,xi) — O , (12)

com i= l,2,...,n, xo= B e Xn+l= Y .

Geralmente, também é impossível encontrarmos

uma solução explícita da equação (12). Então, usamos algum

processo iterativo para determinar uma solução aproximada de

(12). No capítulo 2, apresentamos um particular processo itg
rativo para resolvê-la.
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CAPÍTULO 1

º TEOREMA DA CONTRAÇÃO E SUAS APLICAÇÓES

1.1 — Q problema do ponto fixo.

Detinigão 1.2.1 — Seja X um espaço métrico. Denominamos poª
EO fam da transformação T: X + x a qualquer ponto x e X tal
que x= Tx.

Por exemplo) a transformação T:R + R tal que

Tx= x3 tem os pontos fixos x=0, x=l e x= -l .

Observemos que determinar um ponto fixo de uma

transformação T é equivalente a obter uma solução da equação
(0) de x (que chamaremos a-

(0)
x= Tx. Se conhecemos um valor x

não seja muito difg
x(l)= TX(º)

proximação inicial de x) tal que Tx

rente de x(º), é natural que consideremos como

uma aproximação de x(o) e, que geremos a sequência [x(k)]

de aproximações sucessivas para o ponto fixo x de T, pelo

processo iterativo

x(k+l)= Tx(k) , k= o,1,2,... (13)

Consideremos, agora, uma equação do tipo

f(x)= O
.

(14)

onde f e x são vetores de mesma dimensão m; isto é, se
m=1 temos uma simples equação e, se m=n, temos um sistema
de n equações.
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Engerab é possível reescrevermos a equação (14)

como um problema do ponto fixo do tipo x= Tx. Assim, para rg
solvermos a equação (14), usamos o processo iterativo (13) pa—

ra gerar aproximações sucessivas da solução que desejamos. Por

esse motivo, o processo iterativo (13) é conhecido como método

das aproximações sucessivas.
No caso em que f ê uma função real de uma va-

riãvel real, podemos fazer uma interpretação geométrica muito

simples para o problema do ponto fixo, pois, neste caso, uma

raiz da equação (14) escrita como um problema do ponto
.

fixo
do tipo x=Tx é um número x* no qual a reta Y=x intercep-
ta a curva y=Tx. Pode ocorrer, naturalmente, que estas cur —

vas não se interceptem. Isto significa que não há raiz real.
Existem muitas maneiras de expressarmos a equa—

ção (14) na forma x=Tx. Nem todas, porém, são igualmente sa—

tisfatórias para nossas finalidades. Por exemplo, dada a equa

ção

f(x) = x2+2x-5 = o (15)

podemos reescrevê—la na forma x= T(x) fazendo, por exemplo,

25 x ou T(x)= —â-
, para x #-2.

2 x+2
T(x)=

Considerando que a função f(x) definida em

(15) é contínua e que f(l) e f(2) tem sinais contrários coª
cluímos que a equação (15) tem uma solução (ou raiz) no inter-

x(0)= 1valo [1,2]. Tomando e, no primeiro caso,
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X.(k+l)= 5 .. x
, k: 0,1;2' no

,
, 2 .

,

.

obtemos a sequênoía

'f'x(»º)= 1 ',lx(1')=72. , x-(2)= o'..5 ,, x(3)= '2.ª375',...

que aparentemente diverge da solução desejada.
'

« Tomando—Se, agora, x(º)= lã e o processo ite-
rativo

x(k+l)= ___-l_— , k: 0,1'2|.oo
x(k)+2—

obtemos a sequência

“x(íº)= 1 , x(1)= 1.67', x(2)= 1.35 , x('3)= 1.49 , ”(“Mªl-43 '

xmê 1.46 ., x(6)= 1.45,

que aparentemente converge para a solução desejada.

Z.2 - º Teorema da Contração

ãConsideremos agora as questões de existência ,

unicidade e construção ou aproximação de pontos fixos ' de

transformações; bem como, o probiema de estimativa do erro pª
ra as Soluções aproximadas. Antes. definamos Stransformação

contração.

&
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Defúúgãa Z.2.Z - Seja X em espaço métrico com métrica d.
Dizemos que a transformaçãb T:&J+ X é uma contração sobre o

conjunto fechado D C X sàfl'gvfª'ê;

i) Tx e D para todo x e D . (l6)

ii) Existe uma constante, &, O$a<l tal que para cada

par de pontos x,y e D

d(Tx,Ty) $ a.d(x,y). (17)

Muitos autores não incluem a condição (i) na de

finição de uma transformação contração. Para simplificar este
trabalho, optamos, sem maiores prejuízos, pela definição acima,
encontrada, por exemplo, em ([13], pag.267).

'

Provemos agora, um resultado que é pouco mais

que uma observação.

Teorema 1.2.1 - Seja X um espaço métrico com métrica d. Se

sz + X é uma contração sobre D C X, então T ê contínua em

D.

Demonstragão: Seja dado E>0 e seja x um ponto qualquer de

D. Então, se o=O, em (17), temos

d(TX,Ty)= 0 < € ,

para todo y € D. Logo, T é contínua em x.
Caso contrário; ou seja, se 0<a<l , seja õ=€la e

seja y um ponto qualquer de D tal que d(x,y)<õ. Então
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d<Tx,Ty) < ad(x,y) < &. % = E ,

e, novamente, concluímos que T é contínua em x. Como x e D

é qualquer, nos dois casos concluímos que ”T é contínua em Da-

Teorema 1.2.2 — (Teorema da Contração). Seja X um espaço
métrico completo com métrica d e, seja Trx + X uma contra-
ção sobre o conjunto fechado D C X. Então, a transformação T

tem um e um sõ ponto fixo x* € D e a sequência [x(k)] defi-
nida'por

= Tx , k= O,l,2,... (18)

com x(º) e D arbitrário, converge para x*. Além disso, é

válida a seguinte estimativa para o erro:

à(x(k+l), x*) s —ª— a(x(k+l), x(k)) , k= o,1,2,...<19)
l-a

onde a é o fator de contração de T em D.

Demonstração: Tomemos x(o) e D e formemos a sequência (18).

Por (16), se x(0)e D então x(k)e D, k= O,l,2,...; e, por

(17), temos que

d(x(k+l), x(k))= d(Tx(k), Tx(k-l)) $ ad(x(k), x(k_1)) $ ...

< ak d(x(l), x(º)). (20)
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Se m><k+l> , pela desigualdade triangular, coª
cluímos que:

d(x(m), X(k+l) (k+2), X(k+l) k+3)' X(k+2)) + _.)sdw )+dm( .+

+ d(x(m), x9“'?)) 's d(x(k+2), x<k+l)).(l + a +...%

ou seja,

a(xº“), X(lç+1)) < a.d(x(k+l), (k)) ._1_ (21)x
l-a

Usando (20) concluímos que

_

.

- '.k+1 '
-

dwmº,x&HJ)< ÁL——- dàq3,xmh ' (ZH

. k+l _ .Como lim a - 0 , pOlS a<l, segue, de (22),
k+oo

que a sequência [x(k)], k= 0,1,2,..., é de Cauchy e, porque D

é fechado, tem um limite x* em DQ

Por outro lado, pela continuidade de T em D ,

segue que

Tx* = T lim x(k)= lim 'rxºº) = lim xªº“)
k—wo k—m keen _

-

=x*

ou seja, que x* e D é um ponto fixo de T.

Provemos agora, a unicidade do ponto fixo.—
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Suponhamos que x** # x* sejam dois pontos fi—

xos de T em D. Temos, então, que

o<d(x*,x**)='d(TX*,TX**) $ ad(X*,X**) < d(X*,X**) ,

pois<x<l . Chegamos então a.uma contradição, donde concluímos,

que x*= x**; ou seja, que o ponto fixo de T em D é único.
Façamos agóra, gm + w em (21). Chegamos ar

(k+l)) S a'; d(x(k+l), x(k))d(x*, x I-a ,

o que conclui a demonstração do teorema.__

No importante caso especial em que DEXEÉP, tal
que a transformação T é uma contração sobre todo o Rn, '

o

teorema 1.2.2 proporciona—nos um teorema de convergência glo-
bal; isto é, para qualquer 'x(º)e Rn, a sequência [x(k)] defi
nida em (18) converge para o único ponto fixo x* de T no Rn.

Este é o caso, como veremos no capítulo 3, da maioria dastzams—

formações T dos métodos iterativos para resolução de sistemas

lineares, Observemos que, aqui, a condição (1) da definição de

contração ê desnecessária. O objetivo desta condição naquela

definição prende—se ao fato que, daqui por diante, quando estª
belecermos que T é uma transformação contração sobre um con—

junto fechado D contido em um espaço de Banach então, pelo
teorema 1.2.2, poderemos concluir que o processo iterativo (18)

converge para o único ponto fixo x* de T em D, desde que a
(O)aproximação inicial x pertença a D. Se a condição (i)não

cbnstasse da definição de transformação contração, teríamos,na
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demonStração e aplicação do teorema 1.2.2, que demonstrar que
dado x(o)€ D então cada x(k), k= l,2,..., pertenceria a D.

Se apenas assumirmos que T satisfaz ã condi-
ção (ii) da definição de contração sobre somente uma parte de

X, nossos resultados não nos respondem se para um dado x(o)

o processo iterativo (18) será convergente. Discutiremos, a-
gora, um resultado potencialmente útil a este respeito.

Teorema Z.2.3 — Seja X um espaço métrico completo com métri-
ca d. Seja T:X + X satisfazendo

d(TXpTY) $ (Xd (XIY)

para todo x,y e D C X, com Osasl. Assumamos que x(º)e D e

tal que

S E [x:d(x,'Ix(0)) s—L—— d(x(0),Tx(0))] C D.
1- &

Emáb, T é uma contração sobre S.

Demonstragão: Se x e S, então

d('1'x,'1'x(º)) s ad(x,x(º)) s a [mx/mw)

.

2 .

.

s <l—É-a- + àd(x(º);?k(º))

=——-'ºª a(x(-º),'rx(º)') .
“J,-2a-

'
'

'

) + à(kmrxçpm
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Portanto, Tx S' S. Consequentemente, T é uma contração sobre S.-
Como ilustração do teorema 1.2.2 consideremos

2f(x)= x +2x-5 = 0

reescrita como um problema do ponto fixo do tipo x= T(x) com

T(x) = 5
, para x # -2 .

x + 2 ,

Temos, então

-5T(x)-T(y)= ———-—-——-—-

(x+2)(Y+2)
(x—y), para x#—2 e y#-2 .

'No intervalo D= [1,2], temos

|T(x)-T(y)| $ 0.56 Ix-yl .

Então, a função T é uma contração sobre
D= [1,2], com fator de contração a= 0.56 (Calculado em

x= 1 e, y= 1), pois, claramente, se x e D então VT(x) e D.

Assim, o teorema 1.2.2 garante-nos a existência de um ponto
fixo x* de T em D= [1,2], para o qnal converge a sequên-
cia. [x(k)] definida por

x(k+1) _ 5_ ' k= 011,2]...x(k)+2

com 'x(º)e [1,2] arbitrário, como já havíamos previsto na se-
ãção ”1.1.
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Observemos que a estimativa (19) é de grande im

portância na prática; pois, se o fator de contração a é co-
(k)_nhecido então o erro atual x x* após o K—êsimo passo da

iteração (18) pode ser limitado em função do último passo
x(k) - x<k+1); Além disso, suponhamosy por exemplo,que d=CL9

e que pretendemós determinar a solução x* com um erro infe —

4rior a 10- ; isto é, desejamos que a solução aproximada x*

satisfaça d(x(k+l), x*) $ 10—4. Podemos assegurar que isto ª
conteça desde que iteremos até que d(x(k+1),lx(k)) < 10—5 ,

uma vez que, por (19), temos

d(x(k+l),x*) < 9.d(x(kfl);x(k)) < 10"4 .
&

O próximo resultado nos dã uma Outra estimativa
do erro, agora dependendo apenas das duas primeiras aproxima —

ções.

Teorema 1.2.4 — Se as condições do teorema-1.2.2 são satisfei-
tas, uma estimativa do erro é dada por:

k+ld(x(k+l),x*) s ——ª———— d(x(l),x(º)) , k= 0.1,2:.--
1 — d

Demonstração: Basta que em (20) façamos m + ª.—

No próximo resultado apresentamos uma condição

suficiente para que uma transformação T seja contração sobre
um conjunto fechado. Usaremos este resultado no capítulo 3,

emborai na prática; este não seja de grande utilidade“
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Teorema Z.2.5 - Suponhamos que X seja um espaço métrico coª
pleto com métrica d e que D= [x e X: d(x,yº) $ r] com

yO e X fixado. Consideremos a transformação T:X + x e su-
ponhamos que para quaisquer par de pontos x, y e D, vale*

d(Tx.Ty) < ad(x.y)
.

(23)

d(Tyº,yo) & (l - oc)r ,

com 0$a<l . Então T ê uma contração sobre D.

Demonstração: Se x e D então Tx e D , pois.

d('D<,'yO) < d(Tx,Tyº) + d(Tyo,yo) $ ad('x,yó)+(1-a) «m.

Este fato aliado ã condição (23) implica que T

é uma contração sobre D.-

Z.3 — Condiçães gªficientes para Que uma função T de R em

E“ seja contração.

Observemos que a função real T de uma variâ-
vel real definida e asSumindo valores em I= [a,b] C R é uma

contração sobre I se existe uma constante a, 0$a<l , tal
que para todo par de pontos x, y e I,

|T(x)-T(Y)| < & Ix-yl.
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Na maioria das vezes, torna—se difícil verifi-
_ carmos esta condição. Nosso próximo resultado, embora .mais

restritivo, nos dá uma condição mais prática que nos assegura
quando uma função real de uma variável real é uma contração.

Teorema Z.3.Z - Seja I=[a,b] C R e seja a função T: I + I.
Se T é contínua e tem derivada primeira contínua em I en-
tão lT'(x)| < 1, para todo x e I, implica que T é uma

contração sobre I.

Demonstração: Sendo T contínua e tendo derivada primeira coª
tinua em I, pelo teorema do valor médio, temos

[T(X)- T<y>l < |T'<c)l.lx-yl ,

com ; e [x,y] para todo x,y e I.
Portanto, se |T'(x)l< a<l para todo x e I ,

entao T e uma contraçao sobre _I._
Como aplicação prática do resultado acima, coº

sideremos, novamente, a equação

f(x)= x2 + 2x — 5 = 0

reescrita como um problema do ponto fixo do tipo .x= T(x),can

T(x) % x + 2 , para x # -2 .

Seja I= [1,2]. Para x e I temos T(x) e I.
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Além disso,-

T' (x): —- _5_2 .
(x+2)

Portanto, para x 6 I temos |T'(x)|<1 , pois
|T'(l)|= 5/9. Em consequência, pelo teorema 1.3.1, T é contrª
ção sobre 1, como já havíamos verificado anteriormente.

Escrevamos, agora, f(x)= 0 como um problema do

ponto fixo do tipo x= T(x) .com

2
T(x)= 5 X

.
2

Temos que

T'(x)= -x

e, portanto, |T'(x)4 < 1 se, e somente se, x<l . Assim, T

não é contração sobre I= [1,2].
Como outra aplicação prática do resultado ante

rior e do teorema 1.2.2, resolvamos a equação f(x)= x—e;x= 0.

Para T(x)= e_x, usando duas decimais exatas,
temos que T(0.4)= 0.67 e T(o.7)= 0.50. Uma vez que ,T & tam
bém uma função decrescente, concluímos que se .x €[0.4,0.7] en
tão T(x) e [o.4,o.ã].

Temos ainda que T'(x)=v—e—X e, portanto,
lT'(x)| < 0.7 para todo x e[o.4,o.7].

.

Consequentemente, pelo teorema 1.3.1, a função
T é uma contração sobre [0.4,0.7] com fator de contração
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a= 0.7; e,vo teorema 1.2.2 garante—nos que o processo iterati—
VO

_ (k) '

x<k+l)= e X
, k= o,1,2,... (24)

converge para a única raiz de. x= e"X em [0.4,0.7], para qual
x(0)quer neste intervalo.

De fato, se x(0)= 0.5, aplicando o processo ª
terativo (24) e usando três decimais exatas, obtemos & tabela:

K o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x(k) 0.5 0.607 0.545 0.580 0.560 0.571 0.565 0.568 0.567 0.567

x(k)—x* —0.067 0.040 -o 022 0.013 —o.oo7 0.004 -o.ooz 0.001 0.000 oiooo

Os números. x(k) verificam a afirmativa que fi
zemos de que o processo iterativo (24) é convergente, embora

lentamente, para a solução x*= 0.567. Foi usando este va—

lor de x* que construimos a última linha da tabela acima, pa-
ra mostrarmos que o erro tende monotonicamente para zero.

As figuras 1 e 2 abaixo ilustram a convergência
do proceSso iterativo

x<k+l)= Tx(k) , k= o,1.2,...

para funções T tais que 0 $ T'(x) < 1 e —1 < T'(x) < 0 ,

respectivamente; Observemos que a sequência [x(k)] converge pª
ra x* monotonicamente quando o coeficiente angular é positivo
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e converge com valores alternadamente superiores e inferiores
a x* quando T tem coeficiente angular negativo.
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As figuras 3 e 4 abaixo ilustram a não conveg

gência do processo iterativo
x<k+1> TX<k>

, k= 0,1,2,...
para funções T tais que »lsT'(x)<w e —w<T'(x)<-l, respec-
tivamente.
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O próximo resultado,.bem como o anterior, terã
grande utilidade no capítulo 3, pois nos possibilitará mostrar
que as funções' T dos métodos iterativos mais usuais para resg
lução numérica de equações algébricas ou transcendentes são

contrações sobre algum intervalo contendo a solução (ou raiz )

x* procurada.

Teorema Z.3.2 — Suponhamos que sobre algum intervalo I C R as

funções T e T' são contínuas e que a função T tem um poª
to fixo X* E I com |T'(xf)| < 1. Então, a função T é uma

contração sobre algum subintervalo fechado de I contendo x*.

Demonstração: Pela continuidade de T' encontramos ô>0 tal
que

|T'(x)| $a<l

para todo x e [x*-õ, x*+6] C I.

Além disso,

1T(x)—x*|= |T(x)—T(x*)! $ [T'(ç)| |x—x*| < a, g e [x,x*].

Concluímos, então que T é uma contração sobre

[x*-6, x*+6] C I.-
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Z.4-Comhções suficientesgpara que uma transformação não linear
T do E", no E" seja contração.

Consideremos agora, o problema de resolver o

sistema de equações não lineares

fi(x1,x2,...,xn)= 0 , i= l,2,...,n (25)

o qual,1umalmente, escrevemos na forma vetorial

(26)II o'Fx

onde F:Rn + Rn é uma transformação cujas componentes são fi;
isto é, Fx: (f1(x), f2(x),..., fn(x))t.

Observemos que, por simplicidade, assumimosque

F está definida sobre todo o Rn. Isto não é essencial, a me

nos de generalização, desde que se F está definida somente

sobre um subconjunto D, ela pode sempre, de um modo arbitrã -

rio, ser extendida ao espaço inteiro.
Inicialmente, escrevemos o sistema (25) na for

ma equivalente

xi= ti(xl,x2,...,xn) , i= l,2,...,n (27)

ou, na forma

n n _ ,; .

N _ »'onde T:R + R e uma transformaçao cujas componentes sao
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ti, i= l,2,...,n.
Suponhamos que seja conhecido que o sistema(27)

tenha uma única solução x*i, i= l,2,...,n, num certo conjunto
do Rn. Se certas limitações forem impostas às funções ti(xl,
x2,...,xn), i= l,2,...,n, podemos determinar a solução x*.1
com uma precisão pré-determinada utilizando o processo iterati-
VO

.+ .
-X1(k 1)= ti(xl(k), gz(k),..., xn(k)), 1= l,2,...,n;k=0,l,...(28)

can & aproximação x(0)= (xl(º),..., xn(o)) tomada suficiente-
mente próxima da solução xi*, i= l,2,...,n, desejada.

Evidentemente, em lugar das n igualdades (28) , pg

demos escrever o processo iterativo na forma

x(k+1) (k)= Tx ", k= o,1,2,...

Assim,determinar a solução xi*, i= l,2,...,n ,

do sistema não linear (25) equivale a determinar o ponto fixo
x*= (xl*, x2*,...,xn*) da transformação não linear T.

De modo análogo ao teorema 1.3.1, 0 próximo re-
sultado nos dã uma condição que embora mais restritiva que a de

finição 1.2.1, facilita-nos Verificar quando uma transformação
a *- . ª . nTan + Rn e uma contraçao. Aqui, como metrica no R , usamos

d(x,y)= llx-yll, para todo ;x,y e Rn.

'Teorema Z;4.Z — Seja TURn + Rn continuamente diferenciável sº
bre o conjunto convexo D. e tal que para todo x e D, Tá € D.
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Se

H T'(x)l| s a < 1 (29)

para todo x e D, então a transformação T é uma contração sº
bre D.

Demonstração: A demonstração ê anãloga ã do teorema 1.3.1, bag

tando aqui considerarmos o teorema do valor médio (tanxma(L6.3)

que nos garante que

-|fX-YH.lim—Ty“ « sup “mm;-m
0$t<l

gua não x,y e D. Assim, tomando Ç= x+t(y—x), Ostgl , temos
que se

sup ||T'(Ç)|I$ a < 1 ;

CED

ou seja, se

[|T'(x)|[< a < 1 ,

para todo X E D, então como se x e D segue, por hipótese ,

que Tx e D, concluímos que T é uma contração sobre D.__

Na prática, a condição (29) é substituída pe—

la condição

|lMH<a<l

onde M é a matriz quadrada de ordem* n cujos elementos são
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ati(x)
m..= sup ——————— . (30)13 3x><€ D j

'Estã claro que a condição (29) depende da nor-
ma considerada. Isto significa que T é uma contração com

respeito a alguma norma, podendo não o ser com respeito a uma

outra norma. Observemos ainda que escolhendo as normas H.|| ,P

com p= 1 ou p=w , podemos facilmente calcular o fator de

contração d , bastando fazer a= llMlll ou d=||M|L”. Escolheª
do a norma Euclidiana, d= H MME: não é facilmente calculãvel.

Entretanto, podemos escrever:

n é 1/2
(lm-WIIE s Emi]. ,.nx—ynE

i,j=1

tal que, usando ||.HE , podemos fazer

n 2 1/2
a = E m .. . (31)

Como um exemplo prático, apliquemos o teore—

ma l.4.1, owna condição (30), ao sistema de equações não li-
neares (32), embora este seja facilmente resolvido pelo méto—

do das substituições.

(32)
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Reescrevendo as equações acima como:

2 1/2
4.8 - x2 lxl = e x2= ; (3 — xl) (33)

2

obtemos o sistema (32) na forma de um problema do ponto fixo
do tipo x= Tx onde x= (x1,x2)t e Tx= (tl(x),t2(x))t.

Denotando por D o conjunto fechado lsxlsz ,

0$x2<l, temos de (33) que se x e D então Tx e D. Além dis-
SO,

. “2 (9.6 - 2x22)

atllx) x2

l/2

cujo máximo mõdulo sobre D ocorre para x2= 1 com valor
l//7.6 . Portanto, a matriz M de elementos mij definidos

por (30) é:

0 l/J7.6
M= '

1/2 0

Temos então, ||MH] = ||M|Ln= l/2 e, para (31),

temos a=(2.9/7.6)l/2. Concluímos então que a transformação T

é uma contração sobre D sob quaisquer uma das três normas

usuais do Rn. Podemos então, aplicar o teorema 1.2.2. Assim,

tomando como aproximação inicial o ponto central de D ; ou se
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(O) (O))t
2

mais exatas e'o processo iterativo
ja, x = (x = (1.5, 0.5)t, usando quatro deci—

X(k+l) =Tâk), k=oaa,u.

onde

(k+1)_ & _ (k)

K 0 l 2 3 4 5 6

xík) 1.5 1.5083 1.4556 1.4566 1.4498 1.4499 1.4490

#“ 05 mm dna-ann ann ana mwa

De maneira análoga ã demonstração do teorema

1.3.2, podemos demonstrar o

Teorema Z.4.2 - Consideremos a transformação T:!Rn + R“. Su—

ponhamos que as transformações T e T' são contínuas sobre
algum conjunto D C Rn e que a transformação T tem um pon-
to fixo x* e D tal que ||T'(x*)|l< 1. Então a transforma—

ção T ê uma contração sobre alguma vizinhança fechada de

x* contida em D.
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1.5 — Condições suficientes_para que uma transformação afim T

do E" no E" seja contração.

Definigão Z.5.Z - Se H € L(Rn) e b e Rn então a transformação
nT:Rn + Rn definida por Tx= Hx + b, x e R é uma transforma-

ção afim do Rn no Rn.

Consideremos agora, o sistema linear a ser rg
solvido

n
= b ou E a..x.= b. , i= 1,2,..., n (34)

3

com A e L(Rn) não singular e x,b e Rn.

Se B e L(Rn) e C E L(Rn) são tais que

A= B - c
'

(35)

chamamos (35) de uma decomposição de A. Por uma tal decomposi

ção, podemos escrever (34) na forma

Bx = Cx + b

a qual sugere o processo iterativo

Bx(3+l) = Cx(k) + b, k= o,1,2,...

com x(º)e Rn arbitrário. Exigindo que E seja não singu—
. . . . . .O nlar, definimos de maneira unica, para um dado x( )e R , a se
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(k))quência [x por

x(k+l)= 3-1 c x(k> + B-lb . k= 0,1,2.---

Tal processo iterativo pode ser escrito na for-
ma

x(k+l)= Tx(k) , k= o,1,2,... (36)

onde T: Rn + Rn é a transformação afim Tx= Hx+s, com H=Iflc

e s= B—lb. ;

Está claro que x* e Rn é solução do sistema
(34) se, e somente se, x* é ponto fixo da transformação T no
R9.

Como veremos nos capítulos 2 e 3, pelo princí —

pio da decomposição de A , podemos gerar e analisar a maio—

ria dos métodos iterativos estacionários para a resolução de

sistemas de equações lineares; e, uma vez que, pelo mesmo priª
.cípio, tais métodos podem ser escritos na forma (36), concluí-
mos que'a-maioria_dos métodos iterativos estacionários para a
.resolução de sistemas lineares nada mais são que simples pro-
blemás'aáªpçn£ç_fixo.

.Ós teoremas seguintes estabelecem critérios so—

_breia'transformação.linear H de modo que as transformações ª
fins definidas na maioria dos métodos iterativos para resolu —

ção de sistemas lineares sejam contrações sobre todo o Rn.

'Teorema Z.5.Z - Consideremos a transformação afim T: Rn + Rn



.49.

definida por Tx= Hx + s , com H € L(Rn) e s e nª. Então, T

- » n .e uma contraçao sobre o R se ex1ste alguma norma sobre o Rn

tal que IIHII < 1 .

Demonstração: Para todo x,y e Rn , temos que

IlTx-TY||= IIHx-HY||< llHH-IIX-Yll—

Portanto, se ||H||< l segue que T é uma con-
tração sobre todo o Rn._

ObserVemos que a condição ||Hlf< 1 para que. a

transformação afim Tx= Hx + s seja uma contração sobre o Rn

depende da norma considerada; isto é, a transformação -T pode

ser contração sobre o Rn com respeito a uma determinada nor-
ma e não o ser com respeito a uma outra norma; Na prática, fg
lizmente, para que possamos aplicar o teorema da convergência
global (apresentado na pag. 31 como_caso particular do teorema
da contração), c>que1rs importa é saber se existe alguma norma

do Rn com respeito a qual T é uma contração sobre todo o

Rn, não sendo de grande interesse a identificação de tal.nor-
ma.

Vejamos agora uma condição necessária e sufnúeg
te para que a transformação afim “T .seja uma contração sobre
o Rn.

Teorema 1.5.2 - Consideremos a transformação T: Rn + Rn defi
nida por Tx=Hx+s com H€L(IRn) e=s,eRn. Então,exi_s_

te uma norma sobre o Rn com re5peito a qual T- é uma contrª



.50.

ção site o Rn se, e somente se, p(H)< l , onde por p(H) iª
dicamos o raio espectral de H.

Demonstragão: Mostremos que se p(H)< 1 então existe umarcE
n .

'

- r -ma no R com respelto a qual a transformaçao T e uma con—

tração sobre todoo Rn. Temos que

p(H) < 1 ++ l - p(H) > 0 ++ 3 E > O tal que 0<€< l — p(H)

._. p(H)+€<l-

Assim, pelo teorema 0.3.6, se p(H)< 1 então exiâ
te uma norma no Rn tal que []H|L< l ; e, pelo teorema 1.5.1 ,

concluímos que, com respeito a esta norma, T é uma contração
sobre todo o Rn.

Agora, pelo teorema 0.3.5, temos que

p(H) < IlHl!

qualquer que seja a norma considerada no Rn. Então, pelo teo—

rema 1.5.1, T é uma contração sobre todo o Rn se existe al-
guma norma no Rn tal que

p(H) < llHll < 1

o que demonstra o teorema.—
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definida por Tx= Hx + 5 , com H e L(Rn) e s e R". Então, T

ê uma contração sobre o Rn se existe alguma norma sobre o Rn

tal que “HH <l .

Demonstração: Para todo x,y € Rn , temos que

IlTX-TYH= lle-HYI|< IlHll—HX-YII—

Portanto, se |IH|I< l segue que T é uma con—

tração sobre todo o R“._
Observemos que a condição ||H|f< 1 para que. a

transformação afim Tx= Hx + s seja uma contração sobre o Rn

depende da norma considerada; isto é, a transformação -T pode

ser contração sobre o RH com respeito a uma determinada nor—

ma e não o ser com respeito a uma outra norma, Na prática, fg
lizmente, para que possamos aplicar o teorema da convergência
global (apresentado na pag. 31 como caso particular do teorema
da contração), c>que1rs importa é saber se existe alguma norma

do Rn com respeito a qual T é uma contração sobre todo 0

aª, não sendo de grande interesse a identificação de tal nor-
ma.

Vejamos agora uma condição necessária e suâxúeª
te para que a transformação afim T 'seja uma contração sobre

o Rn.

Teorema 2.5.2 — Consideremos a transformação T: Rn + Rn defi
nida por Tx = Hx + 5 com H e LHRH) e =s, e Rn . Então, exiâ

n . .te uma norma sobre o B com respeito a qual T e uma contra
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ção size o B? se, e somente se, p(H)< 1 , onde por o(H) iª
dicamos o raio espectral de H.

p(H)< 1 então existe umanqgDemonstragão: Mostramos que se
n .

» » -ma no B com respeito a qual a transformaçao T e uma con-
tração sobre todoo Rn. Temos que

p(H) < 1 ++ l _ o(H) > O ++ 3 E > O tal que 0<E< 1 " o(H)

** º(H)'+E < 1-

Assim, pelo teorema 0.3.6, se p(H)< l entãoexiâ
te uma norma no Rn tal que ||H|L< l ; e, pelo teorema 1.5.1 ,

concluímos que, com respeito a esta norma, T é uma contração
sobre todo o Rn.

Agora, pelo teorema 0.3.5, temos que

MH) < llHll

qualquer que seja a norma considerada no Rn. Então, pelo_teo-
rema 1.5.1, T é uma contração sobre todo o Rn se existe al—

guma norma no Rn tal que

o(H) < HHII < 1

o que demonstra o teorema.-
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CAPÍTULO 2

ALGUNS MÉTODOS ITERATIVOS

Neste capítulo apresentamos alguns métodos ite-
rativos da Análise Numérica. Aqui mostramos também que as
transformações T de tais métodos são resultantes da tentati—
va de exprimirmos & equação f(x)= 0 (f e x vetores de mesma

dimensão n>l) como um problema do ponto fixo do tipo x= Tx.

2.2 - Para a resolução de equações algébricas ou transcenden -
tes.

Vejamos agora, particulares transformações da

equação algébrica ou transcendente f(x)= O em um problema do

pºnto fixo do tipo

x= T(x) E x » à(x) f(x). (37)

Está claro que se a equação f(x)= 0 tem uma

raiz x* e se o(x) ê contínua numa vizinhança de ,x* então
a equação (37) também tem uma raiz x*.

A função ú(x) pode ser construída tal que a

função T seja uma contração sobre uma determinada vizinhança
da raiz x* , a qual ê,tambêm; ponto fixo de T.

Descrevemos abaixo, alguns métodos iterativos
mais usuais para resolução de equações algébricas ou transcen—

dentes. Na verdade, nos três primeiros métodos, apenas apre —
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sentamos seus-algoritmos. As condições necessárias e suficieª
tes para a aplicação dos mesmos são apresentadas no capítulo 3.

2.Z.Z — Método das Cordas

Definamos a função w(x) por

w<x) = Y

onde y é uma constante não nula.
Com esta escolha de w(x) obtemos & função itº

ração

T(x)= x - yf(x)

e o processo iterativo denominado método das cordas e defini-
do por

x(k+1)= >É(k) _ yf(x(k)), k= o,1,2,...

(0)com a aproximação inicial x escolhida suficientemente pré
xima da raiz x* desejada.

2.1.2 - Método da falsa posição

Consideremos a função w(x) definida por

_ xm)

”f(x) - f(x(0))
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Com esta escolha de w(x) obtemos

'
(0) _ (o)

F ”f(x) ª x - w<'x>f(x) = Jºw—> .

f(x) — f(x(º))

Assrn,rm>pnxxsso inaxúúvo

(0) (k) _ (k) (0)
X(k+l)= x f(x ) x f(x )

, k= 1'2'3' ...

denominado método da falsa posição, a função iteração T é de—

finida por

_Tm : x(0)f(x) — xf(x(º))
_

f(x) — f(x(º))

. « 1As aprox1magoes x(º) & x( ) devem ser escg
lhiáas próximas da raiz xª âesejada & devem ser tais que

1|f(x(º)).f“(x(c)) > o f(x(º'),f(x(l)) < e.

2.1.3 - Método de Newton—Raphson ou método das tangehtes

Definamos a função w(x) por

"(º(x) : ...—ª"....—

f'(x)

Com esta escºlha de a(x), obtemos a função 1—

teração
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T(x)= x — &.
f'(X)

e o processo iterativo denominado método de Newton-Raphson e

definido por

(k)x(k+1)= x(k) — £l5———l—
, k= O,l,2,...

sendo necessário, como veremos no capítulo 3, escolhermos a
(0)aproximação inicial x próxima da raiz x* desejada.

Podemos usar o método de Newton—Raphson para de
terminar raizes reais ou complexas da equação f(x)= 0. No

caso de desejarmos determinar uma raiz complexa é necessário ª
(0)penas que a aproximação inicial. x seja um número complexo

e não um número real.

2.1.4 - O método de Chebyshev por iterações de alta ordem.

Em 1838, Chebyshev propos um método de determi—

nação das raizes reais da equação f(x)= 0 , o qual generali —

zou muitos métodos desenvolvidos anteriormente. Seu método bª
seou-se na representação da função inversa de f(x) pela fôrmª

la de Taylor. Por não ser um método dos mais usados nós o deg

creveremos menos suscintamente que os anteriores.
.

0

Suponhamos que f(x)= 0 tenha uma raiz x* em

[a,b]. Assumamos que f e suas derivadas de ordem suficien-
temente altas sejam contínuas em [a,b] e que f'(x) # 0 em
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[a,b]. Consequentemente, a função y= f(x) tem uma função iª
versa x= F(y) em [c,d], sendo [c,d] o contra—domínio dos va-
lores de f(x) para x e [a,b]. A função F(x) tem tantas
derivadas contínuas quanto f(x). Desde que

x 5 F(f(x)) para xe [a, ] e y ; f(É(y)) para ye [c,d], (38)

então

x* = F(0) .

Se y e [c,d] , a fórmula de Taylor nos dá

n m
'

x*= me) =F<y> +Z <-1>m
JTD—ªª— yª' Ham“1 , (+)

m!HPI

onde o termo residual pode ser escrito como

n+l F[n+1] (c) yn+1R = (—1) , com C entre 0 e y .ª“ (nu):

Então temos

n m nu.
x*= x + E (-1)m ªªª—(ªí)—

[f(x)]m + (—1)n+1
F[ )(

)[f(x)]ª+1.
m=1 m! (n+l)!

Para simplificar a notação, coloquemos:

(+) Aqui, a fim de evitar confusão, F[m](y) significa
derivada de ordem m da função F no ponto y.
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. ()ªªkm]z%m)eqwmsx+g(4W3%;&mm“.
uFl

A equação

x= Tn(x)

é um problema do ponto fixo, desde que

n _ a
T (x*) = x* + E (_1)m _E_Á£:l [f(x*)]m = x* _n * _ |m-l m.

Assim, colocando

x(k+l)= Tn(x(k)) , k= o;1,2,.,.

com x(º) e [a,b], obtemos um processo iterativo de ordem

(n+l) , pois

Tnb] (x*)= 0 , para x= l,2,...,n eTn[n+l](x*) # 0.

Baamas colocar a função Tn(x) em uma formaeª
'plícita em função de f(x) e suas derivadas, uma vez quef,
por (38), temos

F'(f(x)) f'(x) = 1

F"(f(x>)f'º(x> + F'(f(x>) f"(x>'= o
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F"(f(x))f'3(X)+ 3F"(f(X))f' (x>f"(x) + F' (f(x))f'" (x) = o

al(x) f'(x) = 1

a2(X) f'2(x) + a1(x) f"(x) = o

a3(x) f'3(x) + 3a2(x) f'(x)f"(x) + a1(x) f“(x) = 0

oooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Assim, podemos determinar a sequência a1(x)

a2(x),... e, consequentemente, determina: Tn(x).
Se n=1,

(k)
Tl(x)= x - lººl- e xºº+1)= mªº) ; x(k)-%) v,k=0,1,...

f'(x)
'

f'(x

ou seja, obtemos o método de Newton-Raphson.

Sen=2 ,

_f(x> _
f"(x)fº(x)

T (x)= x2 f' (x) zf'3 (x)

(k) .. (k) 2
x(k+1)= man) 5 x(k) _% ',f (x

3 )fkºººo) , k= o,1,...
f'(x ) 2f' (x )
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2.2 — Para a resolução de sistemas não lineares

Apresentamos agora, alguns dos métodos iterati—
vos mais usados para a determinação dos elementos x= x* e Rn

que satisfazem ã equação não linear

onde F:Rn + Rn .

2.2.1 — Método de Newton

Suponhamos que a transformação F seja difereª
ciãvel (segundo Frechet) em D º Rn e que a transformação
[F'(x)]_1 exista em D. Então, uma generalização formal do

método de Newton—Raphson (Caso de n=1) é dado pelo processo
iterativo

x(k+l)= T x(k) , k= o,1,2,...

onde a transformação não linear T é definida por

Tx = x - [F'(x)],-l F(x)

devendo, como veremos no capítulo 3, a aproximação inioial
x(o) e Rn ser escolhida suficientemente próxima da solução
x = x* desejada.
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2.2.2 - Método de Newton modificada

A busca da transformação inversa [F'(x(k))].l
pode resultar numa tarefa bastante complexa. Por isso, às ve—

zes, ê conveniente empregarmos o chamado método de Newton modª

ficado, o qual é definido pelo processo iterativo

x(k+1)= T x(k) , k= o,1,2,...

com a transformação T- definida por

“Tx = x — [F'(x(0))]-l- F(X)

(º) e Rn eScolhida brõxima dasendo a aproximação inicial x

solução x= x* desejada.

Neste caso, em cada passo k, a transformação iª
versa [F1(x(º))]—l assume sempre o mesmo valor. Embora o mê—

todo de Newton modificado convirja mais lentamente que o de

Newton, aquele resulta ser, com frequência, mais conveniente
que este, do ponto de vista do cálculo.

2.3 — Para a resolução de sistemas lineares

Consideremos o sistema linear a ser resolvido

M=b & Zaím=b.,i=lâpn,n em

onde a matriz A?(aij) é real, quadrada de ordem n, não singg
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_lar e com os elementos diagonais aii não nulos; e, onde

x,b € Rn.

Definamos as matrizes -L=[£ij] como sendo a

parte estritamente triangular inferior de A, -U=[uij] como

sendo a parte estritamente triangular superior de A e D=[dij]
como sendo a diagonal de A; ou seja,

(40)

Descrevemos abaixo, alguns dos mais importantes
métodos iterativos para resolução de sistemas lineares.

2.3.Z — Método dos deslocamentos simultâneos ou Mêtodo_de Jaco

bi - Richardson.

Usando as matrizes definidas em (40) podemos eg
crever o sistema linear (39) como

(D — L — U)x = b

e, então, temos

Dx = (L + U)x + b

ou



061.

x = D—1(L + U)x + 9—1b.

« Assim, neste método, a matriz A ,é decomposta
em A= B-C , onde B=D é não singular (pois, por hipótese, tº
dos os a.. são não nulos) e onde C= L + U.11

Ao processo iterativo estacionário definido por

x(k+l)= Tx(k) , k= 0,1,2,...

nonde a transformação T:Rn + R é definida por

Tx = Hx + s = D"1(L + U)x + D'1

com a aproximação inicial vx(º)€ Rn arbitrária, denominamos

método iterativo dos deslocamentos simultâneos ou mêtodo'íterª'
tivo de Jacobi — Richardson.

Abandonando a notação matricial, podemos escre-
ver este método na farma

n(k+1) 1 (k)x = ——— ( b - Z a. x» ] ,i aii i j=l 13 3

Jª“
-_ _

'

(º) n - .can i— l,2,...,n , k— 0,1,2,... e xi e R arbitrario.
Observemos que dividindo cada equação do siste—*

ma (39) pelos respectivos elementos diagonais a (e isto éii
possivel, pois, por hipótese, ªii # O para todo i= 1,2,.u,n)
chegamos ao sistema abaixo, o qual é equivalente ao sistema erª _

gínal.
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.. .. a.. * b,
Ax = b onde ãij=-—4El e bi=

1
, i,j= l,2,...-n

ªii aii

Nesse caso, definimos as matrizes -£==[íij] e
A

U:=[âij] de maneira análoga ã feita em (40).
Agora, o método iterativo de Jacobi - Richankmn

fica resumido a

x<k+l)= Tx(k) , k= o,1,2,...

nonde Tan + R ê definida por

Tx = Hx + s = (L + U)x + b (41)

com x(o)e Rn arbitrário.

2.3.2 — Método dos deslocamentos sucessivos ou método de Gauss

- Seidel.

Usahdo a decomposição A= D - L - U , podemos

escrever o sistema linear (39) como

(D — L - U)x = b

e, então, temos

(D ' L)x - Ux = b
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ou

1 1x = (D — L)" Ux + (D — L)" b .

Assim, neste método, decompomos a matriz A na
forma A= B - C onde B= D — L é não singular (pois, por hi—

pótese, aii # O , i= 1,2,...,n) e onde C= U.

Ao processo iterativo estacionário definido por

k+1) : Tx(k) , kx( 0,1,2,...

nonde a transformação Tzan + R é definida por

1 lTx Hx + 5 = (D—L)" Ux + (o—n)“ b

com a aproximação inicial x(º) e Rn arbitrária, denominamos

método iterativo dos deslocamentos sucessivos ou método itera-
tivo de Gauss — Seidel.

Abandonando a forma matricial podemos escremê -
lo na forma

'-1 n(k+1)== 1 _
1 (k+l)_ ao

' _ _
. (O ) n ' ' :gua i— l,2,...,n , k— 0,1,2,... e x. e R arbitrario.l.
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2.3.3 — Método de sobrelíberação ou método SOR.

Este método consiste basicamente numa modifica—

ção do método de Gauss - Seidel feita para que a convergência

seja acelerada. Este fato é da maior importância para siste —

mas com um grande número de equações.
Neste método, calculamos o iterado de Gauss—Sei

del como antes, por

'-1—(k+1)_ 1 _
1

X. - a— [ bi %: a..x. &l 11 ' l 13 J =i+l ij 3

n

3

para i= l,2,...,n e k= 0,1,2,...
Mas, tomamos o novo valor de x como sendo1

x_(k+1)___ x (k) — (k+l)
”_1 i +w(xi Xiªº) , i= l,2,...,n, k= o,1,2,... (43)

para algum parâmetro real w # O.

Denominamos o parâmetro w de fator de libera—

ção e o escolhemos de modo que a convergência do processo seja
(k+l)possível. Se w = 1 então, claramente, xi ê.justamen—

te o iterado de Gauss — Seidel.
Para escrevermos o procedimento acima em forma

matricial, primeiro substituímos (42) em (43).' Temos, então

'-1
.

n(k+1) (k) w
1 (k+l) (k)

I = - | + — bn _ | ' l _ ª. ' xlxl (l w)xl ªii
[
1 ªí:-lang]

.

ã=i+l 13 :|
] ,

gua i= l,2,...,n e k= 0,1,2,...; e, rearranjamos na forma
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1 n(k+l) i (k+1) (k) (k)aux. +-WZ a =(1—V0a x. — WX x. ,11 i j= ijXj iil j=1i+1ªij j

para i= l,2,..., n e k= 0,1,2,...
Assim, usando a decomposição A= D-L-U, podemos

escrever

X(k+1>_ WLX(k+1>= k)(l-W)Dx(k) + WUx( + Wb (44)

ou,

x(k+1)= -1(D-wL)'1[(1—w)n +wv] 3:00 + w(D-wL) b , (45)

para k= 0,1,2,... com x(o) e Rn arbitrário.
Novamente, é evidente que (45) se reduz ã iterª

ção de Gauss - Seidel çuando W=l.

Portanto, neste método, decompomos a matriz A

em A= B — C onde B= w71(U — wIJ é não singular e onde C=

= w'1[(1 - w)D +wU].
Ao processo iterativo estacionário definido por

x<k+l)= Tx(k) , k= 0,1,2,...

nonde a transformação afim T:Rn + R é definida por

'n: = Hx + 5 = (D-wL)-1[(1—W)D +w0] +w(D - wL)ªl

com a aproximação inicial x(º) e R“ arbitrária e com
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w € R - [O] denominamos método de sobreliberação ou método

SOR.

2.3.4 — Q método de Peaceman — Rachaford.

Consideremos agora, uma classe de métodos para
resolver o sistema linear (39), os quais são baseados na decom

posição da matriz A na soma das três matrizes:

= + + 46A Ho VO 2 ( )

onde E é uma matriz diagonal não negativa e onde HO,Vº e Z

satisfazem às seguintes condições:

i) Hº +.yz f 61 e V0 + yz + 61 são não singu
lares para algum Yao e õ>0 .

ii) para quaisquer vetores c e d e para quais—

quer constantes Yzo e ô>0 , os sistemas

(Ho + yz + 61) x = c e (V0 + yi + 61) = d

são "facilmente" resolvidos.
Em muitos casos de interesse Ho, e V0 ou são

matrizes tridiagonais ou são equivalentes a matrizes tridiago—

nais, satisfazendo, portanto, ã condição (ii) acima.

Este tipo de decomposição tem muita aplicaçãona
resolução numérica, pelo método das diferenças finitas, de egg;
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ções diferendiais de 2a. ordem. Em ([16]), pag.1040) é dado

um exemplo da decomposição (46) para um sistema derivado de

uma equação diferença de 5 pontos e, um outro exemplo, para
o problema de Dirichlet.

Usando a decomposição (46) podemos escrever o

sistema (39) na forma

(aº + vo + z)x = b (47)

e considerar as formas equivalentes

(nº + Y; + õI)x = b - (vo + (1-y)z — 61)x

. - - - (48)
(vº + Y; + ôI)x = b - (vo + (l-Y)Z - 61)x

Nblúàndo Peaceman-Rachaford, selecionamos os

parâmetros de iteração positivos 6 e 6' e determinamos,
lx(k "' "z"): pºr

m+H m(nº + yz + GI)x “2" - b - (vo + (1-y)2 — am:

e, atão, determinamos x(k+l) por

- - m+l> * * (k+5
(V() + Y; + 61)x 2 = b — (nº +(1—y)2_— 61)»: 7

com k= 0,1,2,...
Para simplificar, consideremos o caso espe

cial onde
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e denotemos

EII 2213 + NIH M
1e V= Vo+-2-Z .

É evidente que H e V satisfazem às condições:

i) H + 61 e V + GI são não singulares para al-
gum ô>0

ii) para quaisquer vetores c e d' e para ô>0 os

sistemas

(H + ôI)x = c e (V + GI)y = d

são "facilmente" resolvidos.
Podemos, então, esorever (47) na forma (H + V)x=

= b e, (48) na forma

l(k + í)= b - (v — 51) x(H + õI)x (k)

(v + õI)x( (H - 61) x 5) , k= o,1,2,...

ou seja, como

x 2 = (H + 61)'1(51 — V)x(k)+(H + 51)'lb
(49)

_ ',1 _x(k + 1) (v + 51)'1(51 - H)x(k + í)+»(v+61,) lb, k_=o,1,2,...
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Podemos escrever a iteração (49) na forma

(k) lx<k+l)= B'1 + B—CX b'p k: º,l|2|o" '

bastando fazer

a = (26)'1(H+61)0v+61) e c = (26)-l(H-61)(VªõI).

De fato, pois

B—C= (26)_1(HV+6H +6 v +621)-(26)—1(HV—6H—6V+621)= HW = A

Afinmmos que (H-GI) e (H+ôI)_l comutam. De fa-
to, pois

1(H—GI)_1(H-õl) = (H+51)(H+ax)' (50)

Multiplicando, ã esquerda, ambos os membros da
1expressão (50) por (H+ôI)_ (H-ôI) e usando o fato que (H+õI)

comúta com (H-GI) (verificação direta), obtemºs

(H+õI)-1(H-6I) = (H—õI)(H+61)-l

o que demonstra a afirmação acima.

Temos, então
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X(k+1>= —1 (k)(v +51) (H -51) (H +51)'1(v —61) x

-l+ (v +61)'l[(61 — H)(H +51) + Ijb

1 (k)= B" c x + (v +61)'1[61 —'H +61 + H](H +61)'lb

1 (k= B" C x
)
+ Eflb , k= o,1,2,3,...

Ao processo iterativo estacionário

x<k+l) = Tx(k) , k= o,1,2,...

onde a transformação T:Rn + Rn ê definida por

Tx = Hôx + s

_ —1 _ —1 -1com Hô— B c - (v +61) (H -ôI)(H+ôI) (V-õI)

e s = B—lb = 26(V+GI)-1(H+6I)—lb

(0). « . . . ncom & aprostmaçao 1n1c1al X e R arbitrária, denominamos

método de Peaceman - Rachaford.

2.3.5 — Método de Cimmino

Em 1930, Cimmino, um matemático italiano, suge—

riu um método iterativo para a resolução de sistemas' lineares
Ax = b, A e L(Rn), b € Rn, A não Singular. Embora simples ,

este método não é muito popular. Sua grande vantagem é que o
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mesmo converge incondicionalmente, como provaremos no capítulo
3.

Cimmino estabeleceu seu método baseado em' um

argumento geométrico ([10], pag.63).
Na forma de componentes escrevemos seu processo

iterativo como

If (k)a .a x b
x <k+l>=x<k> 4.2. & p=1 iª ªº ªº i
j j n+1 n 2

1= E ai
p=l p

(0) ncan j= 1,2,...,n, k= 0,1,2,... e x e R arbitrário.

Mais tarde, Cesari estabeleceu o mesmo método

independente do argumento qeomêtrido de Cimmino. Seu procedi—

mento ê o seguinte:
Dado Ax= b; A e L(Rn) não singular e b e R“,

denotemos

n
[3112 = E aijz ' i : l,2,...,no

i=l

Denotando por G= [gij] a matriz cujos elemen—

tos são

1/[ªi] , se i=j

gij =
&

(51)

O , se ifj

podemos escrever o sistema* Ax= b como
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— AthGAx = AthGb

ºu

AthAx = Athb

ou

o= - Hªi Atsºax + Hªi Athb

ou

x= (I - Rªí AtGZA)x + Bªi AÉGZb

Obtemos então o processo iterativo

'à

x(k+1)= Tx(k) ; k= o,1,2,...

onde a transformação T:Rn + Rn é definida por,

- ___2__t ._2_tqx-m+s-(I n+lA mx+m1AG%

can a aproximação inicial x(º)e Rn arbitrária; 'Este é o mêtg

do denominado método de Cimminó.
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2.4 — Para a resolução de probZemas de valor inicial e de pro-
blemas de valores no contorno para equações diferenciais
ordinárias.

2.4.1 — Metodo iterativo de Picard.

Consideremos o sistema de equações

«+ hzg(xi)= o; i=1,...n;x = e; x = y (52)fi(x)E—x + 2x.- x. 0 ni+l 1 1-1

0 qual, como discutimos em 0.8, é um sistema discreto análogo
ao problema de valores no contorno para equações diferenciais
ordinárias

y"(t)=g(y(t)) ,astsb . y(a)= B , y(b)= Y

onde 8 e 7 são constantes dadas e q é uma função dada

que assumiremos ser duas vezes continuamente diferenciável e

satisfazendo

ta

Fx = A; + ox = O
.

(53)

onde



2 _lx '
2

W

x O h g(x1)+ B

_1 2 xxx 2x * x h gªz)
A : “&“ xxx xxx e ÓX : E

sx xxx _1
. 2

.
&“. *** h g(“'n—l)(:> '—1 *«2

2h g(x ) + Y
L ) . ª J

O método iterativo de Picard para resolver
sistema (53) é definido por

Koei): (A +x1)'l(xx(k) — & x(k)) , k= o,1,2;...

para algum aceitável A , ou seja, neste método iterativo
ntransformação TÉRn + R tal que

x(k+l)= Tx(k) , k= o,1,2,...

é definida por

Tx= (A +)xI)-—l (lx — ox) .

Observemos que x* é ponto fixo de T se,
somente se, x* é solução de (53).

.74.

(54)

2.4.2 - Suponhamos que tencionamos usar um método linear implí
cito de 5 passos para resolver o problema de valor inicial
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Y'= f(x,Y(X)) , asxsb , Y(a) = y() (55)

Como vimos em 0.7 , em cada passo devemos resol
ver ara a e ua ãoP Yn+sr q Ç

s-l
yn+s= thf(xn+s' yan) + ê=0 (thfn+j _ ijn+j)

que representaremos por

Yn+s= hBsuxn-i's' Yn+s) + 9
v

(56)

onde 9 é então uma conhecida função dos valores 'Yn+j e

f ., j=0,l,...,s—1, previamente calculados. As condições i-n+3
niCiais suplementares Yn' yn+1,..., yn+s-1 devem ser calculª
das por algum mecanismo auxiliar, usualmente, um método de um

passo.
'Quando a equação (55) é linear, então (56) e

também linear em y e não há problema em resolvê—la. En-n+s
tretanto, em geral, (55) é não linear e, assim, quase sempre
não temos condições de resolvê—la em relação a de umaYn+s
forma exata. Podemos determinar a solução Yn+s pelo proces—

so iterativo

(k+l) = Ty(k> k: 0,1,2,.;. (57)yn+s n+s '

onde a transformação T é tal que
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“l(k+l) _ (k) 8
_Yn+s " th'f(3n+s' yn+s ) + %=O(h8jfn+j ijn+j) (58)

0 .;.para k= 0,1,2,... e Yá+à arbltrarlo.
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que f seja monótona decrescente bastando, neste caso, consi-
derarmos —f em lugar de f, uma vez que f e -f tem a mes—

ma raiz x* em [a,b].

Concluímos então que o teorema 3.l.l garante -

-nos, grosseiramente falando, que podemos calcular raizes des
de que possamos isolar um intervalo no qual a função seja mo-

nõtona e mude de sinal.
Observemos ainda que no teorema 3.l.l outras 3

terações poderiam ser definidas. Por exemplo, poderíamos to-
mar T(x)= x - lf(x), com EO<ASY . Ainda neste caso, a con—

clusão do citado teorema continuaria vãlida.

Teorema 3.Z.2 - Suponhamos que f(x) seja uma função real
de uma variável real e que x* seja uma raiz da equação

f(x)= O. Suponhamos que f(x) e suas derivadas primeira e 32

gunda sejam contínuas no intervalo I=[x: x — x*| $ r] e, que

nem f'(x) nem f"(x) mudam de sinal em I; ou seja, suponha-

mos que em I, f(x) muda de sinal apenas em x* e que x* se
ja uma raiz simples de f(x)= O. Tomemos x(º)e I. Então e—

xiste um subintervalo Il: [x: lx — x*| $ rl] C I , sobre o

qual a função iteração T do método da falsa posiçãO' é uma

contração.

Demonstragão: No método da falsa posição, a função iteração T

é definida por

x(0)f(x) - xf(x(0))T(x) =
f(x) - f(x(0)) . (59)
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Como, por hipótese, f e suas derivadas primei
ra e segunda são contínuas em I, temos pela fórmula de Taylor
que:

x-x*)2f(x)= f<x*) + <x—x*)f'(x*) +
(

2 f"(ã), com

5 € (x*,x).

(0)Fazendo x= x , temos

2º) —-—-—lªil— f"(5). . (60)
(0)

) + <x*—x(º)>f'<x*>= (x
2

f(x(

Por outro lado, derivando (59), obtemos

0)[x(º)f' (x)-fw >][f(x)-f(xw)>l—[x(º)f<x)—xf(x(º)>1.f'(x) .T' (x)=
2

(f(x) — f(x(0))]

Fazemk> x= x* e lembrando que f(x*)=0, con-
cluímos que

f(x(o)) + (x*-x(0))f'(x*)T'(X)= (61)f(x(º))

Substituindo (60) em (61), obtemos

. * _ (x(º) - X*)2 f"(ã)T (x )— . (O)2 f(x )

Portanto, se x(º) é tomado bastante próximo

de x*, então T'(x*) é um número bastante pequeno e, portan—

to existe um subintervalo Il= [x:lx — x*l $ rl] C I, para o
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qual

|T'(x)I $a<l .

Desde que se x e II então T(x) e I1 , pois

|T(x)-x*|= |T(x)-—'I'(x*)| < |T'(5)||x—x*|, se [x, x*]' ,

Asegue, pelo teorema 1.4.1, que T é uma contração sobre 11.

Teorema 3.1.3 - Seja x* uma raiz da equação f(x)=0, -sendo .

f uma função contínua com derivadas primeira e segunda cont;
nuas e limitadas num intervalo Il contendo x*. Seja, ain;
da, f'(x*) # 0. Então, existe um subintervalo fechado .I de“:

Il' contendo x*, sobre o qual a função T do método de Éev- '

tan — Raphson é uma contração.

Demonstragãa: Neste método a função iteração T é :definida

por

T(x) = x — f(x) .

(62)f'(x$

Em primeiro lugar, está claro que se f'(x*) # 0

então x* é raiz de f(x)= 0 se, e somente se, x* é ponto

fixo de T.

Se f'(x*)= O, segue da continuidade, que exig
te um intervalo fechado IZ.C I1 e contendo x* onde fo)#0.

Derivando (62), obtemos
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T. (x): f(X) f" (X)

[f'<x>lª

Podemos então concluir que em 12, T e T' são

contínuas.. Por outro lado, desde.que 'f(x*)= O segue . que
T'(x*)= 0. iConcluímos então, pelo teorema 1.3.2, que

_

existe
um subintervalo I de 12, contendo x*, sobre o qual T é

uma contração. .

Os teoremas 3.1.2 e 3.1.3, aliados ao teorema
1.2.2 (teorema da contração) afirmam, essencialmente, que o mê

todo da falsa posição e o método de Newton-Raphson convergem pª
ra a raiz x*, desde que as aproximações iniciais x(º) e x(l)

x(º) no segundo, sejam escolhi—no caso do primeiro método, e

das nos intervalos de contração; ou seja, desde que as aproximª
ções iniciais sejam escolhidas suficientemente próximas da

raiz x*. Esta é uma desvantagem encontrada na aplicação des-
tes mêtodos, pois, em geral, é difícil decidir a respeito de

uma aproximação inicial adequada. Caso esta não esteja “.sufi-
cientemente próxima da raiz, os métodos mencionados poderão di
vergir ou convergir para uma outra raiz. A nos ajudar temos que

x(º)para o método de Newton — Raphson qualquer escolha de que

satisfaça a desigualdade:

ÍT' (x)|= J—MfW) < 1

[f'(x)]2
'

por exemplo, conduzirá a uma iteração convergente.

Apresentamos agora um exemplo com o qual verifi—
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camos, na prática, o teorema 3.1.3.
Se o método de Newton — Raphson é aplicado ã

função

f(x)= x2 — B

ou seja, se pretendemos determinar, pelo método de Newton — Rª
phson, as raízes quadradas de B , obtemos a familiar.fõrmula

B(k+1)_ 1 ' - -X - 'ª- + FT) : k'" 001021—-- (63)( x

Mostramos agora que, dado 6 , existe um inter-
valo I= [a,b] tal que sobre ele a função T do método (63) é

uma contração.
Escolhamos & 'e b tais que satisfaçam âs con

dições:

2ª_lê2a e 3a2>B. (64)0<a2<B<b2 ; b>

Por exemplo, a= 8/2 e b>3a , que satisfazem
às condições (64), pois

'

3 2
.4_ ' : __.3a

-

a_B : ª a +8
3

< ª<4 ª 3ª ªz
>
az 2a >. 2a

Verificamos que à e [a,b] implica que T(x) e [a,b],

mostrando que os valores máximo e mínimo de T sobre [a,b] ,

pertencem a [a,b]., De fato, pois
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2

“X)“ x 2; B

e, então

! _'_]'_ _ _L " =-B_—T (x)— 2 (l 2) e T (x) 3
> 0 .

X X

Portanto, T'(/É)=0 e T(/É)=/É e [a,b].
Evidentemente, o máximo de T deve ocorrer nos

pontos finais a ou b, pois T somente se anula uma vez.
Mas

2 2
T(a)= -a—-—+—â < b e T(b)= _b_+_B

2a 2b
< b .

.

Além disso, temos que — 3% > —3 implica que
' a

1 B 1 — B 1 B 1—1<—(l-—)s—(1-—)s—(1-—)<— ;2 a2 2 x2 2 b2 2

ou seja, |T'(x)| < 1 para todo x e [a,b]

Concluímos então que eXiste um intervalo [a,b]
(o qual é facilmente determinado pelas Condições (64))ta1 que
sobre ele T é uma contração.

Observemos que aqui; uma fácil escolha da apro—

x(0)ximação inicial é

x(º)='B+l > /_ ,

uma vez que, se' a= JÉYZ e b= maxí3a,8+l], então x(º)e [a,b].
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Teorema 3.Z.4 - Suponhamos que f(x)=0 tenha uma raiz x* em

[a,b], que f e suas derivadas de ordem suficientemente altas
Sejam contínuas em [a,b] e que f'(x)#0 em [a,b]. Tomemos

x(º)€ [a,b]. Então existe um subintervalo I=íx=|x—x*| 5 r]
contido em [a,b] sobre o qual a função iteração Tn definida
no método de Chebyshev por

n . a

m:

é uma contração.

Demonstração: Na descrição deste método, vimos que o mesmo é

de ordem n+l; ou seja, que

Tn[£](x*)= 0 para £=l,2,...,n e Tn[n+l](x*) # 0

Portanto, como n 2 1 temos

| * =T n(x ) O

e pelo teorema 1.3.2, concluímos que T“ é uma contração so—

bre I= Íx:|x-x*| 5 r] C [a,b].__

Lembremos que, como vimos na descrição do méto—

do de Chebyshev feita no capítulo 2, quando n=l este método rg
duz-se ao método de Newton — Raphson. Assim, a tese do teore-
ma 3.1.3; ou seja, a afirmação de que existe um intervalo fe—

chado contendo x* tal que sobre ele a função T do mêtodoáh

Newton - Raphson é uma contração, poderia ser verificada como
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consequência do teorema 3.1.4.

3.2 - Caso das transformações T do E" no R" definidas nos

métodos iterativos apresentados em 2.2.

Teorema 3.2.1 - Assumamos que F:Rn + Rn ê continuamente difg
renciãvel numa vizinhança de uma solução x* de Fx=0 e que

F'(x*) é não singular. Então, a transformação T do método

de Newton definida por Tx; x - [F'(x)]—lF(x) ê uma contração
sobre alguma vizinhança fechada de x*.

Demonstração: Primeiramente, mostremos que F'(x) é não singu-
lar para todo x numa vizinhança de x*. Seja B=||F'(x*)_lH

e tomemos & satisfazendo 0<E<(28)_l. Pela continuidade de

'F' em x* temos que existe um ôl>0 tal que

IIF'(X)-F'(X*)Ii & E

]enquanto x e S = íx:J|x-x*||s 61

Então o Lema da Perturbação (ou Lema de Banach)

([ll], pag.32) garante-nos que _F'(x) é não singular e -que

"lllII[F'<x>] s 8 <2s, xes.

Portanto, T está bem definida para todo x es;
ou seja, se x e S então Tx e S.

Mostremos agora que' T é diferenciável em x*

e que
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T'(x*)= I — [F'(x*)—l] F'(x*) . (65)

De fato, pois como F é diferenciável em x* ,

podemos assumir que 61 é escolhido suficientemente pequeno

tal que

líFx — Fx* — F'(x*)(x—x*)||s EI]x—x*H

para todo x e S.

Claramente, x*= Tx* e podemos, então, para tº
do x € S, fazer a estimativa:

H Tx-Tx*-(I-[F' (x*)]-1F' (x*)) (x-x*) || =

.= “ [Fl (x*)]-1Fl (X*) (x_x*)_[Fl (x*) ]—1F(X) “

s ||[F'(x*)]ª1[Fkx)—F(x#)—F'<x*>(x-x*>]||+.

+ H [F'(x)]'1[F' (x*)-F' (x)][F' (M))"1 F' (x*) (x—x*) ||

5 (285 + zsºgllF'(x*)l|). !lx—x*ll. (66)

Como E é arbitrário e ||F'(x*)|| e B são

constantes, (66) mostra que T ê diferenciável em x* e que
(65) se verifica.

Mas, por (65), temos que

]T'(x*)|= 0

e então, a conclusão deste teorema decorre do teorema l.4.2.__
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Teorema 3.2.2 — Consideremos a equação Ex=0 com F:Rn + Rn e

x e Rn. Suponhamos que F seja diferenciável em D C Rn e
(0)que exista [F'(x(º))]_l num ponto x e D. Suponhamos que

sejam válidas as condições:

n [F'<x(º»]'1u.= s

n [F'<x(º)>]'1-F<s<(º)>|| = n

|| F'(x) - F'(y)l|s L [lx-yl! , para todo x, y 6 D,

onde B ,n e L são constantes positivas e tais que
h= BLn s % . Seja to a menor das raízes da equação htz-t+l=0

e seja t*= to.n. Consideremos a bola fechada g(x(º),ft*)r =

= [x:llx—x(º)|| & t*] 9 D , cujo centro x(º) tomaremos comol

aproximação inicial da solúção x* de Fx=0 . Consideremos a

transformação T do método de Newton modificado. Então a

transformação T é uma contração sobre a bola fechada
ã(x(º), t*).

.. . n .. ,Demonstragao: Consideremos not R a transformação T. do me-

todo de Newton modificado, a qual é definida por

(º) ) ]'lmx)Tx= x - [F'(X

e mostremos, inicialmente, que esta transforma a bola fechada

ª(x(0), t*) em si mesma. De fato, pois
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Tx _ x(0)___ X _ x(o) _» [Fl(x(0))]-l. F(X)

= [F' (x(º))]'l(F'(x(º))(x-x(º)) - F(x) +F(x(º))] —

_ [F.(x(0))]-1 . F(Km))

Então,

“ Tx-xmns || [F'<x<º»]'1n. IIF-<x<º»<x-x<º» -

— F(x) + F(x(0))||+ [][F'(x(º))]'1.F(x(º))1| Í

Portanto,

|] fix-x(º)||s s.]lp' (x(0))(x-x(0))-F(x)+F'(x(0))|| .+ n . ”(67)

axwiàaxnps a transformação auxiliar

Mx>= ch) — “x““) — F'(x(0))(x-x(0))

Esta transformação ê_diferenciãvel pois, por hi-
põtese, F é diferenciável; e, sua derivada é igual ar

4>'(x) = F'<x) — F'(x(º)> .

(0)|!$ t . n = t*-, entãoSe ||x-x . o

- |] $'(x)|| =HF'(x)-F' (x(º))!|< L || x—x(0)||< L.to.n .
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Pelo teorema do valor médio, temos que

u mu = H<1>(X)—<b(x(0))l|= “ 4ª'(ª) u -llx—x(º)lI<L.toº. nº, (as)

com 5€E[x,x(0)]

Assim, se ||x—x(0)|[< to.n t*, por (67) e (68%

segue que

lITx-x(º)l|$ elloxx)ll+ n 5 e.Ltoºnº +r1=n(&152WHJ

_ 2
—rMhto +l)

Como, por hipótese, to é uma raiz da equação
htz- t+l=0 temos que ht02+1=to. Portanto,

||Tx—x(0)||< ton = t*

o que significa que T transforma a bola ª(x(º), t*), em si
mesma.

Além disso, para quaisquer x,y e É(X(0), t*) ,

pelo teorema do valor médio, temos que

IlTxl—Tx2||= ||T'(x)|I||xl—x2||r com Ax € [x1,x2].(69)

<º>“Para [lx-x < ton= t*I , temos

T' (x)= I—'[F' (x(º))]'lF' (x)= [F' (x(º))]'l[F' (x(º))-F' (x)].
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Portanto,

H-T'(x>H s ||[F'(x(º))]'1||.llF'(x(_º)) - F'(x)||

< BL ||x(o)-x|| < BLnto .

Mas to ê, por-hipótese, a menor das raízes da

equação htz-t+1=0; ou seja,

t ___
1- /1-_4h

.º 2h

Portanto,

II 1" (x) H $ BLnt = ht _ _ 'à .

O º 2 —a<2. (70)

Substituindo (70) em (69), temos

llTx MID—'

1 - TXZI!< & llxl—lel , com" a=

Logo, T é uma contração sobre a bola -B(x(º),t*)._

Observemos que o método de Newton, bem como o

de Newton modificado, pode ser usado para determinar os elemen-

tos x* e X que satisfazem ã equação operador"

onde F:X + Y com X e Y espaços de Banach quaiSquer.
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Em tais espaços genéricos (e não apenas no Rn),

podemos extender o teorema anterior palavra por palavra.
No próximo teorema utilizaremos o teorema 1.2.5

para estabelecer condições suficientes, menos rigorosas que as
do teorema anterior, para que a transformação T do método de

Newton modificado seja uma contração sobre uma vizinhança da

solução x*=(xl*, x2*,..;, xnf) do sistema não linear Fx=0 ,

F:Rn + Rn , x e Rn.

Teorema 3.2.3 — Assumamos que Fan + Rn seja continuamente
diferenciável sobre um conjunto convexo S C R" e contendo a

solução x* do sistema não linear Fx=0; e, que F'(x) *seja

não singular numa certa vizinhança da solução x*. Então, a

transformação E do método de Newton modificado definida por

Tx = x - [F' '(x(º:))]_l F(x) (71)

(º) &é uma contração sobre uma vizinhança da solução x* se x

tomada suficientemente próxima de x*.

Demonstração: Pelo teorema 0.6.2 temos que

'

. 1
F(Z)'F(Y)= í F'(y+t(z-y))(z-y) dt. (72)

o
.

Esta igualdade ê equivalente a

1 .

_ ª - -fi(z)-fi(y)- Jo g;; fi(y+t(z y))(zj yj) dt.
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Façamos

l &.(y,z)= J ãíf fi(y+t(z—y))G.l] 0 J

' x

Gll(y,z) G12(y,z) ....Gln(y,z)
G21(le) G22(le) "'ºGZn(YI.z)

G(y,Z)= %

,

.
%

L Gn1(y,z) Gn2(y,z) ....Gnn(y,z)
]

Podemos, então, escrever (72) como

F(z)-F(y) = G(y,z)(z-y).

Obviamente, se y=z=x , temos

afi(x)
,ijGij(x,x)à G(x,x)= F'(x).

Pela definição da transformação _T , podemos eg

crever

T(z)-T(y)= z—y-[F'(x(º))]'l[pçz) - F(y)]

z-y-[F'(x(º))]'1 . G<z,y).(z—y>

[1'— [F.(x<º>,]-l.G<z,y,],(z_y,,
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'

Como a matriz G(z,y) ê uma função contínua de
)((0) (º),x(º))

), temos que se 2 e y estão próximos de x(º) en-

seus argumentos e como, se =y=z então G(x

= F'(x
tão as matrizes G(z,y) e F'(x(º)) estão próximas uma da ou-
tra. "Logo, a matriz I — [F'(x(0))]_l G(z,y) está próxima da

matriz»nu1a; isto é, para um certo a < 1, podemos encontrar
r > O tal que se

à(y,x(o))= [ly-x(o)Hl< re d(z,x(º)) < r

então vale a desigualdade

|| 1 " [F'(x(º))]_l G(z,y)||ls a .

Podemos então escrever que

IIT(z>—T<y>lll< || 1 — [F'(><(º)>_]'1c;(z,y)lll-.llz—ylll

$ alIz-ylh , a < 1 (73)

Por outro lado, de (71),temos que

“ T(x(0))'x(0)“15 “ [F'(X(º))]_llll— “Fbª-(O))Hl

e, se x(º) é tomado suficientemente próximo da solução x* ;

ou seja, se a(x(º), x*) < r , nõs satisfazemos ã desigualdade

[| 'r(x(º)) — x(º)|11< (bom)-r“.
.

(74)
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Assim, como são válidas as desigualdades (73) e

(74), o teorema 1.2.5 garante—nos que T é uma contração na
(O)):vizinhança d(x,x |[x—x(0)1|ls r .

Observemos que se no método de Newton — Raphson
não era trivial a determinação de uma aproximação inicial x(º),
no caso n—dimensional esta determinação é bem mais difícil.
A importância dos teoremas 3.2.1, 3.2.2 e 3.2.3 está na ga-
rantia que eles nos dão da existência de uma Vizinhança fecha—

,da de uma solução x*, na qual as transformações T dos méto—

dos de Newton ou de Newton modificado são contrações, permitiª
do-nos assim termos também uma estimativa do erro.

« . n n . .3.3 — Caso das transformaçoes afins T do B no E defznz
das nos métodos iterativos apresentados em 2.3.

Em nossos próximos resultados, estabelecemos

condições sobre a transformação H e L(%n) ou sobre & trans —

formação A & Lãan) do sistema linear Axab , de modo que as
transformações afins Txe Hx+b , b € &“ , definidas nos dife ”

rentes métodos iterativos apresentados no capítulo 2 sejam
contrações sobre todo o R“. Lembremos que uma vez demonstra—

do que, sob determinadas condições, tais transformações T são

contrações sobre todo o Rn então, pelo teorema da convergên—

cia global (estabelecido na pag. 31 como caso particular do

Teorema da Contração),teremos demonstrado que sob estas condi
ções, aqueles métodos iterativos para a resolução de sistemas

.
. - . . nlineares convergem para o unico ponto le0 x* e R de T ,
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(0). . . » . . . n .qualquer que seja & aprox1maçao lnlClal x . e R con51dera-
. . - . — n .da; ou seja, convergem para a unica soluçao x* e R do Siste—

ma Ax=b com A € L(Rn) não singular e x,b e Rn.

Teorema 5.3.2 — Se A e L(Rn) é estritamente diagonalmente do-

minante então a transformação T do método de Jacobi—Richard—
— » nson e uma contraçao sobre o R , segundo a norma |I.“ºº (ou

II. lll)-

Demonstragão: Para todo x,y e Rn“ temos que

H Tx-Ty||m= [|D'1(L+Ú)x+D'lb - D"1(L+U)y — D_lb l|w=

= |! D'1<L+U> (><-“y) Ila,

._l
.

& [|D (L+U)||m-||X'YI|«,

Portanto, se a= ||D—l(L+U)[hn< 1 então, pelo
. - — nteorema 1.5.1, concluimos que T e uma contraçao sobre o R .

Considerando que

l/all
l/a (::>

22

O
e lembrando a definição de ||.Ilm, obtemos
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n a.. '

a : max 2 Lil. _ (75)lsién j=l la..]llj#i

Como, por hipótese, a matriz A é estritamente
diagonalmente dominante, então

n a. .
,

; lãàll < 1 , i= 1,2,..., n (76)
j=l | iil -

'

jaªi

Substituindo (76) em (75), concluimos que a =

= IIHHºº < 1 , o que pelo, teorema 1.5.1, nos garante este teo—

rema __

Se em lugar da norma ||.Hºº , escolhermos & nor—

ma II.]!l , teremos ao invés de (75), a desigualdade

n a..
a = max 2 l

lsjsn i=l lªjjl
i#j

e, então, ao invés de (76), precisaríamos ter

11 a..
Z iãill < 1 , j= 1,2,...,n.
i=1 jj!
i#j

Portanto , se a matriz A tiver todos os ele —

mentos da diagonal principal iguais a l (o que sempre é possí—

vel conseguirmos, (ver 2.3.1», podemos enunciar o seguinte teº
rema :
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Teorema 3.3.2 ? Seja A E L(Rn)r Se a soma dos valores abso—

lutos dos elementos de cada linha (coluna), exceto os da diagg
nal principal, for menor que a unidade, então a transformação
T do método de Jacobi—Richardson, definida em (41) por

A -
Tx = (L+U)x + b

. « ne uma contraçao sobre todo o R , segundo a norma
!

l.“qº (ou

,)_l
Observemos que para um sistema de matriz estri-

tamente diagonalmente dominante, uma vez que

_ —1 _ 1 ª
llHllm— IID <L+u>|lm—max —-— z Iai

j
j

a
| < 1 '

];iSn ii =l
#1

obtemos de (18) a seguinte estimativa do erro da iteração de

Jacobi - Richardson:

+
'

* +max Ix.(k.l) — xi | 5 13% max Ix.(k l) - xi(k)l
lSisn lsign

onde x? , i= l,2,...,n, são as componentes da solu ãO' x*.1 ?

Esta estimativa é válida também no caso da ite-
ração de Gauss—Seidel se A é estritamente diagonalmente demi

lnante e a= HH||w= |l(D—L)— UH“.

A transformação T do método de Gauss-Seidel ,

também é uma contração aúne<3 Rn se forem satisfeitas as con-
dições do teorema 3.3.1. Mas uma demonstração anãloga ã daqug
le teorema ê, nana caso, muito difícil. Nós o demonstraremos
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adiante (teorema 3.3.5), usando uma outra linha de demonstra-

ção.

n “ . ,Definigão 3.3.Z — Sejam A,B,C € L(R ). Entao A= B — C e

uma decomposição regular de A se Cãº e B é não singular
com B_lC>O.

Teorema 3.3.3 — (Teorema da decomposição regular). Seja
A € L(Rn) não singular com A—lzo . Seja A= B — C uma de-
composição regular de A. Então p(B_1C) < 1 .

Demonstragão: Tomemos H= B—lc. Então Haº e pelas relações

(I+H+H2+ ... +Hm)(I—H)= I-Hm+l , B_l= (I—H) A—l ,

temos, pois A 1 a O [ que

ºs(I-â-í—l-a- +H'“)B'l= (I—Hm+1)A—l s A“1 para todo

Como B—1 20, cada linha de B"1 deve.conterpg
10 menos um elemento positivo. Segue, portanto, que os ele—
mentos de I+H+ ... +Hm são limitados superiormente,. quando
m + w.

Então, como H.) 0 ,.a soma converge e, consg
quentemente, lim HK= 0.

K—mo

Então, o teorema “0.3.7 garante-nos que
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o(H)= o(B'lc) < 1 ,

oque demonstra o teorema.—

Como uma consequência imediata deste teorema eg
tabelecemos o

. nTeorema 3.3.4 - Seja A e L(Rn) uma M—matriz e seja b e R .

Então existe uma-norma no Rn com respeito a qual as transfor-
mações T dos métodos de Jacobi — Richardson e de Gauss — Sei
del são contrações sobre todo o Rn.

Demonstragão: Como, por hipótese, A é uma M—matriz então
ela é não singular e A_l>0. Mais ainda, as matrizes L' e U

definidas em (40) são não negativas e, pelo teorema 0.4.2, te-
mos que D= diag(all,a22,...,ann) e nao negativa e nao Singu-
lar. Então,

l(D—L)" = [no"1 L + (D'lL)2 + ...+(D_1L)n) n'ªi; o .

Observemos que a expansão em série acima é fini-
ta, pois L é uma matriz estritamente triangular inferior.

Portanto, a decomposição de A em A= (D—L)—U =

= B—C no método de Gauss-Seidel é regular; assim como, também

regular a decomposição de A em A= D-(L+U)= B—C no métodoml

de Jacobi - Richardson.
Assim, pelo teorema 3.3.3, concluímos que

lp[(D—L); U] < 1 e 'píD—1(L+U)] < 1 .
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'º“ _,n, "
O teorema 1.5.2 conclui este teorema.—

lg.»

0 próximo teorema, ao contrário do anterior :

não se fixa nos sinais dos elementos de A. É, portanto, um

teorema que pode ser extendido ao Cn.
.

- . . . nTeorema 3.3.5 — (Teorema da dominanCia diagonal). Seja A e L(R )

estritamente ou irredutivelmente diagonalmente dominante. En-

tão existe uma norma no R" com respeito a qual as transformª
ções T dos métodos de Jacobi — Richardson e de Gauss - Sei -
del são contrações sobre todo o R“.

Demonstpagão: Denotaremos por [El a matriz cujos elementossão
os valores absolutos dos elementos de B. Façamos em A & dg
composição A= D-L-U. Claramente, a matriz Ã=|D|—|L]—|U| é,
como A, estritamente ou irredutivelmente diagonalmente domi —

nante.
Assim, pelo teorema 0.4.7, a matriz Ã é uma M—

matriz e, então, como foi mostrado no teorema 3.3.4, temos

_1 -lpflol (lL]+|U|)] < 1 e o((IDI—ILI) lui) < 1 .

Mas

|D_1(L+U)| 5 lvl”1 (|L|+|U|)

lua-m'ª UI & (|o|—Imª IUI-



.102.

Então, por comparação com o teorema 0.4.3, con-
cluimos que

oíD"l(L+U)1s pilol'l (|L|+|u|)) < 1

1“(mm- u; < pulDI-ILITl |º|; < 1-

A conclusão do teorema segue então, do teorema

Teorema 3.3.6 — Seja A € L(Rn) simétrica e definida positiva
]

e seja b e Rn. Então existe uma norma no Rn com respeito a
qualatransformação T do método de Gauss—Seidel é uma con —

tração sobre todo o R".

Demonstragão: No método de Gauss-Seidel, a transformação '

T

é definida por

1 lTx = Hx + s & (D—L)" Ux + (D-L)" b.

Tomemos A como sendo um autovalor qualquer de
11U. Então existe z#0 tal que (D—L)— Uz'= AzH= (D—L)"

Portanto, temos que

Uz = x(D—Ln. ,- . "(77)
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Como A= D—L-U , então

Az= (D—L-U)z = (D-L)z — Uz = (l-A)(D-L)z (78)

Portanto,

— — - —t ,_
— -tAz = (l—A)(D-L)z e z A— (l-A)z (D-U)

pois Lt= U , uma vez que, por hipótese, A é simétrica. Te—

mos então que

t& Az = (1—í)ãtoz — (1-X)EtUz .

Assim, por (77), temos que

EtAz = (1-X)Etoz — (1—X)Aãt (D-L)z . — (79)

Mas, de (78), concluímos que

EtAz = (1—A)Et(D—L)z ,

ou seja,

£ªãà%à— EtAz = (l—Í)Ã5t(D-L)z (80)

Substituindo (80) em (79), obtemos

(1—7)
l—A

ztAz = (1—X)Etnz — EtAz
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x

Portanto,

[(l+ ——————(1"Ã“ )Zt Az] : (1—X) Et Dz :
l—A

“ou seja,

.(1-|A|2)EtAz = l1—>.|2 Et Dz. (81)

Como, por hipótese, A é definida positiva en-
tão aii>0, i= l,2,...,n. Então, para todo z#0, temos

Et Az > 0 e Et Dz > 0-

Segue de (81) que

1— IAIZ xv O .

Por (81), observamos que a igualdade na expreâ
são acima se verifica se, e somente se, |l—X|= 0; isto é, se,
e somente se, A= 1. Entretanto, neste caso, por (78), tería—

mos- Az=0. Então teríamos Et Az=0 o que contraria a hipõteé
se de A ser definida positiva. Portanto,

[2l—IA >o

donde,

O(H) <li
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e, a conclusão do teorema decorre do teorema 1.5.2.__

Uma demonstração alternativa do teorema acima
1

pode ser dada em função da norma A2 de H, a qual é definida
por

1 a _||n||í=uAªuAA

NIF-ª

nz .

Demonstragão 2: Temos que.

lH= (D-L)'lu = I—(D—L)"l(D-L—U) = I — (D-L)- A.

Portanto,

l _ £ £ &

H'= A2 2.= I — A2(D—L)-l A2 e

1 &

pois, como A é eimêtrica, temos Lt = U.

Então

l &

H'(H')t= I-Asz—Lfl[D—U+D-L-zs.](I)—U)":L A2

l l
= I—A2(D—L)'lD (D—U)'1,A2

_1. _1_ £ £
= I-(A2(D—L)—IDZI[A2(D—L)—1D2 ]t .
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Assim,como H'(H')t é o produto de uma matriz
não SiHQUIªr pºr sua transposta, temos que I-H'(H')t ê simé-

trica e definida positiva. Portanto, todos os autovalores de

H'(H')t são menores que a unidade. Além disso, pelo teorema

0.4.9, a matriz H'(H')t ê simétrica e definida não negativa.
Em consequência, seus autovalores são todos não negativos, e

pm'mwt) annuªl < 1
A2

e, então

lHHHA2<1.

Assim, pelo teorema 1.5.1, concluímos que sob

as condições impostas, a transformação T do método de Gauss-

Seidel é uma contração sobre todo o Rn segundo a norma “.
. . A

Em contraste com a transformação T do método
de GauSS-Seidel, não é verdade que a transformação T do mêtg
do de Jacobi-Richardson sempre é uma contração se a' matriz
A e L(Rn) do sistema Ax=b , b e Rn, é simétrica e definida
positiva. Podemos observar este fato, com a seguinte matriz
simétrica:

a e R (82)

l2
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a qual é definida positiva para todos os valores de a no in-
tervalo —l/2<a<l.

Como os autovalores da matriz

H=D-1(L+U)= ª º ª
a a 0

são raízes do polinômio característico P(X)= —(A+2a)(A—a)2 ,

temos

p(H)= max |A.I= 2|a
l$i$3 1

Portanto, p(H) < 1 se, e somente se, —l/2<a<

<l/2 ; e, em consequência, para uma matriz do tipo (82), exis-
te uma norma no Rn segundo a qual a transformação T do mêtg
do de Jacobi-Richardson é uma contração se, e somente se,
-l/2<a<l/2.

Assim, para o método de Jacobi-Richardson não
existe um critério geral análogo ao teorema 3.3.6.

Embora não ofereça interesse prático, podemos

estabelecer o

Teorema 3.3.7 - Se A E L(Rz) ê simétrica e definida positiva
2 segundo a qual a transformação Tentão existe uma norma no R

do método dé Jacobi—Richardson é uma contração sobre todo » o
R2.

O critério seguinte depende apenas dos autova—
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.
,

.

n nlores da matriz A do sistema Ax=b onde A € L(R ) e b e R '

Teorema 3.3.8 — Uma condição necessária e suficiente parª que

exista uma norma no Rn com respeito a qual a transformaçªº T

do método de Jácobi — Richardson defimida em (41) Pºr

- Tx= Hx + s = (i+Ú)x + b

"seja uma contração sobre todo o. Rn é que os autovalores da

matriz A pertençam ao intervalo (0,2).

Demonstragão: Sejam Ai e Yi' i= 1,2,...,n os autovalores
das matrizes H= (L+U) e A ,respectivamente.

Pelo teorema 1.5.2 basta mostrarmos que p(H) —

= max |X.|< 1 se,e somente se, 0<Yi<2 . De fato, pois
. .1lslsn

det (A—in)='o =) det(I-£—6-&ir)=o # det(H-(l—Yi)l)= o.

Rmâanto,

p(H)= max IA.] < ln»'-l<l-Yi<l ** º<Y-<2 ,lsisn ' 1

e o teorema estã demonstrado.-_

Observemos que a aplicação prática do teorema an
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terior é limitada, pois, em geral, desconhecemos os autovahxes
da matriz A. Além disso, não é frequente que todos os autovª
lores de uma matriz pertençam ao intervalo (0,2).

Os próximos resultados referem—se ã transforma-
ção T do método de sobreliberação (SOR).

Teorema 3.3.9 - (Teorema de Kahn). Assumamos que A e L(Rn)

tenha elementos diagonais não nulos. Consideremos a transfor-
mação HW do método de sobreliberação; ou seja, cºnsideremos

HW=
(b—WL)"1 [(i—W) D+wu] .

Então

«o(HW) ? ]W-ll .

ngonstragão: Desde que a matriz L é estritamente triangular
inferior, temos que

l 1|!det D" det(D—WL)—

e, portanto,

det H = det(D—WL)_1. det[(1—W)D + wu]

= det[(1—W)I + wo'lu] = det [(l—W)I]

um)“ .

1
uma vez que D- U é estritamente triangular superior. Mas ,
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como_det HW é o produto dºs autovalores de HW' temos

o(Hw) > lw—ll

o que demonstra este teorema.__

Como consequência deste teorema, temos o

Teorema 3.3.20 — Seja A € L(Rn) com elementos diagonais não

nulos e seja b e Rn . Então existe uma norma no Rn com res -
peito a qual a transformação T do método de sobreliberação
(SOR) é uma contração sobre o R" se O<W<2 .

Demonstração: Pelo teorema 1.5.2, para que exista uma norma

no R“ segundo a qual T é uma contração é necessário
, que

p(Hw)< l.. Usando o teorema de Kahn, concluímos que para que
isto aconteça, é necessário que |W-ll< 1 ; ou seja, que 0<W<2;

o que demonstra este teorema. _
Adiante, provaremos que para uma importante clas

se de matrizes - as matrizes simétricas e definidas positivas —

esta é também uma condição suficiente para que a transformação
afim T do método de sobreliberação (SOR) seja uma contração
sobre todo o R".

Definigão 3.3.2 - Sejam A,B,C e L(Rn). 'Então 'A=B-c é uma

decomposição P-regular de A se B é não singular e B+C e

definida positiva.

A definição acima não exige que A e/ou P=B+Ç
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sejam simétricas. Ao contrário, ela exige apenas que xth > 0

para todo x e R" não nulo, o que é equivalente a exigir que
a parte simétrica de P,definida por % (P+Pt) seja definida
positiva (teorema 0.4.10).

Teorema 3.3.ZZ — (Teorema de Stein) - Seja Q e L(Rn) e assu-
mamos que A e L(Rn) é uma matriz simétrica e definida positi-
va tal que A-QtAQ é definida positiva. Então p(Q) < 1.

Demonstragão: Seja A algúm autovalor de Q e n?o um cor-
respondente autovetor. Pelo teorema 0.4.11 temos que uHAu e
uH(A-QtAQ) são reais e positivos. Portanto,

uHAu > uHQtAQu = (Au)H A(Xu)= IAIZ uHAu .

Então, .IAI? < 1 ; o que demonstra o teorema.__

Teorema 3.3.12 — (Teorema da decomposição P—regular). Sejam
A 6 L(Rn) simétrica e definida positiva e A=B—C uma decompº
sição Prregular de A. Entãº" o(B—lc) < 1.

Demonstragão: Pelo teorema 3.3.11 é suficiente mostrar que

lQ= A - (B_1C)t AB" (:

é definida positiva;
A _ l 1Desde que B_ C= I — B— A , temos

Q= (B'lA)tA+AB'1A — (sªut AB'1A = (B'lA)t(s+Bt—A) B'lA.



.112.

'Mas, B+Bt—A = Bt+C é definida positiva, umª

vez que B+C é, por hipótese, definida positiva.
Portanto, pelo teorema 0.4.12, Q 5 dªfinidªPº

sitiva. A conclusão deste teorema decorre do teorema 3-3-êi3—i
.

' 3,3%

Para o método SOR, o teorema 3.3.12 se reduz ao

importante resultado que segue; o qual nos dã uma condição su-

ficiente para que a transformação afim T deste método sejª
uma contração sobre todo o Rn.v

Teorema 3.3.23 — (Teorema de Ostrowski - Reich) — ._Sejam
_],»".

- . . . . . " nA € L(Rn) uma matriz simetrica e definida pOSltlva e b 6 R .

Assumamos que 0<W<2. Então existe uma norma no Rn [com res-
peito a qual a transformação T do método de sobreliberação
(SOR) é uma contração sobre todo o Rn.

Demonstração:.Neste método a matriz A é decomposta em

A= B - c= w'l(D—WL) —'w'l [(1-W)D + WLt] , pois U=Lt.

Comocs eiementos diagonais de' A são positivos,
anão D é definida positiVa e D—WL é não singular. Além

—.disso, a parte simétrica de B+C e

B+Bt-A = ZW—lD-L-Lt+L-D+Lt= W—l(2-w)D.

. Como, por hipótese, 0<W<2 então a parte simé—

trica de B+C é definida positiva. Assim, pelo teorema 3.3.12,
«.

temos que
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o(B-lC) = o(aw) < 1

e a conclusão deste teorema decorre do teorema 1.5.2.__

Uma vez que o método SOR transforma—se no méto-
do de Gauss-Seidel quando W=l, novamente concluímos a valida—

de do teorema 3.3;6 que agora pode ser estabelecido como coro-
lãrio do teorema 3.3.13.

vejamos agora, condições suficientes para que
a transformação T do método de Peaceman-Rachaford seja uma

contração sobre o R“.

Teorema 3.3.14 — Sejam H e L(Rn) e V e L(Rn) matrizes simª
tricas e definidas positivas. Seja b e R“. Se 6>0 , então
existe uma norma no nª com respeito a qual a transformação ª
fim T do método de Peaceman — Rachaford é uma contração so—

bre todo o R“.

Demonstração: Neste método a transformação T é definida por

Tx= H6x+s com nõ: (v+51)'1(H-5:)(H+61)'l(v-61)

e s= 26(V+GI)—1(H+6I)_1b.

Evidentemente “& é similar â matriz ãô on-
de
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ãô= (warmô (v+61)'l= (É-ôI)(H+<SI)-l(v-<SI)(V+õI)-l

e. então-

“ Hô||2 5 || (H—ôx)(n+61)'l|12.l(v-61)(v+61)'1|l2 —

Como H e V são simétricas e como H-õI comº
ta com (H+ôI)-l, temos

'
- L-ô

H (H-GI) (H+61)-l = p((H-ôI) (H+'õI)_l)= max ——2 A +6lsisn "i

onde Ai são os autovalores de A.

Mas, como H ê simétrica e definida positiva ,

seus autovalores são positivos. Portanto;

' -1|| (H-ôI)(H+GI) ||2< 1 .

Similarmente,

lll < 1 .[] (v-61)(v+61)' 2

e então,

O(H6)= pms) 5 || Hõ|12< 1.

A conclusão do teorema decorre do teorema l.5.2.__

No teorema anterior exigimos que H e V fos—

sem simétricas e definidas positivas. Mostraremos agora .que
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mesmo que estas condições não sejam satisfeitas & conclusão
continua válida.

Teorema 3.3.15 - Sejam H e L(Rn) e V e L(Rn). Se existe u-
ma matriz P e L(Rn) não singular tal que H= P_lHP e V=

: P-l VP sejam matrizes simétricas e definidas positivas e se
ô>0 então existeuma norma no R" com respeito a qual a trans
formação afim T do método de Peaceman — Rachaford ê . uma

contração sobre todo o R“.

(D!Demonstragão: Como na demonstração do teorema 3.3.14, Hó

similar a H6. Por sua vez, ãô é similar a

ãô= P'1Ã6P= (ã-61)(Ã+61)'1(5—61) (G+ôI)—l.

Entretanto, temos que

1
IIp(H6)= º(âõ) s |](ã-at)(â+51)'1||2 .“(6—61) ((msn— < 1,2

.pois H e V são, por hipótese, matrizes simétricas e definidas
positivas. Novamente, o teorema 1.5.2 conclui este.teorema.__

Como uma aplicação do resultado acima, suponha —

mos que para alguma matriz simétrica e definida positiva Q, as
matrizes QH e QV sejam simétricas e definidas positivas. Eª

. ltão, º(Tô) < 1 ; pois se tomarmos P= QZ , teremos
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NIP-'
"Ll.

Q 2(QH)Q
toh—' Mii—'

II 10 II: 10 II

NIP—' roll—ª

H
toh-

oª<ov> Q<
»
1! 10 <10 ||

Então, como QH e QV são simétricas e definª
das positivas, segue que H e V também o são.

No próximo teorema demonstramos que o método de
Cimmino ê incondicionalmente convergente.

Teorema 3.3.16 — Existe uma norma no Rn com respeito a qual a

transformação afim T do método de Címmino definida por

2
n+1 AthA)x + Athb_ _ _ 2Tx— Hx+s— (I —É:Í

. «... - ne uma contraçao sobre todo o R .

Demonstragão: Pelo teorema 1.5.2, basta mostrarmos que p(H)<l.
Primeiramente, observemos que AtG2A= AthGA= (GA)tGA ê simé—

trica e definida positiva, uma vez que GA é não singular.
Portanto, se Ai é um autovalor de AtG2A então Ai>0. Tome

mos Yi como sendo algum autovalor de H. Temos então que

2 t 2 _det(YiI — [1 — "Hii A G A])— 9,

OU.

H+det( 2
l [1-yi] - ÁthA) = o.
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Portanto,

n+1 _ ,'í'(l'Yi)' Ai '

ou seja,

Mas

2x

n+
'.4.

< 1 ++ 0<Ai<n+l (83)p(H)= max [yil < 1 ++ —1 < 1 -
l$i<n H

Observemos que

Ai= tr(AthA) é Ai>0 , 1= 1,2,...,n.P-MD

=l

Então

max xi< tr(AtGºA) = tr(GªAtA) .
lsisn

Mas, de (51) segue que

,Zt n
(Ç A A)ij %

Assim,
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2
n n atr(AtG2A)= % (AthA)..= Z Z Kª =

i=l .

11 1=lK=l [aK]

2
n n n [a]

=X l
2 Z azKi= E Kz =n.

K=l [aK] 1=l 1=l[aK]

Então,

max A. < tr(AtG2A) = n<n+l
lsisn ,

Segue que Ai<n+l e, então, por (83), D(H)<l;
o que demonstra o teorema.__

3.4 — Casa das transformações T definidas nos métodos itera—

tivos apresentados em 2.4.

Demonstraremos agora que para um aceitãvel A ,

a transformação T do método de Picard para resolver o siste—
ma Fx= Ax+$x definido em (53) é uma contração sobre todo o

aº.

Teorema 3.4.Z -. Suponhamos que A e L(Rn) e *oan + Rn são

definidas por (54), onde g:R + R é continuamente diferenciá—
vel e.satiSfaz

“ºsq'(s) s*Y .A -ºº<s<+ºº .

nEntão, a transformação Tan + R do método de
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Picard para a resolução do sistema Fx= Ax+©x, definida por

1Tx = (A+-AI)- (Ax-ox)

o .» n
.

ue uma contraçao sobre todo o R , com respeito a norma ||.l2,
se x= hzy/Z.

Demonstragão: Pelos teoremas 0.4.8 e 0.4.5, A é simétrica e

definida positiva e, como A>0 , segue que A+XI é também si—

métrica e definida positiva. Além disso, T é continuamente
diferenciável no R“, e

T'(x) = (A+x1)'1<AI—o'(x)).

Consequentemente, temos que

1_ A

lIT'(x>lI2< “Am ll2 . II”-º'(ªª)||25 T+). < 1'
onde, u>0 é o menor autovalor de A.

Portanto, o teorema 1.4.1 assegura—nos que T

é uma contração sobre todo o B“, com respeito a ||.[|2.__

Teorema 3.4.2 — Suponhamos que a função f(x,y) do problema de

valor inicial (55) satisfaz â condição de Lipschitz com res—

peito a y em R; ou seja, que

[f(x,y) — f(x,9>l s LIy-íl

para todo y, 9 e R , com L>O.


