UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE CIENCIAS MATEMATICAS DE SAO CARLOS

METODOS ITERATIVOS DA ANALISE NUMERICA
E O TEOREMA DA CONTRACAO

Sandra Maria Venturelli

ORIENTADOR:

Prof. Dr. Odelar Leite Linhares

Dissertacdo apresentada ao Instituto de
Ciéncias Matemdticas de S&o Carlos, da
Universidade de Sdo Paulo, para obtengdo
do titulo de ““Mestre em Matemdtica”.

Departamento de Ciéncias de Computagdo e Estatistica
SAO CARLOS
1976



A meus pais



ITERATIVE METHODS OF THE NUMERICAL ANALYSIS

AND THE "THEOREM OF CONTRACTION"

(Master Digsertation)

Sandra Maria Venturelli

Adviser: Prof. Dr. Odelar Leite Linhares

ABSTRACT
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INTRODUGAO

O objetivo deste trabalho & mostrar que muitos
dos métodos iterativos existentes para, por exemplo, solugéo
numérica de equagoes algébricas ou transcendentes, solugdes nu
méricas de sistemas lineares e nao lineares, solugao numérica
de problemas de valor inicial, etc ... nao passam de casos par

ticulares do Teorema da Contragao. Este teorema, de grande im
portancia na Analise Matematica, tem, também, grande importén-
cia na Analise Numérica pelo fato de ser construtivo. Em su-
ma, pretendemos mostrar que grande parte dos processos da Ana-
lise Numérica podem ser vistos como simples determinagdoes do
ponto fixo de convenientes aplicagoes T definidas e tomando
valores em algum espago de Banach X.

No capitulo 0, de pré-requisitos, apresentamos
resultados e definigoes negessérias ao desenvolvimento  deste
trabalho.

Dedicamos o capitulo 1 ao Teorema da Contragao
e a suas aplicagoes na resolugao numérica de equagoes algeébri-
cas ou transcendentes e na resolugao numérica de sistemas linea
res e nao lineares. Estabelecemos, também, condigdes para que
as transformagoes T definidas nos diferentes métodos iterati
vos para resolugao destes problemas sejam contragoes sobre al-
gum conjunto fechado D ¢ X , sendo X algum espago de Banach.
Nao nos prendemos, no entanto, a nenhum particular método ite-
rativo. Isto o faremos no capitulo 3.

No capitulo 2 apresentamos os seguintes metodos

iterativos estacionarios:



a) Para resolugao de equagOes algébricas ou
transcendentes: método das cordas, método da falsa posigdo, mé
todo de Newton - Raphson e método de Chebyshev por iteragoes
de altas ordens.

b) Para resolugao de sistemas nao lineares: me-
todo de Newton e método de Newton modificado.

c) Para resolugao de sistemas lineares: método
de Jacobi - Richardson, método de Gauss - Seidel, método de so
breliberagao, método de Peaceman - Rachaford e método de Cim-
mino.

d) Para resolugao de problemas de valor inicial
e de problemas de valores no contorno para equagoes diferen-
ciais ordinarias: método iterativo implicito (com vistas ao mé
todo previsor-corretor apresentado no capituld 3) e método de
Picard. |

No capitulo 3 dedicamo-nos a apresentagao de
condigoes suficientes para que as transformagoes T definidas
nos diferentes métodos iterativos apresentados no capitulo 2,
sejam contragoes sobre algum conjunto fechado D ¢ R (ou R .

Ao final apresentamos uma bibliografia de con-
sulta aos interessados no problema. Quando a ela nos referir-

mos, indicaremos o texto de nimero n e a pagina de numero m

por ({n], pag. m).



CAPXTULO ©

PRE-REQUISITOS

Neste capitulo apresentamos definigOes e resul-
tados que julgamos necessarios ao desenvolvimento deste traba-
lho. Por serem classicas, algumas destas nogoes talvez fossem
dispensaveis. NOs as apresentamos, no entanto, com a finalida

de de facilitar a leitura.

0.1 - Espagos metricos

Definigao 0.1.1 - Uma métrica em um espago X & definida pela
associagcao de um niomero real d(x,y) a cada par de elementos

x,y € X de modo que sejam satisfeitas as condigoes:

i) d(x,y) = 0 se, e somente se, X =y,

ii) d(x,y) € d(x,z) + d(y,z) , X,y,2 € X.

Observemos que as condigdes (i) e (ii) implicam
em d(x,y)30 e d(x,y)= d(y,x) para todo x,y € X.
A um espago X munido de uma métrica, chamamos

espago metrico.

Definigao 0.1.2 - Uma sequéncia de elementos x ~de um espago

métrico X , que denotarepos por {xn} » converge para y € X ,

se lim a(xn,y)= 0.

n-<wo
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Definigao 0.1.3 - Dizemos que uma sequéncia {xn} de um espa-

¢o métrico X & de Cauchy, se

lim lim d(x_, ,x ) = 0 ;
m+o p-eo n+p” m
ou seja, se dado >0, existe N tal que para m, p>N, d(xm,xp) < €.
Observemos que, se {kn} é uma sequéncia de
elementos de um espago métrico X e se x

n
y € X, entao {xn} é de Cauchy. A reciproca nao &, contudo ,

converge para

verdadeira.

Definigao 0.1.4 - Dizemos que um espaqo métrico X & completo

se toda sequéencia de Cauchy em X converge. (em X).

0.2 - Espagos vetoriais normados

Definigao 0.2.1 - Seja X um espago vetorial sobre o corpo K.
Se a cada elemento x € X esta associado um numero real nao

negativo |} x|| , chamado norma de x, satisfazendo is condigoes:

i) Jlx|l>0, sex#0 e ||jo|l=0,
i) {Iax|[= |x] lIx]|, ¥xeX e Vr €K,
1i1) || x+yll € U x|l + |l yll ,» vx,y € X.

entao denominamos X de espago vetorial mormado.

Se considerarmos d(x,y)= || x-y|| , concluimosque
um espago normado sempre & um espago métrico. A  reciproca,
no entanto, nao & verdadeira

Denotaremos por rR® o espago vetorial real n-
dimensional dos vetores colunas X com componentes Xy rXgreooy

x, e, por c® o correspondente espago vetorial complexo.



No /" (ou Cn) existe um numero infinito de nor-
mas vetoriais. Para ilustrar este fato, basta considerarmos as

normas lp (normas H&lder), as quais sao definidas por:

n
P
VI ox 1T p =123,

i=1
I xll = <
max . = o ,
lsiénlxl, P
.

N

. n n ~
Dentre estas, as mais usadas no R (ou €) sao:

n
|lxlyl= ) |xi l (nprma %, ou norma soma).
i=1
||x||2= ) %4 [2 (norma 2, ou norma euclidiana).
i=
| x|| o= max |xi | (norma %_ ou norma maximo).
lgign
Uma outra importante classe de normas sao as

chamadas normas elipticas, definidas por:
I xll = (x"Bx) /2 (1)

onde B & uma arbitraria matriz (nxn) simétrica e definida

positiva (ver definigao 0.4.6).
Observemos que (1) & verificada sobre o ¢" se
xt & trocado por x? e se B & matriz ‘(nxn) hermitiana e de-

finida positiva.

Definigao 0.2.2 - Um espago de Banach & um espago vetorial nor



mado e completo.

n

Teorema 0.2.1 = ([8], pag.71) - Os espagos R e c"

munidos

das normas | lp , l<p<» , sao espagos de Banach para gual-
quer n inteiro positivo.

Introduzimos abaixo algumas notagoes usadas nes
te trabalho.

Denotaremos o conjunto das tfansformagaes linea
res T do&® no R" ou, equivalentemente, o conjunto das ma
trizes reais quadradas de ordem n, por L(Rn,Rn) ou, simpleg
mente, por L(R"). Similarmente, denotaremos por L(e") ao con
junto das matrizes complexas quadradas de ordem n.

Denotaremos uma transformagao T aplicada no

ponto x, indiferentemente, por Tx ou T(x). Denominaremos

fungao a toda transformagao T de R em R.

0.3 - Normas Matriciais

Dada uma norma de vetor sobre o R (ou ™) po-

demos definir uma norma de matriz por:

I all = max A22L o pax I ax|] . (2)
| | x|l =1

x#0 || x|l |

Definigao 0.3.1 - Dizemos que a norma de matriz definida em (2)

é subordinada a& correspondente norma de vetor,
Uma das principais vantagens em se escolher uma
norma de matriz subordinada a uma norma de vetor & que a desi -

gualdade

Il ax|l < [[a]l . [ x|l (3)



é satisfeita para todo A€ L(Rn) e para todo x € R".

Definigao 0.3.2 - Uma norma de matriz e uma norma de vetor pa=
ra as quais a desigualdade (3) & verificada para todo A e x
sao chamadas normas consistentes (alguns autores denominam-nas
- .
compativeis).
Antes de apresentarmos algumas normas de matri-

zes mais usuais, necessitamos definir um novo conceito.

Definigao 0.3.3 - A colegao dos n autovalores \,,A A

1, 2".., n

de A € L(C") denominamos espectro de A e denominamos

p(A)= max Iki]
1<ign

por rato espectral de A.
Teorema 0.3.1 ([ll], pag.2l) - Seja A € L(R®). Entdo,

|

n
max ) |a,

1]
5
"
%

Il

Il all

x| = ®  gi<n j=1 B
n
I all | = max || = max ] Ja,.|
L e Y e fa
1
e
1/2
| all , = max 2, = [p@tm)Y2 =V,
il , =1 |
t

onde Xl e o maior autovalor, em moédulo, de A"A .

Teorema 0.3.2 ([16), pag.767) - Se A € L(R") & simétrica



entao
Hall, = o(a).

Uma outra norma de matriz frequentemente usada

& a norma Euclidiana, definida por

allg = /7 T lag

Ela é tambéem denominada norma Schur ou norma Fro
benius.
'£ interessante observar que IIAIIE é consisten-

te com Hxllz. Entretanto, HAIIE nao é a norma de matriz su-

bordinada a norma’ lxllz. Na verdade, temps o seguinte resul-

tado:

Teorema 0.3.3 ({16), pag.767) - A norma lall; ndo & subordi-
nada a nenhuma norma de vetor.

Em consequéncia do resultado‘acima, em nuitos
trabalhos tedricos, lIAJlZ, ao invés de IIAJ}E, € usada em con
jungao comk[}xllz, uma vez que HA.H2 & a norma subordinada a
lellz. Por outro lado, em trabalhos numéricos e na - analise
de erros, a norma IIA[IE é, ds vezes preferida. 1Isto ocorre

porque IIAHE:, ao contrario de llAllz, é facilmente calculavel

e porque a norma Euclidiana de A = (aij) e igual‘é.nqrma Eu-
clidiana de |A| = ([aijl). As vantagens que mencionamos para
a norma IIAJ[E também sao validas para as normas IIAH]_ e
IIall, .

Uma outra norma que usamos neste trabalho e a

definida como segue:



Se B @& alguma matriz nao singular entao a fun
cao

L

|| BAB I

tem todas as propriedades exigidas de uma norma matricial e po

demos considerar a norma |

de uma matriz A, em fungao da

norma |[.|{2 ; COmos

ol

lally = lisaB |, .

Similarmente, podemos definir a norma vetorial

2l = I sl .

Alem disso,

HA“B= max HAXHB ¢

EY!

Se A € uma matriz simétrica e definida positi
1

va (ver definigao 0.4.6) podemos definir a norma a2 de uma
matriz C qualquer por:

=
fr—

I T
lell,Z =8 ca 7y, .
1
A existéncia e a unicidade de 2’ é garantida
pelo
Teorera 0. 3.4 ((16], pag.755) - Se a matriz simétrica A € L (R?)

é definida positiva entdo existe uma Gnica matriz simétrica e

definida positiva B tal que BZ=A. Usualmente, escrevemos
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Definigao 0.4.2 - Uma matriz A gquadrada de ordem n, real

ou complexa, & redutivel se existe uma matriz de permutagdo P

tal que
1 Bin Bio
PAP =
0 B22
onde, Bll e B22 sao matrizes quadradas.
A matriz A & <irredutivel se ela nao & reduti-
vel.

Na pratica, para verificarmos se uma matriz é
ou nao redutivel, utilizamo-nos de critérios mais simples que
o oferecido pela definigao. NOs os encontramos, por exemplo ,

em ([ll], pag.l03 e seguintes).

Definigdo 0.4.3 - Uma matriz A € L (€%) & diagonalmente domi

nante, se

]aiil P ? ]aij[ , i=1,2,...,n (4)
j=1
J#L

e & estritamente diagonalmente dominante se a igualdade em (4)
nao se verifica para nenhum i .

A matriz A & Zrredutivelmente diagonalmente
dominante se ela e ifredutivel, diagonalménte dominante e se a

desigualdade se verifica em (4) para pelo menos um i.

Enunciamos a seguir alguns resultados que envol

vem a idéia de ordenagao parcial.
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Definigao 0.4.4 - Para vetores X,y € R" definimos a ordena-

gao pareial por

X<y se, e somente se, X, £ Y.

i i ’ i= 1,2,..‘.,’1'1,

e, similarmente, para matrizes A,B € L (Rn), por

A LB se, e somente se, aij < bij' i, 1,2,44.,n.

Teorema 0.4.1 - ([ll], pag.107) - Seja B € L (R™) nido negativa.

Entao (I-B)-l existe e @ nao negativa se, e somente se, p(B)<l.

Uma particularmente importante classe de matri-

zes com inversas nao negativas e a dada pela definiqio seguin=-

te.
Definigdo 0.4.5 - A matriz A € L (R") & uma M-matriz se
A-l >0 e a.. <0, i# j. Uma M-matriz simetrica é uma.ma-

1]
triz de Stieltjes.

No proximo resultado apresentamos uma caracteri

zagao das M-matrizes.

Teorema 0.4.2 - ([ll], pag.1l08) Seja A €L (Rn) satisfazen

ij

se, aii >0, 1i=1,2,...,n, e a matriz B= I-D-lA, onde D=

do a,. <0, i#3j. Entao A & uma M-matriz se, e somente
= i L i < . ‘
dlag(all, XY ann) satisfaz p(B)<l

Teorema 0.4.3 - ([ll], pag.1l08) - Sejam B € L R") e c e rLch.

Se |c| < B, entao p(C)<p(B).
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Nao e, em geral, verdade que a soma de M-matri-
zes & também uma M-matriz. Entretanto, um caso de especial im

portancia € o seguinte:

Teorema 0.4.4 -([11], pag.109) - Sejam A € L(Rn) uma M-matriz
e D€ L(R") uma matriz diagonal n3o negativa. Entdao A + D&
uma M-matriz e (A + D)—1 < A—l .

Teorema 0.4.5 =~ ([ll], pég.109)- Seja A € L(R™) uma matriz de

Stieltjes. Entao A e definida positiva.

Teorema 0.4.6 - ([ll],,pag.lOQ)- Seja B € L(R") irredutivel.

Se
n
I byl <1y i=12,0000m
i=1
e se a desigualdade se verifica para pelo menos um i, entao
p(B) < 1.

No proximo resultado apresentamos uma condigao

suficiente para que uma matriz seja M-matriz.

Teorema 0.4.7 - ([ll], pag.110) - Seja A € L(R®) uma matriz es -

tritamente ou irredutivelmente diagonalmente dominante tal que

34 £0, i# e a;; >0, 4= 1,2,...,n. Entao A & uma M-

matriz.

Consideremos agora, a matriz tridiagonal
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( )
a =C
o O
\
N\
N
—b a \\
2 2
AN \\ N
\\\ \\ \\ (5)
A Y
N -—
A= *s \\\ cn-l
N
“ AN
N \\
N N
\‘ b ~
o o
. /

onde a >c1>0, an>bn>0, bJ'._>0, c> 0, ai>’bi+ci' i= 1,2,...,n=1. (6)

1l
Itoram10.4.8-([ll], pag.110) - Consideremos a matriz (5) sa-

tisfazendo (6). Entao A e uma M-matriz.

Definigao 0.4.6 - Dizemos qué a matriz A € L(R?) & definida
nao negativa se xtAx > 0 para todo x € R® e, & definida
positiva se xtax > 0 para.todo x € R" n3o nulo.

Alguns autores usam o termo definida semi-~posi-
tiva ao invés de definida nao negativa.

Para matrizes complexas e valida uma definigao
analoga a anterior desde que .troquemos xt por xH.

Os autovalores de uma matriz A simétrica sio
todos reais; os de uma matriz A simétrica ou hermitiana (AH=

=A) e definida nao negativa sao todos nao negativos e sao to-

dos positivos se A & simétrica ou hermitiana e definida posi

tiva.
Teorema 0.4.9 - ([16], pag;736) - Para alguma matriz A € L(Rn),
a matriz A.AY & simétrica ‘e definida nao negativa. Se A &

t

ndo singular, entdo A.A" & simétrica e definida positiva.
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Teorema 0.4.10 —([ll], pag.l24) - Seja A € L(RY). Entao

xtAx > 0 para todo x € r" se, e somente se, xt(A+At)x >0

para todo x € R".

Teorema 0.4.11 —([ll], pag.l24) - Seja A e L(rR™). Entao
H -
U Au e real para cada vetor complexo u se, e somente se, A

€ simetrica.

Teorema 0.4.12 —([ll], pag.l24) - Seja A € L(R") simétrica e
definida positiva e seja H € L(R") ndo singular. Entdo HAH
é definida positiva.

Abaixo, definimos uma das mais importantes ope
ragoes da teoria matricial.

Definigdo 0.4.7 - Dizemos que duas matrizes A,B € L(C") sdo

similares se existe uma matriz nao singular P € L(c™) tal

lap.

que B= P~
Uma propriedade basica de matrizes similares e

dada pelo

Teorema 0.4.13 -([11], pag.8) - Se A,B € L(c") sdo similares,

entao A e B tem os mesmos autovalores.

0.5 - Transformagoes limitadas

Definigao 0.5.1 - Seja X um espago vetorial com métrica 4.
Dizemos que a transformagao T de X em X & limitada ‘num
conjunto D de X, se em D ela satisfaz a uma condigao de

Lipschitz; ou seja, se existe uma constante real positiva
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a < = tal que para todo x,y € D ,
d(Tx,Ty) € a d(x,y). (7)

Ao infimo, ou seja, ao maior dos limitantes in

feriores dos numeros o gque satisfazem (7) para x # y, de

nominamos limite de T em D. Se D = X, dizemos que T e

limitada em X. Se X & normado, entao (7) tem a forma
Fy

| Tx-Tyl| < ol x-y|l .
De acordo com (2), podemos estabelecer que

Il il = sup || Tx| . (8)

|| =1

Podemos provar que || T|| & o limite em X de
uma transformagao T.

Para uma transformagao linear limitada T te-

mos que

x|l < [Tl ]

x|| ,¥x€X.

Teorema 0.5.1 -([8], pag.239) - Sejam X e Y espagos de Ba-

nach. O conjunto de todas as transformagoes lineares limita-

das de X em Y e um espago:de Banach para a norma definida

em (8).

Definigao 0.5.2 - Sejam X e Y espagos vetoriais ' munidos
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de uma métrica d. Dizemos que uma transformagaoc T de D ¢ X

em Y & continua em x* € D se 1lim x_ = x* implica que
n+oo

lim Tx_ = Tx*, x_ € D.

n-+o ‘n

Esta claro que uma transformagao limitada numa
vizinhanca de x* & continua em x*. Para transformagoes li-

neares a reciproca também & valida, pelo
Teorema 0.65.2 -([8], pag.236) - Sejam X e Y espagos de  Ba-
nach. Uma transformagao linear continua de X em Y & limita-

da em X.

0.6 - Diferenciagao de transformagoes

A teorié'sobre resolugdo de sistemas‘néo linea-
res depende de nogoes de limite e continuidade da transforma -
cao T envolvida. Algumas vezes, exigimos tambem que a trans
formagcao T seja diferenciavel em algum sentido.

Exisfem muitas definigSes para a derivada de
uma transformagao ém espagos de Banach, sendo que, em R, cada
uma delas se reduz a definigao usual.

Adotaremos aqui a definicao de derivada segundo
Frechet e diferencial segundo Frechet, ds quais nos referire -

mos apenas por derivada e diferencial.

Definigao 0.6.1 - Sejam X e Y espagos de Banach e seja T uma
transformagao de X em Y. Dizemos que a transformagao T é

diferenciavel em z* se existe uma transformagao linear limita
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da T' de X em Y, tal que

1im JLT(x*+h) - T(x*) - 7' (x*)h]|
h0 b i

A transformagao linear limitada T'(x*) & chama
da derivada primeira de T em x*.

Da desigualdade
|| T(x*+h)~T (x*) || < || T(x*+h)-T(x*)-T' (x*)h|| +|| T (x*)h]||

seque que se T & diferenciavel em x*, entao T & continua em

x*,

Consideremos agora, o espago de Banach X = R" e

alguma das normas Zp, l< pg» . Podemos representar uma trans-

formagdo T tal que Tx=y , x,y € R" , por:
Ti(xl'XZ"“’xn) = Yy i=1,2,...,n

para x=(x1,x2,...,xn).

Suponhamos gque as derivadas parciais

n

j |x=x* ) &
I ¥ 3

* .k *
aTi aT&(x 1v,x 2,...,x )

[ i,j = 1,2,...,1'1

existam e sejam finitas no ponto x*=(x*1;x*2,..;,x*n). Entao ,

a derivada de T & representada pela matriz Jacobiana



.19.

4 \
* l : *
aiTl(x ! 32T1 X*) . e anTl(x )
13 Y %*
asz(x ) ,2T2(x*, .. anTz(x )
T' (x*)=
alTn(x*) BzTn(x*) ... anTn(x*)
L J

: *y = * , Loa
onde ajTi(x ) aTi(x )/axj , i,3=1,2,...,n.

Uma das ferramentas basicas da analise nao li-

near e o:

Teorema 0.6.1 -([13], pag.22)- (Teorema do valor medio). Se
T & continua em (a,b) e iiferenciavel em (a,b), entao existe

pelo menos um ponto § € (a,b) tal que
T(b) - T(a) = (b-a) T'(§)

Do teorema acima decorre que se X,Yy e[a,b] ’

entao

[T(x)=-T(y) <& sup |T'(§)].|x~y!
agisbh

conhecida como desigualdade do valor medio.

Infelizmente, nao podemos extender estes resul
tados a transformagoes T do R® no R". Entretanto, para

tais transformagoes, temos
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Teorema 0.6.2 ([11], pag.142) - Assumamos que T:R" + R® e
continuamente diferenciivel sobre um conjunto convexo D C R%.

Entdo, para X,y € D,

'l
T(y)-T(x)= f T' (x+t (y-x)) (y-x)dt.

0

O proximo resultado &€ o correspondente ao teore

ma do valor mééio, no caso de transformagdes T do R"™ no R".

Teorema 0.6.3 ([ll], pag.143) - Assumamos que T:R" + R" e
continuamente diferenciavel sobre o conjunto convexo D C R,

Entao, para x,y € D,

Hre) - T}l < sup || T =+t (y=x)) || .|| y=x]| .
0gtgl :

Este resultado tambem & valido ([lZ],pag.69) se

T & somente diferenciavel em cada ponto de D.

0.7 - Algumas definigdoes e consideragoes gobre problemas de va

lor inicial e metodos lineares de passo multiplo.

Consideremos o problema de valor inicial para
uma Unica equagao diferencial de la. ordem

y'(x)= £(x,y(x)) , aSX§b , yla) =y (9)

o)

O teorema abaixo estabelecé.condig5es sobre f

que garantem a existéncia e a unicidade da solugao de (9).
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Teorema 0.7.1 —([9], pag.2) - Seja f(x,y) definida e continua
em todos os pontos (x,y) da regiao D definida por agxgb '
-~o<y<eo , 3 e b finitos. Suponhamos que exista uma constante L
tal que, para‘cada X, vy, ¥y tal que (x,y) €D e (x,y) epnp ,

tenhamos
[£(x,y) - £(x,¥)| < L|y-¥] .

Entao, se Yo e algum numero dado, existe uma Unica solugao
y(x) do problema de valor inicial (9) , sendo y(x) continua

e diferenciavel para todo (x,y) € D.

Pretendemos agora, determinar a solugao y(k)
no intervalo ag<x<b , a e b finitos. Suponhamos que f sa-
tisfaz as condigoes estabelecidas no teorema 0.7.1. Conside-
remos a sequencia de pontos {xn} definida por x =a+nh ,
n= 0,1,2,... O pardmetro h, que assumiremos constante, & de-
nominado passo. Uma propriedade essencial da maioria dos méto
dos computacionais pafa encontrar a solugao de (9) & a de dis-
cretizagao; isto &, procuramos uma solugao aproximada, nao so-
bre o intervalo continuo ag<x<b mas sobre o conjunto discreto
de pontos {xn: n=0,1,..., (b-a)/h}. Tomemos y, como uma
aproximagao da solugao ;eérica em x ; isto &, vy, & aproxima

cao de y(gn)‘, e tomemos fnsf(xn’yn)‘

Definigao 0.7.1 - Se um método de determinacao da sequéncia

{yn} toma a forma de uma relagao linear entre Vi £ .0 3=

n+j
=0,1,...,8, nos o chamamos metodo linear de passo multiplode

s passos.



.22,

Consideremos agora, uma classe muito importante
de metodos de integracgao: a classe geral dos métodos lineares

de passo multiplo de s passos

s s
! Yy Yneg = hD 0 B5E (10)
=0 j=0

onde Yj e Bj, j= 0,1,...,s8, sao constantes. Assumiremos que

Yy.= 1 e que Yo € By nao sao ambos nulos.

Entao o problema de se determinar a solugao y(x)
de (9) & transformado no problema de se determinar uma sequén-

cia {y } que satisfaga 3 equagao diferenga (10).

Defintgao 0.7.2 - Se 4Bs=0 entao o método €& explicito e, em

caso contrario, implicito.

Num método explicito, a equagao (10) produz o

valor Yn+s diretamente em fungao de vy e f j=0,1,...,

n+j n+j’
s-1, o qual, em cada estagio de calculo, & sempre bem determi-
nado. No caso de um método implicito, entretanto, devemos re-

solver uma equagéo'(ém geral, nao linear) para obter Yn+s;

0.8 - Algumas consideragoes sobre problemas de valores no con-

torno para equagoes diferenciais ordinarias.

Consideremos o problema de valores no contorno

para uma equagéo diferencial de 2a. ordem

Y (t)= glt,y) , actsb , y@)=8 e ym)=Y (11)
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onde a fungao g e as constantes B8 e Y sao dadas.

Suponhamos que este problema de valores no con-
torno tenha uma Gnica solugao; mas, em geral, nao had nenhuma
"representagao fechada" para ela, e &, entao, necessario consi
derarmos metodos que nos deem uma aproximagao da solugdao. Um
dos métodos mais comuns & o da diferenga finita que descrevere
mos abaixo.

Primeiramente, dividamos o intervalo [a,b] nos

pontos

<....<t =bl

a= to<t n+l

1

Para simplificar, suponhamos que os pontos ti
sao igualmente espacados com passo h; isto &, que t;= atih ,
i= O,l,...,n+l= (b"a)/h D

Agora, aproximemos y"(ti) pela diferenga divi-

dida de 2a. ordem

1

yie)T =5 [tyy) = 2 vyl p) =12

Quando usamos esta aproximacao em (11), sabemos

que a solugao y satisfaz
, ] ‘
(1/h )[Y<ti+1> - 2y(ty) + y(ti_l)]~ glt;,y(£)) + rit;,h)
para i=1,2,...,n, nos pontos tl’t2""'tn' Aqui, r(ti,h) sao

os erros introduzidos pela aproximagao de y(ti) segundo a di

ferenga dividida de 2a. ordem. Podemos mostrar ([12]5 pag.l4)
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que

lim r(ti,h) = 0
h-+0

desde que y seja suficientemente diferenciavel.

Agora, desprezemos o termo do erro e definamos
aproximagoes XyrXgree. X, para os valores da solugao exata
Y(ti) de (11) nos pontos SEAT YRR exigindo que as apro-

ximagoes x, satisfagam ao sistema de n equagoes (em geral,

nao lineares)
- - - 2 =
fi(x) EXigq t & -x_ thhglt,x) =0, (12)

com i=1,2,...,n, x =8 e X 41= Y .

Geralmente, também € impossivel encontrarmos
uma solugao explicita da equagao (12). Entao, usamos algum
processo iterativo para determinar uma solugao aproximada de
(12). No capitulo 2, apresentamos um particular processo ite

rativo para resolve-la.
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CAPITULO 1L

0 TEOREMA DA CONTRAGAO E SUAS APLICA(OES

.1 = 0 problema do ponto fizo.

Definigao 1.1.1 - Seja X um espago métrico. Denominamos pon
to fizo da transformagao T: X » X a qualquer ponto x € X tal
que x= TX.

Por exemplo, a transformagao T:R + R tal que
Tx= x3 tem os pontos fixos x=0, x=1 e x= -1 .

Observemos que determinar um ponto fixo de uma
transformagao T & equivalente a obter uma solugao da equagao

(0)

de x (que chamaremos a-
(0)

x= TX. Se conhecemos um valor x

nao seja muito dife
(1) (0)

proximagao inicial de x) tal que Tx

rente de x(o). € natural que consideremos x = Tx CcOomo

uma aproximagao de x(o) e, que geremos a sequéncia {x(k)}
de aproximagoes sucessivas para o ponto fixo x de T, pelo
processo iterativo

o e &) e 0,1,2,... (13)

Consideremos, agora, uma equagao do tipo
f(x)=0 , (14)

onde f e x sao vetores de mesma dimensao m; isto e, se
m=1 temos uma simples equagao e, se m=n, temos um sistema

de n equagoes.
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Em geral, & possivel reescrevermos a equagao (14)
como um problema do ponto fixo do tipo x= Tx. Assim, para re
solvermos a equagao (l14), usamos o processo iterativo (13) pa-
ra gerar aproximagoes sucessivas da solugao que desejamos. Por
esse motivo, o processo iterativo (13) & conhecido como método
das aproximagoes sucessivas.

No caso em que f & uma funcao real de uma va-
riavel real, podemos fazer uma interpretagao geométrica muito
simples para o problema do ponto fixo, pois, neste caso, uma
raiz da equagao (14) escrita como um problema do ponto ‘ fixo
do tipo x=Tx & um nimero x* no qual a reta Y=x intercep-
ta a curva y=Tx. Pode ocorrer, naturalmente, que estas cur -
vas nao se interceptem. Isto significa que ndo ha raiz real.

Existem muitas maneiras de expressarmos a equa-
cao (14) na forma x=Tx. Nem todas, porém, sao igualmehnte sa-
tisfatorias para nossas finalidades. Por exemplo, dada a equa

cao
2
f(x) = x°+2x-5 = 0 (15)

podemos reescrevé-la na forma x= T(x) fazendo, por exemplo,

2
2°X ou T(x)= = , para X #-2.

2 X+2

T(x)=

Considerando que a funcao f(x) definida em
(15) & continua e que f£f(1) e f(2) tem sinais contrarios con

cluimos que a equagdo (15) tem uma solugdao (ou raiz) no inter-

x (0=

valo [1,2]. Tomando e, no primeiro caso,
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obtemos a sequéncia

| ;?x(Q)= l‘; x P2 , x{2) ,

=0.5, x3)=2.375,...

que aparentemente divérge da solugao deéejada.
| - Tomando-Se,fagora, 2(0)= 1 eo processo ite-
rativo
| x(k+l)= —-5_—"'—' ’ k= 0,1"2'-00
x(k)+2‘. » :

obtemos a seguéncia

291, xMarer, xP= 136, xP= 1000, e

r
x®=1.46 , x%= 1,45, ...
que aparentemente converge para a solugao desejada.

1.2 - 0 Teorema da_Contragdo

Consideremos agoré as questdes de existencia ,
unicidade e construgaoc ou aproximagao de pontos fixos ~ de
transformaq6és; bem como, ofprobiema de'estimativa‘do erro pa
ra as SOIugéés aproximadas. Antes, definamos ,:transfoimaqao

contragao.

©)
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Definigao 1.2.1 - Seja X em espago métrico com métrica d.
Dizemos que a transformagdt T:X > X & uma contragao sobre o

cenjunto fechado D C X qégfﬁ’ﬁé

i) Tx € D para todo x € D . ' (16)
ii) Existe uma constante a, Osa<l tal que para cada

par de pontos x,y € D
d(Tx,Ty) < a.d(x,y). (17)

Muitos autores nao incluem a condigao (i) na de
finigao de uma transformagao contragao. Para simplificar este
trabalho, o?tamos, sem maiores prejuizos, pela definigao acima,
encontrada, por exemplo, em ([131, pag.267). |

Provemos agora, um resultado gue & pouco mais

que uma observagao.
Teorema 1.2.1 - Seja X um espago métrico com métrica d. Se
T:X » X & uma contragao sobre D C X, entao T & continua em

D.

Demonstr&g&o: Seja dado £>0 e seja x um ponto qdalquer de

D. Entao, se a=0, em (17), temos
d(TX,Ty)= 0 < E_-, ’
para todo y € D. Logo, T e continua em x.

Caso contrario; ou seja, se 0<a<l , seja 6=€[a e

seja y um ponto qualquer de D tal que d(x,y)<8. Entao
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Qv
i
oYY

diTx,Ty) « ad(x,y) < o.

e, novamente, concluimos que T & continua em x. Como x € D

e qualquer, nos dois casos concluimos que 'T & continua em D.__

Teorema 1.2.2 - (Teorema da Contracgao). Seja X um espago

métrico completo com métrica d e, seja T:X -+ X uma contra-
gcao sobre o conjunto fechado D C X. Entdo, a transformagao T
tem um e um sO ponto fixo x* € D e a sequéncia {x(k)} defi-
nida por

K R s 01,2,.. (18)

com x !0 € D arbitrario, converge para x*. Além disso, &

valida a seguinte estimativa para o erro:

(k+1) x(k)

d(x(k+l)r X*) < = d(x ’ ) ’ k= 0'1'2""(19)
1-a

onde o & o fator de contragao de T em D.

(0)

Demonstragao: Tomemos X € D e formemos a sequéncia (18).
(0) (k)

Por (16), se x' '€ D entao x' '€ D, k=0,1,2,...; €, por

(17), temos gue

d(x(k+l), X(k) )= d(,rx(k)’ Tx(k-l)) < Ud(x(k), x(k-l)) < ves

¢« Fax®, xO, (20)
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Se m>(k+l) , pela desigualdade triangular, con

cluimos que:

d(x(m), X(k+l)) < d(x(k+2), x(k+l)) +d(x(k+3), x(k+2)) ¥ ...

+ d(x(m), x@“-;)) < d(x(k+2), x(k*l)).(l +a +...{

ou seja,

ax®, &)y o hax®) gk L ' (21)
1-a

Usando (20) concluimos que

) ‘ : -kl , : '
a®, )y o o quj,xwh (22)
R :
. k+1 _ .
Como lim o = 0 , pois a<l, segue, de (22),

k>
gue a sequéncia {x(k)}, k= 0,1,2,..., @ de Cauchy e, porque D
& fechado, tem um limite x* em D.
Por outro lado, pela continuidade de T em D ,

segue gque

Tx* = T lim x = 1im ™% = 1im x®*) = xx

k- k- kd -

’

ou seja, que x* € D & um ponto fixo de T.

Provemos agora, a unicidade do ponto fixo.
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Suponhamos que x** # x* sejam dois pontos fi-

x0os de T em D. Temos, entao, que
0<d (x*,x**)= q (Tx*, Tx**) < ad(x*,x**) < d(x*,x**) ,

pois a1l . Chegamos entao a uma contradigao, donde concluimos,
que x*= x**; ou seja, que o:ponto fixo de T em D & unico.

Facamos agora, 'm + » em (21). Chegamos at

a . d(x(k+l), x(k))

+1
d(x*' x(k )) S I-a 4

0 que conclui a demonstragao do teorema.

No importante caso especial em que D=x=/", tal
que a transformagdo T & uma contracido sobre todo o R, o
teorema 1.2.2 proporciona-hos um teorema de comvergencia glo-
bal; isto e, para qualquerA'x(o)e R, a sequéncia {x(k)} defi
nida em (18) converge para o Unico ponto fixo x* de T no R".
Este & o caso, como veremos no capitulo 3, da maioria das trans-
formagoes T dos metodos iterativos para resolugao de sistemas
lineares. Observemos que, aqui, a.condiqéo (i) da definiqio de
contragao & desnecessaria. O objetivo desta condigao nagquela
definicao prende-se ao fato que, daqui por diante, quando esta
belecermos que T & uma transformagao contragao sobre um con-
junto fechado D contido em um espago de Banaéh entao, pelo
teorema 1.2.2, poderemos concluir que O processo iterativo (18)
converge para o unico ponto fixo x* de T em D, desde que a

(0)

aproximagao inicial x pertenca a D. Se a condigao (i) nao

constasse da definigcao de transformagao contragdo, teriamos,na



.32.

demonstragao e aplicagao do teorema 1.2.2, que demonstrar que
dado x%e b entio cada x(k), k= 1,2,..., pertenceria a D.
Se apenas assumirmos que T satisfaz a condi-
cao (ii) da definicao de contragao sobre somente uma parte de
X, nossos resultados nao nos respondem se para um dado x(o)
© processo iterativo (18) sera convergente. Discutiremos, a-

gora, um resultado potencialmente Gtil a este respeito.

Teorema 1.2.3 - Seja X um espago métrico completo com métri-

ca d. Seja T:X + X satisfazendo
d(Tx,Ty) € ad(x,y)

para todo x,y € D C X, com O0Oga<l. Assumamos que x(o)e De

tal que
s = eedie, @) « =2 ax©@, )3 ¢ p.

l-a0

Entao, T & uma contragao sobre S.

Demonstragao: Se x € S, entao

0)

N

amx, %) ¢ aa,x®) ¢ o [@e,m®) + am @ x))

. 2 ) '
<l_—fj . +§d<x(°);?x‘°’)

— au®, w0
l-a -

N
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Portanto, Tx € S. Consequentemente, T é uma contraq:éo sobre S._

Como ilustragao do teorema 1.2.2 consideremos

2

f(x)= x“4+2x~-5 =0

reescrita como um problema do ponto fixo do tipo x= T(x) com

T(x) = 2 , para Xx # -2 .
X + 2 ,

Temos, entao

-5
(x+2) (y+2)

T(x)-T(y)= (x-y), para x#-2 e y#-2 .

No intervalo D= [1,2], temos
|T(x)-T(y)| < 0.56 |x-y| .

Entao, a fungao T & uma contragao sobre
D= [1,2], com fator de contragao o= 0.56 (calculado em
x=1 e y=1), pois, claramente, se x € D entao VT(x) € D.
Assim, o teorema 1.2.2 garante-nos a existencia de um ponto
fixo x* de T em D= [1,2], para o qﬁal converge a sequéen-

cia. {x(k)} definida por

x(k+1) _ 5

- ? k= 0’1,2,&-.
x(k)+2

com 'x(o)e [1,2]~arbitrério, como ja haviamos previsto na se-

'950 “1.1.
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Observemos que a estimativa (19) & de grande im

portancia na pratica; pois, se o fator de contragao o & co-

nhecido entdo o erro atual x (K)- x* ap6s o K-ésimo passo da

iteragao (18):pode'ser limitado em fung¢ao do Ultimo passo

(k) _  (k+1).

X . Alem disso, suponhamos, por exemplo, que o= 0.9

e que pretendemos determinar a solugao x* com um erro infe -
4

rior a 10 °; isto &, desejamos que a solugdo aproximada x*
satisfaca d(x(k+l), x*) < 10-4. Podemos assegurar que isto a
conteca desde que iteremos até que d(x(k+1),_x(k)) é 10'-5 ’

uma vez que, por (19), temos

4

(k+1) (k) 104

ax*) x) < 9.4(x
O proximo resultado nos da uma outra estimativa
do erro, agora dependendo apenas das duas primeiras aproxima -

goes.

Teorema 1l.2.4 - Se as condigdes do teorema-1.2.2 sao satisfei-

tas, uma estimativa do erro & dada por:

k+l
ax® ) ey ¢ & g %0, k= 0,1,2,...
1l -a

Demonstragao: Basta que em (20) fagamos m > «.

No proximo resultado apresentamos uma condigao
suficiente para que uma transformagao T seja contragao sobre
um conjunto fechado. Usaremos este resultado no capitulo 3,

embora, na pratica, este nao seja de grande utilidade.
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Teorema l.2.5 - Suponhamos que X seja um espago métrico com
pleto com métrica d e que D= {x € X: d(x,yo) £ r} com
Y, € X fixado. Consideremos a transformagao T:X + X e su-

ponhamos que para quaisquer par de pontos x, y € D, vale

d(Tx,Ty) < od(x,y) | (23)

a(Ty,,yy) € (1 - a)r,
com 0Osa<l . Entao T & uma contragao sobre D.

Demonstragao: Se X € D entao Tx € D , pois:

a(Ix,y,) € d(Bx,Ty ) + d(Ty,,y,) < ad(X,y )+(1-a) r€r.

Este fato aliado a condigao (23) implica que T

é uma contragao sobre D.mm

1.3 - Condigoes suficientes para Que uma fungao T de R em

R seja contragao.

Observemos que a fungao real T de uma varia-

vel real definida e assumindo valores em I= [a,b] CR & unma
contragao sobre I se existe uma constante a, 0ga<l , tal

que para todo par de pontos x, y € I,

|T(x)-T(y)]| € o |x-y]|.
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Na maioria das vezes, torna-se dificil verifi-
. carmos esta condigao. Nosso proximo resultado, embora mais
restritivo, nos da uma condigao mais pratica que nos assegura

quando uma fungao real de uma variavel real & uma contragaio.

Teorema 1.3.1 - Seja I=[a,b] CR e seja a fungao T: I - I.
Se T e continua e tem derivada primeira continua em I en-
tao |T'(x)| < 1, para todo x € I, implica que T & uma

contragao sobre I.

Demonstragao: Sendo T continua e tendo derivada primeira con

tinua em I, pelo teorema do valor médio, temos
|T(x)= T(y)| < [T @) |.[x~y| ,

com 7 € [x,y] para todo x,y € I.
Portanto, se |T'(x)]|€ a<l para todo x € I ,

entao T e uma contragao sobre I.__

Como aplicagao pratica do resultado acima, con

sideremos, novamente, a equagao

f(x)= x2 + 2x - 5=0

reescrita como um problema do ponto fixo do tipo x= T(x), com

T(x) = 3 i 5 + para X #F -2 .

Seja I= (1,2). Para x € I temos T(x) € I.
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Além disso,:

T (x)= - —2— .
(x+2)
Portanta, para x € I temos |T'(x)]|<1, pois
|T'(1)|= 5/9. Em consequéncia, pelo teorema 1.3.1, T & contra

cao sobre I, como ja haviamos verificado anteriormente.
Escrevamos, agora, f(x)= 0 como um problema do

ponto fixo do tipo x= T(x)  com

2
T(x)= —=X_ |
2
Temos que
T' (x)= -x
e, portanto, |T'(x)} < 1 se, e somente se, x<l1 . Assim, T

nao & contragao sobre I= [1,2}.

Como outra aplicagao pratica do resultado ante
rior e do teorema 1.2.2, resolvamos a equagao f(x)= x—e;x= 0.

Para T(x)= e >, usando duas decimais exatas,
temos que T(0.4)= 0.67 e T(0.7)= 0.50. Uma vez que T & tam
bém uma fungéo decrescente, concluimos que se X 6[0.4,0.7] en
tdio T(x) € (0.4,0.7].

Temos ainda que T'(x)=v--e-x e, portanto,
]T'(x)l < 0.7 para todo x 6[0.4,0.7].

| Consequentemente, pelo teorema 1.3.1, a fungéo

T & uma contragao sobre [0.4,0.7] com fator de contragao
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a= 0.7; e, o teorema 1.2.2 garante-nos gue O processo iterati-

vO

_. (k) ‘
x XL =x , k= 0,1,2,... (24)

: . o -x
converge para a unica raiz de x= e em [0.4,0.7], para qual

« (0)

quer neste intervalo.

De fato, se x(0)= 0.5, aplicando o processo i

terativo (24) e usando tres decimais exatas, obtemos a tabela:

K 0 1 2 3 4 5 6 701 8 9
x®)  lo.5  10.607]0.545 |0.580 |0.560 |0.571]0.565 [0.568{0.567(0.567
x %) _xx[-0.067]0.040{-0.022]0.013 |-0.007|0.004]|-0.002{0.001 [0.000|0- 000

0s nimeros xX) verificam a afirmativa que fi
zemos de que o processo iterativo (24) é convergente, embora
lentamente, para a solugcao x*= 0.567. Foi usando este va-

lor de x* que construimos a ultima linha da tabela acima, pa-

ra mostrarmos que O erro tende monotonicamente para zero.

As figuras 1 e 2 abaixo ilustram a convergéncia

do processo iterativo
KD o ) s 0,102,
para fungoes T tais que 0 € T'(x) <1 e -1 <T'(x) <0 ,

respectivamente. Observemos que a seguéncia {x(k)} converge pa

ra x* monotonicamente quando o coeficiente angular & positivo
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e converge com valores alternadamente superiores e inferiores

a x* quando T tem coeficiente angular negativo.

91} \;)An
I b
» i
| - i
oINS
M ! o . . .
o (SR
Y. VG T
! Ee
' P 2 b s g u gy
: T T
: N A
\ LT TP .
1 : g vy
' ! ' . HEETTIN . '
1 I M
X e X L“)#‘-L £ ! x
Figura 1. Figura 2.

As figuras 3 e 4 abaixo ilustram a nao conver

géncia do processo iterativo

K g (K s 0,1,2,. .

para fungoes T tais que - 1<T'(x)<» e ==<T'(x)g-1, respec-

tivamente.

9:11«)

:&:6‘

& - - P

g =

e g e m

poom v - o - - e -

T

Rwv

. -
/xﬂ) < I(Qf’

Figura 3.
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0 proximo resultado, bem como o anterior, tera
grande utilidade no capitulo 3, pois nos possibilitara mostrar

que as fungoes T dos metodos iterativos mais usuais para reso

lugao numérica de equagoes algébricas ou transcendentes sao

contracoes sobre algum intervalo contendo a solucao (ou raiz )

x* procurada.

Teorema l.3.2 - Suponhamos que sobre algum intervalo I C R as
fungoes T e T' sao continuas e que a fungao T tem um pon
to fixo x* € I com |T'(x*)| < 1. Entao, a fungao T & uma

contragao sobre algum subintervalo fechado de I contendo x*.

Demonstragao: Pela continuidade de T' encontrames 6&>0  tal

gue
[IT' (x)]| € a <1

para todo x € [x*-G, x*+6] C I.

Alem disso,
ITe)-x*|= |TE)-Te*) | < [T (0)]| |xx*| < 6, z e [x,x*].

Concluimos, entao que T & uma contragao sobre

[x*—G, x*+6] C I._
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1.4 - Condigoes suficientes para que uma transformagao nao linear

T do R® no B" seja contragdo.

Consideremos agora, © problema de resolver o

sistema de equag¢Oes nao lineares

fi(xl'XZ""’xn)= 0, i=1,2,...,n (25)

o0 qual, usualmente, escrevemos na forma vetorial

(26)

]
o

Fx

onde F:R" + R® & uma transformagao cujas componentes sao fi;
isto & Fx= (£;,(x), £,(x),..., £_(x)".

Observemos que, por simpiicidade, assumimosque
F estd definida sobre todo o R". Isto nao & essencial, a me
nos de generalizagao, desde que se F esta definida somente
sobre um subconjunto D, ela pode sempre, de um modo arbitra -
rio, ser extendida ao espaéo inteiro.

Inicialmente, escrevamos o sistema (25) na for
ma equivalente |

X, = ti(xl,xz,...,xn) , i=1,2,...,n (27)

ou, na forma

n n . o _ .
‘onde T:R" -+ R e uma transformagao cujas componentes sao
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ti, i= l’zl.l',n.

Suponhamos que seja conhecido que o sistema (27)
tenha.uma.ﬁnica solugao x*i, i= 1,2,...,n, num certo conjunto
do R". Se certas limitagoes forem impostas as fungdes ti(xl,
XoreeesX ), i= 1,2,...,n, podemos determinar a solugao x*,
com uma precisao pre-determinada utilizando o processo iterati-
vo |

x, (k+1) (k) (k)

=00, B, = 12, k0,1, 08)
com a aproximagao x(0)= (xl(o),..., xn(o)) tomada suficiente=
mente proxima da solugao X,*, i= 1,2,...,n, desejada.

Evidentemente, em lugar das n igualdades (28), po

demos escrever o processo iterativo na forma

k+1) (k)

x KL o py , k= 0,1,2,...
Assim,determinar a solugao x.*, i= 1,2,...,n ,

do sistema nao linear (25) equivale a determinar o ponto fixo

x*= (x;*, X,*,...,x *) da transformagcao nao linear T.

De modo andlogo ao teorema 1.3.1, o proximo re-
sultado nos da uma condigao que embora mais restritiva que a de
finicao 1.2.1, facilita-nos verificar quando uma transformagao

- ~ . - . n
:R® > R" & uma contragao. Aqui, como metrica no R, usamos

d(x,y)= || x-y|| , para todo x,y € R".

Teorema 1.4.1 - Seja T:R™ » R" continuamente diferencidvel so

bre o conjunto convexo D e tal que para todo x € D, Tx € D.
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Se

| T (x)]] €a <1 (29)

para todo x € D, entao a transformagao T @& uma contragao so

bre D.

Demonstragao: A demonstragcao & anidloga a do teorema 1.3.1, bas

tando aqui considerarmos o teorema do valor médio (teorema 0.6.3)

que nos garante que

A=yl

D - Tyl < sup || T e+t iyex))
0gtk1

para todo X,y € D. Assim, tomando = x+t(y-x), O<tgl , temos
gue se

sup || T' (D) |l s a2 <1 ;
z€D

ou seja, se
T x)| € a <1,

para todo x € D, entao como se X € D segue, por hipOtese ,

que Tx € D, concluimos que T & uma contragao sobre Do

Na pratica, a condigao (29) & substituida pe-

la condigao

I Mll< o<1

onde M & a matriz quadrada de ordem n cujos elementos sao
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ati(x)
m,.= sup | ~——————— |- (30)
+J X
x€D j
'Estad claro que a condicao (29) depende da nor-
ma considerada. Isto significa que T & uma contragao com

respeito a alguma norma, podendo nao O ser com respeito a uma

outra norma. Observemos ainda que escolhendo as normas ||. | ,

P
com p=1 ou p=» , podemos facilmente calcular o fator de
contracao o , bastando fazer o= IIMlll ou a=|| M|| . Escolhen
do a norma Euclidiana, a= || MHE nao é facilmente calculavel.
Entretanto, podemos escrever:

n 1/2
IITX"TYHE N Z nlij : 'llx'"YHE
i,j=
tal que, usando ||.|{E, podemos fazer
n 2 1/2
a=1{)] m i3 . (31)
i, =1

Como um exemplo pratico, apliquemos o téore—
ma 1.4.1, com a condigao (30), ao sistema de equagoes nao 1li-

neares (32), embora este seja facilmente resolvido pelo méeto-

do das substituigoes.

(32)



.45.

Reescrevendo as equagoOes acima como:

5 1/2
4.8 - X, 1
Xy = e X,= ; (3 = xl) (33)
2
obtemos o sistema (32) na forma de um problema do ponto fixo

do tipo x= TX onde x= (xl,xz)t e Tx= (tl(x),tz(x))t.

Denotando por D o conjunto fechado 1<x1<2 ’
0<x,<1, temos de (33) que se x €D entao Tx € D. Alem dis-
S0,

atlxx) X,

9%, (9.6 - 2x22>

1/2

cujo maximo mdodulo sobre D ocorre para x,= 1 com valor

1/Y7.6 . Portanto, a matriz M de elementos mij definidos

por (30) e:
r A
0 1//7.6
M= -
1/2 0
\ ‘
Temos entdo, ||MH1_= | M||_= 1/2 e, para (31),

temos a=(2.9/7.6)l/2. Concluimos entdao que a transformagao T
€ uma contragao sobre D sob quaisquer uma das trés normas
usuais do R®. Podemos entao, aplicar o teorema 1.2.2. Assim,

tomando como aproximagao inicial o ponto central de D ; ou se
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(0) (0))t
2

mais exatas e o processo iterativo

ja, x = (x = (1.5, O.S)t, usando quatro deci-

LKL g (K)

= Tx , k=10,1,2,...
onde
1/2
/4 8 - (x,*)” (k+1)_ 1 k)
(k+l) K1) 1. _
e Xz = 2(3 Xl ) ’

obtemos a tabela:

K 0 1 2 3 4 5 6

x{k) 1.5 | 1.5083 |1.4556| 1.4566 | 1.4498 |1.4499| 1.4490

xz(k) 0.510.75 l0.7459 0.7722 | 0.7717 | 0.7751] 0.7751

De maneira analoga a demonstragao do teorema

1.3.2, podemos demonstrar o

Teorema 1l.4.2 - Consideremos a transformacgao m:R" - R?. su-

ponhamos que as transformagoes T e T' s3o continuas sobre
algum conjunto D C R" e que a transformagao T tem um pon-
to fixo x* € D tal que || T'(x*)|| < 1. Entao a transforma-
cao T & uma contragao sobre alguma vizinhanga fechada de

x* contida em D.
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1.5 = Condigoes suficientes para que uma transformagao afim T

do R" no R" seja contragdo.

Definigdo 1.5.1 - Se H € L(R") e b € R® entdo a transformacio

n -

T:R" ~ R” definida por Tx= Hx + b, xXx € R e uma transforma-

¢ao afim do R™ no R".

Consideremos agora, O sistema linear a ser re

solvido

n
=b ou [} a,.x.=b, ,i=1,2,..., n (34)
J

com A € L(R") ndo singular e x,b € R".

Se BeL®R" e C e LR™ si3o tais que
A= B - C ’ (35)

chamamos (35) de uma decomposigdo de A. Por uma tal decomposi

gao, podemos escrever (34) na forma

Bx Cx + b
a qual sugere o processo iterativo

Bx ¥*1) = ox™®) 4 p, x=0,1,2,...

com x(o)e R" arbitrario. Exigihdo que B seja nao singu-

o . - 0 n
lar, definimos de maneira unica, para um dado x( )e R, a se
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(k)}

quéncia {x por

k+1)_ B-l (k)

C x + 571

x( b , k=10,1,2,...
Tal processo iterativo pode ser escrito na for-
ma

K e &) s 0,1,2,... (36)

1

" % a transformagao afim Tx= Hx+s, com H= B C

onde T: Rn + R

1p.

e s=B

Estd claro que x* € R® & solugao do sistema
(34) se, e somente se, x* & ponto fixo da transformagaoc T no
R”.

Como veremos nos capitulos 2 e 3, pelo princi -
pio da decomposigao de A , podemos gerar e analisar a maio-
ria dos metodos iterativos estacionarios para a resolugaoc de
sistemas de equagOes lineares; e, uma vez que, pelo mesmo prin
cipio, tais métodos podem ser escritos na forma (36), conclui-
mos1gue‘a»maioria_dos métodos iterativos estaciondrios para a
_résdiuQSO,de‘sistemas iineares nada mais sao que simples pro-
bléﬁés'déspQﬁfb_fixo.

‘Os teoremas seguintes estabelecem critérios so-
»b;eia'tﬁansférmégaé.linear H de modo que as transformagoes a
fins'definiéé$ ﬁ§:@aio£ia dos métodos iterativos para resolu -
cao de'sistemAé"lineakéSgSejam‘contraqSes sobre todo o R".

' Teorema 1.5.1 - Consideremos a transformagao afim T: rR" 5 R™
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definida por Tx= HX + s , com H € LIR") e s e RrR". Entao, T

N ~ n .
e uma contragao sobre o R se existe alguma norma sobre o R"

tal que ||H]|] < 1.

Demonstragdo: Para todo x,y € R® , temos que

Il = - Tyl|[ = || Bx - BY[| < || ®H]|. || x - ¥]| .

Portanto, se ||[H|| < 1 segue que T & uma con-

tragdo sobre todo o R".
-

Observemos que a condigao IIH[{< 1 para que a
transformagao afim Tx= Hx + s seja uma contragao sobre o rR"
depende da norma considerada; isto e, a transformaqio T pode
ser contragao sobre o rR" com respeito a uma detefminada nor-
ma e nao o ser com respeito a uma outra norma; Na pratica, fe
lizmente, para que possamos aplicar o teorema da convergéncia
global (apresentado na pag. 31 como caso particular do teorema
da contracao), o que nos importa & saber se existe alguma norma
do R® com respeito a qual T & uma contragao sobre todo o
Rn, nao sendo de gfande interesse a identificagéo de tal nor-
ma.

Vejamos agbra uma condigao necessaria e suficien
te para que a transformagao afim T ‘seja uma contragao sobre

o R".

Teorema 1.5.2 - Consideremos a transformagao T: R" » R" defi
nida por Tx = Hx + s com H€ L(R") e ‘s € R" . Entdo, exis

te uma norma sobre o R" com respeito a qual T. & uma contra
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30 sobre o R” se, e somente se, p(H)< 1 , onde por p (H) in

dicamos o raio espectral de H.

Demonstragao: Mostremos que se p(H)< 1 entao existe umanor
n . ” : - -
ma nc R com respeito a qual a transformagao T & uma con-

tragdo sobre todoo R". Temos que

p(H <1 < 1-p(H) >0 «>3&>0 tal que 0<E< 1 - p(H)

< p(H) +E<1.

Assim, pelo teorema 0.3.6, se p(H)< 1 entdo exis
te uma norma no R” tal que || H|| < 1 ; e, pelo teorema 1.5.1 ,
concluimos que, com respeito a esta norma, T & uma contragao
sobre todo o R.

Agora, pelo teorema 0.3.5, temos que
p(H) < |[B]
qualquer que seja a norma considerada no R™. Entao, pelo teo-
rema 1.5.1, T & uma contragao sobre todo o R" se existe al-
guma norma no R" tal que

p(H) < |[H]] <1

0 que demonstra o teorema.
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definida por Tx= Hx + s , com H € L(R") e s € R". Entdo, T
& uma contragao sobre o R" se existe alguma norma sobre o Rr"

tal que ||H]|] < 1.

Demonstragdo: Para todo x,y € R® , temos que

|t - oyll= || 5x - vy|| < || 8]l . [} x - ¥I| .

Portanto, se ||[H|| < 1 segue que T & uma con-

tragao sobre todo o R",
-

Observemos que a condigdo ||H|[< 1 para que. a
transformagao afim Tx= Hx + s seja uma contragao sobre o R"
depende da norma considerada; isto &, a transformagao T pode
ser contragao sobre o R" com respeito a uma determinada nor-
ma e nao o ser com respeito a uma outra norma; Na pratica, fe
lizmente, para que possamos aplicar o teorema da convergéncia
global (apresentado na pag. 31 como caso particular do teorema
da contragao), o que nos importa & saber se existe alguma norma
do R” com respeito a qual T & uma contragao sobre todo o
R", n3o sendo de grande interesse a identificacdo de tal nor-
ma.

Vejamos agbra uma condigcao necessaria e suficien
te para que a transformagido afim T seja uma contragdo sobre

0 Rn.

Teorema 1.5.2 - Consideremos a transformagdo T: R® -+ R" defi
nida por Tx = Hx +s com He€ L(R") e s eR"®. Entio, exis

n s . -
te uma norma sobre o R com respeito a qual T e uma contra
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3o sobre o R" se, e somente se, p(H)< 1 , onde por p(H) in

dicamos o raio espectral de H.

Demonstragao: Mostremos que se p(H)< 1 entdo existe umanor

n . ~ ~ -
ma no R com respeito a qual a transformagcao T e uma con-

tragdo sobre todoo R". Temos que
p(H) <1 «1~pH >0 «—3EF> 0 tal que 0<g< 1 - p (H)
~ p(H) +E<1.

Assim, pelo teorema 0.3.6, se p(H)< 1 entao exis

te uma norma no R" tal que || H|| < 1 ; e, pelo teorema 1.5.1 |,

concluimos que, com respeito a esta norma, T @& uma contragao

sobre todo o Rn.

Agora, pelo teorema 0.3.5, temos que

p(H) < ||H]

qualquer que seja a norma considerada no rR™. Entao, pelo teo-

rema 1.5.1, T & uma contragao sobre todo o R se existe al-

guma norma no g™ tal que

p(H) < |[H]l <1

0 que demonstra o teorema.
)
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CAPITULO 2

ALGUNS METODOS ITERATIVOS

Neste capitulo apresentémos alguns métodos ite-
rativos da Analise Numérica. Aqui mostramos também que as
transformagoes T de tais métodos sao resultantes da tentati-
va de exprimirmos a equagao f(x)= 0 (f e x vetores dé mesma

dimensao n»l) como um problema do ponto fixo do tipo x= Tx.

2.1 - Para a _resolugao de equagoes algébricas ou transcenden -

tes.
Vejamos agora, particulares transformagoes da
equagao algébrica ou transcendente f(x)= 0 em um problema do

ponto fixo do tipo
x= T(x) = x - ¥(x; £{x). (37)

Estd claro que se a equagao f(x)= 0 tem uma
raiz x* e se 9P(x) @& continua numa vizinhanga de . x* entao

a equagao (37) também tem uma raiz x*.

A fungao V¥(x) pode ser construida tal que a
fungao T seja uma contracgac sobre uma determinada vizinhanga
da raiz x* , a qual &, tambem, ponto fixo de T.

Descrevemos abaixo, alguns métodos iterativos
mais usuais para resolugao de equagaes algebricas ou trénscen-

dentes. Na verdade, nos trés primeiros métodos, apenas apre -
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sentamos seus algoritmos. As condigOes necessarias e suficien

tes para a aplicagao dos mesmos sao apresentadas no capitulo 3.

2.1.1 - Metodo das Cordas

Definamos a fungao Y (x) por

P(x) = v

onde Y & uma constante nao nula.
Com esta escolha de V(x) obtemos a fungao ite

ragcao
T(x)= x - vf(x)

e o processo iterativo denominado metodo das cordas e defini-
do por

x DL ) ye Xy, x=0,1,2,...

(0)

com a aproximagao inicial x escolhida suficientemente prd

xima da raiz x* desejada.

2.1.2 - Metodo da falsa posigao

Consideremos a fungao ¥ (x) definida por

(0)

X - X

P(x)=
fx) - £(x(9))
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Com esta escolha de ¢ (x) obtemos

x=T(x) 2 x ~ PX)E(X) =
- £x) - £x'9))

Assﬁn,rr>pnxxssé iterativo

) x @) - 50

r k=1,2,3, ...

denominado método da falsa posigao, a fungao iteragao T & de-

finida por

%O g x) - x£(x?)

. T(x) =
£(x) - £(x'9))

. ~ i
As aproximagoes x(o) e x( ) devem ser esco
lhidas proximas da raiz x* dJdesejada e devem ser tais que

ey e >0 o rx% ey <o

2.1.3 - Metodo de Newton~Raphson ou metodo das tangehtes

Definamos a fungaoc ¥(x) por

zp(x) = .......3'...._..

' (x)

Com esta escolha de ¢(x), obtemos a fungao i-

teragao



.54.

T(x): X - M

£'(x)

e 0 processo iterativo denominado metodo de Newton-Raphson e

definido por

(k)
x(k+1)= x(k) - Ex ) + k=20,1,2,...
sendo necessario, como veremos no capitulo 3, escolhermos a
(0)

aproximagao inicial x proxima da raiz x* desejada.
Podemos usar o método de Newton-Raphson para de

terminar raizes reais ou complexas da equagao f(x)= 0. No

caso de desejarmos determinar uma raiz complexa & necessario a

(0)

penas que a aproximagao inicial x seja um namero complexo

e nao um numero real.

2.1.4 - 0 método de Chebyshev por iteragoes de alta ordem.

Em 1838, Chebyshev propos um método de determi-
nagao das raizes reais da equagao f(x)= 0 , o qual generali -
zou muitos métodos desenvolvidos anteriormente. Seu método ba
seou-se na representagao da fungao inversa de f(x) pela formu
la de Taylor. Por nao ser um método dos mais ﬁsados nés o des

creveremos menos suscintamente que os anteriores.
. t

Suponhamos que f(x)= 0 tenha uma raiz =x* em
[a,b]. Assumamos que f e suas derivadas de ordem suficien-

temente altas sejam continuas em [a,b] e que f'(x) #0 em
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[a,b]. Consequentemente, a fungao y= f(x) tem uma fungao in
versa x= F(y) em [c,dl, sendo [c,d] o contra-dominio dos va-
lores de f(x) para x € [a,b]. A fungdao F(x) tem tantas

derivadas continuas quanto f(x). Desde que

x = F(f(x)) para xek,]eyzfﬁwnpuayefmﬂ, (38)

entao
x* = F(0) .
Se y € [c,d] ; a formula de Taylor nos da
x*= F(0) = F(y) +§ -1)™ —M Ym +R.y v (+)

L}
=l m.

onde o termo residual pode ser escrito como

n+l F[ml] () o+l

R .= (=1) ,com § entre 0 e y .
ntl (m+1)!
Entao temos
n m n+l
xt=x+) (1" ™ o) (£ )™ + (1) i) L(e ) )™
=1 m! (n+l) !

Para simplificar a notagdo, coloquemos:

(+) Aqui, a fim de evitar confusao, F{m](y) significa
derivada de ordem m da fungao F no ponto Y.
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. (x)
FM&R”E%W)eTHMEx+§(dwig-&mp.
m=1

A equacao

xX= Tn(x)

€ um problema do ponto fixo, desde que

n . a
T (x*) = x* + ] (1) BT (£ )™ 2 xx
n : - '
m=1 m.

Assim, colocando
x e+l Tn(x(k)) , k= 0,1,2,...

com x(o) € [a,b], obtemos um processo iterativo de ordem

(n+l) , pois
Tn[g’] (x*)= 0 , para 2= 1,2,...,n eTn[m'l] (x*) # 0.
Podemos colocar a fungao T _(x) em uma formaex

-plicita em fungao de f(x) e suas derivadas, uma vez que,

por (38), temos

F'(f(x)) £'(x) =1

F" (£(x))£'2(x) + F'(£(x)) £"(x) = 0



F" (£ (x))£'> (x)+ 3F" (£ (x))£' (x)£" (x) + F'

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

al(x) f'x) =1

az(x) f'z(x) + al(x) f"(x) =0

.57'

(fEx)Ef"' (x) =0

ay () £'3x) + 3a,(x) £'E"(x) +a) () £ (x) =0

Assim, podemos determinar a

a, (x),... e, consequentemente, determinar

Se n=1,

T, &)= x - —-L—f(’(‘ e x®*)- T(x(k))
f'(x)

ou seja, obtemos o metodo de Newton-Raphson.

Sen=2 |,

fx) | E £
' (x)

T2 x)=x
3
27 (x)

sequeéncia a, (x)

Tn (x).

R Ky 2 ) 2™y _ea®)ea®) , k=0,1,...

£ x )

2fl3 (x(-ky)
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2.2 - Para a resolugao de sistemas nao lineares

Apresentamos agora, alguns dos métodos iterati-
vos mais usados para a determinagao dos elementos x= x* € rR"

que satisfazem a equagao nao linear

onde F:Rn -> Rn .

2.2.1 - Metodo de Newton

Suponhamos que a transformagao F seja diferen
ciavel (segundo Frechet) em D c R e que a transformagao
[F'(x)]_l exista em D. Entéo,‘uma generalizagao formal do
método de Newton-Raphsén (éaso de n=1) e .dado pelo processo
iterativo

x , k= 0,1,2,...

k+1)_ T « (k)
onde a transformagao ndao linear T & definida por

TX = X - [F'(x)],-l F (x)
devendo, como veremos no capitulo 3, a aproximagao iniqial

x(o) € R" ser escolhida suficientemente proxima da solugao

X = x* desejada.
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2.2.2 - Metodo de Newton modificado

A busca da transformagao inversa [F'(x(k))]-l

pode resultar numa tarefa bastante complexa. Por isso, as ve-
zes, & conveniente empregarmos o chamado método de Newton modi

ficado, o qual e definido pelo processo iterativo

& p &)y 0,1,2,...

com a transformagao T - definida por
T™®* = X - [F'(X(O))]-l- F(x)

sendo a aproximagao inicial x(0) & R escolhida proxima  da
solugao x= x* desejada.

Neste caso, em cada passo k, a transformagao in
versa [Ft(x(o))]_l assume sempre o mesmo valor. Embora o mé-
todo de Newton modificado convirja mais 1entaﬁente que © de
Newton, aquele resulta ser, com freguéncia, mais conveniente

que este, do ponto de vista do calculo.

2.3 - Para a resolugao de sistemas lineares

Consideremos o sistema linear a ser resolvido

AX =b ou Zaim=b.,i=iﬂpu,n (39)

onde a matriz A;(aij) é real, quadrada de ordem n, nao singu
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lar e com os élementos diagonais aiy nao nulos; e, onde
x,b € R".

| Definamos as matrizes -L=[zij] como éendo a
parte estritamente triangular inferior de A, -U=[uij] como

sendo a parte estritamente triangular superior de A e D=[dij]

como sendo a diagonal de A; ou seja,

aij’ se i>j a, se i<j a.,., se i=j

0 , se igj 0 , se i2zj 0 , se i#j

(40)

Descrevemos abaixo, alguns dos mais importantes

métodos iterativos para resolugao de sistemas lineares.

2.3.1 - Metodo dos deslocamentos simultaneos ou Método de Jaco

bi - Richardson.

Usando as matrizes definidas em (40) podemos es

crever o sistema linear (39) como

(D-L-U)x=Db

e, entao, temos

Dx = (L + U)x + b

ou



.61.

x=DY1wL +u)x + 0t

b.
- Assim, neste método, a matriz A & decomposta
em A= B-C , onde B=D & nao singular (pois, por hipdtese, to

dos os a;y sao nao nulos) e onde C= L + U.

Ao processo iterativo estacionario definido por

x(k+l)= Tx(k) ' k= 0,1,2,...

n

onde a transformacdo T:R"™ +» R" & definida por

Tx = Hx + s = D L(L + U)x + D %

com a aproximagao inicial vx(o)e R" arbitriria, denominamos
método iterativo dos deslocamentos simultaneos ou método‘iterg'
tivo de Jacobi - Richardson.

Abandonando a notaqao matricial, podemos escre-

vor este metodc na forma

) n
(k+1) 1 (k)
X = — {b, - }J a,x } ,
i ajy i =1 i3 ™3 .
[#¢
_ - | (0), on .
com i= 1,2,...,n , k= 0,1,2,... € xi € R arbitrario.

Observemos que dividindo cada equagao do siste--
ma (39) pelos respectivos elementos diagonais asy (e isto é
possivel, pois, por hipotese, a # 0 para todo i= 1,2,...,n)
chegamos ao sistema abaixo, o qual e equivalente ao sistema ori

ginal.
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- - a,. . b.
Ax=b onde aij=-—4£l e b= :  ,4i,9=1,2,...n
all aii
Nesse caso, definimos as matrizes -£:=[£ij] e

n
U:=[ﬁij] de maneira analoga a feita em (40).
Agora, o método iterativo de Jacobi - Richardson

fica resumido a

D (K 01,2,

n

onde T:R" + R" & definida por

Tx = Hx + s = (L+U)x +Db (41)

com x(o)e R" arbitrario.

2.3.2 - Metodo dos deslocamentos sucessivos ou metodo de Gauss

~ Seidel.

Usando a decomposigao A= D - L - U , podemos

escrever o sistema linear (39) como

(D-L~-U)x=Db
e, entao, temos

(D-L)x-Ux=>»,
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ou

1 1

x=(D-L) "Ux+ (D-1L) " b .

Assim, neste metodo, decompomos a matriz A na
forma A= B - C onde B=D - L @& nao singular (pois, por hi-
potese, a; #0, i=1,2,...,n) e onde C=U.

Ao processo iterativo estacionario definido por

k+l) _ mp (k) . Xk

x( 0,1,2,...

n

onde a transformagao T:R" + R e definida por

1 1

TX = Hx + s = (D—L)- Ux + (D-L)- b

com a aproximagao inicial 'x(o) € R® arbitraria, denominamos
metodo iterativo dos deslocamentos sucessivos ou metodo itera-
tivo de Gauss -~ Seidel.

Abandonando a forma matricial podemos escrevé -

lo na forma

i=]1 n
(k+l) _ 1 3 (k+1) k)
X, == {b, -]} o X - a,. X, } ,
i 4 1 34 4373 J=i41 13

. (0)
1'.

para i= 1,2,...,n , k= 0,1,2,... e e R" arbitrario.
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2.3.3 - Método de sobreliberagao ou méetodo SOR.

Este metodo consiste basicamente numa modifica-
¢ao do método de Gauss - Seidel feita para que a convergéncia
seja acelerada. Este fato e da maior imporﬁéncia para siste -
mas com um grande nimero de equagoes.

Neste método, calculamos o iterado de Gauss-Sei

del como antes, por

i-1 n
—(k+1)_ 1 S (k+1) k)
KT = (b, - X, - a,. X, 42
g a4 thy JZ=1 *13 }.(3 §=i+l TR 2

para i=1,2,...,n e k= 0,1,2,...
Mas, tomamos o novo valor de xi como sendo

% _(k+1)= % (k) — (k+1) -

! i xi‘k)) L i= 1,2,000,m, k= 0,1,2,...  (43)

para algum parametro real w # 0.
Denominamos o parametro w de fator de libera-

¢ao e o escolhemos -de modo que a convergéncia do processo seja

(k+1)

possivel. Se w =1 entao, claramente, Xy

€. justamen-
te o iterado de Gauss - Seidel.
Para escrevermos o procedimento acima em forma

matricial, primeiro substituimos (42) em (43). Temos, entao

i~-1 | n
ki) o oK) L W o (k+1)_ (x)
X, = (-w)x; " + o {b, §=laij*j | §=i+1aij X, } o,

para i= 1,2,...,n e k=0,1,2,...; e, rearranjamos na forma
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1 n
(k+l) = (k+1) () (k)
a, +W) a = (1-Wa, X, - W]  a,x. ,
ii% 3= i] J ii7i =i+l b &y iy
para i= 1,2,..., n e k= 0,1,2,...
Assim, usando a decomposigao A= D-L-U, podemos
escrever

LKD) (kD) k)

(1-w)px K) + wux ) 4+ wp (44)

ou,

(kD) -1

(-wr) [ (1-wp +wu] x®) 4 w-wmy T, (45)

para k= 0,1,2,... com x(o) e R" arbitrario.

Novamente, & evidente que (45) se reduz a itera
¢ao de Gauss - Seidel éuando w=1,

Portanto, neste metodo, decompomos a matriz A
em A= B - C onde B= w’l(U - wlL) e nao ‘singular e onde C=
= w'l[(l - w)D + wU].

Ao processo iterativo estacionario definido por

D & 0,1,2, ...

n n

onde a transformagao afim T:R =+ R & definida por

™=H+s = (D-wL)-l[(l—w)D +w0] +w(D - wL)'..1

com a aproximagao inicial x'0) e R® arbitriria e com
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W € R - {0} denominamos método de sobreliberagao ou método

SOR.

2.3.4 - 0 metodo _de Peaceman - Rachaford.

Consideremos agora, uma classe de metodos para
resolver o sistema linear (39), os quais sao baseados na decom

posigaoc da matriz A na soma das trés matrizes:
= + + 46
A=H +V, ) (46)

onde | & uma matriz diagonal nao negativa e onde Ho’vo e )

satisfazem as seguintes condigoes:

i) Hj + vyl + 6l e v, + yJ + &I sao ndo singu

lares para algum Y20 e 6>0 .

ii) para gquaisquer vetores ¢ e d e para quais-

guer constantes Y20 e 6>0 , os sistemas
(H + Yyl +38I) x =c e (v, + Y} + 8I) =4

sao "facilmente" resolvidos.

Em muitos casos de interesse H_ e vV, ou séo
matrizes tridiagonais ou sao equivalentes a matrizes tridiago-
nais, satisfazendo, portanto, a condigao (ii) acima.

Este tipo de decomposigao tem muita aplicag3ona

resolugao numérica, pelo método das diferengas finitas, de equa
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coes diferenciais de 2a. ordem. Em ([16]), pag.1040) é dado
um exemplo da decomposigao (46) para um sistema derivado de
uma equagao diferenga de 5 pontos e, um outro exemplo, para
o problema de Dirichlet.

Usando a decomposigao {46) podemos escrever o

sistema (39) na forma
(B, +V, + )x = b (47)

e considerar as formas equivalentes
4

(By +y] +6Dx=Db = (V_ + (1=y)] - 8I)x

< - .. (48)
Vo +y] +8Dx=b= (V_+ (1-y)] - 8I)x

-

No metodo Peaceman-Rachaford, selecionamos os

parametros de iteragad positivos § e § e determinamos

1
x(k + ‘2‘)1 por

1
@ +v[+60x®* D =p- o+ an] - enx™

e, entao, determinamos x (k+1) por

&k +3)

.. 1
W, + 5] + 3Dx =b- @ + @] - spx** 2

com k= 0,1,2,...
Para simplificar, consideremos o caso espe

cial onde
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<
1]
-
N
N
0]
o
1
o2 )

e denotemos

7.

= 1 =
H= H  + 3 ) e V= v, o+

N

E evidente que H e V satisfazem as condigoes:

i) H+ 6I e V + 8I sao nao singulares para al-
gum §>0
ii) para quaisquer'vetores c ed e para >0 os

sistemas
(H+8D)x=c e (V+3I)y=4d

s3o "facilmente" resolvidos.
Podemos, entao, escrever (47) na forma (H + V)x=

=b e, (48) na forma

1

H+ sDxX T Fop - v - s1) 2%
(k + 1) (k + 3)
(V + 6I)x =b - (H- 6I) x 2" , k=0,1,2,...
ou sejé, como

& + 1 -1 oK) -1
x " 2’ = (B + 6I) (6T - V)x +(H + 6I) D

¢ - | - (49)

| 1 )

D 2w senTher - mx® 2+ wen Ty, k=0,1,2,...
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Podemos escrever a iteragao (49) na forma

X(k+l)= B‘—lCX(k) + B—lb‘ r k=20,1,2,..."

bastando fazer
B = (26) L (m+sI) VHST) e C = (26) L (H-6T) (V-61).

De fato, pois

B-C= (28) T (HVHSH +8 V +621)- (26) ~* (HV-SH-SVHS°T)= B = A

1

Afirmamos que (H-8I) e (H+8I) ~ comutam. De fa-

to, pois
(H=-81) "L (H=61) = (H+8T) (H+8T) (50)

Multiplicando, & esquerda, ambos os membros da

1

expressao (50) por (H+8I) *(H-8I) e usando o fato que (H+8I)

comuta com (H-6I) (verificagdo direta), obtemos

(H+61) L (H-61) = (H-6T) (H+6I) ™1

o que demonstra a afirmagao acima.

Temos, entao
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et _ -1

W +s1) "L 1 -s1) (1 +61) v ~61) x®

-1

+ (v +sD) (8T - H) (1 +6D) T + I)b

1. k)

=8 lcx™ + (v +61)7H (61 - B 461 + H) @ +61) b

1 k

=gt x® 485 |, k=0,1,2,3,...

Ao processo iterativo estacionario

x(k+l) (k)

= TX 7 k= 0,1,2'000

onde a transformagio T:R" + R" & definida por

™ = Héx + s
-1 -1 -1
com H= B7°C = (v +61) "1 (s -6T) (B+61) "t (v-61)
e s = B 1p = 26 (v+61) "L (H+61) "1

(0)

. ~ C e s n
com a aproximagao inicial x € R

arbitraria, denominamos

metodo de Peaceman = Rachaford.

2.3.5 - Metodo de Cimmino

Em 1930, Cimmino, um matematico italiano, suge-
riu um método iterativo para a resolugao de sistemas lineares
Ax = b, A € L(R"), b € R®, A ndo singular. Embora simples |,

este método nao & muito popular. Sua grande vantagem & que ©
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mesmo converge incondicionalmente, como provaremos no capitulo
3.

Cimmino estabeleceu seu metodo baseado em um
argumento geométrico ([10], pag.63).

Na forma de componentes.escrevemos seu processo

iterativo como

‘Z‘ (k)
a,. a,_ X -b
LU ) 2§ opu W PP
J ;| n+l n 5
i= ) ay
pl P
cm 3= 1,2,...,n, k= 0,1,2,... e x9e¢ & arbitrario.

Mais tarde, Cesari estabeleceu o mesmo metodo
independente do argumento geométrico de Cimmino. Seu procedi-
mento @ o seguinte:

Dado Ax=b, A € L(R") ndo singular e b € R",

denotemos
n
(ai]Z = X aij2 [ i = l'2'...pno
j=1
Denotando por G= [gij] a matriz cujos elemen-
tos sao

1/[ai] , se 1=j
955 =< | (51)
0 , se i#j

podemos escrever o sistema - Ax= b como
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- a%cteax = atctap

ou
ate?ax = ate®
ou
0= - =2 AtGZAx + =2 ate?p
ou
x= (I - K%T AtGZA)x + E%T AFsz
Obtemos'entao O processo iterativo
x K)o gy (k) k; 0,1,2,...

n

onde a transformacio T:R" + R" & definida por .

IR S SO T
T =Hx+s= (I~ 2 A mx+m1AG%

(0)g gn

com a aproximagao inicial x arbitraria. Este & o méto

do denominado metodo de Cimmino.
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2.4 = Para a resolugao de problemas de valor inicial e de pro-

blemas de valores no contorno para equagoes diferenciais

ordinarias.

2.4.1 - Metodo iterativo de Picard.

Consideremos o sistema de equagoes

+ hzg(xi)= 0: i=1,...n;x.=B; x =y  (52)

f.(x)= =x + 2X, - X,
i o n

i+l i i-1
o qual, como discutimos em 0.8, & um sistema discreto analogo

ao problema de valores no contorno para equagoes diferenciais

ordinarias

y"(t)=g(y(t)) ,agtgb , y(a)=B8 , y(b)=y¥

onde 8 e Yy saoc constantes dadas e g & uma fungao dada

gque assumiremos ser duas vezes continuamente diferenciavel e

satisfazendo
0<g'(s) £ Y , -w<s<+§.
Podemos escrever o sistema (52) na forma compac
ta
Fx = AX + ¢x = 0 | (53)

onde



2 -1 /

e ¢x

{ y ‘

O metodo iterativo de Picard para resolver

sistema (53) e definido por

& annTox® - o x®)y

para algum aceitavel

transformacio T:R" » R" tal que

LD (K)

e definida por

1

Tx= (A +\I)

(Ax - ¢x)

Observemos que x* & ponto fixo.de T se,

somente se, x* & solugao de (53).

2 )
h® g(x)) + 8

hngg)

2
h g“ﬁrl)

hzgﬂxn)+-yj

k=0,1,2,...

A , ou seja, neste método iterativo
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(54)

2.4.2 - Suponhamos que tencionamos usar um método linear impli

cito de s

passos para resolver o problema de valor inicial



.75.

Y'= £(x,¥(x)) , agx¢b , Y(a) =y (55)

~

Como vimos em 0.7 , em cada passo devemos resol

ver para Y ___, a equagao

n+s
§-1
v.,.=he flx  ,y .)+ Me.f_ . = v.f )
nts s nts n+s j=0 J n+j JnH)
que representaremos por
Yn+s™ PBE(Xpigr ¥pyg) *+ 9 | (56)
onde g & entao uma conhecida fungao dos valores "Yn+j e
£ .., 3=0,1,...,s-1, previamente calculados. As condigoes i-

n+j
niciais suplementares Yo' Ype17°° ' Ypes-1 devem ser calcula
das por algum mecanismo auxiliar, usualmente, um método de um
passo.
Quando a equagao (55) & linear, entao (56) &

também linear em vy e nao ha problema em resolvé-la. En-

n+s
tretanto, em geral, (55) & nao linear e, assim, quase sempre
nao temos condigoes de resolvé-la em relagao a ¥o+g G€ uma
forma exata. Podemos determinar a solugao Yn+s pelo proces-
so iterativo

(k)

(k+1) _ = .
yn+s - Tyn+s ’ k_ 0,1,2,.-0 (57)

onde a transformagao T & tal que
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-1
(k+1) _ (k) S _
Vs DBgr B X Yiue ) Y §=O(h8jfn+j ijn+j) (58)

0 e
para k= 0,1,2,... e Yé+; arbitrario.
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que f seja monotona decrescente bastando, neste caso, consi-
derarmos =-f em lugar de f, uma vez que f e -f tem a mes-

ma raiz X* em [a,b].

Concluimos entao que o teorema 3.1.1 garante -
-nos, grosseiramente falando, que podemos calcular raizes des

de que possamos isolar um intervalo no qual a fungao seja mo-

ndotona e mude de sinal.

Observemos ainda gque no teorema 3.l.l1 outras i

teragoes poderiam ser definidas. Por exemplo, poderiamos to-
mar T(x)= x - Af(x), com -O<Asy . Ainda neste caso, a con-

clusao do citado teorema continuaria valida.

Teorema 3.1.2 - Suponhamos que f(x) seja uma fungio real
de uma variavel real e que x* seja uma raiz da equagao

f(x)= 0. Suponhamos que f(x) e suas derivadas primeira e se

gunda sejam continuas no intervalo I={x:|x - x*| < r} e, que
nem f'(x) nem f"(x) mudam de sinal em 1I; ou seja, suponha-
mos que em I, f(x) muda de sinal apenas em x* e que x* se
ja uma raiz simples de f(x)= 0. Tomemos x ©'€ I. Entdo e-
xiste um subintervalo I,= {x: |x - x*| g rl} CI, sobre o

qual a fungdo iteragdo T do método du falsa posigao & uma

contragao.

Demonstragdo: No método da falsa posigao, a funcao iteragao T

é definida por

%O x) - x£(x(0))

T(x) =
£(x) - £(x'0))

. (59)
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Como, por hipdtese, f e suas derivadas primei
ra e segunda sao continuas em I, temos pela formula de Taylor

que:

f( = * -y ® v * ‘(X-X*)Z "
x)= £(x*) + (x=-x*)f'(x*) + — £ (8), com
§ € (x*,x).
Fazendo x= x(o) , temos
(0) _, 4,2
£x0) & (xx-x()gr (x4)= X 2l £s5).  (60)

Por outro lado, derivando (59), obtemos

(D m-£ ) (£ 00 -£ 19 )= 59 £ o) -xf xON) £ ()
2

T' (x)=

_[fbd - beO)ﬂ

Fazendo x= x* e lembrando que f(x*)=0, con-

cluimos que

f(x(o)) + (x*-x(o))f'(x*)

T'(x)= (61)
f(X(O))
Substituindo (60) em (61), obtemos
(k)= (x'0) - x%)2 £"(§)
T' (x*)= . 707
2 f£(x*7")
Portanto, se x(o) é tomado bastante proximo

de x*, entao T'(x*) & um numero bastante pequeno e, portan-

to existe um subintervalo I,= {x:|x = x*| < rl} C I, para o
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qual
[T'(x)] s a <1.
Desde que se x € I, entdo T(x) € I, , pois

IT(e)=x*|= |T(x)-T(x*) | < |T" (8) | [x=x*|, § € [x, x*] ,
seque, pelo teorema 1.4.1, que T & uma contragao sobre -

Teorema 3.1.3 - Seja x* uma raiz da equagao f(x)=0, 'sendo .
f uma fungao continua com derivadas primeira e segunda contl
nuas e limitadas num intervalo I1 contendo x*. Seja,'ain;
da, £'(x*) # 0. Entao, existe um subintervalo fechado“.I de
Ir contendo x*, sobre o qual a fungao T do métbdé de‘ﬁew- ‘

ton - Raphson @ uma contragao.

Demonstragao: Neste metodo a fungao iteragao T e definida

por

T(xX) = x = %4%%7 | .(62)

Em primeiro lugar, estda claro que se f'(x*) # 0
entao x* & raiz de f(x)= 0 se, e somente se, X* & ponto
fixo de T.

Se f'(x*)= 0, seque da continuidade, que exis

te um intervalo fechado IZ,C I1 e contendo x* onde f'(x)#0.

Derivando (62), obtemos
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T (x)= B0 EU(X)
(£ x))?
Podemos entao concluir que em I,, T e T sao
continuas. Por outro lado, desde que f(x*)= 0 segue que

4
T'(x*)= 0. Concluimos entao, pelo teorema 1.3.2, que ~ existe

-

um subintervalo I de I contendo x*, sobre o qual T e

2’

uma contragao.

Os teoremas 3.1.2 e 3.1.3, aliados ao teorema
1.2.2 (teorema da contragéd) afirmam, essencialmente, .que o© mé
todo da falsa posigao e o método de Newton-Raphson convergem pa

ra a raiz x*, desde que as aproximagoes iniciais x(o) e x(l)

no caso do primeiro método, e x(o)

no segundo, sejam escolhi-
das nos intervalos de contragao; ou seja, desde que as aproxima
¢Ooes iniciais sejam escolhidas suficientemente prdximas da
raiz x*. &Esta & uma desvantagem encontrada na aplicagdao des-
tes métodos, pois, em geral, e dificil decidir a respeito de
uma aproximagdo inicial adequada. Caso esta nao esteja .sufi-
cientemente prdoxima da raiz, os métodos mencionados poderao di
vergir ou convergir para uma outra raiz. A nos ajudar temos que

< (0)

para o méetodo de Newton - Raphson qualquer escolha de que

satisfaga a desigualdade:

| £ (x)£" (x) |
[f'(x)}z

[T (x) |= <1,

por exemplo, conduzira a uma iteragao convergente.

Apresentamos agora um exemplo com o qual verifi-
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camos, na pratica, o teorema 3.1.3.
Se o método de Newton - Raphson & aplicado a
fungao

f(x)= x2 - B

ou seja, se pretendemos determinar, pelo método de Newton - Ra

phson, as raizes quadradas de B8 , obtemos a familiar formula

B

(k+1)_ 1 . \ -
X =3 + ;T(')—) , k=20,1,2,... (63)

( x

Mostremos agora que, dado B8 , existe um inter-
valo 1I= (a,b] tal que sobre ele a funcao T do método (63) &
uma contragao.

Escolhamos a e b tais que satisfagam as con
digoes:

2

0<al<p<b?® ; b> azzs e 3a’>g. (64)

Por exemplo, a= B/2 e b>3a , que satisfazem

as condigoes (64), pois

4 - = 3a_
3 < B<4 e 3a= 5 >

3a3

a
Verificamos que x € [a,b] implica que T(x) € [a,b],

mostrando que os valores maximo e minimo de T sobre [a,b] '

pertencem a [a,b].} De fato, pois
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2
T(x)= T3 -
e, entao
[} _-_1_ - _ﬁ__ " =-B——
T'(x)= 5 (1 2) e T"(x) 3 >0 .

X X

Portanto, T'(V/B)=0 e T(/B)=/B € [a,b].

Evidentemente, o maximo de T deve ocorrer nos

pontos finais a ou b, pois T somente se anula uma vez.

Mas

2 2
T(a)= a_+ 8 <b e T(b)= b” + 8 < b

2a 2b
 Além disso, temos que - J% > =3 implica que
' a
1 B l,_. B 1 8 1
1< 31-x)<s53Q0-) <53 Q-=x)<35 ;
2 a2 2 x2 2 b2 2

ou seja, |T'(x)| <1 para todo x € [a,b] .

Concluimos entao que existe um intervalo [a,b]
(0 qual & facilmente determinado pelas condi¢des (64))tal que
sobre ele T é uma contragao.

Observemos que aqui, uma facil escolha da apro-

(0)

ximagao inicial x é
x(®= g41 > vF )

uma vez que, se a= vB/2 e b= max{3a,B+l}, entdo x(Qe (a,b].



. 85.

Teorema 3.1.4 - Suponhamos que f(x)=0 tenha uma raiz x* em
[a,b], que f e suas derivadas de ordem suficientemente altas
'sejam continuas‘em [a,b] e que f'(x)#0 em [a,b]. Tomemos
x (e [a,b]. Entdo existe um subintervalo I={x:|x=-x*| < r}

contido em [a,b] sobre o qual a fungao iteragao T~ definida

no metodo de Chebyshev por

n ) a
T ()= x + ] l(-l)“‘ —l’t‘-:-.‘—x-’- (£(x))™
m=

& uma contragao.

Demonstragao: Na descrigao deste metodo, vimos que o mesmo &

de ordem n+l; ou seja, que

Tn[zl(x*)= 0 para 2=1,2,...,n e Tn[n+1](x*) # 0

Portanto, como n 2> 1 temos
' *) =
T n(x y= 0

e pelo teorema 1.3.2, concluimos que T, é uma contragao so-

bre I= {x:|x-x*| < r} C [a.b].__

Lembremos que, como vimos na descrigao do méto-
do de Chebyshev feita no capitulo 2, quando n=1 este método re
duz-se ao método de Newton - Raphson. Assim, a tese do teore-
ma 3.1.3; ou seja, a afirmacao de que existe um intervalo fe-
chado contendo x* tal gue sobre ele a fungao T do método de

Newton - Raphson & uma contragao, poderia ser verificada como
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consequéncia do teorema 3.1.4.

3.2 - Caso das transformagoes T do BR" no R" definidas nos

metodos iterativos apresentados em 2.2.

Teorema 3.2.1 - Assumamos que F:R" » R® & continuamente dife
renciavel numa vizinhanga de uma solugao x* de Fx=0 e que
F' (x*) e nao singular. Entao, a transformagao T do metodo
de Newton definida por Tx= x - [F'(x)]_lF(x) e uma contragao

sobre alguma vizinhanga fechada de x¥*.

Demonstragao: Primeiramente, mostremos que F'(x) e nao singu-
-1
I

lar para todo x numa vizinhanga de x*. Seja B=|| F' (x*)

e tomemos § satisfazendo 0<E<(ZB)-1. Pela continuidade de

F' em x* temos que existe um 61>0 tal que
| F' (x)=F' (x*) || < &

enquanto x € S = {x: || x-x*|| < 8,1

Entao o Lema da Perturbagao (ou Lema de Banach)

([ll], pag.32) garante-nos que F'(x) & nao singular e que

-1 R
Il (B )70 < Togr < 28+ X €5,
Portanto, T esta bem definida para todo x €8S;
ou seja, se x € S entao Tx € S.
Mostremos agora qﬁe’ T e diferenciavel em  x*

e que
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T' (x*)= I - [F'(x*)—l] F'(x*) . (65)

De fato, pois como F & diferenciavel em x* ,
podemos assumir que 61 e escolhido suficientemente pequeno

tal que
[| Fx = Fx* - E'(x*) (x-x*)]|| ¢ £]|| x-x*|]

para todo x € S.
Claramente, x*= Tx* e podemos, entao, para to

do x € S, fazer a estimativa:

| Tx=Tx*- (1= [F* (x*) ) "IFt (x%)) (x-x%) || =
= | [P ) T ) (x-xt) - (B x%) ) TIR (0) |

< U F @) THE @) -F (x*) -F' (x*) (x=x*) ) || +
+ | [F'(x)]'l(F' (%) =F' (%)) [F* (x%) )7L F* (%) Gexc) ||
< (288 + 28%E ]| P (x*) [ ). || x=x*]| . (66)
Como £ & arbitrdrio e ||F'(x*)]|| e B sao
constantes, (66) mostra que T & diferenciivel em x* e que

(65) se verifica.

Mas, por (65), temos que
[T (x*)|= 0

e entao, a conclusao deste teorema decorre do teorema 1.4.2.__
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Teorema 3.2.2 - Consideremos a equagdo Fx=0 com F:R" + " e

x € R®. Suponhamos que F seja diferenciavel em D C R® e

(0)

gue exista [F'(x(o))]—l num ponto x € D. Suponhamos que

sejam validas as condigoes:
I (F @) =8
(e O] hra )= n

| F'(x) - F'(y)|]| s L || x-y|l , para todo x, y € D,

onde B,n e L sao constantes positivas e tais que
h= BLn < % . Seja t, a menor das raizes da equagao htz-t+l=0
e seja t*= t_.n. Consideremos a bola fechada §(x(0),ft*)_ =
= {x:IIx-x(o)ll's t*} ¢ D, cujo centro x{%) tomaremos como
aproximacao inicial da solﬁgéo Xx* de Fx=0 . Consideremos a
transformagao T do método de Newton modifiéado. Entao a
transformagaoc T & uma contragao sobre a bola fechada
ﬁ(x(o), t*).

Demonstragdo: Consideremos no R a transformagio T do mé-

todo de Newton modificado, a qual & definida por

(0))]-1

TX= X = [F'(x F(x)

e mostremos, inicialmente, que esta transforma a bola fechada

(0)

B(x'"', t*) em si mesma. De fato, pois
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= [P e k@) @x?) - Feo + PO -

- P a©)T | @)

Entao,
e @) < 1 [Fr a0 e (@) eex (O -
-F + PO 4 @) e ©)) .
Portanto,
I mex Q)< 8 P @) e O)-Frx@) )+ 0. (67

Consideremos a transformagao auxiliar
s)= Fx) - Fx'®) - pr(x(9)) (x-x(0))

Esta transformagao & diferenciavel pois, por hi-

potese, F @& diferenciavel; e, sua derivada & igual a:

o' (x) = F'(x) - F'(x'0))
Se ||x-x(0)|§s t . n=t*, entdo

-0

et = EF e-F x| xx©) < Lt_.n .
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Pelo teorema do valor medio, temos que

Foell= lom-s &yl = llo* @1 . %=V |lcre 2 n?, (68)

com §€E(x,x(0)]

Assim, se ||x-x(0)|l< t,-n = t*, por (67) e (68),

segue que
2 2

-0 < Bl ox) || + n ¢ B.Lt_n +r1=n(m152wﬂj

_ 2
—n(htO +1)

Como, por hipdtese, t, e uma raiz da equagao

htz- t+1=0 temos que ht°2+1=to. Portanto,

l|Tx-x(0)|I<'ton-= t*

o que significa que T transforma a bola E(x(o), t*), em si

mesma.
Além disso, para quaisquer x,y € B(x'%), t*)
pelo teorema do valor médio, temos que
[|Txl—Tx2||= IIT'(x)||||x1~x2||r com x € [xl,xz].(69)

@)

Para || x-x < ton= t* , temos

()= 1-[F' (x (%)) "Ler ()= (B (x<°))]'l[F' x0)-pr ).
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Portanto,

b ol < 1l (Fr e e @@ - rrao )

< 8L || x@x|| < gLt .

Mas to e, por hipdtese, a menor das raizes da

equagao htz-t+1=0; ou seja,

¢ = 1= /I-7R
° 2h
Portanto,
| (x) || < BLne = ht = LHA78R =4 < 2, (70)
2

Substituindo (70) em (69), temos

com a=

Noj

HTxl - Tx21!< ) }le-lel ,

Logo, T @& uma contragao sobre a bola -B(x(o),t*)._

Observemos que o método de Newton, bem como o
de Newton modificado, pode ser usado para determinar os elemen-

tos x* € X que satisfazem 3 equacgao operador

onde F:X + Y com X e Y espagos de Banach quaiéquer.
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Em tais espag¢os genericos (e nao apenas no Rn),
podemos extender o teorema anterior palavra por palévra.

No proximo teorema utilizaremos o teorema 1.2.5
para estabelecer condigoes suficientes, menbs rigorosas que as
do teorema anterior, para que a transférmaqéo T do méetodo de
Newton modificado seja uma contragao sobre uma vizinhanga da
solugao x*=(xl*, xz*,..;, xnf) do sistema nao linear Fx=0 ,

F:Rn -> Rn , X € Rn.

Teorema 3.2.3 - Assumamos que F:R" » " seja continuamente
diferencidvel sobre um conjunto convexo S C R" e contendo a

solugao x* do sistema nao linear Fx=0; e, que F'(x) 'seja
nao singular numa certa vizinhanga da solugao x*. Entao, a

transfo:maqéo T do metodo de Newton modificadq definida por

% = x - [F'(x9))7! prx) (71)

(0) g

é uma contragao sobre uma vizinhanga da solugao x* se x

tomada suficientemente proxima de x*.

Demonstragao: Pelo teorema 0.6.2 temos que

| ~ 1
F(z)-F(y)= J

F' (y+t (z-y)) (z-y) dt. (72)
0

Esta igualdade & equibalente a

1 .
= 3 - -
fi(z)-fi(y)— Jo 3;; fi(y+t(z y))(zj yj) dt.



.93.

Facamos

1 5
Ly, z)= J o fi(y+t(z-y))

G,
i] 0 3

( 3
Gll(y,z) Glz(y,z) ....Gln(y,z)

G21(y,z) G22(y,z) ....G2n(y,z)

G(y,z)= | :

L G q(¥,2) an(y,z) ....Gnn(y,z)

/

Podemos, entao, escrever (72) como

F(z)=F(y) = G(y,z) (z-y).

Obviamente, se y=2z=x , temos

afi(x)

(4
axj

Gij(x,x)é G(x,x)= F'(x).

Pela definigao da transformagao T , podemos es

crever

T(2)-T(y)= z-y-(F' (x'O)) " F(2) - F(y))

z-y-(F' )71 | 6z (z-y)

(1- (F &)™ ezm). (z-y).
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Como a matriz G(z,y) & uma fungao continua de
£ (0) (0) (0], -

temos que se z e Yy estao proximos de x(o) en-

seus argumentos e como, se =y=z entao G(x

= F x'%),

tao as matrizes G(z,y) e F'(x(o)) estao proximas uma da ou~
tra. Logo, a matriz I - [F'(x(o))]—l G(z,y) esta proxima da
matriz. nula; isto &, para um certo a < 1, podemos encontrar

r > 0 tal que se

d(y,x(o))= Hy-x(o)H1< r e d(z,x(O)) <r
entao vale a desigualdade
|1 - (F'(X(o))]_l Gz,y)lly< a .
Podemos entao escrever que

|-ty ;< [l T - [ (x(O))]-lG(z,y) Hl'-H zyll,
< allz-ylh ;p o <1 (73)
Por outro lado, de (71), temos que

1 T(X(O))_x(o)“l\< i [F'(X(O))]_llll- HF(X_(O))H]_

e, se x(p) é tomado suficientemente proximo da solugao x* ;

ou seja, se d(x(o), X*) € r , ndos satisfazemos a desigualdade

@) - x ¢ arwre . (74)
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Assim, como sao validas as desigualdades (73) e
(74), o teorema 1.2.5 garante-nos que T & wuma contragao na

(0.

vizinhanga d(x,x |Ix—x(0)1|ls r .

Observemos que se no método de Newton - Raphson
nao era trivial a determinagac de uma aproximagao inicial x(o),
no caso n-dimensional esta determinacao € bem mais dificil.
A importdncia dos teoremas 3.2.1, 3.2.2 e 3.2.3 esta na ga-
rantia que eles nos dao da existéncia de uma vizinhanga fecha-
da de uma solugao x*, na qual as transformagdes T dos méto-
dos de Newton ou de Newton modificado sao contragoes, permitin
do-nos assim termos também uma estimativa do erro.

~ . 71 n ) o
3.3 - Caso dag transformagoes afins T do R no R defint

das nos metodos iterativos apresentados em 2.3.

Em nossos proximos resultados, estabelecemos
condigSes sobre a transformacdc H € L(R") ou sobre a trans -
formagao A € L{®") do sistema linear Ax=b , de modo gue as
transformaqées atfins Tx= Hx+h , b & @n , definidas nos dife -
rentes metodos iterativos apresentados nc capitulo 2 sejam
contragoes sobre todo o ®". Lembremos que uma vez demonstra-
do que, sob determinadas condiqSes, tais trénsformagaes T sao
contragoes sobre todo o R" ent3o, pelo teorema da convergén-
cia global (estabelecido na pag. 31 como caso particular do
Teorema da Contragao),teremos demonstrado que sob estas condi
¢oes, aqueles métodos iterativos para a resolugao de sistemas

. Do . n
lineares convergem para o unico ponto fixo x* € R de T '
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(0)

. . ~is s n .

qualquer que seja a aproximag¢ao inicial x'.' € R considera-
L - ~ n :

da; ou seja, convergem para a unica solugao x* € R do siste-

ma Ax=b com A € L(R") ndo singular e x,b € R".

Teorema 3.3.1 - Se A € L(R") & estritamente diagonalmente do-
minante entao a transformagao T do método de Jacobi-Richard-

p ~ n
son & uma contragao sobre o R, segundo a norma ||/.|[_ (ou

IRIERR

Demonstragdo: Para todo x,y € R temos que

|| Tx-Ty|l = || "l (L+U)x+D”1b - D L (L+U)y - Db .=
= -1 :
= || D T (L+U) (x-y) ||,
..l ’
< oo, -l x=yll,
Portanto, se a= ||D_l(L+U){hn< 1 entao, pelo

) - ~ n
teorema 1.5.1, concluimos que T e uma contragao sobre o R .

Considerando que

/
l/all

1/a <::>

22

L O o

e lembrando a definigao de ||. ||, obtemos
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n a,.
a = max ) Lol (75)
lgign j=1 |a,.|
ii
j#L

Como, por hipotese, a matriz A & estritamente

diagonalmente dominante, entao

Iai.l <1
j=1 |%ii]

';i

~

, i=1,2,..., n (76)

LA ]

Substituindo (76) em (75), concluimos que a =

= |[H]|_ <1, o que pelo, teorema 1.5.1, nos garante este teo-

Se em lugar da norma |

|, escolhermos a nor-

ma ]|.]]l » teremos ao invés de (75), a desigualdade

Portanto , se a matriz A tiver todos os ele -
mentos da diagonal principal iguais a 1 (o que sempre é possi-
vel conseguirmos, (ver 2.3.1)), podemos enunciar o seguinte teo

rema:
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Teorema 3.3.2 - Seja A € L(Rn); Se a soma dos valores abso-
lutos dos elementos de cada linha (coluna), exceto os da diago
nal principal, for menor que a unidade, entao a transformagao
T do metodo de Jacobi-Richardson, definida em (41) por

- -

T™x = (L+U)x + b

< ~ n
@ uma contragao sobre todo o R, segundo a norma

I

Pl (ou

.

1

Observemos que para um sistema de matriz estri-

tamente diagonalmente dominante, uma vez que

_ n

a= || Hl| = || D l(L+U)I|m= max El“ ) Iaijl <1,
IKign'ii  j=1
j#L

obtemos de (18) a seguinte estimativa do erro da iteragao de

Jacobi - Richardson:

SN s
max |x, ¥ o 4 § = max |x.(k 1) oy
i i l-a , i
lgign lgign
onde x* , i= 1,2,...,n, sao as componentes da solucao x*.
i ¢

Esta estimativa & valida também no caso da ite-
ragao de Gauss-Seidel se A & estritamente diagonalmente domi

1

nante e o= [|H||_= || (D-L) “ul|_.

A transformagao T do método de Gauss-Seidel ,
também & uma contracdo sobre o R" se forem satisfeitas as con-
digdes do teorema 3.3.1. Mas uma demonstragdo anidloga a daque

le teorema &, neste caso, muito dificil. NOs o demonstraremos
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adiante (teorema 3.3.5), usando uma outra linha de demonstra-

cao.

Definigdo 3.3.1 - Sejam A,B,C € L(R"). Entdo A=B - C &
uma decomposigao regular de A se €20 e B & nao singular

com B lc30.

Teorema 3.3.3 - (Teorema da decomposigao regular). Seja
A € L(R") n3o singular com A_lzo . Seja A= B - C uma de-

composicao regular de A. Entao o(B7c) <1 .

Demonstragao: Tomemos H= B™lc. Entdo Hz0 e pelas relagoes

(I+B+HZ+ ... +HY) (I-RB)= 1-8™"} |, "l (z-m) 2”1,

temos, pois A 1 > 0 , que

0 (I+B+ ... +HM B 1a (z-g™1)a~l ¢ a7 para todo

3

\%
o
.

como B 130, cada linha de B! deve. conter pe

lo menos um elemento positivo. Segue, portanto, que os ele-
mentos de I+H+ ... +H" sdo limitados superiormente, quando

m + m.

Entao, como H » 0 , a soma converge e, conse

guentemente, lim HK= 0.

Ko>»

Entao, o teorema '0.3.7 garante-nos que
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p(H)= p(B™Lc) < 1 .

O que demonstra o teorema. .

Como uma consequéncia imediata deste teorema es

tabelecemos o

' n
Teorema 3.3.4 - Seja A € L(Rn) uma M-matriz e seja b € R.
Entdo existe uma norma no R" com respeito a qual as transfor-
magoes T dos métodos de Jacobi - Richardson e de Gauss - Sei

del s3o contragdes sobre todo o R".

Demonstragao: Como, por hipotese, A & uma M-matriz entao

- o~ ; -1 p . ; g
ela e nao singular e A “>»0. Mais ainda, as matrizes L e U

definidas em (40) sao nao negativas e, pelo teorema 0.4.2, te-
mos que D= diag(a;;sas,res-sa ;) € nao negativa e nao singu-
lar. Entao,

1

(0-1) '= (1+p7%

L+ 0+ o0 Dt s 0
Observemos que a expansio em série acima & fini-

ta, pois L @& uma matriz estritamente triangular inferior.
Portanto, a decomposigao de A em A= (D-L)-U =

B-C no método de Gauss-Seidel & regular; assim como, também

regular a decomposigao de A em A= D-(L+U)= B-C no método

(1}

de Jacobi - Richardson.

Assim, pelo teorema 3.3,3, concluimos que

D{(D—L);lU} <1 e ~p{D-1(L+U)} 4 1 .
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- e e

O teorema 1.5.2 conclui este teorema.,

e .

O proximo teorema, ao contrario do anterior ’
nao se fixa nos sinais dos elementos de A. E, portanto, um

teorema que pode ser extendido ao ol

Teorema 3.3.5 - (Teorema da dominancia diagonal). Seja A € L (R™)
estritamente ou irredutivelmente diagonalmente dominante. En-
t30 existe uma norma no R" com respeito a qual as transforma
¢oes T dos metodos de Jacobi - Richardson e de Gauss-- Sei -

del s3o contragdes sobre todo o R".

Demonstragao: Denotaremos por |B| a matriz cujos elementos sao

os valores absolutos dos elementos de B. Facamos em A a de
composi¢ao A= D-L-U. Claramente, a matriz A&=|D|-|L|-|U| &,
como A, estritamente ou irredutivelmente diagonalmente domi -

nante.

Assim, pelo teorema 0.4.7, a matriz A e uma M-

matriz e, entao, como foi mostrado no teorema 3.3.4, temos
p{Ip|" (JLl+luh) <1 e ol(|D|-Lh YU} < 1 .
Mas
Iy | ¢ D™t (JL]+|u])

1

| (0-1)"t u| ¢ (Ip|-|L)™L Juls
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Entao, por comparagao com o teorema 0.4.3, con-

cluimos que

p{D"L(L+u)} < o{|D|™Y (JL]+|up} <1

i

p{ (D-L) *U} ¢ p{(IDI-lLI)_l lul} < 1.

A conclusao do teorema segue entao, do teorema

Teorema 3.3.6 - Seja A € L(R") simétrica e definida positiva
% !

e seja b € R®. Ent3o existe uma norma no R" com respeito a

qual atransformagao T do método de Gauss-Seidel & uma con -

tracio sobre todo o R".

Demonstragao: No método de Gauss-Seidel, a transformagdo T

é definida por

1 &

Tx = Hx + s = (D-L) ~Ux + (D-L) ~b.

Tomemos A como sendo um autovalor qualquer de

1 1

H= (D-L) ~U. Entdo existe z#0 tal que (D-L) "yz = xZ .

Portanto, temos que

Uz = A(D-L)z . - . -'(7iy



Como A= D-L-U , entao

Az= (D-L~U)z = (D-L)z - Uz = (1-A) (D-L)z
Portanto,

AZ = (1-%) (D-L)Z e 3zt a= -0z

pois Lt=u , uma vez que, por hipotese, A & simétrica.

mos entao que

taz = 1-0)z%pz - -N)ztuz .

z
Assim, por (77), temos que

ztAz = (1-N)ztDz - (1-X)Az% (D-1)z .

Mas, de (78), concluimos que

EtAz = (l—A)Et(D-L)z ;
ou seja,
il—;—%—%l— ztaz = (1-H)Aazt(p-L)z .

Substituindo (80) em (73), obtemos

ztaz = (1-X)ztpz -

.103.

(78)

Te-

(79)

(80)
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A

Portanto,
[+ L2V 578 55y - (1-%) 2% Dz
1-)
"ou seja,
(-2 %) z%z = [1-2? 2% De. (81)
Como, por hipotese, A & definida positiva en-
tao aii>0, i=1,2,...,n. Entao, para todo z#0, temos
zt Az > 0 e zt pz > 0 -
Segue de (81l) que
1-1%®*%a0,
Por (8l), observamos que a igualdade na expres
sao acima se verifica se, e somente se, |[l-A|= 0; isto &, se,

e somente se, A= 1. Entretanto, neste caso, por (78), teria-

mos Az=0. Entdo teriamos z° Az=0 o que contraria a hipdte-

se de A ser definida positiva. Portanto,

i - [%]° =8

donde,

p(H) <1,



e LS

e, a conclusao do teorema decorre do teorema 1.5.2.__

Uma demonstragao alternativa do teorema acima
1

pode ser dada em funqéo da norma A2 dg H, a qual & definida

por

|

3
2

1 3
lull,2 = l1aua 2,

Demonstragao 2: Temos que.

= (p-nL)"tv = - (0-1) "L (D-1-U) = T - (D-L) la.
Portanto,
1 _1 1 1
H'= A2 2 w1 -2%p1)"L a2 e
1 1
(B')E= 1 - a2 (p-0)~t a2
pois, como A & simétrica, temos LY = U.
Entao
1 1
H' (5') %= I-Az_(D—L)'l[D—U+D-L—A](D-U)'l a?
1 1
= 1-a% (p-1) "1p (p-u)~! a2
1 i 1 1
= 1-(a?(0-1)"0?] (A% (>-1) 1% ]F .
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Assim,como H'(H')® & o produto de uma matriz
nao singular por sua transposta, temos que I-H'(H')t é sime-
trica e definida positiva. Portanto, todos os autovalores de
H' (H')Y  s3o menores que a unidade. Além disso, pelo teorema
0.4.9, a matriz H'(H')t & simétrica e definida ndo negativa.

Em consequéncia, seus autovalores sao todos nao negativos, e

o' (#)%) = |lulI’L <1
22

e, entao

L
IRl 2 < 1.

Assim, pelo teorema 1.5.1, concluimos que sob

as condigdes impostas, a transformacao T do método de Gauss-

Seidel & uma contragao sobre todo o r" segundo a norma

Em contraste com a transformagao T do método

de Gauss-Seidel, ndo & verdade que a transformagdo T do méto

do de Jacobi-Richardson sempre € uma contragao se a’ matriz
A e L(R™) do sistema Ax=b , be Rn, é simétrica e definida
positiva. Podemos observar este fato, com a seguinte matriz

simetrica:

aer (82)

ll
22



107

a qual é definida positiva para todos os valores de a no in-
tervalo -1/2<a<l.

Como os autovalores da matriz

0 a a
p=D l(L+my=| @ 0 2
' a a 0
\ /
sao raizes do polindmio caracteristico P(A)= -()\+2a)()\-a)2 i
temos

p(H)= max |Xx,|= 2]a
lglgd *©

Portanto, p(H) < 1 se, e somente se, -1/2<a<
<1/2 ; e, em consequéncia, para uma matriz do tipo (82), exis-
te uma norma no R" segundo a qual a transférmagéo T do méto
do de Jacobi-Richardson & uma contragao se, e somente se,
-1/2<a<l/2.

Assim, para o método de Jacobi-Richardson nao
existe um critério geral analogo ao teorema 3.3.6.

Embora nao oferega interesse pratico, podemos

estabelecer o

Teorema 3.3.7 - Se A € L(Rz) € simétrica e definida positiva
entdo existe uma norma no RZ segundo a qual a transformagao T
do método de Jacobi-Richardson & uma contragao sobre todo . o
RZ. . |

O critério seguinte depende apenas dos autova-



.108.

lores da matriz A do sistema Ax=b onde A € L(R) e b E€R-.

Teorema 3.3.8 - Uma condig@o necessiria e suficiente para que
exista uma norma no R" _com respeito a qual a transformagao T

do método de Jacobi - Richardson definida em (41) por

-

TXx=.HXx + s = (ﬁ+ﬁ)x + b

‘'seja uma contragao sobre todo o R" & que os autovalores da

matriz A pertencam ao intervalo (0,2).

Demonstragao: Sejam Ai e Yy i=1,2,...,n os autovalores

das matrizes H= (L+U) e A , respectivamente.

Pelo teorema 1.5.2 basta mostrarmos que p (H) =

= max lxi|< 1 se, e somente se, 0<y,;<2 . De fato, pois

det (A-y,1)=0 det(x-f.-ﬂ-yir)=o S det (1 (1~y,)D)= 0.

Portanto,

p (H)= max [A;] < 1“-1<1-—yi<1'~ 0<y.<2 ,
1gign : -

e o teorema esta demonstrado,

Observemos que a aplicagao pratica do teorema an
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terior & limitada, pois, em geral, desconhecemos os autovalares
da matriz A. Alem disso, nao & frequente que todos os autova

lores de uma matriz pertencam ao intervalo (0,2).

Os proximos resultados referem-se a transforma-

gao T do método de sobreliberacao (SOR).

Teorema 3.3.9 - (Teorema de Kahn). Assumamos que A € L(Rn)

tenha elementos diagonais nao nulos. Consideremos a transfor-

magao H, do método de sobreliberagdo; ou seja, consideremos
H= (D-wL) ™t ((1-w) D+wu) .

Entao

p(H,) > [W-1] .

Demonstragao: Desde que a matriz L & estritamente triangular

inferior, temos que

1 1

det (D~WL) ™

det D

e, portanto,

det H = det (D-WL) 1. det[(1-w)D + wu)

= det[(1-W)I + wp U] = det ((1-w)1)

1-w)™ ,

uma vez que D-lU é estritamente triangular superior. Mas ,
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como det H, & o produto dos autovalores de H,, temos
p(Hy) > [w-1]

O que demonstra este teorema.

Como consequéncia deste teorema, temos o

Teorema 3.3.10 - Seja A € L(R") com elementos diagonais nao
nulos e seja b € R" . Entdo existe uma norma no R"” com res -
peito a qual a transformagao T do método de sobreliberagdo

(SOR) & uma contracdo sobre o R se O0<W<2 .

Demonstragao: Pelo teorema 1.5.2, para qﬁe exista uma norma
no R" segundo a qual T & uma contragao & necéssério _ que
p(Hw)< l.. Usando o teorema de Kahn, concluihos que para que
isto acontega, & necessario que |W-1|< 1 ; ou seja, que 0<W<2;

o que demonstra este teorema.

Adiante, provaremos que para uma importante clas
se de matrizes - as matrizes simétricas e definidas positivas -
esta € também uma condigdo suficiente para que a transformagao
afim T do método de sobreliberaqab (SOR) seja.uma contracgao

sobre todo o Rn.

Definigdo 3.3.2 - Sejam A,B,C € L(R™). Ent3do A=B-C & uma

decomposigao P-regular de A se B & nao singular e B+C é

definida positiva.

A definigao acima nao exige que A e/ou P=B+C
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sejam simétricas. Ao contrario, ela exige apenas que xPx > 0
para todo x € ®" nio nulo, o que & equivalenté a exigir que
a parte simétrica de P,definida por % (P+Pt) seja definida

positiva (teorema 0.4.10).

Teorema 3.3.11 - (Teorema de Stein) - Seja Q € L(Rn) e assu-
mamos que A € L(R") & uma matriz simétrica e definida positi-

va tal que A—QtAQ é definida positiva. Entao p(Q) < 1.

Demonstragao: Seja A algum autovalor de Q e u#0 um cor-

respondente autovetor. Pelo teorema 0.4.1l temos que uHAu e

uH(A-QtAQ) sao reais e positivos. Portanto,

H

ufau > ufotagu = Gw ¥ apuw= (1|2 ulau .

Entao, .le? <1 ; o que demonstra o teorema._
Teorema 3.3.12 - (Teorema da decomposicao P-regular). Sejam
A € L(R") simdtrica e definida positiva e A=B-C uma decompo

sigcao P-reqgular de A. Entao - p(B-lc) g 1.

Demonstragao: Pelo teorema 3.3.11 & suficiente mostrar que

1

= a - (87 to)t ar"lc

é definida positiva.

i §

1C= I -B A, temos

Desde que B

1

o= @ a)ttamela - &1t anla = @ 1a)t eept-a) B,
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‘Mas, B+B%-a = BY4C & definida positiva, uma

vez que B+C &, por hipotese, definida positiva.

Portanto, pelo teorema 0.4.12, Q & definida po

sitiva. A conclusao deste teorema decorre do teorema 3.3-@&;,&

Para o método SOR, o teorema 3.3.12 se reduz ao

importante resultado que segue; o qual nos da uma condigao su-

ficiente para que a transformagéo afim T deste metodo seja
uma contragao sobre todo o R".
Teorema 3.3.13 - (Teorema de Ostrowski - Reich) -  Sejam

%

T - .t i n
A € L(Rn) uma matriz simetrica e definida positiva e b € R".
Assumamos que O0<W<2. Entao existe uma norma no &"” com res-
peito a qual a transformagao T do método de sobreliberagao

(SOR) & uma contracdo sobre todo o R".

Demonstragao: Neste método a matriz A & decomposta em

A= B - C= W L(D-wrn) - wl ((a-w)p + WLt] , pois u=LY.

Como os e;ementos diagonais de A séozpositivos,
entio D & definida positiva e D-WL & nio singular. Aléem

disso, a parte simétrica de B+C &

t 1 t =1

B+B5-a = 2w lp-r-1t+1 - p+nt= wl (2-w)D.

_ Como, por hipdtese, 0<W<2 entdo a parte simé-

trica de B+C & definida positiva. Assim, pelo teorema 3:3.12,

~

temos que
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o(871lc) = p(H) <1

e a conclusao deste teorema decorre do teorema 1.5.2.__

Uma vez que o método SOR transforma-se no méto-
do de Gauss-Seidel quando W=l, novamente concluimos a valida-
de do teorema 3.3.6 que agora pode ser estabelecido como coro-

lario do teorema 3.3.13.

Vejamos agora, condiqaes suficientes para que
a transformagao T do método de Peaceman-Rachaford seja uma

contragio sobre o R".

Teorema 3.3.14 - Sejam H € L(R") e V € L(R") matrizes simé
tricas e definidas positivas. Seja b € R®. se 6>0 , entao
existe uma norma no R" com respeito a qual a transformagao a
fim T do método de Peaceman - Rachaford & uma contragao so-

bre todo o R,

Demonstéag&o: Neste método a transformagao T & definida por

Tx= Hyx+s com H, (v+61) "L (H-6T) (H+6T) "L (V-61)

26 (v461) "L (u+s1) "1b.

o
L]
]

Evidentemente H, & similar a matriz ﬁé on-

6
de
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Hg= (VHSI)H, (V461) 1= (H-§1) (H+61) F (v-61) (V46T) ™

e, entdo
I Bgll, < Il (=81) (mrsT) " ||, [|ev=61) (4D 1,

Como H e V sao simétricas e como H-6I comu

ta com (H+GI)_1, temos

? . A=
| (5=61) (H+6T) Y|, = p((H-6I) (B+6I) 1)= max |+
2 A.+6
l1<ign| i

onde Ai sao os autovalores de A.
Mas, como H & simetrica e definida positiva ,

seus autovalores sao positivos. Portanto,

Li, <1

| (B=61) (m+61) "I, .

Similarmente,

Lllse 1 s

| (v=81) (v+61) ||,

e entao,
p(Hg)= p(Hg) < ||H6||2< L &
A conclusao do teorema decorre do teorema . -

No teorema anterior exigimos que H e V fos-

seﬁ/simétricas e definidas positivas. Mostraremos agora que
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mesmo que estas condigoes nio sejam satisfeitas a conclusao

continua valida.

Teorema 3.3.15 - Sejam H € L(R?) e V € L(R"). Se existe u-
ma matriz P € L(Rn) nao singular tal que H= P-lHP e V=

= P—l

VP sejam matrizes simétricas e definidas positivas e se
6>0 ent3o existeuma norma no R" com respeito a qual a trans
formagao afim T do método de Peaceman - Rachaford & - uma

contracdo sobre todo o R".

()

Demonstragao: Como na demonstragao do teorema 3.3.14, Hg

similar a Hd' Por sua vez, HG é similar a

ﬁ6= P—l§6P= (B=6T) (H+81) "L (V-61) (v+61) L.

Entretanto, temos que

1
I

p(Hy)= p(Ry) < ||(H-6T) (H+T) ||, . [[(V-6T) (V+6I)” <1,

2
pois H e V sao, por hipdtese, matrizes simétricas e definidas

positivas. Novamente, o teorema 1.5.2 conclui este .teorema.

Como uma aplicagao do resultado acima, suponha -
mos que para alguma matriz simetrica e definida positiva Q, as
matrizes QH e QV sejam simétricas e definidas positivas. En

: 1
tao, p(TG) <1 ; pois se tomarmos P= Q2 , teremos
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N
N
(N
N

H= Q% HQ = Q "(QH)Q

|

N+
N
N

= 0% vg o v) o

Entao, como QH e QV sao simetricas e defini

das positivas, segue que H e V também o sao.

No proximo teorema demonstramos que o método de

Cimmino é incondicionalmente convergente.

Teorema 3.3.16 - Existe uma norma no R" com respeito a qual a

transformagao afim T do método de Cimmino definida por

2
n+l

2 t 2

- — - .2 2
Tx= Hx+s= (I AG"A)x + =y A G"b

- -~ . n
e uma contragao sobre todo o R.

Demonstragao: Pelo teorema 1.5.2, basta mostrarmos que p (H)<1.

Primeiramente, observemos que atca= atctea= (GA)tGA & sime-

trica e definida positiva, uma vez que GA & nao singular.

Portanto, se Ai é um autovalor de AtGZA entao Ai>0. Tome

mos Y; como sendo algum autovalor de H. Temos entao que

- T,
—=- A°G"A))= 0,

det (y;I - (I -
ou

det ( n;l [l-yi] - At

¢%a) = o.



' Portanto,

n+l _ .
o (1=vy)= Ay

ou seja,
2A !
=1 - 1 .
Y= 1= o3t
Mas
ZAi
O(H)= max lYil <] «+ =1 <1 - m < 1 +>» 0<Ai<n+l (83)

lg<ign

Observemos que

8 t.2 \
g . Ai= tr (A°G°A) e ;>0 T

Entao

max A< tr(a%c%a) = tr(c?ata) .
lg<ign

Mas, de (51) segue que

. lf aKiaK.

-
(G"A™A)
g ij K=1 [aK]2

Assim,
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2
n n a
tr (atce?a)= ? atc?a), =7 I K; =
i=1 - . 11l l=lK=l [aK]
2
n n n [a }
=] ! 5 1 a2K1= ! : B
Kl (aK] i=1 1=l[aK]
Ehtéo,

max A, < tr(AthA) = n<n+l
1<ign .

Segue que Ai<n+l e, entao, por (83), p(H)<1;

© que demonstra o teorema.__

3.4 - Caso das transformagoes T definidas nos métodos itera-

tivos apresentados em 2.4.

Demonstraremos agora que para um aceitavel 2\ ,
a transformacao T do método de Picard para resolver o siste-

ma Fx= Ax+¢x definido em (53) & uma contragao sobre todo o

Rr".

Teorema 3.4.1 - Suponhamos que A € LR"?) e ¢:R" > R" sao
definidas por (54), onde g:R » R & continuamente diferencia-

vel e satisfaz

1 0<g'(s) €Y , -w<s<4w ,

n

Entao, a transformagao T:R" + R" do método de
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Picard para a resolugao do sistema Fx= Ax+¢x, definida por

1

Tx = (A+AI) — (Ax—¢X)

" - n ) "
& uma contragao sobre todo o R', com respeito & norma ||-|Br

se A= h2y/2.

Demonstragao: Pelos teoremas 0.4.8 e 0.4.5, A & simetrica e

definida positiva e, como A>0 , segue que A+)XI & também si-
métrica e definida positiva. Além disso, T & continuamente
diferenciidvel no R", e
TV (x) = (A+AI) L (I-¢' (x)).
Consequentemente, temos que

-1 A
Tl < flanz 1,7 IAT-0" ()l ¢ 5 < 1

onde, u>0 e o menor autovalor de A.
Portanto, o teorema 1.4.1 assegura-nos que T

é uma contragao sobre todo o R", com respeito a ||.l|2.__
Teorema 3.4.2 - Suponhamos que a fungao f(x,y) do problema de
valor inicial (55) satisfaz a condigao de Lipschitz com res-
peito a y em R; ou seja, que

£ (x,y) - £(x,¥)] s L]y-y|

para todo y, Yy € R, com L>0.



