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Resumo

Neste trabalho, estudamos a relacao que existe entre o numero de Milnor de um
polinémio comodo ou seja, a soma dos nameros de Milnor dos pontos singulares isolados
deste polindmio, com seu numero de Newton. Este ntimero é sempre menor ou igual
ao numero de Newton e a igualdade entre os niimeros é obtida sempre que o polinémio

cdmodo possui parte principal Newton nao-degenerada no infinito.
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Abstract

In this work, we study the relation between the Milnor number of a polynomial c6-
modo ie. the sum of Milnor numbers of isolated singular points of polynomial, with
the Newton number. This number is always lower than or equal to the Newton number
and equality between the numbers is obtained when the polynomial has non-degenerate

newtonian principal part at the infinity.
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Notacao

C corpo dos niimeros Complexos
Z, conjunto dos niimeros inteiros
N conjunto dos ntimeros inteiros nao negativos
R, conjunto dos niimeros reais nao negativos
Clx1, ..., xx] 0 anel dos polindmios
Clry, 27", ..., 25, 7, '] = C[z, 27 o anel dos polinémios de Laurent
C[P] anel do semigrupo de P sobre C
(g1, ..., gr) o ideal gerado pelos elementos g1, ..., gk
x é a k-upla (zq, ..., zx)
fi = gfi
F; = xig—;i + A_pa
I'_(f) poliedro de Newton da série formal f

I'(f) fronteira ou bordo de Newton da série formal f

I'_(f) poliedro de Newton do polinomio f

I'(f) fronteira ou bordo de Newton do polinémio f

I'* (f) poliedro de Newton do polinémio de Laurent f

I'*(f) fronteira ou bordo de Newton do polinémio de Laurent f

A = grClzy, ..., x] = By<0(Ay/ Ags1) 0 anel graduado associado

X






Introducao

Um importante invariante de um germe analitico f : (C*,0) — C é seu nimero

de Milnor u(f). Este nimero para uma série formal f € Cl[xy, ..., z;]] é dado por

pu(f) = dimg H (1)

No caso analitico complexo, temos que u(f) < oo se, e somente se, zero é um ponto
singular isolado de f (ver [16])

Existem outras formas equivalentes de definir o ntimero de Milnor de um germe de
fungao analitica que podem ser encontradas em [16], nés usaremos apenas a definigao
acima.

O ntimero de Milnor de um germe de funcao f : (C*¥,0) — C descreve um ntimero
de diferentes aspectos da geometria de f. Em [22] Lé Dung Trang mostra que, para
k # 3, p é um invariante completo do tipo topolégico da singularidade. Se dois germes
de hipersuperficies complexas V = f~1(0) e W = ¢g~(0) com singularidades isoladas sao
homeomorfos, entao possuem o mesmo numero de Milnor.

Para um polinémio f : C¥ — C denotemos por fi(f) a soma dos niimeros de Milnor

de todos os pontos singulares isolados de f . Podemos ver da equagao (1) que:

C[x17 axk]
(2 oy )

f(f) = dime
As formulas (1) e (2) nos permitem calcular os nimeros de Milnor de uma forma puramente
algébrica.

Apesar da importancia do nimero de Milnor, este em geral ¢ dificil de ser calculado.
Kouchnirenko em seu importante artigo: Polyédres de Newton et nombres de Milnor [12],
exibe uma formula que facilita muito o célculo deste niimero para germes de fungoes
e polindmios com certas propriedades. Neste artigo Kouchnirenko apresenta um teo-

rema que relaciona a soma dos ntimeros de Milnor dos pontos singulares isolados de um

polinémio comodo com o nimero de Newton o qual é a soma alternada de volumes de



regioes determinadas pelo poliedro de Newton do polinémio no infinito. O objetivo deste
trabalho é apresentar a demonstragao detalhada deste teorema.

Este trabalho esta dividido em 5 capitulos. No Capitulo 1 introduzimos varios con-
ceitos e resultados preliminares de dlgebra comutativa e alguns conceitos de topologia
algébrica. Para o leitor que estiver familiarizado com estes conceitos, a leitura deste
capitulo podera ser omitida.

No Capitulo 2, introduzimos varios conceitos importantes, dentre os quais podemos
destacar o poliedro e fronteira de Newton, polindmios comodos e polindmios com parte
principal Newton nao-degenerada. Estes conceitos foram definidos para séries formais,
polinémios e polinémios de Laurent, embora, posteriormente, nos limitamos apenas ao
estudo para os polindbmios comodos . Neste capitulo demonstramos que o conjunto das
partes principais Newton nao-degeneradas é aberto e denso na topologia de Zariski e
portanto o conjunto das partes principais degeneradas ¢ uma subvariedade propria na
variedade de todas as partes principais que correspondem & fronteira de Newton dada.
Na tltima se¢ao do capitulo, construimos uma filtragao no anel C[zy, ..., x| e com auxilio
desta, construimos o anel graduado associado.

O Capitulo 3, é o capitulo central do nosso trabalho. Neste capitulo enunciamos o
teorema principal, Teorema (3.3), o qual relaciona a soma dos nimeros de Milnor dos
pontos singulares isolados de um polinémio comodo com o nimero de Newton, e enunci-
amos também os resultados necessérios para demonstra-lo. Além disso, apresentamos em
linhas gerais a demonstracao deste teorema.

O Capitulo 4 é dedicado as demonstragoes dos resultados necessarios para a demon-
stracao do teorema principal e também a demostracao detalhada do teorema principal

Ressaltamos aqui a dissertagdo de mestrado de Cristina Spohr [5], onde é feito um
estudo do caso local, varias defini¢oes e resultados descritos nesta dissertacao foram uti-
lizados na redagao deste trabalho. Agradecemos ao professor Joao Tomazella, e a Cristina

por permitir o uso destes.



Capitulo

1

Preliminares

Como foi observado na introduc¢ao, neste capitulo encontramos os pré-requisitos
de algebra comutativa e topologia algébrica. Para o leitor que estiver familiarizado com

estes conceitos, a leitura deste capitulo podera ser omitida.
Por um anel R entendemos um anel comutativo com unidade (1 # 0).

Os resultados deste capitulo podem ser encontrados nas seguintes referéncias: [1], [4],
[13], [15], [18], [19] e [20] e em especial na dissertagao de Spohr [5].

Um R-moédulo M é Noetheriano, se qualquer submoédulo de M é finitamente gerado.

Proposicao 1.1:  ([1/, pag.80) As sequintes afirmagoes sio equivalentes:
a) M é Noetheriano;

b) Qualquer cadeia ascendente de submddulos de M,
NiCN,C---CN,C---

¢ estaciondria, ou seja, existe [ > 1 tal que Ny = Njpqy = ---;
¢) Qualquer familia nao vazia de submddulos de M contém um elemento mazimal N, ou

seja, se existe elemento P da familia tal que N C P, entao N = P.

Um R-médulo M é Artiniano, se qualquer cadeia descendente de submodulos
M=NyD>DN;, D---DN, D---

é estacionaria.

Diremos que o anel R é Noetheriano (resp. Artiniano), se ele é Noetheriano (resp.

Artiniano) como um R-moédulo.
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Sejam I, J ideais de um anel R e consideramos um R-moédulo M. O seguinte subcon-
junto de R
(I[:J)={reR:axJCI}

é um ideal. No caso de um R-mo6dulo M, podemos também definir
(I:yJ)={xreM:aJC MI}.

Em particular, se I = 0 temos
O:pJ)={xeM:zJ =0}

Seja R um anel e P C R um ideal primo. Uma cadeia de ideais primos da forma

PoCcPiCPyC---CP,=P

tem comprimento n. A altura de um ideal primo P é definida por

altP = htP := sup{n : existe uma cadeia de comprimento n}.
A dimensao de Krull de um anel R é dada por
sup{htP : P C R primo}

e a denotamos por dim R.
Seja M um R-moédulo e 0 o submo6dulo nulo de M. Dizemos que M é simples se ele
nao contém submodulos distintos de 0 e M.
Uma cadeia em um modulo M é uma sequéncia {M;}, com 1 < i < n, de submodulos
de M tal que
M=My>M DMyD---D>M,=0.

Dizemos que n é o comprimento da cadeia. Uma série de composicao de M é uma
cadeia maximal, ou seja, M; 1/M; é simples, para 1 < i < n. Sabemos que se M tem
uma série de composi¢ao de comprimento n, entao toda série de composicao de M tem
comprimento n (ver [1|,pag.77). Isto nos permite definir o comprimento de M como
sendo o comprimento de uma série de composi¢ao, denotado por Lr(M). Se M # 0 e ndo
existe série de composi¢ao de M a 0, entdo Lr(M) = 4+o00. Lr(M) = 0se M é o modulo

nulo.

Teorema 1.2: (Teorema da Base de Hilbert) ([15], pag. 16) Se R é um anel Noe-

theriano, entao os anéis Rlzy, ..., x| € Rl[x1,...,xx]] sdo Noetherianos.
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Teorema 1.3: (Teorema dos Zeros de Hilbert) ([9], pag. 21) Seja C um corpo alge-

bricamente fechado, e seja I C Clxy, ..., xx] um ideal. Entao
V() =VI

onde V(I) € a variedade algébrica do ideal I ¢ Z(V (1)) é o ideal do conjunto algébrico
V(I).

Teorema 1.4: (Lema de Nakayama)([1], pag.21) Seja M um R-mddulo finitamente
gerado, e I um ideal de R contido no radical de Jacobson R de R. Se IM = M, entao
M =0.

Corolario 1.5:  (/1/, pag. 22) Seja M um R-mddulo finitamente gerado, N um submddulo
de M, e I um ideal de R contido no radical de Jacobson R de R. Se M = IM + N, entao
M = N.

Consideramos um C-espago vetorial V. Logo temos, em V', uma estrutura de C-modulo.

Proposicao 1.6: (/1/, pag.78) Para um C-espago vetorial V' as sequintes condi¢ées sao
equivalentes

a) o C-espago vetorial V' possui dimensao finita;

b) o C-mddulo V' possui comprimento finito;

c) € satisfeita a condi¢do de cadeia ascendente;

d) € satisfeita a condi¢do de cadeia descendente.

Além disso, se essas condi¢oes sao satisfeitas temos comprimento igual a dimensao.

Consideramos B, C' e E, R-moédulos; P um R-moédulo livre e A um submodulo de B.
Um modulo P é projetivo se : B — C' é epimorfismo, P livre e a : P — (' aplicacao
qualquer, entao existe v: P — B com a = 3 - 7.

Observamos que um modulo M é projetivo se, e somente se, Hom(M, -) é exato (ver
[19], pag. 62).

Um moédulo E é injetivo se, para qualquer moédulo B e qualquer submoédulo A de B,
toda aplicacao f : A — E pode ser estendida a uma aplicacao g : B — F.

Notamos que um modulo E é injetivo se, e somente se, o functor Hom(-, F) é exato
(ver [19], pag. 65).

Definicao 1.7: Uma resolucao injetiva de um moédulo M é uma sequéncia exata

0 M E° E! E?
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em que cada E™ é injetivo.

Definicao 1.8: Uma resolugao projetiva de um modulo M é uma sequéncia exata

p? P! P M 0
em que cada P" é projetivo.
Definimos o functor Ext da seguinte maneira
Ext(C, A) = kerd” /Tm d* !

onde

0 A [ S

é uma resolucao injetiva escolhida de A. Ou ainda
Exti(C, A) = kerd,, /Imd,_,

onde

da, di,

P2 P! PP C 0

é uma resolucao projetiva de C.
Observamos que as defini¢coes anteriores independem das resolucoes injetiva e proje-

tiva, respectivamente, e além disso, que elas coincidem (ver [19], pag. 185 — 186).

1.1 Anéis e M6dulos Graduados

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [18].

Defini¢ao 1.9: Um mondide graduado é um par (I', +), onde I' ¢ um conjunto nao vazio

(&

+:I'xI' —T

é uma operacao binaria em I' satisfazendo:

a) 71 + 72 = Y2 + 71, para quaisquer 71, Y2 € L;

b) 71+ (72 +73) = (1 +12) + 73, para quaisquer 71, 72, 73 € I}

c) Existe elemento 0 (necessariamente tnico) tal que v+ 0 = =, para todo v € I;

d) Se v+ v1 = v+ 72, onde v, 71, Y2 estao em I, entdo v = 7».



Capitulo 1. Preliminares 7

Exemplo 1.10: 1) Qualquer grupo abeliano escrito aditivamente é um monoide gra-
duado.

2) O conjunto dos inteiros nao negativos munido com a adigdo € um monoide gradua-
do.

3) O conjunto das sequéncias da forma (my,ms,...,m,), m; € Z,, para todo i = 1,..., p,

com a seguinte lei de composicao

!/ ’ /

’ / ’
(M1, ma, ..ymy) + (Mg, My, ...y my,) = (My +my, My + my, ..., my, +m,)
é um monoéide graduado.

Consideramos um mondide graduado I' e um anel R. Lembramos que R possui estru-

tura de grupo abeliano com respeito a operagao adigao.

Definigao 1.11: Uma I'-graduagdo em R é uma familia { R, },er de subgrupos do grupo
aditivo de R, satisfazendo:

a) R = @ erRy;

b) Ry,R, C R, s, para quaisquer 7, 7 erl.

Lembramos que
RR, = {r%p,yi + 4 rypy, onder, € Rvepﬂ € R, para j=1,..,s}.

Suponhamos que temos uma ['-graduacao em R. Cada elemento r de R tem uma

tnica representacao da forma
r= E Ty
v
onde r, € R, e a soma contém somente um nimero finito de termos nao nulos.

Definicao 1.12: Os elementos de R, serao chamados homogéneos de grau v e r., é

chamada componente homogénea de r, de grau .

Observagao 1.13: 1) O elemento zero do anel R é homogéneo de grau +, para todo
vel.

2) Dado um anel R, podemos sempre obter uma I'-graduagao de R, pondo Ry = R e
R, =0, quando « # 0, chamada de I'-graduacdo trivial em R.

3) Seja R um anel ['-graduado. O elemento identidade de R é homogéneo de grau zero, e

consequentemente Ry é um subanel de R.
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Exemplo 1.14: Seja I' = N, R um anel e Rz, ..., z%] o anel dos polindmios nas inde-
terminadas z1, ..., 7. Os conjuntos Sy = {polindémios homogéneos de grau d} U {0} sdo

subgrupos de R[zq, ..., x|, para todo d > 0. Logo
R[.Tl, 73:/6] = 69210361

Seja R = Zv R, um anel I'-graduado e seja M um R-moédulo. Temos em M uma

estrutura de grupo abeliano aditivo.

Definigao 1.15: Uma I'-graduagdo em M é uma familia { M, },cr de subgrupos do grupo
aditivo M que satisfaz:

a) M =&, M,;

b) R,M, C M_, s, para quaisquer 7, v erl.

Lembramos que
R.M, = {rmm% Ty sy € Ryymy € My i =1, N}

Seja M = ®,erM, um moédulo I'-graduado sobre um anel I'-graduado R = @©,R,.

Cada elemento m € M tem uma tnica representac¢ao na forma
m = E s
¥
onde m., € M, e a soma contém somente um ntmero finito de termos nao nulos.

Definicao 1.16: Os elementos de M, sao ditos homogéneos de grau v e m. ¢ chamada

componente homogénea de grau v de m.

Observagao 1.17: 1) Notamos que cada M, é um Ry-modulo.
2) Sejam R um anel e M um R-mo6dulo. Consideramos R com a I'-graduagao trivi-

al. Podemos sempre tornar M um moédulo I'-graduado sobre o anel I'-graduado R, fazendo
My = M e M, =0, para y # 0.

Proposigao 1.18: ([18/, pag.115) Se K ¢é um submdodulo de um R-mddulo I'-graduado
M = @©,M,, entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) K=&,(M,NK);

b) Sey € K, entao todas as componentes homogéneas de y pertencem a K ;

c) K pode ser gerado, como R-mddulo, por elementos homogéneos.

Um submodulo K que satisfaz uma condigao (e portanto todas as propriedades (a),

(b) e (¢)) da proposigao anterior é chamado submddulo homogéneo de M.
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Seja M = @, M, um modulo I'-graduado sobre um anel I'-graduado R = @, R, e
seja K um submoédulo homogéneo de M. Se escrevermos K., = M, N K, entao K, é um
subgrupo do grupo aditivo K.

A familia {K,},er constitui uma I'-graduacdo em K. Chamamos esta graduacao de

graduacao induzida.

Ainda assumindo que K é um submodulo homogéneo de M, seja
oM — M/K

a aplica¢do natural. Ambos M e M /K sao Ry-modulos e portanto ¢ é um Ry-homomorfismo.

Colocamos
(M) = (M/K),. (1.1)

Entao (M/K)., é um Ry-submoédulo de M/K e portanto um subgrupo aditivo de M/K.
Entao temos que a familia {(M/K),},er é uma I'-graduagao em M/K. A I'-graduagao
{(M/K),}yer em M/K é chamada de graduagdo quociente.

Teorema 1.19: ([1/, pag. 106) Seja R um anel graduado, entao as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:
a) R € um anel Noetheriano;

b) Ry é Noetheriano e R € finitamente gerado como Ry-dlgebra.

1.2 Filtracoes

Seja R um anel. Uma filtracdo em R é uma familia de ideais { R, },>0 satisfazendo

R, O R, .1, para todo n > 0.

Seja { R, }n>0 uma filtragao de ideais num anel R. {R,},>¢ ¢ uma filtra¢io multiplica-
tiwa em R se:
a) Ry = R;
b) RR, C Ryin, para todo m,n > 0.

Exemplo 1.20: Seja [ um ideal em R. Entao {I"},>¢ (as poténcias do ideal I') constitui

uma filtracao multiplicativa em R.
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1.3 Anel Graduado Associado a uma Filtracao Multiplica-
tiva
Seja { Ry, }n>0 uma filtracdo multiplicativa em R. Definimos
grR = (Ro/R1) @ (R1/R2) ® (Rz/R3) - - - .

Notamos que gr R possui uma estrutura de grupo abeliano. Podemos também definir uma

estrutura multiplicativa em gr R da seguinte maneira
grRxgrR— grR

(Biws, Xjy;) — (Baw)(E5y5) = Bijr9;.

Com estas operagoes gr R se torna um anel.

Os elementos homogéneos de grau m, m > 0, do anel gr R sao os elementos de R,,,/ R, 11
Observagao 1.21: O elemento identidade em gr R é a imagem de 1 € Ry/R; = R/R;.

gr R ¢ dito o anel graduado associado a filtragao multiplicativa { R, },>0 do anel R.

1.4 Complexos

Os resultados desta se¢ao sao encontrados em |[18].

Um complexo de R-modulos é uma sequéncia

dn Mn_l dn—l Mn_2 .. (12>

dn+1
T n+1 Mn

de R-modulos e R-homomorfismos estendida indefinidamente em ambas as dire¢oes, com
a propriedade que

para todo n.
M, sera chamado maddulo componente de grau n ou a n-ésima componente do complexo.
d,, serd chamado n-ésima diferencial ou n-ésimo homomorfismo de bordo.
Por simplicidade, representamos (1.2) por (M, d), ou ainda como M.
Além disso, a condigao dada em (1.3), pode ser escrita como d? = 0.
Vamos agora definir os médulos de homologia de um complexo. Para isto, conside-

ramos um complexo (M, d) de R-modulos. Seja

Zo(M) = ker d,
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B,(M) =Imd, 1
Os elementos de Z,,(M) sao chamados os n-ciclos de M e os de B,,(M) os n-bordos. Segue
de (1.3) que para todo n > 0, vale a inclusao abaixo
B,(M) C Z,(M).
Portanto, podemos definir o seguinte R-modulo quociente
H,(M) = Z,(M)/Bn(M) (1.4)
que é chamado n-ésimo mddulo de homologia do complexo M.

Observagao 1.22: A sequéncia (1.2) é exata se, e somente se, os modulos de homologia
H,,(M) de M sao nulos, para todo n.

Definigao 1.23: Um complexo (M, d) é aciclico se H,(M) = 0, para qualquer n € Z.

Assim um complexo é aciclico se, e somente se, for uma sequéncia exata.

Sejam (M',d') e (M,d) complexos de R-mo6dulos. Uma aplicacao entre os complexos
(M',d') e (M,d), é uma familia {¢,} de R-homomorfismos

¢n: M, — M,

para todo n, —oo < n < 0o, tal que o diagrama

M, —" M, (1.5)

%L Jon-

Mn —d> Mn—l

é comutativo, isto é, tal que
gbn—ldn = dnqbna

para todo n.

Por simplicidade, escrevemos ¢ : M’ — M. ¢ é chamado um isomorfismo de com-
plexos se ¢, € um isomorfismo de R-modulos, para todo n € Z.

Seja ¢ : M’ — M uma aplicacdo entre complexos. O fato do diagrama (1.5) ser

comutativo implica que

On(Za(M')) C Zo(M). (1.6)
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Por outro lado, o diagrama

’
d
’ n+1 /
— M,

M,

¢n+1l L¢n

My 1 — M,
dn+1

¢ também comutativo, e portanto temos

bn(Bn(M')) C B, (M). (1.7)

! /

Com base em (1.6) e (1.7), ¢, ¢ uma aplicacdo entre os pares (B, (M), Z,(M)) e
(Bn(M), Z,(M)). Logo induz um homomorfismo

¢+ Hy(M') — H, (M) (1.8)

dado por ¢* (m + B,(M")) = ¢,,(m) + B,(M), onde m € Z,(M").

Portanto a aplicacao ¢ : M’ — M de complexos induz homomorfismos
H,(M') — H,(M)

dos modulos de homologia de M nos moédulos de homologia de M.
O complexo (M, d) é chamado um complexo 4 esquerda se M, = 0, para todo n < 0.

Portanto um exemplo tipico de um complexo a esquerda tem a forma

..a.MnéMn_la....a.Mle.Moe.Oé...

1.5 Construcao do Complexo de Koszul

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [18].

Seja M um R-modulo e vy, ..., v5(s > 0) elementos do anel R. Vamos construir um com-
plexo de R-mo6dulos que chamaremos complexo de Koszul de M com respeito a 7, ..., Vs.
Denotamos o complexo de Koszul de M com respeito a 7, ...,7s por K (y1, ..., vs|R|M),
ou por K(y|M) = K (91, ...,7s|M) se nao ha davidas sobre o anel em questao.

O complexo de Koszul K (7, ...,7s|M) tem a forma

e O K (9 M) == K (M) — (9] M) =0 — -

Para 0 < p < s, a p-ésima componente K,(y|M) é a soma direta de (;) copias de M,

onde (;) é o coeficiente binomial usual. Se s = 0, entdao K (:|M) é simplesmente
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Para s > 1 é necessario descrever os homomorfismos de bordo, e para isto introduzimos

alguma notacao especial. Sejam 17,75, ..., T, novos simbolos e escrevemos

Kun,..%M)= € MT,T,..T,

11 <ig<--<iy

onde i1, 19, ..., 7, sao inteiros que variam 1 <7y <y < --- <1, < s.
Exemplo 1.24: Seja s =3 e u = 2. Temos que
Ko(y1, 72,73 M) = M @& M & M.
Mas com a nova notagao escrevemos
Ko (71,72, 73| M) = M;, iy @ Miyiy ® M;, <

Portanto, quando 0 < p <'s, K, (71, ...,7s| M) ¢é efetivamente a soma direta de M, (Z)

copias, e um elemento de K, (71, ...,7s|M) tem uma tnica representacao na forma
E milig...iuﬂlﬂz---nu
11 <t < <iy

onde Miyiy..q, Pertence a M. No caso = 0, temos que
Ko(y1, 75| M) = M.
Queremos agora definir um homomorfismo de bordo

Ay K1y e 9| M) —> Kyma (71, 0,75 M)

e observamos que aqui, somente valores de p que satisfazem 0 < p < s é que necessitam
consideracao. Supomos entao que j estd nestas condigoes e sejam 41,4y, ...,%, inteiros
tais que 1 < 4y < iy < --- < i, < s. Desde que cada elemento de K, (v,...,7s|M) &

unicamente expresso como uma soma de elementos da forma mT; T;,...T; ,, colocamos

w
du(mT, T,..T;,) = Y (=1 'y,mT,..T,,..T,, (1.9)

p=1
onde ~ sobre T;  significa que este fator foi omitido. Notamos que d,, ¢ um homomorfismo
de R-modulos.
Quando p =1, (1.9) assegura que di(mT;,) = v, m.

E necessario agora mostrar que

d d
T u+1(’717---775|M)H—-H>Ku(’71a'--a’ys|M)—H> u—l(’71a'--775|M)_>"'
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realmente ¢ um complexo, isto ¢, precisamos verificar que d,,_1d,, = 0.

Supomos 0 < p— 1 < o < s e queremos verificar que
dy—1d,(mT;\T;,..T;,) = 0. (1.10)

Consideramos 1 < p < ¢ < pu, entdo quando calcularmos o lado esquerdo de (1.10) temos
que o termo %-p%qmﬂl...ﬁp...ﬁq...ﬂu ocorre duas vezes. Numa ocasido o termo estéd
multiplicado por (—1)P~}(—=1)?"! e na outra por (—1)P~}(=1)7"2, e dai os dois termos se
anulam e consequentemente temos d,_1d, = 0.

Desde que K (71, ..., vs| M) é um complexo, podemos formar seu médulo de homologia.

O p-ésimo moédulo de homologia seréd denotado por
H,UK(’Yla g) /VS|M)

que as vezes abreviaremos para H,K(y|M) = H,(y|M).

Observamos que H, K (y|M) = 0, quando p > s ou p < 0. De fato, pois para p > s
ou p < 0 temos que K, (y|M) = 0.

Um elemento de Ki(71,...,7s|M) tem a forma )., m;T;, onde m; € M, logo por

d1 (mTﬂ) = Yi1m, temos
dy(B7ymiTi) = mima + -+ 4 s

Portanto

Imd, =yM+---+ v M.

Assim, desde que K_1(71,...,7s|M) = 0, temos
HOK(’yla 778‘M) = M/(VlM + -+ ’YSM)

Cada elemento de Ky(v,...,7s|M) tem a forma mT,T5...Ts. Por (1.9) temos

dy(mT, Ty, Th) = Y (=1 'y, mT, . T, T,

p=1

s*

Assim, dg(mT;,T;,..T;,) =0 < vym =0, parat =1,2,...,s.
Identificamos K(71, ..., vs| M) com M, assim mT; T;,...T;, se identifica com m.
Logo
kerds = (0:p7 (mR+ -+ 4+ v:R)).

Portanto desde que Ksi1(71, ..., 75| M) = 0, temos
HoK (150076l M) = (00 (B A+ 47 R)).

Consideramos elementos y, ..., y, do anel R, que denotamos por y.
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Definigao 1.25: Denotamos por K(y) o complexo de Koszul de y. Mais geralmente,
se M ¢ um R-modulo, entdo K(y, M) é o complexo K(y) ®r M chamado complezo de

Koszul de y com coeficientes em M, sua diferencial ¢ denotada por dy a-

Definigao 1.26: Os elementos 71, ...,7s(s > 0) formam um sistema de multiplicidade
em M (M um R-moédulo) se o R-modulo M /(v M + - - - +~,M) tem comprimento finito.

Quando s = 0, esta condi¢ao significa que Lg(M) ¢ finito.

Lema 1.27: ([18/, pag. 369) Seja M um R-mddulo Noetheriano e vy, ...,7ys um sistema de
multiplicidade em M. Entdao cada um dos R-mddulos H, K (1, ...,vs|M) tem comprimento
finito.

Seja M um R-moédulo Noetheriano e 74, ..., 7s(s > 0) um sistema de multiplicidade em
M. Pelo lema anterior, cada moédulo de homologia H, K (71, ...,7s|M) tem comprimento

finito. Podemos portanto definir a soma

XR(’Vla sy IVS|M) = Ell(_l)uLR{HllK(’yla ceey ’YslM)}

Para s = 0, temos xg(-|M) = Lr(M).

Suponhamos que (M, d) é um complexo de R-mddulos tal que todos os modulos com-
ponentes tem comprimento finito e no méximo um ntmero finito deles sao nao nulos,
entao a soma

V(=1 Lr(M,)

estd bem definida e é chamada a caracteristica de Euler-Poincaré de M.

1.6 Anéis e Médulos Cohen-Macaulay

Consideramos um anel Noetheriano local R, com ideal maximal M. Seja M um

R-moédulo finitamente gerado. O conjunto
Ann(M) ={a € R: am = 0, para todo m € M}

¢ um ideal de R, chamado o anulador de M.
Definimos a dimensao de M, dim M, como a dimensao de Krull do anel R/Ann(M),
assim

. . R
dlm M = dlm(m)

Observamos que, se Ann(M) = 0, temos dim M = dim R.
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Seja (R, M) um anel Noetheriano local com dimensao r, ou seja, dim R = r. Dizemos
que o conjunto {ay,...,a,} de elementos em M é um sistema de pardmetros de R, se eles
geram um ideal M-primério.

Seja M um R-mo6dulo finitamente gerado e dim M = s. Dizemos que os elementos
ai, ..., as € M formam um sistema de pardmetros em M, se o R-mo6dulo

M
(ay M + -+ asM)

tem comprimento finito.

Notamos que o niimero de elementos num sistema de parametros de M deve ser igual
a dimensao de M, por definicao.

Dizemos que um elemento a € R é M -reqular se am = 0 para todo m € M, m # 0,

implica a = 0.

Defini¢ao 1.28: Seja (R, M) um anel Noetheriano local, e I um ideal do anel R. Uma
sequéncia ag, ..., a, € I de elementos de R é chamada M -reqular se as seguintes condig¢oes
forem satisfeitas:

a) a; & M-regular, ay é (M/a;M)-regular,..., a, é (M/(ay, ..., a,—1)M)-regular;

b) M/(ay,...,a,)M # 0.

Observamos que se I = M na definicao anterior, diremos que ay, ..., a, ¢ uma M-
sequéncia ou M -sequéncia reqular.

Uma sequéncia M-regular xy,...,z, em [ é maximal quando xi,...,x,,r nao ¢ uma
sequéncia M-regular, para todo x € I.

Suponhamos que M # 0 e I = M. Qualquer M-sequéncia pode ser estendida a
uma M-sequéncia maximal. De fato, pois caso contrario, seria possivel construir uma
sequéncia infinita (a1, as, ...) satisfazendo (a) da defini¢ao acima e uma cadeia estritamente
ascendente de ideais

(a1) C (a1,a2) C (a1, a9,a3) C ---

o que contradiz o fato de R ser um anel Noetheriano. Além disso, observamos que todas
as sequéncias maximais tem o mesmo nimero de elementos e toda M-sequéncia pode ser

estendida a um sistema de parametros (ver [20], pag. 61).

Definigao 1.29: O ntimero de elementos numa M-sequéncia maximal de M é chamada
a profundidade de M, e é denotada por depthpM. Um moédulo M é chamado mddulo
Cohen-Macaulay se

dim M = depthM.
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Um anel R é chamado anel Cohen-Macaulay se ele € um moédulo Cohen-Macaulay quando

visto como um modulo sobre si mesmo.

Definimos profundidade de I em M, como o niimero de elementos de uma sequéncia

M-regular maximal contida em I, e denotaremos por depth(I, M).

Teorema 1.30: (/20], pag.65) Se M ¢é um mddulo Cohen-Macaulay, todo sistema de
parametros de M € uma M-sequéncia. Reciprocamente, se um sistema de pardmetros de

M € uma M -sequéncia, M é um maodulo Cohen-Macaulay.

Outro modo de definirmos a profundidade de um moédulo M, vista por exemplo em

[15], é através do functor Ext, como segue abaixo.

Teorema 1.31: (/15/, pag.130) Seja R um anel Noetheriano, I um ideal de R e M um
R-maodulo finitamente gerado tal que M # IM, entdo o comprimento de uma M -sequéncia
mazimal em I é um inteiro bem definido n, e n é determinado por Exto(R/I, M) = 0, se
i<neBxthy(R/I,M)#0. Escrevemos n = depth(I, M), e chamamos n o I — depth de
M.

Assim o teorema anterior toma a forma
depth(I, M) = inf{i : Ext%,(R/I, M) # 0}.

Em particular, para um anel local Noetheriano (R, M, K), onde K = R/M, chamamos
depth(M, M) simplesmente o depth de M, e escrevemos depthM ou depth,M:

depthM = inf{i : Ext',(K, M) # 0}.

Teorema 1.32: ([15/, pag.131) Seja R um anel Noetheriano, I = (y1,...,yn) um ideal
de R, e M um R-mddulo finitamente gerado tal que M # IM. Se

q = sup{i : H;(y, M) # 0}

entao qualquer M-sequéncia mazximal em I tem comprimento n — q; onde y denota ele-
mentos yi, ..., Yn € R e Hi(y, M) = H;K(y, M), ou seja, sio os médulos de homologia do

complexo de Koszul dos elementos yy,...,y, € R, com coeficientes no R-maddulo M.

Observagao 1.33: O teorema anterior afirma que depth(/, M) é o nimero de termos

nulos sucessivos, da esquerda para a direita, na sequéncia

H,(y, M), H,1(y, M), ..., Hy(y, M) = M/IM # 0.
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Corolario 1.34: ([15/, pag.131) Nas hipdteses do teorema anterior, temos yi, ..., Yn €

uma M-sequéncia se, e somente se, depth(I, M) = n.

1.7 Séries de Hilbert

Seja R = @:° R, um anel Noetheriano graduado. Depois do Teorema 1.19 segue
que Ry é Noetheriano e R ¢ finitamente gerado como uma Ry-algebra, digamos por vy, ..., ys
e supomos que estes sao homogéneos de graus positivos [y, ..., [, respectivamente.

Seja M = @72 M,, um R-moédulo graduado finitamente gerado, e portanto Noetheri-
ano. Entao podemos dizer que M é gerado por um numero finito de elementos homogé-

neos, tais como my, ..., m; homogéneos de graus ri, ..., 7;, respectivamente.

Definicao 1.35: Definimos a série de Hilbert do moédulo M como
pur(t) =Y Lr(My)t" € Z][t]
n=0

onde Lg(M,) é o comprimento do submoédulo M,,.

Teorema 1.36: ([1/, pag. 117) pr(t) € uma fungdao racional em t da forma
F@)/ T = %), onde f(t) € Zt).
i=1

Logo pas(t) possui um polo em ¢ = 1. Denotaremos por d(M) a ordem deste polo.
Observamos que d(R) = dim R (ver [1], pag. 119), no caso em que M = R.
Supomos agora que M, seja um C-espago vetorial, para todo ¢ > 0. Supomos ainda

que dim M, ¢ finita, para todo ¢ > 0.

Definigao 1.37: Definimos a série de Poincaré do R-médulo graduado M como a série
pu(t) = Zzio(dim M,) -t

Observamos que no caso em que M, é C-espago vetorial de dimensao finita, segue que
o comprimento é igual a dimensao, pelo Teorema 1.6, portanto a definicao de série de

Hilbert e série de Poincaré coincidem.
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1.8 Complexo de Cadeia Celular
Os resultados das proximas duas se¢oes podem ser encontrados em [13].

Definicao 1.38: Seja k£ € N. Um simplero k-dimensional, ou k-simplexo, é o fecho

convexo o de k 4+ 1 pontos linearmente independentes vy, v, ..., v € R™. Escrevemos
0 = YgU1...Vg.
Os pontos v; sao chamados os vértices de o.

Consideramos agora os seguintes conjuntos
E"={xeR":|z| <1}
Ut={zeR":|z|] <1}
Sl ={z eR": |z| =1} = 9(E™).

Observamos que U™ é homeomorfo a R™. Seja X* um espaco de Hausdorff e X um

subconjunto fechado de X™* tal que
X -x=Je

onde a uniao anterior ¢ uma uniao disjunta e cada ey ¢ um subconjunto aberto, homeo-
morfo a U". Chamaremos e n-célula ou n-célula aberta.

Para cada indice A € A, existe uma aplicagao continua
f)\ B — é;\l

tal que f) aplica U™ homeomorficamente em €} e fy(S"™ ') C X. Esta aplicagao chamare-

mos de aplicacao caracteristica.

Definicao 1.39: Uma estrutura de CW-complezo em um espago X (Hausdorff) é uma

sequéncia ascendente de subespacos fechados em X
X'cXtcx*c--

que satisfaz as seguintes condic¢oes:
a) X° tem topologia discreta;
b) para n > 0, X™ ¢ obtido de X! colando uma coleciao de n-células de modo que sejam

satisfeitas as condigOes vistas anteriormente.
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¢) X ¢ uniao dos subespagos X', para i > 0;
d) o espago X e os subespagos X7 tem a topologia fraca: Um subconjunto A é fechado

se, e somente se, ANe" é fechado em €", para qualquer n-célula e”, n =0,1,2, ....

Chamaremos X" de n-esqueleto.

1.9 Grupos de Homologia Relativa

Seja X um espago topologico e A um subespago de X. Seja C,,(X) o grupo abeliano
livre cuja base é o conjunto dos n-simplexos e} em X. Seja C, (X, A) o grupo quociente
Cn(X)/C,(A). A aplicagao de bordo

0:Ch(X) — Cpq(X)
é tal que 0(C,,(A)) C C,—1(A), portanto induz uma aplicacdo de bordo quociente
0:Cp(X,A) — C,1 (X, A).

Assim temos uma sequéncia de aplicagoes de bordo

an n
e O (X, A) 2 O (X, A) — 2 O (X A) ——
Observamos que 0,,0,+1 = 0. Portanto temos um complexo de cadeias. Logo, podemos
considerar os grupos de homologia ker d,,/Im 0,11 deste complexo, que serdao chamados de
grupos de homologia relativa H, (X, A).
Observamos que os grupos de homologia relativa H,(X, A), para qualquer par (X, A),

se encaixam em uma sequéncia exata longa
= Ho(A) 2 Ho(X) 2% Hoy (X, A) 2 Hy y(A) —= - —= Ho(X, A)—0, (1.11)
onde 7, é a aplicagao inclusao e 3, a aplicagao quociente.

Teorema 1.40: [13] Seja X um CW-complexo. Entao H (X", X" ') € zero para ¢ #n
e € abeliano livre para g = n, com base em correspondéncia um-a-um com as n-células de

X.
Com auxilio da sequéncia exata longa (1.11) dos pares (X" X7) (X", X"1) e
(X"~1 X"72), obtemos a seguinte sequéncia

e Hop (X7, X7 %Hn(Xn,Xn—l) L H, (X, XY e
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onde d, 1 e d, sao definidas como as composigdes 7,0,11 € Jn_10,. Como a sequéncia
(1.11) é exata, temos que 0,7, = 0, e entdo a composi¢ao d,d,+; = 0.

Portanto a sequéncia anterior é um complexo de cadeias, chamado complexo de cadeia
celular de X.

Desde que H, (X", X" !) é livre com base em correspondéncia com as n-células de X,

podemos pensar os elementos de H,(X™ X" ') como combinagoes lineares de n-células
de X.
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Capitulo

2

Poliedro e Filtracao de Newton

Neste capitulo definimos o poliedro de Newton, bem como germes comodos. Além
disso, definimos uma classe importante de fungoes, que sao os germes com parte principal
Newton nao-degenerada.

Construimos ainda uma filtracao no anel dos polinémios, que chamamos filtragao
de Newton, associada ao poliedro de Newton no infinito. Com auxilio desta filtracao
construimos o anel graduado associado, o qual é fundamental para a demonstracao do
teorema principal.

Observamos que neste capitulo definiremos os conceitos para séries formais, polindémios
e polinémios de Laurent, mas no teorema principal nos limitaremos apenas para polinémios
comodos . Convém ressaltar que existe um teorema semelhante para séries formais que

foi feito por Spohr [5] e polindémios de Laurent.

Definicao 2.1: . Para f € C[[zy, ..., z¢]] definimos o ntimero de Milnor da série formal

f por:

. Cllxy, ...,z
,U(f) = dlm(c 8[f1 8fk]]
(8—331,...,8—%)

II. Para f € Clzy, ..., %] definimos o nimero de Milnor do polinémio f por:

~ ) Clxy,...,x
a(f) = dime H
(Bars - 7o)

III. Para f € Clzy, 27", ..., 21, 7}, '] definimos o niimero de Milnor do polinémio de Laurent

f por:
. . Clx ,w’l,...,x ,x’l
p(f) = dimg [ 1< a} afk> - |

Ox1’ """ Oxy,

23
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Nk

Definigao 2.2: Seja f = > i a,2", onde 2" = 1" ---2;* e a, € C. Definimos o

suporte de f por:
supp f = {n € Z" : a, # 0}.

Desde que N¥ C Z*, esta definicio é aplicavel para séries formais, polindmios e

polinémios de Laurent.

Definigao 2.3: Chamamos a série formal (ou polinémio) f = >\« anz™ comodo, se

ez

7%, onde n; > 1, aparece em [ com o coeficiente

para qualquer ¢ = 1,....,k 0o monoémio x
nao nulo.

O polinémio de Laurent f = )" .. a,2™ é chamado cémodo, se o ponto 0 do espago R¥
nao pertence a nenhum plano das faces de dimensao i (1 < i < k — 1) do poliedro que

esta no fecho convexo do conjunto supp f \ {0} em RE.

Seja f =Y, cnr @™ € Cl[z1, ..., 23]]. Definimos poliedro de Newton, I',(f), de uma
série formal sendo o fecho convexo em R* do conjunto U(n +R%) onde n € supp [\ {0}.

Definimos a fronteira de Newton (bordo) da série f na origem como a unido das faces
compactas do poliedro I'; (f), denotada por I'(f).

A parte principal newtoniana ou simplesmente parte principal da série formal f, na
origem, é definida como sendo o polinémio fy = ZnEF(f) a,x"™. A unidao de todos os

segmentos de origem 0 e extremo sobre I'(f) é denotada por I'_(f).

Seja f = > cnr an®” € Clay, ..., 7] um polindmio comodo. O fecho convexo do
conjunto {0} Usupp f em R% ¢ denotado por f_(f)
f_(f) ¢ chamado Poliedro de Newton no infinito de f.

Definimos a fronteira de Newton (bordo) no infinito do polinémio f como a unido das
faces fechadas do poliedro I (f) que nao passam pela origem, e denotamos por f( f).

Definimos a parte principal newtoniana ou simplesmente parte principal do polind-

mio f, no infinito, como o polinémio: fy = Enef(f) ™.

Seja f = >, cpr ana™ € Clzy, 27", ..., 7k, ¥, '] um polinémio de Laurent comodo. O
fecho convexo em R* do conjunto supp f\{0} é denotado por I'* (f). Definimos a fronteira

de Newton do polinémio de Laurent f, como sendo

[(f) = or=(f).

Definimos parte principal newtoniana ou simplesmente parte principal de f, como sendo
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o polinémio de Laurent

Exemplo 2.4: Seja f: (C2,0) — (C,0) dada por f(z,y) = 2° + xy + 22y + y.

O poliedro de Newton de f, pensando f como sendo uma série formal, ¢ dado pela parte
ilimitada em R?%, a partir dos segmentos de reta que ligam os pontos (0,4) a (1,1) e
(1,1) a (3,0). ET_(f) é a parte limitada em R? pelos mesmos segmentos de reta e estes

segmentos de reta formam a fronteira de Newton, como observamos na figura abaixo

Se pensarmos f como um polinémio, temos que f_( f) é a parte limitada em R pelos
segmentos pontilhados que ligam os pontos (0,4) a (2,3) ¢ (2,3) a (3,0). E estes segmentos

pontilhados formam o bordo de Newton do polindémio f.

Exemplo 2.5: Seja f € Clz, 27!, y,y!] dada por

fle,z Ly, y ) =22+ 222 + > + o2+ o2y 2+ y 2 + a2y + 2%y 2

Temos que f ¢ um polindmio de Laurent comodo porque o ponto 0 do espaco R? nao
pertence a nenhum plano das faces de dimensao 0 e 1 e além disso temos que I'* (f) ¢
dada pela area em R? limitada pelos segmentos de reta unindo os pontos (2,2), (2, —2),

(—2,-2), (—=2,2) e (2,2). E estes segmentos de reta formam a fronteira de Newton do
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polinémio de Laurent f, como podemos ver na figura abaixo:

Definicao 2.6: Seja .S um poliedro compacto de ]R’fr. Definimos o numero de Newton

v(S) do poliedro S pela formula
v(S) = kWi — (k= D)Wiey + -+ (=D 1V + (=1)F,

onde V}, é o volume de dimensao k do poliedro S e V; ¢ a soma dos volumes de dimensao ¢

das interse¢oes de S com todos os planos coordenados de dimensao ¢, para 1 < ¢ < k—1.
Observamos que esta definigao é valida tanto para séries formais quanto para polindémios.
Definicao 2.7: Seja S um poliedro compacto de R¥. Definimos
v (S) = kWi (9).

Definicao 2.8: Seja f uma série comoda, ou um polinémio ou um polinémio de Laurent.
Definimos o numero de Newton de f da seguinte maneira:

para f € C[[z1, ..., zg]], definimos v(f) = v(I'_(f));

para f € Clz1, ..., 7], definimos 7(f) = v(T_(f));

para f € Clay,x7", ..., 2x, ;. '], definimos v*(f) = v*(I'* (f)).

Exemplo 2.9: Consideramos a série, polindémio e polinémio de Laurent dos exemplos
(2.4) e (2.5), ou seja, f: (C%0) — (C,0) dada por

flz,y) = 23+ zy + 22 + gt

Entao, se pensarmos f como uma série formal, temos que V5 = %, Vi=3+4=7. Logo,

I/(f):2!V2—1!V1+1:2-g—7+1:1.
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Se pensarmos f como um polinémio, temos V5 = %, Vi=3+4=7. Logo,
~ 17
() =2 - Wi +1=2- 7 —T+1=1L
Consideramos f € Clz,z7!,y,y~!] dada por
fla oy ) =+ 2P P ot bty byt 4 o 4 2ty
como no exemplo (2.5). Entao
V(f) =21V = 216 = 32.

Introduziremos agora a nocao de nao-degeneragao, para séries formais, polindémios e

polinémios de Laurent.

Definigao 2.10: Sejam g = >, a,2" e A um subespago compacto de R¥. Definimos

ga = Z a,x".

ne(ANZF)

Diremos que a parte principal de uma série (de um polinémio ou de um polinémio de
Laurent) f é Newton ndo-degenerada, se para qualquer face fechada A da fronteira de
Newton os polinémios de Laurent

of af

(xla_scl)A’ ey xkaxk)A

nio se anulam simultaneamente sobre (C \ 0)F.

Se uma série ( polindmio ou polinémio de Laurent) ndo é Newton nao-degenerado,
dizemos que a série ( polindmio ou polindmio de Laurent) é Newton degenerado ou

simplesmente degenerado.

Exemplo 2.11: Consideramos o polinobmio flx,y) = 25 + 2y — 223y + y*.
O poliedro de Newton de f, pensado f como série formal, é dado pela parte ilimitada em
R? , a partir dos segmentos de reta que ligam os pontos (0,4) a (1,1) e (1,1) a (6,0) .

E I'_(f) é a parte limitada em R% pelos mesmos segmentos de reta e estes segmentos de
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reta formam a fronteira de Newton, como observamos na figura abaixo

4
1
1 6
Notamos que f é uma série Newton nao-degenerada, pois se (x%)m =0e (yg_i>A1 =0,
onde A; é a face formada pelos vértices (6,0) e (1,1), entdo x = 0 ou y = 0. E se

(;E%)AQ =0e (yg—z)AQ = 0, onde A, é a face formada pelos vértices (1,1) e (0,4), entao
r=0ouy=0.

Se pensarmos f como um polindmio, temos que f_( f) ¢ a parte limitada em R2 pelos
segmentos pontilhados que ligam os pontos (0,4) a (6,0). E estes segmentos pontilhados

formam o bordo de Newton do polindémio f, como observamos na figura abaixo

Temos que f é um polinomio degenerado no infinito, pois na face A formada pelos vértices

(0,4) a (6,0), temos (ZL‘g—i)A = 62°(2® — y?) e (yg—i)A = —4y*(z*® — y?) tem o polindmio
3

2% — y? como solucao comum.
Se pensarmos f como um polinémio de Laurent, temos que I'* (f) é o fecho convexo em

R? do conjunto {(6,0), (0,4), (1,1),(3,2)}. E os segmentos pontilhados formam o bordo
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de Newton do polinomio de Laurent f, como observamos na figura abaixo

1 3 6

Temos que f é um polindémio de Laurent comodo, pois o ponto 0 do espaco R? nao

pertence a nenhum das faces de dimensao 1 do poliedro I'* , além disso f é um polinémio de

Laurent degenerado, pois na face A, formada pelos vértices (0,4) e (6,0), temos (x%) A=
3

623 (2% — y?) e (y%)A = —4y?(23® — y?) tem o polindémio 2 — y* como solu¢io comum.

Exemplo 2.12: Consideramos o polinémio f(z,y) = x't + 2%y —223y3 + 27" + 29® + y!
O poliedro de Newton de f, pensando f como sendo uma série formal, é dado pela parte

ilimitada em R? | a partir dos segmentos de reta que ligam os pontos (0,11) a (1,5) e

+
(1,5)a(5,1) e (5,1) a (11,0). ET_(f) é a parte limitada em R? pelos mesmos segmentos
de reta e estes segmentos de reta formam a fronteira de Newton, como observamos na

figura abaixo

11

1 3 5 11
Temos que f é uma série degenerada na origem, pois na face A formada pelos vértices

(5,1), (1,5), temos (z5)a = wy(a® —y*)(52% — y*) e (yF)a = wy(a® — y?)(z” — 5¢°) tem
2

o polinémio 2% — y? como solucao comum.



30 Capitulo 2. Poliedro e Filtracao de Newton

Se pensarmos f como um polinémio, temos que I'_(f) é a parte limitada em R%
pelos segmentos pontilhados que ligam os pontos (0,11) a (7,9) e (7,9) a (11,0). E estes
segmentos pontilhados formam o bordo de Newton do polinémio f, como observamos na

figura abaixo

11

7 11

Temos que f como polindémio é Newton nao-degenerada no infinito, pois se (:c%) A =0
e (yg—i)Al = 0, onde A; é a face formada pelos vértices (0,11) e (7,9), entdo z = 0 ou
y=0. Ese (.CE%)AQ =0e (y%)A2 = 0, onde A, é a face formada pelos vértices (7,9) e
(11,0), entdo x =0 ou y = 0.

Se pensarmos f como um polindémio de Laurent, temos que I'* (f) é o fecho convexo em
R? do conjunto {(11,0),(1,5),(5,1),(11,0),(7,9)}. E os segmentos pontilhados formam

o bordo de Newton do polinémio de Laurent f, como observamos na figura abaixo

11}

1 57 11

Temos que f é um polinémio de Laurent comodo, pois o ponto 0 do espaco R? nao pertence

a nenhum das faces de dimensao 1 do poliedro I'* | além disso f é um polinémio de

. - )
Laurent degenerado, pois na face A formada pelos vértices (5,1) e (1,5), temos (ma—i) A=
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zy(x® — y?*)(5z* — y?) e (yg—i)A = zy(2* — y*)(2® — 5y?) tem o polinémio z* — y* como

solugao comum.

2.1 Densidade do conjunto das partes principais nao-
degeneradas

Neste se¢ao mostraremos que o conjunto das partes principais Newton nao-degene-
radas ¢ aberto e denso, na topologia de Zariski. Portanto, o conjunto das partes principais
degeneradas ¢ uma subvariedade algébrica na variedade de todas as partes principais que

correspondem a fronteira de Newton dada.

Observagao 2.13: Consideremos A um poliedro compacto, convexo, de dimensao ¢ em
R¥, cujos vértices pertencem a Z*, para ¢ entre 0 e k — 1. Supomos também, que A nao

esta situado em um subespaco linear de dimensao q.

Seja S um subconjunto compacto de R¥. Definimos
C[S] = {f € C|Z*] : supp f C S}.

Teorema 2.14: ([10/,pag.49) (Teorema de Sard) Seja f : N — P uma aplicagdo

suave. O conjunto dos valores requlares de f € denso em P.

Teorema 2.15: Para cada poliedro A C RF satisfazendo as hipdteses da observagao
anterior, existe um subconjunto do espago C[A] aberto e denso na topologia de Zariski,
que consiste de todos os polindémios de Laurent f € C[A] tais que os polindmios de Laurent

o o

T ey T
8.1'1, ’ aLL’k

nao se anulam ao mesmo tempo sobre (C\0)F.

Demonstragao: Para cada f € C[Z*], o ideal

(x ol )
1 8$1 PR kaxk
nao depende da escolha da base em Z*.

Escolhendo uma nova base em Z*, pode-se supor que para um certo 7 temos:

A C {t e R*: 1, =i}

Substituindo z; por z¢, i < k — 1, para um d € N conveniente, podemos supor que para.

7

um f € C[A] temos (0, ...,0,4) € supp f.
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Entao
f(xb 7Ik) = ‘ri:g(xla ...,.Tk_l)

onde g(xy,...,25_1) ¢ um polindémio de Laurent nas variaveis xy, ..., Tx_1.
Se xig € C[A], entdao para cada a € C, temos zi(g — a) € C[A]. Calculando as

derivadas de % (g — a), temos que se
r1— (2, (9g — ), ..., ve=—(2}.(9g — «
(bl = ). sy (29 — )
se anulam ao mesmo tempo sobre (C\0)*, entdo o é uma valor critico do polinémio
de Laurent g(z1,...,z5_1). De fato, se as derivadas, vistas anteriormente, se anulam ao
mesmo tempo sobre (C\0)*, significa que o seguinte sistema

ip 99 _
TpT15,- =0

i 99 _
xkajk_]_ axk—l
1gxy, — 1oy, = 0

se anula em um ponto 3 = (B4, .., Bx_1, Bx) € (C\0)*, donde temos

99(B) _

garl =0
39(5‘) _
Org—1 _O
g(f) —a=0

onde 3 = (B, .., Br_1). Logo a & um valor critico de g.
Mas, pelo Teorema 2.14, o conjunto dos valores regulares de g é denso. Assim, para

cada f € C[A] e para quase todos os o € C os polindmios

xla—m(f — axy), ”"x’“a_m(f — axy)
nao podem anular-se a0 mesmo tempo sobre (C\0)*. Dado que para cada o € C e cada
f € C[A], temos que f — azi € C[A] e temos que o conjunto de polinémios da forma

f — azt satisfaz a propriedade de que as séries

xlf)_ml(f — o), ’xka_m<f — axy)

nio se anulam simultaneamente sobre (C\0)*, para quase todos os a e todos f e portanto
¢é denso. Além disso este conjunto é aberto uma vez que seu complementar é o conjunto
de zeros dos polinémios

0 - 0

R —_ 1 -
xy (f (mk)a---,xkaxk

(f — az}).
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Portanto, {f — az}} com a propriedade de
(f o). (f — 0
11— (f —azl), .., zp=—(f — ax

nio se anular simultaneamente sobre (C\0)* é um conjunto aberto e denso, na topologia
de Zariski. [}

Observamos que desta forma o conjunto das partes principais degeneradas é uma sub-
variedade algébrica prépria na variedade de todas as partes principais que correspondem

a fronteira de Newton dada.

2.2 A Filtracao de Newton

Nesta secao introduzimos a filtracao de Newton associada a um poliedro de Newton

no infinito.

Definicao 2.16: ( ver [3] ) Um conjunto I_c R% ¢ chamado Poliedro de Newton no
infinito, se existe algum subconjunto finito B C Z* tal que ['_ ¢ o fecho convexo em RF
de B U{0}.

Denotamos por [ a unido das faces fechadas do poliedro I que nao passam pelo origem

e ¢ chamado fronteira de Newton.

Definicao 2.17: Seja I_ C R’i um poliedro de Newton no infinito, dado um vetor
v € RY \ {0}, definimos
[(v) = max{<n,v > nel_}

Uma face de I'_éum subconjunto da forma
Av)={n¢€ I'_:<n,v>=I(v), para algum v € RE\ {0}}.

Defini¢ao 2.18: Diremos que um vetor v € Z% \ {0} é primitivo quando v ¢é o vetor de

menor comprimento entre os vetores do conjunto {Av: A € Ry} N {Z%\{0}}.

Consideramos A um poliedro compacto, convexo, de dimensao ¢ em R¥, cujos vértices
pertencem & Z*, para q entre 0 e k—1. Supomos que A nao esté situado em um subespaco
linear de dimensao ¢. Definimos C'(A) como sendo o cone convexo de vértice 0 e de base
A, isto é, a reuniao de todas as semi-retas de R* de origem 0 que passam por A.

Diremos que uma face A(v) tem dimensao d, 0 < d < k—1, quando o menor subespago

afim que contém A(v) tem dimensdo d. Para cada poliedro de Newton I'_ no infinito,
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definimos
K(T) = max{dim C(A) : A¢é uma face fechada deT}.

Supomos que I C R’j é um poliedro de Newton no infinito com vértices em Zﬁ e
tal que K(T') = k. Observamos que para cada face de dimensdo méxima existe um tnico
vetor primitivo v tal que A = A(v).

Sejam vq, va, ..., v, 08 vetores primitivos correspondentes as faces de dimensao k — 1 de
T, tais que l(vj) # 0 para todo j = 1,2,...,r. Seja M o minimo multiplo comum entre
l(v1),l(v2), ..., l(v,), ou qualquer outro multiplo destes nimeros. Para cada j = 1,2,...,r

consideramos a aplicagao linear
dawy) RE — R

dada por v
- =< n,v; >.
P ) = gy <

Defimos assim a aplicacdo filtrante associada a I'_ como a aplicacdo
. ok
¢ R} — R
dada por

¢<n) = mln{¢A(v])(n)7] = 17 27 "'7T}‘

Por defini¢ao temos que ¢(a) < 0 para todo a € R’i e observamos que

¢|C(A(vj)) (n) = gbA(Uj) (n)

para todo n € C(A(v;)), e para j = 1,...,7, ou seja, a aplicagdo ¢ ¢é linear sobre cada cone
C(A(vy)).
A aplicacao ¢ é tal que
pla+1b) > ¢(a) + ¢(b)
para todo a,b € Rﬁ e cumpre a igualdade se, e somente se, existe uma face A C T de

dimensao maxima tal que a,b € C(A).

Além disso, ¢(ZE) C Z_ e o valor de ¢ sobre cada ponto de I éigual a —M.
Afirmamos que toda funcao
¢ :R¥ — R
tal que ¢ ¢ linear sobre cada cone C(A(v;)) e ¢ é constante sobre I’ ¢ um multiplo de .

De fato queremos mostrar que ¢ = \ - ¢ para algum A € R. Como ¢ e ¢ sao constantes
sobre f, existe A € R tal que ¢’ = \- ¢ em r.
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Agora dado n € R%, entdo n € C(A(v;)) para alguma face A(v;). Logo n = p - m,

onde m € A(v;) e p € R, e assim temos
P(n) = do(ag) (1) = 1+ Paw,)(m) = - L= XNuN) = Nudgan,)(m)) = A¢'(n),
para todo n pertencendo a R% | onde L = qb/A(vj)(f) e N = ¢A(vj)(f).
Definicao 2.19: Chamamos filtracao de Newton induzida por I a aplicagao
d:Clzy,...,x] — RU {400}

dada por
d(h) = min{¢(n) : n € supp (h)},

quando h # 0 e d(0) = +oo.
Chamamos também ao nimero d(h) como o grau (ou nivel) de h com respeito a I'_.

Observacao 2.20: Temos que d satisfaz o seguinte
1) d(1)=0, d(0) =40

2) d(f +g) > min{d(f),d(g)}

3) d(f.g) > d(f) +d(g)

A partir desta fungao construimos os seguintes subconjuntos de Clxy, ..., 2]

Ay =19 € Clay,...,zi] : dg) > q} = {g € Clz1,..., 7] : ¢(supp (9)) C [g, +00)} U {0},

para todo ¢ € Z

Pelas observagoes (2) e (3) temos o seguinte

a) A, s@o subgrupos aditivos de C[zy, ..., 2]

b) A,A, € Ay, para todo p,q € Z

c) Pela definicao da funcao filtrante d temos Ay =C e A, = {0} paratodoq>1

A partir desta fun¢ao podemos considerar anel graduado

A
A =gr C[l‘l, ey C(Zk] = By<o0 <A—ql) = @qZOAq
q+

onde A, = A_,/A_411 para todo ¢ > 0

Como A, ¢ um grupo aditivo e A1 € Ay, para todo ¢ < 0, podemos considerar o

quociente AA_L’ que é um subgrupo aditivo induzido pela operagao de soma do grupo
q

A, Assim A = @q<0(AA_L) tem estrutura de grupo aditivo. Logo, resta definirmos uma
- q
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multiplicacio em A. Definimos f-§ = f-g. Observamos que esta operacdo estd bem

definida e assim A = @qgo(ﬁ) é um anel

Ag+1
Outro anel associado a filtragao é o anel de Rees. Consideramos o anel graduado
A
A= ar C[.Il, ceey (L’k] = @qSO e = @qZOAtp
A1

e qualquer f € A, com f = quof_q; onde fq €A, =

f:ZTq'tqa

g<0

A_q . -
A, barag > 0. f, ¢ um elemento

homogéneo de grau g. Fazendo

temos o anel de Rees

R(A) = R(d) = @ys0 ( A"q‘;) 19 C Al

Exemplo 2.21: Em C[[z,y]] consideramos f(z,y) = 2* + zy* + 2y*. Entao, supp f =
{(2,0),(1,2),(0,3)}. Logo temos duas faces fechadas de dimensao 1, Ay e Ay com vértices
em {(2,0),(1,2)}, {(1,2),(0,3)}, respectivamente. Temos que v; = (2,1) e v = (1,1) séo

os vetores primitivos

1 2

com respeito a A; e Ay, respectivamente, e temos também que [(vy) = 4 e I(vy) = 3.
Assim, M = mmc {l(v1),[(ve)} = 12, entao

12 12

o(n) = min{—(z) <n,vp >, —(3) <m,vy >}

Vamos construir os subgrupos aditivos A,, para todo ¢ < 0. Segue-se que Ay, = C,
Aa=A,=C, A3=C, A=), As=(y), As=(r,y), A= (z,9)
A= (2,99, Ag=(x,y,2y,9°), A= (r,y,2y,9%), A= (9,299,
Ay = Az = (2,2%y, 2y, 29%, v, y%), Ao = (2, 2%y, vy, 2%, v, %),

A s = (o, 2%y, 2y, 2%y, 20y%, v, y%), Ae = A = (2, 2%y, oy, 2%y, 2y, 29, 4%, 07, ),
Alig = Ayg = (2, 2%, 2%, y, vy, 2%y, vy?, 2%y, 2y®, 9%, 4%, ),

A g = (z, 2%, 2%y, 2y, 2%y, w2, 2%y 2”2, 0% vt o).
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A_g = (z, 22,73, y, zy, 22y, 23y, 72, 0202, 225, 2y, 2, 1, v, o).
Assim, obtemos os seguintes subespacos vetoriais:

Ao/ A1 =C,  A/A=(0), A/A=(0), As/A>=(0), A4/A 3=y
A5/ A s =(0), As/As = (), Ar/A s = (0), As/A 7 = (y?), Ag/A s = (2y),
A_10/Ay = (0), A1/ A_1p = (0), A_ip/ A = <$2>$Z/2 y> (
A_u/Ais = (0), A5/ A1y = (2%y), A_is/As = (zy’y"), A 17/A—16 =
Alis/Air = (2, 2%y?), A9/ A1s = (0), A_so/ A_19 = (¥°), A_o1 /Ao = (2Py, 2*y°

N

Portanto o anel graduado associado a filtracao é dado por

A = gr A = Ca{0)®(0)@(0)®(y)D(0)® () D(0) B (y*) D (zy) B(0)®(0) B (2?, 21/, y*) - - -
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Capitulo

3

Os Numeros de Milnor e o Numero de
Newton de Polindmios

Neste capitulo comegamos apresentando o seguinte teorema,

Teorema 3.1: i) O nimero de Milnor de uma série formal f é maior ou igual ao nimero

de Newton, ou seja,

u(f) =z v(f)

e u(f) = 00 se v(f) = oo,
it) Se a parte principal fo da série f é Newton nao-degenerada entao p(f) = v(f).

Como um polinémio f pode ser considerado como uma série formal entao podemos
calcular a soma dos nimeros de milnor dos pontos singulares isolados de f e esta soma
é denotado por zi(f). Nosso objetivo ¢ demostrar um teorema que relaciona o ntmero
i(f) com o nimero de Newton, antes de afirmar o teorema principal esclareceremos o

significado geométrico do namero /.

Teorema 3.2: Seja f € Clxy,...,xx] entdo, u(f) < oo se, e somente se o numero de
pontos singulares de f em C* ¢ finito e neste caso f(f) € igual a soma dos mimeros de

Milnor dos pontos singulares de f em CF.

Pelo teorema anterior o principal objetivo do nosso trabalho é fornecer uma relagao
entre a soma dos nimeros de Milnor dos pontos singulares isolados de um polindmio

comodo e o nimero de Newton. Esta relagao ¢ dada no seguinte resultado:

39
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Teorema 3.3: Seja f € Clxy, ..., xx] um polinémio comodo. Entao
i)A soma dos numeros de Milnor de seus pontos singulares isolados de f é inferior ou

igual a U(f) em particular se p(f) < +oo entdo

a(f) < v(f),

ii) Se a parte principal newtoniana do polinémio é nao-degenerada no infinito (no sentido
de 2.10) entao

pu(f) = v(f)-

Esta relacao entre o niumero de Milnor e o ntimero de Newton, dada por Kouchnirenko
em Polyédres de Newton et nombres de Milnor [12]|, é muito relevante, uma vez que o
numero de Newton ¢ facil de ser calculado em dimensoes "pequenas", e depende somente
do poliedro de Newton do polinémio f, enquanto que nimero de Milnor em geral é muito

dificil de ser calculado, como observamos no exemplo a seguir.
Exemplo 3.4: Consideramos f : (C? 0) — (C,0) dada por
Flaz,y) = 212 + 21y + 278 + 2Byl + yt2.

12
11

3 7 1112
Notamos que f é um polindmio cdémodo com parte principal Newton nao-degenerada no

infinito. Assim pelo item (7i) do teorema anterior, segue que
a(f) =2 =11V +1=2.96 — 1.24 + 1 = 169,

enquanto que o calculo da soma dos ntimeros de Milnor de pontos singulares isolados pela
definicao, significa calcular a seguinte dimensao

Clz, y]
<12$11 ‘l’ 11I10y3 _|_ 7{23'6’3/8 + 3I2y11, 3£L‘11y2 + 81’7y7 ‘I’ 11I3y10 _|_ 12y11>’

dim(c
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que nao é facil determinar.

Agora enunciamos os principais resultados necesséarios para a demonstracao do Teo-
rema 3.3 e damos uma idéia geral da demonstracao deste resultado. Observamos que a

demonstracao detalhada do teorema sera dada no Capitulo 4.

Teorema 3.5: Seja f € Clxy, ..., ] um polindmio comodo com parte principal Newton

nao-degenerada no infinito. Entdo

Clx, ...
dim(c 8[?17 ’xk(.]af = k"/k
<x18_:1:1’ ey xka—“>

onde Vi € o volume de dimensao k do poliedro T_(f).

A demonstracao deste teorema é bastante trabalhosa e seré apresentada no proximo
capitulo.

A seguir enunciaremos e demostraremos algunos lemas que sao essenciais:

Lema 3.6: Seg.g g2, ....,95 € Clxy,...,xx] e gr =g - g entdo

Clay, m] di Clay, - 4] Clay, ..., ]
Ty = dime T\
(91592, s Gk) (g, 925 s Gr) (g", 92, s 9k)

Demonstragao: Observamos primeiramente que no caso de dimensao infinita, vale o

dimg¢ + dimc

resultado.
Assim podemos supor que todas os espacos vetoriais anteriores possuem dimensao
finita.

Seja
6: C[xla ,fEk]
(92,5 Gk)
Entao —=
Cloy,..,x) o Cloy, oz /{g92, o) O

<g/g”a92a'-'7gk> <g/g”a92a'-'7gk>/<927"'7gk> <g/g”>
onde ¢'¢" =g'g" + (g2, ..., gr). Da mesma forma

C[xly--ka] ~ C[xlu"'v'rk]/<927"'7gk> _ 6
g/

<g/7927---7gk> <g17927'-'7gk>/<927'“7gk> B < >

ql

Clzy,..,ve] o, Cloy, .., 2]/ (g2, -, gr)

<g”?g27'”agk> <g”7927'”>gk>/<927"'7gk> <?>

onde ¢ =g 4+ (g2, ... g1) e ¢" = g +(ga, ..., gx). Consideramos agora a seguinte sequéncia

exata

0——(9)/{g'9") ——0/(g'd") ——0/(g) —0
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o

onde 1 é a aplicagao inclusdo, e 7 é a aplicacdo que associa a cada classe z + (¢'¢"), a
classe z + (g'), que esta bem definida pois o ideal (¢¢”) esta contido em (g).

Assim, resta mostrar que (¢')/(¢'¢") = O/(g"). Consideramos o homomorfismo

0 — (g?) dado por ¥(n) = ng', e consideramos o homomorfismo sobrejetor

m:{(9) — (E)/{E) Seja p : O — (g >/<W>, a aplicacao composta 7 o 1.

1"

Observamos que (g”) C ker ¢, assim ¢ induz uma aplicagao

¢0:0/{g") — (9)/{d'g")

da seguinte maneira ¢(&) = ¢(€), que estd bem definida pois (¢") C kerp, e é um

homomorfismo sobrejetor. Além disso, ¢ ¢ injetor, pois se ¢(€) = 0, entdo &g € (g'g”).

Logo &g = mg'g”. Se ¢ for nao-divisor do zero em O, entio segue que £ € (¢”). Assim

¢ = 0. Portanto ¢ é um isomorfismo.

7, o~ .. ey . N . i ,
Observamos que g' é nao-divisor do zero em O, pois a sequéncia g , ga, ..., g ¢ uma se-
Clz1,...,zk] Clz1,...,zk]
/
(9" ,92,-91) (9" :925:9k)
tem comprimento finito, logo por defini¢ao g , go, ..., gx € um sistema de parametros e como

quéncia regular. De fato, como dimg¢ é finita, entao pelo Teorema 1.6,

Clzy, ..., xx] ¢ um anel Cohen-Macaulay, temos pelo Teorema 1.30, que g, G2, ..., g € uma

sequéncia regular. [ ]

Seja [ um subconjunto proprio de {1,2,...,k}. Por |I| entenderemos o nimero de

elementos em /. Consideremos o seguinte conjunto
Ry ={(t1,....tx) € R’i : para qualquera € I, t, = 0}

e Ny = NNR;;Dado f = > o an2™ , seja fr =

k — |I| variaveis.

n ) o
nen; @n®" que & um polindmio de
Denotemos o namero i do polinomio f; por fi, Caso I = (), escrevemos fig = ji(f), e caso

I'={1,2,...,k}, escrevemos jif1, p} = 1

Lema 3.7: O numero

of of

dim¢ Clzy, ..., xk]/<$18_a:1’ - xka_wk>

,,,,,

subconguntos das partes de {1, ..., k}.

Demonstragao: Queremos mostrar que

. 0 0 -
dlm@C[xl,...,mk]/<:vla—£,...,$ka—xi) = I, (3.1)
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onde 2t1-*} significa todos os subconjuntos das partes de {1,...,k}, que sdo 2* subcon-
juntos.

Para mostrar 3.1 vamos usar o principio de indugado em k (observamos que k também
é a quantidade de termos da forma x; =+ a L além de ser o nimero de varidveis, de forma que

a indugao seré feita na quantidade de termos da forma z; - 8 L), Para k = 1 temos

C C C
(T55) (z) (55)
onde dimg¢ %@1 fig1y e dime <8L£]> = u(f) = ng, e assim dimg¢ <Cij> se escreve COmo uma
soma de dois elementos.
Observamos que para k = 2 temos:
C C C C C
dime —(f ya] - = dimc Cloy] | dime [xg)ff] + dim [f Y 4 dime _@[cx a‘i{]
< am’y6y> <Jf,y> <‘CE? 8_y> <(9_ y> <8I7 3y>
: Clayl  _ (£ — 7 Clzyl _ 3; Cleyl/ty) _ s Clz] _ ~ _
onde dime g7y = Af) = Fo, dime <%,y> = dime gy = dime wrn = ilfey) =
fig2y, dime = Clr ’y]> = dim¢ % = dim¢ afm = u(fay) = iy ed1m(c [ ’y] =dimcC =
Loy /T < )
1 = pg 9y
Portanto
. Clz,y - - ~ _
dimc % = o + pgy + ppy Py = Z Hr-
<JZ%, 6_y> Te2{1,2}

Suponhamos por hipotese de inducao que a afirmacao é verdadeira para k — 1, e
mostraremos que a afirmagao é verdadeira para k. Agora

) Clxy, ..., 2k ) Clz1, ..., Tg] ) Clz1, ..., Tk]
dlm(c< af N ﬂ>—dlmc <x7 " N +d1mC xaif - of £>
18z 50y kazk 18z, kflark_717 k 194, tk—1 Ozr_1’ Ozk
. C
onde dimg¢ ——5 (2100 ’“19 , por hipotese de inducdo, é uma soma de 2%~ termos
<m 8:61’ Lk — 183% 1’ )
C
e da mesma forma dimc i (21,2 ’g}f o7y, POT hipotese de inducao, é uma soma de
1811’ Thk— 161k 1’0z
C _ _
201} termos. Assim dimc o o1, ’x’“]af> ¢ uma soma de 201} 4 2lk—1} — 2{k} termos.
c?z [ kazk

Portanto, vale (3.1).

Lema 3.8: Seja f € Clxy,...,xx] um polinomio comodo, com parte principal Newton
nao-degenerada no infinito. Seja I um subconjunto préprio do conjunto {1,...,k}. Entao:
a)O polinémio fr é um polindmio comodo, com parte principal Newton nao-degenerada
no infinito;

b) T-(f1) = T-(f) "Ry
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A demonstracao do lema anterior segue imediatamente do fato de f; ser o polindémio

f visto com k — |I| variaveis e deste modo herda as propriedades de f.

A seguir esbogamos em linhas gerais o item (i) do Teorema (3.3), para polindmios
cdmodos, com parte principal Newton nao-degenerada no infinito. Com auxilio do Lema

(3.7), conseguimos escrever

dim¢  a—
<$18—xf1, vy xk8_5ri>

como uma soma de 2* termos, onde os termos desta soma sdo os niimeros de i da funcdo

1

Por outro lado, pensando f como uma fungao de menos variaveis, digamos k — |I|,
onde I C {1,...,k}, pelo Teorema 3.5

. (C[xl,...,:ck] I
dim¢ = (k—|I|)!V;_,.
(xlg—ﬁ,...,xkg—j;v =l

onde VkI_| ;| € o volume de dimesao k — [I| de I'_(f;). Fazendo somas alternadas destes

valores, para todo subconjunto I de {1, ..., k}, obtemos
Wi — (k= DWiy + - 4 (=) 11V + (=1,

onde

I
kai = § Vk—ia
IC{1,,k}

[1|=i

parai=0,1,... k.
Com isto, conseguimos mostrar que (f) = v(f).

Para obter a parte (i) do teorema (3.3) usaremos o teorema (2.15). Com o auxilio deste
teorema e da semicontinuidade inferior do ntumero s, vamos dar uma idéia da demon-
strac@o do item (i) do Teorema (3.3). Dado um polinémio comodo f, considerando a den-
sidade dos polinomios Newton nao-degeneradas conseguimos uma familia de polinémios
comodos Newton nao-degeneradas a um parametro, com a mesma fronteira de Newton,
convergindo para f. Pelo que ja provamos cada polindomio desta familia é tal que seu
numero j; coincide com o nimero de Newton. Agora usando a semicontinuidade inferior

do nimero 1, temos

alf) < v(f).



Capitulo

4

Codimensao do ideal (:L*Zg—x>zzl . €
Sli=1,...,

Demostracao do Teorema Principal

Neste capitulo demonstramos o Teorema 3.5, ou seja, demonstramos que dado um

polinémio comodo, com parte principal Newton nao-degenerada no infinito, entao
dim(c C[[L‘l, ceey xk]/<f1, ceey fk:> = k"%

onde f; = xi%, parai=1,...,k, e Vi é o volume de dimensao k de I'_(f).
Para demonstrar este teorema precisamos dos seguintes resultados que serao demons-

trados neste capitulo.

Teorema 4.1: Seja f € Clxy, ..., x| um polinémio comodo com parte principal New-
ton nao-degenerada no infinito. Entao a codimensao do ideal gerado, no anel graduado

associado

A= grc[xh s l‘k] - @qSO(Aq/Aq+1)7
pelas formas iniciais dos polinémios

of of

x ey T
18951 kaxk
¢ igual a k!'Vy. Em outras palavras, temos
9

onde F; = xl£ + A po1, parai=1,...k e =M € o valor da aplicagao ¢ (que define a
filtragao d) sobre cada ponto de I.

45
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Teorema 4.2: Seja f € Clzy, ..., ] um polinémio comodo, com parte principal Newton

of of

Day o Thigy, €M
of of
8:(;1""’xk8xk

nao-degenerada no infinito. Entao a codimensdo do ideal gerado por x;
Clx1, ..., xg], € igual a codimensao do ideal gerado pelas formas iniciais de x;

no anel graduado associado A = gr Clzy, ..., x|. Em outras palavras, temos
dimc A/(F}, ..., Fy) = dimc Clzy, ..., ] /{f1, .-, f&)-

Assim pelos Teoremas 4.1 e 4.2, temos

dim(c C[Sﬁl, ...,xk]/<f17 sy fk> = /{Z‘Vk,

o que demonstra o Teorema 3.5.

Comecamos demonstrando o Teorema 4.1. Para demonstrar este resultado fazemos
um estudo do anel graduado associado.

Claramente f € A \ A_p41. A classe de f em A_y;/A_p1 depende somente da

parte principal fy do polinomio f no infinito.

. C oA ~ e oA of of
As derivadas do polinémio f nao pertencem a A_j;, mas os polindbmios T1gpr - Thgar
pertencem a A_), e sua forma inicial, ou seja, a classe xig—i no quociente A_p;/A_pr41,

depende somente de fy. Estas observagoes seguem da construcao da filtracao de Newton.
Denotamos a classe em A da forma inicial do monémio =" € Clzy, ..., ;] por d,, ou
seja,

on = 2" + Agny11 € Agn)/ Asmy+1 = A_pn),

e o elemento 6§, no anel A serd chamado mondémio de A. Considerado como espago
vetorial, temos que a C-algebra A é isomorfa ao anel dos polinémios em k indeterminadas,
uma vez que A é gerado por monoémios (ver [20], pag.15). Assim para descrevermos a
multiplicagao em A é suficiente definir o produto de mondémios.

No Capitulo 2, definimos o polinémio comodo com parte principal Newton nao-
degenerada. Daremos agora uma formulacao equivalente a esta definicao. Para fornecer
esta condigao equivalente, consideramos A um poliedro compacto, convexo, de dimensao
q em RF, cujos vértices pertencem a ZF, para ¢q entre 0 e kK — 1. Supomos que A nao
esté situado em um subespago linear de dimensao ¢. Definimos C'(A) como sendo o cone
convexo de vértice 0 e de base A, isto é, a reunido de todas as semi-retas de R* de origem

0 que passam por A. Colocamos
P(A)=ZFNC(A).

Notamos que P(A) é um subsemigrupo do semigrupo Z*.



.....

Consideramos agora o conjunto
C[P(A)] = {f € Clz,27"] : supp (f) C P(A)}.

C[P(A)] é um subanel unitario do anel C[z,z"']. De fato, se f,g € C[P(A)] entao

supp (f 4+ g) C supp f Usuppg C P(A) e supp (fg) C supp f + suppg C P(A). Assim

segue que C[P(A)] é um subanel do anel Clz,z!]. Além disso, supp (1) = 0 € P(A),

entdao 1 € C[P(A)]. Portanto C[P(A)] ¢ um subanel com identidade de C[z, z71].
Observamos que as derivagoes

0 0

Ty ey Tfy——
Oxy 7 N 0xy,

do anel C[z,z™!] aplicam o subanel C[P(A)] nele mesmo.

Definigao 4.3: O polinémio de Laurent f é nao-degenerado sobre A, se os elementos

of of

(xla_xl)Aw-'u I’“a_:ck)A
do anel C[P(A)] geram em C[P(A)] um ideal de codimensao finita.

A parte principal é Newton nao-degenerada se ela é nao-degenerada sobre qualquer

face da fronteira newtoniana.

Observagao 4.4: ([12],pag.26). A condi¢ao de Newton nao-degeneracao que diz: se

para qualquer face fechada A da fronteira de Newton

of af

(xlﬁ_xl)A’ e xka_:m>A

nio se anulam simultaneamente sobre (C \ 0)*, é equivalente a dizer que os elementos

of of

(xla_xl)A’ ey xka_ka

do anel C[P(A)] geram um ideal de codimensao finita em C[P(A)].

Usando a definicao da filtracao de Newton e a definicao de multiplicacao no anel

graduado associado, temos a seguinte formula

| Buisny, se existe uma face A C T'tal que ny € P(A),ny € P(A),
Ony - Opy = 1+n2 (4.1)

0, caso contrario.

Se existir uma face A C I tal que ny € P(A), ny € P(A), entdo

P(n1 + nz) = ¢(n1) + P(n2),



.....

pois ¢ ¢é linear em C'(A). Logo

5711 : 5”2 = (xnl + Afb(”l)“'l)(‘an + A¢(n2)+1)
L™ - 2"+ Ag(nr) +d(na)+1
T 4 Ay 441

ni+nz

Por outro lado, se n; € C(A;) e ny € C(Ay), onde Ay # Ay, entdo temos a seguinte

desigualdade estrita
P(n1 +n2) > ¢(n1) + d(n2)
o que implica claramente que

d(n1 +na) > ¢(ny) + d(na) + 1.

Assim, pela desigualdade anterior, temos

Apnitnz) C Apmi)tona)+15
Logo 2™ € Ay(m,)+6(ns)+1 € CONSequentemente,

Oy *O0ny = (@™ 4+ Ag(n)+1) (@™ 4+ Ag(na)41)
— wn1+n2 + A¢(n1)+¢(n2)+1
0+ Agp(n1)+6(na)+1
=0

Para cada face A da fronteira de Newton I', denotamos o anel C[P(A)] por Aa. Para

cada face fechada que nao passa pela origen A C T, a filtragdo em Clxq, - , 2]
Clxy, 25 2. 2A 1 2A y2A 1 2. 2A DA 12D A 2 {0}
induz uma filtragao
An 2 2 (Aa)-m—1 2 (Aa)-m 2 (Aa)-n1 2 - 2 (Aa)—2 2 (Aa)-1 2 (Aa)o 2 {0}
em Ap, onde (Ap), = Aa N A, Assim obtemos um anel graduado
A = Bg<o(An)g/(An)gt-

Podemos identificar o anel Ao com um subanel de A.
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Proposicao 4.5: Para cada face A C f, existe um epimorfismo que respeita a graduacao
das C-dlgebras
TA A — AA

e para cada par Ay C A existe um homomorfismo de C-dlgebras
TAA; - AA — AAl
que respeita a graduacgdao e para a qual

TA, :WA,Al O TTA.

Demonstracao: Notamos que A tem estrutura de C-algebra, pois A é isomorfo ao anel
dos polindmios em k indeterminadas, assim dado « € C e a € A, a-a := ¢(a) - a, onde
¢ € o homomorfismo bijetor entre A e C[zy,...,x]. Analogamente, temos uma estrutura

de C-algebra em A . Definimos
TA A — AA

de modo que para cada f = qu € A; ma(f) = TA(D 40 Tq) = Zqzo(?q)C(A)- Temos
que TA é um homomorfismo sobrejetor, pois dado (Tq)C(A) € A, existe 7(1 = fo+ Agt1

tal que 7(f) = (f,)c)-
Dados A; C A, pelo demonstrado acima existem ma e 7ma,, de modo que dado f € A,

temos ma(f) = (f)ca)y € ma, (f) = (f)c(a,)- Definimos
TAA; - AA — AA1

por maa, ((f)ew)) = (f)car). Observamos que ma A, ¢ um homomorfismo e além disso,

™, (f) = (Hleay = man, ((few)) = (maa, o ma)(f), para todo f € A. Portanto

7TA1:7TA7A107TA. |
- P e A af af
Lembramos que F, ..., F} sao as formas iniciais dos polindémios L1555 - Tk T€SPEC-
tivamente, isto é,
of
F, = J]Za—x +A i € A—M/A—M-H = A,
K3

A condicao de Newton nao-degeneracao é equivalente a seguinte condi¢ao: para cada face
A da fronteira de Newton f, os elementos homogéneos ma FY, ..., 1A F}, do anel graduado
A\, geram em A um ideal de codimensao finita (ver [4] pag.61).

Dado o homomorfismo sobrejetor ma : A —> A, introduzimos uma estrutura de

A-mo6dulo no anel Ap como segue: dado f € A e g € Ap, definimos f - g := 7a(f) - g.
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Isto nos permite trabalhar com o anel A no lugar do anel A. Seja I o conjunto formado
pelas faces de maior dimenséo da fronteira de Newton I'. Através da formula (4.1) temos

que o anel A é, em alguns casos, isomorfo & soma direta ®ac;Aa. De fato, a aplicacao
Dacrma : A —> DaerAa

¢ injetora, pois dado f € A, se ®acrma(f) = ((f)ca))acr = 0, para todo A € I, entdo
como UaerP(A) = NF (pois f é comodo), segue que f = 0.
Na proxima proposicao veremos o que falta para a aplicacdo di = Pacrma ser um

isomorfismo.
Proposicao 4.6: Eziste uma sequéncia exata de homomorfismos de A-mddulos gradua-
dos (que respeita as graduagoes)

0—>A—%

SaerAr —~Cpo— -+ —C1—Co—0 (4.2)

onde, para 0 < q < k — 1, designamos por Cy a soma direta dos A-moddulos Ax sobre
todas as faces de dimensao q da fronteira de Newton I nio situada na uniio dos planos

coordenados.

Demonstracao: Denotamos por I, o conjunto formado pelas faces de [ de dimensdo q
nao situadas na uniao dos planos coordenados. Para definirmos d, ¢ suficiente fornecer,
para todo A € I,, A; € 1,1, um homomorfismo da a, : Ax — Aa,. Definimos, para
cada A € [, Ay € 1,4,

dan, = (A, A)TA A,

+1,se Ay C A
0, caso contrario

onde o(A, Ay) = {

Para determinarmos o sinal + ou — da definigdo de o(A, A;), atribuimos uma certa
orientacao da fronteira de Newton T como segue: sobre a face A C I' definimos uma ori-
entacao, como sendo a induzida de [ e sobre as demais, definimos orientacoes arbitrarias.
Assim, se A € I,, Ay € I,_q, e Ay C OA definimos o(A, Ay) = 1, quando a orientagao
induzida sobre A; coincidir com a orientagao de Ay, e 0(A, Ay) = —1, caso contrario. De
acordo com a Proposigao 4.5 segue que d, ¢ um homomorfismo de A-moédulos graduados
respeitando a graduacao.

Como cada anel A possui estrutura de C-modulo, podemos, por um momento, es-

quecer a estrutura de A-moédulo sobre C, e demonstrarmos que a sequéncia de C-modulos
(4.2) é exata.
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Temos que
A= gI‘C[I‘l, 8] xk]

e AAL é um espago vetorial sobre C de dimensao finita, para todo ¢ < 0. Assim, A
q
se escreve como soma direta de espagos vetoriais, logo A é um C-modulo livre. Assim

podemos escrever

Definimos entao para todo m € N¥, A(m) = C e, portanto
A= @mGNkA<m)

Da mesma forma que fizemos para A; para cada m € N*, e para A C [ definimos

C, se m € P(A)

0, caso contrario

Ap(m) = {

Assim temos que Ay = @,,enkAa(m). Desta forma, conseguimos introduzir uma N-
graduacao sobre os moédulos A e Ax.

Como Apn = DBentAa(m), e lembrando que Aa(m) = 0 caso m nao pertenga a
P(A), segue que Cy = ®acr,An = Dacr, (Pment Aa(m)) = @pent (Dacr,Aa(m)). Entao

definindo Cy(m) como ®aer,Aa(m), para todo m € N¥, obtemos que
Cq = @mentCy(m).

Portanto, C, também possui uma estrutura de N*-graduagao.

Observamos que pela proposigao 4.5 d, respeita a N*-graduagdo, para todo ¢ perten-
cente a {1,....k — 1}.

Observamos que para demonstrar que a sequéncia (4.2) é exata, é suficiente mostrar

que para cada m € N¥ a sequéncia

dg(m) di—1(m) o da(m) d1(m)

0— A(m)

Ck,l(m) Cl (m)

Co(m) —0  (4.3)

é exata. Pois se a sequéncia (4.3) for exata, entdo tomando a soma direta em m € N¥,

temos que a sequéncia

dy, di—1 di_2 do

d1
EBAEIAA - Ck:f2

0—A

Cl C()—>0

é exata.
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Seja X(m) = Upmepa)A e consideramos a decomposicao celular da variedade topolog-
ica I' em células correspondentes as faces e a decomposigao induzida nos espagos X (m).
Da definigao de Cy(m) e de X (m) (e do fato de A nao estar situado em um sub-
espago linear de dimensao ¢, para 1 < ¢ < k — 1) temos que a sequéncia (4.3) (menos
o termo A(m)) é isomorfa ao complexo de cadeias celulares do par (X (m),0X(m)) com

coeficientes em C. Assim temos que a sequéncia (4.3) é isomorfa ao complexo
dp_ do dy
Hy_1(X(m),0X(m)) == 2 H (X (m),0X (m)) = Hy(X (m),0X (m)) —0 .

Portanto Im d; C kerd; ;. Como as aplicacoes d; sao sobrejetoras paratodoi =1,...,k—1,
temos Im d; = ker d;_;. Portanto, a sequéncia (4.3) (menos o termo A(m)) é exata.

Pela convexidade de I'_ temos que o par (X (m), X (m)) ¢ homotopicamente equi-
valente ao par (disco, fronteira do disco) e portanto, somente as homologias de dimensao
maximal sdo ndo-nulas e elas sdo isomorfas & C = A(m).

Assim, a sequéncia (4.3), e portanto a sequéncia (4.2), é exata. |

Afim de estudar o anel quociente A/(F}, ..., F}), descrevemos a sequéncia exata

-

A—"—=A/(F,.. F)
onde 7 é a projecao natural, onde
on(a,...,ax) = arFy + -+ - + ap Fy,.

Estenderemos agora a sequéncia anterior a uma sequéncia semi-exata obtida atra-
vés do complexo de Koszul dos elementos Fi, ..., Fi, do anel A com o acréscimo do epi-

morfismo

8k k ) 8;@,1 . 32

()_>A(]x§) A(k—l

A—"—AJ(F).  (44)

Como os elementos Fi, ..., F}, sdo homogéneos de grau M (pois a:ig—i, para i = 1,... k,
pertencem a A_,/, logo F; é homogéneo de grau M, no anel graduado A), segue pela

definicao de complexo de Koszul que todos os homomorfismos aumentam a graduacao de

M.
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Lema 4.7: ([4], pag.62) Seja R um anel qualquer. Consideramos o sequinte diagrama

comutativo de R-mddulos

0 Ry Ri9 Ri3 s Ry, 0.
I
I I
0 Ry | Rao f Ras Ry, 0
| ol
: |
I
0 Rs; : Ry Rs3 — Rs, 0
|
l o
I
I
: .
| I
I (R
| I
I
0 Rnl : Rn2 Rn3 e Rnn T 0
[ f b
0 | 0 0 0 I
I I
I |

Denotaremos os homomorfismos horizontais por h e os verticais por v. Suponhamos que
v? = 0, h? = 0, que todas as linhas sdo exatas e a i-ésima coluna € exata a partir do

modulo Ry, parai=2,...,n, a saber a sequéncia

0— R, Rnfl,i Ran,i T R;; Rifl,i —0

€ exata. Entao a primeira coluna € exata.

Teorema 4.8: Seja f € Clxy, ..., zx] um polinémio comodo com parte principal New-
ton nao-degenerada no infinito. Nestas condigoes, o complexo de Koszul dos elementos

Fy, ..., Fy do anel A € aciclico em dimensoes positivas.

Demonstragao: Desejamos mostrar que o complexo de Koszul dos elementos Fi, ..., F}
do anel A é aciclico em dimensoes positivas. Para isto consideramos o complexo de Koszul

dos elementos Fi, ..., Fy do anel A, com coeficientes nos A-modulos da sequéncia (4.2),
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formando um diagrama comutativo

0 A o Cos Cy 0

NN W G R ) B
| k—1 | k—2 0
L

NG I o0 ORI
| k—1 k—2 | 0
| o

0 Al) i o) ) ol i 0

0 0 0 0

| |

no qual as linhas sdo exatas (pelo Teorema 4.6) e as colunas sao complexos. Entao
mostraremos que a partkir da segunda coluna, da esquerda para a direita, as colunas sao
exatas até os termos C, "/, e entdo aplicando o lema anterior, concluiremos que a primeira
coluna é exata, ou seja, o complexo de Koszul dos elementos F, ..., F}, do anel A é aciclico
em dimensoes positivas.

Iniciamos a demonstracao construindo o complexo de Koszul dos elementos Fi, ..., F}
do anel A com coeficientes nos A-modulos da sequéncia (4.2). Assim obtemos um dia-
grama (ver o diagrama da péagina anterior), cujas colunas sdo complexos e as linhas sdo

exatas, isto pois a primeira linha é a sequéncia (4.2) que é exata pela Proposi¢ao 4.6, a

k

1) copias da sequéncia (4.2),

segunda linha do diagrama é exata pois ¢ a soma direta de (
e assim sucessivamente, até a ultima linha, que é exata pois é a soma direta de (Z) copias
da sequéncia (4.2).

Uma vez que os homomorfismos da sequéncia (4.2) sdo homomorfismos de A-moddulos,
segue que o diagrama acima é comutativo.

De acordo com o Lema 4.7, basta mostrar que as colunas sao exatas em todos os
termos que se encontram abaixo da linha pontilhada, para obtermos a exatidao da coluna

extrema a esquerda em todos os termos.



Capitulo 4. Codimensao do ideal (xiaa—é>i_17,,,,k e Demostracao do Teorema Principal 55

Pela definicao do complexo de Koszul com coeficientes em um modulo, temos que o
complexo de Koszul dos elementos F1, ..., Fj, do anel A com coeficientes nos A-mdédulos C,
¢ isomorfo & soma direta dos complexos de Koszul com coeficientes em A, onde A € I,
De fato, consideramos o complexo de Koszul dos elementos Fi, ..., F;, do anel A

K(F, B 0—AG) . o AG) o A() oA
entdo K.(Fy,...,Fy; C,) = K.(Fy, ..., F) ®a C,, ¢ o complexo de Koszul dos elementos
Fi, ..., F, do anel A, com coeficientes nos A-moédulos C;, dando origem a seguinte sequén-
cia
0—-AW@r0,— - —=AG) @, 0,—~A0) gy 0, —~A®aC,
como o produto tensorial comuta com a soma direta, segue que a sequéncia acima é

isomorfaa
— A () Ar)— - — A(%) An) — A A
0 @Aelq( K @A An) @Aefq( U @A Ap) EBAGIq< ®a Aa)

e esta sequéncia é a soma direta do complexo de Koszul com coeficientes em Ax, A € I,
como queriamos demonstrar.

Agora para cada face A em I, o complexo
k
1

¢é isomorfo, como um complexo de C moédulos, ao complexo de Koszul dos elementos
TaF, ..., TAF) do anel Aa. De fato, novamente aplicando a propriedade de que o produto
tensorial comuta com a soma direta, segue que o complexo anterior é isomorfo ao complexo

abaixo

0—>€B(2>(A N AA)—>"'—>@<1;)(A®A Apr)— (A ®a Ap) .

Uma vez que Ax é um A-moédulo, temos que a sequéncia anterior é isomorfa a sequéncia

k k k
(N RN ) SR (S

que é o complexo de Koszul dos elementos waFi, ..., maF) do anel Aa, pois Ax é uma
A-algebra.
Pela observagao anterior e pelo Lema 4.7, para mostrar que a sequéncia

k k k
k 2 1

é exata, basta mostrar que a sequéncia

b Al AW o AD AD , us)
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¢é exata em dimensoes > k — ¢, para todo ¢ = 0,1,..., k — 1. E isto é equivalente a dizer
que o complexo (4.5) é exato em dimensoes > k — ¢, para toda face g-dimensional A e
todo¢=0,1,....k — 1.

Se ¢ € {0,1,....,k — 1} e A é uma face compacta g-dimensional de f, entao pela
hipotese de nao-degeneracao o ideal de Aa, gerado pelos elementos 7wa(Fy), ..., ma(Fy), €

de codimensao finita em A, ou seja,

An
dim < 00.
<7TAF1, ...,WAFk>

Entao pela Proposicao 1.6 segue que

A
(A, -+ TaFY)

possui comprimento finito.

O anel Ap é um anel Cohen-Macaulay (ver [11]) e temos que dim Ay = dim A +1 =
q+1 (ver [6]).

Isto implica que a profundidade de Aa é g + 1, pois Aa é Cohen-Macaulay, entao
depth(ma(F;), Ax) = dim Ax = ¢+ 1. Entdo pela observacao do Teorema 1.32 o nimero

de termos nulos sucessivos na sequéncia das homologias ¢ k — ¢ — 1, logo
Hi(ma(Fi), An) = = Hieq1(ma(F7), Ax) = 0.

Portanto as homologias de (4.5) sdo zero de k até k — ¢ — 1. Logo o complexo (4.5) é
aciclico em dimensoes > k — q.
Portanto o complexo (4.5) é aciclico em dimensbes maiores ou iguais a k — ¢, logo o

complexo
k

k k
0—cW ) ) e

é aciclico em dimensoes maiores ou iguais a n — q.

Portanto pelo Lema anterior a sequéncia

é exata. [ ]

Definigao 4.9: A série de Poincaré do C-modulo graduado A é dada pela expressao

pA(t) = Z(dlmc Aq) -1

q=0

e denotamos por pa,(t) a série de Poincaré do C-modulo graduado An.
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Lema 4.10: a) pa,(t) € uma fungao racional em t e o pontot =1 é um polo de ordem
dim A + 1.
b) Se dim A =k — 1, entao

PAA (t)(l — tM)k |t:1: k"VkA
onde Via € 0 k-volume da pirdmide de vértice zero e de base A.

Demonstracao: a) Observamos que o anel Ax é Noetheriano, pois é o quociente de
um anel Noetheriano (pois Ax = A/ ker ma pela Proposicao 4.5). Portanto pelo Teorema
1.36 a série de Poincaré de A é uma fungao racional em ¢ e o ponto ¢t = 1 é um polo de
ordem dim Ax = dim A + 1.
b) Sejam my, ..., my os vértices da face. Temos

limy 1 pa, (£)(1 — M) = namero de pontos do conjunto P(A)\ UE_; (mg + P(A))

= ntmero de pontos do grupo quociente Z*/(my, ..., my)
= ’ det(ml, ceey mk)\ = ]{'V}CA

onde (my, ..., my) denota o subgrupo gerado pelos elementos my, ..., mg. [

Teorema 4.11: (/4], pag. 47) Seja R = @,>0R,, um anel Noetheriano graduado com
Ry Artiniano e seja U = (u;;) uma matriz k X m com entradas em R, sendo k > m e

cada w;; homogéneo de grau d;;. Suponhamos que se cumpre

dij + dpy = dy + dyy;

para quaisquer i, j,n,l. Se o ideal gerado pelos menores de ordem maximal de U, denotado
por L, (U), tem profundidade k —m + 1, entdao a série de Hilbert de R,,(U) = R/, (U)
¢ dada por:

T
PR =Pr(t) - (14 Y (-1 2 £ i)
=0 1<ji<---<jn<m
1<ir < <ipgn <k

onder =k —m.

Observagao 4.12: Consideramos R = A = Ag/ A1 BA_1 JA)DA_ /A1 B... = B>04A,
onde A, = A_,/A_,41 assim o anel A tem estrutura de anel graduado associado. Além
disso, A & Noetheriano (pois é isomorfo ao anel de polinémios nas indeterminadas 1, ..., T
sobre o corpo C) e Ay é Artiniano pois Ay = A/ A; = C que é um corpo e portanto é
um anel Artiniano. Consideramos no Teorema 4.11 m = 1 e I(m) = I = (F, ..., F),
onde F; é homogéneo de grau M, para i = 1,...,k. Notemos que a profundidade de [

ék—1+1=k, pois I contém uma sequéncia regular, a saber Fj,..., F. Além disso,
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Ry(U) = A/I possui dimensao finita como espago vetorial. Logo pelo Teorema (1.6),
A /I tem comprimento finito e tem estrutura de anel graduado. Logo, estdo satisfeitas as

hipoteses do teorema anterior, para m = 1. Portanto, temos

pasr(t) = pa(t)(1 — ")k

Agora iremos demonstrar o Teorema 4.1. Iremos enuncia-lo novamente para facilitar

a leitura do texto.

Teorema 4.13: Seja f € Clxy, ..., zx] um polinémio comodo com parte principal New-
ton nao-degenerada no infinito. Entdo a codimensao do ideal gerado, no anel graduado

associado
A = ng[:vl, ,l’k] = @qgo(Aq/Aqul),

pelas formas iniciais dos polindémios

of of

Tl ey O
8x1’ 7 8xk

¢ igual a k!'Vi. Em outras palavras, temos
dimc A/(F}, ..., F) = k!Vj.
Demonstracao: Da exatidao da sequéncia (4.4) e da Observagao 4.12 temos:

PA/(F, 5 (8) = pa(t)(1 — t*)E.

A partir desta igualdade, temos:
: . Mk
i payir,...m) (1) = T pa (£)(1 = ¢7)"

Considerando em A/(F}, ..., F}) a graduacao trivial, a igualdade acima se reescreve da
seguinte forma

lim dime A/(Fy, ..., F) = lim pa (£)(1 — t*)F

t—1 t—1

donde segue que
dimc A/(F}, ..., F}) = %in%pA(t)(l — M)k,
—

ou seja,
dime A/(Fy, ..., Fy) = pa(t)(1 = )" =y . (4.6)

Pelo fato da sequéncia (4.2) ser exata e a dimensao ser uma funcéo aditiva temos:

dim A, — dim(Cy_1)y + dim(Cy_s)y — - - - + (—1)* dim(Cy), = 0.
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Logo, multiplicando cada parcela da soma anterior por t?¢ e somando em ¢ de zero a

infinito, segue
D dim Ayt =Y dim(Cror)gt? + -+ (=1)F > dim(Cp)gt? =0
q=0 q=0 q=0

donde obtemos,
Pa(t) = per_y (1) + -+ (=1)"pe, (t) = 0
portanto

pA(t) = PCy_4 (t) + R(t)

onde R(t) é a soma alternada das séries de Poincaré dos médulos Ax onde dim A < k—2.
Além disso, po, () = Pesc,an(t) = DoacsPan(t). Portanto a série de Poincaré do
C-moédulo A é:

pa(t) = pas(t) + R(1) (4.7)

A€l
onde R(t) ¢ a soma alternada das séries de Poincaré dos modulos Aa onde dim A < k—2.
Conforme o item (a) do Lema 4.10, temos que R(t) é uma fungao racional em ¢ com polo

de ordem menor ou igual a £ — 1. Entao

m R(t)(1—t)(1 —t)* ' =lim R(t)(1 — )" =0

t—1 t—1
Logo,

lim; 1 R(t)(1 —tM)F = limy, RE) (1 =)+t + 12+ Mk
= limyy R(#)(1 — t)Flimy (1 4+t + 12 4 - -+ ¢MHE

= 0-MF=0.
Portanto
. _ MYk _
_11:1_1>r11R(t)(1 ) 0. (4.8)

Consequentemente, por (4.6), (4.7), (4.8) e pelo segundo item do Lema (4.10), segue

dimc(A/(Fy, ..., F)) = limy_; pa(t)(1 —tM)k
= limy1 (Do acrpaan(t) + R())(1 - tM)"
= limy 1 (P aerpas ()1 — 7)) + limg 1 (R(E)(1 — 1))
= limg1 (P aerpan ()1 —1)F)
= Yaer(limei(pay ()1 —*)F))
= ZAeI kWi = k! ZAeI Via = KV
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4.1 Codimensao dos ideais <$i%>z‘:1,...,k e <$i%+A—M—|—1>i:1

Nesta se¢ao demonstramos o Teorema 4.2.

Para os proximos resultados, entendemos por graduagao uma Z-graduacao decrescente,
que é definida como segue: uma Z-graduagao decrescente em um anel R é uma familia de
subgrupos aditivos do grupo aditivo de R, { R, }»cz satisfazendo as seguintes condigdes:
a) 1 € Ry;

b) R,+1 C R, para todo n € Z;
c) R,R, C R,y

Definigao 4.14: Uma aplicagao 0 : B — A de C-mo6dulos graduados é dita estrita se

para todo g € Z, temos
0B, =0BNA,.

Seja A uma C-algebra graduada que satisfaz a condigao A = UgezA,.
Denotamos gr A = @,ezA,/ Agi1, por

A = EBqEZAqa

ouseja, A=grAe A,/ A1 = Ay
Seja f; € Aqg, e F; = f; + Ag,+1 que é um elemento de Ag,, parai=1,... k.
Consideramos uma aplicagao 0 : B — A de C-modulos graduados e 9 respeitando a

graduacgoes, isto €,

d(B;) C A;

para ¢ > 0. Nestas condi¢oes, podemos definir
gro:grB— grA

pondo, gr(f + B;y1) = 9(f) + Air1. Notamos que, grd esta bem definida e é um homo-

morfismo.

goee
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Lema 4.15: Seja

02 o1

K B A

um complexo de C-mddulos graduados, 0y e Oy respeitando a graduagao. Suponhamos que
B = UgezB, e a sequéncia

gr Oo gror

gr IC gr BB gr A (4.9)

¢ exata. Entao, para qualquer q € Z tem-se
o (B)N Aq = al(Bq)
ou seja, o morfismo 0y € estrito.

Demonstracao: Notamos que
01(B) N Ay 2 01(By)
uma vez que 0(B,) € A, e 01(B,) € 01(B). Mostramos agora que,
oh(B)NA, C o (B,).
Seja 01b = a € 01(B) N A, para algum b € B. Definimos
¢ =max{n: n<gq, a€ (B}

Como b € B = UgezB, segue que b € B,,, para algum m € Z e assim a € 0;(B,,). Caso
m < q, segue que m € {n: n < q, a € 0;(B,)}. Por outro lado, se m > ¢, temos
que B, C B,; portanto a € 0;(B,) e temos m € {n: n <gq, a € 1(B,)}. Portanto o
conjunto

{n: n<q, a€d(B,)}

é nao-vazio e esta bem definido. Notamos que basta mostrar que ¢ = ¢; para concluirmos
a demonstracdo. Supomos que ¢; < ¢. Por defini¢do de ¢, a € 9(B,,). Logo podemos
encontrar by € B,,, para o qual 0;(b;) = a. Portanto, gr 0y (b, + By, +1) = 01by + Ag 11 =
a+ Ag+1 = Ag41, pois como ¢ < ¢ segue que ¢ + 1 < ¢, logo A, C A, 41 e como
a € Ay, segue que a € A, 1. Portanto, by + B, 41 € kergr 0. Pela exatidao da sequéncia
(4.9), temos que kergrd; = Imgrd,. Logo, existe z € Ky, tal que groy(z + Ky11) =
O2(x) + By 41 = by + By 1. Por consequéncia, by — 0ax(x) € By, 41 €

81(b1 — 821') = 81b1 — 818295 = 8161 = a.

Entdo, a € 01(By,+1), 0 que contradiz a maximalidade de ¢;. Logo, ¢ > ¢1, mas desde que

q < q1, concluimos que 0, é estrita. [ |
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Lema 4.16: Seja 0 : B — A um morfismo estrito de C-mddulos graduados, isto é,
I(B)N A, =0(B,), para todo q € Z. Entao temos o sequinte isomorfismo de C-mddulos

gr(A/9(B)) = gr A/gr(0)(gr B).

Demonstragao: Da sequéncia exata

e como A; N J(B) = 0(B;), segue que

(A/O(B)); = A;i/0(B;).

Assim,
0—grd(grB) — grA—gr(A/0(B)) —0,
é exata, portanto, gr(A/0(B)) = gr A/gr(0)(gr B). |
Para apresentar o seguinte teorema denotemos por A = Clxy, - - , 2]

Teorema 4.17: Suponha que o complexo de Koszul dos elementos F1, ..., Fy, da C-dlgebra
A ¢ aciclico em dimensao 1. Entao temos

a) um isomorfismo de C-mddulos

er(A/(f1, s fr) 2 AJ(F, ..., Fy). (4.10)

b) o morfismo 0; : A¥ — A que envia (g1, ...,gx) em gifi + - + gufr € estrito para a
sequinte escolha da filtracio em A*: a filtracdo de (0, ..., g;, ...,0) em AF € igual a filtracdo

de g; em A menos d;.

Demonstragao: Vamos considerar uma parte do complexo de Koszul dos elementos

fi, o fr €A,

AG) % A %y

onde a filtragdo em A(g) é introduzida da mesma maneira que a filtragao em A(lf) no

enunciado do teorema. A sequéncia

¢é isomorfa a sequéncia

Al5) B2 A (1) 819 A
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que é uma parte do complexo de Koszul dos elementos Fi,..., F, do anel A = gr A.
Por hipotese temos que a sequéncia anterior é exata, entao pelo Lema 4.15 segue que o
morfismo 0; é estrito, o que demonstra a segunda parte do teorema.

Como Im 0y = (f1, ..., fx) e Imgro, = (F1, ..., Fy), entdo pelo Lema 4.16, temos

gr(A/0(B)) = gr A/gr(0)(gr B)

ou seja,
er(A/(fry s fi)) = A/(F, o Fy).

Portanto vale (a). |

Agora demonstraremos o Teorema 4.2. Iremos enuncié-lo novamente para facilitar a

leitura do texto.

Teorema 4.18: Seja f € Clxy, ..., x| um polinémio comodo, com parte principal Newton

nao-degenerada no infinito. Entdo a codimensdo do ideal gerado por z12L, ... 2 2L em
Oz’ ) oxy
P . ~ . L of of
A, € igual a codimensao do ideal gerado pelas formas iniciais de T1gmrs o Thgp- MO anel

graduado associado A = gr A. Em outras palavras, temos

dimc A/(F}, ..., Fy) = dimc Clzy, ..., k] /{f1, .-, f&)-

Demonstracao: Colocamos f; = mi% € Ay, para ¢ = 1,...,k. Por hipotese temos
que f & um polinémio comodo e com parte principal Newton nao-degenerada, entao
pelo Teorema 4.8 temos que o complexo de Koszul dos elementos F1, ..., F}. é aciclico em

dimensoes positivas. Logo, temos que vale (4.10) do Teorema 4.17, ou seja,

gr(A/(fr o fi)) = AJ(FY, o Fr).

Resta apenas mostrar que

dlmc(gr(A/<f1, ceey fk))) = dlIIl(C A/(fl, ceey fk>

Seja Z = (f1, ..., fx) e escrevemos gr (A/Z) = ®;czX;/Xit1, onde X; = A;/0(B;) para todo
1 € 7, segue-se da filtracao de Newton que X; = 0 para i > 1.
Ja sabemos que

dimc A/(F}, ..., Fy) = k!V}.

Assim, usando (4.10) e o Teorema 4.17, temos

0
dimc gr(A/Z) = dime A/(xlan + Aprits ey
1

af

xka_fbk + AM+1> = k!V,.
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Portanto, dim¢ gr(A/Z) é finita. Logo, existe r € N, tal que
X, =X, 1=X, 9
Onde X_; =A_;/0(B_;) = A_;/JOB)NA_; = (A, +I)/Z. Assim
T4+ A, =T+ A, 1=---.
Decorre da filtracao de Newton, que
I+A, =T+ A, 1=---=Clxy,..., 4
eassim A/Z=X_,=(Z+ A_,)/T logo
dime gr(A/Z) = ¥!_g dime X, = ¥]_, dime X_o/X_ o1y = dime X, = dime A/Z.

Portanto dim¢ A/Z = dime gr(A/Z). |

4.2 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta secao demonstramos os resultados enunciados no capitulo 3, e damos a

demonstracao completa do Teorema 3.3.

Definicao 4.19: Seja X um espago métrico qualquer. Dizemos que uma fungao
f: X — R é semicontinua inferiormente se para toda sequéncia de pontos x,, € X, com
lim,, o =, = a, temos

liminf f(z,) > f(a).

n—oo
Agora iremos demonstrar o teorema principal (Teorema 3.3):
Teorema Principal: Seja f € Clzy, ..., ] um polinémio céomodo.Entao
i)A soma dos nimeros de Milnor de seus pontos singulares isolados de f é inferior ou igual

a v(f), em particular se fi(f) < 400 entdo

n(f) <v(f).
ii)Se a parte principal newtoniana do polindmio é Newton nao-degenerada no infinito (no

sentido de 2.10) entdo

ou seja,

A(f) = ke — (k= D)Wy + -+ (=DF 11V, + (=1)F (4.11)
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Demonstracao: (i) Consideremos polindémio comodo f. pelo Teorema (2.15), podemos
encontrar uma aproximacao de f consistindo de uma familia { f,,} de polindmios comodos
Newton nao-degeneradas a um parametro, com a mesma fronteira de Newton f( f) para

cada polinémio. Pelo item (ii) do Teorema (3.3), segue que

Observamos agora que o nimero de Newton é uma soma de volumes, e o volume é
uma fung¢ao continua, logo o niimero de Newton é uma fung¢ao continua.

Usando a semicontinuidade inferior do nimero i, temos
lim inf f(f,) > 7i(f).
Como para cada f, temos: p(f,) = v(fn), segue que

liminf zi(f,) = liminf v(f,).
n—o0

n—o0

Uma vez que a sequéncia {f,} converge para a série f, temos pela continuidade do
namero de Newton, que a sequéncia v(f,,) converge para v(f). Assim,

liminfv(f,) = lim v(f,) = v(f).

n—oo n—oo

Portanto

alf) < v(f).

(77) Demonstraremos agora, com auxilio do Teorema 3.5, a afirmagao (b), para polinémios
cdmodos com parte principal Newton nao-degenerada no infinito.

Consideramos o conjunto {1,....k}. Seja I um subconjunto préprio do conjunto
{1, ..., k}. Denotaremos por w; o volume de dimensdo (k — |I|) do poliedro I'_(f;) multi-
plicado por (k — |I])!, ou seja, wy = (k — [1|)!Vik—1). Colocamos wyi,. xy =1 e wy = k!Vj,
onde Vj, é o volume de dimensdo k de T_(f).

Seja f um polindmio comodo, com parte principal Newton nao-degenerada no infinito.
Entao pelo item (a) do Lema 3.8, o polinomio f;, para cada I C {1, ..., k}, € um polinémio
comodo com parte principal Newton nao-degenerada no infinito. Assim, podemos aplicar
o Teorema 3.5 a cada um dos polinémios f;.

Depois da formula (3.1) para f;, obtemos

) Clzy, ..., g N
wy = dimg¢ 25 000 = Z r, (4.12)
18x1’ Y kaxk Ilc2{1 ..... k}
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onde I C I; c 2{bmk},

Com auxilio do Lema 3.8, (parte (b)), obtemos a seguinte igualdade
Wi — (k= D)Wig 4 -+ (=D 111 + (=1)F = (=), (4.13)

onde I € 2{L-k},
Mas por (4.12) temos que

Z(—l)mwl = Z(—l)m Z i, = Z (Z(—l)m)ﬁh = pp = p(f),

I IChH {1, k} Lc{l,..k} ICT

pois o coeficiente de fig é igual a 1 e o coeficiente de jiy,, para I; # (), é dado por
s s Inars
> ren, (=DM (que é igual a > o<i<in) (=1 (' ill) =0).
Portanto vale (4.11).
Faremos um exemplo para ilustrar (4.13) e o fato de que o coeficiente de iy é igual a

1 e o coeficiente de jiy,, para I # ), é dado por Zlch(—l)”', respectivamente.

Exemplo 4.20: Consideramos I € 2{2} temos

= 2% -1 - 4

onde f,(f{l}) =T_(f)n Riqy e f,(f{g}) =T_(f)n R, {23. Notemos que Vk{_l]i + Vk{ﬁ
¢ a soma dos volumes de dimensao 2 das intersecoes do poliedro f,( f) com os planos
coordenados de dimensao 1. Assim a soma anterior € igual 2!V, — 1!V; + 1.

Consideramos I C {1,2}. Logo

Z (Z(—l)m)ﬁh = Z i, — Z [, — Z [, + Z [i1,

Lc{1,2} Ich 0cIic{1,2} {1}ciic{1,2} {2}ciic{1,2} {1,2}clc{1,2}

= fo + [y + Agey + ey — gy — Ay Ay = Ao = ()
Observamos que o coeficiente de fig é igual a 1, enquanto que para |I;| = 1 os co-

eficientes de iy, sdo 0 = 1 -1 = ((1)) — (}) = Zogi§1(_1)i(|€1‘)a e no caso || = 2 os

coeficientes sao 0 =1—-2+1=(3) = () - () = ZOSiSQ(—l)i(W).

(2
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Os exemplos a seguir ilustram o Teorema 3.3

Exemplo 4.21: Consideremos o polinomio do exemplo 2.11, f : (C,0) — (C,0) dada
por f(z,y) = 2 + zy — 2232 + y*, temos que I'_(f) é a parte limitada em R? pelos

segmentos que ligam os pontos (0,4) a (6,0), como observamos na figura abaixo.

3 6

Do exemplo 2.11 temos que f é um polindémio comodo com parte principal degenerada no
infinito, entao pelo teorema 3.3 o nimero de Milnor do polindémio f é menor ao nimero

de Newton v(f). Assim

_ ) (C[;c,y] . C[a:,y] _
- Y <T(f) =2V, — 11V, +
lu(f) dlm(c <g£’ g£> dlmc <6$5 y 61’2y2, T 4$3y 4y3> V(f) 215 =11V 17
a(f) = dime Clz, y] <v(f)=15.

(6x° 4+ y — 6222, x — 423y + 4y3)

Exemplo 4.22: Consideremos o polinomio do exemplo 2.12, f: (C,0) — (C,0) dada
por f(z,y) = 21t + 25y — 2233 + 27y + 2y® + y!!, temos que f_(f) é a parte limitada em
R? pelos segmentos que ligam os pontos (0,11) a (7,9) e (7,11) a (11,0), como observamos

na figura abaixo.

11 .




68 Capitulo 4. Codimensao do ideal (xig—aiﬁ:lmk e Demostracao do Teorema Principal

Vemos do exemplo 2.12 que f é um polindmio comodo com parte parte principal Newton

nao-degenerada no infinito, entao pelo teorema principal 3.3 temos

fi(f) = dime fjf—% B(f) =2 — 1+ 1

oz’ Ay
Clz, y]

= 155.
(11210 + 5ty — 622y3 + Taby? + yo, 2% — 623y? + 9x7y® + bay* + 11y10)

p(f) = dime

Exemplo 4.23: Consideremos o polinémio do exemplo 2.21, f : C> — C dada por
f(z,y) = 2% + xy? + 23>, temos que I (f) é a parte limitada em R? pelos segmentos que

ligam os pontos (0,3) a (1,2) e (1,2) a (2,0), como observamos na figura abaixo.

1 2

Temos que f é um polindmio é Newton nao-degenerada no infinito, pois se (xg—ﬁ) A =0e
(yg—i)m = 0, onde A; é a face formada pelos vértices (0,3) e (1,2), entao x = 0 ou y = 0.
E se (x%)AQ =0e (yg—i)Az = 0, onde A, ¢é a face formada pelos veértices (1,2) e (2,0),
entao x = 0 ou y = 0, entao pelo teorema principal 3.3 temos

() = dime f;_}%_i]> — () =2y~ 1V, 11
oz’ dy
A(f) = dime -0 d g

(2z +y?, 2zy + 6y%)

Logo temos que a soma dos nimeros de Milnor dos pontos singulares isolados de f é
u(f) = 3.

Se p ¢ um ponto singular isolado de f entao nos denotamos o ntimero de Milnor do
polinomio f em p por pu,(f). Calculemos os ntimeros de milnor em cada ponto singular

isolado de f, para obter os pontos singulares de f resolvemos a seguinte equacao:

of _ 2 _ of _ 9 _
%—2x+y =0, %—2xy+6y =0, (4.14)

que tem como solugao os pontos p; = (0,0) e ps = (—18,6).

Logo o teorema 3.3 afirma que:

ﬁ(f) = [py T Hpy (f) (415>
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vamos a verificar esta igualdade.

Calculemos o numero de Milnor do polinémio f no ponto p; = (0,0) que é calculado
considerando f como uma série formal, entao pelo teorema 3.1 apresentado no capitulo 3
temos que I'_(f) é a parte limitada em R? pelos segmentos que ligam os pontos (0,3) a
(2,0), e a fronteira de Newton I'(f) é o segmento formado pelos vertices (0,3), (2,0) como

podemos observar na figura abaixo.

3
2
1 2
Temos que f é uma série nao-degenerada na origem, pois se (x%)A =22z +y*)=0ce

(yg—i)A = 2y*(x + 3y) = 0, onde A é a face formada pelos vértices (0,3) e (2,0), entao

x =0 ou y =0, entao pelo teorema 3.1 temos

Cllz, 4]l

pp (f) = dime 55570 = v(f) = 21V — 1V; + 1
(35> 55
fip (f) = dime Cllz, ] =2

(2 +y?, 2zy + 6y2)

Para calcular o nimero de Milnor do polinémio f em p, fazemos a mudancas de coorde-

nadas

(€2, ps) —= (T, f(p))

‘| |

(C2,0) (C,0)

onde ¢(2) = z — f(p2), w(x,y) = (z,y) —p2, ¢ g = ¢ o f o™ é&um polinémio com a

seguinte propiedade p(g) = pip, (f)-
Portanto é suficiente calcular o ntmero de Milnor de g, observamos que g é dado por
g(z,y) = 2% + zy? + 122y + 18y* + 29, entao temos que I'_(g) é a parte limitada em

R? pelos segmentos que ligam os pontos (0,2) a (2,0), e a fronteira de Newton I'(f) ¢ o
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.....

segmento formado pelos vertices (0,2), (2,0) como podemos observar na figura abaixo.

1 2

Temos que g é uma série formal Newton nao-degenerada na origem, pois se (:Bg—i) A=

2x(z+6y)=0e ( )A = 12y(z + 3y) = 0, onde A ¢ a face formada pelos vértices (0, 2)

e (2,0), entdao x = 0 ou y = 0, entdo pelo teorema 3.1 temos

() = dime & _?«]3 V() = 21Vs — 11V + 1
oz’ Oy

Cllx, y] _
(x + 92 + 12y, 2zy + 122 + 36y + 6y2)

Hpy (f) = dim¢

Portanto a igualdade 4.15 é satisfeita.



Referéncias Bibliograficas

[1] Atiyah, M. F.; Macdonald, I. G.; Introduction to commutative algebra. Addison-
Wesley Publishing Co., Reading, Mass.-London-Don Mills, Ont. (1969).

[2] Bivia-Ausina, C.; Fukui, T. e Saia, M. J.; Newton filtrations, graded algebras and
codimension of non-degenerate ideals. Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 135, (2002)
55-75.

[3] Carles Bivia-Ausina.; Injectivity of real polynomial maps and £ojasiewicz exponents
at infinity. Springer-Verlag. Math. Z.257, (2007) 745-767.

[4] Bivia-Ausina, C.; Tesis Doctoral. Valéncia. (2000).

[5] Cristina Spohr.; Poliedro de Newton e o Numero de Milnor. Dissertacao Mestrado.
Universidade Federal de Sao Carlos. (2006).

[6] Bruns, W.; Herzog, J.; Cohen-Macaulay rings. Cambridge Studies in Advanced Math-
ematics. Cambridge University Press, Cambridge. 39, (1993).

[7] Cox, D. A.; Little, J. e O’Shea, D.; Using Algebraic Geometry. Graduate Texts in
Mathematics, No.185. Springer-Verlag, New York. (2005).

[8] Eisenbud, D.; Commutative Algebra with a Viev Toward Algebraic Geometry. Grad-
uate Texts in Mathematics, No. 150. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, New York.
(1995).

[9] Fulton, W.; Algebraic Curves: an introduction to algebraic geometry. Addison-
Wesley Publishing Co., Inc. (1989).

[10] Gibson, C. G.; Singular points of smooth mappings. Pitman Publishing Limited,
London. (1979).

71



.....

[11] Hochster, M.; Rings of invariants of tori, Cohen-Macaulay rings generated by mono-
mials, and polytopes. Ann. of Math. 96, (1972) 318-337.

[12] Kouchnirenko, A. G.; Polyédres de Newton et nombres de Milnor. Inventiones math.
32, (1976) 1-31.

[13] Massey, W. S.; Singular Homology Theory. Graduate Texts in Mathematics, No. 70.
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, New York. (1980).

[14] Mather, J. N.; Stability of C°*° mappings III. Publ. Sc. IHES 35, (1969) 127-156.

[15] Matsumura, H.; Commutative ring theory, Cambridge Studies in Advanced Mathe-
matics. 8, (1988).

[16] Milnor, J. W.; Singular points of complex hipersurfaces. Annals of Math. Studies,
Princenton University. 61, (1968).

[17] Munkres, J. R.; Elements of Algebraic Topology. Addison-Wesley Publishing Com-
pany. (1984).

[18] Northcott, D.; Lessons on rings, modules and multiplicities. Cambridge University
Press, London. (1988).

[19] Rotman, J. J.; An Introduction to Homological Algebra. Academic Press, New York.
(1979).

[20] Serre, Jean-Pierre; Local algebra. Translated from the French by CheeWhye Chin
and revised by the author. Springer Monographs in Mathematics. Springer-Verlag,
Berlin. (2000).

[21] Shafarevich, I. R.; Basic Algebraic Geometry. A Series of Comprehensive Studies in
Mathamatics, No. 213. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, New York. (1977).

[22] Trang, L. D.; Topologie des Singularites des Hypersurfaces Complexes. Asterisque 7
e 8, (1973) 171-182.



Indice Remissivo

anel de um anel graduado, 7
Artiniano, 3 de um modulo graduado, 8
Cohen-Macaulay, 15 Ext, 6

Noetheriano, 3
filtracao

de Newton, 35

filtracao de anéis, 9

graduado, 7
anel de Rees

associado a filtracao, 36
) ~ . filtragdo multiplicativa, 9
anel graduado associado a filtragao multi-
o fronteira de Newton
plicativa do anel, 10
de um polinémio de Laurent, 24
anulador de um modulo, 15
L . de um polindémio, 24
aplicacao caracteristica, 19
L . de uma série formal, 24
aplicacao estrita, 60
fungao semicontinua inferiormente, 64

célula, 19
) germe
cadeia, 4
] ) degenerado, 27
caracteristica de Euler-Poincaré, 15
Newton degenerado, 27
complexo, 10 ~
graduacao
complexo a esquerda, 12 _ )
] induzida, 9
complexo aciclico, 11 )
i quociente, 9
complexo de cadeia celular, 21 o
trivial, 7
complexo de Koszul, 12 ' '
) grupos de homologia relativa, 20
com coeficientes no modulo , 15

componente homogénea, 7, 8 isomorfismo de complexos, 11
comprimento de um modulo, 4

CW-complexo, 19 Lema de Nakayama, 5

M-sequéncia, 16
dimensao de um modulo, 15 dueneia,
M-sequéncia regular, 16

elemento homogéneo modulo

73



74 Capitulo 4. Codimensao do ideal (xiaa—éﬁ_lmk e Demostracao do Teorema Principal

Artiniano, 3
Cohen-Macaulay, 15
Noetheriano, 3
graduado, 8
injetivo, 5
projetivo, 5
simples, 4
modulo componente de grau n, 10
monodide graduado, 6

mondmio em um anel graduado associado ,

46

n-ésima componente do complexo, 10
n-ésima diferencial, 10
n-ésimo homomorfismo de bordo, 10
n-ésimo modulo de homologia, 11
n-bordos, 11
n-ciclos, 11
n-esqueleto, 20
ntimero de Newton
de um polinémio de Laurent, 26
de um polindémio, 26
de uma série formal, 26
Newton polinémio de Laurent

nao-degenerado, 27

parte principal
de um polinémio de Laurent, 24
de um polindémio, 24
de uma série formal, 24
parte principal newtoniana
de um polinémio de Laurent, 24
de um polindémio, 24
de uma série formal, 24
poliedro de Newton, 24

polinémio

comodo, 24

Newton nao-degenerado, 27
polinémio de Laurent

comodo, 24
profundidade de um ideal, 17

profundidade de um moédulo, 16

resolugao injetiva, 5

resolucao projetiva, 6

série
Newton nao-degenerada, 27
comoda, 24
série de composicao, 4
série de Hilbert, 18
série de Poincaré, 18
sequéncia
M-regular maximal, 16
M-regular, 16
simplexo, 19
sistema de multiplicidade, 15
sistema de parametros
de um anel, 16
de um modulo, 16
submodulo homogéneo, 8

suporte, 24

Teorema da Base de Hilbert, 4
Teorema de Sard, 31
Teorema dos Zeros de Hilbert, 5

vértice, 19
vetor

primitivo, 33



	2_Modelo_Capa_ME_MAT_REVISADA
	2_jorge(3)



