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RESUMO

MAURI, V. L. Teoremas do tipo Tverberg colorido e Teoremas do tipo Van Kampen-Flores.
2023. 92 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

O objetivo deste trabalho € obter novos teoremas do tipo Tverberg colorido e do tipo Van Kampen-
Flores. Foram obtidos novos resultados do tipo Tverberg colorido, incluindo um teorema no qual
o ndmero de faces na parti¢cdo de Tverberg ndo € poténcia de primo. Novos Teoremas do tipo

Van Kampen-Flores para todo r também sdo resultados originais deste trabalho.

Palavras-chave: Teorema Topoldgico de Tverberg colorido, Teorema de Van Kampen-Flores,

Topologia combinatdria, complexo chessboard, indice de Volovikov.






ABSTRACT

MAURI, V. L. Tverberg type theorems and Van Kampen-Flores type theorems. 2023.
92 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

The objective of this work is to obtain new colored Tverberg type theorem and of the Van
Kampen-Flores type theorem. New colored Tverberg type results were obtained, including a
theorem where the number of faces in the Tverberg partition is not a prime power. New Van

Kampen-Flores Theorems for all r are also original results of this work.

Keywords: Colored Tverberg theorem, Van Kampen-Flores theorem, Topological combinatorics,
chessboard complex, Volovikov index.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é obter novos resultados em Problemas do tipo Tverberg,
Problemas do tipo Tverberg colorido e Problemas do tipo Van Kampen-Flores. Estes tipos de
problemas de Geometria Discreta e Combinatdria se tornaram uma importante drea de pesquisa
em constante expansao nos ultimos anos e as ferramentas da Topologia Algébrica tem sido

fundamentais na obten¢do de novos resultados.
A histéria dos teoremas do tipo Tverberg surge com o Teorema de Radon.

Teorema de Radon (Teorema 3.1.1) Para qualquer subconjunto X C R com pelo menos

d + 2 elementos, existem subconjuntos disjuntos S e T de X tais que conv(S) Nconv(T') # 0.
O Teorema de Radon tem uma reformulagao equivalente utilizando aplicacao afim.

Teorema de Radon Afim (Teorema 3.1.2) Para toda aplicacdo afim f: Az — RY,
existem faces disjuntas ¢ e 7 de Ay tais que (o) N f(1) # 0.

A pergunta que surgiu a partir do Teorema de Radon Afim € se a aplicag@o f precisa ser
afim ou se o teorema segue valido para f continua. Essa pergunta foi respondida por Bajméczy e
Barany em 1979 (BAJ MOCZY; BARANY, 1979) e utiliza o Teorema de Borsuk—Ulam em sua

demonstracao.

Teorema Topoldgico de Radon (Teorema 3.1.3) Para toda aplicacdo continua f : Ay —

R¢, existem faces disjuntas ¢ e T do simplexo Ay, | tais que f(o) N f() # 0.

Em 1966, Helge Tverberg demonstrou o Teorema de Tverberg, que generaliza o Teorema

Topoldgico de Radon.

Teorema de Tverberg (Teorema 3.1.4) Sejam r >2,d > 1 inteirose N = (r—1)(d +1).

Para toda aplicacdo afim f: Ay — R4, existem r faces o} ,...,0, de Ay, duas a duas disjuntas,
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tais que f(op)N---N f(o,) # 0.

Novamente surge a pergunta se € necessdrio que f seja uma aplicacdo afim ou se o
teorema segue para f sendo uma aplicacdo continua qualquer. Desta pergunta surge a Conjectura

Topolodgica de Tverberg.

Conjectura Topologica de Tverberg (Conjectura 3.1.5) Sejam r > 2, d > 1 inteiros e
N = (r—1)(d + 1). Para toda aplicacdo continua f : Ay — RY, existem r faces o1, ..., 0, de Ay,
duas a duas disjuntas, tais que f(o1)N---N f(o,) # 0.

A Conjectura Topoldgica de Tverberg (Conjectura 3.1.5) ficou por muito tempo sem uma
resposta, sendo considerada um dos problemas mais importantes em Topologia Combinatdria.
Em 1981 foi demonstrada para o caso onde r € um nimero primo, por Bardny, Shlosman e Sziics
(BARANY; SHLOSMAN; SZUCS, 1981). Este resultado foi estendido para o caso onde r é
poténcia de primo, por Ozaydin (ndo publicado) (OZAYDIN, 1987) e Volovikov (VOLOVIKOV,

1996). Este resultado ficou conhecido como Teorema Topoldgico de Tverberg.

Teorema Topoldgico de Tverberg (Teorema 3.1.6) Sejam d > 1 inteiro, r = p" > 2
poténcia de primo e N = (r — 1)(d + 1). Para toda aplicagio continua f : Ay — R, existem r
faces o1,..., 0, de Ay, duas a duas disjuntas, tais que f(o7)N---Nf(oc,) #0.

O conjunto {0y, ...,0,} de faces duas a duas disjuntas de Ay cujas imagens pela apli-

cagdo continua f : Ay — R? tem intersecdo ndo vazia é chamado particdo de Tverberg para

f.

O caso geral da Conjectura Topologica de Tverberg (Conjectura 3.1.5) ficou em aberto
por muito tempo, até que recentemente, em (BLAGOJEVIC; FRICK; ZIEGLER, 2019) ficou

provado que a conjectura nao é valida quando r ndo € poténcia de primo e d > 2r+ 1.

Problemas e teoremas relacionados com o Teorema Topoldgico de Tverberg (Teorema

3.1.6) sdo chamados de Teoremas e Problemas do tipo Tverberg.

Posteriormente surgiram problemas relacionados com o Teorema Topolégico de Tverberg

que utilizavam o conceito de coloragc@o nos vértices e exigiam as faces coloridas.

Sejam N > 1 inteiro e V(Ay) o conjunto de vértices do simplexo Ay. Uma coloragédo do
conjunto de vértices V (Ay) por [ cores é uma parti¢do (Cy,...,C;) de V(Ay), isto é,C;U---U
Cl:V(AN) eC,-ﬁCj:(Z),para 1<i<j<L

Os elementos da parti¢do (Cy,...,C;) sdo chamados classes de cores ou simplesmente

cores.

Uma face ¢ de Ay é uma face colorida se |6 NC;| < 1, para todo i € [I], isto &, ndo
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existem dois ou mais vértices da face o que pertencem a uma mesma classe de cor.

Em 1992, Zivaljevié e Vrelica apresentaram em (ZIVALJEVIC; VRECICA, 1992) o

seguinte problema envolvendo coloragao.

Problema de Tverberg colorido de Zivaljevi¢ e Vreéica (Problema 3.1.10) Sejam
d > 1 e r > 2 inteiros. Determine o menor inteiro t = #(d, r) tal que para toda aplicagdo continua
f:A— R? e toda coloragio (Cj,...,Cy.1) do conjunto de vértices do simplexo A por (d + 1)
cores, onde toda cor tem cardinalidade de pelo menos ¢ vértices, existem r faces coloridas
Ol,...,0, de A, duas a duas disjuntas, tais que f(oy)N---Nf(oc,) # 0.

Para o caso onde r = p" > 2 é poténcia de primo, Zivaljevi¢ e Vreéica provaram que
t(d,r) < 2r—1 e este resultado ficou conhecido como Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié

e Vredica.

Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevi¢ e Vreéica (Teorema 3.1.12) Sejam d > 1
inteiro e r = p" > 2 poténcia de primo. Para toda aplicagio continua f : A — R e toda coloragio
(Cy,...,C441) do conjunto de vértices V(A) do simplexo A por (d + 1) cores, onde toda cor tem

pelo menos 2r — 1 vértices, existem r faces coloridas o7, ..., 0, de A, duas a duas disjuntas, tais
que £(01) NN f(0y) #0.

Problemas e teoremas relacionados com o Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié e

Vrecica (Teorema 3.1.12) s@o chamados de Teoremas e Problemas do tipo Tverberg colorido.

O conjunto de r faces coloridas duas a duas disjuntas {oy,...,0,} que satisfaz um

Teorema do tipo Tverberg colorido € chamado Particdo de Tverberg colorida.

O Teorema Topoldgico de Radon (Teorema 3.1.3), o qual é o Teorema Topoldgico
de Tverberg (Teorema 3.1.4), para o caso r = 2, garante que para toda aplicacdo continua
f: Ay 1 — RY, existem duas faces disjuntas cujas imagens por f se intersectam. Naturalmente
surgiram perguntas sobre se poderiamos limitar a dimensao destas faces neste tipo de problema e,
assim, surgiram os problemas do tipo Van Kampen-Flores e os problemas do tipo Van Kampen-

Flores colorido.

Na década de 1930, Antonio Flores formulou e Van Kampen demonstrou o seguinte

teorema.

Teorema de Van Kampen-Flores (Teorema 4.1.1) Sejam d > 2 inteiroe f : Agyp — R4
aplicacdo continua. Entdo existem duas faces disjuntas 6 e 7 de Ay », onde dim (0) <d/2 e
dim (7) <d/2, tais que f(o)N f(t) # 0.

Note que o caso d = 2 do Teorema de Van Kampen-Flores (Teorema 4.1.1) € equivalente

a afirmar que o grafo K5 ndo € planar.
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O teorema a seguir generaliza o Teorema de Van Kampen-Flores e segue como uma
consequéncia do Teorema Topolégico de Tverberg (Teorema 3.1.6). Foi provado primeiramente
por Sarkaria (SARKARIA, 1991) para r primo e, em seguida, para r = p" poténcia de primo por
Volovikov (VOLOVIKOV, 1996).

Teorema de Van Kampen-Flores generalizado (Teorema 4.1.3) Sejam d > 1 um inteiro,
r = p" poténcia de primo, k > [==1d], N = (d+2)(r—1) e f : Ay — R? aplicacdo continua.
Entdo, existem r faces duas a duas disjuntas oy, ..., G, no k-esqueleto ASK ,isto é, dim (o;) <k,
para todo i € [r] tais que f(o1)N---Nf(o,) #0.

O caso r = 2 do Teorema de Van Kampen-Flores generalizado (Teorema 4.1.3) € exata-

mente o Teorema de Van Kampen-Flores (Teorema 4.1.1).

Em (BLAGOJ EVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014) foram obtidos novos resultados do tipo

Tverberg colorido que sdo obtidos a partir do Teorema Topoldgico de Tverberg (Teorema 3.1.6).

O primeiro resultado obtido foi o Teorema de Tverberg colorido “fraco”, enunciado a

seguir.

Teorema de Tverberg colorido “fraco” (Teorema 4.1.6) Sejam d > 1 um inteiro, r = p"
poténcia de primo, N = (2d +2)(r — 1) e f : Ay — R aplicagio continua. Se os vértices de Ay
tem uma coloragdo por (d + 1) cores, onde cada cor tem cardinalidade no maximo 2r — 1, entdo

existem r faces coloridas duas a duas disjuntas oy, ..., 0y, tais que f(o;)N---N f(o,) # 0.

Também foi obtido o seguinte teorema, o qual é chamado de Teorema de Van Kampen-

Flores colorido.

Teorema de Van Kampen-Flores colorido (Teorema 4.1.7) Sejam d > 1 um inteiro,
r = p" poténcia de primo, m > ["=1d]+1e N = (d+m+1)(r—1) inteiros e £ : Ay — R? uma
aplicacdo continua. Se os vértices do simplexo Ay tem uma coloragdo por m cores, onde cada
cor tem cardinalidade no médximo 2r — 1, entdo existem r faces coloridas duas a duas disjuntas
ol,..., 0y tais que f(o7)N---N f(o,) #0.

Neste trabalho foram obtidos resultados inéditos desta teoria utilizando ferramentas
sofisticadas da Topologia Algébrica, tais como o indice de Volovikov, o qual € definido a partir

da sequéncia espectral obtida pela fibragcdo de Borel.
O trabalho esta organizado como segue.

O Capitulo 2 consiste nos conceitos e ferramentas que serdo utilizados para demonstrar
os resultados principais. Definimos complexo simplicial, join, produto deletado, join deletado e
listamos suas principais propriedades. Além disso, introduzimos fibracao de Borel e sequéncias

espectrais, ferramentas da Topologia Algébrica fundamentais para definir o indice de Volovikov, o
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qual tem propriedades importantes listadas na Proposicao 2.5.2 que serdo amplamente utilizadas
nas demonstracoes de resultados inéditos ao longo deste trabalho. Na tltima se¢@o definimos o
complexo chessboard e enunciamos algumas de suas propriedades. O complexo chessboard é
um complexo simplicial com papel extremamente importante na resolu¢do de Problemas do tipo

Tverberg colorido.

No Capitulo 3, tratamos sobre os Teoremas do tipo Tverberg colorido. Na primeira secio
¢ apresentada uma introdugdo histérica. Em seguida, definimos conceitos e enunciamos teoremas
importantes para demonstrar este tipo de teorema e, por fim, é dada uma demonstracao bem
objetiva dos classicos Teorema Topoldgico de Tverberg e Teorema de Tverberg colorido de
Zivaljevi¢ e Vreéica. Na segunda secdo, apresentamos o Teorema 3.2.1, demonstrado por C.
Poncio (PONCIO, 2020) e que generaliza o Teorema Tverberg colorido de Zivaljevié¢ e Vreéica
e, em seguida, enunciamos e demonstramos o Teorema 3.2.3, que flexibiliza ainda mais as
cardinalidades minimas das cores no Teorema 3.2.1. Tais teoremas encontram-se em (MAURI
et al., 2022). Na terceira secao, ¢ introduzido um novo problema que propde limitar para toda
cor a quantidade de faces na Particdo de Tverberg colorida com vértices desta cor (Problema
3.3.1). Como solugdo do Problema 3.3.1, obtemos neste trabalho o Teorema 3.3.5, que tem
como consequéncias os Corolarios 3.3.7 e 3.3.10. Além disso, com modificacdes apropriadas
no problema inicial, obtivemos trés novos resultados: os Teoremas 3.3.12, 3.3.14 e 3.3.17.
Os resultados desta terceira secdo encontram-se em (MAURI; MATTOS; SANTOS, 2022). A
ferramenta principal nas demonstracoes deste capitulo foi o indice de Volovikov, o qual tem

propriedades chaves que estdo listadas na Proposicdo 2.5.2.

O Capitulo 4 trata sobre Teoremas do tipo Van-Kampen-Flores. Na primeira secao, é
feita uma introducgdo histdrica deste tipo de teorema e apresentamos uma versao do teorema
Topoldgico de Tverberg para todo r (MATTOS; SANTOS; SOUZA, 2017) que € a motivagao
para o resultado principal desta se¢do, o Teorema de Van Kampen-Flores colorido “flexibilizado”
para todo r (Teorema 4.1.13). Na segunda secdo, demonstramos dois teoremas com novas versoes
para todo r e parti¢des j-disjuntas. Sao estas: o Teorema Topoldgico de Tverberg para todo r e
parti¢des j-disjuntas (Teorema 4.2.6) e o Teorema de Van Kampen-Flores generalizado para todo
r e parti¢des j-disjuntas (Teorema 4.2.8). Os resultados obtidos neste capitulo serdo organizados
em um pré-print, o qual posteriormente serd submetido para publicacdo. As principais ferramentas
utilizadas para demonstrar os teoremas deste capitulo sdo baseadas no "constraint method”,
introduzido em (BLAGOJEVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014).

No quinto e dltimo capitulo, utilizamos o conceito de conjunto de coincidéncia parcial
de f, denotado por A(f,y) e dos indices de Volovikov i e i’ e suas propriedades, para demonstrar
o Teorema 5.1.6, o qual é um Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié e Vreéica para uma
Particao de Tverberg colorida de ¢ = p" — 1 faces, isto €, uma quantidade de faces que ndo é

uma poténcia de primo, o que torna o resultado bem interessante. Os resultados deste capitulo
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sdo fruto de um estagio realizado com o Professor Rade Zivaljevié no Mathematical Institute of
the Serbian Academy of Sciences and Arts, MI SASA, em Belgrado, Sérvia, durante o primeiro

semestre de 2022. Os resultados deste capitulo encontram-se em (MAURI et al., 2022).
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo, introduziremos conceitos preliminares que serdo fundamentais para o

desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Complexos simpliciais geométricos

Nesta secdo, apresentaremos os complexos simpliciais geométricos e resultados basicos
sobre eles e ilustraremos os conceitos com alguns exemplos. A referéncia para esta secao é
(MATOUSEK, 2008).

Definicao 2.1.1. Sejam vg,vq,...,v; € R?. Dizemos que estes pontos sdo geometricamente
dependentes se existem Q, 1, ..., 0 € R?, ndo todos nulos tais que Z?:o avi=0e Zé{:O ;=0
Caso contrario vg, vy, ..., V¢ sdo chamados geometricamente independentes .
Exemplo 2.1.2. Pela defini¢do acima:

(1) Dois pontos vy, v; € R sdo geometricamente independentes se vy # v;.

(2) Trés pontos v, vy, vy € R? sdio geometricamente independentes se ndo sdo colineares.

(3) Quatro pontos vg, v, vo,v3 € R3 sdo geometricamente independentes se eles ndo sdo

coplanares.

(4) Mais geralmente, k + 1 pontos v, vy, ...,vx € R¥ sdo geometricamente independentes

se todos nao pertencem a um mesmo hiperplano.

O lema a seguir nos fornece uma visdo geométrica mais clara da defini¢ao de (k+ 1)

pontos serem geometricamente independentes.

Lema 2.1.3. Sio equivalentes:

(1) vo,v1, ..., vk € RY sdo geometricamente independentes.
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(2) Os k vetores vi — vy, ..., Vx — Vg sdo linearmente independentes.

(3) (1,v0), (1,v1), ..., (1,v;) € R¥*! 530 linearmente independentes.

A seguir definiremos simplexo, o objeto que compde os complexos simpliciais.

Definiciio 2.1.4. Um conjunto C C R é dito convexo se para quaisquer x, y € C o segmento xy
={tx+(1—1t)y;t €[0,1]} estd contido em C.

O fecho convexo de um conjunto X C R? ¢ a interseciio de todos os conjuntos convexos

contendo X. O fecho convexo de um conjunto X sera denotado por conv(X).

Defini¢do 2.1.5. Um k- simplexo o é o fecho convexo de um conjunto A C R¥ de (k+ 1) pontos
geometricamente independentes. Os pontos de A sdo chamados vértices de ¢ e denotados por
V(o). A dimensdo de o é definida como sendo |V (0)| — 1 = k e denotada por dim ©.

Observacao 2.1.6. Note que cada k- simplexo (simplexo k-dimensional) tem k + 1 vértices.

Observacao 2.1.7. Usaremos a denominagdo k- simplexo quando quisermos especificar a
sua dimensao. Quando nao for preciso especificar sua dimensio, escreveremos simplesmente

simplexo.

Exemplo 2.1.8. Os exemplos mais famosos de simplexos sdo os p- simplexos padrao. O p-
simplexo padrdo é o simplexo ¢ o qual é fecho convexo do conjunto A = {ey,...,e,11}, onde
ei=(0,...,0,1,0,...,0) tem todas as coordenadas nulas, exceto a i-ésima coordenada que tem

valorigual a 1.
Veja na figura abaixo os p-simplexos padrdo para p =0, 1,2.

Figura 1 — p- simplexos padrao.

p=0 p=1 p=2

UM PFOMTO UM SEGMENTO UM TRIANGULD COM 5EV INTERIOR

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 2.1.9. Uma face de um k-simplexo o € o fecho convexo de um subconjunto de vértices
de o.
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Observacao 2.1.10. Seja 6 um k- simplexo cujo conjunto de vértices € A. Claramente, @ C A
para qualquer que seja A, logo o fecho convexo do conjunto vazio também € uma face de ©.
O fecho convexo de @ é obviamente (@ e, assim, pela defini¢do o conjunto vazio é uma face de

qualquer simplexo ©.

Exemplo 2.1.11. Considere o tridngulo da Figura 2 (2- simplexo). Temos 3 vértices, logo temos
2= |2 ({vo,v1,v2})| = 8 faces.

Figura 2 — Faces de um 2- simplexo.

FACES DO 2- SIMPLEXO:

Qj . - .
Vi Wy W

Vo Vi ?
" /
2- SIMPLEXO |° Iy

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observacao 2.1.12. A palavra face pode nos levar erroneamente a considerar somente as faces
de dimensdo k — 1 (como os segmentos do tridangulo do exemplo anterior). Assim, € importante
destacar que essa defini¢do de face € bem mais geral, pois como foi mostrado no exemplo, todo
o triangulo, os pontos e o vazio também sdo faces e ndo somente os segmentos.
Definicao 2.1.13. Seja o um simplexo. O interior relativo de ¢, denotado por relint ¢ € obtido
de o removendo todas suas faces com dimensdao menor que dim o. Em outras palavras:

d+1
relint 0 = ¢ Agvo+ -+ -+ Agi1varr s 0 < Ag,..., Ay 1 < le Z Ai=1p,onde V(o) ={vy,...,vq}

i=0

Proposicao 2.1.14. Seja 6 um n- simplexo. Podemos decompor ¢ como a unido disjunta do

interior das faces de o, isto é

c= |_| relint (conv (F)).
FcV(o)

Exemplo 2.1.15. Veja na Figura 3 o esquema da decomposi¢do de um triangulo (2-simplexo).

Definicao 2.1.16. Um complexo simplicial ¢ uma familia ndo vazia A de simplexos que satisfazem
as duas condig¢des a seguir.

(C.S. 1) Seja 0 € A, entdo toda face de o estd em A.

(C.S. 2) Sejam 07,0, € A, entdo a intersseccdo o1 0> € uma face de o7 e de 0, ao

mesmo tempo.
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Figura 3 — Decomposi¢do de um 2-simplexo.

L
\ ‘
Fonte: Matousek (2008, pg. 8).

A dimensdo de um complexo simplicial A é a maior dimensdo de um simplexo que esta

na familia A, isto é dim (A) = médx {dim 0 ; 0 € A}.

O conjunto de vértices de A , denotado por V(A) = {x;x € V(o) e 6 € A} é 0 conjunto

de todos os vértices dos simplexos da familia A.

Observacao 2.1.17. Para qualquer complexo simplicial A temos @ € A, pois como A é uma
familia ndo vazia, existe um simplexo ¢ € A e como vimos na Observagdo 2.1.10, @ € uma face

de o e pela condicao (C.S. 1) da Definicao 2.1.16 segue que 0 € A.
Quando o complexo simplicial contém somente o conjunto vazio, isto é, A = {0} ,

definimos dim (A) = —1.

Observacao 2.1.18. Neste texto trataremos apenas de complexos simpliciais finitos, isto &,
quando o conjunto A € finito. Os complexos simpliciais finitos serdo suficientes para nossas

aplicagdes em combinatdria e geometria.

Exemplo 2.1.19. Temos que um 0-dimensional complexo simplicial € uma configuraciao de

pontos e um 1-dimensional complexo simplicial € um grafo.

Figura 4 — 0 e 1- dimensional complexos simpliciais.

. L]
. .
.
.
0- complexo simplicial: 1- complexo simplicial:
configuragdo de pontos grafo

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 2.1.20. Na Figura 5 temos um exemplo de um 2- dimensional complexo simplicial e

dois exemplos que ndo satisfazem as condi¢des de complexo simplicial.

Figura 5 — Exemplos que mostram a estrutura de um 2- dimensional complexo simplicial.

TR 4 &

E um 2- dimensional complexo simplicial. Ambos nao sdo 2- dimensional complexos
simpliciais, pois aqui ndo vale que a interssegéo de
dois simplexos € uma face de ambos simplexos.

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 9).

Definicao 2.1.21. A unido de todos os simplexos de A é chamada poliedro de A, e serd denotado
por [|A]].

Observacao 2.1.22. Como vimos na Proposicdo 2.1.14, temos uma particao do interior relativo
das faces para qualquer simplexo ¢. Assim, o interior de todos os simplexos de um complexo

simplicial A também formam uma particéo do poliedro ||A|| = |_| relint ©.
cEA

Definicao 2.1.23. Seja A um complexo simplicial. Como ja observamos, temos a particao

Al = |_| relint o.

oEA

Assim, dado um ponto x € ||A||, existe um tnico simplexo ¢ € A tal que x € relint ©.

Tal simplexo € dito ser o suporte de x e serd denotado por supp (x). Em outras palavras:
supp (x) = {o; onde x €relintc e o € A}.
Lema 2.1.24. O conjunto de todas as faces de um simplexo é um complexo simplicial.

Observacao 2.1.25. Seja A um n-dimensional simplexo. O complexo simplicial consistindo de

todas as faces de A serd denotado por A,. Entdo, ||A,|| € um n-simplexo (geométrico).

Definicao 2.1.26. Dado um complexo simplicial A, um subcomplexo simplicial ' C A é um
subconjunto A’ C A o qual também é um complexo simplicial.
Um subcomplexo de um complexo simplicial A que serd muito importante no nosso

trabalho é o k-esqueleto ASF C A.

Definicdo 2.1.27 (k-esqueleto). Seja A um complexo simplicial. Definimos o k- esqueleto ASF

como sendo o subcomplexo simplicial de A que corresponde a seguinte familia de simplexos

ASk={c € A;dim o <k}.
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Exemplo 2.1.28. Na Figura 6 temos um exemplo de 2- dimensional complexo simplicial e todos

0s seus respectivos k-esqueletos (k= 0,1 e 2).

Figura 6 — Exemplo de k- esqueleto.

4 4 4
3 3 E L
L ] L
q 2 1 2 1 2
21 =0
A=N* A Ay

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2 Joins

Nesta secdo, vamos introduzir o conceito de join, produto deletado e join deletado. As
referéncias para esta se¢do sao (MATOUSEK, 2008) e (BLAGOJEVIC; ZIEGLER, 2017).

O produto cartesiano X x Y de dois espacos topologicos X e ¥ também € um espaco
topoldgico, porém o produto de dois simplexos de dimensdo ao menos 1 ndo € um simplexo (veja
Figura 7 ). Introduziremos uma opera¢do em que o produto de dois simplexos € um simplexo,
chamada join e denotada por *. Assim, podemos definir o join de dois complexos simpliciais,

obtendo um novo complexo simplicial.

Figura 7 — Exemplo de produto cartesiano e join de simplexos.

O produto cartesiano de
L | simplexos ndo & um

H \Ir ¥ 'f simplexo neste caso.
| W — — DQ O join de dois simplexos
— sempre & um simplexo,

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 73 e 74).

Definicao 2.2.1. Sejam K e L dois complexos simpliciais. O join K x L é o complexo simplicial

com conjunto de vértices V(K) WV (L) = V(K) x {1}UV(L) x {2} e conjunto de simplexos

{FWG;,FeK,GelL}.

Observacao 2.2.2. Dado um complexo simplicial K, temos o n- join de K, denotado por K*",

onde o conjunto de vértices € V(K) x {1} U...UV(K) x {n} e conjunto de simplexos

{Fl Whd.. .WF, ; F1,F,....F, € K}
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Exemplo 2.2.3. Seja o 0- simplexo Ag, que consiste de um ponto. Temos que Ag *x Ag é um
segmento, mais geralmente, temos (Ag)*" isomorfo a A, e, consequentemente, A; *A; isomorfo
a Atyrr, pois Agx Ay = (Ag) 1w (Ag) D) = (Ag)*HH2) = Ay

Exemplo 2.2.4. Seja D, = {0,{1},{2}} um complexo simplicial correspondendo a um espago

discreto de 2 pontos. Note que ||D,|| ¢ homeomorfo a $°. Vamos analisar o n-join D"

O conjunto de vértices pode ser identificado com [2] X [1] e um subconjunto do conjunto
de vértices ¢ um simplexo se ndo contém (1,i) e (2,i), para algum i € [n] a0 mesmo tempo. D3"

é o complexo simplicial (" !, para o qual |[0"!|| ¢ homeomorfo a S"~! e, portanto, ||D3"|| é

homeomorfo a §" 1.

X xY x|[0,1
Definicao 2.2.5. Sejam X e Y espacos topoldgicos. O join X *Y € o espaco quociente %

onde a relagdo de equivaléncia &~ é dada por (x,y,0) ~ (x',y,0), para todo x,x' € X e yNe Ye

(x,y,1) =~ (x,y/,1), paratodox € X e y,y € Y.

Exemplo 2.2.6. Sejam X e Y dois simplexos de dimens@o 1. Veja na Figura 8 como obter o join
X xY.

Figura 8 — Exemplo de join.

Al A
VA
W
/ A
X Y t=0 t=1 XY
X xY x[0,1]

Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 75).

Exemplo 2.2.7. Pelo Exemplo 2.2.4, temos que ||D|| ¢ homeomorfo a |[("~!|| e, assim, (S°)*"

é homeomorfo a §"~!. Consequentemente, Sk x S! ¢ homeomorfo a S¥H+1,

Exemplo 2.2.8. Dado um espaco topolégico X, o cone de X, denotado por cone (X) e definido
como sendo o espago quociente (X x [0,1])/(X x {1}) pode ser identificado pelo join do espago

X com o espago de um ponto {p}, isto é, cone (X) é homeomorfo a X * {p}.

A suspensdo de X, denotada, por susp (X), e definida como sendo o espago quociente
(X x [0,1])/(X x {0},X x {1}) pode ser identificada pelo join do espago X com S°, isto &,
susp (X) é homeomorfo a X * S°.

Uma interpretacdao geométrica do join € dada pela proposi¢ao a seguir.
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Proposicao 2.2.9. Suponha que X e Y sejam subespagcos de um mesmo espaco Euclideano,
eque X CUeY CV,onde U eV sdo subespacos afim de algum R” taisque UNV =0 e
conv (UUV) tem dimensdo dim U + dim V +1. Suponha também que X e Y sejam limitados.

Entdo, X x Y € homeomorfo ao espago
def n
Z={tx+(1—-t)y; t€[0,1], xeX, yeY} CR",
isto €, a unido de todos os segmentos conectando um ponto de X a um ponto de Y.

Figura 9 — Representagdo da afirmagao da Proposigao 9.

U XY v

Fonte: Matousek (2008, pg. 75).

Teorema 2.2.10. Sejam K e L complexos simpliciais. Entdo, ||K *L|| ¢ homeomorfo a || K[| ||L||.

Observacao 2.2.11. Um ponto do join X xY formalmente é dado por uma classe de equivaléncia
[(x,y,¢)],ondex € X,y €Y et € [0,1]. Vamos denotar este ponto por zx+ (1 —¢)y. Analogamente,
um ponto do n-join X*" € dado por t;x| +trxy + -+ +t,Xx,, onde x1,x2,...,X, € X € 11,12, ...,

sdo nimeros reais ndo-negativos tais que ) ' ;t; = 1.

Note que a notagdo tx+ (1 —¢)y ndo é uma combinag@o convexa dos pontos x e y. De
fato, se X =Y e a,b € X, com a # b, temos que 1a+ 3b = [(a,b,3)] # [(b,a,3)] = 3b+ 3a em
X*2, mas %a + %b = %b + %a na combinagdo convexa.

Definicao 2.2.12. Sejam f: X; — Xp e g: Y] — Y, aplicacdes continuas. Entdo, o join destas

aplicacdes, denotado por f * g € a aplicagdo:
f*xg: X1 %Y1 = Xp %Yo,
dada por
e+ (1=t)y = 1f(x)+ (1-1)g(y),
ou, equivalentemente,

[Ce,y, )] = [(f(x),8(),0)]-

Observacao 2.2.13. Sendo f: X — X e g: Y] — Y» aplicagdes continuas, entdo f*g: X;xY] —

X5 xY> também é continua.
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Observacao 2.2.14. O produto cartesiano X x Y pode ser mergulhado em X xY por (x,y) —
%x + %y (veja na Figura 10 o exemplo para X =Y = A; ). Analogamente, o produto cartesiano

X" pode ser mergulhado em X*” por (x1,x2,...,X,) — %xl + %xz 4 %xn.

Figura 10 — Exemplo de mergulho do produto cartesiano no join.

X W\ Y
/\

X =Y
Fonte: Adaptada de Matousek (2008, pg. 77).

A seguir, vamos definir e ilustrar com um exemplo os conceitos de produto deletado e

Jjoin deletado.
Definicao 2.2.15 (Produto deletado). O n-produto deletado dois a dois disjuntos de um complexo
simplicial K € o complexo celular

def . .
KAX(Z) = {(x1,...,xp) €01 X+ x 0, CK*"; 0;N0j =0, para i # j}.

onde o1,..., 0, sdo faces ndo vazias de K.

Definimos também uma &,-a¢do no produto deletado K Ax(g), onde S, = Sym(n) é o

grupo simétrico das bije¢des de [n] em [n] da seguinte forma:

(X1, 3 Xn) = (Xgo1(1)y - s Xg-1())» Paratodo (xy,...,%,) € KAX(’;) enweGS,.

Definicao 2.2.16 (Join deletado). O n- join k-deletado de um complexo simplicial K é o complexo

simplicial
d
KZE‘k) lef {Mxl +-+Ax, €0y % x0, C K™ ; VI C [n], onde |I| > k, temos ﬂci :(Z)}.
icl
onde o1, ..., 0, sdo faces de K, incluindo possivelmente a face vazia.

Definimos uma &,,-aco no join deletado KZ’Zk) da seguinte forma:

T (X1 =+ + AnXn) = A1) Xg-1(0) T Aget () X1 ()
para todo Ajxj + -+ Aux, € KZ’Zk) enecS,.
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Figura 11 - Duas c6pias de D2, (D2)", (D2)j, € (Dz)ié)
(R 1) (P.2) (Z1) (p2) (P1)  (P2)
<
(L;.lll (b._“z} (@.1)  (0.2) {Q{ (0,2) e en
(D)2 (D2)3) (D2)3z)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observacao 2.2.17. No caso k = 2, temos:

d
L) éf{l]x]—|—~~—|—Arxrecl>|<-~~>x<<7,ch>"”;Giﬁcrj:(/),palraz'7ré]'}.

Exemplo 2.2.18. Seja D, = {0,{P},{Q}} o complexo simplicial de dois pontos. Temos que

(D>)** é homeomorfo a S, (DZ)ZZ(
espaco discreto de dois pontos. A Figura 11 ilustra esse exemplo.

. . .. . X2 4
») € unido disjunta de dois segmentos de retas e (D;) A2) €0

Lema 2.2.19. Sejam K e L complexos simpliciais, e n > 2 e k > 2 inteiros. Entdo, existe um

isomorfismo de complexos simpliciais

(K L) 5y = Ka(ey * La(r-

2.3 A fibracao de Borel

Nesta se¢do, vamos descrever brevemente a constru¢do de Borel, a qual nos fornece uma
aplicacdo que € uma fibracdo, a chamada fibracdo de Borel. A fibracdo de Borel € fundamental
para definir o indice de Volovikov, o qual serd usado nas demonstragdes dos novos resultados
deste trabalho. As referéncias para essa se¢dao sao (BOREL, 1960), (DIECK, 1987) e (MILNOR,
1956).

Definicao 2.3.1 (Construcdo de Borel). Dado um grupo topolégico G, existe um G-fibrado
universal wg = (EG,BG, p,G), onde

EG=G+GxGx*---

€ o join de uma quantidade infinita e enumeravel de cépias de G, BG = EG/G € o espaco de

6rbitas e p : EG — BG, p(x) = xG é a aplica¢do quociente.

Seja X um G-espaco topoldgico. Sendo EG um G-espaco livre, entdo a agdo diagonal
g (e,x)=(eg !,gx),V(e,x) € EGx X e Vg € G, sobre o produto EG x X também ¢ livre.
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Assim, definimos o espaco de Borel como o seguinte espaco de Orbitas

EGxX
XG:G.

Definimos também aplicacdo entre os espagos de Orbitas px : Xg — BG como a induzida

pela projecdo na primeira coordenada, isto é, p((e,x)G) = eG.

A seguir vamos definir fibragao.

Definicao 2.3.2. Uma aplicacdo p : E — B tem a Propriedade de Levantamento de Homotopia
(PLH) com respeito ao espacgo topolégico X se, dadas uma homotopia H : X X I — B e uma
aplicacdo g : X — FE tais que pog(x) = Hoi(x), onde i(x) = (x,0), existir uma homotopia
H:XxI—E que comuta o diagrama a seguir.

|+

. L E
l”
I——B

X

Ouseja,poﬁ:Heﬁoi:g.

Definicao 2.3.3. Uma aplicacdo que possui (PLH) com respeito a todos os espacos topoldgicos

€ chamada fibracao.

Observacdo 2.3.4. Se p : E — B é uma fibraciio, para cada b € B, F,, = p~!(b) é uma fibra de p
sobre b. Embora F, = p~!(b) possa variar para diferentes escolhas de b, a PLH restringe o tipo

de homotopia da fibra Fj,.

O Teorema a seguir afirma que se G é grupo compacto de Lie e age livremente sobre X,
um G-espago topoldgico Hausdorff paracompacto, entdo a aplicacdo pyx : Xg — BG da Defini¢do

2.3.1 é uma fibragdo.

Teorema 2.3.5. Dado G grupo compacto de Lie agindo livremente sobre um topolégico X
Hausdorff paracompacto, a aplicagdo px : EG xgX — BG, onde px((e,x)G) = eG é uma
fibragdo com fibra X.

Observacao 2.3.6. Enfatizamos que ¢ fundamental X ser G-espaco Hausdorff paracompacto

para termos px uma fibracao.

A seguir definiremos a fibragcdo de Borel.

Definicao 2.3.7. Seja G grupo compacto de Lie agindo livremente sobre um topoldgico X
Hausdorff paracompacto. A fibragcdo py : EG XX — BG com fibra X € chamada fibragdo de
Borel de X.
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2.4 Segqiiéncias Espectrais

Nesta secdo, apresentamos uma breve descri¢cdo de resultados sobre seqii€ncias espectrais.
A referéncia para esta secao ¢ (MCCLEARY, 2001).

Definicao 2.4.1. Um moédulo diferencial bigraduado sobre um anel R, € uma colecdo de R-
médulos { EP»9}, para todo par de inteiros p e ¢, junto com uma aplica¢do R-lineard : E** — E™*,

o diferencial, de bigrau (—r,r — 1) ou (r, —r+ 1), para algum inteiro r, satisfazendo d od = 0.

Definicao 2.4.2. O médulo de homologia H(E) é o médulo bigraduado

ker(d:E, , — E,
im(d : E,

—r,q—|—r—l)

Hpvq(E*7*’d) .
+rg—r+1 - EIMI)

Defini¢do 2.4.3. O médulo de cohomologia H(E) é o médulo bigraduado

Definicao 2.4.4. Uma seqiiéncia espectral do tipo homolégica é uma colecdo de R-mdédulos
diferenciais bigraduados {E] ,,d"}, para r = 1,2,...; onde os diferenciais tem bigrau (—r,r — 1)

r+1 4 : r r
e E, 1! é isomorfo a Hy 4 (EY ,,d").

Definicao 2.4.5. Uma seqiiéncia espectral do tipo cohomolégica € uma colecao de R-mdédulos
diferenciais bigraduados {E,"",d,}, para r = 1,2,...; onde os diferenciais tem bigrau (r, —r -+ 1)
e EIY ¢ isomorfo a HP(E;™" d,).

, 1,
EPY EpTH EPTT
Ef.,qfl
d,

Ep+r,q+2—r

!
Ep.qulfr Ep+1,q+17r Ep+r,q+17r

’ ! e

Observacao 2.4.6. Embora a seqiiéncia espectral esteja indexada para r = 1,2,.. ., essa inde-

xacdo pode comecar em qualquer inteiro e, para as nossas aplicagdes, a seqiiéncia comeca em
r=>2.
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Nesta secdo, estaremos considerando seqii€ncias espectrais do tipo cohomoldgicas. As definicdes
e propriedades apresentadas a seguir, também podem ser obtidas no caso de uma seqii€ncia

espectral homoldgica.

Para definir o termo limite de uma seqiiéncia espectral cohomoldgica, para todo k > r, denotemos

por

7P = ker(d,: EPY4 — EPTra-rl),

, - . —rq+r—1 ,
BPY = im(d,: EPr9tr-1 _y gP),

A condicdo d, od, = 0, implica que B, C Z, C E,, e segue da Definicio 2.4.3 que
E,i1 =2 Z,/B,. Sejam

Z(Epi1)P9 = ker(dpi1 : EPY — EPHYHT),

r+1 r+1
g — 7 . pp—r—lg+r 1]
B(Er+1)p 1= lm(dr+1 . Er+1 — Er+1)'

Existem submddulos bigraduados Z,, e B,y de Z,, contendo B,, tais que Z(E,; )" =
zl8 /BYY e B(Epy )P = BV, /BYY, para todo p,q. Assim, B,| C Z,;| e temos que
B, C Br—H C Zr+1 CZ, CE,.

Além disso, E,p =2 Z(Ey11)/B(Er+1) = Zy+1/By+1. Continuando esse processo por indugio,

obtemos uma seqiiéncia de submdédulos, para todo n > r,
B,CB,, C---CB,C---CZ,C+--CZy1 CZ CE,,
com a propriedade que E, | = Z,/B,,.

Definicao 2.4.7. Definimos os médulos bigraduados
Zo=()Zy € Bo=|JBy.
n n

O moédulo bigraduado E. = Z../B é chamado o limite da seqiiéncia espectral E.

Definiciio 2.4.8. Uma seqiiéncia espectral cohomolégica {E,;"",d,} colapsa no N-ésimo termo

se o diferencial d, = 0, para todo r > N.

Observacao 2.4.9. Uma conseqiiéncia imediata do fato de uma seqiiéncia espectral cohomoldgi-
ca {E;”",d,} colapsar no N-ésimo termo, é que Ey" = Eyy, = ... = EL*,

Definicao 2.4.10. Uma filtracdo decrescente F' sobre um R-médulo A é uma familia de submé-
dulos {FP(A)}, com p € Z, tais que

. FPTYAY C FP(A) CFPY(A) C -+ C A
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Definicao 2.4.11. Dada uma filtracdo decrescente F sobre um R-mdédulo A, o médulo graduado

associado Ej(A) é dado por
E§(A) = FP(A)/FPT(A).

Observacao 2.4.12. Se H* ¢ um R-médulo graduado e se F é uma filtragdo sobre H*, entao
FP(H™) = FP(H*)NH" C FP~Y(H*)NH" = FP~1(H") e 0 médulo bigraduado associado E;™

¢ dado por
EJY(H*,F) = FP(HP*9) JFPH (HPH).

Defini¢do 2.4.13. Uma seqiiéncia espectral {E,"",d,} converge para um R-médulo graduado

H*, se existe uma filtragao F' sobre H* tal que
ELY = EP(H' ),
onde EX* € o termo limite da seqiiéncia espectral.

Defini¢io 2.4.14. Uma seqiiéncia espectral {E,”*,d,} é uma seqiiéncia espectral do primeiro

quadrante, se existe r tal que EX*? =0, para p < 0 ou g < 0.

Teorema 2.4.15 (Sequéncia espectral cohomolégica de Leray-Serre, (Theorem 5.2 (MCCLE-
ARY, 2001))). Seja R um anel comutativo com unidade. Dada um fibracdo F — E 2, B, onde B
€ conexo por caminhos, entdo existe uma sequéncia espectral de dlgebras do primeiro quadrante

{E,”*,d,} convergindo para H*(E;R) como uma dlgebra, €
Ey9 = HP(B; A(F;R)),

€ a cohomologia de B com coeficientes locais na cohomologia da fibra de p.

2.5 indice de Volovikov

Nesta se¢do, definiremos o indice de Volovikov e enunciaremos algumas de suas pro-
priedades bdsicas (para mais detalhes, veja (VOLOVIKOV, 2000)). Esta ¢ uma func¢do que
associa um G-espaco Hausdorff paracompacto a um inteiro positivo ou ce. Para nossos objetivos
é suficiente considerar que G é um p-toro (p é um niimero primo), isto é, G = (Z,)" paran > 1

e K=Z, € o corpo de coeficiente na Cohomologia de Cech.

Definicdio 2.5.1 (Indice de Volovikov). Sejam G = (Z »)" (p é um nimero primo) paran > 1 um
grupo de Lie compacto e X um G-espaco Hausdorff paracompacto, sobre o qual G age livremente.
A defini¢do do indice de Volovikov de X (denotado por i(X)) usa a sequéncia espectral do fibrado
px : X¢ — BG com fibra X (fibracdo de Borel). Esta sequéncia espectral é dada pelo Teorema
2.4.15. A sequéncia espectral converge para a cohomologia equivariante H*(Xg;Z,). Seja A*

a cohomologia equivariante H*(pts;Z,) = H*(BG;Z,) de um ponto. Suponhamos que X seja
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conexo por caminhos. Entdo, E;° = A*. Se E;° = .. = E; 0 # Es*fl, por definicdo, i(X) = s.

Se E;O = ... = EX" entdo, por definicdo, i(X) = co.

Definimos também i’ (X) que é dado pelo menor inteiro r tal que o kernel do isomorfismo

*,0 £ ~ 2 ..
natural A* — E " contém um elemento que ndo € um divisor de zero em A*.

A seguir listamos algumas propriedades do indice de Volovikov.
Proposicao 2.5.2. Sejam X, Y e Z trés G-espagos Hausdorff paracompactos, sobre os quais G
age livremente. Entdo, sdo vélidas as seguintes condi¢des.

(i) Se existe uma aplicacdo G-equivariante X — Y, entdo i(X) <i(Y) e /(X) </ (Y).

(ii) Se H/(X;Z,) = 0, para todo j < n, entdo i(X) > n+ 1.

(iii) Se H/(Z;Z,) = 0, para todo j > n e i(Z) < o, entdo i(Z) < n.

(iv) Se X é compacto ou finito dimensional e tal que H*(X;Z,) = H*(S";Z,), e se G
age sem pontos fixos em X, entdo i(X) =i (X) =n+ 1.

(v) Se X = AUB, onde A e B sdo fechados (ou abertos) subespacos G-invariantes, entao
i(X) <i(A)+i(B). Em particular, i(X xY) <{(X) +i(Y).
Observacao 2.5.3. Uma aplicacdo f : X — Y entre dois G-espacos X e Y € chamada G- equiva-
riante se f(gx) = gf(x), paratodo g € Gex € X.

Além disso, seja X um G-espaco. Um subespaco A C X é chamado G-invariante se
gA C A, paratodo g € G.

2.6 Complexo Chessboard e conexidade

Nesta se¢do, definiremos complexo chessboard, que € muito utilizado nas demonstracdes
de Teoremas do tipo Tverberg Colorido. Vamos introduzir também o conceito de conexidade e
relacionéd-lo com o indice de Volovikov. Para mais detalhes, veja (BLAGOJ EVIC; ZIEGLER,
2017) e (MATOUSEK, 2008).

Definicao 2.6.1 (Complexo Chessboard). O complexo chessboard Ay, € o complexo sim-
plicial com conjunto de vértices [m] x [n], e cujos simplexos de A, , sdo os subconjuntos
{(io, jo)s-- -, (ixs jx)} C [m] x [n],onde iy # iy (1 <s<s <k),ej#jr (1<t<t <k).

Observacao 2.6.2. O complexo chessboard pode ser visualizado da seguinte forma: cada
simplexo de A, , € uma configuracdo de torres em um tabuleiro m x n de maneira que ndo

existam duas torres em uma mesma linha ou coluna deste tabuleiro.

Exemplo 2.6.3. A Figura 12 ilustra o complexo chessboard A, 3, o qual ¢ homeomorfo a S L
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Figura 12 — Complexo chessboard A 3.

(1,1)
(2,2) (2,3)
(1,1))(2,2)1(1,3)
(2.1)|(2:2)|(2,3)
(1,2) (1,2)
(2,1)
Tabuleiro 2x3 Complexo simplicial Az :

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.6.4. Seja K = [m]| o complexo simplicial discreto com m vértices, entdo o join

deletado KZ%Z) é o complexo chessboard Ay, ;.

Definicdo 2.6.5 (S,-acdo em Ay ). O complexo chessboard A, , € um &,-espago, onde a

GS,-acdo € dada pela permutacio nas n colunas do complexo chessboard A, ,, como segue:

7 {(i0,J0), - (ks Jw) } = {0, ©(jo)); - - (ik; ®(jx)) }, para todo 7 € .

Definicao 2.6.6 (n-conexo). Sejan > —1 inteiro. Um espago topoldgico X € n-conexo se toda
aplicacdo continua f : S¥ — X, onde —1 < k < n, pode ser estendida a aplicacdo continua
g: B! — X, isto é g|ypis1_g = f, (onde BXT! denota a (k+ 1)-dimensional bola fechada cuja
fronteira é a esfera $%). Um espago topolégico é (—1)-conexo se é nio vazio. Se o espaco X é

n-conexo , mas ndo é (n+ 1)-conexo, denotamos conn(X) = n.

Teorema 2.6.7 (pg. 332, (BLAGOJEVIC; ZIEGLER, 2017)). Sejam X e ¥ espacos topol4gicos.
Entdo, conn(X *Y) > conn(X) 4 conn(Y') + 2.

Teorema 2.6.8 (4.4.1 Theorem, (MATOUSEK, 2008)). Sejam X um espacgo topolégico ndo
vazio e seja k > 1. Entdo, X é k-conexo se, e somente se, € simplesmente conexo (isto €, o grupo
fundamental 71 (X) € trivial) e H;(X) = 0, para todoi =0,1,...,k.

O Teorema a seguir relaciona o indice de Volovikov com conexidade.

Teorema 2.6.9. Seja G um grupo compacto de Lie que age livremente sobre um G-espaco

topolégico Hausdorff paracompacto X. Entéo, i(X) > conn(X) + 2.

Demonstracdo. E uma consequéncia do Teorema 2.6.8 e da Proposigio 2.5.2 (ii).

]

Teorema 2.6.10 (4.4.2 Proposition, (MATOUSEK, 2008)). Um complexo simplicial K € s-

conexo se, e somente se, o (s + 1)-esqueleto K <s+1 g ¢ conexo.
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Teorema 2.6.11. Sejam m,n > 1 inteiros. Entdo, conn(A,,,) = min{m,n, | 2H+1 |},

Corolario 2.6.12. Seja r > 2 inteiro. Entdo, conn(Ag,_1 ) =r—2.
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CAPITULO

TEOREMAS DO TIPO TVERBERG
COLORIDO

Neste capitulo, introduziremos a Conjectura Topolégica de Tverberg (Conjectura 3.1.5)
e o Problema de Tverberg colorido de Zivaljevi¢ e Vreéica (Problema 3.1.10), os quais deram
origem ao Teorema Topoldgico de Tverberg (Teorema 3.1.6) e o Teorema de Tverberg colorido
de Zivaljevié e Vreéica (Teorema 3.1.12). Em seguida, serdo apresentados resultados inéditos do

tipo Tverberg colorido.

3.1 Teorema Topolégico de Tverberg e Teorema de Tver-

berg colorido de Zivaljevi¢ e Vrecica

Apresentaremos aqui os teoremas cldssicos que denominam esta se¢ao e introduziremos
as ferramentas para demonstra-los. Estas ferramentas serdo importantes ndo apenas para demons-
trar esses teoremas, como também serdo importantes para a demonstracdo de resultados inéditos

deste trabalho que serdo apresentados nas secoes seguintes deste capitulo.

3.1.1 Teorema Topolégico de Tverberg

A histéria dos teoremas do tipo Tverberg surge com um dos primeitos resultados funda-

mentais da geometria convexa, o Teorema de Radon.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Radon, (RADON, 1921)). Para qualquer subconjunto X C R? com
pelo menos d + 2 elementos, existem subconjuntos disjuntos S e T de X tais que conv(S) N
conv(T) # 0.

O Teorema de Radon tem uma reformulagdo equivalente utilizando aplicacao afim.
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Teorema 3.1.2 (Teorema de Radon Afim). Para toda aplicacdo afim f: Ag4 — R? existem faces
disjuntas o e T de Ay tais que f(o) N f(T) # 0.

A pergunta que surgiu a partir do Teorema de Radon Afim € se a aplicac@o f precisa ser
afim ou se o teorema segue vélido para f continua. Essa pergunta foi respondida por Bajmdczy e
Béardny em 1979 (BAJIMOCZY:; BARANY, 1979) e utiliza o Teorema de Borsuk—Ulam em sua

demonstracao.

Teorema 3.1.3 (Teorema Topologico de Radon, (BAIMOCZY; BARANY, 1979)). Para toda
aplicacdo continua f : Ay — RY, existem faces disjuntas ¢ e T do simplexo Ay tais que

flo)nf(T) #0.

Em 1966, Helge Tverberg demonstrou o Teorema de Tverberg, que generaliza o Teorema
de Radon Afim (Teorema 3.1.2).

Teorema 3.1.4 (Teorema de Tverberg, (TVERBERG, 1966)). Sejam r > 2, d > 1 inteiros e
N = (r—1)(d+1). Para toda aplicacdo afim f : Ay — R, existem r faces o1, ..., o, de Ay duas
a duas disjuntas, tais que f(o1)N---N f(o,) # 0.

Novamente surge a pergunta se € necessario que f seja aplicacdo afim ou se o teo-
rema segue para f sendo uma aplicag¢do continua qualquer. Desta pergunta surge a Conjectura

Topoldgica de Tverberg.

Conjectura 3.1.5 (Conjectura Topologica de Tverberg). Sejam r > 2, d > 1 inteiros e N =
(r—1)(d +1). Para toda aplicagdo continua f : Ay — R¢, existem r faces o7,...,0, de Ay duas
a duas disjuntas, tais que f(o1) N---N f(o,) # 0.

A Conjectura Topoldgica de Tverberg (Conjectura 3.1.5) ficou por muito tempo sem uma
resposta, sendo considerada um dos problemas mais importantes em Topologia Combinatdria.
Em 1981, foi demonstrada para o caso onde r € um niimero primo, por Barany, Shlosman e Sziics
(BARAN Y; SHLOSMAN; SZUCS, 1981). Este resultado foi estendido para o caso onde r é
poténcia de primo, por Ozaydin (nfo publicado) (OZAYDIN, 1987) e Volovikov (VOLOVIKOV,

1996). Este resultado ficou conhecido como Teorema Topoldgico de Tverberg.

Teorema 3.1.6 (Teorema Topologico de Tverberg, (OZAYDIN, 1987), (VOLOVIKOV, 1996)).
Sejam d > 1 inteiro, r = p” > 2 poténcia de primo e N = (r— 1)(d 4 1). Para toda aplicacédo

continua f : Ay — R4, existem r faces o} ,...,0r de Ay, duas a duas disjuntas, tais que f(o7)N
N f(or) #0.
Observacao 3.1.7. O conjunto {oy,...,0,} de faces duas a duas disjuntas de Ay cujas imagens

pela aplicacdo continua f : Ay — R tem intersec@o nio vazia é chamado particdo de Tverberg

para f.
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O caso geral da Conjectura 3.1.5 ficou em aberto por muito tempo. Até que, recentemente,
em (BLAGOJEVIC; FRICK; ZIEGLER, 2019) ficou provado que a conjectura nio é valida

quando r ndo € poténcia de primoe d > 2r+1.

Observacao 3.1.8. Problemas e teoremas relacionados com o Teorema Topoldgico de Tverberg

(Teorema 3.1.6) sd@o chamados de Teoremas e Problemas do tipo Tverberg.

3.1.2 Problema de Tverberg Colorido de Zivaljevié¢ e Vreéica

Para introduzir os Problemas do tipo Tverberg colorido precisamos de algumas defini-

coes.

Definicao 3.1.9. Sejam N > 1 inteiro e V(Ay) o conjunto de vértices do simplexo Ay. Uma
coloragdo do conjunto de vértices V (Ay) por [ cores é uma parti¢do (Cy,...,C;) de V(Ay), isto
é,CiuU---UC :V(AN) eC,-ﬂCj:(D,para 1<i<j<lL

Os elementos da parti¢do (Cy,...,C;) sdo chamados classes de cores ou simplesmente

cores.

Uma face ¢ de Ay é uma face colorida se |6 NC;| < 1, para todo i € [l], isto é, ndo

existem dois ou mais vértices da face o que pertencem a uma mesma classe de cor.

O subcomplexo de Ay cujos simplexos sdo todas as faces coloridas de Ay induzido pela
coloragdo (Cy,...,C;) serd denotado por R(c,,...c,) € chamado subcomplexo colorido. Existe um

isomorfismo natural Ric, ) =Ci*---xC.

Em 1992, Zivaljevié e Vrelica apresentaram em (ZIVALJEVIC; VRECICA, 1992) o

seguinte problema.

Problema 3.1.10 (Problema de Tverberg colorido de Zivaljevi¢ e Vrecica, (ZIVALIEVIC;
VRECICA, 1992)). Sejam d > 1 e r > 2 inteiros. Determine o menor inteiro t = #(d, r) tal que
para toda aplicagio continua f : A — R e toda coloragio (Cy,...,Cyy1) do conjunto de vértices
do simplexo A por (d + 1) cores, onde toda cor tem cardinalidade de pelo menos ¢ vértices,

existem r faces coloridas o7, ..., 0, de A, duas a duas disjuntas, tais que f(o7)N---N f(o,) # 0.

Observacao 3.1.11. Denotaremos simplesmente por A um simplexo Ay para algum N em alguns

enunciados. Optaremos por esta notagdo simplificada para ndo sobrecarregar o texto.

Para o caso onde r = p" > 2 é poténcia de primo, Zivaljevi¢ e Vreéica provaram que
t(d,r) <2r—1 e este resultado ficou conhecido como Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié

e Vredica.

Teorema 3.1.12 (Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevic’ e Vredica, (ZIVALJEVIC; VRECICA,
1992)). Sejam d > 1 inteiro e r = p" > 2 poténcia de primo. Para toda aplicacdo continua
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f:A— R? e toda coloragio (Cy,...,Czy1) do conjunto de vértices V(A) do simplexo A por
(d+ 1) cores, onde toda cor tem pelo menos 2r — 1 vértices, existem r faces coloridas oy, ..., O,
de A, duas a duas disjuntas, tais que f(o)N---N f(o,) # 0.

Observacao 3.1.13. Problemas e teoremas relacionados com o Teorema de Tverberg colorido de
Zivaljevi¢ e Vreéica (Teorema 3.1.12) sdo chamados de Teoremas e Problemas do tipo Tverberg

colorido.

Observacao 3.1.14. O conjunto de r faces coloridas duas a duas disjuntas {oy,...,0,} que
satisfazem um Teorema do tipo Tverberg colorido € chamado Particdo de Tverberg colorida.

3.1.3 Definicoes e teoremas chave na resolucao de problemas do tipo

Tverberg e Tverberg Colorido

Introduziremos algumas defini¢cdes, observacdes e alguns resultados que serdo impor-
tantes nas demonstracdes do Teorema Topoldgico de Tverberg (Teorema 3.1.6) e Teorema de
Tverberg colorido de Zivaljevi¢ e Vreéica (Teorema 3.1.12). Além disso, os resultados e defini-
coes desta subsecdo serdo utilizados nas demonstragdes de resultados inéditos do tipo Tverberg
colorido desta tese que serdo apresentados nas proximas segdes deste capitulo. A referéncia para
esta subsecdo é (BLAGOJ EVIC; ZIEGLER, 2017).

Definicdo 3.1.15 (Mapa Produto e mapa Join). Suponha que f : Ay — R? seja um contraexemplo
para a Conjectura Topoldgica de Tverberg (Conjectura 3.1.5), isto €, para todas r faces o1,..., 0,

de Ay, duas a duas disjuntas, temos que f(o1)N---N f(o,) = 0.

A partir de f construimos um mapa produto:

P (Aw) ) — (BRI = (R4

(Xl,..-,xr) = (f(xl)7"'7f(x"))'

Também definimos um mapa Join:

Jr: (AW — RTH™
Axy - FAxe — (AL, A f(x), - (A A f (X))

Definicio 3.1.16 (A S,-acdo em (R))®" e (RIT1)®r), A G,-agdo é dada pela permutacio
das “r coordenadas” em (RY)®" e (RY*1)®", respectivamente. Assim, dado 7 € &, = Sym(r),

definimos:

T (X1 2) = (115 o) € (R,

Y (Zlv"'>Zr) = (Zﬂ*1(1)7"'7z7r*1(r)) € (Rd+1)@r.
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Observacao 3.1.17. Os mapas Py e Jy sdo G,-equivariantes.

Definiciio 3.1.18 (Subespagcos diagonais Dp C (R?)®" e D; C (R41)®r ), Para todo inteiro
r>2ed > 1, definimos:

DP:{<y17'-'7yr)€(Rd)@r; Ondeylz"':yra Para)’la---a)’rERd}a

Dy = {(Zlv"'azr) € (Rd+1)®r; ondez; = =gz , parazy,...,zr € Rd+l}'

Observacao 3.1.19. Os subespacgos Dp e D; sdo G,-invariantes, isto é, dado 7 € G, , temos

nDpCDp e mwD;CDy.

Proposiciio 3.1.20. Seja f : Ay — R? uma aplicacdo continua que é um contraexemplo para a

Conjectura Topoldgica de Tverberg (Conjectura 3.1.5). Temos:
Im(Pr)ND,=0 e Im(Jr)ND;=0.

Demonstracdo. Sendo f : Ay — R? uma aplicagio continua que é um contraexemplo para a
Conjectura Topoldgica de Tverberg (Conjectura 3.1.5), isto é, para todas r faces o1,...,0, de
Ay, duas a duas disjuntas, temos que f(o)N---N f(o,) = 0.

Suponha que Im(Py) N D, # 0, entdo existem (f(x1),...,f(x,;)) € Im(Ps), com x; €
Ol,...,Xr € Oy, onde as r faces 0y, - - - , 0, de Ay sdo duas a duas disjuntas e (y,y,...,y) € Dp C
(RY)®" sdo tais que:

(f(xl)a"'vf(xr» = (yvya'--7y)'

Entdo, y = f(x;) = --- = f(x,) e, consequentemente, (o) N---N f(0,) # 0, 0 que é

uma contradi¢do com f ser um contraexemplo.

De maneira andloga, podemos provar que Im(J;) "Dy = 0.

Observacao 3.1.21. Como as imagens de Py e Jy ndo intersectam Dp ¢ D, podemos “retirar”
Dp e Dy dos contradominios e redefinir (com um pequeno abuso de notagdo) as aplicagdes
S,-equivariantes Py e Jy como segue:

Pf : (AN)X(rz) — (Rd)@r\DP,

Jp (M) — REHF\Dy.
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Definicao 3.1.22 (Esfera unitdria de um espago vetorial normado ). Seja (V,|| ||) um espaco

vetorial normado. A esfera unitdria de um espago vetorial normado é dada por:

S(V)={veVv; =1}

Observacao 3.1.23. Através de uma composi¢do de proje¢des e retratos por deformagao, obtere-
mos as aplicacdes G, -equivariantes:

Rp: (RH®\Dp — Dy \ {0} — S(Dp) e

Ry : (RTHY®\ D; — D\ {0} — S(D7).

Observacao 3.1.24. Seja R" um espaco vetorial com a &,-a¢do dada pela permutacao das “r

coordenadas”. Definimos o subespaco vetorial

,
W, = {(tl,...,t,) eR"; Z’i:()}'
i=1

O subespacgo vetorial W, tem dimensdo (r — 1) e é &,-equivariante. Assim, temos o0s

seguintes isomorfismos de &,-espagos:

Dp 2w e Dy =W, :

Substituindo Dy por W e D+ por Gy

mente, temos duas aplicagdes & ,-equivariantes

nos contradominios de Rp e Rj, respectiva-
Rp: (R)®\Dp — S(WE) e Ry: (RTHEN\ Dy —s s(w,74T),

Observacio 3.1.25. A partir de um contraexemplo f : Ay — R? para a Conjectura Topolégica
de Tverberg (Conjectura 3.1.5) construimos as aplica¢des &,-equivariantes Pr,Jr,Rp e R;. E a
partir destas aplicacdes demonstraremos o seguinte resultado, o qual é um critério para quando

vale a Conjectura Topoldgica de Tverberg (ou Problema de Tverberg).

Teorema 3.1.26. Sejamd > 1,r > 2, N = (r—1)(d + 1) inteiros. Se existe um contraexemplo
para a Conjectura Topoldgica de Tverberg (Conjectura 3.1.5) nestes parametros, entao existem
aplicagdes G,-equivariantes:
d S(d+1
(AN)3l) — SWEY) e (M)l — SOV
Logo, se ndo existem tais aplicagdes, ndo existe contraexemplo e, consequentemente, o

Problema de Tverberg vale nestes parametros.
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Demonstracdo. Suponhamos que f : Ay — R? seja um contraexemplo para a Conjectura Topo-

16gica de Tverberg (Conjectura 3.1.5) nos parametros d > 1 e r > 2. Tome as composi¢cOes:

P J
(AN)3) — ROE\Dp 25 SWP) e (Aw)ary — R\ Dy 5

B(d+1)
2) S(Wr )

As composi¢Oes Rpo Pr e RjoJy sio as aplicagdes G,-equivariantes do enunciado.

Observacao 3.1.27. O Teorema 3.1.26 € o resultado chave na demonstracdo do Teorema

Topoldgico de Tverberg (Teorema 3.1.6).

Observacao 3.1.28. O Teorema a seguir estabelece um critério para quando vale o Problema de

Tverberg colorido (Problema 3.1.10) a partir de um contraexemplo f : A — R<,

Teorema 3.1.29. Seja (Cy,...,C,,) uma coloragio do simplexo A por m cores. Se ndo existe uma

aplicagdo G,-equivariante

d+1))

Y

~ @
Ayt DG 1 = (R(C,..)ai) — SOW

entdo para toda aplicagio continua f : A — R? existem r faces coloridas o7, ..., 0, de A, duas a

duas disjuntas, tais que:
fle)n---nf(or) #0.
Demonstragdo. Como vimos, uma aplicagio continua f : A — R? induz um mapa join:

Jf . (A)Z’(é) — (Rd+l)@r
Axp+- -+ Ax — ((/h,l]f()ﬂ)),...,()Lr,lrf(xr)))-

O dominio e o contradominio do mapa join Jy estdao munidos com a ag¢do do grupo
simétrico &,, de maneira que J; € uma aplicacdo G,-equivariante. Como o join deletado
do subcomplexo colorido, denotado por (R(Cl,...,cm))zr(z), ¢ um subespaco G,-invariante do

subcomplexo (A)Z’(z), podemos restringir a aplicagdo Jy na aplicagdo &, -equivariante JJ’C a

seguir:
f 7 Ry om) Ay V(s Cn) JA(2) .
Note que Dy = {(z1,...,z,) € (R"™1)®"; z; = --- = z,} é um subespago & -invariante

de (Rd-i-l)@r.
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Analogamente ao que vimos no Teorema 3.1.26, a propriedade chave de J } ¢é que, dado
f : A — R? um contraexemplo para o Problema de Tverberg colorido, temos Im(J }) ND;=0.

Entdo, J } induz uma aplicacdo G,-equivariante:
d+1
(Ricy....cn)ap) — R\ Dy,
a qual ainda denotaremos por J.
Seja
Ry : (RT"HY®\ D; — Dy \ {0} — S(D7)
a composicao obtida através de uma projecao e um retrato por deformacio. Note que Ry é
& ,-equivariante.

.
Temos que D} o Wr@(dH), onde W, =< (t1,...,t,) ER"; Zt,- =0  é munido com a

i=1
G,-acdo que permuta as “r coordenadas”. Fazendo as modificagdes na aplicacdo G ,-equivariante

Rj, segue que:

R : (Rd+l>@r\D] N S(Wr@(d+1)),

Assim, assumindo a existéncia de um contraexemplo f : A — R?, temos uma aplicagio

S,-equivariante
/. *r ®(d+1)
RyjoJs: (Ric,,...co))ay — ST ).

d+1))

b

Logo, se ndo existe uma aplicacdo &, -equivariante (R(Cl7,..7cm))2’(2) — S(Wr@(
entdo ndo existe um aplicacio continua f : A — R que seja um contraexemplo e, portanto, para

toda aplicacdo continua f : A — R¢ | existem r faces coloridas, duas a duas disjuntas, tais que:

flor)n---Nf(oy) #0.

3.1.4 Demonstracées dos teoremas classicos

Utilizando os Teoremas chave 3.1.26 e 3.1.29 e as propriedades do indice de Volovikov

i(X) (ver Definigdo 5.1.1), vamos demonstrar os cldssicos Teoremas 3.1.6 e 3.1.12.

Demonstragdo do Teorema Topologico de Tverberg (Teorema 3.1.6). Pelo Teorema 3.1.26 basta

provar que ndo existe uma aplicacdo &,-equivariante

(AN)fy — SOWE).
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Considere o mergulho

0: () — Sym (Z,)) = &,
g§— Ly (Zp)" = (Zp)", Lg(x) = g +x.

Portanto, temos um subgrupo (Z,)" = Im(¢) < &,. Entdo, para provar a ndo existéncia
de uma aplicagdo &,-equivariante, é suficiente mostrar que ndo existe uma aplicacdo (Z,)"-

equivariante.
Suponhamos que exista tal aplicagdo (Z,)"-equivariante (AN)X(rZ) — S(WE),

Temos que o produto deletado (AN)z(rz) é (N — r)-conexo (ver Lemma 1, (BARANY;
SHLOSMAN; SZUCS, 1981)). Logo, pelo Teorema 2.6.9 segue que:

i ((AN)X{2)> > conn ((AN)Z{2)> +2>N—r+2=(r—1)d+1.

Da Proposicdo 2.5.2 (iv) segue que :
i(S(W,@d)) - '(S(”l)d’l) = (r—1)d.

Pela Proposi¢do 2.5.2 (i), como existe aplicagdo (Z,)"-equivariante (AN)X(Z) — S(WE),

temos:
i((Aw)ihy) <1 (W) = (r=1d+1< (r—1)d,
0 que é um absurdo.
Assim, ndo existe uma aplicacdo &,-equivariante (AN)X(VZ) — S(W®) e o teorema estd
provado.

]

Demonstracio do Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié¢ e Vrecica (Teorema 3.1.12). Sem

perda de generalidade, podemos assumir que |Cj| = -+ = |Cyp1| =2r—1.

Pelo Teorema 3.1.29, basta provar que ndo existe uma aplicacdo G ,-equivariante

(AZr—Lr)*(dH) = (R(Cl ))Zr(Z) - S(Wr@(d+l))~

Como (Z,)" < &, é um subgrupo, basta provar que ndo existe uma aplicagio (Z,)"-
equivariante (A2r717r)*(d+1) N S(Wr®(d+1)),

Suponhamos que exista tal aplicagdo (Z,)"-equivariante

(AZr—l,r)*(d_H) N S(Wr@(dJrl))-
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Pelo Coroldrio 2.6.12, temos conn(Ay,_; ) = r —2 e, assim, pelo Teorema 2.6.7 segue

que:

conn ((AZ,_I,,)*W“)) > (d+1)(r—2)+2d =r(d+1)—2.

Pelo Teorema 2.6.9, temos:

i ((AZ,,IJ)*(””) > conn <(A2r,1,r)*(d+l)> +2=[r(d+1)=2]+2=r(d+1).

Por outro lado, pela Proposi¢do 2.5.2 (iv) segue que:

i(S(Wr@(dH))) —; <S(r71)(d+1)71> — (r—1)(d+1).

Pela Proposigdo 2.5.2 (i), como existe uma aplicacdo (Z,)"-equivariante (Ap,_ 7,)*(“1) —
S(Wr®(d+1)), temos:
i ((Azrfl./r)*(d_‘—l)) <i (S(W,@("“))> — rd+1) < (r—1)(d+1),
o que € um absurdo.
Assim, ndo existe uma aplicagdo &,-equivariante (AZ,,ljr)*(dH) — S (WrEB(dH)) eo
teorema esta provado.
O]

3.2 Generalizacao do Teorema de Tverberg colorido de
Zivaljevi¢ e Vrecica

Nesta secdo, apresentaremos dois resultados que generalizam o Teorema de Tverberg
colorido de Zivaljevié e Vreéica (Teorema 3.1.12). O Teorema 3.2.1 foi demonstrado por Carlos
H.F. Poncio em sua tese de doutorado (PONCIO, 2020) e o Teorema 3.2.3, que flexibiliza as
cardinalidades das (d + 1) cores do primeiro teorema, € original do nosso trabalho. Os dois

teoremas encontram-se em (MAURI et al., 2022).

O teorema a seguir generaliza o Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié¢ e Vreéica,
pois exige que apenas uma das (d 4 1) cores tenha cardinalidade pelo menos 2r — 1, enquanto as

outras d cores podem ter cardinalidade pelo menos 2r — 4.

Teorema 3.2.1 (Generalizacdo do Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié e Vrecica, (PON-
CIO, 2020)). Sejam d > 1 inteiro e r = p" > 3 poténcia de primo. Para toda aplicacio continua
f:A—R?etoda coloragio (Cy,...,Cyy 1) do conjunto de vértices V (A) por (d + 1) cores, onde
IC1| >2r—1e|C| >2r—4, paratodo i =2,...,d+ 1, existem r faces coloridas duas a duas

disjuntas o7, ..., 0, de A satisfazendo:

fle)n---nf(oy) #0.
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Exemplo 3.2.2. Considere r =9 e d = 3 e uma coloragéo (C,C,C3,Cy4) por (d+ 1) = 4 cores
do conjunto de vértices V(A). O Teorema de Zivaljevi¢ e Vreéica (Teorema 3.1.12) afirma que
que se |C1,|C2|,|C3/,|C4| > 2r — 1 = 17, entdo para toda aplicacio continua f : A — R3, existem
9 faces coloridas duas a duas disjuntas oy, ..., 09 de A satisfazendo f(o1)N---N f(o9) # 0.

O Teorema 3.2.1 afirma que para que o resultado continue valendo s6 é necessario que

|C1| > 2r — 1 = 17, enquanto as outras 3 cores devem satisfazer apenas que |C>|,|C3],|C4| >
2r—4 =14,

O teorema a seguir flexibiliza o Teorema 3.2.1 quando r = p" > 3, pois permite uma

maior varia¢do nas cardinalidades minimas nas (d + 1) classes de cores.

Teorema 3.2.3 (Flexibilizacdo do Teorema 3.2.1, (MAURI et al., 2022)). Sejam d > 1 inteiro
e r = p" > 3 poténcia de primo. Para toda aplicagio continua f : A — R?, e toda coloracio
(Cy,...,Cyq41) do conjunto de vértices V(A) por (d + 1) cores, com |C;| > 2r — 1 — 3x; (onde
x; > 0 é um inteiro), paratodoi=1,...,d+1 taisquezl’?ljllx,- <de2xi+1<r,Vi=1,...,d+1,
existem r faces coloridas duas a duas disjuntas o7, ..., 0, de A satisfazendo:

flo)n---nf(o;) #0.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que |C;| = 2r — 1 — 3x;, para
todo i € [d 4 1]. Entdo, pelo Teorema 3.1.29, é suficiente mostrar que néo existe uma aplicagdo

G,-equivariante:
B(d+1
A2}'—1—3)51,r Ko *A2r—1—3xi,r O *AZr—l—?axd_H,r — S (Wr ( )) .
Como (Z,)" < &, é um subgrupo, basta provar que nio existe uma aplicacdo (Z,)"-
.. ®(d+1)
equivariante Ap, 13y, p* - % Doy 1 3y k¥ Dop 3y —— S (Wr ) .
Suponhamos que exista uma aplicagdo (Z,)"-equivariante

®(d+1)
A2)"—1—3)(1,r R A2}’—1—3)@,}’ Foeeok AZr—1—3xd+l,r — S (Wr ) .

Entdo, pela Proposi¢do 2.5.2 (i), temos que:

. : d+1
[ (Aro 13wy % % Ay 3y e % Aoy 3y, ) < (S <Wr@( * )>>

Segue da Proposi¢do 2.5.2 (iv) que:

i(S (Wr@(d+1)>) :i<S(r—l)(d+l)—l> — (r—1)(d+1).

Podemos calcular conn(Ay,__3y, ), para todo i € [d 4 1], usando o Teorema 2.6.11,

CcOmo segue.
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2r—1—3x; 1
Conn(Azr_l_3W):min{zr—1—3x,-,r, {( r x) 1+ J}_z

3

min{2r—1—3x;,r,r —x;} @il <) (r—xi)—2=r—x;—2.

Segue do Teorema 2.6.7 que:

d+1

Z(r—xi—Z)

i=1

Conn(AZr—1—3x1,r Foeok AZr—1—3xi,r Hoeeex A2r—1—3xd+1 ,r) > +2d =

d+l (X xi<d)
@d+1)(r=2)—( Y x|+2d > (d+1)(r—1)—1
i=1

Consequentemente, do Teorema 2.6.9 temos que:

i(AZr—l—le,r* o '*AZr—l—Sxi,r*"' *AZr—l—?)xd_H,r) 2 [(d+ 1)(}"— 1) - 1] +2 ==
d+1D)(r=1)+1>(r—1)(d+1).

Entao,
. . d+1
Z(AZr—1—3x1 gk * Ay 13y % *AZr—1—3xd+17r) > (7‘— 1)(d+ 1) =1 (S (Wr@( " )>> .
Mas isto contradiz:

i(AZr—1—3x1,r ORI *A2r—1—3xi,r OB *AZr—l—3xd+l,r> <i (S (Wr )) .

Portanto, ndo existe uma aplicagdo (Z,)"-equivariante

®(d+1)
A2}’7173)61,1’ Hoeeek A2r7173x,-,r Ko *A2r7173xd+1,r — S (Wr ) .

]

Observacao 3.2.4. Para o caso r = 2, se aplicarmos as técnicas da demonstra¢do do Teorema
3.2.3, obteremos os mesmos resultados do Teorema 3.2.1 para este caso, nao resultando em uma

flexibilizagdo das cardinalidades minimas das cores.

d+1

Exemplo 3.2.5. (1) Note que se x; =0, xp = --- = x441 = 1, temos que in =d<de
i=1

2x;+ 1 < r, paratodo i € [d+ 1]. Este caso particular do Teorema 3.2.3 é exatamente o que é

afirmado no Teorema 3.2.1, para r = p" > 3.

d+1
(2) Considere r =9,d =3, x; =x, =0, x3 =2 e x4 = 1. Temos que in:3 <d=3
i=1
e 2x;+ 1 < r, para todo i € [d + 1]. Este é um caso do Teorema 3.2.3, o qual ndo ocorre no

Teorema 3.2.1, pois |C3| =2r—1—=3x3 =11 < 14 =2r —4.
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3.3 Teorema de Tverberg colorido com novas condicoes

sobre as faces

Nesta secao, introduziremos um novo problema (Problema 3.3.1) a partir do cldssico
Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevi¢ e Vreéica (Teorema 3.1.12) e apresentaremos
solucdes para tal problema, constituindo em novos resultados desta tese, que encontram-se em
(MAURI; MATTOS; SANTOS, 2022).

O problema que apresentaremos a seguir surge da seguinte pergunta a respeito do
Teorema 3.1.12.

“Podemos limitar a quantidade de faces na Parti¢do de Tverberg colorida com um vértice de

determinada cor e, ainda assim, o resultado ser vdlido? ”

Esse questionamento pode ser traduzido matematicamente na condigéo (iii) do Problema
3.3.1, onde limitamos a /; a quantidade de faces que contém um vértice da cor i, para todo i € [m],

onde V(A) esta colorido por m cores.

Problema 3.3.1. Sejam d > 1, m > 1 inteiros e r = p" > 2 poténcia de primo. Determine inteiros

I,...,Ln (1<1;<r, parai=1,...,m) tais que para toda aplicacio continua f : A — R? e toda

coloragdo (Cy,...,Cy,) do conjunto de vértices V (A) por m cores, onde cada cor tem cardinalidade
pelo menos 2r — 1, existem r faces duas a duas disjuntas o7, ..., 0, de A satisfazendo:
(i) |Cinoj| <1, paratodoi € [m], j € [r], isto é, o1,..., 0, sdo faces coloridas;

(i) f(o)n---Nf(o;) #0;e
(iii) |(oyU---Uo,) NG| <I;, paratodo i € [m].

Observacio 3.3.2. Note que, assim como no Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevi¢ e
Vredica (Teorema 3.1.12) as condigdes (i), (ii), r = p" > 2 poténcia de primo e cada cor ter
cardinalidade pelo menos 2r — 1 se mantém. Apenas generalizamos o problema para m cores,
ndo restringindo a (d + 1) cores e incluimos as condi¢des em (iii) que limitam para cada cor o

ndmero de faces com vértices desta determinada cor.

O exemplo a seguir ilustra as particularidades do Problema 3.3.1.

Exemplo 3.3.3. Sejam d = 2, r = 3 inteiros e seja (C1,C,,C3) uma coloragdo do conjunto
de vértices V(A) = [15] (a partir de agora vamos identificar vértices de um simplexo A com
nimeros), com C; = {1,2,3,4,5},C, ={6,7,8,9,10} e C3 = {11,12, 13,14, 15}, isto &, |C;| =
|C5| = |C53]| =2r — 1 =5. Seja f : A — R? uma aplicagio continua.

Pelo Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié e Vreéica (Teorema 3.1.12) existe
uma parti¢éo de Tverberg colorida, que pode ser o1 = {1,7,13},0, ={2,9,14},03 = {5,8,11}.
Note que nesta parti¢do todas as 3 faces tem um vértice de cada uma das cores Cy, C; e Cs.
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Nestas condicdes, se tomarmos /| = [, = [3 = 2 para o Problema 3.3.1, a particdo de
Tverberg colorida {01, 0,, 03} ndo satisfaz a condig@o (iii), que estaria limitando a presencga de

vértices de cada uma das cores C;, C; e C3 em no maximo 2 faces.

Assim, a condig@o (iii) restringe as possiveis particdes de Tverberg coloridas 0}, 02,03
tais que f(01) N f(02) N f(03) # 0.

Para demonstrar os resultados desta secao, os quais sdo solucdes para o Problema 3.3.1,
enunciaremos e demonstraremos o Teorema 3.3.4, que consiste em uma versao modificada do

Teorema 3.1.29 (teorema chave para demonstrar Teoremas do tipo Tverberg colorido).
Antes, faremos algumas ponderacdes importantes para se entender o préximo teorema.

O join deletado (AN)Zr(z) ={o1W---Wo,;; 0;N0c;=0,parai,j€ [r] ei# j} pode ser
visualizado como o join que identifica as colecdes de r faces duas a duas disjuntas de Ay.

Suponhamos que (Cy,...,Cp,) seja uma coloragdo do conjunto de vértices V(A). O join

deletado do subcomplexo colorido R(c, . ¢,y pode ser identificado como:
(Ricy,...cm)a) = (IG5 = [|Cnl]) K2y = Ay %+ % Aicy -

Entdo, Aic,| % - *A|c,, |- pode ser visulizado como join das colegdes de r faces coloridas

duas a duas disjuntas de A, isto é, que satisfazem a condi¢do (i) do Problema 3.3.1.

Note que para obter o join das r faces duas a duas disjuntas que satisfazem as condi¢des
(i) e (iii) do Problema 3.3.1, isto é, as faces sdo coloridas e temos no méximo /; vértices da cor i,
parai=1,...,m, basta tomar o (/; — 1)-esqueleto do complexo chessboard Aic,), Portanto, o
join
<h—1_ A<yl
Al * ¥ Al

pode ser visualizado como o join da colecdo de r faces duas a duas disjuntas que satisfazem as

condicdes (i) e (iii) do Problema 3.3.1.

Agora estamos prontos para enunciar e provar o Teorema chave dos resultados dessa

secao.

Teorema 3.3.4. Sejamd > 1,m>1,1;,...,0,,(1 <[; <r,parai=1,...,m)inteirose r = p" > 2
poténcia de primo. Seja (Cy, . ..,C,,) uma colora¢do de A por m cores. Se ndo existe uma aplica¢do

G,-equivariante

<h—-1 <ln—1 @(d-f—l)
A‘Cllvr A|Cm‘7r S (Wr



3.3. Teorema de Tverberg colorido com novas condicdes sobre as faces 59

entdo para toda aplicacdo continua f : A — RY, existem r faces duas a duas disjuntas o7, ..., o,
de A satisfazendo:

(i) |Cinoj| <1, paratodo i € [m], j € [r], isto é, o1,..., 0, sdo faces coloridas;
(i) flo)n---Nflo;) #0;e
(iii) |(oyU---Uo,) NG| <1;, paratodoi € [m].

Demonstracdo. Seja f : A — R? uma aplicacdo continua tal que para quaisquer r faces duas
a duas disjuntas oy,...,0, de A que satisfazem as condi¢des (i) e (iii), a condigdo (ii) ndo é

satisfeita, isto &, f(o1)N---N f(o,) = 0. Em outras palavras, f € um contraexemplo para a
afirmacdo do Teorema.

Temos o mapa join

*r or
Alxl +"'+lrxr — (Alallf(xl))a'”7()Lr7)trf(xr))'

Note que Afcll‘ - A‘SCI'"| ¢ um subespaco S, -invariante de (AN)Z’(Z), pois as per-

mutagdes das r faces ndo alteram o niimero de vértices com a cor i, para todo i € [m].

Definimos o mapa join

) def <l—1 < d+1\ %"
Jp Z gl e, DA A (R )

*
\C | |Con|,r

A‘lxl +--- +A’rxr — (Alaﬂ‘lf(xl))a RS} ()'ra)“rf(xr))'

Por hipétese, f € um contraexemplo que ndo satisfaz a condigéo (ii), portanto

Im(J;) "Dy = 0.

De fato, suponhamos que

A fx))se s (A A f () € Im(TS) N Dy # 0,

para algum Ajx; + -+ Ax, € ATCZ“ A‘—C r ! Entio, \y = = A, = e consequente-
mente, f(x;) =--- = f(x;), onde x| € relint 0y,...,x, € relint 0, e estas r faces duas a duas

disjuntas satisfazem as condig¢des (i) and (iii), como explicamos anteriormente. Isto contradiz o
fato de que f € um contraexemplo para este teorema.

Entdo, J; induz uma aplicagdo &,-equivariante

&Dr
<h— <by d+1
- (R ) \Dy,
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a qual denotaremos também por J]’c, com um pequeno abuso de notagao.
Além disso, seja
Dr
Ry (Rd“) \D; — D\ {0} > § (D,L)

a composicao de uma projecao apropriada e um retrato por deformacdo. A aplicacdo R; é

G,-equivariante.

) N -~ d+1 N )
Temos um isomorfismo de & ,-representacdes DJL & Wr@( + ), onde ambos estao munidos

da acdo do grupo simétrico S, dado pela permutacdo de coordenadas.

(d+1)

Identificando DJL com W,” , temos que R; é uma aplicacdo &,-equivariante

R, : (Rd+1>@r\DJ _>S<Wr@(d+l)>.

Entdo, temos uma aplicacdo G,-equivariante, dada pela composi¢ao

1A <L—1 <In—1 ®(d+1)
Ryody: A s cathn HS(W, )

~ . . ~ S <lj— — d+1
Logo, se ndo existe uma aplicacdo G ,-equivariante Afcll 1| rl Koo *AFCI’"‘ rl —S (Wr@( " )> ;
I mis
entdio ndo existe um aplicagio continua f : A — R que seja um contraexemplo e, portanto,
para toda aplicacio continua f : A — R? , existem r faces coloridas, duas a duas disjuntas,

satisfazendo as condigdes (i) e (iii) do Problema 3.3.1 tais que:

f(o)N---Nf(o,) # 0. (condigdo (ii) do Problema 3.3.1)

[]

m
O teorema a seguir afirma que o Problema 3.3.1 segue quando a desigualdade Z l; >
i=1

(d+1)(r— 1) é vélida.

Teorema 3.3.5. (MAURI; MATTOS; SANTOS, 2022) Sejam d > 1 inteiro, r = p" > 2 poténcia

de primoe ly,...,L, (1 <l;<r,parai=1,...,m) inteiros satisfazendo } ;> (d+1)(r—1).
i=1
Para toda aplicagio continua f : A — R? e toda coloracio (Cy,...,Cy,) do conjunto de vértices

do simplexo A por m cores, onde cada classe de cor tem cardinalidade pelo menos 2r — 1, existem

r faces duas a duas disjuntas o7, ..., o, de A satisfazendo:

(i) |Cinoj| <1, paratodoi € [m], j € [r], isto &, 01, ..., O, sdo faces coloridas;

(ii) f(o)N---Nf(o,) #0;e
(iii) |(oyU---Uo,) NG| <1;, paratodoi € [m].
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Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que |C| = -+ = |G| =2r — 1.

Entdo, pelo Teorema 3.3.4, € suficiente mostrar que ndo existe uma aplicacdo G,-equivariante

<l -1 <lp—1 @(d+1)
A2r—1,r*'”>kA2r—1,r —>S<Wr :

Como (Z,)" < &, é um subgrupo, basta provar que ndo existe uma aplicacdo (Z,)"-

ivar <h— <ly— d+1
equivariante Az—rl'_llr* e *Az—rlfl i — S (Wr@( + )> )

Suponhamos que exista uma aplicagdo (Z,)"-equivariante Azgrlglr Kook Azérlfl_} —
S (Wr®(d+1)> ‘

Entdo, pela Proposic¢do 2.5.2 (i), temos que

(aeeagtn ) < (s (w0 ) ).

Segue da Proposi¢do 2.5.2 (iv) que

i(S <Wr®(d+1)>) :i<S(r—1)(d+1)—l> — (r=1)(d+1).

Por outro lado, note que Azgrlflfr ¢ (l; —2)-conexo, paratodoi=1,...,m.

De fato, Ay, € (r —2)-conexo (pelo Coroldrio 2.6.12), logo é (I; — 2)-conexo (desde

que /; < r). Assim, pelo Teorema 2.6.10, temos que Azgrli__llr é (I; — 2)-conexo.

Li]—2.
1

m
Segue do Teorema 2.6.9 e da desigualdade Z Ii>(d+1)(r—1),que

i=1
m
i(Azﬁr"_;}r*...*A;ff;i)z Y] -2

i=1

Pelo Teorema 2.6.7, temos que

m
conn (A;’Slr**Azgrlffi) > <Zi(li—2)> +2(m—1) = (
=

o

1

+2:fzi>(r—1)(d+1).
i=1

Entdo, i (Azgrll_qlr ook A;fffi) >(r—1)(d+1)=i <S (Wr@(d+l)> ) , mas isto contradiz
i (Azﬁ,“_j}r . *Azgrlfii) <i (S <Wr@(d+1)>) .
Portanto, ndo existe uma aplicagio (Z,)"-equivariante

<h-1 <lp—1 &(d+1)
A2r71,r>|<”'>kA2rT1,r —>S<W” :
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Exemplo 3.3.6. Sejam d =2, r = 3 inteiros e seja (C1,C,,C3) uma coloracdo do conjunto de
vértices V(A) = [15], com C; = {1,2,3,4,5}, C; = {6,7,8,9,10} e C3 = {11,12,13,14,15},

isto &, |C1| = |Ca| = |C3] =2r—1=5. Seja f : A — R? uma aplicagio continua.

3
O Teorema 3.3.5 vale para [} =, =2 e I3 = 3, pois Zli =7>6=(d+1)(r—1).
i=1
Entdo, existe uma parti¢do de Tverberg colorida {07, 02,03} tal que C; e C, tem vértices em no

maximo 2 faces, enquanto C3 pode ter vértices nas 3 faces.

O coroldrio a seguir se resume ao Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevi¢ e Vrecica

(Teorema 3.1.12) com novas condi¢des sobre as faces.

Corolirio 3.3.7 (Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié e Vrecéica com novas condi¢oes

sobre as faces, MAURI; MATTOS; SANTOS, 2022)). Sejam d > 1 inteiro, r = p" > 2 poténcia
d+1

deprimoely,...,lyo (1 < <r,parai=1,...,d+ 1) inteiros tais que Z Li>d+1)(r—1).
i=1

Para toda aplicaciio continua f : A — R¢ e toda coloracio (Cy,...,Cay1) do conjunto de vértices

do simplexo A por (d + 1) cores, onde cada cor tem cardinalidade pelo menos 2r — 1, existem r

faces duas a duas disjuntas o7,..., 0, de A satisfazendo:

(i) |Cinoj| <1, paratodoi € [d+1], j € [r], isto é, o1,..., 0, sdo faces coloridas;

(i) flo)n---Nf(or) #0;e
(iii) |(oyU---Uo,)NCi| <1;, paratodoi € [d+1].

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 3.3.5 para o casom =d + 1.

Observacao 3.3.8. O Coroldrio 3.3.7 nos d4 uma nova versao do Teorema de Tverberg Colorido

de Zivaljevi¢ e Vrecica com mais condi¢des sobre as r faces.

O exemplo a seguir mostra como o Corolario 3.3.7 € uma versao mais forte do Teorema

de Tverberg Colorido de Zivaljevi¢ e Vreéica (Teorema 3.1.12).

Exemplo 3.3.9. Sejam d = 2, r = 3 inteiros e seja (C1,C>,C3) uma colorac¢do do conjunto de
vértices V(A) = [15], com C; = {1,2,3,4,5}, C; = {6,7,8,9,10} e C3 = {11,12,13,14,15},
isto &, |C;| = |C2| = |C3] = 2r — 1 = 5. Seja f : A — R? uma aplicagdo continua.

Pelo Teorema de Tverberg Colorido de Zivaljevi¢ e Vreéica (Teorema 3.1.12), podemos

ter uma parti¢do de Tverberg colorida o1 = {1,6,12}, 0 = {5,9,14} e 03 = {10, 11} tal que

flo)Nf(ox) N f(o3) #0.
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No Corolério 3.3.7, com [} = [, =2 e I3 = 3, a parti¢do de Tverberg colorida o1 =
{1,6,12}, 0, = {5,9,14} e 03 = {10, 11} ndo satisfaz a condic@o (iii) do Problema 3.3.1, pois

|<61UC72UG3)HC2| =3>I.

Portanto, o Corolario 3.3.7 é uma versio do Teorema de Tverberg colorido de Zivaljevié¢

e Vrecica que reduz as possiveis parti¢des de Tverberg coloridas o7, ..., 0, tais que

f(o1) N £(0,) £ 0.

Em particular, tomandom =d+1,1j =---=1l;=r—1e Il =r, temos a seguinte

consequéncia do Teorema 3.3.5.

Corolario 3.3.10. (MAURI; MATTOS; SANTOS, 2022) Sejam d > 1 inteiro e r = p" > 2
poténcia de primo. Para toda aplicacdo continua f : A — R¢ e toda coloragio (Cy,...,Cy1) do
conjunto de vértices do simplexo A por (d + 1) cores, onde cada classe de cor tem cardinalidade

pelo menos 2r — 1, existem r faces duas a duas disjuntas o7, ..., o, de A satisfazendo:

(i) |Cinoj| <1, paratodoi € [d+1], j € [r], isto &, 01,.. ., 0, sdo faces coloridas;

(i) f(o1)n- N f(0) £0;e
(iii) |(oyU---Uo,) NG| <r—1, paratodoi € [d].

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 3.3.5 paraocasom=d+ 1,1 =---=l;=r—1e
lagy1=r.

O

Note que a condigdo (iii) do Teorema anterior ndo inclui:

(1 U+ UG NCypr| < r—1. 3.1)

Se adicionarmos (3.1) a condic@o (iii) e utilizarmos as mesmas técnicas da demonstragao
do Teorema 3.3.5, a resposta para o problema € inconclusiva, entdo temos o seguinte problema

sem solucao.

Problema 3.3.11. Sejam d > 1 inteiro e r = p" > 2 poténcia de primo. Para toda aplicacio
continua f : A — R? e toda coloragio (Cy,...,Cy.1) do conjunto de vértices do simplexo A por
(d+1) cores, onde cada classe de cor tem cardinalidade pelo menos 2r — 1, existem r faces duas

a duas disjuntas o7, ..., 0, de A satisfazendo:

(i) |Cinoj| <1, paratodoi € [d+1], j € [r], isto é, O1,..., 0, sdo faces coloridas;

(i) flo)N---Nf(o,) #0;e
(iii) |(o1U---Uo,)NCi| <r—1, paratodoi € [d+1].
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No entanto, se adicionarmos uma cor C;;, com um unico vértice, o resultado segue. De

fato, nessas condicdes obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.3.12. (MAURI; MATTOS; SANTOS, 2022) Sejam d > 1 inteiro e r = p" > 2
poténcia de primo. Para toda aplicacdo continua f : A — R¢ e toda coloragio (Cy,...,Cq12) do
conjunto de vértices do simplexo A por (d +2) cores, onde as classes de cores Cy,...,Cyy1 tem
cardinalidade pelo menos 2r — 1 e a classe de cor C;,, tem um dnico vértice, entao existem r

faces duas a duas disjuntas o7,. .., 0, de A satisfazendo:

(i) |Cinoj| <1, paratodoi € [d+2], j € [r], isto é, 01,..., 0, sdo faces coloridas;

(i) f(o)n---Nf(or) #0;e
(iii) |(oyU---Uo,) NG| <r—1, paratodoi € [d+2].

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que |Cy| = -+ = |Cyyq| =2r—1.

Entao, pelo Teorema 3.3.4, € suficiente mostrar que nao existe uma aplicacdo S,-equivariante:

*(d+1)
( 2§rr—_12.r) *AL" —S (Wr@(dJrl)) :

Como (Zp,)" < &, é um subgrupo, basta provar que ndo existe uma aplicagdo (Z,)"-

*(d+1)
equivariante <A2§[__ 12r) *Aj, — S (Wr@(dﬂ)) .

Suponhamos que exista uma aplicagdo (Z,)"-equivariante
_ *(d+1) d+1
(A572) A s (W),

Entdo, pela Proposi¢do 2.5.2 (i), temos que:
*(d+1)
i ((A;r_—ﬁr) . AL,) <i(s(w ).

Segue da Proposi¢do 2.5.2 (iv) que:

i<S (Wr@(dﬂ))) :i<S(r—1)(d+1)—l) — (r=1)(d+1).

Por outro lado, note que Azgrr: 12] é (r—3)-conexo, paratodoi=1,...,d+ 1.

De fato, Ay, » é (r —2)-conexo (pelo Coroldrio 2.6.12) entdo, também ¢é (r — 3)-conexo.

Portanto, segue do Teorema 2.6.10 que Azgrr_—lzr é (r — 3)-conexo.

O complexo chessboard A; , é (—1)-conexo, pelo Teorema 2.6.11.
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Pelo Teorema 2.6.7, temos que:

conn (<A2<rr—127r>*(d+1) *Aw) >d+1)(r=3)+(-1)+2d+1)=(r—1)d+1)—1.

Portanto, utilizando o Teorema 2.6.9, segue que

i((Agf_—fJ)*(“”*Al,,) >[(r—1)(d+1)—1]+2=(r—1)(d+1)+1.

Entdo, i ((A;"l%ry(dH) *Al’r> >(r—1)d+1)=i (S <Wr®(d+l)>>. Mas, isso con-

i((AZSrrlz,r>*(d+l) *Au) < (S (Wr@(d—i—l))) .

>*(d+1)

tradiz

Logo, ndo existe aplicagdo (Z,)"-equivariante (Azgr’__ 12r *Aj, — S (Wr@(dH)),

O

Exemplo 3.3.13. Sejam d =2, r = 3 inteiros e seja (Cy,C>,C3,Cy) uma colorag@o do conjunto
de vértices V(A) = [16], com C; = {1,2,3,4,5}, C, = {6,7,8,9,10}, C3 = {11,12,13,14,15}
e Cy = {16}, isto é, |C1| = |G| = |C3] = 2r — 1 = 5 e C4 tem um tnico vértice. Seja f : A — R?

uma aplica¢do continua.

Pelo Teorema 3.3.12, existe uma parti¢do de Tverberg colorida {7, 02,03}, tal que cada
uma das 4 cores C}, Ca, C3 e C4 tem vértices em no maximo 2 faces, isto €, ndo existe uma das

cores que tem vértices nas 3 faces.

Os préximos resultados sdo variacdes do Problema 3.3.1 e suas demonstragdes utilizam

as mesmas técnicas dos teoremas anteriores desta se¢ao.

Teorema 3.3.14. (MAURI; MATTOS; SANTOS, 2022) Sejam d > 1 inteiro e r = p" > 3
poténcia de primo. Para toda aplicacio continua f : A — R? e toda coloragio (Cy,...,Czs1) do
conjunto de vértices do simplexo A por (d + 1) cores, onde as classes de cores Cy,...,C; tem
cardinalidade pelo menos 2r — 4 e a classe de cor Cy4 tem cardinalidade pelo menos 2r — 1,

existem r faces duas a duas disjuntas o7, ..., o, de A satisfazendo:

(i) |Cinoj| <1, paratodoi € [d+1], j € [r], isto &, o1,..., 0, sdo faces coloridas;

(i) f(o)n---Nf(or) #0;e
(iii) [(oyU---Uo,) NG| <r—1, paratodoi € [d].
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Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que |Cy| =--- = |Cy| =2r—4e¢
|C4+1| = 2r — 1. Entao, pelo Teorema 3.3.4, é suficiente mostrar que néo existe uma aplica¢ao

G,-equivariante:

(8572,) a1, —> s (WD),

Como (Z,)" < &, é um subgrupo, basta provar que nio existe uma aplicagido (Z,)"-

*d
equivariante (Azgrr__ 42_r) *Ayr 1, — S (Wrea(dﬂ)) .
Suponhamos que exista uma aplicagio (Z p)”-equivariante

(Azﬁr’_ 42) $Agy 1, — S (WfB( *”) .

Entdo, pela Proposi¢do 2.5.2 (i), temos que:
*d
i ( (a572,) A2,17,> <i(s(w" ).

Segue da Proposi¢do 2.5.2 (iv) que:

i(S (Wr@(dﬂ))) _; (S(rfl)(d+1)fl> —(r—1)(d+1).

SV—Z z
Por outro lado, note que A5~ 4, € (r — 3)-conexo.

De fato, Ay;—4, é (r —3)-conexo (pelo Teorema 2.6.11). Portanto, segue do Teorema
2.6.10, que A5, é (r — 3)-conexo.

O complexo chessboard Ay, , é (r —2)-conexo, pelo Coroldrio 2.6.12.

Pelo Teorema 2.6.7, temos que:

*d
conn(( Zsrr:427r) *A2r17r) >(r—=3)d+(r—2)+2d=(r—1)(d+1)—-1.

Portanto, utilizando o Teorema 2.6.9, temos que:

i((A;f_—jr)*d*Az,_l,,) >[(r=1)(d+1)—1]+2=(r—1)(d+1)+1.

*d
Entdo, i ((A;r’fr) * AZ,”) > (r—1)(d+1)=i (S <Wr@(d+1)> > Mas isso contra-

i ((Ai’f,r) " *Azrl,r> <i(s(w" ).

diz
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*d
Logo, ndo existe aplicagdo (Z,)"-equivariante ( ;rr: 42 r) *Aop_1, — S (Wr@(dH) )

]

Exemplo 3.3.15. Sejam d = 2, r = 3 inteiros e seja (C1,C,,C3) uma coloragido do conjunto
de vértices V(A) = [9], com C; = {1,2}, C, = {3,4} e C3 = {5,6,7,8,9}, isto &, |Cy| = |C2| =
2r—4=2e|C3| =2r—1=5.Seja f : A— R? uma aplicacio continua.

Pelo Teorema 3.3.14 existe uma parti¢do de Tverberg colorida {0}, 02,03}, tal que as
cores C1 e C, tem vértices em no maximo 2 faces, enquanto a cor C3 pode ter vértices nas 3

faces.

Observacao 3.3.16. O Teorema 3.3.14 é uma versao inspirada no Teorema 3.2.1, onde restringi-
mos a presenca de vértices em no maximo r — 1 faces da particdo de Tverberg colorida para as d
cores com cardinalidade minima de 2r — 4, enquanto a cor de cardinalidade minima 2r — 1 pode

ter vértices em todas as r faces.

Teorema 3.3.17. (MAURI; MATTOS; SANTOS, 2022) Sejam d > 1 inteiro, e r = p" > 3
poténcia de primo. Para toda aplicacdo continua f : A — R¢ e toda coloragio (Ci,...,Cyio) do
conjunto de vértices do simplexo A por (d +2) cores, onde as classes de cores Cy,...,Cy 1 tem
cardinalidade pelo menos 2r —4 e a classe de cor C;, | tem um Unico vértice, existem r faces

duas a duas disjuntas o7, ..., o, de A satisfazendo:

(i) |Cinoj| <1, paratodoi € [d+2], j € [r], isto &, 01,..., 0, sdo faces coloridas;

(ir) flor)n---Nf(or) #0;e
(iii) |(oyU---Uo,) NG| <r—1, paratodoi € [d+2].

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que |Cy| = -+ = |Cyy1| = 2r — 4.

Entdo, pelo Teorema 3.3.4, € suficiente mostrar que ndo existe uma aplicacdo G -equivariante:

( ;,r__f’r) *(d+1) AL, — (Wr@(dH)) _

Como (Z),)" < &, é um subgrupo, basta provar que ndo existe uma aplicacdo (Z,)"-

*(d+1)
equivariante ( 25:: 42r> *xAp,— S (Wr@(dﬂ)) )

Suponhamos que exista uma aplicagdo (Z,)"-equivariante

VD)
<A2Sr142,r> *AIJ’ — S <Wr®(d+])> .
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Entdo, pela Proposigdo 2.5.2 (i), temos que:
*(d+1)
i ((A;’fr) X AL,) <i(s(w ).

Segue da Proposi¢do 2.5.2 (iv) que:

i(S (Wrea(dJrl))) :i<S(r—l)(d+1)—l> — (r—1)(d+1).

Por outro lado, note que A", 42r é (r — 3)-conexo.

De fato, Ay,—4, € (r — 3)-conexo (pelo Teorema 2.6.11). Portanto, segue do Teorema
2.6.10 que Azgrr__fr é (r — 3)-conexo.

O complexo chessboard A; , é (—1)-conexo, pelo Teorema 2.6.11.

Pelo Teorema 2.6.7, temos que:

conn ((A2<rr:4%r)*(d+1) *Al,r> > d+1)(r=3)+(-1)+2(d+1)=(r—1)d+1)—1.

Portanto, utilizando o Teorema 2.6.9, temos que:

i((Agﬁr)*(d“)*AM) S [(r—1)(d+1) = 1]+2 = (r—1)(d+1)+1.

*(d+1)
Entdo, i (( ;f:jr) * A17r) >(r—1)(d+1)=i (S (Wr@(dJrl)) > Mas isso contra-

i((Azsf_fJ)*(dH) *Al,r) < (S (Wr®(d+1)>> '

)*(d+1)

diz

Logo, ndo existe aplicagdo (Z,)"-equivariante (Azérr: 42r %Al — S (Wr@(dJrl))-

]

Exemplo 3.3.18. Sejam d = 2, r = 3 inteiros e seja (Cy,C,,C3,C4) uma coloragdo do conjunto
de vértices V(A) = [7], com C; = {1,2}, C, = {3,4}, C3 = {5,6} e C4 = {7}, isto &, |C}| =
|C5| = |C3| = 2r —4 = 2 e C4 tem um tnico vértice. Seja f : A — R? uma aplica¢iio continua.

Pelo Teorema 3.3.17 existe uma parti¢do de Tverberg colorida { G}, 02,03}, tal que cada
uma das 4 cores C1, Cp, C5 e C4 tem vértices em no maximo 2 faces, isto €, ndo existe uma das

cores que tem vértices nas 3 faces.
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Observacao 3.3.19. O Teorema 3.3.17 se inspira na ideia do Teorema 3.3.12 de adicionar uma
cor Cy42 com um unico vértice e obter uma parti¢do de Tverberg colorida em que todas as cores
tenham vértices em no maximo r — 1 faces. Note ainda que no Teorema 3.3.17, as (d + 1) cores
Ci,...,C441 tem cardinalidade minima 2r — 4, enquanto no Teorema 3.3.14 a cor C4 deveria
ter cardinalidade minima 2r — 1. Entdo, adicionar a cor C;, de um tnico vértice também trouxe

a possibilidade de diminuir a cardinalidade minima de C,;4| para 2r — 4.
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CAPITULO

TEOREMAS DO TIPO VAN
KAMPEN-FLORES

O Teorema Topoldgico de Radon (Teorema 3.1.3), o qual é o Teorema Topolégico
de Tverberg (Teorema 3.1.4), para o caso r = 2, garante que para toda aplicacdo continua
f:Ag1 — RY, existem duas faces disjuntas cujas imagens por f se intersectam. Naturalmente
surgiram perguntas sobre se poderiamos limitar a dimensdo destas faces neste tipo de problema,
e, assim, surgiram os problemas do tipo Van Kampen-Flores e os problemas do tipo Van Kampen-
Flores colorido. Os resultados deste capitulo serdo organizados em um pré-print e, posteriormente,

submetidos para publicagdo.

Como nos teoremas do tipo Tverberg, os resultados existentes tem como hipétese r = p”
poténcia de primo. Neste capitulo provaremos uma nova versao do tipo Van Kampen-Flores
colorido “flexibilizada” (Teorema 4.1.13), onde r ndo € necessariamente poténcia de primo. Na
segunda secao provaremos novas versdes do Teorema Topoldgico de Tverberg para todo r inteiro
e parti¢des j-disjuntas (Teorema 4.2.6) e do Teorema de Van Kampen-Flores generalizado para

todo r inteiro e parti¢des j-disjuntas (Teorema 4.2.8).

4.1 Teorema de Van Kampen-Flores colorido para todo

inteiro r

O objetivo desta secdo € introduzir e demonstrar o Teorema 4.1.13, o qual é uma nova
versdo do Teorema de Van Kampen-Flores colorido (Teorema 4.1.7) para todo r inteiro e que

“flexibiliza” a coloracio das faces, como veremos ao longo desta secao.

Na década de 1930, Antonio Flores formulou e Van Kampen demonstrou o seguinte

teorema:
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Teorema 4.1.1 (Teorema de Van Kampen-Flores (FLORES, 1933), (KAMPEN, )). Sejam d > 2
inteiro e f : Agy» — RY aplicacdo continua. Entio, existem duas faces disjuntas ¢ e T de Ay,
onde dim (o), dim (7) < d/2 tais que f(o)N f(7) # 0.

Observacao 4.1.2. Note que o caso d = 2 do Teorema de Van Kampen-Flores (Teorema 4.1.1) é

equivalente a afirmar que o grafo K5 ndo € planar.

O teorema a seguir generaliza o Teorema de Van Kampen-Flores e segue como uma
consequéncia do Teorema Topolégico de Tverberg (Teorema 3.1.6). Foi provado primeiramente
por Sarkaria (SARKARIA, 1991) para r primo e em seguida para r = p” poténcia de primo por
Volovikov (VOLOVIKOV, 1996). No entanto, existe uma demonstracdo elementar que utiliza
um método denominado “constraint method", introduzido no artigo (BLAGOJEVIC; FRICK;
ZIEGLER, 2014).

Teorema 4.1.3 (Teorema de Van Kampen-Flores generalizado (SARKARIA, 1991), (VOLOVI-
KOV, 1996)). Sejam d > 1 um inteiro, r = p" poténcia de primo, k > (%cﬂ ,N=(d+2)(r—1)
e f : Ay — R? aplicacio continua. Entdo existem r faces duas a duas disjuntas o7, ..., G, no k-
esqueleto ASF, isto ¢, dim (o;) < k, para todo i € [r] tais que f(o7)N---N f(0,) # 0.

Observacao 4.1.4. O caso r = 2 do Teorema de Van Kampen-Flores generalizado (Teorema

4.1.3) é exatamente o Teorema de Van Kampen-Flores (Teorema 4.1.1).

Observacao 4.1.5. As demonstracdes dos novos resultados apresentados neste capitulo utilizam
técnicas baseadas no método denominado “constraint method”, introduzido no artigo (BLA-
GOJEVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014). Este método elementar deriva novos resultados do tipo

Tverberg e Tverberg colorido a partir do Teorema Topolégico de Tverberg (Teorema 3.1.6).

Em (BLAGOJ EVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014) foram descritos novos resultados do tipo
Tverberg colorido que sdo obtidos a partir do Teorema Topoldgico de Tverberg (Teorema 3.1.6),

utilizando as técnicas elementares do artigo.

O primeiro resultado obtido foi o Teorema de Tverberg colorido “fraco”, enunciado a

seguir.

Teorema 4.1.6 (Teorema de Tverberg colorido “fraco” (BLAGOJEVIC; FRICK; ZIEGLER,
2014)). Sejam d > 1 um inteiro, r = p" poténcia de primo, N = (2d +2)(r—1) e f : Ay — R4
aplicacgdo continua. Se os vértices de Ay tem uma colorag@o por (d + 1) cores, onde cada cor tem

cardinalidade no maximo 2r — 1, entdo existem r faces coloridas duas a duas disjuntas oy, ..., 0,
tais que f(o1)N---Nf(o,) #0.
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Também foi demonstrado o seguinte teorema, o qual é chamado de Teorema de Van

Kampen-Flores colorido.

Teorema 4.1.7 (Teorema de Van Kampen-Flores colorido (BLAGOJ EVIC; FRICK; ZIEGLER,
2014)). Sejam d > 1 um inteiro, r = p" poténcia de primo, m > (%d} +1leN=(d+m+
1)(r—1) inteiros e f : Ay — R? uma aplicacdo continua. Se os vértices do simplexo Ay tem
uma coloracao por m cores, onde cada cor tem cardinalidade no maximo 2r — 1, entdo existem r

faces coloridas duas a duas disjuntas oy, ..., 0, tais que f(o1)N---N f(o,) # 0.

A nossa proposta de novos resultados € a partir de uma “flexibilizacdo” em uma Particao
de Tverberg colorida {oy,...,0,}. Mais especificamente, ao invés de exigir que as r faces
sejam coloridas, vamos supor que cada uma das faces da parti¢do tenham no maximo g vértices
coloridos (g > 1 inteiro) com cada cor. Tal face que satisfaga esta condi¢cdo serd denominada face

q-colorida. Vamos chamar uma particao de faces g-coloridas de Parti¢do de Tverberg g-colorida.

Exemplo 4.1.8. Seja (C;,C,,C3) uma coloragdo do conjunto de vértices V(A) = [15], onde
€ = {1,2,3,4,5}, ¢, = {6,7,8,9,10} e C3 = {11,12,13,14,15}. Para ¢ = 2, temos & =
{1,2,7,13,15} e T = {4,9, 11, 14} faces g-coloridas e possiveis faces de uma Particdo de Tver-
berg g-colorida.

A seguir demonstramos um Teorema de Van Kampen-Flores colorido “flexibilizado”

para r = p"* poténcia de primo.

Teorema 4.1.9 (Teorema de Van Kampen-Flores colorido “flexibilizado”). Sejam d > 1 um
inteiro, r = p” poténcia de primo, ¢ > 1,m > 1e N = (d+m+1)(r— 1) inteiros que satisfacam
m((g+1)r—1) > (d+m+1)(r — 1) + 1. Para toda aplicagio continua f : Ay — R? e toda
coloracdo dos vértices do simplexo Ay por m cores, onde toda cor tem cardinalidade no maximo

(g+1)r—1, existem r faces g-coloridas duas a duas disjuntas oy, ..., 0, tais que f(o;)N---N

f(c,) #0.

Demonstragcdo. A demonstracdo se inspira nas técnicas da demonstra¢ao do Teorema 4.1.7 de
(BLAGOIJ EVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014), com as adaptacdes necessdarias.

Inicialmente note que a condi¢dao
m((g+1)r—1)>(d+m+1)(r—1)+1=N+1,

garante que existe tal coloracdo como no enunciado.

Para cada uma das classes de cores C;, onde i € [m], vamos definir um subcomplexo Zl.q

de Ay da seguinte forma:

d
4 e ay:lonc) <q).
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Isto €, o subcomplexo Z? consiste das faces ¢ de Ay que contém no maximo g vértices

da cor C;.

Desta forma, o subcomplexo Z‘f N---NXp de Ay é o subcomplexo de todas as faces

g-coloridas de Ay.

Defina a seguinte aplicac@o continua:

g: Ay — RITM

x— (f(x),dist(x,27),... dist(x,21,)).

Aplicando o Teorema Topolégico de Tverberg (Teorema 3.1.6) para
N = ((d+m)+1)(r — 1) e para a aplicagio continua g : Ay — R+ definida acima, obte-
mos r faces duas a duas disjuntas o7, ..., o, de Ay tais que g(o1)N---Ng(o,) #0.

Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que existem x; € relint o1,...,x, €
relint o, tais que g(x;) = --- = g(x,). Pela defini¢do de g segue que f(x;) =--- = f(x,) e
dist(x;,X) = --- = dist(x,, X7), para todo i € [m].

i

Nosso objetivo agora é mostrar que as r faces oy,..., 0, pertencem ao subcomplexo

Z‘f N---NX}, pois neste caso o teorema estard provado.
Basta mostrar que, para todo i € [m], as r faces o1, ..., 0, pertencem a E?.

Fixado i € [m], pelo menos uma das r faces deve pertencer ao subcomplexo Z?, pois caso

contrario deverfamos ter |0;NC;| > g+ 1, para todo j € [r] e assim:
(g+Dr—1=|CG[=[oNGCl+---+|o,NC| = (g+ 1)r,
o que é uma contradicao.
Logo, existe € [r] tal que o; € I, entdo dist(x;,X7) = 0. Assim, como
dist(xy, £9) = -+ = dist(x;, £7) = --- = dist(x,, X7,
segue que dist(x;,X7) = 0, para todo j € [r].
Como X! é fechado, temos x; € XY, para todo j € [r].

Assim, como x; € relint 0}, temos que 0} € Z?, para todo j € [r].

Observacao 4.1.10. O Teorema 4.1.9 generaliza o Teorema 4.1.7.
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O objetivo desta secao € apresentar um novo resultado que consiste em uma versao do
Teorema de Van Kampen-Flores colorido para todo inteiro r. A motivacdo para esta nova versao
vem do Teorema Topolégico de Tverberg para todo r (Theorem 5.1 de (MATTOS; SANTOS;
SOUZA, 2017)), o qual serd enunciado a seguir.

Teorema 4.1.11 (Teorema Topologico de Tverberg para todo r, MATTOS; SANTOS; SOUZA,

2017)). Sejam d > 1 inteiro e r > 2 inteiro com fatoracdo prima:

r:r].....rk,onderj:]??j’je[k]‘

Defina g; = r/rj, para todo j € [k].

Sejam N = (d + 1)(r — 1) inteiro e f : Ay — R aplicacio continua. Entio, para todo
J € [k], existem ¢ conjuntos {0; ..., G,'Jj}?il que juntos possuem r = r; - g; faces duas a duas

disjuntas de Ay tais que:

f(oix) NN f(0ir,;) # 0, paratodo i € [g;].

Observacao 4.1.12. Note que para o caso onde » = p" é poténcia de primo, o Teorema Topoldgico
de Tverberg para todo r (Teorema 4.1.11) tem afirmagao equivalente ao Teorema Topoldgico de

Tverberg (Teorema 3.1.6).

Utilizando o Teorema Topolégico de Tverberg para todo r (Teorema 4.1.11) obtemos
uma nova versao do Teorema de Van Kampen-Flores colorido “flexibilizado” (Teorema 4.1.9)
para todo inteiro .

Teorema 4.1.13 (Teorema de Van Kampen-Flores colorido “flexibilizado” para todo r). Sejam

d>1,m>1,g>1 inteiros e r > 2 inteiro com fatora¢do prima:

r:rl....-rk,Onderj:p’;jaje[k]'

Defina g; = r/rj, para todo j € [k].
Seja s € [k] tal que :
m((g+rg—1) > (d+m+1)(r—1)+1.
Para toda aplicagio continua f : Ay — R?, onde N = (d +m+1)(r — 1) e toda coloragio
dos vértices de Ay por m cores, onde cada cor tem cardinalidade no maximo (g + 1)r; — 1,

existem ¢, conjuntos {0 ..., Gjyrs}(]l.; | que juntos possuem r = ry - g5 faces g-coloridas duas a

duas disjuntas tais que:

floj1)N---Nf(oj,) #0, paratodo j € [g].
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Demonstracdo. A demonstracio deste teorema também se inspira nas técnicas da demonstraciao
do Teorema 4.1.7 de (BLAGOJEVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014), com as adaptagdes necessdrias.

Inicialmente note que a condi¢do
m((g+1)rs—1)>(d+m+1)(r—1)+1=N+1,

garante que existe tal coloragdo como no enunciado.

Para cada uma das classes de cores C;, onde i € [m], vamos definir um subcomplexo Ziq

de Ay da seguinte forma:

d
Y (s e Ay lona| <q).

Isto €, o subcomplexo Z? consiste das faces ¢ de Ay que contém no maximo g vértices

da cor C;.

Desta forma, o subcomplexo 2? N---NXL de Ay é o subcomplexo de todas as faces

g-coloridas de Ay.

Defina a seguinte aplicacdo continua:

g: Ay — Rd+m

x— (f(x),dist(x,27),... dist(x,Z%)).

Aplicando o Teorema Topolégico de Tverberg para todo r (Teorema 4.1.11) para N =
((d +m)+1)(r — 1) e para a aplicagio continua g : Ay — RY*" definida acima, obtemos g
conjuntos {0 1,...,0; ;1.‘;1 que juntos possuem r = r; - g5 faces duas a duas disjuntas de Ay

tais que:

g(oj1)N---Ng(ojr) #0, para todo j € [gy].

Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, para todo j € [g;], que existem

xj1 €relint 6 1,...,x;,, €relint ;. tais que g(x;1) =--- = g(x;,,,). Pela definicdo de g segue
que f(xj1) =+ = f(xj,,) edist(x;1,E]) = =dist(x; ., ), para todo i € [m].
Nosso objetivo agora € mostrar que as r; faces 0j 1,...,0; ,, pertencem ao subcomplexo

Z? N---NXH, pois neste caso o teorema estara provado.
: q
Basta mostrar que para todo i € [m], as r, faces 0j1,...,0; , pertencem a X;.

Fixado i € [m], pelo menos uma das r; faces deve pertencer ao subcomplexo Z?, pois

caso contrario deverfamos ter |6, NC;| > g+ 1, para todo ¢ € [r] e assim:

(g+Drs—1> |G| > |o; 1 NG|+ +]0j,,NCi| > (g + )rs,
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0 que € uma contradicao.
Logo, existe [ € [ry] tal que 0;; € I, entdo dist(x;;,X7) = 0. Assim, como
dist(xj.1,2) = - - = dist(x;1,£9) = - = dist(x} ., £9),
segue que dist(x;;,X7) = 0, para todo 7 € [ry].
Como X é fechado, temos x;, € X!, para todo € [ry].

Portanto, como x;, € relint 0, temos que 0, € Z?, para todo t € [ry].

Observacio 4.1.14. Note que para o caso onde r = p" € poténcia de primo, o Teorema de Van
Kampen-Flores colorido “flexibilizado” para todo r (Teorema 4.1.13) tem afirmacao equivalente

ao Teorema de Van Kampen-Flores colorido “flexibilizado” (Teorema 4.1.9).

Observacao 4.1.15. Observe que, ao contrario do Teorema Topol6gico de Tverberg para todo

r (Teorema 4.1.11), o Teorema de Van Kampen-Flores colorido “flexibilizado™ para todo r

qs
J=1

que juntos possuem r = 7 - g, faces g-coloridas, duas a duas disjuntas, tais que f(c;1)N---N

(Teorema 4.1.13) ndo garante para todo s € [k], a existéncia de g; conjuntos {0 1,...,0;

f(ojr) # 0, paratodo j € [g5]. O Teorema 4.1.13 garante a existéncia de tais g, conjuntos
{oj1,.. .,Gjh}?;l somente se a desigualdade m((g+ 1)ry—1) > (d+m+1)(r—1)+1 for
vdlida e se todas as cores tem cardinalidade maxima de (¢ + 1)r; — 1. O exemplo a seguir ilustra

essa particularidade do teorema.

Exemplo 4.1.16. Sejamd =2,m =6, =2e r =6 com a fatoracdo primar=r;-rp =2-3 ¢
f : Ays — R? uma aplicacio continua. Os vértices de A5 tem uma coloracio de 6 cores, onde

toda cor tem cardinalidade no maximo 8.

Tomando s = 2 em [2], a desigualdade m((¢+ 1)ry—1) > (d+m+1)(r—1)+1 ¢
satisfeita e toda cor tem cardinalidade maxima 8 = (¢ + 1)r; — 1, logo existem gz = 2 conjuntos

{011,012,013} e {02,1,022,023} de faces 2-coloridas duas a duas disjuntas tais que:

flor)Nf(o1p)Nfo1z) # 0,
floa1)Nf(o22)N f(023) # 0.

Por outro lado, para s = 1 em [2], a desigualdade m((g+1)rs—1) > (d+m+1)(r—1)+1
ndo ¢ satisfeita, logo o Teorema 4.1.13 ndo garante a existéncia de gy = 3 conjuntos {011,012},

{021,022} € {031,032} de faces 2-coloridas duas a duas disjuntas que satisfagam o teorema.
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O préximo resultado, que é um corolédrio do Teorema de Van Kampen-Flores colorido
“flexibilizado” para todo r (Teorema 4.1.13) garante, para todo s € [k], a existéncia de g, conjuntos
{oj1,..., Gj,rs}j’.“: | que juntos possuem r = r; - g, faces g-coloridas, duas a duas disjuntas, tais
que f(oj1)N--- ﬂf(Gij) # 0, para todo j € [g,].

Corolario 4.1.17. Sejamd > 1, m > 1, g > 1 inteiros e r > 2 inteiro com fatora¢io prima:

r=ry---- .rk’onderj:p?j,jE[k], erp <---<ry.

Defina g; = r/r;, para todo j € [k].
Suponhamos que :

m((g+1)r—1)>(d+m+1)(r—1)+1.

Para toda aplicagio continua f : Ay — R?, onde N = (d +m+1)(r — 1) e toda coloragio
dos vértices de Ay por m cores, onde cada cor tem cardinalidade no maximo (¢ + 1)r; — 1,
existem ¢, conjuntos {0 1,..., GJ-JS};’.S:] , para todo s € [k]. que juntos possuem r = ry - g5 faces

g-coloridas, duas a duas disjuntas, tais que:
f(oj1) NN f(0)r,) # 0, para todo j € [gy].

Demonstra¢do. Como r < --- < ry, para todo s € [k], temos:

m((g+Drs—1)>m((g+1)ri—1)>(d+m+1)(r—1) e
(g+Drg—1>(g+1)r; — 1.

Assim, basta aplicar o Teorema 4.1.13 e o resultado segue para todo s € [k].

Exemplo 4.1.18. Sejamd =3,m =6,¢ =11 e r =35 com a fatoragdo primar=r;-rp, =5-7¢
f 1 Az40 — R3 uma aplicagdo continua. Os vértices de A349 tem uma coloragio de 6 cores, onde

toda cor tem cardinalidade no maximo 59.

Note que a desigualdade m((g+1)r; —1) > (d+m+1)(r— 1)+ 1 é satisfeita e toda
cor tem cardinalidade méaxima 59 = (g +1)r; — 1.

Assim, tomando s = 1 em [2], existem g; = 7 conjuntos {0 1,..., Gj75}3:1 que juntos

possuem 35 = ry-q; = 5-7 faces 11-coloridas, duas a duas disjuntas, tais que:
floj1)N---Nf(ojs) #0, paratodo j € [7].

Por outro lado, tomando s = 2 em [2], existem g; = 5 conjuntos {0 1,..., ng}?:l que

juntos possuem 35 =r, - g = 7-5 faces 11-coloridas, duas a duas disjuntas, tais que:

floj1)N---Nf(oj7) #0, paratodo j € [5].
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4.2 Novos teoremas para particoes j-disjuntas

Nesta secdo, provaremos dois novos resultados, o Teorema Topolégico de Tverberg para
todo r e particOes j-disjuntas (Teorema 4.2.6) e o Teorema de Van Kanpen-Flores generalizado
para todo r e particdes j-disjuntas (Teorema 4.2.8). Esses teoremas sao versdes onde temos uma
flexibilizacdo da hipétese das r faces serem duas a duas disjuntas, permitindo que elas sejam j-

disjuntas, como definiremos a seguir.

Definicao 4.2.1 (Faces j-disjuntas). Sejam N > 1,r >2 e 2 < j < rinteiros. Dizemos que r faces
Ol,...,0, de Ay sdo j-disjuntas se para quaisquer j faces de {0y, ...,0,} a interse¢do destas é
vazia. Em outras palavras, elas sdo j-disjuntas se 0;, N---N0o;, =0, para todo {i1,---,i;} C [r]

€ |{ll7 7l]}| = .]
Observacao 4.2.2. Para j = 2, as r faces sdo duas a duas disjuntas, como nos teoremas anteriores.

Exemplo 4.2.3. Seja N = 15, r = 4 e identifique V (Ay) = [16]. As 4 faces 0] = {1,2}, 0n =
{5,6,7,8}, 03 ={1,2,9} e 04 = {5,7,10, 16} sdo j-disjuntas para j = 3, mas ndo sdo j-disjuntas
para j = 2, o que mostra que a condicdo de faces j-disjuntas para j > 2 € uma flexibilizacao nas

condi¢des sobre as faces nos Teoremas do tipo Tverberg e tipo Van Kampen-Flores.

Inicialmente vamos enunciar o Teorema de Van Kampen-Flores generalizado para todo r,
o qual, assim como o Teorema Topoldgico de Tverberg para todo r, € um teorema de (MATTOS;

SANTOS; SOUZA, 2017) e serd utilizado nas demonstracdes dos novos resultados desta secao.

Teorema 4.2.4 (Teorema de Van Kampen-Flores generalizado para todo r). (MATTOS; SAN-
TOS; SOUZA, 2017)

Sejam d > 1,/ > 1 inteiros e r > 2 inteiro com fatoracdo prima:

F=ry---- .rk,onderizp?i,ié[k]-

Defina ¢; = r/r;, para todo i € [k].

Seja i € [k] tal que [ > [%cﬂ , entdo para toda aplicaciio continua f : Ay — R?, onde

qi
s=

N = (r—1)(d +2), existem g; conjuntos {0y 1,..., O, } ., que juntos possuem r = r; - ¢; faces
duas a duas disjuntas de Ay, com dimensdo no maximo /, isto é, pertencem ao /-esqueleto ASZ,

tais que:

flog1)N---Nf(oy,,) # 0, para todo s € [g;].
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Observacao 4.2.5. Note que se adicionarmos como hip6tese no Teorema 4.2.4 que ry <--- <rie

qi

1> (%d}, entdo para todo i € [k] existem ¢; conjuntos {G 1, , Oy, }or_,

que juntos possuem
r = r;i-q; faces duas a duas disjuntas de Ay, com dimensao no maximo [, isto é, pertencem ao

[-esqueleto AE,Z , tais que:

flog1)N---Nf(os,,) #0, paratodo s € [g;].

A seguir, introduzimos os principais teoremas desta secdo, os quais tem como motivaciao
resultados do artigo (BLAGOJEVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014) (Theorem 6.4 ¢ Theorem 7.1)
que valem para o caso r = p”" poténcia de primo. No nosso caso, estas versdes sao validas para

todo inteiro r.

Teorema 4.2.6 (Teorema Topologico de Tverberg para todo r e particoes j-disjuntas). Sejam
r>2,1>1,d>1e?2 < j<rinteiros, onde r possui a fatoracdo prima:

F=ry---- .rk,onderizp?i,ie[k]-

Defina g; = r/r;, para todo i € [k].

Suponhamos que N + 1 > %(d + 1). Entdo, para todo i € [k| e toda aplicacdo continua

f: Ay — R, existem ¢; conjuntos {641, Opr

s_ 1> que juntos possuem r = r; - q; faces

J-disjuntas tais que:
F(001) NN f(0y,) # 0, paratodo s € [gi].

Demonstracdo. Defina N' = (N+1)(j—1)—1 e note que Ayr = A]*\,(j*l),
Defina a projec¢ado afim:

piay =AY Ay

OW---WOW{v}WoW--- 00— {v}.

Isto é, plevaas (j— 1)-copias de v € Ay em v € Ay.

Assim, podemos definir f/ = fop: Ay — R<.

Como N+ 1> ;:—}(d%— 1), entdo:

N+1D)G-D>F-1D)d+1)=N>r—-1)d+1).

Entdo, podemos aplicar o Teorema Topoldgico de Tverberg para todo r (Teorema 4.1.11)

. . . / / q
e temos que existem g; conjuntos {cr&1 yeoos O !

s Oy 1. £ 51> que juntos possuem r = r; - g; faces duas a
5,7 S 5=

duas disjuntas de Ay tais que:

f(og)Nn---Nf'(cg,) #0, para todo s € [g;]. (4.1)
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Pela defini¢do de f7, (4.1) é equivalente a dizer que:
f(plog))n--Nf(p(oy,,)) # 0, para todo s € [gi].

Defina oy, = p(0y,), paratodo s € [g] e ¢ € [r].

Como as r = r; - q; faces {o],,...,0; % 3o duas a duas disjuntas, segue que

PN s=1

{051 = p(O'S”l), ey Oy = p(qé?ri)}?i:l sdo j-disjuntas e

flog1)N---Nf(os,,) #0, paratodo s € [g;].

Observacao 4.2.7. O caso r = p”" poténcia de primo € equivalente ao Therem 7.1 de (BLAGO-
JEVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014).

Teorema 4.2.8 (Teorema de Van Kampen-Flores generalizado para todo r e particoes j-disjuntas).

Sejamd > 1,2< j<r,N=(r—1)(d+2),1 < N inteiros e r > 2 inteiro com fatora¢do prima:

F=ry- - .rk,onderi:p?i,ie[k]-

Defina ¢; = r/r;, para todo i € [k].
Sejai € [k] tal que I > [%cﬂ e suponhamos que N + 1 > ;‘T}(d+ 2). Entdo, para toda

qi

aplicagdo continua f : Ay — R?, existem ¢; conjuntos {Os15- -5 Foit

que juntos possuem
r =r;-q; faces j-disjuntas de Ay, com dimensdo no médximo /, isto €, pertencem ao /-esqueleto

A]%l, tais que:
F(G31) M-+ N f(Gy) # 0, para todo s € [gi).

Demonstracdo. Defina N' = (N+1)(j—1)—1 e note que Ayr = Az*\,(j_l),
Defina a projecao afim:
. ~ A*(=1)
P AN/ = AN — AN

0 - - HOW{v}WOW--- WO +— {v}.

Isto é, p leva as (j — 1)-cOpias de v € Ay em v € Ay.
Assim, podemos definir f' = fop: Ay — R%.

ComoN+1> ;_T%(d +2), entdo:

(N+D)(j—1D)>r—-1)d+2)=N > (r—1)(d+2).
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Logo, podemos aplicar o Teorema de Van Kampen-Flores generalizado para todo r

(Teorema 4.2.4) e temos que existem ¢; conjuntos {GS/’I, ...,o0 4

; Oy 1, }s—1» QUE juntos possuem
5,11 S 5=

r = r;i-q; faces duas a duas disjuntas de Ay, com dimensao no maximo [, isto é, pertencem ao

[-esqueleto AE,Z tais que:

f(og)Nn---Nf'(cg,.) #0, para todo s € [g]. 4.2)

Pela defini¢do de f7, (4.2) é equivalente a dizer que:
f(p(og))n---nf(p(oy,,)) # 0. para todo s € [gi].

Defina oy, = p(oy,), paratodo s € [g;] et € [r;].

Como as r = r; - ¢; faces {0} ,...,0/,.}" | sdo duas a duas disjuntas, segue que

_ (! — (! V4
{051 = P(GSJ)»' 5 Osr; = p(Gs,r[) =1
que dim o5, < dim (p(oy,)) <[ e sdo tais que:

sdo j-disjuntas. Também, como oy, = p(oy,), segue

flog1)N---Nf(os,,) # 0, para todo s € [g;].

Observacao 4.2.9. O caso r = p" poténcia de primo € equivalente ao Therem 6.4 de (BLAGO-
JEVIC; FRICK; ZIEGLER, 2014).

Observacao 4.2.10. Note que a flexibilizac¢do das r faces serem j-disjuntas no Teoremas 4.2.6
e 4.2.8 permite uma flexibilizacdo do nimero de vértices N + 1 do simplexo Ay em relagcdo ao

Teoremas 4.1.11 e 4.2.4. Os exemplos a seguir ilustram esta observacao.

Exemplo 4.2.11. Considere d =2, r =06, j =3 e N =7 para o Teorema 4.2.6. Podemos aplicar
o teorema para estes parametros, pois a desigualdade N 4+ 1 > ;_T%(d + 1) segue. Note que
no Teorema 4.1.11 para j = 2 (faces duas a duas disjuntas) temos N = (r — 1)(d + 1) = 15,
entdo flexibilizando o teorema para faces 3-disjuntas podemos ter N = 7, o que é uma reducao

considerdvel de vértices do simplexo Ay.

Exemplo 4.2.12. Considered =2, r=6=2-3=r1-ry, j =3,/ =5¢e N = 10 para o Teorema
4.2.6. Podemos aplicar o teorema para estes parametros, pois seguem as desigualdades N + 1 >
;:—i(a’ +2)el> (%cﬂ, para todo i € [2]. Note que no Teorema 4.1.13 para j = 2 (faces duas
a duas disjuntas) temos N = (r — 1)(d +2) = 20, entdo flexibilizando o teorema para faces

3-disjuntas podemos ter N = 10, o que € uma redugdo consideravel de vértices do simplexo Ay.
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CAPITULO

TEOREMA DE TVERBERG COLORIDO PARA
NAO POTENCIAS DE PRIMO

Neste capitulo provaremos um novo Teorema do tipo Tverberg colorido, onde a parti¢ciao
de Tverberg colorida terd g faces, onde ¢ = p" — 1 (para algum primo p) ndo € poténcia de
primo. A formulagdo deste teorema tem origem a partir de modificacdes do Teorema de Tverberg

colorido de Zivaljevié e Vreéica (Teorema 3.1.12).

O novo resultado do capitulo € o Teorema 5.1.6, que tem como consequéncia o Coroldrio
5.1.7, que afirma que € suficiente a cardinalidade minima 2p" — 4 nas (d + 1) cores no Teorema
de Tverberg colorido de Zivaljevié¢ e Vreéica (Teorema 3.1.12) para se ter uma parti¢io de
Tverberg colorida de ¢ = p" — 1 faces. Note que para haver uma particao de Tverberg colorida
de p'"* faces, o resultado que minimiza as cardinalidades é o Teorema 3.2.1, onde pelo menos

uma das cores deve ter cardinalidade 2p" — 1.

Os resultados deste capitulo encontram-se em (MAURI ef al., 2022).

5.1 Teorema de Tverberg colorido com p" — 1 faces

Para se demonstrar o Teorema 5.1.6, precisamos introduzir a definicdo de conjunto de
coincidéncia parcial de f e demonstrar dois lemas (Lema 5.1.2 e 5.1.3), os quais serdo funda-
mentais. Usaremos novamente o indice de Volovikov de X, denotado por i(X) (ver Defini¢do
5.1.1).

Definicao 5.1.1. (VOLOVIKOV, 2000) Seja X um G-espago, onde G € um grupo finito, e
f : X — Y uma aplicagdo continua. Para 2 <y < |G|, definimos o conjunto de coincidéncia

parcial de f por:

A(f,y)={xe€X; f(g1x) =--- = f(gyx) para elementos distintos g; € G,i=1,...,y}.
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Lema 5.1.2. (MAURI et al., 2022) Sejam r = p"* > 2 poténciade primoe d > 1,1 <k <d,
2 < g < rinteiros. Para toda aplicagio continua f : A — R e toda coloragio (Cy,...,Ci;) do

conjunto de vértices V(A) por (k+ 1) cores, defina a aplicagdo continua:

. >< § d
h:(Rcy...Co1))at) R

(X1 s xpn) = f(x1).

Se A(h,q) # 0, entdo existem g faces coloridas duas a duas disjuntas o1, ..., 0, de A tais

que:

f(61) N+ (o) #0.

Demonstragdo. Tome (xi,...,x,n) € A(h,q) # 0.

Entdo existem ¢ elementos distintos g1,...,g, € (Z,)" tais que
h(gi(x1,...,xpn)) =+ =h(gq(x1,...,xpm)).
Portanto, existem g elementos x;,,...,X;, € {x1,..., Xy} tais que f(x;) = -~ = f(x;,),
onde x;, € Gjy,...,%, € 0, (0;, = supp(x;,) € o suporte de x;,, para todo m € [q]).

7

Pela definicao do produto deletado (R(C17~~-7Ck+l))Z(pZ)’ existem ¢ faces coloridas nao-

vazias duas a duas disjuntas o, ..., 0;, tais que:

f(Gil)ﬂ'--ﬂf(G,’q) 75 0.

Lema 5.1.3. (MAURI et al., 2022) Sejamd > 1,1 <k <d,0<m <k+ 1 inteirose r = p" > 2
poténcia de primo. Seja (Cy,...,Cy41) uma coloragio do conjunto de vértices V(A) por (k+ 1)
Ci|>2r—4,paratodoi=m+1,....k+1
em> (d—k)(r—1). Entdo, temos a seguinte desigualdade sobre o indice de Volovikov de

7

(R(Cl,...,ck+1))Z(p2):

cores, onde |Cj| > 2r—1, paratodo i =1,...,m,

i((Ricr...co)aly) = dp" = 1),

Demonstragdo. Note que

(R(C17-~-,Ck+1))21(72) =AUB,
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onde
1
= l]X] _|_...—|—Apnxpn € (R(C17 7Ck+1)) ( | (Elle [ ]) p
xp 1
- A]X] + et +2,pn.xpn E (R(C177Ck+l))A(2) ’ A,] — ee. = lpn = E .
Note que B € isomorfo a (R(c, ,-~-7Ck+1))Z(p2n)' Segue da Proposi¢do 2.5.2 (v) que:
i((R(Cl,...7Ck+1))ZIE2)) S l/(A) + l(B) = l/(A> + i((R(C],...,CkJrl))Z(I;)) . (51)

Vamos calcular limitantes para os indices i<(R(C1,~--~,Ck+1)>ZI(7;)) ei'(A).

Pelo isomorfismo
¥ - -
Ry )A@) E DG ¥ A L ¥ A, ¥ * Algyy |
obtemos, como consequéncia dos Teoremas 2.6.7 € 2.6.11,

conn((Ric, ...\ 1))A ()) >m(r—2)+ (k+1—m)(r—3)+2k.

Segue do Teorema 2.6.9 que o indice de Volovikov satisfaz:

i(Ricy...coo))a@) = [m(r=2)+ (k+1—m)(r—3) +2k] +2
kD) (1) +m.

Comom > (d —k)(r—1), temos:

i(Ric,...co))ay) 2 (d+1)(r=1).

Para encontrar um limitante para o indice i'(A), vamos considerar as seguintes aplicagdes

(Zp)"-equivariantes

¢:A— R\ AR).
Axi —i—---—l—ﬂ‘pnxpn — (),1,...,7Lpn)

IT:R7\AR™) — (AR™))5\ {0} = S((AR)) ),

onde IT é a composi¢cdo de uma projecdo com um retrato por deformacao.
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Denotamos por A(R?") = {(x1,...,xn) €RP" | x; = -~ = x;n} 0 subespago diagonal de
RP".
Entdo, a composic¢ao:
Mo¢: A —s S((ARP'))) = 57" 2
¢ uma aplicagdo (Z,)"-equivariante.
Pela Proposicdo 2.5.2 (i) e (iv), temos que:

/(A <i(SP"2)=p'—1.

Logo, segue que i((R(C17---7Ck+1))A(2)) > d(p" —1), pois caso contrério terfamos uma

contradicdo com (5.1).

[]

O Teorema a seguir € um resultado sobre o indice de Volovikov que sera utilizado na
demonstracdo do Teorema 5.1.6.

Teorema 5.1.4. (VOLOVIKOV, 2000, Theorem 4) Seja X um G-espago conexo, onde G = (Z)"
¢ um p-toro, e 2 <y < p", y # 3. Se a desigualdade i(X) > (m—1)(p" — 1) +y é valida, entdo
A(f,y) # 0 para toda aplicac¢do continua f : X — R™.

Observacao 5.1.5. O Teorema 5.1.4 também segue quandoy =3 e r=3,4,5 (ver (VOLOVIKOV,
2000)).

Teorema 5.1.6. (MAURI et al., 2022) Sejamd > 1,1 <k <d,0<m <k+1inteirose r=p" >2
poténcia de primo. Para toda aplicacio continua f : A — R?, e toda coloracio (Cy,...,Cyi1)
do conjunto de vértices V(A) por (k+ 1) cores, onde |C;| > 2r — 1, para todo i = 1,...,m,
|Ci| > 2r—4,paratodoi=m+1,....k+lem>(d—k)(r—1),existemg=r—1=p"—1

faces coloridas duas a duas disjuntas o7, ..., 0y tais que:
fle)n---Nfoy) #0.

Demonstracdo. Segue do Lema 5.1.2 que se A(h,q) € ndo-vazio, entdo existem ¢ faces coloridas

ndo-vazias duas a duas disjuntas oy, ..., 0, tais que:

f(61) N+ (o) 0.

Portanto, basta mostrar que A(h,q) # 0.



5.1. Teorema de Tverberg colorido com p" — 1 faces 87

Por outro lado, isto € uma consequéncia imediata do Teorema 5.1.4, aplicado ao G-

espago X = (R(CIMCM))Z{;; e a aplicagdo continua £ : (R(C17~~~,Ck+1))z(gn) — R? (como no Lema

xp"
AQ2)
(m—1)(p" —1)+y (pelo Lema 5.1.3). Assim, esta dltima observag¢do completa a prova do

5.1.2), onde y = g. De fato, (R, ...c,,,))(2) € CONEXO € i((R(C17~-~7Ck+1))Z(p2)) >d(pt—1) =

teorema. O]

Corolario 5.1.7. Sejam d > 1 inteiro e r = p" > 2 poténcia de primo. Para toda aplicagdo
continua f : A — RY, e toda coloragio (Cy,...,Cy.) do conjunto de vértices V (A) por (d + 1)
cores, onde cada cor tem cardinalidade pelo menos 2r — 4, existem g = r — 1 = p" — 1 faces

coloridas duas a duas disjuntas o1, ..., 0y tais que:
fle)n---Nfloy) #0.

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 5.1.6 parao casok=d em = 0. [l

Observacao 5.1.8. Note que se m > (d —k)(r— 1), entdo

i(Ricy...coo))a@) = d+1)(r=1)+1,

e, aplicando as mesmas técnicas do Capitulo 3, temos r = g+ 1 faces coloridas duas a duas
disjuntas o1, ..., 0, tais que f(o7)N---N f(0) # 0. Isto significa que os casos mais interessantes

do Teorema 5.1.6 acontecem quando m = (d —k)(r—1).

A seguir um exemplo do Teorema 5.1.6.

Exemplo 5.1.9. Sejam r =7,d =8, k =7 e m = 6. Entdo, temos k+ 1 = 8 cores Cy,...Cg,
onde |G| >2r—1=13, parai=1,...,6 e |C7|,|Cg| > 2r —4 = 10. Note que a condigao
m > (d—k)(r— 1) segue (mais especificamente temos uma igualdade). Seja f : A — R3aplicacio
continua. Entdo, existem g = r — 1 = 6 faces coloridas duas a duas disjuntas o7, 0>, 03,04, 05 €

Og tais que:
flo)Nf(oz)Nflos)Nf(os)Nf(os)Nf(os) # 0

O exemplo a seguir ilustra o Coroldario 5.1.7.

Exemplo 5.1.10. Sejam d =2, r =7 e (C,C,,C3) uma coloragdo do conjunto de vértices V(A),
onde |Cy| = |C3| = |C3| = 2r —4 = 10. Seja f : A — R? uma aplicagio continua. Entdo, pelo

Corolario 5.1.7, existem 6 faces coloridas duas a duas disjuntas o7, 0, 03, 04, 05 € Og tais que:

fle)nf(o2) N f(os)Nf(oa)Nf(os)Nf(0s) # 0.
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Note que pelo Teorema 3.2.1 precisariamos de pelo menos uma das cores com cardinali-
dade minima 2r — 1 = 13 para se ter uma parti¢do de Tverberg colorida de 7 faces. Porém, para
se ter uma parti¢ao de Tverberg colorida de 6 faces (exatamente uma a menos), o Corolério 5.1.7

nos permite ter cardinalidade 2r —4 = 10 em todas as (d + 1) = 3 cores.
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