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RESUMO

TOLEDO, C. A. Fibrados vetoriais, operacoes e classes de Stiefel-Whitney. 2021. 108 p.
Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

Nesta dissertagdo apresentamos um estudo sistemdtico sobre fibrados vetoriais, operagdes entre
fibrados e classes caracteristicas de Stiefel-Whitney, via definicdo axiomética. Assumimos a
existéncia e a unicidade destas classes para abordar importantes resultados neste trabalho, como
o Teorema da Dualidade de Whitney, o qual relaciona as classes de Stiefel-Whitney do fibrado
tangente com as do fibrado normal, e o Teorema de Stiefel, que nos permite concluir quando
um espaco projetivo real é paralelizavel. Como aplicacdes significativas desta teoria, estudamos

problemas relacionados a imersdes de variedades e variedades cobordantes.

Palavras-chave: Classes caracteristica, Classes de Stiefel-Whitney, Fibrados vetoriais.






ABSTRACT

TOLEDO, C. A. Vector Bundles, operations and Stiefel-Whitney classes. 2021. 108 p.
Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

In this dissertation, we present a systematic study on vector bundles, operations between bundles,
and characteristic classes of Stiefel-Whitney, via axiomatic definition. We assume the existence
and uniqueness of these classes to address meaningful results in this work, such as Whitney’s
Duality Theorem, which relates the Stiefel-Whitney classes of the tangent bundle to those of
the normal bundle, and the Stiefel Theorem, which allows us to conclude when a real projective
space is parallelizable. As significant applications of this theory, we studied problems related to

the immersion of manifolds and cobordant manifolds.

Keywords: Characteristic classes, Stiefel-Whitney classes, Vector bundles.
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INTRODUCAO

Em 1758, Euler observou que a soma alternada de vértices, arestas e faces de um
poliedro convexo de dimensdo 2 em R3 & igual a 2. Poincaré, 1893, generalizou esse resultado
para poliedros de dimensdo n em R e depois para variedades, definindo assim um invariante
topoldgico conhecido como caracteristica de Euler. Uma teoria, aparentemente desconexa deste
estudo combinatério € o estudo de indices de singularidades de campos vetoriais. Através da
defini¢do de indice de um campo, o qual trata-se da soma das orientacdes na pré-imagem de uma
singularidade do campo pela aplicagdo de Gauss, podemos compreender a surpreendente conexao
entre essas duas teorias através do Teorema de Poincaré-Hopf, demonstrado para dimensao dois

por Poincaré em 1885 e para todas as dimensdes por Hopf em 1927:

Seja v um campo vetorial tangente sobre uma variedade orientada compacta M com
finitas singularidades isoladas, digamos p1,..., p,. Entdo a soma dos indices das singularidades

de v coincide com a caracteristica de Euler de M.

O importante coroldrio deste teorema € um resultado de obstrucio, a saber, a caracteristica
de Euler de uma variedade mede a obstrucdo para a constru¢do de um campo vetorial continuo

sem singularidades.

A caracteristica de Euler é o primeiro exemplo de classe caracteristica, entretanto,
este trabalho tem por objetivo final estudar outra classe caracteristica, através da teoria de
cohomologia, as chamadas classes de Stiefel-Whitney. Em 1935, Stiefel e Whitney definem, de
forma independente, classes caracteristicas para variedades suaves com objetivo de investigar a
obstrucdo a construgdo de secdes do fibrado tangente, o que é uma generalizagdo do caso tratado

por Poincaré-Hopf.

Podemos também relacionar a possibilidade de constru¢do de n campos vetoriais linear-
mente independentes sobre uma variedade suave com a classificacdo de fibrados vetoriais triviais,

por exemplo, mostraremos que:

Um n-fibrado vetorial é trivial se, e somente se, podem ser definidas n secoes linearmente

independentes sobre a base deste fibrado.

Assim, o estudo de fibrados vetoriais reais torna-se central nesse trabalho. Como co-
mumente acontece nas diversas areas da matematica, além definir uma estrutura e estudar seus
objetos isoladamente, devemos procurar deformar e comparar objetos de mesma natureza, de
forma que esse processo de deformacao preserve informagdes suficientes. Por isso, também

destacamos o estudo de morfismos entre fibrados vetoriais como essencial para estrutura¢ao
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desse trabalho.

A divisdo por capitulos € a seguinte:

No capitulo 1, apresentamos breves defini¢des e resultados envolvendo variedades suaves
e seus espagos tangentes. Como um exemplo nao trivial de variedade, sugerimos as variedades
Grassmann que serdo utilizadas como base para os fibrados tautolégico estudados no capitulo
2. O resultado principal nessa primeira etapa é o Teorema de Poincaré-Hopf. Na se¢do 1.2,
introduzimos os pilares da topologia algébrica: teoria de homotopia, grupos de homologia e

grupos de cohomologia, os quais serdao fundamentais no estudo das Classes de Stiefel-Whitney.

Dedicamos o capitulo 2 aos estudos de fibrados vetoriais reais. Além de diversos exem-
plos, como o fibrado de linha tautolégico e os fibrados tautolégicos sobre as variedades de
Grassmann, apresentamos de forma detalhada o estudo de operacdes entre fibrados e a constru-

¢do de novos fibrados a partir de fibrados dados.

Enfim, no capitulo 3, apresentamos as classes de Stiefel-Whitney através de quatro
axiomas. Assumimos a existéncia e unicidade de classes satisfazendo estes axiomas para o
estudo de importantes consequéncias e aplicagdes. Como apresentado por Milnor e Stasheff em
(MILNOR; STASHEFF, 1974), utilizamos as classes de Stiefel-Whitney para analisar problemas

de imersoes de variedades e também para o estudo de variedades cobordantes.

Por sua importancia nas ilustragdes deste trabalho, anexamos ao apéndice, um estudo da

estrutura diferencial do espaco projetivo real.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo recordamos resultados essenciais para o desenvolvimento do tema princi-
pal deste trabalho. As demonstragdes serdo, em sua maioria, apenas referenciadas. Assim, as
demonstragdes contidas neste capitulo aparecem por ndo se encontrarem na literatura ou por nos

auxiliar em resultados posteriores.

A menos de mengdo contréria, a topologia produto, a topologia quociente e a topologia
do subespago sempre serdo a escolha natural quando estivermos tratando do produto de espagos
topoldgicos, do quociente de um espago topoldgico por uma relagdo de equivaléncia ou de um

subconjunto de um espago topoldgico, respectivamente.

O n espacgo vetorial real R” serd considerado junto com a norma Euclidiana, denotada
por|| || : R" — R.

Se U é um subconjunto aberto de R, dada uma aplicacdo f : U — R", a derivada de f

em x € U € igual ao limite

dof(v) = lim LX) =S ()

t—0 t

1.1 Topologia Diferencial

A topologia diferencial € o campo da matematica que dedica-se ao estudo de propriedades
invariantes por difeomorfismos. Aqui definimos os principais objetos de estudo desta area, as

variedades suaves e seus espagos tangentes.

O resultado mais importante é o Teorema de Poincaré-Hopf, que nos permite interpretar
geometricamente a caracteristica de Euler, no caso de variedades suaves compactas e orientadas,

em termos de obstrucao a constru¢do de um campo de vetores tangente sem singularidades.

Referéncias para este capitulo, sdio (MILNOR, 1997) e (LIMA, 2007).
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1.1.1 Variedades Suaves

Definicao 1. Uma aplicagdo entre abertos euclidianos € dita suave se todas as derivadas parciais
de todas as suas funcdes coordenadas existem e sdo continuas, para qualquer ordem. Mais
geralmente, se temos X e Y subconjuntos quaisquer de R” e R™ respectivamente, uma aplicacio
f:X — Y é suave quando para todo x € X existem um aberto U de R" contendo x e uma
aplicacio f : U — R! suave que coincide com f em U NX. Uma bijecdo f : X — Y é chamada

difeomorfismo se f e f~! sdo suaves.

z

Definicao 2. Um subconjunto M C R" é uma variedade suave de dimensao m, ou uma m-
variedade suave, se para todo x € M existe uma vizinhanga aberta V/ C R" de x tal que V :=V'NM

¢ difeomorfa a um subconjunto aberto U de R™.

Chamaremos a terna (U,V,h) de parametrizacio local, onde V C M, U C R" e
h:V — U é um difeomorfismo, ao difeomorfismo inverso de 4 chamaremos de sistema de
coordenadas de V, V serd dita vizinhanca coordenada de M. Uma colecdo de difeomorfismos

h tais que seus respectivos dominios cobrem todo o espago M serd denominado atlas.

Por simplicidade, muitas vezes nos permitimos dizer apenas variedade referindo-nos a

uma variedade suave.

Exemplo 1. Pela projecdo estereografica, podemos verificar que a esfera n-dimensional
$"={xeR"™ ||l =1}

€ um exemplo de n-variedade suave.

Exemplo 2. Outro exemplo de n-variedade suave é o espaco projetivo real RPP” de dimensao n,

o qual é o quociente do espago R"*!\ {0} munido com a seguinte relagio de equivaléncia:

p~q <= existe A € R\{0} talque p=Agq.

n+1
Consideramos a topologia quociente em RP" = w, a qual torna a projecdo 7 : R"~1\ {0} — RP"

continua.

Intuitivamente, cada ponto de RPP" é uma reta em R"! que passa pela origem. Com essa
defini¢do, dado um ponto [p] = [po : - - - : pu] € RP", para algum indice i € {0, 1,...,n} temos que
pi 7 0. Nesse caso, é fcil ver que existe um homeomorfismo entre R” e U; = {[¢q] € RP"; ¢; # 0},

onde U; é um aberto de RP" contendo [p].

Vale observar que podemos construir o mesmo espago projetivo considerando a relagao

de equivaléncia na esfera que relaciona seus pontos antipodas, vide (LIMA, 2007).

Definicao 3. Um subconjunto M C R” € uma m-variedade suave com bordo, se para cada
x € M, existe uma vizinhanca de x em M difeomorfa a um subconjunto aberto do espaco
H" :={(x1,...,%m) ER"; x,, > 0}.
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Os difeomorfismos da defini¢cdo acima também sdo chamados de parametrizagdes locais
de M. A fronteira de M, denotada por dM consiste dos pontos cuja imagem pela parametriza¢do
local pertence a dJH" := R"~! x {0}. O complementar da fronteira de M é dito interior de M e

denotado por int(M).

E facil ver que se M é uma m-variedade com bordo, dM é uma (n — 1)-variedade sem
bordo.

O produto de uma variedade com bordo M e uma variedade sem bordo N € uma nova
variedade com bordo, sendo d(N x M) = N x dM e dim(N x M) = dim(N) +dim(M).

Exemplo 3. Se M é m-variedade sem bordo e I := [0,1] C R, entdo M x [ é uma (m+ 1)-
variedade com bordo tal que d(M x I) = (M x 0)U (M x 1).

1.1.1.1 Espaco Tangente

Agora, para a construcdo do espago tangente, considere M C R” uma variedade suave e
p € M. Um caminho suave y em M que passa por p é uma aplicagio suave y: (—€,€) CR — M,
onde y(0) = p. Convencionamos que o vetor velocidade do caminho 7 serd a derivada
d
8_1/ o€ R".
Definicdo 4. Sejam M uma variedade suave e p € M. Um vetor v € R" ¢ tangente a M em p
se v € o vetor velocidade de algum caminho suave que passa por p em M. O conjunto de tais

vetores tangentes, denotado por 7,M, serd chamado de espaco tangente a M em p.

Em termos de sistema de coordenadas 4 : U — V de M em torno de p € M, podemos
supor que 0 € U C R™ com h(0) = p € V, entdo um vetor v estd no espago tangente de M em p se,
e somente se, v pode ser expresso como uma combinagdo linear dos vetores 59_:1 0),..., 8(97;,:1 (0),
sendo esse resultado independente da escolha de parametrizacdo. Vale observar também que
0 espaco tangente € um subespaco vetorial de R” que tem a mesma dimensao da variedade M,
demonstra-se esse resultado provando que diferencial dyh € na verdade um isomorfismo entre

R™ e T,M.

Definicao 5. Seja M C R" uma variedade suave. A variedade tangente de M ¢é o subespago de
R" x R" dado por TM := {(p,v) e R"xR"; peM e ve T,M}.

Observacao 1. Um atlas em M induz um atlas em 7M. Assim, se M é uma m-variedade suave,

entdo TM é uma 2m-variedade suave.

Para demonstrar essa propriedade € mais fécil trabalhar com uma defini¢do equivalente
de espago tangente, na qual T,M = doh(R™), onde h: U — V é parametrizagdo local de M em
torno de x € M com h(0) = x. E fato que essa defini¢io independe da parametrizacio. Além disso,

podemos considerar, para todo (x,v) € TM, a partir da parametrizagdo h: U — V, os abertos
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U :=UxR"eV':=V xT,M e afun¢do dh: U — V', definida por dh(u,y) = (h(u),doh(y)),

para todo (u,y) € U’, que é o difeomorfismo procurado.

Sejam M, N duas variedades e f : M — N uma aplicacdo continua. Dado x € M, de-
finimos dyf : TeM — TN por dyf(v) = doy o dpho (do@)~'(v), onde @ e y sdo sistemas
de coordenadas locais para M e N em torno de x e f(x), respectivamente, com f(V}) C Vo e
h:=vy lofoo.

1.1.1.2 Orientacdo

Sejam V um espago vetorial de dimensdo finitae f§ = {vy,...,v,} e B’ = {V],...,V},}
duas bases ordenadas de V. Considere o tnico isomorfismo linear A : V — V de modo que
B’ =A(B), onde A(B) denota a base {A(vy),...,A(vy)}.

Se det(A) o determinante da matriz de A € positivo, dizemos que 8 € B’ determinam a
mesma orientagdo para o espago V. Nesse caso, § e B’ estdo relacionados e esta é uma relagdo

de equivaléncia.

Portanto, fixada uma base, da relacdo obtemos duas classes de equivaléncia: a das bases
que determinam a mesma orientacdo (detA > 0) e das bases que nao determinam a mesma

orientagdo (detA < 0).

Definicao 6. Uma orientacao para o espaco vetorial V € a escolha arbitraria de alguma dessas
classes de equivaléncia, a qual chamaremos de positiva, sendo a outra classe chamada de negativa.

Para espacos de dimensdo zero, uma orientacao serd apenas uma escolha de sinais +1 ou —1.

Sejam V e W dois espacos vetoriais de dimensao finita isomorfos. Considere A : V — W
um isomorfismo entre esses espacos. E facil ver que se f e B’ ttm a mesma orientagdo em V,

entdo A(f) e A(B’) ttm a mesma orientagdo em W.

Definicao 7. Fixadas orientagdes, ou seja, escolhidas uma classe de V e uma de W como
positivas, dizemos que o isomorfismo A preserva orientacio se A(f) tem o mesmo sinal em W

que B em V. Caso contrario, diremos que A reverte orientacao.

Definicao 8. Uma orientacao para uma variedade suave M € uma escolha suave de orientacdo

para seus espagos tangentes. Diremos que M ¢ orientavel se possui uma orientagao.

A escolha suave da defini¢do acima significa que em cada ponto x € M existird uma

parametrizacdo local 4 : U — V de uma vizinhanga V de x em M tal que o isomorfismo
dyh: R* — Th(u)M

preserva orientagdo para todo u € U, considerando a base candnica como orientagdo para R" e

sendo d,h(v) = a(g:y) (0), onde y: (—€,€) — U é um caminho suave com y(0) =u e %’(O) =
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1.1.2 Campo Vetorial

Campos de vetores ¢ um tema amplamente estudado devido sua importancia em varios
ramos da matemadtica, assim como também por suas aplicacOes em indmeras outras dreas, como

no estudo de fluidos dentro da fisica ou da meteorologia, por exemplo.

Definicao 9. Seja M C R" uma m-variedade suave. Um campo vetorial tangente v sobre M ¢
uma aplicagdo continua v : M — R” cuja a imagem de cada ponto € um vetor no espago tangente
desse ponto, isto é, v(x) € ToM = R™ para todo x € M.

Por simplicidade, muitas vezes nos permitimos dizer apenas campo vetorial referindo-nos

a um campo vetorial tangente.

Defini¢ao 10. Seja M uma n-variedade suave. Um ponto p € M é uma singularidade, ou ponto

estacionario, de um campo vetorial v sobre M quando v(p) = 0.

Exemplo 4. A esfera S! admite campo vetorial sem singularidade.

Basta considerar v : S — R? definido por v(x,y) = (—,x).

No estudo do comportamento de campos vetoriais, pontos singulares (zeros) se destacam
como indicadores de mudangas interessantes. Normalmente na vizinhanca desses pontos ha

variagdo na direcao e norma dos vetores do campo. Veremos alguns exemplos mais adiante.

Definicdo 11. Sejam M uma variedade suave e N C M um subconjunto. Um r-campo tangente

em N é um conjunto v\") := {vi,...,v,} de r campos vetoriais tangentes v; de M restritos a N.

Um ponto singular de um r-campo vetorial v(") é um ponto p € N tal que os vetores

vi(p),--.,v,(p) ndo sdo linearmente independentes.

Se v(") ndo possui pontos singulares, entdo v(") é dito um r-referencial.

Por abuso de linguagem, também chamamos uma r-upla de vetores linearmente inde-
pendentes de r-referencial. Nesse caso, a colecao de todos os r-referenciais em R” gera um
subconjunto aberto de (R")" que consiste de todas as r-uplas de vetores de R" que sdo linear-
mente independentes. Basta observar que qualquer pequena variacdo de dire¢cdo e norma em um
conjunto de vetores linearmente independentes mantém tal conjunto linearmente independente.

Chamamos tal colecdo de Variedade de Stiefel e a denotamos por V,.(R").

Lema 1. A variedade de Stiefel V,(R") é uma nr-variedade suave.

O lema segue do fato de que todo subconjunto aberto de R’ é uma nr-variedade suave.

Um subconjunto importante de V,.(R") é o formado por todos os r-referenciais ortonor-
mais. Denotaremos tal subconjunto por V,O(R”). O préximo resultado pode ser encontrado em
(MILNOR; STASHEFF, 1974, p.58).
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Proposi¢do 1. VO(R") é um espaco topoldgico compacto.

1.1.3 Variedade de Grassmann

Nessa secao estudaremos a variedade de Grassmann, a qual € um exemplo ndo trivial de
variedade topoldgica. Mais adiante esta variedade serd utilizada na constru¢do de um exemplo

tautoldgico de fibrado vetorial real.

Definiciio 12. A variedade de Grassmann G;(R") é o conjunto de todos os k-subespacos

vetoriais de R”, onde k < n.

Exemplo 5. Quando n = 1, a variedade de Grassmann G;(R!**) é o conjunto de todos os
subespagos de dimensdo 1 de R'*¥, ou seja, de todas as retas que passam pela origem de R+,

Portanto, podemos identificar G1(R!*¥) com o espaco projetivo RIPX,

A seguir mostraremos que Gy (R") é um espago topolégico Hausdorff e localmente

homeomorfo a R,

Definindo uma topologia em G;(R"):

Considerando a variedade de Stiefel Vi (R"), queremos definir em G;(R") a topologia

quociente que torna a seguinte aplicacao continua:

q: Vi(R") — Gr(R")

que aplica cada conjunto de k vetores linearmente independentes de R” no espago vetorial gerado

por eles.

Essa aplicagdo € sobrejetora, pois cada subespaco de R” de dimensao k € gerado por k
vetores linearmente independentes. Diremos que U C Gy (R") é aberto se, e somente se, g~ (U)
for um aberto de Vk(R”k).

Vale observar que podemos considerar apenas conjuntos de geradores ortonormais como
base para os subespagos. Seja V(R") o subconjunto de Vi(R") formado por conjuntos de k
vetores ortonormais em R". Se i : V)(R") — V;(R") representa a inclusdo, g : Vi (R") — V(R")
representa o processo de Gram-Schmidt e gg = Q|V,?(]R<")’ entdo go = goie g = qoog. Portanto,

VO(R") gera a mesma topologia quociente em Gy (R").

Exemplo 6. A principio falamos apenas da igualdade de conjuntos entre G{(R!**) = RP*,
entretanto, como V) (R!*) = §* e a aplicaciio quociente qp : V' (R'**) — G (R!**) coincide
com a aplicacdo quociente que usamos para definir a topologia do espago projetivo RP¥, temos

que vale a igualdade G1(R!**) = RP¥ como espacos topolégicos.
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Gi(R") é um espaco Hausdorff:

Demonstraremos esse fato a partir de uma funcao real continua que fornecera vizinhangas

disjuntas para pontos distintos de Gy (R").

Fixado w € R”", considere a aplica¢do p,, : G¢(R") — R que para cada X € G¢(R")

determina o quadrado da distancia entre w e X.

Para verificarmos que p,, € uma aplicacdo continua, podemos considerar bases ortonor-
mais para os subespacos. Assim, se {xj,...,x;} ¢ uma base ortonormal do subespago X, temos
que Py (X) = ww — (wx1)? — -+ — (w.x)?. Isso implica que p!, = p,, 0 go é continua. Como gq

€ sobrejetora e também € continua, concluimos que p,, é continua.

Agora, considere X e Y dois k-espagos vetoriais distintos em R” tais que w € X e
w ¢ Y, entdo p,(X) # pw(Y). Como R é Hausdorff, existem vizinhangas abertas disjuntas U
e V contendo p,,(X) e p,,(Y), respectivamente. Nesse caso, p,, ' (U) e p,, ! (V) sdo vizinhangas
abertas disjuntas em Gy (R") contendo X e W, respectivamente, o que demonstra que Gy (R") é
Hausdorff.

Gi(R") é localmente homeomorfo a R

Apresentaremos aqui apenas um esboco da demonstracao.

Seja Xp € Gi(R™). Podemos ver o espago R” como a decomposicdo

R" =Xy ® Xy

Considere U C Gx(IR") o subconjunto que consiste dos subespagos Y tais que ¥ NX;- = {0}.
Argumento andlogo ao aplicado para demonstrar que a variedade de Stiefel (Vi (R"*¥)) formada
por todas as k-uplas de vetores linearmente independentes de R"* (k-referenciais) é um subcon-

junto aberto de (R"+*)¥, prova que U é um subconjunto aberto de G;(R").

Essa condicao implica a injetividade em Y € U da projecdo p : Xy GBXOL — Xp, pois se
w,w €Y sio tais que p(w) = p(w') = xo, podemos escrever w = xo+v e w' =xo+Vv' com xg € Xo
evV € XOL, por Y ser um subespago vetorial temos que xo+v— (xo+V) =v—V € YﬁXoL ={0},

portanto v =V que implica w = w'.

Nesse caso, podemos ver Y como o grafico de uma transformacao linear 7y : Xo — XoL

(pensando cada y € Y como y = xo + Ty (xp)).

Isso ja nos dd uma correspondéncia bijetiva:

T :U — Hom(Xy, Xy ) = R™.

Agora, seja {xi,...,x;} uma base ortonormal para Xy. Cada Y € U possui uma dnica

base {yi,...,yr} tal que p(y;) =x; parai=1,...,n.
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Dessa maneira, y; ¢ x; dependem continuamente em Y, como y; = x; + Ty (x;), temos

que Ty (x;) depende continuamente em Y. Portanto, T e T~ ! sdo continuas, donde Gy (R") é

homeomorfo a R,

A demonstracdo da suavidade das coordenadas locais de G;(R") pode ser consultada em
(LIMA, 2007, p.126).

1.1.4 Teoria da Intersecao Médulo 2

Nesta se¢do, apresentamos invariantes para a interse¢do de variedades, os quais possuem
boas consequéncias geométricas. Com o objetivo final de apresentar uma defini¢do, via topologia
diferencial, da caracteristica de Euler, dissertaremos a seguir sobre teoria da interse¢do médulo
2. A principal referéncia utilizada € (GUILLEMIN; POLLACK, 1974).

Primeiramente, precisamos de algumas defini¢des.

Definicao 13. Se f : X — Y é um aplicacdo suave entre variedades, diremos que y € Y é valor
regular se dyf : T.X — Ty()Y € sobrejetora para todo x € f “1(y).

Quando dim(X) < dim(Y), ndo existem valores regulares para f : X — Y na imagem
de f. Agora se dim(X) > dim(Y) e y é um valor regular de f, ou seja, f é submersdo em todo
x € f~1(y), temos que f~!(y) é uma subvariedade de X de dimensdo igual a dim(X) —dim(Y).
No caso especial em que dim(X) = dim(Y) e y é um valor regular de f, temos que f é um

difeomorfismo local em cada x € £~ (y).
O teorema de Sard afirma que para f : X — Y uma aplicacdo suave entre variedades,

quase todo ponto de Y é regular, sendo o conjunto dos pontos regulares denso em Y.

Definicao 14. Sejam X e Y variedades suaves, Z subvariedade de Y e f : X — Y uma aplicacdo

suave. Dizemos que f € transversal a Z se
dxf(TxX) + Tf(x)Z = Tf(x)Yv

para todo x € f~!(Z). Nessa caso, usamos a nota¢io fMZ.

Quando X C Y e consideramos a inclusdo i : X — Y, dizemos que X € transversal a Z,
XhZ, se paratodox e XNZvale TX+T,Z=T.Y.

Observe que o conceito de transversalidade estende o conceito de valor regular, pois

quando y é valor regular de f, temos fM{y}.

Teorema 1. Seja f : X — Y uma aplicacdo suave entre variedades. Se f € transversal a Z, entdo
f~Y(Z) é uma subvariedade de X com codim(f~!(Z)) = codim(Z).
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Seja f: X — Y uma aplicacdo suave entre variedades que € transversal a subvariedade Z

de Y. Se dim(X) +dim(Z) = dim(Y), pelo teorema anterior, temos que
codim(f~1(Z)) = codim(Z) = dim(X),

logo dim(f~!(Z)) = 0. Além disso, se X é uma variedade compacta, temos que f~!(Z) é um

conjunto finito.

Nessas condigdes, chamaremos provisoriamente a quantidade de pontos de f~!(Z) de

nimero de interse¢do de X e Z e usaremos a notacdo #(X NZ).

Definicao 15. Sejam X uma variedade compacta e f : X — Y uma aplicacdo suave transversal a
subvariedade Z de Y com dim(X) + dim(Z) = dim(Y). Entdo o niimero de intersecio modulo

2 da aplicaciio f com Z é a cardinalidade do conjunto f~!(Z) médulo 2, o qual denotaremos por

L(f,Z).

A defini¢do a seguir € muito importante, pois nos permite estudar quando determinada

propriedade de uma funcdo € preservada por deformagdes suaves.

Definicdo 16. Seja 7 := [0, 1] C R. Dizemos que duas aplicagdes suaves fop: X Y e f1: X =Y
sao homotdpicas, fy ~ f], se existe uma aplicacdo suave F : X x I — Y tal que F(x,0) = fo(x)
e F(x,1) = fi(x) para todo x € X. F é chamada homotopia entre fj ¢ f.

Homotopia é uma rela¢do de equivaléncia entre aplicacdes. Quando duas aplicagdes
suaves sao homotdpicas, € possivel encontrar uma homotopia suave entre elas. Mais adiante

destinaremos toda uma se¢do ao estudo de homotopias, 1.2.1.

Para dominios compactos, transversalidade com relagdo a subvariedades fechadas é
uma propriedade estdvel por pequenas e suaves perturbacdes, sendo assim, € dita um invariante

homotopico.

Nas hipoéteses da defini¢do de nimero de interse¢do médulo 2:

Teorema 2. Se f,g: X — Y sdo duas aplicagdes homotdpicas e ambas transversais a Z, entao
Iz(f,Z) = IZ(gaz)

A demonstragdo desse resultado envolve um estudo de variedades unidimensionais, a
saber o bordo dessas variedades tem um nimero par de pontos. Além do importante teorema da
extensdo: Suponha Z uma subvariedade fechada de Y e C um subconjunto fechado de X. Seja
f : X — Y uma aplicacdo suave tal que a condi¢do de transversalidade de f € satisfeita para
todox € f~1(Z)NCede df : X — Y paratodo x € CNAX, entio existe uma aplicagio suave
g: X — Y homotdpica a f tal que ghZ e dghZ com g = f em uma vizinhanca de C.

Quando temos duas variedades de mesma dimensao:
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Teorema 3. Sejam X uma variedade compacta, Y uma variedade conexa tais que dim(X ) = dim(Y)
e f: X — Y uma aplicagéo suave. Entdo L (f,{y}) € o mesmo valor para todo y € Y. Esse valor

é chamado grau mod 2 de f e denotado por deg,(f).

Estamos supondo a possibilidade de uma pequena deformagdo em f, caso necessdrio,
para que y se torne um valor regular. Pelos teoremas anteriores, o grau mod 2 € um invariante

homotdpico bem definido.

Agora, considere X, Y e Z variedades suaves orientadas sem bordo com X compacta, Z
subvariedade fechada de Y e dim(X) +dim(Z) = dim(Y). Se f : X — Y é transversal a Z, entéo

f~1(Z) é um conjunto finito de pontos, onde cada ponto possui um niimero de orientagio +1.

Defini¢ao 17. O nimero de intersecdo, /(f,Z), é a soma desses nimeros de orientagdes.

No caso especial em que X também € uma subvariedade de Y, entdo definimos o nimero

de interse¢do de X e Z por I(X,Z) :=1(i,Z),em que i : X — Y € a aplicagdo inclusdo.

O numero de intersecdo é também um invariante homotdpico:

Teorema 4. Aplicagdes homotdpicas t€m o mesmo niimero de intersecao.

E a demonstragdo desse resultado também faz uso do teorema da extensio e do estudo de
variedades unidimensionais: A soma dos nimeros de orienta¢do nos pontos do bordo de qualquer

variedade unidimensional com bordo e orientada é zero.

Definicéo 18. Se Y é conexo e dim(X) = dim(Y'), entdo o grau de uma aplicagdo suave f: X — Y

¢ definido por deg(f) :=I(f,{y}) em que y € Y é qualquer valor regular.

Por defini¢do e por todos os resultados anteriores, o grau de uma aplicacio € também um

invariante homotopico.

Observacao 2. Podemos entender que nas hipéteses de X e Y da defini¢cdo de grau, dado um valor
regular p, existe para cada x; na pré-imagem de p uma vizinhanga na qual f € um difeomorfismo
local. Nesse caso, f pode preservar ou reverter orientagdo. O grau de f sera a diferenca entre o

nimero de pontos onde f preserva a orientacdo e o nimero de pontos onde f reverte a orientagao.

E chegamos a ultima defini¢ao.

Definiciio 19. Se X é uma variedade compacta e orientada, entdo a caracteristica de Euler, x (X),
¢ o ndmero de auto interse¢des da diagonal A em X x X, sendo definida por x(X) :=I(/',A),

onde i’ : A — X x X é uma aplicacdo homotGpica a aplica¢do inclusio.

Tomamos uma aplicagdo i’ homotépica a inclusio i, pois i~ (A) = A ndo é necessaria-

mente um conjunto finito de pontos. Entretanto, como o nimero de interse¢do ndo varia através
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de aplica¢des homotdpicas, devemos considerar uma aplica¢do i’ : A — X x X homotGpica a i de

forma que i'MA. Assim, considerando a orientagio, temos ¥ (X) = I(i,A) = I(i’,A).

Entretanto, apesar da defini¢do apresentada acima estar bem posta diante da teoria
apresentada nessa secao, ela afasta-se da intuicdo geométrica que motivou a caracteristica de

Euler.

Tudo comecou em 1758, quando Euler percebeu que dado um poliedro convexo P de
dimensdo 2 em R3, temos V —A + F = 2, onde V é o ndmero de vértices, A é o ndmero de

arestas € F' € o numero de faces de P.

Claro que a soma alternada V — A + F estd definida para um poliedro P qualquer de
dimensio 2 em R3. Mas foi Poincaré, em 1893, quem estendeu essa defini¢io para poliedros

finitos P de dimensao qualquer n em R™, definindo a caracteristica de Euler nesse contexto por:

onde n; é o nimero de simplexos de dimensdo i de P, os quais serdo estudados mais adiante

nesse trabalho, defini¢do 26.

Ampliando ainda mais os objetos geométricos, a cada variedade suave compacta podemos
associar uma triangularizagdo, a qual é um poliedro finito, portanto possui sua caracteristica de
Euler, vide (WHITNEY, 1957, p.124-135). A saber, dada M uma variedade suave compacta,
dizemos que o par (P,h) é uma triangularizagdo de M, se h : |P| — M é um homeomorfismo,
onde |P| € o espago topoldgico dado pelo conjunto P com a topologia do espaco ambiente. Além
disso, duas triangulariza¢des da mesma variedade possuem a mesma caracteristica de Euler,

ficando assim bem definida a caracteristica de Euler para uma variedade compacta.

Na figura a seguir temos triangularizacdes da esfera (S2), do toro (T') e do toro pingado
(X). E facil verificar que x(S?) =2, x(T) =0e x(X) = 1.

Retirada de Brasselet (2002)

Figura 1 — Triangularizagdes
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Observe que apesar do toro pingado ser uma variedade singular ele € triangularizdvel,

portanto possui uma caracteristica de Euler associada.

1.1.5 O Teorema de Poincaré-Hopf

No estudo do comportamento de campos vetoriais, pontos singulares (zeros) se destacam
como indicadores de mudancgas interessantes. Normalmente na vizinhanca desses pontos ha

variagdo na direcao e norma dos vetores do campo.

Particularmente, estamos interessados em observar singularidades isoladas.

Definicao 20. Seja M uma variedade suave. Diremos que p € M € uma singularidade isolada
do campo v : M — R" quando existir uma vizinhanga V em M tal que o campo ndo se anula em

outros pontos dessa vizinhanga, isto é, v(y) # O paratodoy# pey € V.

Por simplicidade, podemos considerar um campo v com uma singularidade isolada na
origem de R". Além disso, sendo M uma m-variedade suave, temos difeomorfismos locais com
abertos de R™, portanto podemos considerar um disco fechado de raio € > 0 dentro de uma

vizinhanca de p € M.

Definicao 21. Sejam M uma m-variedade orientdvel e v : M — R” um campo vetorial continuo
com uma singularidade isolada na origem. Se € > 0 € tal que v ndo possui singulares no disco
fechado D, exceto na origem, sendo d D, = S¢, entdo o indice de Poincaré-Hopf (ou apenas

indice) de v em 0, denotado por indy(v), é o grau da aplica¢do de Gauss:

v(x)
()|

Y:Se — 8", x+—>

A definicao independe da escolha de parametrizagdo, assim como de €.

Exemplo 7. Para ilustrar geometricamente, podemos estudar variedades em R?.

A transformacdo de Gauss aplica cada vetor do campo em vetor unitario, como mostra a

figura:

Estamos considerando o sentido anti-hordrio como a orientac¢do positiva na circunferéncia,

induzida pela base candnica.

Dada uma variedade contida em R? e v : M — R? um campo de vetores com uma
singularidade isolada p, considere um disco fechado como vizinhanga, no qual p € a tnica
singularidade, podemos percorrer no sentido anti-hordrio o bordo desse disco (que serd uma
circunferéncia de raio €) aplicando a aplicacdo de Gauss. Entdo, se a imagem do campo percorre
S! também no sentido anti-horario, diremos que a aplicacio de Gauss percorre S' positivamente

e caso contrdrio, negativamente.
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v(z2)
e v(z,) e
Z1

v(zp)
Ty

Retirada de Brasselet (2002)

Figura 2 — Aplicacdo de Gauss

Agora, o indice de Poincaré-Hopf é dado pelo nimero de voltas positivas menos o
nimero de voltas negativas que aplicagio de Gauss faz em torno de S' quando o campo v

percorre toda a circunferéncia Se.

Intuitivamente podemos observar os indices de v em a, I(v,a), dos campos a seguir:

I(v,a) = +1 I(v,a) = —1 I(v,a) =+2
Retirada de Brasselet (2002)

Figura 3 — Campos de vetores em dimensao 2

Exemplo 8. Considere o campo sobre a esfera S? dado pela figura 4 a seguir, o qual possui duas
singularidades: a; = (0,0,—1) e ap = (0,0, 1).

O comportamento do campo em a; e a; pode ser representado como em a; e a;, respecti-

vamente.

Pelo que foi discutido no exemplo anterior, os indices das singularidades sdo ambos
iguais a 1 e veremos a seguir que nao é coincidéncia que a soma dos indices seja igual a

caracteristica de Euler da variedade.

Foi Poincaré, 1885, quem demonstrou que a soma dos indices das singularidades de um
campo continuo v de vetores tangentes a uma superficie compacta e sem bordo M de dimensao 2

nao depende do campo v. E mais tarde, 1927, Hopf generalizou o resultado:
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Retirado de Dalbelo (2011)

Figura 4 — Campo de vetores na esfera S>

Teorema 5. (TEOREMA DE POINCARE-HOPF) Dado um campo vetorial v sobre uma variedade
orientada compacta M com finitas singularidades isoladas, digamos py,..., p;. Entdo, a soma

dos indices das singularidades de v coincide com a caracteristica de Euler de M, isto é

k
Y. indy (1) = %)

Corolario 1. Seja M uma variedade com ) (M) # 0, entdo qualquer campo vetorial sobre M

deverd se anular em algum ponto.

O coroldrio segue diretamente do Teorema de Poincaré-Hopf, pois se (M) # 0, o campo

considerado admite alguma singularidade isolada e portanto se anula em algum ponto.

Com isso, podemos dizer que a caracteristica de Euler de uma variedade compacta e ori-
entada M mede a obstrucdo para a constru¢do de um campo vetorial continuo sem singularidade
sobre M.

Das varias questdes que podemos pontuar, temos que a caracteristica de Euler esta
definida para variedades singulares, como o toro pin¢ado, entretanto o indice de Poincaré-Hopf
ndo estd. Nesse caso, para estender o Teorema de Poincaré-Hopf ao caso singular precisamos
primeiramente estender o conceito de indice, entdo serd que existe uma nova definicdo de indice
para variedades singulares? Além disso, o Teorema de Poincaré-Hopf € uma ferramenta de estudo
da obstrugdo para campos de vetores, serd que existe um teorema andlogo para a obstru¢ao da
construcdo de r-referenciais? O estudo em classes caracteristicas destina-se a responder questoes

COmo €ssas.

Referéncias para esta se¢do sdao (BRASSELET, 2002) e (DALBELO, 2011).

1.2 Topologia Algébrica

A Topologia Algébrica € o ramo da Matematica que dedica-se ao estudo de espacos

topoldgicos a partir de recursos algébricos. Sem rigor, isso significa que estruturas algébricas
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serdo associadas a um espaco topoldgico de interesse com a intensdo de obter informacdes sobre
esse espaco. Apresentaremos aqui os conceitos classicos dessa drea da matematica: homotopia,

homologia e cohomologia.

1.2.1 Homotopia

Como afirmamos anteriormente homotopias sdo importante porque nos permitem estudar
quando determinada propriedade de uma fungdo € preservada por deformacdes suaves, 16. Ade-
mais alguns resultados de homologia e cohomologia sdo apresentados em termos de aplicacdes

homotopicas.

Definicdo 22. Sejam X e Y espacos topoldgicos e o intervalo 7 := [0, 1] C R. Uma homoto-
pia é uma familia de aplicacdes f; : X — Y, t € I, onde a aplicacdo F : X x I — Y dada por
F(x,t) = f;(x) é continua, para todo t € I.

Com essa definicao, dizemos que duas aplicacdes continuas f e g entre espacos topolo-
gicos sdo homotépicas, f ~ g, se existir uma homotopia F : X x I — Y tal que F(x,0) = f(x)
e F(x,1) = g(x). A relagdo ~ define uma relag¢do de equivaléncia entre aplica¢des continuas
do espaco topoldgico X para Y. Diremos que f é homotopicamente nula quando g for uma

aplicacdo constante.

Exemplo 9. Se £ C R" é um conjunto convexo, entdo dados X um espaco topoldgico e
f,g : X — E aplicacdes continuas, temos que f ~ g. Basta considerar a homotopia linear
F : X x I — E dada por:

F(x,1) = (1—1)f(x) +1g(x)
que esta bem definida, pois E € convexo.

Definicao 23. Dizemos que dois espacos X e Y sdo homotopicamente equivalentes, X =Y,
se existem f: X —Y e g:Y — X aplicacdes continuas tais que fog ~idy e go f ~ idy, onde
idy : Y =Y eidyx : X — X denotam as respectivas aplicacdes identidades de ¥ e X. Nessas

condigdes, f € dita uma equivaléncia homotépica.

Definicao 24. Sejam X um espaco topoldgico qualquer e Y um espaco topoldgico constituido de
apenas um Unico ponto. Se existir uma equivaléncia homotépica f : X — Y, entdo X é dito um

espago contratil.

1.2.2 Homologia

A teoria de Homologia pode, por exemplo, auxiliar na classificacdo de espagos topoldgi-
cos com relacdo a homeomorfismos. Para isso sdo utilizados objetos como simplexos, complexos

de cadeias e aplicagdes bordo.
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Definicdio 25. Dados (p + 1) pontos em R", p < n, dizemos que {xo,...,x,} é¢ uma cole¢do

geometricamente independente se os vetores
\71 = X1 — X0, \72 = X2 — X0y -y Vp =Xp —X0
sdo linearmente independentes.

Definicdo 26. Seja {xo,...,x,} C R"” uma colecdo geometricamente independente, p < n. O

p-simplexo § gerado por xo, ..., x, € a envoltdria convexa
P
S = {lo)Co+---—|—lpxp; t>0e Zl‘i = 1},
i=0
a qual denotaremos por S = [xg, ..., Xp).

Estamos utilizando o Teorema das Coordenadas Baricéntricas para descrever a envoltéria
convexa do enunciado acima e também segue deste teorema que cada ponto x € [x,...,x,] é
unicamente determinado por uma (p + 1)-upla (fo,...,1,), com; > 0e ¥ 7 = 1, denominada

as coordenadas baricéntricas do ponto x.

Definiciio 27. Se xg = e; = (1,0,...,0),x; = e, = (0,1,0,...,0), ..., x, = ep41 = (0,...,0,1),
entdo o p-simplexo S = [xp, ..., x,| serd chamado de p-simplexo padrio e serd denotado por
A, CRPHL

Por defini¢do, geometricamente um O-simplexo € um ponto, um 1-simplexo € segmento

de reta e um 2-simplexo € um triangulo totalmente preenchido, como ilustra a figura:

o
(H]

Retirado de Castelo Branco Janior (2019)

Figura 5 — p-simplexos nos casos p =0,1,2
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Fixe G um grupo abeliano e considere a topologia induzida de R?*! no p-simplexo
padrao A,. Iniciaremos o estudo de homologia singular para um espago topoldgico X com

coeficientes em um grupo abeliano G com algumas defini¢des.

Definicao 28. Para cada espaco topoldgico X, um p-simplexo singular em X € uma fungao
continua ¢ : A — X. Denotaremos por C,(X) o conjunto de todos os p-simplexos singulares de
X.

Definiciio 29. Para cada p > 0, denotamos por C,,(X,G) o grupo abeliano livre cuja base ¢é
o conjunto C,(X) de todos os p-simplexos singulares de X. Os elementos de C,(X,G) sdo

chamados de p-cadeias singulares de X com coeficientes em G.
Um elemento tipico de C,,(X, G) é uma combinagao linear formal }'/_ ¢;;0;, onde o; € G
e 0; : A, — X é um p-simplexo singular de X, para todo i =0,...,r.
Por outro lado, podemos conceber
Cy(X,G)= { f:Cp(X)— G; f(o) # 0 apenas para um nimero finito de elementos 0'}
devido a bijecdo Y/, ot0; <— f:Cy(X) — G, onde

Q;j, se c =o0;paraalgumi=1,...,r
f(o) = .
0, caso contrario
Definicao 30. Considere a inclusao
& Ap,1 — Ap
(105 tp—1) = (to,-- - tim1,0,t5, ... tp—1)

Seja 6 : A, — X um p-simplexo singular de X. Para cadai = 1,..., p, definimos a i-ésima face
de o como sendo o (p — 1)-simplexo singular de X dado pela composi¢do cog: A, =X, a

qual é continua e serd denotada por J;c.

A defini¢ao acima induz uma fungio:
91 Cp(X) = Cp1(X)
o 0,0

Como Cp(X) é base para o grupo abeliano livre C,(X,G), podemos estender 9; por linearidade a

um tnico homomorfismo d; : C,(X,G) — C»_1(X,G), chamado operador face.

Definiciio 31. O homomorfismo d,, : C,,(X,G) — C,—1(X,G) dado pela soma alternada dos
operadores face

¢ chamado operador bordo.
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Teorema 6. O operador bordo ¢é tal que d,0d,1 =0

Chamaremos os elementos de Ker(d,) de p-ciclos e os elementos de Im(d,1) de p-
bordos. Do teorema acima segue que Im(d,1) C Ker(d,), entdo podemos definir o p-ésimo

grupo de homologia singular de X com coeficientes em G por:

Ker(d,)

X0 = @)

para cada p > 0.
Definicdo 32. Seja X um espaco topélogico e d, a p-ésima aplicagao bordo. A sequéncia

ap+l

2
5 1 (X,G) I 0o (X,G) 2 Cpy (X,G) — - — Co(X,G) 250
¢ chamada complexo de cadeia singular associado ao espago X.

Exemplo 10. Sejam X = {x} um espaco topoldgico constituido de apenas um ponto e G um
grupo abeliano. Entdo
G, sep=0

H,(X,G) =
{0}, sep>0

De fato, como para cada p > 0 existe um tnico p-simplexo singular 6, : A, — {x} igual
a aplicacdo constante, temos
C,(X,G) = {aGp; ac Geo,:A,— {x} otnico p-simplexo singular de X}
e portanto C,(X,G) ~ G.
Agora analisando as aplicagdes bordo:
* dy:Co(X,G) — {0} é a aplicagdo identicamente nula, portanto

Im(dy) = {0} e Ker(dy) =Co(X,G) ~G.

* J:C1(X,G) = Cp(X,G) é tal que
d1(01) = do(01) — A1 (1) = 69— 09 = 0
e portanto Im(dy) = {0} e Ker(d)) = C1(X,G) = G.
* 0 :((X,G)— Ci(X,G) é tal que

0(02) = dy(02) — 91(02) + 02(02) = 01 — 61 + 0y = 0}

e portanto Im(dy) = C1(X,G) = G e Ker(d,) = {0}.
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Continuando essa analise, concluimos que para p fmpar, d,, ¢ a aplicagdo identicamente

nula. Quando p € par, temos d,(a0,) = ac,_1, logo d, é bijetora. Assim sendo, obtemos

Ker(dy) G
Hy(X,G) = R ~G
oG = i) = (o8
__Ker(d1) G _
Ker(dy) {0}
H)(X,G) = ~ ~0
G = T, (o)
_ Ker(o;) G _
(X, 6) = (o) ~ 0
E assim por diante, se p > 0, entdo H,(X,G) ~ 0. [ |

Dada f: X — Y uma funcdo continua entre os espacos topoldgicos X e Y, queremos
construir um homomorfismo f4 : C,(X,G) — C,(Y, G). Inicialmente determinamos f4 nos ele-
mentos da base C,(X) de C,(X,G): Dado 0 : A, — X um p-simplexo singular, definimos

f#(o) = foo: A, =Y. Agora basta estender linearmente esta aplicagdo da seguinte maneira:
n n
f4 ( ) aiGi> =Y aifs(a).
i=0 i=0

As definigdes por linearidade implicam fo0d, = dj, o fy e isso significa que cada quadrado

no seguinte diagrama comuta:

2] 2
—— Cp1(X,G) 5 Cp(X,G) —2= Cp1(X,G) — ...

s s s

d d
L —— Cp1(Y,G) 5 Co(Y,G) —2 Cp 1 (Y,G) — ...

Dizemos que fi é uma aplicacao entre cadeias de um complexo de cadeias singular de
X em um complexo de cadeia singular de Y. Ainda como consequéncia do fato fzod, = d, o fi,
temos que f4 leva ciclos de C, (X, G) em ciclos de C,,(Y, G) assim como também leva bordo em
bordo. Com isso, fi induz um homomorfismo f : H,(X,G) — H,(Y,G).

Proposicao 2. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Se f,g : X — Y sdo duas aplicacdes continuas
homotopicas, f ~ g, entdo elas induzem o mesmo homomorfismo nos grupos de homologia, isto
é, fx =8« 1 Hy(X,G) = H,(Y,G) para cada p > 0.

Uma demonstracao para esse fato pode ser encontrada em (HATCHER, 2001, p.112).
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Dado X um espaco topoldgico e seja A C X um subespago. Podemos considerar o grupo

. . X . -
relativo C,(X,A,G) como o quociente % Nesse caso, as cadeias de C,(X,G) que estdo
em C,(A,G) sdo anuladas, ou ainda, as cadeias ndo nulas sdo aquelas que ndo tem sua imagem

contida em A.

A aplicacdo bordo induzida d,, : C,(X,A,G) — C,—1(X,A,G) é tal que dp0d,11 =0
para todo p > 0, portanto nos permite considerar o complexo de cadeia singular relativo:

d, J
o — Cpr1 (X,A,G) 5 CH(X,A,G) 2 Cp 1 (X,A,G) —> ...

Entdo analogamente definimos o p-ésimo grupo de homologia singular relativa com

coeficientes em G:
Ker(8p)

HP(XaAa G) = Im(ap_H)

O teorema a seguir caracteriza quando é possivel retirar um subconjunto Z C A sem

afetar os grupos de homologia relativos.

Teorema 7. Seja X um espacgo topoldgico e considere dois subespacos Z C A C X tais que
Z C int(A), entdo a inclusdo i : (X —Z,A — Z) < (X,A) induz isomorfismos

H,(X—-Z,A-Z,G) — Hy(X,A,G) paratodo p > 0.

Equivalentemente, se os subespagos A, B C X sdo tais que X = int(A) Uint(B), entdo a
inclusdo i : (B,ANB) — (X,A) induz isomorfismos H,(B,ANB,G) — H,(X,A,G) para todo
p=0.

O resultado acima € conhecido como Teorema da Excisdo, uma demonstra¢do pode ser
encontrada em (HATCHER, 2001, p.124).

Definicao 33. Seja X um espaco topoldgico. Os grupos de homologia local no ponto x € X sdo
definidos pelos grupos de homologia relativa H,(X,X — {x},G).

Nesta secdo, vimos como a Topologia Algébrica descreve a estrutura geométrica de um
espago topoldgico, associando a ele um sistema algébrico, uma sequéncia de grupos. Além disso,
vimos que as fun¢des continuas entre espagos topoldgicos correspondem homomorfismo entre

grupos associados a estes espacos.

1.2.3 Cohomologia

A teoria de cohomologia é construida de forma andloga a teoria de homologia, porém a

diferenca € que agora teremos estrutura para a definicdo de um produto como veremos a seguir.
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Sejam G um grupo abeliano e X um espaco topoldgico. Considere os grupos abelianos
livres C, (X, G) das p-cadeias singulares definidos na se¢éo anterior e também o complexo de

cadeia singular:

aerl

)
o= Cpi1(X,G) = Cp(X,G) 5 Cp1(X,G) — ...

Lembrando que dj, 0 dp41 = 0.

Chamamos de grupo das p-cocadeias singulares com coeficientes em G ao grupo
Hom(Cp(X,G),G), o qual denotaremos por C? (X, G), para todo p > 0. Como o conjunto dos p-
simplexos singulares, C,(X), gera o grupo das p-cadeias singulares, uma aplicagdo de C” (X, G)

pode ser definida em C,,(X) e estendida por linearidade a C, (X, G).
A aplicacio cobordo 87 : CP(X,G) — CP*1(X,G) é definida por

07(@) =¢od,t1:Cpy1(X,G) = G, onde ¢ : Cp(X,G) = G.

Por 0,11 009,42 = 0, temos que 87! 0 §7 = 0. Basta observar que

(87+1087)(9) = 8771 (87(9)) = 87 (90 Ipi1) = Podps10dpi2 = P00 =0
para toda ¢ € CP(X,G).

Portanto, podemos definir o complexo de cocadeias:

-1
P (X,6) & P (x,G) & P (X, G) ...

E o p-ésimo grupo de cohomologia singular de X com coeficientes em G é dado por

Ker(8P+1)

HIX.G) == 69)

O elementos de Ker(871) sdo chamados cociclos e os elementos de 7 (8”) sdo chama-

dos cobordos.

Dada uma aplicagdo continua f : X — Y, vimos como induzir uma aplicagdo
fi:Cp(X,G) = C,o(Y,G),
a qual podemos dualizar para obter flf :CP(Y,G) — CP(X,G) dada por f,'f((p) ‘= @ o fu, para
cada @ € C?(Y,G). A relagdo fyod,1 = dp41 0 fy implica f§+1 0d? =9JP oflf, da qual obtemos

0 homomorfismo
f; :HP(Y,G) — HP(X,G).

Seja A C X, na segdo anterior definimos os grupos relativos C,(X,A,G) = & E 4G ©
P I

podemos considerar a sequéncia exata natural:

0— Cp(A,G) - Cp(X,G) =5 Cp(X,A,G) — 0



38 Capitulo 1. Preliminares

Que induz a seguinte sequéncia exata dual:
04— CP(A,G) <— CP(X,G) <~ CP(X,A,G) := Hom(Cp(X,A,G),G) +— 0

onde i*(@) = poie n*(Q) =Qor.
Um operador cobordo 8” : CP(X,A,G) — CPT1(X,A,G) é definido como o original,
porém utilizando as aplicagdes bordo restritas aos quocientes, isto é, dada ¢ : C,(X,A,G) — G,

entdo
07(¢) :=@odpi1:Cpt1(X,A,G) = G, onde dp41 : Cpt1(X,A,G) = Cp(X,A,G).
Ainda vale §7*! 0 87 = 0. Portanto, podemos considerar cociclos (Ker(87*!)) e cobordos
(Im(67)) relativos para definir os grupos de cohomologia singular relativa H? (X ,A, G).
Agora, dada uma aplicacdo continua f : (X,A) — (Y, B), podemos definir
fi 1 Cp(X,A,G) = C,(Y,B,G),
a qual podemos dualizar para obter fﬁ :CP(Y,B,G) — CP(X,A,G) dada por f]f((p) = @o fa,

para cada ¢ € CP(Y,B,G). A relagdo fi0dpi1 = dpiq 0 fy implica §+1 o o6P = oF of[f, da qual

obtemos o homomorfismo f, : H?(Y,B,G) — H?(X,A,G), para todo p > 0.

1.2.3.1 Axiomas para cohomologia

As propriedades satisfeitas pelos grupos de cohomologia singular podem ser resumidas

nos seguintes axiomas:

Axioma 1 A aplicacdo identidade i : X — X induz, para cada p > 0, a aplicagdo identidade
i HP(X,G) — HP(X,G).

Axioma 2 Se as aplicacdes f: (X,A) — (Y,B) e g: (Y,B) — (Z,C) sdo continuas, entdo
(gof),=1f,08,:H(Z,C,G) — HP(X,A,G), para todo p > 0.

Axioma 3 Seja f : (X,A) — (Y,B) uma aplicagdo continua, entdo as aplicagcdes induzidas por

f sdo tais que o diagrama

. —— B (B,G) 2 HP(Y,B,G) —— ...

l;—l lf;
—— H'A,6) 2L HP(X,AG) —— .

é comutativo, para todo p > 0.
Axioma 4 Sejam f,g: (X,A) — (Y,B) duas aplicagcées homotdpicas. Entdo, as aplicagdes induzi-

das nos grupos de cohomologia f, : H?(Y,B,G) — H"(X,A,G) e g}, : H?(Y,B,G) — H? (X ,A, G)

sdo iguais, para todo p > 0.
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Axioma 5 (Teorema da excisdo) Sejam U um subconjunto aberto tal que U CA C X e U C int(A).
Entdo a inclusdo i: (X —U,A—U) — (X,A) induz um isomorfismo

i*: H?(X,A,G) = H’(X —U,A—U,G),

para todo p > 0.

Axioma 6 Se X é um espaco topolégico consistindo de apenas um tinico ponto, entdo

G, sep=0
{0}, sep>0

HP(X,G) =

Analogamente a teoria de cohomologia, a homologia singular com coeficientes em Z
satisfaz uma descri¢do axiomaética proposta por Samuel Eilenberg e Norman Steenrod, como
pode ser consultado em (MACLANE, 1979).

1.2.3.2 Produto Cup

Seja R um anel comutativo, as definicdes feitas nas secdes anteriores para um grupo

abeliano G podem ser feitas igualmente considerando R. Particularmente, temos

CP(X,R) := Hom(C,(X,R),R).

Além disso, para facilitar a nota¢do, para um p-simplexo singular 6 : A, — X, nessa

secdo denotaremos a aplicacdo face por 5,-(0) = 6|[Xo7.--,)?i7.-~7xp}'

Dadas as cocadeias ¢ € C*(X,R) e v € C!(X,R), definimos o produto cup:
k+1
¢ —yeC™(X,R)
como a cocadeia cujo valor em um simplexo singular o : Ag;; — X é dado por
((P ~ II/)(G) = ¢(G|[xo,...,xk})W(G|[xk,...,xk+l])‘
O lema a seguir relaciona o produto cup com a aplicagdo cobordo.
Lema 2. Sejam ¢ € C¥(X,R) e w € C'(X,R), entio
5 (@ — y) = (8%(9) — w) + (-1)p — &' ().

Demonstraciio: Seja 6 : A“T'1 — X um simplexo singular. Note que:

k+1

(sk(q)) ~ II/)(G) = Z (_l)i(P(G|[XO,...,)?[,...xk+1})llj<6|[xk+1,...,xk+l+1}) e também
i=0



40 Capitulo 1. Preliminares

k+-1+1

(=1 (@ — &'(y))(0) = ZZ (1) @01y V(O irotir])-

Ao somar as duas expressoes, temos que o ultimo termo da primeira soma cancela com

o primeiro termo da segunda soma. O restante das parcelas formam exatamente

k+1+1

5k+l(‘P — V¥)(0) = (¢ — ¥)(dky1+1(0)), pois dyi1(0) = Z (_l)iG’[xo,...,fc},...kaH}
i=0

Exemplo 11. Se n > 1, entao

Hi(R[P” Zz) _ Ly = <ai>, para0 <i<n
0, parai>n

onde (a) = H' (RP",Z,),a’ =led =a—---—a.
—

i-vezes

(vide (GREENBERG; HARPER, 1981))
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CAPITULO

FIBRADOS VETORIAIS

Sem rigor, um fibrado vetorial € um espaco topolégico dado por uma colecao de espacos
vetoriais, sendo tal cole¢do indexada por outro espaco topolégico.

No estudo de variedades suaves, como 0s espagos tangentes sdo capazes de fornecer
informagdes sobre o espago inicial, podemos estudar as variedades tangentes associadas. Uma
maneira de estudar a variedade tangente relacionada a uma variedade suave € através de uma

estrutura matemadtica chamada fibrado tangente que € um caso particular de fibrado vetorial.

2.0.1 Definicoes basicas

Defini¢do 34. Um fibrado vetorial real & é uma tripla (E,n,B) consistindo de um espago
topolégico E, um espaco topoldgico B e uma aplicacdo continua « : E — B satisfazendo as

seguintes condigdes:

1. Paratodo b € B, o conjunto ' (b) deve possuir a estrutura de um espago vetorial real.

2. Para todo ponto b € B, devem existir uma vizinhanga U C B desse ponto, um nimero
inteiro n > 0 e um homeomorfismo 4 : 771 (U) — U x R" tal que, para cada p € U, a

restrigo Al 1, : = (p) — {p} x R" é um isomorfismo linear.

Estamos considerando o conjunto {p} x R" com a estrutura de espago vetorial induzida

pela bijecdo entre R" e {p} x R”, isto ¢, dados (p,x1), (p,x2) € {p} xR" e o, € R, entdo

a1 (p,x1) + o(p,x2) = (p, 0x1 + 0x2).
Se & = (E, &, B) é um fibrado vetorial real, usaremos a seguinte terminologia:

* E é chamado de espaco total, algumas vezes denotado por E(&).
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B é chamado espaco base, algumas vezes denotado por B(&).

m: E — B ¢ chamada aplicagio proje¢io, algumas vezes denotada por 7.

Dado b € B, o conjunto 7! (b) é chamado de fibra sobre b, algumas vezes denotada por
E,ouE(&)y.

Na segunda condicio da defini¢io, 4 : 771 (U) — U x R" é chamada de trivializacdo local

e sua inversa 4~ ! é chamada de sistema de coordenadas locais.

Algumas vezes a trivializa¢io local é dada por s : 7! (U) — U x S, onde S é um espacgo
vetorial isomorfo a R". Nessa situacao basta considerar um isomorfismo linear 7 : § — R" e a

composicio (Id x T)oh: = (U) — U x R" para definir uma trivializacdo local.

A aplicagdo projecdo garante que as fibras que compde E variam continuamente com
o pardmetro b. Como tais fibras sio espacos vetoriais, podemos associar a cada 7~ ! (h) uma
dimensdo. Pela trivializacao local, temos que essa dimensdo € localmente constante. Porém
antes de estudar mais a questdo da dimensao das fibras de um fibrado vetorial, apresentaremos o

exemplo mais simples possivel.

Definicao 35. Dizemos que o fibrado (E, 7w, B) é trivial se existir uma trivializagdo global
h:E — BxR"

Intuitivamente, no caso de um fibrado trivial temos que E € igual ao produto B x R" a
menos de um reposicionamento continuo das fibras. A seguir construimos um fibrado trivial, no

qual E € exatamente B x R".

Exemplo 12. Sejam B um espago topoldgico e n € N. Considere E := B x R"” munido da
topologia produto e defina 7 : E — B como a projecao na primeira coordenada, a qual € uma

aplicacdo continua.

Assim sendo, podemos munir 7! (b) = {(b,v);v € R"} de uma estrutura vetorial real

considerando a bijecao

R" — 1~ (b)

vi= (b,v)

que coincide com a estrutura de {p} x R" que definimos anteriormente.

Agora podemos tomar U := E = B x R" e considerar a trivializacdo global 4 : E — B x R"
como a aplicacao identidade, a qual € um isomorfismo, em particular um homeomorfismo e

hlz1) n~1(b) — {b} x R" é um isomorfismo linear, para cada b € B.

Portanto, o fibrado (B x R", 7, B) ¢é trivial. Denotaremos tal fibrado por €.
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Agora vamos estudar a questdo da dimensao das fibras, comecando por um exemplo no

qual a dimensao nao é globalmente constante no fibrado.

Exemplo 13. O fibrado apresentado a seguir demonstra que é possivel que diferentes pontos
do espaco base possuam fibras de dimensdes diferentes. Considere B := {0,1} C R munido da
topologia do subespaco. Defina E1 := {0} x R visto como subespaco de R?, E; := {1} x R?

visto como subespaco de R> e considere E := E; LI E, munido da topologia da unido disjunta.

Entdo definimos 7 : E — B por

0, sex=0;

1

(x,v) = |
, sex=1.

e temos que 7 é uma aplicag@o continua, pois 7|g, e 7|g, sdo ambas aplica¢des continuas.

Como {0} é uma vizinhanga de 0 € B, a aplicacdo s : {0} x R - R = E, dada por
h(0,v) :=v é um sistema de coordenadas locais para o fibrado em uma vizinhanca de 0. Assim
como, 5" : {1} x R? — R? = E; dada por A(0,v) := v é um sistema de coordenadas em uma

vizinhanca de 1.

Portanto, (E, 7, B) é um fibrado no qual a fibra 77! (0) tem dimensio um e a fibra 7~ !(1)

tem dimensao 2.

O préximo resultado mostra que quando B € um espaco topoldgico conexo ndo ocorrem

fibras de diferentes dimensdes como no exemplo anterior.

Proposicio 3. Seja & = (E, m, B) um fibrado vetorial real. Se B é conexo, entdo todas as fibras

possuem a mesma dimensao.

A demonstracio da proposi¢ao € simples, pois as trivializacdes locais tornam localmente
constante (em particular, continua) a aplicacdo dimensdo: f : B — N que associa a cada ponto de
b a dimensio da fibra 7! (b). Sendo B conexo e N totalmente desconexo, temos que f(B) é um

conjunto unitdrio e, portanto, todas as fibras de & possuem a mesma dimenso.

No caso em que todas as fibras de um fibrado vetorial tem a mesma dimensao, suponha

igual a n, diremos que & é um fibrado de posto n ou chamaremos tal fibrado por n-fibrado.

2.0.2 Alguns exemplos importantes

A seguir apresentamos trés exemplos candnicos de fibrados vetoriais reais, sao eles:
fibrado tangente, fibrado tangente da esfera, fibrado de linha tautoldgico e fibrado tautoldgico de

k-planos, sobre os espacos bases S, RP" e Gi(R"), respectivamente.
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2.0.2.1 Fibrado tangente

Seja M uma variedade suave. Considere o fibrado tangente 7j; de M, onde o espaco total
€ TM, espaco base é M e a proje¢do 7 : TM — M é dada pela projecdo na primeira coordenada
n(p,v) :=p, para p € M e v € T,M. Vamos apresentar um sistema de coordenadas locais para
Tyr. Dado x € M qualquer, considere ¢ : U C R¥ — V C M uma parametrizagio local de M em
torno de x e defina i1 : V x R* — 7~1(V) dada por

h(b,v) :=dgyo ((p_1 X idgi)(b,v),

onde dy(u,v) = (@(u),d,@(v)). Observe que 4 € um homeomorfismo tal que 7 oh = p1, pois se
(b,v) € V x RF temos:

woh(b,v) =wody(¢~' (b),v) = w(b,dy1,)@(v)) = b= pi(b,v).
Entdo, a restri¢ao &,y pi : {b} X R¥ — {b} x T,M dada por

h(b,v) = (b;dg-15)9(v))

€ um isomorfismo linear, por do-15)9 : R* — T, M ser um isomorfismo linear entre espacos

vetoriais.

2.0.2.2 Fibrado tangente da esfera

Considere a esfera unitdria S" C R"*! com n > 1. Dado p € 5", o subespago vetorial

n-dimensional 7,8 := {v € R""1;v | p} é 0 espaco tangente a S" em p.

Vamos construir um fibrado vetorial sobre a esfera S” coletando todos os espacgos tangen-

tes, ou seja, considerando como espago total o subespaco

E:={(p,v) €S"xR" ;v e T,8"} € §" x R

Seja w: E — S" a aplicacdo projecdo na primeira coordenada. Nesse caso, dado py € §”
temos a fibra 77! (po) := {(po,v);v € Tp,S"} = {po} x T),S". Assim, a estrutura linear de 7p,S"

induz uma estrutura linear na fibra 7! (py).

Para obter as trivializagdes locais utilizaremos projecdes ortogonais. Dado e; um vetor

da base candnica de R"*!, considere o conjunto aberto U; := {p € S"; p [ ¢;} de S".

z

Observe que se p € U;, a projecdo ortogonal 7, ., : T,8" — T,S" € um isomorfismo
linear. De fato, suponha que v € T),$" estd no nucleo de 7, ,, isso significa que v pertence
ao complemento ortogonal do subespaco 7,.S" e portanto v = Ae; para algum A € R. Como

(v,p) =0e (e;,p) #0, temos A = 0, pois (v, p) = A(e;, p), portanto v = 0.

Definimos uma quase trivializacio local por 4 : £~ (U;) — U; x T,,S" dada por

h(p;v) = (P, 7p.e;(v))
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que explicitamente é
h(pvv) = (p7 (Vl, <o ,Vi_l,O,VH_l,. x 7Vn+1))

parav = (Vi,...,Vyt1)-

Claro que & é continua. Para definir sua inversa considere p = (py,...,pn). De (v,p) =0

segue que pivi+ -+ puri1var1 = 0. Como p € U;, temos p; # 0 e podemos escrever

1 n+1
Vi = - Z ij]'.
Pi j=1 jiti

Usando essa expressao para v; definimos h=1:U; x T,,8" — n! (U;) por

' 1 n+1
h™ (p,W):<p,(W1,--.,Wi71,—_. Z ijja---7Wn+1)>a
Pi j=1j#i

a qual € continua e por constru¢do inversa de A, logo 4 € um homeomorfismo.

7z

Fixado p a restri¢do de / a fibra {p} x 7,,S" € simplesmente a projegdo ortogonal 7, ,,, a

qual j4 demonstramos ser um isomorfismo linear.

Finalmente, basta considerar um isomorfismo linear T : T,,S" — R" e a composi¢do
(Id xT)oh: n~ ' (U;) — U; x R" define uma trivializacio local.

Portanto, a tripla (E, ,S") define um fibrado vetorial real chamado fibrado tangente
de S" e denotado por Ts», ou como a variedade tangente, por 7.S". Este € um caso particular do

fibrado tangente (7)s) sobre uma variedade qualquer M, definido em 2.0.2.1.

2.0.2.3 Fibrado de linhas tautolégico

O fibrado vetorial que apresentaremos agora é muito importante para o estudo de classes
caracteristicas. Ele ainda serd generalizado a seguir gerando uma classe de fibrados tautolégicos
que poderd essencialmente descrever qualquer fibrado vetorial, o que reduzird o estudo de classes
caracteristica a tais fibrados. A referéncia para essa subse¢ao ¢ (HUMSEMOLLER, 1994).

Vamos construir um fibrado vetorial }/,% sobre RP", para n > 1 um ndmero natural. O
espaco total serd
E(y) :={(L,v) e RP" xR""; v L},

considerado como subespaco do produto RP" x R”*!. Intuitivamente, estamos associando a reta

L vista como espago vetorial a ela mesma vista como ponto no espago projetivo.

Considere 7 : E(y!) — RP" a restrigio a E(y}) da aplicagio projecdo na primeira
coordenada do produto RP" x R"*! a qual é continua. Entdo fixada uma reta Ly € RP", temos a
fibra

71'71(L0) = {(L(),V); Vv E L()} = {L()} X Ly,
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a qual tem uma estrutura de espago vetorial unidimensional induzida pela bijecao entre L e
{Lo} X L.

Agora vamos construir as trivializagdes locais para essa estrutura. Tal construcao sera
andloga a feita no exemplo anterior do fibrado tangente da esfera, pois dada uma reta Ly € RP",
outras retas proximas de L sdo isomorfas a esta por projecoes ortogonais, entdo tomaremos o
aberto formado por essas retas e usaremos tais projecdes ortogonais para definir o homeomor-

fismo que serd isomorfismo quando restrito as fibras.

Assim como no caso dos fibrados tangentes, escolhemos L de forma estratégica para

obter expressOes mais simples para as trivializagdes locais.

Dado j € {1,...,n+ 1}, definimos L; := [¢;] € RP" como a reta gerada pelo j-ésimo
vetor da base canonica de R"*!. Se L € RP", denotaremos por prr, a restri¢do ao subespago
L da projecao ortogonal prr; R L j» a qual € uma transformagao linear. Observe que
v € L pertence ao nicleo de pry ;. se, e somente se, v € Lj*. Portanto, temos que pr ;. € um

1somorfismo se, e somente se, LN L]* = {0}. Assim, faz sentido definir o conjunto

Uj:={LeRP:LNL; = {0}}.

Sabemos que a topologia de RIP" pode ser induzida pela proje¢ao canonica g : S — RP”",
portanto basta observar que ¢ 1 (U;) = {v= (v1,...,vnt1) € S"; v; # 0} é um aberto de S", logo
U; é aberto em RP".

Enfim definimos a aplicago continua i : 7~ 1(U;) — U; x L; por
h(L,v) := (L,prp 1, (v)) = (L, (v.ej)ej) = (L, (0,...,vj,...,0)).

Note que fixado L € Uj, entfio & aplica a fibra E(y} ), = {L} x L em {L} x L;, o que

corresponde a projecdo ortogonal pr;. L Ou seja, um isomorfismo linear.

Resta apenas apresentar uma inversa 42~ também continua. A ideia é recuperar as outras
coordenadas de v = (vi,...,vu41) € L a partir de v;. Se representarmos L = [u] com u € ", entdo
existe um udnico escalar A € R tal que v = Au, em particular, v = Mt_,- e dessa forma sabemos
que A = Z—j Portanto, considerando ainda L = [u] com u € S", definimos 2~ ([u],w) = ([u], v;—]’u)
Como [—u] representa o mesmo ponto de RP", é preciso que 2~ ([u],w) = h~!([~u],w) o que

W

. Wj fi
realmente ocorre, pois —_u,< —u) = iz

O fibrado vetorial que acabamos de construir é chamado fibrado de linhas tautolégico
sobre RP".

2.0.2.4 Fibrado tautoldgico de k-planos sobre G (R"¥)

Agora vamos generalizar o exemplo anterior, mudando o espaco base para as variedades
de Grassmann Gy (R"**) dos k-planos em R,
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Vamos associar a cada k-plano um vetor que pertence a este plano para definir o espaco

total do fibrado vetorial que denotaremos por 7%, isto é:
E(p) = {(W,v) € GuR™) xR"™; ve W}

visto como subespaco do produto Gy (R ) x R,

Definimos 7 : E(7¥) — G;(R"¥) como a projecdo na primeira coordenada restrita a
E(¥¥), a qual é continua. Nesse caso, a fibra sobre um k-plano Wy € intuitivamente uma c6pia de

Wy e portanto herda sua estrutura linear k-dimensional:

Ew, = ﬂil(W()) ={(Wo,v); veWo} = {Wp} x Wp.

Para verificar a trivialidade local das fibras utilizaremos projecdes ortogonais como no
exemplo anterior. Com isso, também precisamos garantir a existéncia de uma vizinhanca de

V € Gy(R"*K) cujos elementos sdo isomorfos a V pela projecio ortogonal.

Lembre-se que a variedade de Stiefel (Vi (R"¥)) formada por todas as k-uplas de veto-
res linearmente independentes de R"** (k-referenciais) é um subconjunto aberto de (R"+5)k,

argumento andlogo demonstra que:
Proposicio 4. Seja (vq,...,v;) um k-referencial em R"*. Entio
U:={(wi,...,wp) € (R (wy,...,wa,v1,...,v) é linearmente independente}
é um subconjunto aberto de (R"+)".
Corolario 2. SejaV € Gi(R"*) um k-plano fixado em R"*. Entdo o subconjunto
{W e G,(R"™ ), wnv ={0}}

é aberto em G, (R" %),

Em outras palavras, temos:
Corolirio 3. Seja V € Gy(R"*) um k-plano fixado. O subconjunto
U = {W € G (R"™™); pryy,y : W — V € uma bijegdo}

é um aberto de Gy (R"*¥), onde pry v denota a proje¢do ortogonal sobre V restrita ao k-plano W.

Demonstracao: Basta observar que sendo a projegdo ortogonal pry v, : W — V uma aplicagdo
linear, temos que ela é bijetiva se, e somente se, é injetiva, o que acontece se, e somente se,

WNV+ ={0}, onde V* € G,(R"*). Nessas condicdes, basta aplicar o coroldrio anterior:
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Entdo fixado um k-plano V € G (R"*%), seja U C Gy (R"**) a vizinhanga de V definida

como no coroldrio anterior. Podemos considerar 4 : 7~!(U) — U x V dada por
h(Wa W) = (W7 Prwyv (W))

Assim sendo, a aplicacdo h € continua por ter ambas as coordenadas continuas e sua
restrigo & uma fibra 77! (W) é um isomorfismo entre {W} x W para {W} x V, pela forma como

escolhemos a vizinhanga U.

A inversa continua de h deve associar v € V ao tinico elemento w € W tal que pry,  (w) =,
ou seja, h =1 (W,v) = (W,v+Tiyv), onde Ty : V — V- é a transformagio linear definida na sub-
secao 1.1.3.

Assim sendo, y,’j define um fibrado vetorial chamado fibrado tautologico de k-planos
sobre G, (R"*¥). Essa classe de fibrados é importante porque essencialmente todos os fibrados
vetoriais podem ser descritos a partir destes e, em termos de classes caracteristicas, isso significa
que as classes de fibrados mais gerais podem ser expressas em termos das classes dos fibrados

tautoldgicos.

2.0.3 Secoes

Dado um fibrado & = (E, &, B), se pensarmos no espaco total £ como uma cole¢io
de espacos vetoriais parametrizados pelos pontos do espago base B, entdo uma secdo € uma
aplicacdo que associa continuamente a cada ponto » € B um vetor da fibra Ej,. Por exemplo,
podemos ver campos vetoriais sobre variedades suaves como uma cole¢@o de vetores tangentes

variando continuamente ao longo da variedade.

Definicdo 36. Seja (E, m,B) um fibrado vetorial. Dizemos que uma aplicagio continua s : B— E
€ uma secao se satisfaz a igualdade wos = idp.

A proposi¢do a seguir mostra que todo fibrado admite pelos menos uma sec¢do. Além

disso, € possivel produzir novas secdes a partir de outras ja existentes.

Proposicio 5. Seja & = (E, m,B) um fibrado vetorial real.

1. A aplicacdo s : B— E dada por s(b) := O, € uma se¢do de &, chamada sec@o nula.
2. Se s e s’ sdo duas se¢des de &, entdo a aplicagdo s+ : B — E dada por
(s+5")(b) = s(b) +5'(b)
é uma se¢do de &.

3. Ses:B— E éuma segdo de £ e ¢ : B— R é uma fungdo continua, entdo ¢s : B — E dada
por ¢s(b) := ¢(b)s(b) é uma se¢do de &.
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A demonstracdo de cada um dos itens segue 0 mesmo padrdao. Dado um ponto b € B,
como 7~ ! (b) é um espago vetorial, é facil ver que s(b) = Og,, (s+5")(b), 9s(b) € E;. Além disso,
tomando uma trivializacio local 1 : 77! (U) — U x R" de & em uma vizinhanca U de b, mostra-
se que a composta hos, ho(s+s') e ho(¢s) sdo continuas e como 2 é um homeomorfismo,

conclui-se que s, s+’ € @5 sdo continuas.

Observe que os itens (2) e (3) mostram que o conjunto das se¢des de & possui uma

estrutura de um moédulo sobre o anel C(B,R) de fung¢des continuas ¢ : B — R.
A seguir estudaremos como secdes podem ajudar a analisar a trivialidade de fibrados.

Definiciio 37. Uma segdo s : B— E de um fibrado vetorial (E, 7, B) é dita ndo-nula se s(b) # O,
para todo b € B.

Lema 3. Se & = (E,m,B) é um fibrado de linhas trivial, entdo existe uma se¢do ndo-nula de &.

Demonstragio: Se /i : B x R — E é um sistema de coordenadas globais para o fibrado &, defina
s: B — E por s(b) := h(b,1). Como h é continua, temos que s é continua, além disso, como h é
um isomorfismo entre as fibras {b} x R e E}, para todo b € B, temos que s(b) = h(b,1) € Ej e
s(b) = h(b,1) # 0, jd que (b,1) é um vetor ndo nulo em {b} x R.

Agora podemos utilizar esse resultado para verificar a trivialidade de um fibrado de

linhas, por exemplo:

Proposicdo 6. O fibrado de linhas tautolégico ¥} sobre RP" nio é trivial, para todo n > 1.

Demonstracdo: Vamos mostrar que ndo existe uma se¢do ndo-nula de ). Suponha uma se¢do
s: RP" — E(j/,}),
vamos mostrar que se s é diferente de zero em algum ponto, entdo s se anula em algum outro

ponto.

De fato, se q : S" — RP" é a aplica¢do quociente, considere a aplicacdo f : S" — R
dada por f(x) := (x,(mosoq)(x)), onde my : E(y)) — R**! é a restricdo a E(y)) da projecdo
no segundo fator de RP" x R+,

Observe que intuitivamente f extrai coeficientes, pois para qualquer x € S", pela defi-

nicdo do espago total E(y)) sabemos que m(s(q(x))) é um vetor que pertence a reta (x), logo

m(s(q(x))) = Ax para algum A € R e f(x) = (x,Ax) = A||x]|* = A.

Como q(x) = q(—x) para todo x € S", temos

f(=x) = (=x,(mosogq)(—x)) = = (x,(mos0q)(x)) = —f(x).
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Assim se existe uma reta L = (xg) € RP" tal que s(L) # 0, entdo f(xo) # 0, o que
implica que os niimeros f(xy) e f(—xo) tém sinais opostos. Agora, sendo f uma fungdo continua,

pelo Teorema do Valor Intermedidrio temos que existe y € S" satisfazendo f(y) = 0, portanto
s({v)) =0.

Concluimos que ndo existe uma se¢do ndo-nula de }/,}, entdo segue do lema anterior que

o fibrado 7y} é ndo-trivial para todo n > 0.

Podemos generalizar o critério acima para fibrados de n-planos. Primeiramente vamos

generalizar a no¢do de se¢dao ndo-nula:

Definicio 38. Seja (E,w,B) um fibrado vetorial real. Dizemos que uma colecdo de segdes
S1,...,8, : B — E & linearmente independente se os vetores s1(b),...,s,(b) sdo linearmente

independente para todo b € B.

Como um vetor € linearmente independente se, € somente se, € nao nulo, temos que uma
secdo s : B — E ¢ linearmente independente se, e somente se, € ndo-nula, logo a defini¢do acima

generaliza o conceito de se¢do nao-nula.

O préximo resultado € ttil para a demonstracdo do critério de trivializa¢do para fibrados

de posto n.

Teorema 8. Sejam & e 1 dois fibrados vetoriais sobre 0 mesmo espago base B. Se f: E(E) — E(n)
¢ uma aplicagdo continua tal que f|gg), : E(§)p — E(1N)p € um isomorfismo para todo b € B,

entdo f € um homeomorfismo.

Demonstracao: Ndo é dificil mostrar que f é uma bijecdo. Feito isso, usa-se as coordenadas

locais de & e 1 para demonstrar que f~' é continua.

Dadoy € E(N), seja b := Ty (y), entdo temos 'y € E(1). Como f|g &), 1 E(E)p — E(M)p
é um isomorfismo, existe x € E (&), C E(§) tal que f(x) =y, o que demonstra que f é sobrejetiva.

Também por f aplicar isomorficamente as fibras E(E),, as fibras E(N)p, temos que
Tz = 7ty o f. Nesse caso, se x1,x; € E (&) sdo tais que f(x1) = f(x2), entdo mq (f (x1)) = 7t (f (x2)),
que implica g (x1) = Tg (x2). Seja b := 7 (x1) = 7 (x2), entdo temos x1,x € E(§)p, sendo
flee), 1 E(&)s — E(N)p um isomorfismo, por f(x1) = f(x1) devemos ter x| = xa, demonstrando
a injetividade de f.

Sabendo que f é uma bijecdo continua, resta mostrar que a aplicacdo inversa

f U E(M) = E(€)
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é continua. Para isso utilizaremos as coordenadas locais de & e 1. Dado um ponto xy € E(&),
seja by := 7 (xo) € B. Considere hy : U x R" — ﬂgl(U) ehy:VxR"— nﬁl(V) sistemas
de coordenadas locais em vizinhangas de by para os fibrados & e 1, respectivamente. Entdo
podemos tomar uma vizinhanca W de by suficientemente pequena para que a composicao

hylofoh : W xR" — W x R" esteja bem definida, onde W' x R" := hy ' o fohy (W x R™).

Sabendo que as coordenadas locais sdo homeomorfismos e que [ é uma bijecdo
continua, temos que h, Yo fohy é uma bijecdo continua. Como as coordenadas locais sdo
ainda isomorfismos lineares quando restritas as fibras, fixado b € W, temos que a restricdo
hylofoh [{pyxrr i {b} X R" — {b} x R" é um isomorfismo linear; portanto existe Fj, € GL,(R)
tal que hy ' o f ohy(b,v) = (b, F,(v)) para todo v € R".

Entdo definimos @ : UNV — GL,(R) dada por ¢(b) := Fj,. Observe que se considerar-
mos Fj, uma matriz, sua j-ésima coluna é dada pelas coordenadas do vetor h; Yo fom (b,ej) com
relagdo a base canonica {e;} de R". Essas coordenadas variam continuamente com b por conta
da continuidade de h, Yo fohy, portanto que ¢ é continua. Sendo a inversdo de matrizes uma apli-
cagdo continua sobre GL,(R) e também a aplicagdo de avalia¢do GL,(R) x R" — R" uma apli-
cagdo continua, temos que a aplicacdo H : W' x R" — W x R" dada por H (b,u) := (b,Fb_1 (u))
é continua e inversa de h, Yo Sfohy. Assim, concluimos que hy o fohy é um homeomorfismo,
como hy e hy ja sdo homeomorfismos, obtemos que [ é um homeomorfismo restrito a essa
pequena vizinhanga de by. Como by é arbitrdrio, provamos que f é um homeomorfismo, como

queriamos demonstrar.

Teorema 9. Um fibrado vetorial & = (E,,B) de posto n é trivial se, e somente se, existem n

secdes s1,...,5, : B— E linearmente independentes.

Demonstracdo: Suponha & trivial e seja h : B X R" — E um sistema de coordenadas globais de
&. Entdo, para j = 1,...,n, basta definir s; : B— E por sj(b) := h(b,e;), onde e é o j-ésimo
elementos da base canonica de R". Como h é continua, temos que cada s j é continua, além disso,
como para cada b € B a restricdo de h é um isomorfismo entre as fibras {b} X R" e Ej,, temos
que para cada j=1,...,nvale mwos; =idg e s1(b),...,s,(b) sdo linearmente independentes,

portanto cada aplicagdo s; é uma seg¢do e s1,...,s, sdo linearmente independentes.

Reciprocamente, suponha que existem n secoes linearmente independentes
S1,...,8,:B—E.
Entdo podemos definir a aplicacdo h: B x R" — E dado por
h(b,(x1,...,xn)) = x151(b) + - -+ x,5,(b),

a qual é continua (basta usar a Proposigdo 5).



52 Capitulo 2. Fibrados Vetoriais

Como os vetores s1(b),...,s,(b) formam uma base de E}, para cada b € B, temos que
a restri¢do de h é um isomorfismo linear entre as fibras {b} x R" e Ep, portanto segue do
teorema anterior que h é um homeomorfismo. A existéncia do sistema de coordenadas globais h

demonstra que o fibrado & é trivial.

Exemplo 14. Dos capitulos anteriores desse trabalho (Exemplo 8 e Coroldrio 1), sabemos que
a esfera S? ndo admite um campo vetorial continuo ndo-nulo, em outras palavras, o fibrado
tangente sobre a esfera, ndo admite secao niao-nula e, em particular, ndo admite um par de secdes
linearmente independentes. Portanto, do teorema anterior, temos que o fibrado tangente sobre a

esfera € nao-trivial.

Veremos que o mesmo ndo ocorre com a esfera de dimensao 1.
Definicao 39. Uma n-variedade suave M ¢ dita paralelizavel se o fibrado 7, € trivial.

Exemplo 15. S! C R? é uma 1-variedade suave paralelizdvel.

Precisamos mostrar que Tg1 = €§1 . Para isso, considere R? 22 C, onde C denota o conjunto

dos nimeros complexos. Entdo, temos que

st = {x=x0+x1i€C;

x|=1}cC.

Defina s : S' — T'S' dada por
s(x) = (x,xi) = ((x0,x1), (—x1,%)), paratodo x = (xo,x;) € S'.
Note que s estd bem definida, pois (x,xi) = 0. Além disso, s é continua, Tz, 08 = idg1 €
s(x) = xi # 0, para qualquer x € S'.

Logo, s € uma secdo ndo nula de 7g1, o que implica que 7gi € trivial. Em outras palavras,

S! ¢ paralelizdvel.

2.0.4 Morfismos e B-morfismos entre fibrados vetoriais

Com o objetivo de relacionar diferentes fibrados vetoriais respeitando suas estruturas,
definimos o conceito de morfismo entre fibrados. Intuitivamente, dados dois fibrados vetoriais
devemos relacionar seus espacgos bases e totais respeitando as relagdes ja estabelecidas pelas

projecdes, além disso, € natural pedir que a estrutura linear das fibras seja também respeitada.

Defini¢iio 40. Sejam & = (E,mt,B) e &' = (E’, n’, B) dois fibrados vetoriais reais. Um morfismo

de & para &' é um par (u, f),onde u: E — E' e f : B— B’ sdo continuas e satisfazem:
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1. As aplicagdes u e f fazem o diagrama abaixo comutar

E Y5 FE

Lk

B, p

2. Arestrigio u|g, : Ep — E }.(b) € uma transformacao linear para todo b € B.

Denotaremos um morfismo (u, f) de & para &’ por (u,f) : & — &'. A proposi¢do a
seguir possibilitard a definicdo de um morfismo identidade e também a opera¢do composi¢ao de

morfismos.

Proposi¢iio 7. Sejam & = (E,n,B), &' = (E',n',B') e " = (E",n" ,B") trés fibrados vetoriais

reais.

1. (idg,idp) : & — & é um morfismo.

2. Se (u,f):E—=E e, f): & — &" sdo morfismos, entdo (' ou, f'o f): & — " é um

morfismo.

Usando o segundo item da proposi¢do acima, definimos a composi¢ao de morfismos por
(u, o, f"):=(uou,fof):&— &". Das propriedades ja conhecidas da composi¢ao usual

de funcdes, temos que:

1. Para um fibrado & = (E, 7, B), o morfismo (idg,idg) é identidade para a composigéo,
ou seja, se 1 é outro fibrado, (u,f): & — n e (v,g) : N — & sdo morfismos, valem as

igualdades
(uaf) o (ldEaldB) = (uaf) € (ldE;ldB> o (Vag) = (Vag)‘

2. Vale a associatividade da composicdo de morfismos, ou seja, dados trés morfismos

(, f) &= EL (U, f): E = E"e (!, f") 1 E" — EM vale
(", ") o (', f)] o (u, f) = (", f") o [(u', f') o (. f)].

3. Podemos definir a no¢éo de isomorfismo para fibrados vetoriais. Dados & = (E, 7, B) e
&' = (E',n',B'), entdo & e &’ sdo ditos isomorfos se existem morfismos (u, f): & — &' e
(v,g) : &' — & tais que

(uaf)o (V7g) = (idE’aidB’) € (v,g)o(u,f) = (idE’idB)‘

Pela defini¢do de composi¢do de morfismos, quando & e &’ sdo isomorfos, temos espacos

bases homeomorfos e espacos totais homeomorfos.
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Exemplo 16. Vamos construir um morfismo de forma que o fibrado ¥ possa ser visto como um
subfibrado de yr} i1

Considere a aplicacio ¢, 0i: 8" — RP""!, onde g, : §"! — RP"*! & a aplicacio
quociente e i : S" — S"! & a inclusdo no equador. Como para todo x € ", vale i(—x) = —i(x),

e para todo y € "1, vale ¢,11(—y) = gni1(y), temos que g,11(i(—x)) = gni1(i(x)), por-
tanto existe uma aplicacdo induzida f : RP" — RP"*! satisfazendo ¢, o f = gn41 o i, onde

qn : 8" — RP" € a aplicagdo quociente.

Observe que dada uma reta (x) € RP" com x € §", temos que f((x)) = ((x,0)), ou seja,
f inclui uma reta de R"*! em R"*2 por meio do hiperplano R"**! x {0}.

Entdo considere a aplicacdo u: E(y,) — E(7,. ) dada por

u(L,v) == (f(L),(v,0)) = (L x {0}, (»0)),

a qual por defini¢do implica a comutatividade do diagrama:

E(yy) —— E(vh4)

ﬂ,ll lnrH» 1

RP" —L RP!

Note que a restri¢ao ul VR (L) — 7rn’+11 (f(L)) afibra

7, (L) ={(L,v); ve L}
¢ dada por (L,v) — (L x {0}, (v,0)) que é uma transformag@o linear.

Concluimos que o par (u, f) : 7! — }/j 41 € um morfismo de fibrados vetoriais, o qual
é uma inje¢do em cada uma das fibras, portanto podemos interpretar o fibrado ! como um

subfibrado de y._ ;.

Vamos definir uma nocao mais restrita de morfismos entre fibrados vetoriais sobre um

mesmo espago base.

Definicio 41. Sejam & e 1 dois fibrados vetoriais reais sobre um mesmo espago base B. Um
B-morfismo de £ para 11 é uma aplicagdo continua u : E(&) — E(n) satisfazendo as seguintes

condigoes:

1. A aplicacdo u faz o diagrama abaixo comutar
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2. Arestrigo u|gg), : E(§)p — E(N)p € uma transformagdo linear para todo b € B.

Denotamos um B-morfismo u: E(§) — E(n) poru: & — n.

Note que u : & — 1 é um B-morfismo se, e somente se, (u,idg) : & — 1 € um morfismo
de fibrados vetoriais. Assim sendo, os B-morfismos possuem uma estrutura similar a dos morfis-
mos. Dados dois B-morfismos, u: & — 1 e v:n — 7, definimos a composi¢io pela aplica¢do

vou:mn — 7%, aqual € também um B-morfismo.

Entdo a composicao de B-morfismos satisfaz as mesmas propriedades que eram satisfeitas
pelos morfismos. Dado um fibrado vetorial real & sobre o espaco base B, a aplicagio identidade
idg(g) : E(§) — E(§) € um B-morfismo que satisfaz: dado 1 outro fibrado vetorial real sobre B,

seu:& —nev:n— & siao B-morfismos, temos as igualdades u o idpgy =ueidggyov=nv.

Vale ainda a associatividade: dados mais dois fibrados y e 6 sobre B, se u; : v — 1,

up : M — & eus: & — 0 sdo trés B-morfismos, temos que uz o (up ouy) = (uzoup)ou;.

Por fim, definimos a no¢ao de B-isomorfismo entre fibrados vetoriais sobre um mesmo
espaco base B: & e 1 sdo B-isomorfos se existem B-morfismos u: £ —+nev:1n — & tais que
uov =idgy) e vou=idgg). Observe que um B-isomorfismo € na verdade um homeomorfismos

especial entre os espagos totais £(&) e E(1), o qual é compativel com as estruturas lineares das
fibras.

Uma vantagem de trabalharmos sobre um mesmo espaco base B € ja conhecemos
condicdes necessdrias e suficientes para que um B-morfismo seja um B-isomorfismo. O teorema

a seguir € o Teorema 8 da se¢d@o anterior reescrito na linguagem de B-morfismos:

Teorema 10. Sejam & e n dois fibrados vetoriais reais sobre um mesmo espaco base B e
seja u : £ — 1 um B-morfismo. Entdo u é um B-isomorfismo se, € somente se, a restri¢ao

ulg(g),  E(§)p — E(N)p € um isomorfismo linear para todo b € B.

Proposi¢io 8. Um n-fibrado & € trivial sobre B se, e somente se, é B-isomorfo ao fibrado £

definido no exemplo 12.

Demonstracio: Se & é um n-fibrado trivial sobre B, existe um sistema de coordenadas global
h:BxR"— = Y(B). Como BxR"=E(e}) e n~(B) = E(&), temos que h é um B-isomorfismo
entre & e €. Reciprocamente, se & =g €5, entdo existe um homeomorfismo f : E(ep) — E(&),
istoé, f:BxR" = n~! (B), 0 qual é um isomorfismo quando restrito as fibras (basta aplicar o
teorema anterior). Nesse caso, tomando h = f como sistema de coordenadas global, concluimos

que & é trivial.
|

Assim, podemos dizer que uma n-variedade suave M € paralelizdvel (39) se, e somente

se, Ty = €.
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2.0.5 Novos fibrados a partir de outros fibrados

Os exemplos a seguir sdao construcdes de novos fibrados a partir de outros fibrados dados.
A saber, apresentaremos os fibrados restri¢do, produto, soma de Whitney, pullback, subfibrados,
mergulhos, fibrado vetoriais Euclidianos, complemento ortogonal e fibrado Hom. Cada um destes
fibrados estard relacionado ao seu gerador (ou aos seus geradores) por meio de morfismos (ou

B-morfismos).

2.0.5.1 Restricao

Seja & = (E,m,B) um fibrado vetorial. Dado um subespago B’ C B do espago base,
vamos construir um fibrado & |z = (E’, &, B') sobre B'. Para isso, considere E' := 7~ (B') CE

en' :=n|g:E'—B.

Observe que dado b’ € B', a fibra de 7’ sobre b’ é igual a fibra de 7 sobre &', portanto

possui a mesma estrutura de espago vetorial real.
Sejam U C B uma vizinhanca de b’ ¢ ¢ : ﬂ_l(U ) — U x R" uma trivializagdo local.
Definimos U’ := U N B’ como uma vizinhang¢a de b’ em B’. Entdo pela igualdade
=1y 1 ~1(py _ 1 /
n (U)=rn"(U)nnx (B)=n (U)NE',
temos que 7'~ ! (U’) é um subconjunto aberto de E’. Com isso, definimos a restri¢io
¢ =Pl n '(U) = U xR",

a qual é um homeomorfismo.

Como a trivializacdo local ¢ estabelece um isomorfismo linear entre as fibras Ej e
{b'} x R" e temos a igualdade das fibras '~ (b’) = E}/, concluimos que ¢’ também estabelece

um isomorfismo linear entre 77/~ (') e {b'} x R", logo é uma trivializagdo local para & |z em b’
Segue que &|p = (E',n’,B") é um fibrado vetorial sobre B’ e temos ainda um morfismo

de inclusao:

Proposi¢iio 9. Considere um fibrado vetorial & = (E, 7w, B), um subconjunto B’ C B e a restrigéo
de &|p = (E',n',B').Sel:E' — E ei:B — B sio as respectivas inclusdes, entdo (I,i) é um

morfismo de &|p para &.

Intuitivamente, podemos considerar £ | como um subfibrado vetorial de &.

Observe ainda que morfismos saindo de & podem ser restritos a &|p: se 1 é outro fibrado
qualquer e (u, f) : & — 1 é um morfismo, podemos considerar o morfismo (u, f)o (1,i): &|g — N

que € de fato uma restri¢do, pois

(u, f)o(I,i) = (uol, foi)= (ulg, flp).
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Exemplo 17. Sejam £ = (E, w, B) um fibrado vetorial e U C B uma vizinhanca tal que
¢:n N(U)—=UxR"

¢ uma trivializag¢do local. A restri¢do &|y é um fibrado vetorial trivial, ja que a trivializagdo ¢ é

global para esse novo fibrado.

2.0.5.2 Produto

Dados & e 1 dois fibrados vetoriais, podemos produzir um novo fibrado £ x 1 sobre o
espago produto B(§) x B(n) satisfazendo que a fibra sobre um ponto (by,b;) seja o igual ao
produto das fibras E(&),, x E(N)p, .

Definimos o espago total pelo produto E(E x 1) := E(&) x E(n) e a proje¢do

Texn - E(G) X E(N) = B(§) x B(n)
pelo produto das projegdes 7z X Ty, isto €, g (x,y) = (7 (x), Tp ())-
Assim sendo, observe que dado (by,b;) € B(§) x B(n), temos que

(x,y) € ﬂgxln(bubz) se, e somente se, x € 7z (by) ey € 71',71([92).

Portanto, a fibra de & x 1 sobre (by,b;) é igual a E(&),, X E(N)p,, dotada da estrutura

linear do produto.

Resta apresentar as trivializa¢des locais de & x 1. Considerando (by,b,) € B(&) x B(1),

podemos tomar vizinhancas Uy e U, de by e by, respectivamente, e trivializa¢des locais
hy: ﬂgl(Ul) —U; xR" e hy: ﬂ;l(Uz) — U, x R™

dos fibrados & e 1, respectivamente. Como ngxl 0 (Ur x Uz) = g (Ur) x 7ty (U2), podemos consi-
derar o homeomorfismo dado pelo produto /| X h; : n'gxln (U xUy) = (Up x R") x (Uy x R™).

Agora basta considerar o homeomorfismo linear
T: (Ul X Rn) X (U2 X Rm) - (Ul X UZ) x R"™™™ dado por T(<b>u)7 (b/,V)) = ((bab/)a (M,V)),

e a composi¢do T o (hy X hy) : ﬂg_xln

restrito as fibras € linear, portanto € a trivializacao local procurada.

(Uy x Us) — (U x Up) x R"™™ ¢ um homeomorfismo que

O fibrado & x n é chamado de produto de & e 7, sua estrutura permite induzir dois
morfismos naturais para os fibrados & e 1. Considere as proje¢des nas primeiras coordenadas
P iE(E)xE(n) — E(E) e p;:B(E) xB(n) — B(E). E facil ver que o diagrama abaixo é

comutativo

E(§) xE(n) —— E(&)

g xnl lﬂn

B(§) xB(n) — B(&)
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Portanto, temos que (Pj,p;) é um morfismo entre os fibrados vetoriais & x 1 e &.
Analogamente, as proje¢oes nas segundas coordenadas definem um morfismo (P, p) de & x n

para 1. A proposicdo a seguir é uma caracterizagdo do fibrado produto:

Proposicio 10. Sejam &, 1 e 0 fibrados vetoriais. Dados dois morfismos (u,f) : 0 — & e
(v,g) : 6 — 1, existe um tinico morfismo (w,h) : @ — & x n satisfazendo (P, py) o (w,h) = (u, f)
€ (PZ,p2> ° (Wah) = (V7g)'

Definindo w : E(6) — E(& x 1) por w(x) := (u(x),v(x)) e h: B(6) — B(§ x 1) por
h(z) := (f(z),g(z)), é facil demonstrar que (w,h) : 8 — & x 1 é um morfismo, satisfaz as
composi¢des do enunciado acima e justamente por essa propriedade € tnico. Além disso, se
outro fibrado satisfaz as condi¢des descritas na proposi¢ao acima, entdo esse fibrado € isomorfo

ao produto & x 7.

2.0.5.3 Soma de Whitney

Sejam & e 7 dois fibrados vetoriais reais sobre 0 mesmo espago base B. Vamos construir

um novo fibrado vetorial £ & 71 sobre B.

Definimos o espago total por

E(§on):={(xy) € E(E) X EM); me(x) = 7q(y)},

visto como subespago do espaco produto E(&) x E(1n).

A aplicagio projegdo 7 : E(§ ©n) — B € definida por 7(x,y) := 7 (x) = 7y (y), a qual
pode ser vista como a composi¢do de 7z com a proje¢do na primeira coordenada do produto

E(&) x E(n), portanto é continua.

Observe que se b € B, entdo

n ' (b) = {(x.y) €E(E) xEM); x EE(&)y € y € E(M)p} = E(&)p X E(M)p,

logo #~!(b) possui a estrutura de espaco vetorial dada pelo produto.

Resta apresentar trivializagdes locais para & & 1. Seja by € B, podemos considerar as
trivializagdes locais 4 : e W)= UxR el : T, (U) — U x R™ para & e 1, respectiva-
mente, associadas a uma mesma vizinhanga U de bg, bastando, se necessario, intersectar as
vizinhangas e restringir as trivializacdes. Escrevendo as trivializacdes em termos de suas com-
ponentes como h = (hy,hy) e h' = (h',h,), podemos definir H : 771 (U) — U x (R" x R™) por
H(x,y) := (hi(x), (ha(x), B5(y))-

Note que H € continua por ter componentes continuas. Vamos estudar H restrita a uma
fibra 77! (b). Observe que se (x,y) € 171 (b) = E(E), x E(N)p, entdo x € E(&)p, além disso,
como % é um isomorfismo entre E(§), e {b} x R", temos que h(x) = (hi(x),ha(x)) € {b} x R",
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logo h1(x) = b, donde H(x,y) € {b} x (R" x R™) para todo (x,y) € £~ (b). Assim sendo, H
restrita a fibra 7! (b) é dada por

H(x,y) := (b,ha(x),15(y)),
que é um isomorfismo linear, jd que iy : E(§), — {b} x R" e I} : E(N), — R™ s@o isomorfismos
lineares.

Para concluir que H é uma trivializagdo local, basta observar que
H ' Ux(R"xR™) = n~Y(U) édadapor H'(b,(u,v)) = (b~ (b,u),h' " (b,v)),

que é uma aplicacdo continua pela continuidade de 7~ ! e '~ .

O fibrado vetorial £@®n é chamado de soma de Whitney de & e 1. Essa construgio

serd importante para o estudo axiomaético das classes de Stiefel-Whitney de um fibrado vetorial.

Podemos ainda definir dois B-morfismos naturais. Considere 7y : E(§ ®n) — E(&) a
restricdo a E(& 1) da projec@o na primeira na primeira coordenada do produto E(§) x E(n).
Entdo m; € uma aplicacdo continua que faz o diagrama abaixo comutar

E(E@®n) T E(&)
N . s

definindo um B-morfismo de £ & 1 para . Analogamente, a proje¢do na segunda coordenada

define um B-morfismos m, : E BN — n.

A proposicao a seguir é uma caracterizagdo do fibrado soma de Whitney:

Proposicdo 11 (Propriedade universal da soma de Whitney). Sejam &, 1 e y trés fibrados
vetoriais reais sobre 0 mesmo espaco base B. Se f: ¥ — & e g: ¥ — 1 sdo B-morfismos, entdo

existe um tnico B-morfismo u : ¥ — £ @& 1 satisfazendo Tjou = fe mou=g.

Demonstracdo: Basta definir u: E(y) — E(E &) por u(x) := (f(x),g(x)) para todo x € E(y).

Note que u estd bem definida, pois se f e g sdo B-morfismos, temos

portanto u(x) € E(E ®&n). A mesma igualdade jd demonstra que T ou = Ty, onde T € a aplicagdo
projecdo de & ® 1. Como as restri¢oes de f e g as fibras sdo lineares, temos que u tem a mesma
propriedade e portanto é um B-morfismo. Se existisse outro morfismo u' satisfazendo o enunciado

acima, a composta de u' com as projecdes T e T, implicaria u' = u, donde segue a unicidade.
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Exemplo 18. Considere o fibrado de linhas trivial sobre a esfera S", o qual denotaremos por 851,,.
Vamos mostrar que a soma de Whitney 7°'S" & 85,, ¢ trivial, isto é, existe um S"-isomorfismo entre
E(TS"®€l) e S" x R

Dado p € S", considere a decomposicio R"™! = T,,5" @ [p], onde [p] é o subespago
posi¢ p

erado por p em R"!, Mostraremos que aplicacdo continua
g por p q plicag

f:S"x R S E(TS"®els) dadapor f(p,v):=((p,v—(v,p)p),(p,(v,p)))

é um S"-isomorfismo.

Observe que, fixado p € ", a restricio de f a fibra { p} x R"*! ¢ linear, pois as aplicagcdes
fi: R =T,8"® [p] — T,S", dada por fi(v) =v— (v, p)p, e fo : R =T,8"® [p] — R, dada

por f2(v) = (v, p), sdo lineares.

Além disso, se v € Ker(f|(,} xgn+1), entdo (v, p) =0ev— (v, p)p =0, que implica v =0.

Logo, f restrita a fibra {p} x R"*! é um isomorfismo linear.

Segue do Teorema 8 que f € um S"-isomorfismo, como queriamos demonstrar.

Dados & e n dois fibrados sobre o mesmo espago base B tais que E(&) C E(n), por
enquanto, diremos que & é um subfibrado de 1 quando E(&); for um subespago vetorial de
E(N)yp, para todo b € B.

Lema 4. Sejam &; e &, subfibrados de um fibrado 1. Se E(1), = E(&1), @ E(&),, para todo
beB(n),entaon =& @ &,.

Demonstracgio: Defina a aplicacdo continua f: E(§ @ &) — E(n) dada por f(x,y) =x+y.
Mostraremos que f|gg ey, : E(&1 © &2)p — E(N)p € um isomorfismo linear.

L. fleg e, € linear, pois dados o € R e (x,y),(w,z) € E(§ @ &)y, temos

fleE e8), (@(x,y) + (W,2) = fleE ag), (@x+w,ay+2) =
ax+wr+oay+z=ax+y)+(w+z) =
afleE o8, (6Y) + fleeE o), W 2)-
2. fleg e, € bijetora, pois dadow € E(N)p = E(&1)» D E(&2)p, temos que existem tinicos

x€E(&),eyeE(E), tais que w = x+y. Entdo f’E(&@éz)h(xvy) =w.

Portanto, por f ser uma aplicagdo continua que aplica cada fibra de & & &, isomorfica-

mente na fibra correspondente em 1), temos que f é um homeomorfismo e com isso N = & @ &.
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Exemplo 19. Para qualquer espago topoldgico B e para qualquer n > 0 inteiro, temos que
ERELD - DE

De fato, provaremos por indugdo sobre n > 0. Para n = 2, considere

f:BxR*— E(g} x &) dadapor f(b,(a,B))=(b,(b,a),(b,B)).

Neste caso, pela definigdo de E (&} @ €3), f estd bem definida e ainda é continua.

Além disso, | g2 € um isomorfismo linear entre {b} x R?e ({b} xR) x ({b} xR).
Logo, f define um homeomorfismo entre 81% e 6}; S 8&.

n—1 ~

Por fim, suponha que &5 = o Dep.
—_—
(n—1)-vezes
Agindo da mesma forma que para o caso n = 2 acima, obtemos €} = ey © ep ! Utilizando
a hipétese de indu¢do, concluimos que €3 = 8]_}; S---P eé.
—_———

n-vezes

2.0.5.4 Pullback

O fibrado apresentado nessa secdo serd bastante utilizado ao longo do trabalho, algumas
referéncias importantes sdao (HATCHER, 2003) e (HUMSEMOLLER, 1994).

Sejam & um fibrado vetorial real sobre B, B} um espago topolégico qualquere f: B — B
uma aplicagéo continua. Vamos construir um fibrado f*(&) sobre By. Definimos o espago total
por

E(f(6)) :=={(b1,v) € Bi X E(G); (fopi)(b1,v) = (g 0 p2)(b1,v)} =
={(b1,v) € Bi x E(§); f(b1) =ms(v)},
onde p; e p; sdo as proje¢des candnicas do produto By x E(&), munido da topologia do su-

bespaco. Observe que pela préopria definicao do espaco total, obtemos o seguinte diagrama

comutativo:

E(f*(§)) — E(&)

I

B — 7 B

Definimos a aplicac@o projecdo como a restri¢do ao espago total E(f*(£)) da projecdo
na primeira coordenada do produto 7 := pi[g(s+(g)) : E(f*(§)) — Bi. Nesse caso, a fibra sobre
by € B; é dada por

1 (b1) = {(b1,v): we(v) = £(b1)} = {(b1,v): v EE(E) yp,)} = {b1} X E(&) (o)

com a estrutura linear natural induzida pela fibra E (&) f(b,) (basta considerar a bije¢do dada pela
restricdo da projecao p2|,rl(b 1 )). Portanto, pela propria defini¢do da estrutura linear de 7! (by)

temos um isomorfismo 7! (by) %2, E(&)fp))-
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Agora vamos apresentar trivializagdes locais. Dado um ponto b € By, considere o
sistema de coordenadas locais 4 : U x R" — T '(U) em uma vizinhanga U do ponto f(b;) € B.

Definimos U; := f~!(U) como a vizinhanca de b; em B e

hy iUy xR — = (Uy) por hy(b,x) == (b,h(f(b),x)).

Observe que /; estd bem definida, pois a restri¢do de 4 é um isomorfismo entre as fibras
{f(b)} xR" e E(&) r(1)- ou seja, h(f(b),x) € E(&) (1), portanto

(b,h(f(b),x)) € =1 (b) C x~ 1 ().

Além disso, i € continua por ter coordenadas continuas e fixado b € Uy, a restricdo de
hy ao conjunto {b} x R" é um isomorfismo com E(f*(£));, pois a restrigéo de h estabelece um
isomorfismo entre {f(b)} x R" e E(&) s(5)-

Resta apenas apresentar uma inversa continua para /. Considere
Hy: ' (Ur) = Uy xR" dadapor H,(b,v) = (b,(pyoh")(v)),

onde p), : U x R" — R" é a projecdo na segunda coordenada. Note que H ~! estd bem definida,
pois se (b,v) € t~1(U), temos me(v) =f(b) €U, istoé,v € 71'5_1 (U) e podemos aplicar 2~ !. Ade-
mais, H; € continua por ter coordenadas continuas, ndo € dificil verificar que Hy o hy = idy, xr»
e para demonstrar a que hy o Hy = id 1y, basta observar que se (b,v) € (1), entdo
7z (v) = f(b), nesse caso

h'(v) = (£(b), (Phoh M) (),

portanto
hi o Hy (b,v) = hi (b, (pyoh™")(v)) = (b,h(f(b), (Proh™)(v)) = (b,h(h™'(v))) = (b,).

O fibrado vetorial f*(&) é dito pullback de & ao longo de f. Assim como nos exemplos

anteriores temos um morfismo natural induzido pela constru¢do do novo fibrado.

Proposi¢io 12. Dados & um fibrado vetorial sobre B e f : By — B uma aplicagdo continua,
considere f*(&) o pullback de & ao longo de f. O par (p2, f) : f*(&) — & é um morfismo de

fibrados vetoriais.

Nao hd muito a ser provado, jd que a prépria defini¢do do espago total de f*(&) implica

que se (b,v) € E(f*(§)), entdo 7z (v) = f(b), ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:

E(f*(§)) —— E(8)

7| |
B— ' B
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Além disso, dado by € By, temos que a estrutura de espago vetorial definida sobre a fibra
7~ 1(b) foi induzida exatamente pelo isomorfismo linear dado pela restricio de p;. Portanto,

(p2, f) é um morfismo, chamado morfismo candnico do pullback de & ao longo de f.

A préxima proposi¢do mostra que alguns morfismos com contra-dominio £ podem ser

fatorados pelo morfismo canonico.

Proposicio 13. (Propriedade universal do pullback) Sejam & um fibrado vetorial sobre B,
f: By — Buma aplicagéo continua e f*(&) o pullback de & ao longo de f. Se 1 é um fibrado
vetorial sobre By e (v, f) : 1 — & é um morfismo, existe um tnico Bj-morfismo w : 1 — f*(&)
satisfazendo (pa2, f) o (w,idp,) = (v, f).

Demonstracéo: Basta definir w: E(n) — E(f*(§)) por w(x) = (1, (x),v(x)). Note que w estd
bem definida, pois (v, f) € um morfismo, logo se x € E(N) vale a igualdade

e (v(x)) = f(7q (x))
que implica (1, (x),v(x)) € E(f*()). A continuidade de w segue da continuidade de suas
coordenadas. Como a projegio Tt de f*(&) é simplesmente a projecdo na primeira coordenada,
temos w(w(x)) = 1y (x), donde concluimos que w: 1 — f*(&) é um By-morfismo. A composi¢do
(P2, f) o (w,idp,) = (v, f) segue da prépria defini¢do de w, pois py ow = v. Por fim, observe que
se existisse outrow' : E(N) — E(f*(&)) satisfazendo a proposigao, teriamos py ow' = my para
que w' seja um morfismo e py ow' = v para que satisfaca a composicdo do enunciado, portanto

w(x) = (7 (x),v(x)) = w(x), ou seja, w é tinico.

O resultado acima implica uma certa unicidade do pullback como descrevemos no

coroldrios a seguir:

Corolario 4. Sejam & um fibrado vetorial sobre B, f : Bj — B uma aplicacéo continua e f*(&) o
pullback de & ao longo de f. Se 1 é um fibrado vetorial sobre B; € (v, f) : 1 — & é um morfismo
tal que a restrigdo V\E(n)bl tE(M)p, — E(&) p(p,) € um isomorfismo para todo by € By, entdo 1 e

f*(&) sdo By-isomorfos.

Demonstracao: Pela proposicdo anterior existe um vnico Bi-morfismo

win — F1(E) tal que (pa,f)o (wids,) = (v, f).

Em particular temos py ow = v, restringindo a uma fibra qualquer obtemos

(P2ow)lEm),, = P2lEr @), ©WlEM),, = VIEM),, >

como p; e v sdo isomorfismos lineares quando restrito as fibras, obtemos que w também tem

essa propriedade, entdo pelo Teorema 8 concluimos que w é um Bi-isomorfismo.
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Corolario 5. Sejam &; e &, dois fibrados vetoriais B-isomorfos e seja f : B — B uma aplicagio

continua. Entdo os fibrados f*(&1) e f*(&,) sdo Bj-isomorfos.

Demonstracio: Considere o morfismo (pa, f) : f*(&) — & e lembre-se de que

P2l &), T E(S))ey = E(S2) (i)

é um isomorfismo linear para todo by € By. Seja u : & — & um B-isomorfismo. Entdo a
composi¢do

(u,idg) o (p2, f) == (o p2, f): (&) = &
é também um morfismo tal que restrito as fibras é um isomorfismo, logo, pelo coroldrio anterior,

temos que f*(&) e f*(&1) sdo By-isomorfos.

Assim como o coroldrio anterior, com os resultados que ja temos, ndo € dificil verificar a

préxima proposicao:

Proposic¢do 14. Sejam & e 1 dois fibrados vetoriais sobre 0 mesmo espago B e sejam f : B] — B
e g : B — B duas aplica¢des continuas. Entao

1. Os fibrados vetoriais (fog)*(&) e g*(f*(&)) sdo By-isomorfos.

2. Os fibrados vetoriais f*(E @ n) e f*(§) @ f*(n) sdo B;-isomorfos.
Demonstracao:

1. O morfismo candnico (p2, f) : f*(&) — & se restringe para isomorfismos entre as fibras.
Assim como o morfismo candnico (ph,g) : g*(f*(§)) — (&), que também se restringe
a isomorfismos entre as fibras (p/, € a proje¢do na segunda coordenada de By x E(f*(&))).
Entdo a composi¢do (pa, f) o (ph,8) = (paoph,fog): g (f*(&)) — & é um morfismo
que se restringe para isomorfismo entre as fibras. Portanto, pelo Corolério 4, g*(f*(§)) e

(fog)*(&) sdo By-isomorfos.

2. Considere o morfismo candnico (pgqy, f) : f*(E ©N) — & ©N, onde pggy € arestrigio
aE(f*(&®n)) da projegdo na segunda coordenada de By x E(£ & n). Compondo com a
projec¢do candnica 7y : &£ &1 — & obtemos o morfismo

(7m0 pean, f): fH(EBN) = &.
Pela propriedade universal do pullback, existe um tnico B{-morfismo

P frEen) — ()
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satisfazendo a composi¢do (pe, f) o (P1,idp,) = (71 © pegy, f), onde pg € a restrigdo a
E(f*(&)) da projecdo na segunda coordenada de By x E(&).

Explicitamente, P; aplica (b, (x,y)) € E(f*(§ ®n)) para o elemento (b,x) € E(f*(&)).
Analogamente obtemos o morfismo P, : f*(§ ®&n) — f*(n) satisfazendo a composi¢do
(Pnsf)o(Pr,idp,) = (M0 peay, f)-

Entdo a propriedade universal da soma de Whitney nos dda um B{-morfismo

u:frEen) —fr(E)erm)

tal que T ou =P, e M ou = P, onde as aplicagdes 71 : f*(&) x f*(n) = f*(&) e
T f*(E) x f*(n) — f*(n) sdo as proje¢des na primeira e segunda coordenada respecti-

vamente.

Note que u aplica

(b, (x,y)) € E(f*(c ®mn)) para ((b,x),(b,y)) € E(f*(§) @ f (1)),

Como as fibras de f*(§ @) sdo daforma E(f*(E®n))p, ={b} X (E(E)py DE(N)p), € as
fibras de f*(&) @ f*(n) sdo da forma

E(f* (&)@ f (m)s = ({b} x E(E)p) ® ({b} x E(M)s),

vemos que u ¢ um isomorfismo entre as fibras, o que implica que u# é um B;-isomorfismo,

utilizando novamente o Teorema 8.

Exemplo 20. Considere & um fibrado vetorial sobre B e seja f : By — B uma aplicagio constante
igual a b € B. Observe que (by,v) € E(f*(&)) se, e somente se, v € E(§),. Assim, temos
E(f*(&)) = By x E(&)p. Se E(&)p tem dimenséo n, seja T : R" — E(&);, um isomorfismo
linear. Entdo podemos definir o sistema de coordenadas & : By x R" — E(f*(&)) dado por
h(by,x) = (b1,T(x)), o qual é global. Portanto, f*(&) é um fibrado trivial.

Exemplo 21. Sejam & e 7 fibrados sobre 0 mesmo espago base Be d : B— B X B a aplicagéo
diagonal dada por d(b) = (b,b), entdo & &N = d* (& x ). Basta observar que:

E(§an)={(xy); m(x) =my(y)} e E(d"(Exn))={(b,(x,y)); (7 (x),7q(y)) = (b,b)}.
Quando conveniente, utilizaremos esta equivaléncia.

Exemplo 22. Se & é um n-fibrado trivial sobre B e f : By — B é uma aplica¢io continua, entio
f*(&) é também um n-fibrado trivial. De fato, pelo Teorema 9, sabemos que um n-fibrado é
trivial se, e somente se, existem n se¢des linearmente independentes. Como por hipétese & é

trivial, existem n se¢des linearmente independentes sy, ...,s, : B(§) — E(&) sobre &. Defina

Si:By = E(f*(&)) por Si(x):= (x,s:(f(x))) paratodo x€Bj e i=1,...,n.
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Note que S; sdo continuas, por terem coordenadas continuas e para todo x € By temos
w0 Si(x) = m (x,si(f(x))) = x = idp, (x). Além disso, o conjunto {Si,...,S,} é linearmente
independente, pois para qualquer x € By e 01,..., 0, € R taisque Y7, o:Si(x) =0 € E(f*(&))x,

temos
éaiSi(x) =0 < éai(b,si(f(x))) =0 <

n n
(b,Za,-s,-(f(x))) —0 «— Y as(f(x)=0 < &=0,Vi=1,..n
i=1 i=1
Portanto, f*(&) admite n se¢des linearmente independentes e é um n-fibrado trivial.

Para finalizar essa sec¢ao, apresentaremos uma noc¢ao mais geral do que a defini¢do de

isomorfismo entre fibrados.

Definiciio 42. Sejam & e 1 dois fibrados vetoriais reais. Dizemos que uma funcéo continua
g:E(&) — E(n) é uma aplicacao fibrada de & para 1 se g leva cada fibra E(&); isomorfica-
mente em alguma fibra E(1),, com b € B(§) e b’ € B(n).

Mostraremos que dada uma aplicagdo fibrada g de & para 1), existe uma tnica aplica¢do

continua associada g : B(§) — B(n) fazendo o diagrama abaixo comutar.

E(§) —— E(n)
|
B(&) —— B(n)

De fato, definag : B(§) — B(n) por g(b) = b’, onde b’ é tal que g(E(&),) = E(N)y.

Dadox € E(&), temos que x € E(ﬁ)né (x)- Se g(E(ﬁ),ré v)) = E(N)y paraalgum b’ € B(n),
entdo g o g (x) = b'. Por outro lado, como g(x) € E(n)y, temos que 7y (g(x)) = b'. Portanto,
8§O0TMg =Tyog.

Para provarmos a continuidade de g usaremos que para qualquer fibrado &, a projecao

e 1 E(§) — B(&) € uma aplicagdo aberta.

Considere h: U x R" — T Y(U) um sistema de coordenadas locais de & sobre b € B(E).
E suficiente mostrar que T |n§_1 )" 755_1 (U) — U ¢ aberta.

SeA C ngl(U) é um aberto, entdo A~ (A) C U x R" e p1(h~!(A)) C U sio abertos, por

h ser continua e pj ser uma aplicag@o aberta. Como o diagrama

U x R" h > o L(U)

N A
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comuta, entdo 7z (A) = p1(h~1(A)) C U é um aberto, demonstrando que 7z € uma aplicagio
aberta.

Agora, voltando ao nosso objetivo inicial, note que se A C B(1) € um aberto, temos que
g (A) =m(g! (ﬂﬁl (A))) C B(&) é um aberto, portanto g é continua.

Por fim, resta apenas provar a unicidade de g. Suponha que exista g : B(§) — B(n)
continua tal que g o 7z = 7y, o g. Entdo se b € B(&), considere 0 € E(&);. Nesse caso,

8(b) = &(mz(0)) = my(8(0)) = g(m (0)) = 2(b),

de onde concluimos que g = g.

Com isso, temos associada a uma aplicagdo fibrada g : E(&) — E(7) uma dnica aplicagdo

continua g e podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 5. Sejam & e 7 dois fibrados vetoriais reais. Se g : E() — E(7n) é uma aplicagio

fibrada de & paran e g : B(§) — B(n) é sua aplicag@o correspondente nos espagos bases, entéo

&=g"(n).

Demonstragdo: Defina f: E(§) — E(g"(n)) por f(x) := (7z(x),8(x)). Como por hipétese,
7y (g(x)) = g(7z (x)), temos que f estd bem definida. A continuidade de f, segue da continuidade
de Tz e g.

Agora, observe que se x € E(&),, entdo
f(x) = (7 (x),8(x)) = (b,g(x)) € {b} X E(N)gp) = E(8"(1))s-

Assim, f(E(E))» C E(8"(N))p- Ainda, como glg ), : E(§)p — E(N)g(p) € um isomor-
fismo linear, temos f|g ), : E(S)p — E(g"(1))p = {b} x E(1)g(») dada por

flee),(x) = (b,8lg @), (%))
também é um isomorfismo linear.

Portanto, segue do Teorema 8 que f é um homeomorfismo e com isso & = g*(n).

2.0.5.5 Subfibrados e mergulhos

Um subfibrado de um fibrado vetorial dado € um fibrado vetorial que esta contido nesse

outro, de forma que a estrutura do subfibrado seja induzida pela estrutura do fibrado ambiente.

Definiciio 43. Seja & um fibrado vetorial. Dizemos que um fibrado vetorial 17 é um subfibrado

de & se satisfaz as seguintes condig¢des:

1. B(n) é um subespago de B(§);
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2. E(n) é um subespaco de E(§);
3. A projegdo my ¢ dada pela restri¢do da projegéo mg ao subespaco E (n);

4. E(n);, é um subespago vetorial de E (&), para todo b € B.

As condig¢des acima formalizam a ideia de que 1 é um subfibrado de £ quando sua
estrutura € induzida pela estrutura de &, incluindo as topologias nos espagos bases e total, a

aplicagdo projecdo, como também a estrutura linear das fibras.

A seguir temos alguns exemplos de fibrados que ja estudamos e podem ser vistos como
subfibrados.

Exemplo 23. Sejam & um fibrado vetorial e B C B(£) um subconjunto. O fibrado dado pela

restri¢do &|p € um subfibrado de &.

Exemplo 24. O fibrado tangente 7°'S" da esfera unitaria $” é um subfibrado do fibrado trivial
S" x R"!. De fato, os dois fibrados tem 0 mesmo espaco base, o espaco total de 7'S” é um
subespaco do produto §” x R"*! formado pelos pares (p,v) satisfazendo v € T,5", além disso, a

fibra sobre um ponto p € S" é dada por {p} x T,,S" que é um subespaco linear de {p} x R"*1.

Exemplo 25. Como no exemplo anterior, o fibrado tautolégico ¥* é um subfibrado do fi-
brado trivial Gy (R"*) x R"*k, Lembre-se que o espaco total de }/,]1‘ € um subespaco do pro-
duto G (R"K) x R"* formado pelos pares (W,v) tal que v € W. A fibra sobre o k-plano
W € Gy(R"*K) ¢ dada pelo produto {W} x W, o qual é um subespago linear de {W} x R"*+*,

Temos associado a cada subfibrado um morfismo de inclus@o para o fibrado vetorial

ambiente.

Proposicdo 15. Sejam & um fibrado vetorial e 11 um subfibrado. Considere 7 : E(n) — E(§)
e i:B(n) — B(&) as respectivas inclusdes. Entdo (7,i) : 1 — & é um morfismo de fibrados

vetoriais.

Demonstracdo: A continuidade das inclusdes segue do fato de que B(n) e E(1) sdo subespagos
de B(E) e E(&) respectivamente. A comutatividade das inclusdes com as projecées é trivial.
Dado b € B(n), a restri¢do 1|y, inclui a fibra E(N)y, na fibra E(&)y, essa inclusdo é linear
porque E(N)p é um subespago vetorial de E(&)p. Observe que se 6 é outro fibrado vetorial
qualquer e (u, f) : & — 8 é um morfismo, entdo o par (u|g ), f|p)) € um morfismo de 1 em 6,
onde 1 é um subfibrado de &. Basta verificar a igualdade (u|g (), flpn)) = (4, f) o (I,i).

Nosso proximo objetivo € obter subfibrados a partir de morfismos especiais. Situagao
andloga ocorre no caso variedades suaves, onde subvariedades podem ser obtidas a partir de

mergulhos suaves.



69

Defini¢do 44. Um morfismo entre fibrados vetoriais (u, f) : & — 6 é um mergulho quando:

1. f:B(&) — B(6) é um mergulho topoldgico, isto é, quando f define um homeomorfismo

sobre sua imagem.

2. u:E(&) — E(0) é um mergulho topoldgico, isto €, quando u define um homeomorfismo

sobre sua imagem.
3. Arestrigio u: E(&§), — E(0) () € injetiva para todo b € B(&).

Exemplo 26. Observe que se & é um fibrado vetorial e 1 é um subfibrado de &, entdo o morfismo

inclusdo (7,i) : n — & é um mergulho.

Agora mostraremos que um mergulho dé origem a um subfibrado do contra-dominio.

Seja (u, f) : & — 1 um mergulho, definimos a tripla Im(u, f) := (Im u, 7ty [1m 4, Im f), a
qual primeiramente mostraremos ser um fibrado vetorial. De fato, consideramos Im u e Im f
como subespagos de E(1) e B(n), respectivamente. Dessa forma, a restri¢do 7y [im , € continua

e, por (u, f) ser um morfismo, aplica Im u para Im f.

Seja f(b) € Im £, entdo (7y|m «) "L (f(b)) = Im(u|g(g),)- Sendo a restrigdo

ulgg), tE(8)p — EM) )

uma transformacdo linear injetiva, temos que sua imagem Im (x| E(€) b) € um subespaco linear da
fibra E(n)f(b)

Resta construir trivializagdes locais. Seja U C B(&) um aberto tal que existe
o: ngl(U) —UxR"

uma trivializa¢do local. Como f é um mergulho, f(U) é aberto em Im u e vale a igualdade
(7tn |m )~ (F(U)) = u(n'gl(U)) Defina

v (7rn|1mu)_1(f(U)) — f(U) x R" como sendo a composi¢io (f X idgs)o¢ou™".

Como as aplicacdes envolvidas sdo homeomorfismos, 0 mesmo vale para y, além disso,
como u~! e ¢ sdo lineares quando restritas as fibras, vale o mesmo para y. Portanto, a tripla

Im(u, f) € um fibrado vetorial.

Proposicdo 16. Sejam & e 1 fibrados vetoriais e seja (u, f) : & — 1 um mergulho. Entdo Im(u, f)
¢ um subfibrado de 1 isomorfo a . Reciprocamente, todo subfibrado de 71 é da forma Im(u, f)

para algum fibrado & e algum mergulho (u, f) : & — 1.

Demonstracao: Como f e u sdo mergulhos por hipotese, os espacos Im u e Im f sdo subespacos

de E(n) e B(n), respectivamente. Assim, pudemos definir a projecdo de Im(u, f) como uma
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restri¢do da projegdo de M. Além disso, a estrutura linear das fibras de Im(u, f) foi definida de
forma a tornd-las subespacos das fibras correspondentes de 1. Logo, Im(u, f) é um subfibrado

den.

Para definir um isomorfismo entre Im(u, f) e & basta considerar o morfismo

Y cdm(u, f) — &

que inverte (u, f) : & — Im(u, f).

Agora, seja 0 um subfibrado qualquer de 1. Sabemos que o morfismo inclusdo (1,i): 0 — 1
é um mergulho, portanto Im(1,i) = 0, o que demonstra que todo subfibrado é dado pela imagem

de algum mergulho.

O préximo resultado mostra que quando trabalhamos com fibrados sobre um mesmo

espaco base a no¢do de mergulho pode ser simplificada.

Proposic¢io 17. Sejam & e 1) dois fibrados vetoriais sobre 0 mesmo espago base B. Se u: & — 1
¢ um B-morfismo tal que a restri¢do ulgg), : E(&), — E(1)p € injetiva para todo b € B, entdo

(u,idg) : £ — n é um mergulho.

A injetividade de u segue da sua injetividade em cada uma das fibras. Portanto, u ¢ uma
bijecdo continua sobre sua imagem. Resta mostrar que existe uma inversa continua u~!. Faremos

i1sso localmente e utilizaremos o seguinte lema.

Lema 6. Seja B um espaco topoldgico e considere os fibrados triviais B x R e B x R". Suponha
que u : B x R™ — B x R" é um B-morfismo tal que a restri¢ao u| ) gn : {b} X R™ — {b} x R"

¢ injetiva para todo b € B. Suponha ainda que existe um subespaco W de R” tal que
Im((p2ou)|(py xen) GW =R"

para todo b € B. Entdo, u € um mergulho.

Demonstraciao do Lema: Vamos fixar uma base {wy,...,w,_,,} para W. Para cada b € B,

considere a transformacao linear Uj, : R" — R" dada por

Up(x1,y. .. yXm) := pa(u(b, (x1,...,%m))),

onde p, : B x R" — R" é a projecdo na segunda coordenada. Tais transformacdes dependem

continuamente de b e podemos estender cada uma delas a uma aplicacdo 7, : R” — R" por

n—m
Tp(x1,. o xn) = Up(xy,. .y m) + Z Xm+i-Wi,
i=1
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a qual € um isomorfismo linear. Assim, podemos tomar as aplicagdes inversas bel e sendo
a inversdo de isomorfismos uma operagdo continua, temos que as aplicacdes também Tb_1

dependem continuamente de b.

Definimos a aplica¢do v : B x R" — B x R dada por

v(b,(x1...,x5) = (b, (p(Tb_l(xl, s Xn))),
onde p : R" — R™ € a projecdo nas m primeiras coordenadas.

Entdo, dado (x,...,x,) € R™ e b € B, note que
Tb(xl,...,xm,O,...,O) :Ub(xl,...,xm),

o que implica que
-1 o
T, (Up(x1,.. . %m) = (x1,...,X,0,...,0).

Portanto,
v(u(b,xi,...,xm))) = (b, (X1,---,Xm)),

demonstrando que a restricio de v 2 imagem de u é a aplicagio u~! que estavamos procurando.
Como tal restricdo € continua, concluimos que u# ¢ um mergulho, ou seja, um homeomorfismo

sobre sua imagem. ]

Continuando a demonstragao original da proposi¢cao. Tome b € B e considere uma vizi-
nhanga U de b tal que existam trivializagSes locais ¢ : 77, WU)—=UxR"ey: Ty U) = UxR"

de & e n, respectivamente. Entdo a aplicagdo
youod U XR" - U xR"

satisfaz as condi¢des do Lema, sendo portanto um mergulho. Como ¢ e ¥ sdo homeomorfismos,
concluimos que u : n'gl (U)—my, 1(U) é um mergulho. Assim, provamos que a aplicagio inversa
u=!:Imu — E(&) é continua quando restrita aos abertos ﬂg] (U) NIm u. Como tais abertos

1

cobrem Im u, concluimos que =" € continua.

2.0.5.6 Fibrados Vetoriais Euclidianos e Complementos Ortogonais

Para a construgdo dos fibrados vetoriais chamados complementos ortogonais, precisamos
antes introduzir os fibrados euclidianos. Sem rigor, desejamos definir um fibrado cujo espaco

total € munido por um produto interno.

Definicao 45. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Uma aplicacdo p : V — R é uma
forma quadratica positiva definida se
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onde [;,1/ : V — R sdo transformagdes lineares para todoi = 1,...,n, e u(v) > 0, paratodov € V

nao nulo.

A partir de 1 como na definicdo acima, € possivel obter uma aplicacdo bilinear e simétrica
V xV — R dada por (v,w) := %[,u(v +w) — u(w) — u(v)]. Essa aplicagdo € tal que

() = 5{(20) ~2009] = 5 [(izxzv)z;(zv)) —2u(v)] -

= %[4;1@) —2p(v)] = p(v).

Definicao 46. Um espaco vetorial V de dimensao finita ¢ um espaco vetorial Euclidiano se for
possivel definir uma forma quadrética definida positiva it : V — R. Nesse caso, o nimero (v, w)

serd dito o produto interno dos elementos de V.

Defini¢iio 47. Um fibrado vetorial Euclidiano £ é um fibrado vetorial real com uma fungio
continua i : E(&) — R tal que a restrigdo |z (g), : £(§), — R é uma forma quadrética definida
positiva para todo b € B(&). Nestas condi¢des, it é chamada métrica Euclidiana do fibrado &.

Exemplo 27. Seja M uma variedade suave. Considere o fibrado tangente 7j; de M, definido em

2.0.2.1. Mostremos que Ty € um fibrado Euclidiano.

De fato, basta considerar it : TM — R dada por i(p, (vi,...,v,)) := X, v?. Temos que

u € continua e, para todo p € M,

Mgy, E(tm)p = R

dada por | E(t), (p,(v1,.-.,vn)) := YL, v} é uma forma quadrtica definida positiva.

Uma métrica Euclidiana u : TM — R para 1), é chamada métrica Riemanniana e o par
(M, ) é dita uma variedade Riemanniana.

Vejamos alguns exemplos de fibrados vetoriais ja conhecidos que sdo Euclidianos.

Exemplo 28. Para qualquer espago topoldgico B e para qualquer n > 0 inteiro, temos que € €

um fibrado Euclidiano. Basta definir

U:BxR"—= R por u(b,(xy,...,x,)) = lez

i=1

Entdo u € continua e fixado b € B, a restri¢do [[g(en), : E(€) — R € uma forma

quadrética definida positiva.

Exemplo 29. O fibrado de linhas tautolégico y! é um fibrado Euclidiano. Observe que se x € S"
e ((x),v) € ¥}, entdo v = Ax para algum A € R. Entio, utilizando o produto interno canonico de

R"*! temos que (x,v) = A. Assim, podemos definir y : E(y!) — R por
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A, sev=Axe A >0
—A, sev=Ax e A <0

p((x),v) :=

Segue da prépria defini¢io do produto interno candnico de R"*! que a restrigio de u a

fibra E(7y!) (x) € uma forma quadratica definida positiva.

A seguir temos um resultado sobre fibrados Euclidianos triviais, o qual € o Teorema 9
aprimorado pelo processo de Gram-Schmidt permitido pelo produto interno definido no espaco
total do fibrado Euclidiano.

Lema 7. Seja & um n-fibrado Euclidiano trivial. Entdo existem n se¢des
S1y.--,8, : B(§) = E de & que sdo ortonormais,

1, sei=j
no sentindo que (s;(b),s;(b)) = &;; = / , paratodo b € B(&).

0, se i#j

Demonstracido: Como & é um n-fibrado trivial, existem n secoes linearmente independentes
Sy, 1 B(§) = E(&). Aplicando o processo de Gram-Schmidt para s (b), ... ,s;,(b), obtemos
uma base ortonormal {s|(b),...,sn(b)} de E(E);, para todo b € B. Como as fungdes resultantes

s; sdo continuas para todo i = 1,...,n, segue que s1,...,s, sdo n secoes ortogonais de &.
|

Complemento ortogonal

O fibrado complemento ortogonal nos permitird definir o fibrado normal a uma variedade,

o0 qual serd importante nos préximos capitulos.

Sejam 1) um fibrado vetorial Euclidiano sobre B € & C 1) um subfibrado também sobre
B, isto é, cada fibra E(&); é um subespaco vetorial da fibra E(n),, para qualquer b € B. Agora,
para cada b € B, defina

E(& )= (E)p)" = {v€EM)y; (vw) =0, Yw e E(§)p} CEM)p.

Construiremos &+ um o fibrado vetorial cujo espaco total é E(EL) = Upep E(E1)p, 0

espago base € B e a projegdo € a restri¢ao T = 7y [gz 1y : E(E+) = B.
Temos que 7 € continua, vamos analisar suas fibras. Dado b € B:

7 0) = (Tlpes)) (B) =7 (D) NEE) = 1 (0) N | E(E s =

beB

= U (' (B)NEET)y) = my ' (D) NE(EH)p = E(EH ).

beB
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Entio 7~ !(b) tem a estrutura linear induzida pela estrutura de E(n);. Resta provar a

trivialidade local.

Suponha 1) um n-fibrado e & um m-fibrado, com m < n. Vamos mostrar a trivialidade
local de £+. Sejam by € B qualquer e U C B uma vizinhanga de by tal que existem trivializaces
locais h :Ume—Hrg'(U) ehy:UxR" = 7,
temos que /|y g @ {b} X R™ — E(&)p € ha|gpyxrn : {6} x R" — E(1);, sdo isomorfismos

1(U ) para & e n, respectivamente. Nesse caso,

lineares para todo b € U
Observe que ngl(U) C nﬁl(U), pois E(&), C E(N)p, paratodo b € U.

Como & |y e Ny sdo triviais, existem m segdes ortogonais s1,...,s, : U = E(&) de |y e
n segdes ortogonais sy, ..., s, : U — E(n) de n|y. Considere a matriz A = ({si(bo),5(bo)))mxn-
Provaremos que A tem posto m, para tanto basta verificar que as m-linhas de A sdo linearmente

independentes. Para quaisquer a1, ..., 0, € R, temos:
Y &i((si(bo), 5 (bo)), ., (si(bo),s,(bo))) = (0,...,0) <=
i=1

aisi(bo), s (o)), Zals, (bo), ,,(bo)>) (0,...,0) <=
1 i=1

Ms

(1]

1

m
<;)Otisi(b0),slj(b0)> =0,Vj=1,....n <

m
Y aisi(bp) =0 <= o;=0,Vi=1,....m

Reenumerando, se necessdrio, as seg¢des s},...,s, para que a submatriz m por m a
esquerda de A tenha determinante nao nulo. Existe V C U aberto contendo by tal que para

qualquer b € V, rank((si(b),s’;(b)))mxn = m.

Isso implica que para qualquer b € V, o conjunto {s(b),...,5u(b),s,,(b),...,s,(b)}

é linearmente independente, pois dados ;, 3; € R, parai=1,...,me j=m+1,...n, entdo

io‘isi(b)“‘ an Bjs’(b) =0 «—

j=m+1

<(ia,-s,-(b)+ i ﬁjs;(b)),sz(b» =0,Vk=1,....,n <

j=mt

<i“"si(”)’s§<<b>>+< Y Bisi(b)sh(b)) =0, k= 1,....n <=

j=m+1

1
p—
E

iamx V£ Y B (b),si(b)) =0, Vi

j=m+1
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Entdo, para 0 < k < m, a igualdade acima se resume a Y! | @;(si(b),s;) = 0, pois

(s;(b),s;(b)) =0, para todo j =m+1,...,n. Como escolhemos A de forma que

I’ank(<Si(b),S/j(b)>)m><n =m,

para todo b € V, obtemos o; =0, Vi =1,...,m. Portanto, tomando m+ 1 < k < n, temos apenas
a igualdade By (s} (b),s; (b)) = 0 que implica B = 0.

Portanto, provamos que para qualquer b € V, o conjunto

{s10), - 5m(B),55,11(B), -, (D)}

€ linearmente independente, agora, por Gram-Schmidt, podemos supor que o conjunto

{51(0),---,5m(D), 511 (B), -, 5,(D)}

¢ base ortonormal de E(7)y, , para qualquer b € V.

Podemos definir a aplicagio continua i : V x R"~™ — z~1(V) dada por

n—m
h(b,(x1,...,%p—m)) = Z XiSi+m(b),
i=1
a qual € um isomorfismo linear quando fixado by € V, pois

h|{b0}><]R”7m . {b()} X Rn_m — E(éL)bo

é simplesmente dada por A(bg, (X1, - ., Xn—m)) = Lot Xisitm(bo)-

Ainversa i~ : 77 1(v) — V x R* ™ é definida por
h! (e) = (m(e), ({e,;sm+1(7(e))), .-, (e;sn(7(e))))),

a qual também € continua. Observe:

1. Dado e € 7~ !(V), temos

hoh™!(e) = h(n(e), ({e,smr1(m(e))),... (e;sa(m(e))))) =

= ; (e;sitm(7(e)))sirm(n(e)) = e,

pois e € E(‘g’l)n(e) = E(&)#(e), logo (e, si(m(e)))=0, paratodoi=1,...,m, o que significa

que a decomposicao de e na base ortonormal

{51 (b)a'“7Sm(b)7S:11+l(b)7"‘7s;(b)}

é exatamente )" " (e, Si1m(7(e)))sitm(7(e)).
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2. Dado (b, (x1,...,Xs—m)) € V x R"™ temos

n—m
W toh(b,(x1,....x%0-m)) = hfl( Z xisivm(D)) = (b, (x1, .., Xn—m)),
i=1
pois 7T (Yim1 Xisitm(D)) = b e (LI {" XiSiym(b),Sj4m(b)) =xj, j=1,...,n—m.

Logo, & é uma trivializacio local para £+, como querfamos demonstrar. Chamamos o

fibrado £ de complemento ortogonal de & em 7.

Proposicio 18. Se & é um subfibrado de um fibrado Euclidiano 711 sobre um espago base B,
ention = E@EL.

Demonstragio: Como E(N), = E(§), ® E(E1)y, para qualquer b € B entdo segue do Lema 4
quen =&
|

Definicao 48. Seja M uma variedade suave. O fibrado normal de M € o fibrado complemento

ortogonal Tﬁ, o qual denotaremos por Vjy.

Exemplo 30. Seja M C R" uma variedade suave. Por defini¢do, temos Ty, C &;. Entdo

&y =T D Vu.

2.0.5.7 Fibrado Hom

Lembramos da algebra linear que dados V; e V; dois espacos vetoriais dimensao finita,
podemos considerar Hom(V},V,) :={T : V| — V5; T élinear}. Se dim(V}) =ne dim(V,) =m,
entdo existe um isomorfismo linear 7 : R" — Hom(Vy,Va).

Agora, sejam & um n-fibrado e 7 um m-fibrado, ambos sobre 0 mesmo espago base B.

Definimos o fibrado Hom(&,n) como

E(Hom(§,n)) = |J Hom(E(§)p.E(N)s), B(Hom(§,n))=B e
beB

n:E(Hom(&,m)) — B dadapor n(T)=b, onde T € Hom(E(&),,E(N)p).

A topologia escolhida para E(Hom(&,1)) é a que torna 7 uma aplicagdo continua, ou

seja, U C E(Hom(&,n)) é um aberto se, e somente se, U = 7! (A) para algum aberto A C B.

Assim, 7 € continua. Além disso, 7 € sobrejetora, pois dado by € B, podemos considerar
a transformagdo linear nula Oy, : E(§)p, — E(N)p, € temos 7t(Op, ) = by. Pela forma como defini-
mos a projecao, temos que a fibra sobre um ponto b € Bé E(Hom(&,M)), = Hom(E(§)p, E(N)5).
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Mostraremos a trivialidade local de Hom(&,m). Seja by € B, considere um aberto U C B

contendo by, no qual & e 1 sdo triviais. Como existe
T, : R™ — Hom(E(S )y, E(N)p)
isomorfismo linear, para cada b € B, defina

heUxR™ = 17" (U) = | J Hom(E(E),, E(n)5) por h(b,x) = Ty(x),
beU

para todo (b,x) € U x R™™.

Observe que Toh = py1, onde p; : U x R — U € a projecdo na primeira coordenada.
Vamos mostrar que % é continua. Se O C £~ (U) é um aberto, entdio O = ANz~ (U), onde
A C E(Hom(&,n)) é um aberto. Nesse caso, existe aberto V C B tal que A = 7~ (V). Como p;

¢ uma aplicacdo continua, temos que pfl (VNU) C U x R"™ ¢ aberto. Entdo, resta observar:
R o)=hrtAna {U) =z '(V)na ' U) = {(z7 ' (vNU)) = p; (VNU)

é um aberto em U x R™",

Como T}, é um isomorfismo linear para todo b € B, fixado by € B, temos que a restri¢do

h|{bo}><R”’" - E(H0m<5vn))b0 = H0m<E(é)bo7E(n>bo) dada por h(bg,x) = Tb()(x)

¢ igualmente um isomorfismo linear.

Por fim, defina
g (U) = UxR™ por ¢(T) = (b,T; (T)),

onde T € Hom(E(&)p,E(N)p), para um dnico b € U. Observe que g = 4~ !. Mostremos que g é
continua. Dado T € 7~ (U). Considere um aberto basico

O=AxV CUxR" contendo g(7),

onde A C U eV C R"™ sdo abertos. Assim, se b € Bétalque T € Hom(E(§),,E(N)p), entdo
beAe Tb’l(T) € V. Como T,;l :Hom(E(&)y,E(N),) — R™ é continua, entdo existe aberto
W C Hom(E(E)p,E(N)p) talque T € W e T~ (W) C V. Portanto,

sW)CAXT, ' (W)CAxV=0.

Isso demonstra que g é continua em 7, entretanto, como 7T § arbitrdrio em 7z~ ! (U), disto segue a

continuidade de g. Assim, fica demonstrado que Hom(&,n) é localmente trivial.

A demonstracdo feita acima de que 4 € continua nos motiva a enunciar o resultado mais

geral a seguir.
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Proposicio 19. Sejam & e ) fibrados sobre 0 mesmo espago base B, X um espago topoldgico e

g : X — B uma funcdo continua. Entdo, toda fungdo
f:X = E(Hom(g,n)),

tal que o f = g, é continua, onde 7 : E(Hom(&,mn)) — B é a projecdo do fibrado Hom(&,n).

Demonstrac¢io: Considere O C E(Hom(&,n)) um aberto arbitrdrio. Da topologia de

E(Hom(§,m)),

segue que existe A C B aberto tal que O = £~ (A). Como g é continua, temos g~ (n='(A)) C X
é aberto. Assim, f~1(0) = g~ (x~1(A)) é aberto. Logo, f é continua.

Proposi¢io 20. Sejam & um n-fibrado, 1y um m;-fibrado e 1, um m;-fibrado, todos sobre o

mesmo espago base B. Entdo,

Hom(&,m1) ©Hom(&,m2) = Hom(&,m1 ©1M2).

Demonstracio: Note que se (T, T2) € E(Hom(&,m1) @ Hom(E, 1)), entdo temos
T E(8)y = E(M)y ¢ T2:E(8)p — E(m)s
para um tnico b. Defina
[+ E(Hom(G,m) @ E(Hom(§,m2)) = E(Hom(G,m ©1M2))
por f(T1,5) =T, onde T :E(§), > E(E®N),=E(E), x E(N)p € dada por

T(x) = (Ti(x), T2 (x))-

Como Ty e T sdo lineares, temos que T é linear, portanto f estd bem definida. Além disso,
como o f = my, onde T e Ty sdo as projecoes de Hom(E,ny ®1M2) e Hom(E,ny) ®Hom(E,n»),

respectivamente, temos que | é continua pela Proposi¢cdo 19.
Agora mostraremos que a restri¢do
1= Hom(E (&), (1)) % Hom(E(&)3 E(1a)y)
de Hom(E(&)p, E(M)p) x Hom(E(E)p, E(N2)p) para Hom(E(§)p, E(M1 ©N2)p) € um isomor-
fismo linear.
1. h é linear, pois Ty e T, sdo lineares.

2. Se h(T1,T») =0, entdo T = 0. Logo, Ker(h) = 0.
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3. Como
dim(Hom(E(&)p, E(M1)p) X Hom(E (&), E(M2)p)) = nmy +nmy =

=n(my +my) = dim(Hom(E(&)p, E(M & M2)p)),

segue do Teorema do Niicleo de da Imagem que h é bijetora.

Entdo provamos que f é uma aplicacdo continua, cuja restri¢do a cada fibra é um

isomorfismo, logo f é um homeomorfismo (Teorema 8).
|
O préximo resultado demonstra que o fibrado Hom é bem comportado com relagao a

fibrados triviais.

Proposicio 21. Sejam & um n-fibrado e ) um m-fibrado, ambos sobre 0 mesmo espago base B.
Sen = ¢gf!, entdo Hom(&,n) = Hom(&, g)").

Demonstracdo: Como 1 = €f, temos que 1 € trivial, portanto, existe h: E(n) — B x R™ tal que
hlgm),  E(M)p — {b} X R™ é um isomorfismo linear para cada b € B. Assim, podemos definir
frEHom(§,m)) — E(Hom(E,ef)) por f(T) =T', onde T € Hom(E (&), E(N)p) para um
tinicob € B e T'(x) = hgg), (x).

Por termos mwo f = my, com T e Ty sdo as proje¢des dos fibrados Hom(& € ) e Hom(&, M),

respectivamente, concluimos que f é continua (Proposicdo 19).

Além disso, por h| E(n), Ser um isomorfismo, obtemos que

T Hom(E &)y E(n)s):Hom(E(E)p.E(n)y)—Hom(E(E)y (b} xB"

é um isomorfismo linear.

Assim, mostramos que [ é uma aplicacdo continua que aplica cada fibra isomorficamente

em sua fibra corresponde, portanto f é o homeomorfismo procurado (Teorema 8).
|

O préximo resultado € interessante, pois atribui uma estrutura bem comportada e conhe-

cida a um fibrados Euclidiano qualquer, igualando-o ao fibrado Hom.

Proposicdo 22. Se £ é um fibrado Euclidiano, entdo & = Hom(&, eé( é))‘

Demonstracio: Defina f : E(§) — E(Hom(é,eé(é))) por f(x) =T, onde

T:E(S)m(x) —~ {m(x)} xR

é dada por T (v) = (7 (x), (v,x)).
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Como o produto interno é uma aplicacdo bilinear, temos que f estd bem definida, isso é,
T ¢ linear. Além disso, como mwo f = Tg, onde T é a projegdo do fibrado H om(&, gBm( £) ), temos

que f é continua (Proposicdo 19).

Por fim, observe que a restrigdo flg ), : E(§)p — Hom(E(§)p,{b} x R) é um isomor-
fismo:
1. f|E(§)b é linear, pois o produto interno ¢ bilinear.

2. Se flg(e), =0, entdo (mg (x), (v, x)) = (7 (x),0) para todo v € E(é)ﬂé (x)» © que implica
x = 0. Portanto, Ker(f|g(e),) = 0.

3. Como dim(E(&),) = dim(Hom(E(§),,{b} X R), segue do Teorema do Niicleo e da Ima-

gem que f| E(), € uma bijecdo.

Assim, provamos que f é uma aplicac¢do continua que aplica cada fibra isomorficamente

em sua fibra corresponde, portanto f é o homeomorfismo procurado (Teorema 8).
]

O préximo resultado mostra que o fibrado tangente sobre RP" tem uma estrutura de
fibrado Hom.

Lema 8. Para cada n € N, temos Trpr = Hom(y), y4).

Demonstracao: Considere q : S" — RP" a aplicacdo quociente candnica. Sabemos que
q(x) = qg(—x) paratodo x € S".
Vamos mostrar dq : TS" — TRP", dada por dq(x,v) = (q(x),dxq(v)), € tal que
dq(x,v) =dq(—x,—v), paratodo (x,v),(—x,—v) € TS".

De fato, observe que

d_q(—v) = limq<_x+t(_v))_q(_x)

t—0 t

i A1) — g ()
t—0 t

e d ) —g(o)
t—0 t

- de(V)a

portanto, dq(—x,—v) = (q(—x),dxq(=v)) = (¢(x),dxq(v)) = dg(x,v).

Assim, temos que dq induz um homeomorfismo dq : IS" _s TRP" dado por

~

%((xv V)) = dQ(xv V)?
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onde ~ ¢é a relagdo de equivaléncia que identifica os pontos (x,v) com os pontos (—x,—v). Neste

caso, podemos considerar

TRP" = {(x,v); (x,v) € TS"} = {{(x,v),(=x,—v)},{x,x) = 1 e {x,v) =0}.

Denotando por Ly a reta que passa pela origem de R"™ e tem x € §" como ve-
tor diretor. Note que cada elemento {(x,v),(—x,—v)} € TRP" determina e é determinado
pela transformagao ., : Ly — (Ly)* definida por 1, ,(y) = (y,x)v, para todo y € L,. Como
Ly 2 E(y)) e (Ly)* 2 E(yY), podemos considerar Iy, € Hom(E(y)),E(y")). Assim, defina
f:TRP" — E(Hom(y},vy")) dada por f((x,v)) = L.,

Note que f é tal que mwo f = ngpr : TRP" — RP", onde
n:E(Hom(yl,y")) — RP"

é a projecdo do fibrado Hom(y) ,y"). Portanto, f é continua.

Mais ainda, vamos provar que f é um homeomorfismo. Para isso, observe que

FlE(rgpn)e - E(Trp ) = Hom(E (%)x,E(¥")x))

dada por f|g (). (X,v) = Ly, para todo (x,v) € E(tgpn)x = {x} x TLRP", é um isomorfismo

linear.

De fato, f| E(tgpn ) € linear, uma vez que Iy, é linear. Como
dim(E (tgpr)x) = n = dim(Hom(E (1, )5 E(v ),
podemos apenas verificar que f|g z,,.). € injetiva. Entdo, note que
Ker(f|E(zgpn)s) = {(xv) € E(trpr) )z ey = 0} =
={(x,v) € E(trp"))x;s (), x)v=0, Yy € L, }.

Em particular, para 'y = x, temos (x,x)v =v =0, logo,

Ker(f|g(ugpn)s) = {(%,0) € E(rpn))x) },

como queriamos demonstrar.
Portanto, f é um homeomorfismo entre Tppn ¢ Hom (7!, y+). [

Utilizando o lema anterior, podemos demonstrar outro isomorfismo importante.

Teorema 11. Para cada n € N, temos que

1 ~ ] 1
8RP11®TRPWZYH@@'}/”
—_——

(n+1)-vezes
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Demonstracio: Considere s : RP" — E(Hom(7y!,7y))) dada por s(x) = idg ()

. Note que s é
1

x

uma se¢do néo nula do fibrado linha Hom(y),y}), portanto, temos que Hom(y) ,y}) = Sﬁpn.

Além disso, lembre-se ) ¢ euclidiano, logo ¥} = Hom(Y, ,€kpn). Assim,

Erpr D TRp"

I

112

1%

Hom Ynaslll%P”@"‘@gﬂl%P")

-

(n+1)-vezes
Hom(%iagl%&lp”) b--- @HOI’I’L(’)/,} ’ 81[1&[”")1

-

(n+1)-vezes
T D
————

(n41)-vezes

Este ultimo resultado serd utilizado para o calculo da classe total de Stiefel-Whitney de

Trpr definida no préximo capitulo, Exemplo 34.
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CAPITULO

CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY

Adentrando o estudo de classes caracteristica, nessa secao apresentamos uma caracteri-

zacdo axiomatica das classes de cohomologia de Stiefel-Whitney de um fibrado vetorial.

Seja H'(B,Z,) o i-ésimo grupo de cohomologia singular de B com coeficientes em Z, o

grupo dos ndmeros inteiros modulo 2.
Axioma 1. A cada n-fibrado vetorial & corresponde uma sequéncia de classes de cohomologia
wi(€) € H(B(E),Z2),i=0,1,2,...,
chamada classes de Stiefel-Whitney de &, satisfazendo
wo(E) =1 HY(B(E),Z,) e wi(E) =0 paratodo i > n.
Axioma 2. (Naturalidade) Sejam & e 1) dois fibrados vetoriais reais. Se existe
fE(E)—E(n)

uma aplicagdo fibrada de & para n, entdo

wi(§) = fi (wi(n)), onde f; :H'(B(n):Z2) — H'(B(§):Z2)
¢ a aplicacdo correspondente nos grupos de cohomologia para todo i > 0.

Axioma 3. (Teorema do Produto de Whitney) Se & e 7 séo dois fibrados vetoriais sobre o

mesmo espago base, entdo

§@n Zwl ~ Wg— 77),

para todo k > 0.

Axioma 4. Para o fibrado de linha tautolégico }/11 sobre RP!, temos wl(yll) = b # 0, onde
(b) = H'(RP';Z,).
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Esse dltimo axioma pode ser apresentado de forma mais geral, como em (MILNOR;
STASHEFF, 1974), solicitando apenas que a classe wq (}/11) seja ndo nula. Entretanto, na prova

da existéncia e unicidade das classes de Stiefel-Whitney, demonstra-se que w (}/]1) ¢ exatamente
igual a b # 0, onde (b) = H' (RP';7Z,).

Foi Stiefel em 1935, quem comecou com os estudos sobre classes caracteristicas de-
finindo classes de homologia para fibrados tangentes de variedades suaves. Simultaneamente,
Whitney estudou o caso para qualquer fibrado obtido de um fibrado vetorial Euclidiano con-
siderando somente os vetores de seu espago total com norma igual a um, chamado fibrado
esfera. Depois disso, as contribui¢des de Whitney no desenvolvimento da linguagem de coho-
mologia possibilitaram o surgimento das classes de cohomologia como sdo apresentadas acima.
Esta defini¢do axiomadtica para as classes de Stiefel-Whitney foi sugerida por Hirzebruch em
(HIRZEBRUCH, 1966), quando uma definicdo anédloga foi dada as classes de Chern, que sdo a

generalizacdo da caracteristica de Euler para o caso complexo.

Nao é ébvio que existam classes w;(&) satisfazendo os quatro axiomas, tal resultado
pode ser encontrado também em (MILNOR; STASHEFF, 1974), assumiremos que tais classes

existem e sdo Unicas e estudaremos as consequéncias desses axiomas.

3.0.1 Consequéncias dos quatro axiomas

A seguir veremos como comportam-se as classes de Stiefel-Whitney com relagdo a

1somorfismos e fibrados triviais.

Como consequéncias imediatas do Axioma 2 (Naturalidade), temos os seguintes resulta-

dos:

Proposicao 23. Se £ e 1 sdo dois fibrados sobre 0 mesmo espago base B tais que & = 1, entdo

wi(§) =wi(n), paratodo i > 0.

Demonstracio: Considere f : E(E) — E(1N) um homeomorfismo que é isomorfismo linear
quando restrito as fibras fg ), : E(§)p — E(N)p, 0 qual existe porqué & e 1 sdo B-isomorfos
por hipotese. Podemos ver f como uma aplicacdo fibrada, cuja aplica¢do correspondente nas
bases é a identidade f = idp : B — B. Assim, temos & = idj(n). Como a aplicagado identidade
idp induz a aplicagdo identidade nos grupos de cohomologia (idg); : H'(B,Z,) — H'(B,Z,),
aplicando o Axioma da Naturalidade obtemos wi(&) = (idg)} (wi(n)) = wi(n), para todo i > 0.

Proposicao 24. Se & é um fibrado vetorial trivial, entdo w;(&) = 0 para i > 0.

Demonstracio: Como & é um fibrado trivial, temos & = eg( £y para algum inteiro n > 0. Assim,

pela proposicdo anterior, basta demonstrar que w,-(eg( é)) =0parai> 0.
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Fixe b € B(§) e defina f : B(§) x R" — {b} x R" por f(x,y) := (b,y) para todo
(x,y) € B(§) x R". A continuidade de f segue da continuidade de suas coordenadas, além

disso, f|pxme : {x} X R" — {b} x R" é um isomorfismo linear para todo x € B(§).

Portanto, f é uma aplicacdo fibrada de Sg( g) para S?b}' A aplicagdo induzida por f nas
bases é a aplicagdo constante ¢ := f : B(§) — {b}. Entdo, Epe) = c*(S?b}).

Pelo Axioma da Naturalidade, temos

wi(€ge)) = ci (wile,y)),

onde ¢} : H'({b},Z,) — H'(B(&),Zy,) é a aplicagdo induzida por c nos grupos de cohomologia.
Entretanto, sabemos que

H'({b},Z,) = {0}
para i >0, entdo c} € a aplicagdo identicamente nula para todo i > 0. Logo, c} (w,-(ef{?b})) =0

para todo i > 0. Como w;i(&) = wi(eg(§)) = ¢} (wi(efb})), concluimos a demonstragao.
|

Até agora sabemos que dois fibrados isomorfos possuem todas as classes de Stiefel-
Whitney iguais. Além disso, o fibrado trivial possui todas as suas classes de Stiefel-Whitney

nulas, com excecao da classe wp que € determinada pelo primeiro axioma.

Combinando essas informacdes com o Teorema do Produto de Whitney, obtemos:
Proposi¢iao 25. Sejam & e n dois fibrados vetoriais sobre 0 mesmo espago base. Se & € trivial,
entdo w;(E ®N) = wi(n).

Demonstracao: Pelo Axioma 3 (Teorema do Produto de Whitney), para k = 0, temos

wo(G ©1M) =wo(G) ~— wo(1) =1~ wo(1) =wo(n),

para k > 0, temos

wi(E® M) =wo(E) — wi(n) +w1(E) — wi—1(M) +---+wi(§) — wo(M).

Como & ¢ trivial, pela proposicdo anterior wi(E) = 0, para todo i > 0, logo
we(§@M) =1 —we(n)+0+---+0=w(n).

Observe que a proposicao anterior nos permite, quando necessdrio, somar fibrados triviais

sem que as classes de Stiefel-Whitney sejam alteradas.

Para o préximo resultado, lembremos que um n-fibrado € trivial se, e somente se, possui
n secoes linearmente independentes, Teorema 9. Em outras palavras, o nimero de se¢des

linearmente independentes mede a trivialidade de um fibrado.
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Proposicao 26. Seja & um n-fibrado Euclidiano. Se & possui k se¢des linearmente independentes,

com 1 <k <n, entdo

e

Wn—k-l—l(é) - Wn—k+2(é) == Wn(é) =

0.

Em particular, se £ possui uma se¢do ndo nula, entdo w, (&)

Demonstracio: Como & possui k secdes linearmente independentes, existe um k-subfibrado

trivial de &, digamos €.

Agora, como & é Euclidiano, vale & = € B et onde e+ é um (n—k)-fibrado. Assim, pela

Proposicdo anterior, temos w;(E) = w;(e ® e+) = w;(e1), para qualquer i > 0.

Sendo €+ um (n—k)-fibrado, pelo Axioma 1, temos w,-(SL) =0, para i > n— k. Portanto,
wi(§) =0, parai>n—k.

Entdo, o resultado acima mede o quanto um fibrado vetorial Euclidiano estd préximo
de ser trivial, relacionando o nimero de se¢Oes linearmente independentes com as classes de
Stiefel-Whitney.

Pelo Axioma 4, temos que w; (¥}) = b # 0, como ! é Euclidiano, aplicando a proposicdo
I\ 1
anterior, concluimos que }/]1 nao possui uma se¢ao nao nula, ou seja, ndo € trivial, o que haviamos

demonstrado diretamente na proposicao 6.

Defini¢io 49. Seja B um espaco topolégico. O conjunto H'(B, Z,) representa o anel das somas

formais:

a=apg+a+ay+...,
onde a; € H'(B,Z,), paracadai=0,1,2,....

Dados a =ag+aj +az+... e b=by+ by +by+ ... dois elementos de H''(B,Z,), as

operagdes neste anel sao:
a+b=(ag+bo)+ (a1 +by)+(az+by)+---=

=co+c1+cr+..., onde ¢y =ar+by, paracada k=0,1,2,..., e

a.b:(a()\/bo)—i-(a()\/lﬂ—i—a] \/b())—l-(ao\/bz—l—a] \/bl—l—az\/bo)—l—-":

k
=do+di+dr+..., onde dk:Za,-vbk_i, paracada k=0,1,2,....
i=0
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O anel H'(B,Z,) é o anel de cohomologia singular de B com coeficientes em Z,. Ele

também pode ser visto como o anel graduado

o)

H"(B,Z,) = D H'(B,Z>)
i=1

soma direta dos grupos de cohomologia singular de B com coeficientes em Z,, munido do
produto cup e com a unidade 1 € H(B,Z,).

Note que como os coeficientes estdo em Z,, o produto definido acima € associativo e
comutativo, pois, para qualquer espago topolégico B, se x € H'(B,Z,) e y € H/ (B, Zy), entio
xy = (=1)Yyx = yx.
Defini¢do 50. Seja & um fibrado vetorial sobre B. A classe de total de Stiefel-Whitney é o

elemento

W(E)=14wi(E)+wa(E) 4 +wn(E)+0+0+--- € HY(B,Z,).

Assim, se & e 1 sdo dois fibrados vetoriais sobre 0 mesmo espago base B, entdo o Axioma

Teorema do Produto de Whitney pode ser reescrito como

WEen)=w(E).wmn).

Lema 9. O subconjunto
{w=wo+wi+wa+--- € HY(B,Z);wo = 1} C H'(B,Z,)

€ um grupo abeliano com a operagdo produto definida acima.

Demonstracao: Este subconjunto herda as propriedades de ser comutativo e associativo com
relacdo a operagdo produto de H'\(B,Z,). Além disso, o elemento 1 +0+0+4--- € H'(B,Z,)
é naturalmente o elemento neutro. Resta verificar a existéncia do elemento inverso para um
elemento qualquer
w=14+w;+wy+--- EHH(B,ZQ).
Defina
k

wW=wo+w;+wr+..., onde wo=1 e Wk:ZWika—i para k> 1.
i=1

I, sek=0
0, sek>1

EntGoww=co+ci+cr+..., onde ¢, = Zf:() Wi — Wi_; =

De fato, observe:
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1. parak =0, temos co =wg—wog=1—1=1;

2. para k > 1, temos

k k
k=Y Wi Wi =1 — Wi+ Y wi— Wy =
=0 i=1

k k
:Wk—l-zwivwki:Z(ZWivwki) =0.

i=1 i=1

Portanto, W € o inverso de w em H'\(B,Z5). Isso demonstra que o subconjunto
{w=wo+wi+wa+--- € HY B, Z);wo = 1} C H'(B,Z,)

é um grupo abeliano com a operacdo produto.

O grupo do lema acima é exatamente o grupo das unidades do anel H''(B,Z,).

Corolario 6. Sejam & e 1 dois fibrados vetoriais sobre 0 mesmo espago base tais que £ &1 é
trivial. Entdo W(n) =W (§).

Demonstracio: Sabemos que W (E & 1) =W (E).W(n). Como & ®n é trivial, entdo

W(Ean)=1+0+0+....

Pela lema anterior, existe W (&), portanto

W(n)=W(E).W(E&)Wm=w(E).WEon)=W(E)
u

Teorema 12. (Teorema da Dualidade de Whitney) Se M C R” é uma variedade suave, entao

wi(Tym) = wi(Vy), para todo i > 0.

Demonstracio: Lembre-se de que temos €y = Ty © V. Assim, o fibrado Ty @ Vy € trivial.

Entdo, pelo coroldrio anterior, W (Ty) = W (Viy), isto é, wi(ty) = w;(Va), para todo i > 0.

Agora, calcularemos algumas classes de Stiefel-Whitney como exemplos. Por conve-
niéncia, para M uma variedade suave, denotaremos por W (M) := W(ty) a classe total de

Stiefel-Whitney do fibrado tangente Ty, assim como w;(M) := w;(1ty), para todo i > 0.
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Exemplo 31. Para S" a esfera n-dimensional, temos W (") = 1.
De fato, pelo exemplo 18, temos que 7S" & 851,1 = egf ! Logo,

W(S") =W (S")W (eh) = W(TS" G eh) =W (el ) = 1.

Note que o exemplo acima nos diz que as classes de Stiefel-Whitney ndo distinguem o

fibrado tangente do fibrado trivial na esfera S".

Exemplo 32. Seja 7! o fibrado de linha tautolégico sobre RP". Entio W(y!) = 1 4 a, onde
(a) = H' (RP", Zy).

De fato, considere a aplicacdo inclusao i : E (}/11) —FE (}/,}) que € uma aplicacao fibrada
de }/11 em y! com a aplicagio inclusio j : RP' — RP" sendo a aplicacio correspondente nos

espacos bases.

Assim, temos ¥} = j*(¥!) e pelo Axioma da Naturalidade wi(¥]) = ji (we(7})), para
k >0, onde ji : HY(RP",Z,) — H¥(RP!,Z,) é a aplicacdo induzida por j nos grupos de

cohomologia singular.
Por ! ser um fibrado linha, entdo wi(y}) = 0 para todo k > 1.
Por outro lado, segue do Axioma 4 que w1 (y}) = b # 0, onde (b) = H'(RP!, Z,).

Como wi (7)) € H'(RP",Z,) = (a) e wi(v}) = ji(wi(y})), para k > 0, concluimos
que j*(wi(¥})) = b e assim wi(y}) = a, j& que j; é um homomorfismo, para cada k > 0, e

consequentemente, leva gerador em gerador.

Portanto, W (y!)) = wo(y)) +wi(y)) +0+---=1+a

Por construgio, temos ! C 8]1@}. O proximo exemplo usa este fato e o exemplo anterior

para demonstrar que existe um n-fibrado com todas as n classes de Stiefel-Whitney nao nulas.

Exemplo 33. Seja y* o fibrado complemento ortogonal de 7, em 8]1’@5,11 Entéo,

WhH =1l+a+a*+---+d".

De fato, como &g = y) @y, entdo ) @yt é trivial e com isso W (y+) = W(y)).

Sendo y* um n-fibrado, precisamos apenas calcular w;(y*) parai=1,...,n.

Lembrando do exemplo anterior que W (y!) = 1+ a, temos
1 k 1 1 1 1
Wk(h) = Y wil%) = Wei(%) = wi(h) = W1 (1),
i=1

pois y! é um fibrado de linha e com isso wy(y}) = 0, para k > 1.



90

Capitulo 3. Classes de Stiefel-Whitney

Exemp

Mostremos, por indugio sobre k > 0, que Wy (y)}) = ak.

Note que
wi() =wi(h) —Wo(n) =wi(n) — L=wi(y) =a

Agora, supondo que wy(7!) = a¥, obtemos que

Wit (1) =wi(%) — W() = a— a* =d.

al

Como wy(y+) = wi(y!) = d* e, pelo Axioma 1, wy(y*) = 0 para k > n, temos

W) =1+a+ad*+--+d"
Para o exemplo a seguir, lembre-se de que eﬂlwn D Trpr = }/,i SR }/,i, Teorema 11.
—_—

(n+1)-vezes

lo 34. Utilizando o Teorema 11 e o Exemplo 32, podemos calcular a classe total de

Stiefel-Whitney do RIP":

W(RP") = 1.W(tgp) =W (ehpn)W (Trpr) = W (egpn B Trpr)

= V(o on)= (W(%i))n+1 = (1+a)""!

(n+1)-vezes
n+1 n+1\ » n+1Y\ ,
= 1+ a+ a +---+ a.
1 2 n

Para facilitar a visualizacdo das classes totais de Stiefel-Whitney do RP”, apresentamos

a seguir uma tabela com os valores dos coeficientes binomiais ("Tl) moédulo 2, para 0 <n < 14.

RP!
RP?
RP?
RP*
RP?
RP®
RP’
RPS
RP°
RP!
RP!
RP!
RP!
RP!

0
1
2
3
4

0

0 1

0 1 0

1 1 1 1
wo Wi w2 W3 wqg W5 We W7 Wg W9 Wip Wil W2 W3 Wi4

Tabela 1 — Coeficientes das classes de Stiefel-Whitney para RP", com 0 <n < 14

e T e T o S e S e S e e S S S g
—_ O = O = O = O = O = QO = O
—_——_ O O = = OO = = OO =
—_— O OO, OO0 —=O OO
—__—mm OO0 OO ===

—_0 = O O O O O = O

—_ 0 O O O O O o =

—_ O OO O o OO

I T Y Oy S SEE Y

—_ O = O = O

— — O OO =
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Entdo, pela observacao da tabela, por exemplo, temos facilmente que W(R]P’l) =1,
W(RP?) =14+a+d> WRP?) =1e WRP*) =1 +a+a.

No préximo exemplo, utilizamos as Classes de Stiefel-Whitney para medir a trivialidade
do fibrado tangente sobre o espago projetivo RP", onde n+ 1 = 2"m para algum inteiro r > 1 e

algum impar m > 1.

Exemplo 35. Se n+ 1 = 2"m para algum inteiro r > 1 e algum impar m > 1, entdo o fibrado

Trpr Ndo admite 2" se¢des linearmente independentes.

Da fato, suponha que existam 2" se¢des linearmente independentes de Tgpn, isto €, existe

um 2"-subfibrado trivial de Trp:. Neste caso, temos que Trpr = EH%PW ) (Sﬁ},}n){ que implica

Deste modo, pelo Axioma 1, temos que
wi(RP) =0 paratodo i >n—2"=(2'm—1)—-2"=2"(m—1)—1.

Em particular, wyr(,,—1)(RP") = 0.

Por outro lado, temos

Worm—1)(RP") =

2}’
_ maZr(m—l)
_ 2"(m 1)7&07

pois 1 < 2" e com isso temos que 2" (m—1) =2"m—2" < 2"m— 1 = n, entdo
<a2’(m—1)> _ Hzr(’"_l)(]RIP’”,Zz).

Assim, chegamos a um absurdo.

Portanto, ndo existem 2" secdes linearmente independente se n+ 1 = 2"m, para algum

inteiro r > 1 e algum impar m > 1.
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No préximo resultado, temos uma condi¢do necessdria para que um espago projetivo real
seja paralelizdvel, pois pelo Axioma 1, temos que as classes de Stiefel-Whitney w; de um fibrado
trivial s@o nulas, para todo i > 0 e além disso, pela Proposicdo 23, fibrados isomorfos tém as
mesmas classes de Stiefel-Whitney associadas, portanto, RP" é possivelmente paralelizavel, se
W(RP") = 1.

Proposicédo 27. (Coroldrio de Stiefel) Dado n € N, a classe W (RP") é igual a 1 se, e somente se,
n+ 1 € uma poténcia de 2.

Demonstracio: Suponha que W (RP) = 1 e, por absurdo, n+ 1 ndo seja uma poténcia de 2, isto

é, n+1=2"mpara algum inteiro r > 0 e algum impar m > 1. Assim,

W(RP") = (14+a)"' =(1+a)*™

= [(1+aT"
2 2 , 2N oy |
= 1+<1>a+<2>a —|—-"+<2r_1)a +a
= (1+d)"
= 1+m(12—|-(Z)(azr)z‘i‘"""<mn_11>(a2r)m1+(a2r)m7£1,

poism > 1 é impar e 2" < n+ 1. Logo, W(RP") # 1, o que é um absurdo. Portanto, n+ 1 deve

ser uma poténcia de 2.

Reciprocamente, suponha que n+ 1 seja uma poténcia de 2, isto é, existe inteiro r > 1

tal que n+1 ="2". Entdo
WRP") = (1+a)" ' =(1+a)* =14+d* =14+a" =1,
pois a"*' ¢ H""Y(RP",Z,) = 0.

Assim, pelo coroldrio, os possiveis espacos projetivos reais paralelizaveis sdo RP', RP3,

RP’, RP', .... A seguir caracterizamos os espagos projetivos reais paraleliziveis.

Definicao 51. Um elemento ndo nulo @ em um anel comutativo A € dito um divisor de zero se

existe um elemento ndo nulo » em A tal que ab = 0.

Teorema 13. (Teorema de Stiefel) Suponha que exista uma operacdo de produto bilinear
p: R"x R" — R” sem divisores de zero. Entdo, o espaco projetivo RP"~! é paralelizavel,

consequentemente n € uma poténcia de 2.
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Demonstracio: Seja {ey,...,e,} a base candnica de R". Observe que f : R" — R" dada por

f(x) = p(x,e,) é um isomorfismo linear, pois p é bilinear e sem divisores de zero.

Neste caso, podemos ver R" = {p(x,e,); x € R*}. Para cada i =1,... n, defina
v R" - R”
dada por vi(p(x,en)) = p(x,e;), para todo p(x,e,) € R". Afirmamos que v; é linear, para todo
i =1,...,n. De fato, considere p(x,ey),p(y,e,) € R" e @ € R, entdo
vi(p(x,en) +ap(y.en)) = vi(p(x+ay,en)) = p(x+ay,e;) =
= p(x,ei) +oap(y.e) =vi(p(x,en)) + ovi(p(y,en)).

Note que para qualquer x # 0, o conjunto {v(x),...,v,(x)} € linearmente independente,
pois {e1,... ey} é um conjunto linearmente independente e p ndo possui divisores de zero, entdo

para x = p(y,e,), temos que

{p(yvel)w "7p(y7en)} = {vl(x)7' ..,vn(x)}

é também linearmente independente. Além disso, v,(x) = x, para todo x € R", pois se x = p(y, ey),
entdo vy (x) =vu(p(v,en)) = p(y,en) = x.

Agora, a partir das transformagoes lineares vy, ..., v, vamos construir (n — 1) se¢des

linearmente independentes para o (n—1)-fibrado Hom(y' |, y+).

Para cada X € RP"™!, denotaremos por Ly a reta que passa pela origem de R" e tem
x € R" como vetor diretor. Assim, para cada i =1,...,n, defina
. n—1 1 1 - =
s5i :RP"" = E(Y,_1,7") por s;i(X) =,
onde v; : Ly — (Ly)™*
(Le)*.

é a funcdo que associa a cada z € Ly a projecdo ortogonal de vi(z) em

Note que s; estd bem definida, pois a projecdo ortogonal v; é uma transformacdo li-
near, para todo i = 1,...,n— 1. Além disso, mos; = idppn-1, onde T é a projegdo do fibrado

Hom(}/r}_l,yL), logo, s; é continua, paratodoi=1,...,n— 1.

Resta apenas mostrar que s1,...s,—1 sdo secoes linearmente independentes. Sabemos

que {vi(x),...,vp—1(x)} € um conjunto linearmente independente para todo x € R". Considere
{ay,...,a,_1} uma base ortonormal de (Ly)", entdo
n—1
vi(x) = Y (vi(x),a))aj,
=1

paratodoi=1,....n—1ex € R". Considere a,...,0,_1 € R tais que

n—1 n—1 /n-1
z{ 0vi(x) =0 <— Z{ (Zﬁ(v(x),aﬁcy) =0 ==
= i=1 \ j=
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n—1n

1 n—1 [ n—1
<Oc,-v,~(x),aj>aj =0 <— Z < aiVi(X)aaj>aj =0 <
j 1

i=1 j=1 j=1 i=

n—1
Zocivi(x),aj =0, paratodo j=1,....n—1 <
i=1

n—1
Za,-vi(x):o <= a;=0, paratodo i=1,...,n—1.
i=1

Portanto, temos que {v(x),...,V,_1(x)} é um conjunto linearmente independente, para

todo x € R". Assim, s1,...,5,—1 sdo secoes linearmente independentes de H om(yri_] ,Y). Conse-

al

quentemente, Hom(y\_,,y") é trivial. Como sabemos que Tgpa1 = Hom(y\_,,v"), concluimos

que Typpa-1 € trivial.

Em outras palavras, provamos que RP"! é paralelizdvel e, pelo Coroldrio de Stiefel,

temos que n é uma poténcia de 2.
|

Assim, observe que no Coroldrio de Stiefel temos uma condi¢ao necessaria e no Teorema

de Stiefel temos uma condigao suficiente para RP" seja paralelizavel.

Exemplo 36. Nos casos em que n = 2, 4 e 8 adotamos em R2, R*eR8 o produto dos nimeros
complexos, quatérnios e dos nidmeros de Cayley, respectivamente, tornando os espacos RP!,
RP3 e RP’ paralelizéveis.

3.0.2 Imersoes

Sabendo que a classe total de Stiefel-Whitney de RP" é igual a W (RP") = (1 +a)"*!,
Veremos quais espacos projetivos reais podem ser imersos em espacos Euclidianos de determinada

dimensao.

Definicao 52. Uma funcao f : M — N entre duas variedades suaves € dita um imersao se f é
suave e dxf : TeM — Ty(,)N € injetora, para todo x € M. Neste caso, dizemos que M pode ser

imersaem N.

Assim, o Teorema da Dualidade de Whitney pode ser reescrito como:

Proposicao 28. Se M é uma n-variedade suave imersa em R, entdo

W (Vi) = W (M).

Logo, w;(M) = 0, para todo i > m.
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De fato, se f : M — R"™™ ¢ uma imersdo. Entdo f : M — Im(f) é um homeomorfismo
talque d,f : T,M — Tf(x)R"+m = R"""™ ¢ injetiva, para todo x € M. Isso implica que Ty = Tr(m)-

Portanto, v @ Ty € trivial e consequentemente w;(M) = w;(Vsy)) = 0, parai > m.

Assim, para mostrar que M uma n-variedade suave nio pode ser imersa em R" 1", basta

mostrar que w;(M) # 0 para algum i > m.

Exemplo 37. Se RP° pode ser imersa em R9t™ entdo m > 6.
Temos que W (RPY) = 1 +a? + a8. Além disso, lembre-se que

k
Wi (RP?) :Z (RPY) — Wi (RP),

entao
0, sek=1
Wi (RPY) = ¢ wy (RPY) — Wy (RP?), se2<k<7
wo (RP?) — Wi_p (RP?) 4+ wg(RP?) — Wy _g(RP?), sek>8
Assim, temos que
m(RPY) =a® — 1 =d?
Ww3(RPY) =a®> —0=0
Wwy(RPY) = a® — @ = a*
ws(RP’) =a®> — 0=0
We(RPY) = a® — a* = a®
W (RP)=a> —0=0
W(RPY) =a?> —a®+a® — 1 =ab+a¥=0
Wo(RP)=a? — 0+a% —0=0
Para k > 9, temos W (RP?) = 0, pois H*(RP?,Z,) = 0, para todo k > 9.
Portanto, W (RP?) = 1 + a? + a* + a°. Neste caso, se RP® pode ser imerso em R+,
entdo m > 6.

Proposiciio 29. Se M é uma n-variedade suave que pode ser imersa em R"*!, entiio

wi(M) = w} (M) = wi(M) — o wmM),

i-vezes

paratodoi=1,...,n
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Demonstracao: De fato, como vy é um 1-fibrado, pelo Teorema da Dualidade de Whitney,

temos que wi(M) = 0, para todo i > 1. Entdo

Provaremos por indugdo sobre i > 0 que w;(M) = w' (M). Lembrando que
k

wi(M) = ;Wi(M) — Wi—i(M).

Se i =2, entdo

que implica w} (M) = wy(M).

Agora, suponha por hipdtese de indugdo que wi(M) = wX(M). Entdo, temos
0=wi 1 (M) =wr(M) —w (M) +wp (M) —wo(M) =
= Wi (M) — wi(M) +wie1 (M) — 1= wi (M) + i1 (M),

que implica wi (M) = Wkt (M).

Como Ty é um n-fibrado, temos que w;(M) =0, para todo i > n, portanto, w;(M) =w (m),

paratodoi=1,... n.

Exemplo 38. Se o espaco projetivo RP" pode ser imerso em R**!, entdon=2"—1oun=2"—2,

para algum inteiro r > 1.
De fato, do proposi¢do anterior, sabemos que
wi(M) =w' (M), paratodo i=1,...,n.

Além disso, lembre-se de que

1\ , 1 1 .
wi(RP") = (n+ )a’, entdo wi(RP") = (n—i— )av-~-v (n—i— )a:(n+1)’a’.

l

(.

Vv
i-vezes

Vamos analisar os possiveis casos para n+ 1:
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1. Supondo que n+ 1 seja um ndmero par, entdo existe um inteiro » > 1 e um impar m > 1

tais que n+ 1 = 2"m. Vamos supor, por absurdo, que m > 1. Neste caso, note que:

1 r 2r r r
wor(RP") = (n;—r >a2 :( m)az = ma* #0,

pois 2" < 2"'m = n+ 1, o que implica (a*') = H* (RP",Z,).
Por outro lado, w? (RP") = (n+1)*a* =0, pois n+ 1 & par.

Assim, wyr(RP) # w? (RP"), 0 que é um absurdo. Logo, m = 1.

2. Supondo que n+2 = 2"m, com r > 1 inteiro e m > 1 um nimero impar. Note que:

2 r 2r r r r
wor (RP"H1) = (n; )az = ( 2’:1>a2 = ma* =a* #0,

pois 2" <2'm=n+2e 2" #n+1, uma vez que n+ 1 é impar, entdo 2" < n e vale
(a¥) = H? (RP""! 7).

Por outro lado, w? (RP"1) = (n+2)% a® =0, pois n+2 é par.
Assim, wzr(]RIP’”“) + w%r(IR]P’”+1 ), 0 que é um absurdo. Logo, m = 1, isto é, n+2 =2".
Portanto, n =2" — 1 ou n = 2" — 2 para algum inteiro » > 1.

Teorema 14. Seja r > 1 um numero inteiro. Se RP? puder ser imerso em R* ™, entio
m>2"—1.

Demonstracio: Se a é tal que (a) = H' (RP* | Z,), entdo
W(RPY)=(1+a)* ' =(1+a)* 1+a)=14a+d",

pois H(RP? | Z,) =0, para i > 2.

Como )
wi(RP?) = Y wi(RP*) — wy_(RP%),
i=1
temos que
, wi(RP?) — Wi (RP?), sel <k<2'—1
Tu(RPY) = 1 r) k—1( r) sh= r
w1 (RP?) — W (RP?) 4 wor (RP?) — Wy_or (RP?), se k> 2
Assim,

W (RPY)=a—1=a
W (RP?) =a — a = a?

w(RP?)=a—d®> =d°
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- r r__ r__
Wy |(RP?)=a—a® 2 =a*"!

Wy (RP? =a—a®'4+a¥ — 1=24" =0

Para k > 2", temos Wy (RP?) = 0, pois H*(RP?,Z,) = 0, para k > 2".

Portanto, W(RP*) = 1 +a+---+a* !, isto é, se RP? pode ser imerso em R? +™,

entdom > 2" —1.

3.0.3 Nudameros de Stiefel-Whitney

Os nimeros de Stiefel-Whitney constituem uma ferramenta de comparagdo entre duas va-
riedades suaves diferentes utilizando suas classes de Stiefel-Whitney sobre os fibrados tangentes

e as classes fundamentais de homologia singular das variedades em questao.

Definicao 53. Seja M uma n-variedade suave fechada, isto é, compacta e sem bordo. Dizemos
que o elemento [M] € H,(M,Z;) é uma classe fundamental de homologia para M se [M] é o
gerador do grupo de homologia local H,(M,M — {x},7Z,), para todo x € M.

Se M é uma variedade suave fechada, entio existe uma unica classe fundamental de-
notada por (M| € H,(M,Z;) = Z;. Desta maneira, dada uma classe qualquer de cohomologia
ve H"(M,Z,), o valor v([M]) € Z; estd bem definido, pois

S Hn(M,Zz) = Hom(Hn(M,Zz),Zz),
como demonstrado em (HATCHER, 2001, p.198-199).

Definicdo 54. Sejam M uma n-variedade suave fechada e rq, ..., r, inteiros ndo negativos tais

que r1 +2ry + - - - +nr, = n, entdo o numero moédulo 2:
Wit M = (W) (M) — - wir (M) ([M])
€ chamado nimero de Stiefel-Whitney de M associado ao mondmio

W'il \./---\_/WZ”‘

Diremos que duas variedades M e M’ tém os mesmos nimeros de Stiefel-Whitney,
quando

r 1, | r, !/
Wi M) = M)
para todo mondmio w}' — - — wi de dimensao n.

No exemplo a seguir, calculamos alguns nimeros de Stiefel-Whitney dos espagos proje-

tivos reais RIP".
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Exemplo 39. Considere o espago projetivo real RP”. Vamos analisar as possibilidades para n:

1. Caso n seja par:

Como |
wi(RP") = (n—i— )a: (n+l)a=a+#0 e
a
1
wp(RP") = (n+ )a" =(n+1)d"=d"#0,
n
temos que

wh o wd — - < W RP"] = W/ [RP"] = a"[RP"] # 0
W o n | o whIRP"] = wh[RP"] = o [RP"] # 0
a) Caso n seja uma poténcia de 2:

Como W(RP") = (1+a)"™!' = (1+a)"(1+a) = (1+a")(1+a) = 1+a+ad", en-
tao o unico nimero de Stiefel-Whitney ndo nulo esta relacionado aos monémios
wi — wg — e w2 e w(l) — e wg_l — w,ll. Basta observar que para outros

inteiros ry,...,r, > 0 satisfazendo
r+2r+---+nr,=n,

existird algum ip € {2,...,n— 1} tal que r;, # 0. Por outro lado, w;(PR") = 0, para
todo i € {2,...,n— 1}. Portanto,

wil = — W [RPY] =
= Wi (RP") — - — w0 (RP") — .- — w (RP")[RP"] = 0.

b) Caso n ndo seja uma poténcia de 2, mas ainda par, os nimeros de Stiefel-Whitney

podem ser calculados como o produto de coeficientes binomiais.

2. Caso n seja impar.

Suponha n =2k — 1 com k > 1. Note que

2k\
W(RP") = (1 +a)* = (1+a*)* e w;(RP") = ( ,)a/ =0,
J
quando j é impar, pois (zjk) = 0 médulo 2.
Como todo mondmio w}' ~— -+ — w/n possui pelos menos um termo wj, onde j é impar,

temos
Wi W [RPY] =

=w|'(RP") — -+ — w;j(R]P’") — e w (RPY[RP"] = 0.

Assim, todos os nimeros de Stiefel-Whitney de RPP" sdo nulos, quando n é impar.
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A seguir apresentaremos uma introdugio ao estudo de variedades cobordantes com o
intuito de expor uma aplicacdo dos nimeros de Stiefel-Whitney, a saber, vamos determinar

quando variedades sao fronteira de uma outra variedade suave.

Teorema 15. (Pontrjagin) Seja M uma (n + 1)-variedade suave compacta, cujo bordo é uma

n-variedade suave N := dM. Entdo todos os nimeros de Stiefel-Whitney de N sdo nulos.

Demonstracao: Considere a classe fundamental de homologia relativa
[M,N] € Hy1(M,N, Z5)
e os homomorfismos
Ong1: Hys1(M,N,Zy) — Hy(N,Zy) e 8": H"(N,Zy) — H" "' (M,N,Zy),
tais que d,+1([M,N]) = [N] e para cada a € H"(M,7Zy;), a aplica¢do
o"(a):Hyt1(M,N,Z>) — Zs

¢ dada por 6" (a)([M,N]) = a(du11([M,N])) = a([N]).

Como Ty ¢ um fibrado Euclidiano, existe um iinico campo de vetores normais ao longo
de N gerando o fibrado trivial 81{, (completo ortogonal). Pois, como M é uma (n+ 1)-variedade

suave compacta e com fronteira N, existe U C R"T! aberto contendo N tal que

U=Nx(0,1)=NxR.

Portanto, se i : N — M é a aplicacdo inclusdo, entdo i*ty = 8]1, @ 1N, pela propria
defini¢do do fibrado pullback e por E(Ty)p = E(&x)p X E(Tn)p, para todo b € N. Assim, temos
wi(tv) = wi(ey © Tv) = wi(i* Ty ), para todo k > 0. Pelo Axioma da Naturalidade,

wi(N) = wi(i"tv) = i (wi(M)),
para todo k > 0.
Agora, considere os inteiros ry, ..., r, ndo negativos tais que
ri+2rp+---+nr, =n.
Entdo,

Wit (N) = = wi(N)[N] = ij (W} (M) — - — iy, (w; (M) [N]
= i, (W) (M) — - = wi(M))(r1([M,N]))
= §"(iy(w)' (M) — - — w;(M)))[M,N]

= 0,
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pois a sequéncia de cohomologia do par (M,N) é exata:

H'(MLZo) % HY(N,Z,) & H'(M,N,Z,) — ...,

Desta maneira, concluimos que todos os niimeros de Stiefel-Whitney de N sdo nulos.

O Teorema a seguir € a reciproca do Teorema de Pontrjagin apresentado acima. Devido a
complexidade, sua demonstracio foge ao escopo desse trabalho, entretanto pode ser encontrada
em (STONG, 1958, p.18-23).

Teorema 16. (Thom) Seja M uma n-variedade suave. Se todos os nimeros de Stiefel-Whitney

de M sido nulos, entdo M € a fronteira de alguma (n + 1)-variedade suave compacta.

Exemplo 40. Dos resultados anteriores, segue que RP?*~! ¢ fronteira de alguma 2n-variedade
suave compacta, enquanto que nio existe (2n + 1)-variedade suave compacta com a fronteira

sendo igual & variedade RPP?",

Definicao 55. Sejam M; e M, suas n-variedades suaves fechadas. Dizemos que M| ¢ M,
A q
pertencem a mesma classe de cobordismo, ou sio cobordantes, se a unido disjunta de M; e M5,

denotada por M| UM,, é a fronteira de alguma (n+ 1)-variedade suave compacta.

Retirada de Milnor-Stasheff (1974)

Figura 6 — Variedades M| e M, cobordantes.

O préximo resultado € consequéncia do Teorema de Pontrjagin e do Teorema de Thom.

Corolario 7. Duas n-variedades suaves fechadas sdo cobordantes se, e somente se, todos 0s seus

correspondentes nimeros de Stiefel-Whitney sdo iguais.

Demonstracao: Sejam M e M, suas n-variedades suaves fechadas. Suponha que My e M> sdo

cobordantes. Neste caso, My UM, é fronteira de alguma (n+ 1)-variedade suave compacta.
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Assim, pelo Teorema de Pontrjagin, temos que todos os niimeros de Stiefel-Whiney de M| UM,

sao nulos. Portanto, parary,...,r, inteiros ndo negativos tais que r1 +2ry +- - - +nr,, = n, temos
wi' (MyUMy) — - — Wi (M UM,) My UM,) =0
o que equivale a
Wi (M) = e it (MM ]+ Wi (M2) — - wi (M) [Ma] = 0
que por sua vez, equivale a
Wi (M1) = - — Wi (M)[M] = wi! (M) — -+ wiy (M) [Ma)].

Assim, todos os respectivos niimeros de Stiefel-Whitney de M| e M, coincidem.

Reciprocamente. suponha que todos os niimeros de Stiefel-Whitney de M| e M, sejam

iguais. Pela equivaléncia acima, temos
- ) . .
Wll (Ml UM2> — e WZ”(MI UMz)[Ml UMz] =0,
para quaisquer inteiros ndo negativos ri, ..., I, tais que

ri+2r+---+nr, =n.

O que significa que todos os niimeros de Stiefel-Whitney de My UM, sdo nulos. Conse-
quentemente, pelo Teorema de Thom, temos que M| UM, é fronteira de alguma (n+ 1)-variedade

suave compacta. Logo, M\ e M sdo cobordantes.

|
Exemplo 41. Quando n é um niimero par, temos que S” e RP" ndo sao cobordantes.

De fato, sabemos que w;(S") = 0, para todo i > 0, portanto, todos os nimeros de Stiefel-
Whitney de S” sdo nulos. Por outro lado, sabemos que existem nimeros de Stiefel-Whitney nio

nulos para RP", quando n é par. Assim, S e RP" ndo pertencem a mesma classe de cobordismo.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo principal deste trabalho € estudar fibrados vetoriais reais e ferramentas que
possam fornecer informagdes importantes sobre o comportamento de tais fibrados. Neste estudo
pudemos observar que a existéncia de k-sec¢Oes linearmente independentes sobre um fibrado
vetorial Euclidiano estd relacionada ao nimero de classes de Stiefel-Whitney ndo nulas deste
fibrado.

Assim, concluimos que as classes de Stiefel-Whitney generalizam a noc¢do da caracte-
ristica de Euler, isto é, foram pensadas para medir a obstrucio a construcdo de k-referéncias
tangentes a uma variedade suave real. No caso complexo, o mesmo problema de obstrucao
motivou o surgimento das chamadas classes de Chern.

Ademais, o caso singular também possui suas generalizacdes da caracteristica de Euler.
Neste contexto, € preciso generalizar o fibrado tangente que nao existe no caso de variedades
singulares, tal constru¢do tem pelo menos dois diferentes caminhos, dando origem a duas
diferentes classes, as classes de Schwartz-MacPherson e classes de Fulton. Uma referéncia para
este estudo € (BRASSELET, 2002).
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APENDICE

A ESTRUTURA DIFERENCIAVEL DO ESPACO
PROJETIVO REAL

Quando tratamos do fibrado tangente Trp» sobre o espaco projetivo RPP", estamos consi-

derando uma estrutura diferencidvel para o espaco projetivo, a qual definiremos a seguir.
Primeiramente, devemos observar que RP" é uma variedade topoldgica.

Como a aplicagdo quociente g : S"RP” € continua, sobrejetiva e aberta, veremos que RP"

€ compacto e Hausdorff.

Pela continuidade e sobrejetividade de ¢, a compacidade de RPP" segue da compacidade
da esfera §”. Além disso, como g é aberta, para demonstrar que RP" é Hausdorff, basta mostrar
que conjunto C(q) = {(x,y) € 8" x §"*; q(x) = ¢q(y)} é fechado no produto S" x ", o que segue
do fato de C(gq) ser a unido de dois fechados, a saber a diagonal de S" e {(x, —x);x € §"} que é

homeomorfo a diagonal.

Para concluir que RP" ¢ um variedade topoldgica, precisamos ainda de uma base enume-

ravel e cartas locais.

Observe que para cada ponto p = (py,...,put1) € 5", existe a vizinhanga que nao
contém nenhum par de pontos antipodas. De fato, como p é ndo-nulo, existe p; # 0, se p; > 0,
basta considerar U;" = {x = (x1,...,x,41) € S"; x; > 0}, e no caso de p; < 0, basta considerar
U~ ={x=(x1,...,x041) € 5"; x; < 0}.

Entao afirmamos que a aplicacdo quociente ¢ : " — RP" é um homeomorfismo local.
Os abertos construidos Ul.+ e U, acima cobrem S" quando variamos i € {1,...,n+1}. Como ¢
s6 perde injetividade em pares antipodas e é uma aplicacdo aberta, as restri¢des g/, + € g, sdo

bijecdes continuas e abertas sobre suas imagens, ou seja, homeomorfismos.

Assim, demonstramos que podemos cobrir RP" com abertos homeomorfos a abertos da

esfera $”. Observe que apenas os abertos q(Ui+), parai=1,...,n4 1, ja sdo suficientes para
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cobrir RP", pois ¢(U;") = q(U,").

1

Agora, provaremos que:

1. RIP" possui base enumeravel para sua topologia.

2. RP" é localmente euclidiano de dimensio n.

De fato, seja {V;, },en uma base enumerével de S”, como ¢ é uma aplicac@o aberta, temos

que {¢(Vy) }nen € uma base enumerdvel de RP". Agora, jd vimos acima que
{qUY);i=1,...,n+1}

é uma cobertura aberta de RP" tal que as restri¢des ¢|,+ : U;" — q(U;") sdo homeomorfismos.

Além disso, paracadai=1,...,n+ 1, a aplicacdo ¢i+ : UI.Jr — R dada por

¢,‘+(x17~-~7xn+1) = (xlwﬂafiw"axn-ﬁ-l)

¢ um homeomorfismo sobre a bola aberta de raio 1 centrada na origem de R". Portanto, as
composi¢des ¢;" o (CI|U.+>_1 :q(U;") — R" definem as cartas locais de RP".

7z

Com isso, vimos que RP" € um espagco Hausdorff, com base enumeravel e localmente

euclidiano de dimenséo 7, o que significa que RIP" é uma variedade topoldgica n dimensional.

Porém, desejamos ainda utilizar a estrutura diferencidvel da esfera S” para induzirmos
uma estrutura diferenciavel em RP". O atlas de S” formado pelas cartas Ul.+ e U, € compativel,
no sentido de que as mudancas de cartas sdo diferencidveis. Paracadai=1,...,n+ 1, considere
novamente a aplica¢do y; : ¢(U;") — R” definida por y := ¢, o (q|U[+)’1, entdo afirmamos que

a colecdo {(q(U;"), ¥i) }iz1. nt1 € um atlas compativel para RP".

De fato, na intersegdo ¢(U;") N q(Uf) dos dominios de duas cartas quaisquer, temos que

a troca de coordenadas ;o llfi_l € dada por

(Wj o l//l._])(xl, e ,xn> = (p]_’_ o (¢i+)_1 (xl, ... ,Xn)
para todo (x1,...,%,) € Wi(q(U;") Ng(U}")). Como a composigio ¢;" o (¢;")~" é diferencidvel
em v, (U N Uf) e vi(q(U") ﬂq(U;r)) cyH(Utn U;“), o mesmo vale para ;o y; .
Assim definimos a estrutura diferenciavel de RP". Além disso, valem as seguintes
proposicoes.

Proposicao 30. A projecdo g : S" — RP" é um difeomorfismo local.

Proposicao 31. Seja M uma variedade diferencidvel qualquer. Uma aplicagdo f : RP" — M é

diferencidvel se, e somente se, a composicao fogq:S" — M é diferenciavel.

Proposicao 32. Sejam M uma variedade diferencidvel qualquer e f : $” — M uma aplicagcdo
diferencidvel satisfazendo f(x) = f(—x), para todo x € §". Entdo existe uma unica aplicagcdo
diferencidvel f : RP" — M satisfazendo fogq = f.
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