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RESUMO

GARCIA, E. Subvariedades com fibrado normal flat em espacos produto. 2023. 64 p.
Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢ao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Neste trabalho apresentamos alguns resultados da teoria de subvariedades em espacos produto do
tipo Q% x R. No primeiro resultado central estudamos subvariedades em Q} x R que admitem
campos normais principais. Provamos que o correspondente autoespaco ¢ uma distribuicao
esférica e estudamos o comportamento das correspondentes folhas. Em nosso segundo resultado
obtemos uma classificacdo daquelas subvariedades com fibrado normal flat e que admitem,
exatamente, duas normais principais distintas. Finalmente, em nosso terceiro resultado principal,
realizamos um estudo sobre subvariedades Einstein com fibrado normal flat e vetor curvatura
média paralelo, estendendo o trabalho de Onti (ONTI, 2018) em espacos de forma.

Palavras-chave: Fibrado normal flat, Subvariedades Einstein, Curvatura média paralela, Classe

</, Espagos produto.






ABSTRACT

GARCIA, E. Submanifolds with flat normal bundle in product spaces. 2023. 64 p. Tese (Dou-
torado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacgao,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

In this work we prove some results in submanifold theory for isometric immersions into product
spaces Qf x R. In our first main theorem we study submanifols in Q} x R carrying a principal
curvature normal. We prove that the corresponding eigenbundle is a spherical distribution.
Moreover, we study the behavior of the corresponding leaves. In our second main result, we
get a classification of those submanifolds with flat normal bundle and that have exactly two
distinct principal normal vector fields. Finally, in our third main result, we carry out a study
about Einstein submanifolds with flat normal bundles and parallel mean curvature vector vector,
extending the work in space forms by Onti (ONTI, 2018).

Keywords: Flat normal bundle, Einstein submanifolds, Parallel mean curvature, Class <7,

Product spaces.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A teoria de subvariedades surgiu como um desenvolvimento natural do estudo cléssico de
curvas e superficies no espaco Euclidiano R3, e desde entdo essa teoria sempre focou no estudo
das propriedades gerais de imersdes isométricas de variedades Riemannianas em espacgos de
forma Q7. Nos tltimos anos, com as contribui¢des recentes de alguns autores (DANIEL, 2009),
(LIRA; TOJEIRO; VITORIO, 2010), (PICCIONE; TAUSK, 2008), com as quais foi possivel
obter teoremas do tipo Bonnet para imersdes isométricas em espacos mais gerais, foi possivel
vislumbrar uma teoria de subvariedades em espacos produto do tipo Q% x R, e vdrios resultados

tém sido obtidos.

Dado uma imersao isométrica f : M™ — Q} x R, dois campos vetoriais surgem natural-
mente: um campo tangente 7' e um campo normal 1), que sdo obtidos pelas projecdes ortogonais
do campo unitério %, que gera o fator R, sobre os fibrados tangente e normal de f, respectiva-
mente. Um problema bésico que surge € o de determinar as imersdes isométricas f para os quais
o campo tangente 7" € dire¢do principal de todos os operadores de forma. O caso de hipersuperfi-
cies € particularmente interessante, pois esta propriedade € equivalente a hipersuperficie M,
quando vista no ambiente flat E”+2 com codimensio igual a 2, ter fibrado normal flat. Este fato
foi provado por Tojeiro em (TOJEIRO, 2010), e tal classe de hipersuperficies foi denominada
de classe <f . Exemplos importantes de hipersuperficies que pertencem a essa classe especial
estdo as hipersuperficies rotacionais (DILLEN; FASTENAKELS; VEKEN, 2009), hipersuperfi-
cies de curvatura seccional constante (MANFIO; TOJEIRO, 2011), hipersuperficies de &ngulo
constante (TOJEIRO, 2010) e hipersuperficies de Einstein (LEANDRO; PINA; SANTOS, 2021).
O caso de codimensao maior do que 1 € um pouco mais delicado, pois envolve uma condicao
adicional. No entanto, algumas classes ja t€ém sido estudadas, como as subvariedades rotacionais
(MENDONCA; TOJEIRO, 2014), subvariedades de curvatura seccional constante (CANEVARI;
TOJEIRO, 2020) e subvariedades biconservativas (MANFIO; TURGAY; UPADHYAY, 2019).

Uma classe importante de subvariedades, que estende naturalmente aquelas de curvatura
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seccional constante, é aquela constituida das subvariedades de Einstein. Uma variedade Rie-
manniana (M", g) € dita ser uma variedade de Einstein se Ric(g) = Ag, para alguma constante
A € R. Variedades com curvatura seccional constante ¢ sao exemplos simples de variedades de
Einstein; neste caso, tem-se A = c(n — 1). Reciprocamente, para o caso n = 3, toda variedade

Riemanniana conexa e de Einstein tem curvatura seccional constante.

Uma subvariedade f : M™ — M" é dita ser uma subvariedade de Einstein se a variedade
M™, com a métrica induzida, é uma variedade de Einstein. Hipersuperficies de Einstein em
espacos de forma sd@o bem conhecidas. Por exemplo, para uma hipersuperficie de Einstein
f:M" —R"™! aconstante A é sempre ndo-negativa. Além disso, se A = 0 entdo M" é localmente
isométricas a R", e se A > 0, M" estd contida em uma esfera (ver Se¢do 5.1 para mais detalhes).
Mais recentemente, Onti apresentou em (ONTI, 2018) uma classificagdo de subvariedades de

Einstein em espacos de forma, com fibrado normal flat e curvatura média paralela.

Em espacos produtos Q% x R, o estudo das subvariedades de Einstein € mais recente.
Em (LEANDRO; PINA; SANTOS, 2021), Leandro-Pina-dos Santos provaram que toda hipersu-
perficies de Einstein em Q7 x R tem curvatura seccional constante. De fato, o resultado central
de (LEANDRO; PINA; SANTOS, 2021) € que toda hipersuperficies de Einstein em Qf x R
pertence a classe /. Mais recentemente, Lima-Manfio-dos Santos consideraram em (LIMA;
MANFIO; SANTOS, 2022) hipersuperficies de Einstein em produtos warped / x4 Q%. Um dos
resultados centrais de (LIMA; MANFIO; SANTOS, 2022) € que, para toda constante ¢ € R (resp.
¢ > 0), existem hipersuperficies rotacionais de curvatura seccional constante ¢ em I X, H" e
I X R" (resp. I X ¢ S™).

O resultado central dessa tese € um estudo acerca de subvariedades de Einstein em
espagos produto Q} x R, com fibrado normal flat e vetor curvatura média paralelo. O teorema
generaliza o resultado central de (LEANDRO; PINA; SANTOS, 2021) e, além disso, nos dd uma

extensao natural do resultado de Onti (ONTI, 2018). Mais precisamente, obtemos o seguinte

Teorema 1.1. Seja f: M™ — Q} x R uma subvariedade Einstein, m > 3, com fibrado normal
flat e vetor curvatura média paralelo. Entio, f é, localmente, um produto warped de imersdes

isométricas.

Nosso segundo resultado central dessa tese € uma classifica¢do parcial das subvariedades

em espacos produto Q% x R que admitem duas normais principais distintas.

Teorema 1.2. Seja f: M — Q} x R uma imersao isométrica, com fibrado normal flat. Assuma
que f tem exatamente dois normais principais &; e &, que sdo linearmente independentes e
de Dupin. Se n = ¢ (&1 — &), com ¢ € C*(M), entdo f =iog,onde g: M™ — QF x R é uma

ciclide de Dupinei: Q¥ x R — Qf x R € uma inclusido umbilica.
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Finalmente, o terceiro resultado central dessa tese € um teorema acerca de subvariedades

em espacos produto que admitem normais principais de Dupin. Mais precisamente,

Teorema 1.3. Seja f: M™ — QF x R uma imersdo isométrica que admite um campo normal
principal de Dupin & € TM~* ndo-nulo, e com multiplicidade ¢ > 2. Entfo, E¢ ¢ uma distribui¢do
esférica e f transforma as folhas de E¢ em esferas extrinsecas de Q¢ x R. Reciprocamente, se
E¢ € uma distribuigdo esférica e f transforma as folhas de E¢ em esferas extrinsecas de Q¢ x R,

entdo & é um campo normal principal de Dupin.

Faremos a seguir uma breve descri¢do do conteddo de cada capitulo.

O Capitulo 2 tem como objetivo apresentar ao leitor uma breve introdugdo a teoria das
subvariedades. Destacamos os temas mais recorrentes nesta tese e que sao necessarios para o

desenvolvimento dos proximos capitulos.

No Capitulo 3, tratamos das imersdes isométricas no espaco produto Q7 x R. Destacamos
as equacoOes de Gauss, Codazzi, Ricci e mais duas equacdes, as quais definem a métrica (a menos
de isometrias) e por isso sao chamadas de equa¢des fundamentais. Em seguida destacamos os
resultados relacionados a classe <7 que aparecem em diversos artigos aqui citados, especialmente
(TOJEIRO, 2010) e (MENDONCA; TOJEIRO, 2014). Por fim, apresentamos os primeiros

resultamos desta tese, para imersdes em QQ} x R com fibrado normal flat.

O capitulo 4 € dedicado ao estudo dos normais principais. Conhecer as propriedades das
distribuicdes associadas a um normal principal € uma boa ferramenta para entender a geometria
da subvariedade. Aqui apresentamos uma demonstracdo intrinseca para o produto Q% x R de um
resultado bem conhecido em espacos de formas (DAJCZER; TOJEIRO, 2019, Proposi¢ao 1.22).

No Capitulo 5, provamos que subvariedades Einstein na classe <7 de Qf x R, com fibrado
normal flat e curvatura média paralela sdo localmente isométricas a uma métrica produto warped
IT}_,M;, onde cada M; € umbilica (veja Teorema 5.4). Por fim, provamos que toda subvariedade
de Einstein em Q% x R, com fibrado normal flat e vetor curvatura média paralelo, quando vista

no ambiente flat, ¢ um produto warped de imersdes isométricas.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos as nocodes basicas da teoria de subvariedades e fixaremos
as notacdes que serdo utilizadas ao longo do texto. O leitor interessado pode consultar mais
detalhes em (DAJCZER; TOJEIRO, 2019).

2.1 Imersoes isométricas

Uma aplicacio diferencidvel f : M™ — M" entre variedades Riemannianas é dita ser uma
imersdo se a diferencial d f(x) : T.M — Tf(x)M ¢ uma aplicacdo injetora, para todo x € M". Uma

imersao f : M™ — M" entre variedades Riemannianas é chamada uma imersdo isométrica se

(X,Y) = (f:X, [iY), 2.1

para quaisquer x € M e X,Y € T;M. Na equacgdo (2.1) fica subentendido que f,X significa
df(x)-X.

Se f: M™ — M" é simplesmente uma imersdo e (,) € uma métrica Riemanniana em
M, a relagdo (2.1) define uma métrica Riemanniana em M, chamada a métrica induzida por
f, em relacdo a qual f torna-se uma imersdo isométrica. O nimero p = n —m é chamado de

codimensdo de f. E usual nos referirmos a f ou a f(M) como subvariedade.

Dado uma imersio isométrica f : M — M, denotaremos por f*TM o fibrado vetorial
induzido sobre M, cuja fibra no ponto x € M é Tf(x)M . O complemento ortogonal de f,T.M em
Tf(x)M é chamado o espaco normal de f em x, e sera denotado por T,M~. O fibrado normal
TM* de f é o subfibrado vetorial de f*TM cuja fibra em um ponto x € M é T,M".

A conexio de Levi-Civita V de M induz uma tnica conexdo V em f*TM de modo que

Vx(Zof) =V xZ,
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para quaisquer x € M, X € .M e Z € X(M). Identificaremos as conexdes V e V, e denotaremos

a primeira também por V. Dados X,Y € X (M), podemos decompor
6Xf*Y = (ﬁXf*Y)T + (va*Y)La
em relagdo a decomposicao ortogonal

f*TM = f, TMOTM™.

E facil verificar que a aplicagio
_ =1/ T
VxY = fi (Vx fiY)

define uma conexao simétrica e compativel com a métrica de M e, portanto, coincide com a

conexao de Levi-Civita de M.
Defini¢do 2.1. A aplicagdo &y : X(M) x X(M) — I'(TM") definida por
oy (X,¥) = (Vx fo¥)*

¢ chamada a segunda forma fundamental de f.

Obtemos, assim, a equacao
VxfY = £.VxY +ap(X,Y), (2.2)
conhecida como formula de Gauss da imersdo f. Observe que, como
Vxf.Y —Vyf.X = f.[X,Y],

segue que oy ¢ simétrica. Além disso, &y € C*°(M)-linear, logo o valor de a¢(X,Y) em um ponto
x € M depende somente dos valores de X e Y em x.

z

O operador de forma de f num ponto x € M, e em relacdo a um vetor & € TM*, é o
operador linear Ag : TyM — T,M definido pondo

(AeX,Y) = (s (X,Y), ),
para quaisquer X,Y € T,M. Dados X,Y € X(M) e £ € TM~, temos:
(VXE,f.Y) = —(&,Vx fi¥) = — (&, 0p(X,Y)) = —(AcX,Y).
Assim, a componente tangente de ?X.ﬁ ¢ —fxAgX. Por outro lado, a componente normal

Vxé = (Vx&)*



2.1. Imersoes isométricas 21

define uma conexdo compativel em TM", chamada a conexdo normal de f. Com isso, podemos
escrever a equagao
Vx& = —fiAeX + VxE, (2.3)

conhecida como a féormula de Weingarten.

Usando as féormulas de Gauss e Weingarten, podemos obter as equacdes de compatibi-

lidade de uma dada imersao isométrica f : M — M. Mais precisamente, dados X,Y,Z € X(M),

tem-se
R(X,Y)Z = (RX,Y)Z)" +Ag,(v2)X —Agy(x 2)vs (2.4)
(RX,Y)Z)" = (Vxa)(¥.Z) - (Vy a)(X,Z), 2.5)
e
(RX,Y)E) =R (X,Y)E — a(X,AcY) + (AgX,Y), (2.6)
onde

(Vxa)(Y,Z) = Vya(Y,Z) — a(VxY,Z) — a(Y,VxZ).

As equagdes (2.4), (2.5) e (2.6) sao conhecidas como equacéoes de Gauss, Codazzi e Ricci,
respectivamente. Tomando o produto interno em ambos os lados da equacao de Ricci (2.6), com

n € I'(NyM), obtemos a seguinte forma equivalente da equagdo de Ricci,

<RL(X7Y)§7T’> = <R(X7Y)5,71> + <[A§7ATI]X7Y>' (2.7)

Por outro lado, calculando a componente tangente de R(X,Y )&, obtemos

(RX,Y)E)" = (VyA)(X,&) — (VxA)(Y.E), (2.8)
onde

(VyA)(X,(g’) = VyAgX —AgVYX —AV%X.
E ficil ver que (2.8) é apenas uma forma equivalente da equagio de Codazzi (2.5).

Uma variedade Riemanniana completa, conexa e com curvatura seccional constante
¢ usualmente chamada de espago de forma. O espago euclidiano R", a esfera S! e o espago
hiperbdlico H sdo os unicos espagos de forma simplesmente conexos, e aqui serdo denotados
por Q. No caso em que o espaco ambiente M" = Mé” tem curvatura seccional constante, as

equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci se simplificam. A equagdo de Gauss torna-se
R(X,Y)Z=c(X /\Y)Z—i—Aa(y’Z)X —Aaix,z)Ys

onde
(XANY)Z={Y,Z)X —(X,Z)Y,

ou equivalentemente,

(RIX,Y)Z,W) = c{(X NY)Z,W) + (a(Y,Z), a(X,W)) — (at(X, Z), (Y, W)).
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As duas versdes equivalentes da equacdo de Codazzi sdo:

(Vxa)(Y,2) = (Vya)(X,Z)

(VxA)(Y,6) = (VrA)(X,¢).
A equacgdo de Ricci reduz-se a
RE(X,Y)E = a(X,AcY) — a(AX,Y),

ou equivalentemente,
(RH(X,Y)E.m) = ([Ag, An]X.Y). (2.9)

Supondo que M™ seja simplesmente conexa, o seguinte resultado, conhecido como 7eo-
rema fundamental das subvariedades, diz que as equacdes de Gauss, Codazzi e Ricci determinam

completamente uma imersdo isométrica f : M — Q%, a menos de isometrias de Q7.

Teorema 2.2. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, £ um fibrado
vetorial Riemanniano de rank k sobre M com conexio compativel VZ e tensor de curvatura RE,
e seja af uma se¢do simétrica do espaco Lin (TM x TM;E). Para cada & € T'(E), defina um
operador A‘g € Lin (TM,TM), pondo

(AEX,Y) = (a"(X,Y),&).

Suponha que as equacdes de Gauss, Codazzi e Ricci sdo satisfeitas. Entdo:

A . . . ~ . s, . m . .
Existéncia: Existem uma imersao isométrica f : M™ — Q. *P ¢ uma isometria de fibrados

vetoriais ¢ : E — N/M, tais que,

af =¢oakf, Vig=oVE.

Unicidade: Sejam f,g : M™ — @'cnﬂ’ imersdes isométricas. Assuma que existe uma isometria de
fibrados vetoriais ¢ : NM — N$M tal que

poal =asf, ¢Vt =8Vig.

Entiio, existe uma isometria 7 : Q)7 — Q""" tal que, To f = g € Tu| sy = 9.

2.2 Normais principais

Seja f: M™ — M" uma imersao isométrica. Fixado um ponto x € M, dizemos que um

vetor & € T,M~ é um normal principal de f em x se o subespaco

E¢(x)={Z € .M : a(Z,X) = (Z,X)E,VX € T,M}
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é ndo-trivial. Um campo & € TM* é dito um campo normal principal de f, com multiplicidade

q > 0, se E¢(x) tem dimensdo g em todo ponto x € M"™. Observe que

Eg(x)= [ ker(Ay—(7,8)]). (2.10)

yeT,M+

Um campo normal principal & € TM~ é chamado de campo normal principal de Dupin

se & é paralelo na conexdo normal ao longo de E¢,isto €, se
VZ7E =0,

para todo Z € E¢. Uma distribuigdo diferencidvel £ em uma variedade Riemanniana M" ¢ dita
umbilica se existe uma se¢do diferencidvel § € E*, conhecido como campo de curvatura média
de E, tal que

(VW X) =(Z,W)(3,X),

para quaisquer Z,W € I'(E) e X € I'(E™). Finalmente, dizemos que distribui¢io umbilica E é
esférica se satisfaz
(VZ6)EJ— = 07

paratodo Z € I'(E).

Exemplo 2.3. Dado uma distribuicio diferencidvel E em M, seja 8 : E x E — E- uma aplicagio
bilinear tal que 8(X,Y) = 0 para todo par ortogonal X,Y € I'(E). Entdo, existe § € ['(E™) tal
que

BX,Y)=(X.Y)d,

para quaisquer X,Y € I'(E). De fato, se {Xi,...,X;} é um referencial ortonormal que gera
E, temos que B(X;,X;) = B(X;,X;), para quaisquer 1 < i, j < k. Neste caso, basta tomar 6 =
B(X;,X;), para algum 1 <i <k.

Uma classe importante de subvariedades f : M™ — M" sdo aquelas que possuem fibrado
normal flat, ou seja, aquelas imersdes isométricas cujo tensor de curvatura normal R+ é identica-
mente nulo. Imersdes isométricas em espacos de forma Q! sdo particularmente interessantes. De
fato, decorre da equacio de Ricci (2.9) que uma imersado isométrica f : M™ — Q! tem fibrado

normal flat em x € M™ se, e somente se, os operadores de forma
{Ag:& e M}

sdo simultaneamente diagonalizdveis. Ou, de forma equivalente, existe uma base ortonormal
{X1,..., X} de T,M tal que

(X(Xi,Xj):Q lfl%jém
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Disso decorre que em cada ponto x € M, onde R*(x) = 0, o espago tangente T,M se decompde
ortogonalmente como
M =E|(x)®...0Es(x), (2.11)

com a propriedade que, para cada vetor normal { € T,M~", existem nimeros reais A;({), com
1 <i<s=s(x),tal que
A¢ g = MO,
e as aplicagdes
e M- Ai(§) R

sao distintas entre si. Como tais aplicacdes sdo lineares, existem Unicos vetores, dois a dois

distintos, &;(x) € M L 1<i<s, chamados de normais principais de f em x, tais que

Ai(8) = (Gi(x),8), 1<i<s.
Portanto,
E;(x) :Eéi(x) ={X e TM;a(X,Y)=(X,Y)E(x),VY € .M},

e a segunda forma fundamental de f pode ser escrita de forma mais simples como
N
Z (X, YHE(x)
onde X + X' denota a projecio ortogonal de X sobre E;(x). Equivalentemente,
S
AgX =) (,&(x)X’
i=1

para quaisquer X € M e { € TM*.

Na Secdo 3.3 estudaremos imersdes isométricas em espacos produtos Q% x R com fibrado
normal flat, e veremos que as propriedades mencionadas acima continuam validas. Além disso,
apresentaremos propriedades bdsicas de tais imersdes que serdo importantes na sequéncia dessa

tese.

2.3 Produtos warped

E usual em matemadtica tentar estudar um objeto complicado fatorando-o em um produto
de objetos mais simples. Em geometria Riemanniana, o resultado mais conhecido neste sentido
€ o Teorema de De Rham sobre a fatoracdo de uma variedade Riemanniana em um produto
Riemanniano, embora exista outras no¢des de decomposi¢des de variedades Riemannianas
que estendem a nog¢do de produto Riemanniano. Uma extensdo que atende aos objetivos deste

trabalho surge com o conceito de produto warped.
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Definicdo 2.4. Sejam (L, (,)1) e (N, (,)n) variedades Riemannianas. Uma métrica Riemanniana
(,) na variedade produto L x N é chamada uma métrica produto warped de (, )1 e (,)n se existe

uma fungdo positiva p € C*(L) tal que

Nesta situagdo, (L X N, (,)) é chamada uma variedade produto warped e p a fungcdo warping.

Utiliza-se a notagdo L X N.

Uma variedade produto Riemanniano € um caso particular de variedade produto warped
no qual a fun¢do warping, p, € constante igual a 1. Se p € uma fun¢do constante, ndo necessaria-
mente igual a 1, a variedade produto warped € essencialmente um produto Riemanniano, basta
corrigir a métrica do segundo fator. Em uma variedade produto warped L X, N, as fibras horizon-
tais sdo todas isométricas a variedade L, pois, dado y em N, a aplicagdo x € L — (x,y) € L x {y}
¢ uma isometria, enquanto que as fibras verticais sao homotéticas a variedade N, uma vez que,
dado x em L, a aplicagdo y € N — (x,y) € {x} x N define uma homotetia com fator de escala

p(x)?. Em particular, as curvaturas seccionais de uma fibra vertical {x} x N satisfazem 2 seguinte

relacdo:
1
K = ——Kn.
{x} XN p (X)z N
Lembre que uma homotetia é um difeomorfismo ¢ : M" — M" entre variedade Riemannianas tal
que
(X, 0.Y) M =k(X,Y)y,VX,Y €ET,M,NpEM,

para algum k # 0.

Exemplo 2.5. (Coordenadas esféricas) Seja p : (0,00) — (0,00) definida por p(¢) = ¢. Entéo,

(0,00) xp S? é uma variedade produto warped tal que a aplicacio
(t,x) € (0,00) xp S* > tx € R?
é uma isometria sobre o aberto denso R* — (0,0,0) do espago Euclidiano R?.

Exemplo 2.6. (Coordenadas cilindricas) Seja p definida por p(t1,t2) = 2, para (t1,5) € RZ,
onde ]R%L ={(t1,12) € R?: 1, > 0} é 0 semi-plano superior de R?. Neste caso, obtemos a variedade

produto warped ]Ri Xp S!, onde a aplicacio
2 1 2_m3
(t1,t27x) ER+ XpS — (l‘],l‘zx) ERXxR =R
é uma isometria sobre um aberto denso do espaco Euclidiano R3.

Diz-se que a métrica produto warped de (L xp N, (,)) estd normalizada com relagdo a

x€Lsep(x)=1.Se(,)={,)1+p?(,)n ndo estd normalizada com relagio a um xo € L, defina
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p(x)

p:L— (0,00) por p(x) = (o) e defina uma nova métrica (, )y, em N por {, )y = p(x0)2(, ).
X0

Entdo, (,) = {,)z + p%{(, >;v estd normalizada com relagdo a xp para uma nova métrica produto
warped. Vale observar que, quando a métrica produto warped de L X, N estd normalizada com

relagdo a x € L, a fibra {x} x N é isométrica a variedade N.

O conhecido Teorema de De Rham pode ser estendido para variedades que sdo produto
warped. Este resultado é chamado de Teorema de Hiepko e pode ser encontrado em (DAJCZER;
TOIJEIRO, 2019, Teorema 10.4).

Teorema 2.7. (DAJCZER; TOJEIRO, 2019) Seja (M, (-,)) uma variedade riemanniana e € =
{E,-}{,-:L_“’s} uma rede ortogonal, tal que, E; é esférica (totalmente geodésica) e EiL ¢ totalmente
geodésica, V2 < i < s. Entdo, para todo ponto p € M, existe localmente uma representacao
produto g : IT;_ M; — U de € com p € U C M, que € uma isometria com respeito a uma métrica

produto warped (Riemanniano) em IT}_, M;.

2.3.1 Produtos warped de imersoes
A nocao de produto warped de imersdes no espago euclidiano € definida a seguir.
Considere uma decomposi¢ao ortogonal
Rn’l — ;ZORmJ ,

com R™ possivelmente trivial, e imersdes isométricas fa ‘M, — R" 1 <a<r Assuma que
existem 1 <5 < r, tais que, fa (M) C Sma—1 para 1 <a <s, assim existem imersdes isométricas
fa: M, — S™a! tais que fa=1i40fs 1 <a<s, onde iy : S"™~! — R™ ¢ a inclusio. Seja
fa= faesejai,: RM — R™ a aplicacdo identidade para s +1 < a < r se s < r. Agora seja
M= IT),_, M, — R™ o produto extrinseco de fi,..., f, dado por

Flxr,.x) = (0, fi(x1),. .., fir(x,)
para todo X = (x1,...,x,) € M. O subfibrado L de NyM cuja fibra em ¥ é
L() = R™ & span{ /i (x1), .. (1)}
€ paralelo e plano, entdo existe uma isometria paralela de fibrados vetoriais
¢:MxRF—L,
onde k = s +myq. Sejam ey, ..., es € R* tais que @z(e,) = fu(x,) para 1 < a < s e defina
Qo(f) ={Y e R*;(Y,e,) >0, paratodo 1 < a < s}.

Dada uma imersio isométrica fy : My — Qq(f) C R¥, a aplicacio f: M = IT_oM; — R™ dada
por

f(x()vxla"'?xr) :f(X(),)f) = (Oa"'707£¢+1(XS+1)7"'7fr(xr)) +(Pi(f0(x0))
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¢ chamada de produto warped de fy, f1,. .., fr.

A seguir, enunciamos o Teorema de Nolker, que nos d4 uma decomposi¢ao para imersdes
isométricas de variedades produto warped no espago euclidiano. O mesmo também € vélido para

os demais espacos de forma.

Teorema 2.8. Seja f : M — R™ uma imersao isométrica de uma variedade produto warped, cuja
a segunda forma fundamental € adaptada a rede produto de M. Entdo, f € um produto warped de

imersoes.
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CAPITULO

IMERSOES ISOMETRICAS EM Q! xR

Neste capitulo iremos somente recapitular alguns fatos e resultados bésicos acerca de
imersdes isométricas em espacos produto QQ x R. Denotamos por Q} as variedades S, R", ou

H", de acordo com o valor de &, respectivamente, € =1,€ =0, ou &€ = —1.

3.1 Equacoes fundamentais

Dada uma imersdo isométrica f : M — Q} x R, seja % o campo vetorial unitdrio
tangente ao segundo fator. Assim, um campo vetorial tangente 7 em M™ e um campo vetorial

normal 7 ao longo de f sdo definidos por

0
5 = LT, (3.1)

O campo % ¢ paralelo em Q7 x R, isto ¢, 6;(% — 0, para todo X € X(Q” x R), onde V denota a

conexdo de Levi-Civita de Q} x R. Usando este fato e diferenciando a equagio (3.1), obtemos:

VxT = ApX (3.2)

of(X,T)=—Vxn, (3.3)

para todo X € X(M). As Equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci para f sdo, respectivamente:

RX,Y)W =e(XAY — (Y,T)X AT + (X, T)Y AT)W +A£(Y7W)X —A{;(XW)Y, (3.4)
(Vi’_OO(Y?W) - (V%O‘)(XJ’V) = 8(<X7W> <Y7T> - <Y7W><X7T>)777 (35)

(&
REY(X,Y)E = a(X,ALY) — a(ALX,Y). (3.6)

S S
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A equacio de Codazzi pode também ser escrita como
(VxA)(¥.&) = (VyA ) (X&) =e(n.E) (X AY)T, (3.7)

onde
XAYV)T =Y, T)X —(X,T)Y.

Supondo que M™ seja simplesmente conexa, o seguinte resultado diz que as equagdes
(3.2)—(3.6) determinam completamente uma imersdo isométrica f : M™ — Q} x R, a menos de

isometrias de Q% x R.

Teorema 3.1. (LIRA; TOJEIRO; VITORIO, 2010) Sejam M™ uma variedade Riemanniana
simplesmente conexa, £ um fibrado vetorial Riemanniano de rank k£ sobre M com conexao
compativel V£ e tensor de curvatura RF, e seja of uma secio simétrica do espago Lin (TM x

TM;E). Para cada & € I'(E), defina um operador Ag € Lin (TM,TM), pondo

(AEX,Y) = (a"(X,Y),&).

Considere um campo 7 € X(M) e uma secdo n) € I'(E), tais que (T,T) + (1, M) = € e suponha
que as equacdes de (3.2) a (3.6) sejam satisfeitas. Entdo:

Existéncia: Existem uma imersdo isométrica f : M — Q% x R e uma isometria de fibrados

vetoriais ¢ : E — N'M, tais que,
af =¢oak, Vip =gVt

e fxT + ¢n é um campo vetorial unitario que gera o fator R.

Unicidade: Sejam f,g : M"™ — Q} x R imersdes isométricas. Assuma que existe uma isometria
de fibrados vetoriais ¢ : N/M — N&M tal que

poal =asf, ¢Vt =8vig.

Assuma também que os pares (Tr,ny) e (Tg, ng) dados por

0
ST +np= 5 = g« 1+ Mg,

onde % € um campo vetorial unitdrio que gera o fator R, satisfazem Ty = T; € g = ¢1¢. Entéo,

existe uma isometria 7: Qf x R — Q} x R, tal que, To f = g e Tu|yryy = 9.

Dado uma imersao isométrica f : M"™ — Qf X R, considere a composi¢do f =io f,
onde i : Q% x R — E"*2 denota a inclusdo candnica. Relacionemos agora as segundas formas

fundamentais e as conexdes normais de f e f. Inicialmente, note que V = mwoi é um campo
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unitdrio normal 2 inclusio i, onde 7 : E"*! x R — E"*! denota a proje¢io. Temos

d d
_ iz iz, 2NV 2
I <l I 8t>l 5
a\ d
= i(z-(z2,2)%),
l( < 8t>8t)
onde V é a conexdo de E"*2. Logo, para todo Z € X(Q} x R), temos que

. I\ d
ALZ = -7+ <Z, E> - (3.8)

Os espacos normais, N/ M e N'Mm ,de f e f, respectivamente, sdo relacionados por
N'M = i.N'M & span{v},
onde v="Vof=mof. Dado & € I(N/M), obtemos de (3.8) que

Vyi.6 = i.Vx&+a(fiX,§)
= —JALX+iVyE+ (X, T)(E )V,

donde segue que

I af
Ai*é_Aé

6)%1*5 = i*V)%& + <X7T><§7n>v7
onde V. é a conexdo normal de f. Por outro lado,
Vxv=VxVof=V,xV=fX—(X,T)T)— (X, T)i.n,

logo i
AlX = X+ (X, T)T.

Tomando as componentes tangentes € normal, obtemos

AT = |mIPT, AlX=-X, sexe{T}* (3.9)
Vyv=—(X,T)i,n.

3.2 A classe &

Uma classe interessante de subvariedades em Q} x R é aquela formada pelas imersdes

isométricas f : M — Q} x R com a propriedade que o campo 7', definido em (3.1), € direcdo
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principal de todos os operadores de forma de f. Essa familia de imersdes, denominada de
classe <f , foi inicialmente estudada para o caso de hipersuperficies em (TOJEIRO, 2010) e,
posteriormente, estudada para subvariedades com codimens@o maior do que 1 em (MENDONCA;
TOJEIRO, 2014).

Exemplos simples de imersdes na classe .27 sdo os cilindros sobre imersdes isométricas
g : N"! — Q7, para os quais M™ é uma variedade produto N~ ! xR e f = g x id, em que
id : R — R € a aplicagdo identidade. Em tais exemplos, o campo de vetores normais 1] em (3.1)

¢ identicamente nulo. Exemplos mais interessantes sdo construidos como segue.

Seja g: N~ — Q% uma imersio isométrica. Suponha que exista um conjunto ortonormal
{&1,&,...,&} de campos de vetores normais paralelos ao longo de g. Esta hipétese € satisfeita
localmente, por exemplo, se g possui fibrado normal flat. Assim, o subfibrado vetorial E de posto k
do fibrado normal N8N de g, gerado por {&;,&,,. .., &}, é paralelo e flat. Sejam j: Q) — QF xR
ei: Q! xR — E"2 as inclusdes candnicas, e j = io j. Defina & = J,&,1 <i<k,E =g :=jog
e &= i*%. Entiio, o subfibrado vetorial £ de NN cuja fibra E(x), em x € N"~!, gerada
por {EO, cfl ey ék+1}, é também paralelo e plano. Defina uma isometria de fibrados vetoriais

@ : N" 1 x E¥*2 — E por
k+1

Px(y) == (x,y) = ZYigia
i=0

paray = (yo,1,...,Vk+1) € EFF2. Seja f : M™ := N™ x I — Q" x R dada por
k+1

Fe,5) = (i0f)(x,5) = u(¥(s)) = Y %(5)&i(), (3.10)
i=0
emquey:I— Q!xRCE*2 y=(10,..., % Yi+1), € uma curva regular suave tal que 8}/02 +
7/12 4+ 7,3 = € € Y+ possui derivada ndo nula em todo ponto.

Geometricamente, f(M) é gerada pelo transporte paralelo da curva Y em uma subvarie-

dade produto QX x R de um espaco normal fixado de § com respeito a sua conexio normal.

Teorema 3.2. (MENDONCA; TOJEIRO, 2014) A aplicacdo f define, em pontos regulares, uma
imersdo na classe .«7. Reciprocamente, qualquer imersao isométrica f : M™ — QF xR, m > 2,

na classe 7 é, localmente, dada desta forma.

O resultado seguinte nos dd condi¢des equivalentes para f pertencer a classe 7.

Teorema 3.3. (MENDONCA; TOJEIRO, 2014) As seguintes afirmacdes sao equivalentes:

(i) O campo T em (3.1) é ndo nulo e f possui fibrado normal flat;
(i1) f possui fibrado normal flat e pertence a classe .<7;

(iii) f é localmente dada como em (3.10) em termos de uma imersdo isométrica g : N~ ! —
Q" com fibrado normal flat e uma curva regular suave y: 1 — Q! x R C E¥*2 y =

(Y,--» Y Yer1), cOM }{CH nao nulo em todo ponto.
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Para o caso de hipersuperficies, o Teorema 3.3, obtido inicialmente em (TOJEIRO, 2010),

se traduz da seguinte maneira.

Teorema 3.4. Seja f: M" — QF x R uma hipersuperficie, € € {—1, 1}, tal que T (x) # 0, para

todo x € M". Entio, f pertence i classe .7 se, e somente se, f = io f tem fibrado normal flat em
En—I—Z.

Como veremos a seguir, exemplos importantes de hipersuperficies na classe .7 sao as
rotacionais (DILLEN; FASTENAKELS; VEKEN, 2009), as hipersuperficies de angulo constante
(MANFIO; TOJEIRO, 2011), as hipersuperficies de curvatura seccional constante (MANFIO;
TOJEIRO, 2011) e as hipersuperficies de Einstein (LEANDRO; PINA; SANTOS, 2021). No

caso de hipersuperficies a decomposicao (3.1) se torna:

%:f*T+VN, (3.11)
J

onde N € um campo unitdrio normal a f e v € a fungéo diferencidvel, dada por v = (N, 5-).

Definicdo 3.5. Uma hipersuperficie f : M" — Q7 x R é chamada de hipersuperficie de angulo

constante se a fun¢do v em (3.11) é constante.

Conforme (TOJEIRO, 2010, Coroldrio 2) toda hipersuperficie de angulo constante
f M — QF xR ou é um aberto de um slice Q} X 7, para algum 7y € R, ou um aberto do

produto M"~! x R, onde M"~! é uma hipersuperficie de Q", ou é localmente dada como abaixo.

Analisemos agora a construgio (3.10) para o caso de hipersuperficies. Seja g : M" 1 —
Q" uma hipersuperficie e sejam g : M"~! — Q" a familia de hipersuperficies paralelas, isto &,
8s(x) = Ce(5)g(x) + Se(s)N (x),
onde N € o campo vetorial unitdrio normal a g e
cos(s), see =1 sin(s), se € =1
Cg(S) = ( ) € Sg(S) = . ( ) .
cosh(s), se e = —1 sinh(s), se € = —1
Defina
fiM"=M"1xR - Q! xR,
por
d
fx,s) = gs(x) +a(s);,
para alguma funcao diferencidvel a : I — R, tal que a derivada nunca se anula.

Pelo (TOJEIRO, 2010, Teorema 1), temos que:

Teorema 3.6. (TOJEIRO, 2010) A aplicac¢do f define, em pontos regulares, uma hipersuperficie
que tem 7" como dire¢do principal. Reciprocamente, toda hipersuperficie f : M" — Q% x R tal
que a fun¢do v ndo se anula e tem 7" como direcdo principal, é dada localmente como a descri¢cao

acima.
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Em particular, concluimos que as hipersuperficies de angulo constante estdo na classe
.

No caso de hipersuperficie com curvatura constante M, temos que f pertence a classe
</, conforme (MANFIO; TOJEIRO, 2011, Lemas 2 e 7), descritos abaixo.

Lema 1. (MANFIO; TOJEIRO, 2011) Seja f : M' — Q} x R uma hipersuperficie de dimensao
n > 3 e curvatura seccional ¢ # 0. Assuma que 7 # 0 em x € M. Entdo, T € uma direcio

principal em x.

Lema 2. (MANFIO; TOJEIRO, 2011) Seja f : M} — Q} x R uma hipersuperficie flat de

dimensdo n > 3. Assuma que 7 # 0 em x € M.

(i) Se € =1, entdo v se anula em x.

(i) Se & =—1, ou v se anula em x ou Ay = Ag, para alguma das duas possibilidades de vetor

normal unitario N de f em x.
Em qualquer caso, T € uma direcao principal de f em x.

Conforme (DILLEN; FASTENAKELS; VEKEN, 2009, Teorema 5), uma hipersuperficie
rotacional em Q7 x R, tem fibrado normal flat em E"*2. Assim, em particular obtemos que f
estd na classe 7, pelo Teorema 3.3. A defini¢do de hipersuperficie rotacional em Q} x R ¢ dada

a seguir.

Seja P; um subespaco de dimensdo 3 de E"™? que contém a direcdo al Entao,
Xn+2

(Q! xR)NP; = QL x R. Seja P, um subespago de P; de dimensio 2 que também contém o eixo

d
aanrZ

curva regular y € QL x R C P, com yN P, = 0.

. Denote por .# o grupo de isometrias de E"*2 que fixa x, para todo x € P». Considere uma

Definicao 3.7. A 6rbita de ¥ sob a agdo de .# é chamada de hipersuperficie de rotagdo de M"
em Q} x R, com perfil ¥ em torno de P;.

3.3 Imersdes em Q} x R com fibrado normal flat

Nesta sec@o veremos algumas propriedades acerca de imersdes isométricas em espagos
produto Q% x R com fibrado normal flat, i.e., imersdes cujo tensor de curvatura do fibrado normal

¢é identicamente nulo.

Proposicao 3.8. Uma imersao isométrica f : M — Q% x R tem fibrado normal flat num ponto

x € M™ se, e somente se, os operadores de forma

{Ag:E e M}
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sdo simultaneamente diagonalizdveis. De forma equivalente, se, e somente se, existe uma base

ortonormal {X{,...,X,,} para T,M tal que
(X(X,',Xj) = 0,
para quaisquer 1 <iz# j <m.

Demonstragdo. Decorre da equacdo de Ricci (3.6) que
<RL(X7Y)§7 C> = <[A§7AC]X7Y>7

para quaisquer X,Y € T,M e &,{ € T,M*. Ou seja, o tensor de curvatura normal R se anula

em x € M se, e somente se, todos operadores de forma Aé, com & € TM L comutam. O]

Uma aplicacao simples da Proposi¢ao 3.8 € o seguinte

Exemplo 3.9. Toda superficie f : M LI Q% x R na classe <7, com T # 0, tem fibrado normal

flat. De fato, dado um campo unitdrio Y € TM e ortogonal a 7', tem-se
(a(T,Y),8) = (AeT,Y) = A(T,Y) =0,

para todo & € N/M. Assim, {T/||T||,Y} é um referencial ortonormal de TM que verifica as

condicodes da Proposicao 3.8.

Decorre da Proposi¢io 3.8 que em cada ponto x € M, onde R+ (x) =0, o espago tangente

TM se decompde ortogonalmente como
XM =E|(x)®...®Es(x), (3.12)

A decomposicio (3.12) tem a propriedade que, para cada & € T,M~", existem nimeros reais
Ai(E), com 1 <i<s=s(x), tais que

Al = Mi(E)1d

e as aplicacdes & — A;(£) sdo duas a duas distintas. Como tais aplica¢des séo lineares, existem
tinicos e distintos vetores &;(x) € T,M*, 1 <i < s, chamados os normais principais de f em x,
tais que

Ai(§) = (&i(x), ),

para todo 1 <i <'s. Assim, podemos escrever
Ei(x) =Eg(x) ={X € .M : a(X,Y) = (X,Y)&(x),VY € .M},

e a segunda forma fundamental de f tem uma representacdo simples como

v) =Y (XL E () (3.13)

i=1
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onde X — X' denota a projecio ortogonal de X sobre E;(x). De forma equivalente,
s .
AeX =} (6,&i(x)X", (3.14)
i=1
para quaisquer X € T,M e £ € T,M~". Consequentemente, tem-se
Aarz)X —Aaxz)Y = Z (&i(x),8; () (X AY)Z, (3.15)
i,j=1

para quaisquer X,Y,Z € T,(M). De fato, usando (3.13) e (3.14), obtemos

AarnX —Aaxz¥ = Zl a(¥.2).&(x) jZ a(X,Z),&;(x))¥’
_ Z (Y, 27 (&;(x), &)X — (X7, Z') (Ei(x), & (x)) )
- i,ji:1<éi<x>,5j<x>><<Yf,Xf>x"—<XCZ">YJ’>
- ,,ji:f&"(x)’éf'(x”(xi”j)z’

como queriamos. Assim, usando a igualdade (3.15), a equagdo de Gauss (3.4) toma a forma
R(X,Y)Z = (R( T4 Z (&i(x) Y(X'AY)Z, (3.16)
i,j=1

para quaisquer X,Y,Z € T,M, onde R e R denotam os tensores de curvatura de M e Q! x R,
respectivamente. Em particular, para X € E;(x) e Y € E;(x) unitdrios, decorre da equagdo de

Gauss (3.4) que a curvatura seccional K(X,Y) de M é dada por
K(X,Y)=e(1—(X,T)” = (¥, 7)) + (&(x),&;(x)). (3.17)

Se f: M™ — Qf x R é uma imersdo isométrica com fibrado normal flat em todo ponto
x € M™, a fungao
xeM"—s(x)ed{l,...,m}

¢ semi-continua inferiormente. Assim, se M denota o interior do subconjunto onde essa fung¢do

assume o valor s, entdo U}’ M € aberto e denso em M™. Em cada subconjunto M, as aplicagoes
x—&i(x), 1<i<s,

definem campos normais diferencidveis, chamados os campos normais principais de f, e cada
aplicacao
x—Ei(x), 1 <i<s,

define uma distribuicao diferencidvel.
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Lema 3. Em cada aberto M;, a equacdo de Codazzi (3.5) pode ser escrita das seguintes formas:
(X3, Y)) (V& + (X, T)n) = (Vx, Y1, Xi) (& — &), (3.18)

coml<i#j<s,ondeX;cI'(E)eX;Y;cl'(Ej),e
(Vx, X, Xi) (& — &) = (V. X, Xi) (85 — &), (3.19)

com 1 <i# j#k<s, ondeX; €I'(E;), X; e '(Ej) e Xj € I'(Ex).

Demonstrag¢do. Da equagao de Codazzi (3.5), fazendo X = X;, Y = X; e W =Y}, obtemos

(Vi) (X, Y)) — (Vi) (X3,Y)) = —& (X, Y;) (X, T)m,

onde
(Vxa)(X;.Y)) = Vgoa(X;,Y)) —a(VxX;.Y) - a(X;, VxY))
= V(X Y)E — (Vx X, Y)E — (X;,VxY)E;
= (X3, Y) V& + XX}, V))& — XX, Y))E,
= (X;,Y)Vyx§j
€
(Vx,0)(X:,Y)) = Vy,a(X,Y)) — a(VxX;,Y)) — a(X;, Vx,Y))
= Vi (X, Y& — (V. X0, ))& — (X, Vx, Y)) &
= (Vx, Y}, X)&; — (Xi, Vx,Y))&;
= (X, Vx,Y;) (S — &)
Assim,

<Xi7Yj>(V)J(_,-§j +€<Xi’T>n) = <Xi7VXij>(€j - &i)7

0 que prova a equagdo (3.18). Agora, fazendo X = X;, Y = X; e W = X}, obtemos

(Vx,0)(Xj, Xi) — (Vi, &) (Xi, Xi) = 0,

onde
(Via) (Xj,Xk) = V)inOC(Xi,Xk) — OC(VX[XJ',X]() — Ot(Xj,VXiXk)
= _<VXin7Xk>§k + <Xk7VX,X]>§]
= (X, VxX;) (55— &)
€

(Vx,0) (X, X)) = Vi, (X, Xi) — (Vi Xi, Xe) — (X, Vi, Xi)
= —(Vx, X, Xi) & + Xk, Vx, Xi)&i
= (Vx;X;, Xi) (& — &)
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Assim,
(Vx; Xi, Xi) (Gi — Gk) = (Xi, Vi Xj) (S — &),

0 que prova a equacgdo (3.19). [

Finalizamos essa secdo relacionando imersdes isométricas em Q} x R com fibrado
normal flat e a classe 7 vista na se¢@o anterior. Mais precisamente, em relacdo a decomposi¢ao

(3.12), temos a seguinte

Proposicao 3.10. Seja f: M — Qf x R uma imersdo isométrica com fibrado normal flat. Entéo,

f € o se, e somente se, T € ['(Eg,), para algum 1 <i <.

Demonstracdo. Suponha, inicialmente, que f € «7. Dado & € TM™*, tem-se AT = AT, para
alguma func¢do A = A (&) € C*(M). Por outro lado,

AeT =) (&,8)T, (3.20)
i=1

onde T — T’ é a projecio ortogonal sobre E;. Tomando o produto interno com 7' em (3.20),

obtemos

AT = (&, &) T (3.21)

Sejam 1 < i, j < s tais que T # 0 e T/ # 0. Decorre de (3.21) que (§,&;) = (€,&;). Em particular,
tomando & = &; e, em seguida, & = &;, obtemos [|&]|> = (&,&;) = ||&;]|*. Isso implica que
1€ — &;]|> = 0, logo, & = &;. Reciprocamente, suponha T € E;, para algum 1 <i < 5. Assim,

a(X,T)=(X,T)&;,
para todo X € TM. Assim, dado & € TM L tem-se
AﬁT = <§7€i>T7

mostrando que 7' € autovetor do operador de forma Ag, qualquer que seja 0 campo normal
EecTM . O

3.4 Imersdoes em Q) x R com duas normais principais

Nesta se¢@o apresentaremos alguns resultados iniciais acerca de subvariedades em Qf x R
que admitem dire¢des umbilicas. O resultado seguinte caracteriza subvariedades rotacionais em

termos de normais principais.

Teorema 3.11. Seja f: M™ — Q} x R uma imersao isométrica na classe o/, comm > 2,T # 0
e fibrado normal flat. Entdo, f € uma subvariedade rotacional cuja geratriz € uma curva em uma
subvariedade totalmente geodésica Q71 x R C Q} x IR se, e somente se, f é umbilica ou tem

dois normais principais, com E; = span{T}.
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Demonstragcdo. Suponha por absurdo que f tem mais de dois normais principais, ou seja, s > 2.
Dado X € X(M), tem-se

AéX: <§’€1>X1+<§’§2>X2+"'+<§,§S>XS,

para todo & € N'M. Segue de (MENDONCA; TOJEIRO, 2014, Corolario 1.5), que existe um
8 € N'M, tal que
A§X =(&£,0)X,

para todo X € {T}* e todo & € N/M. Logo, (£,8) = (£,&), para todo i = 1,...s, tal que
E;Nspan{T} # 0. O que implica que § = &;, paratodo i = 1,...,s, tal que E;Nspan{T} # 0.
Contradi¢do, uma vez que 7 € I'(E;) e &; # &;, sempre que i # j. Assim, f é umbilica ou
tem dois normais principais. Note ainda que no segundo caso, necessariamente E| = span{7 }.
Reciprocamente, quando f tem apenas um normal principal, temos que f € umbilica. Quando f
tem dois normais principais, com E = span{7 }, tomamos  como o normal principal &,. Assim,
em ambos os casos, A:X = (£,8)X, paratodo X € {T}* e todo & € N'M. O

Corolario 3.12. Seja f : M?> — Q7 x R uma imersio isométrica na classe 7. Entdo, f é umbilica
ou f é uma superficie rotacional cuja geratriz € uma curva em uma hipersuperficie Q% x {ro},

para algum 7y € R, ou em uma hipersuperficie Q7! x R.

Demonstragcdo. Se f ndo é umbilica, tem-se que dimspan{7} = 1. Assim, decorre do Exemplo
3.9 e Teorema 3.11 que f € uma superficie rotacional cuja geratriz € uma curva em uma
hipersuperficie totalmente geodésica Q7! x R contida em Q”. Usando a equagio de Codazzi
(3.5), é facil ver que uma hipersuperficie totalmente geodésica satisfaz T =0 ou 11 = 0. Assim,
o resultado segue de (MANFIO; TOJEIRO, 2011, Proposicao 1). O]

Proposi¢do 3.13. Sejam f : M™ — Q" x R uma imersdo isométrica e & € I'(TM~) um campo
umbilico e unitdrio. Se & é paralelo na conexdo normal e ortogonal a 17, entdo f(M) estd contida

em uma hipersuperficie totalmente geodésica Q} x {fo} de Q% x R, para algum 7y € R.

Demonstragdo. Seja & € T(TM™*) tal que Az = AI, para algum A € C*(M), onde I ¢ o endo-
morfismo identidade. Como & € paralelo na conex@o normal e ortogonal a 7, segue da equagio
de Codazzi (3.5) que A é constante. Seja f=iof,ondei: Qi xR— E"*+2 ¢ a inclusdo candnica.
Obtemos

Vin§ = i.VxE +e(X,T)(&,n)v =0,

para todo X € X(M), onde V= é a conexdo normal de f. Isso implica que f(M) est4 contida em
uma hipersuperficie umbilica Q2! de E"*2, onde ¢ = A2. Portanto, (M) C (Q} x R)NQx™! =
Q% x {to}, para algum 1y € R. O

No resultado seguinte, obtido inicialmente para espagos de forma por Lobos e Tojeiro
em (LOBOS; TOJEIRO, 2006), apresentamos uma classificacdo das subvariedades em Q} x R,
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com fibrado normal flat, e que admitem exatamente duas direcdes normais principais distin-
tas. Seguindo (CECIL, 1992), uma hipersuperficie f : M" — Q} x R é chamada uma ciclide
de Dupin se admite, exatamente, dois autovalores distintos, ambos constantes aos longo dos

correspondentes autoespagos.

Definiciio 3.14. O primeiro espago normal N;(x) de uma imersdo isométrica f : M™ — M"
em x € M é o subespaco do espaco normal N/M(x) gerado pela imagem da segunda forma

fundamental o em x, isto é,

Ni(x) =span{o(X,Y);X,Y € TM}.

Note que o complemento ortogonal de N (x) em N/ M (x) é
N (x) = {€ € N'M(x);A¢ = 0}
1 X X), g .

Teorema 3.15. Seja f: M™ — Q} x R uma imersado isométrica, com fibrado normal flat. Assuma
que f tem exatamente dois normais principais &; e &, que sdo linearmente independentes e
de Dupin. Se n = ¢(&; — &), com ¢ € C*(M), entdo f = goi,onde g: M" — Q¥ x R é uma

ciclide de Dupine i : Q% x R — Q! x R € uma inclusdo umbilica.

Demonstracdo. Primeiramente, note que N; é um subfibrado paralelo na conexao normal. De
fato, dado v € Ny, escrevemos v = 41&; + 1,&,, com A1, Ay € C*°(M). Assim, para todo X €
I'(E}), obtemos pela Equagdo de Codazzi (3.18) que

Vv =X(A)& + X ()& +h((VrY,X) (& — &) —e(X,T)n) € Ny,

com Y € ['(E,) unitdrio. De modo andlogo, ViV € I'(E,), para todo Y € ['(E,). Portanto, Ny é
paralelo. Seja & o vetor normal unitdrio em Ny ortogonal a & — &,. Para todo X € X(M), note que
AeX = (E,81)X1+(8,82)Xa = AX, com A = (§,&1) = (&, &), ou seja, & € umbilico. Observe
ainda pela Equacdo de Codazzi (3.18), que

0 = <V)J(_,€],€>
= Xil§1.6) — (8, Vx8)
= Xi{8.8) (&Y%
= <§i_§j7v)%,§>'
Assim, Vi& é ortogonal a §; — &;. Além disso, Vié é ortogonal a &, uma vez que 0 =X (&,&) =

(V)%i &, &). Portanto, segue do paralelismo de N que V;%i & =0, parai = 1,2. Agora, aplicando o

resultado anterior, obtemos o desejado. 0
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CAPITULO

SUBVARIEDADES QUE ADMITEM
FOLHEACOES EXTRINSECAS

Neste capitulo estudaremos subvariedades em espagos produto Q7 x R que admitem
folheacdes extrinsecas. De forma mais precisa, estudaremos aquelas subvariedades de Qf x R

que admitem normais principais paralelas na conexao normal.

Dados uma imersao isométrica f : M™ — Q% x R e um ponto x € M, lembremos que um

vetor £ € T,M~ é chamado um normal principal de f em x se o subespaco
Eg(x) ={XeTM:aX,Y)=(X,Y)E,VY € .M}
€ ndo-trivial. De forma equivalente,

Ee(x)= () ker(Ay—(y,&)1). 4.1)

yeT,M+

A prova do resultado seguinte € essencialmente a mesma do caso de imersdes em espagos

de forma. Por questdo de completude, incluiremos ela aqui.

Proposicao 4.1. Seja f: M™ — Q7 x R uma imersao isométrica com um campo normal principal

& de multiplicidadde k. Entdo, a distribui¢do x € M™ — Eg (x) € diferencidvel.

Demonstragcdo. Dado um ponto x € M, note que
Eé(x) =span{B,X : X € \M e y € T.M~},

onde By =Ag — (7,&)1. Entdo, existem vetores tangentes X1, ...,X,, x € TyM e vetores normais
NseoosYm—k € T.M™* tais que

Eé(x) =span{By,X;: 1 < j<m—k}.
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Considere extensoes diferencidveis de Xi,...,X;,—x € Y1,--.,Yn—k €M uma vizinhanca de x.
Pela continuidade, os campos {By,X; : 1 < j < m— k} sdo linearmente independentes em uma

vizinhanca de x. Assim, £ é € consequentemente Eg , € uma distribuicado diferenciavel. O]

Lema 4. Sejam f: M™ — Q} x R uma imerséo isométrica e & um campo normal principal de f

com multiplicidade g > 2. Valem as seguintes propriedades:

(a) Vz& = —€(Z,T)n, paratodo Z € T(E).

(b) & é normal principal de Dupin se, e somente se, T € T'(E é) oun =0.

Demonstragdo. Dado um campo Z € I'(E¢ ), considere W € I'(E¢ ), unitdrio e ortogonal a Z.
Aplicando a equacao de Codazzi (3.5), obtemos

(V2)a(W,W) — (Viy)a(Z,W) = —&(Z.T)n. (4.2)
Desenvolvendo o lado esquerdo de (4.2), tem-se

(V2)a(W.W) = (Vi)a(Z W) = Vz&=2(VZW,W)E+ (VwZ W) +(Z,VwW)E
= Vz&—ZW.W)E+W(Z.W)&

= V3E.
Isso prova o item (a). O item (b) segue imediatamente do item (a). ]

Corolario 4.2. Sejam f : M™ — Q} x R uma imersio isométrica e & € TM~ um normal principal
de Dupin, com multiplicidade g > 2. Para os campos 7" e 1, definidos em (3.1), valem as seguintes

propriedades:

() M € paralelo ao longo de E, isto €, Vin=0,VZe [(Eg);
(i) Z(T,X) =(T,[Z,X]),VZ € T(E¢) e X € X(M).
Demonstracdo. O item (i) segue da equagao (3.3) do item (b) do Lema 4. Por outro lado, pelo
item (b) do Lema 4, temos, em particular, que 0 = X (T, Z), o que implica que
(VxT,Z) = —(VxZ,T).

Disso e da equagao (3.2), decorre que

Z(T.X) = (V;T,X)+(T,VX)
= (AyZ.X)+ (T, V;X)
= (AgX,Z)+ (T, VzX)
= (VxT,Z)+(T,VzX)

= —(VXZ,T)+(T,VzX)
= (T,[Z,X]),
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e isso prova o item (ii). ]

Uma imersdo isométrica f : M™ — M" entre variedades Riemannianas é chamada de
esfera extrinseca se f € umbilica e seu campo de curvatura média € paralelo na conexao normal
de f. Um fato conhecido é que uma subvariedade umbilica de dimensao maior ou igual a dois,
em um espaco de forma, é uma esfera extrinseca. Em um espaco produto Q% x R, decorre da

equacgdo de Codazzi (3.5) e da relacdo
o(X,Y)=m(X,Y)H,

para quaisquer X,Y € TM, que
mVyH = —(X,T)n, 4.3)

para todo X € TM, onde H € o campo curvatura média de f. Disso, segue que H € paralelo na

conexio normal ao longo de {T'}*. Para X = T, obtemos
mVH = —||T|*n. (4.4)

Decorre de (4.3) e (4.4) que uma imersao isométrica f : M — Q% x R € uma esfera extrinseca
se, e somente se, f(M"™) é um subconjunto aberto de um slice Q} x {#p}, ou € um subconjunto

aberto de um produto Riemanniano M m=1 « R, onde M™~! é uma esfera extrinseca de Q%.

Teorema 4.3. Seja f: M™ — Q} x R uma imersao isométrica que admite um campo normal
principal de Dupin & € TM~ ndo-nulo, e com multiplicidade g > 2. Entdo, E ¢ € uma distribui¢do
esférica e f transforma as folhas de E¢ em esferas extrinsecas de Q¢ x R. Reciprocamente, se
E¢ € uma distribui¢do esférica e f transforma as folhas de E¢ em esferas extrinsecas de Q¢ X R,

entdo & é um campo normal principal de Dupin.

Demonstracdo. Escreva, inicialmente, & = Ap, onde p é um campo unitdrio. Como & € de

Dupin, temos que & € paralelo na conexdo normal ao longo de F(Eé). Assim,
0=Vz(Ap)=Z(A)p+2AVzp,

para todo Z € I'(E¢ ). Fazendo o produto interno com p, obtemos que Z(4) = 0, e consequente-
mente, V5 p = 0, para todo Z € ['(Eg ). Observe que

(gradA,Z) =Z(A) =0,

ou seja, gradA € T'(E é) Tomando a W-componente da equacdo de Codazzi (3.7), para (A,,Z,X),
para todo W,Z € T'(E¢) e X € X(M), obtemos

<(VXAf)(va) - (VZAf)(va)7W> = 8<717P><(ZAX)T7W>-
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Observe que,

(VxA))(Zp) — (VZAT)(X,p) W) = (V2ApX — AV X, W) — (VxApZ

~ApVxZ— Ay, Z,W)

= Z({ApX, W) —(ApX, VW) —(a(VZzX,W),p)
“X(@(Z, W), p) +(@(Z, Vx W), p) + A(VxZ, W)

= AZ((X,W)) = (ApX, VW) — (a(VZzX, W), p)
—(Z W)X (L) —AX((Z,W))+ A(Z,VxW)
+A(VxZ W)

= MVIW.X)—(ApX, VW) —(Z,W)(gradA,X),

enquanto que,

8(’77P><(Z/\X)T7W> = 8<T’,p>[<X,T><Z,W>—|—<Z,T><X,W>]
= 8<n=p><X7T><Zuw>7

pois Z é ortogonal a T, conforme o Lema 4. Portanto, concluimos que
<APXa VZW> - A<VZW,X> = _<ZaW>[<gradA‘7X> o 8<77,P><Xa T>]7

ou seja,
(Ap — ALV, W = —(Z,W)[grad A — (1, p)T]. 4.5)

De modo andlogo, fazendo a W-componente da equacdo de Codazzi (3.7), para (Ag,Z,X), para

qualquer 8 € TM~, com 6 ortogonal a &, obtemos
<A9VZW7X> = <Z7W>[2’ <V)J(_97p> - 8<n7 9><X7 T>]7 (46)

para quaisquer Z,W € I'(E¢) e X € X(M). Considerando um par Z,W € I'(E¢ ) ortogonal, em
razdo da igualdade (4.1), segue de (4.5) e (4.6), que

VW e F(Eé) 4.7)
Defina uma aplicagéo 8 : T'(E¢) x ['(E¢) — F(Eé) pondo
BzW)=(VzW)g,-

Pelo Exemplo 2.3, concluimos que E € uma distribui¢do umbilica, com vetor curvatura média
oecTl'(E é) e satisfazendo:

(Ap — AI)S = —(grad A — e(n, p)T). 4.8)

(498,X) = A2 (Vx0,p) —€(n,0)(X,T). (4.9)
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Agora, tomando a §-componente na equagio de Codazzi (3.7), para (Ap,Z,X), obtemos

<VZ(AP_)LI)X’6> = <(Ap—7”)3»[27)@—3<777P><X7T><Za3>
= <(AP_AI)57[Z7X]>a

pelo fato que 6 € I'(E é) Disso segue que

(VZAs,(Ap —ADX) = Z((Apy—A1)8.X) — (5,V7(Ap — A1)X))
= Z((Ap—A1)8.X) — (A, — AI)S,[Z.X]).

Desta forma, usando (4.8) e o Corolario 4.2, tem-se
(Vz0,(Ap —ADX) =0. (4.10)
De fato,

(V28.(Ap —AD)X) = Z(gradA,X)— (grad2.[Z.X]) — eZ((n.p)(T.X))

+e(n,p)(T,[Z,X])

= —Z(X(A))+[Z,X](X) —em,p)[Z((T,X) — (T, [Z,X]))]
—&(T,X)Z((n,p))

= —&(T.X){VZ1.p)

= 0.

De modo anélogo, tomando a §-componente da equagdo de Codazzi (3.7), para (Ag,Z,X),
obtemos

<67VZA9X> = <AV%957X>+<A967[27X]>_8<n76><X7T><275>
- <AV%967X>+<A957[27X]>
Portanto,
(V70,ApX) = T(Ag6,X)—(8,VzA0X)
= T(Ap8,X) — (Ay18,X) — (A6, [Z,X]).
Finalmente, usando (4.9), Corolério 4.2, e a equagdo de Ricci (3.6), obtemos que
(Vz0,AgX) =0, VZeTD(Eg) e XeX(M). (4.11)
De fato,
(V28,A0X) = AZ((Vx6.p))—€Z({n,0)(X,T)) —A(VxVz6,p)
+&(n,VZ0)(X,T) = A(Viz x6,p) +&(n,6){1Z.X],T)
= A{(R°(2,T)8),p) —&(X,T)[Z{n,6) — (n,V76)]
= £<X7T><VZn 9)
= 0.
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Pelo fato que

Ef(x)=span{ |J Im(Ay—(1.ED) ¢,
yeT, M+

para todo x € M, segue de (4.10) e (4.11) que Vz6 € I'(E¢ ), para qualquer Z € I'(E). Isso prova

que E¢ € esférica. Agora, se V denota a conexdo de Levi-Civita em Qf x R, temos:

VzfW = fi(VZW)Eg, + fo(VZW) 5 +o(Z,W)
= f*(VZW)Eg + <Z7W>(f*6 +§)

Usando que VZ& =0 = a(Z,§), obtemos que

V2(f8+&) = V28 — fLAeZ = —(f 8> + | €I fi2.

Assim, f,.8 + & é paralelo na conexdo normal de Q% x R, o que prova que a restrigdo de f a cada
folha de E¢ € uma esfera extrinseca de Qi x R. Reciprocamente, considere uma folha .’ de E¢
eseja f = foi,ondei:.Z — M™ denota a inclusido de .Z em M"™ como uma esfera extrinseca.
Dados X,Y € I'(E¢), temos que

af(X.Y) = fo(X,Y)+ap(iX,iY)
= X, Y)(fi6+8).

Isso implica que f é umbilica. Como f transforma %’ em uma esfera extriseca, obtemos que
Vyo =0, (4.12)
para todo X € I'(E¢ ). Por outro lado, temos
Vo = f.(Vx8 —AgiX|; o) +/Vixé, (4.13)
para todo X € T'(E¢ ). Segue de (4.12) e (4.13) que & € normal principal de Dupin. O

Proposicio 4.4. Seja f : M™ — Qf x R uma imersdo isométrica. Se 1 € ndo-nulo e Ey # 0,

entdo 7N nao € de Dupin.
Demonstragdo. Note que
V)%T[ = —(X(T,X) = —<X»T>77»

para todo X € I'(Ey ). Assim, 1 é de Dupin se, e somente se, X é ortogonal a T'. Supondo que 7 é
de Dupin, temos também que 7 € F(Eﬁ) Conforme as notag¢des e a demonstragcdo da Proposi¢ao

4.3, sdo vélidas as equacdes (4.8) e (4.9). Assim, tomando a 7-componente em (4.8) segue que

<(AP - 11)67T> = _<gradA7T> +8)LHT||27
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onde 0 € F(Eﬁ) ¢ a curvatura média de Ey. Fazendo X =T em (4.9),
<A967T> = 2‘<V%67P>7
para todo 6 ortogonal a 1. Observando que

(gradA,T) =T(A) =T(n.p) = (VFn,p) + (n,Vrp) = —(a(T,T),p)

A{VF0,p) =—(0,VFn) = (6,0(T,T)),
obtemos, respectivamente:
<a(T75_T)7p>:7L<T75_T> € <OC<T,6—T),9>:O,

para todo 6 ortogonal a 1. Portanto, (7,6 —T) = (T,0 — T)n. De modo andlogo, para X €
F(Eﬁ), com X ortogonal a T, temos que o¢(X,0 —T) = (X,6 —T)n. Assim, (6 —T) € I'(Ey).
Como 8,T € F(Eﬁ) segue que 0 = T, ou seja, T € a curvatura média de Ey. Consequentemente,
dados Z,W € I'(Ey), vale que (VZW,T) = (Z,W)| T||%. Por outro lado, temos

(VZW,T) = —(W,V2T) = —(W,AnZ) = —(Z,W)|In|]%,
o que é uma contradi¢ao, pois ||T|| # —||n||- Logo, n ndo pode ser de Dupin. O

O resultado seguinte nos dd uma condi¢do equivalente para uma imersao isométrica

pertencer a classe .7

Teorema 4.5. Considere uma imersao isométrica f : M™ — Qf x R, com T # 0, e suponha
Eyn =span{Xi,...,X;} # 0. Entdo, f estd na classe </ se, e somente se, T € I'(Ey).

Demonstragdo. Se T € I'(Ey), entdo
Vyn=—a(T,Y)=—(T,Y)n =0,

para todo Y € {T}*, mostrando que f pertence a classe .Z. Reciprocamente, se f € .«7, entio

para cada & € TM*, existe uma fungio diferencidvel Ag tal que AT = A¢T. Observe que

(a(X,Y),6) = (X,Y)(G,n),

para quaisquer X € ['(E), Y € X(M) e £ € TM™, ou seja, AgX = (&,m)X. Decompondo
T=Ti+T,ondeTi cT(Ey)eTh € F(E#), tem-se que 7} # 0, pois caso contrdrio 7 seria de
Dupin. Além disso,

(AeT,Th) = Ae||Th] %,

enquanto que (A 7y, T) = (&,1)||T1||*. Assim, como ||T;|| # 0, segue que Ag = (§,m). Portanto,
(a(T,Y),&) = (n,&)(T,Y), para quaisquer Y € X(M) e & € TM*, mostrando T € T'(Ep). [
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Corolario 4.6. Seja f : M™ — H" x R uma imersdo isométrica. Se Ey # 0, a multiplicidade g

de Ej é igual a 1. Além disso, f pertence a classe </ se, e somente se, E,, = span{7 }.

Demonstragdo. Por defini¢do de Ey, € usando (3.3), tem-se
Vin = —a(T,X) = —(X,T)n, (4.14)
para todo X € I'(Ey). Por outro lado, se ¢ > 2, segue do Lema 4 que
Vin = (X,T)n, (4.15)

para todo X € I'(Ep). De (4.14) e (4.15) decorre que Vi1 = 0, para todo X € I'(Ey), contradi-
zendo a Proposi¢ao 4.4. Portanto, Ey tem multiplicidade 1. Além disso, como 1) ndo € de Dupin,

temos que T' ndo € ortogonal a Ey, € a conclusdo segue do Teorema 4.5. [
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CAPITULO

SUBVARIEDADES DE EINSTEIN COM
CURVATURA MEDIA PARALELA

O objetivo central deste capitulo € apresentar uma caracterizacdo das subvariedades de

Einstein em Qf x R, com fibrado normal flat e vetor curvatura média paralelo.

5.1 Resultados preliminares

Lembremos que uma variedade Riemanniana (M", (,)) é chamada uma variedade de

Einstein quando seu tensor de Ricci satisfaz
Ricy(X,Y) = p(X,Y),

para quaisquer X,Y € TM e para alguma constante p € R. Variedades Riemannianas M" com
curvatura seccional constante ¢ sdo exemplos simples de variedades de Einstein, onde p =
(n— 1)c. Reciprocamente, para n = 3, toda variedade de Einstein conexa tem curvatura seccional
constante. Uma imersdo isométrica f : M™ — M" é dita ser uma subvariedade de Einstein quando

M™ é uma variedade de Einstein na métrica induzida.

Hipersuperficies de Einstein no espaco Euclidiano foram classificadas por Thomas
(THOMAS, 1936), Fialkow (FIALKOW, 1938) e Ryan (RYAN, 1969). Mais precisamente, para
uma hipersuperficie de Einstein M" em R"*!, ou a curvatura de Ricci p é identicamente nula, e
neste caso a hipersuperficie € flat, ou p > 0 e, neste caso, a hipersuperficie € um subconjunto
de uma esfera. Para os demais espacos de forma, este problema também foi considerado por
Fialkow (FIALKOW, 1938) e Ryan (RYAN, 1969). Finalmente, observamos que subvariedades
de Einstein em espacos de forma, com fibrado normal flat e vetor curvatura média paralela foram
estudadas e classificadas por Onti (ONTI, 2018).

Quando o ambiente é o produto Q% x R, hipersuperficies de Einstein foram estudadas
em (LEANDRO; PINA; SANTOS, 2021), onde os autores provam que tais hipersuperficies
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pertencem a classe .«7. Mais precisamente, o resultado central de (LEANDRO; PINA; SANTOS,
2021) € que toda hipersuperficie de Einstein em Q% x R, com n > 4, tem curvatura seccional

constante.

O que faremos nessa secao € estender o resultado basico de (LEANDRO; PINA; SAN-
TOS, 2021) para subvariedades de Einstein em Q} x R, com fibrado normal flat.

Lema 5. O tensor de Ricci de uma imersao isométrica f : M™ — Q% x R é dado por

Ric(X,Y) =&(m—1— | T|*)X,Y) +€&(2—m){X,T)X,Tr(T,T)

5.1
+m<H7 (X(X,Y)> _III(X7Y)7

onde

ngE

mx,y) =Y (a(X,X;), (Y, X;))

1

~.

denota a terceira forma fundamental de f escrita em termos de um referencial ortonormal
{X1,..., X} de M.

Demonstragcdo. Seja {Xi,...,X,,} C TM um referencial ortonormal. Entdo,

on

I
—_

Ric(X,Y) = ) (R(X;,X)Y,X;)

[(e(X;iANX)Y —eX, T)(X;ANT)Y +€(X;,T)(XAT)Y

I

+
> 7

ax.¥)Xi —Aqx, )X Xi)]

= )X, V) (X, Xi) — (X, Xi) (Y, X)) — e (X, T) (Y, T) (X5, Xi) — (¥, Xa) (T, Xi))

3

N
I
—_

+ &(T,.X)((Y,T)(X,X;) — (X, Y)(T,X;)) + (a(X;, Xi), a(X,Y))

— (o(X,X;),a(Y,X;))

e(m—1)(X,Y)— X, T)(m(Y,T)—(Y,T)) +&(Y,T)(X,T) — e(X,Y)||T|
+ m{H,o(X,Y))—III(X,Y)

em—1-— ||T||2)(X,Y) +eQ-—m)(X, T)(Y,T)+m(H,a(X,Y))—1II(X,Y).

]

Teorema 5.1. Seja f: M — Q% x R uma imersdo isométrica de uma variedade Einstein M",
m > 3, com fibrado normal flat num ponto x € M. Se T # 0 em x € M, entdo T ¢ direcdo principal

de todos os operadores de forma de f em x.

Demonstragcdo. Como f tem fibrado normal flat em x € M, decorre da Proposicao 3.8 que existe

uma base ortonormal

(X1,..Xn} CTM (5.2)
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que diagonaliza todos os operadores de forma ou, equivalentemente,
OC(Xi,Xj) =0,1< 1'7é j<m. (5.3)

Como M™ € de Einstein, tem-se

RiC(Xi,Xj) = p5ij, 5.4

para algum p € R. Ou seja,
m
Ric(X;,X;) Z (Xe, X)X}, Xi) = pij.

Escrevendo T (x) = Y #;X;, e aplicando o tensor de Ricci a base (5.2), obtemos
Ric(X;,X;) = [e(m— 1 —||T||*) +mA;] & + €(2 — m)tit; — I(X;, X;). (5.5)
De (5.4) e (5.5), obtemos:
[e(m—1—||T||*) +mA; — p] &;j + €2 —m)tit; — (X, X;) = O. (5.6)

Note que a terceira forma fundamental I71(X;,X ), expressa em termos da base (5.2), é sempre

igual a zero para i # j. Portanto, segue de (5.6) que
l‘,‘l‘j:(), lgl%]gm

Como t(x) # 0, concluimos que existe somente um indice 1 < k < m, com f; # 0. Isso implica

que T (x) = 1 Xy, como queriamos. O

Decorre do Teorema 5.1 que toda subvariedade de Einstein em Q% x R, com fibrado nor-
mal flat, pertence a classe <7. Assim, sem perda de generalidade, sempre que f € .7, fixaremos

que T € E;.

Observacdo 5.2. Seja Y € I'(Ey) N {T}*, com 1 < k < 5. Entdo, para todo X ortogonal a Y,

tem-se

VxY € {T}" e VxT e{r}

De fato,
(VxY, T) =—(Y,VxT) = —(Y, AnX> (a(X,Y),n)=0.
Além disso,

<VYT7T> = <A77Y7T> = <a(Y7T)an> = 07

ou seja, Y (||T||*) =0, paratodo ¥ € {T}*. Assim, ||T|| e consequentemente ||17||, sio constantes
ao longo de {T}+.
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5.2 Subvariedades de Einstein

Lema 6. Sejam M™ uma variedade Einstein conexa, com m > 3, e f: M"™ — Q" x R uma

imersao isométrica com fibrado normal flat, T 7 0 e vetor de curvatura média paralelo.

(a) SedimE; > 1, entdo ||&; — %HHZ = H%HHZ—A + (m—2)e+||n]|]%e.

(b) Paratodozgkgs,valequeHﬁk——HH —H’gHH — A4 (m—2)e+||n|%e.

Demonstra¢do. Como M™ é Einstein conexa, com m > 3, temos que Ric(X,Y) = A(X,Y), com

A constante. Além disso, conforme o Lema 5, temos que f € <7, e equivalentemente, T € I'(E}).

(a) SejaY € F(E 1) unitdrio, com Y ortogonal a 7. Considere uma base ortonormal {X;,X2,..., X},
onde X| = ”T” ,
(3.4), obtemos que

X, =Y e cada X; pertence a algum I'(E;). Usando a equagdo de Gauss

™=

Il
_

A = Ric(X2,X2) = Y (R(X;,X2) X2, X;)

= <R(X1,X2)X2,X1> + <R(X2,X2)X2,X2> + i<R<Xi,XZ>X2,Xi>
i=3

= e(1—|TI")+]&]*+0+ i[€+ (&, &0)] dimE; + [ + (| & |°] (dim Ey —2)

=
= eI+ & P (dmE 1)+ 2 (& &) dimE,
Assim,
161117 (dimE; — 1) + i‘,z<5p§2>dimEj = A —(m—2)e—|nlPe. (5.7)
=
Note ainda que
mi&H) = [&lPdmE + Y (€. &) dimE,

j=2
= A—(m=2)—|nlPe+ &l

Portanto,

L

(b) Considere uma base ortonormal {X;,X>,...,X,,}, onde X| = e cada X; pertence a

- IITH
algum I'(E;). Se existir Y € I'(E}) unitdrio, com Y ortogonal a T, fixamos que X, =Y.
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Usando a equacgdo de Gauss (3.4), obtemos que

3

A = Ric(Xe,Xi) = Y (R(X;, Xi)Xp, X;)

1

I
—_

m
= (R(X1, X)X, X1) + (R(Xi. X)X Xie) + Y, (R(Xi, Xp0) Xie, Xi)
ktie2

= 8(1—HTH2)+<€1,€1<>+0+; e+ (&), &) dimE; + [& + || &]|*] (dim Ex — 1)
k#j=2
+ [+ (&1,80)](dimE; — 1)

= 8|’n"2+<‘§l7§k>dimEl+(m_2)8+; (&), &) dimE; + [| &[> (dim Ey — 1).
k#j=2

Assim,

dimE (&, &)+ Y, (&), &) dimE; + [|&[|*(dimE, — 1) = A — (m—2)e — || n||e.
k=2
(5.8)

Note ainda que

S

m(&,H) = dimE(S1, &) + 7; (&), &) imEj + || &[> (dim E — 1) + [| & ||
k#j=2

= A—(m—2)e—|nl*e+II&>
Portanto, ) )
Hék—gHH :H%HH A+ (m—2)e+|n|e.

]

Em particular, a importincia do Lema 6, € o fato de que || — ZH||* é constante ao
longo de {T}L, e independe de k, com 2 < k < 5. No caso em que dimE;| > 1, o mesmo vale

parak = 1.

Lema 7. Sejam M™ uma variedade Einstein conexa, com m > 3, e f: M"™ — Q} x R uma
imersdo isométrica, com fibrado normal flat e campo de curvatura média paralelo. Entdo, &; é

paralelo na conexao normal, ao longo de {T}L, paratodo 1 <i<s.

Demonstragdo. Primeiramente, consideramos X,Y € I'(E;),com2 <i<seZ € I'(E;) N{T}*,
com 1 <i# k <s.Daequacgido de Codazzi (3.18), segue que

(X,Y)Vz& = (VxY,Z) (& — &). (5.9)

Como H ¢ paralelo, obtemos que

(X,Y)V5 <§,~— %H) = (VxY,Z)(& — &)
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Disso, segue que

2Vx¥,2) (&~ & &i— TH) = (X, 1)Z (|6~ SHI?). (5.10)

Note que (5.11) é constante ao longo de Z, assim o lado direito de (5.10) se anula. Usando (5.11),

onde

2
&= 2| = |15 HIP A+ (m—2)e+ |nPe. 511

observamos que

<§i_§kaéi_%H> = ‘ 55—%HH2—<§,-—§H,§,C—§H> £0.

Concluimos assim que (VxY,Z) = 0, para todos X,Y € I'(E;), com 2 < i < 5. Conforme a
Equagdo 5.9, temos que Vz&; = 0, para todo Z € ['(E;) N {T}+, com 1 <i# k < 5. Agora, para
Z € E;, obtemos que

S
0=VzH=Y dimEV&+dmEVzE,
k=1

o que implica que V& = 0, com Z € ['(E;). Portanto, para 2 < i < s, temos que &; é paralelo ao
longo de {T}+.

Agora, para i = 1, obtemos da Equacao de Codazzi (3.18), que
IT1?VZ&1 = (VrT.Z)(& — &),

para todo Z € T'(E}), com 2 < k < s. Conforme a Observagdo 5.2, segue que V%ﬁl =0, para
todo Z € I'(E}). Note ainda que, se existe X € ['(E;) N {T}*, entio

N
dimE | Vi & = VxH — ) dimEVy&.
k=2

Conforme o caso anterior, Vi & = 0, para 2 < k < s. Logo, V& = 0. Isto prova que &;
também & paralelo ao longo de {T}*. U

Em particular, para i # 1, temos que &; é normal principal de Dupin.

Proposicao 5.3. Sejam M uma variedade Einstein conexa, comm >3, e f: M™ — Q} xR

uma imersao isométrica, com fibrado normal flat e campo de curvatura média paralelo. Entao:

(a) E ¢€esférica, paratodok =2,---,s.

(b) E kl € totalmente geodésica, para todo k =2,--- ,s.
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Demonstra¢do.  (a) Dados X,Y € I'(Ey), temos que

(b)

1
onde & = —W(n,&kﬂ € T(E}t). Para Z € T(E;) N{T}+, com 1 <i+#k <, temos

pelo Lema 7, que V%ék = 0. Assim, a Equacdo de Codazzi implica que (VxY,Z) =0 =

(X,Y)(Z,9). Disso, e de (5.12), concluimos que Ej é umbilica, com vetor de curvatura

média 6 = —W(n,ékﬁ. Agora, vamos mostrar que (Vx6,Z) = 0, para todo X € I'(Ey)
e Z € I'(E}"). Pela Observagdo 5.2, obtemos que
1 (T,Z)
(Vx6,Z) = —WX<n,§k><T,Z> = —W@LVJ%@J =0,

conforme o Lema 7. Portanto, Ej, é esférica.

Sejam X € I'(E;),Y € I'(Ej) e Z € I'(Ey), com 1 <i,j <sei,j# k. Basta mostrarmos
que (VxY,Z) =0.Para 1 <i= j <s, segue do Lema 7 e da Equacédo de Codazzi.

Agora, considerando 1 <i# j <s, dividimos nos seguintes casos:
1° Caso: Sejam j=1eY = AT, para algum A € C*(M). Entio,
(VXAT,Z) = A(ApX,Z) = 0.
29 Caso: Sejam i =1e X = AT, para algum A € C*(M). Pela Equagdo de Codazzi (3.19),
segue que
(VarY,Z)(&; — &) = (VYAT,Z) (& — &) =0,

conforme o caso anterior.

3° Caso: Sejam X,Y € {T}*+. Como 1 < i# j <, a Equagio de Codazzi (3.19), diz que

(VxY,Z)(E; — &) = (VyX,Z)(& — &)- (5.13)

Afirmamos que §; — & e & — & sdo linearmente independentes.

De fato, suponha o contrério, logo existe u € R — {0}, tal que

Gi— & =u(j—&).

Disso, obtemos

(—u) (&~ TH) =&~ SH—u(&-TH).

Tomando a norma e usando o Lema 6, concluimos que &; = &;, o que é uma contradigéo.

Portanto, de (5.13), temos que (VxY,Z) = 0.
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Teorema 5.4. Sejam M™ uma variedade de Einstein conexa, comm >3, e f: M" — Qf xR
uma imersao isométrica, com fibrado normal flat e campo de curvatura média paralelo. Entao M

€ localmente isométrica a uma variedade produto warped IT;_, M;, onde cada M; € umbilica.

Demonstracdo. Pela Proposi¢do 5.3, a rede ortogonal € = {Ei}{izl,--., 5)» satisfaz as condi¢des do
Teorema 2.7. Portanto, localmente existe uma isometria com respeito a uma métrica produto

S
warped em IT;_, M;. 0
No caso particular em que M € um produto Riemanniano, obtemos algumas caracteristicas

interessantes, que sao descritas nos resultados abaixo.

Proposicao 5.5. Sejam M"™ uma variedade de Einstein conexa, comm > 3,¢e f: M"™ — Qf xR
uma imersao isométrica, com fibrado normal flat e campo de curvatura média paralelo. Entao M
€ localmente isométrica a uma variedade produto Riemanniano IT;_, M;, onde cada M; € umbilica

se, e somente se, (&, 1) =0, paratodo 2 < k <.

Demonstracdo. Nestas condi¢des, o produto M = IIM; € Riemanniano se, € somente se, as

distribui¢cdes Ej sdo totalmente geodésicas, para todo 2 < k <'s.

Conforme a demonstracao da Proposicao 5.3, cada Ej € esférica com vetor de curvatura
média 6 = —W@”l’&kﬂ € F(Ekl) Assim, Ej € totalmente geodésica se, e somente se, 6 = 0,

ou equivalentemente, 1 é ortogonal a &;. [

Coroldrio 5.6. Sejam M™ uma variedade de Einstein conexa, comm > 3,e f: M™ — Qf xR
uma imersao isométrica, com fibrado normal flat e campo de curvatura média paralelo. Se M é
localmente isométrica a uma variedade produto Riemanniano IT;_, M;, onde cada M; € umbilica,

entdo sdo satisfeitas:

(@) (&,m) =0, paratodo 1 <i<s, em particular, Ay =0e (H,n) =0.
(b) ||T|| é constante.

(c) (&;,&;) € constante, para todos 1 < i, j <s. Em particular &; tem norma constante.
Demonstracdo. (a) Usando a Proposicdo 5.5 na Equacdo de Codazzi 3.18, segue que
Vi&o=—¢lIT|I’n,  V2<k<s. (5.14)
Consequentemente, obtemos que V#H = V7& — (m— 1)¢||T||?n, assim,
V& = (m—1)e||T|*n. (5.15)
Além disso, T (&, n) = 0 implica que (V7 &, n) = — (&, V#n). Logo,

—||T|1PIn1I* = IT|1* (&, &) (5.16)
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Assim, T(||n]|?) = —eT (&, &). Por um lado, temos que T'||n||> = 2(V#n,7n), ou seja,
T|n|*> = —2||IT||*(&1,n). Mas usando as Equagdes (5.14) e (5.15), segue que

T (& &) = (Vi&u &) + (& V&) = —el|T|*(n,&1). (5.17)

Portanto, (n,&;) = 0.

(b) Conforme a Observagio 5.2, ||T|| é constante se, e somente se, T ||T||> = 0. Mas note que
T|T|?=2(V7T,T) = 2AqT. T) =2|T|*(n, &).
Logo, segue do item anterior que ||T|| é constante.

(c) Pela Equagdo (5.14), temos que T(&, &;) = (V7. &) +(V7&;, &) = —€l|T[1*(n, &) —

elIT|*(n,&;) =0, para todo 2 < k, j < 5. Da Equagdo (5.17), temos que T (&, &) =0,
para todo 2 < k <'s. Além disso, da Equacdo (5.15), segue que

TN&|1* =2(VrEr &) = 2(m— De|T|*(n,&1).

Disso e do Lema 7, concluimos que (&;, ;) é constante, para todo 1 <i,j <s.

5.3 O teorema principal

O objetivo dessa sec¢do € provar que toda subvariedade de Einstein em Qf x R, com
fibrado normal flat e vetor curvatura média paralelo, quando vista no ambiente flat, ¢ um produto

warped de imersoes isométricas.

Dado n > 0, seja

B2 R™2 see=1
L2 see=—1
munido da métrica flat

ds® = de%—I—dx%—l—---—l—dx,%Jrz.

Seja f: M™ — Q} x R uma imersdo isométrica com fibrado normal flat e suponha que
f esteja na classe .o7. Assim, em virtude de (MENDONCA; TOJEIRO, 2014, Corollary 1.3), a
composta f = io f também tem fibrado normal flat, onde i : Q7 x R — [E"*2 denota a inclusio
candnica. Denote por N = 7 oi 0 campo unitdrio, normal a inclusio i, onde 7 : R"*2 — R"1 ¢

a projecdo dada por m(x) = (x1,...,X,+1,0). Considere a decomposi¢ido
XM =E|(x)®... 0 Es(x),

para a imersdo f associada aos normais principais &i,..., &, conforme visto na Secdo 3.3.

Suponhamos, como antes, que T € I['(E}).



58 Capitulo 5. Subvariedades de Einstein com curvatura média paralela

Lema 8. Nas consideragdes acima, temos:

(a) Se dimE; = 1, entdo
XM =E\(x)®...®Es(x),

também é uma decomposicio para f, cujos normais principais sio
& —|nl*N,i.é =N, ..., i,&—N.
(b) Se dimE; > 2, entdo
TM = span{T } (x) ® E; Nspan{T} (x) DE; @ ... D Es(x),
¢ uma decomposicdo para f, cujos normais principais sio
i —|Inl*N,i.éy —N,i.&, —N,...,i,E—N.
Demonstracdo. De fato, dado X € I'(E;), para 1 <i <, com X ortogonal a T, temos que:

ap(X.Y) = i.apX,Y)+a(fiX, fY)
= (X, V)&~ (X, Y)N+(X,T){Y,T)N
= (X,Y)(i.&—N),

paratodo Y € TM. Além disso, temos que

OCJE(T,Y) = i*af(T,Y)+ai(f*T7f*Y)
= i (T, Y)E —(T,Y)N+ (T, T)Y,T)N
= (T.Y)(i.&i — |In|°N),

paratodoY € TM. [

Neste contexto, denotaremos Ey = span{T } e, com um abuso de nota¢éo, manteremos a

notagdo de Ey para E; N Ey-. Assim,
XM = Eg(x) DE|(x) DE, @ ... D Es(x), (5.18)
é uma decomposicio para f, cujos normais principais sio
i.& — |n|°N,i.& —N,i.&o —N,...,i.&— N,

onde eventualmente pode ocorrer E; = {0}.

O lema seguinte afirma que o vetor curvatura média H da imersdo isométrica f € paralelo

na conexdo normal de f se, e somente se, N = 0.
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Lema 9. Seja f: M — Q} x R uma subvariedade de Einstein, m > 3, com fibrado normal flat
e vetor curvatura média H paralelo. Suponha T # 0 e seja H o vetor curvatura média da imersio

isométrica f = io f. Entdo:

(a) V¥ H =0, para todo X ortogonal a T

(b) VrH =e||T|*(H,n)N + 5 [2(n, &) T|PN + (m — | T||*) | T|Pisn].
Demonstragdo. Considerando a decomposi¢cdo dada em relagdo f em (5.18), obtemos que

A= —[i,& — |n|*N +dim(Ey — 1)(ix& — N),dim(E; )in& — N, ..., dim(E,) (i.& — N)).

1
m
Desta forma, dado X € I'(E;), com 0 < j < s, segue que

~ 1 o~ o~ _
V¥l = V;%i*H—%[(m—1)V§N+||TI||2V§N+X(||17||2)N]

_ 1 ~ _

= (X, T (H N+ L [(m— T2 (X, T)iun + 20 ((T.X), )]

X, TN - —[m— T2 (X, T)im + 20X, T)i, (&), m)N].

3

3

Portanto,
VyH =0,
para todo X ortogonal a T, e
Vil = e|T|*i(H,mN + — 200, 8N TN + (m— | T|H)I|T|im],

como queriamos. [

De modo andlogo a Proposi¢do 5.3, obtemos o mesmo resultado em relacio as distribui-
¢oes de f.

Proposicao 5.7. Seja f: M™ — Q} x R uma subvariedade de Einsten conexa, m > 3, com

fibrado normal flat e vetor curvatura média paralelo. Em relagio 2 decomposicio (5.18) para f,

temos:
(a) Ej € uma distribuicdo esférica, k =1,...,s,
(b) E é uma distribuico totalmente geodésica, k= 1,...,s.
k ¢ g

Demonstracdo. (a) Dados X,Y € T'(Ey), com 1 < k < s, temos que

(VxY,T) = —(Y,VxT) = —i.(Y,ApX) = —(X,¥)i.(n,&).



60 Capitulo 5. Subvariedades de Einstein com curvatura média paralela

Assim, considere § = —Q(n,i@ﬁ. Para Z € T(E;), com 1 <i# k <, temos que V4i,& =
V%ék = 0, conforme o Lema 7. Assim, a Equag¢do de Codazzi implica que (VxY,Z) =0 =
(X,Y)(Z,8). Dessa forma, (VxY,Z) = (X,Y)(Z,§), ou seja, E; é uma distribui¢io umbilica.
Mostremos que (Vx§8,Z) =0, para todo X € I'(Ey) e Z € T'(Ej"). Usando o Lema 7, segue que

T (i) & >
+ VxT,Z
17> 7

(ﬁXB,Z> = - <X<l*§k7l*n>

_ _<HTT’f2>(W,%i*ék,i*n)+<i*é§kﬁ§i*n>)+

— _%(i*w%k,m+i*<5k,V;%n>)

B (T,Z)i
- “TH2 *<§k7a(X7T)>

= 0.

<i*€k>i*rl>
172

i.(AnX,Z)

Portanto, Ej ¢ esférica. Sejam X € I'(E;),Y € I'(Ej) e Z € I'(Ex), com 0 < i,j < sei,j#k.
Basta mostrarmos que NXY, Z)=0.Para 1l <i=j <y, segue do Lema 7 e da Equacdo de

Codazzi em espagos de forma. Agora, considerando 0 < i # j < s, dividimos nos seguintes casos:

1° Caso: Sejam j=0eY = AT, para algum A € C*(M). Entéo,
(VXAT,Z) = Ai,(AnX,Z) = 0.

29 Caso: Sejam i =0e X = AT, para algum A € C*(M). Pela Equacdo de Codazzi em espagos

de forma, segue que

(VarY. Z)(ix8; — N — (1.8 —N)) = (VyAT, Z) (ix61 — [N |°N — (i.& —N)) =0,

conforme o caso anterior.

3? Caso: Sejam 1 <i# j <s, a Equagdo de Codazzi em espacos de forma, diz que
(VxY,Z)(ix8j = N — (ix8 = N)) = (Vv X, Z) (i:&i = N — (i:& = N)).

Como mostrado anteriormente, &; — & e &; — & sdo linearmente independentes. Portanto, obte-

mos que (VyY,Z) = 0. O

Finalmente, podemos provar o resultado central do capitulo.

Teorema 5.8. Seja f: M™ — Q7 x R uma subvariedade de Einstein, m > 3, completa e simples-
mente conexa, com fibrado normal flat e vetor curvatura média paralelo. Entdo, f =io f é um

produto warped de imersdes isométricas.

Demonstracdo. Em virtude da Proposi¢do 5.7, segue do teorema de Hiepko que existe uma

isometria y de um produto warped My X p, M X - -+ X 5. M sobre M™. Considere entdo a imersdo

F=fow:Myxp My x - xp M;— E"2,
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F ¢ uma imersao isométrica definida num produto warped, cuja segunda forma fundamental é
adaptada segundo a decomposi¢do (5.18). Decorre do teorema de Nolker que F € um produto
warped de imersdes isométricas fy, f1,. .., fs. Mais precisamente, o perfil fy é uma curva fj :
My — E" gerada pelo campo T, e as imersdes f;, com 1 < i <, sdo imersdes isométricas
fir M — Qithi, O
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