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RESUMO

MORELLI, P. A. S. Tépicos de Analise e Geometria: Operadores de Fredholm e Grass-
mannianas. 2022. 94 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

Essa dissertagdo € fruto de atividades de estudo orientado e reunides realizadas no periodo em
que estive envolvido no programa de pds graduacdo em Matematica no Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo da Universidade de Sao Paulo (ICMC-USP) como aluno de
Mestrado. A finalidade dele € introduzir um objeto de grande interesse na Matematica, a saber a
Grassmanniana de um espaco de Hilbert. Para tanto, iniciamos o texto com um modelo finito-
dimensional, onde mostramos, em partucular, que, nesse contexto, a Grassmanniana possui uma
estrutura diferencidvel natural. Em seguida, dispomos na parte central do texto as ferramentas de
andlise funcional necessdrias para generalizar as no¢des do capitulo prévio em um espaco de

Hilbert separdavel de dimensao infinita, o que, por fim, € abordado no capitulo subsequente.

Palavras-chave: Grassmanniana, Espaco de Hilbert, Operador de Fredholm.






ABSTRACT

MORELLLI P. A. S. Topics on Analysis and Geometry: Fredholm Operators and Grass-
mannians. 2022. 94 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

This dissertation is the result of guided studies activities and meetings by the time I was a Master
student of the Institute of Mathematics and Computer Science (ICMC) of University of Sdo
Paulo (USP). Its aim is to introduce a mathematical object called the Grassmannian of a Hilbert
Space. For this purpose, we begin studying the finite-dimensional case, where we showed that
the Grassmannian has a natural differentiable structure and is a homogeneous space. Next, we
introduce the necessary tools of functional analysis to generalize the notions of the previous

chapter to te infinite-dimensional case, which is done after.

Keywords: Grassmannian, Hilbert Space, Fredholm Operator.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem por finalidade explorar uma classe de variedades chamadas as Grass-
mannianas de um espago de Hilbert. O conceito da Grassmanniana de dimensao finita precede,
inclusive, a no¢do de variedade. Entretanto, um dos primeiros registros do uso desse tipo de
objeto no contexto de espagos de Hilbert de dimensdo infinita foi no trabalho do matemaético
japonés Mikio Sato e de seus colaboladores, em que a no¢ao de uma Grassmanniana de dimensao
infinita fora usada na construc¢io de solucdes da equacdao KP, em particular as solitdnicas, de

grande interesse em outras dreas da Ciéncia, como por exemplo, a Fisica.

Sobre a estrutura do texto da dissertagcdo, estudamos, no Capitulo 1, um modelo finito-
dimensional da Grassmanniana, cujos elementos sdo os k-planos de um espacgo vetorial, aqui
representado por R”. Dentre os topicos abordados destacam-se a estrutura de variedade natural
em Grg (R"), uma caracterizagio dos vetores tangentes nesse espaco, a agao transitiva do grupo

linear sobre a Grassmanniana e a trivializacao local do fibrado tautoldgico.

Em seguida, na parte central do texto, introduzimos as nocdes relevantes de Anélise
Funcional para a defini¢do e estudo da Grassmanniana de dimensao infinita. Entre elas, destacam-
se os operadores de Fredholm, um aberto importante do espaco dos operadores lineares em um
espaco de Hilbert separdvel H, juntamente com a no¢ao de indice de um operador. Além disso,
outro conceito importante para generalizar as nogdes do capitulo 1 sdo os chamados operadores de
Hilbert-Schmidt, que também sdo trabalhados no capitulo. Por fim, no capitulo final procuramos
colher alguns frutos dos tdpicos apresentados anteriormente, ao expor a defini¢cao e algumas
propriedades da Grassmanniana de um espago de Hilbert, vide a abordagem em (PRESSLEY;
SEGAL, 1988).
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CAPITULO

UM MODELO EM DIMENSAO FINITA

Neste primeiro capitulo, abordaremos um conceito importante em Matematica deno-
minado a Grassmanniana de um espago vetorial de dimensao finita, aqui representado pelo
espaco euclidiano C”, equipado com o produto Hermitiano usual. Suas aplica¢des vio desde
a Geometria Diferencial, em que Grassmannianas sdo exemplos de variedades homogéneas,
como veremos em breve como em outros campos da Matemdtica que fogem do escopo do texto,
como na constru¢do de algoritmos vindos da drea de Otimizacdo (veja, por exemplo, (ABSIL;
MAHONY; SEPULCHRE, 2004)). A confeccao desse capitulo foi inspirada em (PICCIONE;
TAUSK, 2008), (KASMAN, 2010) e (COUTO, 2021).

1.1 A Grassmaniana de Dimensao Finita

Nesta primeira se¢ao, iniciaremos nosso estudo sobre a Grassmaniana de dimensao finita.
Mostraremos que existe uma estrutura natural de variedade e que ela pode ser identificada como
um espaco homogéneo, o que nos fornece vdrias propriedades interessantes a respeito desse

conjunto.

Definicao 1.1. Sendo k < n dois naturais, definimos a Grassmanniana dos k-planos de C”

como sendo o conjunto

Gr, (C") :={V C C"|Vé subespago e dim(V) = k}.

E interessante estudar as caracteristicas sobre os pontos da grassmaniana que sio dados
por graficos de operadores lineares, dado que estes serdo fundamentais para definir uma estrutura
diferencidvel em Gry(C"). Escrevendo C" = E© IF em uma certa decomposi¢do em soma direta
de sorte que dim(IE) =k (e, claro, dim(IF') = n— k), o grifico de um operador linear 7 : £ — ¥,
definido pelo subespaco

graf(T) :={v+Tv|veE}, (1.1)
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€ um subespacgo k-dimensional e, portanto, ponto da Grassmanniana. A proposi¢ao a seguir
fornece um critério para distinguir os pontos da Grassmanniana que sdo graficos de algum

operador linear relativamente a alguma decomposi¢ao em soma direta.

Proposicao 1.2. Um dado elemento W € Gry(C") é o gréfico de algum operador linear 7 : I, — T

se, e somente se, W € transversal a I, ou seja,

WNTE = {0}. (1.2)

Demonstragdo.
(=) Suponha que W = graf(T), para algum T : E — F. Sendo w € WNE, ou seja
w=v+T(v), para algum v € [, temos que, em particular v =w — T(v), de onde segue que

v € IF, e, portanto v = 0. Decorre disto que w = 0.

(<=) Reciprocamente, se W € Gr, (C") é tal que W NI = {0}, em particular temos
que a projecao ortogonal de W em I, denotada por pry|,: W C EGF — E é um isomorfismo.
Assim, a aplicagdo Ty : It — I dada por

Tw(v) = (prgly,) ' -v—v (1.3)
€ um operador linear cujo gréfico €, por construcao, W. [

Observacao 1.3. Denotamos o conjunto de todos os subespagos transversais a IF' por Go(IF). O

argumento exposto acima permite definir uma bijecao
O(E,TF) : Go(F) — Hom(IE, IF)

que associa a cada ponto da Grassmaniana transversal a I o respectivo operador do qual é
gréfico. Ao variarmos a decomposi¢do de C" em soma direta, as aplicacdes ¢ (-,-) formam um
atlas diferencidvel em Gr, (C"). A fim de justificar a dltima afirmagao, incorporemos alguma

linguagem com a seguinte
Defini¢do 1.4. Dados IE, E' C C" com um subespago complementar comum IF, ou seja,

EoF =FoF, (1.4)
o isomorfismo entre [£ e I obtido pela soma direta acima sera referido como o isomorfismo

induzido por I e denotado por g (IE, E).

Observemos que, pela notagdo acima, 1y Y(E,E') = np(E',E). Ainda, note que, da
dlgebra linear, N (IE, ') é dada explicitamente pela restri¢do a IE pela projegdo ortogonal em [/

relativamente a soma direta I & IF.

Teorema 1.5. Sendo C" = E® I uma decomposi¢cdo em soma direta e pry, pry as respectivas
projegdes, temos que pry|,, : W — [E é um isomorfismo desde que W seja transversal a IF. Ainda,

se W = graf(T), para algum operador 7 € Hom(IE, IF'), entdo

T = (er’W)O(pr]El’W)' (1.5)
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Demonstragdo.

A fim de demonstrar a primeira afirmag@o, é suficiente apenas verificar que pry|,
¢é injetora. Com efeito, dado u € W, existem(e sao unicos) up; € I£ e up € I de forma que
u = up, + up. Logo, se up, = pry|, -u = 0, entdo u € . Portanto, como W & transversal a I,

segue que u = 0 e pry|,, € isomorfismo, como querfamos.

Por outro lado, se W = graf(T), para algum T € Hom(IE,IF), entdo dado x € E, a

unicidade dos vetores oriundos das somas diretas fornece que

prg |, (x) = x+Tx. (1.6)

Aplicando a proje¢do em I nos dois membros da igualdade, docorre que

~1
Tx = (prgly ) o (prg |y) -, (1.7)
de onde segue a segunda afirmativa, como queriamos. 0
O lema seguinte serd relevante no momento de definir a estrutura diferenciavel da

Grassmanniana dos k-planos de C". Sua importancia se dard na garantia da boa definicao das

mudancas de coordenadas locais.

Lema 1.6. Seja T € Hom(E, F). A fim de que graf(7) NF’' = {0}, é necessdrio e suficiente que
a aplicacdo

idg + (pry|p) o T:E— E (1.8)
seja inversivel. Aqui, pry, denota a projecdo em [ relativamente & decomposi¢do em soma direta

C'=EaF.

Demonstragdo.

Verifiquemos ambas as implicacdes:

(=) Observe que idp, + (pry|;) © T € um operador linear entre espacos de mesma dimensdo

finita. Assim, basta verificar a injetividade. Com efeito, se x € It € tal que
x+prg|p - Tx =0,

entdo, somando-se o termo pry, - Tx € I/, dado pela projecdo E @ I’ — I aplicada em
T'x em ambos os membros da igualdade, obtemos que x + 7x = prgF, € I/, ou seja, x+ T'x
é elemento de IF’. Assim, x + Tx = 0, de onde segue, em virtude da decomposicio E @ IF

ser direta, que x = 0, como queriamos.

(«<=) Reciprocamente, se idp, + (prg|,) o T for inversivel e x € graf(T) N F, temos que, em

particular existe v € [, de sorte que

x=v+Tv. (1.9)



22 Capitulo 1. Um Modelo em Dimensdo Finita

Como x € I, temos que prj,(x) = 0, aplicando a projec@o prf, em ambos os membros da
igualdade acima, segue que
v—l—pr§E~Tv:0. (1.10)

Como, por hipétese o niicleo de idp, + (pry|, ) o T é trivial, segue que v = 0, ou seja, x = 0,

como queriamos. ]

Continuando no caminho da preparagdo da estrutura diferencidvel de Gr,(C"), o resul-
tado seguinte terd sua importancia na constru¢ao de uma base enumeravel para a topologia de

variedade, a ser introduzida em breve, da Grassmanniana.

Lema 1.7 (Exercicio B.9 de (LEE, 2003)). Seja V um espago vetorial, Z = {ey,...,e,} uma

base de V e S C V um subespacgo de dimensao k. Entdo, existem indices

{i1,....ix} C{1,....n} (1.11)

de sorte que V=5& span{eij 1< j<k}.

Demonstragdo.

Observemos antes que, se {fi,...,fu} C V é uma m-upla ordenada de vetores linearmente
dependentes em V e fj # 0, entdo é verdade, ao menos para algum indice j € Iy que existem
Aj € C de sorte que

j—1
fi= Z)Ljfk’ (1.12)
k=1
ou seja, f; € combinacdo linear de seus antecessores. Com efeito, o fato de que f; # 0 fornece
que {f1} é um conjunto linearmente independente. Como {fi,..., fir} ndo 0 é, existe | < g <M
tal que

1. {fi,...,fq} é linearmente dependente,

2. {fi,...,fq—1} é linearmente independente.

Logo, f, = ZZ;]I Ajfx, para certos A; € C. No contexto do lema, se {sj,...,s¢} C S é uma base
de S, podemos repetir o argumento prévio com a (m -+ k)-upla ordenada {sy,...,s,e1,...,en}

para remover k elementos de 4 e concluir o resultado. [

Proposicdo 1.8. O conjunto das cartas locais .« := {¢(E,IF) |C" = E® F} forma um atlas C*
em Gr, (C").

Demonstragdo.
Ao longo do argumento, faremos uso das seguintes notagoes: EG F, E' @ F, E @ T’ serdo

decomposicdes em soma direta de C".
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1. Se ¢(E,F) e ¢(E',IF) sdo cartas locais, entdo a mudanga de coordenadas
9 (E',F)o¢~'(E,F)

avaliada em T € Hom(IE, ) resulta no operador g := (pr, |, +T) o (I, IE'). De fato,
sendo Gy = graf(T), mostremos que

-1
Pyl 0 iyl + T opryly, = (prE/|GT) —idp. (1.13)

O lado esquerdo da ultima igualdade denota a expressdo de g ao passo que seu lado
esquerdo € dada pela aplicagdo 7T, , vide a demonstragdo da Proposicdo 1.2. Observemos
que, dado x € I/, existem, em virtude do grafico de T ser transversal alF,ve Eexp € I
de sorte que

x=W+Tv)Pxp. (1.14)

O lado esquerdo da equagdo (1.13) € dado por

pr;F|]Eopr]E’E/ '(V+TVEBXF)+TOPT]E|E, ( VE + TVEBXIE‘)
€ eF

_ (1.15)
pre(v) +T(v)
Como, da equagdo (1.14), v=x— (Tv+xp), segue que pri,(v) = —Tv —xf e, assim, a
equagao (1.15) se torna
pr(V) + T (v) = —x. (1.16)
O lado direito da equacao (1.13), por outro lado, é dado por
v+Tv—(v+Tv+xp) = —xy, (1.17)

verificando, assim, a igualdade desejada.

2. Se C"=E®F = E®F, mostremos que a mudanga de coordenadas ¢ (IE, ') o ¢ (IE, F) !,
avaliada em T € Hon(EE, F) resulta no operador & = g (F,F') o T o (idg + priy|, o T) "

Com efeito, analogamente ao caso anterior, € suficiente verificar que

-1
pri|g o T o (idg +prly|, o T) ' = <pr§E|GT) — idE. (1.18)

Observe inicialmente que ¢ (IE, ') o ¢ (IE,F)~! estd definida no conjunto dos operadores
T € Hom(IE,IF) de sorte que graf(T) € Go(F') o que, pelo Lema 1.6, é equivalente a bije-
tividade do operador idg + prj,|, o T. Avaliando os lados esquerdo e direito da igualdade

acima em y = x + pry|,, - Tx € E, temos que, em particular, o lado esquerdo se torna

priv|g o T o (idg +priyle o T) 'y = prh|y - Tx, (1.19)
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que, por sua vez coincide com o lado direito, dado que, para caday =x+pry|, - Tx € E

-1
(prley) 308 -3 = (ot o) - it 7) — v pr - T

<pr/GT|]E) ’ (ic+pr;E|F 'T'x+pr;E‘/|]F : Tx_pr;F/|]F ' Tx) _'x_pr{E|]F Tx (1-20)
x+Tx€Gr e

x+Tx—x—pryl, - Tx=prl,|, - Tx,

verificando, assim, a igualdade (1.18), como queriamos.

Assim, temos que, por transitividade, .7 € um atlas cujas cartas sdo C*-compativeis.
Mostremos agora que Gr,(C") é um espaco de Hausdorff. Com efeito, dados E, I € Gr, (C"),
com E # I, seja X um subspaco complementar simultaneamente a I£ e I, ou seja,

Ct=EaX=FaX. (1.21)

Assim, [ e IF, estdo localizados em uma mesma vizinhanga Go(X ) com coordenadas locais dadas,
digamos, por ¢ (I, X) : V(X) — Hom(E, E-) ~ CK(*=K) por simplicidade, denotada por ¢. Como
Ck(1=k) ¢ Hausdorff, existem abertos U,V C ¢ (V(X)), com UNV = & de modo que ¢ (E) € U e
¢(IF) € V. Logo, segue que ¢~ (¢(IE)) e ¢ ! (¢(TF)) sdo abertos disjuntos de Gr, (C") contendo,

respectivamente, os elementos I e IF, donde Gr, (C") é Hausdorff, como queriamos.

Finalmente, a topologia de variedade de Gr, (C") satisfaz o segundo axioma de enumera-
bilidade, pois, sendo & := {ey,...,e,} a base candnica de C", temos que, dado W € Gr,(C"), o
Lema 1.7 fornece que

C" =W @ span{e;,,...,e; .}, (1.22)

para certos 1 <ij <... <i; <n, de onde segue que, em particular

W Nspan{e;,...,e;, ,} = {0} (1.23)
e, assim, W € grafico de algum operador T : span{e;,,... ,eiHc}L — span{e;,,...,e;, ,}, mos-
trando Gr, (C") possui base enumerdvel, como querfamos. ]

Uma descricdo explicita da topologia de variedade, digamos 7 ,,, em Gr, (C") pode ser
encontrada, por exemplo, em (COUTO, 2021) ou (MILNOR; STASHEFF, 1974), através da

chamada variedade de Stiefel, a saber o conjunto

Vk((C") = {(xl, . ,xk) eC'"x...xC" ‘ <x,~,xj> = 5,‘]'} (1.24)
formado pelas k-uplas de vetores ortonormados de C" e munido da topologia de subespaco.
Pode-se mostrar que Ty , consiste na topologia quociente relativa a aplicagdo

5: Vi (C") — Gr (C")

) (1.25)
(X150 ,X5) —> span{xy,... X}

ou seja, U € Gr, (C") é aberto se, e somente se, 5_1(U) é aberto.
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Observacio 1.9. A descri¢do acima fornece, que Gr, (C") herda algumas propriedades topol6-

gicas de Vg (C"), em particular a compacidade.

1.2 O Espaco Tangente a Grassmaniana

O objetivo desta se¢do € dar uma descricao do espago tangente a um ponto da Grassmani-
ana de um espago vetorial a manos de isomorfismo. Veremos que existe uma identificacdo desse
conjunto como um espac¢o de operadores lineares que permite a obten¢do de uma férmula para a

derivada de uma carta local.

Definicao 1.10. Sendo V,W, V|, W, espagos vetoriais, L € Hom(V},V), M € Hom(W, W), defini-

mos a aplicagio Lin(L, M) como segue:

Lin(L,M) : Hom(V,W) — Hom(V;, W)

(1.26)
T— (MoToL)

Proposicdo 1.11. Sendo W € Gr, (C"), W; um subespago complementar de W, ou seja, C" =
W e W eq;: W — C"/W arestrigdo da aplicagio quociente x — [x] a Wy, entdo

Lin(id, q1) o d¢ (W, W) [W] : Ty Gr, (C") — Hom(W,R" /W) (1.27)

€ um isomorfismo linear e, além disso, o isomorfismo (1.27) ndo depende da escolha de W.

Demonstragdo.

Primeiramente, observe que ¢; € um isomorfismo, uma vez que, como W NI = {0}, ¢; € injetora.
Ainda, lembremos cartas locais sdo sempre difeomorfismos entre seus respectivos dominios.
Assim, d¢(W,W;) é um isomorfismo e, portanto, a aplicagdo (1.27) é um isomorfismo. A

independéncia da opcao por W; segue do fato que, denotando, por simplicidade, 1 := T, (Wi, W))

Al :d¢(Wo,W)(Wo) = Lin(id, n) - d¢ (Wo, W) (Wo)

Pode ser verificada derivando-se a aplicagio de transigdo ¢ (Wo, W[) o ¢ (Wo, W;) ™!, vide

caso 2 da Proposi¢do 1.8, no ponto 7 = 0.

A2 : q1 = qyon,, (W, W)

Pode ser verificada diretamente. com efeito, para cada x € Wi, temos que x — Pryy (x) € Wo,

de onde segue que,

q1(x) = [x] = [pryy; ()] = [N ()] = () o) - x (1.28)
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LD = Lin(id,q}) - d (Wo, W})(Wo) = ¢, o d(Wo, W) (Wo)

= (A1]
gy oLin(id,n) - d¢ (Wo, W1) (W)
= [A2] (1.29)
q1on~"o (Lin(id,n) -d¢(Wo, W1)(Wo)) = g1 on™~'n odg (Wo, W1)(Wo)
q10d¢(Wo,W1)(Wo) = Lin(id, q1) - d¢ (Wo, W1)(Wo) = LE,
de onde segue o resultado desejado, como queriamos. L

Proposicao 1.12. SejaW : I — Gri(C") e w: I — C”" curvas definidas em algum intervalo I C C
diferencidveis em ¢y € I. Suponha que w(t) € W (t), para cadat € I. Entdo,

n

W)

W'(to) - w(to) =w'(to) + W (o) €

Demonstragdo.
Seja £ = W (ty) e escolha um subespago complementar W de IE em C". Ponha 7 := ¢ (IE, W} ) oW,
de forma que, para cada ¢ € I em uma vizinhanga de fy, tenhamos que W (t) = graf (T (t)).

Denotando por prj a projecdo em IE relativamente a decomposi¢do posta, seja u := pryow.
Como w(t) € W(z), seque que
w(t)=u(t)+T) u(t), Vtel (1.30)

Usando o isomorfismo prévio, temos que W'(zy) € TpG,(C") pode ser identificado como o

operador
Lin(id, q1) o d¢ (I, W) (E) -W'(t9) = q1 o T (19). (1.31)

Assim, resta mostrar que
g1 0 T/(l‘()) . W(to) = W/(l‘o) + Wy.
Derivando a expressdo (1.30) em ¢ = 1y e, notando que T (tp) = 0, u(tp) = w(ty), obtemos que

W/(l‘()) = u'(t()) + T/(t()) . W(t()),

onde u'(1y) € I, resultando na proposi¢do, como queriamos. ]

O préximo resultado fornece uma interpretacdo da derivada de uma carta local da

Grassmaniana com a identificagdo de um vetor tangente com uma respectiva aplicagdo linear.

Proposicao 1.13. Sendo dada uma decomposicdo em soma direta C" = Wy & W; e W um

subespago transversal a Wy, ou seja, W N IF = {0}, entio,

do(Wo,W1)(W)-Z =gy ' o Zom,, (Wo,W).
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Demonstragdo.

Seja t — W(t) uma curva diferencidvel em Gr, (C") com W(0) = W e W'(0) = Z. Ponha, para
cadat € C, T(r) = ¢(Wo,W1)(W(t)), de modo que W(r) = graf(T(r)), em cada instante .
Observe que T'(0) = d¢ (W, Wy)(W) - Z.

Sejaw € W. Como W = graf(7(0)), podemos escrever w = wo + T(0) - wy, para algum
wo € Wo. Assim, 1 — w(t) = wo+ T () - wp é uma curva em C" com w(t) € W(t), para cadat e

w(0) = w. Pela proposi¢do prévia, temos que
W (to) w=Z-w=w'(0)+W=T"(0)-w+W.
O fato de que wo = 1, (W, W) - w fornece que
Z=qioT (19)om,, (W, W0),

de onde segue a conclusdo que queriamos. [

1.3 Homogeneidade da Grassmaniana

Nesta se¢do, mostraremos que a Grassmanniana Gr, (C") é um espago homogéneo, ou
seja, difeomorfo a um quociente de grupos de Lie. Para tanto, convém recordar a teoria bésica de

acoes de grupos.

Acoes de Grupos

Relembremos, brevemente, alguns resultados da teoria de a¢des de Grupos de Lie em
variedades. Em nosso contexto G denotard um grupo de Lie. Uma acdo a esquerda de G em M é
uma aplicagcdo

u:GxmM—-Mm | (1.32)
(g;p) —g-p

de sorte que cada g1,82 € G e p € M cumpram as condi¢des:
o 1(g182,p) = 1(g1, (82, 1))

* u(e,p) =p.

Exemplo 1.14. Todo grupo de Lie G age sobre si mesmo através da translagcdo a esquerda.
Explicitamente, a aplicacao
U:GxG—-G

133
(g.h) — gh™! (139

¢ uma acao a esquerda.
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Exemplo 1.15. Sendo G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel, entdo a acao trivial
de G em M € definida por
u:GxM—-M

(1.34)
(&:p)—p

Exemplo 1.16. A acio natural de M, (C) sobre C" é dada pela multiplicacdo de matrizes,

considerando a identificacdo de x € C" como uma matriz-coluna.

Definicao 1.17. A érbita e o estabilizador de p € M sdo os subconjunto de, respectivamente
M e G, definidos por orb(p) := {1(g,p) |8 € G} e stab(p) = {g € G| u(g,p) = p}.

Uma agdo a esquerda u : G x M — M ¢é dita ser transitiva se orb(p) = M, para todo
p € M. A condigdo de orb(p) = M para cada p € M é supérflua, dado que é suficiente que seja
verificada para apenas um elemento. E ficil ver que o estabilizador de qualquer elemento é um

subgrupo de G. Se u é uma agdo a esquerda em M, a aplicacdo

Uy: G/stab(p) — orb(p) (1.35)
e = nlep)

¢ um difeomorfismo. Em particular, temos o seguinte resultado

Teorema 1.18. Se G age de maneira transitiva em uma variedade diferencidvel M, entao M ¢é

homogénea, ou seja, difeomorfa a um quociente de grupos de Lie.

Seja M € GL,(C). Sabemos da élgebra linear que, dado W € Gr, (C*), M(W) C C" é
um subespago vetorial de dimensio &, ou seja, um ponto da Grassmanniana Gr, (C"). Podemos
entdo definir

p: GL,(C) x Gr (C") — Gr, (C") . (1.36)
(M,W) — M(W)

Proposicao 1.19. A aplicacdo u previamente definida € uma acao diferencidvel a esquerda e

transitiva.

Demonstragdo.

De fato, a diferenciablilidade de pt em (A, Wy) pode ser verificada diretamente via coordenadas
locais. Com efeito, sendo W) C C” de sorte que C" = A(Wp) & W) = Wy & Wy, temos que 0
dominio da carta local ¢ (Wy, W;) contém Wy e A(W). Assim, escolhendo as cartas locais como

no diagrama abaixo

GL,(C) x Gr, (C") + Gr,(C")

(id,¢<wo7wl>>l l¢<wo,wl>> :
ouo(i -1

GL(C) x Hom(Wo, W;) 22200 om(Wo, W)
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a representacdo de u em relac@o as coordenadas locais é dada por
(M,T) — (M,graf(T)) — M(graf(T)) — (Mo; +M;; o T) o (Moo + Moo T)~'.  (1.37)

Aqui, M;; : W; — W; denota a componente de M relativamente a soma direta Wy ® Wy, ou seja

Moy M
M=% 70 (1.38)
My, My

A tnica passagem ndo imediata € a ultima. A fim de constatar sua veracidade, basta

observar que, dado w € W, tem-se que

(Moow + Mg o Tw) + (Moy +Myoo T) (Moo + Moo T) ™ (Moow +Mygo Tw)

(M()QW—I—Ml() o TW) + (M()l +Mipo T)(W)

(1.39)
My M w
Moy My ) \Tw

M(w+Tw),

de onde segue que graf ((Mo; +M;10T)o (Mg +MigoT)~ ') = M(graf(T)). Como as opera-
¢oes de inversdo e de tomar a componente ij de um isomorfismo sdo diferencidveis, segue que

(1.37) € diferencidvel, ou seja, yt também o é.

Mostremos agora que y € uma acao transitiva. Com efeito, lembremos que basta mostrar
que Gr, (C") é a 6rbita de algum de seus pontos. Tomemos, por simplicidade o ponto E =

span{e;|1 < j <k} e vejamos que Gr, (C") = orb(IE), analisando ambas as inclusdes.
(D) Evidente, dado que a agdo u toma valores na Grassmanniana.

(C) De fato, dado W € Gr,(C"), seja {&1,...,&} € C" um conjunto linearmente in-
dependente de sorte que W = span{&;|1 < j < k}. Completando a uma base de C", defina

8:{éla"'7€k7pk+17"'7pn} (140)

e tome A como sendo a matriz de mudancga de base de £ para a base candnica &4, de C”". Assim,

a construcao de A fornece que
LA E)={Ax|xe E} =W, (1.41)
obtendo, assim, a inclusao desejada e finalizando a prova da proposi¢ao, como queriamos. [

Corolario 1.20. Gr, (C") é uma variedade homogénea.
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Demonstragdo.

De fato, da teoria de a¢Oes de Grupos de Lie em variedades, tem-se que

GLu(C)

stab(E) ~ orb([E) = Gr,(C"), (1.42)

como queriamos. ]

Observacao 1.21. Uma adaptacdo do argumento exposto ao longo da secdo fornece que a
restri¢do de 1 ao subconjunto e SU(n) definem, da mesma forma, uma agao transitiva, de modo
que a Grassmanniana Gr,(C") é também um espago homogéneo associado a esse grupo. Em
particular, a compacidade desses grupos fornece que a Grassmanniana dos k-planos de C" é uma

variedade compacta.

De fato, sendo W, W' € Gr(C") € possivel construir {b;|1 < j <n}, {b)|1 < j<n}
bases ortonormais de C" de sorte que {b; |1 < j <n} e {b’|1 < j <n} sejam bases, respectiva-
mente de W e W’, e o isomorfismo linear b; — b’j seja uma transformagdo unitdria, de modo que

existe A € SU(n) tal que A(W) = W', como queriamos.

Observacao 1.22. Finalizamos essa se¢do observando que uma das motivagdes para definirmos

a estrutura de variedade em Gr, (C") consiste no seguinte resultado.

Proposicao 1.23. (HELGASON, 1979) Seja G um grupo de Lie, H um subgrupo fechado
munido da dnica estrutura diferencidvel que o faz um subgrupo de Lie, & : G — G/H a projecio
natural, g,h as respectivas dlgebras de Lie e m C g um subespaco de sorte que g = m & bh.
Entao, existe uma vizinhanga U de 0 € m que ¢ aplicada homeomorficamente sobre exp(U) via
aplicacdo exponencial que, por sua vez, é aplicado homeomorficamente sobre uma vizinhanga

de m(e) via a projec@o candnica.

Aplicando a proposi¢do acima ao caso em que G =U(n) e H =U (k) x U(n—k),
obtemos que cada elemento do grupo quociente U (n)/U (k) x U (n — k) admite uma vizinhanca
homeomorfa a um aberto de Hom(C¥,C"*), a saber o modelo que foi usado para definir a
estrutura diferencidvel em Gr, (C"). Assim, a constru¢do aparentemente arbitraria das cartas
locais em Gr, (C") é necessdria para obtermos uma estrutura de variedade homogénea, como
vimos no Coroldrio 1.20. Lembramos que a estrutura topoldgica em G/H provém da seguinte

proposicao.

Proposicao 1.24. (HELGASON, 1979) Seja G um grupo de Lie, H um subgrupo fechado
munido da tnica estrutura diferencidvel que o faz um subgrupo de Lie e 7 : G — G/H a projecéo

natural. Entdo existe uma tnica estrutura diferencidvel em G/H de sorte que

f:GxG/H—G/H

(8. [4]) > [gh] (149

seja diferenciavel.
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1.4 A Aplicacao de Pliicker

Uma constatacdo a respeito das variedades Grassmannianas € que tal conceito € uma
generalizagdo dos chamados espagos projetivos. Nessa secdo, mostraremos que Gr, (C") é, em
particular, aplicada em um subconjunto fechado de um espago projetivo. Sendo [E um espaco
vetorial real ou complexo de dimensao finita, provido da relagido de equivaléncia x ~ y se, e
somente se, existe A # 0 de modo que x = Ay, a projetivizacdo de E é o conjunto

pE) = 20 (1.44)

~

Definicao 1.25. A aplicacao de Pliicker é definido como sendo a aplicacao

p:Gr, (C") — P(AKC)

5 (1.45)
Wi [vi AL A v

onde {v;|1 < j <k} C C" é algum subconjunto linearmente independente que gera W.
Proposicao 1.26. A fungdo (1.45) estd bem definida e € uma aplicag@o injetiva entre as variedades

Gr, (C") e P(AKC™).

Demonstragdo.
A primeira afirmagdo segue do fato que, se {vy,...,v¢} e {wi,...,wi} sdo bases distintas
de W, temos que
VIA...Avg=det(A) -wiA... Awg, (1.46)

onde A € a matriz que relaciona tais bases, de onde segue que as mesmas estdo na mesma classe
de equivaléncia do projetivizado de AXC" e, portanto, representam o mesmo elemento, atestando,

assim, a boa defini¢do de p.

Sobre a injetividade, sendo V = span{vy,...,v;} e W = span{wy,...,w;} de sorte que
p(V) = p(W), a defini¢iio da classe de equivaléncia de P(A¥C") fornece que

WIA AW =AVIA... AV, (1.47)
para algum escalar A € C. Assim, segue que, para cada 1 < j <k,
ViN(WwiA...Aw,) =0=v; € span(wy,...,w,) =W, (1.48)
de onde segue que V = span(vy,...,v,) = span(wy,...,w,) = W, como queriamos. O
A proposicdo seguinte tem por finalidade auxiliar na obtencio de uma inversa da aplica-
¢do de Pliicker.
Proposicdo 1.27. Seja @ € A“C"\ {0}. Entio, o subespaco
Ly ={veC'oAnv=0} (1.49)

possui dimensdo, no maximo, igual a k, com a igualdade ocorrendo se, e somente se, @ for

decomponivel, isto €, @ = vi A ... A vy, para certos vy,..., v, € C".
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Demonstragdo.
Seja {v1,...,vs} umabase de Ly € {vy,...,v,} algum completamento a uma base de C". Escre-

vendo I = {ij < ... <ix} CNc,e @ =v; A...\v;, temos que

o = Z cyy, (1.50)
len(l)=k

para certos ¢; € C. Ainda, para cada 1 < j <n, vale

(0/\ij< Z Clw1>/\vj: Z CI((U[/\V]‘>:ZCI((DI/\V]'). (1.51)

len(I)=k len(l)=k jéel

A igualdade acima fornece que, se ¢; # 0, entdo I O {1,...,s}. Com efeito, do contrdrio,
ou seja, se existe j < s, ou seja, de modo que j ¢ I, a condicdo v; € L, implica que @ Av; =0
e, portanto ¢; = 0, para cada k-indice [/ tal que j ¢ I, contrariando a afirmago inicial. Assim,
supondo por absurdo que s = dim(Lg) > k, o fato de @ # 0 atesta a existéncia de um k-indice /

de modo que ¢; # 0, donde, pelo argumento prévio, I O {1,...,s}. Logo,
k=1len(l) > len{l,...,s} =s >k, (1.52)

uma clara contradi¢@o, oriunda de supormos que s > k, ou seja, s < k.

Mostremos agora que a igualdade ocorre apenas no caso @ decomponivel. Se s =k o
tnico k-indice que contém {1,...,s} é o préprio {1,...,s}, de onde segue que @ é um miuiltiplo
escalar de vi A... Avg. Por outro lado, se existem wy, ..., w; € C" de formaque @ =wi A... Awy,
entdo w; € Ly, para cada 1 < j <k, de onde segue que dim(Lg) > k, em particular dim(Lg) =k,

como queriamos. ]

Observacao 1.28. A inversa da aplicacdo de Pliicker sobre sua imagem consiste na correspon-
déncia [®] € P(A¥C") +— L € Gr,(C").

Nesta se¢do, mostramos, em particular, que a Grassmanniana Gr, (C") pode ser aplicada
sobre um subconjunto fechado do espaco projetivo P(A*C"). Pode-se mostrar, além disso, que p é
um mergulho, no sentido diferencial, como feito, por exemplo, em (WELLS; GARCIA-PRADA,

1980), tornando, assim, a Grassmanniana uma de variedade projetiva algébrica.

1.5 Fibrados Vetoriais em Gr, (C")

Fibrados vetoriais sdo objetos que surgem naturalmente em diversos campos da Matema-
tica. E parte de sua confec¢@o, em particular, uma variedade chamada base do fibrado. Fibrados
vetoriais que possuem a Grassmanniana como base sdo ferramentas da teoria de sistemas in-
tegraveis através das chamadas secoes dos fibrados utilizados. Nessa secdo, introduziremos o

conceito de fibrado vetorial e que, sobre Gr, (C"), estd definida uma aplicacdo que possui tal
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estrutura. Verificaremos, em particular que tal estrutura é localmente trivial e induz o fibrado
realmente importante nas variadas areas da Matematica. Comecemos introduzindo a notacio e

nomenclatura.

Definicao 1.29. Sejam E, B variedades diferencidveis e 7 : E — B uma aplicacio suave. A terna
(m,E,B) é dita ser um fibrado vetorial real(respectivamente complexo) se forem cumpridas
as seguintes condicoes:

1. Existe um espago vetorial real(respectivamente complexo) V, dito a fibra de (E, x) de
sorte que, para cada p € E, E, := 1! (p) é um espago vetorial real (respectivamente

complexo) isomorfoa V.

2. Todo ponto p € B pertence a alguma vizinhanga U C B de sorte que exista um difeomor-
fismo ¢y : 7~ 1(U) — U x V tal que

prio¢y =7.
Aqui, pry : U XV — U denota a projecdo na primeira coordenada.

3. ¢yl E, : Ep — V € um isomorfismo de espagos vetoriais.

Informalmente, um fibrado vetorial pode ser entendido como uma familia de espagos
vetoriais parametrizada de forma diferencidvel por uma variedade B fixada. Em geral, utliza-se, e
adotaremos ao longo do texto, a notacio E 5B para se referir a um fibrado vetorial. Denotando
por A:={Uy | € A} a cobertura formada pelos abertos trivializantes, temos que @¢ © Pg ¢ da
forma

%O%—l:(UamUﬁ)ka%(UamUﬁ)xck (153
(pv) = (P,gap(P) V) '

onde gqg(p) € um isomorfismo linear.

A correspondéncia p € Uy NUp +— g4p(p) € GL(k,C) recebe o nome de aplicagao de
transigio entre Uy e Ug. Um fibrado vetorial € completamente caracterizado por suas aplicagdes
de transi¢do (veja, por exemplo, em (ZINGER, 2010)). Em particular, temos que estdao definidas
operagdes sobre os fibrados vetoriais, tais como a soma direta de fibrados ou a poténcia exterior
de um fibrado vetorial. Em todos esses casos, as trivializacdes locais sao herdadas da estrutura

anterior. Como um exemplo, temos que

Exemplo 1.30. Dado um fibrado vetorial 7 : E — B de dimensao n, considere a aplicacio

o: | [{p} x A (n7 (D) > B
beB . (1.54)
(b,v) — b

Nessas condigdes, a terna (Lipcp{b} x A"(x~'(b)),0,B) é um fibrado vetorial de dimenso 1,

em virtude da poténcia exterior maxima de um espaco de dimensao finita ser unidimensional.
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No caso acima, as aplicagdes de transi¢do sdo da forma (ﬁaﬁ (p) = N'¢op(p), onde
¢qp € uma transi¢do de E . B. Fibrados unidimensionais como o do exemplo anterior sdo
costumeiramente referidos na literatura como fibrados de linha. Existem outros exemplos
de fibrados vetoriais importantes que poderiamos comentar, tais como os fibrados tangente e

cotangente.

Exemplo 1.31 (Fibrado Trivial). Sendo M uma variedade diferencidvel n-dimensional, a terna

(M x C" w,M), com n(p,v) = p, é um fibrado vetorial de dimens@o n.

Exemplo 1.32. Denotemos o espaco projetivo complexo de dimensao n por CP", munido da

. . n+1 .
topologla qu0C1ente. Recordemos que (CPn = CT\{O}, onde x ~ ySse, € somente se, existe l c (C

de sorte que y = Ax. Seja A, = {(p,v) € CP" x C""!|v € p}. A projegio

n:A, — CP"

(1.55)
(p,v) = p

define um fibrado vetorial de dimensao 1. Mostraremos, na realidade um resultado que generaliza
esse exemplo no contexto das Grassmannianas(observe que CP" pode ser identificado como
Gr, (C™*1)). A proposigdo a seguir se aproxima do ambiente do texto, introduzindo um dos
importantes fibrados vetoriais sobre a Grassmanniana Gr, (C"), sendo uma generalizagdo do

exemplo anterior.

Proposicio 1.33. Definimos Q := {(p,v) € Gr, (C") x C"|v € p}. Nesse contexto, afirmamos
que
m:Q — Gr (C"
Q rK( ) (1.56)
(p,v) = p

¢ um fibrado vetorial de dimensao k.

Demonstragdo.

Dado W € Gr, (C"), denote por my : C" — W a projegdo ortogonal em W e considere o conjunto

Uy := {W' € Gr(C") | dim(my (W) = k}. (1.57)

Observe inicialmente que Uy # @, uma vez que W € Uy. Os conjuntos da forma Uy,
para W € Gr, (C") serdo os candidatos a vizinhangas de trivializagdes locais. Mostremos que,

Uw € aberto, Com efeito, temos que
s Y (Uw) = {(v1,-..,v) € Vi(C") [ {mw(v;)} é linearmente independente}, (1.58)

onde s é a aplicacdo definida em 1.25. Seja A a matriz de 7y relativa a base canonica de CF e

alguma base arbitraria de W. Assim, a condigdo (1.58) fornece que, dada k-upla (vy,...,v) €
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s~ (Uy), a matriz M = (Avy,...,Av,) possui determinante nio-nulo, ou seja s~ ! (Uy ) é aberto

e, por conseguinte, Uy também o é. Afirmamos agora que, para cada W € Gr, (C"), a aplicagdo

h:n Y Uy) = Uy xW

, , (1.59)
(W' v) s (W, 7w (v))

¢ uma trivializagdo local de Q. De fato, denotando por pr; : Uy x W — Uy a projecdo na primeira
coordenada, temos que (pr; oh) - (W',v) = pry (W', mw (v)) = W' = (W’ v) e, além disso, para
cada p € Gr, (C"), temos que

hlg, :Ep = {p} xW

(1.60)
(p,v) = (p, 7w (v))

¢ um isomorfismo de espagos vetoriais, dado que, dim(p) = dim(W). Ainda, h é diferencidvel,

pois cada uma de suas fungdes-coordenada o é, e bijetiva (vide (HATCHER, 2003)). ]

O fato do fibrado tautolégico sobre Gr,(C") ser localmente trivial, juntamente com
as operagdes basicas definidas anteriormente, fornece que o fibrado Det — Gr, (C"), sobre a
Grassmanniana, cujas fibras, denotadas por Det(W), com W € GrK((C”), sdo dadas pela poténcia
exterior maxima do subespaco considerado, € também localmente trivial. Essa construc¢do recebe
o nome de fibrado determinante e, no contexto de espacos de Hilbert de dimensao infinita, as
secdes oriundas do fibrado dual dao origem a aplica¢cdes importantes na Matematica. Como um

modelo finito-dimensional, temos o seguinte resultado.

Definicsio 1.34. Uma variedade complexa M é um conjunto munido de um atlas A = {(Uqy, @o) | @@ €
A}, tal que, se a, B € A sdo tais que Uy NUp # @, entdo Qg o (pﬁ_1 ¢ holomorfa.

Assim como na Andlise Complexa, existe também a noc¢do de aplicacdo holomorfa
no contexto de variedades. Mais precisamente, uma aplicacdo f : M — N entre variedades
complexas é holomorfa se, em cada par de cartas locais (U, @), (V,y), a representagdo de f,

dada por yo fo ¢! for uma aplicacio holomorfa.

Exemplo 1.35. As aplicacdes de transi¢do do atlas de Gr, (C") sdo holomorfas, de modo que a

Grassmanniana possui uma estrutura de variedade complexa.

Definicao 1.36. Seja B uma variedade complexa, um fibrado holomorfo sobre B é um fibrado
vetorial complexo E % B, de sorte que esteja definida uma estrutura complexa sobre E e que,

para cada x € B, se U C B é um aberto trivializante, com x € U, e
ou:n H(U) = UxCk (1.61)

€ uma trivializacao local, entdo @y € bi-holomorfa.
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Observacao 1.37. Se E Z B é um fibrado holomorfo de dimensdo k com aplicagdes de transicao
gap relativas a cobertura aberta {Uq } € f : B — E & uma segdo, entdo as aplicagdes fo 1= Qo f:

Uy — CK sdo holomorfas e, além disso, pela definicdo de aplicagio de transicdo,

fa(p) =8ap(p) fp(p), emUaNUp # 2. (1.62)

Reciprocamente, se é dada uma familia de aplica¢6es holomorfas fy : Uy — C cumprindo (1.62),

. ~ T
pode-se associar uma secao holomorfa de £ — B.

Definicao 1.38. Dado y=FE 2 B um fibrado vetorial, uma secdo de y é uma aplicagdo diferen-
cidvel s : B— E de sorte que s(x) € E,, para cada x € B. Em sintese, se¢des de um fibrado sdo
inversas a direita da proje¢do 7. Em particular, o conjunto I'(E) das se¢des de E é um espaco

vetorial.

Exemplo 1.39. Dado que a fibra E, possui estrutura de espaco vetorial, com vetor nulo, digamos,

0, € E, sempre € possivel obter uma secao, a saber a se¢@o nula, s(x) = Oy, para cada x € B.

Exemplo 1.40. Seja £ o fibrado vetorial sobre CP! definido através das aplicagdes de transigio

da forma
8ap :UoNU — GL,(C)

onde «, 8 € {0,1} e Uy denotam os dominios de cartas locais em CP!(veja o exemplo A.3 do
Apéndice A). Se existisse uma se¢do holomorfa global de £, ou equivalentemente, aplicacdes
holomorfas fy : Uy — C satisfazendo a relagiio (1.62) terfamos que, em particular, fg 0 ¢ ' é

holomorfa, para o € {0,1}. Assim, expandindo em série de Laurent, segue que
Joooy (D)= L an' e fiop ()= L b (1.64)
n= n—=

Aqui, Qg : Uy — C denotam as cartas locais em CP!, explicitamente:

z z
wz:z)=" e ¢i(z0:2)=—. (1.65)
<0 4|

A condigdo de cociclo (1.62) fornece, entdo que:

go1 (¢ fioo 1) (z) (1.66)

f%(%)n—fow () (foo oy ) (@ooo ()
@)

z Z b,7",

n=

de onde segue que a, = b, = 0 e, assim, a Unica se¢do holomorfa global possivel de £ € a secdo

trivial.
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A existéncia de se¢des ndo triviais em um fibrado holomorfo € um problema complicado
de se resolver. A defini¢do de fibrado ndo impde barreiras para que secdes holomorfas ndo triviais
inexistam, como vimos no exemplo anterior. Finalizaremos esse capitulo com a verificacao que
este ndo € o caso do fibrado Det* sobre a Grassmanniana. Para tanto, precisaremos do seguinte

resultado.

Teorema 1.41. Seja M, X variedades complexas e N C M uma subvariedade conexa com codi-
mensdo d > 1. Se f : M\ N — X é holomorfa, entio existe uma tinica aplicacdo f : M — X que

€ uma extensdo de f.

Demonstragdo.
Veja, por exemplo, (MOVASATI, 2021). O]

Proposicao 1.42. O espaco I'(Det*) das se¢des holomorfas de Det* sobre a Grassmanniana
Gr, (C") é isomorfa a A¥(C")*

Demonstragdo (Vide (PRESSLEY; SEGAL, 1988)).

Uma se¢@o holomorfa de Det* € uma aplicagdo holomorfa s : Det — C de sorte que a restricao
em cada fibra seja linear. Ainda, um dado elemento do espaco total Det é representado na forma
AviA...Av, onde A € C e vy,...,v é base de algum subespagco W € Gr, (C"). Estd bem

definida, entdo, a aplicacdo

f: AN(CY* = T'(Det*)
g:Det— C . (1.67)

oG N...\NOy +—>
AVIA. AV — det((OC,',vj>)

Afirmamos que f € um isomorfismo. Com efeito, a aplicacdo (1.67) &, por defini¢do, injetora.
Para provar a sobrejetividade, considere U C C" x ... x C" o subconjunto aberto formado pelas

k-uplas de vetores linearmente independentes. Considerando 7 a aplicacao

7 :U — Det

) (1.68)
(Zl,...,Zk) A WATVAY4?

temos que, se s : Det — C é uma secdo de Det*, sabemos que a composicio se extende a uma
aplicacdo k-linear C" x ... x C" — C. A tdltima afirmacdo é consequéncia de, considerando
s((v1,...,vx)) como funcdo de vy, isto é, mantendo fixados os pardmetros v;, para2 < j < k. O
resultado desse processo € uma aplicacao holomorfa 4, definida no complemento do subespago
(va,...,vk) € C" que satisfaz h(Av;) = Ah(v;), paracada A € C\ {0}.

Como k < n, temos que a codimensdo do subespaco (vy,...,v) C C" é maior do que
1, de onde segue que /h se extende de maneira holomorfa a C", em virtude do Teorema 1.41.
Assim, podemos expandir 4 em série de poténcias em uma vizinhanga da origem e, como
h(Avy) = Ah(vy), segue que h é linear. Um argumento similar aplicado as outras varidveis

fornece que so 7 € multilinear, como queriamos. O
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Observacao 1.43. A demonstragdo do teorema anterior foi baseada na afirmac¢do de que uma
secdo o € ['(Det*) pode ser representada por uma aplica¢do holomorfa ¢ : Det — C que € linear

em cada fibra. De fato,

e Dada 0 : Gr (C") — Det* uma se¢do de Det", a aplicagdo

o :Det— C

, (1.69)
AVIA AV (OW) - (Vi AL A )

onde W = span{vy,...,v} é holomorfa e linear em cada fibra.

e Dada « : Det — C uma aplicagdo holomorfa e linear em cada fibra de Det, estd bem

definida a seguinte sec¢ao

o : Gr, (C") — Det"
Ty : Det(W) — C . (1.70)

W —
p o(p)
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CAPITULO

UMA MISCELANEA DE ANALISE
FUNCIONAL

Neste capitulo, introduziremos os conceitos da Andlise Funcional relevantes para abordar
o tema relativo a Grassmanniana de dimensao infinita estudada por Sato e posterialmente pela
colaboracao entre os matematicos Segal e Wilson. Especificamente, buscaremos um melhor
entendimento dos chamados operadores de Fredholm, que, além de ser um topico interessante

por si, serd importante para generalizar alguns conceitos do capitulo anterior. A confec¢do desse
capitulo foi inspirada em (BREZIS, 2010), (OLIVEIRA, 2001), (DOUGLAS, 2012), (BREEN,
2016) e (MELROSE, 2010).

Definicao 2.1. Seja K um corpo e B um espaco vetorial sobre K de sorte que esteja definido em
B uma operacdo binaria - : B x B — B. Diremos que B é uma algebra sobre K se, para cada

x,y,z € Bea,b €K, as propriedades abaixo forem cumpridas

. (x+y)-z=x-z2+y-z
2. 2-(x+y)=z-x+z-y

3. (ax)- (by) = (ab)(x-y)

Se, além disso, I3 for um espago de Banach e uma édlgebra sobre C com identidade e de

sorte que, para todos f,g € B
L e =1
2. (17 gl < A1 Mgl

entdo diremos que B é uma algebra de Banach.
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Exemplo 2.2. Sendo X um espaco topolégico compacto, o conjunto ¢’ (X ) das fung¢des continuas

a valores complexos, onde, para cada f1, > € ¥(X)e A € C,

L (fi+)x) = filx)+ fa(x)
2. (Afi)(x) =Afi(x)
3. (fifa)(x) = fi(x) f2(x),

¢ uma algebra de Banach.

Proposic¢do 2.3. Sendo B uma dlgebra de Banach e f € B tal que |1 — f]| < 1, entdo f é
inversivel e, além disso,

1
< = Q.1

In=rl

Demonstragdo.

oo

Afirmamos inicialmente que a série Y (1 — f)" é somdvel e que seu valor, digamos g, é a inversa
n=0

de f. Com efeito,

fe=li=(=pl (£ (-0) = gim (11-(1-PI £ (1-17)

N—roo n=0
(2.2)
= lim (1= (1) =1,
(=] . N n
o= (Ea-nr)n-a-pl=gim (£ 0-pri-a-7)) "

= lim (1-(1—- ") =1

N—voo

Resta apenas mostrar que a sequéncia de somas parciais € convergente. De fato, pondo 1 :=

|1 — f]| <1, temos que

N M N N
YA="=X == X a=-"< ¥ [n=7"

n=0 n=0 n=M+1 n=M+1

(2.4)
N M+1 -
n=M+1 I-
N .
de onde segue que < Yy (1—f )”) ¢ uma sequéncia de Cauchy e, como ‘B € Banach, conver-
n=0 N

gente, como querfamos. [

Denotaremos, em uma algebra de Banach, por ¢ o conjunto dos elementos inversiveis e

por ¢, (por ¥g) os respectivos elementos que sdo inversiveis a esquerda (a direita) porém nao
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inversiveis. Uma dlgebra de Banach é, evidentemente um espago topoldgico, com a topologia
induzida por sua norma. A proposi¢ao a seguir vem, como uma aplicacdo do resultado anterior,

no sentido de inserir tais conjuntos nesse contexto.

Proposicao 2.4. Os conjuntos ¢, ¥ e ¥ previamente definidos sdo abertos.

Demonstragdo.

De fato, sendo f € ¢, considere r:= 1/||f||~'. Assim, se g € B(f,r), temos, por definicio que

1
If =3l < T -0 =gl > (=gl (2.5)

de onde segue que, em virtude da Proposi¢io 2.3 que f~'g € @ e, assim, g = fo(f 'g) € ¥,

verificando, portanto, que ¢ € aberto.

Por outro lado, se f € ¥, ou seja, se existir & € 3 de sorte que Af = 1, tome r:= 1/||A]|.
Nesse contexto, teremos que, dado g € B(f,r),
1

7] = 1> ||A|||lf—gll > ||hf —hg|| = ||1 —hg]l, (2.6)

If =2l <

donde, novamente pela proposi¢do 2.3, o operador k := hg € inversivel e, portanto, g € inversivel
a esquerda, dado que
(k 'h)g=1. 2.7)

I geria inversivel

Entretanto, g ndo € inversivel, uma vez que, do contrdrio, teriamos que 7 = kg~
e, por consequéncia f também seria, contradizendo o fato de que f € ¢4;. Assim, g € 41 ¢ 4
€ aberto. Mudando o que deve ser modificado no argumento anterior, segue que ¢ também é

aberto, como queriamos. O]

Definicao 2.5. Em algebra de Banach B3, o grupo abstrato dos indices de 3, denotado por Ag,
ou simplesmente por A quando a dlgebra estd subentendida, é dado pelo quociente ) /)¢, onde
) denota os elementos inversiveis de B e )y a componente conexa que contém a identidade. O
homomorfismo natural
YY) — A (2.8)
X +— [x]

recebe o nome de indice abstrato.

2.1 Os conjuntos K(H) e LF(H)

Nesta secao, apresentamos um estudo a respeito dos chamados operadores compactos
em um espago de Hilbert IH. Em particular, mostramos que o conjunto dos operadores compactos

¢ dado pelo fecho dos chamados operadores de posto finito.

Definicao 2.6. Sendo IH um espago de Hilbert e T : IH — IH um operador linear, diremos que 7
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1. Possui posto finito se ran(7') for um subespaco finito-dimensional.

2. E compacto se T(By;) C H for um subconjunto compacto.

Aqui, By; C H denota a bola unitéria fechada de raio 1 de H. Observe que, por defini¢do, todo
operador de posto finito € compacto. Dizer que um operador T : I1 — IH € compacto € equivalente

a T(A) C H ser um subconjunto compacto, para cada A C H limitado.

Exemplo 2.7. Seja K uma fungdo em [0, 1] x [0,1] a valores complexos mensurdvel e com
quadrado integravel relativamente a medida de Lebesgue. Definimos a transformacao 7x em
L%(]0,1]) de modo que

1
Tif 3= [ Kx)fO)d. (29)
para f € L?[0,1]. A desigualdade de Cauchy-Schwarz fornece que Tx é um operador limitado.

De fato,
1 ) 1] 1 2
| mer@pPax= [ [ Ke)s)as| ds 2.10)
1 1 5 1 )

</ {/0 K(x.y)] dy} {/0 )] dy}dx @.11)

1,1
<R[ [ 1Ky Py, @.12)

de onde segue que ||Tx|| < ||K||. Tal operador é chamado de operador integral com niicleo K. O
leitor pode conferir em (OLIVEIRA, 2001) que Tx € um operador compacto. A demonstracao ndo
¢ longa, entretanto, faz uso de resultados que ndo abordaremos ao longo do texto. A importancia

desse exemplo no nosso contexto € apresentar um operador compacto que ndo é de posto finito.

A préxima defini¢do serd ttil para argumentarmos que os operadores compactos podem

ser aproximados por operadores de posto finito.

Defini¢do 2.8. Sendo Q C H um conjunto e (¢;) jeny uma sequéncia ortonormal, diremos que Q
é equi-proximo de (e;) jen se,dado € > 0, existir N € N de sorte que,
Y [(uen)* <€, VueQ. (2.13)
k>N

Exemplo 2.9. Sendo I um espaco de Hilbert e (u;) jey uma sequéncia convergente, entdo sua

imagem {u;| j € N} é equi-préxima de toda sequéncia ortonormal (e;) jeN.

Solugado.
Escrevendo u = lim,,_,. 4, queremos mostrar que se (e;) jeny € uma sequéncia ortonormal, entdo

para cada € > 0, existe N € N de modo que

Y [(un,e))* <€*, VneN. (2.14)
k>N
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Com efeito, a desigualdade de Bessel fornece que, para cada x € H, tem-se

Z x, e < ||x]|2 (2.15)
Em particular, existe N’ € N tal que
&2
Y luen))? < - (2.16)
k>N’

Ainda, o fato de que u, — u fornece que (Lisnr |(un, ex)|?) = (T [(,ex)|*), de onde segue

que existe ng € N de sorte que, para cada n > ng, tenha-se que

2
&
Y funed)? = Y [, e)?| < > (2.17)
k>N’ k>N’
Logo,
Y [(unse) | < | X (uen) P~ X \<u,ek>!2‘+ Y [(uen)?
k>N’ k>N’ k>N’ k>N’
(2.18)
<8_2+8_2—82
-2 2 77

para n > ng. Por outro lado, se 1 < k < ng, o fato da série em (2.15) ser convergente para x = uy

fornece que existe Ny € N de sorte que

Y (e < €. (2.19)
J>Ni
Assim, tomando-se N =max{N’,N;|1 < j <nop}, a desigualdade (2.14) estd verificada para cada

n € N, como queriamos. 0

Proposicao 2.10. Sendo K C H, entdo K € compacto se, e somente se, é fechado, limitado e

equi-préximo de toda sequéncia ortonormal completa de H.

Observacio 2.11. Lembremos que uma sequéncia ortonormal (e;) jer € dita ser completa se,
dadox e H

2
[lx[|* = ZI x,ej)|

Demonstragdo.
Sabemos que um subconjunto compacto de um espaco métrico € fechado e limitado. Suponha,
adicionalmente que a hipétese de equi-proximidade seja falsa relativamente a alguma base

ortonormal (e;) jen. Assim, para algum € > 0 e cada p € N, existe u,, € K de forma que

Y [(up,ex)]” > €

k>p
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Assim, considere (u,),cn a sequéncia induzida por esse processo. Por constru¢do, nenhuma de
suas subsequéncias tem imagem equi-préxima de (e;) jen. Assim, pelo exemplo anterior (i) peN

ndo possui nenhuma subsequéncia convergente e, assim, K ndo pode ser compacto.

Reciprocamente, suponha que K seja fechado, limitado, digamos, K C B(0,C), para
algum C > 0, equi-proximo de toda base de Hilbert e considere s := (u;) jcn alguma sequéncia
em K. Mostraremos que s admite uma subsequéncia convergente atestando, assim, a compacidade
de K. Notemos que ¢ suficiente mostrar que (u;) jeny possui alguma subsequéncia de Cauchy,

vide completude de H. Ainda, observe que a sequéncia ((u,,e1))qen, € limitada, dado que

[ (s e1)] < lun]| <€,

L,

;') C s de sorte que ((ugl),eﬁ)jeN conver-

de onde segue que existe uma subsequéncia s; := (

gente.

Analogamente, para cada k > 1, € possivel extrair uma subsequéncia s : = (uﬁk)) S skt
de sorte que ((uﬁk),ek» jeN seja convergente e, portanto, podemos considerar a subsequéncia
diagonal, isto €, a sequéncia (v;) C s em que seu k-ésimo termo é dado pelo k-ésimo termo de s.
Mostraremos que essa € a subsequéncia de Cauchy desejada de s. Com efeito, as identidades de

Parseval e do paralelogramo fornecem que

e =vardll> = Y [va=varn, e P+ Y 1(vn— Vg en)

k<N k>N
<Y N =vnr )P +2 Y 1 e)?+2 Y [vay e
k<N k>N k>N

Para fazer com que essa soma seja majorada por €2, escolhamos N € N grande o suficiente
para que os dois tltimos termos sejam menores do que £2/2 e isso pode ser feito para todos 7,1
devido a equi-proximidade de K. Agora, pela definicdo de sequéncia de Cauchy aplicada em
(v, ex), escolha n grande o suficiente para que o primeiro termo seja majorado por g2 /2N, para
cada / > 0. Assim, {v,} é uma subsequéncia de Cauchy de (u,) e, como observado, convergente

em K e, assim, K é compacto, como queriamos. ]

Indicaremos por LF(H) e C(IH) o conjunto dos operadores de posto finito e compactos,
respectivamente. A proposicdo a seguir estabelece que LF (), além de ser subconjunto, forma

um ideal bilateral em Hom(H).

Proposicéo 2.12. Sendo H um espago de Hilbert, entdo LF (H) C Hom(IH) é um ideal bilateral.

Demonstragdo.
De fato, dados R € LF(H) e S € Hom(H), o fato de que ran(RS) C ran(R) fornece que LF (H)
¢ um ideal a esquerda. O leitor pode conferir em (DOUGLAS, 2012) que,

ran(R*)=T" (kerLR*) = R*(ran(R)),
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de onde segue que, nas hipéteses colocadas, R* € LF(IH). Assim, recorrendo ao argumento
anterior de que LF (IH) € ideal a esquerda, temos que SR = (R*S*)* € LF(H), como querfamos.
]

A proposicdo prévia fez uso apenas de resultados cldssicos de dlgebra linear. Veremos nao
muito em breve que /C(IH) também € um ideal bilateral de Hom(H). Além dessa compatibilidade
algébrica, qual a relacdo topoldgica entre esses subconjuntos de operadores? A resposta é dada

pela

Proposicao 2.13. Se H € um espaco de Hilbert de dimensdo infinita, entdo

K(H) = LF(I).

Demonstragdo.

De inicio, observe que KC(H) é um subconjunto fechado de £(IH) pelo simples fato de que,
se K, — K, onde (K,) € uma sequéncia de operadores compactos e (f3 )1c4 € H € uma rede
limitada, com fj — f € HH, temos que, paracada N € N,e A € A

IKf5 —Kf % (K = Kn) foll 4 |Knfo — Kn Il + | (K — K) £l (2.20)

Desigualdade Triangular

Assim, pondo M = sup{||f||, [ /2]l : A € A} (M esta bem definido pois (f;) C H é
limitada e f € I estd fixado.), escolha, para cada € > 0, um natural N € N de sorte que as

seguintes condi¢des sejam cumpridas:

1. Dada a convergéncia K, — K, imponha || K — Ky|| < 55

2. Dada a compacidade de Ky, imponha ||[Kyf; — Knf]| < §

Nessas condig¢des, a desigualdade (2.20) se torna
IKfr —Kfl <€,

ou seja, K é compacto e, portanto, KC(H) é fechado. Em particular, como todo operador de posto

finito é compacto, segue que LF (H) C IC(H).

Por outro lado, K(H) C LF(H), uma vez que, dado K € K(HH) o fato de K(By;) ser

compacto implica que, dada uma base de Hilbert (¢;) e € > 0, existe N € N de sorte que
Y l(vej)| <€ WweK(Bo) <= Y |(K(u),e;)|* <& Vu€By. (2.21)
j>N j>N

Nesse contexto, defina, para cadan € N,

K,-H—H
u— Y (Ku,ej)e; - (2.22)

Jj<n
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Observe que K, € LF(H), para cada n € N e que, pela identidade de Parseval,

| Ku — Kyul|* = Z |(Ku,e;)|* VucH. (2.23)

j>n

Logo, ||[K —Ky||*> = sup ||[Ku—K,u||* < €*e, assim, K,, — K, o que fornece a inclusio k() C
llull<1 T
Desigualdade (2.21)

LF(H), como queriamos. O

2.2 O conjunto HS(H)

Nesta secao, discutiremos sobre uma importante classe de operadores, os chamados
operadores de Hilbert-Schmidt.

Definicao 2.14. Sendo H;, H, espagos de Hilbert, um operador 7 € Hom(IH;, H,) é dito ser de
Hilbert-Schmidt se o nimero

1T s := <Z ||Te]!|2> (2.24)
for finito para alguma base ortonormal {e;|j € N} C H;.

A identidade de Parseval garante que || T'||,,; ndo depende da base ortonormal escolhida.

Com efeito, se {e;| j € N} e {f;|j € N} sdo duas bases ortonormais distintas, temos que

(o)

ZIIT€J||2 Z (Tej, f) P =Y [(ej. T* fo)l? ZIIT Sl

Jik=1 Jj.k=1

Lembremos que a identidade de Parseval fornece uma relagdo entre a norma oriunda de

um espacgo de Hilbert com uma base ortonormal arbitraria no seguinte sentido

Proposicio 2.15 (Identidade de Parseval). Sendo H um espago de Hilbert e {e;|j € N} um
conjunto ortonormal em I, entdo a fim de que {¢; | j € N} seja uma base ortonormal de I, é

necessdrio e suficiente que

lu|* = Z!e,, , YucH

Exemplo 2.16. Se I possui dimensao finita, entdo a série em (2.24) possui finitos termos, de

onde segue que, nesse caso, HS(H) = Hom(HH).

Exemplo 2.17. Sendo (a;;); jen uma matriz infinita tal que ¥, ; |a;j|? € finito, o operador T :
I2(N) — [2(N) dado por [T (§1,..., &, .. )i = Y71 a;;§; € um operador de Hilbert-Schmidt.
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Exemplo 2.18. A identidade id : H — H ndo é um operador de Hilbert-Schmidt, dado que, para

cada base ortonormal {e; | j € N} de H, tem-se

1

(i||id<ej>r|2> :@ 1) | 2.25)
J= Jj=

Teorema 2.19. O conjunto HS(H,B) € um espago de Hilbert relativamente a norma || - ||y,

que ndo € convergente.

proveniente do produto interno

oo

<AvB>HS - Z <A€n,B€n>, AaB € HS(H7IB)7 (226)

n=1

onde {e,|n € N} C H é uma base ortonormal arbitraria.

Demonstragdo.
Se T,S € HS(H;,H,), entdo para qualquer base ortonormal {e, |n € N} e todo a € C, tem-se
que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

IT + S| ns < [|T]|ns + |ot][|S] 3, (2.27)

de onde segue que HS(H,B) é um espaco vetorial. A fim de se mostrar que HS(H,B) é um
espaco de Hilbert, considere uma sequéncia de Cauchy (7;,),eny em HS(H, B). O fato de que
- Il < |lss fornece que (7,),en € uma sequéncia de Cauchy em Hom(H, B), de onde segue

que existe 7 € Hom(H, B) de sorte que 7,, — T

Dado € > 0, existe N de sorte que, para cada m,n > N, é verdade que ||T;,, — T,,||%_[8 <E.
Considere uma base ortonormal {e, |n € N}. Se F C N € finito, temos que
Y 1Tk = Tner|)> < (1T — Tullus < e, (2.28)
keF
de onde segue que Y ||(7, — T)e||* < &, para cada subconjunto finito F C N e, assim:
keF
IT = Tlls = Y, (T = Texl* < €2, (2.29)
k=1

ouseja, T, — T € HS(H,B) e T — T,, — 0, relativamente a norma || - || s, como querfamos. [

Proposicao 2.20. Se K € HS(H) e T € B(H), entdo KT e TK sdo operadores de Hilbert-
Schmidt.

Demonstragdo.

De fato, sendo {e; | j € N} uma base ortonormal, entdo

ITK s = Y NTK ¢jl* < Y NITIP][Kejl|* < oo (2.30)
j=1 j=1

De onde segue que TK € HS(H). Como ||KT ||xs = ||T*K*||xs < o, concluimos o mesmo
para KT, como queriamos. [
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Proposicao 2.21. Sendo H, B espacos de Hilbert, entdao HS(H,B) C K(H, B).

Demonstragdo.

De fato, se 7 : H — IB € tal que a série
Y (I Ten|? (2.31)
n=1

seja convergente, para alguma base ortonormal {e,|n € N} C H, temos que 7 = lim, e Ty,
onde 7, : I — IB € o operador de posto finito dado por

00 N
Ty - (): anen> =Y anen, (2.32)
n=1 n=1

sendo, assim, o limite de operadores de posto finito, donde compacto, em virtude da Proposicao
(2.13). []

Proposicao 2.22. Sendo E, IF espagos normados, entdao HS(E, IF') é conexo por caminhos.

Demonstragdo.

De fato, dados Ty, T € HS(IE,IF), considere, para cada A € [0, 1], a aplicagdo linear

TAZE%F

, (2.33)
= (1 =2A4)To(x) + ATy (x)

ou seja, o segmento de reta conectando 7 e 77. A desigualdade de Minkowski (veja, por exemplo
em (BREZIS, 2010)) fornece que

oo 1/2 1/2
(;HT/I(ej)Hz) (ZHl— )To e]>+7m<e,>|!> (2.34)

1/2 1/2
( 2)To(e; ||2> (Z AT (e; HZ) (2.35)

Minkowski
- 1/2 - 1/2
< (Z ||To(e,~>||2> + (Z ||T1(€j)||2) < oo, (2.36)
j=1 =1

de onde segue que T € HS(E,TF) o qual é, por conseguinte, conexo por caminhos, como

||M8

queriamos. [

2.3 Operadores com Determinante e de Classe Traco

Nesta se¢do, recordaremos as nogdes e resultados basicos sobre os chamados operadores
com determinante e de classe traco. As demonstracdes a respeito desse tema serdo omitidas e
podem ser encontradas, em particular no livro de Reed e Simon (SIMON, 1977). Comecemos

com o seguinte resultado.
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Teorema 2.23. Sendo H um espaco de Hilbert separdvel e {e, |n € N} uma base ortonormal ar-
bitraria de H, entdo, para cada operador positivo T’ € Hom(H), o nidmero tr(T) := Y~ (en, Tey)

possui as seguintes propriedades:

1. tr(T) ndo depende da base ortonormal escolhida.

2. Se §: H — H é um operador positivo, entdo tr(7 +S) = tr(T) + tr(S).
3. tr(AT) = Atx(T), paracada A > 0.

4. Se U : H — H é um operador unitdrio, entdo tr(UTU ).

Definicao 2.24. Um operador linear 7 : H — H continuo € dito ser de classe trago se tr(|T|) < eo,
ou seja, se a série
Y (Tleje;) (2.37)
jeN
for convergente, para alguma base ortonormal (e;) jez de H. Aqui, |T| denota o operador v/7*T.
Indicamos o conjunto dos operadores de classe trago em H por TrC(H).

Analogamente ao argumentado na se¢do prévia sobre operadores de Hilbert-Schmidt,

TrC(H) é um espaco de Banach, com norma definida pela equacéo (2.37).

Observacao 2.25. Lembremos, que, se 7 : Il — I é um operador positivo, ou seja, satisfazendo
(Tx,x) >0, para cada x € H, entdo existe um, e apenas um, operador positivo S : H — H de sorte
que T = §? := S0 S. Tal operador é denotado por /7. Em particular, para cada T € Hom(I),
VT*T estd definido.

Assim como a condi¢do imposta na definicio de operadores de Hilbert-Schmidt, o
valor da série ndo depende da escolha das bases ortonormais e recebe o nome de traco de 7.
Sua convergéncia € verificada para toda escolha, uma vez que, sendo ( f;) jciy outra sequéncia
ortonormal, temos que:

Y (|Tleje;) = ¥ (IT|"%e;,|T|?e;)
jeN JjeN

(2.38)
= Y AT"2f, T2 ) = X (TS5, 05)-
JEN JEN

Exemplo 2.26. Se T € Hom(IE) € arbitrdrio, onde [E é um espago vetorial de dimensao finita,
entdo a série (2.37) tem, na realidade, uma quantidade finita de parcelas, de onde segue que 7' é

de classe trago.

Exemplo 2.27. Se T = Ro S, onde R, S : H — I s@o operadores de Hilbert-Schmidt, entdo 7" é

de classe trago. Com efeito, o fato de que R,S € HS(IH) fornece que as séries

Y [(Rej,Sej)| e X (Rej,Se;) (2.39)
jeN jeN
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sdo convergentes, com valor independente da base escolhida. Assim, € suficiente que |T'| seja
dado pelo produto de dois operadores de Hilbert-Schmidt. De fato, sabemos, em virtude do
Teorema da Decomposicdo Polar!, que T = W|T |, para alguma isometria parcial W : H — H,
de onde segue que |T| = W*T = W*oRo S, a saber, um operador de Hilbert-Schmidt, como

queriamos.

Sendon € N, e T : E — F uma aplicacdo linear entre os espacos de dimensao finita E e

F', definimos
T,:Ex...xE—A'F

(2.40)
Viyeeesvn) = (Tv) Ao oA (Twy)

Pode-se mostrar que 7;, € uma aplicacao multi-linear alternada, de onde segue que existe
uma, e apenas uma, aplicacao linear A"T : A"E — A"F de sorte que, para todos vi,..., vy,
tenha-se que

(A"T)-(vi A Avy) =TviA... ATy, (2.41)

Operdadores da forma acima possuem uma conexao natural com determinantes de

aplicacdes lineares em espacos de dimensao finita, através da seguinte

Proposicao 2.28. (SIMON, 1977) Se n = dim(IH) € finito e T € Hom(H), entdo A"T é dado pela

multiplicagdo escalar por det(T').

Uma das utilidades dos operadores de classe traco € estender a nocao de determinante
para o contexto de dimensdo infinita. E possivel demonstrar que, se T : H — H é um operador

de classe traco em um espaco H de dimensao finita, digamos n > 1, entdo

n
det(id+7T) =) tr (A'T). (2.42)
j=0
Tendo como motivagdo a definicdo acima, diremos que um operador linear 7 : IH — H possui
determinante se 7 = id 4 A, para algum operador A : Il — I de classe trago e o determinante

de T é definido como sendo a série

det(id+A) :=

J

tr (A/A). (2.43)
0

(o]

Mencionamos que a convergéncia da série (2.43) € consequéncia de que, se A é um

o A* . .
operador de classe trago, vale a estimativa || AFA||; < % As propriedades do determinante de
um operador em um espaco de Hilbert, vide (SIMON, 1977), s@o andlogas ao conhecido caso

finito-dimensional, como por exemplo:

' O Teorema da Decomposigdo Polar afirma que, dado um operador 7T € Hom(IH), existe um operador

positivo P e uma isometria parcial V de sorte que 7 = V P. A ideia da demonstracdo desse resultado é
justamente considerar P = |T'| e, a partir de propriedades de P, construir diretamente V. A descri¢do
completa desse processo se encontra em (DOUGLAS, 2012).
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1. Se R,S: H — H sdo operadores com determinante, entdo Ro S também o € e, além disso,

det(RoS) =det(R)-det(S). (2.44)

2. Se R é um operador com determinante, entdo R é inversivel se, e somente se, det(R) # 0.

2.4 O conjunto Z,(H)

Dado que, em um anel topolégico o fecho de um ideal também € um ideal, o quociente

Hom(HH)
K(H)

nidense John Willians Calkin(1909-1964). A dlgebra de Calkin tem uma conexao interessante

¢ uma dlgebra, chamada algebra de Calkin, cujo nome é devido ao matemaético estadu-

com os chamados operadores de Fredholm, que possuem uma definicdo usual que remete as

dimensdes dos respectivos nucleo e co-nicleo, mas que pode ser formulada da seguinte forma.

Definicao 2.29. Sendo H um espago de Hilbert e T € Hom(H), diremos que 7 é um operador

de Fredholm se 7(7) for um elemento inversivel da dlgebra de Calkin de H.

Indicaremos o conjunto dos operadores de Fredholm em um espaco de Hilbert IH por
Fa(H). O lema a seguir serd de grande utilidade para caracterizar os operadores de Fredholm

em termos de seus nucleo e co-nucleo.

Lema 2.30. Se H tem dimensao infinita e T € C(IH), entdo a imagem de T ndo contém subes-

pacos fechados de dimensao infinita.

Demonstragdo.
Com efeito, se M C ran(7T') é um subespago fechado e Py : H — M denota a projecdo de H
sobre M, afirmamos inicialmente que Py; o T € um operador compacto, limitado e sobrejetor. Em
particular aberto, vide teorema de Banach-Schauder”. A tltima frase significa que existe § > 0
de modo que

Py oT(Bo1) 2 B(0,0).

Assim, a bola fechada B[0, 8] é subconjunto fechado do compacto Py o T (By; ), sendo assim,
compacta, de onde segue, devido ao Lema de Riesz, que M ¢é finito-dimensional, como queriamos.
O

Proposicao 2.31. .7, (H) é um subconjunto aberto de Hom(H).

Demonstragdo.

Indicando por A o conjunto dos elementos inversiveis da dlgebra de Calkin, temos que .5 (H) =

2 O Teorema de Banach-Schauder, mais conhecido como o Teorema da Aplica¢do Aberta, diz que, se

I, TF sdo espacos de Banach e T € Hom(IE, IF') é sobrejetora, entdo 7 é aberta



52 Capitulo 2. Uma Misceldnea de Andlise Funcional

ﬂ_l(A). Assim, € suficiente mostrar que A € aberto. Com efeito, dado f € A, r = —1_e

£
g € B(f,r), temos, em particular, que

1> =gl > 11— gl (2.45)

de onde segue que f~'g € A e, pela estrutura de dlgebra, g = ff'g € A, ou seja, A é aberto,

como queriamos. ]

Lema 2.32. Sendo G, F subespacos, respectivamente, fechado e de dimensao finita de H, entdo
F + G é fechado.

Demonstragdo.

Com efeito, o fato de G ser fechado implica que H/G possui estrutura de espago normado com
aplicac@o quociente 7 : H — /G continua. Ainda, dados f € F, g € G, como [f + g] = [f],
temos que F +G C n~ ! (%(F)).

Por outro lado, se x € E € tal que [x] = [f], para algum f € F, entdo x = f + g, para
algum g € G, de onde segue, em virtude do pardgrafo prévio, que F + G = ! (m(F)), a saber,
fechado, pois F tem dimensao finita, como queriamos. ]

Proposicio 2.33. Sejam E, IF espagos de Banach e T € Hom(IE, I). Se existir um subespaco
fechado Z C I de sorte que

F=ran(T)s Z, (2.46)
entdo ran(T) é fechado.
Demonstragdo.
Inicialmente, observe que a aplicacdo
T ._E
~ xexy (2.47)
[x] — Tx

estd bem definida, € injetora e possui a mesma imagem de 7. Assim, podemos supor, sem perda

de generalidade que ker(7') = {0}. Nesse contexto, defina

v:ExZ—>F=ran(T)®Z

2.4
(x,2) = Tx+z (2.48)

O fato de T ser injetora fornece que v € um isomorfismo entre espacos de Banach(lembremos
que subconjuntos fechados de espacos de Banach também o sdo!), de onde segue, pelo Teorema
da Aplicacio Aberta, que v—! € Hom(F,E x Z). Estamos em condi¢des de verificar que ran(7)
é fechado. De fato, sendo (x,) C IE de sorte que a sequéncia (Tx,) C ran(7T') seja convergente a
b € I, temos que

lim Tx,=b = lim (v ' -Tx,) =v (). (2.49)

n—soo n—oo
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Como v~ !(Tx,) = (x,,0), segue que x,, — x, onde x = pr - v_!(b) e

prp ExZ = E

. (2.50)
(x,2) = x
Logo,
b=1lim Tx, =T <lim xn) — Tx 2.51)
n—roo n—oo
e, portanto, ran(7') é fechado, como queriamos. O

O préximo resultado facilita o trabalho de procurar exemplos de operadores de Fredholm.
Seu nome é uma homenagem ao matematico britanico Frederick Valentine Atkinson(1916-2002).
O que o teorema diz € que a condicao de ser Fredholm depende apenas das nulidades do operador

analisado e de seu adjunto.

Teorema 2.34 (Atkinson). Sendo H um espago de Hilbert, entdo T € .F5(H) se, e somente se,

os respectivos nucleos ker(7) e ker(7*) possuem dimenso finita.

Observacio 2.35. E sabido da Anélise Funcional que, dado um subespaco fechado M C H, a
restri¢do da aplicagdo quociente 7 : H — H/M ao complemento ortogonal de M fornece um
isomorfismo entre M+ e I /M. Assim, o teorema 2.34 pode ser reescrito substituindo-se ker (7*)
por coker (7). Ambas as formula¢des possuem a sua utilidade. Ainda, alguns textos incluem no
Teorema 2.34 a condi¢do de T ser um operador fechado. Entretanto, a Proposicdo 2.33 fornece

que essa hipétese € redundante no contexto do teorema.

Demonstragdo do Teorema 2.34.

Mostremos ambas as implicagdes.

(=) Lembremos que T ser um operador de Fredholm significa que [T'] € um elemento inversivel

na dlgebra de Calkin, isto é, existe A € Hom(H) de sorte que
[A][T] = [id] = [AT] = [1d].
Assim, AT = I+ K, para algum operador compacto K : H — H. Por outro lado, como
ker(T) C ker(AT) =ker(I+K) % ran(K),

K(x) = —xVx e ker(I +K)

de onde segue que, em virtude do lema 2.30, o nicleo de 7 possui dimensdo finita.

Analogamente, ker(7*) possui dimensao finita.

(«<=) Suponhaque 7T :X — Y sejatal que dim(ker(7)) e dim(coker(T)) sejam finitos e, usando
a mesma notacio, T : ker(T)* — ran(T) o isomorfismo de espacos vetoriais obtido pela

restricdo dos dominio e contradominio. Denote por T a respectiva inversa dessa aplicacdo.
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O Teorema da Aplicagéo Aberta fornece que T é continua. Seja P: Y — ran(7T') a proje¢do
ortogonal de Y em ran(T) (observe que PT = T). Pondo A := TP e x = x| + x», onde
x1 € ker(T) e x, € ker(T)=, entdo o fato de que

ATx—x=TPT(x)—x=TTx—x=x) —x = —x (2.52)

fornece que AT — id = —Q, onde Q : X — ker(T) denota a projecdo ortogonal sobre
ker(T). Analogamente,

TAy—y=TTP(y)=TTPy—y=TTy,—y=y1—y=—(id—P)(y). (2.53)

Aqui, y; € ran(T) e y; € ran(T)" e, pela defini¢io de P, segue que id — P é a projegio
ortogonal sobre ran(T ) = coker(T). O fato de dim(ker (7)) e dim(coker(T)) serem
finitos implica que AT — id e TA — id possuem posto finito, e sdo, em particular, com-
pactos, de onde segue que [T'] é um elemento inversivel da dlgebra de Calkin, ou seja,

Fredholm, como queriamos. [

Definimos, em virtude do teorema prévio, o indice de Fredholm de um operador T €

F(H) como sendo o niimero inteiro
ind(T) = dim(ker (7)) — dim(coker(T)). (2.54)

Exemplo 2.36. A aplicacao identidade id : H — H € um operador de Fredholm com indice
zero, dado que ker(id) = ker(id*) = {0}.

Exemplo 2.37. Considere IH = [>(Z"), ou seja, o conjunto das sequéncias reais ou complexas

cujo quadrado do médulo é somével. Definamos

S_12H—>]H

. (2.55)
(Xl,)Q, .. ) — (0,)61,)(2, .. )

Observe que S_; € injetiva, de onde segue que, em particular, ker(S_;) = {0}. Por outro lado, te-
mos que coker(S~!) =H/ran(S_;) = H/span{e, |n > 1}, a saber um espago unidimensional.
Portanto, S_; € F5(1%) e

ind(S_1)=0—1=—1. (2.56)

Além disso, definindo S - (xp,X1,x2,...) = (x1,x2,...), temos que S; = §*, e, além disso,
ker(S;) = span{e;} e coker(S;) = {0}, de onde segue que S| também é um operador de
Fredholm e ind(S;) = 1. Para cada n € Z \ 0, os operadores S, dados por (S_;)",sen >0e

(S1)™", se n < 0 sdo do tipo Fredholm com indice n. Em particular, vale a relagdo

ind(Sy4n) = ind(Sy,) +ind(S,) Vm,neZ (2.57)

Como todo espaco de Hilbert separavel de dimensdo infinita é isomorfo a [*(Z™), temos
que, para cada n € Z \ {0}, o operador S, também estd definido nesse contexto. Antes de
prosseguir com mais detalhes sobre a teoria de Fredholm, € conveniente introduzir a seguinte

noc¢ao.
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Definicao 2.38. Uma lista

Vo vy Sy, Py Ly (2.58)

de espagos vetoriais V; e de operadores f; € Hom(V;,V; 1) € dita ser uma sequéncia exata se,

para cada j, ran(fj_1) = ker(f;).
Exemplo 2.39. Se V € um espaco vetorial, W C V um subespaco, a sequéncia
0-Lw-2v-ZEv/w=2%0 (2.59)

€ exata. Aqui, 7 denota a aplicacdo quociente e i| € ip as respectivas inclusoes.

Caso os espagos vetoriais da definicdo 2.38 sejam finito-dimensionais, a proposicao
a seguir fornece uma relacdo entre suas respectivas dimensdes, que sera ttil no estudo da

compatibilidade da composi¢do de operadores com o indice de Fredholm.

Proposicao 2.40. Se 0 —V; — V, — ... =V, — 0 é uma sequéncia exata de espagos vetoriais

de dimensao finita, entdo

y (=1)/-dim(V;) = 0. (2.60)
j=1

Demonstragdo.
Facamos uso da inducdo. Se n = 1, a sequéncia 0 A Vi L 0 ser exata implica que V; = {0},

de onde segue a validade da férmula (2.60). Por outro lado, se

Jo fi

OHVIHVZL)_‘_ManQ Jnr

Vo 2540 (2.61)

¢ uma sequéncia exata no contexto da proposicao e considere a lista exata dada por

0% v Luvy L2y I3y I lyer(r) — 0. (2.62)

A hipétese de inducdo fornece que

n—1
(Z (—1)/- dim(Vj)) +(=1)"-dim(ker(f,)) = 0. (2.63)

j=1
Ainda, a exatiddo da lista (2.61) fornece que f,, € sobrejetiva e, portanto, pelo Teorema do Nucleo

e da Imagem, segue que
dim(V,) = dim(ker(f,)) +dim(V,41). (2.64)

Substituindo (2.64) em (2.63), temos que a formula (2.60) € verificada, e, assim, a proposicao é

vilida para todo n € N, como queriamos. 0
Proposicao 2.41. Se T, S € F45(H), entdo So T € F4(H) e, além disso,

ind(SoT) = ind(S) 4+ ind(7). (2.65)
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Demonstragdo.
Com efeito, o fato de que dim(ker(So 7)) < dim(ker(S)) +dim(ker (7)) fornece que SoT é
um operador de Fredholm . Por outro lado, a afirmagao acerca de seu indice decorre de ser exata

a seguinte sequéncia de espacos de dimensao finita:

0 — ker(T) RN ker(ST) EN ker(S) ER coker(T) RN coker(ST) % coker(S) — 0. (2.66)

Aqui,
fiker(S) > H/ran(T) e p:H/ran(ST)— H/ran(7T) (2.67)

x = [y Wy = e
Pela Proposicao 2.40, temos que

0= —dim(ker(T)) +dim(ker(ST)) — dim(ker(S))

_l_
dim(coker(7)) —dim(coker(ST)) + dim(coker(S)) (2.68)
ind(ST) — ind(T) — ind(S),

resultando, assim, na igualdade desejada, como queriamos. O]

Lema 2.42. Um operador T € Hom(X,Y) é do tipo Fredholm se, e somente se, existem duas

decomposicdes ortogonais X = X1 Xy e Y =Y &Y, de sorte que

1. X1, Y] sdo subespacos fechados;
2. dim(X>) e dim(Y>) sdo finitos;

3. Relativamente a essas decomposicoes, T se expressa matricialmente da forma

Tih T
T= (1" "7 (2.69)
Iy T
onde 7;; € Hom(X;,Y;) e 71 é inversivel.

Demonstragdo.

Se T é Fredholm, podemos considerar, por exemplo

X =ker(T)* Y; =ran(T)

2.70
X, =ker(T) Y, = ran(T)* (270)

como os respectivos subespacos. Nesse contexto, as afirmativas (a) e (b) seguem da definicdo de

operador do tipo Fredholm. Além disso, escrevendo

T 0
T = 271
) -
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onde Tj; = T|x, : X1 — Y1, dada pela restricdo de 7' ao complemento ortogonal de seu nicleo, é

um isomorfismo, vemos que (c¢) também esta verificada. Além disso,
ind(7T) = dim(ker(7)) —dim(coker(T)) = dim(X;) — dim(¥>), (2.72)
como queriamos.

Reciprocamente, se as condigdes (1) — (3) forem satisfeitas, ponhamos

7' 0
= Y = X. (2.73)
0 0

Nesse contexto, temos que

7' 0\ (T, T id 0 0 T;'T
AT = [ 11 R I n iz (2.74)
0O O o1 T 0 id 0 —id

Dado que dim(X) < oo, entéo Tl_l] T2 : X, — Xj € de posto finito, bem como —idy,, por razio
similar. Assim, AT — I tem posto finito, da mesma maneira que 7A — I, argumentado de forma
andloga. Assim, [T'] € um elemento inversivel da dlgebra de Calkin e, portanto, do tipo Fredholm,

como queriamos. 0

A préxima proposicao tem por finalidade mostrar que o indice de Fredholm € invariante

por perturbagdes compactas.

Proposicao 2.43. Sendo F,T : H — B operadores de Fredholm e K : H — B um operador

compacto, entdo:

1. Existe r > 0 de modo que, para cada operador £ € Hom(H, B), com ||€]| < r, tenha-se que
F+¢& e Z%(H,B).

2. F+K € Z5(H,B) e ind(F +K) = ind(F).

Demonstragdo.

1. Sabemos que € possivel escrever F' em formato matricial, relativamete a uma decomposi¢ao

em soma direta como no Lema 2.42

Fii Fi2)
F = Hi9oH, —» B ¢ B,. (2.75)
Fy Fx»

Como o conjunto dos operadores inversiveis € aberto, existe » > 0 de sorte que Fj; + & é

inversivel para cada operador £ € Hom(IH;,B;) de sorte que || €| < r. Em particular, dado

& :H — B, com ||&]| < r, temos que

Fii+&1 F &
F+é":<11+ 11 fiz2+612

HioHy — B ¢ Bs. (2.76)
F1+&1 Fap+éxn
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Logo, segue que Fij + &1 € inversivel, e, assim, o Lema 2.42 fornece que F + & €

F%(H,B), como queriamos.

2. O fato de F + K ser um operador de Fredholm € consequéncia do fato que, sendo A €

Hom(IH, B) de sorte que os operadores

K =AF —id

2.77)
K =FA—id

sejam compactos, entdo A(F + K) —id = k] + AK e (F + K)A = x» + KA e, portanto,
também o sdo, atestando que F + K é Fredholm. Além disso, pelo item prévio, temos que

a aplicacdo

fR>Z

(2.78)
t — ind(F +1K)

¢ continua, donde constante, pois R é conexo e, por conseguinte, f(R) é constituido por
apenas um ponto. Portando, f(0) = ind(F) = ind(F + K) = f(1), como queriamos. [

2.4.1 Os conjuntos .7,(H)

Dado n € Z, defina .%#,(H) como sendo o subconjunto dos operadores de Fredholm com
indice n. Procuraremos investigar, nessa se¢io, algumas das propriedades topoldgicas de .7, (H)
e usar os resultados obtidos para obtermos uma compatibilidade entre o indice de Fredholm
oriundo de .4 (H) e o indice abstrato da algebra de Calkin. Para tanto, é conveniente introduzir

0 seguinte conceito:

Defini¢do 2.44. Um operador V : H — H € dito ser uma isometria parcial se ||Vx| = ||x

, para

cadax € EI(V) := ker(V),. O conjunto EI(V) recebe o nome de espaco inicial de V.

Toda isometria € também uma isometria parcial. A préxima proposi¢cao vem no sentido de
responder a um caso da questdo relativa a existéncia de uma isometria parcial dados subespacos
inicial e imagem. Nele, veremos que, em caso das respectivas dimensdes coincidirem, a resposta

€ positiva.

Proposicao 2.45. Se M C H e N C H forem subespacos fechados de mesma dimensao, entao

existe uma isometria parcial V : H — H de modo que:

1. EI(V)=M
2. ran(V)=N.
Demonstragdo.

No contexto da proposi¢do, considere & :={eq |t €A} CMe .7 :={fa|a € A} C N bases
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ortonormais dos subespacos M e N. Como H = M & M, entdio dado x € H existem, e sdo tnicos,
he€M* e (Ay)gea C C de sorte que

x=h+Y Ageq (2.79)
acA
Nesse contexto, defina
V:H—H
h+ Z A«aea — Z Aafa ' (280)
aEA acEA

Observe que, por construcio, ker(V) = M+, ran(V) = N e, pelo fato de & e .% serem ortonor-

L

mais, ||Vx|| = ||x||, para cada x € ker(V)-, como queriamos. O

Como uma aplicacdo dos resultados anteriores, temos o seguinte resultado.

Proposicdo 2.46. Para cadan € Z, .%,(H) é conexo por caminhos.

Demonstragdo.
Vamos mostrar que .%o(IH) é conexo por caminhos, mostrando que, cada um de seus operadores
pode ser conectado continuamente a um operador inversivel. Com efeito, dado T € %y(H),

temos, por defini¢do, que

dim(kerT) = dim(kerT™). (2.81)

Assim, sendo {v;|1 < j <k} Cker(T) e {w;|1 < j <k} C ker(T*) bases ortonormais

para esses subespagos, ou seja, dado x € I, existem, em particular, tinicos xy € (ker(7T))~*
e Ay,...,A4 € C de sorte que
k
x=x0+ Y Ajvi, (2.82)
j=1
defina o operador
o:H—H
k k ) (2.83)
() (x0+ .Zl le,’) = .Zl }L]Wl
Jj= Jj=

Observe que, por construcio, ker(¢) = (kerT)" e ran(¢@) = kerT*. Nesse contexto, dado

t > 0, o operador T + ¢ € inversivel, uma vez que:

e Se T(x)+ ¢(x) =0, entdo Tx = —¢@(x), de onde segue que
x € ran(T) Nran(¢) = ran(T) Nran(T*) = ran(T) Nran(T)* = {0}, (2.84)

ou seja, x = 0, de onde segue que T + ¢ € injetora.
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e Para mostrar que 7 + ¢ € sobrejetor, usaremos a notacdo introduzida em (2.82). Com
efeito, vamos inicialmente verificar que ran(7) +ran(¢) C ran(7 + ¢) (Em geral apenas
a inclusdo contrdria é vdlida!). Ora, dizer que y € ran(T) + ran(¢) é equivalente a

existirem xg, yo € (kerT )" e Aj,ujeC, 1< j<kdesorte que

k k
y=T <X()—|- Z 7Ljv]~> + @ <y0+ Z ,l.LjVj) . (2.85)

J=1 j=1

k
Tomando-se x = xo + )., U;v;, temos que
Jj=1

k k
(T+eo)x)=T <X()-|- .Zlujvj> + ¢ <XO+ .Zl,ujvj>

j= Jj=
= (2.86)
k k k
T (xo) +j;1 uwj=T <xo +j§1 ljvJ) +0o <yo +}§1 /.Ljvj> =y,
de onde segue a sobrejetividade e, que, por conseguinte, (7 + @) € bijetora, como queriamos.
Uma abordagem semelhante pode ser utilizada para verificar que, para cadat > 0, T 4t ¢ também

sdo isomorfismos lineares. Logo, a aplicacdo

Y :10,1] — %p(H)

(2.87)
t—T+te

¢ um caminho conectando T ao operador inversivel T + @ e, portanto, a conexidade por caminhos
de GL(H) C .%(H) é herdada em .%((IH), como queriamos.

Como consequéncia disso, vamos mostrar que .%,(IH) também é conexo por caminhos.
Com efeito, sen >0, T € .%,(H) e denotando S,, : H — H o operador shift de grau n, a conclusdo

seguird do fato que .%,(H) = #(H) - S,,, sendo, portanto um subconjunto conexo por caminhos.

(C) Dado T € .#,(H), observe que, como S_, 08, = idp, entdo T = (TS_,) oS, €
Fo(H) - S,, uma vez que ind(7S_,) = ind(7T) + ind(S_,) = 0.

(2) Segue diretamente da compatibilidade entre a composicdo de operadores e a adi¢ao

de indices, verificada na Proposi¢do 2.41. O]

Lema 2.47. Se T € .%y(H), entdo existe um operador de posto finito F : H — H e um isomor-
fismo V : H — H de sorte que
T=V+F (2.88)

Demonstragdo.
Com efeito, o fato de que T = .%((IH) fornece que dim(ker7) = dim(kerT™), de onde segue

que existe, em virtude da proposi¢ao 2.45 uma isometria parcial V : I — IH de sorte que:

EI(V) =ker(T)

: (2.89)
ran(V) =ker(T¥)
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Observe ainda que as relagdes acima atestam que V é um operador de posto finito. Assim,
se mostrarmos que 7 +V € inversivel a demonstracdo estard encerrada, uma vez que 7T =
(T+V)-V.
1. (Injetividade)
Lembremos que, como H = ker(7) ® ker(T)L, entdo, para cada x € I, existem, e sdo
inicos, Xxer € ker(T) e Xpo, € ker(T)* de modo que

X = Xgor + Xiop- (2.90)

Logo, se (T +V)x = (T + V) (xxer +Xiar) = 0, 0 fato de que ker(V) = ker(T)* fornece
que
0= (T +V)x =T (Xer) +V (Xxer), (2.91)

de onde segue que, como T (X, ) € ran(T), V (xger) € ran(V) = ker(T*) = (ran(T))*
e H=ran(T) @ (ran(T))*, temos que T (X, ) = V (xker) = O e, portanto,

Xipoy € ker(T) = xioy € ker(T) Nker(T) = xio, =0
Y

Xxor € ker (V) == Xyer € ker(T)" == Xyer € ker(T)Nker(T): = xger =0
e, portanto x = Xyer +x§er =0, ou seja, T 4V € injetora.

2. (Sobrejetividade)

Com efeito, a condigdo (2.89) fornece que H = ker(7) @ ker(V) = ran(T) G ran(V).
Assim, dado z € I, temos que z = Tx+ Vy, para certos x,y € H. Em particular, existem

tinicos xgy, yxv € ker(V) e xgr, ykr € ker(T) de sorte que

X=Xxgy +Xkr € Y = Yrv + YKt (2.92)

Assim, na identidade z = Tx + Vy, ndo hd perda de generalidade em supor que x € ker (V)

ey € ker(T). Assim, tomando £ = x+y, temos que
(T+V)(E)=Tx+Vy=z, (2.93)
de onde segue que T+ V € sobrejetiva, como queriamos. [

Lema 2.48. Sendo I um espaco de Hilbert, .%(H) e U,0.-%,(IH) sdo subconjuntos abertos de
Hom(H).

Demonstragdo.

Mostremos cada uma das afirmativas:

(-Zop(H) é aberto)
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De fato, dado T € .%y(H), seja F um operador de posto finito de sorte que 7 + F seja

m. Nesse contexto, mostremos que B(T,r) C .%(H). Com efeito, se

|IX —T| < r, entdo

inversivel e r =

1> (T +F) T = X[ = (T +F)""- (T +F) = (X +F)]||
= (2.94)
= (T+F)~" - (X +F),

de onde segue que (T + F)~!- (X +F) é inversivel e, em particular, X + F & inversivel. Assim,

em virtude da Proposi¢ao 2.43, temos que
X=(X+F)—F € Z(H), (2.95)

como queriamos.
(Un£0-Zn () € aberto)

De forma parecida ao feito anteriormente, dato T’ € U,,o.%,(IH), procuraremos r > 0
tal que B(T,r) C T € Upz9-%,(IH). Com efeito, se n = ind(T') # 0, entdo, o operador T oS_,
pertence a .%((IH), de onde segue que, em virtude do argumento prévio, existe um operador de
posto finito F : I — T, de forma que

ToS ,+F=o, (2.96)

onde ¢ € Hom(H) é inversivel e S_, = (S_1)", sendo S_; o operador shift a esquerda. A equagdo
(2.96) fornece que
(T+FoS,)o(S_pe~ ') =idp, (2.97)

ou seja, pondo F : H — H o operador de posto finito F = F o @™, T + F é inversivel  direita,
porém ndo inversivel pois, caso fosse, seria do tipo Fredholm com indice nulo e essa propriedade
seria herdada para 7', em virtude da Proposi¢do 2.43. Nesse contexto, tome r > 0 de sorte que,
para cada X € B(T + F, r), tenhamos

1. Dada a Proposi¢do 2.4, X seja inversivel a direita, porém ndo inversivel;

2. Dada a Proposicdo 2.31, X € Z5,(H).

O primeiro item garante que ind(X) # 0 na segunda afirmacdo. Logo, se |7 — X|| < r, temos
que ||(T+F)— (X +F)| < re, por conta disso, X + F € .%,,(H), para algum m # 0, ou seja,
X € Z(H) C Upr#,(H), como querfamos. O

Definicao 2.49. Se H é um espaco de Hilbert, definimos o indice abstrado dos operadores de
Fredholm como sendo a aplicagdo i := yo 1 : #5(IH) — A, onde y denota o indice abstrato da
algebra de Calkin
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Veremos no préximo resultado que, a menos de um isomorfismo, o indice abstrato dos

operadores de Fredholm € identificado com o indice usual.

Teorema 2.50. Sendo H um espaco de Hilbert, ind : %% (H) — Z o indice de Fredholm e
i:.Z%(H) — A o indice abstrato, entdo existe um isomorfismo o : Z — A de sorte que @oind = i.

Demonstragdo (Vide (DOUGLAS, 2012)).
Com efeito, definimos & como sendo a aplicacdo

o:7Z—A

2.98
ni(T)’ (2.98)

onde T é um operador arbitrario em .%,(H). Observe que, como cada conjunto .%,(H) é conexo
por caminhos, segue entdo que o esta bem definida pois, por continuidade e, como A é um
conjunto discreto, segue que i é contante em .%,(H). Ainda, o exemplo 2.37 fornece que
o(m—+n) = a(m) - o(n), para cada m,n € Z, de onde segue que o é um homomorfismo de

grupos.

Resta mostrar que o € injetora, dado que a sobrejetividade de i implica na respectiva
de o. Com efeito, sendo 7 a projecao natural da dlgebra de Calkin, observe primeiramente que
n(Fo(H)) e m(U,£0%,(H)) sdo disjuntos, uma vez que se 7 € um operador de Fredholm com
indice zero e S € .%,(H), para algum n # 0, com 7(S) = n(T'), entdo, em particular, existe um
operador compacto K : I — I de sorte que 7 = S+ K. Como o indice de Fredholm € invariante

por perturbacdes compactas, temos que ind(S) = 0, uma contradicao.

Por outro lado, denotando por A o conjunto dos elementos inversiveis da algebra de

Calkin H,?(‘%), temos que, como 7 € uma aplicacdo aberta, temos que, em virtude do Lema

2.48 que w(Fo(H)) e m(U,20-%,(IH)) sdo abertos disjuntos. Em particular, 7(.%(H)) é um
subconjunto aberto e fechado de A, ou seja, é dado, em particular, pela componente conexa Ay

da identidade em H,%IE—I(HH)). Assim, 7 aplica .%,(IH) sobre Ay, de onde segue que i aplica .%y(H)

sobre a identidade de A. Portanto, & é um isomorfismo, como queriamos. O]
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CAPITULO

APLICACOES EM DIMENSAO INFINITA

Finalizaremos este trabalho com um capitulo dedicado a definir e explorar algumas
propriedades da Grassmanniana de um espaco de Hilbert separdvel de dimensao infinita. Em
geral, Grassmannianas desse tipo que sdo utilizadas como ferramenta de pesquisa nas areas
atuais da Matematica. Por exemplo, no campo das Equagdes Diferenciais Parciais, € sabido que

as solucdes da equagdo KP
4 2
Uyy = guxt — 2y — Uty — §Mxxxx (3.1)
podem ser obtidas através das solu¢des da chamada Equacao Bilinear de Hirota, a saber
—31’3 + 3r§x + 37Ty +47 T — 47Ty — 4Ty Ty + Tl = 0, 3.2)

a partir da relagdo u(x,y,t) = 2;—;10g1'(x, y,t). Essas nogdes estdo, em particular, conectadas com
a Grassmanniana que estudaremos em sequéncia, de modo que a geometria desse objeto pode
ser aproveitada e fornecer contribui¢des para a integrabilidade de sistemas como, por exemplo, a
Hierarquia KP, da qual a equacao (3.1) € um elemento. Esse tipo de abordagem, que consiste
em associar pontos da Grassmanniana com objetos a que se tem pouca informacao é também
recorrente em outros campos (o leitor pode conferir alguns exemplos em (HARNAD; BALOGH,
2021)), dai a relevancia de estudar as bases a respeito desse objeto chamado a Grassmaniana de
um espacgo de Hilbert. A confecc@o desse capitulo foi inspirada em (SEGAL; WILSON, 1985),
(PRESSLEY; SEGAL, 1988), (SEMLALLI, 1996) e (HARNAD; BALOGH, 2021).

3.1 A Grassmanniana de SSW

Seja H um espaco de Hilbert separdvel sobre o corpo dos complexos admitindo uma
decomposicdo da forma H; & H_, com Hy subespacos fechados e ortogonais de dimensao
infinita. Decomposicdes desse tipo usualmente sdo referidas como uma polarizacio de H. E

um fato de Andlise Funcional que todos os espacos de Hilbert dessa forma sdo isomorfos
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(veja, por exemplo, em (BREZIS, 2010)), sendo assim, caso seja conveniente, identifiquemos
IH por £%(S!,C), ou seja, o conjunto das aplicacdes complexas no circulo cujo quadrado do

modulo € integravel. Considere 55 := {{"|n € Z} uma base ortonormada de H de sorte que

H; = span{{”|n >0} e H_ = span{{”|n < 0}. Pela nossa identificagdo, para cada n € Z, um
possivel modelo de {" € a aplicagdo

st ¢

int

(3.3)
t—e

Definicao 3.1. Gr(H) € o conjunto de todos os subespacos W C H de sorte que:

1. pr, |w é um operador de Fredholm.

2. pr_|w € um operador de Hilbert-Schmidt.

Chamaremos, durante o texto, Gr(HH) de Grassmanniana SSW, nome esse que home-
nageia os matematicos Mikio Sato, Graeme Segal e George Wilson, que utilizaram esse objeto
em algumas de suas contribui¢des, Grassmanniana de Sato ou simplesmente Grassmanniana,
quando o contexto de dimensao infinita estiver subentendido. Convém mencionar que a Grass-
manniana de Sato depende tacitamente da polarizagdo escolhida. Considerando, por exemplo,

B ={e,|n € Z} uma base ortonormal de H, e, considerando os subespacos

H,:=span{e,[n=0] T :=span{e,[n <0} o

V. :=span{e, |n é par} V_ := span{e, |n é impar} ’

temosque H=H;®H_ =V, ®V_ e H, pertence a Grassmanniana Gr(IH; & H_) mesmo
ndo sendo elemento de Gr(V4 © V_), uma vez que nenhum dos operadores pry, |, pry_|m,
sao Fredholm. Fixada, entdo uma polarizacdo H, @ H_, temos que, dado que pr,|w é um

operador de Fredholm, definimos a dimensao virtual de W como o nimero inteiro
dim*(W) := ind(pr, |w) = dim(kerpr, |y ) — dim(cokerpr_ |w), (3.5)
Observacao 3.2. Sendo W C H, o fato de que

ker(pr, |w) = coker(pr_|y.)

(3.6)
coker(pr, |w) =ker(pr_|y.)

implica que podemos reformular a defini¢do 3.1 como segue, a fim de que W € Gr(H), é

necessdrio e suficiente que

pry |y. : Wt — H, € Hilbert-Schmidt

3.7
pr_|y. : Wt — H_ é Fredholm G

Proposicao 3.3. W € Gr(H) se, e somente se, existe um operador linear continuo  : H; — H,

com ran(®) = W de sorte que

pr,ow:IH,; — Hy seja Fredholm (3.8)
pr_ow: I, — H_ seja Hilbert-Schmidkt. .
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Demonstragdo.

(=)

Suponha que pr_ |w € F»(W,H), pr_|w € HS((W,H_)) e que {&,|n € Z>¢} seja uma
base ortonormal de W, vide que subespacos fechados de espacos de Hilbert também o sdao

(e lembrando que todo espacgo de Hilbert separdvel admite uma tal base). Defina

o: Hy — H. (3.9)
("= &,

Observe que, por construgdo, ran(®) = W e, alem disso, a aplica¢do X := pry, o @, onde
pry, denota a projecao ortogonal de IH em W, define uma isometria entre I e W (note

que @ = iy o X, onde iy € a inclusdo de W em H). Nesse contexto, temos que
ker(pr |wow) =ker(pr |woiwoX) = x-1 [ker(pr, |w)] . (3.10)

Como X € isometria o ultimo membro da sequéncia de igualdades acima pode ser identifi-
cado como o nicleo de pr_ |w e, como tal operador é Fredholm, por hipétese, segue que a
dimensdo de ker(pr_ |w o w) é finita. Por outro lado, pr_|w o @ é um produto de operado-
res no qual um dos fatores € de Hilbert-Schmidt, transmitindo, assim, esta propriedade

para a composi¢do, vide Proposicao 2.20, verificando, assim, a primeira afirmativa.
Reciprocamente, se existir @ : H; — H de sorte que

e W =ran(o)
o prlwom € Fp(Hy)

o pr_|lwowe HS(H,H),
definamos, inicialmente a aplicacio

X: ker(®)* — ran(), (3.11)
p = olp)

ou seja, tome X como o isomorfismo que difere de w apenas no contradominio. Por

hipdtese, temos que

pr, oX : ker(®): — Hy é Fredholm

) , , (3.12)
pr_oX :ker(w)— — H_ é Hilbert-Schmidt,

de onde segue que, em particular (pr_oX)oX ! =pr_| é de Hilbert-Schmidt, por ser
um produto de operadores com um dos fatores possuindo tal propriedade, e, além disso,
(prpoX)oX 1 =pr +|w € de Fredholm, dado que X ~1 ¢ bijetiva, em particular Fredholm
com indice nulo, e recorrendo a Proposi¢cao 2.41. [
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Exemplo 3.4. Sendo H = £?(S',C) e d € N, o subespaco W = span{{"|n > —d} possui
dimensdo virtual igual a d. Com efeito, observe que ker(pr, |w) = span{{"| —d <n <0}, a
saber finito-dimensional e que, além disso, o fato de que IH; C W fornece que pr,_|w € sobrejetiva,
de onde segue coker(pr, |w) também possui dimenséo finita. Por outro lado, a projecdo em H_,

a saber pr_ |y € um operador de posto finito, em particular Hilbert-Schmidt.

Proposiciio 3.5. Se W € Gr(H) e T € HS(W,W+), entdo graf(T) € Gr(H).

Demonstragdo.

Considere as aplicagdes

piZW—)]Hi

: (3.13)
x> pry. (x) +pro.(Tx)

O fato de que um operador de Fredholm, ao ser somado com um operador de Hilbert-

Schmidt permanece Fredholm fornece que p é Fredholm. Por outro lado, como HS(W,H_) é
um subespaco de Hom(W,H_), temos que p_ é de Hilbert-Schmidt. Ainda, dado que

ker (pry ) = {x € W|pr, (x+Tx) = 0} =ker(p;)

. . , (3.14)
+ -
coker (pr,) = = = coker
Pr) = Contory) ~ ran(py) ®+)
segue que pr € .F5(graf(T),H, ). Finalmente, temos que pr_ = p_ o &, onde
TT: £(T) =W
graf(T) . (3.15)

x+Tx—x

Observe que 7 estd bem definida, uma vez que T toma valores em W-. Assim, como p_ €
HS(W,H_), segue que pr_ € HS(graf(T),H_), como queriamos. O

De forma andloga ao feito no capitulo 1, temos que Gr(H) é uma variedade de Hil-
bert modelada, agora, no conjunto dos operadores de Hilbert-Schmidt. Para cada W € Gr(H),

definimos
Uy = {graf(T)|T € HS(W,W1)} (3.16)

e a aplicacio @y : Uy — HS(W, W) que, associa a cada graf(T) € Uy o respectivo operador
T : W — W do qual o subespago considerado é grifico. Existe uma outra leitura do conjunto

Uw que, em outros contextos, apresenta vantagens sobre a formulagdo definida acima.

Proposic¢io 3.6. Sendo W, W’ € Gr(H), entdo, a fim de que W’ € Uy, é necessério e sufiente

que a projecdo ortogonal em W, a saber
pry |wr : W — W (3.17)

seja um isomorfismo.
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Demonstragdo.

(=)

(=)

Se W' € Uy, ou seja, se existe T € HS(W, W) de sorte que W’ = graf(T), a projegio

ortogonal em W restrita a W’ € dada explicitamente por

pry lw : graf(T) = W

(3.18)
x+Tx—x

uma vez que, como Tx € W+, para cada x € W, o operador pry, o T = 0. Nessas condigdes,

(3.18) € sobrejetiva e injetiva, pois se x = 0, entdo
x+Tx=0+T(0) =0, (3.19)
ou seja pry, |y € isomorfismo, como querfamos.

Reciprocamente, se pry, |y € um isomorfismo, defina, tendo como motivagdo o Teorema
1.5, a aplicacdo linear T := pry, L |y o (pry, lw)~!. Da mesma forma que fora feito no caso
finito-dimensional, temos que W' = graf(T'). Resta apenas mostrar que 7' é um operador

de Hilbert-Schmidt. Para tanto, observe que
T=(pr oT)|w+(pr_oT)|w. (3.20)

A primeira parcela do operador acima € do tipo Hilbert-Schmidt, dado que, pela observagao

3.2, pr_ |y € um operador desse tipo e, portanto,

(pryoT)lw = (pry)|wroT, (3.21)

também o €, por ser um produto de operadores em que um de seus fatores € do tipo
Hilbert-Schmidt.

Por outro lado, a segunda parcela de (3.20) € do tipo Hilbert-Schmidt, uma vez que:
pr_ ‘graf(T) = pr_ ’W + (pl’_ © T) |W (3.22)

e, assim, (pr_oT)|w é dada pela soma de operadores de Hilbert-Schmidt, sendo, assim,
um operador dessa classe. Finalmente, temos que, como consequéncia do exposto que
T € HS(W,W), como querfamos. O

Observemos que todo operador linear g € GL(IH) pode ser escrito como uma matriz de operadores

_ [ 9++ a—+
g - ’
ay— a——

onde a;; € B(H;,H;), para i, j € {4, —}. Por exemplo, temos que

id
idyg = (1 Hy 0 )
0 idy
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A operacdo de composi¢do de operadores respeita a multiplicagdo de matrizes. O grupo linear
restrito de um espago de Hilbert, denotado por GLyes(IH), consiste nos operadores X € GL(H)
de sorte que [J,X] := JX — XJ seja um operador de Hilbert-Schmidt. Aqui, J : H — H denota o

operador em IH com a seguinte representacdo matricial

, (id]H+ 0 )
0 —idy

Proposicao 3.7. Sendo X € GL(H), temos que X € GLys(IH) se, e somente se sua diagonal

secunddria consiste de operadores de Hilbert-Schmidt.

Demonstragdo.

De fato, se [J,X] € HS(H) e a,b, c,d denotam as entradas de X, um cdlculo simples fornece que

0 2b
. X] = (—20 0) .

Assim, para cada base ortonormal {e;}, temos que

(Z\Ib(eJ')Hz)% < (ZH[LX](Q')HZ)% < oo,

de onde segue que b € HS(H_,H,). Analogamente, temos que ¢ € HS(H,,H_), de onde
segue a primeira implicagdo. Reciprocamente, se b,c forem operadores de Hilbert-Schmidt,

temos que

2 2
5 0 2b 0 2b
17X = | . o )| = S Rt
—4C US nez —ZC
2 2
0 2b\/[0 0 2b)\ [e, (3.23)
+ X
n<0 —2c 0 (% n>0 —2c 0 0
<

120135 +[12¢ 175 < oo,
de onde segue que [J,A] € HS(H) e, portanto, X € GLyes(H), como queriamos.
O]

Observacio 3.8. A menos da terminologia, ndo foi verificado que GLyes(IH) é de fato um sub-
grupo de GL(IH). Entretanto, usando apenas propriedades algébricas dos comutadores, verifica-se
facilmente que, se X,Y € GLyos(IH), entdo

[/, XY] = [J,X]Y +X[],Y].
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Assim, dado que o lado direito da igualdade prévia € uma soma de operadores de Hilbert-Schmidt,

segue que [J,XY] também o é e. Além disso, X ! € GLes(H), uma vez que,

X N=sx"1-x"1=x""1x7-Jx)x"!
, (3.24)
=Xx"'7x)x!

de onde segue que, Pela Proposi¢io 2.20, [J,X '] é um operador de Hilbert-Schmidt e, as-
sim, X! € GL;¢s(H). Portanto, como [J, idy] = 0, em particular idy € GLies(m), SECUE qUE
GLyes(H) é um subgrupo de GL(IH), como queriamos. Denotaremos por Uyes(IH) 0 subgrupo
GLyes(H)NU(H), onde U(H) C GL(H) denota o subgrupo dos operadores unitarios em H.

Proposicao 3.9. Se X € GL,.s(H), entdo os operadores da diagonal principal sdo Fredholm.

() )
c d y 6

temos que, como XX ~! = idp e o produto de matrizes é compativel com a composi¢io dos

Demonstragdo.

De fato, escrevendo

operadores, obtemos

aq+by=1idy, <= aa = idy, —by.

Assim, [a] é um elemento inversivel da dlgebra de Calkin, com inversa dada por [¢] ou seja, a
¢ Fredholm. Mudando o que deve ser modificado, também conclui-se que d € .%5(H), como

queriamos [

Proposicao 3.10. A aplicacdo U : Ures(H) x Gr(H) — Gr(H) dada por u(A,W) =A(W) é uma
acdo a esquerda transitiva tal que stab(H;) =U(Hy) x U(H-).

Demonstragdo.

E suficiente mostrar que a 6rbita de H. coincide com Gr(H), ou seja
{g -Hy |g € Ures (H)} - GI‘(]H) (3.25)

Verifiquemos ambas as inclusdes.

(C) Evidente, pois a a¢do u toma valores em Gr(IH).
(2) Dado W € Gr(H), seja {wy, |n € Z} C H um subconjunto de sorte que

{wy |n > 0} seja uma base ortonormal de W (3.26)
{w,|n < 0} seja uma base ortonormal de W= '
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Observe que um subconjunto {w, |n € Z} com as propriedades descritas acima existe pois
W possui dimensao infinita e subespacos fechados de espacos de Hilbert também o sdo,

admitindo, assim, uma base ortonormal. Nesse contexto, definindo as aplicagdes

o:H W e o°:H_ - W, (3.27)
" = wy T woy,
temos que
1
w Q]
g1 [Prelwe@ prily.e | (3.28)
pr_lwo® pr_|yio

¢ um elemento de GLres(IH), uma vez que pr_|w e pr_ |y . sdo operadores de Hilbert-
Schmidt, o que fornece que a diagonal secundaria de g € composta por tais tipos de

operadores, vide Proposicao 2.41. Ainda, temos que

prilwo® pr,| Lowt p
g(H+): * W L :pG]H+
prjlwo® pr_|yLom 0

{prilwow(p)+pr_|wow(p)|pcH}

(3.29)

{o(p)|p € Hi} =ran(w) =W.

Assim, u(g,H,) = W. Finalmente, o fato de ® e @' serem isometrias fornece que g é

unitdrio, de onde segue que u € transitiva, como queriamos.

Observemos que o grupo de isotropia, ou estabilizador de H, em relagdo a acdo u
é, por defini¢do, o conjunto stab(lH;) = {A € Upes(H) | (A, H;) = H4 }. Assim, dado A €

a b
A= ,

relativamente a decomposicdo candnica, vale, por defini¢do,

w-(3)-(2)

Assim, a é sobrejetiva e ¢ = 0. Em particular, temos também que A*(H,) = H,, donde, de

stab(H; ), vemos que, escrevendo

forma andloga ao feito anteriormente, conclui-se que b* = 0 e, por conseguinte, b = 0. Por fim, o
fato de que A € unitdrio, ou seja AA* = A*A = id fornece que aa®* = a*a=id e dd* =d*d = id,
isto é, A € U(H;) x U(H_), como queriamos. O

Estamos em condi¢des de definir o que serd verificado ser uma estrutura diferencidvel na

Grassmanniana, como serd abordado na seguinte proposi¢ao.

Proposicdo 3.11. O conjunto {(Uw, ¢w)|W € Gr(H)} é um atlas diferencidvel para Gr(H).
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Demonstragdo.

Mostremos que a aplicacdo de transi¢do, ou seja,

((PWZ ° (p‘;/]l) CPwy (UW1 mUWz) - (PWz(le mUWz) (3.30)

¢ diferencidvel. A fim de se obter uma expressdo de (3.30) que permita constatar a diferenciabili-
dade, o argumento seguinte consistird em mostrar que o dominio da mudanga de coordenadas é,

na verdade, o conjunto
ow, (Uw, "Uw,) = {Ty € HS(Wy,Wit) |a+b- Ty é inversivel}, (3.31)

onde a, b serdo operadores a serem definidos. Com efeito, se W € Uy, N Uyy,, isto €, se existem
operadores T; € HS(Wy, W) e Tr € HS(Wa, W5b) de sorte que graf (7;) = graf(T»), considere
as aplicacoes

g1: W) — graf(Ty) g2 Wy — graf(Th) (3.32)
w = w+Ti(w) w = w+Th(w)

Observe que g e g2 sdo isomorfismos entre seus respectivos espagos e ran(g;) = W, de onde

segue que existe um isomorfismo g : Wi — W, de modo que o diagrama abaixo € comutativo

w L w

\ ng ,
q
W,

ou seja, g1 = g2 0q. Ainda, lembremos que H = W; & WlL =W, ® W2l e, relativamente a essas

decomposicdes em soma direta, podemos reescrever (3.32) na forma matricial

g1:W1—>W1@WIJ‘ gz:Wz—)Wz@WZJ‘

<1> <1> . (3.33)
w % w W
Ty T

Considere também a representacao matricial da identidade em H relativamente as decomposicoes
dyg : W, & Wﬁ —Wo @ Wzi, ou seja, tome operadores a : Wy — W, b : Wﬁ — Wy, c: W — W2L

ed: WlL — WZL, de sorte que
b
idg = (“ ) . (3.34)
c d

Nesse contexto, a comutatividade do diagrama discutida anteriormente € expressa da forma

SIONOR

Realizando a multiplicagdo matricial, temos que

a+b-T1:q

) (3.36)
c+d-Ty=T,-q
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de onde segue que, pela primeira igualdade, a + b - T; € inversivel (atestando a primeira inclusdo

em (3.31)) e, em virtude da informacao fornecida pela segunda igualdade,
Th=(c+d-T))o(a+b-T))"". (3.37)

Por outro lado, se W = graf(7;), com 7} € HS (Wl,Wll) , a+b- 7Ty inversivel e definindo,
de forma andloga a equacio (3.37), T := (c+d-T1)o(a+b-T;)~!, temos que, repetindo as
avessas 0 argumento anterior que

W = graf(Th), (3.38)

atestando a inclusdo reversa em (3.31). Como consequéncia disso, para cada Ty € HS(Wy,Wib)

tal que a+ b - T seja inversivel, segue que
Pw, 0@y Ti=To=(c+d-Ti)o(a+b-T))"". (3.39)

Como as operacdes de tirar a inversa, somar e compor com operadores fixados sdo diferencidveis,

segue que (3.39) € diferencidvel, como queriamos. ]

Observacao 3.12. Analogamente ao caso de dimensao finita, o modelo que foi usado para obter
uma estrutura diferencidvel em Gr(H) possui como justificativa o fato da variedade homogénea
Ures(H)/U(H,) x U(H_) ser localmente modelada na dlgebra de Lie de Uyes(IH), dada pelo

conjunto
Ures(H) = {A € Hom(H)|A* = —A e A, _,A_ séo operadores de Hilbert-Schmidt}, (3.40)

como € possivel concluir, por exemplo, em (HUCKLEBERRY; WURZBACHER, 2012). O
fato da aplica¢@o exponencial estar bem definida em U(H), vide (MILNOR, 1984), fornece
que, nesse caso, também vale a Proposi¢do 1.23. Em particular, a aplicacdo exponencial exp :

Ures(H) — Ures(IH) fornece um exemplo de coordenadas analiticas-reais em Uyes(H).

Proposicao 3.13. Seja A € GLyes(H), com representagiio matricial
a=(4? (3.41)
\e d)° '

dim*A(W) = dim" (W) + ind(a). (3.42)

Entdo, para cada W € Gr(H),

Demonstragdo.

Observe que a proposicao € valida para o caso em que W = H,, ou seja,

dim*(A-H;) = ind(a). (3.43)
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Por outro lado, para cada W € Gr(IH) arbitrdrio, existe B € GLyes(H) de forma que W = B(H.;).

Escrevendo a representacdo matricial de B relativamente a decomposi¢do em soma direta H =

H, ¢ H_, digamos,
B= (a ﬁ) , (3.44)
Yy 6

segue que a dimens@o virtual de A(W) é dada por
dim*(A(W)) = dim*[(AB)-H,]| . (3.45)
Realizando a multiplicagdo matricial, a expressao prévia se torna

dim*(A(W)) = ind(ao &)
= (3.46)
ind(a)+ ind(a) = dim* (W) + ind(a),
como queriamos.

]

Proposicdo 3.14. Dado S C Z, defina Hg := span{{”|n € S}. Nessas condi¢des, sendo . o
conjunto . = {S C Z|Hs € Gr(IH)}, temos que, para cada W € Gr(H), existe S € . de sorte

que prglw : W — Hg é um isomorfismo. Além disso,

& ={SCZ|S\NeN\S sio finitos}. (3.47)

Demonstragdo.
Sabemos que o fato de que W € Gr(IH) fornece que pr_ |w : W — H_. possui um subconjunto de
dimensao finita como nicleo. Assim, existe Sp € .’ de modo que, relativamente a decomposi¢cdo

em soma direta H = Hg, & Hy, g, a projecdo ortogonal
prg,lw : W — Hsg, (3.48)

¢ injetiva. Se (3.48) também for sobrejetiva, a demonstracdo estd encerrada. Do contrdrio, existe
N P ] ;
s € So de sorte que C* ¢ ran(prg [w). Observe que, nesse contexto, se S1 := So \ {5}, a projecdo
ortogonal em S relativamente a H = Hg, ® Hz\g5, também € injetiva e podemos repetir o
processo anterior. O fato de que dim(coker(pr_ |w)) < e fornece que, a partir de uma quantidade

finita de etapas, obteremos a sobrejetividade.

A segunda afirmativa segue do fato de que, para cada S C Z e, associado a S a projecao
ortogonal pr_ |y, : Hs — Hl;, temos que ker(pr__ |y ) € coker(pr, |x,) sdo os subespacos gerados
por, {¥}4, onde k é elemento, respectivamente, de S\ N e N\ S, de onde segue que Hg € Gr(H)

precisamente quando card(S\N) e card(N\ S) sdo finitos, como queriamos. O

Em virtude da proposicdo anterior, para cada S € ., o niimero card*(S) := card(S\

N) — card(N\ §) é finito e recebe o nome de cardinalidade virtual do conjunto S.
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Proposicao 3.15. A Grassmaniana Gr(IH) é uma variedade de Hilbert que possui como modelo
o conjunto dos operadores de Hilbert-Schmidt HS(H,H_).

Demonstragdo.
Em virtude da Proposi¢do 3.11, resta apenas mostrar que a topologia de variedade induzida por

{(Uw,ow)|W € Gr(H)} é Hausdorff e possui base enumeravel.

1. (Hausdorff) E possivel mostrar que, dado & € H, a aplicagdo

pe :Gr(H) — H

3.4
W s dist(E,W) (.49

onde dist(ﬁ,W) denota a distancia entre £ e W, é continua (veja, por exemplo, em
(LAU, 2015)). Assim, se V,W € Gr(IH) séo tais que V # W, entéo existe & € V\ W. Nesse
contexto, temos que pg (V) =0e pe (W) =r > 0. Logo, os conjuntos U, := pgl (—oo0,r/2)
elUr:=p! (r/2,0) sdo abertos disjuntos que contém, respectivamente, V e W, de onde

segue que Gr(H) é um espago de Hausdorff.

2. (Base Enumeravel)

Segue da Proposicdo 3.14. que . é uma base topoldgica de Gr(IH). Vejamos que é

enumerdvel. Com efeito, sendo F a cole¢do dos subconjuntos finitos de Z, a aplicag¢ao

[ —>FxF

(3.50)
St (S\N,N\ §)

¢ injetora, e como F x F € enumeravel, segue o0 mesmo para ., como queriamos. Ol

Vimos no capitulo prévio algumas propriedades a respeito do indice de Fredholm.
Mostraremos na proposicdo seguinte que esse invariante também parametriza as componentes

conexas de Gr(IH). Mais precisamente,

Proposicao 3.16. Dois subespacos V,W C H estdo na mesma componente conexa de Gr(IH) se,

e somente se, dim*(V) = dim*(W).

Demonstragdo.

Observemos inicialmente que as componentes conexas de Uyes(IH) sdo dadas pelos conjuntos
Ufos(M) := {(95) € Ures(H) | ind(a) = k}. (3.51)
Com efeito, como o indice de Fredholm 7 +— ind(T) e a proje¢do na primeira entrada

p:Upes(H) = Fp(Hy)

U,
(a b) (3.52)
—a
c d
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sdo operagdes continuas, temos que cada componente conexa de Ures(H) é subconjunto de
Uk (H) € conexo, vide (CAREY; HURST;

res

O’BRIEN, 1982), segue que tal conjunto €, na verdade, uma componente conexa.

(H), para algum k € Z. Por outro lado, como U¥

res

Por outro lado, como o grupo de isotropia da a¢do de Uyes(H) é dado pelo espago
contratil U(Hy) x U(H_), segue que Gr(IH) e Ures(IH) possuem o mesmo tipo de homotopia,
de onde segue que as componentes conexas de Gr(HH) sdo os abertos

Gr*(H) :={(25) - Hy[(24) € Ures(H) ¢ ind(a) = k}
_ (3.53)
{W € Gr(H)|din*(W) =k},

como queriamos. [

Observacdo 3.17. O fato do tipo de homotopia de Uyes(H) ser determinado por GLyes(IH) é

consequéncia de que existe uma se¢do global de W%H()H—)

ser metrizdvel, vide (NEEB er al., 1997) e o seguinte resultado:

, em virtude da topologia de U (H)

Teorema 3.18. (PALAIS, 1966) Seja & : E — X um fibrado localmente trivial cuja fibra F seja
uma variedade com topologia metrizavel, assim como a base X; A C X um subconjunto fechado

e s : A — E uma secdo continua. Nessas condicoes, existe uma extensao continua de s a base X
do fibrado.

3.2 A Aplicacao de Pliicker na Grassmanniana de SSW

Assim como no caso finito-dimensional, a Grassmaniana de SSW também pode ser
aplicada sobre um subconjunto de algum espago projetivo. Para definir uma tal correspondéncia,
precisaremos da nogdo de base admissivel de um subespaco da Grassmaniana. Denote por d a
dimensdo virtual de W € Gr(HH).

Definicao 3.19. Dado f € H, diremos que f possui ordem finita se existem s € Z e f; € C,
com —oo < k < s de sorte que

=Y ne- (3.54)

k=—oo0

Se W = Hs = span{{*|k € S}, para algum S € .#, entéo o conjunto dos elementos
de ordem finita de W &, por defini¢io de fecho, denso em W. Por outro lado, se W € Gr(H)
¢é escolhido arbitrariamente, vimos que, para uma escolha apropriada de S € ., a projecdo
ortogonal pry : W — Hg € um isomorfismo, transmitindo a densidade dos elementos de ordem
finita de Hg para W.

Sendo Sy C Z o subconjunto dos inteiros formado pelos indices s € Z de sorte que W

contém um elemento de ordem s e wy € W um elemento da forma (3.54) com f; = 1, o conjunto
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dos elementos de W com ordem finita, denotado por wiin, possui uma base, em particular, o

conjunto dado por

C ={wseW]|se Sy} (3.55)

Definicdo 3.20. Uma base B= {w;|j > —d} C W ¢ dita ser admissivel se cumprir as seguintes

condicdes:

e A aplicacio linear

wie “H, W

. : 3.56
o s (3.56)

é um isomorfismo continuo.

e A composicdo prow : e T, — ¢~ onde pr denota a projecdo sobre e “'H_ é

um operador com determinante

Exemplo 3.21. Sendo % uma base de W da forma (3.55), temos que a proje¢cdo ortogonal
pr: W — Hg,, é um isomorfismo. Escolhendo os elementos de & de sorte que pr(w;) = {*, temos
que % se torna uma base admissivel, no sentido da definicdo 3.20. Tal base é conhecida como a
base canonica de W.

Observe que, pela escolha da defini¢do, duas bases admissiveis de um subespaco W €
Gr(H) estao relacionadas por uma matriz com determinante, ou seja, se {wy,wa...} e {vi,v2...}

sdo bases admissiveis, escrevendo

wi=Y Vijei, VYjeN, (3.57)
i=1

e denotando V; = (V1 Va; ...)T, a matriz infinita (V; V, ...) possui determinante definido. Além
disso, dados S € .7 tal que card*(S) =d e B = {w,, |n € N} uma base admissivel de W € Gr(H),
a segunda condi¢do da defini¢do de base admissivel fornece que prg : W — Hg também € um

operador com determinante.

Definicao 3.22. A coordenada de Pliicker de B induzida por S é o nimero

(3.58)

det(prgow), se card*(S) =d
ms(B) = .

0, se card”(S) #

Proposi¢io 3.23. Se B, B’ sdo bases admissiveis de algum subespaco W € Gr(H) e Mg/ denota

a respectiva matriz que as relaciona, entao

7s(B) = det(M5 ) ms(B). (3.59)
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Demonstragdo.
A proposicdo segue da compatibilidade entre determinantes e composi¢des de operadores. Com

efeito,

1 1

ow) = det(prgow’)det(w'~
= det(M5) 75(B),

is(B) = det(prgow) = det(prgow’ on'~ ow)

como queriamos. [

Dada uma base admissivel B C W, a aplicacio 7.(B) € [>(.#), onde .# estd munido
com a medida usual de contagem. Assim, pela proposicdo prévia, estd demonstrado o seguinte

resultado
Proposicao 3.24. A aplicacio

7:Gr(H) - P(H)

W s [ms(B)] (360

estd bem definida. Aqui, B denota uma base admissivel de W e H = I?(.¥).

3.3 O Fibrado Determinante na Grassmanniana de SSW

Nesta ultima secdo, falaremos um pouco sobre a teoria basica de um fibrado que possui
como base a Grassmanniana e cujas se¢des sao de grande interesse no estudo de alguns sistemas
integraveis, como as hierarquias de equacdes diferenciais parciais KdV e KP, por exemplo e,
em outros campos da Matematica, como se pode conferir em (HARNAD; BALOGH, 2021).
Inicialmente, observemos que sobre a Grassmanniana de dimensao finita Gr, (R") estudada no
capitulo 1, é possivel definir um fibrado diferencidvel unidimensional cuja fibra em cada ponto

W € Gr,(R") consiste na poténcia exterior maxima de W. Explicitamente, a aplicacao

p: || {Wix AW — Gr, (R")
WeGr, (") (3.61)
(W,p) =W

¢ um fibrado vetorial de dimensio 1. Lembremos que um dado elemento de A*W é da forma
A (wiA...Awg),onde {wy,...,w} CW é uma base qualquer de W. A Grassmanniana de SSW
também admite uma construcdo andloga de um fibrado vetorial unidimensional, referido na
literatura como o fibrado determinante, justamente por ser uma generalizacdo do exemplo
anterior relativo as poténcias exteriores de dimensao finita. Para defini-lo adequadamente, é

conveniente introduzir a seguinte no¢ao:

Definicdo 3.25. Para cada W € Gr(H), definimos Det(W) como sendo o conjunto

CWeé o
Det(W) :— {A,w)|AeCew W eadmlsswel}, (3.62)

~Y
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onde (A,w) ~ (1L, w') se, e somente se it = A -det(M"). Denotaremos os elementos de Det(W)

por, nas condi¢des anteriores, [A,w]. Obtemos, dessa forma, o seguinte fibrado vetorial.
Proposicao 3.26. A aplicacdo

TT: |_| {W} x Det(W) — Gr(H)
W eGr(H) (3.63)
(W,v) —» W

¢ um fibrado vetorial de dimensao 1.

Demonstragdo.
A respeito da dimenséo do fibrado, mostremos que Det(W) é um espaco vetorial unidimensional.
Com efeito, fixada w C W uma base admissivel arbitrdria e [A,w'] € Det(W), considere A a

matriz mudancga de base entre w e w'. Assim, temos que
[/l,w’] = [Adet(A),w] = Adet(A)[1,w], (3.64)

de onde segue que Det(W) é gerado por [1,w]. Por outro lado, sobre a estrutura de fibrado
vetorial, para cada subconjunto S € ., lembremos que o aberto Us € identificado pelo conjunto
HS(Hs,Hy ). Ainda, para cada T € HS(Hs,Hy), o gréfico de T possui uma base admissivel, a
saber, w := {w;| j > —d}, onde

wi=214Y Ty (3.65)
p¢S
Aqui, S = {s_4,5_a+1,---}> g = i € (Tpg) p.qcz denota a matriz infinita que representa 7'. Consi-

dere a aplicacdo
: C x Ug — Det
s ST (3.66)
(A, graf(T)) — [A,w]
onde w denota a base admissivel de graf (T) referida previamente. Observemos que a fungao
(3.660) € injetora, em particular bijetora sobre sua imagem. A propriedade de trivializagdo local
segue do fato que, se graf(T) € UsNUy e graf(T) = graf(7’), para algum T’ : Hy — Hy
operador de Hilbert-Schmidt, entdo, pela equacgao (3.37), segue que

T' = (c+dT)o(a+bT)"", (3.67)

onde (‘Z Z) denota a matriz de operadores que representa a identidade relativamente as decompo-

sicdes id : Hy & Hg- — Hg & Hg . Assim, a correspondéncia
(A,graf(T)) € Cx Us ++ (A, graf(T")) € C x Us, (3.68)

onde A" = Adet(a+ bT) é holomorfa, como queriamos. O
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3.4 Comentario Final

Finalizamos esse trabalho com a observacgdo de que o fibrado exposto na Proposicao 3.26
€ o que torna a Grassmanniana de Sato-Segal-Wilson um objeto interessante de ser estudado. As
se¢des do fibrado dual de (3.63) induzem as chamadas fungdes 7 de um subespaco W € Gr(H),
que constituem uma ferramenta essencial na teoria moderna de sistemas integraveis. Aplicacdes
recentes dessa teoria podem ser encontradas, por exemplo, no artigo (AGOSTINI et al., 2021),
cujos resultados foram divulgados na ultima edi¢do do Congresso de Matemaética das Américas.
Em particular, nesse artigo, para cada ponto W € Gr(IH), foram construidas uma funggo 7y que
satisfaz a equacdo de Hirota (3.2). Essa é uma, dentre muitas outras, aplicacdes da teoria de

Fredholm trabalhada no segundo capitulo deste texto.
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APENDICE

GRUPOS DE LIE

A.1 Variedades Diferenciaveis

Nesta secao, daremos as defini¢des bdsicas a respeito do cdlculo elementar em variedades,
a saber espacos topoldgicos de Hausdorff e com base enumerével onde cada ponto € centro do
dominio de uma carta local e alguns topicos a respeito de um caso particular de variedade, os
chamados grupos de Lie. A confec¢do desse apéndice foi inspirada em (PICCIONE; TAUSK,
2008) e (LEE, 2003).

Defini¢do A.1. Sendo M um conjunto, uma carta local em M é um par (U, ¢), onde U C M,
¢o:U — ¢(U), é uma bijecdo e ¢ (U) C R" é aberto.

Duas cartas locais (U, ¢), (V,y), sdo ditas compativeis se U NV = & ou a mudanga

de coordenadas
yod lip(UNV) = w(UNV) (A.1)

¢ um difeomorfismo entre abertos de espacgos euclidianos. A classe de diferenciabilidade, a
menos de referido o contrario, serd sempre assumida C*. Um atlas diferenciavel consiste em
um conjunto de cartas locais {(Uy),Vy | @ € A} duas-a-duas compativeis de sorte que
M= | Us. (A.2)
acA
Teorema A.2. Se A= {(Ug,9q)|a € A} é um atlas diferencidvel, entdo A induz uma tnica
topologia de forma que, cada conjunto Uy, seja aberto e ¢y, homeomorfismo, para cada o € A e,

além disso, tal topologia € dada explicitamente por

TA:={V CM|@y(UgNV) C R" é aberto, para cada o € A} (A.3)

Demonstragdo.

A familia 74 € ndo-vazia, dado que, como, paracada x € A, UqaN@ =T e €A, Uy NM = Uy,
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segue que & e M pertencem a T 4. A afirmacgdo de que, cada Uy € aberto e ¢y € homeomorfismo
segue do fato de que V € 14 se, e somente se ¢y (V) é um aberto de R”. A unicidade segue do
fato que, sendo T uma topologia que torna Uy aberto e ¢, homeomorfismo, mostremos que

T=1TYy.

(C) DadoV € 1, temos que VN Uy € 7, para cada o € A, de onde segue que ¢ (UgNV) C R”

¢ aberto, ou sejaV € T4 e, assim, T C T4.

(2) Reciprocamente, se V € T4, temos que, em particular, ¢y (Uy NV) C R" € aberto, para cada
a € A. Portanto, VN Uy = @y ' 0 9y - (Ug NV) é aberto em M, relativamente a topologia
T, para cada @ € A. Assim, como V = Ugea(V NUy) é também um aberto da topologia T,

mostrando que T4 C T, como queriamos. ]

Assim, chamamos de variedade diferenciavel um par (M,.o/), onde M é um conjunto

no qual estd definido o atlas diferencidvel <7

C\{0}

~

Exemplo A.3. O espaco projetivo complexo CP! é definido como sendo ,onde z ~ w se,
e somente se z = Aw, para algum A € C, é uma variedade diferencidvel de dimenséo 1, com atlas
dado por &7 = {(Uy, @), (U1, ¢1)}, onde, escrevendo z = (z9,z1) € C? e denotando a classe de

equivaléncia de z por (z9 : z1), temos que U; := {(z0 : z1) |zi # 0} C CP!,

@ :Uy—C 0 :U —C
. A4
iz 2 (rz) o 2 (A4
20 {1

Assim, temos que @0 @; ' (z) = @o(z: 1) =1/ze @109, ' (z) = @1 (1 : z) = z sdo difeomorfismos

sobre suas imagens, de onde segue que <7 é de fato um atlas diferenciavel.

Definicao A.4. Sendo M uma variedade diferencidvel e N C M, uma carta local (U, ¢) ¢é dita
ser uma sub-carta para N se (U NN) = ¢(U)NR™, para algum m < n. Dizemos que N ¢ uma
subvariedade m-dimensional de M.

Definicao A.5 (Espaco Tangente). Sendo p € M, o espaco tangente a M em p é o conjunto das

classes de equivaléncia
TyM = {[A]| A : (—€,€) — M é diferencidvel e 1(0) = p}, (A.S)

onde A ~ U se, e somente se, (poA) (0) = (¢ou)’(0), para alguma carta local (U, @).

A carta local (U, ¢) da defini¢do acima pode ser aproveitada para definir a bijecdo
¢ :T,M —R"
[A] = (@o)(0)

de onde segue que existe uma unica estrutura de espaco vetorial em 7,M que torna ¢ um

(A.6)

1somorfismo linear.

Defini¢ao A.6. Sendo M uma variedade diferencidvel e p € M, denotaremos por 7,;M o dual do

espago tangente, o qual recebe o nome espaco cotangente a p.
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Variedades de Banach

Na definicao de variedade diferencidvel que apresentamos no comego deste apéndice,
podemos considerar, ao invés de R”, algum outro espaco de Banach. Nesse caso, € dito que M ¢
modelada nesse espago.

Definicao A.7. Um espaco vetorial normado E € dito ser um espaco de Banach se cada sequén-

cia de Cauchy em E for convergente.

Sendo E, F espacos de Banach e U C [ aberto, uma aplicacdo f: U — [ € dita ser

diferenciavel em p € U se existe uma aplicagdo linear df, : E — [F de sorte que

f(p+v)=f(p)+dfp-v+r().

Se a aplicacdo p € U — d f, € Hom(E,F) for diferencidvel, diremos que f ¢ duas vezes diferen-
cidvel. Indutivamente, estd bem definida a no¢do de diferenciabilidade C* para aplicacdes em

espacos de Banach.

Definicao A.8. Sendo H um espaco de Banach e M um espaco topoldgico de Hausdorft e
com base enumerdvel, diremos que M € uma variedade de Banach se, existe uma familia de

homeomorfismos ¢y : Uy C M — Vi C H, onde cada Uy, de sorte que:

1. Uy € aberto, para cada indice ¢ e M = Uy Uy,.

2. Dados o, 3 € A, a aplicagdo @y o (P,B_ I'¢ diferencidvel.

A.2 Grupos de Lie

Daremos uma descric@o breve dos conceitos e notagdes relativos a teoria cldssica de
grupos e dlgebras de Lie. Um grupo de Lie ¢ um grupo G munido de uma estrutura diferencidvel

de sorte que a aplicacdo

GxG—G
& mn)—én!

seja diferencidvel. Denotamos por 1, como de costume, a unidade em um grupo de Lie. Um

(A.7)

homomorfismo de grupos de Lie ¢ um homomorfismo usual entre grupos de Lie que € diferen-

cidvel'.

Exemplo A.9. O espaco euclidiano n-dimensional R” e a esfera S! sdo grupos de Lie, com a

soma usual entre vetores e o produto, respectivamente.

' A condicdo de diferenciabilidade pode ser substituida, nesse contexto, pela continuidade de f, veja,

por exemplo, em (LEE, 2003)
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Exemplo A.10 (Grupo Linear). Sendo E um espacgo vetorial real, denotamos por GL(EE) o grupo
dos automorfismos lineares de [E com algebra de Lie dada pelo espaco Hom(E) das aplicacdes

lineares de E em si proprio.

Exemplo A.11. Sendo [E um espago vetorial real ou complexo, denotamos por SL(I£) como
o subgrupo de GL(IE) formado pelos isomorfirmos com determinante igual a 1. Além disso, o
grupo ortogonal, O(E) é o subgrupo de GL(I£) composto pelas aplicagdes ortogonais relativa-

mente a um produto interno.

Exemplo A.12. A aplicagio ¢ : R — S!, dada por ¢ (1) = e é um homomorfismo de grupos de
Lie.

A.2.1 A Aplicacao Exponencial

Nesta secao, introduziremos a aplicagdo exponencial de um grupo de Lie. Aqui, M
denotard uma variedade diferencidvel, G um grupo de Lie abstrato e X(M) o conjunto dos

campos vetoriais em M.

Definicao A.13. Uma algebra de Lie ¢ um espaco vetorial real ou complexo v munido de uma

aplicacdo multi-linear [-,-] : b X b — v de sorte que
b, 2l 4+ D, [z 4] + [z, [, )] = 0, (A.8)
para cada x,y,z € v. A relagdo (A.8) é conhecida como identidade de Jacobi.

Definicdo A.14. Um campo vetorial X € X(G) em um grupo de Lie é dito ser invariante a

esquerda se, para cada g,h € G, seja vdlida a seguinte relagao
dLy(h)-X (h) = X (h), (A9)
onde Ly : G — G denota a multiplica¢io a esquerda em G.

Exemplo A.15. Sendo G um grupo de Lie, o conjunto g formado pelos campos vetoriais
invariantes a esquerda é uma algebra de Lie, com o colchete de Lie usual. Lembremos que X(G)
pode ser identificado com o conjunto Der(G) das deriva¢des em M 2, ou seja, operadores lineares
do tipo D : C*(G) — C*(G) de modo que, para cada f,g € C*(G), tenha-se que

D(fg) =D(f)g+ fD(g)- (A.10)

Com essa identificagio, dados dois campos vetoriais X,Y € X(G), o colchete de Lie entre X e Y
€ o campo vetorial
X, Y](f) =X (XY (f) =Y (X(f))- (A.11)

Esse fato € vilido, ndo apenas no contexto de grupos de Lie, mas também em variedades diferencidveis
abstratas, vide, por exemplo, (LEE, 2003)

2
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Defini¢io A.16. Sendo / C R um intervalo aberto e X € X(M), uma curva integral de X é uma

aplicagdo diferencidvel o : I — M de modo que, para cadat € I,
a'(t) = X(a(t)). (A.12)

Teorema A.17. Se X € X(M), entdo para cada p € M, existe um intervalo aberto / C R, com
0 € I, de modo que, em / esta definida a tnica curva integral @ : I — M de X tal que a(0) = p.
Dizemos que « € a tnica curva integral de X passando por p.

Em um grupo de Lie G, todo campo de vetores X € g invariante a esquerda € completo.
Assim, temos que as curvas integrais de X estdo definidas em todo R. Em particular, podemos
definir a chamada aplicacdo exponencial de X.

Definicao A.18. Sendo G um grupo de Lie, a aplicagdo exponencial exp : g — G ¢é definida por

exp(X) = % (1), (A.13)

onde ¥y : R — G denota a curva integral de X passando por e € G.
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APENDICE

ALGEBRA EXTERIOR

O objetivo desse apéndice € introduzir as defini¢cdes e alguns resultados a respeito do
chamado produto wedge entre dois vetores, cuja apari¢do se deu, em particular, na definicao do
fibrado determinante. Seja V um espaco vetorial real e V¥ =V x --- x V o produto cartesiano,
que também tem estrutura de espaco vetorial. Uma funcdo f : VK — R é dita linear na i-ésima
varidvel se, para cada v;, com j # i, a aplicagdo restri¢do 7 : V — R € linear. A confecc¢do desse
apéndice foi inspirada em (LIMA, 2017).

Definiciio B.1. Dizemos que f : V¥ — R é k-linear se f ¢ linear em cada uma de suas coordena-
das.

Um tensor de ordem k é uma fungdo multi-linear f : V¥ — R. Denotaremos por Ly (V)
o conjunto dos tensores de ordem k em V. Em particular, se k =1, L;(V) =V* e ocaso k=2

representa o conjunto das formas bilineares de V.

Observacao B.2. L;(V) é um espago vetorial sobre R com a soma e produto por escalar (somas

em cada coordenadas).

Por conta disso, se V tem dimenso finita, procuremos uma base para L;(V), a fim de se

obter sua respectiva dimensao.

Dado um conjunto I = {1,--- ,n}, uma k—lista € uma k-upla (i1, ,i;) de elementos de
I. Nesse contexto, temos que, como consequéncia do respectivo resultado de dlgebra linear que,
se B={ej, - ,e,} éumabasede V. Se f,g: VK — R sdo k-tensores que coincidem em toda
k-lista de B, entdo f = g.

Proposiciao B.3. O conjunto A formado pelas aplicagdes {¢; : I k-listade 1,...,n} é uma base
de Ly (V). Aqui, ¢; denota o tnico tensor sobre V de sorte que ¢;(e;,,---,ej,) = dy e, assim,
dim(Ly(V)) = n*.
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A existéncia e unicidade do tensor ¢; sdo garantidas em virtude do argumento exposto no
pardgrafo prévio. Basta analisar no conjunto de todas as k-listas de uma base arbitraria e lembrar

do resultado da base do dual do curso de dlgebra linear(que corresponde ao caso k = 1).

B.1 Produto Tensorial

Se f é um k-tensor e g € um [-tensor, entdo, o (k+ [)-tensor dado por

fRgW, - virr) =Ffvis,vi) - Vi1, s Vier1),

¢ dito ser o produto tensorial de f por g e, como € de fécil verificagdo que f ® g é (k+[)-linear,

esta bem definido.

Teorema B.4. Se f,g,h sdo tensores em V, ndo necessariamente de mesma ordem, entdo:

L (fog)@h=f®(g®h)
2. (af)@g=a(f®g)=[f®(ag)
3. (f+g)®h=f®h+g®he arespectiva lei distributiva a esquerda

4. Dada uma base {ej,---,e,} de V e [ uma k-listade 1,--- ,n, entdo
0= 0;, ® Q.

Em geral o produto tensorial ndo € comutativo.

Defini¢ao B.5. Sendo V um espaco vetorial, um k-tensor € dito ser alternado se f(vy,---,v) =0

sempre que v; = v;11, para algum i. Todo 1-tensor é, por defini¢do, alternado.

Nesse contexto, defina Ay (V) < L (V') como o conjunto dos k-tensores alternados. Ainda,

f: VK = R é um k-tensor alternado se, e somente se, para cada permutacio & € Sy
of(viyvi) = (Vo) s Vo(k) = s80(0) - f(vi,- - vi)-

Vamos agora investigar a dimensao do conjunto dos k-tensores em um espago de dimen-
sdo finita V. Essa pergunta é particularmente interessante para o caso k < n = dim(V), dado que
caso contrério Ay tem dimensdo zero. Afirmamos que, no caso 1 < k < n, entdo o conjunto das
y;, indexadas no conjunto das k-listas ascendentes, ou seja, aquelas da forma {i} < --- < i}.

Aqui, y7 denota o unico tensor alternado tal que

vi(ey) = 6yy.

Como consequéncia, temos que dim(Ax(V)) = ()
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B.2 Produto Exterior

Proposiciao B.6. Sendo ¢ : E x --- x E — F uma aplicag@o k-linear alternada, com n := dim(E),

sdo equivalentes:

1. Existe uma base {ej,---,e,} C E de sorte que o conjunto
{pej, - ei) 1< ji <o <k <n} (B.1)
seja uma base de F.

2. ran(¢) gera F, din(F) = (}) e a afirmagdo (1) é valida para toda base de E.

Uma tal aplicagdo ¢ que cumpre as condicdes acima € dita ser um produto exterior,

com FF sendo uma k-ésima poténcia exterior de [E.

Proposicido B.7. Sejam ¢ :Ex - xE—-Fe @ :Ex---xE — F dois produtos exteriores.
Entdo, existe um tnico isomorfismo f: F — F de sorte que

fop=4¢. (B2)

O significado da ultima proposi¢cdo, mais precisamente da equagdo (B.2), é que produtos
exteriores, ao existirem, sdo Unicos a menos de isomorfismos, de onde segue que podemos
introduzir uma notacao Unica para tais aplicagcdes e passar a nos referir a elas como o produto

exterior.

Sendo f € Ay (V) e g€ A;(V), f® g ndo necessariamente é um tensor alternado(veja, por
exemplo que f ® f ndo €). Entretanto, temos a inten¢do de definir adequadamente um produto
em Ax (V). Considere, pois, Sx; C Si4; como o conjunto das permutagdes 6 : N — Nejyy
de sorte que

o(l)<---<o(k) e ok+l)<---<ok+]).

Definicao B.8. Definimos o produto exterior de f por g por:

FAgV, i) = Z sgn(0) -0 f(vi,- Vi) 08(Vir1 s Viy1)
GGS}CJ

A afirmacdo é que f A g é um tensor alternado de ordem k+/, ou seja, pertence a Ay (V)
e, assim, o produto exterior estd bem definido. Em particular, se E € um espaco vetorial e f; € E*,

entao

FiN-Afs(vi,-o,v) =det(fi(v))).

Proposicao B.9. Sejam f, g tensores alternados de ordens k e [ respectivamente. Entdo:

fAg= (=1 "gnf
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Como consequéncia imediata, temos que se k é impar e f € Ax(V), entdo f A f = 0.

Ainda, é possivel mostrar que sendo dada {ej,--- ,e,} umabasede V e @ --- , @, sua respectiva
base dual, se I = (i1, - - , i) é uma k-lista ascendente de N<,, com y; seu k-tensor correspondente,
entao

Y=, Ao A
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