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RESUMO

LEITE, I. Z. Análise harmônica sobre a esfera e aplicações. 2024. 75 p. Dissertação (Mes-
trado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Univer-
sidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2024.

Neste trabalho, exploramos o espaço de medidas definidas sobre a esfera d-dimensional que
são invariantes por rotações que deixam o polo da esfera fixo, chamado de espaço das medidas
zonais. Relacionamos as funções zonais com o espaço das funções definidas no intervalo [−1,1].
Em seguida, introduzimos e relacionamos os conceitos de operador multiplicativo para funções
integráveis e o de convolução com medidas zonais. A teoria de análise harmônica sobre a esfera
desenvolvida é aplicada para estabelecer as séries de Fourier de funções integráveis e estudar a
taxa de decaimento de sequências de autovalores de operadores integrais com núcleos suaves.

Palavras-chave: Análise harmônica, Espaços zonais, Operador multiplicativo, Convoluções,
Coeficientes de Fourier.





ABSTRACT

LEITE, I. Z. Harmonic analysis on the sphere and applications. 2024. 75 p. Disserta-
ção (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,
Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2024.

In this work, we explore the space of measures defined on the d-dimensional sphere that are
invariant under all rotations leaving the pole of the sphere fixed, called the space of zonal
measures. We relate the zonal functions spaces with the space of functions defined in the interval
[−1,1]. Next, we introduce and relate the concepts of multiplicative operator for integrable
functions and convolution with zonal measures. The theory of harmonic analysis on the sphere
developed is applied to establish Fourier series of integrable functions and to study the decay
rate of sequences of eigenvalues of integral operators with smooth kernels.

Keywords: Harmonic analysis, Zonal spaces, Multiplier operator, Convolutions, Fourier coeffi-
cients.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

O termo "Análise harmônica"é flexível e pode ser usado para representar uma variedade
de subáreas dentro da Análise. Na referência (FOLLAND, 1995), o autor apresenta uma teoria
desenvolvida, principalmente, no período de 1927 até a década de 1960, na qual a ação de um
grupo localmente compacto desempenha um papel essencial. Por outro lado, em (KATZNELSON,
2004), a Análise harmônica é exposta como o estudo de objetos, como funções e medidas,
definidos em grupos topológicos. Em sua apresentação mais elementar, esta área da matemática
se refere à exploração das séries de Fourier de funções periódicas na reta, as quais possuem
interessantes aplicações. A teoria mostra como responder questões relevantes, como a existência
de uma função contínua que não é diferenciável em nenhum ponto e como encontrar, entre
todas as curvas simples e fechadas no plano, a que maximiza sua área interna. Tais problemas
podem ser encontrados em (STEIN; SHAKARCHI, 2003). Além disso, a pesquisas em Análise
harmônica teve um enorme crescimento nos últimos anos e as suas implicações em outros
campos da análise têm sido bastante diversificadas. Como podemos ver em (STEIN, 1993),
desenvolvimentos posteriores da teoria de Calderón e Zygmund, inicialmente desenvolvida para
equações elípticas, permitiram aplicações a equações parabólicas e aos operadores hipoelípticos
gerais.

Neste trabalho, o termo Análise harmônica representa o estudo de funções e medidas
definidas sobre a esfera d-dimensional do espaço euclidiano d +1-dimensional. A teoria básica
foi desenvolvida por Charles Dunkl e, posteriormente, por diversos outros autores nas últimas
duas décadas. Nesta teoria, o papel dos grupos ortogonais é de extrema importância e fornece
a estrutura fundamental para a Análise de Fourier sobre esfera. A referência (DUNKL; XU,
2014) contém uma tratativa moderna dos temas e possui 128 citações no Mathscinet, das
quais 20 citações foram no ano de 2023 em prestigiosos jornais. A Análise hamônica que será
desenvolvida neste texto é considerada como contexto básico para o desenvolvimento da segunda
parte do trabalho. Nesta parte, é obtida a taxa de decaimento de sequências de autovalores de
operadores integrais gerados por núcleos que satisfazem uma condição de Hölder generalizada.
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A condição de Hölder considerada neste trabalho é definida em termos de uma família de
operadores multiplicativos que é admissível. Esta condição se estende à condição de Hölder
usualmente utilizada na literatura moderna sobre tema (KÜHN, 1987; JORDÃO; MENEGATTO,
2016).

Esta dissertação apresenta conceitos e resultados da Análise harmônica sobre a esfera,
propriedades de operadores multiplicativos e de convoluções em espaços zonais. O segundo
capítulo é destinado a relembrar conceitos básicos, em sua maioria de Análise funcional e Teoria
da medida, os quais serão utilizados no desenvolvimento do trabalho. O terceiro capítulo consiste
em apresentar a teoria básica de Análise harmônica na esfera, incluindo as definições de operador
rotação, polinômios de Gegenbauer e espaços zonais e sua relação com funções definidas em
[−1,1]. Por fim, o capítulo quatro se preocupa em estudar a taxa de decaimento de sequências de
autovalores de operadores integrais gerados por núcleos que satisfazem uma condição de Hölder
generalizada.
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CAPÍTULO

2
CONCEITOS PRELIMINARES

Este capítulo tem por objetivo relembrar e apresentar resultados de diferentes áreas da
matemática que serão utilizados nos capítulos seguintes.

Os conceitos e resultados estão agrupados por temas. Na Seção 2.1, apresentamos
definições e resultados da teoria de operadores limitados. Na Seção 2.2, apresentamos alguns
resultados da teoria de Medida e Integração e algumas propriedades das medidas de Haar são
elencadas na Seção 2.3.

2.1 Topologia e Análise Funcional
Os resultados enunciados na sequência possuem como referência (MUNKRES, 2000,

p. 166).

Teorema 2.1.1. A imagem de um espaço compacto sob uma aplicação contínua é compacto.

Teorema 2.1.2. Seja f : X −→ Y uma função contínua e bijetora. Se X é compacto e Y é
Hausdorff, então f é um homeomorfismo.

Os resultados de Análise Funcional abaixo podem ser encontradas em (BREZIS, 2011),
Capítulos 1 a 6.

Definição 2.1.3. Seja T : E −→ F uma aplicação linear entre espaços vetoriais normados.
Dizemos que T é limitada se existir C ≥ 0 tal que

∥T x∥F ≤C∥x∥E , para todo x ∈ E.

Definição 2.1.4. Sejam E e F espaços vetoriais normados. Denotaremos por L (E,F) o espaço
dos operadores lineares limitados de E em F munido com a norma

∥T∥L (E,F) = sup
∥x∥E≤1

∥T x∥F .
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Escreveremos L (E) quando F = E.

Definição 2.1.5. Um operador linear limitado T : E −→ F é dito compacto se T (BE) tem fecho
compacto em F (na topologia forte), em que BE = {x ∈ E : ∥x∥ ≤ 1}.

Definição 2.1.6. Chamaremos T ∈ L (E,F) inversível com T−1 ∈ L (F,E) de isomorfismo.
Um isomorfismo T : E −→ E é denominado um automorfismo de E.

Observação 2.1.7. Temos, como corolário do Teorema da Aplicação Aberta, que se E e F são
espaços de Banach e T ∈ L (E,F) é bijetora, então T é um isomorfismo, isto é, T−1 ∈ L (F,E).

Denotamos por Cc(Rd) o espaço de todas as funções contínuas em Rd com suporte
compacto, isto é,

Cc(Rd) := { f ∈C(Rd) : f (x) = 0, para todo x ∈ Rd \K, no qual K é compacto}.

Teorema 2.1.8. O espaço Cc(Rd) é denso em Lq(Rd), para todo q ∈ [1,∞).

Definição 2.1.9. Seja E um espaço vetorial normado. Denotaremos por E∗ o espaço dual de E,
isto é, o espaço de todos os funcionais lineares limitados em E. A norma dual em E∗ é definida
por

∥ f∥E∗ = sup
∥x∥E≤1

| f (x)|.

Quando não houver confusão, escreveremos ∥ f∥ no lugar de ∥ f∥E∗ .

Definição 2.1.10 (Adjunto). Sejam E e F espaços de Banach. Se T ∈ L (E,F), definimos o
adjunto de T como o operador linear

T ∗ : F∗ −→ E∗

φ 7−→ φ ◦T.

Observação 2.1.11. Se T é um operador limitado, então T ∗ é, também, um operador limitado e

∥T ∗∥L (F∗,E∗) = ∥T∥L (E,F).

Definição 2.1.12. Um operador limitado T ∈ L (H), com H espaço de Hilbert, é dito autoad-
junto se T ∗ = T , isto é,

⟨Tu,v⟩= ⟨u,T v⟩,

para quaisquer u,v ∈ H.

Definição 2.1.13. Sejam H um espaço de Hilbert e S ∈ L (H). Dizemos que S é um operador
linear não-negativo, e escrevemos S ≥ 0, se ⟨Sx,x⟩ ≥ 0, para todo x ∈ H. No caso particular em
que ⟨Sv,v⟩> 0, para todo v ̸= 0, diremos que S é um operador positivo e escreveremos S > 0.

Definição 2.1.14. Uma sequência em {en} em H é dita base ortonormal de H (ou base de
Hilbert) se satisfaz
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(i) |en|= 1, para todo n, e ⟨em,en⟩= 0, sempre que m ̸= n;

(ii) o espaço gerado por {en : n ≥ 1} é denso em H.

Proposição 2.1.15. Um espaço de Hilbert H é separável se, e somente se, admite base de Hilbert
enumerável.

Daqui em diante, E e F denotarão dois espaços de Banach.

Definição 2.1.16. Seja T ∈ L (E). O conjunto resolvente, denotado por ρ(T ), é definido por

ρ(T ) = {λ ∈ R : (T −λ I) é bijeção de E em F}.

O espectro, denotado por σ(T ), é o complementar do conjunto resolvente, isto é, σ(T ) =

R\ρ(T ). Um número real λ é chamado de autovalor de T se

N(T −λ I) ̸= {0},

em que N(T ) é o núcleo do operador T . O conjunto de todos os autovalores de T é denotado por
EV (T ).

Teorema 2.1.17. Seja T : E −→ E um operador compacto com dimE = ∞. Então, temos

(i) 0 ∈ σ(T ).

(ii) σ(T )\{0}= EV (T )\{0}.

(iii) Um dos seguintes casos acontece

– σ(T ) = {0};

– σ(T )\{0} é um conjunto finito;

– σ(T )\{0} é uma sequência convergindo a 0.

2.2 Teoria da medida e integração

A referência para os resultados é (FOLLAND, 1999), Capítulos 1 a 3.

Definição 2.2.1. Se X é um espaço topológico, a σ -álgebra gerada pela família de conjuntos
abertos em X é chamada de σ -álgebra de Borel em X e é denotada por BX . Os elementos dessa
σ -álgebra são chamados de conjuntos de Borel.

Definição 2.2.2. As medidas em R com domínio BR são chamadas de medidas de Borel em R.
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Definição 2.2.3. Sejam µ uma medida de Borel em X e E um subconjunto de Borel de X . A
medida µ é regular externa em E se

µ(E) = inf{µ(U) : U ⊃ E,U aberto}

e é regular interna em E se

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E,K compacto}.

Definição 2.2.4. Uma medida de Radon em X é uma medida de Borel que é finita em conjuntos
compactos, regular externa em conjuntos de Borel e regular interna em conjuntos abertos.

No que segue, (X ,M) é um espaço de medida.

Definição 2.2.5. Uma medida com sinal em (X ,M) é uma função µ : M −→ [−∞,∞] tal que

(i) µ( /0) = 0;

(ii) µ assume, no máximo, um dos valores ±∞;

(iii) se {E j} é uma sequência de conjuntos disjuntos em M, então µ(∪∞
j=1E j) = ∑

∞
j=1 µ(E j),

em que a última soma converge absolutamente se µ(∪∞
j=1E j) é finito.

Consequentemente, toda medida é uma medida com sinal.

Definição 2.2.6. Seja µ uma medida com sinal em (X ,M).

(i) Dizemos que E ∈ M é positivo para µ se µ(F)≥ 0, para todo F ∈ M com F ⊆ E.

(ii) Dizemos que E ∈ M é negativo para µ se µ(F)≤ 0, para todo F ∈ M com F ⊆ E.

(iii) Dizemos que E ∈ M é nulo para µ se µ(F) = 0, para todo F ∈ M com F ⊆ E.

Definição 2.2.7. Se E e F são conjuntos, denotamos sua diferença por E \F ,

E \F = {x : x ∈ E e x /∈ F},

e sua diferença simétrica por E∆F ,

E∆F = (E \F)∪ (F \E).

Teorema 2.2.8 (Decomposição de Hahn). Se µ é uma medida com sinal em (X ,M), então
existem conjuntos P e N, positivo e negativo para µ , respectivamente, tais que

X = P∪N e P∩N = /0.

Além disso, se existem P′ positivo e N′ negativo para µ tais que

X = P′∪N′ e P′∩N′ = /0,

então P∆P′ e N∆N′ são nulos para µ .
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Definição 2.2.9. Sejam µ e ν medidas com sinal em (X ,M). Dizemos que µ e ν são mutuamente
singulares, e escrevemos µ ⊥ ν , se existem E,F ∈ M tais que X = E ∪F , E ∩F = /0, E é nulo
para µ e F é nulo para ν .

Teorema 2.2.10 (Decomposição de Jordan). Se µ é uma medida com sinal, existem únicas
medidas positivas, µ+ e µ−, tais que µ = µ+−µ− e µ+ ⊥ µ−.

As medidas µ+ e µ− são chamadas de variação positiva e negativa de µ e µ = µ+−µ−

é chamada de decomposição de Jordan de µ . Ademais, definimos a variação total de µ como
sendo a medida |µ| definida por

|µ|= µ
++µ

−.

Teorema 2.2.11. (i) Se f : X −→ [0,∞] é mensurável, existe uma sequência {φn} de funções
simples tal que 0 ≤ φ1 ≤ φ2 ≤ ·· · ≤ f e φn → f pontual e uniformemente em qualquer
conjunto em que f é limitada.

(ii) Se f : X −→ C é mensurável, existe uma sequência {φn} de funções simples tal que
0 ≤ |φ1| ≤ |φ2| ≤ · · · ≤ | f | e φn → f pontual e uniformemente em qualquer conjunto em
que f é limitada.

O próximo teorema e seu corolário têm como referência (FOLLAND, 1999, p. 223).

Teorema 2.2.12 (Representação de Riesz). Sejam X um espaço de Hausdorff localmente com-
pacto e M(X) a coleção das medidas de Borel que são regulares e finitas sobre X . Para µ ∈ M(X)

e f ∈C0(X) = { f ∈C(X) : f se anula no infinito}, considere

Iµ( f ) =
∫

f dµ.

Então, a aplicação µ 7→ Iµ é um isomorfismo isométrico de M(X) em C∗
0(X).

Corolário 2.2.13. Se X é um espaço de Hausdorff compacto, então C∗(X) é isometricamente
isomorfo a M(X).

O próximo teorema pode ser encontrado na referência (RUDIN, 1990, p. 269).

Teorema 2.2.14 (Fubini). Sejam µ e λ medidas regulares em espaços de Hausdorff localmente
compactos X e Y . Se µ,λ ≥ 0, f é uma função de Borel em X ×Y e f ≥ 0, então∫

X×Y
f d(µ ×λ ) =

∫
X

∫
Y

f (x,y)dλ (y)dµ(x) =
∫

Y

∫
X

f (x,y)dµ(x)dλ (y). (2.1)

Se µ ∈ M(X), λ ∈ M(Y ), f é uma função de Borel em X ×Y e∫
X

∫
Y
| f (x,y)|d|λ |(y)d|µ|(x)< ∞,

então (2.1) também vale.
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2.3 Medida de Haar
A seguinte definição pode ser encontrada em (TU, 2011, p. 66).

Definição 2.3.1. Um grupo topológico G é um espaço topológico com uma estrutura de grupo
tal que as operações

µ : G×G → G, µ(a,b) = ab

e
i : G → G, i(a) = a−1

são contínuas.

As próximas definições e resultados desta seção podem ser consultados em (FOLLAND,
1999, p. 339). A seguir, sejam G um grupo topológico, A ⊂ G e x ∈ G, definimos

xA = {xy : y ∈ A}

e
Ax = {yx : y ∈ A}.

Definição 2.3.2. Seja G um conjunto localmente compacto. Uma medida de Borel µ em G

é chamada invariante à esquerda (respectivamente invariante à direita) se µ(xE) = µ(E)

(respectivamente µ(Ex) = µ(E)), para todo x ∈ G e E ∈ BG.

Definição 2.3.3. Uma medida de Haar à esquerda (respectivamente à direita) em um grupo
topológico localmente compacto G é uma medida de Radon µ , µ > 0, invariante à esquerda
(respectivamente invariante à direita).

Proposição 2.3.4. Seja G um grupo topológico localmente compacto. Uma medida de Radon µ

em G é uma medida de Haar à esquerda se, e somente se, a medida µ̃ definida por µ̃(E) = µ(E−1)

é uma medida de Haar à direita, em que E−1 = {x−1 : x ∈ E}.

Teorema 2.3.5. Todo grupo topológico localmente compacto possui uma medida de Haar à
esquerda.

Teorema 2.3.6. Se µ e ν são medidas de Haar à esquerda em G, então existe c, 0 < c < ∞, tal
que µ = cν .

Observe que se µ é uma medida de Haar à esquerda em G e x ∈ G, a medida µx(E) =

µ(Ex) é também uma medida de Haar à esquerda devido à comutatividade das translações à
esquerda e à direita, isto é, devido à lei associativa para elementos de um grupo. Com efeito, se µ

é medida de Haar à esquerda, então µ(yE) = µ(E), para todo y ∈ G e E ∈BG. Queremos provar
que para x ∈ G, µx(E) = µ(Ex) é uma medida de Haar à esquerda, ou seja, que µx(E) = µx(zE),
para todo z ∈ G e E ∈ BG. Observe que, para todo z ∈ G e E ∈ BG,

µx(zE) = µ(zEx) = µ(Ex) = µx(E),
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como queríamos. Consequentemente, existe um número positivo ∆(x) tal que µx = ∆(x)µ .

A função ∆ : G −→ (0,∞), definida na demonstração acima, é independente da escolha
de µ e é chamada de função modular de G.

Proposição 2.3.7. ∆ é um homeomorfismo contínuo de G ao grupo multiplicativo de números
reais. Além disso, se µ é uma medida de Haar à esquerda em G, para toda f ∈ L1(µ) e y ∈ G,
temos ∫

Ry f dµ = ∆(y−1)
∫

f dµ,

em que Ry f (x) = f (xy).

Observe que uma medida de Haar à esquerda em G é também uma medida de Haar à
direita quando ∆ ≡ 1 e, neste caso, G é chamado unimodular.

Proposição 2.3.8. Se G é um grupo topológico compacto, então G é unimodular.
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CAPÍTULO

3
OPERADORES E ANÁLISE HARMÔNICA NA

ESFERA

Este capítulo é baseado na teoria básica de Análise Harmônica sobre a esfera desenvolvida
em (DUNKL, 1965) e (DUNKL, 1966). Na Seção 3.1, apresentamos os espaços zonais e os
relacionamos com um espaço de funções definidas em um intervalo da reta. Na sequência, a
teoria desenvolvida é utilizada para fundamentar o conceito de convolução entre medidas e
derivar importantes propriedades que são elencadas na Seção 3.2. Na Seção 3.3, estudamos a
ortogonalidade dos polinômios ultraesféricos de índice λ = (d −1)/2 e definimos o n-ésimo
coeficiente de Gegenbauer da medida µ . Finalmente, na Seção 3.4 apresentamos a caracterização
de operadores multiplicativos que comutam com rotações, a qual é dada em termos de convolução
com uma medida zonal.

3.1 Espaços de funções integráveis e de medidas zonais

Denotaremos por Sd a esfera unitária d-dimensional centrada na origem do espaço
euclidiano Rd+1, para d ≥ 2, ou seja,

Sd = {x ∈ Rd+1 : ∥x∥= 1},

e consideraremos p = (1,0, . . . ,0) o polo norte de Sd . O produto escalar usual de x,y ∈Rd+1 será
denotado por x ·y. Escreveremos dωd para o elemento de volume da medida ωd não normalizada
e invariante em Sd induzida pela medida de Lebesgue (MORIMOTO, 1998, p. 15). Esta medida
será utilizada para representar o volume de Sd , isto é,

ωd :=
∫
Sd

dωd =
2π(d+1)/2

Γ((d +1)/2)
. (3.1)
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Denotaremos por dσd , ou simplesmente por dx quando o contexto permitir, a medida invariante
e normalizada em Sd , isto é,

dσd =
1

ωd
dωd. (3.2)

O grupo ortogonal de Rd+1 exerce papel fundamental na construção da teoria e é definido
a seguir. Escreveremos SOd+1 para representar o grupo de transformações lineares de Rd+1

que preserva Sd e cuja matriz de transformação na base canônica possui determinante 1. Neste
caso, SOd+1 é o grupo de rotações ou o grupo ortogonal de Rd+1. A imagem de x ∈ Sd por
α ∈ SOd+1 será representada por xα e ι ∈ SOd+1 representará o elemento neutro ou identidade.
Para todo x ∈ Sd , SOx

d+1 é o subgrupo fechado de SOd+1 que deixa x fixo, isto é,

SOx
d+1 := {α ∈ SOd+1 : xα = x}.

Observamos que se α1 ∈ SOd+1 é tal que x1α1 = p, então

α
−1
1 SOx1

d+1α1 = SOp
d+1. (3.3)

De fato, seja α ∈ α
−1
1 SOx1

d+1α1, então α = α
−1
1 βα1, em que β ∈ SOx1

d+1, ou seja, β ∈ SOd+1 e
x1β = x1. Para provar que α ∈ SOp

d+1 é suficiente mostrar que pα = p, uma vez que α ∈ SOd+1.
Note que

p = x1α1 = x1βα1 = x1α1α
−1
1 βα1 = pα

−1
1 βα1 = pα,

como queríamos. Agora, se α ∈ SOp
d+1, então α ∈ SOd+1 é tal que pα = p. Para β = α1αα

−1
1 ,

vale

x1 = pα
−1
1 = pαα

−1
1 = pα

−1
1 βα1α

−1
1 = pα

−1
1 β = x1β .

Portanto, α ∈ α
−1
1 SOx1

d+1α1.

Sejam f : Sd −→ R uma função e µ uma medida em Sd . O operador rotação Rα é
definido por

Rα f (x) = f (xα), x ∈ Sd,

e se E ⊂ Sd é um conjunto µ-mensurável e Eα = {xα : x ∈ E}, então definimos

Rα µ(E) := µ(Eα).

Definição 3.1.1. Seja M(Sd) a coleção das medidas de Borel que são regulares e finitas sobre Sd .
Escrevemos M(Sd; p) para o espaço das medidas zonais sobre Sd , o qual é definido por

M(Sd; p) =
{

µ ∈ M(Sd) : Rα µ = µ, para toda α ∈ SOp
d+1

}
.

O espaço das funções zonais é definido como sendo o conjunto das funções em Sd satisfazendo
a mesma condição de invariância.
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Para x ∈ Sd , consideraremos os seguintes espaços

C(Sd;x) :=
{

f ∈C(Sd) : Rα f = f , para toda α ∈ SOx
d+1

}
,

Lq(Sd;x) :=
{

f ∈ Lq(Sd) : Rα f = f , para toda α ∈ SOx
d+1

}
,

para 1 ≤ q ≤ ∞, e

M(Sd;x) :=
{

µ ∈ M(Sd) : Rα µ = µ, para toda α ∈ SOx
d+1

}
,

em que Lq(Sd) é o espaço das funções Borel mensuráveis f , tais que∫
Sd
| f (x)|qdσd(x)< ∞, se 1 ≤ q < ∞, e esssup

x∈Sd
| f (x)|< ∞, se q = ∞.

Em particular, para x = p os espaços acima são os zonais. Além disso, C(Sd;x), Lq(Sd;x) e
M(Sd;x) são subespaços fechados de C(Sd), Lq(Sd) e M(Sd), respectivamente. Consequente-
mente, são espaços de Banach sob as normas

∥ f∥∞ = sup
x∈Sd

| f (x)|,

∥ f∥q =

(∫
Sd
| f (x)|qdσd(x)

)1/q

, 1 ≤ q < ∞, ∥ f∥∞ = esssup
x∈Sd

| f (x)|, para q = ∞,

e
∥µ∥= |µ|(Sd),

respectivamente.

A seguir, escreveremos F(Sd;x) para representar qualquer um dos espaços C(Sd;x),
Lq(Sd;x) ou M(Sd;x), para x ∈ Sd .

Sejam x∈ Sd e α ∈ SOd+1 tais que xα = p, consideraremos a aplicação ϕx : F(Sd; p)−→
F(Sd;x) definida por

ϕx f = Rα f , f ∈ F(Sd; p). (3.4)

Teorema 3.1.2. Para todo x1 ∈ Sd , a aplicação ϕx1 : F(Sd; p)−→ F(Sd;x1) é um isomorfismo.

Demonstração. Primeiramente, vamos provar que ϕx1 f ∈ F(Sd;x1), para f ∈ F(Sd; p). Para isto,
basta mostrar que Rβ (ϕx1 f ) = ϕx1 f , para todo β ∈ SOx1

d+1. Para α1 ∈ SOd+1 tal que x1α1 = p,

x1 · x1β
−1

α
−1
1 = x1α1 · x1β

−1 = p · x1.

Ademais,
x1 · x1α

−1
1 β

−1 = x1β · x1α
−1
1 = x1 · x1α

−1
1 = x1α1 · x1 = p · x1.

Dessa forma, x1 · x1β−1α
−1
1 = x1 · x1α

−1
1 β−1, isto é, x1 · (x1β−1α

−1
1 − x1α

−1
1 β−1) = 0, o que

mostra que x1β−1α
−1
1 = x1α

−1
1 β−1. Portanto, para x ∈ Sd ,

xα1β · x1 = x · x1β
−1

α
−1
1 = x · x1α

−1
1 β

−1 = xβα1 · x1,
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o que nos permite concluir que xα1β = xβα1, para todo x ∈ Sd . Seja α ∈ SOp
d+1, podemos

mostrar que xα1α = xαα1, para todo x ∈ Sd , apenas trocando x1 por p e β por α nas contas
anteriores. Já vimos que para β ∈ SOx1

d+1, β = α1αα
−1
1 , em que α ∈ SOp

d+1. Consequentemente,

Rβ (ϕx1 f ) = Rβ (Rα1 f ) = Rβα1 f = Rα1α f = Rα1Rα f = Rα1 f = ϕx1 f .

Mostremos que ϕx1 está bem definida. Observamos que Rα é um automorfismo isométrico
em C(Sd), Lp(Sd) e M(Sd) e sua inversa é Rα−1 , para todo α ∈ SOd+1. Sejam α1,α2 ∈ SOd+1

tais que x1α1 = p e x1α2 = p, temos

pα
−1
2 α1 = x1α1 = p,

e o que mostra que α
−1
2 α1 ∈ SOp

d+1. Como Rα f = f , para todo α ∈ SOp
d+1, em particular, vale

R
α
−1
2 α1

f = f , f ∈ F(Sd; p). (3.5)

Além disso, temos

p · x1α
−1
1 α2 = pα

−1
2 · x1α

−1
1 = x1 · x1α

−1
1 = x1α1 · x1 = p · x1 = p · pα

−1
1 = p · x1α2α

−1
1 ,

o que nos permite concluir que x1α
−1
1 α2 = x1α2α

−1
1 . Assim,

xα
−1
2 α1 · x1 = x · x1α

−1
1 α2 = x · x1α2α

−1
1 = xα1α

−1
2 · x1, x ∈ Sd,

isto é, xα
−1
2 α1 = xα1α

−1
2 , para todo x ∈ Sd . Logo,

R
α
−1
2 α1

f = Rα1R
α
−1
2

f = R
α
−1
2

Rα1 f , f ∈ F(Sd; p). (3.6)

Observe que (3.5), juntamente com (3.6), nos mostra que Rα1 f = Rα2 f , para toda f ∈ F(Sd; p).

Finalmente, ϕx1 é bijetora pois a aplicação

ϕp : F(Sd;x1) −→ F(Sd; p)

f 7−→ R
α
−1
1

f

é a inversa de ϕx1 .

Mostraremos que o espaço das órbitas de Sd sob o grupo de rotação SOx1
d+1 é homeomorfo

ao intervalo I = [−1,1]. Para apresentar este resultado precisamos das seguintes definições.

A ação de um grupo (G, ·) sobre conjunto X é uma aplicação a : G×X → X satisfazendo:

(i) se e é a identidade de G, então a(e,x) = x, para todo x ∈ X ;

(ii) a(g ·h,x) = a(g,a(h,x)), para quaisquer g,h ∈ G e x ∈ X .



3.1. Espaços de funções integráveis e de medidas zonais 31

Definição 3.1.3. Seja G um grupo que age sobre um espaço X . O conjunto

G · x = a(G×{x}) = {g · x : g ∈ G} ⊂ X

é chamado de órbita de x ∈ X sob G. O espaço das órbitas, denotado por X/G, é a família de
todas as órbitas de X .

Para cada x ∈ Sd , o grupo de rotações SOx
d+1 age sobre Sd , em termos da aplicação

ax : SOx
d+1 ×Sd −→ Sd , dada por

ax(α,y) = yα, (α,y) ∈ SOx
d+1 ×Sd.

Nesse caso, o espaço da órbitas Sd/SOx
d+1 é dado por

Sd/SOx
d+1 = {ax(SOx

d+1 ×{y}) : y ∈ Sd}= {y ·SOx
d+1 : y ∈ Sd}= {yα : y ∈ Sd,α ∈ SOx

d+1}.

x1

x

y

Figura 1 – Representação de algumas órbitas de S2/SOx1
3 em S2.

Mostraremos que a aplicação contínua Cx1 : Sd −→ I, com I = [−1,1], definida por
x 7→ x1 · x induz um homeomorfismo do espaço das órbitas Sd/SOx1

d+1 em I, para todo x1 ∈ Sd .

Proposição 3.1.4. Para todo x1 ∈ Sd , a aplicação

C̄x1 : Sd/SOx1
d+1 −→ I

x ·SOx1
d+1 7−→ Cx1(x) = x1 · x

é um homeomorfismo.

Demonstração. Para qualquer α ∈ SOx1
d+1, vale

Cx1(xα) = x1 · xα = x1α
−1 · x = x1 · x =Cx1(x), x ∈ Sd.

Assim, Cx1 é constante em cada órbita de Sd sob SOx1
d+1 e C̄x1 está bem definida.
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Suponha agora que Cx1(x) = Cx1(y), para x,y ∈ Sd . Como x1 · x = x1 · y, temos que
x1 · (x − y) = 0, isto é, x1 ⊥ (x − y). Neste caso, y = xα , para algum α ∈ SOx1

d+1 e, assim,
y ·SOx1

d+1 = x ·SOx1
d+1, mostrando que C̄x1 é injetora.

Observe também que C̄x1 é sobrejetora. De fato, para t ∈ I, tomando y ∈ Sd com t na
primeira coordenada, temos que p · y = t. Note que existe γ ∈ SOd+1 tal que x1γ = p e que, para
este γ , existe x ∈ Sd tal que yγ−1 = x. Assim,

p · y = p · xγ = pγ
−1 · x = x1 · x,

o que prova a sobrejetividade de Cx1 e, consequentemente, a sobrejetividade de C̄x1 .

Uma vez que x 7−→ x · SOx1
d+1 é contínua, pelo Teorema 2.1.1, Sd/SOx1

d+1 é compacto.
Por fim, pelo Teorema 2.1.2, C̄x1 é um homeomorfismo, como queríamos.

O resultado acima nos permite agora relacionar funções zonais às funções definidas
em I. Consideremos a aplicação Cp definida anteriormente. Sejam t ∈ I e x,y ∈ Sd tais que
Cp(x) =Cp(y) = t, então devemos ter y = xα , para algum α ∈ SOp

d+1.

Além disso, se f é zonal, então f (y) = f (xα) = f (x). Portanto, f é constante em cada
conjunto C−1

p (t), t ∈ I. Consequentemente, existe uma função f̃ : I −→ R dada por

f̃ (t) = f (x), com Cp(x) = t, t ∈ I,

isto é, f̃ (t) = f (C−1
p (t)).

Corolário 3.1.5. A função Ψp : F(Sd; p)−→ F(I) definida por Ψp( f ) = f̃ é uma bijeção.

Definição 3.1.6. Seja 1≤ q<∞. Denotaremos por Lq
d(I) o espaço das funções Borel mensuráveis

Ψp( f ) em I, satisfazendo ∫
Sd
|Ψp f (p · x)|qdx < ∞.

Escreveremos

∥Ψp f∥q,d =

(∫
Sd
|Ψp f (p · x)|qdx

)1/q

, Ψp( f ) ∈ Lq
d(I).

O espaço das funções contínuas Ψp( f ) em I é denotado por C(I) e a norma considerada é dada
por

∥Ψp( f )∥∞ = sup
x∈Sd

|Ψp f (p · x)|, Ψp( f ) ∈C(I).

Os espaços acima são os espaços de funções zonais no seguinte sentido.

Proposição 3.1.7. Seja 1 ≤ q < ∞.

(a) (Lq
d(I),∥ · ∥q,d) é isomorfo ao espaço de Banach (Lq(Sd; p),∥ · ∥q).
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(b) (C(I),∥ · ∥∞) é isomorfo ao espaço de Banach (C(Sd; p),∥ · ∥∞).

As coordenadas polares (x1,x2) = (r cosθ ,r sinθ), r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π fornecem as
coordenadas para S1, quando r = 1. O sistema de coordenadas para Sd , o qual pode ser consultado
em (DAI; XU, 2013, p. 17), é dado por

x1 = cosθ1

x2 = sinθ1 cosθ2
...

xd = sinθ1 . . .sinθd−1 cosϕ

xd+1 = sinθ1 . . .sinθd−1 sinϕ,

em que 0 ≤ ϕ < 2π e 0 ≤ θi ≤ π , para i = 1, . . . ,d −1. Além disso,

dωd =
d−1

∏
j=1

(sinθd− j)
jdθd−1 . . .dθ1dϕ. (3.7)

Observe que (3.7), juntamente com (3.2), nos permite concluir que

dσd =
1

ωd
sinθd−1 . . .(sinθ1)

d−1dθd−1 . . .dθ1dϕ.

Usando o sistema de coordenadas acima e lembrando que p = (1,0, . . . ,0), temos

p · x = 1cosθ1 +0(sinθ1 cosθ2)+ . . .+0(sinθ1 . . .sinθd−1 sinϕ)

= cosθ1.

Assim, se Ψp f ∈ Lq
d(I),

∥Ψp f∥q
q,d =

∫
Sd
|Ψp f (p · x)|qdσd

=
1

ωd

∫ 2π

0

∫
π

0
. . .
∫

π

0
|Ψp f (cosθ1)|q sinθd−1 . . .(sinθ1)

d−1dθd−1 . . .dθ1dϕ.

Fazendo a mudança variáveis t = cosθ1, obtemos dt =−sinθ1dθ1 e sinθ1 =
√

1− t2. Portanto,

∥Ψp f∥q
q,d =

1
ωd

∫ 2π

0

∫ 1

−1

∫
π

0
. . .
∫

π

0
|Ψp f (t)|q

d−2

∏
j=1

(sinθd− j)
j(1− t2)(d−2)/2dθd−1 . . .dθ2dtdϕ.

Do Teorema de Fubini,

∥Ψp f∥q
q,d =

1
ωd

∫ 1

−1
|Ψp f (t)|q(1− t2)(d−2)/2

∫ 2π

0

∫
π

0
. . .
∫

π

0

d−2

∏
j=1

(sinθd− j)
jdθd−1 . . .dθ2dϕdt

=
1

ωd

∫ 1

−1
|Ψp f (t)|q(1− t2)(d−2)/2

∫
Sd−1

dωd−1dt

=
ωd−1

ωd

∫ 1

−1
|Ψp f (t)|q(1− t2)(d−2)/2dt.



34 Capítulo 3. Operadores e análise harmônica na esfera

Consequentemente, as funções em Lq
d(I) são exatamente as funções em Lq(I;dΩd), onde

dΩd(t) = (1− t2)(d−2)/2dt,

o que prova a Proposição 3.1.7.

Da teoria de topologia, sabemos que espaços Hausdorff compactos são localmente
compactos. Assim, uma vez que SOd+1 é compacto, pelo Teorema 2.3.5, temos que SOd+1

possui uma medida de Haar à esquerda. Além disso, pela Proposição 2.3.8, ∆ ≡ 1, o que
nos permite concluir que a medida de Haar à esquerda é também a medida de Haar à direita.
Denotaremos por dα a medida de Haar normalizada, isto é,

∫
SOd+1

dα = 1. Consequentemente,∫
SOd+1

f (xα)dα =
∫
Sd

f (x)dσd, f ∈ L1(Sd).

Veremos, a seguir, que para toda µ ∈ M(Sd; p), a bijeção Ψp : M(Sd; p) −→ M(I),
estabelecida no Corolário 3.1.5, satisfaz∫

Sd
f dµ =

∫
I
Ψp f d(Ψpµ), f ∈C(Sd; p).

Lema 3.1.8. Seja θ : M(I)−→ M(Sd; p) definida por∫
Sd

f d(θ µ) =
∫

I
Ψp(ω f )dµ, (3.8)

em que
ω f (x) =

∫
SOp

d+1

f (xα)dα, f ∈C(Sd),

e dα é a medida de Haar normalizada de SOp
d+1. Então, θ é linear e limitada.

Demonstração. Observe que

(i) ω f ∈C(Sd; p), uma vez que

Rβ ω f (x)=ω f (xβ )=
∫

SOp
d+1

f (xβα)dα =
∫

SOp
d+1

f (xα)dα =ω f (x), para toda β ∈ SOp
d+1.

(ii) Se g ∈C(Sd; p), então

ωg(x) =
∫

SOp
d+1

g(xα)dα

=
∫

SOp
d+1

Rαg(x)dα

=
∫

SOp
d+1

g(x)dα

= g(x)
∫

SOp
d+1

dα

= g(x), (3.9)

uma vez que
∫

SOp
d+1

dα = 1.
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Note que θ µ ∈ M(Sd; p). Primeiramente, veja que, para E ⊂ Sd e θ µ-mensurável,∫
Sd

χEd(Rβ θ µ) =
∫

I
ΨpRβ (ωχE)dµ, para toda β ∈ SOp

d+1,

em que χE é a função indicadora do conjunto E. De fato,∫
Sd

χEd(Rβ θ µ) = Rβ θ µ(E)

= θ µ(Eβ )

=
∫
Sd

χEβ
d(θ µ)

=
∫

I
Ψp(ωχEβ

)dµ

=
∫

I
ΨpRβ (ωχE)dµ.

Por argumento de densidade das funções simples, concluímos que, para f ∈C(Sd),∫
Sd

f d(Rβ θ µ) =
∫

I
ΨpRβ (ω f )dµ, para toda β ∈ SOp

d+1

e, consequentemente,∫
Sd

f d(Rβ θ µ) =
∫

I
Ψp(ω f )dµ =

∫
Sd

f d(θ µ), para toda β ∈ SOp
d+1.

Considere µ1,µ2 ∈ M(I) e λ ∈ R. Neste caso,∫
Sd

f dθ(µ1 +λ µ1) =
∫

I
Ψp(ω f )d(µ1 +λ µ2)

=
∫

I
Ψp(ω f )dµ1 +λ

∫
I
Ψp(ω f )dµ2

=
∫
Sd

f d(θ µ1)+λ

∫
Sd

f d(θ µ2),

mostrando que θ é linear.

Ademais, uma vez que Ψp é limitada, existe C ≥ 0 tal que

|Ψp f | ≤C∥ f∥∞, para toda f ∈C(Sd; p).

Em particular,
|Ψp1| ≤C∥1∥∞ =C.

Assim, para µ ∈ M(I),

∥θ µ∥ = |θ µ|(Sd) =
∫
Sd

1d|θ µ|

=
∫

I
Ψp(1)d|µ| ≤

∫
I
|Ψp(1)|d|µ|

≤ C
∫

I
1d|µ|=C∥µ∥,

o que prova a limitação de θ .
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Teorema 3.1.9. Os espaços M(Sd; p) e M(I) são isomorfos.

Demonstração. Seja Ψp : M(Sd; p)−→M(I) a função estabelecida no Corolário 3.1.5. Podemos
ver que, para µ ∈ M(Sd; p) e E um conjunto de Borel em I,

Ψpµ(E) = µ({x : x · p ∈ E}),

isto é, ∫
I
χEd(Ψpµ) =

∫
Sd
(Ψ−1

p χE)dµ,

uma vez que

Ψ
−1
p χE(x) = χE(p · x) =

1, se p · x ∈ E

0, se p · x /∈ E,

onde χE é a função característica de E. Por argumento de densidade, novamente, concluímos
que vale ∫

I
f d(Ψpµ) =

∫
Sd
(Ψ−1

p f )dµ, f ∈C(I). (3.10)

Mostraremos que θ definida no Lema 3.1.8 é bijetora e que Ψp é sua transformação
inversa. Suponha que ocorre∫

Sd
f d(θ µ) = 0, para toda f ∈C(Sd).

Por (3.8), ∫
I
Ψp(ω f )dµ = 0, para toda f ∈C(Sd),

e, aplicando (3.9), temos ∫
I
Ψp( f )dµ = 0, para toda f ∈C(Sd; p).

Do Corolário 3.1.5, segue que µ = 0 e, consequentemente, θ é injetora. Agora, aplicando (3.8)
para a medida θΨpµ , obtemos∫

Sd
f d(θΨpµ) =

∫
I
Ψp(ω f )d(Ψpµ).

De (3.10), segue que, se f ∈C(Sd; p), então∫
I
Ψp(ω f )d(Ψpµ) =

∫
Sd

Ψ
−1
p (Ψp(ω f ))dµ

=
∫
Sd

ω f dµ

=
∫
Sd

f dµ.

Logo, θ−1 = Ψp e Ψp é um isomorfismo.

Corolário 3.1.10. O espaço dual de C(Sd; p) é isomorfo a M(Sd; p).
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Demonstração. Pelo Corolário 2.2.13, C∗(I) é isomorfo a M(I). Ademais, vimos anteriormente
que Ψp é um isomorfismo de C(Sd; p) em C(I). Com isso, afirmamos que

Ψ
∗
p : C∗(I)−→C∗(Sd; p)

também é um isomorfismo. Com efeito, uma vez que o dual de um espaço normado é sempre
Banach, é suficiente provar que Ψ∗

p é linear, limitada e bijetora, mas, como Ψp é linear e limitada,
pela Observação 2.1.11, o mesmo vale para Ψ∗

p.

Sabemos que se E e F são Banach e T ∈ L (E,F) é bijetora, então T ∗ é bijetora. De
fato, se E e F são Banach e T ∈ L (E,F) é bijetora, pela Observação 2.1.7, T−1 ∈ L (F,E).
Como T−1T = IE e T T−1 = IF , seque que T ∗(T−1)∗ = IE∗ e (T−1)∗T ∗ = IF∗ , o que mostra que
T ∗ é bijetora.

Dessa forma, Ψ∗
p é um isomorfismo. Do teorema anterior, M(Sd; p) é isomorfo a M(I) e,

portanto, C∗(Sd; p) é isomorfo a M(Sd; p), como queríamos.

3.2 Convoluções em espaços de medidas zonais
O Corolário 3.1.10 é utilizado para definir a convolução em M(Sd; p) e, por restrição,

em L1(Sd; p).

Definição 3.2.1. Suponha que µ,ν ∈ M(Sd; p). Então, a aplicação

f 7−→
∫
Sd

∫
Sd

Ψp f (x · y)dµ(x)dν(y),

para f ∈ C(Sd; p), define um funcional linear limitado em C(Sd; p) e, pelo Corolário 3.1.10,
existe um único elemento µ ∗ν ∈ M(Sd; p) tal que∫

Sd
f d(µ ∗ν) =

∫
Sd

∫
Sd

Ψp f (x · y)dµ(x)dν(y).

Neste caso, µ ∗ν é dita ser a convolução das medidas µ e ν .

Teorema 3.2.2. A convolução é comutativa, distributiva com adição e, satisfaz

∥µ ∗ν∥ ≤ ∥µ∥∥ν∥.

Adicionalmente, se µ,ν ≥ 0, então µ ∗ν ≥ 0 e ∥µ ∗ν∥= ∥µ∥∥ν∥.

Demonstração. Considere µ,ν ∈ M(Sd; p) e f ∈ C(Sd; p). Usando o Teorema de Fubini e a
comutatividade do produto interno, temos que∫

Sd
f d(µ ∗ν) =

∫
Sd

∫
Sd

Ψp f (x · y)dµ(x)dν(y)

=
∫
Sd

∫
Sd

Ψp f (x · y)dν(y)dµ(x)



38 Capítulo 3. Operadores e análise harmônica na esfera

=
∫
Sd

∫
Sd

Ψp f (y · x)dν(y)dµ(x)

=
∫
Sd

f d(ν ∗µ).

Portanto, a convolução é comutativa.

Para ν1,ν2 ∈ M(Sd; p),∫
Sd

f d(µ ∗ (ν1 +ν2)) =
∫
Sd

∫
Sd

Ψp f (x · y)dµ(x)d(ν1 +ν2)(y)

=
∫
Sd

∫
Sd

Ψp f (x · y)dµ(x)dν1(y)+
∫
Sd

∫
Sd

Ψp f (x · y)dµ(x)dν2(y)

=
∫
Sd

f d(µ ∗ν1)+
∫
Sd

f d(µ ∗ν2),

o que mostra que a convolução é distributiva com adição.

Usando o Teorema 2.2.10 para as medidas µ e ν , temos que existem únicas medidas
positivas µ+,µ−,ν+ e ν− tais que µ = µ+ − µ− e ν = ν+ − ν−. Assim, uma vez que a
convolução é distributiva com adição,

µ ∗ν = (µ+−µ
−)∗ν

= µ
+ ∗ν −µ

− ∗ν

= µ
+ ∗ (ν+−ν

−)−µ
− ∗ (ν+−ν

−)

= µ
+ ∗ν

+−µ
+ ∗ν

−−µ
− ∗ν

++µ
− ∗ν

−

= (µ+ ∗ν
++µ

− ∗ν
−)− (µ+ ∗ν

−+µ
− ∗ν

+) (3.11)

e, pelo Teorema 2.2.10,

(µ ∗ν)+ = µ
+ ∗ν

++µ
− ∗ν

−

e

(µ ∗ν)− = µ
+ ∗ν

−+µ
− ∗ν

+.

Dessa forma, se µ,ν ≥ 0, µ−,ν− = 0 e µ ∗ν = (µ ∗ν)+ = µ+ ∗ν+. Portanto, µ ∗ν ≥ 0
e

|µ ∗ν |(Sd) = (µ ∗ν)+(Sd)

= (µ+ ∗ν
+)(Sd)

=
∫
Sd

1d(µ+ ∗ν
+).

Agora, note que dada µ ∈ M(Sd; p) temos, pela definição das partes positiva e negativa de uma
medida, que µ+,µ− ∈ M(Sd; p). Deste modo, usando a Definição 3.2.1, obtemos

|µ ∗ν |(Sd) =
∫
Sd

∫
Sd

Ψp(1)dµ
+(x)dν

+(y)

= µ
+(Sd)ν+(Sd) = |µ|(Sd)|ν |(Sd),
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o que mostra que ∥µ ∗ν∥= ∥µ∥∥ν∥, uma vez que ∥µ∥= |µ|(Sd).

Por fim, vamos estudar o caso geral. Sejam µ,ν ∈ M(Sd; p), utilizando (3.11) juntamente
com a desigualdade triangular, obtemos que

∥µ ∗ν∥ ≤ ∥µ
+ ∗ν

+∥+∥µ
+ ∗ν

−∥+∥µ
− ∗ν

+∥+∥µ
− ∗ν

−∥

= |µ+ ∗ν
+|(Sd)+ |µ+ ∗ν

−|(Sd)+ |µ− ∗ν
+|(Sd)+ |µ− ∗ν

−|(Sd)

= (µ+ ∗ν
+)(Sd)+(µ+ ∗ν

−)(Sd)+(µ− ∗ν
+)(Sd)+(µ− ∗ν

−)(Sd)

=
∫
Sd

1d(µ+ ∗ν
+)+

∫
Sd

1d(µ− ∗ν
−)+

∫
Sd

1d(µ+ ∗ν
−)+

∫
Sd

1d(µ− ∗ν
+).

Analogamente ao caso anterior, temos

∥µ ∗ν∥ ≤ µ
+(Sd)ν+(Sd)+µ

−(Sd)ν−(Sd)+µ
+(Sd)ν−(Sd)+µ

−(Sd)ν+(Sd)

= (µ+(Sd)+µ
−(Sd))(ν+(Sd)+ν

−(Sd))

= |µ|(Sd)|ν |(Sd)

= ∥µ∥∥ν∥.

Lembre que existe uma imersão de L1(Sd; p) em M(Sd; p), f 7→ m f , em que dm f (x) =

f (x)dx. Com isso em mente, podemos demonstrar o próximo resultado.

Teorema 3.2.3. Suponha que f ∈ Lq(Sd) (C(Sd)), 1 ≤ q ≤ ∞, e µ ∈ M(Sd; p). Então, a fórmula

f ∗µ(x) =
∫
Sd

f (y)dϕxµ(y) (3.12)

define um elemento de Lq(Sd) (C(Sd)) e

∥ f ∗µ∥q ≤ ∥ f∥q∥µ∥.

Além disso, se f é zonal, então f ∗µ também é e m( f∗µ) = m f ∗µ .

Demonstração. Seja α ∈ SOd+1, pela definição de ϕx dada no Teorema 3.1.2 e por (3.12),

f ∗µ(pα) =
∫
Sd

f (y)dϕpα µ(y)

=
∫
Sd

f (y)dRα−1 µ(y)

=
∫
Sd

Rα f (y)dµ(y).

Se f ∈C(Sd), então as integrais abaixo existem para todo α,β ∈ SOd+1, e vale

| f ∗µ(pα)− f ∗µ(pβ )| =

∣∣∣∣∫Sd
Rα f (y)dµ(y)−

∫
Sd

Rβ f (y)dµ(y)
∣∣∣∣ .
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Logo, se f ∈C(Sd) e α,β ∈ SOd+1,

| f ∗µ(pα)− f ∗µ(pβ )| ≤
∫
Sd
|(Rα f −Rβ f )(y)|d|µ|(y)

≤ ∥Rα f −Rβ f∥∞

∫
Sd

d|µ|(y)

≤ ∥Rα f −Rβ f∥∞∥µ∥.

Assim, | f ∗µ(pα)− f ∗µ(pβ )|→ 0, quando β →α , uma vez que µ é finita e f é uniformemente
contínua. Isso mostra que f ∗µ ∈C(Sd). Agora, para todo α ∈ SOd+1, temos

| f ∗µ(pα)|=
∣∣∣∣∫Sd

Rα f (y)dµ(y)
∣∣∣∣ ≤

∫
Sd
|Rα f (y)|d|µ|(y)

≤ ∥ f∥∞

∫
Sd

d|µ|(y)

≤ ∥ f∥∞∥µ∥,

portanto,

∥ f ∗µ∥∞ ≤ ∥ f∥∞∥µ∥.

Além disso, se f ∈C(Sd; p) e α ∈ SOp
d+1, então vale a igualdade

Rα( f ∗µ)(x) = f ∗µ(xα) =
∫
Sd

f (y)dϕxα µ(y) =
∫
Sd

f (y)dRα−1β µ(y),

em que xβ = p. Mas,∫
Sd

f (y)dRα−1β µ(y) =
∫
Sd

f (y)dRβ Rα−1 µ(y) =
∫
Sd

Rα f (y)dRβ µ(y)

e, como Rα f = f , para toda α ∈ SOp
d+1, teremos∫

Sd
Rα f (y)dRβ µ(y) =

∫
Sd

f (y)dRβ µ(y) =
∫
Sd

f (y)dϕxµ(y) = f ∗µ(x).

Dessa forma, f ∗µ ∈C(Sd; p).

Uma vez que a esfera é compacta, pelo Teorema 2.1.8, temos que se f ∈ Lq(Sd), 1 ≤
q < ∞, então f ∗µ ∈ Lq(Sd), ∥ f ∗µ∥q ≤ ∥ f∥q∥µ∥ e se f é zonal, então f ∗µ também é.

Além disso, se f ∈ L∞(Sd), seja a := ∥ f∥∞ = esssupx∈Sd | f (x)|. Denote por A o seguinte
conjunto {x ∈ Sd : f (x)> a}. Desse modo, teremos agora

| f ∗µ(pα)|=
∣∣∣∣∫Sd

Rα f (y)dµ(y)
∣∣∣∣ ≤

∫
Sd
|Rα f (y)|d|µ|(y)

≤
∫

A
|Rα f (y)|d|µ|(y)+

∫
Sd\A

|Rα f (y)|d|µ|(y)

≤
∫

A
|Rα f (y)|d|µ|(y)+a

∫
Sd\A

d|µ|(y)

≤
∫

A
|Rα f (y)|d|µ|(y)+a

∫
Sd

d|µ|(y).
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Segue que

| f ∗µ(pα)| =

∣∣∣∣∫Sd
Rα f (y)dµ(y)

∣∣∣∣≤ ∫A
|Rα f (y)|d|µ|(y)+∥ f∥∞∥µ∥.

A mensurabilidade de f , juntamente com o fato de A ter medida nula nos dá que∫
A
|Rα f (y)|d|µ|(y) = 0

e, portanto,
esssup

x∈Sd
| f ∗µ(x)| ≤ ∥ f∥∞∥µ∥.

Isso mostra que f ∗µ ∈ L∞(Sd) e

∥ f ∗µ∥∞ ≤ ∥ f∥∞∥µ∥, f ∈ L∞(Sd).

A prova da zonalidade é imediata e foi omitida aqui.

Resta provar que m( f∗µ) = m f ∗ µ . Observe que é suficiente mostrar que, para toda
f ∈ L1(Sd; p) e g ∈C(Sd; p), vale a igualdade∫

Sd
gdm( f∗µ) =

∫
Sd

gd(m f ∗µ). (3.13)

Para α ∈ SOd+1 tal que yα = p, vale

x · y = x · yαα
−1 = x · pα

−1 = xα · p.

Logo, para h ∈ F(Sd; p), teremos

Ψph(x · y) = Ψph(xα · p) = h(xα) = Rαh(x) = ϕyh(x). (3.14)

Com isso, se f ∈ L1(Sd; p) e g ∈C(Sd; p), então∫
Sd

gdm( f∗µ) =
∫
Sd

g(x)( f ∗µ)(x)dx

=
∫
Sd

g(x)
∫
Sd

f (y)dϕxµ(y)dx

=
∫
Sd

∫
Sd

g(x)ϕx f (y)dµ(y)dx

=
∫
Sd

∫
Sd

g(x)Ψp f (x · y)dxdµ(y)

e, assim, ∫
Sd

gdm( f∗µ) =
∫
Sd

g∗m f (y)dµ(y). (3.15)

Por outro lado, ∫
Sd

gd(m f ∗µ) =
∫
Sd

∫
Sd

Ψpg(x · y)dm f (x)dµ(y)
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=
∫
Sd

∫
Sd

ϕyg(x)dm f (x)dµ(y)

=
∫
Sd

∫
Sd

g(x)dϕym f (x)dµ(y)

e, neste caso, temos ∫
Sd

gd(m f ∗µ) =
∫
Sd

g∗m f (y)dµ(y). (3.16)

Assim, das equações (3.15) e (3.16), a igualdade (3.13) está provada.

Corolário 3.2.4. Sejam f ∈ L1(Sd) e g,h ∈ L1(Sd; p). Então,

(i) g∗h(x) =
∫
Sd g(y)ϕxh(y)dy =

∫
Sd Ψpg(p · y)Ψph(y · x)dy.

(ii) f ∗g(x) =
∫
Sd f (y)ϕxg(y)dy =

∫
Sd f (y)Ψpg(x · y)dy.

(iii) Rα( f ∗g) = (Rα f )∗g, para toda α ∈ SOd+1.

Demonstração. (i) Observe que

g∗h(x) = g∗mh(x) =
∫
Sd

g(y)dϕxmh(y) =
∫
Sd

g(y)ϕxh(y)dy.

Como h é zonal, aplicando a fórmula (3.14), obtemos∫
Sd

g(y)ϕxh(y)dy =
∫
Sd

g(y)Ψph(x · y)dy.

Como g ∈ L1(Sd; p), a igualdade g(y) = Ψpg(p · y) conclui a prova deste item.

(ii) Note que

f ∗g(x) = f ∗mg(x) =
∫
Sd

f (y)dϕxmg(y) =
∫
Sd

f (y)ϕxg(y)dy.

Da zonalidade de g e da equação (3.14), concluímos que∫
Sd

f (y)ϕxg(y)dy =
∫
Sd

f (y)Ψpg(x · y)dy.

(iii) Se β ∈ SOd+1 é tal que xβ = p, então, para toda α ∈ SOd+1, vale

(Rα f )∗g(x) =
∫
Sd

Rα f (y)ϕxg(y)dy =
∫
Sd

Rα f (y)Rβ g(y)dy

=
∫
Sd

f (y)Rα−1β g(y)dy,

além disso, temos∫
Sd

f (y)Rα−1β g(y)dy =
∫
Sd

f (y)ϕxαg(y)dy = f ∗g(xα)

= Rα( f ∗g)(x).
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3.3 Coeficientes de Gegenbauer de medidas e de convo-
luções

Nesta seção definiremos e exploraremos algumas propriedades dos coeficientes de Ge-
genbauer de medidas e caracterizaremos os coeficientes das convoluções definidas anteriormente.

Trabalharemos com a classe de polinômios ortogonais chamados de polinômios de
Gegenbauer com índice λ = (d−1)/2 (SZEGŐ, 1975, Seção 4.7). Os polinômios de Gegenbauer,
com índice λ = (d −1)/2 são definidos pela relação

(1−2rt + r2)−λ =
∞

∑
n=0

Γ(2λ +n)
n!Γ(2λ )

Pλ
n (t)r

n, t ∈ [−1,1], r ∈ [0,1).

Considerando
Cλ

n (t) =
Γ(2λ +n)
n!Γ(2λ )

Pλ
n (t),

valem as identidades (ERDÉLYI et al., 1981, p. 176),

Cλ
n (t) = (1− t2)1/2−λ dn

dtn [(1− t2)n+λ−1/2]
(−2)nΓ(λ +n)Γ(2λ +n)

n!Γ(λ )Γ(2λ +2n)
(3.17)

e
dn

dtn [C
λ
n (t)] = 2n Γ(λ +n)

Γ(λ )
. (3.18)

Para todo n,r ∈ N, aplicando a fórmula (3.17), obtemos∫ 1

−1
Cλ

n (t)C
λ
r (t)(1−t2)λ−1/2dt =

(−2)nΓ(λ +n)Γ(2λ +n)
n!Γ(λ )Γ(2λ +2n)

∫ 1

−1
Cλ

r (t)
dn

dtn

[
(1− t2)n+λ−1/2

]
dt.

Seja

I(n,r) :=
∫ 1

−1
Cλ

r (t)
dn

dtn

[
(1− t2)n+λ−1/2

]
dt,

integrando por partes n vezes a integral acima, concluímos que I(n,r) é igual a[
n−1

∑
i=0

(−1)i di

dt iC
λ
r (t)

dn−i−1

dtn−i−1 [(1− t2)n+λ−1/2]

]∣∣∣∣∣
1

−1

+(−1)n
∫ 1

−1

dn

dtnCλ
r (t)(1− t2)n+λ−1/2dt,

e, uma vez que, [
n−1

∑
i=0

(−1)i di

dt iC
λ
r (t)

dn−i−1

dtn−i−1 [(1− t2)n+λ−1/2]

]∣∣∣∣∣
1

−1

= 0,

concluímos que

I(n,r) = (−1)n
∫ 1

−1

dn

dtnCλ
r (t)(1− t2)n+λ−1/2dt.

Logo, ∫ 1

−1
Cλ

r (t)
dn

dtn

[
(1− t2)n+λ−1/2

]
dt = (−1)n

∫ 1

−1

dn

dtnCλ
r (t)(1− t2)n+λ−1/2dt
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e segue que∫ 1

−1
Cλ

n (t)C
λ
r (t)(1− t2)λ−1/2dt =

2nΓ(λ +n)Γ(2λ +n)
n!Γ(λ )Γ(2λ +2n)

∫ 1

−1

dn

dtnCλ
r (t)(1− t2)n+λ−1/2dt.(3.19)

Se n = r, então a fórmula (3.18) implica que∫ 1

−1

dn

dtnCλ
r (t)(1− t2)n+λ−1/2dt = 2n Γ(λ +n)

Γ(λ )

∫ 1

−1
(1− t2)n+λ−1/2dt

= 2n Γ(λ +n)
Γ(λ )

√
πΓ(n+λ −1/2+1)

Γ(n+λ −1/2+3/2)

= 2n√
π

Γ(λ +n)
Γ(λ )

Γ(n+λ +1/2)
Γ(n+λ +1)

.

Além disso, como consequência das fórmulas de recorrência de (ABRAMOWITZ; STEGUN,
1964, p. 256), temos que

Γ(z+1) = zΓ(z) e Γ(z)Γ
(

z+
1
2

)
= 21−2z√

πΓ(2z), z > 0.

Dessa forma, temos∫ 1

−1
[Cλ

n (t)]
2(1− t2)λ−1/2dt =

(−2)nΓ(λ +n)Γ(2λ +n)
n!Γ(λ )Γ(2λ +2n)

(−1)n2n√
π

Γ(λ +n)
Γ(λ )

Γ(n+λ +1/2)
Γ(n+λ +1)

=
22nΓ(λ +n)Γ(2λ +n)
n![Γ(λ )]2Γ(2λ +2n)

√
π

21−2(λ+n)√πΓ(2λ +2n)
Γ(n+λ +1)

=
21−2λ πΓ(2λ +n)

n![Γ(λ )]2
Γ(λ +n)

Γ(n+λ +1)
.

Segue que ∫ 1

−1
[Cλ

n (t)]
2(1− t2)λ−1/2dt =

21−2λ πΓ(2λ +n)
n!(λ +n)[Γ(λ )]2

. (3.20)

Se n > r, então a identidade (3.18) implica

dn

dtnCλ
r (t) = 0

e, portanto, ∫ 1

−1

dn

dtnCλ
r (t)(1− t2)n+λ−1/2dt = 0.

Se n < r, então escrevemos∫ 1

−1
Cλ

n (t)C
λ
r (t)(1− t2)λ−1/2dt =

(−2)rΓ(λ + r)Γ(2λ + r)
r!Γ(λ )Γ(2λ +2r)

∫ 1

−1
Cλ

n (t)
dr

dtr [(1− t2)r+λ−1/2]dt

e, pela equação (3.18), concluímos que∫ 1

−1

dr

dtrCλ
n (t)(1− t2)r+λ−1/2dt = 0,
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uma vez que vale
dr

dtrCλ
n (t) = 0.

Assim, as identidades (3.19) e (3.20) garantem que

∫ 1

−1
Cλ

n (t)C
λ
r (t)(1− t2)λ−1/2dt =


0, n ̸= r
21−2λ πΓ(2λ +n)
n!(λ +n)[Γ(λ )]2

, n = r.
(3.21)

Isso prova a ortogonalidade de {Cλ
n : n ∈ N} em L2(I) e, consequentemente, de {Pλ

n : n ∈ N}.
Como Ψ−1

p Pλ
n (x) = Pλ

n (p · x), obtemos a ortogonalidade de {Ψ−1
p Pλ

n : n ∈ N} em L2(Sd; p).

Com o objetivo de explorar propriedades relacionados aos coeficientes de Gegenbauer,
que serão definidos em termos do sistema ortogonal completo anterior, e a caracterizar os
coeficientes das convoluções, precisamos estabelecer alguns conceitos. A seguinte definição
pode ser encontrada em (TU, 2011, p. 66).

Definição 3.3.1. Um grupo de Lie G é uma variedade C∞, com uma estrutura de grupo, tal que
as seguintes operações

µ : G×G → G, µ(a,b) = ab

e
i : G → G, i(a) = a−1

são infinitamente continuamente diferenciáveis.

Neste ponto, precisaremos da definição de função esférica (HELGASON, 1962, p. 360).
No que segue, G é um grupo de Lie conexo e K é um subgrupo compacto.

Definição 3.3.2. Seja f uma função contínua a valores complexos definida em G, não identica-
mente nula. Dizemos que f é uma função esférica se∫

K
f (xky)dk = f (x) f (y),

para todos x,y ∈ G.

Sabe-se que SOd+1 é um grupo de Lie conexo e compacto e SOp
d+1 é um subgrupo

compacto, por ser fechado. Se f é uma função esférica, então∫
SOp

d+1

f (αγβ )dγ = f (α) f (β ), para todo α,β ∈ SOd+1. (3.22)

Teorema 3.3.3. Seja n um número inteiro não negativo. Então,∫
SOp

d+1

Pλ
n (x · yα)dα = Pλ

n (x · p)Pλ
n (p · y), x,y ∈ Sd,

em que dα é a medida de Haar normalizada de SOp
d+1.
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Demonstração. Observamos que Sd ∼= SOd+1/SOd ou, equivalentemente, Sd ∼= SOd+1/SOp
d+1,

uma vez que SOp
d+1

∼= SOd . Dado x ∈ Sd , considere αx ∈ SOd+1 tal que pαx = x. Assim, para
uma f̄ : Sd −→ R dada, obtemos

f : SOd+1/SOp
d+1 −→ R

SOp
d+1αx 7−→ f̄ (pαx).

De modo equivalente, definimos

f : SOd+1 −→ R

αx 7−→ f̄ (pαx),

de forma que f (αx) = f (βαx), para todo β ∈ SOp
d+1. Assim, as funções em Sd correspondem às

funções em SOd+1 que são invariantes à esquerda sob a ação de SOp
d+1.

Como consequência da igualdade (3.22), concluímos que uma função esférica f é bi-
invariante sob SOp

d+1. De fato, já sabemos que f é invariante à esquerda e a invariância à direita
segue do seguinte. Para todo α ∈ SOd+1 e β ∈ SOp

d+1, vale

pαβ · p = pα · pβ
−1 = pα · p,

o que implica que pαβ = pα . Logo,

f (αβ ) = f̄ (pαβ ) = f̄ (pα) = f (α), para todo α ∈ SOd+1 e β ∈ SOp
d+1,

o que prova que f é invariante à direita.

Escrevendo (3.22) em termos de f̄ , obtemos∫
SOp

d+1

f̄ (pαγβ )dγ = f̄ (pα) f̄ (pβ ), para todo α,β ∈ SOd+1. (3.23)

Em (CARTAN, 1929, p. 225), é provado que {Pλ
n (p · pα) : α ∈ SOp

d+1} é o conjunto das funções
esféricas em SOp

d+1. Assim, de (3.23), obtemos∫
SOp

d+1

Pλ
n (p · pαγβ )dγ = Pλ

n (p · pα)Pλ
n (p · pβ ), para todo α,β ∈ SOd+1.

Equivalentemente,∫
SOp

d+1

Pλ
n (pβ

−1 · pαγ)dγ = Pλ
n (p · pα)Pλ

n (pβ
−1 · p), para todo α,β ∈ SOd+1.

Tomando pβ−1 = x e pα = y,∫
SOp

d+1

Pλ
n (x · yγ)dγ = Pλ

n (p · y)Pλ
n (x · p),

para todo x,y ∈ Sd , como queríamos.
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Lema 3.3.4. Se f ∈C(Sd) e µ ∈ M(Sd; p), então∫
Sd

f dµ =
∫
Sd

dµ(x)
∫

SOp
d+1

f (xα)dα.

Demonstração. Sejam f ∈C(Sd) e µ ∈ M(Sd; p), observamos que

(i) α 7−→
∫
Sd Rα f dµ é uma função contínua de α ∈ SOd+1 e,

(ii) para todo α ∈ SOp
d+1, vale

∫
Sd Rα f dµ =

∫
Sd f dµ .

Com isso, temos ∫
Sd

f dµ =
∫

SOp
d+1

dα

∫
Sd

f dµ

=
∫

SOp
d+1

∫
Sd

f dµdα

=
∫

SOp
d+1

∫
Sd

Rα f dµdα

=
∫
Sd

∫
SOp

d+1

Rα f dαdµ

=
∫
Sd

∫
SOp

d+1

f (xα)dαdµ(x).

Segue que ∫
Sd

f dµ =
∫
Sd

∫
SOp

d+1

f (xα)dαdµ(x). (3.24)

Relembramos que SOp
d+1 é compacto, uma vez que é um subgrupo fechado de SOd+1, e,

pelo Teorema 2.3.5, o grupo SOp
d+1 possui uma medida de Haar à esquerda. Além disso, pela

Proposição 2.3.8, sabemos que SOp
d+1 é unimodular e vale∫

SOp
d+1

f (xα)dα =
∫
Sd

f (x)dx, f ∈ L1(Sd). (3.25)

Se f ∈ C(Sd), então é claro que f ∈ L1(Sd). Portanto, as equações (3.24) e (3.25)
garantem a igualdade ∫

Sd
f dµ =

∫
Sd

dµ(x)
∫

SOp
d+1

f (xα)dα.

Definição 3.3.5. Seja n = 0,1,2, . . . , definimos o n-ésimo coeficiente de Gegenbauer de
µ ∈ M(Sd; p) por

µ̂n =
∫
Sd

Pλ
n (p · x)dµ(x)

e, para f ∈ L1(Sd; p), definimos

f̂n =
∫
Sd

Pλ
n (p · x) f (x)dx.
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De (MORIMOTO, 1998, p. 28), sabemos que Pλ
n (1) = 1 e |Pλ

n (t)| ≤ 1, para −1 ≤ t ≤ 1.
Logo, para toda µ,ν ∈ M(Sd; p) e f ∈ L1(Sd; p), vale

|µ̂n| =

∣∣∣∣∫Sd
Pλ

n (p · x)dµ(x)
∣∣∣∣≤ ∫Sd

|Pλ
n (p · x)|d|µ|(x)

≤
∫
Sd

d|µ|(x) = |µ|(Sd) = ∥µ∥

e

| f̂n| =

∣∣∣∣∫Sd
Pλ

n (p · x) f (x)dx
∣∣∣∣≤ ∫Sd

|Pλ
n (p · x)|| f (x)|dx

≤
∫
Sd
| f (x)|dx = ∥ f∥1, n ∈ N.

O seguite resultado estabelece o coeficiente de Gegenbauer de uma convolução de
medidas zonais.

Teorema 3.3.6. Para µ,ν ∈ M(Sd; p),

(̂µ ∗ν)n = µ̂nν̂n, n = 0,1, . . . .

Demonstração. Sabemos que

(̂µ ∗ν)n =
∫
Sd

Pλ
n (p · x)d(µ ∗ν)(x) =

∫
Sd

∫
Sd

Pλ
n (x · y)dµ(x)dν(y).

Aplicando o Lema 3.3.4, obtemos

(̂µ ∗ν)n =
∫
Sd

∫
Sd

dµ(x)
∫

SOp
d+1

Pλ
n (xα · y)dαdν(y)

=
∫
Sd

dµ(x)
∫
Sd

∫
SOp

d+1

Pλ
n (xα · y)dαdν(y)

=
∫
Sd

∫
Sd

∫
SOp

d+1

Pλ
n (xα · y)dαdν(y)dµ(x),

uma vez que para y ∈ Sd fixado, Pλ
n (x · y) ∈ L1(Sd). Pelo Teorema 3.3.3,

(̂µ ∗ν)n =
∫
Sd

∫
Sd

Pλ
n (p · x)Pλ

n (p · y)dν(y)dµ(x)

=
∫
Sd

∫
Sd

Pλ
n (p · y)dν(y)Pλ

n (p · x)dµ(x)

=
∫
Sd

Pλ
n (p · x)dµ(x)

∫
Sd

Pλ
n (p · y)dν(y)

= µ̂nν̂n,

o que finaliza a demonstração.

Definição 3.3.7. Para f ∈ L1(Sd), definimos

f̃n(x) = f ∗Ψ
−1
p Pλ

n (x) =
∫
Sd

f (y)Pλ
n (x · y)dy, x ∈ Sd, n ∈ N.
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Uma vez que {Ψ−1
p Pλ

n : n ∈ N} é denso em C(Sd; p) (DUNKL, 1966, p. 254), usando o
Corolário 3.2.4 temos a boa definição de f̃n e, para f ∈ L1(Sd), vale

f =
∞

∑
n=0

(
n+d −2

n

)(
2n

d −1
+1
)

f̃n. (3.26)

Proposição 3.3.8. Sejam f ∈ L1(Sd), µ ∈ M(Sd; p) e n ∈ N. Então,

( f ∗µ)∼n (x) = µ̂n f̃n(x).

Demonstração. Seja y ∈ Sd , considere β ∈ SOd+1 tal que pβ = y. Logo, do Teorema 3.2.3,

( f ∗µ)∼n (x) =
∫
Sd
( f ∗µ)(y)Pλ

n (x · y)dy

=
∫

SOd+1

( f ∗µ)(yα)Pλ
n (x · yα)dα

=
∫

SOd+1

∫
Sd

Rβα f (z)Pλ
n (x · yα)dµ(z)dα

=
∫

SOd+1

∫
Sd

Rβα f (z)Pλ
n (x · pβα)dµ(z)dα

=
∫

SOd+1

∫
Sd

f (zα)Pλ
n (x · pα)dµ(z)dα.

Para quaisquer x,y ∈ Sd , existe uma rotação δ ∈ SOd+1 tal que xδ = y e yδ = x. Assim,
considere γ ∈ SOd+1 tal que zγ = p e pγ = z e note que

( f ∗µ)∼n (x) =
∫

SOd+1

∫
Sd

f (pγα)Pλ
n (x · zγα)dµ(z)dα

=
∫

SOd+1

∫
Sd

f (pα)Pλ
n (x · zα)dµ(z)dα

=
∫

SOd+1

f (pα)
∫
Sd

Pλ
n (x · zα)dµ(z)dα.

Além disso, vale∫
Sd

Pλ
n (x · zα)dµ(z) =

∫
Sd

Pλ
n (p · xα

−1)Pλ
n (p · z)dµ(z) = µ̂nPλ

n (x · pα).

Portanto,

( f ∗µ)∼n (x) =
∫

SOd+1

f (pα)µ̂nPλ
n (x · pα)dα = µ̂n f̃n(x).

3.4 Operadores multiplicativos

Nesta seção apresentamos a caracterização para operadores multiplicativos que comutam
com rotações, dada em termos do conceito de convolução com uma medida zonal.
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Definição 3.4.1. Seja T é uma transformação linear definida em um subespaço de L1(Sd) com
imagem sendo um subespaço de L1(Sd). Dizemos que T é um operador multiplicativo se existir
uma sequência de números complexos {tn : n = 0,1, . . .} tal que

(T f )∼n (x) = tn f̃n(x), n = 0,1, . . . .

A sequência {tn} é chamada de sequência de multiplicadores de T .

Uma importante classe de operadores multiplicativos é dada pela Proposição 3.3.8. Se
µ ∈ M(Sd; p), então

Tµ( f ) = f ∗µ, f ∈ L1(Sd),

define um operador multiplicativo Tµ : L1(Sd)−→ L1(Sd), com a sequência de multiplicadores
{µ̂n}, a sequência dos coeficientes de Gegenbauer de µ . Na verdade, a aplicação f 7→ Tµ f = f ∗µ

define um operador multiplicativo limitado em Lq(Sd), 1 ≤ q ≤ ∞, e em C(Sd).

Observamos que, para todo α ∈ SOd+1 e f ∈ L1(Sd), (Rα f )∼n = Rα

(
f̃n
)
. Com efeito,

seja α ∈ SOd+1,

(Rα f )∼n (x) =
∫
Sd

Rα f (y)Pλ
n (x · y)dy =

∫
Sd

f (y)Pλ
n
(
x · yα

−1)dy = f̃n(xα) = Rα f̃n(x),

para toda f ∈ L1(Sd). Assim, um operador multiplicativo comuta com todas as rotações, uma
vez que

(RαT f )∼n (x) = (T f )∼n (xα) = tnRα f̃n(x) = tn (Rα f )∼n (x) = (T Rα f )∼n (x),

para todo n e, então, RαT f = T Rα f .

Seja F um espaço de Banach de funções em Sd , definimos

BSOd+1(F) = {T ∈ L (F) : T Rα = RαT,α ∈ SOd+1}.

Veremos que todos os elementos de BSOd+1(L
1(Sd)), BSOd+1(C(Sd)), e aqueles de BSOd+1(L

∞(Sd))

que são operadores multiplicativos, são dados por convoluções com um elemento de M(Sd; p).

Teorema 3.4.2. Os espaços M(Sd; p) e BSOd+1(C(Sd)) são isomorfos segundo a aplicação
µ 7→ Tµ

(
Tµ f = f ∗µ , para toda f ∈ C(Sd)). Assim, cada elemento de BSOd+1(C(Sd)) é um

operador multiplicativo.

Demonstração. Pela Proposição 3.3.8 e pelo Teorema 3.2.3, temos que(
Tµ f

)∼
n (x) = µ̂n f̃n(x), n = 0,1, . . . , e ∥Tµ f∥∞ ≤ ∥µ∥∥ f∥∞,

respectivamente. Consequentemente, Tµ ∈ BSOd+1(C(Sd)) e ∥Tµ∥ ≤ ∥µ∥. É suficiente provar
que, para cada T ∈ BSOd+1(C(Sd)), existe µ ∈ M(Sd; p) tal que T = Tµ e ∥µ∥ ≤ ∥T∥.
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Sejam T ∈BSOd+1(C(Sd)) e x∈ Sd , a aplicação f 7→ T f (x) é um funcional linear limitado
em C(Sd) e, pelo Teorema de Representação de Riesz (Teorema 2.2.12), existe uma medida
mx ∈ M(Sd), com ∥mx∥= ∥T∥, tal que

T f (x) =
∫
Sd

f (y)dmx(y).

Como T ∈ BSOd+1(C(Sd)), vale T Rα = RαT , para toda α ∈ SOd+1. Logo, para toda f ∈C(Sd)

e x ∈ Sd , obtemos que

T Rα f (x) =
∫
Sd

Rα f (y)dmx(y) =
∫
Sd

f (y)dR−1
α mx(y),

e
RαT f (x) = T f (xα) =

∫
Sd

f (y)dmxα(y),

isto é, R−1
α mx = mxα . Para µ = mp e α ∈ SOp

d+1, temos

Rα µ = Rαmp = mpα−1 = mp = µ,

o que mostra que µ ∈ M(Sd; p). Além disso,

mpα = R−1
α mp = R−1

α µ = ϕpα µ,

para toda α ∈ SOd+1. Consequentemente,

T f (x) =
∫
Sd

f (y)dϕxµ(y) = f ∗µ(x) = Tµ f (x)

e ∥µ∥= ∥T∥.

As caracterizações a seguir são variações da apresentada anteriormente e podem ser
encontradas em (DUNKL, 1966, p. 259).

Teorema 3.4.3. Suponha que T ∈ BSOd+1(L
∞(Sd)) é um operador multiplicativo. Então, T = Tµ ,

para algum µ ∈ M(Sd; p).

Teorema 3.4.4. Existe um isomorfismo entre M(Sd; p) e BSOd+1(L
1(Sd)) dado por µ 7→ Tµ .

Então, cada elemento de BSOd+1(L
1(Sd)) é um operador multiplicativo.
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CAPÍTULO

4
ESTIMATIVAS PARA COEFICIENTES DE

FOURIER

Este capítulo tem por objetivo apresentar os resultados da referência (JORDÃO; MENE-
GATTO, 2016). Estudaremos a taxa de decaimento de sequências de autovalores de operadores
integrais gerados por núcleos que satisfazem uma condição de Hölder generalizada. Essa noção
de suavidade empregada como condição, e inspirada por importantes exemplos, é determinada
em termos de uma família admissível de operadores multiplicativos sobre o espaço de Hilbert de
funções esféricas e quadrado integrável.

Denotaremos o espaço dos harmônicos esféricos de grau k, para k = 0,1, . . ., em d +1
variáveis por H k

d e τk
d := dimH k

d . Consideraremos o produto interno usual de L2(Sd) definido
por

⟨ f ,g⟩2 :=
∫
Sd

f (x)g(x)dσd(x), f ,g ∈ L2(Sd).

Escreveremos {Yk, j : j = 1,2, . . . ,τk
d} para representar a base ortonormal de H k

d com respeito a
⟨·, ·⟩2. A projeção ortogonal de L2(Sd) em H k

d será escrita como Yk. Temos

Yk( f ) =
τk

d

∑
j=1

f̂ (k, j)Yk, j, k = 0,1, . . . ,

em que f̂ denotará os coeficientes de Fourier de f , os quais são computados pela fórmula

f̂ (k, j) =
∫
Sd

f (y)Yk, j(y)dσd(y), j = 1,2, . . . ,τk
d .

A relação entre os harmônicos esféricos e os polinômios de Gengenbauer é dada pela
seguinte fórmula (MORIMOTO, 1998, Teorema 2.26),

Pλ
k (x · y) =

1
τk

d

τk
d

∑
j=1

Yk, j(x)Yk, j(y), x,y ∈ Sd, (4.1)
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em que (MORIMOTO, 1998, p. 17)

τ
k
d =

(2k+d −1)(k+d −2)!
k!(d −1)!

, k = 0,1, . . . . (4.2)

Relembrando a Definição 3.3.7, a fórmula da Adição acima nos garante que

f̃k(x) =
∫

Sd
f (y)Pλ

k (x · y)dσd(y) =
1
τk

d

τk
d

∑
j=1

f̂ (k, j)Yk, j(x), x ∈ Sd.

Logo, dada f ∈ L1(Sd), a equação (3.26) implica a seguinte representação de f em
expansão em série de Fourier

f =
∞

∑
k=0

(
k+d −2

k

)(
2k

d −1
+1
)

f̃k

=
∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

1
τk

d

(
k+d −2

k

)(
2k

d −1
+1
)

f̂ (k, j)Yk, j

=
∞

∑
k=0

Yk( f ).

Uma estimativa básica para os coeficientes de Fourier de função quadrado integrável é
ilustrada pela clássica identidade de Parseval.

Teorema 4.0.1. (STEIN; SHAKARCHI, 2003, p. 79) Seja f ∈ L2(Sd), temos que

∥ f∥2
2 =

∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2.

Teorema 4.0.2 (Hausdorff-Young (JORDÃO; MENEGATTO, 2016)). Se f ∈ Lp(Sd), então ∞

∑
k=0

(τk
d)

(2−q)/2q

 τk
d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
q/2


1/q

≤ ω
(p−2)/2p
d ∥ f∥p, se 1 < p ≤ 2,

e 1/p+1/q = 1. Para f ∈ L1(Sd), vale a desigualdade.

sup
k≥0

(τk
d)

−1/2

 τk
d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
1/2

≤ ω
−1/2
d ∥ f∥1.

No capítulo anterior, apresentamos o conceito de operador multiplicativo por meio da
Definição 3.4.1, a qual é equivalente a dizer que um operador linear T em Lp(Sd) é chamado de
operador multiplicativo se existe uma sequência {ηk} ⊂ C tal que

Yk(T f ) = ηkYk( f ), f ∈ Lp(Sd), k = 0,1, . . . (4.3)

A sequência {ηk} é chamada de sequência de multiplicadores de T .
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Teorema 4.0.3. Um operador multiplicativo em L2(Sd) é limitado se, e somente se, sua sequência
de multiplicadores é limitada.

Demonstração. Seja T um operador multiplicativo e {ηk} sua sequência de multiplicadores.
Então, para toda f ∈ L2(Sd),

∥T f∥2 =

(∫
Sd
|T f (x)|2dσd(x)

)1/2

=

(∫
Sd

T f (x)T f (x)dσd(x)
)1/2

=

∫
Sd

(
∞

∑
k=0

ηkYk( f )(x)

)(
∞

∑
l=0

ηlYl( f )(x)

)
dσd(x)

1/2

=

(∫
Sd

∞

∑
k=0

|ηk|2Yk( f )(x)Yk( f )(x)dσd(x)

)1/2

.

Se {ηk} é limitada, existe L ≥ 0 tal que |ηk| ≤ L, para todo k, e, portanto,

∥T f∥2 ≤ L

(∫
Sd

∞

∑
k=0

Yk( f )(x)Yk( f )(x)dσd(x)

)1/2

= L

(∫
Sd

(
∞

∑
k=0

Yk( f )(x)

)(
∞

∑
k=0

Yk( f )(x)

)
dσd(x)

)1/2

= L
(∫

Sd
| f (x)|2dσd(x)

)1/2

= L∥ f∥2,

provando que T é limitado.

Por outro lado, se T é limitado, então existe S ≥ 0 tal que ∥T f∥2 ≤ S∥ f∥2, para toda
f ∈ L2(Sd). Como T f = ∑

∞
l=0 Yl(T f ) = ∑

∞
l=0 ηlYl( f ), obtemos que, para todo Yk, j,

∥TYk, j∥2 =

∥∥∥∥∥ ∞

∑
l=0

ηlYl(Yk, j)

∥∥∥∥∥
2

= ∥ηkYk, j∥2

= |ηk|
(∫

Sd
|Yk, j(x)|2dσd(x)

)1/2

= |ηk|∥Yk, j∥2.

Portanto, |ηk| ≤ S, uma vez que ∥Yk, j∥2 = 1. Dessa forma, {ηk} é limitada.

Teorema 4.0.4. Seja T um operador multiplicativo de L2(Sd) e {ηk} sua sequência de multipli-
cadores. Então, T é autoadjunto se, e somente se, {ηk} ⊂ R.
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Demonstração. Se T é autoadjunto, então, para todo k = 0,1, . . . e j = 1, . . . ,τk
d , ⟨TYk, j,Yk, j⟩2 =

⟨Yk, j,TYk, j⟩2. Observe que

⟨TYk, j,Yk, j⟩2 =
∫
Sd

TYk, j(y)Yk, j(y)dσd(y)

=
∫
Sd

(
∞

∑
l=0

ηlYl(Yk, j)(y)

)(
∞

∑
l=0

Yl(Yk, j)(y)

)
dσd(y)

=
∫
Sd

∞

∑
l=0

ηl|Yl(Yk, j)(y)|2dσd(y)

= ηk

(∫
Sd
|Yk, j(y)|2dσd(y)

)
= ηk,

uma vez que
∫
Sd |Yk, j(y)|2dσd(y) = 1. De modo análogo, podemos ver que ⟨Yk, j,TYk, j⟩2 = ηk.

Logo, ηk = ηk, para todo k = 0,1, . . ., o que nos permite concluir que {ηk} ⊂ R.

Agora, note que

⟨T f ,g⟩2 =
∫
Sd

T f (x)g(x)dσd(x)

=
∫
Sd

(
∞

∑
k=0

ηkYk( f )(x)

)
g(x)dσd(x)

=
∫
Sd

 ∞

∑
k=0

ηk

τk
d

∑
j=1

f̂ (k, j)Yk, j(x)

g(x)dσd(x)

=
∫
Sd

 ∞

∑
k=0

ηk

τk
d

∑
j=1

(∫
Sd

f (y)Yk, j(y)dσd(y)
)

Yk, j(x)

g(x)dσd(x)

=
∫
Sd

∫
Sd

∞

∑
k=0

ηk

τk
d

∑
j=1

f (y)Yk, j(y)Yk, j(x)g(x)dσd(y)dσd(x).

Usando o Teorema de Fubini (Teorema 2.2.14),

⟨T f ,g⟩2 =
∫
Sd

∫
Sd

∞

∑
k=0

ηk

τk
d

∑
j=1

f (y)Yk, j(y)Yk, j(x)g(x)dσd(x)dσd(y)

=
∫
Sd

 ∞

∑
k=0

ηk

τk
d

∑
j=1

(∫
Sd

g(x)Yk, j(x)dσd(x)
)

Yk, j(y)

 f (y)dσd(y)

=
∫
Sd

 ∞

∑
k=0

ηk

τk
d

∑
j=1

ĝ(k, j)Yk, j(y)

 f (y)dσd(y)

=
∫
Sd

(
∞

∑
k=0

ηkYk(g)(y)

)
f (y)dσd(y).

Assim, se {ηk} ⊂ R, obtemos que∫
Sd

(
∞

∑
k=0

ηkYk(g)(y)

)
f (y)dσd(y) =

∫
Sd

(
∞

∑
k=0

ηkYk(g)(y)

)
f (y)dσd(y)
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=
∫
Sd

T g(y) f (y)dσd(y)

= ⟨ f ,T g⟩2,

o que mostra que T é auto-adjunto (Definição 2.1.12).

4.1 Estimativas de somas do tipo Fourier

Teorema 4.1.1. Seja M um operador multiplicativo em Lp(Sd) com a sequência de multiplicado-
res {ηk} correspondente. Se p ∈ (1,2], então ∞

∑
k=0

(τk
d)

(2−q)/2q|ηk −1|q
 τk

d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
q/2


1/q

≤ ω
(p−2)2p
d ∥M f − f∥p, f ∈ Lp(Sd),

em que q é o expoente conjugado de p. A desigualdade acima se torna uma igualdade no caso
p = 2. Se p = 1, então

sup
k≥0

(τk
d)

−1/2|ηk −1|

 τk
d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
1/2

≤ ω
−1/2
d ∥M f − f∥1, f ∈ L1(Sd).

Demonstração. Fixando f ∈ Lp(Sd) e tendo em mente que Yk é linear pois é projeção ortogonal,
temos que, para k ∈ Z+,

Yk(M f − f ) = Yk(M f )−Yk( f )

= ηkYk( f )−Yk( f )

= (ηk −1)Yk( f ).

Assim,
τk

d

∑
j=1

̂(M f − f )(k, j)Yk, j = (ηk −1)
τk

d

∑
j=1

f̂ (k, j)Yk, j, k ∈ Z+, (4.4)

pois

Yk(M f − f ) =
τk

d

∑
j=1

̂(M f − f )(k, j)Yk, j

e

(ηk −1)Yk( f ) = (ηk −1)
τk

d

∑
j=1

f̂ (k, j)Yk, j.

Uma vez que as somas definem funções polinomiais, podemos calcular a norma L2 dos termos
de ambos os lados da igualdade (4.4). Assim,∥∥∥∥∥∥

τk
d

∑
j=1

̂(M f − f )(k, j)Yk, j

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥(ηk −1)
τk

d

∑
j=1

f̂ (k, j)Yk, j

∥∥∥∥∥∥
2

, k ∈ Z+.
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Pela identidade de Parseval (Teorema 4.0.1),

τk
d

∑
j=1

| ̂(M f − f )(k, j)|2 = |ηk −1|2
τk

d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2, k ∈ Z+, (4.5)

isto é, para k ∈ Z+,

(τk
d)

(2−q)/2q

 τk
d

∑
j=1

| ̂(M f − f )(k, j)|2
q/2

= (τk
d)

(2−q)/2q|ηk −1|q
 τk

d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
q/2

. (4.6)

Por Hausdorff-Young (Teorema 4.0.2), para 1 < p ≤ 2, ∞

∑
k=0

(τk
d)

(2−q)/2q

 τk
d

∑
j=1

| ̂(M f − f )(k, j)|2
q/2


1/q

≤ ω
(p−2)/2p
d ∥M f − f∥p, f ∈ Lp(Sd).

Portanto, para 1 < p ≤ 2, ∞

∑
k=0

(τk
d)

(2−q)/2q|ηk −1|q
 τk

d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
q/2


1/q

≤ ω
(p−2)/2p
d ∥M f − f∥p, f ∈ Lp(Sd),

como queríamos.

Para a igualdade, no caso p = 2, é suficiente aplicar a identidade de Parseval na equação
(4.6). De fato, ∞

∑
k=0

(τk
d)

(2−q)/2q|ηk −1|q
 τk

d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
q/2


1/q

=

 ∞

∑
k=0

(τk
d)

(2−q)/2q

 τk
d

∑
j=1

| ̂(M f − f )(k, j)|2
q/2


1/q

e o lado direito da igualdade acima nada mais é do que

ω
(p−2)/2p
d ∥M f − f∥2, f ∈ L2(Sd).

Agora, vamos mostrar a desigualdade no caso p = 1. Da igualdade (4.5), temos que

(τk
d)

−1/2

 τk
d

∑
j=1

| ̂(M f − f )(k, j)|2
1/2

= (τk
d)

−1/2|ηk −1|

 τk
d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
1/2

, k ∈ Z+.

Além disso, sabemos que

sup
k≥0

(τk
d)

−1/2

 τk
d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
1/2

≤ ω
−1/2
d ∥ f∥1, f ∈ L1(Sd).
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Portanto,

sup
k≥0

(τk
d)

−1/2

 τk
d

∑
j=1

| ̂(M f − f )(k, j)|2
1/2

≤ ω
−1/2
d ∥M f − f∥1, f ∈ L1(Sd).

Assim,

sup
k≥0

(τk
d)

−1/2|ηk −1|

 τk
d

∑
j=1

| f̂ (k, j)|2
1/2

≤ ω
−1/2
d ∥M f − f∥1, f ∈ L1(Sd),

como queríamos.

Agora, aplicaremos o teorema anterior para obter um resultado semelhante para núcleos
quadrados integráveis.

Consideramos K um núcleo em L2(Sd ×Sd) := L2(Sd ×Sd,σd ×σd) com a expansão
harmônica esférica

K(x,y) =
∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, jYk, j(x)Yk, j(y), x,y ∈ Sd, (4.7)

em que {ak, j} é uma sequência somável. Então, para toda função Ky, y ∈ Sd , definida por

Ky(x) = K(x,y), x ∈ Sd,

temos

K̂y(k, j) =
∫
Sd

Ky(x)Yk, j(x)dσd(x)

=
∫
Sd

 ∞

∑
p=0

τ
p
d

∑
q=1

ap,qYp,q(x)Yp,q(y)

Yk, j(x)dσd(x)

=
∫
Sd

ak, j|Yk, j(x)|2Yk, j(y)dσd(x)

= ak, jYk, j(y)
(∫

Sd
|Yk, j(x)|2dσd(x)

)
,

logo,

K̂y(k, j) = ak, jYk, j(y), j = 1, . . . ,τk
d , k ∈ Z+.

Consequentemente,

∫
Sd

τk
d

∑
j=1

|K̂y(k, j)|2dσd(y) =
∫
Sd

τk
d

∑
j=1

|ak, j|2|Yk, j(y)|2dσd(y)

=
τk

d

∑
j=1

|ak, j|2
(∫

Sd
|Yk, j(y)|2dσd(y)

)

=
τk

d

∑
j=1

|ak, j|2, k ∈ Z+. (4.8)
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Teorema 4.1.2. Seja M um operador multiplicativo em Lp(Sd) com a sequência de multipli-
cadores {ηk} correspondente. Se K é um núcleo com a expansão harmônica esférica (4.7),
então

∞

∑
k=0

|ηk −1|2
τk

d

∑
j=1

|ak, j|2 =
∫
Sd
∥M(Ky)−Ky∥2

2dσd(y).

Demonstração. Do Teorema 4.1.1, para p = q = 2,

∞

∑
k=0

|ηk −1|2
τk

d

∑
j=1

|K̂y(k, j)|2 = ∥M(Ky)−Ky∥2
2.

Integrando ambos os lados da igualdade acima, temos

∫
Sd

∞

∑
k=0

|ηk −1|2
τk

d

∑
j=1

|K̂y(k, j)|2dσd(y) =
∫
Sd
∥M(Ky)−Ky∥2

2dσd(y).

Logo, usando a igualdade (4.8), obtemos que

∫
Sd
∥M(Ky)−Ky∥2

2dσd(y) =
∞

∑
k=0

|ηk −1|2
∫

Sd

τk
d

∑
j=1

|K̂y(k, j)|2dσd(y)


=

∞

∑
k=0

|ηk −1|2
τk

d

∑
j=1

|ak, j|2,

o que finaliza a prova.

A seguir, introduziremos uma condição de Hölder anexada a uma sequência {Mt : t ∈
(0,π)} de operadores multiplicativos em L2(Sd) e utilizaremos o Teorema 4.1.2 no caso em que
o núcleo K satisfaz tal condição de Hölder.

Definição 4.1.3. Dizemos que o núcleo K ∈ L2(Sd ×Sd) satisfaz a condição de Hölder segundo
a família de operadores {Mt : t ∈ (0,π)} se existem β > 0 e B ∈ L2(Sd) tais que

∥Mt(Ky)−Ky∥ ≤ B(y)tβ . (4.9)

O número β é chamado de expoente de Hölder de K com respeito a família {Mt : t ∈ (0,π)}.

A seguir introduzimos o conceito de núcleo positivo definido em L2 que utilizaremos a
partir daqui.

Definição 4.1.4. Um núcleo com a expansão harmônica esférica (4.7) é positivo definido se

ak, j ≥ 0, j = 1, . . . ,τk
d , k ∈ Z+.
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Seja K positivo definido, então

K1/2(x,y) =
∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

a1/2
k, j Yk, j(x)Yk, j(y), x,y ∈ Sd,

também define um elemento positivo definido de L2(Sd ×Sd), para o qual, dados y,w ∈ Sd , vale

∫
Sd

K1/2(x,y)K1/2(w,x)dσd(x) =
∫
Sd

 ∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, jYk, j(w)Yk, j(y)|Yk, j(x)|2
dσd(x)

=

 ∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, jYk, j(w)Yk, j(y)

(∫
Sd
|Yk, j(x)|2dσd(x)

)

=
∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, jYk, j(w)Yk, j(y)

= K(w,y).

No que segue, utilizaremos a notação f (x) ≲ g(x) se existir uma constante C tal que
f (x)≤Cg(x).

Lema 4.1.5. Seja {Mt : t ∈ (0,π)} uma família de operadores multiplicativos uniformemente
limitada em L2(Sd) com as sequências de multiplicadores {η t

k} ⊂ R. Se K é um núcleo que
satisfaz a condição de Hölder com relação a família de multiplicadores {Mt : t ∈ (0,π)} e
L2-positivo definido, então∫

Sd
∥Mt(K

y
1/2)−Ky

1/2∥
2
2dσd(y)≲ B(y)tβ , t ∈ (0,π),

em que β é o expoente de Hölder de K com respeito a {Mt : t ∈ (0,π)}.

Demonstração. Suponha que K tenha as propriedades do enunciado. Se y ∈ Sd e t ∈ (0,π),
então

∥Mt(K
y
1/2)−Ky

1/2∥
2
2 =

∫
Sd
|(Mt(K

y
1/2)−Ky

1/2)(x)|
2dσd(x)

=
∫
Sd

Mt(K
y
1/2)(x)Mt(K

y
1/2)(x)dσd(x)−

∫
Sd

Mt(K
y
1/2)(x)K

y
1/2(x)dσd(x)

−
∫
Sd

Ky
1/2(x)Mt(K

y
1/2)(x)dσd(x)+

∫
Sd

Ky
1/2(x)K

y
1/2(x)dσd(x).

Para t ∈ (0,π) e y ∈ Sd , denotemos

It(y) :=
∫
Sd

Mt(K
y
1/2)(x)Mt(K

y
1/2)(x)dσd(x).

Seja f ∈ L2(Sd), lembre que Mt f = ∑
∞
k=0 Yk(Mt f ) = ∑

∞
k=0 η t

kYk( f ). Assim, temos

It(y) =
∫
Sd

(
∞

∑
k=0

η
t
kYk(K

y
1/2)(x)

)(
∞

∑
j=0

η t
jY j(K

y
1/2)(x)

)
dσd(x)
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=
∫
Sd

∞

∑
k=0

|η t
k|

2Yk(K
y
1/2)(x)Yk(K

y
1/2)(x)dσd(x)

=
∞

∑
k=0

|η t
k|

2
∫
Sd

∣∣∣Yk(K
y
1/2)(x)

∣∣∣2 dσd(x).

Para k = 0,1, . . ., observamos que

∫
Sd

∣∣∣Yk(K
y
1/2)(x)

∣∣∣2 dσd(x) =
∫
Sd

 τk
d

∑
j=1

a1/2
k, j Yk, j(y)Yk, j(x)

 τk
d

∑
l=1

a1/2
k,l Yk,l(y)Yk,l(x)

dσd(x)

=
τk

d

∑
j=1

|ak, j||Yk, j(y)|2
∫
Sd
|Yk, j(x)|2dσd(x)

=
τk

d

∑
j=1

ak, j|Yk, j(y)|2,

assim,

It(y) =
∞

∑
k=0

|η t
k|

2
τk

d

∑
j=1

ak, j|Yk, j(y)|2.

Agora, observamos que

∞

∑
k=0

|η t
k|

2
τk

d

∑
j=1

ak, j|Yk, j(y)|2 =
∞

∑
k=0

|η t
k|

2Yk(Ky)(y)

=
∞

∑
k=0

η
t
kYk(Mt(Ky))(y)

=
∞

∑
k=0

Yk(Mt(Mt(Ky)))(y)

= Mt(Mt(Ky))(y),

de onde segue que It(y) = Mt(Mt(Ky))(y). Com isso concluímos que vale a identidade∫
Sd

Mt(K
y
1/2)(x)Mt(K

y
1/2)(x)dσd(x) = Mt(Mt(Ky))(y), t ∈ (0,π), y ∈ Sd. (4.10)

Procedendo de forma análoga a obtenção da fórmula (4.10), obtemos as seguintes
identidades ∫

Sd
Mt(K

y
1/2)(x)K

y
1/2(x)dσd(x) = Mt(Ky)(y),∫

Sd
Ky

1/2(x)Mt(K
y
1/2)(x)dσd(x) = Mt(Ky)(y)

e ∫
Sd

Ky
1/2(x)K

y
1/2(x)dσd(x) = Ky(y), t ∈ (0,π), y ∈ Sd.

Segue destas considerações que, para t ∈ (0,π) e y ∈ Sd , vale

∥Mt(K
y
1/2)−Ky

1/2∥
2
2 = Mt(Mt(Ky))(y)−Mt(Ky)(y)−Mt(Ky)(y)+Ky(y),
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logo,

∥Mt(K
y
1/2)−Ky

1/2∥
2
2 = Mt(Mt(Ky)−Ky)(y)− (Mt(Ky)−Ky)(y). (4.11)

Uma vez que {η t
k} ⊂ R, Mt é autoadjunto para todo t ∈ (0,π). Além disso,

Mt(1) =
∞

∑
k=0

η
t
kYk(1) = η

t
0, t > 0.

Dessa forma, para todo t ∈ (0,π), vale∫
Sd

Mt(Mt(Ky)−Ky)(y)dσd(y) = ⟨Mt(Mt(Ky)−Ky),1⟩2

= ⟨Mt(Ky)−Ky,Mt(1)⟩2

= η
t
0

∫
Sd
(Mt(Ky)−Ky)(y)dσd(y). (4.12)

Combinando a igualdade (4.12) com fórmula (4.11), obtemos∫
Sd
∥Mt(K

y
1/2)−Ky

1/2∥
2
2dσd(y) = (η t

0 −1)
∫
Sd
(Mt(Ky)−Ky)(y)dσd(y)

≤ |η t
0 −1|

∣∣∣∣∫Sd
(Mt(Ky)−Ky)(y)dσd(y)

∣∣∣∣
≤ (|η t

0|+1)∥Mt(Ky)−Ky∥1.

Mas, ∥Mt(Ky)−Ky∥1 ≤ λ∥Mt(Ky)−Ky∥2, para algum λ ≥ 0. Assim,∫
Sd
∥Mt(K

y
1/2)−Ky

1/2∥
2
2dσd(y) ≤ λ (|η t

0|+1)∥Mt(Ky)−Ky∥2

≤ λ (|η t
0|+1)B(y)tβ , t ∈ (0,π).

Entretanto, como {Mt : t ∈ (0,π)} é uma família limitada, existe N ≥ 0 tal que |η t
0| ≤ N, para

todo t ∈ (0,π). Portanto,∫
Sd
∥Mt(K

y
1/2)−Ky

1/2∥
2
2dσd(y)≤ λ (N +1)B(y)tβ , t ∈ (0,π).

Teorema 4.1.6. Seja {Mt : t ∈ (0,π)} uma família de operadores multiplicativos uniformemente
limitada em L2(Sd) com as sequências de multiplicadores {η t

k} ⊂ R. Se K é um núcleo que
satisfaz a condição de Hölder com relação a família de multiplicadores {Mt : t ∈ (0,π)} e
L2-positivo definido, então

∞

∑
k=0

|η t
k −1|2

τk
d

∑
j=1

ak, j ≲ B(y)tβ , t ∈ (0,π),

em que β é o expoente de Hölder de K com respeito a {Mt : t ∈ (0,π)}.
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Demonstração. Do Lema 4.1.5, temos que∫
Sd
∥Mt(K

y
1/2)−Ky

1/2∥
2
2dσd(y)≲ B(y)tβ , t ∈ (0,π). (4.13)

Como K1/2 é um núcleo da forma (4.7) positivo definido, pelo Teorema 4.1.2 temos que

∫
Sd
∥Mt(K

y
1/2)−Ky

1/2∥
2
2dωd(y) =

∞

∑
k=0

|η t
k −1|2

τk
d

∑
j=1

|a1/2
k, j |

2

=
∞

∑
k=0

|η t
k −1|2

τk
d

∑
j=1

ak, j. (4.14)

Da desiguldade (4.13) e de equação (4.14), concluímos que

∞

∑
k=0

|η t
k −1|2

τk
d

∑
j=1

ak, j ≲ B(y)tβ , t ∈ (0,π).

4.2 Aplicação a taxas de decaimento de autovalores
Neste momento, usaremos o Teorema 4.1.6 para extrair taxas de decaimento para a

sequência de autovalores dos operadores integrais positivos em L2(Sd).

Definição 4.2.1. Um operador linear limitado K : L2(Sd)−→ L2(Sd) da forma

K ( f ) =
∫
Sd

K(·,y) f (y)dσd(y),

com f ∈ L2(Sd) e K ∈ L2(Sd ×Sd), é chamado de operador integral. Chamaremos K de núcleo
gerador de K .

Observe que se o núcleo gerador K é positivo definido, então ak, j ≥ 0 e

K(y,x) =
∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, jYk, j(y)Yk, j(x)

=
∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, jYk, j(y)Yk, j(x)

= K(x,y). (4.15)

Dessa forma,

⟨K ( f ),g⟩2 =
∫
Sd

K ( f )(x)g(x)dσd(x)

=
∫
Sd

∫
Sd

K(x,y) f (y)dσd(y)g(x)dσd(x)
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=
∫
Sd

∫
Sd

K(y,x) f (y)dσd(y)g(x)dσd(x).

Usando o Teorema de Fubini,∫
Sd

∫
Sd

K(y,x) f (y)dσd(y)g(x)dσd(x) =
∫
Sd

∫
Sd

K(y,x)g(x)dσd(x) f (y)dσd(y)

=
∫
Sd

K (g)(y) f (y)dσd(y)

= ⟨ f ,K (g)⟩2,

o que mostra que se K é positivo definido, então K é autoadjunto.

Ademais,

⟨K ( f ), f ⟩2 =
∫
Sd

K ( f )(x) f (x)dσd(x)

=
∫
Sd

∫
Sd

K(x,y) f (y)dσd(y) f (x)dσd(x)

=
∫
Sd

∫
Sd

 ∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, jYk, j(x)Yk, j(y)

 f (y)dσd(y) f (x)dσd(x)

=
∫
Sd

∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, jYk, j(x)
(∫

Sd
Yk, j(y) f (y)dσd(y)

)
f (x)dσd(x).

Usando o fato de que
∫
Sd Yk, j(y) f (y)dσd(y) = f̂ (k, j), encontramos

⟨K ( f ), f ⟩2 =
∫
Sd

∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, jYk, j(x) f̂ (k, j) f (x)dσd(x)

=
∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, j f̂ (k, j)
(∫

Sd
Yk, j(x) f (x)dσd(x)

)

= =
∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, j f̂ (k, j) f̂ (k, j)

=
∞

∑
k=0

τk
d

∑
j=1

ak, j| f̂ (k, j)|2 > 0,

sempre que f ̸≡ 0. Isso mostra que K é positivo sempre que K é positivo definido.

Uma vez que operadores integrais são compactos, o Teorema 2.1.17 garante que um
operador integral K positivo tem, no máximo, enumeráveis autovalores os quais podem ser
colocados em ordem decrescente, isto é,

λ1(K )≥ λ2(K )≥ . . .≥ 0,

com as multiplicidades incluídas.
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Se usarmos a expansão (4.7) para o núcleo gerador K de um operador integral K positivo,
então podemos ver que

K (Yk, j) =
∫
Sd

K( · ,y)Yk, j(y)dσd(y)

=
∫
Sd

 ∞

∑
p=0

τ
p
d

∑
q=1

ap,qYp,q( ·)Yp,q(y)

Yk, j(y)dσd(y)

=
∫
Sd

ak, jYk, j|Yk, j(y)|2dσd(y)

= ak, jYk, j

(∫
Sd
|Yk, j(y)|2dσd(y)

)
,

ou seja,

K (Yk, j) = ak, jYk, j, j = 1, . . . ,τk
d , k ∈ Z+.

Observe que {ak, j : j = 1, . . . ,τk
d , k = 0,1, . . .} é o conjunto de autovalores de K . Assumimos

que, para cada k, valha
ak,1 ≥ ak,2 ≥ . . .≥ ak,τk

d
. (4.16)

Da teoria básica de harmônicos esféricos (MORIMOTO, 1998, p. 17), sabemos que

τ
k
d =

k

∑
j=0

τ
j

d−1 =
(2k+d −1)(k+d −2)!

k!(d −1)!
, k ∈ Z+. (4.17)

Logo, para k ∈ Z+,

λ
τk

d+1
(K ) = λ

∑
k
j=0 τ

j
d
(K ) = λ1+τ1

d+...+τk
d
(K ) = ak,τk

d
, (4.18)

uma vez que τ0
d = 1.

A seguir, escreveremos f (x)≍ g(x) se f (x)≲ g(x) e g(x)≲ f (x).

Definição 4.2.2. Dizemos que uma família de operadores multiplicativos {Tt}t>0 é α-admissível
se, para α > 0, temos que

|η t
k −1| ≍ (min{kt,1})α , t > 0, k ∈ Z+,

em que {η t
k} são os multiplicadores associados a {Tt}t>0.

Lema 4.2.3. Seja {ak} uma sequência não crescente de termos positivos tal que

∞

∑
k=0

ak < ∞.

Então, existe n0 ∈ N tal que

nan ≲
∞

∑
k=n

ak, n ≥ n0.
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Demonstração. Observe que

2na2n ≤ 2(an + · · ·+a2n−1)≤ 2
∞

∑
k=n

ak. (4.19)

Além disso, uma vez que a série converge temos que an −→ 0, quando n → ∞. Dessa forma,
para n0 suficientemente grande, obtemos que

an ≤ 2a2n, n ≥ n0. (4.20)

Das desigualdades (4.19) e (4.20), temos o que queríamos.

No próximo resultado, a fórmula de Stirling será aplicada. A fórmula pode ser encontrada
em (JEFFREY; DAI, 2008, p. 233),

n! ∼
√

2πn
(n

e

)n
, quando n → ∞. (4.21)

A notação acima, f (x)∼ g(x), significa que f e g são assintoticamente equivalentes quando
x → ∞, isto é,

f (x)
g(x)

→ 1, quando x → ∞.

Teorema 4.2.4. Seja {Mt : t ∈ (0,π)} uma família de operadores multiplicativos uniformemente
limitada em L2(Sd) com as sequências de multiplicadores {η t

k} ⊂ R. Seja K um operador
integral gerado por um núcleo K, satisfazendo a condição de Hölder segundo a família {Mt :
t ∈ (0,π)} e positivo definido em L2. Se {Mt : t ∈ (0,π)} é α-admissível, então λn(K ) =

O(n−1−β/d), quando n → ∞, em que β é o expoente de Hölder de K com respeito a família
{Mt : t ∈ (0,π)}.

Demonstração. Como {Mt : t ∈ (0,π)} é α-admissível,

|η t
k −1| ≍ (min{kt,1})α , t ∈ (0,π), k ∈ Z+.

Em outras palavras, existem C1,C2 > 0 tais que

C1(min{kt,1})α ≤ |η t
k −1| ≤C2(min{kt,1})α , t ∈ (0,π), k ∈ Z+.

Logo, para k ≥ n,

|η1/n
k −1| ≥C1(min{k/n,1})α =C1

e, assim,

C2
1

∞

∑
k=n

τk
d

∑
j=1

ak, j ≤
∞

∑
k=n

|η1/n
k −1|2

τk
d

∑
j=1

ak, j, n ∈ Z∗
+. (4.22)
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Do Teorema 4.1.6,

∞

∑
k=n

|η1/n
k −1|2

τk
d

∑
j=1

ak, j ≤
∞

∑
k=0

|η1/n
k −1|2

τk
d

∑
j=1

ak, j ≲ B(y)n−β , n ∈ Z∗
+. (4.23)

Aplicando as desigualdades (4.22) e (4.23), obtemos

∞

∑
k=n

τk
d

∑
j=1

ak, j ≲ B(y)n−β , n ∈ Z∗
+.

De (4.16), temos que ak, j ≥ ak,τk
d
, para j = 1, . . . ,τk

d . Portanto, para n ∈ Z∗
+,

∞

∑
k=n

τk
d

∑
j=1

ak, j ≥
∞

∑
k=n

τk
d

∑
j=1

ak,τk
d
=

∞

∑
k=n

ak,τk
d

τk
d

∑
j=1

1 =
∞

∑
k=n

τ
k
dak,τk

d
≥ τ

n
d

∞

∑
k=n

ak,τk
d

e, então,

τ
n
d

∞

∑
k=n

ak,τk
d
≲ B(y)n−β , n ∈ Z∗

+.

Assim, da fórmula de Stirling (4.21) e da equação (4.17), temos

τ
n
d ∼

(2n+d −1)
√

2π(n+d −2)
(

n+d −2
e

)(n+d−2)

√
2πn

(n
e

)n
(d −1)!

=
(2n+d −1)(n+d −2)(n+d−3/2)

e(d−2)n(n+1/2)(d −1)!

=
(2n+d −1)(n+d −2)(n+d−3/2)

e(d−2)n(n+d−3/2)n(−d+2)(d −1)!
.

Dessa forma, concluímos que

τ
n
d ∼ 2ne(d−2)

e(d−2)n(2−d)(d −1)!
=

2nd−1

(d −1)!
.

Usando a equivalência acima, existe n1 ∈ N tal que

∞

∑
k=n

ak,τk
d
≲ B(y)n−β−d+1, n > n1.

Do Lema 4.2.3, obtemos que existe n0 ∈N tal que nan,τn
d
≲∑

∞
k=n ak,τk

d
, sempre que n≥ n0.

Portanto,

nβ+dan,τn
d
≲ nβ+d−1

∞

∑
k=n

ak,τk
d
, n ≥ n0,

e, lembrando da igualdade (4.18), concluímos que

nβ+d
λτn

d+1
(K ) = nβ+dan,τn

d
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≲ B(y), n > n̄,

em que n̄=max{n0,n1}. Dessa forma, λτn
d+1

(K ) =O(n−β−d), quando n→∞. Como τn
d+1 ≍ nd ,

temos que λnd(K ) = O(n−β−d), quando n → ∞. Logo,

λn(K ) = λ(n1/d)d(K ) = O(n(1/d)(−β−d)) = O(n−1−β/d),

quando n → ∞.

4.3 Exemplos: convoluções com medidas zonais
Esta seção tem como objetivo considerar alguns exemplos concretos e é baseada em

(JORDÃO; MENEGATTO, 2016; JORDÃO; MENEGATTO, 2019).

Sabe-se que L2(Sd) =⊕∞
k=0H

k
d e que a projeção ortogonal de L2(Sd) sobre H k

d é dada
pela fórmula

Yk( f )(x) =
τk

d
ωd

∫
Sd

P(d−1)/2
k (x · y) f (y)dσd(y), f ∈ L2(Sd), x ∈ Sd,

em que P(d−1)/2
k é o polinômio de Gegenbauer de grau k associado à dimensão d e normalizado,

de modo que P(d−1)/2
k (1) = 1.

A ação das projeções sobre as convoluções é dada por

Yk( f ∗µ)(x) = µkYk( f )(x), f ∈ L2(Sd), µ ∈ M(Sd; p),

em que

µk := Yk(µ) =
1

ωd

∫
Sd

P(d−1)/2
k (p · y)dµ(y), k = 0,1, . . . .

Exemplo 4.3.1 (Operador shift). O operador shift usual é definido pela fórmula

St f (x) =
1

Rd(t)

∫
Rt

x

f (y)dσr(y), x ∈ Sd, f ∈ L2(Sd), t ∈ (0,π),

em que dσr(y) é o volume de Rt
x := {y ∈ Sd : x · y = cos t} e Rd(t) = ωd−1(sin t)d−1 é o volume

total. Este operador pode ser escrito como a seguinte convolução

St( f ) = f ∗µt , t ∈ (0,π), f ∈ L2(Sd),

em que {µt : t ∈ (0,π)} ⊂ M(Sd; p) satisfaz

Yk(µt) = P(d−1)/2
k (cos t), k = 0,1, . . . .

Como

Yk (St f ) =
P(d−1)/2

k (cos t)

P(d−1)/2
k (1)

Yk( f ), k ∈ Z+, t ∈ (0,π),
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a sequência de multiplicadores de St é dada por

η
t
k =

P(d−1)/2
k (cos t)

P(d−1)/2
k (1)

, k ∈ Z+, t ∈ (0,π).

Em (BELINSKY; DAI; DITZIAN, 2003, Lema 2.4), é provado que

0 < c1k2t2 ≤ 1−
P(d−1)/2

k (cos t)

P(d−1)/2
k (1)

≤ c2k2t2, 0 < kt ≤ π, t ∈ (0,π/2],

e que, para todo τ > 0,

P(d−1)/2
k (cos t)

P(d−1)/2
k (1)

≤ α < 1, kt ≥ τ > 0, t ∈ (0,π/2],

em que c1 e c2 são constantes positivas que dependem de d e α é uma constante que depende de
d e τ . Consequentemente,

1−
P(d−1)/2

k (cos t)

P(d−1)/2
k (1)

≍ (min{1,kt})2, k ∈ Z+, t ∈ (0,π).

A desigualdade
∥St f∥2 ≤ ∥ f∥2, f ∈ L2(Sd), t ∈ (0,π),

nos mostra que {St : t ∈ (0,π)} é uniformemente limitada por 1.

Exemplo 4.3.2 (Médias em calotas). O operador média na calota Cx
t = {y ∈ Sd : x · y ≥ cos t}

de Sd é o operador At dado por

(At f )(x) =
1

Cd(t)

∫
Cx

t

f (w)dσd(w), x ∈ Sd, t ∈ (0,π),

em que Cd(t) é o volume total da calota Cx
t . É provado em (JORDÃO; MENEGATTO, 2016,

p. 279) que
At( f ) = f ∗µZt , t ∈ (0,π), f ∈ L2(Sd),

em que
µZt =C−1

d (t)µ̃Zt , t ∈ (0,π),

dµ̃Zt (x) = Zt(p,x)dσd(x), t ∈ (0,π), x ∈ Sd,

e

Zt(x,y) :=

{
ωd, se cos t ≤ x · y ≤ 1

0, caso contrário.

Em (BERENS; BUTZER; PAWELKE, 1968, p. 207), vemos que sequência de multipli-
cadores de At é

ρ
t
k =

ωd−1

P(d−1)/2
k (1)Cd(t)

(∫ t

0
P(d−1)/2

k (cosh)(sinh)d−1dh
)
, k ∈ Z+, t ∈ (0,π).
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Assim,

ωd−1c1k2

Cd(t)

(∫ t

0
h2(sinh)d−1dh

)
≤ 1−ρ

t
k ≤

ωd−1c2k2

Cd(t)

(∫ t

0
h2(sinh)d−1dh

)
, k ∈ Z+,

em que c1 e c2 são constantes positivas que dependem de d. Depois de estimarmos a função
seno, esta dupla desigualdade assume a forma

ωd−1c1n2td+2

(2π)d−1(d +2)Cd(t)
≤ 1−ρ

t
k ≤

ωd−1c2n2td+2

(d +2)Cd(t)
, k ∈ Z+.

Por outro lado,
ωd−1

d

(
2
π

)d−1

td ≤Cd(t)≤ ωd−1td, t ∈ (0,π),

de modo que
c′1(tk)

2 ≤ 1−ρ
t
k ≤ c′2(tk)

2 0 < kt ≤ π, t ∈ (0,π/2],

para constantes positivas c′1 and c′2. Podemos provar que, para todo τ > 0,

0 < ρ
t
k ≤ cτ , t ≥ τ/k,

com cτ < 1 dependendo de d e τ . Assim,

1−ρ
t
k ≍ (min{1,kt})2, k ∈ Z+, t ∈ (0,π).

Finalmente, a desigualdade

∥Mt f∥2 ≤ ∥ f∥2, f ∈ L2(Sd), t ∈ (0,π),

fornece a limitação uniforme da família {Mt : t ∈ (0,π)}.

Exemplo 4.3.3 (Médias do tipo Steklov). A média do tipo Steklov é dada por

Et( f )(x) =
1

Dd(t)

∫ t

0

Cd(s)
Rd(s)

As( f )(x)ds, t ∈ (0,π), x ∈ Sd,

no qual a constante de normalização Dd(t) é escolhida de modo que Et(1) = 1. Temos que

Et( f ) = f ∗µWt , t ∈ (0,π), f ∈ L2(Sd),

em que
µWt := D−1

d (t)µ̃Wt , t ∈ (0,π),

dµ̃Wt (x) = Wt(p · x)dσd(x), t ∈ (0,π), x ∈ Sd,

e

Wt(x,y) :=


∫ t

0

1
Rd(s)

Zs(x,y)ds, se cos t ≤ x · y ≤ 1

0, caso contrário,

com Zs sendo o núcleo descrito no exemplo anterior.
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Além disso, de modo análogo aos exemplos anteriores, podemos ver que

1−ϕ
t
k ≍ (min{1,kt})2, k ∈ Z+, t ∈ (0,π),

em que {ϕ t
k} é a família de multiplicadores associada a {Et : t ∈ (0,π)} e dada por

ϕ
t
k =

1
Dd(t)

∫ t

0

Cd(s)ρs
k

Rd(s)
ds, k ∈ Z+, t ∈ (0,π).
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