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RESUMO

LEITE, 1. Z. Analise harmonica sobre a esfera e aplicacoes. 2024. 75 p. Dissertagdo (Mes-
trado em Ci€ncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Univer-
sidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2024.

Neste trabalho, exploramos o espaco de medidas definidas sobre a esfera d-dimensional que
sdo invariantes por rotacdes que deixam o polo da esfera fixo, chamado de espago das medidas
zonais. Relacionamos as fungdes zonais com o espaco das fungdes definidas no intervalo [—1, 1].
Em seguida, introduzimos e relacionamos os conceitos de operador multiplicativo para funcdes
integraveis e o de convolucao com medidas zonais. A teoria de andlise harmdnica sobre a esfera
desenvolvida € aplicada para estabelecer as séries de Fourier de fungdes integraveis e estudar a

taxa de decaimento de sequéncias de autovalores de operadores integrais com nucleos suaves.

Palavras-chave: Analise harmonica, Espacos zonais, Operador multiplicativo, Convolucoes,

Coeficientes de Fourier.






ABSTRACT

LEITE, I. Z. Harmonic analysis on the sphere and applications. 2024. 75 p. Disserta-
¢do (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacdo,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2024.

In this work, we explore the space of measures defined on the d-dimensional sphere that are
invariant under all rotations leaving the pole of the sphere fixed, called the space of zonal
measures. We relate the zonal functions spaces with the space of functions defined in the interval
[—1,1]. Next, we introduce and relate the concepts of multiplicative operator for integrable
functions and convolution with zonal measures. The theory of harmonic analysis on the sphere
developed is applied to establish Fourier series of integrable functions and to study the decay

rate of sequences of eigenvalues of integral operators with smooth kernels.

Keywords: Harmonic analysis, Zonal spaces, Multiplier operator, Convolutions, Fourier coeffi-

cients.






LISTA DE SiMBOLOS

Z(E,F) — Defini¢ao 2.1.4

|T(|.# (£ F) — Definigdo 2.1.4

B —{x€ E: |jx|| <1}

C.(RY) — {f € C(RY) : f(x) =0, para todo x € R?\ K, no qual K é compacto}
E* — Defini¢do 2.1.9

| - ||[g+ — Defini¢ao 2.1.9

T* — Definic¢do 2.1.10

M(X) — Colegao das medidas de Borel que sdo regulares e finitas sobre X
Co(X) —{f € C(X) : f se anula no infinito}

p(T),N(T) — Defini¢do 2.1.16

o (T) — Defini¢ao 2.1.16

HBx — Definigdo 2.2.1

E \ F,EAF — Defini¢ao 2.2.7

@ L v — Definicao 2.2.9

Ut u— — Variagdo positiva e negativa da medida u, respectivamente
|| — Variag@o total de u

A — Func¢do modular de G

ST —{x e RI*L: ||x|| =1}

p — Polo norte de S¢

x-y — Produto escalar usual de x,y € RI*!

dw,; — Elemento de volume da medida invariante e ndo normalizada wy
®; — Volume de S¢ segundo a medida w,

do,; — Elemento de volume da medida invariante e normalizada em S¢
SO,.1 — Grupo de rotagdes de R*!

x0 — Imagem de x € S¢ por & € SOy



t — Elemento neutro de SOy |

SOy, —{a €504, : x00 = x}

Ry — Operador rotacao por o € SOy

M(S?, p) — Definicio 3.1.1

F(S?;x) — Representacio dos espagos C(S%;x), L(S%;x) ou M(S%;x)
@, — Aplicacio tal que @ f = Rof, f € F(S%;p), xa = p

G -x,X /G — Definicédo 3.1.3

[ — Intervalo [—1, 1]

¥, — Corolario 3.1.5

L?(I) — Defini¢do 3.1.6

do. — Medida de Haar normalizada em SO 4 |

Xt — Funcdo indicadora do conjunto £

W * v — Defini¢do 3.2.1

P} — Polindmio de Gegenbauer de indice A

[, — Defini¢ao 3.3.5

f — Definigdo 3.3.5

Bso,.,(F) —{T € Z(F): TRy = RqT, 0 € SO411}

%k — Espaco dos harmonicos esféricos de grau k, k =0,1,..., em d + 1 varidveis
T§ — Dimensio de %"

(-,-)2 — Produto interno usual de L?(S%)

%, — Projegdo ortogonal de L*(S9) em J£f

Wi j=12,..., 75} — Base ortonormal de %’;f‘ com respeito a (-, )
f(k, j) — Coeficientes de Fourier de f

K — Nicleo em L2(S? x §%)

K* — Fungio definida por K¥(x) = K(x,y), y € S? fixado e x € S¢

fx) S glx) — f(x) = 0(g(x)), isto é, f(x) < Cg(x) para alguma constante C
A& — Definicao 4.2.1

f)=glx) —flx) S gx) e glx) < f(x)

f(x) ~ g(x) — f(x)/g(x) = 1, quando x — oo



SUMARIO

1

2

2.1
2.2
2.3

3

3.1
3.2
3.3
3.4

4
4.1
4.2
4.3

INTRODUCAO . . . . .t ittt e et e e e e e e e 17
CONCEITOS PRELIMINARES . . . . . . . . . .« i it e 19
Topologia e Analise Funcional . . . . . . . ... ... .......... 19
Teoria da medida e integracao . . . . ... ... ... ......... 21
Medidade Haar . . . . . . . ... ... . ... ... ... .. ... 24
OPERADORES E ANALISE HARMONICA NA ESFERA . . . ... 27
Espacos de funcoes integraveis e de medidas zonais . . . ... . .. 27
Convolucdoes em espacos de medidas zonais . . . . .. ... ... .. 37
Coeficientes de Gegenbauer de medidas e de convolucées . . . . . . 43
Operadores multiplicativos . . . . . . ... ... ... .......... 49
ESTIMATIVAS PARA COEFICIENTES DE FOURIER . . . . . . .. 53
Estimativas de somas do tipo Fourier . . . . . . ... ... ... .. 57
Aplicacao a taxas de decaimento de autovalores. . . . . . ... ... 64
Exemplos: convolucoes com medidas zonais . . . . . ... ... ... 69

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e s e s s 73






17

CAPITULO

INTRODUCAO

O termo "Analise harmonica"é flexivel e pode ser usado para representar uma variedade
de subdreas dentro da Andlise. Na referéncia (FOLLAND, 1995), o autor apresenta uma teoria
desenvolvida, principalmente, no periodo de 1927 até a década de 1960, na qual a acdo de um
grupo localmente compacto desempenha um papel essencial. Por outro lado, em (KATZNELSON,
2004), a Andlise harmoénica € exposta como o estudo de objetos, como fungdes e medidas,
definidos em grupos topoldgicos. Em sua apresentagdo mais elementar, esta drea da matematica
se refere a exploracao das séries de Fourier de fun¢des periddicas na reta, as quais possuem
interessantes aplicacdes. A teoria mostra como responder questdes relevantes, como a existéncia
de uma func¢do continua que nao € diferencidvel em nenhum ponto e como encontrar, entre
todas as curvas simples e fechadas no plano, a que maximiza sua drea interna. Tais problemas
podem ser encontrados em (STEIN; SHAKARCHI, 2003). Além disso, a pesquisas em Anélise
harmonica teve um enorme crescimento nos ultimos anos e as suas implicagdes em outros
campos da andlise tém sido bastante diversificadas. Como podemos ver em (STEIN, 1993),
desenvolvimentos posteriores da teoria de Calderén e Zygmund, inicialmente desenvolvida para
equacoes elipticas, permitiram aplicacOes a equacdes parabdlicas e aos operadores hipoelipticos

gerais.

Neste trabalho, o termo Andlise harmonica representa o estudo de fungdes e medidas
definidas sobre a esfera d-dimensional do espago euclidiano d + 1-dimensional. A teoria bésica
foi desenvolvida por Charles Dunkl e, posteriormente, por diversos outros autores nas ultimas
duas décadas. Nesta teoria, o papel dos grupos ortogonais € de extrema importancia e fornece
a estrutura fundamental para a Anélise de Fourier sobre esfera. A referéncia (DUNKL; XU,
2014) contém uma tratativa moderna dos temas e possui 128 citagdes no Mathscinet, das
quais 20 citagOes foram no ano de 2023 em prestigiosos jornais. A Anélise hamonica que sera
desenvolvida neste texto € considerada como contexto basico para o desenvolvimento da segunda
parte do trabalho. Nesta parte, € obtida a taxa de decaimento de sequéncias de autovalores de

operadores integrais gerados por nuicleos que satisfazem uma condi¢ao de Holder generalizada.



18 Capitulo 1. Introdugdo

A condi¢do de Holder considerada neste trabalho é definida em termos de uma familia de
operadores multiplicativos que € admissivel. Esta condi¢do se estende a condi¢do de Holder
usualmente utilizada na literatura moderna sobre tema (KUHN, 1987; J ORDAO; MENEGATTO,
2016).

Esta dissertac@o apresenta conceitos e resultados da Andlise harmonica sobre a esfera,
propriedades de operadores multiplicativos e de convolu¢des em espacos zonais. O segundo
capitulo € destinado a relembrar conceitos basicos, em sua maioria de Anélise funcional e Teoria
da medida, os quais serdo utilizados no desenvolvimento do trabalho. O terceiro capitulo consiste
em apresentar a teoria basica de Andlise harmonica na esfera, incluindo as defini¢cdes de operador
rotacdo, polindmios de Gegenbauer e espagos zonais e sua relagdo com fungdes definidas em
[—1,1]. Por fim, o capitulo quatro se preocupa em estudar a taxa de decaimento de sequéncias de
autovalores de operadores integrais gerados por nicleos que satisfazem uma condi¢ao de Holder

generalizada.
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CAPITULO

CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo tem por objetivo relembrar e apresentar resultados de diferentes dreas da

matematica que serdo utilizados nos capitulos seguintes.

Os conceitos e resultados estdo agrupados por temas. Na Secdo 2.1, apresentamos
defini¢cdes e resultados da teoria de operadores limitados. Na Sec¢do 2.2, apresentamos alguns
resultados da teoria de Medida e Integracdo e algumas propriedades das medidas de Haar sdo

elencadas na Secdo 2.3.

2.1 Topologia e Analise Funcional

Os resultados enunciados na sequéncia possuem como referéncia (MUNKRES, 2000,
p. 166).

Teorema 2.1.1. A imagem de um espago compacto sob uma aplicacio continua é compacto.

Teorema 2.1.2. Seja f : X — Y uma funcdo continua e bijetora. Se X € compacto e Y €

Hausdorff, entdo f € um homeomorfismo.

Os resultados de Andlise Funcional abaixo podem ser encontradas em (BREZIS, 2011),

Capitulos 1 a 6.

Definicao 2.1.3. Seja T : E — F uma aplicagdo linear entre espagos vetoriais normados.

Dizemos que T ¢ limitada se existir C > 0O tal que
ITx||Fr < C||x||E, paratodo x € E.

Definicio 2.1.4. Sejam E e F espagos vetoriais normados. Denotaremos por .Z (E, F') o espago

dos operadores lineares limitados de £ em F munido com a norma

IT]| 2@ r) = sup [|Tx[F.
[Ix]|e<1
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Escreveremos .2 (E) quando F = E.

Defini¢ao 2.1.5. Um operador linear limitado T : E — F ¢ dito compacto se 7' (Bg) tem fecho
compacto em F (na topologia forte), em que B = {x € E : ||x|| < 1}.

Defini¢do 2.1.6. Chamaremos T € .Z(E,F) inversivel com T~! € Z(F,E) de isomorfismo.

Um isomorfismo 7 : E — E € denominado um automorfismo de E.

Observacao 2.1.7. Temos, como corolario do Teorema da Aplicacdo Aberta, que se E e F sdo
espacos de Banach e T € .Z(E, F) é bijetora, entdo T é um isomorfismo, isto é, T~! € Z(F,E).

Denotamos por Cc(Rd ) o espaco de todas as fung¢des continuas em R? com suporte

compacto, isto &,
C.(RY) :={f e C(RY) : f(x) =0, para todo x € R\ K, no qual K é compacto}.
Teorema 2.1.8. O espaco C.(R?) é denso em L4(R?), para todo g € [1,0).

Definicao 2.1.9. Seja E um espaco vetorial normado. Denotaremos por E* o espaco dual de E,
isto é, o espaco de todos os funcionais lineares limitados em E. A norma dual em E* é definida
por

Ifllze = sup [f(x)].

Ixlg<1

Quando ndo houver confusio, escreveremos || f|| no lugar de || f|| g+

Definicao 2.1.10 (Adjunto). Sejam E e F espagos de Banach. Se T € .Z(E, F), definimos o

adjunto de 7 como o operador linear
T":F* — E*
¢ — ¢oT.

Observacao 2.1.11. Se T é um operador limitado, entdo 7* €, também, um operador limitado e

1T\ 225y = Tl 2(£,F)-

Definicdo 2.1.12. Um operador limitado T' € .Z(H), com H espago de Hilbert, é dito autoad-
juntose T* =T, isto é,
(Tu,v) = (u,Tv),

para quaisquer u,v € H.

Definicao 2.1.13. Sejam H um espago de Hilbert e S € .Z(H). Dizemos que S é um operador
linear ndo-negativo, e escrevemos S > 0, se (Sx,x) > 0, para todo x € H. No caso particular em

que (Sv,v) > 0, para todo v # 0, diremos que S é um operador positivo e escreveremos S > 0.

Definicio 2.1.14. Uma sequéncia em {e,} em H ¢é dita base ortonormal de H (ou base de
Hilbert) se satisfaz
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(i) |en| =1, paratodo n, e (ey,e,) =0, sempre que m # n;
(ii) o espago gerado por {e, :n > 1} é denso em H.

Proposicao 2.1.15. Um espago de Hilbert H € separdvel se, e somente se, admite base de Hilbert

enumeravel.

Daqui em diante, E e F denotardo dois espacos de Banach.
Definicio 2.1.16. Seja T € Z(E). O conjunto resolvente, denotado por p(T'), é definido por
p(T)={A €R: (T —AlI) ébijecio de E em F }.

O espectro, denotado por o(T), é o complementar do conjunto resolvente, isto é, o(T) =

R\ p(T). Um nimero real A é chamado de autovalor de T se
N(T - A1) # {0},

em que N(T) € o niicleo do operador 7. O conjunto de todos os autovalores de 7 é denotado por
EV(T).

Teorema 2.1.17. Seja T : E — E um operador compacto com dim E = o, Entdo, temos

(i) 0e€o(T).
(ii) o(T)\{0} = EV(T)\{0}.
(i1i)) Um dos seguintes casos acontece

- o(T) ={0};
- o(T)\ {0} é um conjunto finito;

- o(T)\ {0} é uma sequéncia convergindo a 0.

2.2 Teoria da medida e integracao
A referéncia para os resultados € (FOLLAND, 1999), Capitulos 1 a 3.

Definicao 2.2.1. Se X é um espaco topoldgico, a o-dlgebra gerada pela familia de conjuntos
abertos em X é chamada de o-algebra de Borel em X ¢ é denotada por Ay. Os elementos dessa

o-dlgebra sao chamados de conjuntos de Borel.

Definicao 2.2.2. As medidas em R com dominio %Ay sdo chamadas de medidas de Borel em R.
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Definicdo 2.2.3. Sejam ¢ uma medida de Borel em X e E um subconjunto de Borel de X. A

medida p € regular externa em E se
w(E)=inf{u(U):U D E,U aberto}
e ¢ regular interna em E se
U(E) =sup{u(K): K C E,K compacto}.

Definicao 2.2.4. Uma medida de Radon em X é uma medida de Borel que € finita em conjuntos

compactos, regular externa em conjuntos de Borel e regular interna em conjuntos abertos.

No que segue, (X, M) é um espaco de medida.

Definicao 2.2.5. Uma medida com sinal em (X, M) é uma fungdo y : M — [—oo, 0] tal que

(i) (0)=0;
(i) u assume, no mdximo, um dos valores F-oo;
(iii) se {E;} € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M, entdo u(U7_ E;) = Y7 U(Ej),
em que a ultima soma converge absolutamente se [,L(U;"ZIE ;) € finito.
Consequentemente, toda medida € uma medida com sinal.

Defini¢do 2.2.6. Seja 1 uma medida com sinal em (X, M).

(i) Dizemos que E € M é positivo para u se u(F) >0, paratodo F € M com F C E.
(ii) Dizemos que E € M ¢é negativo para u se (L(F) <0, paratodo F € M com F C E.
(iii) Dizemos que E € M é nulo para u se u(F) =0, paratodo F € M com F C E.
Definicio 2.2.7. Se E e F sdo conjuntos, denotamos sua diferenca por E \ F,
E\F={x:x€Eex¢F},
e sua diferenca simétrica por EAF,
EAF = (E\F)U(F\E).

Teorema 2.2.8 (Decomposi¢do de Hahn). Se u ¢ uma medida com sinal em (X,M), entdo

existem conjuntos P e N, positivo e negativo para (L, respectivamente, tais que
X=PUNePNN=0.
Além disso, se existem P’ positivo e N’ negativo para (U tais que
X=PUNeP NN =0,

entdo PAP' ¢ NAN' sdo nulos para (.
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Definicfo 2.2.9. Sejam u e v medidas com sinal em (X, M). Dizemos que U e V sdo mutuamente
singulares, e escrevemos [ | v, se existem E,F € M taisque X = EUF, ENF =0, E é nulo

para i e F € nulo para v.

Teorema 2.2.10 (Decomposi¢do de Jordan). Se u é uma medida com sinal, existem Unicas

medidas positivas, u" e u ", taisque u = —pu-eput Lu".

As medidas u™ e y~ sdo chamadas de variacdo positiva e negativade te u =+ —pu~
¢ chamada de decomposicao de Jordan de u. Ademais, definimos a variacao total de it como
sendo a medida |u| definida por

uf=ut+pu.

Teorema 2.2.11. (i) Se f: X — [0, 0] é mensurédvel, existe uma sequéncia {¢, } de fun¢des
simples tal que 0 < ¢ < ¢ < --- < f e ¢, — f pontual e uniformemente em qualquer

conjunto em que f € limitada.

(ii)) Se f: X — C é mensurdvel, existe uma sequéncia {¢,} de fun¢des simples tal que
0< 11| <|p2| <--- <|f| e ¢, — f pontual e uniformemente em qualquer conjunto em
que f ¢é limitada.

O préximo teorema e seu coroldrio tém como referéncia (FOLLAND, 1999, p. 223).

Teorema 2.2.12 (Representacdo de Riesz). Sejam X um espago de Hausdorff localmente com-
pacto e M(X) a colecdo das medidas de Borel que sdo regulares e finitas sobre X. Para u € M(X)
e feCy(X)={f€C(X): fseanulano infinito}, considere

() = [ fau.
Entdo, a aplicacdo y — I;; é um isomorfismo isométrico de M(X) em Cj(X).

Corolario 2.2.13. Se X é um espago de Hausdorff compacto, entdo C*(X) é isometricamente
isomorfo a M(X).

O préximo teorema pode ser encontrado na referéncia (RUDIN, 1990, p. 269).

Teorema 2.2.14 (Fubini). Sejam u e A medidas regulares em espagos de Hausdorff localmente
compactos X e Y. Se u,A >0, f é uma fungio de Borelem X x Y e f > 0, entdo

Fd(px 1) //fxydx )V (x //fxydu AY). (@)

XxY

SeueM(X),A € M(Y), féuma funcdo de Borelem X x Y e

/X/Y £l ()d]|(x) <

entdo (2.1) também vale.
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2.3 Medida de Haar

A seguinte definicdo pode ser encontrada em (TU, 2011, p. 66).

Definicao 2.3.1. Um grupo topoldgico G € um espago topologico com uma estrutura de grupo
tal que as operagdes
L:GxG—G, u(a,b)=ab

i:G—G, ila)=a!

sao continuas.

As préximas defini¢des e resultados desta secdo podem ser consultados em (FOLLAND,

1999, p. 339). A seguir, sejam G um grupo topolégico, A C G e x € G, definimos

XA ={xy:y€cA}

Ax={yx:y€cA}.

Definicao 2.3.2. Seja G um conjunto localmente compacto. Uma medida de Borel u em G
¢ chamada invariante a esquerda (respectivamente invariante a direita) se u(xE) = u(E)
(respectivamente i (Ex) = u(E)), paratodox € Ge E € HAg.

Definicao 2.3.3. Uma medida de Haar a esquerda (respectivamente a direita) em um grupo
topolédgico localmente compacto G € uma medida de Radon u, u > 0, invariante a esquerda

(respectivamente invariante a direita).

Proposic¢ao 2.3.4. Seja G um grupo topoldgico localmente compacto. Uma medida de Radon u
em G é uma medida de Haar a esquerda se, e somente se, a medida fi definida por fi(E) = u(E~")

é uma medida de Haar a direita, em que E~! = {x~! : x € E}.

Teorema 2.3.5. Todo grupo topolégico localmente compacto possui uma medida de Haar a

esquerda.

Teorema 2.3.6. Se u e v sao medidas de Haar a esquerda em G, entdo existe ¢, 0 < ¢ < oo, tal

que U =cV.

Observe que se pt é uma medida de Haar a esquerda em G e x € G, a medida p,(E) =
W(Ex) é também uma medida de Haar a esquerda devido a comutatividade das translacdes a
esquerda e a direita, isto €, devido a lei associativa para elementos de um grupo. Com efeito, se u
¢ medida de Haar a esquerda, entdo p(yE) = u(E), paratodo y € G e E € %g. Queremos provar
que para x € G, U (E) = u(Ex) é uma medida de Haar a esquerda, ou seja, que ty(E) = Uy (zE),
paratodo z € Ge E € AB. Observe que, paratodoz€ Ge E € A,

1e(zE) = Uu(zEx) = U(Ex) = t(E),
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como querfamos. Consequentemente, existe um nimero positivo A(x) tal que t, = A(x)u.

A fun¢do A : G — (0,0), definida na demonstra¢do acima, é independente da escolha

de u e é chamada de funcao modular de G.

Proposicao 2.3.7. A é um homeomorfismo continuo de G ao grupo multiplicativo de nimeros
reais. Além disso, se u é uma medida de Haar 4 esquerda em G, paratoda f € L' (u) ey € G,

temos
[Rosan=a67") [ ran,

em que R, f(x) = f(xy).

Observe que uma medida de Haar a esquerda em G é também uma medida de Haar a

direita quando A = 1 e, neste caso, G € chamado unimodular.

Proposicao 2.3.8. Se G ¢ um grupo topolégico compacto, entdo G € unimodular.
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CAPITULO

OPERADORES E ANALISE HARMONICA NA
ESFERA

Este capitulo é baseado na teoria basica de Analise Harmonica sobre a esfera desenvolvida
em (DUNKL, 1965) e (DUNKL, 1966). Na Secdo 3.1, apresentamos os espagos zonais € 0s
relacionamos com um espago de funcdes definidas em um intervalo da reta. Na sequéncia, a
teoria desenvolvida € utilizada para fundamentar o conceito de convolu¢do entre medidas e
derivar importantes propriedades que sdo elencadas na Sec¢do 3.2. Na Secao 3.3, estudamos a
ortogonalidade dos polindmios ultraesféricos de indice A = (d — 1)/2 e definimos o n-ésimo
coeficiente de Gegenbauer da medida . Finalmente, na Se¢do 3.4 apresentamos a caracterizacao
de operadores multiplicativos que comutam com rotagdes, a qual é dada em termos de convolug@o

com uma medida zonal.

3.1 Espacos de funcoes integraveis e de medidas zonais

Denotaremos por S? a esfera unitdria d-dimensional centrada na origem do espago

euclidiano R4*!, para d > 2, ou seja,
S?={xeRM":||x]| =1},

e consideraremos p = (1,0,...,0) o polo norte de S¥. O produto escalar usual de x,y € R?*! serd
denotado por x - y. Escreveremos d @, para o elemento de volume da medida w; ndo normalizada
e invariante em S? induzida pela medida de Lebesgue (MORIMOTO, 1998, p. 15). Esta medida

serd utilizada para representar o volume de S9, isto é,

qld+1)/2
@ _/ i = d+1)/2) G-1)
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Denotaremos por d oy, ou simplesmente por dx quando o contexto permitir, a medida invariante

e normalizada em S¢, isto é,

1
do; = —dw,. 3.2
Oy Y Wy (3.2)

O grupo ortogonal de R4*! exerce papel fundamental na construcio da teoria e é definido
a seguir. Escreveremos SO, para representar o grupo de transformagdes lineares de R?*!
que preserva S? e cuja matriz de transformagio na base candnica possui determinante 1. Neste
caso, SO, 1 é o grupo de rotacdes ou o grupo ortogonal de R?*!. A imagem de x € S? por
o € SOy, serd representada por xa e 1 € SO, representard o elemento neutro ou identidade.
Para todo x € S7, § 07, € o subgrupo fechado de SO41 que deixa x fixo, isto €,

SOy, :={0 €S04 1 xx = x}.
Observamos que se o] € SOy € tal que x; 0 = p, entdo
o, 'S0y = SO%, . (3.3)

De fato, seja o € aflSOZLLIal, entdo o = ocl_l[iocl, emque § € SO, |, ouseja, B €S04, 1€
x1 B = x;. Para provar que o € SOZ 41 € suficiente mostrar que pa = p, uma vez que o € SOg.1.
Note que

—1 -1
p=x10q =x1f0y =Xx10104 B = poy Boy = pa,

como queriamos. Agora, se o € SOﬁ;H, entdo a € SO, é tal que pot = p. Para f = (xlaafl,

vale
. -1 _ -1 _ -1 -1 _ —1p _
xp=po =pac; =po; Boga; =pa; B =xp.
Portanto, ¢ € al_lSO;‘Jrlocl.

Sejam f : SY — R uma funcdo e g uma medida em S?. O operador rotaciio R, é
definido por

Raf(x) = f(xat), x€ s,
e se E C S? é um conjunto y-mensurdvel e Ey = {xa : x € E}, entdo definimos
Rapt(E) == u(Eq).

Definicdo 3.1.1. Seja M(S?) a colecio das medidas de Borel que sio regulares e finitas sobre S¢.

Escrevemos M (S%; p) para o espaco das medidas zonais sobre S¢, o qual é definido por
M(s%;p) = {IJ e M(S?) : R = u, paratoda a € SOZJrl } .

O espaco das funcdes zonais é definido como sendo o conjunto das fun¢des em S¢ satisfazendo

a mesma condi¢do de invariancia.



3.1. Espacos de fungoes integrdveis e de medidas zonais 29

Para x € S¢, consideraremos os seguintes espacos

C(Sd,X) e {f c C(Sd) : R(Xf = f, para tOda o< SOZ-'_‘_I} )

LI(S%x) == {f € L"(Sd) :Rof = f, paratoda o € SO§+1}’

paral <g<oo,e
M(S%;x) = {;,L e M(S?) : R = p, para toda a € SO;H},
em que L9(S?) é o espago das funcdes Borel mensuraveis f, tais que

/d|f(x)|qd0d(x)<oo, sel <g<oo, e esssup|f(x)] <eo, segqg=-oo.
S xeSd

Em particular, para x = p os espacos acima sdo os zonais. Além disso, C (Sd 3X), Lq(Sd ;X) e
M(S%;x) sdo subespacos fechados de C(S?), L4(S?) e M(S?), respectivamente. Consequente-

mente, sdo espagos de Banach sob as normas

[1flleo = sup [£(x)],

xeSd

1/q
Iy = ([ rirdon) s 1<a <o Iile = essupll, parag =

xeSd

]l = |u](SY),

respectivamente.

A seguir, escreveremos F(S?;x) para representar qualquer um dos espagos C(S%;x),
L(S%;x) ou M(S%;x), para x € S9.

Sejam x € Seac SO441 tais que xa = p, consideraremos a aplicacdo @, : F' (Sd ;p) —
F(S%x) definida por
¢.f =Raf, [fEF(Ep). (3.4)

Teorema 3.1.2. Para todo x; € S9, a aplicagio ¢y, : F (S p) — F(S%;x;) é um isomorfismo.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos provar que @y, f € F (S%;x1), para f € F(S%; p). Paraisto,
basta mostrar que Rg (¢, f) = @y, f, para todo B € SO}, |. Para o € SOy tal que x; 0 = p,

1,1 —1
x1-x1P o =xioq-xif =p-xi.

Ademais,
—1p-1 —1 -1
X1 X104 B :x1[)’~x1a1 =X1-X10¢;  =Xx101-X1 = p-X1.
Dessa forma, x; -xlﬁ_lal_l =X ~x1(x1_][3_1, isto €, xj - (xlﬁ_lal_l —xlal_lﬁ_l) =0, o que

mostra que xlﬁ_lal_l =X Ocl_lﬁ_l. Portanto, para x € S%,

xou B - x :x-xlﬁflocfl :x-xlaflﬁfl =xBoy -xy,
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0 que nos permite concluir que xo; 8 = xBa, para todo x € S¢. Seja o € SOZ 41> podemos
mostrar que xo & = x o, para todo x € S?, apenas trocando x| por p e B por o nas contas

anteriores. J4 vimos que para 8 € SO);{IH’ B=oioey I em que o € SOS - Consequentemente,
Rﬁ(¢xlf) = Rﬁ(Ralf) :R[)’alf :R(XIOCf :R(XlROtf :R(le - q)xlf-

Mostremos que @,, estd bem definida. Observamos que R € um automorfismo isométrico
em C(S?), L (S?) e M(S?) e sua inversa é R,-1, para todo & € SO, 1. Sejam a1, € SOy |

tais que x; X = p € x10p = p, temos
—1
po, O =x101 = p,
€ 0 que mostra que o, Yoy € SOZ +1- Como Ry f = f, paratodo o € SOf’d7 41> em particular, vale
d.
Ra;1alf:f, fEeF(S“p). (3.5)
Além disso, temos
1, _ -1 -1 _ -1 _ _ _ -1 _ -1
p-x10; 0 =ply -x10; =X -X10;  =Xx10 X1 =p-X1 =p-pOy =p-xXx100 ",
0 que nos permite concluir que xj ¢, 1062 = X100 I Assim,
—1 _ —1,, _ -1 _ —1 d
X0, 0 X] =X-X10 O =X-X]0p0;, =x040, -xj, x€S,
isto €, x%—l o] = x0 Ocz_l, para todo x € S, Logo,
d.
Raz_lalf:RalRaz_lf:Raz_lRalf7 fGF(S ,p). (3.6)

Observe que (3.5), juntamente com (3.6), nos mostra que Ry, f = Rq, f, para toda f € F (S p).

Finalmente, @,, € bijetora pois a aplicacio

0p: F(Shx1) — F(S%p)
f = R f
1

¢ ainversa de @y, . [

Mostraremos que o espago das 6rbitas de S¢ sob o grupo de rotacio S OZ'H ¢ homeomorfo

ao intervalo I = [—1, 1]. Para apresentar este resultado precisamos das seguintes defini¢des.

A agdo de um grupo (G, - ) sobre conjunto X é uma aplicagdo a : G x X — X satisfazendo:

(i) se e é aidentidade de G, entdo a(e,x) = x, para todo x € X;

(ii) a(g-h,x) =a(g,a(h,x)), para quaisquer g,h € Gex € X.
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Definicao 3.1.3. Seja G um grupo que age sobre um espaco X. O conjunto
G-x=a(Gx{x})={g-x:geG} CX

¢ chamado de érbita de x € X sob G. O espaco das orbitas, denotado por X /G, é a familia de

todas as Orbitas de X.

Para cada x € S%, o grupo de rotagdes SOy, age sobre S?, em termos da aplicacio

Ay : SO’C}Jrl xS? — S, dada por
ar(a,y) =ya, (a,y) €S0y, xS
Nesse caso, o espago da 6rbitas S¢ /SO +1 € dado por

541505, 1 = {ax(S0y, x {y}) :y €8} = {y-S05., -y 8% = {ya:y e 8% a € SO, ).

Figura 1 — Representagio de algumas érbitas de S*/S 03' em S2.

Mostraremos que a aplicagdo continua Cy, : S? — I, com I = [—1,1], definida por

x X1 - x induz um homeomorfismo do espago das 6rbitas S/ SO)(;‘+1 em /, para todo x; € S¢.
Proposiciio 3.1.4. Para todo x; € S¢, a aplicagio

Cy, 1SS0, — 1

x-S0 | > Cy(x)=x1-x

¢ um homeomorfismo.

Demonstragdo. Para qualquer o € SO, vale

1

Cy,(x0t) =x1-xaa=xj00 -x=x;-x=Cx, (x), x€ se.

Assim, Cy, é constante em cada 6rbita de S¢ sob SOy e Cy, estd bem definida.
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Suponha agora que Cy, (x) = Cy, (y), para x,y € S?. Como x| - x = x; -y, temos que
x1-(x—y) =0, isto é x; L (x—y). Neste caso, y = xa, para algum o € 5021+1 e, assim,

y-80},, =x-80} ,, mostrando que Cy, § injetora.

Observe também que C,, € sobrejetora. De fato, para 7 € I, tomando y € S com ¢ na
primeira coordenada, temos que p -y =t. Note que existe Yy € SO4 tal que x1Y = p e que, para

este 7, existe x € S? tal que yy~! = x. Assim,

py=p-xy=py x=x-x

0 que prova a sobrejetividade de Cy, €, consequentemente, a sobrejetividade de Cy, .

X1

Uma vez que x — x- SO, ‘1 € continua, pelo Teorema 2.1.1, S / SO;‘

+
Por fim, pelo Teorema 2.1.2, Cy, € um homeomorfismo, como queriamos. O

1€ compacto.

O resultado acima nos permite agora relacionar funcdes zonais as func¢des definidas
em /. Consideremos a aplicagdo C, definida anteriormente. Sejam r € I € x,y € S? tais que

Cp(x) = Cp(y) =1, entdo devemos ter y = xa., para algum o € SOY ;.

Além disso, se f é zonal, entdo f(y) = f(xa) = f(x). Portanto, f é constante em cada

conjunto C,, I(t), t € I. Consequentemente, existe uma fungio f : I — R dada por
f(t)=f(x), com Cp,(x)=t, te€l,

isto &, f(r) = f(C, ' (1))

Corolario 3.1.5. A funcio ¥, : F(S?% p) — F(I) definida por ¥, (f) = f é uma bijecio.

Defini¢ao 3.1.6. Seja 1 < g < co. Denotaremos por LZ (I) o espaco das fun¢des Borel mensurdveis
¥, (f) em I, satisfazendo

[ 1®5(pe) s < o=

Escreveremos

¥ f

4d = ( L1t -x>rqu) " wpenn

O espago das funcodes continuas ¥, (f) em / é denotado por C(/) e a norma considerada é dada
por
1¥p(F)lleo = sup [¥pf(p-x)],  ¥p(f) € CU).
xeS

Os espagos acima sdo os espacos de fun¢des zonais no seguinte sentido.

Proposicao 3.1.7. Seja 1 < g < oo.

(@) (LY(I),|| - ||4.a) é isomorfo ao espago de Banach (L(S%; p), || - [|4)-
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() (C(I),|| - ||) é isomorfo ao espaco de Banach (C(S; p), || - [|).

As coordenadas polares (x;,x3) = (rcos6,rsin6), r >0, 0 < 8 < 27z fornecem as
coordenadas para S!, quando r = 1. O sistema de coordenadas para S¢, o qual pode ser consultado
em (DAI; XU, 2013, p. 17), é dado por

(
X1 =cos 6

X7 = sin B cos 6,

Xg =sinB...sin6;_;cos @

Xg+1 =sIn0O...sinB;_1sin @,
\

emque0<@<2re0< 6; <m parai=1,...,d—1. Além disso,

d—1 .
dog =[] (sin64—;)/d6;_;...d61d¢. (3.7)
j=1

Observe que (3.7), juntamente com (3.2), nos permite concluir que

1
doy = —sinf_...(sin 0% 'd6,_;...d6,de.
d

Usando o sistema de coordenadas acima e lembrando que p = (1,0,...,0), temos

p-x = 1cos0;+0(sinB;cos6r)+...+0(sinb;...sin6;_;sin@)

= cos0;.
Assim, se ¥, f € LZ(I),
Mol = [, s (p-0lidoy
1 2T @ T -
- wy Jo /o /0 ¥ f(cosB)|7sin@y_1...(sin6)" "dOy_;...d61do.

Fazendo a mudanca varidveis ¢ = cos 6, obtemos dt = —sin 8;d8; e sin@; = v/1 — 2. Portanto,

2
Zvd - _/ / / / ’lppf |qH sin 6, J )(d 2)/2d9d 1...d6Gxdtd .

Do Teorema de Fubini,

1 1 rd—2
sl = o [ s - [T [ Gin61-5)'d6u-. .. dodpd

1 1
_ 1 91— 2)d-2)2
_ wd/l\‘l’pf(t)] (1-12) /Sdldcod_ldt

g1

_ Q- / 11 ¥, £(0)]9(1 —12)@-2) 2y,

Wy

¥
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Consequentemente, as fungdes em L’ (I) sdo exatamente as fungdes em L9(1;dQ,), onde
dQq(t) = (1—2)4=22g;,
0 que prova a Proposicao 3.1.7.

Da teoria de topologia, sabemos que espacos Hausdorff compactos sdo localmente
compactos. Assim, uma vez que SOy, é compacto, pelo Teorema 2.3.5, temos que SOy
possui uma medida de Haar a esquerda. Além disso, pela Proposi¢do 2.3.8, A =1, o que
nos permite concluir que a medida de Haar a esquerda é também a medida de Haar a direita.

Denotaremos por do a medida de Haar normalizada, isto é, | S04+ do = 1. Consequentemente,
| teapda= [ fedos, feLl(s).
N sS4

Veremos, a seguir, que para toda p € M(S%p), a bijecio ¥, : M(S%;p) — M(I),

estabelecida no Corolario 3.1.5, satisfaz
/Sdfdﬂ = /Ilefd(\Ple), fec(shp).
Lema 3.1.8. Seja 6 : M(I) — M(S%; p) definida por

| satew) = [@,(@f)dn. (3.8)

em que

of)= [ fle)de, fecs),

d+1

e do é a medida de Haar normalizada de SO” | .. Entdo, 0 é linear e limitada.

d+1°

Demonstragdo. Observe que

(i) of € C(S%;p), uma vez que

Ry f(x) = 0f (xB) = /S | J(xpo)da= / | f(xa)da=wf(x), paratoda f € SO/, .

d+1 S0d+1

(ii) Se g e C(Sd;p), entio
wogv) = [ slrada
N

_ /S , Rag(v)da

d+1

= / gx)da
SO0g.1

- /Sop da

d+1

uma vez que [gor dor=1.
+
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Note que O € M(S%; p). Primeiramente, veja que, para E C S¢ e O yi-mensuravel,

/Sd Xed(RgOu) = /I‘PpRﬁ(a)xE)du, para toda 8 € SO |,

em que ¥g € a funcdo indicadora do conjunto E. De fato,

[ xed(RgoR) = Rgou(E)
= Ou(Ep)
= [ xmpdon)

= /1 ¥y (0xEy)du
= /I‘PpRB(a)xE)du.
Por argumento de densidade das funcdes simples, concluimos que, para f € C(S%),
/Sdfd(RﬁG,u) = /I‘I’,,Rﬁ(wf)d,u, para toda f§ € SO |

€, consequentemente,
/Sd fd(RgO1) = /I‘{’p(a)f)du - /Sd fd(61), para toda B € SO .
Considere i, € M(I) e A € R. Neste caso,

/Sdfde(ul+)'“1) - /I‘{]p(wf)d(ﬂl+lu2)
B /I‘I’p(a)f)dul +7L/11Pp((9f)dﬂz
— /Sdfd(eul)J”l/Sdfd(eﬂz)»

mostrando que 6 ¢ linear.

Ademais, uma vez que ¥, € limitada, existe C > 0 tal que
¥, f| < C||fllw, paratoda f € C(S%; p).

Em particular,
¥yl < Cll1]|e = C.

Assim, para u € M(I),
loull = loul) = [ 1diou]
= [®p(0diul < [1¥, 1)l
< ¢ [1dju]=Cllul.

0 que prova a limitacao de 6.
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Teorema 3.1.9. Os espacos M(S?; p) e M(I) sdo isomorfos.

Demonstragdo. Seja¥,: M(S%; p) — M(I) a fungio estabelecida no Corolario 3.1.5. Podemos
ver que, para i € M(S?; p) e E um conjunto de Borel em 1,

W,u(E) = u({x:x-p € E}),
isto é,

/IxEd(‘Ppu) = /Sd(‘P;le)dm
uma vez que
I,sep-xeE

Y, e (x) = xe(p-x) =
0,sep-x¢E,

onde xr € a fungdo caracteristica de E. Por argumento de densidade, novamente, concluimos

que vale

Jfateow = [ (' Ddu. fec. (3.10)

Mostraremos que 6 definida no Lema 3.1.8 € bijetora e que '), € sua transformacg@o

inversa. Suponha que ocorre

/Sdfd(e,u) =0, para toda f € C(S%).

Por (3.8),
/‘Pp(a)f)du =0, para toda f € C(S%),
1

e, aplicando (3.9), temos

/‘Pp(f)d,u =0, para toda f € C(S%p).
1

Do Coroldrio 3.1.5, segue que i = 0 e, consequentemente, 6 € injetora. Agora, aplicando (3.8)

para a medida 6,1, obtemos

e = [ @ (@naceu)

De (3.10), segue que, se f € C(S%; p), entdo

J¥@nate = [ 9,0 (0r)du
= /Sd ofdu
= » fdu.
Logo, 0! = ¥, e ¥, € um isomorfismo. ]

Corolirio 3.1.10. O espaco dual de C(S¢; p) é isomorfo a M(S%; p).
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Demonstragdo. Pelo Coroldrio 2.2.13, C*(I) é isomorfo a M (I). Ademais, vimos anteriormente

que ¥, é um isomorfismo de C(S%; p) em C(I). Com isso, afirmamos que
¥, :C(I) — Cc*(s%; p)

também € um isomorfismo. Com efeito, uma vez que o dual de um espago normado é sempre
Banach, ¢ suficiente provar que ‘P;; € linear, limitada e bijetora, mas, como ‘¥, € linear e limitada,

pela Observagao 2.1.11, o mesmo vale para ‘P;;

Sabemos que se E e F sdo Banache T € Z(E,F) é bijetora, entdo T* ¢é bijetora. De
fato, se E e F sdo Banach e T € Z(E,F) é bijetora, pela Observacio 2.1.7, T~ € Z(F,E).
Como T 'T =Ig e TT! =Ir, seque que T*(T~1)* = Ig: e (T~!)*T* = I+, 0 que mostra que
T* é bijetora.

Dessa forma, ¥, € um isomorfismo. Do teorema anterior, M (S% p) é isomorfo a M(I) e,

portanto, C*(Sd; p) é isomorfo a M(S?; p), como querfamos. O

3.2 Convolucoes em espacos de medidas zonais

O Corolério 3.1.10 é utilizado para definir a convolugio em M(S?; p) e, por restricio,
em L' (S%; p).

Definiciio 3.2.1. Suponha que u,v € M(S?; p). Entio, a aplicacio
= [, L ¥er e ndutavi.

para f € C (Sd ;p), define um funcional linear limitado em C(Sd ;p) e, pelo Coroldrio 3.1.10,

existe um tnico elemento p * v € M(S?; p) tal que
[ fawev)= [ | @ rtcenduave).
s s Jsd
Neste caso, U x v € dita ser a convolucao das medidas e v.

Teorema 3.2.2. A convolugdo € comutativa, distributiva com adigao e, satisfaz

vl < Jlliv]-

Adicionalmente, se it,v >0, entdo uxv > 0e ||u*x V| = ||u|l||Vv]-

Demonstragdo. Considere u,v € M(S% p) e f € C(S?;p). Usando o Teorema de Fubini e a

comutatividade do produto interno, temos que

/Sdfd(ﬂ*v) = /Sd/gd‘l’pf(x-y)du(x)dv(y)

_ /d (W (e y)dv(y)dp(x)
S4 JS
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= [, [ s navidut
_ /Sd Fd(vp).

Portanto, a convolu¢do € comutativa.

Para v, v, € M(S%; p),

s e =[] e du@dvi+v)0)
— /Sd/sd‘l‘pfx-y dp(x)dv, (y +/Sd/gd‘pr(x-y)du(X)dV2(y)
_ /Sdfd(,u*vl)‘f'/gdfd(u*vz)a

0 que mostra que a convolucao € distributiva com adi¢do.

Usando o Teorema 2.2.10 para as medidas i e v, temos que existem Unicas medidas
positivas ', u~, vt e v taisque 4 = U —u~ e v=v" — v . Assim, uma vez que a

convolugao € distributiva com adigao,
puxv = (ur—p7)xv

= purxv—pu xv

= urx(vi—v)—u x(vi—v7)

= urEvT—puTRvT —u kv T kv

= (WrsvT4+u xv ) —(uTxv +u xvh) (3.11)
e, pelo Teorema 2.2.10,

(uxv)T =puTsvi4u xv-

(V)" =put v +u xvT,

Dessa forma, se i1,V >0, 0, v =0epuxv = (u*v)" =putxv". Portanto, uxv >0

xv((8) = (uxv)*(s)
= (uhxvT)(s)
= /Sdld(u+*v+).

Agora, note que dada u € M (Sd; p) temos, pela defini¢do das partes positiva e negativa de uma
medida, que u*, u~ € M(S?; p). Deste modo, usando a Defini¢io 3.2.1, obtemos

wvi(Ed) = //‘P Jdut (x)dv* ()
= pHE)VHEY = |SvIE),
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o que mostra que [+ V|| = [|[[[|v]], uma vez que [|u|| = |u|(S7).

Por fim, vamos estudar o caso geral. Sejam u, v € M(S¢; p), utilizando (3.11) juntamente

com a desigualdade triangular, obtemos que

vl < M v+ vl e s v+ v
= !u* VIS + T+ vT|(8) [ = v (SY) + [T+ v|(S7)
= (LT RvH)(E) + (v () + (T # v () + (T xvT)(SY)

:/ld xyt +/1d,u>x<v +/1d,u>x<v +/1d Ty’

Analogamente ao caso anterior, temos

lwxvll < pHEHVHE) +u Sy () +p SV () +um (8)v (ST
= (WS +u(S)VHED) +v(sY)
= |ul(sHvI(s)
= lwllivi-

Lembre que existe uma imersdo de L' (S%; p) em M(S%; p), f + my, em que dms(x) =

f(x)dx. Com isso em mente, podemos demonstrar o préximo resultado.

Teorema 3.2.3. Suponha que f € L4(S?) (C(S9)), 1 < g < oo, e u € M(S%; p). Entiio, a férmula
frue) = [ f6)dga(y) (3.12)
define um elemento de L9(S%) (C(S9)) e
17 el < 1fllgllpell-
Além disso, se f € zonal, entdo f* U também € e mz, ) = My * L.

Demonstragdo. Seja oo € SO, 1, pela defini¢do de ¢, dada no Teorema 3.1.2 e por (3.12),

fru(pa) = /Sdf(y)d%au(y)
= /Sdf(y)dRalu(y)
= /SdRaf(y)du(y)-

Se f € C(S%), entio as integrais abaixo existem para todo &, 8 € SO, 1, e vale

Fenlpo) £+ u(oB)| = | [ Rasan0) - [ Rar )|
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Logo,se f € C(S¥) e &, B € SO441,

Felpo) = f<rpB) < [ |(Raf ~Rpf)0)ldIulo)

IRaf ~Rpfll [ dluly)
< Raf —Rg Sl

IN

Assim,

fxu(pa)— fxu(pB)| — 0, quando B — a, uma vez que u é finita e f é uniformemente
continua. Isso mostra que fxu € C (Sd ). Agora, para todo @ € SO, |, temos

Fentpod] = [ Rafhauts)| < [ IR lalul

< Il [ dlnl)
171l

IA

portanto,
1S 5 oo < [ loo | 22|

Além disso, se f € C(Sd;p) e e SOZH’ entdo vale a igualdade

Ralf +0)() = f i) = [ F()dQuat() = [ FO)dRe15H0),
em que xf8 = p. Mas,
L FO0RG g1 = [ 0)aRgRe 1) = | Raf()dRH()

e, como Ry f = f, paratoda a € SOZH, teremos

| Rat 0)dRgu() = [ F0)aRgR() = [ FOIIPR0) = £ (o).

Dessa forma, f* u € C(S% p).

Uma vez que a esfera é compacta, pelo Teorema 2.1.8, temos que se f € LI(S9), 1 <
g <oo,entdo fxp € LI(S?), || f llg < || fllqlleell e se f € zonal, entdo f+ p também é.

Além disso, se f € L*(S9), seja a := || f|| = esssup,cga | f(x)|. Denote por A o seguinte

conjunto {x € S? : f(x) > a}. Desse modo, teremos agora

Fentpen] =| [ Ras)ant)| < [ Ras )l

[ Raf a1+ [, 1Ras0)ldul)
[ el 0) +a [, alul)

[ IRafOldlulo)+a [ dlulo).

IN

IN

IN
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Segue que

Fenlpo)] = | [ R 0)a0)| < [ IRafO)alal6)+ 151l

A mensurabilidade de f, juntamente com o fato de A ter medida nula nos da que

[ IRaf () ldlul) =
A

€, portanto,

esssup |fx 1 ()] < || f ]l 2]]-

xesd

Isso mostra que f*pu € L”(S%) e

1+ ptlleo < I fNlcllell,  f € L7(SY).

A prova da zonalidade é imediata e foi omitida aqui.

Resta provar que my,,) = my* ll. Observe que € suficiente mostrar que, para toda

feL(S%p)egeC(Sp), vale a igualdade

/Sdgdm(f*u) = /Sdgd(mjf*u)-
Para o0 € SO, tal que yor = p, vale
xX-y :x-yOCOC_1 :)c-poc_l =Xx0-p.
Logo, para h € F(Sd;p), teremos
Y,h(x-y) =¥, h(xa- p) = h(xo) = Rgh(x) = @yh(x).

Com isso, se f € L1(S%;p) e g € C(S%; p), entdo

/Sd gdmyp.p)

T

[ ) () ()
= [ 8 [, 10)dpu(r)dx

Sd

= [, [ s@osOduas
- /S/Sg W, f(x-y)dxdu(y)

e, assim,

/Sdgdm(f*u) Z/Sdg*mf(Y)dH()’)-

Por outro lado,

/Sdgd(mf M= /Sd /Sd‘Ppg(x-y)de<X)du(y)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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= [, | oetodm(x)aun0)

_ /S d /S 8(0)d@ymy(x)dp(y)

e, neste caso, temos
[ gdmpsi) = [ gxmp)du(y) (316
Assim, das equacgdes (3.15) e (3.16), a igualdade (3.13) estd provada. L]

Coroldrio 3.2.4. Sejam f € L'(S%) e g,h € L' (S%; p). Entio,

(i) g*h(x) = [sag(y)Q:h(y)dy = Jsa¥pg(p-y)¥ph(y-x)dy.
(i) f+g(x) = Jsa fFV)@:g(Y)dy = Jsa f(y)Fpg(x-y)dy.

(iii)) Ry(f*g) = (Raf)*g, paratoda @ € SOy .

Demonstragdo. (1) Observe que
geh(x) = gem(x) = | gO)dpm() = [ g0)pch(s)dy:
Como £ € zonal, aplicando a férmula (3.14), obtemos
L e0)0hdy = [ o) ph(x-v)dy.
Como g € L'(S?; p), a igualdade g(y) = ¥,g(p-y) conclui a prova deste item.
(i) Note que
Frgl) = Frme) = [ 10)doume(y) = [ F0)oue(r)dy
Da zonalidade de g e da equacao (3.14), concluimos que
/S f)eg(y)dy = /8 S ¥pg(x-y)dy.
(iii) Se B € SO, é tal que xB = p, entdo, para toda @ € SO, 1, vale
(Raf)+3() = [ Raf()o80dy = [ Raf(r)Rgs(s)dy
= /S S OIRG-158(y)dy,
além disso, temos

ORIy = [ F0)@ag)dy = f+glxa)
S S
= Ra(f*8)).
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3.3 Coeficientes de Gegenbauer de medidas e de convo-
lucoes

Nesta se¢ao definiremos e exploraremos algumas propriedades dos coeficientes de Ge-

genbauer de medidas e caracterizaremos os coeficientes das convolucdes definidas anteriormente.

Trabalharemos com a classe de polindmios ortogonais chamados de polindmios de
Gegenbauer com indice A = (d — 1) /2 (SZEGO, 1975, Segio 4.7). Os polinémios de Gegenbauer,

com indice A = (d — 1)/2 sdo definidos pela relacao

> 2)»+n 0
(1—=2rt+1%)~ ng WA Mo, rel-1,1], relo1).
Considerando ra )
+n
CHr) = 4

_— t
n!lC(2A) " ®),
valem as identidades (ERDELYI etal., 1981, p. 176),

—2)"T(A+n)['(2A +n)
n!T(A)T (24 +2n)

d _
C,);(l) _ (1—l2)1/2 lﬁ[(l_ﬁ)n—}—l 1/2]( (3.17)
d" ['(A+n)
ﬁ[ ()] = Q"W

Para todo n,r € N, aplicando a férmula (3.17), obtemos

1 _7\n n n 1 n
/_1Cr)lt<t>czt(t)(1_t2>l—1/2dt:( 2’1)‘1_1‘—(‘(2‘);;(2);—5_22&”; )/_lcrl(t):;? [(1_t2)n+l—1/2] dt

(3.18)

Seja
1 dn
o A4 [ 2vnta—1/2
I(n,r): /1Cr (0 [(1-7) |,

integrando por partes n vezes a integral acima, concluimos que /(n,r) é igual a

/ _CJL 1= 2yA1/2gy,

Z( 1) dt! Cr (t)dtn—i—l (1 _tz)n+/1—1/2] dt"

n—1 dl dnfifl
i=0

e, uma vez que,

(= dh g d ! 2\n+A—1/2 1
Y (—1)i S CH S (1= A2 | =0,
i=0 -1
concluimos que
bd" g 2\ntA—1/2
I(n,r):(—l)"/ L 1) (1 =212y,
1 dt"
Logo,
1 d”l _
/ C?L dtn )n—i—l l/Z]d _(_1)n/_l ﬁCf(t)(l—tz)”H 1/2dt
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e segue que

| - 2'T(A+n)(Q2A+n) 1 d"
P A-1)2 = _c*
/_ G (G () =)™t = = S oA+ 2m) /_1dt”C’

Se n = r, entdo a férmula (3.18) implica que

(£)(1 —2)™*=124¢(3.19)

Logn _ C(A+n) ! _
A _2yntA=1/2 _ on _ 2\nHA—1)2
/_1dt"C’ () (1—1) dt 2 ey /_1(1 %) dt

L(A+n)/al(n+A—1/2+1)
F(A) Tit+i—1/243/2)
L TO+mTntAt1/2)
= VT ) TaiAiin)

21’!

Além disso, como consequéncia das formulas de recorréncia de (ABRAMOWITZ; STEGUN,
1964, p. 256), temos que

[(z+1)=zI(z) e T(Z)T (z—|— %) =217%/a0(2z), z>0.

Dessa forma, temos

1 n
R
22"T(A +n)T (24 +n) 21-2(A+n) VT (24 +2n)
MCAT2A+2n) ¥ T+ A+1)
21722024 +n) T(A+n)

n!C(A))>  T+A+1)

Segue que

1 1-2A4 n
/l[c,%(t)]z(1—t2)’t—1/2dz - i!(l fl;)([zlft(z)]z) (3.20)

Se n > r, entdo a identidade (3.18) implica

di’l
ﬁc} (t)=0

€, portanto,

1 n
Z_ A (1 =212 — 0.
[ sechna-)

Se n < r, entdo escrevemos

1 )" , Al r
[ Ghockon -y Pa = ETELIEEAD [ il

e, pela equacdo (3.18), concluimos que

1 r
/ %cﬁ(t)u—zz)f”—‘/zdt:o,
-1
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uma vez que vale
d”

Assim, as identidades (3.19) e (3.20) garantem que
n#r

0,
[ CHOCH 00—V = { o ) 621)
71 o
n(A L) "

Isso prova a ortogonalidade de {C,)lL :n € N} em L*(I) e, consequentemente, de {P,{I :n €N}
Como ‘P;lP,fl (x) = P*(p-x), obtemos a ortogonalidade de {‘P;]P,% :n€ N} em L2(S4; p).

Com o objetivo de explorar propriedades relacionados aos coeficientes de Gegenbauer,
que serdo definidos em termos do sistema ortogonal completo anterior, e a caracterizar os
coeficientes das convolucdes, precisamos estabelecer alguns conceitos. A seguinte defini¢ao
pode ser encontrada em (TU, 2011, p. 66).

Definicao 3.3.1. Um grupo de Lie G é uma variedade C*, com uma estrutura de grupo, tal que
as seguintes operacdes
L:GxG—G, u(a,b)=ab

i:G—G, i(a)=a!

sdo infinitamente continuamente diferenciaveis.

Neste ponto, precisaremos da defini¢do de funcao esférica (HELGASON, 1962, p. 360).

No que segue, G € um grupo de Lie conexo e K é um subgrupo compacto.

Definicao 3.3.2. Seja f uma funcdo continua a valores complexos definida em G, ndo identica-

mente nula. Dizemos que f é uma funcao esférica se

/K Fleky)dk = F(x) £(y),

para todos x,y € G.

Sabe-se que SO, é um grupo de Lie conexo e compacto e SOZ 41 € um subgrupo

compacto, por ser fechado. Se f é uma funcio esférica, entdo

|, ferB)y= (@), puatodoa,p eSO (3.22)

d+1

Teorema 3.3.3. Seja n um ndmero inteiro nao negativo. Entao,
/ . Bl(x-yo)da=PF}(x-p)P(p-y), xyeS’,
S0d+l

4

em que do ¢ a medida de Haar normalizada de SO, ;.
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Demonstragdo. Observamos que S¢ = SO, | /SO, ou, equivalentemente, S¢ = SO, |/ S0§ e
uma vez que SOZ 41 =80,. Dado x € S?, considere o, € SO, tal que poy, = x. Assim, para
uma f : S? —3 R dada, obtemos

f:80441/805,., — R

SO, 00— f(pow).
De modo equivalente, definimos

1804 — R
o — f(pow),
de forma que f (o) = f(B o), paratodo B € SO . Assim, as fungdes em S? correspondem as
funcdes em SO, que sdo invariantes a esquerda sob a acdo de SOg ‘-

Como consequéncia da igualdade (3.22), concluimos que uma fung¢do esférica f € bi-
invariante sob SOZ +1- De fato, jd sabemos que f € invariante a esquerda e a invariancia a direita

segue do seguinte. Para todo o € SO, 1¢e B € SOZ 41> vale

paB-p=pa-pp ' =pa-p,

o que implica que paf = pa. Logo,

f(aB) = f(pap) = f(pat) = f(@), paratodo &t € SOq11 € B € SOg,

0 que prova que f € invariante a direita.

Escrevendo (3.22) em termos de f, obtemos

|, F(parB)ay=F(pe)(pP). paratodo a.p €SOy, (3.23)

d+1

Em (CARTAN, 1929, p. 225), é provado que {P*(p-pa): a € SO} é o conjunto das fungdes

esféricas em SOZ Y1 Assim, de (3.23), obtemos

/505+| P} (p-payB)dy=P(p-pa)P*(p-pB), paratodo o, B € SOy ;.
Equivalentemente,
/SOQ+1 P (pB~" - pay)dy =P} (p-pa)B} (pB~"-p), paratodo &, B € SOy 1.
Tomando pB~' =xe pa =y,
fog, P VT =B 9B eop),

para todo x,y € S, como querfamos. [
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Lema 3.3.4. Se f € C(S%) e u € M(S%; p), entdo

[rau= [ duw [ fleyde

d+1

Demonstragdo. Sejam f € C(S%) e u € M(S?; p), observamos que

(i) o +— [saRqfdu é uma fungdo continua de @ € SO,y e,

(i) paratodo o € SOY |, vale JsuRofdu = [sa fdu.

Com isso, temos

d :/ a’a/ d
| fdu - | fdu

d+1

_ / [ | fduda

d+1

= /sop /Rafd/,tdoc

d+1

- /d / Rofdady
S d+l

= / /so fxa)dadu(x).

d+1

Segue que

/Sdfu //SO (xat)dodp(x). (3.24)

d+1
Relembramos que SO§ 41 € compacto, uma vez que ¢ um subgrupo fechado de SOy, e,
pelo Teorema 2.3.5, o grupo SO"d7 41 possui uma medida de Haar a esquerda. Além disso, pela

Proposi¢do 2.3.8, sabemos que S 05 1 € unimodular e vale

/ Flra)da = / F)dx, feLl(s?) (3.25)
507, J
Se f € C(S%), entdo é claro que f € L'(S?). Portanto, as equagdes (3.24) e (3.25)
garantem a igualdade
fdu= [ au [ = feo)da.
Se Sd S0

d+1

]

Definicao 3.3.5. Seja n =0,1,2,..., definimos o n-ésimo coeficiente de Gegenbauer de
u e M(S% p) por
o= [, PH(p-x)du

e, para f € L! (Sd;p), definimos

fy = A X X)ax.
R WA,
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De (MORIMOTO, 1998, p. 28), sabemos que P2 (1) = 1 e [P} ()] < 1, para—1 <t < 1.
Logo, para toda u,v € M(S%;p) e f € L'(S%; p), vale

ful = | [P aueo)| < [ IBH-Dlalul)

< [ dlal) = (8 = ]

il = | [ A nrma

< [0l rolax
< [ r@ldr=|fl. new.

O seguite resultado estabelece o coeficiente de Gegenbauer de uma convolucao de

medidas zonais.

Teorema 3.3.6. Para u,v € M(S%; p),

—

(uxv),=0,V,, n=0,1,....
Demonstragcdo. Sabemos que

(V) = [ - 0dwev)) = [ [ B ydutavi.

Aplicando o Lema 3.3.4, obtemos

WV, = |, /S 0 [, PHeaydadv)

d+1

= /Sd/so A (xor-y)dodv(y)

d+1

= /sd/sd/so” P (xor-y)dodv(y)du(x),

d+1

uma vez que para y € S? fixado, P*(x-y) € L' (S%). Pelo Teorema 3.3.3,

—

W), = [, [ o0 o navedut
= [, [P p-3)ave)PH(p-x)du

_ A Ao
= [ Bp-ndu) [ PHp-nave)
= .an i\/na
o que finaliza a demonstragao. ]

Defini¢do 3.3.7. Para f € L'(S?), definimos

fa(x) = f=¥, 1P} (x /f A(x-y)dy, xeS? neN.
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Uma vez que {¥, P} : n € N} é denso em C(S%; p) (DUNKL, 1966, p. 254), usando o

Coroldrio 3.2.4 temos a boa definicio de f, e, para f € L' (S%), vale

> [(n+d—2 2n ~
f:n;()< . ><d_1+l>fn.

Proposicdo 3.3.8. Sejam f € L!(S9), u € M(S%; p) e n € N. Entio,

(f*“);(x) = .an];n(x)

(3.26)

Demonstragdo. Sejay € S, considere B € SO, tal que pB = y. Logo, do Teorema 3.2.3,

Py = [ em 0Py

= [ (emepi e ya)da
SO04+1

- / Rpof (2)PX(x-ya)du(z)da
S04y /S¢

= || Reaf@PH- pBadu(2)da
SO441 /S

-/ Fzo)PA (x pa)du(z)da.
S04y /$¢

Para quaisquer x,y € S%, existe uma rotagio 8 € SO, tal que x8 = y e y§ = x. Assim,

considere Y € SO, tal que zy = p e py = z € note que

(e @ = [ [ rpyoopi(eya)an @do
:/ f(po)PH(x-zo)dp(z)do
S04+1 /8¢

= [, S [Pz e

Além disso, vale

[ BHerzo0dn@) = [ P (pxa )P p-2)du(z) = Pl (x- pa).

Portanto,

(P @) = [ Fpa)uPl (v payda = fufi ).

850441

3.4 Operadores multiplicativos

Nesta secdo apresentamos a caracterizacdo para operadores multiplicativos que comutam

com rotacdes, dada em termos do conceito de convolu¢do com uma medida zonal.
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Definicdo 3.4.1. Seja T é uma transformacio linear definida em um subespaco de L' (S?) com
imagem sendo um subespaco de L' (S?). Dizemos que T é um operador multiplicativo se existir

uma sequéncia de nimeros complexos {t, :n=0,1,...} tal que

(TF)y (x) =tafu(x), n=0,1,....

A sequéncia {¢,} é chamada de sequéncia de multiplicadores de 7.

Uma importante classe de operadores multiplicativos € dada pela Proposi¢ao 3.3.8. Se
ue M(Sd;p), entdo
Tu(f)=fxp, feLU(S),
define um operador multiplicativo 7, : L' (S?) — L!(S?), com a sequéncia de multiplicadores

{1,}, a sequéncia dos coeficientes de Gegenbauer de . Na verdade, a aplicagdo f+— T, f = f* 1

define um operador multiplicativo limitado em L4(S9), 1 < g < o0, e em C(S%).

Observamos que, para todo & € SOy 1 e f € LY(S?), (Raf)y = Re (fu). Com efeito,
sejaa € SOy 1,

(Raf); ()= |

y FO)PF (x-yo ) dy = f(xa) = Ro fu(),

Rof(y)P}(x-y)dy = /

Sd

para toda f € L'(S?). Assim, um operador multiplicativo comuta com todas as rotacdes, uma

vez que

(RaT ), (x) = (Tf)y (x0) = tuRa.fu(x) = tn (Raf), (x) = (TRaf), (%),
para todo n e, entdo, Ry T f = TRy f.
Seja F um espago de Banach de fungdes em S¢, definimos

Bso,,,(F)={T € L(F):TRq =RoT,0t € SO411}.

Veremos que todos os elementos de Bso,,, (L' (S%)), Bso,,, (C(S?)), e aqueles de Bso, ,, (L*(S%))

que sdo operadores multiplicativos, sdo dados por convolu¢des com um elemento de M (Sd; D).

Teorema 3.4.2. Os espacos M(S% p) e Bso,,,(C(S?)) sdo isomorfos segundo a aplicacdo
p— Ty (Tuf = f* U, para toda f € C(S?)). Assim, cada elemento de Bso,,,(C(S?)) é um

operador multiplicativo.

Demonstragdo. Pela Proposicao 3.3.8 e pelo Teorema 3.2.3, temos que

(Tuf), @) =fufax), n=0.1,...., e [Tufllw<Ilulllfll.

respectivamente. Consequentemente, Ty, € Bso,,,(C(S9)) e || Ty < ||u||. E suficiente provar
que, para cada T € Bso,, ,(C(S?)), existe p € M(S%; p) talque T =Ty e ||| < || T.
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Sejam T € Bso,,,(C(S?)) e x € S¢, aaplicagdo f — T f(x) é um funcional linear limitado
em C(S?) e, pelo Teorema de Representagio de Riesz (Teorema 2.2.12), existe uma medida
m, € M(S%), com ||my| = ||T||, tal que

Tfx)= [, f()dmy).

Como T € Byso,,,(C(S?)), vale TRy = R T, para toda & € SOy 1. Logo, para toda f € C(S¢)

e x € §¢, obtemos que

TRf(¥) = [ Raf (0)dm () = [ FOIARG m ().

RaTf(0) = Tf(xe) = [ FO)dmia ().

isto €, R&lmx =myq.Parapt =myeac SOZ+], temos
Rou = Rgm), = Mpyg-1 = Np = WU,
o que mostra que i € M(S%; p). Além disso,
mpa = Ry 'my =Ry L = @palt,
para toda o € SO, 1. Consequentemente,
TF) = [ SOMpn0) = F2plx) = Tuf ()
e flull =TIl 0

As caracterizagOes a seguir sdo variagdes da apresentada anteriormente € podem ser
encontradas em (DUNKL, 1966, p. 259).

Teorema 3.4.3. Suponha que T’ € Bsg,, | (L™(S%)) é um operador multiplicativo. Entdo, T = Ty,
para algum u € M(S%; p).

Teorema 3.4.4. Existe um isomorfismo entre M(S% p) e Bso,,,(L'(S?)) dado por y + Ty,.

Entdo, cada elemento de Bso, ., (L'(S?)) é um operador multiplicativo.
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CAPITULO

ESTIMATIVAS PARA COEFICIENTES DE
FOURIER

Este capitulo tem por objetivo apresentar os resultados da referéncia (JORDAO; MENE-
GATTO, 2016). Estudaremos a taxa de decaimento de sequéncias de autovalores de operadores
integrais gerados por nucleos que satisfazem uma condi¢do de Holder generalizada. Essa no¢ao
de suavidade empregada como condic¢do, e inspirada por importantes exemplos, ¢ determinada
em termos de uma familia admissivel de operadores multiplicativos sobre o espaco de Hilbert de

funcdes esféricas e quadrado integravel.

Denotaremos o espaco dos harmonicos esféricos de grau k, parak =0,1,...,emd +1
varidveis por %ﬂdk e Tfj :=dim %". Consideraremos o produto interno usual de L?(S?) definido
por

(f.g)2 —/f gWdoy(x), frge LA(SY).

Escreveremos {Y; ;: j=1,2,..., ’L'd} para representar a base ortonormal de %k com respeito a

(-,-)2. A projegdo ortogonal de L?(S?) em J£f serd escrita como %. Temos

T4
=Y fk, )Y, k=0,1,...,

em que f denotard os coeficientes de Fourier de f, os quais sio computados pela férmula
k)= [ IO¥ 0o ), J=1.2.....5%

A relacao entre os harmonicos esféricos e os polindmios de Gengenbauer é dada pela
seguinte formula (MORIMOTO, 1998, Teorema 2.26),

Px-y) = ZY,W O (y), xyes?, 4.1)
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em que (MORIMOTO, 1998, p. 17)

o (Qk+d—1)(k+d—2)!

= k=0,1,.... 4.2
Td k‘(d-l)' ) 07 ) ( )

Relembrando a Definicao 3.3.7, a formula da Adi¢ao acima nos garante que

k
T4

i) = [ SR doas) = = ¥ Jk ¥ ), xS

d j=1

Logo, dada f € L'(S), a equacdo (3.26) implica a seguinte representacio de f em

expansdo em série de Fourier

;o §<k+d 2) (%H)fk

© U 1 (ktd—2\ [ 2k .
— Zz_k(+k )(d_+1)f(k,j)Yk7j

Uma estimativa bésica para os coeficientes de Fourier de funcdo quadrado integravel é

ilustrada pela classica identidade de Parseval.

Teorema 4.0.1. (STEIN; SHAKARCHI, 2003, p. 79) Seja f € L>(S%), temos que

=) Td

171z = Z Z\fkj

Teorema 4.0.2 (Hausdorff-Young (JORDAO; MENEGATTO, 2016)). Se f € L? (Sd ), entdo

1/q
2
Tk Q/

Y (k)02 Zlfkj <ol P flp se 1<p<2,
k=0

el/p+1/q=1.Para f € L'(S?), vale a desigualdade.
k 1/2
_ N 1/2
sup 4 ()72 | Y 1 (k)2 11l
ji

k>0

No capitulo anterior, apresentamos o conceito de operador multiplicativo por meio da
Definicdo 3.4.1, a qual é equivalente a dizer que um operador linear 7 em L?(S?) é chamado de

operador multiplicativo se existe uma sequéncia {n;} C C tal que
U(Tf)=mZ(f), feLP(ST), k=0,1,... (4.3)

A sequéncia {1} é chamada de sequéncia de multiplicadores de 7.



55

Teorema 4.0.3. Um operador multiplicativo em L?(S¢) ¢ limitado se, e somente se, sua sequéncia

de multiplicadores € limitada.

Demonstracdo. Seja T um operador multiplicativo e {7} sua sequéncia de multiplicadores.
Entdo, para toda f € L2(S%),

ol = ( /Sd|Tf<x>|2dcd<x>)l/2
_ ( /§ THWT (x)de(x)) "
= / (Z W& (f ) (an@ )de( )

) 1/2
- ( L r |nk|2%<f><x>mdod<x>) -

1/2

Se {ny} é limitada, existe L > 0 tal que |n;| < L, para todo k, e, portanto,

N 1/2
I7fl < L( /SdI;)%<f><x>%<f'><x>dod<x>)

() )
= ([, IrePdoitn) "

= Ll fll2,

provando que 7 é limitado.

Por outro lado, se T ¢é limitado, entdo existe S > 0 tal que |7 f|2 < S| f]|2, para toda
FeL*(SY).Como Tf=Y7 (% (Tf)=Xrom%/(f), obtemos que, para todo ¥ ;,

ITYijll2 = Z(Y,j)
2
= HleYk,j 2
1/2
= || (/Sd|Yk,j(x)|2de<x))
= Ml 1Y, ll2-
Portanto, |1;| < S, uma vez que ||Y; |2 = 1. Dessa forma, {7} ¢ limitada. O

Teorema 4.0.4. Seja T um operador multiplicativo de L?(S?) e {n;} sua sequéncia de multipli-
cadores. Entdo, T é autoadjunto se, e somente se, {n;} C R.
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Demonstracdo. Se T € autoadjunto, entdo, paratodok =0,1,...e j=1,..., 15, (TYk,j, Yk7_,->2 =
Yk j»TYx j)2. Observe que

(TYy j, Y j)2 = /TYk,j(y)Yk,j(y)de(y)

_ / (Zn, (Ve )( )) (i@z(Yk,j)()’))de(y)
i=0

= [, Y i) do0)
=0

= (/Sd ’YkJ()’)’szd(y))

= Nk

uma vez que Jsqa % ;(v)|*do,(y) = 1. De modo anélogo, podemos ver que (Y ;, TY; j)2 = Ti.
Logo, Ny = M, para todo k =0, 1,. .., 0 que nos permite concluir que {n;} C R.

Agora, note que

Tfg)r = [, TH0sH)dos(x)
= /S Zm%(f)(x)) g(x)doy(x)

= /Sd i ul" i f(kaj)Yk,j(x)) g(x)doy(x)

= [ |En X ([ st Yk,,-<x>] s(dou(x)

- /sd /Sd i Tk i FOVYe ()Y j(x)g(x)d o (y)doa(x).
k=0

j=1
Usando o Teorema de Fubini (Teorema 2.2.14),

Tfeh = |, /SdanZf e O)Ve (380403 (x)d 0 )

]:

= /Sd ZTI/«Z (/ g(X)Yy (x )de(x)> W} f(y)doa(y)

= /d i Nk Zd: 8(k, j)Yk,j()’)) f)doa(y)
ST \k=0 j=1

[e)

=/, znk_%g)(y)) F(5)dou(y).

k=0

Assim, se {1} C R, obtemos que

L (i A <y>> f0ped) = |, (i TEAn <y>) FO)do0)
84 \k=0 ST \k=0
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= /S Tg(v)f(v)dou(y)
= (f,Tg)s,

0 que mostra que 7" € auto-adjunto (Defini¢do 2.1.12). 0

4.1 Estimativas de somas do tipo Fourier

Teorema 4.1.1. Seja M um operador multiplicativo em L?(S¢) com a sequéncia de multiplicado-

res {Ny} correspondente. Se p € (1,2], entdo

q/271/4

)

2
Y ()02 11 | Y 17k )P <ol P |Mf~flp feL(S?),
k=0 j=1
em que g € o expoente conjugado de p. A desigualdade acima se torna uma igualdade no caso
p=2.Se p=1, entdo

1/2
—1/2

sup{ (T5) 72 m — 11| Y 1Fk, ) IMf— £l feL'(s?).
j=1

k>0

Demonstragdo. Fixando f € LP(S?) e tendo em mente que % é linear pois é projecio ortogonal,

temos que, parak € Z,

YMf—f) = Z%Mf)—Z(f)
= mZ(f) = Z(f)
= (Me—DZ(f).

Assim,
T 7
ZMf Pk, )Y = (M —1) Z (k, j)Yij, k€ Zy, (4.4)
pois
T
YU Mf—f)= ZMf )k, )Y
c
’L'k
(M= DZ(f) = (= 1) Y. fk, )Y
j=1

Uma vez que as somas definem fungdes polinomiais, podemos calcular a norma L? dos termos

de ambos os lados da igualdade (4.4). Assim,

¢ o
Y (Mf—f)k, )Yl = |[(m—1) Z kNl , k€Zy.
J=1 J=1

2 2
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Pela identidade de Parseval (Teorema 4.0.1),

Y (Mf =)k )2 == 1P Y 1f k)P keZy, 4.5)
Jj=1 j=1

isto é, parak € Z,

q/2 k q/2
Td

(T2 0P [ Y (Mf =k NP =@ =1 [ Y 1F kD] @)
J=1 j=1

Por Hausdorff-Young (Teorema 4.0.2), para 1 < p <2,

* q/2] /4
[es] d — _
Y (e5)@020 | Y |(Mf — f) (K, j)]? <@ PP \Mf—fll,, feLP(S).
k=0 j=1
Portanto, para 1 < p <2,
Y (2202 =119 | Y | £k, ) <P I Mf— £, FeLP(ST),

k=0 j=1

como queriamos.

Para a igualdade, no caso p = 2, € suficiente aplicar a identidade de Parseval na equacio
(4.6). De fato,

ok q/2 14 o q/2 1/q
[ d had d —_—
Y (i) F 02— 117 [ Y|k, ) = | Y () >0 N ((Mf = f) (k)P
k=0 j=1 k=0 j=1

e o lado direito da igualdade acima nada mais € do que

oV \Mf — fllo,  f e LASY).

Agora, vamos mostrar a desigualdade no caso p = 1. Da igualdade (4.5), temos que
1/2 1/2

(@)L = NP = ()P Z|fk] . keZ,.
j=1

Além disso, sabemos que

1/2
1/2

sup< (4) "2 | Y 1 (k. j))? £, feL(s).
j=1

k>0
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Portanto,
( Tk 1/2\
sup{ (24) 2| Y \f — )k NP ¢ <o PIMs— Sl fe LS.
k>0 j=1
Assim,
( 1/2\
sup ¢ (c5) /2 — erkj o, "PIMf—fli, feL'(s),
a \ y,
como queriamos. [

Agora, aplicaremos o teorema anterior para obter um resultado semelhante para nicleos

quadrados integraveis.

Consideramos K um ntcleo em L?(S? x §9) := L?>(S? x S, 6, x 6,;) com a expansio

harmonica esférica

(o]

Z ZakJY/w X)Y.j )’) X,y € s, 4.7)

em que {a ;} é uma sequéncia somdvel. Entdo, para toda fungao K”, y € S4, definida por

K'(x) =K(xy), xe8’,

temos
Blkj) = [ K >Yk,< X)do (3

-/, ZOZ 7pg0) | Ves0)dou()

= [ a0 PYi ) oy )

= ;¥ ;(y) (/Sd|Yk,j(x)|2de<x))a
logo,

K (k,j) = ar Yi;(), j=1,....%, kel

Consequentemente,

L Zuok] )2doy(y) / Zram i 0)Pdou()

_ Z\ak,| </ Vi, 0 2doy( ))

T
— Z |ak7j| , ke Z+. (48)
=
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Teorema 4.1.2. Seja M um operador multiplicativo em L”(S¢) com a sequéncia de multipli-
cadores {7y} correspondente. Se K é um niicleo com a expansdo harménica esférica (4.7),

entao

= 7
Y I 1P Y la = [ 1M06) — K doq ().
k=0 j=1

Demonstracdo. Do Teorema 4.1.1, para p =g =2,

oo ™ .
Y Ine— 112} [KV(k, j)]F = |[M(K) — K”||3.
k=0 j=1

Integrando ambos os lados da igualdade acima, temos

oo T
LY 1P Y Rk j)Pdout) = [ 1M~ K doy(s).
5 k=0 =1 s

Logo, usando a igualdade (4.8), obtemos que

oo T
L) =k Bdoyy) = ¥ ime—17 | [ 3 IRk ) Pdou(y)
k=0 j=1

o)

T
= Y m—12Y Ja
0 =

k=

o que finaliza a prova. [

A seguir, introduziremos uma condi¢ido de Holder anexada a uma sequéncia {M; : t €
(0,7)} de operadores multiplicativos em L?(S?) e utilizaremos o Teorema 4.1.2 no caso em que

o nucleo K satisfaz tal condicdo de Holder.

Defini¢do 4.1.3. Dizemos que o niicleo K € L*(S¢ x S¢) satisfaz a condigio de Holder segundo
a familia de operadores {M, : t € (0,7)} se existem B > 0e B € L*>(S?) tais que

1M (K”) — K| < B(y)tP. (4.9)

O niimero 3 é chamado de expoente de Holder de K com respeito a familia {M; : 1 € (0,7)}.

A seguir introduzimos o conceito de nicleo positivo definido em L? que utilizaremos a

partir daqui.
Definicao 4.1.4. Um nicleo com a expansao harmonica esférica (4.7) € positivo definido se

a; >0, j=1,...t8 keZ;.
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Seja K positivo definido, entdo

- 1/2
K1/2 X y Z Za / Yk,] ij(y>7 X’)’GSda

também define um elemento positivo definido de L2(S? x S?), para o qual, dados y,w € S%, vale

| KipenKiptendos) = | kizak,]yk, e 00 (0 | doa)

= i i“ijku W)Y () (/Sd|Yk,j(x)|2de(x))
= i Zd,ak,]ij w)Y Y, ()
= K(W,y)-

No que segue, utilizaremos a notagdo f(x) < g(x) se existir uma constante C tal que

f(x) <Cg(x).

Lema 4.1.5. Seja {M, :t € (0,7)} uma familia de operadores multiplicativos uniformemente
limitada em L?(S¢) com as sequéncias de multiplicadores {n} CR. Se K é um niicleo que
satisfaz a condi¢do de Holder com relacdo a familia de multiplicadores {M, : r € (0,7)} e

L?-positivo definido, entdo

L IM(8) ) = K ol3d0u(s) S BOYP. 1€ (0.7),

em que 3 é o expoente de Holder de K com respeito a {M; : ¢ € (0,7)}.

Demonstracdo. Suponha que K tenha as propriedades do enunciado. Se y € S¢ e t € (0,m),

entiao
MK}~ KB = [ 10K )~ K ) (0o (o)
= [ MR ) MK ) (90d0a () = [ MK ) (K] (900 ()
/Kl/z (K] ) (¥)d oy (x +/ K}, (K], (x)d 0 (x).
Parat € (0,7) e y € S?, denotemos
)= /S MK ) (MK ) (2)d 0y (x).

Seja f € L*(S9), lembre que M, f = Y7 o Z(Mi f) = Yo M. % (f). Assim, temos

It(y) = / (an@k ]/2 )(an J ]/2 )de()
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LE |n,z|2%<z<f/2><x>%<z<f/z><x>dcd<x>

= T [, 0] douto)

Para k =0,1,..., observamos que

Js

(K} )0 dout) = [ za Y00 () Zalekz Wia(x) | doy(

k
Zi

= Y layl 14,00 [, ) o)

j=1
Zi
= Y a %0,
=1
assim,
o0 T
2
=Y MY an Ve ()
k=0 j=1
Agora, observamos que

oo % oo
Y P Y a V00 = Y niP2(K) ()
=0 =l

k=0

- gni%mww

_ ,i P (M, (M, (K?))) (y)

= M(M(K”))(y),

de onde segue que [;(y) = M;(M;(K”))(y). Com isso concluimos que vale a identidade

MK ) MK ) ()d oy (x) = M (M (K)(v), 1 € (0,7), yest. (410

Procedendo de forma andloga a obtengdo da férmula (4.10), obtemos as seguintes

identidades
[ MK K] 0 doa() = MR ),

Kf/z(x)mdcd(x) =M, (K*)(y)

K} ,(0K] ,(0)doy(x) = K'(y), 1€ (0,7), yeS.

Segue destas consideragdes que, parat € (0,7) e y € S¢, vale

1M:(K7 ) = K7 |13 = My (Mo (K)) (v) — Mo (K”) (v) — My (K) () + K (3),
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logo,
1M (K )~ K3 3 = My (M, (K?) — K) () — (M (K”) — K) (). (4.11)

Uma vez que {n;} C R, M; é autoadjunto para todo 7 € (0, ). Além disso,
M,(1) =} mZ(1)=mng, t>0.
k=0

Dessa forma, para todo ¢ € (0, 7), vale

/Sd M, (M;(K”) = K*)(y)doa(y) = (Mi(Mi(K”') —K), 1),

{
(M (K”) — K, M,(1))2

=y [ M) =K OMouy).  @12)

Combinando a igualdade (4.12) com férmula (4.11), obtemos

LI ) =K Bdoa(s) = (ms=1) [ (4, (K) =) (3)doa ()

IN

11| [ 05~ ) ) )

< (Inol+ DIM(K”) = K71
Mas, ||M;(K”) — K”||1 < A||M;(K?) — K?||2, para algum A > 0. Assim,

[ IMKS ) - K aldoa) < Adimgl+ DI ()~ K

< A(Ingl+DB)P, 1€ (0,m).

Entretanto, como {M; : ¢t € (0,7)} é uma familia limitada, existe N > 0 tal que |n§| < N, para
todo 7 € (0, ). Portanto,

LI ) = K o) < AN+ DBOYE, 1 (0.m).
[

Teorema 4.1.6. Seja {M; :t € (0,7)} uma familia de operadores multiplicativos uniformemente
limitada em L?(S?) com as sequéncias de multiplicadores {1/} C R. Se K é um niicleo que
satisfaz a condi¢do de Holder com relagdo a familia de multiplicadores {M; : t € (0,7m)} e

Lz—positivo definido, entao

oo T
Z‘nli_uzzak,st(y)tﬁv tE(O,ﬂT),
k=0 j=1

em que 3 € o expoente de Holder de K com respeito a {M; : ¢t € (0,7)}.
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Demonstracdo. Do Lema 4.1.5, temos que

1Mk )~ K plBdou(s) SBOWP, 1 (0.7), (4.13)

Como Kj , € um nicleo da forma (4.7) positivo definido, pelo Teorema 4.1.2 temos que

/HMf 1/2 K1y/2||%dwd()’) = Z\nk—l|22|al/2

0 d
= Y Ini- 12 Y a;. (4.14)
k=0 j=1

Da desiguldade (4.13) e de equagdo (4.14), concluimos que

Z’|1‘]k—l|22’ak,]N t€(0,m).

4.2 Aplicacao a taxas de decaimento de autovalores

Neste momento, usaremos o Teorema 4.1.6 para extrair taxas de decaimento para a

sequéncia de autovalores dos operadores integrais positivos em L?(S?).

Definicfio 4.2.1. Um operador linear limitado .#" : L?>(S¢) — L*(S¢) da forma

H(f)= [ K(,9)fy)doa(y),

Sd

com f € L*(S?) e K € L*(S? x S§%), é chamado de operador integral. Chamaremos K de niicleo
gerador de .7 .

Observe que se o nicleo gerador K € positivo definido, entdo a; ; > 0 e

K<yax> = Zzak]ij Yk] )

(o] Td

= ZzadekJ )Y j(x)

= K(x,y). (4.15)
Dessa forma,
H (g = [, H(NWs)dos
= [, [ K@)s0)doi)s0dos )
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(y)doy(y)g(x)doy(x).

S4 Sd

Usando o Teorema de Fubini,

()doa)sdoix) = [ [ Kox)sdosf()dos)
= [, @O 6)do0)

Sd

= <f7‘%/(g)>27

S4 Sd

0 que mostra que se K é positivo definido, entdo %~ € autoadjunto.

Ademais,

HN S = [ H(NFEdosw
= /S [ K ()doa(0)x)doa(

= /Sd/gd izdakjyk,] ()Y ; ) | f()doa(y)f(x)doa(x)

k=0 j=1

_ /S ifiakjy,” ( / Yo 00 () doa(y ))Wdcd(x).

k=0 j=

Usando o fato de que [sa Y ;(v)f(y)dou(y) = f(k, j), encontramos
e = LY 2 i, ¥i(06) () T3]0 (1)

- izakffkj ( [RICTETE)

k=0 j=

sempre que f Z 0. Isso mostra que % € positivo sempre que K € positivo definido.

Uma vez que operadores integrais sao compactos, o Teorema 2.1.17 garante que um
operador integral .#" positivo tem, no maximo, enumeraveis autovalores os quais podem ser

colocados em ordem decrescente, isto €,
M) > (X)>...>0,

com as multiplicidades incluidas.
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Se usarmos a expansao (4.7) para o nucleo gerador K de um operador integral %~ positivo,

entdo podemos ver que

H (W) = [ K9 0)doa0)

(o)

_ /S Y Y apatoa(Vpg0) | Yioj(r)dou(y)

p=0g=1

= /Sd ay, ¥, j

= gt ([, Mo,

Yej(v)[*doy(y)

ou seja,
%(ka'):akdyk’j, j=17...,1’§, keZ,.

Observe que {ay ;:j=1,..., Tg, k=0,1,...} é o conjunto de autovalores de .#". Assumimos
que, para cada k, valha
ak71 Zak’zz Zakd;. (416)

Da teoria bésica de harmonicos esféricos (MORIMOTO, 1998, p. 17), sabemos que

k
k . (2k+d—1)(k+d-2)!
=Y T = A1 , keZy. 4.17)
j=0 : !
Logo, para k € Z .,
A/1’-54»1 (%> - 2’Z};’:o T£ (%) = A’14”!70}‘I‘...‘I»‘l,'allc (%) = ak71§7 (418)

uma vez que Tg =1.
A seguir, escreveremos f(x) < g(x) se f(x) S g(x) e g(x) < f(x).

Definicao 4.2.2. Dizemos que uma familia de operadores multiplicativos {7; };~o é o-admissivel

se, para a > 0, temos que
Ine — 1] < (min{ke, 1})*, >0, k€eZy,
em que {7, } sdo os multiplicadores associados a {; };~0.

Lema 4.2.3. Seja {a;} uma sequéncia ndo crescente de termos positivos tal que

Entdo, existe ny € N tal que
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Demonstragcdo. Observe que

2naz, <2(ap+ - +ay—1) §22ak. (4.19)
k=n
Além disso, uma vez que a série converge temos que a, — 0, quando n — . Dessa forma,

para ng suficientemente grande, obtemos que
a, <2ay,, n>np. (4.20)

Das desigualdades (4.19) e (4.20), temos o que queriamos. ]

No préximo resultado, a férmula de Stirling serd aplicada. A férmula pode ser encontrada
em (JEFFREY; DAI, 2008, p. 233),

n
n! ~ 27 <E> . quando 1 — . 4.21)
e

A notagdo acima, f(x) ~ g(x), significa que f e g sdo assintoticamente equivalentes quando
X — oo, iSto €,

fx)

——— — 1, quando x — oo.
8(x)

Teorema 4.2.4. Seja {M, :t € (0, )} uma familia de operadores multiplicativos uniformemente
limitada em L*(S?) com as sequéncias de multiplicadores {1} C R. Seja .# um operador
integral gerado por um niicleo K, satisfazendo a condi¢do de Holder segundo a familia {M; :
t € (0,7)} e positivo definido em L. Se {M, : t € (0,7)} é a-admissivel, entio A,(#) =
O(n~'=B/), quando n — oo, em que B é o expoente de Holder de K com respeito a familia
{M;:te(0,m)}.

Demonstracdo. Como {M; :t € (0,7)} é o-admissivel,
e — 1| < (min{kz, 1})*, 1€ (0,7), k€Zy.
Em outras palavras, existem C,C; > 0 tais que

Ci(min{kt,1})* < |ni — 1| < Cy(min{kzs,1})*, t€(0,7), k€Z..

Logo, para k > n,

" = 1] 2 €y (min{k/n, 1})* = Cy

e, assim,
w T

oo Ts
I *
Y Ya; <Y -1PY a,, neZ’. (4.22)

k=n j=1 k=n j=1



68 Capitulo 4. Estimativas para coeficientes de Fourier

Do Teorema 4.1.6,
1 1 Ts
Zm /n 1|22a,w<2m "1PY a; SByn P, nezi. (4.23)
=1

Aplicando as desigualdades (4.22) e (4.23), obtemos

[}

%
Y ) a, <B(yn P, ne AR
f=n j=1

De (4.16), temos que a; ; > a, o> para j=1,..., TC’;. Portanto, paran € Z*,
] Td ] Td
Z Zak} Z Zakrd Zakrd Z 1= Zfd"mk > T4 Zamk
=n j=1 =n
e, entao,

o Z iy o <BO)n P, ne AR
=

Assim, da féormula de Stirling (4.21) e da equagdo (4.17), temos

n+d-— 2) (n+d-2)

e

(2n+d—1)\/2n(n+d—2) (

m(f)"(d—m

e
2n+d—1)(n+d—2)"*td=3/2)
eld=2)y(n+1/2) (d— 1>!
(2n4+d—1)(n+d —2)n+d=3/2)
e(d=2)y(n+d—3/2),(—d+2) (d _ 1)! ’

Dessa forma, concluimos que

2neld=2) 2pd-1
eld=2),(2—d) (d—1)! - (d— 1)!‘

n

Td’\’

Usando a equivaléncia acima, existe n; € N tal que

Z g <BOy)n P p>oay.
k_

Do Lema 4.2.3, obtemos que existe no € N tal que nay, ¢ Sy o> Sempre que n > ny.
Portanto,

B+d B+d—1
n’"a, T‘r;fin ];akvfff’ n > ny,
=n

e, lembrando da igualdade (4.18), concluimos que

ﬁer)L (%/) _ nﬁ+dan,r:;

d+1
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< B(y), n>n,

em que 71 =max{no,n; }. Dessa forma, Az (%) = O(n~P~4), quando n — 0. Como Ty < nd,
temos que A, ¢(#) = O(n"P~¢), quando n — . Logo,

An(%) — A’(nl/d)d(t%/) = O(n(l/d)(_ﬁ_d)) — O(n—l—ﬁ/d),

quando n — oo, O

4.3 Exemplos: convolucoes com medidas zonais
Esta secdo tem como objetivo considerar alguns exemplos concretos e € baseada em
(JORDAO; MENEGATTO, 2016; JORDAO; MENEGATTO, 2019).

Sabe-se que L*(S9) = @7_,.7f e que a projegdo ortogonal de L*(S?) sobre 57 é dada
pela férmula

k
T d—1)/2
%N =t | BT 0)do,), FelXE!), xes,
em que Pk(d_l)/ 2¢0 polindmio de Gegenbauer de grau k associado a dimensdo d e normalizado,

de modo que Pk(dfl)/z(l) =1

A acdo das projecdes sobre as convolucdes é dada por
U(f>)(x) = wZ(f)x), feL*S), weMESp),

em que

1 _
=) =— [ BV R(pyap(y), k=0,1,....
Wy Jsd

Exemplo 4.3.1 (Operador shift). O operador shift usual é definido pela férmula

@) = [ fO)do(y). xeS!, felXSY, 1e(0.q),
Ry(t) Jre

em que do,(y) é o volume de R := {y € S? : x-y = cost} e Ry(t) = wy_1(sint)?~! é o volume

total. Este operador pode ser escrito como a seguinte convolucao

Si(f)=f*m, t€(0.m), feLX(S,
em que {1 :t € (0,7)} C M(S?; p) satisfaz

() =PV (cost), k=0,1,....

Como
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a sequéncia de multiplicadores de S; é dada por

Pk(d_l)/z(cost)

ni=w, keZy, te(0,m).

B (1)
Em (BELINSKY; DAI; DITZIAN, 2003, Lema 2.4), é provado que

(d—1)/2
0< k> <1-— B (cos?)

kT <k, O<ke<m, 1e(0,m/2],
Pk(dfl)/z(l)

e que, para todo T > 0,

Pk(d_l)/z(cost)

<a<l, k>t>0, te(0,m/2],
R

em que c| e ¢ sao constantes positivas que dependem de d e o € uma constante que depende de

d e 7. Consequentemente,

Pk(dfl)/z(cost)

1- = (min{1,kt})?, keZ,, tc(0,m).

Pk(d—l)/Z(l)

A desigualdade
ISl < Nfl2s fEL2SY), 1€ (0.m),

nos mostra que {S; : # € (0,7)} é uniformemente limitada por 1.

Exemplo 4.3.2 (Médias em calotas). O operador média na calota C¥ = {y € S? : x-y > cost}
de S é o operador A; dado por

(Arf)(x)

1 d
=G0 Cff(w)dcd(w), xeS?, te(0,m),

em que Cy(t) é o volume total da calota C;. E provado em (JORDAO; MENEGATTO, 2016,
p- 279) que
Af) = fepz, t€(Om), feLX(S),
em que
Lo =C;l()ay, te(0,m),
diiz (x) = Z(p,x)doy(x), t€(0,x), xeS,

Wy, se cost<x-y<|1

%(xay) = {

0, caso contrario.

Em (BERENS; BUTZER; PAWELKE, 1968, p. 207), vemos que sequéncia de multipli-

cadores de A; é

041 b od-1)/2 de1
Pr=—— (/ P, (cosh)(sinh)* 'dh |, ke€Zy, te(0,m).
PR C ) \Jo
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Assim,
Wy— ]Clk 2 d—1 Wy 1C2k2 2 d—1
0 /h (sinh)*"'dh ) <1—p} < 0 /h (sinh)“~"dh keZy,
d

em que c| € ¢y sao constantes positivas que dependem de d. Depois de estimarmos a fun¢ao

seno, esta dupla desigualdade assume a forma

Wy 1cn2 T2 g enrdt?

Rnid+ 200 P drc)

keZ,.

Por outro lado,

o o) d—1
21<E) 11 < Cyt) < wg 11!, 1€(0,7),

de modo que
() <1—pl <ch(tk)? O<kt<m, t€(0,m/2],

para constantes positivas ¢} and 5. Podemos provar que, para todo 7 > 0,
0<p;<cg t>71/k,
com c; < 1 dependendo de d e 7. Assim,
1—pl =< (min{l,kt})?, k€Zy, t€(0,m).
Finalmente, a desigualdade
IMiflly < fll2 fEL2SY), 1e(0m),
fornece a limitagdo uniforme da familia {M, : t € (0,7)}.

Exemplo 4.3.3 (Médias do tipo Steklov). A média do tipo Steklov ¢ dada por

1 T Cy(s)
Dd(t) 0 Rd(S)As<f)(x)ds’ re (07 75); X € Sd,

no qual a constante de normalizagdo D,(t) é escolhida de modo que E;(1) = 1. Temos que

E(f)(x) =

E(f)=f*uy, te(0,m), feL*s?),

em que
Wy, =Dy (t)iy;, t€(0,7),
dity,(x) = #;(p-x)doy(x), te(0,m), xeS?

|
/—ffs(x,y)ds, se cost <x-y<l1

Hi(x,y) = 0 Ra(s)

0, caso contrario,

com Z; sendo o nicleo descrito no exemplo anterior.
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Além disso, de modo andlogo aos exemplos anteriores, podemos ver que
1— ¢} < (min{1,kt})>, k€Z,, tec(0,x),

em que { ¢} ¢ a familia de multiplicadores associada a {E; : t € (0,7)} e dada por

1 (1Cals)p;
P — kds, keZ,, te(0,m).
%Dy b Rats) KT 1O
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