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RESUMO

PISSOLATO, J. V. Singularidades de aplicacoes, classes caracteristicas e polinémios de
Thom. 2021. 126 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2021.

O estudo de classes caracteristicas de variedades singulares é um tema atual e que tem sido
amplamente utilizado em varias dreas da ci€ncia. O objetivo deste projeto € estudar classes
de Schwartz-MacPherson pelo viés da teoria de singularidades cldssica. A abordagem central
do projeto € a utilizagdo dos polindmios de Thom, o que propiciard um conjunto de ferramen-
tas apropriado para o desenvolvimento de questdes que generalizam problemas enumerativos

classicos em teoria de singularidades.

Palavras-chave: Singularidades de aplicagdes, Classes caracteristicas, Polindmios de Thom.






ABSTRACT

PISSOLATO, J. V. Singularities of maps, characteristic classes and Thom polynomials. 2021.
126 p. Dissertacdo (Mestrado em Cié€ncias — Matemadtica) — Instituto de Ci€ncias Matemdticas e
de Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

The study of characteristic classes of singular varieties is a current theme and has been widely
used in various areas of science. The purpose of this project is to study Schwartz-MacPherson
classes through the means of the classical singularity theory. The central approach of the
project is the use of Thom polynomials, which will provide an appropriate set of tools for the

development of issues that generalize classical enumerative problems in singularity theory.

Keywords: Singularities of maps, Characteristic classes, Thom polynomials.
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INTRODUCAO

Na geometria algébrica classica, assim como em teoria de singularidades, propriedades
numéricas de variedades algébricas projetivas complexas foram extensivamente estudadas por
meio da enumeracdo de ponto singulares de aplicacdes algébricas naturalmente associadas, por
exemplo, o grau de locus de ramificacdo, variedade polar, pontos multiplos, inflexdes, e assim

por diante.

Em (OHMOTO, 2016) € introduzido uma abordagem unificada moderna para tais proble-
mas enumerativos com a teoria de polindmios de Thom (com base na classificagdo das mono
e multi-singularidades de aplicacdes). Neste projeto investigaremos um novo ramo da teoria,
em que substitui-se a contagem de pontos singulares pela contagem das caracteristicas de Euler
(ponderadas). Essa teoria nos conduz a uma série de generalizagdes de férmulas enumerativas

classicas.

Um exemplo simples € a formula de Riemann-Hurwitz: Seja f : M — N uma aplicagao
holomorfa sobrejetora entre curvas complexas e compactas. Para cada ponto de M a multiplici-
dade pu = u(f) é atribuida para que o germe de f no ponto seja escrito como z — z4H1 4. ..
A férmula cléssica diz que o nimero de pontos criticos, tendo em conta as multiplicidades ,
medem a diferencga entre as caracteristicas de Euler topoldgicas ¥ de M e N, que estd escrito de

forma ligeiramente moderna da seguinte maneira:

| u(r)dx = deg f-2(0) = x(N)
= e1(TN) ~ £.(M) — er(TM) ~ [M]
= ¢|(f'TN—TM) ~ [M).

Aqui aparecem os principais objetos de estudo: c; representa a classe de Chern de
fibrados vetoriais e [—] € o ciclo fundamental da teoria de intersegdo cléssica; [,, € a integral das
fungdes construtiveis e tp(Ay) = ¢ (f*"TN — TM) é o polindmio de Thom mais simples para

Aj-singularidades de aplica¢des equidimensionais.

O conceito de classes caracteristicas para variedades diferencidveis foi introduzido em
1935 independentemente, por Stiefel, e por H. Whitney. Em seu artigo (CHERN, 1946), Chern
deu vérias definicdes equivalentes para classes caracteristicas sobre variedades hermitianas, a
partir de entdo chamadas classes de Chern. Uma referéncia para o estudo de classes caracteristicas
de variedades regulares ¢ (MILNOR; STASHEFF, 1974).

As classes de Chern, no caso complexo, e as de Stiefel-Whitney, no caso real, generalizam

a no¢ao da caracteristica de Euler-Poincaré. Elas foram primeiramente definidas como obstru¢do
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para constru¢do de campos de k-referenciais tangentes a uma variedade suave, tanto no caso

complexo quanto no caso real.

Conforme observado em (OHMOTO, 2016), dada uma singularidade estavel do tipo
n de germes de aplica¢des de C" em C", o polindmio de Thom 7p(n) &, por defini¢do, um
polindmio universal em classes de Chern quocientes ¢;(f) = ¢;(f*TN — TM) que expressa a

classe fundamental do fecho de
N(f) ={xe M| o germe de f em x é do tipo N},

para quaisquer aplicacdes estaveis f : M — N. Mais precisamente,

Dual([n(f)]) = tp(n)(c(f))-

A extensdo do conceito de classes caracteristicas para variedades singulares depende de

uma generalizacdo adequada para o conceito de fibrado tangente.

Deligne e Grothendieck conjecturaram a existéncia de classes caracteristicas (em homo-
logia) de variedades algébricas possivelmente singulares, que sdo duais a classe total de Chern
no caso suave, obtendo assim uma extensao para a classe de Chern. Esta conjectura foi provada
por MacPherson em (MACPHERSON, 1974).

Alguns anos antes do artigo de MacPherson, Marie-Hélene Schwartz construiu, por outros
métodos, classes em cohomologia relativa, e que posteriormente foi provado em (BRASSELET,;
SCHWARTZ, 1981) que estas classes coincidem com as classes construidas por MacPherson via

o isomorfismo de Alexander.
Esta dissertacao esta estruturada da seguinte forma:

No capitulo 1 fazemos uma breve recorda¢ao dos conceitos de feixes de grupo e de
anéis para, em seguida, definir esquemas afins e esquemas mais gerais. Estes objetos geométri-
cos poderdo substituir as variedades suaves quando estivermos no contexto singular. Também

relembramos as defini¢des de <7 e . equivaléncias para falarmos de germes de aplicacdes.

No capitulo 2 € dedicado ao estudo dos grupos de homologias e cohomologias neces-
sarios para desenvolvermos o trabalho. As classes de Chern estdo no grupo de cohomologia
singular, enquanto que as classes de Chern-Schwartz-Macpherson (CSM) e de Segre-Schwartz-
Macpherson (SSM) estdo no grupo de homologia de Borel-Moore, € estas classes sao necessdrias

para definirmos o polindmio de Thom.

No capitulo 3 fazemos um estudo do grupo de Chow associado a uma variedade algébri-
cas, onde também € possivel definir classes de Chern, servindo como um substituto aos grupos

de homologia no contexto singular.

No capitulo 4 abordamos classes caracteristicas. A primeira apresentada sao as classes

de Chern associadas aos fibrados vetoriais, assim, podemos definir uma classe de Chern de uma
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variedade suave como a classe de Chern do seu fibrado tangente. No contexto singular, ndo existe
o conceito de fibrado tangente, assim, vérias alternativas surgiram ao longo dos tempos. Neste

capitulo apresentamos duas delas, as classes de CSM e SSM.

Por fim, no capitulo 5 estudamos o polindmio de Thom associado a um tipo de % -
singularidade e também calculamos alguns exemplos utilizando o chamado “método da restri¢ao”,
introduzido por R. Riményi. Também falamos um pouco sobre o polindmio de Thom superior,
que € uma série de poténcias em classes de Chern que descreve a classe de SSM. Ainda fazemos

um breve estudo para .o/ -singularidades.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo recordamos os elementos bdsicos para o desenvolvimento do nosso
estudo sobre classes caracteristicas e polindbmios de Thom. As demonstragdes dos resultados
apresentados neste capitulo sdo, em sua maioria, apenas referenciadas, devido a natureza e
objetivo do mesmo. As demonstracdes que aparecem neste capitulo foram incluidas porque
auxiliam no desenvolvimento do trabalho, ou ndo foram encontradas referéncias. A principal
referéncia para este capitulo ¢ (HARTSHORNE, 1977).

1.1 Feixes

Definicao 1.1. Seja X um espago topoldgico. Um pré-feixe .7 de grupos abelianos em X consiste
do seguinte:

1. Para cada aberto U de X, existe um grupo abeliano associado, denotado por % (U),

chamado de sec@o de .7, que pode ser denotado por I'(U, .7 ).

2. Para cada par de abertos U e V tais que V C U, existe um homomorfismo de grupos
puv:Z(U)— F(V), chamado de mapa restricdo, e denotamos por s|,, o elemento

puv(s), paras € . (U).

Vv

e que sdo satisfeitas as seguintes condicoes:
1. Z#(0)={0}
2. pyu:F(U)— F(U) é aaplicagdo identidade

3.Se U, V e W sdo trés abertos tais que W C V C U, entdo

Puw =pPvwopPuy.
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Definicao 1.2. Seja X um espaco topoldgico. Um feixe .% de grupos abelianos é um pré-feixe

que satisfaz as seguintes condi¢des adicionais:

4. Para todo aberto U e para toda cobertura {V;},c; de U por abertos, se s € .%(U) é um

elemento tal que S‘VA =0, paratodo i € I, entdo s = 0.

5. Para todo aberto U e toda cobertura {V;};c; de U por abertos, se para cada i € I, tomarmos

um elemento s; € .#(V;) tal que s; entdo existe um s € .% (U) tal que

’V,-mvj = SJ"V,-mvj’

s\, = si, paratodo i € I.

Vi

Observacio 1.3. De forma andloga definimos pré-feixes (feixes) de anéis, impondo que .% (U)

seja anel e os mapas restri¢do sejam homomorfismos de anéis.

Definicao 1.4. Seja . um feixe de anéis sobre um espago topoldgico X. Dizemos que um
feixe de anéis ¢ é um sub-feixe de .% se para todo aberto U de X tem-se 4 (U) C % (U), e as

aplicagoes restri¢des de ¢ sdo as restri¢oes das aplicagdes restrigdes de .7 .

Um feixe de ideais .# de um feixe de anéis .# sobre um espago topoldgico X € um
sub-feixe de .# tal que .# (U) € um ideal de .% (U ), para todo aberto U de X.

Observacao 1.5. Seja .# um feixe de grupos abelianos em um espaco topoldgico X. Entao o

elemento s € .7 (U) que satisfaz a condi¢@o (5) da defini¢éo € tnico.

Exemplo 1.6. Considere o espago topolégico C" com a topologia usual. Definimos o feixe O¢cn
dado por
Ocn(U)={f:U — C| f éholomorfa}, para todo U aberto de X.

Considere py v a restri¢do usual de aplicacdes. Verifiquemos que O¢» é um feixe de anéis em
Cn.

1. Definimos a operagdo de adi¢do e multiplicagdo da forma usual. Segue da analise complexa
que adi¢@o de fungdes holomorfas sdo holomorfas, assim, essa operacao estd bem definida.
Os axiomas de anel para O¢n(U) segue do fato que C é um anel e que a operac@o das
funcdes sdo feitas ponto a ponto. O elemento neutro € a funcio constante igual a 0 e o

elemento identidade € a fun¢do constante igual a 1.

2. Considerando as restri¢oes usuais de aplicagdes, temos que satisfazem as demais condicdes

de pré-feixe.

3. Agora vamos verificar as condi¢des adicionais para feixe. Sejam U aberto de C" e {V;}cs

uma cobertura de U por abertos.

a) Seja f € Ocn(U) tal que f‘v =0, para todo i € I, e mostremos que f = 0. Tome
x e U.Como U C Ui Vi, entdo existe i € [ tal que x € V;. Como f‘v =0, segue que
f(x) = 0. Portanto, f = 0.
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b) Sejam f; € Ocn(U) tais que fi’vmv- = fj}v-mv-' Defina f : U — C dada por f(x) =
t J i J
fi(x), se x € V;. Entdo f estd bem definida, pois dado x € U, se x € V; e x € V;, como
fi|V,»mVj = fJ"V,-mVj’ temos fj(x) = fj(x). Agora segue de como f foi definida que
f‘v- = fi, paratodoi € I.

Portanto, O¢c» € um feixe de grupos abelianos em C".

Observacao 1.7. Vamos agora fazer uma construcio. Seja P um ponto de X. Considere pares da
forma (U, s), onde U é um aberto de X que contém P e s € .% (U). Sobre o conjunto dos pares

do tipo (U, s), defina a relagdo “~” dada por

(U,s) ~ (V,t) & IW CUNV aberto, P € W, tal que s|,, =1/,

que é uma relagdo de equivaléncia. As classes de equivaléncia sdo denotadas por [U, s]p.

Definiciio 1.8. A classe [U,s]p é chamado de germe de .# no ponto P. O conjunto de todos os

germes de .% em P, denotado por .%p, é chamado de stalk de .7 em P.

Observacao 1.9. Pode-se obter a mesma construc¢ao fazendo o limite direto dos grupos .% (U),

para todo aberto U contendo P, via 0os mapas restri¢ao p.

Observacao 1.10. Se .# é um feixe de grupos abelianos e P € X, entdo podemos munir o
stalk .#p com uma estrutura de grupos abelianos da seguinte forma: Dados [U, s|p e [V,¢]p dois

elementos em .#p, definimos a operagao

[U,slp+[V,t]p:= [UNV,pyunv(s) +pvunv(t)]p.

O elemento neutro é [X,0]p (que é igual a [U,0]p para todo aberto U), e o elemento oposto de
[U,slp é [U,—s]. Além disso, se .# for um feixe de anéis, podemos definir a multiplicagdo de
forma andloga

[U,slp-[V,tlp = [UNV,puunv(s) - pvunv(t)]p,
onde o elemento neutro é [X, 1]p. Estas opera¢des estdo bem definidas e tornam .%p um grupo

(respectivamente, um anel).

Exemplo 1.11. O stalk do feixe O¢» em P € denotado por Oc» p. Do modo que foi construido,
Ocn p pode ser visto como o conjunto dos germes de fungdes holomorfas em P (no sentido de

duas fun¢des serem equivalentes se elas coincidem em uma vizinhanca de P).

Definicao 1.12. Sejam X um espaco topoldgico e .% um feixe de anéis em X. O suporte de .7,
denotado por supp(F ), é definido como o conjunto dos pontos P € X tais que o stalk de .# em
P nao € o anel nulo, isto é,

supp(F)={PeX | Zp#0}.
Dado s € .% (X ), definimos o suporte de s, denotado por supp(s), como o conjunto dos pontos

P € X tais que o stalk de s em P ndo € o elemento nulo do anel .Z%p, isto é,

supp(s) ={P € X | [X,s]p # [X,0]p}.
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Observacao 1.13. Dado s € .%(X), o suporte de s é um subconjunto fechado de X. De fato,
dado P € X \ supp(s), temos que [X,s]p = [X,0]p, logo, existe um aberto U de X, com P € U,
tal que S‘U = 0. Assim, U C X \ supp(s), provando que supp(s) é fechado.

Assim, concluimos que o suporte de um feixe de anéis .# € um subconjunto fechado de

X. Basta observar que

supp(F) = {PeX|Fp#0}
= {PeX|[X,1]p#[X,0]p}
= supp(1),

e como visto, supp(1) é fechado. Portanto, supp(.%#) é um subconjunto fechado de X.

Definicao 1.14. Sejam .# e ¢ pré-feixes em um espaco topoldgico X. Um morfismo de pré-
feixes ¢ : .7 — ¢ consiste de um homomorfismo de grupos @(U) : % (U) — 4 (U), para cada
aberto U de X, e se U e V sdo dois abertos de X tais que V C U, entdo o seguinte diagrama

7w 2 g w)

lpU,V lp[,] Vv

701 Y, g

é comutativo, onde p e p’ sdo mapas restricdo de .Z e ¢, respectivamente. Se .# e ¢ sio feixes,
dizemos que ¢ ¢ um morfismo de feixes. Dizemos que ¢ é um isomorfismo se ¢ é um morfismo

e possui uma inversa que também ¢ um morfismo, isto €, existe um morfismo y : 4 — ¥ tal que

Yoo =idg

QoY =idy.

Observacao 1.15. A composicdo Yo ¢ : . F —  de dois morfismos ¢ : ¥ -G ey :9 —

€ um morfismo, que é dado por

(yo@)(U) =w(U)oopU),

que é um homomorfismo, e denotando por p, p’ e p” as aplicagdes de restricdo de .7, 4 e A,

respectivamente, temos o diagrama

F(U)
puy lpby lpl/},v )
Fv) 2% gy XY e
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onde V C U sao abertos dados e os quadrados comutam, logo, vale

poyve(wop)U) = pyyo(y(U)oep(U))
= (ppyov(U))ooU)
= (y(V)opyy)oo(U)
= y(V)o (PUVO‘P( ) -
= y(V)o(e(V)opuy)
= (y(V)oo(V))opuyy
= (yoo)(V)opuy

Portanto, y o ¢ é um morfismo.

Além disso, o morfismo identidade na defini¢ao acima é id # : % — %, que é dado por

ldy(U) = id{g:(U).

Observacao 1.16. Seja ¢ : .# — ¢ um morfismo de feixes. Entdo ¢ é um isomorfismo se, e
somente se, para cada aberto U de X, ¢(U) : .7 (U) — ¢4 (U) € um isomorfismo. De fato, se ¢ é

um isomorfismo de feixes, entdo existe um morfismo de feixes y : 4 — .Z tal que

Voo =idy

oy =idy,

logo, para todo aberto U de X, valem

(yoo)(U)=idz(U)

e

(poy)(U) =idy(U),
ou seja,

y(U)oo(U) =idg )
e

eU)oy(U) =idy ).
Portanto, ¢(U) é um isomorfismo.

Reciprocamente, se ¢(U) é um isomorfismo, para todo U, podemos definir y : 4 — %

dada por
y(U)=o(U)™,
que ¢ homomorfismo, e o diagrama
) XY zw)
lpij pPu.v
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comuta, uma vez que

F(U) o(U)

9U)
puy PUY
o~ (V)
FV) —= 9(V)
comuta, entao

o(V)opyy =pyyoeU),

I3 esquerda e com @(U)~! a direita, obtemos

logo, compondo com ¢ (V)™
puyopU) ' =o(V) opyy,
isto &,
puyoy(U)=y(V)oppyy.

Entdo v € um morfismo, e vale

c
y(U)ooU) =) 'opU)=idzq),
isto €,
Yo =idg
c
poy =idy.

Portanto, y = (p’l, logo, ¢ é isomorfismo de feixes.

Observacao 1.17. Seja ¢ : .% — ¢ um morfismo de feixes. Fixe um ponto P € X. Podemos
definir um homomorfismo nos stalks @p : .%p — ¥p da seguinte forma: Dada uma classe [U, s|p €
Fp, definimos

ep([U;s]p) = [U,@(U)(s)]p,

que estd bem definida e ¢ um homomorfismo de anéis.

Observacao 1.18. O stalk de um morfismo é um funtor covariante, isto é, se ¢ : ¥ — % e
Vv : Y — J sdo dois morfismos e P € X, entdo

(yo@)p=ypogp.

O seguinte resultado nos d4 uma condicao necessdria e suficiente para um morfismo de
feixes ser um isomorfismo. Sua demonstracdo pode ser vista em (HARTSHORNE, 1977, p.63,
Proposition 1.1).

Teorema 1.19. Sejam .# e ¢ dois feixes sobre X e ¢ : .% — ¢ um morfismo de feixes. Entdo ¢

¢ um isomorfismo de feixes se, e somente se, Qp : . Fp — ¥p é um isomorfismo, para todo P € X.



1.1. Feixes 27

Definicao 1.20. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma funcao continua. Dado um
feixe .# em X, definimos o feixe imagem direta de .%, que é um feixe em Y, denotado por
f«.Z, que a cada aberto V de Y associa o conjunto (f,.7)(V) :=.Z(f~1(V)).

Definicdo 1.21. Seja.Z um pré-feixe sobre um espaco topolégico X. Um feixe . T € dito uma
feixeficacao de .7 (que também pode ser chamado de feixe associado a .# ou feixificacio de
F) se existe um morfismo o : .% — .7 * tal que para todo feixe ¢ sobre X e todo morfismo
V. ¥ — ¢, existe um tnico morfismo 6 : T — ¢ tal que ¥ = 0 o «, isto &, o seguinte

diagrama € comutativo.

Teorema 1.22. Se .7 ¢ um pré-feixe sobre um espago topoldgico X, entdo existe uma tnica

feixeficagio .# * de .%, a menos de isomorfismo. Além disso, sdo verdadeiras:

1. Se P € X é um ponto, entdo F, = Fp.

2. Se .7 ja é um feixe, entdo F + = .F.

Observacao 1.23. Como ¢ relevante sabermos como trabalhar com a feixeficagdo, daremos
apenas a sua construc¢io e omitiremos a demonstrac¢ao das propriedades enunciadas, por ser uma

demonstracao técnica.

O feixe .# T é construido da seguinte maneira: Para cada aberto U, % *(U) é o conjunto
das fungdes s : U — Upcy Fp tais que s(P) € .Fp, paratodo P € U, e para todo ponto P € U,
existe um aberto Vp de X, com P € Vp C U, e existe um elemento tp € .% (Vp) tal que s(Q) =
[Vp, tp]Q, para todo Q € Vp, e considerando p’ em .# T arestricdo usual de aplicacdes, obtemos

que .# " é um feixe em X.

O morfismo o : .% — Z 1 € definido da seguinte forma: Para todo aberto U de X,
aU): F(U)— F*(U) é aaplicagdo que a cada s € # (U) associa a(U)(s) : U = Upey -Fp
dada por a(U)(s)(Q) = [U. slo.

Observacao 1.24. Sejam X um espaco topoldgico, % um feixe de anéis sobre X ¢ .# um feixe
7 ()

de ideais de .#. Defina o pré-feixe de anéis —=
7()

o anel iggg e a aplicagdo restri¢do Py y @f(( )) N iXE % é dada por py (f +-#(U)) =

puv(f)+7(V),onde pyy : F(U) — .F(V) é aaplicagio restricdo de .#

Z0

Con51deremos 7 a feixeficacdo de - 70 Agora, do Teorema 1.22, temos que

(5),2(%0),

sobre X, que a cada aberto U de X associa
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e um elemento de (%)P é uma classe [U, f + .7 (U)|p, onde f € .% (U), que pode ser identifi-

cado com [U, f]p + -#p, logo,
(?) - (9()) . Fp
I ) p IO )p Ip

Agora considere o morfismo candnico de pré-feixes 7 : % — ‘i—8 que a cada aberto U de X,

tem-se 0 homomorfismo natural #(U) : % (U) — % Logo, 7 € sobrejetora, entdo como na

1~

7z

a . . g
demonstra¢do do Teorema 1.19, temos 7tp : Fp — (%8) sobrejetor, logo, iop : Fp — % é
P
sobrejetor.

72 . .
Agora do Teorema 1.22 temos um morfismo « : J—8 — i; que € um isomorfismo nos

stalks. Logo, obtemos um morfismo candnico sobrejetor

(Xpoﬂpigap% <§>P

1.2 Esquemas

Com o conceito de feixes estabelecido, vamos comegar a trabalhar para definir esquemas,
que serve como o andlogo de uma variedade algébrica e seu anel de fungdes na teoria de

Geometria Algébrica Cléssica.
Definicao 1.25. Seja A um anel. Definimos

Spec(A) :={p C A|p éideal primo de A}.

Seja § € A um subconjunto qualquer de A. Definimos

V(S) == {p € Spec(A) | p 2 §} C Spec(A).

Seja X C Spec(A) um subconjunto qualquer. Definimos
1(X)=()b».
pex
Observacio 1.26. Sejam A um anel, S C A um subconjunto qualquer e (S) o ideal gerado por S,
isto €, o subconjunto de A formado por todas as somas finitas da forma

aixy+axxo+---+ax,, a €A,x; €8S.

Entdo V(S) = V((S)). Portanto, ao trabalhar com V (S), podemos sempre supor que S é um ideal
ade A.

A seguir enunciamos vdrias propriedades das fungdes / e V. A ordem na qual estas
propriedades sdo enunciadas € importante, uma vez que para provar alguns itens, sdo utilizados

os itens anteriores. Por este motivo, iremos manter a demonstragao.
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Lema 1.27. Seja A um anel. Sdo verdadeiras

1. V(A)=0eV((0)) = Spec(A).

2. Se a e b sdo dois ideais de A, entdo V(a) UV (b) = V(ab)

3. Se {a;}ics ¢ uma colegdo de ideais de A, entdo (;c; V(a;) =V (Xics i)

4. A fungdo V inverte inclusdes, isto é, se a C b, entdo V(b) C V(a).

5. A funcdo [ inverte inclusdes, isto &, se X C Y, entdo I(Y) C I(X).

6. Se X,Y C Spec(A) sdo subconjuntos quaisquer, entdo /(X UY) =I1(X)NI(Y).
7. (Hilbert’s Nullstellensatz) Para todo ideal a de A, vale I(V(a)) = v/a, onde

Va:={x€eA|x" € a, para algum n > 0}.

8. Para todo ideal a de A, vale V(y/a) =V (a).

9. Se X CSpec(A),entdo X CV(I(X)). Alémdisso, X =V (I(X)) se, e somente se, X =V (a),
para algum ideal a de A.

10. Se a e b sdo dois ideais de A, entdo V(a) C V(b) se, e somente se, v/b C 1/a.

Demonstragdo. 1. Suponha, por absurdo, que exista p € V(A). Entdo p D A, dai, p =A, o
que € uma contradi¢do, pois na defini¢ao de ideal primo € exigido que p # A. Portanto,
V(A)=0.

Ja temos V ((0)) C Spec(A). Reciprocamente, tome p € Spec(A). Como qualquer ideal
contém 0, entdo (0) C p, logo, p € V((0)). Portanto, V((0)) = Spec(A).

2. Tome p € V(a)UV(b). Entdo p € V(a) oup € V(b), ou seja, a C p ou b C p, em ambos
os casos, como vale ab C a,b, entdo ab C p e dai p € V(ab).

Reciprocamente, tome p € V(ab) e suponha, por absurdo, que p & V(a) UV (b). Entdo
aZpebdp,logo,existema € aeb € b tais que a,b ¢ p. Como p é um ideal primo, entdo
ab ¢ p, mas ab € ab, isto mostra que ab  p, o que é uma contradi¢do, pois p € V(ab).
Portanto, V(a) UV (b) =V (ab).

3. Tome p € N;e;V(a;). Entdo a; C p, para todo i € I. Dado um elemento Y ;c;a; € Y icr a;,
como a; € a; C p e p é um ideal, segue que ) ;c;a; € p, ou seja, Y ;c;a; € p. Logo, p €
V(Xierai)-

Reciprocamente, tome p € V(Y ;c; a;). Entdo para todo i € I, temos a; C Y, jer®j € p, logo,
peV(a;),paratodoi € I. Assim, p € (;c;V(a;). Portanto, N;c;V(ai) =V (Lics ).
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4. Tome p € V(b), entdo b C p, e como a C b, segue que a C p. Portanto, p € V(a). Portanto,
V(b) CV(a).
5. Sejaa € 1(Y) dado. Entdo a € p, para todo p € Y. Em particular, como X C Y, entdo a € p,
para todo p € X. Portanto, a € I(X). Portanto, /(Y) C I(X).
6. Como X CXUY eY C XUY, entdo, aplicando a fun¢ao I, obtemos I(X UY) CI(X) e
I(XUY) CI(Y) e, portanto, I(XUY) CI(X)NI(Y).
Reciprocamente, tome a € I(X)NI(Y). Sejap € XUY,entdlop e X oup Y. Sep X,
como a € I(X), entdo a € p. Agora se p € ¥, como a € I(Y), entdo a € p. Portanto,
a €I(XUY). Portanto, I(XUY) =1(X)NI(Y).
7. Como o radical de um ideal b € a interseccdo de todos os ideais primos que contém b, vem
V(@)= () p=(p=Va
peV(a) p2a
Portanto, I(V(a)) = \/a.
8. Como sempre vale a C +/a, entdo tomando a fungdo V, obtemos V (1/a) C V(a). Recipro-
camente, tome p € V(a). Entdo a C p, dai,
aCp
Va=[1a S (Na=vr=bp.
q=2a q=2p
Assim, p € V(y/a). Portanto, V (y/a) = V(a).
9. Tome p € X. Entdo
peX
IX)=()a C ».
qeX
Assim, p € V(I(X)). Portanto, X C V(I(X)).
Além disso, se V(I(X)) = X, entdo X = V(a), para a = I(X). Reciprocamente, suponha
X =V/(a). Entdo
VI(X)) =VI(V(a) =V(Va)=V(a) =X
10. (=) Aplicando I em V(a) C V(b), vem

Vo =1(v(b)) CI(V(a)) = Va.

(<) Aplicando a fungdo V em v/b C \/a, vem

V(a) =V(Va) CV(Vo) =V (0).
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Observacao 1.28. Com os trés primeiros itens do Lema 1.27 vemos que os conjuntos do tipo
V(a) satisfazem os axiomas de conjunto fechado de um espago topoldgico. Portanto, podemos
munir Spec(A) de uma topologia, declarando que um subconjunto U C Spec(A) é aberto se
Spec(A)\U =V(a), para algum ideal a de A.

Definicao 1.29. A topologia acima construida é chamada de topologia de Zariski.

Observacdo 1.30. Se X é um subconjunto qualquer de Spec(A), entdo
V(I(X))=X.
De fato, como X € o menor fechado de Spec(A) que contém X e V(I(X)) é um fechado que

contém X, pelo Lema 1.27, entdo X C V (I(X)).

Reciprocamente, como X é um fechado, entdo X = V(a), para algum ideal a de A. Assim,

como X C X, entdio passando a funcdo I, obtemos, pelo Lema 1.27,
I(X)2IX)=1(V(a)) = a.

Dai, passando a fun¢do V, concluimos

Portanto, V(I(X)) = X.

Observacao 1.31. Para cada elemento f € A, denotemos por D(f) o aberto Spec(A) \V({f)).
Entdo a coleg@o dos conjuntos do tipo D(f) forma uma base para a topologia de Zariski. De
fato, sejam U um aberto e p € U. Como U € aberto, entdo existe um ideal a de A tal que
U = Spec(A)\V(a), e como p € U, entdo a Z p, logo, existe f € a tal que f & p.

Afirmamos que p € D(f) C U. De fato, como f & p, entdo (f) Z p, ou seja, p € Spec(A) \
V({(f)) = D(f). Agora tome q € D(f). Entdo (f) Z q, em particular, f ¢ q, mas f € a, logo,
aZ q,ouseja, q¢V(a)e,assim,q € U.

Portanto, {D(f)} rea é uma base para essa topologia.

Observacio 1.32. Vamos agora definir um feixe de anéis Ofgp.(4) em S pec(A). Para cada ideal
primo p de A, seja Ap a localizacio de A em p, isto €, o anel de fragdes de A com respeito ao

subconjunto multiplicativamente fechado S := A\ p.

Para cada aberto U C Spec(A), definimos O (4)(U) como o conjunto de fungdes
s :U — Upey Ap tais que s(p) € Ap, para todo p, e, além disso, para cada p € U, existem uma
vizinhanga V de p, com V C U, e elementos a, f € A tais que, para todo q € V, valem f & q e
s(q) = a/f em A, (isto &, s é localmente um quociente de elementos de A).

Entdo Of)ec(4) € um feixe de anéis em Spec(A), onde o elemento neutro de Ogpee(4)(U)
¢ a fungdo O(p) = 0 € Ay, e o elemento identidade é 1(p) = 1 € Ay, e a aplicagdo de restrigdo é
a restri¢do usual de fungdes.

O anel Oy,0c(4) € chamado de anel de fungdes regulares em U.
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Defini¢ao 1.33. Seja A um anel. O espectro de A € o par (Spec(A), Og,c(a)) consistindo do

espago topoldgico Spec(A) e o feixe de anéis & Spec(4) definido acima.

O seguinte resultado nos mostra alguns anéis que sdo fornecidos pelo feixe Ogpe.(4)- Sua
demonstracdo pode ser vista em (HARTSHORNE, 1977, p.71, Proposition 2.2).

Proposi¢ao 1.34. Sejam A um anel e (Spec(A), Ogpec(a)) O seu espectro.

1. Se p € Spec(A), entdo o stalk Ogp,.(4) , do feixe Opee(4) €m p € isomorfo ao anel local
Ap.

2. Para todo elemento f € A, 0 anel O, (4)(D(f)) € isomorfo ao anel localizado Ay, onde

Ay é alocalizagdo do anel A em relagdo ao conjunto S := {f" | n > 0}.
3. Em particular, Og,.c(a)(Spec(A)) = A.

Definicao 1.35. Sejam A e B dois anéis locais € m4 € mp 0s seus respectivos ideais maximais.

Um homomorfismo f : A — B é dito homomorfismo local se f~!(mp) = my.

Definicdo 1.36. Um espaco anelado é um par (X, Oy) consistindo de um espaco topolégico X e

um feixe de anéis Oy em X.

Sejam (X, Ox) e (Y, Oy) dois espagos anelados. Um morfismo de espacos anelados de
(X,0x) em (Y, Oy) é um par (f, f*), onde f: X — Y é uma funcio continua e f*: Oy — f,.0x

¢ um morfismo de feixes de anéis.

Dizemos que o espaco anelado (X, Ox) é um espaco localmente anelado se para cada
P € X, o stalk Ox p é um anel local.

Sejam (X, Ox) e (Y, Oy) dois espagos localmente anelados. Um morfismo de espa-
cos localmente anelados de (X, Ox) em (Y, Oy) é um morfismo (f, f¥) de espacos anelados
de (X,0x) e (Y,0y) tal que, para cada P € X, o homomorfismo fﬁ : Oy pip) — Ox,p € um

homomorfismo local.

Um isomorfismo de espacos localmente anelados ¢ um morfismo de espacos localmente

anelados que possui uma inversa que também € um morfismo de espacos localmente anelados.

Observacio 1.37. Vamos explicitar a construgio de f3 : Oy p(p) — Ox p- Primeiramente, para
todo aberto \% de Y, usando 0 morfismo de feixes
f*: Oy — f.Ox, obtemos 0 homomorfismo de anéis f*(V) : Oy (V) — Ox(f~1(V)).

Agora, dado um elemento [V, ] sp) € Oy ¢(p), com s € Oy (V'), olhamos para f*(V)(s) €
Ox(f~1(V)) e consideramos o germe [f~'(V), f#(V)(s)]p. Assim, fica definido um homomor-
fismo de anéis f5 : Oy f(p) — Ox,p dado por

Vislym) = [ V) V) ()]
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Observacao 1.38. Como a composi¢ao de morfismo de espacos anelados € feita entrada a entrada,
entdo um isomorfismo de espacos anelados € composto por um homeomorfismo f : X — Y e um

isomorfismo de feixes f* : Oy — f.0x.

Proposicio 1.39. 1. Se A € um anel, entdo (Spec(A), Ogpec(4)) € um espago localmente

anelado.

2. Se ¢ : A — B é um homomorfismo de anéis, entdo ¢ induz um morfismo de espagos

localmente anelados
f f# Spec ﬁSpec( )) - (Spec(A), ﬁSpec(A))'
3. Reciprocamente, todo morfismo de espacos localmente anelados

f f# Spec ﬁSpec( )) - (Spec(A), ﬁSpec(A))

€ induzido por um homomorfismo de anéis ¢ : A — B, como no item anterior.

A proposi¢do acima nos da um exemplo de espaco localmente anelado e mostra que os
morfismos entre tais espagos localmente anelados s@o induzidos por homomorfismos de anéis da

seguinte forma

fp)=0""(n).
Sua demonstracdo pode ser vista em (HARTSHORNE, 1977, p.73, Proposition 2.3).
Observacio 1.40. Seja (f, f¥) : (Spec(B), Ospec(s)) = (Spec(A), Ospec(a)) um morfismo de

espagos localmente anelados, ¢ : A — B 0 homomorfismo induzido por (f, f*) e b um ideal de
B. Entao

F(V(6)) =V(p~'(b)).
De fato, defina

Assim,

Note que I(f(X)) = ¢~ ' (I(X)). De fato, dado a € I(f(X)), entdo a € p, para todo ideal
primo p € £(X). Seja p € X um ideal primo. Entio ¢! (p) = f(p) € f£(X) é um ideal primo,
logo, a € ¢~ !(p), isto é, @(a) € p. Portanto,

e (N p=I(X)

peX

entdo a € ¢~ (I(X)). Reciprocamente, tome a € ¢! (I(X)). Entdo ¢(a) € I(X), ou seja, ¢(a) €
p, para todo ideal primo p € X. Seja p € f(X) um ideal primo. Entdo p = f(q) = ¢ ~'(q), para
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algum ideal primo q € X. Assim, ¢(a) € q, logo, a € ¢~!(q) = p. Entdo a € I(f(X)). Desta

forma,

fv(e)) =V

I
<

=V

Definicio 1.41. Um esquema afim é um espago localmente anelado (X, Ox) que é isomorfo

(no sentido de espaco localmente anelado) ao espectro de algum anel A.

Um esquema é um espaco localmente anelado (X, Oy ) onde para todo P € X, existe uma
vizinhanga U de P tal que considerando o espaco topolégico U com a restricdo Oy ‘ y (este feixe
¢ dado por Oy ’U(V) = Ox(V),onde V C U é aberto de U), forma um esquema afim. Dizemos
que X é o espaco topoldgico associado e Oy o feixe estrutura.

Podemos denotar o esquema (X, O ) por simplesmente X.

Exemplo 1.42. Seja k um corpo. Entdo Spec(k) = {(0)}, logo, os abertos de Spec(k) sdo 0 e
Spec(k). Assim, Of,oc(1)(0) = {0}, pela definigdo de feixe, e pela Proposicio 1.34,

ﬁSpec(k) (Spec(k)) =k.

Observacao 1.43. Seja (X, Ox) um esquema. Entdo os abertos afins Spec(A) formam uma base
para a topologia de X. De fato, seja U um aberto de X e tome p € U. Como (X, Ox) é um
esquema, entdo existe um aberto afim Spec(A) tal que p € Spec(A).

Agora p estd no aberto U NSpec(A) de Spec(A), logo, existe um aberto basico D(f),
com f € A, tal que
peD(f) CUNSpec(A).

Notemos que para todo q € D(f), nenhuma poténcia de f estd em q. De fato, suponha, por

absurdo, que f" € q, para algum n > 0 e q € D(f). Sendo ¢ primo, vem f € ¢, logo,

(f)={aflacA} Cq,
ou seja, q € V((f)), contradizendo o fato que q € D(f).

Note que D(f) pode ser identificado com Spec(Ay). De fato, seja

S={1,f,f%....f"...}

o conjunto multiplicativamente fechado que € usado na construgio de Ay e defina ¢ : D(f) —
Spec(Ay) dada por
a

¢(q)=5"q= {f,,

|a€q,n20} gAf.
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Entdo ¢ estd bem definida.

Mostremos que ¢ é injetora. Suponha que q,q’ € D(f) sdo tais que S~'q = S~!q’. Dado
um elemento a € q, temos a/1 € S~'q =S¢/, logo, a/1 = b/f", para algum b € q' e n > 0,

assim, existe m > 0 tal que
i@ f b 1) =0= f"a— " peq,
e como [ & q' e q' é primo, vem a € ¢'. Isto mostra que q C q’. Analogamente prova-se a

inclusdo contrdria. Portanto, ¢ € injetora.

Agora mostremos que ¢ € sobrejetora. Seja q € Spec(Af) dado. Defina
q —{aeA’ €4, paraalgumn>0}

que é um ideal primo de A e f ¢ ¢/, assim, ¢’ € D(f) e vale ¢(q') = q.

Agora, de forma andloga como feito acima, obtemos que todo ideal de Ay € da forma
S~'a, para algum ideal a de A. Vamos provar que ¢ é continua. Dado um fechado V (S~ 'a) de

Spec(Ay), obtemos

e '(V(s'a)) = {aeD(f)]¢(a) V(S 'a)}
{aeD(f)|S'q2 5 "a}

{9€D(f)|q2a}

= V(a)ND(f),

1

que é um fechado de D(f). Portanto, ¢ é continua. Por fim, vamos provar que ¢~ é continua.

Dado um fechado V(a) ND(f) de D(f), vem

(@ H ' (V(@)nD(f)) = e¢(V(a)nD(f))
= {¢(@)|qeV(a)ND(f)}
= {S'alq2a,9eD(f)}
= {§'q|S'q25 'a,qeD(f)}
V(S 'a),

que é um fechado de Spec(Ay). Portanto, ¢ é um homeomorfismo.

Portanto, D(f) e Spec(Ay) sdo homeomorfos, logo, tendo em vista esta identificacao,
obtemos
p € Spec(Ay) CUNSpec(A) CU.

Portanto, os abertos afins formam uma base para a topologia de X.
Definicao 1.44. Um morfismo de esquemas ¢ um morfismo como espacos localmente anelados.

Um isomorfismo de esquemas ¢ um morfismo de esquemas que possui uma inversa que também

seja um morfismo de esquemas.



36 Capitulo 1. Preliminares

Com a nocao de morfismo entre esquemas, podemos definir um esquema sobre outro.

Definicao 1.45. Seja (S, Os) um esquema. Um esquema sobre (S, O) é um esquema (X, Oy )

junto com um morfismo (o, &) : (X, Ox) — (S, Os), chamado de morfismo estrutura.

Se (X, 0x) e (Y, Oy) sao dois esquemas sobre um esquema (S, Os), um morfismo de
esquemas sobre (S, 0s) de (X, Ox) para (Y, Oy) (também chamado de morfismo de (S, Oy)-
esquemas) é um morfismo (f, f*): (X, Ox) — (Y, Oy) que é compativel com os morfismos para

(S, O%), isto é, o seguinte diagrama comuta

#
(X, Ox) S) s (Y, 6%)

~

(57 ﬁS)

Um caso particular da definicdo acima € o conceito de um esquema sobre um corpo k.

Definicao 1.46. Seja k um corpo. Um esquema sobre k (também chamado de k-esquema) € um

esquema sobre (Spec(k), Ospec i) )-

Observacdo 1.47. Sejam (X,0x) um k-esquema, U um aberto de X e
(o, ") : (X, 0x) — (Spec(k), OSpec(r)) © morfismo estrutura. Entdo podemos munir Ox (U)
com uma estrutura de k-dlgebra, onde o homomorfismo k — Ox (U) é dada da seguinte forma

#(Spec(k .
K= Ospecqy(Spec() © 5 o (e (Spec(k)) = ox(x) 4 o3(),
onde 0 isomorfismo k = O, (1) (Spec(k)) € dada pela Proposicdo 1.34 e px v : Ox(X) — Ox (U)

€ a aplicacdo restricdo do feixe O.

Definicsio 1.48. Um morfismo de esquemas (f, f*) : (X, Ox) — (Y, Oy) é dito localmente do
tipo finito se existe uma cobertura de Y por subconjuntos abertos afins V; = Spec(B;) tal que,
para cada i, ! (V;) pode ser coberto por subconjuntos abertos afins U;; = Spec(A;;), onde cada
A;j € uma B;-dlgebra finitamente gerada. Se, além disso, cada f ~1(V;) pode ser coberto por

finitos U;;, dizemos que f € um morfismo do tipo finito.

Dizemos que um k-esquema (X, Oy ) é localmente do tipo finito sobre k se o morfismo
estrutura (o, a*) é localmente do tipo finito. Dizemos que (X, Oy ) é do tipo finito sobre k se

(o, ") é um morfismo do tipo finito.

Observacao 1.49. Vamos explicitar o que é um k-esquema (X, Ox) ser localmente do tipo
finito (resp. do tipo finito). Note que a fungdo o : X — Spec(k) = {(0)} é a funcdo constante
f(p) =(0).

Se (X, Ox) é localmente do tipo finito (resp. do tipo finito), entdo existe uma cobertura

aberta V; = Spec(B;) para Spec(k) tal que cada f~!(V;) pode ser coberto por (resp. finitos) abertos
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afins U;; = Spec(A;j). Agora, como (0) € Spec(k), entdo (0) estd em algum Vj, = Spec(Bj,), e
como todos os Spec(B;) sdo subconjuntos de Spec(k), temos Spec(B;,) = Spec(k) e

Vi) ={p €X [ {0) = £(p) € Viy} = X.

Logo, X = f~1(V;,), que é coberto por (resp. finitos) U;,; = Spec(A;,;). Agora, em vista da

Proposi¢do 1.34 e que Ox € localmente Oy, 4;;) €OMO na defini¢do de esquema, temos

Ox (Uiyj) = Ox (Uiyj N Spec(Aiyj)) = Ospec(a,, ;) (Spec(Aigj)) = Aigj

que € uma B;,-dlgebra finitamente gerada, novamente pela Proposi¢do 1.34, vem

Bio = ﬁSpec(BiO)(Spec(Bio)) = ﬁSpec(k) (Spec(k)) =k.

Concluimos que um k-esquema (X, Ox) € localmente do tipo finito (resp. do tipo finito) se X
pode ser coberto por (resp. finitos) abertos afins U; = Spec(A;) tais que Ox(U;) = A; é uma

k-algebra finitamente gerada.

Abaixo seguem algumas defini¢cdes topoldgicas e algébricas que os esquemas podem ter.

Definiciio 1.50. Um esquema (X, Ox) é dito conexo se o seu espago topoldgico X é conexo, isto

€, X ndo pode ser escrito como unido de dois abertos disjuntos ndo vazios.

Um esquema (X, Oy ) é dito irredutivel se o seu espago topoldgico X é irredutivel, isto

€, X ndo pode ser escrito como unido de dois subconjuntos fechados proprios.

Um esquema (X, Ox) é dito reduzido se para todo aberto U de X, o anel Ox(U) é

reduzido (isto é, ndo possui elementos nilpotentes ndo nulos).

Um esquema (X, Ox) € dito integral se para todo aberto U de X, o anel Ox(U) é um

dominio de integridade.

Observacao 1.51. Sejam X um espaco topoldgico irredutivel e U um aberto nio vazio de X.
Entdo U, com a topologia do subespaco, é um espago topoldgico irredutivel. De fato, suponhamos
que U = F{UF;, com F; e F, dois fechados de U. Segue da topologia do subespaco U que
F;=UNF/, onde cada F/ é um fechado em X, para i = 1,2. Logo,

U=FRUFR=UNF)UUNE)=UN(F/UF) C F/UF,,

assim,
X=UUX\U)C(FfUE)UX\U)CX

segue que X = (F{ UF;) U (X \ U) estd escrito como unido de dois fechados de X. Como X é
irredutivel, entdo X = F] UF; ou X =X \ U. Como U # 0, entdo X # X \ U, logo, X = F{UF;.
Novamente, segue da irredutibilidade de X que X = F] ou X = F;, de onde segue, respectivamente,
que

U=UNX=UNF=F
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ou
U=UNX=UNF,=F.

Portanto, U € irredutivel.

Abaixo segue uma caracterizagdo algébrica para um subconjunto fechado de Spec(A)

ser irredutivel, cuja demonstracdo é andloga na geometria algébrica classica.

Proposicao 1.52. Sejam A um anel e X C Spec(A) um fechado de Spec(A) e considere X como

subespago de Spec(A). Entdo X € irredutivel se, e somente se, /(X ) € um ideal primo.

Demonstracdo. (=) Sejam f,g € A tais que fg € I(X). Entdo

(f){g) = (fe) CIX).
Aplicando a fungdo V, vem
X=XNX=XnV({(X)) cXnV((f)(g) = XNV({))UXNV({g)) € X.

Entdo X = (X NV ({(f)))U(XNV({g))). Como X é irredutivel, entdo X =X NV ((f)) ou X =
XNV({g)),ousejaX CV({f)) ouX CV((g)). Aplicando a funcdo I, obtemos

fef) S VN =1V CIX)
ou

g€ (8) S V() =1(V((g) S1(X).
Portanto, /(X) é um ideal primo.

(<=) Suponha que X = X; UX>, com X e X, subconjuntos fechados. Aplicando a fungdo
I, obtemos
I(X) = I(Xl UXZ) = I(Xl) ﬂ](Xz).

Como I(X) é primo, entdo I(X) = I(X;) ou I(X) = I(X;). Aplicando a fungdo V e lembrando
que X e X; sao fechados, segue que

X =V(I(X) = VX)) = X

ou

Portanto, X € irredutivel.

[]

O seguinte resultado fornece uma condicdo necessdria e suficiente para um esquema
ser reduzido em termos do stalk do seu feixe. E uma rdpida verificagdo, por isso manteremos a

demonstracao.
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Proposicao 1.53. Um esquema (X, Oy) é reduzido se, e somente se, O , ¢ um anel reduzido

para todo x € X.

Demonstragdo. (=) Seja [U, f]x € Ox , um germe nilpotente. Entdo existe n > 0 tal que

[U,0L = ([U, /)" = [U, ["]x,

logo, existe um aberto V C U, com x € V, tal que

0=puy(f")=(puyv(f))"

Logo, pyv(f) € Ox(V) é um elemento nilpotente, logo, pela hipétese, implica py v (f) = 0.

Segue da relagdo de equivaléncia que [U, f], = [U,0],. Portanto, Ox , € um anel reduzido.

(<) Sejam U um aberto de X e f € Ox(U) um elemento nilpotente. Entdo existe n > 0

tal que " = 0. Fixado x € U e tomando stalk em x na igualdade f” =0 vem

[U,0L=[U,f"x = (U, lo)",

assim, segue da hipétese que [U, f], = [U, 0], entdo existe um aberto V, C U, com x € V,, tal que
pu v, (f)=0. Assim, construimos uma cobertura aberta {V, | x € U } para U tal que f ‘V =0, para
todo V, da cobertura. Segue da condicdo de feixe que f = 0. Portanto, (X, Ox) é um esquema

reduzido.

]

Como coroldrio desta proposi¢ao, obtemos:

Corolario 1.54. Um esquema afim (Spec(A), Ogpec(4)) € reduzido se, e somente se, 0 anel A €

reduzido.

Demonstragdo. (=) Como  (Spec(A),Ospec(a)) € reduzido, entdo o  anel
Ospec(a)(Spec(A)) € reduzido, mas pela Proposicao 1.34, este anel € isomorfo ao anel A. Portanto,

A é reduzido.

(<) Vamos aplicar a Proposi¢do 1.53. Seja p € Spec(A) dado. Entdo aplicando a Propo-
sicdo 1.34, vem

Ospec(a)p = Ap-

Mas A, é um anel reduzido, pois se a/ f € A, é nilpotente, entdo existe n > 0 tal que (a/f)" =0/1,
logo, existe g € A\ p tal que
0=g(d"-1-0-f")=gd",

logo, ga € nilpotente, pois
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assim, sendo A reduzido, vem ga = 0, que podemos reescrever COmMo
g(a-1-0-f) =0, ouseja,a/f =0/1. Portanto, Ogp(a) p € reduzido, assim, (Spec(A), Ogpec(a))

€ um esquema reduzido.

O

Os seguintes lemas sdo utilizados na demonstracdo do teorema que os seguem e, res-
pectivamente, sdo os Exercicios 2.16(a) e 2.18(b) de (HARTSHORNE, 1977), por isso serdao
demonstrados. A demonstracdo do teorema pode ser vista em (HARTSHORNE, 1977, p. 82,
Proposition 3.1).

Lema 1.55. Sejam (X, Ox) um esquema e f € Ox(X), e defina Xy como o subconjunto dos
pontos p € X tal que o stalk f,, de f em p ndo estd no ideal maximal my, do anel local Oy ;. Se
U = Spec(B) é um subesquema aberto afim de X, e se f{U =fe0x ‘U(U) ¢ a restricdo de f,

entdo U N Xy = D(f). Em particular, Xy é¢ um subconjunto aberto de X.

Demonstragdo. Note que

UNXy={peSpec(B)|f,=fo ¢ mp C Oxp},

pois

pxu(f) =f=puu(f).

Agora para computar o stalk Oy ,, podemos considerar os pares apenas em abertos de U, pois

uma classe [V, s],, para um aberto V de X, € igual ao par [U NV, pyynv(s)]p, uma vez que

pvunv(s) =id(pvunv(s)) = purv.unv (Pvunv(s)).

Assim,
ﬁx,p = ﬁU,p = ﬁSpec(B),p gBP'
Logo, o ideal maximal my, de O ;, € o ideal maximal do anel local By, que € pB;,.
Agora note que f, € pBy se, e somente se, f ¢ p. De fato, f pode ser visto como um
elemento de Oy,ec(p) (B) como a fungdo q — f/1 € Aq. Logo, se [y & pBy entdo f, € invertivel
em By, (pois todo elemento que ndo € invertivel estd em algum ideal maximal, e como By € um

anel local, entdo todo elemento ndo invertivel estd em pBy), logo, existe um germe g, em By, de

uma fung@o g € Uypec(p) (V') definida em uma vizinhanga V de p tal que

Segue da defini¢do do feixe Oy (), para o ponto p, que existe um aberto W,comp e W C 'V, e
elementos a,h € A, tal que paratodo q € V,tem-se h ¢ q e

g(q) = it
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em particular, como p € V, vem da igualdade 7p gp =1 que

L= (F)p) = T0)er) =27 = L ema,

logo, existe ¢ & p tal que

t(h—bf)=0=th=tbf,
e como t,h & p e p é primo, entdo th & p, em particular, f & p, pois caso contrdrio, implicaria
thf € p e dai, th € p, o que é uma contradigio.

Reciprocamente, se f ¢ p, entdo vendo f como a fungdo q — f/1 € Ag, temos que estd

bem definida a fungio g(q) = 1/f € A, definida na vizinhanga D(f) de p, logo,

entdo fg é a fungdo constante 1, logo, tomando o stalk em p na igualdade fg = 1 vem 713 g =1

isto é, 7p ¢ invertivel em By, entdo 713 ndo estd no ideal maximal de By, ou seja, 7;3 Z pBy.

Concluimos que

UNXy = {peSpec(B)|f,=fp &my C Oxy}
= {p € Spec(B)| f, &pBy}
= {peSpec(B)| f¢Zp}
= {peSpec(B)|(f) Zp}
= Spec(B)\V((f))
= D(f).

Em particular, X € aberto, pois pela defini¢do de esquema, para cada x € X, existe um
aberto afim U, tal que x € U, C X, logo, X = {J,cx Ux €, assim,

X;=X;NX =X/ (U Ux) = U (Xnuy) = U DSy

xeX xeX xeX

e cada D(f ‘U) ¢ um aberto do subespaco U,, entdo pela topologia do

subespaco, existe um aberto V, de X tal que D(f ‘ U ) = U, NV, logo,

Xf: UD(f}Ux) = U U,NVy,

xeX xeX

que € um aberto de X.

O

Lema 1.56. Sejam A um anel, X = Spec(A) e f € A. Entéo f é nilpotente se, e somente se, D(f)

¢é vazio.
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Demonstragdo. (=) Suponha, por absurdo, que D(f) ndo é vazio. Tome p € D(f). Entdo
(f) € p, em particular, f ¢ p. Por outro lado, f é nilpotente, ento existe n > 0 tal que /" =0, e
como 0 € p, segue que f”* € p. Como p € um ideal primo, entdo f € p, uma contradi¢cdo. Portanto,
D(f) = 0.

(<) A hipétese D(f) ser vazio diz que para todo p € Spec(A) tem-se p € V((f)), ou
seja, (f) C p, para todo ideal primo p de A, e como todo ideal primo contém 0, vem que

fenc N rc ) r=210),
peSpec(A) (0)Cp

ou seja, existe n > 0 tal que f" € (0), isto é, /" = 0. Portanto, f € nilpotente.

L
Teorema 1.57. Um esquema (X, Oy ) € integral se, e somente se, (X, Ox) é reduzido e irredutivel.

Definicao 1.58. Um subesquema aberto de um esquema (X, Ox) é um esquema (U, Oy ) tal

que U é um aberto de X e o seu feixe estrutura Oy é isomorfo a restricdo Oy |,, do feixe estrutura

Ox.

v

Uma imersdo aberta é um morfismo (f, f*) : (X, 0x) — (Y, Oy) que é um isomorfismo

de (X, Ox) sobre um subesquema aberto de (Y, Oy ).

Definiciio 1.59. Seja (X, Ox) um esquema. Um subesquema fechado de (X, Ox) é um esquema
(Z,07), onde Z é um subconjunto fechado de X, e considerando a inclusdo i : Z — X, existe um

morfismo i* : Ox — i.0 e um feixe de ideais .#x de Oy tais que i, Oz = %.

Uma imersdo fechada é um morfismo (f, f¥) : (Z,07) — (X, Ox), onde (Z, 07) é um

subesquema fechado de (X, Oy), tal que existe um feixe de ideais .#x de O tal que f. 0z = %

Observacio 1.60. Seja (Z, 0z) um subesquema fechado de um esquema (X, Ox). Dado z € Z,
podemos definir (i, 07), — O . dada por

[W7f]Z = [Wﬂz7f|wmz]m

que € um isomorfismo. Logo,

7 0
ﬁZ@%(i*ﬁz)zg( X) o~ TX2
Z

7X ZJX,Z.

Observacao 1.61. Seja (X, Ox) um esquema. Vamos construir um subesquema fechado (Z, 07)
tal que Z = X e (Z, 07) é reduzido. Consideremos o feixe de ideais .#x de O, que a cada aberto

U de X associa
Ix(U)={feox(U)| fremy, VxeXNU},

onde m, € o ideal maximal de O .
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Considere Z o suporte do feixe Ox /.#x, que é um subconjunto fechado de X. Considere

O a feixeficagdo do pré-feixe que a cada aberto ZNU de Z associa o anel Ox(U)/#y(Z), onde
Iy (Z)={feOx(U)| fremy,, VxeZNU}.

Notemos que da forma que foi construido, temos que (Z, 0z) é um subesquema fechado.

Note que Z = X, pois dado x € X, temos que Oy , # Fx x, pois caso contrdrio, f, € my,
para todo fy € O x, 0 que implica que Ox y = m,, contradizendo o fato de m, ser ideal maximal
de ﬁX,x-

Vamos provar que (Z,07) é reduzido. Seja x € Z dado. Sendo (X, Ox) um esquema,

entdo existe um aberto afim U = Spec(A), com x € U.

Como U NZ é um fechado de U, entdo existe um ideal a de A tal que
UNnzZ=V(a)= V(\/E).

Agora, como os ideais primos de A que contém +/a estdo em bije¢do com os ideais primos de

A/+/a, entdo
UNZ=V(Va)= Spec(A/Va),
mas A /+/a é um anel reduzido, logo, (ZNU, O ‘ 7~v) € um esquema reduzido, e como stalk pode

ser computado localmente, entdo computando no aberto ZNU vem 07 € um anel reduzido,

pela Proposigdo 1.53. Portanto, (Z,0) é um esquema reduzido.

Definicdo 1.62. O esquema (Z, 0z) construido acima € chamado de subesquema fechado

reduzido associado de (X, OY).

Definicdo 1.63. A dimensdo de um esquema (X,0x), denotado por
dim((X,0x)), ¢é a dimensio do seu espagco topolégico X, isto é,
n =dim((X,0x)) é o nimero inteiro ndo negativo para o qual existe uma cadeia maximal
de subespacos

XoCX| C---CXy,

do espago topoldgico X, onde cada inclusdo € estrita e cada X; € fechado e irredutivel.

Exemplo 1.64. Para o esquema afim (Spec(A), Ogpec(4)), com A um anel Noetheriano, conside-

rando uma cadeia ascendente de ideais primos
prCp2C--e,
como A € um anel Noetheriano, temos que esta cadeia estaciona, digamos
PrCp2C-- Chn
Consideremos n maximal. Entdo passando a fun¢do V, obtemos

V(pa) C--- CV(p2) CV(p1),
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que € uma cadeia maximal de subconjuntos fechados e irredutiveis (Pela Proposi¢do 1.52) de
Spec(A). Concluimos que a dimenséo de um esquema afim (Spec(A), Ospec(a)) € exatamente a

dimensao de Krull de A.

Defini¢dao 1.65. Seja X um espaco topoldgico. Um ponto & € X € dito ponto genérico se

{&} =X, isto é, um ponto é genérico se é denso em X.

O seguinte lema mostra que sempre existe o ponto genérico de um subconjunto fechado

e irredutivel. A demonstragdo completa nio foi encontrada e por isso sera feita.

Lema 1.66. Sejam (X, Ox) um esquema e ¥ um subconjunto ndo vazio, fechado e irredutivel de

X. Entdo Y possui um tnico ponto genérico.

Demonstracdo. Passo 1: Vamos mostrar neste passo que se U = Spec(A) é um aberto afim de
X tal que Y NU # 0, entdo Y NU possui um utnico ponto genérico. Note que sempre existe pelo
menos um aberto U assim, pois como Y # (), entdo tomando p € Y, em particular p € X, e como

(X, Ox) é um esquema, entdo existe um aberto afim U tal que p € U, logo, p € Y NU.

Existéncia: Como Y é um fechado de X, entdo Y NU € um fechado do aberto afim U, ou

seja, YNU = V(a), para algum ideal a de A.

Como Y NU € um aberto do espago topoldgico irredutivel Y, entdo Y NU € irredutivel.

Segue da Proposicdo 1.52 que
[(YNU)=1(V(a) =+a

€ um ideal primo de A e
VaecV(ya)=V(a)=YNU.

Vamos provar que /a é um ponto genérico de Y NU. De fato, jd temos que o fecho de {y/a} em
Y NU esta contidoem Y NU. Agoratome p € Y NU e sejaV um abertode Y NU, com p € V.
Segue da topologia do subespago (vendo Y NU como subespaco de U) que V = (Y NU)NV’,
para algum aberto V' de U. Entdo V' = Spec(A) \ V(b), para algum ideal b de A. Como p € V',
entdo b ¢ p. Como v/a C p (poisp € YNU =V (a) =V (y/a)), entdo b ¢ /a (pois caso contrdrio,
implicaria b C v/a C p, uma contradi¢do). Logo, \/a € V' e, portanto, v/a € V' N(YNU) =V,
ou seja, VN {y/a} # 0, assim, p estd no fecho de {\/a} em Y NU. Portanto, & := y/a é um ponto
genéricode Y NU.

Unicidade: Suponha que £’ € Y NU é um ponto genérico de Y NU. Como
EeynU=V(a)=V(Va)=V(¢),

entdo & C &’. Suponha, por absurdo, que &’ ¢ &. Entdo & estd no aberto (Y NU) N (Spec(A) \
V(&) deYNU, e como

EeYNU =fechode {'} emYNU,
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entao
(Y NU) N (Spec(A)\V(E')]N{E'} #0,

ouseja, &' € [(YNU)N (Spec(A)\V(&E'))], ou seja, &' € V(E'), isto é, &' ¢ &', um absurdo.

Portanto, para abertos ndo vazios da forma Y NU de Y, onde U € um aberto afim de X,

existe um unico ponto genérico.

Passo 2: Vamos agora provar que Y possui um tnico ponto genérico. Notemos antes que
os pontos genéricos de cada Y NU sdo o mesmo. De fato, sejam U e V dois abertos afins de X,
com Y NU e Y NV nido vazios, e sejam & e 1 seus pontos genéricos, respectivamente. Notemos

que (YNU)N (Y NV) # 0, pois caso contrario, terfamos

Y=Y\0=Y\[(¥NU)N(¥NV)] =\ (YNU)UFX\(¥YNV))=E\U)UF\V)=
YNX\UJUYnX\V),

ou seja, escrevemos o Y como unido de dois fechados préprios de Y, uma contradi¢do com a
irredutibilidade de Y. Logo, tomando um ponto p € (Y NU)N (Y NV), em particular, p e UNV,
e como os abertos afins formam uma base para a topologia de X, existe um aberto afim W de X
talquepe W CUNV.

Note que £, € Y "W, pois como p estd no aberto (YNU)NWdeYNUepeYNU,
que éofechode {E} em Y NU, entdo [(YNU)NW]|N{E} #0,0useja, EcYNUNW CYNW.
Analogamente, p estd no aberto (YNV)NW deYNVepe¥YNV,queé o fechode {n} em
YNV,entdo [(YNV)NW]N{N} #0,0useja,n e YNVNW CYNW. Além disso, § e 1 sdo

dois pontos genéricos de Y NW, pois

ynw"EY YNw)N¥NU)=(YNW)N(fechode {E} em Y NU) =fechode {E} em Y NW,

w

N

ynw "=’ Ynw)Nn¥nvV)=xnw)N(fechode {n} emYNV)="fechode {n}em Y NW.

Segue da unicidade provada anteriormente que £ = 7.

Existéncia: Seja & o ponto genérico de todos os abertos de Y da forma Y NU, com U um
aberto afim de X. Vamos mostrar que o fecho de {&} em Y é Y. De fato, ja temos que o fecho de
{E} em Y estd contido em Y. Agora tome p € Y e seja U um aberto de Y, com p € U. Segue da
topologia do subespago que U = Y NU’, para algum aberto U’ de X. Logo, p estd no aberto U’
de X e como os abertos afins formam uma base para a topologia de X, entdo existe um aberto
afim V' tal que p € V/ C U’, logo, pela propriedade de £ vem £ e YNV/' CYNU' = U, logo,
UnN{&} #0. Assim, p estd no fecho de {{} em Y. Portanto, Y é o fecho de {£} em Y e, assim,

& é um ponto genérico de Y.
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Unicidade: Suponha que & e 1) sdo dois pontos genéricos de Y. Em particular, §,n € X,
e como (X, Ox) é um esquema, entdo existem abertos afins U e V tais que & € U e ] € V. Note
que 1 € U, pois como & estd no aberto Y NU de Y e & é um ponto de Y, que é o fecho de {n} em
Y,entdo (YNU)N{n} #0, ou seja, n € Y NU. Note ainda que & e 1 sdo dois pontos genéricos
de Y NU, pois

YNU=(NU)NY =(¥YNU)N(fechode {£} emY) =fechode {{} em Y NU

YNU=XNU)NY =NU)N(fechode {n} emY)=fechode {n} emYNU,
assim, segue da unicidade do ponto genérico de Y NU provada no passo 1 que & = 1.

Portanto, Y possui um tinico ponto genérico.

]

O resultado a seguir nos mostra que o stalk do feixe no ponto genérico € um corpo,
que servird de um substituto ao corpo de fun¢des racionais k(X) no caso da geometria algé-
brica classica. Como € importante sabermos como sao os seus elementos, iremos manter a

demonstracao.

Proposicio 1.67. Se (X, Ox) é um esquema integral e & € X é o seu ponto genérico, entdo o

stalk Oy ¢ de Ox em & € um corpo.

Demonstracdo. A existéncia e unicidade do ponto genérico & de X segue do Lema 1.66, pois
como (X, Ox) é integral, segue do Teorema 1.57 que (X, O) é irredutivel, e como X é fechado,

entdo X possui um tinico ponto genérico.

Como & € X, segue da defini¢do de esquema que existe um aberto afim U = Spec(A)
de X com & € U. Note que A é um dominio de integridade, pois como (X, Oy ) é integral, entdo

Ox(U) é dominio de integridade, mas pela Proposi¢ao 1.34,
ﬁX(U) = ﬁU(U) = ﬁSpec(A) (Spec(A)) =A.

Portanto, A é dominio de integridade. Agora dado um aberto V de X, com & € V, temos

[V7 S]é = [U NV, pvunv (S)]é» pois
pvunv(s) =id(pvunv(s)) = punvunv(Pvunv(s)),

entdo, o stalk Oy ¢ pode ser computado olhando para o aberto afim U.

Note que como na demonstragdo do Lema 1.66, no passo 1, temos que X NU = U possui

um dnico ponto genérico, € este ponto € o ideal primo

IXNU) =1(U) =1(Spec(A)) =1(V((0))) = v/(0),
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e como no passo 2, este é o ponto genérico & de X. Agora como (X, Ox) é integral, segue do
Teorema 1.57 que (X, Ox) é reduzido, entdo Ox (U) = A ndo tem elementos nilpotentes, isto &,

(0) = (0). Agora, pela Proposi¢do 1.34, obtemos

I

Ox ¢ = Oy, 0) = A,

que € um corpo, pois A gy € a localizagdo do dominio de integridade A sobre o conjunto multipli-
cativamente fechado S = A\ {0}, isto é, Uy ¢ € o corpo de fragdes de A. Portanto, Oy ¢ € um

corpo.

O

Definicao 1.68. O corpo acima é chamado de corpo de funcoes racionais de X.

Com a defini¢dao acima, podemos recuperar a nocao de corpo de fun¢des associado a

uma variedade algébrica em geometria algébrica cldssica.

Defini¢do 1.69. Uma variedade sobre um corpo k é um k-esquema integral (X, Oy). O stalk
Oy ¢ do feixe Ox no ponto genérico & € X é chamado de corpo de fungoes de X e é denotado
por k(X).

Definido o conceito de variedade, € interessante termos a nocao de subvariedade de uma

variedade.

Definicio 1.70. Seja (X, Ox ) um k-esquema. Uma subvariedade de (X, Ox) é um k-subesquema
fechado e integral (V, Oy ) de (X, O).

Agora temos uma subvariedade dentro de uma variedade, cada objeto com o seu respec-
tivo ponto genérico. E natural pensar no anel obtido tomando o stalk do feixe da variedade no

ponto genérico da subvariedade, o qual definimos abaixo.

Definicdo 1.71. Sejam (X, Ox) um k-esquema e (V, Oy) uma subvariedade. Definimos o anel
local de X ao longo de V, denotado por Oy y, como Oy ¢, onde & €V é o seu ponto genérico.

O ideal maximal my ¢ de Oy ¢ € denotado por my x.

Observacdo 1.72. Se (X, Ox) é um esquema e (V, Oy ) é uma subvariedade, entdo k(V) = %
pois '
ﬁx é
YT e

e sendo (V') um corpo, entdo Sy ¢ € o ideal maximal my ¢ de Oy .

Definicao 1.73. Sejam X e Y dois esquemas sobre um esquema S. Um produto fibrado de X e

Y sobre S ¢ um esquema X X gY junto com dois morfismos p; : X Xg¥Y - Xepy: X XgY =Y,
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chamados de morfismos projecoes, tais que o diagrama

W\
e

€ comutativo. Além disso, para todo esquema Z e todo morfismo f: Z — X e g: Z — Y tais que

/N

o diagrama

\
/

comuta, entio existe um unico morfismo 0 : Z — X xgY talque f = pjoBeg=pr080.

/\

Observacao 1.74. Para todo par de S-esquemas X e Y, sempre existe um tnico (a menos de iso-
morfismo) produto fibrado X X sY. A demonstracio deste fato pode ser vistoem (HARTSHORNE,
1977, p.87, Theorem 3.3).

Observacao 1.75. Diferente do caso de produto cartesiano, os morfismos proje¢des nao siao
sempre sobrejetores. De fato, existe z € X xgY tal que pi(z) = x e pa(z) =y se, e somente se,
X €y vao para o mesmo ponto de S via os morfismos X — Se Y — S. Ver (THE..., b, Lemma
29.9.3).

Observacao 1.76. Seja f : X — Y um morfismo de esquemas. Entdo X € um Y-esquema, logo,
podemos considerar o produto fibrado X xy X. Considerando idy : X — X, segue da definicdo
de produto fibrado que existe um tnico morfismo 0 : X — X Xy X tal que idy = p;o0 e

idy = pr080.

O morfismo 8 acima é chamado de morfismo diagonal e € denotado por A: X — X Xy X.
Observacio 1.77. Note que A : X — A(X) é homeomorfismo. De fato, como idx = p; oA, entdo
A € injetora, pois

Alx) =Ay) = pi(A(x)) = p1(A(y) = x =,
logo, restringindo sobre a imagem, concluimos que A : X — A(X) é bijetora.

Agora, ja temos que A € continua, e sua inversa € p; , que € continua, pois € restricao

|A(X)
da aplicagdo continua p;.

Portanto, A : X — A(X) é homeomorfismo.

Com o produto fibrado, podemos definir algumas propriedades de morfismos.
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Definicao 1.78. Um morfismo entre esquemas f : X — Y € dito separado se A(X) é um fechado
de X xy X,onde A: X — X Xy X é o morfismo diagonal.

A defini¢do acima serve como uma noc¢ao de separabilidade, uma vez que em topologia

geral, um espago X é Hausdorff se, e somente se, a diagonal {(x,x) | x € X} é fechado em X x X.

Definicao 1.79. Um morfismo entre esquemas f : X — Y € dito universalmente fechado se
para todo esquema Z sobre Y, tem-se que a projecao p; : X Xy Z — Z € uma aplicacdo fechada,

isto é, p, leva fechado em fechado.

Com esta defini¢do, estamos prontos para definir a no¢do de morfismo préprio, o qual
serd necessario para definirmos o pushforward de uma variedade quando trabalharmos com

ciclos no grupo de Chow.

Definicao 1.80. Um morfismo entre esquemas f : X — Y € dito préprio se f € separado, do tipo

finito e universalmente fechado.

Observaciio 1.81. E possivel mostrar que se f: X — Y e g: Y — Z sdo morfismos préprios de
esquemas, entao sua composta go f : X — Z € um morfismo préprio. Ver (THE. .., a, Lemma
29.39.4).

Observacao 1.82. Todo morfismo f : X — Y préprio é uma aplicacdo fechada. De fato, conside-

rando ¥ como um Y-esquema (com a aplicagdo idy : ¥ — Y) e X como um Y-esquema (com a

aplicacdo f : X — Y), obtemos o produto fibrado X Xy Y que satisfaz o diagrama

XXYY

AN
N, A

comutar. Agora, se F' é um fechado de X, pela continuidade de pj, pfl (F) é um fechado de

X

X xyY, assim, sendo p; fechada (pois f € um morfismo universalmente fechado), segue que

pg(p]_1 (F)) é um fechado de Y. Como idy o pp = f o py, entdo

p2(py N (F)) = idy (p2(py ' (F))) = f(p1(py ' (F))) = f(F),

pois p; € sobrejetora neste caso, ja que dado x € X, podemos considerar f(x) € Y, logo, x e f(x)
sao mapeados para o mesmo ponto pelos morfismos f: X — Y e idy : Y — Y. Assim, existe

z€ X xyY tal que pi(z) =xe pa(z) = f(x).
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1.3 o7-equivaléncia e 7 -equivaléncia
Nesta secao relembramos algumas noc¢des da Teoria de Singularidades Classica, onde
recordamos a nocao de duas aplicagdes serem equivalentes em um certo sentido.

Assumimos que as fungdes sdo suaves. O conjunto & (m) denota o conjunto dos germes
de fungdes f: U C C™ — C em 0, isto €, é o conjunto das classes de equivaléncia de aplicagdes
sob a seguinte relacdo de equivaléncia: Duas funcdes f: U — Ce g: V — C definidas em uma

vizinhanga de 0 sdo equivalentes se existe um aberto W C U NV, com 0 € W, tal que f |W = g‘W.

Também podemos ver &'(m) como o stalk Ocm o, onde Ocn € o feixe que associa a cada

aberto U C C™ o anel das fungoes diferencidveis em U.
Observacio 1.83. O anel &'(m) é um anel local, e o seu ideal maximal é

m:={f € (m)|f(0)=0},

que expandindo f em série e pondo x; em evidéncia, este ideal é igual ao ideal gerado (xi,...,X;)
em O (m).

Definicio 1.84. Definimos &'(m,n) como o conjunto de todas os germes de aplicagdes f :
(C™,0) — C". Denotamos por Oy(m,n) como os germes f : (C™,0) — (C"*,0), isto é, f(0) = 0.

Observacdo 1.85. O conjunto &'(m,n) tem estrutura de ¢ (m)-mdédulo, definindo para f €
O(m,n) e ac O(m), af como o germe

(af)(x) = a(x) f ().

Mais ainda, Op(m,n) é o submédulo m- &'(m,n). De fato, dado f € Op(m,n), temos f(0) =0,
logo, escrevendo f = (f1,...,fu), temos f;(0) = 0, entdo expandindo em série e colocando os x;

em evidéncia, podemos escrever

fi(x) = x18i1(x) +x28i2(x) + - - - + Xin&im (X).

Desta forma, as funcdes x; estdo em m e

(ijgu Zx,gn, ):

e definindo g;(x) = (g1j(x),...,8nj(x)), vem

xj(g1j(x);- -, 8nj(x)),

e

Zx]gj em-0(m,n).
Portanto, O (m,n) C m- & (m,n). Reciprocamente, dado f € m- & (m,n), entdo f é escrita como
k
Z ), ajem, g; € O(m,n).

Como a;j € m, entdo ;(0) = 0, para todo j, logo, f(0) =0 e, assim, f € Oy(m,n).
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Definiciio 1.86. Denotamos por Dif f(C™,0) como o conjunto de germes suaves f : (C™,0) —

(C™,0) bijetores cuja inversa € suave.

O grupo %, , (que podemos denotar simplesmente por .27, caso ndo haja confusdo) € o
produto Dif f(C™,0) x Dif f(C",0).

Dois germes f,g € Oy(m,n) sdo ditos </ -equivalentes, e denotamos por f ~ . g se

existe um par (o0, 7) € < tal que

g=tofoc”,

isto é, o diagrama

©m,0) —L (0

J I

(Cm,0) —— (C",0)

comuta.

Observacao 1.87. O conjunto ./ € um grupo com a operagdao de composicdo em cada en-
trada, logo, podemos definir a .o7-equivaléncia por acdo da seguinte forma: Defina a agdo
o X Oy(m,n) — Oy(m,n) por

(6,7)-f=tofoc

Entdo g é 7-equivalente a f se, e somente se, g estd na orbita de f por esta agdo.

Definicdo 1.88. Denotamos por %}, , (ou simplesmente %", caso ndo haja confusio) o grupo de
todos os pares (o,®), onde o € Dif f(C",0) e P : (C",0) — GL(n,C).

Observacio 1.89. Definimos a operagdo em ¥~ da seguinte forma: Dados (o,®) e (o/, '),

definimos

(qu)) * (Gl,cbl) = (G/ 00, P- (q)lo 6))7

onde

(@-(P'00))(x) = D(x) - '(0(x)).

Entdo % € um grupo.

Observacao 1.90. O grupo % age em Oy(m,n) da seguinte forma: Dados (o,P) € 7 e
f € 0y(m,n), o germe (o,P)- f € Oy(m,n) é dado por

((0,®)-f)(x) = ®(x) - f(O(x)).

Definicdo 1.91. Dois germes f,g € Oy(m,n) sdo ditos 7 -equivalentes, e denotamos por
g~ f,se existe um elemento (o,P) € ¥ tal que g = (0, P)- f,isto é, g€ H# - f.
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O resultado a seguir mostra uma condi¢@o equivalente para dois germes serem % -
equivalentes. A grosso modo, o conceito se baseia na ideia de existir um difeomorfismo que
leva o grafico da f no gréfico da g, o que justifica o nome usual de equivaléncia de contato.
Alguns autores usam este resultado como a defini¢do de # -equivaléncia e apresentamos aqui a

demonstracdo deste resultado.

Teorema 1.92. Sejam f, g € Op(m,n). Entdo g ~_ f se, e somente se, existe um par de germes

de difeomorfismos (h, H) tais que

H(x, f(x)) = (h(x),8(h(x))),

onde i : (C™,0) — (C™,0) e H: (C"x C",0) — (C™ x C",0), com (m; o H)(x,y) = h(x) e
(mp 0 H)(x,0) = 0, para todo x, y.

Demonstragdo. (=) Sendo g ~  f, entdo existem um germe de difeomorfismo o : (C™,0) —
(C™0)e®: (C™ 0) — GL(n,C) tais que g(x) = ®(x) - f(o(x)). Assim,

g(o7'(x) = @(07' (x)) - f(x).

Escreva
mi(x) Ni2(x) - Max)
B(o~(x)) = 7721.()6) nzz.(x) nzn.(x)
nnl(x> nn2(x) T[,m<)€)

Defina

nj(x) = (nlj(x)ﬂhj(x)» . -»ﬂnj(x))

as fungdes dadas pelas colunas da matriz ®(c ! (x)), h(x) :== 671 (x),

O(x,y) 3=y1"71( )+ +)7nnn (Zyﬂh] Z)’/Tlm >

H(x,y) = (h(x),0(x,y)).

Afirmamos que o par (h, H) satisfaz a tese. De fato, ja temos que 4 € um germe de difeomorfismo,

1

pois 0~ ' 0 €, temos

(10 H)(x,y) = mi (h(x), 0(x,y)) = h(x)

(120 H)(x,0) = Ta(h(x), 6(x,0)) zo Mi(x) = 0.

Vamos provar que H ¢ um germe de difeomorfismo. Note que a matriz de dH o) €

(Ge00) (00) 1 [(200)  ©),,

mxm

(3200)  ($00) O (M50)),.,,
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logo, seu determinante é
det(dH ) = det(dho) - det(®(0)) # 0.

Segue do Teorema da Aplicacao Inversa que H é um germe de difeomorfismo. Por fim,

Zf] 711/
01 (x, f(x)) Z
0, (x, f(x Fi(x) - m2;(x
oe sy = | P S| BT
6,(x. £ (x)) .
Z ) M (%

ni(x) - NMinlx) fi(x)
M1(x) - Moa(x) fa(x)

= . C | =0 (W) fx) = glo! (%) = g(h(x)).

Mai(x) - Nan(x) | | falx)

Portanto,

€ a tese esta satisfeita.

(<) Temos que H é da forma H(x,y) = (h(x),0(x,y)), com 0(x,0) =0, tal que

H(x, f(x)) = (h(x),g(h(x))),
ou seja,
G(X,f(x)) = g(h(x))a Vx,
isto é,
6o (id,f)=goh< 0ol(id,f)oh ' =

Agora, como 0(x,0) = 0, entdo expandindo em série e colocando os y; em evidéncia, segue que

existem fungdes 1y, ..., N, : (C" x C",0) — C” tais que

0(x,y) =yini(x,y) 4+ yaMa(x,y).

Assim,
gx)=0(h"'(x), /(A" (x))) = _Z]fj(h‘l(X))m'(h‘l(X),f(h‘l(X))),
=
que podemos escrever em forma matricial escrevendo 1; = (11j,...,Mx;j) €
g1(x) M= (), f(1 (X)) (k™ G, f () | AT ()

g2(x) Mo (k' (x), f(B71 () oo maa(h™ (), f(RTT(x)) | | (R ()

gn(¥) Mt (B~ (), (1)) M (1 (x), f(R71(x))) | [ Sl ()
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Portanto, g(x) = ®(x)f(h~'(x)) = (c,®) - f, onde

Mk (), (1 (X)) - Mk (x), f(R (x)))
Mar(h™ (x), f(R™'(x))) -+ Mol (x), f(h™1(x)))

Vamos verificar que (o,®) € J#. Ja temos que o é germe de difeomorfismo. Agora
resta provar que ®@(x) é uma matriz invertivel para todo x em uma vizinhanga de 0. Note que
®(0) é invertivel. De fato, sendo H um difeomorfismo, entdo dH(070) € 1somorfismo. A matriz
de dH o) €

(520,0) (O

(309),., (F00), ] ien

Agora, da igualdade
0;(x,y) = 1M (x,9) + -+ + YnTin(x,)

segue que

20,  dni IMNin
8xj_y18_xj+m+y" Xj ’

d6;
logo, ao aplicar em (0,0), obtemos 8_(0’ 0) = 0. Entdo
Xj

0 # det(dH g,0)) = det <<§Z (0,0)> ) det ((3—5;(070)) ) :

det ((3—5;(0,0))m> £0.

0;(x,y) = yimi1 (%, ) + -+ YaNin(x,y)

portanto,
Novamente, segue da igualdade

que

26; INi1 INij—1 ( 37‘[:']') OMNijt1 Min
Gy + (M T ) 4y, oy
dy; ' dy; =y, Ty, Ty 9y,

entdo avaliando em (0,0), vem

d26;

Vi
Portanto, sendo 2~ 1(0) = 0 e £(0) = 0, segue que det(P(0)) # 0. Assim, segue da continuidade
de h~!, f e de det que para todo x em uma vizinhanga de 0, vale det(®(x)) # 0. Portanto,

g~xf.
O]
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Observacao 1.93. Para todo f, vale o7 - f C J# - f. De fato, tome g € <7 - f, entdo existe um
par (6,7) € &/ tal que g = To foo . Defina

H(x,y) = (h(x),0(x,y)),
onde h(x) = o(x) e O(x,y) = 7(y). Entdo h é germe de difeomorfismo, pois ¢ o é, temos
0(x,0) =1(0) =0,

para todo x e H é germe de difeomorfismo, pois H é diferencivel e sua inversa é H~!(x,y) =

1 1

(6='(x),771(y)), que é diferencidvel, pois 6! e T~ ! sdo diferencidveis. Por fim, vale

H(x,f(x)) =

Assim, segue do Teorema 1.92 que g ~ _» f, ou seja, g € % - f. Portanto, o - f C % - f.

Exemplo 1.94. Considere f(x,y) = (x> +yx,y) e g(x,y) = (x’,y). Entdo g ~ 4 f. De fato,

considere

H(%)’,Z»W) = (X7Y>Z—XW» W)7

isto &, h(x,y) = (x,y) e O(x,y,z,w) = (z—xw,w). Entdo i é um germe de difeomorfismo, pois &
¢ a aplicacdo identidade, temos

0(x,y,0,0) = (0—x-0,0) = (0,0),

para todo (x,y), e H é germe de difeomorfismo, pois sua matriz jacobiana é

1 00 O
0O 1 0 O
—w 01 —x |’
0O 00 1
logo,
1 00O
0100
dHy = )
0010
0 0 01
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que € invertivel, segue do Teorema da Aplicacdo Inversa que H € um germe de difeomorfismo.
Por fim, vale
H(x,y, f(x,y)) = H(xyx +yxy)
(2,3, (8> —yx) —x,y)
(2, 3,2%,y)
= (xy.8x,y))
(h(x,y),8(h(x,y)))-

Portanto, g ~_» f.

Mas g e f ndo sdo .o/ -equivalentes. De fato, suponha, por absurdo, que g ~, f. Entdo
existem germes de difeomorfismos ¢ e 7 tais que go 6 = 7o f, ou seja, escrevendo T = (71, T2)
e 0 = (01,0,), obtemos

(01(x,9)%,02(x,)) = (71 () +yx,y), T2 (x° +yx,y)).

Logo, o1(x,y) = /71 (x +yx,y), entdo

@(x ) = (324283 +yxy) oy XGHE +yxy) + G +xy)
ox 7 3/ 71 (x3 4 yx,y)? " dy 3% Tl(x3—|—yx,y) .

Jdo 1 .
Expanda 7; em Taylor e vamos olhar para ——. Note que o grau de x do numerador é maior ou

dx
2
igual que 2, enquanto que o grau de x do denominador é maior ou igual que 3 por outro lado, o

grau em y do numerador € maior ou igual que 1, enquanto que o grau em y do denominador é

maior ou igual que 3 Entdo o numerador vai para 0 mais rapido que o denominador, concluindo

que
861

—=-(0,0)=0.

o
Analogamente para —1,
dy
2

minimo 3 enquanto que o grau de y do numerador € no minimo 1 e do denominador € no

o grau de x do numerador é no minimo 1 e do denominador é no

minimo 3 Entio o numerador vai para 0 mais rapido que o denominador, concluindo que

(961

5 =1(0,0)=0.

Portanto, a matriz jacobiana de ¢ em (0,0) tem a primeira linha totalmente nula, logo, ndo é
invertivel, o que é uma contradi¢do, uma vez que ¢ é um difeomorfismo.

Este exemplo mostra que .7 - f C % - f. A o classe de (x> + yx, y) é conhecida como
cuspide ordinaria ou singularidade estavel A;.
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CAPITULO

GRUPOS DE HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA

Neste capitulo definimos o ambiente onde as classes caracteristicas estdo. Para isto, serd

necessdrio definir trés tipos de homologia.

2.1 Homologia e Cohomologia Singular

Comecgamos com os grupos de homologia e cohomologia singular, j4 que € relativamente

simples e a definicdo dos demais sdo anédlogos.

Definicdo 2.1. Um n-simplexo o em R" ¢ a envoltéria convexa dos pontos vy, ..., v, de RY tais

que vi — v, V2 — Vo, - .., Vu — Vo S30 n vetores linearmente independentes em RY | isto &,
oc={opvo+- -+, +--+o, =1, ag,...,, >0}.

Os pontos vy, ..., v, sdo ditos vértices de ¢ e n € dito a dimensao de ¢. As faces de ¢ sao os

(n— 1)-simplexos cujos vértices sdo vértices de ©.

Exemplo 2.2. Em R”, considere A,, a envoltéria convexa dos pontos

O n-simplexo A, € chamado de n-simplexo padrao em R". Por exemplo, Az € o tetraedro regular,

cujos lados medem 1.
Definicao 2.3. Um i-simplexo singular em um espaco topolégico X é uma funcio continua
o:A —X,

onde A; é o i-simplexo padrdo em R’.
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Definicao 2.4. Seja R um anel comutativo com unidade. Uma i-cadeia singular em X com

coeficientes em R ¢ uma combinag¢ao linear formal
c= Z ;0;
J

de i-simplexos singulares 0} : A; — X com coeficientes ¢¢; em R, e apenas uma quantidade finita
destes coeficientes sdo nao nulos. O conjunto de todas as i-cadeias singulares em X é denotado
por S;"(X;R).

Observacio 2.5. Segue da definigiio que S (X; R) é um R-médulo livre cuja base é o conjunto

de todos os i-simplexos singulares de X.

Observacao 2.6. Para cada i, temos i 4 1 fungdes (pij A1 — A, j=0,...,i, dadas por
i ek, k<j
¢/ (ex) = :
€1, k= J.
que identifica o (i — 1)-simplexo padrio A;_; como uma face do i-simplexo padrao A;, removendo
0 j-ésimo vértice de A;.
Definicdo 2.7. Seja 0 : A; — X um i-simplexo singular. A j-ésima face de ¢ é o (i — 1)-simplexo

singular o) =00 q)ij A1 — X

Defini¢ao 2.8. Seja 6 : A; — X uma i-simplexo singular. O bordo de ¢ é a (i — 1)-cadeia

singular ‘ '
di(0) = Zl:(—l)jc(j) = Zl:(—l)jdoq)l.j.

J=0 J=0

O operador bordo ¢ o homomorfismo de R-médulos 9, : S"(X;R) — $3"(X;R) definido por

8,‘ (Z (XjGj) = Zocj&,-(oj),
J J
e definimos dy(c) = 0, caso ¢ seja uma 0-cadeia.

Observacio 2.9. Se d; : S"8(X;R) — S8 (X;R) e 91 : S8 (X;R) — S"$(X;R) sdo dois
operadores bordo, entdo d;_j 09; : S;"¢(X;R) — S;"'5 (X; R) é identicamente nulo. De fato, sejam
(pij A1 = Aje (piﬁ | - Ai—2 — A;_1 as aplicagdes que identificam os simplexos como faces.

Note que para todo par de indices j < k, vale

j 4k k+1 '
(Pl:lo(pl‘,l :(pl O(PI:Cl?

pois como

, /i1 i1
¢! (t0,...,ti1) = ¢} (Ztm) =Y 140/ (e;) = (t0,--,2j-1,0,15,...,ti-1),
i=0 i=0
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uma vez que q)l/ simplesmente pula o j-ésimo vértice de A;, entdo dado (fg,...,ti—2) € Ai_2, a

funcao ¢i’<_l ird colocar um 0 antes de #;, obtendo,
(P,-k,l(to, ... 7ti72) = (to, ... ,tk_l,O,tk, ... ,l‘l;z),
em seguida, q)l-j ird colocar um 0 antes de 7, e como estamos supondo j < k, obtemos,
<¢z] o ik—l)(t()? e ;ti—Z) = (l‘(), e ,l‘j_l,(),tj, coste—1,0,8, ... ;ti—Z)-
Por outro lado, <z>l.f_1 coloca um 0 antes de ¢;, obtendo

q>l:]_1(t07"'7ti_2) = (t()?"'7tj_1707tj7"'7ti_2)7

k+1

em seguida, ¢; " coloca um 0 antes da coordenada que ocupa a (k+ 1)-ésima posi¢do do vetor

acima, que € f, pois agora as coordenadas do vetor estdo deslocadas uma casa para a direita apos

a j-ésima coordenada, e estamos com j < k < k+ 1, logo,

(d)l-k+1 O¢l-j_])(l‘(),...,ti_2) = (Z‘(),...,Z‘j_l,(),tj...,l‘k_l,(),tk,...,ti_z).

Assim, como os operadores bordo sdo homomorfismos de R-mddulos, basta provar que (d;—1(d;(0))) =

0, para todo i-simplexo singular o. Temos que

31;1(8,'(6)) = Jdi_ <i(—1)j0'o¢l.j>
=0
= Y (-1/oi(c09))

j=0
i i—1 )
= Y1)/ Y (-D)food! o9k
j=0 k=0
i it : i1 :
= Y (-1 [Z(—l)kcowo«ﬁf1+Z<—1>’<oo¢,-fo¢,-k1
Jj=0 = k=j
i J-1 , i i1 .
= Y1)/ Y (=D)foodfoof + Y (-1) Y (—1)*cod!0gf .
j=0 k=0 j=0 k=j

Note que na segunda soma estamos com j < k, logo, ficamos com

i Jj—1 i—1 .
(di—109)( :Z Z Goqjjo(pl 1—}—2 Z l)kGO(pik“Llo(plLI
j=0 k=0 k=j
Agora fazemos uma mudanca de indices na segunda soma para nos livrarmos de k + 1, fazendo
l'=k-+1,vem que [ variade j+ 1 até i, e k = [ — 1, assim, obtemos

i j—1 i i

(a 10(9 Z Z Goq)ijoq)z‘k—l'i'z‘,(_l)j Z (_1>l O-O(Pl z 1

k=0 j=0 I=j+1

que por simplicidade, fazemos k = [ para obter

-1 ;

(Bi109)( :Z 2 1)k 0 ¢ 0 9F 1+Z Y Y (~1)loogfog/

j=0 k=0 k=j+1
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Agora, note que se abrirmos a segunda soma, podemos inverter os papéis de j e k, ou seja, somar

primeiro os termos que dependem de j e depois somar em k, assim,

i i

. i = .
Y (=1 Y (~1)loogfogl, = Z(—l)’_lig(—l)kGO%]O%k_l

Jj=0 k=j+1 j=0
i -l .
= — LD Y (=Dfooplo0l,
J=0 k=0

que € exatamente o oposto da primeira soma, logo,

i Jj—1 i

0i-1(d(0)) = Z<—1)12<—1>"ao¢,?o¢,~"_1+ﬁ0<—1>f Y (1) Tloogfog/,
=

j=0 k=0 k=j+1
i -1 ) i gl .
= Z(_l)J Z(_l)kco¢z'jo¢z']<—1 - Z(_l)J Z(_l)kGO%jo(Pik—l
j=0 k=0 j=0 k=0

= 0.
A igualdade 0;_ o d; = 0 diz que Im(9d;) C Ker(d;_1). Portanto, para todo i, vale

Im(dpy1 : ST (X5R) — 7" (X;R)) C Ker(; : S (X;R) — SI"%(X;R)).
Defini¢ao 2.10. Definimos o i-ésimo R-médulo de homologia singular de X como o R-médulo
quociente

_ Ker(d;: ;" (X;R) — S;"{ (X;R))

Im(Jhs1: ST (XGR) = S (X;R))

H™(X;R):

1

Queremos ndo precisar fixar o indice i para trabalhar com cadeias de grau qualquer. Uma

maneira € fazer a soma direta sobre i destes R-mddulos, assim, obtemos a seguinte definicao.

Definicao 2.11. Definimos o R-médulo de homologia singular como

H"(X;R) .= P H™ (X;R).
i=0

Agora fazemos o dual de toda esta constru¢do para obter a cohomologia.
Defini¢ao 2.12. O i-ésimo R-mddulo de cocadeias singulares de X ¢ definido por

St (X:R) = Hom(S:"$(X;R),R),

sing i

o conjunto de todos os homomorfismos de R-médulos S;"'(X; R) — R.

O operador cobordo 5! : S”1 (X;R) — §!

sing sing(X 3 R) € 0 homomorfismo definido por

§1() = pod:



2.2. Homologia e Cohomologia Relativa 61

Observacio 2.13. Se §': S

operadores cobordo, entdo 8’0 8~! = 0, pois para todo ¢ € S’

X;R) — STHL(X;R) e 1 : 851 (X;R) = SI. (X;R) sdo dois

sing stng sing

' (X;R), vale

smg<

sing
(5i06i_1)((p) = 5i(5i_1((p)) = 5i((poa,~_1) =@odi_10di=@o0=0.
Portanto,

Im(81: SV (XR) = St (X3R)) C Ker(8': S

smg Sl}’lg

X;R) — S71U(X:R)).

smg ( sing

Definicao 2.14. Definimos o i-ésimo R-médulo de cohomologia singular de X como sendo o

R-mddulo quociente

i, |

Hiy (X3 R) = Ker(o': slngl(X :R) = SitL(X:R)) |
l .

Im(&1: Ssmg(X R) —>S;mg(X R))

Definicao 2.15. Definimos o R-médulo de cohomologia singular como

smg @ smg

2.2 Homologia e Cohomologia Relativa

Nesta secio apresentamos os grupos de homologia e cohomologia relativa, que € obtido
a partir de um par de conjuntos, o qual € necessdria para definir a classe fundamental de uma

variedade.

Observacao 2.16. Sejam X um espago topoldgico e ¥ um subespaco topoldgico de X. Entao
Sfing (Y;R) pode ser visto como um submdédulo de S‘;ing (X;R) da seguinte forma: Dada uma

i-cadeia singular
Cc= Z o;0;
J

de Sfmg (Y;R), como Y C X, entdo para cada 0; : A; — Y, podemos considerar a extensdo
0 : A; — X. Assim, definimos

. Ssmg< )
S;"™(X,Y;R) = S—

wng(Y R) :

Observacio 2.17. Podemos definir um operador bordo 0; : Sfing (X,Y;R) — Sfi_nf (X,Y;R) dado
por
Ai(c+S"™(Y:R)) = dile) + S (Y3R).

Note que 0; est4 bem definido, pois se c—|—Sfmg(Y;R) =+ Sfmg (Y;R),entdo c— ¢’ € Sfing(Y;R),
logo,
di(c) — ai(c') = di(c— ') € S™8(Y;R),
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ou seja, 9;(c) + S8 (Y;R) = 9;(c') + S8 (Y;R). Também vale 9;_; 0 9; = 0, pois

(dim100i)(c) = di1(di(c))
= 0i_1(d(c)+ Ssmg(Y;R))
= 0-1(0:(c) + S5 (Y:R)
. +Ss1n§( : )

1

|
o

Portanto,

Im(Jps1 : ST (X,Y5R) — ;" (X,Y;R)) C Ker(d; : S8 (X,Y;R) — S8 (X,Y;R)).
Definicao 2.18. O i-ésimo R-mé6dulo de homologia relativa singular de X e Y € definido por
Ker(d;: S;™(X,Y;R) — S;"} (X,Y;R))

Im(e1 : ST (X,Y5R) — S{"8(X,Y;R))

H™(X,Y;R) =

Definicao 2.19. Definimos o R-médulo de homologia relativa singular de X e Y como

i=0

Defini¢ao 2.20. O i-ésimo R-moddulo de cocadeias relativas singulares de X e Y ¢ definido por

Stne(X,Y3R) = Hom(S{"¢ (X, Y;R),R),

sing
o conjunto de todos os homomorfismos de R-médulos S;"(X,Y;R) — R.

O operador cobordo 61 : 5! (X,Y;R) — Si. (X,Y;R) é 0 homomorfismo definido

sing sing
por
5i-1(p) = @od,.
Observagiio 2.21. Se 8 : S%, (X, Y:R) — Sit | (X,Y:R)e 671 : sgmlg(x Y;R) — Sk, (X,Y;R)

sdo dois operadores cobordo, entdo 6/ 0 8~ = 0, pois para todo ¢ € S'-! (X,Y;R), vale

sing

(870571)(p) = 81(67(¢)) = 8(900 1) = podi 109 = po0=0.
Portanto,

Im(61:8-1(X,Y:R) = St (X,Y;R)) C Ker(8:S

sing sing

X,Y;R) — ST L(X,V;R)).

smg( sing

Definicao 2.22. Definimos o i-ésimo R-mo6dulo de cohomologia relativa singular de X e Y

como sendo o R-mddulo quociente

, Ker(87:S Sting(X,YiR) = S (X,Y:R))
Hiyo(X,YiR) = — : .
Im(§7T1: S5 L(X,Y;R) = S, (X,Y:R))

Definicao 2.23. Definimos o R-médulo de cohomologia relativa singular de X e Y como

H', . (X,Y;R) @ H}, o (X,YiR).

smg
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2.3 Homologia e Cohomologia de Borel-Moore

Por fim, a terceira homologia e cohomologia que apresentamos estende a homologia e
cohomologia singular, permitindo a soma formal ser arbitraria, mas com uma certa condi¢io de
finitude.

Definicao 2.24. Uma i-cadeia singular localmente finita em X com coeficientes em R ¢ uma

combinacdo linear formal (finita ou infinita)
c= Z x;0;,
J

tal que para todo compacto K de X, apenas finitos coeficientes ¢; ndo nulos sdo tais que
KNIm(cj) # 0. O conjunto de todas as i-cadeias singulares localmente finitas em X com

coeficientes em R é denotado por SM (X;R).

Observagio 2.25. Definimos o operador bordo d; : S?M (X;R) — S8 (X;R) da mesma maneira
que para i-cadeias singulares, pois a condi¢@o de finitude continua valendo para o bordo. De fato,

dada uma i-cadeia ¢ € S?M (X;R), digamos
c= Z(XjGj,
J
e dado um compacto K de X, entdo para apenas finitos coeficientes o, ..., a;, ndo nulos tais
que KNIm(oj,) #0,1 <m < k. Como
i i
[ (1 ! l
aile) =Y ajao) =Y oy Y (-D'c)’ =¥ Y (- 100 4]
J J 1=0 j =0

e Im(ojo (])il) C Im(oj), entdo apenas K NIm(oj, o q)l.’), 1 <m<k, 0<I<ipodem ser ndo
vazios. Portanto, vale que

Im(9is1 : SPM(X;R) — SPM(X:R)) C Ker(d; : SPM(X;R) — SPM (X:R)).

Definicao 2.26. O i-ésimo R-moédulo de homologia de Borel-Moore de X (ou homologia com

suporte fechado ou homologia das cadeias localmente finitas) € definido por

_ Ker(9;: SPM(X;R) — SPM(X:R))

)= Im(di11 : SPM (X:R) — SPM(X:R))

HM(X:R

Definicao 2.27. Definimos o R-médulo de homologia de Borel-Moore como

o)

HM(X:R) = PHM(X:R).
i=0

Definicao 2.28. O i-ésimo R-moddulo de cocadeias singulares localmente finita ¢ definido por

Siu(X:R) == Hom(SP™ (X:R),R),
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o conjunto de todos os homomorfismos de R-médulos S2¥ (X;R) — R.

O operador cobordo 5! : S&1(X;R) — Sk, (X;R) é o homomorfismo definido por

57 (@) =0poad.
Observacdo 2.29. Se &' : S, (X;R) — SE1(X;R) e 6! : S5 1(X;R) — Sk, (X;R) sdo dois
operadores cobordo, entio §' 0 8! = 0, pois para todo @ € St 1 (X;R), vale
(808" ")(@)=8"(8""(9)) =8'(90di-1) = 90di-100;= o0 =0.
Portanto,
Im(81: S5 (X R) — Sy (X5R)) C Ker(8': Sh,(X;R) — SHiH(X;R)).

Definicao 2.30. Definimos o i-ésimo R-mddulo de cohomologia de Borel-Moore de X (ou
cohomologia com suporte fechado ou cohomologia das cocadeias localmente finitas) como sendo

0 R-médulo quociente

Ker(8': Sty (X;R) — SE1(X;R))

Hy (X;R) = : : : .
b (X:R) Im(81: S (X:R) — S, (X:R))

Definicao 2.31. Definimos o R-mddulo de cohomologia de Borel-Moore como
Hjy(X;R) = D Hpy(X;5R).
i=0

Analogamente, podemos também construir os grupos de homologia e de cohomologia

relativa de Borel-Moore, basta considerar os conjuntos S?¥ (X; R) e SBM(Y; R).

Observacao 2.32. Se X for um espaco compacto, entdo dada uma i-cadeia localmente finita
c= Z o;0;,
J

temos da condigdo de SBM(X;R) que para o compacto X, como X NIm(c;) # 0, para todo j,
entdo apenas finitos coeficientes &; sdo ndo nulos, logo, ¢ € uma i-cadeia singular. Portanto, a

homologia e cohomologia singular e de Borel-Moore coincidem.

2.4 Produto Cup e Produto Cap

A partir de agora, as construcdes apresentadas sao feitas de forma andloga tanto para a
homologia e cohomologia singular quanto para a de Borel-Moore, por esta razao iremos omitir a

notacdo “sing” e “BM’ nos grupos de cadeias, cocadeias, homologia e cohomologia.

Nesta secdo definimos duas operacdes especiais em homologia e cohomologia. A primeira
faz o grupo de cohomologia obter uma estrutura de anel. A segunda é um produto de elementos

da homologia com elementos da cohomologia, que satisfazem varias propriedades operatorias.
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Defini¢do 2.33. Sejam ¢ € S'(X;R) e y € S/(X;R). O produto cup entre ¢ e ¥ é o elemento
@ — w € SH(X;R) definido por extensdo linear que para (i + j)-simplexos singulares o :
Aiyj — X, definimos

(¢ —v)(o)=9(co0 1{0,...,1'}) -y(oo l{i,...,iJrj})»

onde para § C {0,1,...,i+j}, 15 : Ag—1 — Ai1; € a inclusdo de Ajg_; no (i + j)-simplexo

singular A;4 , ou seja, se S = {if,...,in}, entdo

tllu tlm Z tl]ella

onde ¢;; € 0 ij-€simo vetor da base candnica de R’*J . Assim, podemos ver 6oty ;1 como a

restricao G| et ]’ completando com zeros as coordenadas que faltam.

Observacio 2.34. Segue da defini¢do que se ¢ € S'(X;R) e w,n € §/(X;R), entdo
¢—(V+n)=¢—v+o—n,

pois para (i + j)-simplexos singulares o : A;yj — X, vale

(p—(v+m))(o) = e(ooy,. i) (Voo i) +n(ooy; i)

= @(0oug, _p) Yooy ip)+e(oory a)n(ooty ip)
= ¢—y(o)+9—n(o)
= (¢ —v+o—n)(0)

Lema 2.35. Se ¢ € S'(X;R) e ¥ € S/(X;R), entio

5 (9 —y) = (8'(9) — w) + (~1)"(¢ — &(y)).
Demonstracdo. Pela linearidade, basta provar a igualdade para (i + j 4 1)-simplexos singulares
O: Ai-l—j-i—l — X.
Vamos calcular ((8'(¢) — y) + (—1)/(¢ — 8/(y)) (o). Temos que

(8'(@) —y)(o) = (@)oot i1y) V(OO itjr1})
= @(diy1(oo0 l{o,...,i+1})) -y(oo l{i+1,...,i+j+1})

i+1
= (P(Z(_l)kGOI{O,...,iH}OQﬁq SCTITRR
T
- Z (-1)*p(co L0,...,i+1} © 9051)-w(oo it it jt1})
o
— kz‘b(—l)kﬁo(co1{07..,7k—17k+1 ..... 1) V(oo iy

€ temos que

(—1)'(¢ — &/ (w))(o) = (_1)1:4)(601{0,...,&)'SJ(I//)(GOI{i itj1})
= (=1)'e(coiyg, . a) w(diri(ootg  iyjr1y))

) J+1
= (=D'¢(ooyg..a) ¥ (Z (—Dfoou; o ¢,+1>

k=0



66 Capitulo 2. Grupos de Homologia e Cohomologia

Note que para 0 < k < j+ 1, temos
kK _
Ui it jb 1} O @it = Ui itk — Ltk Lyoit j+ 1}

-----

vetor em
(0,...,0,1‘0,...,tk_l,o,tk,...,tj+1),

onde #( estd na i-ésima coordenada, ou seja, € igual ao vetor que (fo,...,?j+1) € levado por

Ui, ith—1,itk+1,...i+j+1)- Assim, a segunda soma se simplifica para

. , . jtl
(=D (e —8(y))(o) = (—)'e(ooyp,. i) ¥ (Z (—Dfoor; it O¢f+1>
j+1 " -
= Y (-D)"p(coty. 4) V(00U itk titkit, itj+1})
g
= Y (=Dfo(ootg, i) V(00U g1kt itjt1})-
=y

Note que a primeira parcela da segunda soma €

(=D'p(oorg. i) W(oOolG i),

enquanto que a ultima parcela da primeira soma é

(—D)™*o(ooryy, 4) - W(ootyir, iji1y) = —(=1)'@(cotyp,  3) (ool irjr1}),

que € o oposto da primeira parcela da segunda soma, assim, se somarmos, estas parcelas se
cancelam, logo, ((8'(¢) — )+ (=1)'(¢ — &/(y))(0) ¢
i

Z (—1)k€0(00 Y0, k-1t 1,d}) WO Ot i jr1y) T
k=0

i+j+1
+ Y (—Dro(oorg. i) W(ooty kotxit. itji1))-
k=i+1

Agora vamos calcular 67/ (¢ — y)(c). Temos que

8 (@ —y)(o) = (¢ — ¥)(94j+1(0))
i+j+1
= (<PVW)< Y (—1)k00¢ﬁj+1)

k=0
i)+l . .
= Z (=1 (QDVW)(GO@-H'H)
k=0
i+jt1

= Z (—1)k‘P(GO¢1]{+J’+1 ol,..i}) W(GO‘P{;J’H Ol it j+1})s
k=0
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que separando em duas somas, fica

i
k k k
Z (=1)¢(oo O jy10 l{o,....,i}) -y(oo Oy jy10 l{i,..‘,i-i-j-i-l})_f’
k=0
i+j+1 ) ) .
+ Z (=1 @(0007 1 100,...i) V(00O 110U ivjr1})s
k=i+1
mas na primeira soma, como k < i, entao (l)l-’fF it ird colocar apenas um 0 entre os zeros que
Ui it j1} colocou, e na segunda soma, como k > i+ 1, entdao (])l.’; 41 ird colocar apenas um 0
entre os zeros que Ly ;1 jd colocou, entdo isto se simplifica para
i k k
Z (=D @(cod 1040, iy) W(ooly ipjyiy)+
k=0
i+j+1 L L
+ Z (1) (P(Gol{o,...,i}) : W(Go¢i+j+1 ol{i7...,i+j+1})a
k=i+1
que é igual a
i
k
Z (=D @(ooyo, k—1k+1,..i}) W(O Ol ivit1y)+
k=0
i+j+1 ’
+ Z (=D @(ootgo,..iy) W(O oL k-t hr1itj+1})s
k=i+1

que é exatamente (8'(¢) — y)(o) + (—1)i(¢ — 8/(y))(o). Portanto,

8 (¢ — w)(0) = ((8'(9) — y) + (=1)'(¢ — &' (v)))(0).

Observacao 2.36. Com o lema acima, podemos definir um produto
—:H'(X;R) x H(X;R) — H™/(X;R)

dado por
(@+1m(8"1)) — (w+Im(8771)) = (¢ — ) +Im(8"/7).

Temos que mostrar que esta aplicacdo estd bem definida. De fato, como ¢ € Ker(8%) e y €

Ker(87), entdo ¢ — y € Ker(8'/), pois
8 (@ —y)=58(9) —y+(-1)'o—8(¥)=0—y+(-1)'p—0=0.
Além disso, se
O+Im(8 ) =o' +Im(8 ") e w+Im(87 ") =y +Im(5771),

entao
o—¢' €im(8") e y—y cim(§"),
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logo, existem ¢” € S (X;R) e y’ € /=1 (X;R) tais que
o—¢'=8""(¢") e y—y' =8""(y").
Assim, notando que ¢’ € Ker(8") e y' € Ker(8/), vem

5 (g — ") = (8(9') — W)+ (~1)(9' — &7 (W) = (~1)(¢/ — 5 (¥"))

SU=H (" — ') = (87 (¢") — ¥)+ (1)1 (¢" — 8/(y)) =56""(¢") — ¥/,
e como 8708/~ =0, entdo

8(i71)+j((p// _ 5].71(\//]/)) _ 6i71<(p//) _ 6].71(1[///),
logo,

p—y—¢ —y = (¢+5(¢")— (¥ +5(y")— ¢ — ¥
— (P/ — 5j—l(wll> —|—5i_1((p//) — l//’+5i_1(qo”) — 5]'—1(‘,///)
_ (_1)i5i+j—1((p/ — lI///) +5i+j—1((p// — ‘V/) +5(i—1)+j(q)// — 5,‘—1(‘,///))
STITH(=1) (@' = y") + (¢" — ) + (9" — 871 (y"))) € Im(877).

Portanto,

¢ — y+Im(8™7N) = @' — '+ Im(877).

Defini¢do 2.37. A aplicagdo —: H'(X;R) x H/(X;R) — H'"/(X;R) é chamada de produto cup.

Definimos o produto cup em H*(X;R) estendendo por bilinearidade.

Defini¢io 2.38. Sejam j > i, ¢ € S'(X;R) uma i-cocadeia e ¢ € S;(X;R) um j-simplexo.
Definimos o produto cap entre ¢ e 6 como a (j — i)-cadeia singular ¢ ~ o € §;_;(X;R) dada

por

¢ ~0c=9(0olg, j)0ol; = ¢(G|[eo,.4.,ei])6

[ei,l..,e_,-} '

Assim, estendendo por linearidade nas cadeias, obtemos uma aplicacao
~:S'(X;R) x S;(X;R) = S;—i(X;R).
Lema 2.39. Se j > i, ¢ € S'(X;R) e c € Sj(X;R), ento

9j-i(p —~ ¢) = (=1)'((¢ ~ 9j(c)) = (8(@) ~¢)).

Demonstragdo. Pela linearidade, basta provar a igualdade para j-simplexos singulares ¢ €
S j (X ;R).
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Vamos calcular dj_;(¢ —~ o). Temos que

di-i(p ~0) = dii(e(coty, p)oot; ;)
= (oo, iy)dj-i(o° l{l.,...,,})
J—i
= @(0oly, ;) Z (—1)k00 L. j}° ¢]I'€—i
k=0
j—i

= ¢(ooty, ) Y (—Dfoory i1,

J .
= @(0o1y, ;) Z}(—l)kﬂco Ui k1 k1, )

[el‘,...7€k,1,€k+l7...,€j}

- (0) .
sl CirernrCh 1€t ] se-C
(—1) = [€iseesCh— 1€kt 15-1€]]

Agora vamos calcular ¢ —~ d;(o). Temos que

¢~ 9j(0) = <PA<ZJ‘,(—1)"60¢,’-‘>
k=0
= )'o ~ (009])

Goq)jol{o )GO(l)]ol{, =1}

Lo
el

que podemos separar em duas somas e escrever

Z(_l)k (GO(PJ Ol{O )GO¢] Ol{l j—1}+
k=0

J
+ Z (_1)k (GO¢]OL{O )GO¢JOl{l Lj=1}p
k=i+1
que é igual a
i

Y (=Dfe(ooto, g1kt it1)0O Uit 3+

k=0
/ k
+ Z (=D)*@(0ot0,..})0 O Ui k—1k+1....j}
k=i+1
que por sua vez, € igual a
: k
Z(_l) (P( ‘[607...761(,17€k+1,...7€i+1])6 [€i+17...7€j}

J
+ Y (-1fo(al,,. )0

[ei7'~'7ek—] €k+1 7'“76]'} )
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Por fim, calculemos 6'(¢) —~ o. Temos que

§'(p) ~o = &(p)(oo 40,...it1})0 O Lit1,... )
= @(9i+1(00Yy, . it1}))0OYit1,. jy
i+1
= ¢| Y (-Dooug o0l | oot j
k=0

i+
_ k
= o Y. (-1 GOl{o,...,k—l,k+1,...,i+1}) Colgiy,. . j}
=0

i+1

— 1)k
_ kzo( G R

[ei+17'“7ej]’

que podemos separar o ultimo termo e escrever como

)o

T (=)™ o(o| [eo,.‘.,ei})ch

eO7“~7ek—l7ek+17'“7ei+1] [ei+17“'7ej e,’+1,...,€j].

Assim, (¢ —~ 9;(0)) — (6'(¢) ~ o) éigual a

J
k i+1
k£1<_1) (p(G’[607..,7e,~]>6|[e,-,.,.7ek,1,ek+17...,ej] B (_l) i (p(6|[e07...,e,-])6}[ei+1,...7ej]’

que podemos escrever como

J .
k_;._] (_l)k(p(6| [eo,...,e,-])cl [e,-,...,ek,l,ekﬂ,...,ej] + (_l)l(p(6| [eo,...,ei])cl [e,-+1,..4,ej}’

que éigual a

J
Y. (1o, o

k=i

[ei7'“7ekfl7ek+l7“'78,]'}7

que € justamente (—1)'d;_;(¢ —~ o). Portanto, multiplicando os dois lados por (—1)’, vem

9j-i(¢ ~0) = (~1)'((¢ ~ 9;(0)) = (8'(p) ~ 0)).

Observacao 2.40. Com o lema acima, temos uma aplica¢io
~:H'(X;R) x Hi(X;R) — H;_i(X;R)
dada por
(@ +Im(8'™")) ~ (c+Im(dj11)) = @ ~ c+Im(dj_i+1).
De fato, temos ¢ —~ o € Ker(d;_;), pois como ¢ € Ker(8') e c € Ker(d;), entdo
dj-i(p~c) = (=1)(¢ ~9j(c)) = (—=1)"(6'(9) ~¢)

= (=@ ~0)—(=1)'(0~c)
= 0.
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Ese ¢+Im(81) = @' +1Im(8"), c+Im(d;_1) = ¢’ +Im(dj:1), entdo ¢ — ¢' € Im(8" ') e
c—c €1Im(dj_y), assim, existem @” € ST (X;R) e " € S;11(X;R) tais que

¢ — (P/ — 6i_1((P”), c—c = aj+l(cﬂ),
assim,

pc—9 ~ = (¢/+871(9") ~ (¢ + () @' ~¢
= 0"~ () +871(@") ~ ¢ +871(9") ~ Dy ()
= aj—i+1((—1)’((p' ~c"— "~ — " ~ j+1(C”))) c Im(aj,l-ﬂ).

Portanto, ¢ —~ c+1Im(d;_i11) = @' —~ ' +1Im(d;_;11). Portanto, esta aplicagdo estd bem defi-
9 j—i+ 9 J

nida.

Definigdo 2.41. A aplicacio —~: H'(X;R) x H;(X;R) — H,_;(X;R) é chamada de produto cap.
Definimos o produto cap em H*(X;R) e H.(X;R) estendendo por bilinearidade.

Proposi¢do 2.42. Seja ¢ € S'(X;R) fixada. Dados y € S/ ~/(X;R) e c € S;(X;R), acadeia ¢ ~ ¢

¢ a dnica (j — i)-cadeia singular tal que
y(p ~c)= (o —y)(c).

Demonstrag¢do. Vamos provar para (j — i)-simplexos singulares 6. Temos que

<(p ~ W)(G) = QD(G}[E(),...,Q‘])W(G [eiv"'aej])
= W((P(G [607'-'761'} o [ei7~"vej])

Agora dada uma cadeia
Cc = ZO(J'GJ',
J
temos
(@ —w)(c) = (9—V) <Z Oﬂjcj)
J
= Laj(¢—w)(o)
J

= Lay(e~o
= W(ZaﬂpAC>

()

= ylp~o).

Assim, fica provada a igualdade e que o produto cap € o tinico que satisfaz tal propriedade.
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Proposicao 2.43. Valem as seguintes propriedades operatorias:

9.

10.

(o —vy)—E=¢— (y— &), para toda cocadeia ¢ € H"(X;R),y € H"(X;R) e £ €

H*(X;R).

o — (y+vy')=0¢— y+¢ — v, para toda cocadeia ¢ € H"(X;R), v,y € H"(X;R).
¢ — (ay)=a(p — y), para todo @ € R e toda cocadeia ¢ € H"(X;R) e w € H"(X;R).
(p+¢') — w=0¢ — y+¢ — y, para toda cocadeia ¢, ¢’ € H"(X;R) e v € H"(X;R).

(ap) — y=oa(p — y), paratodo o € R e toda cocadeia ¢ € H"(X;R) e yw € H"(X;R).

Seja 1 € HY(X:R) a cocadeia constante igual a 1 € R, entdio para toda cocadeia ¢ €
H"(X;R), vale

(0 — y) ~0=wy —~ (¢ —~ 0), para toda cocadeia ¢ € H"(X;R), v € H"(X;R) e
simplexo o € Hi(X;R).

(p+¢') ~0c=¢ ~ 0+ ¢ —~ 0, para toda cocadeia @,¢" € H"(X;R) e simplexo
o € Hp(X;R).

(ap) ~ 6 = a(e —~ o), para toda cocadeia ¢ € H"(X;R) e simplexo 6 € H,,(X;R).

1 ~ 0 = o, para todo simplexo ¢ € H,(X;R).

Demonstragdo. Pela definicao linear na cadeia, basta provar para simplexos singulares.

1.

2.

Dado um (n+ m+ k)-simplexo singular o, temos

(@ —w)—&l0) = (@=v)O|y 0 SOl
= [ ( ‘ en])l//( ‘ +1,...,en+m})]§(G|[en+m+la~~~7en+m+k])
(P ‘ el» 7en])[lll( ‘ €nilye- 7en+m})é (G|[6n+m+l ,...,e,,+m+k]>]
‘ en])(u/ é)( | en+],...,en+m+k]>
:[ V( — &)l(0).
Dado um (n 4 m)-simplexo singular 6, temos
lo— (v+¥)l(o) = o(of,,  Iw+v)el|, .
¢(o }[617 En]>(lll( ‘ [en+t1s-- ,€n+m]> + w,(c‘[enﬂ,...,ewm]))
(p( en+1 ----- en+m] + (p(o-‘[elv--wen])w/(c [en+17---7en+m]

}[617 en])‘l/(o
¢ —y)(o)+(p—y')(o)

(
(¢ —v+o—y)(o).

)
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3. Dado um (n+ m)-simplexo

[ — (ay)]

singular o, temos

(o)

)

..........

...........

...........

[(o+9¢') — v](0)

.....

= (¢
(o —y+0o¢' —y)(o).

5. Dado um (n+ m)-simplexo singular o, temos

[(ap) — y](o)

5.

.....

6. Dado um n-simplexo singular ¢, temos

(1 - 9)(0) = 1(o|g)o(c],

.....

(¢ —1)(0) =

.....

7. Temos

¢~ (y ~o0)

777777

.....

geee

.....

.....

7777

8. Temos

(¢+¢')~oc

.....

77777

[enJrl

o ~0c+¢ —~o.

..........

.y

.y

sees€m+n

[ein+n+ 1

.....

.....

en+m]

.....

—y)(o)+(¢' — y)(o)

(o

)

en+m]

)

[ell+l

.....

a9 S

[en+l en+m}

.....

)

[em+1 7ek] [el’t+l

.....

)0

.....

~~~~~

77777

..........

.....

en+m]

)
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9. Temos
(ap) ~o = (O“P)(G‘[el.,...,en])c’ (s 1se.sem]
= aq)(cl[el,...,en])c [enstyemmsem]
= o(p ~o0).
10. Temos
l~o = 1("‘[0})6‘[@,...,%]
= 1l-0
= o.

]

Observacao 2.44. Como a defini¢do dos produtos cup e cap em H*(X;R) e em H,(X;R) sdo

feitas por extensao bilinear, entdo tais propriedades continuam verdadeiras.

Com as propriedades provadas acima, vemos que H*(X; R) se torna um anel com unidade.

A comutatividade ndo se verifica, mas vale a igualdade
¢—y=(-1)"y—9¢VoecH" (X;R),y € H"(X;R),

e uma prova pode ser vista em (HATCHER, 2002, p.215, Theorem 3.14). Também vemos que o
produto cap em H,(X;R) satisfaz quase todas as propriedades de um H*(X;R)-mddulo, exceto

pela associatividade, que na verdade vale

(p—y)~o=y~(¢p~o0).

2.5 Pushforward e Pullback

E natural pensar em como obter funcdes entre os grupos de homologia ou de cohomologia
a partir de uma fungdo entre os espagos topologicos. Nesta se¢do apresentamos duas maneiras,

uma em homologia e uma em cohomologia.

Observacao 2.45. Dada uma funcdo continua (para o caso da homologia de Borel-Moore,
continua e prépria) f : X — Y, entdo para todo i-simplexo singular ¢ : A; — X de X, temos
foo :Aj =Y é um i-simplexo singular de Y, assim, podemos definir o homomorfismo f; :
Si(X;R) — S;(Y;R) dado por

fi (ZOCJ'GJ) = ZOijO Gj.
J J
Para a homologia de Borel-Moore, temos a condi¢ao de finitude valendo para

ZaijGj,
J
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pois dado um compacto K de Y, por f ser prépria temos que f~!(K) é um compacto de X, logo,
apenas finitos coeficientes ndo nulos ¢j,,. .., @, sio tais que £~ (K)NIm(oj,) #0, 1 <m <k,
assim, para estes indices temos K NIm(f o 6;,) # 0, pois caso algum outro indice j seja tal que
existay € KNIm(fooj), entdo y = f(0j(x)), para algum x € A;, como f(oj(x)) =y € K, entdo
o;(x) € f7Y(K), assim, f~1(K) NIm(o;) # 0, contradicio.

Note que o diagrama

Si(X;R) — 5 S(Y:R)

lai ljl
Si1(X:R) =% §i 1 (V:R)

¢ comutativo. De fato, basta provarmos para i-simplexos singulares ¢, pois segue da linearidade

que o diagrama é comutativo. Temos que

@esf)o) = k(o)

= di(foo)

= Y (-D(foo)V
j=0

= ) (-1)/(foo)o¢/
J=0

= Y (=1)/fo(c0¢)
j=0

— zl:(—l)jfocr(/)
j=0

= fi-1(di(0))
= (fiz109;)(0)
Assim, induzimos um homomorfismo f; : H;(X;R) — H;(Y;R) dada por
file+Im(41)) = fi(e) +Im(J41)-
Note que para todo ¢ € Ker(d; : Si(X;R) — S;_1(X:R)), temos que fi(c) estd em Ker(d; :
Si(Y;R) — S;—1(Y;R)), pois
9i(fi(e)) = fi-1(9i(c)) = fi-1(0) = 0.
Além disso, independe da representagdo, pois se ¢+ Im(di+1) = ¢’ +Im(d;11), entdo ¢ — ' €
Im(9;11),logo, c — ¢’ = d;41(c"), para algum ¢’ € S;;1(X;R), assim,
file)=fi(d) = file=C)
= @)
= Jin1(fir1(¢") € i1 (Siv1(Y3R)).
Entdo f;(c) +Im(di11) = fi(c') +Im(d;y1). Portanto f; : H;(X;R) — H;(Y;R) estd bem definida.
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Definicao 2.46. A aplicagio f. : H.(X;R) — H.(Y;R) é chamada de pushforward de f.
Observacio 2.47. O pushforward é um funtor covariante, isto é, (go f); = g; o f;, pois
(goflilc+Im(d)) = (gof)i(c)+Im(I)

= (gof)i (Z%%) +1m(9)

J
= Y (g0 f)o0;+Im(d)
J
= Y ogo(foo;) +im(d)
J

- (Za]foaj> Im(o

] (ﬁ (zajc,>; (3

= gi(fi(c))+1Im(0d)

= gi(f ( ) +IM( )

= gi(filc+1m(9)))

= (8o fi)(c+Im(d)).
Observacao 2.48. Dada uma fun¢do continua f : X — Y, podemos definir um homomorfismo
fi:SY(Y;R) — S'(X;R) que acada ¢ € S'(Y;R) associa o homomorfismo f'(¢) € S'(X;R) dado
por @ o f;. Notemos que o diagrama

Si(Y;R) — - Si(X:R)

o b
—~— S*HX;R)
€ comutativo, pois
(8o f) (@) = 8'(f(9)

= 8'(pof)

= (@ofi)odit

= @o(fiodit1)

= @0 (dit10fir1)

= (@odir1)ofinr

= [ (¢odi1)

= f1(5(9))

= (f*1od)(0)
Assim, induzimos um homomorfismo f* : H'(Y;R) — H'(X;R) dado por

fi(+1m(871)) = f(¢) +Im(8" "),

Vamos provar que estd bem definida. Temos que f*(¢) € Ker(8"), pois como ¢ € Ker(87), entio

5'(fi(g)) = f*'(5i(9)) = f+1(0) =0,
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e independe da representagdo, pois se @ +Im(6—1) = ¢’ +Im(6~1), entdo ¢ — ¢’ € Im(5~1),
logo, existe ¢” € S"~1(Y;R) tal que

o—¢' =5"1(¢").
Assim,
fe)=r(¢) = flo—9¢)
= FIE (")
511 (")) € 51 (S (X:R),
ou seja, f'(¢) +Im(8" ") = fi(¢') +Im(8"").
Definicao 2.49. A aplicagdo f*: H*(Y;R) — H*(X;R) é chamada de pullback de f.

Observaciio 2.50. O pullback é um funtor contravariante, isto é, (fog)’ = g' o f'. De fato,

(fog)(p+Im(8)) = (fog)(e)+Im(S)
= @o(fog)i+Im($)
= @o(fiog)+1Im(J)
= (@ofi)ogi+Im(5)
= fi(@)ogi+Im(5)
= &'(f(9))+1Im(d)
= &'(f'(p)+1Im(9))
= ¢ (fi(¢+Im(5)))
= (g0 f) (@ +1Im(8)).

Portanto, (fog)' = g'o f'.

Observacao 2.51. Como a defini¢ao do produto cup, produto cap, pushforward e pullback sdo

apenas nos representantes, podemos omitir a notacao de classes de equivaléncia no quociente.

Proposicdo 2.52 (Férmula de Projecio). Sejam f : X — ¥ uma fungio continua, ¢ € H'(Y;R) e
¢ € Hj(X;R). Entao
[i-i(f' (@) ~c) =@ ~ f(c).

Demonstragdo. Primeiramente, vamos provar para j-simplexos singulares o. Temos que

f1-i(f(9) ~0) = fr-i(9of) ~ o)

= fj—i(((POfi)(cheo,...,e,-])'G
= (‘Poﬁ)("‘[eo,...,ei]) fj-ilo [eiv"'vej])
= <P(fi(6‘[e0,...,e,~])) 'fo(6|[ei»~~wej])
= (P(fo(6|[eo,...,ei])> (foo) ler-...ej]
= ‘P((foc)‘[eo,...,e,»ﬂ’(foc)‘[eiv---veﬂ
= ¢~ (foo)

= ¢~ fi(o).

[ei,...,ej]
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Agora se
c= Z Ol Oy
k

€ uma j-cadeia singular, entdo
fi-i(fi(@) ~c) = fisi| f(@) ~ (Z%%))
k

= fij-i Z(Xk'fi((P)”\Gk>
x
= Y o fi—i(f'(9) ~ ox)
%
= Y o0~ fi(ox)
%

= ¢~ Z%fj(%))
P

(i)

= ¢~ fi(c).
Portanto,

fi-i(f'(9) ~ )= ¢ ~ fi(c).

2.6 A Dualidade de Poincaré

A partir de agora simplificamos as nota¢des H.(X;R) e H*(X;R) omitindo o anel R, pois
tomamos R = Z. Também consideramos apenas os grupos de homologia de Borel-Moore e de
cohomologia singular. A propriedade principal da homologia de Borel-Moore € o fato de sempre
existir uma classe fundamental, independente da variedade ser compacta ou ndo. Assim, pode-se
obter um mapa que a cada cocadeia associa o seu produto cap com a classe fundamental, este

mapa € o chamado Dualidade de Poincaré. A principal referéncia para esta secdo é (ZHANG, ).

Definicao 2.53. Sejam M uma variedade suave de dimensdo m e R um anel. Uma classe
fundamental de M com coeficientes em R é um elemento de H,,(M;R) cuja imagem em
H,,(M,M\ {x};R) é um gerador, para todo x € M.

Definicdo 2.54. Seja M uma variedade suave de dimensdo m. Uma R-orientac¢ao local para M
em x € M é uma escolha de gerador para H,,(M,M \ {x};R). Definimos

M = {1, | x € M e i, é uma R-orientaco local para M em x}.

Uma R-orientacdo de M é uma funcido ¢ : M — M tal que para cada x € M, existe uma carta

contendo uma bola aberta B em torno de x tal que todas as R-orienta¢des locais [y, paray € B,
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sdo imagens do mesmo gerador ug € H,,(M,M \ B;R) pelo mapa
H,(M,M\ B;R) — H,(M,M\ {y};R).
Neste caso, dizemos que M é R-orientavel.

Observaciao 2.55. Em (ZHANG, , p.5, Theorem 2.2) prova-se que existe uma classe fundamental
para variedades conexas. Para o nosso interesse, se M € uma variedade conexa de dimensao m,
existe uma cadeia em H;(M;Z) tal que para pontos regulares x € M (isto é, existe uma carta de

uma vizinhanca U de x homeomorfa a um aberto de C” =2 R?™), tem-se
Hym(M M\ {x};7) = Z.

Teorema 2.56. Seja M uma variedade complexa de dimensao m, R-orientavel, com classe
fundamental [M] € Hy,,(M;7Z). Entdo o mapa

Dy H'(M;7) — Ha,((M;7)

dada por

Dy (@) = ~[M]
€ um isomorfismo, para todo i. Este mapa é chamado de dualidade de Poincaré e denotamos
por Dual;(c) € H*"/(M;Z) a imagem de ¢ € H;(M;Z) por (Djz‘}"”')*l.

O nosso interesse € apenas usar o mapa Dual, a demonstracdo é técnica e pode-se ver
em (ZHANG, , p.6, Theorem 2.5).

Definicao 2.57. Seja f : M — N uma fun¢do prépria. Para cada i, o homomorfismo
figys = (D)0 fom—io Dy - H(M;Z) — H'(N;Z)

¢ chamado de homomorfismo de Gysin.
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CAPITULO

GRUPO DE CHOW

Neste capitulo apresentamos o grupo de Chow associados aos esquemas. Assim como
variedades suaves sdo colagens de abertos difeomorfos a um aberto euclidiano (que também
podem ser trocados por bolas abertas), temos que esquemas sdo colagens de abertos bédsicos
U homeomorfos a Spec(A), logo, esquemas sdo um andlogo as variedades suaves. O grupo de
Chow também € um andlogo ao grupo de homologia singular, pois este grupo é um quociente de

um grupo cujos elementos sdo combinagdes lineares formais.

No estudo de classes caracteristicas para variedades singulares, podemos trocar as
variedades por esquemas e trabalharmos com o grupo de Chow, uma vez que a defini¢do
das classes de Chern-Schwartz-MacPherson se baseia na existéncia da uma transformacao
natural C, : .7 (X) — H.(X) do grupo das fun¢des construtiveis para o grupo de homologia,
em (KENNEDY, 1990, Section 4, p. 2834) é provado que existe uma transformagdo natural
F(X) = d(X).

Vamos assumir que esquemas sao do tipo finito sobre um corpo, frequentemente C. O
corpo de fung¢des de uma variedade V serd denotado por R(V'). Quando ndo houver ambiguidade,

diremos simplesmente que X é um esquema para nos referenciarmos ao esquema (X, Oy).

A principal referéncia para este capitulo € (VAINSENCHER, 1985).

3.1 Ciclos

Comecamos o capitulo com esta se¢do, onde iremos definir os elementos bésicos para a

constru¢do do grupo de Chow.

Definicao 3.1. Seja X um esquema. O grupo de ciclos de dimensao k € o grupo abeliano livre
gerado pelas subvariedades fechadas e irredutiveis de dimensao k de X e serd denotado por 4.X,

isto €, um elemento ¢ € %, X €, por defini¢do, escrito unicamente como uma combinagéo linear
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formal sobre Z
c= vaV,
%

onde V percorre um subconjunto da colecdo de subvariedades fechadas e irredutiveis de dimensao

k de X, e apenas uma quantidade finita dos coeficientes ny sdo ndo nulos, ¢ € chamado de k-ciclo.
O grupo de ciclos ¢ o grupo graduado
¢X =PEX.
k=0

Exemplo 3.2. Se X é uma variedade de dimensdo n, entdo %,X = 7Z. De fato, s6 existe uma
subvariedade fechada e irredutivel de dimensdo n de X, que é X, pois se ¥ C X fosse uma
variedade de dimensao n, entdo existe uma cadeia maximal de comprimento » para Y, e juntando

com a inclusdo Y C X, obtemos
Hhenc --Cr,=YCcX,

mostrando que dim(X) > n+ 1, uma contradi¢io. Logo, dado ¢ € 4,X, temos

c= Zn,'X = Zni X,
i i
que € naturalmente identificado com ) ;n; € Z, via o isomorfismo nX > n.

Observacao 3.3. Notemos que apenas para 0 < k < dim(X) temos %X ndo nulo, pois ndo existe
subvariedades de X com dimensdo maior que dim(X). Ainda mais, como os espacos topolégicos

de X e de sua variedade reduzida associada X,,; € 0 mesmo, entfo
G X = Cgered, Vk.

Definicao 3.4. Se
c= vaV
v

€ um ciclo, o seu suporte é definido por

c|={J V.
ny#0
Observacao 3.5. Notemos que para todo esquema (X, Oy ), X pode ser escrito unicamente como
unifo de finitas componentes irredutiveis. De fato, como (X, O ) é um k-esquema do tipo finito,
entdo X pode ser coberto por finitos abertos afins Spec(4;), i = 1,...,m, onde cada A; é uma
k-algebra finitamente gerada, e sendo k Noetheriano, segue do Teorema da Base de Hilbert que
cada A; é Noetheriano. Logo, cada Spec(A;) satisfaz a condi¢ao de cadeia descendente para

subconjuntos fechados, pois dada uma cadeia

Fi2o2F2 - DOF,2---
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de subconjuntos fechados de Spec(A;), temos que cada F;; é da forma V («;;), para a;; um ideal

de A;. Logo, passando a fun¢do I na cadeia, vem

I(V(an)) CI(V(ap)) € CI(V(an)) C -+

= Y

ou seja,
a1 Cvap - CVa C-en

e como A; é Noetheriano, entdo esta cadeia estaciona, digamos
\/a_il C \/ﬂ_iz C...C \/@.
Agora aplicando a fungio V, como V(v/a;;) = V(a;;) = Fij, vem
Fin D Fpp 2 -+ 2 Fip.

Agora como X = |12 Spec(A;), entdo X também satisfaz a condi¢io de cadeia descendente

para fechados. De fato, dada uma cadeia descendente
Fio2FKh 2 2F2--
de fechados de X, entdo para cada j = 1,...,m, obtemos uma cadeia descendente
FiNSpec(Aj) D F,NSpec(Aj) D --- D F,NSpec(Aj) D ---
de fechados de Spec(A ), e pelo caso anterior, existe n; > 0 tal que
FiNSpec(Aj) = Fy;NSpec(A;), Vi > n;.

Seja n = max{ny,...,n;,}. Afirmamos que F; = F,, para todo i > n. De fato, temos que

m m
EzEﬂXzEﬂ(USpec( ) U F;NSpec(Aj)),

J=1

e como i > n > nj, para todo j, temos

F = UL (FinSpec(A;))

J)
= Ui (FanSpec(A)))
)

= F,NX
= F,.

Agora vamos provar, mais geralmente, que todo fechado Y de X pode ser escrito unicamente
como unido de finitas componentes irredutiveis. De fato, seja S a colecao de todos os fechados

de X que ndo possuem tal decomposicdo em componentes irredutiveis. Suponha, por absurdo,
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que S ndo seja vazio. Ordenamos § pela inclusio, declarando que F; < Fj se F; O F;. Dada uma
cadeia
F<kh<--<F<--

em S, entdo como provado acima, existe r > 0 tal que F; = F;, para todo i > r, ou seja, F;
€ uma cota superior para S. Segue do Lema de Zorn que S possui um elemento maximal F.
Como F € §, em particular F' ndo ¢ irredutivel, logo, F = F; UF,, onde Fy,F; C F sao dois
subconjuntos fechados proprios de F. Novamente, como F € S, entdo F| ou F> ndo € irredutivel.
Se F; ndo € irredutivel, entdo F; € S (pois caso contrério, seguiria da condi¢dao de S que F; é
escrito como unido finita de componentes irredutiveis, o que implicaria que F ¢ S), assim, segue
da maximalidade de F que F; < F, ou seja, F; O F, o que implica que F = F;, uma contradicao,

pois F; é subconjunto préprio de F.

Portanto, S € vazio, ou seja, todo subconjunto fechado de X pode ser escrito como unido

finita de subconjuntos irredutiveis.

Agora suponha que Y =Y;U...UY, e Y =Y U...UY, sdo duas decomposi¢des de Y
em componentes irredutiveis. Descartando redundéncias, podemos assumir que ¥/ ¢ Y]( para

i # j (pois caso contrdrio, na escrita de Y, troque ¥; UY; por Y}). Entao

r

,
Y/ =Y/nY=Y/n (UY,) =Jiny,
i=1

i=1
e como Y] é irredutivel, entdo Y| = ¥/ NY;, para algum i € {1,...,s}. Reindexando, podemos

assumir que i = 1. Em particular, ¥{ C Y. Similarmente, temos
N N
n=nnr=vin|Jy|=Urnny,
j=1 Jj=1

e como Y] € irredutivel, vem Y] =Y ﬂYJf, para algum j € {1,...,s}, logo, Y] C YJ(. Agora como

Y/ C Yy, entdo Y] C Y]( , € como a escrita é ndo redundante, entdo j = 1. Logo, ¥} =Y.
Agora, temos que

YLU...UY, =fechode Y\Y emY =Y, U...UY/,

pois Y,U...UY, e ¥, U...UY, satisfazem a propriedade de ser o menor fechado de Y que contém
Y \ Y. Assim, prosseguindo como anteriormente, por indug¢do, vamos ter Y, = Y2’, Y; = Y3’ e

assim por diante, até r=se Y, =Y.

Assim, X € escrito unicamente como uniao de irredutiveis, e tomando os irredutiveis

maximais com respeito a inclusao, obtemos as componentes irredutiveis desejadas.

Definicao 3.6. Sejam Xi,...,X,, as componentes irredutiveis com estrutura reduzida de um

esquema X. O ciclo fundamental de X ¢ definido por

m
[X] = Z miX,-,
i=1
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onde m; = [(0x x,) é o comprimento do anel local de X ao longo de X;, e é chamado de
multiplicidade geométrica de X ao longo de X;.

Observaciao 3.7. Notemos que m; estd bem definido. De fato, &; € U, para algum aberto
afim U = Spec(A) de X, e A é uma k-dlgebra finitamente gerada, em particular, A é um anel

Noetheriano. Agora, pondo &; = p um ideal primo de A, vem

ﬁxg(i = ﬁX@- = ﬁSpec(A),p gAP’

que € Noetheriano. Para provar que m; € finito, resta provar que Ay, € artiniano, e para isso, como
Ay € Noetheriano, basta provar que sua dimensdo de Krull € 0. Pela caracterizagio dos ideais
primos de Ay, basta provar que a altura de p € 0. Notemos antes que V (p) é fechado maximal de

U. De fato, como X; é fechado maximal de X, entdo X; " U € fechado maximal de U, mas
X;NU = {p}NU = fecho de {p} em Spec(A) =V (I({p})) =V (p),

logo, V(p) é fechado maximal de U. Suponha, por absurdo, que exista p’ C p um ideal primo.
Passando a fungdo V, vem V(p) C V(p’), o que contradiz a maximalidade de V (p), Portanto,
altura(p) = 0 e, assim, m; = [(Ox x;) = I(Ap) estd bem definido.

3.2 Equivaléncia Racional

Como o grupo de ciclos € muito grande, desejamos fazer um quociente para obtermos um
conjunto mais interessante de ser trabalhado, assim como € feito em homologia e cohomologia.

Nesta secdo definimos por qual subgrupo se quocienta o grupo de ciclos.

Lema 3.8. Sejam A um anel de comprimento finito (vendo A como um A-médulo) e a,b € A

dois elementos que ndo sao divisores de zero. Entdo

() =1 (@) (&)

Demonstragdo. Considere a sequéncia

0 >A S A 8 A O,

onde f(x+ (b)) = ax+ (ab) e g(x+ (ab)) = x+ (a). Temos que mostrar que f e g estdo bem

definidas, sio homomorfismos de A-mddulos e que esta sequéncia € exata.

Provemos que f estd bem definida. Se x+ (b) = y+ (b), entdo x — y € (b), logo, existe
z € A tal que x —y = zb, logo,

ax—ay = a(x—y) = a(zb) = z(ab) € (ab),

ou seja, ax+ (ab) = ay + (ab) e, assim, f estd bem definida.
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Provemos que g estd bem definida. Se x + (ab) = y+ (ab), entdo x —y € (ab), logo,
existe z € A tal que x —y = z(ab) = (zb)a € (a), assim, x+ (a) = y+ (a) e, portanto, g estd bem

definida.

Temos que f e g sdo homomorfismos de A-mdédulos, pois para todo x,y € Ae A € A,

valem
f((x+ () ++ (b)) =
FA(x+(b))) =
g((x+({ab)) + (y+(ab))) =
g(A(x+(ab))) =

Vamos provar que a sequéncia € exata. Note que f

zero, obtemos

fx+(b) = fly+ (b))

R

Y

flx+y+(b))
a(x+y)+ (ab)

ax+ ay+ (ab)

ax+ {(ab) +ay + (ab)
fx+))+ f(y+ (b)),

= f(Ax+(b))

alx+ (ab)

A(ax+ (ab))

Af(x+ (b)),
g(x+y+(ab))
x+y+(a)
x+(a)+y+(a)
g(x+(ab)) +g(y+ (ab))

g(Ax+ (ab))
Ax+ (a)
Ax+(a))
Ag(x+ (ab)).

¢ injetora, pois notando que a nado € divisor de

ax+ (ab) = ay+ (ab)
ax—ay € (ab)
ax—ay=Aab, A €A
alx—y—Ab)=0
x—y—Ab=0
x—y=Abe€ (b)
x+(b) =y+ (D).

Agora notemos que g é sobrejetora, pois dado x+ (a) € <%, com x € A, basta tomar a classe

A

x+(ab) € b

dai, g(x+ (ab)) = x+ (a).

Por fim, resta provar que Ker(g) = Im(f).

Dado x+ (ab) € Ker(g), temos

0= g+ (ab)) = x+ (a),

assim, x € (a), ou seja, existe A € A tal que x = Aa. Desta forma, A + (b) €

(27) é tal que

f(A+ (b)) = aA + (ab) = x+ (ab),
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portanto, x + (ab) € Im(f). Reciprocamente, dado y + (ab) € Im(f), entéo existe x+ (b) € </b‘7>

tal que
v+ (ab) = f(x+ (b)) = ax+ (ab),

assim, y—ax € {ab), logo, existe L € A tal que y—ax = Aab, ou seja,y =ax+Aab= (x+Ab)a €
(a), entdo

g(y+({ab)) = y+(a) = (x+Ab)a+(a) = 0+ {a),
portanto, y+ (ab) € Ker(g).

Portanto, sendo a sequéncia exata, concluimos que
A A A
() =)+ ().
(ab) (@) ()
O]

Defini¢do 3.9. Sejam V uma variedade, W C V uma subvariedade de codimensdo 1 e r € r(V)

uma func¢do racional nio nula. Definimos a ordem de r ao longo de W como

ordy, (r) = ordw (r) =1 (%) —1 (%) :

onde A= Oyw,r= %, coma,b € A.

Observacao 3.10. O Lema 3.8 garante que o conceito acima estd bem definido, ou seja, inde-

pende da escolha dos representantes de . De fato, sejam } e Zi: duas representagdes para r. Entdo

() = (am)

Agora, como A é dominio de integridade e a,a’,b,b’ sdo ndo nulos, entdo pelo Lema 3.8, a

ab' = d'b, logo,

igualdade acima se torna

ou seja,

Além disso, valem

ordy (r-v") = ordy (r) + ordy (1)

ordW(r*I) = —ordy (r),
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. !
pois escrevendo r = % er = 1“7, obtemos

/

a a
ordw(r-v) = ordy| - —
(r-7') 5y

y ad

= oraw |\ ——

bb’

- <c:47>)"l <bA/>>

b
. é—> +1 {3/)5{1(&)”(&)1

A A A A
= ) lw)w)
A Ay (A (A

(@) b)) i) {o')
= ordy <g>+0rdw (%
= ordw(r)+ordy(r)

ordw(r 1) = ordy (g)l)

Definicdo 3.11. Seja r € R(V) uma fung¢@o racional ndo nula. O ciclo de r é definido por
[r] = Zordw(r) W,
W
onde W percorre em uma colecao de subvariedades de codimensao 1.

Observacao 3.12. Vamos mostrar que o conceito acima estd bem definido, isto é, que na soma

acima, apenas uma quantidade finita de ordy (r) sdo ndo nulos.

Para provar isso, podemos assumir que V = Spec(B), pois V pode ser coberto por finitos
abertos afins. Assim, R(V) € o corpo de fragdes de B, e r = %, com a,b € B, b # 0. Note que
[r] = [a] — [D], pois para cada W, temos

A A
ordy (r) =1 <—> —1 (—) = ordy (a) — ordy (D).
(@) (b)

Desta forma, fazendo o argumento para a e b, podemos assumir que r € B.

Escreva o fechado V ((r)) como uma unido finita de componentes irredutiveis, digamos,

V((r)) = UY Wi. Assim, ordy (r) = 0 para todo W que nio seja algum W;. De fato, seja W
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diferente de todos os W; e escreva W = V(a). Note que r ¢ \/a, pois caso contrério, teriamos

(r) C v/a, ou seja,

entdo W € uma das componentes irredutiveis de V ((r)), ou seja, W é algum W;, uma contradicao.

Desta forma, r € invertivel em B_/;, e lembrando que v/a é o ponto genérico de W, vem

o= (5) 1 (55) (1) s -0

Portanto, ordy (r) é ndo nulo para finitos W.

Definicao 3.13. Seja X um esquema. O grupo dos k-ciclos racionalmente equivalentes a zero
€ o subgrupo Z; X C 6;X gerado pelos ciclos de fungdes racionais em subvariedades de X de

dimensao k+ 1.
Definicao 3.14. O grupo graduado

_ PN
A (X) =P a(X) = ggkx

€ chamado de grupo de Chow de X.
Dois ciclos sdo ditos racionalmente equivalentes se eles representam a mesma classe

médulo Z, X = P ZX.

Exemplo 3.15. Se X é uma variedade de dimensio n, entdo #,X = 0, uma vez que nao existe
subvariedade de X com dimensdo n + 1, assim,

X X
A,X 0

X = =26 X = 7.

Também como nao existe subvariedade de X com dimensao negativa ou com dimensao maior

que n, vale
1.4 0

MX:%X:%X

=0, Vi<OeVi>n.

Observacao 3.16. Para variedades M C C" C Pg“ , podemos munir 27 (X) com um produto
intersecgdo N : o%(X) x «/;(X) — #/_ ;j(X) dado por

i,J
A prova de que este produto estd bem definido se baseia no “Moving Lemma”, que afirma que

dados dois ciclos o, 3, entdo existe um ciclo o’ racionalmente equivalente a o tal que o’ N

estd definido. Uma demonstracao deste fato pode ser vista em (OORT, 1972, p.94).

Portanto, .7 (X ), munido com este produto, se torna um anel, chamado de anel de Chow.
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3.3 Imagem Direta

Para morfismos proprios, pode-se levar uma subvariedade fechada em uma subvariedade

fechada, assim, podemos definir o pushforward de um morfismo préprio no grupo de ciclos.

Definicao 3.17. Um morfismo entre variedades f : V — W ¢ dito dominante se sua imagem ¢

densaem W.

Proposicio 3.18. Seja (f, f*) : (Spec(A), Ospeca)) — (Spec(B), Ogpec(p)) um morfismo e con-
sidere ¢ : B — A 0 homomorfismo induzido. Entdo f é dominante se, e somente se, Ker(¢)
estd contido no nilradical de B. Em particular, se Spec(B) é reduzido, entdo f é dominante se, e

somente se, @ € injetora.

Demonstragdo. Temos V(¢ ~'(a)) = f(V(a)), para todo ideal a de A. Em particular, para o

ideal nulo,

V(Ker(9)) =V (9~'((0))) = f(V({0))) = f(Spec(A)).

Logo,
f é dominante < f(Spec(A)) = Spec(B)

V(Ker(¢)) = Spec(B)
p € V(Ker(@)), Vp € Spec(B)
Ker(p) Cp, Vp € Spec(B)
Ker( ) C mpeSpec B)P

Ker(¢) € Noycp, p primo P

Ker(¢

) C \/W

Portanto, f € dominante se, e somente se, o niicleo de ¢ esta contido no nilradical de B.

@@@@Iﬁ

1I

Em particular, se Spec(B) é reduzido, entdo f é dominante se, e somente se, Ker(¢) C

(0) = (0), isto é, Ker(¢@) = (0), ou seja, ¢ é injetora.
]

Observacao 3.19. Seja f: V — W um morfismo dominante entre variedades irredutiveis. Sejam
vEV ew e W seus pontos genéricos. Entdo w = f(v). De fato, pela unicidade do ponto genérico,

basta provar que { f(v)} é denso em W.

Sejamy € W e U C W um aberto, com y € U. Como f é dominante, ou seja, TV) =W,
entdo f(V)NU # 0, logo, existe f(x) € U, para algum x € V. Como f é continua, entdo ! (U)
éabertoem V,ex € f~1(U). Sendo v o ponto genérico de V, entdo 1 (U) N {v} # 0, ou seja,
vE fYU). Assim, f(v) € U. Portanto, U N {f(v)} # 0.

Assim, conseguimos definir um homomorfismo injetor f*: R(W) — R(V) da seguinte
maneira: Temos que w € W, logo, existe um aberto afim Spec(B) tal que w € Spec(B) C W.

Agora, f~!(W) é um aberto de V. Como v é o ponto genérico de V, entdo v € f~!(W), logo,
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existe um aberto afim Spec(A) tal que v € Spec(A) C f~!(Spec(B)). Assim, podemos restringir
f:Spec(A) — Spec(B).

Note que Spec(B) é reduzido, pois fazendo o stalk em qualquer ponto, como o stalk pode

ser computado localmente, vem
ﬁSpec(B),y = ﬁW&”
que € um anel reduzido, pela Proposicao 1.53.

Note que f é dominante, pois sua imagem contém o ponto denso f(v) = w. Portanto,

¢ : B— A é injetora. Tomando stalk no ponto genérico, vem que

ff : ﬁW,w — ﬁV,v

é injetora. Isto é, R(W) pode ser visto como um subcorpo de R(V), logo, dim(W) < dim(V). Mais
do que isso, pelo Teorema da Normaliza¢do de Noether, a extensdo k C R(V') pode ser separada
em uma extensdo puramente transcendente e uma extensao finita, e no caso dim(V) = dim(W),
como a dimensao de uma variedade é também o grau de transcendéncia do seu corpo de funcdes
sobre k, entdo o grau de transcendéncia de R(V) e R(W) sobre k sdo iguais, logo, a extensdo
R(W) C R(V) estad na parte finita da extensdo k C R(V). Portanto,

R(V):R(W)] < oo, se dim(V) = dim(W).

Definicao 3.20. Seja f: V — W um morfismo dominante entre variedades irredutiveis. Definimos

o grau de f como sendo

0, dim(V) > dim(W)

deg(f ):{ [R(V):RW)], dim(V) = dim(W).

Observacao 3.21. Seja p : X — Y um morfismo préprio entre esquemas. Para cada fechado
irredutivel V C X, entdo p(V) C Y é um fechado irredutivel, pois p é um aplicacdo fechada,
e se p(V) = W UW,, tomando imagem inversa via a restri¢cdo p‘v :V — p(V), obtemos V =
p '(WiuWy) = p~ 1 (W)U p~ 1 (Ws), logo, V = p~!(W;), para algum i € {1,2}, assim, pela
sobrejetividade de p

y» vem
p(V)=p(p~ (W) =W,
mostrando que W € irredutivel.

Tomando f = p}v :V — p(V), definimos
piV i=deg(f) -p(V) € C.W.

Desta forma, podemos estender por linearidade para um homomorfismo py : ¢, X — %,Y, pondo

Px (vaV> =Y nypV =) nydeg(p|,)p(V).
\% \% \%
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Definicao 3.22. O homomorfismo p, : 6, X — 6,Y construido acima é chamado de imagem
direta ou pushforward.

Observacao 3.23. p, preserva dimensao de graduagio, isto &, p, 6 X C %Y. De fato, dado
vav € 6X,
%

temos
P+ (ZnW) =Y nvdeg(p|,)p(V).
\% \%

Para as parcelas tais que dim(V) > dim(p(V)) temos deg( p‘V) = 0, por defini¢do, entdo esta
parcela é 0, que estd em .Y, e se dim(V) = dim(p(V)), entdo dim(p(V)) = k e dai esta parcela
estd em %Y. Portanto, p, %X C 6,Y.

Observacao 3.24. O pushforward é um funtor covariante, istoé,se p: X =Y eq:Y — Z sdo
morfismos proprios de esquemas, entao
(0 p)x = qxo0 pa.

De fato, como gop : X — Z, entdo (qo p) : €:X — €.Z, além disso, pela defini¢do linear do

pushforward, basta mostrar que (g o p)x = ¢ © p« para todo V fechado irredutivel de X.

Dado V fechado irredutivel de dimensdo k de X, entdo p(V) é um fechado irredutivel de

dimensdo k de Y e, por sua vez, g(p(V)) é um fechado irredutivel de dimensdo & de Z, assim,

(gop)V = deg((qop)|,)a(p(V)
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CAPITULO

CLASSES CARACTERISTICAS

Neste capitulo definimos um dos objetos necessarios para definir o polindmio de Thom,
que sdo classes especiais em cohomologia, denominadas de Classes de Chern e, em seguida,

algumas classes para o caso de variedades singulares.

4.1 Classes de Chern

Para definir as classes de Chern, primeiramente trabalhamos o conceito de fibrado vetorial.

De forma intuitiva, € um objeto que, localmente, se comporta como um cilindro.

Definicdo 4.1. Um fibrado vetorial complexo de posto n é uma tripla (E,B, p), onde E ¢ B
sdo variedades e p : E — B é uma funcao diferencidvel e sobrejetora, tais que para cada b € B,
E}, == p~'(b) é um espago vetorial isomorfo & C" e satisfaz a seguinte condigdo de trivialidade:
Para cada b € B, existem uma vizinhanga U de b e um difeomorfismo ¢y : p~!(U) — U x C"

tais que o diagrama

p H(U) M uxer

I s

U—4 .y

comuta e, para todo b €U, tem-se que ¢y ‘E~ tEy— {Z} x C" = C" é um isomorfismo.
b

O espaco E ¢é chamado de espaco total, o espaco B é chamado de espaco base, a fungdo
p é chamada de projecio, o espaco E), é chamado de fibra tipica e, neste caso, o grupo GL,(C)
¢ chamado de grupo estrutura.

A sec¢ao de zeros ¢é a subvariedade Z C E consistindo de todos os vetores nulos das
fibras.

Por abuso de notacdo, podemos dizer que p : E — B € um fibrado vetorial complexo de

posto 7.
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Observacio 4.2. Vale que ¢y (Ep) C {b} x C", pois dado x € Ej, entdo p(x) = b, logo, se
(b',v) = ¢uy(x), entdo

b= p(x) = (id o p)(x) = (m © g) (x) = m (¢u (x)) = M (b',v) = b"

Portanto, ¢y |,. : E, — {b} x C" estd bem definida.

s,

Observacio 4.3. Se U e V sdo duas vizinhancas de um mesmo ponto de B que trivializam como

na defini¢do acima e U NV # 0, se fixado b € U NV, entdo para todo v € C", temos

(v 0 by ) (b,v) = dv (95" (b,v)) = (b, wuv (b)(v)),

onde yyy (b) : C" — C" é um isomorfismo. Logo, obtemos uma aplicacdo yyy : UNV —

GL,(C), é daf que vem o grupo estrutura.

Exemplo 4.4. Sejam B uma variedade, £ := B x C" e p: E — B a proje¢do na primeira coorde-
nada. Entio p é continua e sobrejetora, para cada b € B, temos p~!(b) = {b} x C", que é um
espago vetorial (com as operagdes (b,v) + (b,V') = (b,v+V') e a(b,v) = (b,v)) e isomorfo a
C" (com o isomorfismo (b,v) — v).

Além disso, para cada b € B, podemos tomar U = B, entio p~!'(U) = E, dai, ¢y :
p~1(U) = U x C" dada por ¢y (b,v) = (b,v) é um difeomorfismo, e o diagrama comuta, pois
¢y € a identidade e p é m;. Por fim, ¢U‘E; é a aplicagdo ¢U‘{E}><(C" : {Z} x C" — {Z} x C",

que € a identidade, que € isomorfismo.

Portanto, m; : B x C" — B é um fibrado vetorial complexo de posto 7.

Definicao 4.5. Seja p : E — B um fibrado vetorial. Uma se¢ao ¢ uma func¢ao diferencidvel
s:B— Etal que pos=idp.

Defini¢io 4.6. Um morfismo de fibrados vetoriais entre (E,B,p) e (E',B’,p’) é um par de
aplicagoes (f, f’), onde f: E — E' e f': B— B’ sdo diferencidveis e o diagrama

E-—1,F

Pl

B, p

comuta e, além disso, para cada b € B, a aplicagado f } E," E,—FE }, (b) € uma transformacao linear.

Um isomorfismo de fibrado vetoriais ¢ um morfismo de espagos vetoriais que possui

uma inversa que também ¢ um morfismo de espacgos vetoriais.

Observacao 4.7. A aplicagio f | £, €std bem definida, isto é, f(Ep) C E]/”(b)' De fato, dado

v € f(Ep), entdo existe u € Ep, tal que v = f(u), assim, como p(u) = b, pois u € Ej, e vale

o que mostra que v € p'~ 1 (f'(b)) = E}-/(b)-
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Defini¢io 4.8. Sejam p: E — B, p' : E' — Be p” : E” — B fibrados vetoriais sobre 0 mesmo

espaco base B. Uma sequéncia

8

» E > E”

de morfismos de fibrados vetoriais € dito exata se a sequéncia induzida

b g‘Eb
\ / \ \ " S e e
7 Eb 7 Eb 7 Eb 7

¢é exata, para cada b € B, onde a segunda aplicacdo de fe géid : B— B.

Definicao 4.9. O fibrado vetorial complexo de posto »n trivial € qualquer fibrado vetorial

complexo de posto n isomorfo a (B x C"*,B, m; ), e € denotado por €".
Exemplo 4.10. Agora construimos dois fibrados vetoriais a partir de outros ja conhecidos.
Primeiro, o que € conhecido como o pullback de um fibrado.

Dados um fibrado p : E — B de posto n e uma fung¢do diferenciavel f : B — B, defina
fHE)={(t\,v) e B xE| f(b') = p(v)} CB' xE,
com a topologia induzida. Defina p’ : f*(E) — B’ dada por
P v)="b.

Entdo p’ : f*(E) — B’ é um fibrado vetorial de posto n. De fato, como p’ € a proje¢do na primeira
coordenada, entdo € diferencidvel. Agora, dado b’ € B, entdo f (b’ )eB.Comop:E— B¢
sobrejetora, entdo existe v € E tal que p(v) = f(b'). Logo, o par (&', v) estd em f*(E), e satisfaz
p'(b',v) =b'. Portanto, p’ : f*(E) — B’ é sobrejetora.

Agora, para cada b’ € B, temos

pPrip) = {(v) e (E) B, =V}

{(¥',v) e B XE|f(b')=p(v), p'(b,v) =D}
{(t',v) e B'xE|[vep ' (f())}

{0’} X Efy)

Efw)

cn.

1l

I

Por fim, dado um &’ € B/, temos f(b') € B. Como p : E — B é um fibrado vetorial, entdo existem
uma vizinhanga U de f(b') em B e um difeomorfismo ¢y : p~!(U) — U x C" tais que

p H(U) M U

I Js

[N §
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¢ um diagrama comutativo e ¢y } E. tEp — { } x C" € um isomorfismo, para todo beU. Pela
continuidade de f, temos que f ’1( ) € uma vizinhanga de b" em B', € W1y 1 p'~ ")) —
f~H(U) x C" dada por

Vi) (0, v) = (0, m(9u (v)))

¢ uma trivializa¢do. De fato, vamos provar antes que Y,-1 ;) estd bem definida. Note primeiro
que b’ € f~1(U), pois (b',v) € p'~'(f~'(U)). Agora vamos verificar que v € p~! (U) para que

possamos aplicar ¢y em v, temos que

uma vez que (b',v) € p'~1(f~1(U)).

Agora, Y1) € diferencidvel, pois suas fungoes coordenadas sao diferencidveis. Tam-
bém y-1(y) € bijetora, pois l//}j,ll o fFHU)yxCr— p~1(f~1(U)) dada por

Vi (0 0) = (0,95 (£(B),v)

€ sua inversa. Primeiro notemos que Y - ! (U) estd bem definida. J4 temos que v ! = ( v) €
P71 (f~1(U)), uma vez que (b',v) € f~1(U) x C". Agora devemos verificar que ( ( "),v) €
U x C" para que possamos aplicar ¢, ', de fato, como (b',v) € f~1(U) x C*, entdo b’ € f~1(U),
ou seja, f(V') € U.

Note que l[/];ll ) ¢ diferencidvel, pois suas fungdes coordenadas as sdo. E vale

(Wf*l(U)OWf——ll(U)xb/?v) = Vi )( 1(U)(b v))
= Y@, ‘Pul(f( ).v))
= (b/777:2(¢U(¢U (f@).v))))
= (V/,m(f(¥),v))

= (V,v),
W oV w)®y) = 0 V1) (¥'5v))
= 0 (V' ma (00 (v)))
= (b' ¢U (f), m(9u(v))))
= (V05" (p(v), m(¢u(v))))
= (¥, 97" (m(9u(v), m(¢u ()
= (V05" (mody)(v),(mo ¢v)(v)))
= (V05" (9u(v))
= (V,v).

Portanto, Y1y € um difeomorfismo.
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Por fim, o diagrama

comuta, pois

(moWriw)®v) = m(yey®,v))
= m (', m(u(v)))
-
= p’(b’,v)
= (idop)(V,v),

e para todo b/ € f~! (U), tem-se que W,y

V) (Fv) = (0. m(00 () ) = (E', (nzo%\Ef(,;,)) <v>> -

Portanto, p’ : f*(E) — B’ é um fibrado vetorial complexo de posto 7.

fH(E); S (E)E/ - {b'} x C" é o isomorfismo

Defini¢éio 4.11. O fibrado p’ : f*(E) — B’ construido acima é chamado de pullback do fibrado
vetorial (E,B,p).

Exemplo 4.12. Agora construimos um fibrado vetorial que serve como um andlogo ao produto

cartesiano e é conhecido como soma de Whitney.

Sejam p: E — Be g : F — B dois fibrados vetoriais sobre 0 mesmo espacgo base B, de

posto n e m, respectivamente. Defina
E®F :={(u,v) €eExXF|p(u)=q(v)} CEXF,
com a topologia induzida, e defina & : E & F — B dado por
7(u,v) = p(u) = q(v).
Entdo 7 : E® F — B é um fibrado vetorial de posto n+m. De fato, como p e g sdo diferencidveis,
entdo 7 € diferencidvel, e dado b € B,como p: E — Be g : F — B sdo sobrejetoras, entio existem

u € E eveEF tais que p(u) =b e q(v) = b, logo, (u,v) € E®F e vale n(u,v) = p(u) = b.
Portanto, 7 € diferencidvel e sobrejetora.
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Agora, dado b € B, temos

(b)) = {(u,v) €E®F|n(u,v)=0b}
= {(u,v) €eEXF|p(u)=q(v)="b}
= {(u,v) CExF|ucp ' (b),veq (b))}
p(b)xq ' (b)
E, <X F,
CrxCm
crtm,

[ral

1%

Sejab e B.Como p: E — Beq:F — B sao fibrados vetoriais, entdo existem vizinhancgas U
e V de b em B e difeomorfismos ¢y : p~'(U) = U xC"e yy : g~ (V) — V x C™ tais que 0s
diagramas

p ) 2 uxcer g '(v) Y vxen

| [l [

uv—494 v v —4 vy
comutam. Entdo U NV é uma vizinhanga de b em B. Defina Oyny : 7' (UNV) — (UNV) x
C™tm = (UNV) x C" x C" dada por

Ourv (u,v) = (m1 (du (u)), m2(Pu (), 12 (W (v)))-

Note que Oyny estd bem definida, isto é, m;(¢y(u)) € U NV, mas isto segue do fato que
7 (¢y(u)) € U e da igualdade

T (¢u () = p(u) = q(v) = m(wv(v)) €V,
e esta igualdade serd usada durante a prova da trivialidade local. Ja temos que Oyny € diferencia-
vel, pois suas fungdes coordenadas as sdo. Defina 6,}1“, (UNV)xC™™ — g~ (UNV) dada
por

Oy (bsu,v) = (95 (b,u), yy ' (b,v)),
que estd bem definida, ou seja, 8\, (b,u,v) € x~1(UNV), pois

n(@gmlv(b,mv)) = ﬂ(q)ljl(b?”)?ll/\;l(bav)) :p((])&l(b,u)) cU

7 (B (b,u,v) = (9 (b,u), w5 (b,v) = a(yy ' (b,v) €V,
e também j4 temos que OI}IW € diferencidvel, pois suas fungdes coordenadas as sdo. Vamos

verificar que 6(}1“, ¢é a inversa de Oy . Temos

(Burv o 0,2,) (byu,v) = Buav (0,2, (b,u,v))
= Ounv (g (b,u), vy, ' (b,v))
= (m(9u (95" (b)), m(u (0" (b,u))), ma(wy (v ' (b,v))))
= (m(b,u),m(b,u),m(b,v))
= (b,u,v),
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c
(8y © Ourw) (u,v) = Oy (Burw (u,v))
= Oty (m(gu(u)), m(du(u)), m(yv (v))
= (9y" (m(Pu(w)), m(¢u (), vy ' (m(du (), (v (v))))
= (¢ (m(u (), m(du(w))), vy (7 (wv (v), ma(wv (v))))
= (95" (G (), v (W)
= (u,v).

Portanto, 6~y € um difeomorfismo.

Por fim, dado be B, entdo Oyny ‘ (EoF) - (E @F)Z — {E} x C"t™ ¢ o isomorfismo
b

Ouny (u,v) = (m1 (9u (), T ($u (1)), ma (W (v))) = (b, (M2 0 Py ’E;)(”)’ (moyy |F;)(V))
Portanto, 7 : E® F — B é um fibrado vetorial complexo de posto n 4+ m.

Definicao 4.13. O fibrado vetorial 7 : E ® F — B construido acima € chamado de soma de
Whitney de E e F'.

Exemplo 4.14. Considere o espaco projetivo complexo de dimensao n, denotado por P, onde
um ponto &, geometricamente, uma reta L passando pela origem de C"*!. Explicitamente, um
elemento deste conjunto é uma classe L =[x} : -+ 1 x,41],comx; € C, 1 <i<n—+1,ealgum x;
nao € nulo, identificado pela seguinte relacdo de equivaléncia:

X1 1 ixpr1] =1 i ynr1] © Existe A € C\ {0} tal que (yi1,...,Vnt1) = A(X1, ooy X0p1)-

Considere
[:={(Lv)ePAxC" |velL}

e a proje¢do 7 : [ — P dada por
n(L,v)=L.

Entdo 7 : [ — Fg € um fibrado vetorial complexo de posto 1, cujas fibras s&o
a (L) ={(L"v) [veLl a(l'v) =L} ={(L,v) |ve L} = {L} x L,

que € uma reta passando pela origem e, portanto, possui estrutura de espaco vetorial de dimensdo
1.

Defini¢ao 4.15. O fibrado vetorial construido acima é chamado de fibrado de linhas tautoldgico
sobre F(.

Exemplo 4.16. Também construimos um fibrado associado a uma variedade suave M. Seja M

uma variedade suave de dimensdo complexa n. Definimos

T™M:={(p.v) | p €M, v € T,M}
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e m:TM — M como a proje¢do na primeira coordenada. Entdao 7w : TM — M € um fibrado

vetorial de posto n. De fato, a fibra é
7' (p) ={p} x T,M = {p} xC"=C",

e 7 € diferencidvel e sobrejetora, pois € simplesmente a projecdo na primeira coordenada.

Agora, dado b € M, como M ¢ variedade, entdo existe uma carta f : U — C", onde U €
uma vizinhanga de b em M. Defina ¢y : 7~ (U) — U x C" dada por

ou(p.v) = (p.df,' (v)),

com df, : C" — T,M um isomorfismo. Entdo ¢y € um difeomorfismo, com inversa ¢, 1.
U x C" — = (U) dada por
9y (p,v) = (p.dfp(v))-

E a restrigdo a fibra 77! (p), com p € U, é o isomorfismo
ou(p.v) = (p.df5' (v)).
Portanto, 7w : TM — M € um fibrado vetorial complexo de posto n.
Defini¢ao 4.17. O fibrado vetorial construido acima é chamado de fibrado tangente de M.

Exemplo 4.18. Também ¢ possivel construir um fibrado vetorial a partir de outros dois E e F,
chamado de produto tensorial entre E e F' e denotado por E ® F', cuja fibra € o produto tensorial
das fibras de E e F e, portanto, E ® F é um fibrado vetorial de posto posto(E) - posto(F).

A construgdo deste fibrado vetorial pode ser vista em (HATCHER, , p.13), fazendo as
devidas adaptagdes para o nosso caso de variedades suaves e aplicacoes diferencidveis.

Proposicao 4.19. Se p : E — B € um fibrado vetorial de posto n, entdo o pullback
p':H'(B) = H(E)
€ um isomorfismo.

Demonstracao. Em (MILNOR; STASHEFF, 1974, p.157) é mostrado uma sequéncia exata

e HEE) o HB) L HE) s BB
e para i < 2n— 1 os grupos H~?"(B) e H'~2"*1(B) sio nulos, portanto, p' : H(B) — H'(E) é
isomorfismo.

Uma outra maneira: Dada uma se¢ao s, temos p os = id, entdo tomando o pullback, vem

id=id" = (pos)" =s"op”,
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logo, p* € injetora.

Por outro lado, considere F : E x [0, 1] — E definida nas fibras por F ((b,x),t) = (b,tx),
que € continua, com Fp sendo a projecao p e F; sendo a identidade em E, onde identificamos a
secdo de zeros como B. Logo, como uma deformacgdo induz um isomorfismo em cohomologia,

entdo p* é sobrejetora.

O

Definicao 4.20. Sejam p : E — B um fibrado vetorial e Z C E a se¢@o de zeros. A classe superior
de Chern de E ¢ definida por

ealE) = (p*) " (Dual([2])) € H*(M;Z).
Definicao 4.21. A classe total de Chern de E ¢ definido por
c(E)=co(E)+ci(E)+-Fcu(E)+--
Para uma variedade M, a classe de Chern de M ¢ a classe total de Chern do fibrado tangente,
isto é,
cM):=c(TM)=co(TM)+c1(TM)+---+c,(TM)+--- .

Observacao 4.22. As classes de Chern satisfazem os seguintes axiomas, que sao tteis para os
célculos. Para mais detalhes, ver (HUSEMOLLER, 1994, p.249, 3.3 Proposition) e (HATCHER,
, p-78).

* Se p: E — B éum fibrado de posto n, entdo co(E) = 1 e ¢;(E) = 0 para todo i > n. Entdo

a classe total de Chern é
c(E)=14ci(E)+---+cul(E).

o (Naturalidade) Se f : B — B ¢ diferencidvel, entdo

* (Férmula de Whitney) Se

0 s E' y E s E" y 0

€ uma sequéncia exata de fibrados vetoriais, entdo

Ck(E): Z Ci(E/)C]’(E”), Vk.
i+j=k

* (Normalizac@o) Se A € o fibrado de linhas tautolégico sobre P((l:, entdo c1(A) é gerador de
H*(PL,Z).
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Mais ainda, em (HUSEMOLLER, 1994, p.252, 5.4 Theorem) prova-se que tais axiomas

definem completamente as classes de Chern, isto €, sdo as Unicas que satisfazem tais axiomas.

Observacao 4.23. Segue da férmula de Whitney que se
0 >y E' y E > E" > 0

é uma sequéncia exata de fibrados vetoriais, entdo c(E) = ¢(E’) - ¢(E"), pois
c(E) = Y alE)
i
= Z Z Cj(E/)Ck(E”)

i jtk=i

_ (;c,@q) (;Ci<E">>

= c(E")-c(E").
Observacao 4.24. Podemos construir uma sequéncia exata

0 — 5 BxC — s BxC? -5 3 BxC —— 0

assim como no caso de espagos vetoriais, onde f(b,z) = (b,z,0) e g(b,z,w) = (b,w), de onde
concluimos que ¢(B x C?) = ¢(B x C)c(B x C). Em geral,

c(e")=c (@81> = Hc(el) =[I1=1

1

Também podemos mostrar que
C(ll ®12) = C(ll)c(lz) = (1 +Cl(ll>)(1 —{-Cl(lg)) =1 —}—Cl(ll> —I—C1<12),
onde /1 e [, sdo fibrados de linhas sobre B, construindo uma sequéncia exata como acima.

Em geral,se E =11 ®--- P 1,, entdo

n

e(E) =01 +a(h).

i=1
Os elementos a; := c¢1(l;) sdo chamados de raizes de Chern de E.

Formalmente, o cédlculo feito acima pode ser feito para qualquer fibrado vetorial. Em
(HUSEMOLLER, 1994, p.252, 5.2 Proposition), prova-se que para qualquer fibrado p : E — B,
existe um mapa f : B — B tal que f*(E) é uma soma de fibrado de linhas. Por exemplo, o
produto tensorial E ® F pode ser visto virtualmente como soma de produtos /; ® I, entdo

c(EQF)=[]ectil) =]](1+ai+b)),
L,J L,j
onde a; e b sdo as raizes de Chern de E e F, respectivamente.
Definicao 4.25. Sejam E e F dois fibrados vetoriais sobre o0 mesmo espaco base B. A classe
quociente de E por F ¢ definido como a expressao formal

v gy MHalE)+e(E) -
(B-F)i= Y alb =)= o
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4.2 Classes de Chern para Variedades Singulares

Para uma variedade suave M de dimensdo complexa m podemos definir a classe de Chern
c(M)=c(TM)=14c|(TM)+---+cn(TM).

Agora se M é uma variedade singular, em alguns pontos ndo estd bem definido o espago tangente,

e por isso, ndo ha como definir o fibrado tangente.

Em (MACPHERSON, 1974), MacPherson resolveu a conjectura proposta por Deligne e
Grothendieck e provou a existéncia e unicidade de classes de Chern para variedades possivel-
mente singulares, utilizando o conceito de fun¢des construtiveis. O primeiro ingrediente principal
¢ a classe de Mather, que € definida utilizando a modifica¢do de Nash v : X X, pois sendo X

uma variedade suave, podemos considerar a classe dual a classe de Chern
o(TX) ~ [X] € H.(X)
e, por fim, tomar o pushforward
MU(X) = vi(e(TX) ~ [X]) € Hi(X)

para obter a classe no grupo de homologia de X, e esta é conhecida como classe de Chern-Mather.
O problema desta classe é que ndo satisfaz a condi¢@o de naturalidade proposta na conjectura de
Deligne-Grothendieck, entdo MacPherson definiu neste artigo o segundo ingrediente principal, a
obstrucao local de Euler, e obteve uma classe em homologia que generaliza a classe de Chern

para o caso suave, jd que para X suave, esta classe é o dual de Poincaré da classe de Chern de X.

Um fato interessante € que antes mesmo da conjectura de Deligne-Grothendieck ser
proposta, Marie-Héléne Schwartz definiu uma classe na cohomologia relativa H*(M,M \ X),
que € uma classe de obstrucdo para a existéncia de referenciais de vetores radiais sobre uma
vizinhanca de X em uma variedade suave ambiente M, e em (BRASSELET; SCHWARTZ, 1981),
Brasselet e Schwartz provaram que as classes de Schwartz e de MacPherson coincidem via o
isomorfismo de Alexander H*(M,M \ X ) = H»,,_(X) e por isso agora é conhecida como classe
de Chern-Schwartz-MacPherson.

Usando a classe de Chern-Schwartz-MacPherson, podemos multiplicar por um fator
explicito para definir a classe de Segre-Schwartz-MacPherson para variedades singulares mergu-
lhadas em uma variedade suave, o qual também € interessante, ja que o seu termo de nivel mais
alto € a classe fundamental da variedade singular, e pode-se mudar desta classe para a classe de

Chern-Schwartz-Macpherson apenas multiplicando por este fator.

No que segue, denotamos por X uma variedade algébrica de dimensdo n. Dada uma
subvariedade W C X, definimos xw : X — Z a func¢do caracteristica de W em X, isto é,

() 1, xeWw,
X) =
xw 0, x¢Ww.
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Definiciao 4.26. Uma funcao construtivel em X é uma funcdo o : X — 7Z da forma

N
o= Z”iXW,-a
i=1

onde n; € Z e W; sdo subvariedades de X.

Observacao 4.27. Se

N
o= ZﬂiXW;
i=1
e
Nl
B= Z}”glwg
1=

sao duas fungdes construtiveis em X, entdo

o+ B = niw, + v xwy 1y 2w+ TN Xw,

¢ uma funcdo construtivel. Portanto, denotando por . (X) o conjunto de todas as fungdes
construtiveis em X, segue que .% (X) é um grupo abeliano, cujo elemento neutro é a fungdo

identicamente nula, e o oposto de o é a fungdo —a dada por (—o)(x) = —a(x).

Definicao 4.28. Seja X um esquema de dimenséo n. Definimos a caracteristica de Euler de X
com a homologia de Borel-Moore como

o0

x(X) = Y (=) rank(HZM (X)).

k=0
Observacao 4.29. Como os grupos de homologias sdo nulos para todo indice suficientemente
grande, entdo a soma acima possui finitas parcelas e, portanto, a caracteristica de Euler estd bem
definida.

Definicao 4.30. Seja
N
o= ) mxw

i=1

uma func¢do construtivel em X. Definimos a integral de o sobre X como

N
/Xa = lZ]”lX(VVl)?

onde Y € a caracteristica de Euler com a homologia de Borel-Moore.

Definicdo 4.31. Seja f: X — Y um morfismo de esquemas. Definimos o pushforward de f
como a fun¢do f, : #(X) — Z (Y) que a cada fungdo construtivel @ € .7 (X), associa a fungéo
construtivel f, () € .% (Y) dada por
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Observacao 4.32. O pushforward estd bem definido, isto €, f.a é uma fun¢do construtivel. De

fato, tomando uma estratificagio {S} onde cada imagem inversa f~!(y) é unido de estratos,
fea(y) = / o
1)
N
= / ZniXWi
iz
N
= n; : —
/Xl; iXwinf ' (v)
- -1
= Y mx(Winf'(y)
i=1

obtemos

N
= an)( wi:N U S
= S, 71 0)=Us

N
=1 S, f1(y)=Us

Como os estratos sdo disjuntos, entdo pela aditividade da caracteristica de Euler, obtemos

N
fa@y) = Y mix lJ wins
i=1

S, f~1y)=Us
N
= Ynm )Y  x(Wns)
=1 s, - i(y)=Us
= Z I’lIX(‘/V,ﬂS)

i, S tal que f~1(y)=US
Portanto, f.o € da forma

oo =Y nix(WinS$)xss),

que € uma func¢do construtivel.

Exemplo 4.33. Se ptr é um conjunto unitario, entdo .% (pt) = 7Z, pois uma fungdo construtivel

em pt é

N
o=

niXWn

i=1

e sendo W; irredutivel de pt, entdo W; = pt, logo, xw; € a fungdo constante 1, de onde vem que o

€ a fungdo constante

Abusando da notagdo, seja pt : X — pt o morfismo constante, entao

= [ a=fe

ou seja, pti () = ([x &) X{pr}-
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Definicio 4.34. Definimos o pullback de f como a funcdo f* : .%# (Y) — % (X) dada por

ffa)=oof.

Observacao 4.35. O pullback estd bem definido, isto é, que & o f € uma funcao construtivel. De
fato, dado

N
o= an‘}(Wi
i=1

uma funcio construtivel em Y, entdo

N N N
aof= (mem) of = Ymilxwof) = Y niyvw):
i=1 i=1 i=1

e usando que
XAUB = XA + XB — XANB;

mesmo que f~!'(W;) ndo seja variedade, escrevendo W; em componentes irredutiveis, chegamos
numa soma de fungdes caracteristicas de variedades. Portanto, & o f é uma funcao construtivel

em X.

Teorema 4.36. Existe uma unica transformagdo natural
C.: F(X)— H.(X)

que satisfaz as seguintes condicdes:

2. Ci(a+P) = C(a) +Cu(B).
3. Cu(xx) =c(TX) —~ [X], se X for suave.
A demonstracio € extensa, primeiro prova-se que existe no maximo uma transforma-
cdo que satisfaz tais condicdes, em seguida, faz-se uma reducdo, bastando provar algumas

condi¢des mais simples e, por fim, define uma transformacdo que satisfaz tais condi¢des. Ver
(MACPHERSON, 1974).

Definicao 4.37. Se X é uma variedade, a classe de Chern-Schwartz-MacPherson de X (ou
classe de CSM) € definido por

M (X) = Cuix)-

Podemos estender esta defini¢do para o caso de X ndo ser reduzido, definindo
M (X) =M (Xred) =G (XX,ed) )

onde X, € a subvariedade reduzida associada de X.
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Definicao 4.38. Sejam M uma variedade e t : X < M um mergulho. Definimos a classe de
Segre-Schwartz-MacPherson de 1 (ou classe de SSM) como

sM(X M) = c(*TM) ' ~ SM(X) € H (X).

Podemos também considerar s (X, M) como um elemento de H*(M) tomando o pushforward

1. € 0 Dual, isto €, o elemento
Dual (1,(s"M (X ,M))) € H*(M).

Proposicao 4.39. Sejam f : M — N uma aplicacdo entre variedades e Y uma subvariedade

fechada singular de N. Se f € transversal a Y, entdao

FME,N)) =M (F7H(Y), M) € H (M).

A demonstracdo pode ser vista em (OHMOTO, 2016, p.15, Proposition 3.8).
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CAPITULO

POLINOMIOS DE THOM PARA
SINGULARIDADES DE APLICACOES

Estamos em condicao de definir o polindmio de Thom, que € um polindmio de classes

de Chern que satisfaz uma certa igualdade. Ao longo deste capitulo assumimos que m < n.

5.1 Polindomio de Thom para 7 -equivaléncia

Para uma .# -singularidade 7, podemos considerar o conjunto de pontos singulares do

tipo 1 de uma f : M — N dada, logo, temos que Dual([n(f)]) é uma classe de cohomologia
em H*(M), mas vimos classes em cohomologia especiais, as classes de Chern, e o que é
surpreendente é a classe Dual([1n(f)]) ser uma expressio polinomial com coeficientes inteiros

das classes de Chern. Este € o polindmio de Thom da singularidade 7 e € o assunto deste capitulo.
Definicdo 5.1. Seja f € Oy(m,n). Um desdobramento de f com k parametros ¢ um germe
F:(C"xCk0)— (C"xCk,0)
da forma
F(x,u) = (fu(x),u),
tal que fo = f.
Exemplo 5.2. Seja f € 0y(m,n). Para cada k, defina
F: (C™x Ck0)— (C"x Ck,0)

dada por F(x,u) = (f(x),u). Entdo F é um desdobramento de f com k-pardmetros, conhecida

como desdobramento trivial de f.

Definicéo 5.3. Dizemos que dois germes f: (C"75,0) — (C"**,0) e g : (C™,0) — (C",0) sdo

estavelmente 7 -equivalentes se f é # -equivalente ao desdobramento trivial g X idcs de g.
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Com a defini¢éo acima, podemos definir o conjunto 1 (f) de uma f dada.

Definicio 5.4. Seja ) um tipo de % -singularidade em &y(m,n) e denotemos k := n — m. Para
uma aplicac¢do holomorfa f : M — N de codimensio relativa k (isto é, k = dim(N) — dim(M)),

definimos
N(f) :={x € M| o germe de f em x é estavelmente .#" — equivalente a 1 }.

Teorema 5.5. Seja ) um tipo de % -singularidade em & (m,n). Entéo existe um dnico polindmio
tp(n) € Zlcy,ca,...] tal que para toda aplicacdo estdvel f : M — N de codimensdo relativa k,

vale

Dual([n(f))) = tp(n)(e(f)) € H**" W (1),
onde ¢;(f) == c¢i(f*'TN—TM).

Este € o principal resultado, e a igualdade que o polindmio de Thom satisfaz é o que
precisamos para calculd-los. A demonstracao de sua existéncia pode ser vista em (KAZARIAN,
2006, Theorem 2.2, p.91).

Definic¢io 5.6. O polindmio 7p(n) é chamado de polindmio de Thom para singularidade
estavel do tipo 1.

Observacao 5.7. Em (RIMANY]I, 2001, p.10, Theorem 5.2) prova-se que para o caso equidimen-
sional, o polindmio de Thom da singularidade A; satisfaz algumas condi¢des, e tais condi¢des

podem ajudar a encontrar a expressao do polinomio de Thom.

Mais precisamente, denotamos por (k) o conjunto das parti¢des do inteiro k, 7(k;i) o
conjunto das parti¢cdes do inteiro k em i parcelas e 0 0 j-€simo polindmio simétrico elementar

em k — 1 variaveis. Se

tp(Ak) = Z opcy,

Ien(k)
entao
Y =0 i(1,2,...,k—1),Vi=1.2,... k.
Ierm(ksi)

Exemplo 5.8. Consideremos a singularidade A>. Uma forma normal é o germe f : (C2,0) —
(C2,0) representado por

Flxy) = (6 +xy,y).
Note que sua algebra local é

Cles] . Cld

(0 +xyy) ()

entdo estamos com a linguagem de (RIMANYT, 2001). Temos

w(2) ={1+1,2},
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oo(x) =1, o1(x) =x

€

tp(Az) = 0q,1c1c1 + 0 C3.
Entdo

Z oy = 62,1(1) =o=1

Iem(2;1)
€
Z oy = ) = 011 = 1.
Iem(2:2)

Portanto,

tp(A2) = ¢t +ca.

Exemplo 5.9. Consideremos agora a singularidade A;. Logo,

m(1) = {1},
op=1
e
tp(Ay) = ey,
com
Z oy = 61_1(1) =0o = 1.
Ierm(151)
Portanto,

tp(Ar) = c1.

Exemplo 5.10. Consideremos a singularidade A3. Temos
7(3)={1+1+1,1+2,3},

oo(x,y) =1, o1(x,y) =x+y, 02(x,y) = xy

e
tp(Az) = ay 1 1c1c1C1 + 0 2C102 + O3C3,
com
Y a=01(1,2)=03=1-2=2,
Ierm(3;1)
Z oy = (73212):>O£12—1—|—2—3
Iem(3;2)
e
Z oy = (73312):>O£111—1
Ien(3;3)
Portanto,

tp(A3) = c3 +3cica 4 2¢3.
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Exemplo 5.11. Vamos ilustrar o chamado “método da restricao”, por Riményi, calculando o
polindmio de Thom para A,. A ideia geral deste método consiste no seguinte: Como a igualdade

que caracteriza o polindmio de Thom ¢é

Dual([1(F))) = tp(n)(c(f)) € H**mN) (a1),

entdo calculamos a codimensao da singularidade 7, assim, escrevemos uma expressao genérica

de grau codim(n) para tp(n). Agora construimos algumas funcdes f particulares, calculamos

o conjunto 7N (f) e a classe em cohomologia Dual([n(f)]). Por outro lado, calculamos c(f),

obtendo as classes ¢;(f), e substituimos em ¢p(1n)(c(f)). Por fim, usamos a igualdade

Dual([n(f)]) = tp(n)(c(f))

para obter uma equacgao. Desta forma, obteremos um sistema de equagdes que determina a

expressao do polinémio de Thom 7p(1n).

Como a codimensdo de A; € 2, entdo p(A;) é da forma
tp(Ay) = Act + Bey,
com A, B € Z, e devemos determinar os coeficientes A e B. A forma normal de A, é

Aa(x,y) = (& +x,y).

Considere o toro algébrico 7 = C\ {0} e as seguintes ac¢des:

pO(x7y> - (ax7 azy)v pl(x»)’) - (a3x7 azy)u

onde o € T. Notemos que

(AQOP())(X,)/) = AZ(pO<x7y))
= Az(ax,(xzy)
= ((ax)* + (ax)(@?y), %)
= (a3 + o’xy, o?y)
= (¥ +xy),a%y)
= pl(x3+xy7y)
= pl(AZ(xvy))
= (p104A2)(x,y).

Considere os fibrados vetoriais de posto 2

Eo=1®1%2, B = 1®3 @ [%2,

onde / € o fibrado de linhas tautolégico sobre PN, com N suficientemente grande. Como [ é um

fibrado vetorial, entdo existe uma cobertura aberta {U; };c; para P(]CV formada por trivializacdes
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locais g;; : UiNU; — T de . Como a forma normal de A, € invariante pelas a¢oes téricas pg €

p1, entdo podemos colar as aplicacdes
idUi XAy : U,-sz—>U,-><(CZ

para obter um mapa fy, : Eg — Ej estédvel tal que o diagrama

comuta e a restri¢ao para cada fibra
Cz = (E())x — (El)x = Cz,

com x € PN, é o7 -equivalente 2 A,. Chamamos a aplicacio fa, de mapa universal para A;.

Seja a := c1(I). Pelas propriedades das classes de Chern, valem

c(Eo) = c(l@1%?) = c(1)e(1?) = (L+e1 (D) (L +1(1)* = (1 +a)(1 +2a)

c(E1) = c(I®®1%?) = c(1??)c(1®?) = (14+c1(D)}(1 +c1(1))* = (1 4+ 3a)(1 +2a).
Vamos identificar os anéis de cohomologia
H*(Eo) = H*(PY) = H"(E1)

usando os pullbacks p; e p;. Agora, como A>(f4,) € a secdo de zeros de Ey, temos da definicdo

da classe superior de Chern que
Dual[A;(fa,)] = g (c2(Eo)) = c2(pgEo) = c2(Eo) = 24,
uma vez que
1+c1(Eo) 4 c2(Ep) = c(Eog) = (14+a)(1+2a) = 1 +3a+ 24>

Por outro lado, para cada i = 1,2, o fibrado tangente TE; se escreve como uma decomposi¢ao

nas componentes horizontais e verticais
TE; = p; (i TFY),

logo,
f/;kgTEl —TEy= p()k(El —E()).
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Assim, pela identificacdo H*(PY) = H*(Ey) por p, temos

c(fa,) = c(f3,TE —TEo)
= <(py(E1—Eq))
= C(E]—E())
_ c(E)
¢(Ep)
_ (I43a)(1+2a)
 (1+a)(1+2a)
~ 1+43a
~ l+a |
= (143
(1+ a)l—(—a)
= (I1+3a)(1—a+da*—a*+---)
= 142a—2a>+---.
Logo, concluimos que
c1(fa,) =2a
e
CZ(fAz) = _2a2’
assim,

tp(A2)(c(fa,)) = Act +Bey = A(2a)* + B(—2a%) = (4A —2B)d?.
Agora, pela propriedade do polindmio de Thom enunciado no Teorema 5.5, temos
tp(A2)(c(fa,)) = DuallAz(fa,)];

assim,
(4A —2B)a® =242,

de onde tiramos uma equagao
4A —-2B =2,

ou seja,
2A—-B=1.

Agora, consideremos a singularidade A, cuja forma normal € a aplicacdo A : C — C dada por
x> X%,

Consideramos, como anteriormente, Eg =/ e E; = 2 e 0 mapa universal fy, : Eg — Ej, que
ndo tem singularidades do tipo A;, entdao

AZ(fAl) =0,

assim, pelo Teorema 5.5, vale

tp(A2)(c(fa,)) = Dual([A2(fa,)]) = Dual([0]) = 0.
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Por outro lado,
c(fa,) = c(E1—Ey)

= (I1+2a)(l—a+a>—a*+---)
= l—'—a—az_‘_...,
de onde tiramos que

ci(fa) =a

C2(fA1) - _a27

assim,

tp(A2)(c(fa,)) = Act + By = A(a)’ +B(—a’) = (A~ B)d’.

Portanto,
0=1p(A2)(c(fa,)) = (A~ B)a?,
entdo A = B, e substituindo na equagdo

2A—-B=1,

vem
A-A=1=A=1,

e, portanto, B=A = 1. Assim,

1p(Ay) =Act +Bey =3 +c).

Teorema 5.12. Para cada .# -singularidade 7, existe uma tinica série de poténcias tpSM (7]) €

Z[cy,ca,...] tal que, para cada aplicagdo estdvel f : M — N de codimensdo relativa k, vale

Dual(s*™ (n(f),M)) = 1p™™ (@) (c(f)) € H' (M).

Este resultado € a versdo do polindmio de Thom para classe SSM. A sua demonstracio

pode ser vista em (OHMOTO, 2016, p. 23, 4.2 Proof).
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Definicfio 5.13. Chamamos ¢p¥(7]) de polindmio superior de Thom para o fecho 77 da

orbita com respeito a classe SSM.

Observacio 5.14. Como o termo de maior grau de s (1 (f),M) é a classe fundamental [1(f)],

entdo comparando os termos de menor grau na igualdade acima, obtemos

tp(n)(c(f)) = Dual([n(f)]) = termo de menor grau de 1p°* (1) (c(f))-

O termo de menor grau de ¢p*¥ (1) é simplesmente 7p(n), assim,
1p"M (1) = 1p(n) + termos de grau maior.
Exemplo 5.15. Vimos que 1p(Az) = ¢} + 2. Entdo
tp™ (A7) = ¢ + ¢, + termos de grau maior.
Vamos calcular o termo de ordem 3 de ¢pSM(A,). Escreva uma expressio genérica
tp‘gM(A_) = Ac% + Bcicy +Ces.
Considere a singularidade A3, cuja forma normal é
As(x,y,2) = (x4 + X2y +x2,y, 2).
Como anteriormente, o toro algébrico T = C\ {0} age na fonte e na meta com as a¢des
pp=odalda’, pr=a‘da’ea’

e note que vale A3 o py = p; 0 Az, assim, produzimos o mapa universal fy, : Ey — E| para a

singularidade A3, onde
Ey:=1®I?®I%3 E; =% I®? a3,

Entao

c(fa;) =

= (144a)(l—a+a*—d*+---)
= 143a—3d*>+3a®—3a* +---.
Desta forma,

c1(fay) = 3a, ca(fay) = —3d%, c3(fa,) = 3,

entdo
103 (c(fay)) = A(3a)® + B(3a)(—3a*) + C(3a>) = (27A — 9B +3C)a’.
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O conjunto das singularidades A, de f4, € uma curva suave tangente ao €ixo x, entdo considerando
esta curva mergulhada em Eq por 1 : A (fa;) — Eo obtemos uma subvariedade de codimensao
2, e o seu fibrado normal é isomorfo ao pullback 7*v, onde v = 192 1®3 via m = pool:

Ay (fa;) — Pg , entdo a classe fundamental do conjunto das singularidades A, em E é
L.(1) = c2(pdv) = 642,
uma vez que
c(V) =c(I®?@1%%) = (1+a)* (1 +a)’ = (1+2a)(143a) = 1+ 5a+ 64>

Para mergulhos fechados 1 : X — M, a classe SSM € o inverso da classe do fibrado normal, logo,
temos
M (X, M) = Le(=Vauyx),

entio para o nosso caso,

sM(Ax(fay) . Eo) = tee(=7"v)

= L (pg(c(=v))))
= pole(=v))u(l)

= polc(=v))pglea(v))
= polc(=v)ea(v))

Pela propriedade do polindmio de Thom e usando a identificacdo por py, obtemos

tpM(A2)(c(fay)) = sM(A2(f),Eo)
= c(=V)ea(v)
6a>
(1+2a)(143a)
= 6a*(1—2a+4a>—---)(1—3a+9a>—---)
= 6a®>—30a> +- -

Logo, comparando os termos de grau 3, obtemos
27A-9B+3C = -30=9A—-3B+C = —10.

Para obter as demais equagdes, devemos restringir para as singularidades A, e Ay. Para a

singularidade A,, como vimos anteriormente,
c(fa,) =1+2a—2a*+2a° —---.
Logo,

tp3M (A7) (c(fa,)) = A(2a)* 4 B(2a)(—24%) +C(2a) = (84 — 4B +2C)d’.
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Vimos no cdlculo do termo de grau 2 que para Eg = [ & 12, 0 conjunto A,( fa,) é o conjunto de

zeros de Ey, entdo

sM(Ax(fa,), E0) = c2(Eo)c(—Eo)
2a?
(14+a)(1+2a)
= 2(1—a+a®—--)(1-2a+4a> )
= 2a>—6a>+---.

Assim, comparando os termos de grau 3, vem
8A—4B+2C=—-6=4A—-2B+C=-3.

Por fim, para a singularidade A1, temos A>(f4,) = 0, entdo sSM (A2(fa,),E1) =0, onde Ey = 192,
€ como vimos que
c(fa)=1+a—a*+a+---,
entao
tp3" (A2)(c(fa,)) = Ala)’ + B(a)(=a*) +C(a’) = (A= B+C)d’,

assim, comparando os termos de grau 3, vem
A—B+C=0.

Resolvendo o sistema
9A —-3B+C=-10
4A—-2B+C=-3
A—B+C=0

obtemos a solucdo A = —2, B= —3 e C = —1. Portanto,

tp"M (A7) = (¢} + c2) + (—2¢3 — 3cica — ¢3) + termos de grau maior.

5.2 Polinomio de Thom para 2/-equivaléncia

Para <7 -singularidades em &'(m,n), ndo podemos garantir que o polindmio de Thom seja
escrito em classes de Chern quocientes. Assim, o polindmio de Thom € apenas um polindmio com
classes de Chern da fonte e da meta, obtendo assim, um polindémio zp ., € Z[cy, ..., Cm, c’1 yeeesChl.

S Cp
Para mais detalhes, ver (SASAJIMA; OHMOTO, 2018).

Exemplo 5.16. Considere a .<7-singularidade By : (C2,0) — (C>,0), dada por

Bl (xay) = (x7y27y3 +x2y).

Note que
1 0 m(x,y%,y° +x%y)
T%Bl — < 0 ) 2y >+ nZ(x7y27y3+x2y)
2xy 3y? +x? n3(x,3%,y° + x2y)
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Portanto, o dnico elemento que esta faltando neste conjunto é

0
0

y

Assim, B tem .o7,-codimensdo igual a 1 e podemos considerar o desdobramento .7,-versal
Bi(x,y,4) = (x,y%,y" + 2y + Ay).

Agora, temos que sua .27 -codimensao é 3, pois

X y 0 0
T.o/B) = < o || o |.| 2o || 27 > +1(6y% 7 +2%y),
2x%y 2xy? x> +3xy? x%y + 3y

entdo estdo faltando os elementos

0 0 0
y |, 01, 0
0 y xy

Assim, o seu polindmio de Thom € da forma
1D (B) = x1¢3 +xp¢1¢0 +x3¢7¢]) + x401 7 + X502} + X6 + X701 ¢ + X3} ¢ + X0
Vamos determinar os inteiros x;, 1 <i < 9. Considere as acoes de C*
pp=adada’, pi=oda’da’

Entdo
(Bl Op0)<x7y7)') = Bl(OUC, oy, a21>

= (ax, (ay)?, (ay)’ + (ax)*(ay) + (@*1) ()
= (ox,0%y?, 03 (y* + 2%y +14y))

= p1(x,y%, Y} + X%y +Ay)

= p1(Bi(x, 1))

= (p1oB1)(x,y,1).

Portanto, By o pp = p1 o B1. Assim, vamos considerar os fibrados
Eo=1®1, Ey=1%% E =1®1** 3%’

sobre chv e construimos o mapa universal fp, : Eg & E; — E) tal que a restri¢do a cada fibra é

2/ -equivalente ao desdobramento B;. Tomando a = c{(I), temos
c(Ey) = (14a)*=142a+d?

c(Eo D E)) = c(Eo)c(E)) = (14 a)*(1+2a) = 1 +4a+3a* 4 24°
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c(E)) = (1+a)(1+2a)(1+3a) = 1 +6a+11a*> +6a°.
Assim, substituindo no polindmio, vem
tpy(B1)(c(f,) = x1(2a)° +x2(2a)(a?) +x3(2a)*(6a) + x4(2a)(6a)*+

+x5(a?)(6a) +x6(6a) +x7(2a) (11a*) 4 x3(6a)(11a?) + x9(6a°)
= (8x1 +2x2 + 24x3 + T2x4 + 6x5 + 216x6 4 22x7 + 66x3 + 6x9)a>.

Por outro lado, temos
tp.(B1)(c(f,)) = Dual([Bi(f)]) = Dual ([Z(Eo ® Ep)]) = c3(Eo ® Eg) = 2a’.
Portanto,
8x1 + 2xp 4 24x3 + 72x4 + 6x5 + 216x6 + 22x7 4 66x8 4 6x9 = 2.

Agora, como as singularidades A, dada por

AO(X,y) - (x7y70)7
e a singularidade Sy, dada por
S()(X,y) = (x,yz,xy),

sdo menos complicadas que By, entdo o polindmio de Thom se anula em seus mapas universais,
entdo vamos mudando a escolha das a¢Oes téricas pg, p; €, consequentemente, dos fibrados Ey e
E| para obtermos diferentes mapas universais f3, € fs, para, assim, obter as equagdes. Além disso,
como estas duas singularidades possuem .o7,-codimensao 0, entdo ndo existe desdobramento a

ser feito, logo, iremos trabalhar apenas com o fibrado E, ndo existindo o fibrado Ej,.

Para a singularidade Ag, obtemos as seguintes equagdes:

* Considere a configuragdo

pp=ada,pr=adada,Eg=IPLLE|=1®IldI,

entdo
c(Eo)=(1+a)=1+2a+d°
€
_ 3 _ 2, .3
c(E1)=(14a)=14+3a+3a"+a’,
assim,

1P (B1)(c(fay)) = (8x1 +2x2 + 12x3 4 18x4 + 3x5 + 27x6 + 6x7 + 93 +x9)a3,
obtendo a equagao

8x1 4+ 2x0 4+ 12x3 + 18x4 4 3x5 + 27x6 + 6x7 + 9xg + x9 = 0.
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* Com a configuragao

pp=adl,pp=a1d1,Eg=E =1,

temos
c(Eg) =c(Ey) =1+a,
logo,
tper (B1)(c(fag)) = (¥1 + %3+ x4 + X6 ),
assim,

X1 +x3+x4+x5=0.
* Com a configuragao

pp=ada,pr=adadl,Eg=E =1dl,

temos
c(Ep) = c(E)) = (14+a)* = 1+2a+d?,
logo,
tpo (B1)(c(fay)) = (8x1 +2x2 + 8x3 + 8x4 + 2x5 + 8x6 + 2x7 + 2xg)a3,
assim,

4x1 4+ xp +4x3 4+ 4x4 + x5 +4xg +x7 +x3 = 0.
* Com a configuragdo
_ 2 5 2 o ®2
po=ada’,p=ada "l Egy=E =1B["",

temos
c(Eo) = c(Er) = (14+a)(1+2a) = 1 +3a+2a?,

logo,
tp&{(Bl)(C(on)) = (27x1 4 6xp + 27x3 4 27x4 + 6x5 4+ 27x6 + 6x7 + 6)Cg)a3,

assim,
Ox1 4 2x2 + 9x3 + 9x4 + 2x5 + 9x6 + 2x7 + 2xg = 0.

* Com a configuragao
po=ada’,p=ada’®aE=I181"%E =181l
temos

c(Eo) = (14+a)(142a) = 1+3a+2a%,¢(Ey) = (1+a)(1+2a) (1 +a) = 1 +4a+5a* +24°
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logo,
tpor (B1)(c(fa,)) = (27x1 + 6x2 + 36x3 + 48x4 + 8x5 + 64x6 + 15x7 4 20x3 + 2X9)a3,

assim,
27x1 + 6x2 4 36x3 4 48x4 + 8x5 4+ 64x6 + 15x7 + 20x8 + 2x9 = 0.

Com a configuracio

pp=ada’p=ada’®1,E)=E =101,
temos

c(Ep) = c¢(Ey) = (1+a)(1+3a) = 1 +4a+3d°,
logo,

l‘p&{(Bl)(C(on)) = (64)61 4+ 12x> + 64x3 + 64x4 + 12x5 + 64x6 + 12x7 + 12xg)a3,

assim,
16x1 4+ 3x2 4+ 16x3 + 16x4 4 3x5 + 16x6 + 337 4+ 3x3 = 0.

Com a configuragao

po=ado’,pr=ad e’ da,Ey=I101"E =101 ¢,
temos
c(Eo) = (1+a)(143a) = 1+4a+3a*,c(E)) = (14+a)(1+3a)(1+a) = 1 +5a+7Ta*+3a°,
logo,
1Py (B1)(c(fa,)) = (64x1 4 12x2 + 80x3 + 100x4 -+ 15x5 -+ 125x6 4 28x7 4 35x8 + 3x9)a’,
assim,

64x1 + 12x2 + 80x3 4+ 100x4 + 15x5 4 125x6 4 28x7 + 35x3 + 3x9 = 0.
Agora vamos fazer o mesmo com a singularidade Sp.

Com a configuragao
pp=oda,p=ad0’Po’ Ey=I61LE =161°?a1%?
temos
c(Ey) = (1+a)* =1+42a+d* c(E)) = (14+a)(142a)* = 14 5a+8a* +4d°,
logo,
tp.r(B1)(c(fsy)) = (8x1 -+ 2x2 +20x3 + 50x4 + S5x5 + 125x6 + 16x7 4 40xg +4x9)a,

assim,
8x1 + 2x7 + 20x3 + 50x4 + S5x5 + 125x¢ + 16x7 + 40x8 + 4x9 = 0.
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* Com a configuragao
po=adopr=adotdad Eg=101%%E =131%* a1,
temos
c(Eo) = (14a)(142a) =14+3a+2a*,c(E;) = (14a)(1+4a)(143a) = 1 +8a+ 194> + 124°,
logo,
1P (B1)(c(fsy)) = (27x1 +6x2 +72x3 4+ 192x4 + 16x5 4+ 512x6 + 57x7 + 152x3 + 12X9)a3,
assim,

27x1 4+ 6x0 4+ 72x3 + 192x4 + 16x5 + 512x6 + 57x7 + 152x8 + 12x9 = 0.

* Com a configuragao
po=0d’,pr=ada’dat Ey=1®I1% E =131®° 0%,
temos
c(Eo) = (1+a)(1+3a) = 1 +4a+3a*,c(E)) = 1 +10a+27a> 4 184°,
logo,

tp%(B] ) (C(fSo)) = (64)61 4+ 12xp 4+ 160x3 +400x4 + 30x5 + 1000x6 + 108x7 +270xg + 18)@)613

Portanto, resolvendo o sistema

8x1 + 2xp 4 24x3 + 72x4 + 6x5 + 216x6 + 22x7 4 66x8 + 6x9 = 2

8x1 + 2x0 4+ 12x3 + 18x4 4 3x5 + 27x6 + 6x7 + 9xg +x9 = 0

X1 +x3+x4+x5=0

dx1+xp +4x3+4dx4 +x5+4x6+x7+x3 =0

Ox1 4 2x0 + 9x3 + 9xg 4+ 2x5 + 9xg + 2x7 +2x5 = 0

27x1 + 6x2 4 36x3 + 48x4 + 8x5 4+ 64x6 + 15x7 +20x3 + 2x9 = 0

16x1 + 3x2 4+ 16x3 + 16x4 4+ 3x5 4+ 16x6 + 3x7 + 3x3 = 0

64x1 + 12x7 4+ 80x3 + 100x4 + 15x5 + 125x6 + 28x7 + 35x5 + 3x9 = 0
8x1 + 2x2 4+ 20x3 + 50x4 + Sx5 + 125x¢ + 16x7 + 40x8 +4x9 = 0

27x1 +6x2 +72x3 + 192x4 + 16x5 + 512x6 + STx7 + 152x3 + 12x9 = 0
64x1 + 12x7 + 160x3 4+ 400x4 + 30x5 + 1000x6 + 108x7 + 270x8 + 18x9 = 0,
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obtemos os coeficientes de tp ., (B))

Observe que este exemplo mostra que o método da restri¢do € efetivo, uma vez que para um tipo
de singularidade, podemos construir varios mapas universais, porém, pode acontecer de alguma
equagdo ser redundante, como neste caso, que obtivemos 11 equacdes, apesar de ter apenas 9

variaveis. Portanto,

1Dy (B1) = =3¢} +4cicr +4cic) — cicf —2ca¢) — 3¢y + b + ¢,

5.3 Conclusao

Definimos neste trabalho o polindmio de Thom, o que € importante, uma vez que para
cada tipo de singularidade temos um polindmio associado, e isto pode ser usado em classificagcdo

de singularidades.

Algumas aplicacdes € a sua utilizagdo em problemas enumerativos da Teoria de Singula-
ridades Cléssica e também o fato da caracteristica de Euler de certos conjuntos ser expressa em
termos do polindmio de Thom. Para mais detalhes, ver (OHMOTO, 2016, Theorem 5.3, p.39) e
(OHMOTO, 2016, Corollary 6.8, p.49).
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