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RESUMO

SIMAO, F. M. Hipoelipticidade de formas diferenciais rotacionalmente invariantes com
uma singularidade. 2023. 65 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Esta dissertacdo € dedicada ao estudo da C*-hipoelipticidade da classe das 1-formas diferenciais
suaves que sdo rotacionalmente invariantes, tem uma singularidade irredutivel na origem de R?

e sao elipticas fora dela.

Considere € uma 1-forma nas condi¢des acima e sejam k+2 e [ 42 as ordens de anulamento na
origem das 2-formas Q A Q e Q A (Zdz + zd?Z), respectivamente. Apresentaremos os resultados
de A. Meziani que mostram que, para k > 21, sob certas hipdteses €2 ndo é C*-hipoeliptica. Para

k < 21, Q é C*-hipoeliptica se considerada agindo em um subespaco de 1-formas diferenciais.

Palavras-chave: Hipoelipticidade, Singularidade, Formas Diferenciais, Normalizacdo, Regulari-

dade de solugdes.






ABSTRACT

SIMAO, F. M. Hypoellipticity of rotationally invariant differential forms with a singula-
rity. 2023. 65 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

This dissertation is dedicated to the study of the C”-hypoellipticity of the class of smooth
differential 1-forms that are rotationally invariant, have an irreducible singularity at the origin of

R? and are elliptical outside of it.

Consider Q a differential 1-form under the above conditions and let Xk +2 and [ + 2 be the
vanishing orders at the origin of the 2-forms Q A Q and Q A (Zdz + zd?), respectively. We will
present the results of A. Meziani that show that, for k > 2/, under certain assumptions € is not

C”-hypoelliptic. For k < 21, Q is C™-hypoelliptic if considered acting on a subspace of 1-forms.

Keywords: Hypoellipticity, Singularity, Differential Forms, Normalization, Regularity of Solu-

tions.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Seja
Q =A(z,7)dz+ B(z,72)dz
uma 1-forma diferencial de classe C* em uma vizinhanca da origem em R?.

Dizemos que € tem uma singularidade de ordem m na origem se m € o menor valor entre
as ordens de anulamento na origem de A e de B. A singularidade € irredutivel de ordem m em
(0,0) se ndo existe uma 1-forma diferencial Q' singular em (0,0) com ordem de anulamento em

(0,0) menor que m satisfazendo QA Q' = 0.

A 1-forma Q € rotacionalmente invariante se
QA R:;Q =0

para toda rotacio Ry, de angulo ¢ de R?.

Suponha que € € rotacionalmente invariante, eliptica fora da origem e possui uma

singularidade irredutivel de ordem m em (0,0) € R?.

Sejam k+2 e [ +2 as ordens de anulamento na origem das 2-formas QA Q e QA
(Zdz + zdZ), respectivamente. Quando k > 2, sob hipéteses adicionais veremos que Q néo é

C*-hipoeliptica.

Considere 1 a 1-forma diferencial dada por
n = A(z,7)dz + B(z,%)dz,

com A e B funcdes de classe C* em uma vizinhanca de (0,0) € R?. Para k a ser definido
futuramente, diremos que 17 cumpre a condi¢do Cy se os coeficientes de 1) satisfazem
9% (814 0B

W 8—2—8—Z> (O):O, parajzl,...,K—l.
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Denotamos por A(k) o espaco das 1-formas diferenciais suaves em uma vizinhanca de (0,0) € R?

que satisfazem a condi¢do Cy.

Para k < 21, mostraremos que o problema
dunQ=nNQ (1.1)

é resoluvel se, e somente se, ) € A(k), mais ainda, temos a C*-hipoelipticidade nessa classe

menor.

Esta dissertacdo € baseada no artigo (MEZIANI, 2013) e foi dividida em seis capitulos,

onde o primeiro capitulo € destinado a esta introducao.

No segundo capitulo s@o apresentadas as principais defini¢des e propriedades dos objetos
utilizados ao longo do texto. Também enunciamos resultados utilizados nas demonstragdes

futuras com as referéncias para uma consulta mais detalhada.

Sob certas hipéteses, o terceiro capitulo tem o objetivo de transformar o problema da
C*”-hipoelipticidade das 1-formas rotacionalmente invariantes em um problema envolvendo as

1-formas zdz + zdZz e zdz — zdZ.

No quarto capitulo desenvolvemos o caso k > 2/. Com o auxilio da normalizagao de €2,

que € construida no quinto capitulo, no sexto capitulo tratamos do caso k < 21.
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CAPITULO

PRELIMINARES

2.1 Uma breve introducao as formas diferenciais

Nesta secdo apresentamos as nogdes basicas de formas diferenciais para familiarizar
o leitor com o objeto de estudo principal da dissertagdo. Para mais detalhes das defini¢des e

teoremas expostos aqui recomenda-se ao leitor consultar (LIMA, 2014).

Dados dois espacos vetoriais reais E e F, com dim E < oo, denotamos por L"(E,F) o
espago das transformacdes
T:-Ex..xE—F
—_———

I VEZes
r-lineares. Este é um espaco vetorial real com as operagdes (T+S)(x) =T (x)+S(x) e (Af)(x) =
Af(x), AeRex€cE.

Definicio 2.1. Dizemos que uma transformagdo T € L"(E, F) € alternada se ela satisfaz alguma

das seguintes condi¢des equivalentes:

* T(vi,...,vr) =0, seexistem i, j € {1,...,r} com i # j tais que v; = vj;
¢ T(Viy ooy Vigeois Vs ooy V) = =T(V1, ..., Vjy o Vi ..o, V) Para quaisquer vy, ..., v, € E;

* T(Vo(1)s - Va(r)) = €(0)T (v1,...,v,) para quaisquer vi,...,v, € E e qualquer permutagio
o de {1,...,r}, onde €(o) é o sinal de o (é 1 se o se escreve como produto de um
numero par de transposi¢des e —1 se ¢ se escreve como produto de um niimero impar de

transposi¢oes).

Consideremos E = R™ e F = R. Neste caso, escrevemos apenas L"(E,F) = L"(R™).
Denotamos o subespaco vetorial de L"(R"”) das transformagdes lineares alternadas por A”(R"™).
Por convencao, AO(R’”) = R. Como toda transformacao linear entre dois espagos vetoriais é
alternada, A'(R™) = (R™)*.
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Defini¢do 2.2. Se wi,...,®, € A'(R™) = (R™)*, o produto exterior @; A ... A @, € L*(R™) é
definido por
(AN C()n(w , ...7Vn) = det ((l)i(vj))1§,'7j§n.

Proposicio 2.3. Dadas ®,1,a € A (R™), temos

s (W+o)ANM=0An+ann;

nA(@+a)=nANo+nAa;

s AMoAn)=(Ao)An=aA(AN),YA €R;

0NN =-NAo.

Seja {ef,...,en } a base candnica de R™, come; = (1, ...,0mj), §ij =0sei # je &; = 1.
Denotamos por {dxl, e, dx™} C (R™)* a base dual, isto &, dxi(ej) = 0;j. Com essa notagdo, o
conjunto

{d! =dx" N AdxT c T={iy < ... <@} C{l,...,m}}

¢ uma base para o espago vetorial A"(R™). Assim,

dim(A"(R™)) = r'(ler)'

Definicao 2.4. Dado um aberto U C R™, definimos uma r-forma diferencial suave @ a valores
reais como uma aplicagdo suave @ : U — A"(R™). Podemos escrever @ (x) = Yy a;(x)dx!, onde
cadaa;:U - ReEéC”ear(x) =w(x)-(ej,....e;), paral = {i; < ... <i,} C{1,....m}.

Denotamos por Q" (U) o conjunto de todas as r-formas diferenciais suaves. Note que é um
espaco vetorial real com as operagdes naturais (@0 +1)(x) = @(x) +1n(x) e (Ao)(x) = A(w(x)),
A eR.

Definicao 2.5. Seja f : U C R” — V C R"” uma aplicacdo C”. Definimos o pullback f* :
Q" (V) — Q"(U) por

(ff@)(xX) (v, -, vr) = O(F(x))(Df (x) - vi,.... DF(x) - vi)

paracada w € Q" (V)ex e U.

Se w,n € Q!(U), definimos o produto exterior @ A 1) pontualmente através da definicio
22: (wAN)(x) = o(x) An(x).

Proposiciio 2.6. Sejam w0, € Q' (V)e f:U C R™ — V C R" uma aplicacio C*. Entio
* fHlo+n)=fo+fn;
* [Hloan) = (ffo)A(fn);
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* f(9-®) = ($of) '@, paracada ¢ € C*(V,R);

* (fog)* =g*of* parauma aplicagdo suave g: V C R" - W C RP.
Definimos a derivada exterior d : Q°(U) — Q! (U) como sendo a aplicagio

de .
ngg:Za—jdxl.

icl
Proposicdo 2.7. Sejam U C R” e V C R" abertos, g,h € Q°(U) e f: U — V suave. Entio
* d(g+h)=dg+dh;
* d(gNh)=dgNh+gNdh,;

» d(f*g) = f*(dg), onde g € Q°(V) neste caso.

2.2 1-formas diferenciais a valores complexos

Seja U C R? um aberto com (0,0) € U. Uma 1-forma diferencial suave Q a valores
complexos em um ponto p = (x,y) € U C R? é uma aplicacio linear alternada Q(p) : R> — C,
isto é, Q(p) € A'(R?,C).

Podemos escrever Q(p) = RQ(p) +i3Q(p), sendo RQ(p) e IQ(p) 1-formas a valores
reais em p. Com a identificacdo entre R?> e C, em p podemos ver Q como uma aplicacio
Q(p) : C — C. Mais ainda, podemos escrever

Q = A(z,2)dz+ B(z,2)dz,
comA,Be C*(U).

Definicdo 2.8. A 1-forma diferencial Q conjugada de Q é dada por

Q= A(z,7)dz+ B(z,7)dz,
onde A e B sido as funcdes conjugadas de A e B, respectivamente.
Definiciio 2.9. Dizemos que Q é eliptica em um aberto V C U C R? se
Q(p)AQ(p) #0VpeV.
O conjunto caracteristico X de Q € o conjunto onde € deixa de ser eliptica, isto &,
T={peU : Q(p)rQ(p)=0}.

Definicfio 2.10. A 1-forma Q é C*-hipoeliptica em (0,0) € R? se sempre que uma distribuicdo
u € 2'(U) satisfaz
dunQ € Q*(C*(U),C),

entdo u € C*(U’) para certo aberto U’ C U, com (0,0) € U'.
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Observacio 2.11. Quando u € 2'\ C', du é definido como uma corrente (veja, por exemplo,
(BERHANU; CORDARO; HOUNIE, 2008), pagina 335).

De forma anéloga a defini¢do acima, definimos C®-hipoelipticidade na origem:

Definicfio 2.12. A 1-forma Q é C®-hipoeliptica em (0,0) € R? se sempre que uma distribui¢io
u € 2'(U) satisfaz
duhQ e Q*(C?(U),0),

entdo u € C®(U') para certo aberto U’ C U, com (0,0) € U’.

Definiciao 2.13. Uma fungédo f € dita ser integral primeira de Q se Q = Adf para alguma

funcdo A € C* ndo identicamente nula.

Definicdo 2.14. Dizemos que Q = A(z,Z)dz+ B(z,Z)dZ tem uma singularidade de ordem m

em (0,0) se m € o menor valor entre as ordens de anulamento em (0,0) de A e de B.

Definicdo 2.15. Dizemos que Q tem uma singularidade irredutivel de ordem m em (0,0) se
ndo existe uma 1-forma diferencial Q' singular em (0,0) com ordem de anulamento em (0,0)

menor que m satisfazendo Q A Q' = 0.

Definicao 2.16. A 1-forma Q € dita rotacionalmente invariante se
QAR Q=0

para toda rotacio R, de angulo ¢ de R2.

2.3 O espaco W das funcoes 2r-periddicas
Durante toda a dissertacao, X ird denotar o circulo caracteristico r = 0, isto &,
r={0}xS'cRxS

Seja
W = {f € C*(R?); f(x,y) = f(x,y+2kn), Vk € Z}. 2.1)

O espago W € um espaco vetorial sobre C. Com a métrica proveniente da familia de seminormas

pi(f)= sup  [(@%f)(x,y),

(x,y)GKj,l(X|§j

sendo K; =[—j—1,j+1] xR, j € Z,, o espaco W se torna um espago topolégico metrizavel
localmente convexo e completo. Ou seja, W € um espaco de Fréchet. Para mais detalhes ver

(HERNANDEZ, 2016), onde os teoremas e a proposi¢do abaixo estdo demonstrados.

Teorema 2.17. Os espagos C™(R x S') e W sdo homeomorfos.
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Definicao 2.18. Dizemos que uma sequéncia numérica (c¢y)nez de nimeros complexos é
rapidamente decrescente se para cada k € Z, existir C > 0 tal que |c;;| < # para todo
m € 7\ {0}.

Teorema 2.19. Seja (c,,;)ncz uma sequéncia rapidamente decrescente. Entdo f(y) = ¥,nez Cme™

pertence a C*(R).

Teorema 2.20. Seja f € W. Entdo, fi(r) = 5= [7 f(r,0)e *0d6 (chamado coeficiente de

Fourier de f) forma uma sequéncia rapidamente decrescente e

f(r,6)= ka(r)eike.

keZ

Se g depender apenas de 0, denotaremos por g° o zero-ésimo coeficiente de Fourier de g,

isto €,
o_ 1
2

2m
g /0 2(0)de. (2.2)

Definicao 2.21. Uma funcdo flat em um ponto xy € uma fun¢ado suave cujas derivadas de todas

as ordens se anulam em Xxy.

Proposicao 2.22. Seja f € W e considere g € C*(R) uma fungéo que possua apenas zeros de
ordem finita. Se f for flat em g~!(0) x R, entdo existird 7 € W, flat em g~!(0) x R, tal que

g(xX)h(x,1) = f(x,1), ¥(x,1) € R%.

Usaremos a notacgao 7, f para denotar a série de Taylor de f com respeito a r. Ou seja,

19y

Trf(r, 9) = J;ij<9)rj, onde f](e) = FW((),G)

2.4 Qutros resultados auxiliares

Teorema 2.23 (Teorema da fung¢ao inversa). Sejam f : U — R™, definida no aberto U C R",
fortemente diferencidvel no ponto a € U e f'(a) : R™ — R™ um isomorfismo (equivalentemente,
dfi
dx j

omorfismo de um aberto V contendo a sobre um aberto W contendo f(a). O homeomorfismo

o determinante jacobiano det J f(a) :det( (a)) ¢ diferente de zero). Entdo f é um home-

inverso f~!: W — V é fortemente diferencidvel no ponto f(a) e sua derivada nesse ponto é
[f'(a)]~'. Se f € C" (r > 1) entdo V pode ser tomado de modo que f seja um difeomorfismo de
V sobre W.

Demonstragdo. Ver (LIMA, 2014). ]
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Teorema 2.24 (Teorema da funcdo implicita). Seja f : U — R uma funcdo de classe C" (r > 1),

d
definida num aberto U C R"*!. Se um ponto p = (xg,y0) € U é tal que f(p) =ce 8—][(;9) #
y
0, entdo existem uma bola B = B(xp,8) C R™ e um intervalo J = (yo — €,y + €) tais que
f~ )N (B x J) é o grifico de uma fungio & : B — J de classe C". Para todo x € B, tem-se

95 of of .
8_x,~(x) = _a_m(x’g(x))/a_y(x’é(x))’ i=1,...n.

Demonstragdo. Ver (LIMA, 2014). O

Precisaremos do resultado de que toda série de poténcias € a série de Taylor de alguma

funcdo suave. Este € o cldssico Teorema de Borel:

Teorema 2.25 (Teorema de Borel). Para j =0,1,2,... seja f; € ;7 (K), onde K é um compacto
de R”, e seja I C R uma vizinhanca compacta da origem. Entdo, podemos encontrar uma fun¢ao
feCy(KxI) tal que

9/

57 (x,1) t:():fj(x), j=0,1,2,...

Demonstragdo. Ver (HORMANDER, 1990). O
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CAPITULO

1-FORMAS DIFERENCIAIS
ROTACIONALMENTE INVARIANTES

Ao longo do texto iremos utilizar a notacio
o, =zdz+zdZ e 0, = zdz — zdZ,

onde r e a significam radial e anelar, respectivamente. Além disso, usaremos a letra grega I para

denotar a aplica¢do C*

IM:RxS' — R
0 3.1
(r,0) —II(r,0) =re"”” = (rcosO,rsinb).
Note que, para z = re'® e 7 =re™%, temos
dz= Lar+ 2240 = c®dr +ric®d6 ¢ dz = Z2dr+ 2246 = ¢ dr — ric %40
- or 00 ~or 00 '
Logo,
o, = re” 0e®dr+ rie®do] + re®[e 0 dr — rie='9d 6] 3.2)
= rdr+r*id0 + rdr — r*id@ = 2rdr .
e
*w, = re 0 e®dr+rie®d0] — re!®le %dr — rie 19 d0)] (3.3)
— rdr+ r?id6 — rdr + r*id6 = 2ir’d6. '
Fixe

Q =A(z,2)dz+ B(z,2)dZ
uma |-forma diferencial suave a valores complexos definida em U C R2, U um aberto com

(0,0) e U.

Suponha que Q ¢é eliptica fora da origem, rotacionalmente invariante e possui uma
singularidade irredutivel de ordem m em (0,0) € R?. Estamos interessados em estudar a C*-
hipoelipticidade de Q e equacdes do tipo

dunQ=nAQ, (3.4)
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sendo 17 uma 1-forma de classe C* em uma vizinhanca da origem de R?.

Nesse primeiro momento nosso intuito € reduzir o problema (3.4) a um problema mais
simples. Para isso precisaremos do lema a seguir, cuja prova foi baseada na Proposicao 1.1 de
(BERHANU; MEZIANI, 1997).

Lema 3.1. Seja Q = A(z,Z)dz+ B(z,Z)dz uma 1-forma diferencial suave, rotacionalmente inva-

riante e com uma singularidade irredutivel de ordem m em (0,0) € R?. Podemos escrever
Q= r"C(r,0)[X (r)dr+irY (r)de],

onde C é uma aplicacio suave definida em uma vizinhanca da origem em R x S! e X e Y siio
aplicagdes suaves definidas em uma vizinhanga da origem de R. Mais ainda, C nunca se anula e

X e Y ndo se anulam simultaneamente.
Demonstragdo. Como £ possui singularidade irredutivel de ordem m, podemos escrever
= ||"Q, (3.5)

onde
= A(z,7)dz+ B(z,2)dz

€ ndo singular, isto é,
A(z.2)| +|B(z,2)] # 0 Vz.
Como dz = e®dr+rie’®d0 e dz = e 0dr — rie=19d6, entdo
= (AoTI)(1,0)[e/dr+ rie’*d6] + (BoTI)(, 0)[e~**dr — rie~*d6]

(AoT1)(0)e® + (BoTT) (1 0)e ¥]dr-+ (Ao T1) (1 )ric’® — (BoTD)(1,6)ric |6
P(r,0)dr+irQ(r,0)do,

onde P(r,0) = (AoII)(r,0)e'® + (BoIl)(r,0)e® e O(r,0) = (AoIl)(r,0)e?® — (BoII)(r,0)e®.

Logo, a equacao (3.5) se torna
IT'Q = r"[P(r,0)dr+irQ(r,0)d0]. (3.6)
Como Q é rotacionalmente invariante, Q também é. Assim, se Ry é rotacdo de angulo «,
R (IT'Q) A (IT'Q) =0 +—=
[P(r,0 + ct)dr+irQ(r,0 + a)dO] A [P(r,0)dr+irQ(r,0)d0] =0 <=

irP(r,0 +a)Q(r,0)dr Nd0 +irQ(r,0 +a)P(r,0)dO Ndr =0 <=
P(r,06 +a)Q(r,0) =Q(r,0 + a)P(r,0) Vr,0,q.

Em particular, se ¢ = —0,

P(r,0)0(r,8) = O(r,0)P(r,0) Vr, 6.
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Como P e Q nio se anulam simultaneamente, os vetores ndo nulos (P(r,0),0(r,0)) e (P(r,0),0(r,0))

sdo paralelos; logo, existe uma fun¢do C € C* que nunca se anula tal que
P(r,0) =C(r,0)P(r,0) e Q(r,0) =C(r,0)Q(r,0).
Portanto, se X (r) = P(r,0) e Y(r) = Q(r,0), a equagao (3.6) se torna
IT°Q = r"C(r,0)[P(r,0)dr +irQ(r,0)d0] = r"C(r,0)[X (r)dr +irY (r)d6],
0 que prova o resultado. 0

Proposicao 3.2. Seja Q uma 1-forma diferencial suave, rotacionalmente invariante € com uma
singularidade irredutivel de ordem m em (0,0) € R?. Entdo m = 1 e pelo menos um dos itens

abaixo ocorre:

1. QA (0, +F (|z]*)®,) = 0 para certa F; : (—8;,8;) C R — C suave, onde §; > 0;

2. QA (w,+ F(|z]?)®,) = 0 para certa F> : (—8,,8,) C R — C suave, onde & > 0.
Em particular, Fj e F, sdo fungdes pares.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.1, existem aplicacdes suaves C:RxS! - C, X :R - Ce Y :
R — C tais que

1 Q = 7"C(r, 0)[X (r)dr + irY (r)d#).

Note que IT*Q ¢é invariante pela aplicagéo (r,0) = R(r,0) = (—r,0 + @), pois, sendo

[MoR(r,0) =T(—r,0 + ) = (—rcos(6 +x),—rsin(0 + ) = (—r(—cos ), —r(—sinO))
= (rcos@,rsin@) =I1(r,0),

temos R*(IT*Q) = (IToR)*Q = IT*Q. Logo,

QAR (I'Q) = 0 <=

rC(r,0)[X (r)dr+irY (r)dO] A (—r)"C(—r,0 + )X (—r)(—=1)dr+i(—r)Y (—r)d0] =0 <—
r"C(r,0)(—r)"C(—r,0 +m)[X (r)dr+irY (r)dO) A [—X (—r)dr —irY (—r)d0] = 0 <—
(=1)™r2"C(r,0)C(—r,0 + 1) [=X (r)irY (—r) 4+ irY (r)X (—=r)]dr NdO = 0 <=
Y(r)X(—r)—X(r)Y(—r)=0.

Quando X (0) # 0, a aplicagdo r — E % ¢ par em uma vizinhanga da origem. Entdo existe 4; > 0

e F1: (—61,6,) C R — C dada por Fi(r?) = )I;E;%
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Sabendo que IT* @, = 2rdr e IT" @, = 2ir*d0, temos

I1*Q = C(r,0)X (r)(dr +irF,(r*)d0)

-1
— i C(’; 0)X(r) (2rdr+F) (r2)2ir2d9)

. (3.7)
_ C(;G)X(r) (IT* @, + Fi (r) T @,)

P"1C(r,0)X (1)

= > I (@ + Fi (|2*) @a).

Entao, de (3.7),

IT(QA (0 + Fi([2]*) @a)) = TTQATT (0 + Fi (|2]) )

- rm_lC(g o (@, + Fi(|2*) 0a) ATT (@, + Fi (|2[*) 2a)

=0,

ou seja,
QA (0, + Fi(|2]*)@q) =0

e Q satisfaz o item 1 do enunciado. A 1-forma @, + Fi (|z|?) @, tem uma singularidade de ordem
1 na origem e, pela equacdo acima, tem produto exterior com € sendo 0; logo, pela definicdo de

singularidade irredutivel, devemos ter m = 1.

O caso em que Y (0) # 0 é andlogo e implica que Q satisfaz o item 2 e que m = 1.
Ademais, ndo é possivel que X e Y se anulem simultaneamente na origem, pois isto contradiz a

maneira como foram construidos (ver Lema 3.1). O

Observacdo 3.3. Veja que, quando X(0) # 0 e Y(0) # O simultaneamente, os itens 1 e 2
da Proposigdo 3.2 sido vélidos. Nesse caso, a 1-forma @, + Fi(|z|?)®, é miltipla da 1-forma
o, +F()z2]) o,

A fim de simplificar a nota¢do, daqui em diante usaremos apenas F para denotar F| e F»
e O para denotar 0; € 0.

Corolario 3.4. Seja Q como na Proposicio 3.2. Se u € C!, a equagdo
dunQ=nNQ
¢ equivalente a equagdo
du/\ (0 +F(|2*)wa) = 1 A (0 +F(|2]*) 0) (3.8)
se Q satisfaz o item 1 da Proposicdo 3.2, ou a equacao
dun (0o +F(|2]*) o) = 0 A (0a+F(|2*) ;) (3.9)

se Q satisfaz o item 2 da Proposicao 3.2.
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Demonstragcdo. Suponha que Q satisfaz o item 1 da Proposi¢do 3.2. Existe aplica¢do g definida

numa vizinhanca de (0,0) € R? e que nio se anula fora da origem tal que
Q = g(oy +F(|z*) @)
Assim, fora da origem temos

dunQ=nAQ < durg(w,+F(|z)*).) =nAgla,+F(|z]*)w,)
— du(w,+F(lz)@,) =1 A (@ + F(z]*) @,).

Além disso, na origem as equagdes sdo trivialmente equivalentes. De modo anédlogo, supondo

que Q satisfaz o item 2 da Proposicao 3.2, obtemos que
du N (0, +F (|2 ) =1 A (0a+F([2) o).
O]

Observacao 3.5. Sejam k+ 2 e [ + 2, respectivamente, as ordens de anulamento na origem das
2-formas QA Q e QA @,. Se Q = @, + F(|z|*) w, entio,

QAQ = (0, +F(|2*)0,) A (@4 + F(|22)®)) = 04 A Gy + 04 AF(|22) @,
+F(|z) 0 "By +|F (|2]*) P A,
= (zdz — zd?) A (zdZ — 7dz) + (2dz — zdZ) ANF (2]?) (zdZ + 7d2)
+ F(|z]?)(zdz + 2dZ) A (zdZ — Zdz) + |F (|2)*)|? (Zdz + zdZ) A (zdZ + Zdz)
= 2F (|z2)zzdz A dz + 2F (|2)*)zzdz A dz = 2|2)*(F (|z]) + F(|z)*))dz A dz
= 42> R(F (|2]*))dz A dz.

Analogamente, quando Q = @, + F(|z|*) @y, entdo
QAQ = (@ +F(|2*) @) A (@, + F(|2?)@a) = 4]z R(F (|2]*))dz A dz

Logo, sendo k + 2 a ordem de anulamento na origem de Q A Q, em ambos 0s casos k é a ordem

de anulamento de R(F). Além disso,
(@ + F(|z]*)0,) A @, = 0y A @ = (Zdz — zdZ) A (Zdz + 2dZ) = 2|z]>dz N dZ.

Da linha acima, se [ 42 € a ordem de anulamento na origem de Q A @,, entdo [ = 0. Assim, para
Q = w, + F(|z]*) w,, é sempre verdadeiro que k > 2.

Agora, seja Q = o, + F(|z]?) ®,. Temos
(0, + F(]z])0,) A @, = F(|z]*) @4 A 0, = 2F (|2]?)|2]dz A dz.

Como [+ 2 é a ordem de anulamento na origem de Q A ®,, a ordem de anulamento de F € [.
Sendo a ordem de anulamento de F' o minimo entre as ordens de anulamento da parte real e
imagindria, obtemos que a ordem de anulamento de 3(F) é [ neste caso. Note que isso implica
que [ <k.
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CAPITULO

CASO k> 2I

Neste capitulo veremos que, para k > 2/, sob certas hip6teses adicionais a 1-forma
Q = A(z,7)dz + B(z,7)dz ndo é C*-hipoeliptica.

Para o primeiro teorema precisaremos do resultado a seguir, cuja demonstragao pode ser
encontrada na Observacdo 3.1 em (MEZIANI, 2013) e utiliza das técnicas da teoria de estruturas
hipoanaliticas, cuja referéncia sdo os livros (TREVES, 1992) e (BERHANU; CORDARO;
HOUNIE, 2008).

Lema 4.1. Suponha que Q é uma 1-forma real-analitica em uma vizinhanga de (0,0) € R?, tem
uma singularidade irredutivel na origem e é C®-hipoeliptica fora da origem. Entdo, existem
formas reais analiticas 1 ndio identicamente nulas em qualquer aberto tais que, para cada N € Z ™,
a equagdo

dunQ=72"nAQ

tem uma solugdo C* fora da origem, mas em L7\ C* em uma vizinhanga contendo a origem.
Seja D = D((0,0),8) o disco de centro (0,0) € R? e raio § > 0, e denotemos

Do = D((0,0),5)\{(0,0)}.

Teorema 4.2. Assuma que Q = @, + F(|z|?) ®,. Entdo existe uma 1-forma 7 suave em D de
modo que a equagio
dUNQ =D (@.1)

admite solu¢@o u suave em Dy, mas que ndo se estende a uma fungdo suave em D.
Demonstragdo. Pela Observagio 3.5, Q A Q = 4|z|*?R(F (|z|?))dz A dZ. Como Q & eliptica em

Dg, temos
4|z2*R(F(|z]*))dz AdZ = QAQ # 0, para z € Dy.
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Podemos supor que R(F(s)) > 0 para s > 0 (logo R(F(0)) > 0), pois, caso contrario, basta

substituir @ por —6 na demonstracido do Lema 3.1.

Defina F : (—8,8) — C por

G:(—96,6) — C por
G(r):/o sF (s%)ds.

Pela Proposi¢ao 3.2, sabe-se que F' € uma fung¢ao par. Logo, sF (sz) € impar e, consequentemente,

G uma fungdo par, pois

G(r)—G(—r) = /OrsF(sz)ds— /O_rsﬁ(sz)ds = —/r_rsﬁ(sz)ds = /r sF(s*)ds = 0.

—r

Considere a aplicacdo I definida em Dy e dada em coordenadas polares por

1(r,0) = rF0)e0)+i6

Note que R(G(r)) é continua em um compacto [—6 +€,6 — €] C (-6, ), logo existe
M > 0 de modo que |R(G(r))| <M Vr e [-0+¢,6 — €]. Isso implica que  é limitada para
|r| < & — &, pois, como R(F(0)) >0,

1(r,0)| = |rF(0)eG(r)+i9| - |,,|9‘(F(0))e9?(G(r)) < §RF©) M
Consequentemente, / define uma distribuicdo em D. Além disso, fora da origem / satisfaz
*QAdI =TT (0, + F(|z]*)0,) AdI = 0, (4.2)

onde I € a aplicacdo dada em (3.1). Com efeito,

al ol

dl = =dr+~-d6 = (F(0)F O~ 1eG0)+i0 | FO)oG+0 £ (,2))dr + il (r,0)d 6
r)+i <F(O) )dr—l—ll(r 0)do
.
+if F(O

7

_ ( (.8) rz)) dr+il(r,0)do.

F(O)) dr+il(r,0)d6

Assim,

QA =TT (0, + F(|z]*)o,) AdI
1(r,6)-F(r?)

r

= [2ir2d0 + F (r*)2rdr] A K > dr+il(r, 9)d9} (4.3)

= 21(r,0)[irF (r*)dO Ndr+irF (r*)dr Ad6] = 0.
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Como
I(z) = [¢F @G (ﬁ) _ 2|FO-16602D,

I nio se estende a uma fungio C* em (0,0) € R? quando F(0) ¢ Z* ou quando F(0) € 27Z7.

Nesses casos, isso conclui a prova do teorema.

O caso restante a ser considerado € quando F(0) € fmpar, isto é, F(0) =2p+1, pe ZT,
el(z) = Z|Z|2peG(|Z|2), com G € C*((—6,8),C), pois G é fungio par.

R(G(2))

R(G(r))
A aplicagdo (r,0) — (p,9) = (re 27,0 +3(G(r?))) é um difeomorfismo numa vizi-
nhanca de (0,0) € R?, pois a matriz jacobiana

R(G(r2)) (6(%) RG(2 P
B ) () SO L T B
P) 002 9 =002 9.3 (G(r?
5 (0+3(G(™) 5 (0+3G(P))], 5#3(G(r)) S
tem determinante 1. Assim, podemos considerar a mudanca de varidveis
RG(2))
p=re Wt |

0 =0-+3(G(r)),

com
R(G(2)) R(G(r? s
b — (g) :% — (2p+1)hn (%) —R(G(2)).
Entdo, como I(r,0) = P2P+1G()+i0 temos

R(G(r2

2p+1
I(p,9) = <pe_2p+1>)) ! e(2p+1)ln(%)+i(¢—9)+i9

_ p2p+lef9?(c~;(r2))e(2p+1)ln(%)Jriq) _ p2p+lei¢.

Da equagio (4.3), temos IT* (@, + F(|z]*)®,) = a - dI, para certo «. Entdo, nas novas
coordenadas (p, ) de I, a 1-forma IT*(@, + F (|z]*) @,) pode ser vista como multipla de Q; =
(2p+1)pdp +ip?d¢:

dl dl 2p 0 - ol id
dl = dp+a¢ o= 02p+1)pPeCdp+ip?PeCde
= pz” 'e?[(2p+1)pdp +ip*de] = p*P Q.
Mais ainda, assim como fizemos com @, ¢ ®, em (3.2) e (3.3), podemos transformar IT* (@, +
F(|z]?)®,) em um multiplo de Qy = (2p + 1)A*[Ed + £d&] + A*[Ed{ — £dE], onde A é a
aplicacio tal que A(p,¢) = pe® = {. Com efeito,

1" (0, + F(]z]) @) = adl = ap®* ' Q) = ap®~'e?[(2p+1)pdp +ip>d¢]
= ap1e® 1 [(2p+ A" (Zd + {ag) + A°(ZdE - £a)

1 .
= E(xpzl’_le’q’ﬁo.
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A 1-forma Q é real-analitica em ¢ e e possui uma singularidade irredutivel na origem.
Pelo Lema 4.1, existem 1-formas diferenciais reais analiticas 1 tais que, paracada N € Z™, a
equacao
dunQo = [C|E1P1Nn A Q

tem solucdo suave em Dy, mas que ndo se estende a uma fungdo suave em D. O]

Observacao 4.3. Com a notacdo do Teorema acima, nos casos em que a aplicagdo / é uma

funcio de classe C' em (0,0) € R?, a equacio
du N (0, +F(|z]*) @) =1 A (@0 + F(|2*) @)
€ equivalente a equagao
dunQ=nNQ,

onde Q € dada pelo Corolario 3.4. Nessas condi¢des, £2 ndo é C*-hipoeliptica. Isso acontece,

por exemplo, quando F(0) € 2Z7,.

Teorema 4.4. Seja F : (—6,5) — C uma fungdo C* tal que F tem ordem de anulamento finita
em 0 e R(F(s)) >0 para s > 0. Sejam k e [ as ordens de anulamento em 0 de R(F) e S(F),

respectivamente. Se k > 2/, entdo
du M (@, +F(z]*)@,) =0 (4.4)

admite solu¢d@o u suave em Dy, mas que ndo se estende a uma fungdo suave em D.

Demonstragdo. Dado R > 0 tal que R?> < §, considere a fungio G : (0,R) — C definida por

r R
G(r) :/ ﬁds = —/r ﬁds, r€ (0,R). 4.5)

Veja que a condigdio R? < § é para que tenhamos s> € (—&,8), que é o dominio de defini¢io da

funcgao F.

Pela hipétese k > 21 podemos escrever k =2/ +n,comn > 0. Cason > 1,
F(s) = s R (s) +is' By (s),

com Fj e F, fungdes a valores reais, Fj(s) > 0 para s > 0 (pois R(F(s)) > 0 para s > 0 por
hipétese) e F>(0) # 0 (pois ordem(3(F))=[). Logo,

1 1 1 1 sYH2F (5%) — is? F (s2)
sF(s2) - <S4l+2F1 (s2) —|—is2’F2(s2)) -5 ((s4l+2F1(S2))2_|_ (s2’F2(s2))2>
S4l+2Fl (SZ) _ iSZIFz(S2)
T ST(ATHE (22 1 B (s2)2)
Fi(s?) : Fy(s%)
TR (22 L B (s2)2SHHL (AR (52)2 + By (s2)2)




31

Defina
I(r,0) = QG(r)+i0 _ R(G(r)+iS(G(r))+i6

Como s¥+4F; (s?)? 4- F>(s*)? nunca se anula, R(G(r)) € C*([0,R]). Em particular, |R(G(r))| <
M para algum M > 0. Assim, / € limitada, pois

1(r,0)] = RO <M,
Consequentemente, define uma distribui¢do em D. Além disso, fora da origem,

dI NTTH (0, + F (|2)?) @0,) = [eCUF0 (G (r)dr + id0)] A [2r(dr + F (r?)ird6)]
= 2reCHO (G (r)F (rP)irdr NdO — idr N dO) (4.6)
= 2reC*O (igr NdO —idr NdB) =0,

pois, pelo Teorema Fundamental do Célculo, G'(r) = Como 3(G(r)) ndo é continua na

rF (r2)
origem, I ndo é suave em (0,0) € R?, o que conclui a demonstracio no caso n > 1.

Caso n =0, F(s) = s*'F{ (s) + is' F>(s). Entdo

(I 1 RSP —iR(s?) SR (s?) +iF(s?)
sF(sZ) o S21+1(s21F1 (s2)+iF2(s2)) o s21+1<s4lF1 (s2)2+F2(s2)2) o g2l+1 ’
“4.7)
onde
A . Fl (S2) A . —F2(S2)
Fi(s?) = (22 226F2(52): (22 22
sHF (%)% + F>(s?) sMF(s2)% + Fa(s?)

sdo fungdes a valores reais com F1(0) > 0 e F>(0) # 0. Considere a expansio de Taylor de F e

. Fi(0 . 3
£i(s%) = o(v )(s2)0+0(|s2|l) = F(0) +5*F (5%);
R 1 Az(j) (0) N
B(s?) =Y =) +o(Is’") = ZA 2) 2V By(s7),
=0 J=
A () AU
> (0 L (0
onde A; = 2—' e F1 e F> sdo fungdes suaves a valores reais. Note que Ag = 2 0'( ) =
Jj! !

F5(0) # 0. Voltando a equagdo (4.7), temos,

1
sF(s2) ~ (F (0) +32F1 2l+1 (ZA J+S IH)F2( ))
4.8)

. 1 .
:F1(0)+SF1(S2)+i<Z Aj '+s2(1+1)—(21+1)1:~2(s2)>.

 s2+1-2
j:
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Assim, a fun¢do G pode ser escrita da seguinte forma:

|
G(r):/ mds

rds r - 2
<0)/ S B (s +i
R S R

>

—

lA. VL_F rﬁ‘ 2>d
o J/R 2(0=j)+1 /R“<S >

J

, -1 S20-)  pe20-))
F1(0)(Inr — InR /F Nas+iY A | L __ . (4.9)
1(0)(Inr —InR) + S 1(s7) s—Hij ]<—2(l—]) —2(1—]))

+i [A,(lnr—lnR) + /R rsﬁz(sz)ds]

2
. . r
= g (rz) —|—1g2r(21 ) —|—Cln(r2),

onde g, é um polindmio real com g,(0) # 0 e deg(g2) <[ — 1 (deg denota o grau do polindmio),
C=C+iC, € Ce g € C” é dada por
-1 R*Z(l*j)

21() = —F,(0)InR+ / S(R(S) +iF(s)ds i Y Ay —iAiInR
R j:() _]

Novamente, seja
1(r,0) = eC(Hi0 — R(G()+S(G(r)+i6,

Pela equagio (4.9), temos que / ¢ limitada, além de satisfazer dI ATT*(w, + F(|z|*) @,) = 0 fora
da origem pela equacido (4.6). Contudo, I ndo € suave na origem, o que finaliza a demonstracgao.

[]
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CAPITULO

NORMALIZACAO

Neste capitulo, considerando k < 2/, iremos encontrar uma mudanca de varidveis que
transforma @, + F (|z|*) @, em uma 1-forma com uma expressio mais simples, a chamaremos
aqui de normalizacdo. Os métodos utilizados sdao baseados nos empregados por (MEZIANI,
2004) (e podem ser encontrados também em (COSTA, 2014)) para obter a normalizacdo do
campo

J n+1 J
- — >1
59 " a(r,@)ar, neN, n>1,

definido em A5 = (—§,8) x S, com a € C*(Ag) e R(a(r,0)) > 0 para todo (,0) € As.

Ly

A normalizagio de @, + F(|z|*) @, serd dividida em dois lemas, o primeiro tratando do
caso k = [ e o segundo abordando o caso [ < k < 2/ (como visto na Observagdo 3.5, ndo hd o

caso k < [, pois [ < k).

Lema 5.1. Suponha que F € C*((—8,9),C) tem ordem finita em 0 e R(F(s)) > 0 para s > 0.
Sejam k e [ as ordens de anulamento em 0 de R(F) e 3(F), respectivamente. Se k = [, a menos
de uma mudanca de coordenadas em uma vizinhanga de (0,0) € R?, a 1-forma o, + F(|z]?) o,
pode ser escrita como

‘Z|2k
Q=0 + Wyg,
T 20ePP ()~ 2kP([el?) + ple
onde 4 € C e P é um polindmio a valores complexos com grau menor ou igual a k— 1 e
satisfazendo R(P(0)) < 0.

Demonstra¢do. Da mesma maneira que no Teorema 4.4, considere a fungdo G : U = (0,R) — C

definida por
|
= —_— R). A
G(r) /R SFy s e OR) (5.1)

Como k e [ sdo as ordens de anulamento em 0 de R(F) e S(F) e k = I, podemos escrever

F(s)= sk(Fl (8) +iFa(s)),
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com F] e F, fungdes a valores reais e F;(0) > 0. Entdo,

1 1 1 1 F(s?) —iF(s? 1 . "
SF(s?) s PKR(P) +iF(?)) — %] Ff(iz))z +F22((s2)>2 = i) +ih(),
onde
Ay e ) oy B

F1 (S2)2 +F2(52)2

sdo funcdes a valores reais com £ (0) > 0.

F1 (52)2 _|_F2(SZ)2

Considere a expansio de Taylor de ¥ = F| + iF> na origem:

1
SF(Sz) o s2k+1

k ﬁ‘(l) 0 . 1 k ) . _
Z ]'( ) (SZ)J +0(|52’k+1> = W ZAJ'SZJ +82k+2(F1 (Sz) + in(Sz))
4 ! &

J=0

() ~ ~ . ~
onde A; = %!(O), F) e F, sdo fungdes suaves a valores reais e R(Ag) = R(F(0)) > 0. Logo,

G(r)—/rsF ZA/ 2J =2k 1ds+Ak/ ds+/ (Fy(s?) +iF5(s%))ds

R

k=1 2j-2% k=1 = p2j-2k

—ZA,ZJ o jZE)A’2J 2k+Ak(ln()—ln +/ (s3) +iF5(s%))ds
P(r?)
72

—A; YA
L+ () +a(?) =

onde P = P, +iP, é um polindmio de grau menor ou igual a k — 1 com P;(0) = R(P(0)) =
A
R(H)<0.c=cr+icy=Ee

k—1 2j—2k
R ro )
a(r) = — ZAjﬂ —AxIn(R)+ | s(F (s7) +iFs(s%))ds = o4 () +ion ()
J

¢ funcdo C* com o e o fungdes a valores reais.

Defina a aplicacao

I( 9) _eG(r)+i9 —ex P(rz) +Cl ( 2)+a( 2)+ 9

r,0)= = exp Ty n(r r 10 ),

que é C* em (0,0) € R?. Além disso, j4 mostramos em (4.6) que, para I definida dessa forma,
temos dI AIT* (o, + F (|z|*) @, ) = 0. Mostraremos que Qo A dI = 0.

Afirmagdo: existe 6 > 0 tal que I € injetiva no disco D(0, §). De fato, se I(r,0) =I(p, ),

11(r, 0)]| = HI(P,¢)H = RO = R(GP)Fi0)

R(G(r)) =R(G(p))
Pl( 2)

—

Pi(p?)
2k

+CiIn(r) + au (%) = +CiIn(p?) + au(p?).
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Sendo s = r* e t = p?, a linha acima pode ser reescrita como

P (S) +C1skln(s) —I—SkOC1 (S) _ P (l‘) +C1tk1n(t) —|—tk061 (l‘)

sk tk
— A - s (5.2)
Py(t) +Cit*In(t) +tkay (1)~ Py(s) +s¥CiIn(s) + sk o (s) '
t S

=P (1) — CitFIn(r) — ko (1) &/=Pi(s) — C1s*In(s) — sk (s)

Seja H(t) = —Pi(t) — C1tFIn(t) — t* o1 (¢), com H(0) = —P;(0) > 0. Como H € C*, tome V uma
vizinhan¢a de 0 € R, V C U, de modo que H(t) > 0Vt € V. Defina f : V x V — R? por

£t.9) ( —, = )

7S = ) *
VH(t) H(s)

Temos f € C*(V x V) e a matriz jacobiana de f é dada por

Df = (H(l))_ﬁ—§(H(f))7_1H’(l) 1 SO 1

Note que

1 1

detDf = (H(1)H(s)) "t — (H(1)) "t 2 (H(s)) " H'(s) — (H(s)) "k
k
Como H'(t) = —P|(t) — Cikt*1n(t) — C1t* ! — kt* 1y (t) — t* et} () converge a zero se t — 0,

temos

L HEO)HH O3 (H ) H ).

detDf(0,0) = H(0) " = (~P;(0))"F £0,

pois P;(0) < 0. Pelo Teorema da Fungdo Inversa (ver Teorema 2.23), existe 6’ > 0 tal que
D(0,8") C V xV C R? de modo que f| p(0,5) € difeomorfismo sobre sua imagem. Em particular,
para (t,s) € D(0,8'), f é injetiva, isto é f(z,s) = f(s,t) <= s=t. Assim, para (r,p) € D(0,8'),
como f € injetiva e vale (5.2), temos r =p e

1(r,0) =1I(p,$) => I(1,0) =I(r,§) = IO = LI+
= 0=¢se0,0c(0,2m).

Logo, I € injetiva no disco D(0,8) para § = min{d’,2x}.

Nosso objetivo agora € eliminar & na defini¢do de / através de uma mudanca de coorde-

nadas, obtendo Qg A dI = 0 para uma 1-forma Qy como a do enunciado.

Considere a equagdo

F lsgf) +Ciln(s) = Pl,—;(f) +Ciln() + 04 (1)
— : - :

/=Pi(s) —CiskIn(s)  /—=Py(t) — CitkIn(t) — thoy ()

(5.3)
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e seja
~ . s t

Y/=Pi(s)=CiskIn(s) /=P (1) — Cie¥In(r) — ik (1)

Temos

/—Pi(s) — CiskIn(s) — > _Pl/(s)—kclsk_lln(s)—clsk—l>
0H(t,s) \/ Pi(s) — Cs*In(s) k( (_PI(S)—C1skln(s))1—%

ds (v/—=Pi(s) — C1s¥In(s))?

Como limy_os¥In(s) =0 e P;(0) < 0, temos aﬁg(;,s) # 0. Pelo Teorema da Fung¢do Implicita (ver

Teorema 2.24), temos s = s(t) para ¢ suficientemente pequeno. Como ¢ = 0 implica s = 0, segue

que

i V/-Pis) — Cisfngs)
=0 {/=Pi(t) ~ CirFn(r) — tFou (1)

Sabendo que

_ t{/—Pi(s) — Cys*In(s)
—Py(t) — Cit*In(t) — they (1)

pela férmula de Taylor podemos escrever

Y

s(t) =t(14+B(1)). (5.4)
Mostremos que 3 € C* e se anula de ordem pelo menos k — 1 em 0. Substituindo (5.4) em (5.3),

! t(1+B())

V=Pi(t) = CitfIn(r) —tkau(e) &/ =Pi(e(1+B(1))) — Ca(e(1+ B(1)))*In(e(1+ B(1)))

1sto €,

—Py(t(1+B(1))) = C1(t(1+B(1))) In(r(1+ B(2))) = (14 B(1))*(=Pi (1) — C1* In(t) — * 04 (1))
(5.5)
Se

E(t,B) = Pi(t(1+B)) — (1+B) Py () + Cor" (1+ B) In(1 + B) — (1 + B) o (1),

por (5.5) obtém-se E(t,3) = 0. Note que

. E(0,0) =P1(0) —Pl(O) =0;

D) im0 8) k148 )+ Ctk(1 B n(1
k k
% —ktk(l +B)k_1a1(t),
IE(0.B)

= —k(1+B)Pi(0) £0;

isto €,

B
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. 8E((9l;/3) = Pl(t(1+B))(1+B) — (1+B)P/(t) + Crkt* 1 (1 + B)*In(1 + B)
— ke (14 B)ray (1) — F (1 + B)r ol (¢),
iso e, EO0 _ prio) - pi(0) =0
: —82‘3(;‘” = P/ (t(1+B))(1+B)2 — (14 B)*P/(t) + Cik(k — D*2(1+ B)*In(1+ B)
—k(k— D)2 (14 ) (1) — k"1 (14 B)Farf (1) — ke (1+ B)Fer (1)
_tk(l—i_ﬁ)ka{/(t)?
2
isto &, % = P{'(0)— P/(0) =0.

Procedendo assim, obtemos

Pelo Teorema da Fungéo Implicita (ver Teorema 2.24), B = B(¢) para valores de ¢ suficientemente

pequenos. Assim,

9E(0, ) PEJE OE O°E
ap0) ot _0e 2B (0) _ o0t2 9  Jt dtdf 0
ot  OJE(0,B) oz (8E>2 -
B B L
J
Analogamente, # =0, j=1,...,k— 1. Pela Formula de Taylor,
B(t)=1""v(), (5.6)
para alguma fungdo v € C™.
Note que, se s = (1 +t"1v(z)), a fungdo
In(z) — In(s) (5.7)

é C* em (0,0) € R2. De fato,

In(t) —In(s) = In(r) — In(t +*v(r)) = In (;@)) “n (%)

1+1tkv 145~y (z)
— —In(1+£ v (1))

e para [t| suficientemente pequeno, 14 #¥~1v(¢) > 0. Evidentemente, para ¢ = 0, temos —In(1 +

0*~1v(t)) = —In1 = 0. Afirmacdo: a funcio

(5.8)
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¢ também C” em 0 € R. De fato, o numerador da expressdo abaixo se anula de ordem k em O:
P(t) P(s)  P(t) Pe(1+v(@)  (I+5v@e) Py(e) — P14+ V(1))
tk sk - tk tk(l_l_tkflv t))k - tk(l_'_tkflv(t))k )

o que prova a afirmacao.

Como s = r? e t = p?, aexpressdo s =t (1 +1*~1v(t)) se torna

P =p2(1+(p)v(pY) = r=py/1+p2E v (p?).

A aplicagdo (p,0) — (p\/1+ p2*=Dy(p2),0) é um difeomorfismo numa vizinhanca de {0} x
Sl, pois a matriz jacobiana

2oV 1+ EDv(p?2) Z5p /14 pEDv(p?) 2o/ 1+p7ETv(p?) 0

26 20
ap 00 lp=0 0 1 lo=0
tem determinante ndo nulo. Assim, podemos considerar a mudanca de varidveis
ry= 1+ p2k=-Dy(p2);
1=pV1+p (p?) 5.9
0, =86.
Por construgio, s = t(1 +t*~1v(t)) satisfaz a equacio (5.3),
Pi(s) 4+ CisFIn(s) = Py (t) + C1e¥ In(r) +tF oy (1),
isto é,
Pi(r)+Ciri*In(r}) = Pi(p*) + C1p* In(p?) + p* a1 (p?). (5.10)
Além disso,
Py(r?
% +CoIn(r?) + 0n(r*) + 6 =
P(r? P (p?)  P(p?
zr(zk ) 4 Con(?) + () + 6+ zp(fk ) _ zp(fk ) 4+ Coin(p?) — Cyln(p?) =
5.11
Py(p?) G-1D

=3 +CaIn(p?) + 0a(r?) 0+ Ca(In(r?) —In(p%)) + (PZ(FZ) PZ(p2)>

r2k p2k
P 2
%+Czln(pz)+y(r,p)+9,

sendo

r2 2
1p) = () + Calin(r) — ) + (P2 - BUED)

Por (5.7) e (5.8), Yy € C™. Nas coordenadas (5.9), usando (5.10) e (5.11), I se escreve como

Pi(r py(r}
I(r1,01) =exp ( lr(;;‘l) +C ln(r%)> -exp <i 2r(2:‘1) +iCyIn(r}) 4 iy(r}) + i91> .
1

1
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Agora, considere a aplicago (r1,0y) — (1,01 +¥(r})). Esta aplicagdo é um difeomorfismo em

uma vizinhanga de {0} x S, pois

(91’1 8r1
-— — 1 0
(91”1 891
det =det 5 =1.
d d 2
—~ (0 2y (@ 2 5—(r(r7)) 1
arl( 1+Y(r1>) ael( 1+}’(r1)) o 8r1 |rl:0
Assim, podemos definir a mudanca de coordenadas
ry=ri;
2 (5.12)
6, = 0, +y(r}).
Com respeito a essas novas coordenadas, / assume a forma
Pi(r3) +iPy(r3 -
1(r2,6,) = exp ( 1) - 2(ra) | (Cy +iCs) In(r3) + iGz) = exp(B(r2,8)).  (5.13)
"

A fim de simplificar a notag@o, escreveremos I nas varidveis (r,0) ao invés de (r,0,). Tome
i =2(Cy +iC,). Entdo a 1-forma

‘Z|2k

@,
212[2P'(|2]?) — 2kP(|2]?) + g2

QO:wr+

satisfaz QA dI = 0. Em coordenadas polares,

r2k

2ir’do
2r2P!(r2) — 2kP(r?) + ur v

IT*(Qy) = 2rdr+

€
~or, ol . 9B(r,0) 9B(r,0)
dl—ardr—i— &ede—exp(B(r,O)) 5, dr—}—exp(B(r,G))—&e do
P'(r?)2r P(r?) 2(Ci+iC _
—exp (r60)) - (U (20 5+ HOTE Yarsiex (50106
1(2\n2 | 2 2k
—exp(8(0))- (IR ariex (501 0))d6,
Portanto,

IT*(Qo) AdI = 2riexp (B(r,0))dr Nd®
( r?k.2ir? -exp (B(r,0)) ) _ (P'(r2)2r2+ (—2k)P(r?) + ur*
2r2P!(r2) — 2kP(r?) + ur% r2k+1
=2riexp (B(r,0))dr NdO —2irexp (B(r,0))dr Nd® = 0.

)dr/\d@
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Lema 5.2. Suponha que F € C*((—9,6),C) tem ordem finita em O e € tal que R(F(s)) >0
para s > 0. Sejam k e [ as ordens de anulamento em 0 de R(F) e S(F), respectivamente. Se
0 <[ < k <2l,amenos de uma mudancga de coordenadas em uma vizinhanga de (0,0) € R2, a
1-forma @, + F(|z|*) @, pode ser escrita como

’Z|21

Qo= 0+ ———5- Wy,
O s

com S um polindmio dado por
S(s) = 811l () — (21— )51 (s) + ilsgh(s) — Lga(s)] +Cs,
onde ¢g; € ¢ sdo polindmios a valores reais satisfazendo
q1(0) >0, q2(0) # 0, deg(q1) <2/ —k—1edeg(q2) <I—1,
com deg denotando o grau do polindmio.

Demonstracdo. Da mesma maneira que no Teorema 4.4, considere a func¢do G : (0,R) — C

definida por
|
= R .14
G(r) = /R S € OR). (5.14)
Como k e [ sdo as ordens em 0 de R(F) e S(F) e 0 < < k < 21, podemos escrever
F(s) = s'[s* 'R (s) + iF> (s)],

com Fj e F, fungdes a valores reais, F1(0) > 0 e F>(0) # 0. Entdo

11 I _ 1 SPEIR(P) —iR(s)
sE(s2) s PR () +iR(2)] STAEIREP+R)? 55
SEDE (%) +ib(s)
- §20+1 ’
onde
. - Fi(s) 3 —Fa(s?)

Fi(s2) = B (s2) =
)= SR e ReE ¢ P T TR B

sdo fungdes a valores reais com F1(0) > 0 e F5(0) # 0. Considere a expansio de Taylor de Fj e
Fz:

,p=1,2, e Fj e F> sdo fungdes suaves a valores reais. Note que

(. 2 AkEY(0) N, 221kt = i 4 221k f
A=Y ) ol Zml Y 4 2GRy (52);
=0 J
. l Az(j)(()) /
B(s) = Y =) +o(|87T) = Y Aja(s) + 2R,
\ J=0 J: Jj=0
B F"p(l)(o)
il

5 (0)
A 5%0) .
—F1(0) >0eAgp = 20‘( ):F2(0)7A0.

F] (O) (O)

Ap1 = o1
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Voltando a equacdo (5.15), temos,

1 (k—1) [21—k ' )
sF(s?)  s2H (Z;)Ajvl(sz)’ﬂ”z(zl FE(s) ) s21+1 (ZAM )+ 5V Ey (s )>
j:

21—k

_ 22—kt 1) 42(k—1)— (A1) 5 (2
Z I 2k n—2; 7% Fi(s%)

(& Ajn I+1)— (2141
+l<_z()s21+]1—2j+ HED=CED By (s2)

b
j:
20—k Al l
- Zb 2020—k—j)+1 pTsFi(s Z "‘SFZ( %)
j_ :
(5.16)
Assim, a fun¢do G pode ser escrita como
G L. d
(r) _/R sF(s2) g

21—k

r ds ds ro_ >
— ZAL /R PRI+ +/ sFi (s ds—H JZ’AJQ/ 201 +/R sF>(s )ds]
20—k—1 220~k }) R—2(21k—j)
=) Aji|— -

Ay _r1(Inr—1nR
J=0 22l =k =) —2(21_k_j))+ 21—k,1(Inr —InR)

-1 20— ) R—2(—1)
+/ sF1 a’s+lZAJ2 - ) 20— ) +1{A12(lnr—lnR +/ st a’}
L oqi(r?) 612( )

= 300 +i +CIn(r?) + a(r?),

I"

(5.17)
onde g e g» sdo polindmios reais com g1 (0) > 0, g2(0) #0, deg(q1) <21 —k—1,deg(qr) <I1—1,
C=C+iC, € Ce ax € C” é dada por

, Aol (k)
Ot(r ): ZOA m AZZ kllﬂR‘f’/ Fl )+ZF2( ))d
]:

-1 R‘ 2(1-J) 2
+lZ ) —iAjpInR = oy (%) +ion(r?),

com q; e a fungdes a valores reais. Note que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, G'(r)
1
rF(r?)"

Defina a aplicacdo

I(l’, 9) - eG(r)—H'G,

que é C* em (0,0) € R2. Mostremos que existe § > 0 tal que & injetiva no disco D((0,0),5)



42 Capitulo 5. Normalizagdo

De fato, se I(r,0) =1(p,9),

(5,0 = l1(p, 9) | = eNCI+i6) _ RGlp)i0)
— R(G(r) = R(G(p))

2
qi\r
s %%—C] ln(r2)+(x1 (7"2)

_ q1(p?)

= e +Cin(p?) + au(p?).

Sendo s = r? e t = p?, a linha acima pode ser reescrita como

q1(s) +C15?~*In(s) +s* Koy (s)  q1(t) +Crt?*In(t) + 2 * oy (1)

2Tk Ik
t2[7k SZka
< =
q1(t) +Cit2 = In(t) + 12k (1) q1(s) +C1s2—Kln(s) + s2/~koy (s)
t K)

= = .
/q1(t) +Cr1e2=In(t) + 2 ko (1) */q1(s) +Crs2kIn(s) +s2*a (s)

Seja H(t) = g1 (t) + C1t* =% In(t) + > % (1), com H(0) = g1(0) > 0. Como H € C*, tome V
uma vizinhanga de 0 € R, V C U, de modo que H(t) >0Vt € V. Defina f: V xV — R2 por

t S
f(t’s) - < 20—k H(t)7 20—k H(s)) :

Temos f € C*(V x V) e a matriz jacobiana de f é dada por

1 t

Df = (H() 2 = —k(H(’))_Z’%"_lH’(f) 0
0 (H(S))_m_2l_k(H(S))_m_1H/(S)
Veja que
L L s(H(s)) 7% 'H (s 1 =yl
detf = (o)A (s)) 7 — (1)) w2 I gy oty U 22 A
((H(0)) "7 (1) s(H (5)) "7 H/(s)

* 2l —k 21—k

Como H'(t) = ¢ (t) + C1 (21 — k)t n(r) + Ci #5121 — k)2 =Ly (1) + 12 *af (1)
converge a zero se t — 0, temos

detDf(0,0) = H(0) 7% = (q1(0)) 7 £0,

pois ¢1(0) > 0. Pelo Teorema da Fungéo Inversa (ver Teorema 2.23), existe 6’ > 0 tal que
D((0,0),8") C V xV C R? de modo que f1p((0,0),5") € difeomorfismo sobre sua imagem. Em
particular, para (z,s) € D((0,0),8"), f é injetiva, isto é f(z,s) = f(s,t) <= s =t. Assim, para
(r,p) € D((0,0),8’), temos r =p e,

1(r,0)=1(p,9) => I(1,0) =I(r,¢) = IO = LI+
= 0=¢se0,0c(0,2m).
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Logo, I é injetiva no disco D((0,0),d) para 6 = min{d’,27}.

Nosso objetivo agora € eliminar & na defini¢do de 7 através de uma mudanga de coorde-

nadas, obtendo Qg A dI = 0 para uma 1-forma £y como a do enunciado.

Considere a equagdo

q1(s) q1(7)
21k +Ciln(s) = 2= g T Cin(r) +au(r) s 18
s . (5.18)
= 20k = s 2k 20—k
q1(s) +Cys2=K1n(s) q1(t) + Crt2 = In(r) + 12 *oy (1)
e seja
~ s t
H(t,s)= .
( ) 21’{‘/q1(s)+C1s21—kln( ) \/q1 _|_C1t21 kh’l( )+t21_ka1(l)
Temos
1 (s) £ Cy (21 — k)s2—F—1n(s) + €y s2—k—1
~ 21_<{/QI (S) +C152l*k1n(s) B 2ls_k (ql (S) 1( )S 2k n(S)l,LlS
0H(t,s) _ (q1(s) +C1s?=FIn(s)) ~2r*
s (Y (s) T o2 FIn)2

Como lim,_,0 5> ~*1n(s) = 0 e ¢1(0) > 0, temos % # (. Pelo Teorema da Fungéo Implicita
(ver Teorema 2.24), temos s = s(¢) para ¢ suficientemente pequeno. Como ¢ = 0 implica s = 0,

segue que

3/ q1(s) +Crs2—*In(s)

=1.
t—0 2 \k/ql +C1t21 kln( )—I—t2’*k(x1 (t)

Sabendo que

t 3/ q1(s) +C1s2=*In(s)
21 (1) + Cre2=Fn(r) + 12—k (1)
pela férmula de Taylor, podemos escrever
s(t) =t(1+B(1)). (5.19)
Mostremos que B € C* e se anula de ordem pelo menos 2/ — k — 1 em 0. Substituindo (5.19) em
(5.18),

1(1+B(1)) t .
a0+ B+ ORI+ B FnG(1+B()  */an(t)+Cre? Fn() + 2 Fan(r)
IStOG,

q1(t(1+B (1)) +Cre* (14 B(1))* *In(e(1+ B (1))

=(1 +B(t))21_k(q1(t) F O R () + 2 ey (1). (5.20)

Para

E(t,B) = —qi(1(1+B)) — Ct* (1 4+ B)* *In(e(14 B)) + (1 +B)* *q1 (1)
+ (1 +ﬁ)21—kt21—kal (l)

= lr(1 ) -1 B () + (148 )

+ (1 + ﬁ)ZlkaZkaal (t),
por (5.20) obtém-se E(t,3) = 0. Note que
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E(0,0) = —4q1(0) +41(0) =0

L OELB) I
S = a1+ B) -G ket B ()

+(2=k)(1+ B i)

+C1t21_k(1 +ﬁ)21_k . +ﬁ

+ (2l —k)(l _'_[.})ZZ—k—IIZI—kO‘1 ([),
PEOL) _ 21—+ B2+ 19,0) 200

op

PELE) (14 B)ah 1+ )~ i 2= (4B ()
(B0 + (1 BP0 a0+ (14 B el ),

JE(0,0)
a1

isto €,

isto €,

. —azg(;’ﬁ) =—C12l— k)2l —k—1)2*2(1 4+ B)2*n <1i[3)

+(1+B)* g (0) + (1+B)* (21 = k) (2 —k = 1) ™ 2y (1)
+2(1+B)21 k(2[—k> 2l—k— la/() (1+B)2l k21 kOC”(t)
—(14+B)%q1(:(1+B)),

9?E(0,0)
o2

isto é, —471(0)+4/(0) =0.

Procedendo assim, obtemos

d/E(0,0)
arl

=0, j=1,...2—k—1.

Pelo Teorema da Fung¢do Implicita (ver Teorema 2.24), B = B (t) para valores de ¢ suficientemente

pequenos. Assim,

9E(0, ) OEOE JE O°F
Jap0) ot _0e 9B (0) _ ot2 9  Jt dtdf _0
ot  JE(0,B) oz (55)2 e
9P I li=0
J
Analogamente, % =0, j=1,...,2l —k— 1. Pela Férmula de Taylor,
B(r) =2 1v(r), (5.21)

para alguma funcdo v € C*™.

Note que se s = t(1+ 12" =1y (1)), a fungio

In(#) — In(s) (5.22)
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é C* em (0,0) € R?. De fato,

In(r) —In(s) = In(t) — In(t + > *v(r)) = In (;(,)) =In ( 1 )

t+l2[—kv 1 +l21_k—1V(t)

= —In(1+2 7 v()

e para [t| suficientemente pequeno, 1+ t2~*~1v(¢) > 0. Evidentemente, para t = 0, temos
—In(1+0*"*1y()) = —In1 = 0. Além disso, tem-se que a fungio
() qa(s)
! st
¢ C” em 0 € R. De fato, o numerador da expressao abaixo se anula de ordem / em O:

@) @) _ @) @+ ()

! st il (1 +e2=k=1y(r))!

_ (4277 (@) ga(t) — gt (1 + 2 v (1))
- (1 + 2Ty (p))! '

(5.23)

Como s = r? e t = p2, a expressdo s = t(1 +1* =¥~y (¢)) se torna

P = p2(1+ (P2 v(pY) = r=py/14+p2C1 K Dy(p2).

A aplicacio (p,0) — (p/1+4p2@=*=Dy(p2) 0) é um difeomorfismo numa vizinhanga de

{0} x S!, pois a matriz jacobiana

SV 14p2 2Ny (p2) Fop/14p2CI KDy (p2) _ | &pV1Hp2EETv(p2) 0
P \pzo |p:0
tem determinante ndo nulo. Assim, podemos considerar a mudanca de varidveis
— 1+ p2Q@—k=T)y(p2):
pV1+p (p?) 524
0, =96.
Por construgido, s = ¢(1 +t~*=1y(t)) satisfaz a equagio (5.18),
q1(5) q1(t)
21—k +Ciln(s) = 20k +Cin(t) + o (1),
isto é,
q1(r7) 2 a1(p?) 2 2
201 e T n(r 1):m+clln(l7 )+ou(p). (5.25)
1
Além disso,
qZ( ) +CIn(P) + o (r?) +6 =
2
.
quz, o) o) + 0+ P8 - LB 4 comp?) - comp?) =
(5.26)

612(P )

+CaIn(p?) + 02(r) + 6 +Co(In(?) —In(p?)) + (qzr(zrzz) - QZ;ZZ))

2
&Z) +CoIn(p?) +y(r,p)+ 6
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sendo

r2 2
102p) = () + Calin(r) — o) + (L4 212,

Por (5.22) e (5.23), Yy € C™. Nas coordenadas (5.24), usando (5.25) e (5.26), I se escreve como

2 2
I(r1,91) =exp ( qzl(z(lr_lz) +C; 11’1(}’%)) - exp (1%2};1) +iC21n(r%) —i—i’}’(l‘%) +i91) .
rl 1

Agora, considere a aplicagdo (71, 0;) — (r1,60; +¥(r})). Esta aplicagio é um difeomorfismo em

uma vizinhanga de {0} x S!, pois

on on
8r1 891 ! 0
det = det 5 =1.
J 2y 9 > () 1
a—rl(el +7(r7)) 8_01(61 +7(r7)) oo dry Iry=0

Assim, podemos definir a mudanca de coordenadas

I =1ri;
(5.27)
6, = 6, +y(r3).

Com respeito a essas novas coordenadas, / assume a forma

3) . .q(r3 . 2\
I(r2,62) = exp ( 8l 20 4 (o vicmed) +192> = exp (B(r2. 0).
r 2

2
A fim de simplificar a notagdo, escreveremos / nas varidveis (r,0) ao invés de (r, 0,). Seja

S(s) = s (5) — (20 = k)s* g1 (s) + i[sqh (s) — Iga(s)] + Cs'.

Entdo a 1-forma

Qp=w,+ ﬂa)
PRSP
satisfaz Qg A dI = 0. Em coordenadas polares,
2 )
T (Qy) =2 2i
(Qo) = 2rdr+ 2507 ir'do
e
ol ol J0B(r,0 JdB(r,0
dI = 5 dr+55d0 = exp (B(r,0)) gr ) dr+exp (B(r, 9)) a(ré )46

/(.2 2 /(.2 2
B q,(r°)2r q1(r) q5(r°)2r  _ ga(rt)  2C
= exp (B(I", 0)) < 2(21—k) _2(21 _k) 7221=k)+1 +1 72l —i2l 7241 +——)dr

+iexp(B(r,0))d6

/(2N 2k—214+2 2\, 2k—21 s )2\, 2 . 2 21
g,y (r°)r — (21 = k)q1 (r")r" = +iq,(r*)r* —ilga(r~) + Cr
=2exp(B(r,0)) ( ! TR 2 dr

+iexp(B(r,0))d6

2
=2exp(B(r,0)) (%) dr+iexp(B(r,0))d6.
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Portanto,

21
25(r?)
=2riexp(B(r,0))dr NdO —2irexp (B(r,0))dr Nd® = 0.

1" (Qo) AdI = 2riexp (B(r,0))dr NdO —

S(r?)
)
2ir--2exp(B(r,0)) (r21+1 ) drNd6

]

Observacao 5.3. Para k < 2/, provamos no Corolario 3.4 e na Observagao 3.5 que podemos

supor que Q = @, + F(|z]?) ®,. Mais ainda, pelos Lemas 5.1 e 5.2, podemos considerar Q como

|Z|2k

1. Qo= 0w+ w,,
2[2]2P'(|z]?) = 2kP(|z]?) + p |z

onde 1 € C e P é um polindmio a valores complexos com grau < k — 1 e satisfazendo
R(P(0)) <O0.

2 Qp = o, +ﬂw

com S um polindmio da forma

S(s) = s () — (20 —k)s* g1 (s) +ilsqh(s) — Iga(s)] +cs'
= 5" [sq (s) — (21 —k)q1 (s) + 5™ F] +i[sgh(s) — Iga(s)]
= 57181 (5) + iS5 (s),

onde ¢g; e ¢» sdo polindmios a valores reais satisfazendo

q1(0) >0, g2(0) #0, deg(q1) <2l —k—1edeg(q2) <I—1.

Além disso, note que S(0) #0e S1(0) > 0.

Conclusao: Q pode ser vista como
Qo = o, + [2]**b(|z*) s
ou, em coordenadas polares,
IT*(Qo) = IT* (w,) + r**b(r*)IT* (w,) = 2r[dr+ ir***'b(r*)d 6], (5.28)

onde x € {k,l} e
b(s) = sDby(s) +iby(s), (5.29)

sendo b suave, a > 0 e by e b, fungdes a valores reais satisfazendo »(0) # 0 e b1 (0) > 0. De fato,

no item 1 podemos tomar

. 1
o 2r2P’(r2) _ 2kP(r2) +ur2k
R(2r2P' (r?) — 2kP(r?) + ur) — i3 (22 P (r?) — 2kP(r?) + ur? )

— _ 2 : 2
— R2r2P(r2) — 2kP(r2) 4 ur2k)2 + 3(2r2P' (r2) — 2kP(r%) + ur2k)2 br() +iba (),

b(rz)
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com b(0) # 0 e by(0) > 0, pois R(P(0)) < 0. No item 2 considere

P S(r?) PRSP —iSh(rh) .
b(r) = 28(r2)  2(R(S(2))2+3(8(r2))%)  24-DS3(12) +283(r2) b ) +iba(),

coma=k—1,b(0) =b,(0) #0e b1(0) > 0.

Além disso, Q) tem uma integral primeira I que se anula de ordem infinita em (0,0) € R?

e ¢ um homeomorfismo entre discos em torno da origem.
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CAPITULO

CASO k<2l

Neste capitulo iremos mostrar que, para k < 2/, o problema
dunNQ=nmnNQ,

€ resolivel em C™ se, e somente se, N satisfaz certas condi¢cdes de compatibilidade.

Considere 1 a 1-forma diferencial dada por
N =A(z,2)dz+ B(z,2)dz,

com A e B funcdes de classe C* em uma vizinhanca de (0,0) € R?. Dizemos que 1 cumpre a
condicdo Cy se os coeficientes de 1) satisfazem
9%/ (0A OB

——— | =—=—1](0)=0 =1,...k—1 6.1

a5 (5 52 ) O =0 para = 11, 61
onde Kk = k ou Kk = [, em vista da Observacdo 5.3. Note que Kk — 1 estd bem definido, pois,
supondo k < 2/, implicitamente estamos supondo / # 0, o que implica k # 0 (pois k = [ ou
I <k<2l).

Seja A(k) o espaco das 1-formas diferenciais suaves em uma vizinhanca de (0,0) € R?

que satisfazem a condigado Cy.

O objetivo deste capitulo € demonstrar o teorema abaixo:

Teorema 6.1. Seja y dada como em (5.28) e seja 1 uma 1-forma diferencial C* em uma

vizinhanga de (0,0) € R?. A equagio
duhQo=nNQ (6.2)

tem uma solugdo u € C* se, e somente se, I € A(x). Além disso, quando 1 € A(k), qualquer
solugdo distribucional de (6.2) é uma fungéo C* em (0,0), isto é, Qg é C*-hipoeliptica no espaco
A(x).
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Embora ndo seja trabalhado nessa dissertacdo, (MEZIANI, 2013) afirma que, para
formas diferenciais que nao satisfazem a condi¢do Cy, o problema (6.2) € resoluvel com menor

regularidade (nos espagos L?).

Para provar o Teorema 6.1 precisamos de alguns resultados. Daqui em diante, L irad

denotar o campo vetorial
d 2 d
L=—_j K'+1b 2 Z
a0 P,
Lema 6.2. Se u ¢ uma solugao distribucional da equagdo du AIT*(Q) = 0, sendo IT*(Qy) dada
por (5.28), entdo u é C* em (0,0) € R2,

(6.3)

Demonstragdo. Se u é uma solugdo de du N IT*(Qg) = 0, entdo

0 = du ATT* (Q) = (?dm 3—3416) A2r(dr + i b(r?)de)
P : Py (6.4)
_ U. oxtly 2y _ U —
—2r<arlr b(r7) 80)dr/\d9 — Lu=0.

Dos Lemas 5.1 e 5.2 sabemos que
dI NTT*(Qp) = 0,

onde [ € a integral primeira de Qg, que é um homeomorfismo do disco D(0, ) no disco D(0,8")

e se anula de ordem infinita em 0. Com o mesmo calculo de (6.4) obtemos que LI = 0.

Pela regra da cadeia,
A(uol 1Y I(r,0) d(uol ') dI(r,0)
¢ 20 aC 20
. A(uol 1Y I(r,0) d(uol ') dI(r,0)
K+l 2 ) )
d b(”[ T ar a9t o ]

0=Lu=L((uol "yol)=

r

_ |:al(r79) _l-r21<+lb(r2)al(r=0):| a("tolil) + [87(r,9) . 2K+lb(r2)a7(r79) a(u0171>

d0 ar a¢ d0 ar E14
—1 ~1 ~1
_ QW) | gotuelT) _ qolucl™)
¢ ¢ ¢
Consequentemente,

U)=uol™(§)
resolve a equacdo de Cauchy-Riemann
ou
8_E =
em D(0,8")\{0}, sendo { = 0 uma singularidade isolada de U. Assim, a fungéo U é holomorfa
em D(0,0")\{0} e, portanto, u(z) = U(I(z)) também é holomorfa em D(0,6")\{0}.

0

Note que a singularidade de U ndo pode ser um polo ou uma singularidade essencial,
pois nesses casos # ndo definiria uma distribuicdo numa vizinhancga da origem, visto que / € flat

em z = 0. Logo, a origem € uma singularidade removivel de U e u € C* na origem. ]
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A seguinte defini¢do serd util no préximo lema:

Definicao 6.3. Um polindmio trigonométrico é uma fun¢ao da forma

P(0) = Z pse™?, pyeC.
|s|<N

Dizemos que um polindmio trigonométrico P tem a paridade do inteiro j (que pode ser par ou

impar) e € de grau menor ou igual a N se

Y pe®9 se jépar;
|2s|<N
P(8) = i(25+1)6 C
Z pse , se j é impar,
25+1|<N

onde p, € C.

Lema 6.4. Seja Q) como em (5.28) e 1 = A(z,Z)dz + B(z,Z)dz uma 1-forma diferencial C* em
uma vizinhanga de (0,0) € R?. Entio

IT*(n AQo) =2rM(r,0)d0 Ndr,
onde M(r,0) é C* em uma vizinhanca de £ = {0} x S! e tem série de Taylor

M(1,0) =) M;(0)r,

j=1

onde para cada j € Z", M; é um polindmio trigonométrico com paridade de j e grau < j. Além

disso, 1 satisfaz a condicdo C se, e somente se,
MSS =0, paras=1,...,K,
sendo a notag@o Mgs dada em (2.2).

Demonstragcdo. Podemos escrever

IT*n = IT*[A(z,2)dz + B(z,2)dZ]
= A(re'®)(edr+ rie’®d0) + B(re®) (e dr — rie 9 d0)
= (A(re?)e®® + B(re®)e ) dr + ri(A(re®)e’® — B(re®)e~'9)d6.
Entdo,
I (n AQo) = IT* N A2r[dr + ir** "1 b(1?)d 6]
—= —2r[(A(r,0)e® + B(r,0)e9)ir** 1b(+?)]d6 N dr

+2r[ri(A(r,0)e'® — B(r,0)e%)]|d0 Adr
=2rM(r,0)d6 Ndr,
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sendo
M(r,0) =r (A( 6)e ‘O—E(rﬁ) ) = (A(r,0)e” +B(r,0)e"®)ir’ b(r?) 6.5)
= ril(e"® —erP*b()A(r,0) — (7 + e ¥b(r?))B(1,6)]. |
Sejam T.A e T.B as séries de Taylor de AeBemz=0,istoé,
A=Y Aj(zx)eT.B=)_ Bj(z),
j=0 j=0
onde A; e B; sdo polindmios homogéneos em z e 7 dados por
Lo 1 /A
. _ S_]—S=8 S __ .
Aj(z) = EbAjZ Z’ com A% = G sl 957 (0);
- . (6.6)
Bj(z) = iBszj 7 com B = ! o'B (0)
/ = I (j—s)lst dzimsaz
Em coordenadas polares A; e B se tornam
( Asr] K 16)] s s 719 As i0 ] 2s iP-(G)rj;
Sg Z j
(6.7)
( ZBsrj s zG)j s S( —19 ZBS i0 j 2Srj Q](G)rj,
s=0 s=0

onde P; e Q; sdo polindmios trigonométricos com a paridade de j e grau menor ou igual a j.

Considere a série de Taylor em 0 € R

_ 1ad(r?)
Zbr by = 0 dr (6.8)

da aplicacd@o b dada em (5.29), com by = b(0) # 0 e by = 0 para todo s {mpar.

Voltando a equagdo (6.5), podemos substituir as séries de Taylor dadas em (6.7) e (6.8)
para escrever a série de Taylor de M:

.M =ri (eie —eif2% Z bsrs> Z P;(0)r — (e_ie +e 102 Z bsi’s) Z Qj(e)”j]
5=0 =0 5=0 =0
— i ( eif Z b r2K‘+s> ZP (e—ie 40 Z bsr2K+S> Z Qj(G)I’j]
s=0 j=0
=ri Z (e9P;(0) —e°Q;(0))r/ + Z byr?<ts (—eie Y P;(0)r/ —e™® Y Qj(9)rj>] :
= j=0 j=0

s=0

Logo, LM =Y7_ \M;(6)r/, com

M;(0)=i[e®P; 1(8)—e°Q; 1(0)] para 1 < j < 2k;
j—2x—1

M;(6)=i le’QPJ 1(8)—e®0;_1(0) - ijzxs1(ei9Ps(9)+e_i9Qs(9))] , para j > 2K.
s=0
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Sabendo que e"er, 1 +e 0 j—1 s@0 polindmios trigonométricos com paridade de j e grau
menor ou igual a j e que by = 0 para todo s impar, obtemos que M ; € um polindmio com paridade

de j e grau menor ou igual a j.

Se 7 satisfaz a condi¢do Cy, entdo, com a notacdo dada em (6.6),

= 9797 ((9_2 _8_z) (0)=(2s+1—s—DI(s+ AT — (25 + 1 —5)s!BS,
:s!(H—l)'A%ﬂl (S‘*’l)!S!BEsHZ(H—l)!s'(Agil Y

para s < K — 1; isto €,
s+1 s _
Asgly — By 1 =0,

para s < Kk — 1. Consequentemente, se j = 2j, j; < K,

27 2r .
MY, = A M, (0)d6 = ; i(e®Pyj,_1(0) —e 0 02,_1(6))d6

2n 2h-l o 2j—1

_ i el@ Z A%jl—lele(zjl_l —2s) —19 Z Bv 1662]1 1-2s) do
0 s=0
2j1—1 2 2]1 1 2

=i Y Ay, [ e0Uae - ' I
s=0 0 0
ad 1

=2m(A§1jli1+B§J1 ) =0.

A demonstragdo do lema estd completa. [

Considere L como em (6.3). Dada uma série de poténcias formal f = Z o fi(0 Y,
com f; € C“(S] ), dizemos que a equacdo Lu = f é formalmente resolivel se existem fungdes
u; € C*(S!) satisfazendo

L (i uj<9>rj> = ifj(e)rf, (6.9)
Jj=0 j=0
ou seja,
> /0 0ok 0 AN =T .
0) +j; (%[uj(e)rf] —ir? Hb(rz)z[uj(ﬂ)r]]) = J;)fj(O)r]. (6.10)

Como no Lema 6.4, escrevemos a série de Taylor de » em 0 € R como T,b(r?) = Y2 byr,

com by # 0 e by = 0 para todo s impar. Assim, a equagdo (6.10) se torna

y Fi(0)r = up(6) + i u',(0)r/ —ir?* T Zb 5 0)jri~!
L Y|
ij _MO )+Zu —lZZbMJ 2K—H+]

j>1 Jj=1s=

bej(e)r/ = uy(0) + Z u/j(O)rj —1i Z ( Z bjz,csus(e)s> r.
j:

j=1 j=2k+1 \ s=1
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Isso significa que as fungdes u; resolvem o sistema de equagdes

u';(8) = £(6), para 0 < j < 2x;

j=2x (6.11)
W;(0) = fi(0)+i ) sbj_ox_sus(6), para j > 2K+ 1.

s=1

Lema 6.5. Considere M;, j € 7, polindmio trigonométrico com a paridade de j e grau menor

ou igual a j. Temos M? =0, j=2j1, j1 =1,...,K, se, e somente se, a equacao

L (i uj(e)rf> = iMj(e)rf (6.12)
j=1 j=1

¢ formalmente resolivel, sendo cada u; um polindmio trigonométrico com a paridade de j e grau

menor ou igual a j unicamente determinado.

Demonstragdo. Resolver (6.12) € equivalente a resolver o sistema (6.11) para f; = M;. Para

analisar a paridade das solucdes, precisamos dividir nos casos em que j € par ou impar.
Considere j um nimero impar, isto €, j = 2j; + 1.

Se ji <k, temos j=2j; +1 < 2k+1, entdo u;(8) = M;(0); isto €, u; € dado por

0
u;(6) :/0 M;(t)dt+Cj, (6.13)

onde C; € C. Como M| € um polindmio trigonométrico de paridade j e grau menor ou igual a j,
para que u; também tenha essas caracteristicas devemos tomar C; = 0, visto que C; = C jeO tem

uma poténcia par da exponencial.

Se j1 > Kk, temos j =2j;+1 > 2K+ 1. Como b, = 0 para todo r impar, se s € par,
bjox—s=b2j+1-2c—5 = 0.
Se s é impar, entdo s =251+ 1 e

s =1, paras; =0;
s=2(j1—Kk)+1=2j;+1—-2k=j—2k, paras; = j; — K.

Logo, a soma no lado direito da segunda equac@o em (6.11) pode ser simplificada da seguinte

forma:
Jj—2x 1=K
Z SbjfZKfsus(e) = Z (251 + 1)b2(j171<fsl)u2s1+1(9)" (6.14)
s=1 s1=0

Como uy,us,...,uyx—1 ja foram definidos em (6.13), de (6.11) podemos definir indutivamente
Uzj,+1 por
J1—K

0 0
U2ji+1 :‘/() M2j1+1(l)dl‘+i Z (2S1 + 1)b2(j1’<51)/() u231+1(t)dt+C2j,+1, (6.15)
S]ZO
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pois 2s1 +1 < 2(j1 — k) +1 = j—2k < j. Tomando C;, +1 = 0, temos (6.15) um polindmio
trigonométrico de paridade impar e grau < 2j; + 1.

Agora, considere j um nimero par, isto €, j = 2j.

Se ji < k, temos j = 2j; < 2k. Note que v, (0) = 18 M,j, (t)dt é polindmio trigono-
métrico de paridade par, grau < 2j; e satisfazendo

0 1 [ 2m 6 0 r2m
szIZE/O szl(G)dGZ/O /Oszl(t)dtz/o 5 My, (t)dt =0, (6.16)

7z

pois, por hipétese, ngl = 0. Assim, a solucdo geral da equacdo u) ;,(8)=M,;,(6) ¢
uzj (0) = v25,(0) +Cajy

com &, € C.

Se j1 > K, temos j = 2j; > 2K. Analogamente a (6.14), usando que b, = 0 para todo r

impar, obtemos
Jj1—K
r; (0) = My, (0) +i Y 251ba(jy—re—sy 125, (6). (6.17)

s1=1

Para ji = k41,
MIZ(K+1)(9) = Mz(,(_,_])(e) + 2ibour (0) = Mz(,(+1)<9) + 2ibgv1(0) + 2iboCs. (6.18)

Seuc C"°(S1 ), entdo u pode ser vista como uma fun¢@o 27-periddica em R. Logo, a equagdo
acima tem solucio u € C*(S!) se, e somente se, 0 zero-ésimo coeficiente de Fourier do lado

direito € zero. Como vg = 0 por (6.16),

1 [ . . .
0= E/o (Mo 11)(6) +2ibov2(6) +2iboCald® = MY, ) +2iboCa. (6.19)
Ou seja,
0
_Mz(x+1)
€y = —2xtD
2lbo

Assim, existe uma unica escolha da constante C, de modo que a equacgdo (6.19) seja satisfeita.

Consequentemente, o polindmio up; = v, +C, € tinico. Nesse caso, a solucio geral de (6.18) é
(k1) = V2(xe+1) T Co(ic 1),
onde Gy ) €ECe
]
Va(k+1) (0) = /() [MZ(K—i-l)(t) + 2ibgvy(t) 4 2iboCs dt

é polindmio trigonométrico de paridade par, grau menor ou igual a 2(k + 1) e tal que vg( =0,

por (6.19).

K+1)
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Provaremos por indugdo em j; > K+ 1 que a constante Gy, ) €M Up(j, _x) = Va(j,—x) T
Cy(j,—x) € tnica de modo que a equagdo (6.17) tenha uma tnica solugdo uzj,, sendo este um

polindmio trigonométrico com paridade par e grau menor ou igual a 2.
O caso j; = K+ 1 ja foi feito logo acima.

Separando o tltimo termo do somatdrio da equacdo (6.17), temos

j]—K—l

M/Zjl (9) =M}, (9) +2i(j1 — K')bouz(jl_,()(e) +i Z 2s1b2(j1_,(_51)u251 (9) (6.20)

Slzl
Pela hipétese de indugdo, uyg, = v, + Cog, € polindmio trigonométrico com paridade par
unicamente determinado para s; < j; — K — 1, com grau menor ou igual a 2s; e satisfazendo
Vgs, = 0. Para obter o polindmio trigonométrico uz;, de modo tnico basta escolher Cy(;, )
em uy(j, —x) = Va(j,—x) T Ca(j,—x) de modo que o lado direito de (6.20) tenha o zero-€simo

coeficiente de Fourier nulo. Isso € satisfeito para

. j1—k—1
Corri o — —MY; =20 ET0 s1bag—x—51)Cos,
2= 2i(j1 —x)bo '
De fato, como vg(j_,() zoevgs1 =0ses) <ji—x—1,
0=MY, +2i )b L (6)d6 jlflz b Lo (0)d6
=M, +2i(j1—x 0—/ Up(j,— +1 S102(j—x— _/ 2
1 21 Jo (j1=%) = (1=x=s1)5 7 0 51
i(j1—K)by [27 N E isibyjy——sy) [27
=My, + === /0 (V27— (0) + Ca(j—))dO + } %/0 15, (6)d0
s1:1
i(j1 — )by 2n Ji—k—1 is1hy(; 2n
=My, + == | Cyjy 0 Zl %/0 (v2s,(8) +Cay,)d6
S1=
i(j1 —x)bo NE isibyj -
= 8j1+—( ) Cojy—x) 27+ —2es e, on
s1=1
MY, —2i ZjI:K_]Slb N 6/
= Gy = — AL

2i(j1 — K)bo
]

A demonstracao do préximo lema foi baseada em (BERGAMASCO; DATTORI DA
SILVA, 2006) e (HERNANDEZ, 2016).

Lema 6.6. Seja g € C*(R x S!) tal que g se anula de ordem infinita ao longo de ¥ e considere L
o campo vetorial dado em (6.3). Entdo a equagdo Lv = g tem uma solu¢do C* em uma vizinhanca

de X que se anula de ordem infinita ao longo de X.
Demonstragdo. Como g € C*(R x S'), o Teorema 2.17 fornece que g € W e, pelo Teorema
2.20, 8(r,0) =Y jc7 8(r)e"?. Escrevemos

v(r,0) = Z vj(r)eije.

JEZ
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Se v for solucdo de Lv = g,

L (Z Vj(r)eij9> =Y gj(r)e’?

JeZ JEZ
b . o
(% 2K’+1b ) (Z VJ lJ9> _ Z gj(r)eue
JEZ JEZ
Z (ijVj( )_erK—Hb( lj@ Zg zj9‘
JEZ JEZ
Assim, Lv = g se, e somente se, (v;) jcz satisfaz
ijvi(r)— ir2K+1b(r2)v/j(r) =g(r) (6.21)

em uma vizinhanga da origem e a série ). jc7 Vv j(r)eij 9 converge em uma vizinhanca de X,
sendo (v;) jez uma sequéncia rapidamente decrescente (pelo Teorema 2.19, nessas condigdes
v(r,0) =Y ez v(r)e’? € C*(R x S')). Mais ainda, devemos mostrar que v se anula de ordem
infinita ao longo de X.

Seja € > 0 tal que b(r?) # 0 para r € (—&,¢€). Entdo, podemos reescrever a equagio
(6.21) como

J p gi(r)
,.21<+1—b(r2)vj(r> —Vi(r) = m, (6.22)
ou seja, ‘ '
Vi(r) = ertvi(r) = _itr) (6.23)

P25 p(12) P25 1p(12)
Observe que, se g € flat, entdo g; ¢é flat, isto €, para cada n € Z, temos §(r) = Rj ,(r)r". Assim,
para cada n € Z., existe constante C,, > 0 tal que

ig(r)

e p(2)| = Calrl", (6.24)

ou seja,
ig(r)
r21<+1b(,.2)

=O0(|r]")Vn e Z, (6.25)

pois

ig;(r) iR ny2ie41(r)r R B
2K+Ib 2 . 2K+lb 2 . X ; 2 1\r
) i ! ) = lim L2

r—0 r r—0 r r—0 b(rz)

n+2x+1

No caso j =0, a equacdo (6.23) se torna

vo(r) = rz,ﬁ?—ggﬂ), (6.26)

cuja solu¢do em uma vizinhanga da origem é

- r igo(s) cof
vo(r)—/o Ty s € CU e e,



58 Capitulo 6. Caso k < 2l

igo(s)
2K+ p(s2)
em X). Note que |[vo(r)| = O(|r|"), Vn € Z". Com efeito, pela equagio (6.24),

B igo(s
o) = [ ot

Agora vamos resolver (6.23) para j # 0 com r € (—¢,0) para € > 0 pequeno; o caso

pois € C~(—e¢,¢€) (ver Proposi¢do 2.22, onde usamos que gy é flat em O por g ser flat

NO””"—H

.
<C/ ds <
=0 0 [sI"ds < n+1

< Noelr|™.

€ (0,¢) € andlogo.

. 1
I Iy ey ds

Multiplicando ambos os lados de (6.23) por e , —€<n <r<0,temos

e iy ety s J o Ih ety ds__185(r)
L KA )
d [ jlyzeyzds i1y et rds i85(r)
— seK+1p(s2) . — N 2k+1p(s2) J
= - (e vj(r) ) =e PRt p(r2)”
Logo,
Tl _ds [T P ds
() = & et / i ety ds ﬁ# dy, -5 <pu<y<r<0. (627
u y b(y )
Como
1 _ 1 529Dy (s%) — iby (s?) _ 1 5%by (s?) 1 by (s?)
s2’<+lb(s2) g2K+1 S4ab%(sz)+b%(sz) g2Kk+1 s4“b%(s2)+b%(s2) g2Kk+1 s4ab%(s2)+b%(sz)’
temos,
T ey ds iy e ds ig(y)
VJ(I’):/ e " " Ry
. J]r 2K+1b 7 ds zg](y) __SJV g
y2EHTp(y2) Y
Y2 2 s‘2 A
B r -]fr 2K+1 4“1)%(];1):»17%)( Z)dse l][r 2K‘+l 4ab2}()3 ()+>b%( )dS lg](y)
Y2 (y2)
Assim,
2ab( ) b( ) A
rl g 2;c+1 Tay? L2 5 2y ds —ijf 2:<+1 Bap2 7 ds ig(y)
|Vj(’”)|§/u o B +3(62) | | b3 (s2)+b3(s2) ) dy
s24p, (s2) A
S/re]jr 21<+1 4ab2( 21)+b%(s2>ds lg](y) dy,
u y*Hb(y?)
ou seja,
Zuh (2) N
2r r K - L d j
[vi(r)] S/ o T ) _zgjlg?y()Z) dy
u y y
(6.28)
r Jfr 2K+l Aa 22“’;1(22) 2 ds lg](y>
+ bl( )+b2(s ) dy

2r y2K+lb(y2)
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Por continuidade, podemos diminuir € > 0, se necessdrio, para supor que

/ll 1 bl (Sz) /lz
< <
s2(k—a)+1 = 2(x—a)+1 S4ab%(s2)—|—b%(s2) — §2(k—a)

— Vs € (—£,0), (6.29)

: b1(0) 5
para certos A1, Ay > 0, pois FBT(0)+530) > 0. Entdo,

Y M y 1 bl(Sz) y A
O>—/—d>—/ d>—/—d
, 2t 1 =T Qo dap2(2) 1 p2(2) Sy a1
r M r 1 bl(sz) r Ao
T de> > e
O>/y S2(k‘—a)+1ds—/y 2(k—a)+1 s4“b%(sz)+b%(sz)ds_/y SZ(K—a)—i—lds’
para y satisfazendo u <y <2r < r < 0. Logo,
r 1 2 r —2(k—a) —2(k—a)
/ by(s%) dsS/LdSZM r Y ,
y §2(k—a)+1 s4“b%(s2)—|—b%(s2) y s2(k—a)+1 —2(k—a) —2(k—a)

isto €,

/r 1 by(s?) P 1
y s2(k—a)+1 S4“b%(s2)+b%(s2) S 2(k—a) \y2(k—a)  p2x-a) )
Como u <y<2r<r<o,

/r 1 by (s?) P R
Y s2(k—a)+1 s4“b%(s2)+b%(s2) - 2(K—a) yZ(Kfa) r2(k—a)

< M 1 B 1
= 2x—a) \(2r20—a)  2(c-a)

. a L
- 2( K— a)rZ(K—a) 22(k—a) )

Portanto, para j > 0,

ex (/r ! bl(sz) ds)<ex ( M ( ! —1))
PV sttt sdap2(2) 1 p2(2) " ) = P\ 2(k —a)r2e—a) \ 22(x=a) '

A equagdo (6.28) pode entdo ser escrita como

. Z/ oA
’v (r>| < ejz(;cfa):Z(K*ﬂ) (22(’iﬁ) _1) i M
J — y2’<+1b(y2)
oy 1 S2ab1(S2) A (6'30)
+ reJ fr 2Kk+1 s4ab%(32)+b%(52)ds lg] (y) dy
. y2K+1b(y2) :
_ gy L
A fun¢do —————~ € limitada em (u,2r), logo
V2R (32) (k,2r), log
2l igi(y)
J
——L 1 dy < A3.
/ﬂ V2K Tp(y2) y=M3

Se 2r <y < r, podemos proceder analogamente ao que foi feito acima para obter que

1 5%by (s)
exp (]/r poram s4“b%(s2) +b%(s2)ds <exp0=1.
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Utilizando que (6.25), a equacdo (6.30) se torna

<22(’< a) l /

. A
|VJ(}")| S eJZ(Kfa)rZ(K a)

Para j < 0, um raciocinio andlogo nos fornece também |v j(r)| =

0 .y
—j I} e ds J
Vj(r) —e fn 2K+1h< ) / e fn s
r

Em suma, com os resultados de (BERGAMASCO;

-
wo(r) = |
0

para j > 0, temos

(T 1 roo.ry 1
e iy f‘zxﬁ,,(sz)ds / e”n ;2x+17b(52)ds
u

S2KF

0, ser=0;

T 1 roory 1
—e ily S2x+1b(52>d“/ len S2x+1b(sz)ds
\ 0

e para j <0,

(T 1 0 1
e i 52x+1b(s2)d5/ elfn 321<+1b<sz)ds
r

0,

A R
_e_Jle S2K+lb(32>ds /” e] fn 52K+lb(§2)ds
\ r

se r =0;

2K'-Hb

ig()(s)
lb(SZ)

yZK'-Hb( )

y21<+1b(y2)

7|4y = o(r]"), VneZ,.  (6.31)

O(|r|"), Vn € Z", onde
ig;(v)

V2R Ip(y2)

DATTORI DA SILVA, 2006),

1
2x+1h(xz)ds

(6.32)

ds,

i8;0) dy, ser € (u,0);

(6.33)

ig]( )

—d 0,
yZK_Hb( ) Vs SGI"E( [.L)

i8;0) dy, ser € (u,0);

(6.34)
i8;(y)

S ad 0,—u).
y2’<+1b(y2) Y SGI"E( ’ ‘Ll)

Mostremos agora que vg.a)(r) =0(|r|"), Vj € Z, Va,n € Z*. Para oo = 1 e j = 0, a equagdo

(6.26) fornece que
igo(r)
Mo = |ty | () = O, ¥ €2
Seja
[T 1
C(r):/n —S2K+1b(s2)ds'

Paracx=1ej>0,

d
~dr
d

d [e—jcm / " IC0)
u y

dr
(r) / " eIC0)
u y

(IC )+ s
1

oty )+ i

ig;(y)

2K+

. 1 roo.ry 1
u

i8;(y)
1b(y?)

P2 Tp(2)

i8;(y)
——
V2R Tp(y2) y}

.

ig(r)

—jC iC
dy+eIC0)i (r)r2’<+1—19(r2)

)
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Logo, v, € C*((1£,0) U (0, —p)). Além disso,

d 1 g;(r)
d_er(r> S J 1’2’<+1—l9(1”2) |Vj(7")| + r2K-+1b(r2) (635)
5
Como |v;(r)|=O0(|r|") Vne Zs e rz’ijl—(bzrz) = O(|r|") Vn € Z, a equagdo (6.35) se torna
d ; ! +2K+1
E,Vj(r) <J ARTTH(2) Bolr|" KT+ By |r|" (6.36)

para certas constantes fy e ;. Por b ser funcdo continua em [u, —u], podemos escrever 33 <
[6(r)] < Ba:

d 1 1
—vi(r)| < j=—PBolr|" + ]}’n:('— 0 + ]) rl™. (6.37)
)| < ol Bilrt = (B )
]
Denotando 85 = ][3_ Bo + B1, obtemos
3
© o) < Bl = i) = 0" vn e 7
—Vilr r —Vilr)= r n .
dr’ = dr’ *
2
Para o =2 e j > 0, calculemos d?vj(r):

d? d 1 igi(r
ij(r) = (—J’rz,(ﬂ—b(rz)"j(r)+ mijl—;()ﬂ))
(=) (=1

= W[QH Db (r?) +r* 2k () (r) — j

rz;f’ii?m ) <r2:<i+§f;§22>>2 2+ )b () 422/ (7).

1
r2x+1b(,,2)v;(r)

it (1

_ i8(r)
r21c+lb(r2) -

Como vj(r) = O(|r|") Vn, v’j(r) = O(|r|") Vn, m =

O(|r|") Vn e

O(|r|") Vn podemos escrever

2 Y
%vj(r)‘ < %[(21(4_l)rZKb(rZ)+r2K+12rbl(r2)] ﬁ6|r’n+2(21<+1)
1

+ B7’r|n+21<+1+B8‘r’n+’(2K+1)},21(1?(’,2)+r2K+12rb/(r2)|B9‘r’n

Tkt Tp(2)

|
< Iyl 2 DPSBR) P 200 () i

1
i Bl Bl PR 2 200 () o
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para certos S, B7, Bs € Bo inteiros positivos. Como jd visto, B3 < |b(r?)| < Bs4. Também temos
Bio < |b'(r)| < Bu1, logo,

d2

J 1
22V < (21<+ DIr*(b(r?)|Bolr|” + 5 P> 221" (r2) | Bo|rl" + j -

B3 B B3
+ Bsr|" + (2% + 1)|r[*<|b(r?) | Bo |r|™ + [r[**T22|B' (r?) | Bo | r|"

| , N
< é(m 1)BaBo|r|" + %|r|2'<+2zﬁnﬁ6|r|"+JEﬁ7|r|"
3 3

+ Bslr|" + (21<+1>|r|2'<ﬁ4139|r|"+|r|2"+22;3nﬁ9|r|"

< (a0 + 1B+ o2BraPot s B+ B (k- 1B+ 26118y )
B2 B2 B

Balrl*

Se B2 = i(2K+ 1)BaBe + 55 ZBIIB6 +ia ﬁ7 + s + (2K + 1) BafPo + 211 B, obtemos

B3 B3 Bs
d2
‘ij(r) < Pualrl",
2
isto €, i i(r) = 0O(|r|") Vn € Z4. Procedendo de maneira andloga, obtemos

Wy =o(r"), vjez, Ya.ne Z*,

logo v; € C*(u,—Mu). Isso, juntamente com o fato de que §; é rapidamente decrescente, implica
que (v;)jez € uma sequéncia de fungdes suaves que sdo flat na origem e tem decrescimento
rapido. Portanto, (v;) jez define uma funcéo flat v € C* solugdo de Lv = g e que se anula de

ordem infinita ao longo de X. ]

6.1 Demonstracao do Teorema 6.1
Sejan € A(x). Quando u € C', a equagio (6.2) é equivalente 2 equagio
L(uoIl) = M,
onde L € o campo dado em (6.3) e M é dado pelo Lema 6.4. Com efeito,

T (du A Q) = IT*du AT Qo = d(IT*u) ATT*Qq = d(uo IT) ATT*Qq

_ (a<uon>dr+ 8(uoH)d9> ATT*Q

ar a0
_ (9(uell) | d(ucll) 2ty 2
= ( 3, dr+ 30 do | A2r (dr+ir"*"'b(r*)d6)

—2r {_@ir”‘“b(ﬂ) + a(goen)} dO Adr=2rL(uoTT)d6 Adr.



6.1. Demonstracdo do Teorema 6.1 63

Logo,
IT*(dunQo) =IT" (N AQy) <= 2rL(uoIl)d0 Adr =2rM(r,0)d0 Ndr

<= L(uoll) =M.

Segue do Lema 6.5 que podemos encontrar polindmios trigonométricos u; com a paridade

de j e grau < j tal que
L (Z uj(G)rj> =Y M;(0)r. (6.38)
j=1 j=1

Se z = re'?, temos r = |z| = \/zZ. Para j par, isto &, j = 2, temos

) i(25)0 2 2s 0i 728701z
I, (u;(0)r!) = Z Ps€ 91021 Z Ps (T_) \/Z_Z) = Z ) —
125]<j 125 < j 125<j 'z
_ Z pSZs+jlzj17s in(Z,Z)~
|25|<j

Para j impar, isto é, j = 2j; + 1, temos

25+
H*(uj(e)rj) < Z Ps€ i(2s+1)8 2Jl> = Z Ps (\/ZZ—_> 1(\/Z_Z)211+1

|2s+1]<j [2s+1|<j

251 j15j1 . /o=
B F RS AN ARVE A SHiH /s = p(, 5
D e )
25+1]<j TTVIZ [2s+1|<j

Ou seja, o pushforward via Il de u j(B)rj € um polindmio homogéneo P; em z e Z de grau ;.

Pelo Teorema de Borel (ver Teorema 2.25) podemos encontrar uma fungdo v € C*
definida em uma vizinhanca de (0,0) € RR? e tal que sua série de Taylor na origem é dada por
Y7 Pj. Como u;(0)r/ =I1*P;(z,%), a série de Taylor formal de IT*v = v o I1 é dada por

T,(voIl)(r,0) = T,(IT"v)(r,0) =II"(T,v)(r,0) = IT* (i Pj(z,Z)> = i uj(0)r!.  (6.39)
=

j=1
Considere a aplicagao
8 =M - L(V © H)v

suave em uma vizinhanga de X C R X S'. Por (6.38) e (6.39), g se anula de ordem infinita ao
longo de X. Consequentemente, pelo Lema 6.6, existe uma fungdo suave i que se anula de ordem
infinita ao longo de X e satisfaz Lh = g. Seja w a aplicacdo C™ e que se anula de ordem infinita
na origem definida por

w(z) =holl™!(z)

numa vizinhanca de (0,0) € R?. Entio,

L((w-+v) oTI)(1,6) = L{wo I+ voTT)(1,0) = L(h-+voTI)(1,6) = Lh(r, ) + L(voTI)(1 6)
=g(r,0)+L(voIl)(r,0) =M(r,0),
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ou seja, a funcdo suave u(z) = w(z) + v(z) satisfaz (6.2).

Finalmente, se u; € outra solu¢do da equacdo (6.2), entdo i = u — u; satisfaz
diNQy=duNQy—dui ANQoy=nNQy—nANQy=0.

Pelo Lema 6.2, temos ii € C* e, portanto, u; € C*.
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