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ABSTRACT“_In thió wanh we pnopaoe to nciate the h—detehminance

06 f: Rn,0 + Rp,o , nelatiueiy ta' R, L, A; C and K , with

&) the nunk 06 f and the dámcnóionó n and p .

ill the Boandman' SLmboZó.

,Chapzená II and 111 ane deal with the caóe & . Some

genenaz thzanemó ane pnoued and deepea neauztb ane given [ou
Ama££ valueó 06 n and p .

The caóe ii wa5,wonked out in the chapteã IV'.
Nescasaaay and Auáicient conditioha fan áinite Boaudman'

Simboló aac given. Also we &etate the degnee 'oá óinite
detenminancz with the £enght.oá the Boaadman',$imbo£4.



turnovuçxo

Neóte tnabazho,noó pãopaóCmºó cncontnan aetaçõea entnc
o gnau de detenminação de um geAme f: Rn,0 + Rp,o , netativª
mente aos gnupoA R, L, A, C e K, e

(1) o beu poóto e az dimensõez doa eópaç06,
(2) o cbmpnimento do óeu AZmbolo de Boandman.

No cabo (1),eótabe£ecemoó teoaemaó gena£5,con6t£tuindo
o capítulo 11. No capítulo 111, eótudamOA o meómo pnobzema,

pana ualoneb pequenOA daA vaniíueió.

0 caóo (2), gol tnatado no capítulo IV, onde, aLEm de

daanA uma condição neceóóãnia e Auáiciente pana que o bimbª
La de Boandman seja áinito, nelacionaMOA o gnau de detenminª
ção com a compaimcnta do AZmboLo de Boaadman.
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c A P I T U L o 1

(a) DETERMINAÇÃO FINITA

As noções abaixo e os resultados citados, encontram—se

em [5] e [6]. Acrescentamos qde, as demonstrações dadas, fº
ram adaptadas por nós,

51 — Genmeó de ApZÁcaçõeA Dióçaenciãueiól Cªº .

Sejam S , T subconjuntos não vazios do Rn,e R , reg
'

PeCtivamente, cºm S finito. Consideremos Fº = ff: Rn + RP,

f e c”: f(S)= T].

'Em F , definamos a relação: f,g e Fº º,fwgq,see
somente se, existe um aberto U do R“, contendo S, tal que,

f/U = q/U . Segue que» "W" é uma relação-de equivalência em

Fº . Cada classe de equivalência serã denominada ' germe de

aplicação em S É.

Denotaremos por f: Rn,S + RP,T 'ou f: (Rn,S)«+(RPAP).

Obóenuaçõea:

se T = Rp , denotaremos f: Rn,S * Rp

se p 1 e T — R , denotaremos Fo/m CS(R )

[O] e .T = [O], denotaremos: f:(Rn,0)-$(Rp,0)se S

ou E: Rn,0 + Rp,0 , e' F = F . Portanto,o/N
F = [f: Rn,o_+ RP,o : f e c”).



% S=íMQp=l e T=m<kmmamms F? =ij%;
Em nosso trabalho, salvo no parágrafo 5, trataremos do

caso em que S = ib].
Deãinimoa mn, como o ideal de. Cº(Rn), ,consistindo-

de todos Os germes de aplicações f: Rn,0 + R,0,

Denotaremos também por mo(Rn).

Facilmente se mostra que, Co(Rn) _ê um anel local. e,.
que, mn = mº(Rn) é o seu ideal maximal.

*Lcma 1—1 : Seja (XI,...,xn) um sistema local_de coo; ,”

denadas do_ Rn, se anulando em xo =O. Seja M=[21=.,.=xk=ºlr
,Consideremos ;1""'En e Cº(Rn), onde ºi denota o germe de .

xi em º . Então, são equivalentes as seguintes afirmações,
para? u e C0(Rn):

.

12. — — n(1) u e [xl,,..,xk .ÇO(R )

(ii) Existe um representante de u, &: Ur+ R, U - aberto doy
nR contendo _º, tal que, & se anula«juntamente —com'

suas derivadas até ordem 1- 1, em MrsU;

Cohaiãnió 1 : O ideal mn é gerado por í1""'ínª-
-» . ,k._ —_,

' "Coaclanao £ . o idea; mn - mn'mn'ª'ºn (# vezes) coª_

siste exatamente dos germes cujos representantes se anulam em

º, juntamente com suas derivadas atê ordem k-ªl.

, cºmº) _. R['[xi,...,xn]] ,

,Conolan£o_3 : k = k , onde .m(
m " m(n) '

n)
n

denota o ideal maximal da R-ãlgebra R[[xl,...,xn]].(ver 59)

-z-



Obóenvaçõeó:

- Dado ff: Rn,0 + Rp,0 , usaremos a notação 'f para um

representante qualquer do mesmo.

52 - Gnupaó que atuam ócbne & conjunto F .

Gnupo E :

Seja R = [h: Rn,0 + Rn,0'|_h ê um difeomorfismo nas

vizinhanças de º] .

Com relação ã composição, R tem estrutura de grupo,
atuando sobre F da seguinte maneira:

RxF+F
,(h,f) + h*f =. fon“l

Gnupo £ :

Seja L = (k: RP,0 + Rp,0 | k é um difeomorfismo nas

vizinhanças de º] .

Logo, com relação ã composição, L tem estrutura de

grupo, atuando sobre F da seguinte maneira:

L x F +' F

(k,.f) + k*f =kof

Gaupo

Seja A = R x L. Logo, A tem estrutura de grupo, atª
ando sobre F da seguinte maneira:



A x F + F

((h,k),f) + (h,k)'-*f = ko foh'l
É claro que R ie“ L são subgrupos de A e,a ação de

A, sob:e F , estende as ações de R e L sobre F

GAupo E :

Seja C = [H: Rn x Rp,0 + Rn x RP,0 | H 'é um difeomog
fismo nas vizinhanças de º e, o, diagrama
(*) comuta] .

& (Rªi ”Rpm
c;///' ”

(*) '(Rª,0) lu
xxxxx*

(Rª,0)

1 - «x

(R“ x 129,0)

' onde i(x) : (x,0).

Portanto, com relação ã composição, XC tem estrutura
de grupo atuando sobre. F , da sequihte maneira:

J ,
VC x Fª + F

(n,.ª.) + inf = 9 , onde, H*f=g<->H o'(1d,'f)=(m,g).

'

Pnopniedadcbª

(1) H e C

Então, H(RnxO)C, Rºxo e 'H(xXRp)chRP-.

maec, f-eF,H*f=g,.'
Então, H(graf f) = qraf g
I(nestas propriedades, estamos tratando de gerhes de

&

conjuntos);



Guapo E :

Seja K = (H: Rn><Rp,0 + Rn><Rp,O | H é um difeomorfig
, mo nas vizinhanças de º e , existe

h: Rn,0 + Rn,0 de maneira que o diagrama
(**) comuta].

R“,o Lªu—* Rnx RP,o ——l'—-> Rª,o

(**) h'L JLH l h

Rn,0 ªl—ª—ª Rnx Rp,0 —-—ª—+ RnQO

Sendo H = (H1,H2), segue que h(x)=H1(x,0) e H2h90)=d.

Temos também que h(x) = Hl(x,y), com (x,y) nas vizinhanças
de O e Rn x RP. Portanto, h ê unívocamente determinada por
H e'ê, germe de difeomorfismo nas vizinhanças de 0 e Rn. Lg

go, h e R .

Nestas condições, K tem estrutura de grupo, com relª
ção ã bomposição, atuando sobre F da seguinte maneira.

K x F + F

(H,.f) + H *f = 9, onde, H*f=g<=>Ho(id,f)oh—l = (id,g)

Pnapaiedadeó=

(1) C ê um subgrupo de K .

Basta considerar h = id

(2) R é um subgrupo de K .
£ ; &

Seja RCL—+ K definida por i(h)=(h,id), id:Rp,0+RP,0.

Logo, a inclusão i é um monomorfismo canônico. Obse;
vemos que a ação de K sobre F, estende a ação de R

sobre F . De fato:



RXF+F KxF+F
1(h,,f) + foh' ((h,id),f) + (h,id)*f =-g

(h,id) * f=g <=> (mid) o (id,f) o h'1=(id,g> <=> (31,9) =-

1= (h,id) o (h'l,foh" ) = (id,foh'1) <=> g = fo hª.
(3) L é um subgrupo de K.

Seja Lºl—r c, tal que, i(k)=(id,k) onde id:Rn,O->Rn,0.

ª Sendo a inclusão um monomorfismo canônico, temos que_
L é um subgrupo de C, e portanto, de K. Temos ainda
que, tanto a ação de C como a ação de K sobre F ,.
estendem a ação de L sobre F.

De fato:
L x F + F C x F + F

(k,f) + ko f ((id,k),f) + (id,k) «: f = 9

(id,k) * f = g <=> (id,k) o (id,.f) = (id,ko f)

= (id,g) <=> k of = 9 .

((id,k),f) + (id,k)* f = 9 onde, (id,k)* f = g <=>

<=> (mm) o -<id,f) o (id)_l = (id.g) <=> (id,g) =

: (id,kof) <=> g : kof.
(4)*A & um subgrupo de K.

Seja ACLL+ K onde i(h,k) = (h,k) = H . Observemos—

que o diagrama a seguir comuta.



R“ o Li...» Rn x 129,0 _.-L Rn,0
&

h i
' (hlk) l h

+ +

Rn,0 Cºl—+ Rn X Rplo Lªb Rn,0

Logo, A é um subgrupo de K , cuja ação sobre F, é

estendida pela ação de K , sobre F .

De fato:

AX F +F KxF' +F

((h,k),f) +kofoh'l ((h,k),f> + (h,k)*f=g

(h,k) * f=g <=> (h,k) o (id,f) 0 h'1 = (id,g) <=> (id,g) =

= (h,k) o (h'l,fo h'1)*= (id,ko f oh'l)<==>g = kofoh'l

Dados dois germes f,g: Rn,0 + Rp,0 , diremos que eles
são Localmente equivalenteó, se existirem germes h e R, e

k-e L , tal que, o diagrama abaixo comute.

R“,o —f—* RP,o

h &
,

k
+

nR ,º J'» Rp,0

Diremos que dois germes f,g: Rn,0 + Rp,0 , são equivª
lenteó pod contato, se existir um germe de difeomorfismo H:

RanP,o + Ranp,0 , tal que:

H(Rn><0,0) = (Rnx0,0) e a(graf f) = graf g .

_7-



Paopniedadeó:
x

Sejam f,g: Rn,0 + Rp,0

&
(1) f e q estão na mesma A—õrbita, se e somente se,

f e q são localmente equivalentes.
&

(2) f e 9 estão na mesma K—õrbita, se e somente se,
f e q são equivalentes por contato.

(3) São equivalentes as seguintes afirmações:

(1) f e 9 'estão na mesma C—õrbita.

(ii) f*mp.Co(Rn) = g*mp.CoiRn)

(iii) Existe uma matriz (uij), p>(p , invertível, com
n ,entradas em CO(R ), tal que, fi_=,% uij'qj' ,

onde E = (fl,...,fp) e g = (ql,...,gp).
(lV) Existe um germe de difeomorfismo:

H: Rn XRP,0 + Rnx Rp,0 , tal que

H
n = id e H(graf f) = graf g ;

(R X 0,0)

53 — Lema ªº Nahagama.

Lema_(Nakayama)

Seja A um anel comutativo, com unidade 1

Sejam:
&

1) E e F, A-mõdulos,com E finitamente gerª
do.



2) a: E + F, homOmorfismo de A—mõdulo.

3) Ic.A um ideal, tal que, l-&z ê invertível,
para todo 2 e 1.

Então, se a(E) + I.F = F, segue que a(E) = F.

Coaozãàia l : Seja A um có(Rn)—mõdulo finitamente
gerado e seja E um sub—módulo de A.

Se dim ———ª——— < £, então mâACIB, e B é
R mª+lA+B “

Co(Rn)—mõdulo finitamente gerado.

um

Coaclãnio 2 : Seja A um ideal de C0(Rn).

,Então:
cO(R“) n(1) dim ——Er——-< w <=> Existe 23,1 tal que mn: A .

R
n(“

(2) dim lºlª—l = 9 “> mlC.A .' A “ nR .

54 - Gaamea áinitamenze detenmàuadoa.

Dado f,g e F, diremós que f e g tem o mesmo

ia, se as súas derivadas parciais eh º , até ordem k,
cidirem.'

Denotaremos por qu g .

Facilmente se verifica que wk é uma relação de

k-jª
coiª

equg

valência em F. Sejam -ií = Jk(n,p) e jkf(0) = f(k), aclag“k
se que contêm« fv.

Um germe f e F, diz4se k—deteàminado com nelação 'ao



gnupo G(G ? L,R,C,A,K), se a claSse jkf(0) estiver “conf?
da numa mesma órbita da ação de G em F. ª

Em outras palavras, f e F diz—se k—determinado ”com

/reíação ao grupo GJ se, para todo gve F; tal que, 'jkf(0) =
,

= jkg(0), tem—se g e.G.f .

notação: f k—det G.

Um germe. f e F diz-se áinitamente detcnminado com ng
laçãó ao gnupo GÍG = L,R,C,A,K), se para algum inteiro posª
tivo k, f for k-det G.

Observemos que se f & ko—det 6, então f ê k—dettà

para todo k & kº.

SS — Campo uetonial ao Longo da uh genma.

Seja f e F. Diremos que E: (Rn,0) + TRp é um campo

vetoaial ao Longo de f, se no & = f, onde 'n: TRp + Rp é

'a projeção.
TRPyi"(R",O) -——f—-—» (119,0)

Seja a(f) o conjunto dos campos vetoriais. ao longo
de f .

Pela estrutura vetorial real das fibras de TRP, segue

que .9(f) ê uá Co(Rn)—mõdulo, finitamente gerado por

(ªº of]íç; , onde (Yl""'yp) é um sistema'de coo;i=l,...,p

.; lo—



7denadas nas Vizinhanças de O e RP.

Consideremos A = º(I ) e B = º(I ) , onde
Rp'o Rn'o

I n
" e I denotam os germes identidades (Rn,0->Rª,0)

R ,o RP,0 .

e (Rp,0.+ Rp,0), respectivamente;

Logo, 'A é o Co(Rp)-mõdulo dos germes para OGRP, dos

'campos vetoriais sobre RP. Da mesma forma, B é o Cº(Rn)-
môdulo dos germes para O e R“, dos campos vetoriais sobre Rn.

Dado f e F, seja Tf: (TRn,u;10) + (TRp,n;10), o qe;
me da aplicação tangente para «Elo de qualquer representag
te de f, onde nn: TRn + Rn e np: TRP + Rp São as projg
ções. Portanto, o diagrama—abaixo comuta.

_ Tf _(TRnnrnlO) ————-» (Tanrpl 0)
|

. .

&"n iwp

f(R“,O) ———» (Rpm)

xNestas condições,,se ; é E e n e A, então,Tfo£e(Nf)
e ryof e a(f).

Vamos definir:

tf: B + º(f), tal que. tf(E) Tfoã, &

wf: A + e(f)) tal que. wf(n) ruof

Segue que tf é um homomorfismo de Co(Rn)-mõdulo, e,
wf é um homomorfismo sobre f*z CO(RP) + Cº(Rn).

AÍObservemos que tf e wf são Rélineares.

Consideremos os elementos:
“º(f)d(f,R) = dimR -t-f—(—B—)-

—ll-



º(f)
R wf(A)

a(f,c) = dimR ._ÁLQQ__—

f*mp.9(f)

tf(B)+Wf(A)

d(f,K) = dimR' —-———ºiíl-—-__
.

tf(B)+f*mp.9(f)

Relacionados com estes elementos, temºs:

_Pnap04ição 1—2

Sejam f e F e G = R,L,C,A ou K .

Então,, d(f,G) < » <=> existe um inteiro s, tãl que

3

mi G(f)C.tf(B), se 6 = R

É o(f)c wf(A), se G = L

mi G(f)c f*mp.9(f), se 6.5 C

mí O(f)c tf(B) + wf(A), se G = A

m; O(f)c tf(B) + f*mp.O(t), se G.= K
7

A demonstração é uma aplicação do Lema de Nakayama.
/

Teoaema 1-3 : (MATHER)

Sejam 'G = R,L,A,C ou K, e f e F .

Então, d(f,G) < & <=> f é finitamente determinado
com relação ao grupo G F

_12-



56 — Eópaço tangeníe & uma õabáta de qualqaen um doA gaupoA
£ 2 £ 2

, l___.º___'ª__
Seja G = R,L,C,A ou K

Denotemos por Gk' o subgrupo de G, formado pelos e
lementos que tem o mesmo k—jato que a identidade de G, em º.
Nestas condições, podemos escrever:

R = Rn Kk k' k' ºk : cnKk' º“
A

Lk = LfWKk, Ak =,An K

de um modo geral, G)( = GfiKk. Temos também, k = Rk x Lk

Como Gk é um subgrupo normal de G, e, Gl um subgrupo

e“
Q

mv

x'de Gk' se 2 Z k, então consideremos Gª = (£z_k). Desta '

£

forma, podemos ver Gi, como o conjunto dos Z-jatos de ele
mentos de 6, que tem o mesmo k-jato que a identidade de G,

em º .

Como G atua sobre F, então, esta ação indu213m1ação

de Gi sobre Jª(n,p), da seguinte maneira

G x F » F GíxJº'(n,p) + J£_(n,p)

' (g,f) + q * f (g-(ª),f(ºº)) + q“) * fm = (9 * f) (“

Tomando Gª: Gê, segue que' GÉCIGâ = GR. Sendo Gl

um grupo de Lua tem—se que Gª é um subgrupo de Lie de -Gz,

atuando em J£(n,p). Portanto, as õrbitas desta ação,são sub

yariedades imersas em Jº(n,p). (ver [2]).' Portanto,podemos
falar em espaços tangentes ãs órbitas da ação de Gª sobre
Jump)? '

-l3-



Seja f e F, z—=-f(z) e J£(n,p). Vamos definir uma

aplicação wl: mn.6(f) + Tle(J£ = J£(n,p)), tal que:

(i) nª é R-linear

(ii) nl ê sobrejetiva

(iii) kernel wl = mâ+le(f), e, a partir da qual, terg
mos expressões determinadas dos espaços tangeg

,

tes ã G£.z, para 6 = R,L,C,A ou K.

Para cada 5 e mn.e(f), suponhamos que exista
F: Rn XR,0 XIO + Rp><R,O XIO, onde Io = (—e,e), $> O, Sªtiâ
fazendo:

(1) F preserva níveis, isto é, F(x,t) = (Fl(x,t),t).
(2) P(XIO) = (f(x),0)

ar _ .

1 ar
'

arâE_ = 1 * __E =at (Xlt) lt=0 (“(xlol) [' ' - l & t(xlºv)) g(x) !

onde, P = (Fl,F2) e F1 = (FI,...,FP).
Tómemos w: Iº + J£(n,p), definido por W(t) = Fªl),

onde Ft: Rn,0 + Rp,0 , F£(x) = Fl(x,t). Portanto, w está
bem definido e, w<o> = z = f(ª).

Sendo
9.

apl BF - aF ' a F
Mº==ªº=<i1<om»u.âuxmn u—3(mtnuu—Hom»nw———Jl—3ºª”'

3x1 8x 8x ax ,.wxn “1 il 1

temos que “ '

'le a_ilF ” aªª]?ZFHo»...;WW axlet xna 3x1 ,...,ãxi at
1 1

= (E'(0),...,€(£)(0)), a menos de reordenação.

_—-_ÍZI(O)I...'ax1_-_-àat.(0)l. .I_£(0)"..I—__-L_(O))=

_14-



Então, colocando,
£ ,

'

n . mn.e(f) + TzJ
&

/ z, _ d (1)
E + " (€)-'a? Ft & (a'(o>,...,a(ª*<o»,

t=0
. ., -

'

teremos:
(a) nº(a) independe da F 'tomada

& R—linear(by(b)_w
£ Nsobrejetiva (dado v e TzJ , então v e R ,

(“D-l(c) «

para algum N; “Logo, _ê possível encontrar-
.e e mn-º<f). tal que, «<€'<o>,..,,a(ª)(o» =.v> . .

“(d) kernel "nª -.- m'ª“
n º(f), “uma vez que, “E está defi—-

da em 'mn.6(f)w e: para cada E & mn,9(f), "I(E) =

==(€(o),...,s(ª)<o>). ' '

Logo, a "1 definida,.tem as propriedades fixadae inª
cialmente. Mostremos agora,.que dado 5 e mn.e(f), existe .E

nas condições tomadas. De fato: se, 5 e mn.e(f) ?. então ,

g(x) = (f(x); El(x),-.m,5p(x)). ?

Seja - à: R“xR,0x-Iº + RPXR,0>< Iº, tal que“? rum)
= (tEllx) + fl(x),...,t£p(x) + fp(x)7 t): Onde f =(f11..%7fp).
Facilmente se verifica que, F tem as propriedades— exigidas,
para definirmos n£(€)-

Daí, temos a

Pnapoaição 1—4 :

Seja f e F, 2 = f(z)._ Então, Tz(Gâ.z) ê igual'ã:
(1) nª(tfmãªªlnn, se 6 ela

(ii) "£(wf(mâ+lA)), se G = L
_

É

_15-



,(111) n£(mãf*mp.6(f)), se G = c

k+lz

..
(iv) w (tf(mn B) + wf<mâ+lA)), se 6 = A, e ,

(v) nª(tf(mã+1B) + mãf*mp.e(f)), se e = K .

Provemos agora, a

Pnapoaição 1—5 :

Seja f e F

- . — k+l(1) se f e k—det R, entao mn G(f)C-tf(mnB)
. . — k+l(li) se f e k-det L, entao mn G(f)c wf(mnA)

(Dl(iii) se f k—det c, então mã+10(f)c f*mp.e(t)
(iv) se f é k-det A, então mã+;6(f)c tf(mn.B) +

' ' + wt(mn.A)

(v) se f é k—det K, então mã+10(f)c tf(mnB) +

+ * .Of mp (f)

Pnoua :

Provemos (v). Para os demais casos, segue raciocínio
análogo.

Sejam f k—det K, %> k e 2 = f(l) e J£(n,p).

Seja E = n-l(n(z)), onde #: JL + Jk é a projeção cª
mônica. se g(z) e E, então «(g(zh = «(z), isto é, gaº=fad.

Logo, existe H e K, tal que, H'*f = g. Segue então que

qm = (H*f)(2') = Hm * f(º') e “K.

1Portanto, 2 E E e EC K .z . Como n é uma submeg

sã , temos-que E é uma subvariedade de Jª(cod E = dim Jk).

—16—



o , ” £ '

Entao, TZE csz(Kº.z). Das definlçoes de E e n , segue
_º'k+lque TZE ' “ (mn O(f)).

Temos então, wª(mã+19(f))c «£(tf(mnB) + f*mp.6(f)) ,

com kernel wl = mâ+16(f).

portanto, mâ+le(f)ctf(mn8) + f*mp.e(f) + miªmi) ,

com '2 >k .

Consideremos: M = tf(mnB) + f*mp.e(f),
N = M + mk+le(f),

I = mn,

M ci» N , inclusão de Cº(Rn)—mõdulo e,
£ = k-+l .

Como M + I .N = M + mã+26(f)a M + mâ+16(f) = N, segue
por Nakayama que, M = N. Portanto, mk+1e(f)c tf (mnB)+f*mp.C-)(f).

Temos ainda, os seguintes teoremas:

Tzonema I-ó :

Seja f e'F
*

Se mªtem: tf(mnB)+ f mp.e(f), então f é (k+l)—det K.

Teoaema 1-7

Seja f: Rª,o + R,0

k af af k+l - .* Se mnc mn.<'5;— '55— > + mn , entao f e k-det R.,...“,1 n

Oboenuaçõeó:

k(1) f e F, k-det K ==> mn+lemo tf(mnB) + f*mp.e(f) <=>

_17_



+ -

<=—.—.> mí lG)(f)c tf(mnB) + < flw-Jp > -º(f) : 'onde

f = (fl,...,fp). Portanto, se f & k—det K, temfse
af. af.k+l J . J .m“ C <axl,..., axu, fl'...

da j : ly'eoo'p

k'(ii) f e F, k-det R ===> mn+lG(f) : tf(mnB).

rfp) oCO(Rn) | para Cª

Portanto, se f é k—det R, tem-se para cada j=1,nnp,
af. Bf.k+l : n

mn <: <
9x1 ,..., iii > .CO(R ).

(iii) f e F, k—det c ===> mª;*1e(f)_c f*mp.9(f).

Logo, f k—det Cr==> mã+l

<...57 - Inuaniança do gnau de detenminação.

Neste parágrafo, mostraremos que se um gexme

kfdet G, onde 9 = R,L,A ou K, então, todoE g e A.f

k—det G. Formalisemos tal resultado, através do

Lema 1-8 :
1

Sejam f e F e G = R,L,A ou K.
,,

Se f ê k—det G, então, todo elemento da A—õrbita

f é k-det G.

Pnova :

(1) G =4R

Sejam (w,?) e A e f k-det R.

-l8—

nª' < fly-.o'fp> ' CO(R ).

f (D:
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Suponhamos que [(upnP) * f](k) = g(k) , com q e F.'

Então, ('i' 0 f o xp—l)(k) =g(k) => f(k) =(?-1 o g o xp) (k),

Como f é k-det R , existe A e R», tal que,
f = “&'—l o 9 01,0 o A. Donde segue que ('Pr'i') * f =

=90w0Ã0w-1 = (woA_low—l)*ge R.g .

(ii) G = K

Sejam (V),?) € A e f" k—det K.

Mostraremos que (ID,?) * f = “P Of DID—1 ê k—det K.

(k) —1 (k)Suponhamos que g = (Wo fow ) , g e F.

Segue então que, f(k) = (“l'—lo go ID) (k)
. Sendo f

k—det K, tem—se ªll—lo gow e K.f . Como A é um

subgrupo de K, e K estende 'a ação de A sobre

F,.segue g e K.f (basta aplicar (KP , “P) &

W'logow).
' geK.f <==> fe K.g<=> (xp,?) * f=Wofow'le K.g <=>

.<==>geK-.('yofow'l), '

(111) G = L,Á

Demonstra—se analogamente ao caso (1) .

ss - recaema ªº Divióãa gg WEIERSTRASS

Teonema I_-_9 : (DIVISÃO)

Seja a(x1,...,xn) e R[[xl,...,xn]], regular em xl, de

ordem h . Então, qualquer que seja b(xl,...,xn) e R[[xl,...,xn]] ,

existem u(xl,...,xn), ri(x2,...,xn) e R[[xl,...,xn]] ,

blg—



(i = 0,...,h-l), univocamente determinadas, tal que:
'

.

_

. h—i
'

ib(x1,...,xn)=ru(xl,..,,xn).a(x1,...,xn)4-iªori(x2,.4.,xn).x1

Teonema 1-70 =

Seja a(xl,...,xn) e R[[xl,...,xn]], com a i 0 ;

Então ª é regular. Podemos ainda supor sem perda de

generalidade, que seja regular em xl.
A partir de (1—9) e (1-10), vamos demonstrar o:.

Teoaema 1-1? :

Sejam p1,...,pr e R[[x1,...,xn]] , tais que ,
pl(0) = ... = pr(0) = 0 . «

.

R[[x1,...,XnJJ
_, ºSe r«n , eneao, dimR < Plr'--rPr> - ..

1!

Pnova :

(a) Seja r = 1 . Se pl-E O', nada temos que provar.

Suponhamos pl ; O. COnsideremos por (I—lO), pl regª
lar em xi, de ordem k .

xml, . . . ,xn]]
Logo, por (1-9), podemos considerar ————:—-——í——e— ,

como um eSpaço vetorial real, gerado por elementos da forma

h-X-l ie (X ,...)X ).,X .»
180 1 2 n 1

Sendo 1132, segue que dimR ___—_,w—m =“: no
_

o ou p2 “=* O , nada temosadg(b) Seja r = 2 . Se p1
monstrar. -SupomhamOS então, prp2 ? O. Por (I-lO),— p1 e

-2o—



p2 são regulares.' Consideremos esta regularidade,em relação
ã xl, ftâl que, pl é de ordem hl e pz, de ordem h: ,

com h1 í h2

An , lªnSejam: B = , C = ª—4——— ,-n (pl) _4
n <p1p2>

pl: An + Bn' pz: Bn + Cn, as projeções canônicas,

onde, An = R[[x1,...,xn]].

Por (1-9), p2(xl,...,xn) = ul(xl,.",xn)qãfx1,,..,xn) +

h-l
. i _ ”.+ íâoei(x2,...,xn).xl , onde, ul, eº'f"'6h1'1 , sao univg

camente determinadas.
hl—l -

' i=0
Vamos definir:

Ro:'Bn -+ R[[x2,.i.,xn]], por:
hl—l

=
' i = ,Rº(g(x1,u.,xn)+<pl>) Ro(iãori(x2,.",xn)xl4-<p1>) rºgx2,...,xn).

Peia unicidade_garantida em (1-9), segue que Ro está
bem definida, e é um hoáomorfismo sobxejetivo de R[D<2...,XÁH-

' módulo.

É fácil ver que Rº(< 01(p2) >)II < Ropl(p2) > , em

R[[x2, . ,anJ .

R[[x2,..Ç,xn]] .

.

—————————— , definida por:“Seja “E :'B +
0 n 1 < Ropl(p2) >

Ro(a) = R0(a) + <Rºp1(p2)>. Nestas condiçoes, Ro e um homº

morfismo de R[[x2,...,xn]]-mõdulo, sobrejetivo.

Bn ” R[[x2,...,xn]]—'-=.— _ ,———-+——— . Como <p(p2)>CKerª'â ,Ker Rº < Rººl(P2) > '
1 * ºLºgº ,

-21-
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Bn '
>, '

. R[[X2,...,Xn]]
.segue que, dimR —————+ = “, pois, dimR —:———e—-?——T;—

=
_ Rº pl Pz<plp2>

(n > 3) .
'

R[[xl,...,an] _
R < Plzpà >

Portanto, dim

(c) No caso r3_3, a demonstração é feita por indução sº
bre r, [seguindo raciocinioxanãíogo ao (5);

Teonema 1-12 :

Sejam ol,...,pz: Rn,0 + R,0 , com n>:z'.
,”, cº (R“)

Entao; dimR = º .
<p1' . . . 'pz>

Pnova :

Por (E8]—Teorema de Borel), existe ,w: Có(Rn) + R[[x1,

...,xn]], R—linear e sobrejetiva.. Portanto, o diagrama
IP

cºm“) ———> R[[x1,...,xn]]

«ll
"

luz

C (R") E R :: x] ,*? ___+_ªlL_LlL ,cmMm,m&r
(pl'...'pz> w <pilO'le'z >

“1 , "2 são as projeções canônicas, e, 'W' é Qefinida por

ª(f + <p1,..-,pz>) = W(f) + w<pl,...,pz> (na construção dada

por Borel, tembs ainda que W é um homomorfismo de anéis).
- __ .

.
.

'

cºm“)
Como W. é sobrejetiva, segue que dimR —————————-=m,

- (pit-ovppz>
REExl'n-olan] _

.

R <tpr(p1),. .' .,w(pz)> ' (º >“ 'pois, dim

-22_



(b) EXTENSÓES JACOBIANAS DE IDEAIS

' As noções e resultados citados, encontram—se em [6]. R$

gistramos porém, que as demonstrações dadas,foram por nós adaº
tadas.

59 — Paeliminaaeó

Seja An - R[[x1,...,xn]], a álgebra das séries formais,
nas indeterminadas xl...;,xn, com coeficientes no corpo dos
números reais. Um elemento ª de _An, serâ denotado por
a = 2 ãj , onde *ãj significa a parte formal homogenea do

3'_>_º '

do grau j .

venotemaó por m(n), o subconjunto de An, constituído
dos elementos com parte constante nula, isto é, mm) = [aeAnI

, ãº =O). Segue imediatamente que, m(_n) ve um ideal de An, gg
rado por Xi,...,xn.

'Lema 1—1]

a e An e An-unitario <=> aº # O .

Paava :

Se a é An-unitãrio, é imediato que ãº # O .

Se ão # O , tomemos 5 = ÁL-.a = 1 + E 51 = 1— c

.Como (ºs]s>l é uma família somãvel, tomando ds= 1+ C +

...+'cs , teremos (1-—c).ds— 1 = ;cs+l e míãã . Desde 'que

_23-



rx i, = = i
111 m(n) [O], tomando b 1 + iªlc , segue que a. qua u ?

é o único ideal maximal de A .C ' '
= .onaZaaao m(n) n

510 - Hamomoaáiómo de R—ãlgebaaó

Sejam Ap = R[[yl,...,yp]] e An = R[[x1""'XJ] duas

R-ãlgebras.

Consideremos' f: An + Ap, tal que

(i) f(u-+v) f(u) + f(V)

(ii) f(u.v) f(U) + f(v)

(iii) f(a.u) a.;(u)
(iv) f(l) = 1 , u, V E An' q e R .

Nestas condições, diremos que f é um homomonóiómo en
tre as R—ãlgebras An e Ap

(Como podemos observar, f transforma elementos An-unª
)Cm(n)tãrios em elementos Ap-unitãrios, e, f(m (p)'

PnOpOALção 1-7? :

Sejam Ap = R[[yl,...,yp]] , An = R[[xl,...,xn]] e

ul,..o'up e m(n)

Então, existe um únioo homomorfismo de R-ãlgebras f:
AP + An , tal que, f(yi) = ui , i'f 1,...,p

Pãova -

.—24i



(i)'existência
p

'

p — —

a e A , a = ã + E a y + X a y.y + ..;, com,p o i=1 i 1 iii ij 1 j
ãº, ªi""º R .

º ÉDefinamos f(a) = ã '+ Z a.u + a u u. + ... .o i=1 1 1 iii ij 1 ]

Logo, f é um homomorfismo de R—ãlgebras, com

f(Yi) = ui ' pªrª 1 = Ilan-[p .

(ii) unicidade

Sejam f,g: A + A" , homomorfismo de R-âlgebras,P
com f(yi) = g(yi) = ui _, i = 1,...,p . Se aEAp
é um polinômio, então f(a) = g(a). Seja b e A ,P

b=bo+ooc+br+br+l+...=B+B ' . ºnde
1) — br+l + e mm) . Seguenque f(b),9(b) Gram),

portanto, f(b -5) ,g (b- 13“) e na; .(D

Mas, f(b-B) = f(b) - fã) e g(b-E)=g(b)—g5)=
= g(b)—f(É). Logo, f(b) — g(b) e míâã , para tº
do rglj ' '

Portanto, f(b) = g(b) .

.Conolãaào : Seja f: Ap“º'An , homomorfismo de R-ãlgg

bras.

Então,' f fica determinada por f(yi), i,= 1,...,p .

PhopOALção 1—13 :

Sejam yi,..l,yn e ª(n) .



É“ Então, yl,...,yn geram m(n) , se e somente se,
., 911""!9n1 geram os polinômios homogeneos do primeiro grau

de An = R[£xl,...,xn]].

Paoua :

(=>)

W e m(n) ' W = G1 + G2 + .o- . com y1,,..-:,Yn geral“
m(n) , então existem bl,...,b'n 9 An , tal que, '.w = bly1+
+ ... + bnyn . Logo, w1 = 510Y11+"'+bnoyn;1" onde .bio e
o termo constante de bi .

.

Portanto, ªl é gerado por ?ll""'çnl . -Em particg
lar, tomando w = 91 , segue o resultado.

(<=) Sejam zl,...,zn e m(n) , definidos por: ;

' (1)z = x + E a . x x. + .... l 1 iii ij 13

(2)z = x + Z a . xlx. + ...
j

2 2
, i.<J ij i ]

_ (n) —

.

.

z — x + Z aij xixj + ... , onde os coeficientes
são reais.

Afirmamos Que x1,...,xn e R[[zl,...,zn]],

Sejam:



- _ _
' 2

à íul — zio > u1 x1io e m(n)
!

: (io) 3lu = z - a 2 2 => u - x e m
:

2 io i<j ij ;) 2 10 (n)

X
(10)

u = u a & 2 2-2 > u x
i

3 2 iíjík ijk i ] k 3 º (n)

i o . o o o o o . o o o o o o o o o o o o o . o

%

;” . _, _ r+1tur ' _006 “> ur xiiº e m(n)

... 111. + xi e R[[zl,...,zn]] (Tºpologia de Krull em
º

R[[z1,...v,zn].] )

Logo, _R[[x1,...,xn]] = R[[zlf"º'zn]]'
Vamos agora, construir elementos' WI,...,W

*

que sen '
expressam através de yl,.ÇQ,yn , com coeficientes reais.

“como ?11""'?n1 são linearmente independentes no eg
paço vetorial real-, dos polinômios homogêneos 'do primeiro grau,.
nas variáveis XI,...,X segue que:n*'

r— = ,

“kynl = anlxl + ...X'F annxn , aíj GR] det(ªij) # º '

. _  —1' », —

&Considerando (bij)-(aij) : segue que] xi: % bijyjl'
i=l|ooolno

Tomemos wi = E bijyj , i==l;.;.,n. Disto Segue que:
. Vj' .

.

__ (i)
wi—xi + X—ij kaj+ooo ' i=1,._..,n..

-27-



Logo, pela construção inicial, temos R[[xl,...,xn]] =

= R[[wl,...,wn]].
Por outro lado, RÍÍWl'f'erinª RHYI....,yn]]-C

: R[[xl,...'xn]].
Portanto, R[[xl,...,xn]] = R[[yl,...,yh]].

Seja D: R[[xl,...,xn]] + R[[xl,...,x4], uma aplicação
satisfazendo:

(i) 0 & R-linear.

(ii) D(a.b) = ao(b) + bD(a) , a,b e R[[xl,...,xn]].
(iii) Danann mªix ,x r_>_2 .

Nestas condições, diremos que D E uma deniuação -em

R[[Xl""'xn]]'
Para cada 1 = l,...,n , definamos uma aplicação "8

5xi'

gªz: R[[xl""'xn]] +.R[[xl,...,xn]] , linear , tal que ,

Logo, 5%; e uma derivação em R[[x1,...,xâ]], e, é

única nestas condições. Temos ainda que, se D é uma derivª
çao em R[[Xl""'xn]]' entao existem series formais u1 ,

_

u "'—_ .
1 i GX....,un de 3[[xl,...,xn]], tais que, D =

i
IIMS

1

512 — Extensõeó jacabianaó ªg Ideaió

-28-



Seja ZC'm(n)' um ideal e 5 um inteiro positivo.
A extenóão ó—jacobiana de I, é definida como sendo o

ideal I+ I', onde o T' é o ideal gerado pelos determinaª
af. '

'

tes das sub-matrizes s xs da matriz (sçl), com fj e 1 .
' i
notação: ASI = T+ I'

Paopaieàadeó :

c - »1,11,12 m(n) , ideais

(l) AmI=I se m>n.
(2) I = An+11c Anlc An-lIC C AlIC AOI = An .

(3) Al(Ii-f12) = Alll + Allz .

(4) Al(11.12);;1(A112) + Izmlíl)
C. " C .jS) Se 11 12«, entao AiIl Aiíz , 1 e N

(6) Se fl,.Ç.,fp são geradores de I , então Así =I«+I',
onde 1' € o ideal gerado pelos determinantes das sub

af- .

—matrizes sx s , da matriz (Sªl) , i = l,...,n e
.

1
] = l,...,p
Observemos que-na propriedade (4), pode ocorrer inciº

são estrita. Para tal, basta considerarmos:

; ' “

. _
'

_ 2

513 — Siótemaó de coondénadaó de R[[xl,...,xn]]'___—___?—

Sejam yl,...,yn E m(n)

'—29— fio;,
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Diremos que yl,...,yn , constitui um biótema de cocª
danadaó de An'= R[[x1,...,xn]], Se eles gerarem m(n) .

Portanto, Yl""'yn e m(n) é um sistema de coordenª
das de An , se e somente se, 911""'9n1 constitui uma bg

. m(n)se do espaço vetorial real 2 .
m(n)

514 -.P0ózo É nulàdade (Conank) ªg ªº idea£.1 c:m(n)

Seja IC: m(n) , um ideal. Definimos como pºéto do

ideal 1 , e denotamos por rkI ,f'ã dimensão real do .espaço
2

. I+-m «

vetorial real ——í—£ªl . Definimos uªlidade de I , como seª
“(n)

do o número* n-rk I .
X

14-mí )
_ _____JL__Portanto, rk I—— dimR 2

m (n)
e nulidade I = kr I =

= n — rk I

. Observemos que os elementos de I , com partes lineª
res linearmente independentes, não necessariamente geram' I .

Para vermos isto, basta considerarmos A2 = R[[xl,x2]], I =

= <xl,xã> . Neste caso, rk I = 1 , e, 1 # <x1> .

Se 'IC m(n) , é óbvio que rk I i n .'
]

Lema 1-14
___——

, ideal.“Seja 1: mm)

Se rk I = r , então ArI = An .

Paopobição 1—75
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Seja IC: mm) , ideal.
Entao, ASI: mm) <=> rk I < 5 .

As demonstrações dos resultados acima, são imediatas.

Seja Ic m(n) , um ideal, com rk I = r. Então temos:

1 = An+lIC AnICAnflIf-T .... : Ar+2IC Ar+11<=m(n)C-Arl = An.

515 — apenadon 6

Seja Ic m(n) , um ideal, com rk 1 r . Então, defi“
nimos como extenáãa caítica de I , e denotamos por ,61 , ao

Aideal Ar+ I . Portanto, 61 = A 1l r+l

516 — Símbolo ªg Boandman ªg um ideaz Ic m(n)

Seja h: m(n) um ideal. Consideremos a sequência

I= (illizlo-o'ikleoc)' ºnde il=kr I ' iz=kr 61,50. ,.
ik = kr ôk'lz,...

.Definimos como ólmboto de Boaadman do ideal 1 , a se
quênoia I = (i1,12,.;.). Denotemos I = I(I) .

Pnopniedadzó :

(n nziizizg_.u,zo
(2) I C: m ideais, com If: 12C113 .(n) '

Se I(Il) & I(I3) , então, I(Il) = I(Iz) = I(I3)

1'12'13
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(3) Il,IZ<: m<n) , ideais, com I;: 11 e I(Il) = I(Iz).
Então, nada garante que 11 = 12 .

As verificações de (1) e (2), são imediatas. Quanto &

propriedade (3), basta tomarmos em A6 ! R[[x1,;..,x6]], os
ideais 11 = <xl> + <x2,x3>2 + <x4,x5,x6>3

.

e, 12 =

= <xl,x2x3,x4x5x6> .

_517 - Algebna daa Aêniea tnuncadaa

.A
Dªdo r ' 0, 1, .ao, sejª An(r) . “'à. Se w: An*An

m
.

(n)
é um automorfismo, então W(m7n)) - mín) . Portanto, Anlr)

independe do sistema de coordenadas considerado. Segue ainda,

que An(0) : R e An(r) e uma R-ãlgebra.

Sejam nr: An + An(r) e "riª An(z) + An(r), ,L 3 r ,

as projeções canônicas.

Pnopaóiçãa 1—16 :

' Seja IÉE An(r) , um ideal. Então, o símbolo de Boarª
-lman de ur : , é da forma (11...L,1r,o,,..).

Baseado nesta proposição, definimos—como símbolo de
Boardman de 1, i sequência (il,...,ir), e denotamos por

.

Ir(1) . (il""'ir)'
Pnopaóição 1417

Seja Ic:m(n) um ideal, com I(I) - (il,iz,...) .

Entãº, Irhrríz) . (il'ocopir) .
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Pnapobição 1—18

Seja 14; An(£), um ideal, (& : r) , com I£(1) :
= (il,.l.'ir'l..li£)

Entao, Irwrll) = (i1,...,ir) .
_

518 - Símbolo ª Boa/cdman de um ideal. Ig: CJR")——

Seja f: R“,o + RP,0 , isto &, f e F , onde E =

: (f1,...,fp). Denotemos por <f> = <fl,...,f > , o ideal ggP
rado por f1,...,fp , em Co(Rn) .

l, : l 2 r r _Sejam. fl fl+fl+...+f1+? , ,fp fp+
+ fz + ... + fr + ?r , onde iª é a parte homogênea de f ,p p p * i ' i

r+l_de grau 5 , em .xl,...,xn , e, É? e m" (1 - l,..,,p ;
S . l,...,r)._

Como An(r) pode ser considerado como o conjunto dos

polinômios em xl,...,xn , com coeficientes reais, de grau g;,
1 1então, <fl + ... + fã , ... , fp + ... + f;> pode ser coª

siderado como um ideal em An(r) .

1“ . , 1 :notaçao. <f>r <fl + ... + fl , ... , fp :+... fp>tAn(r) '

Definimos como Aímbolo de Baandman de andem r de <f>,

ao símbolo de Boardman de <f>r em An(r) .
I

notaçao: Ir(<f>) = I(<f>r)

Lema 1-19 :

Dado f e F , existe ro e N tal que, para r' 3 ro ,
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tem—se ir' = irº em Ir.(<f>) .

Baseado neste lema, dada f e F , definimos como Alm

boia de Boaadman do ideal <f> de Cº(Rn), ã 'sequência
(i [no.,-Í. , i l i ll. rº ro ro .

to e, If =
... ), ã qual denotaaemaó poa If , ig

(i ,...,i Ii , oo.) .l . ro Aro

519 - Conóidenaçõeó ginaíó

Seja f: Rn,0 + Rp,0 , rk<f> = r .

Então, existem w e R , W e L , tal que a expressão
de um representante de f é dado por:

Vfw(xl,...,xn)==(x1,...,xr,gr+l(xl,...,xn),...,gp(xl,...,xn)h
onde gi e má , i = r +1,...,p .

Por outro lado, se f é k—det G , onde G = R,L,A,K,

então existe H e G , tal que, H * (“l' of om)(x1,...,xn) =

= (xl""'xn' hr+l""ªhp)' onde hi : h1(x1,...,xn) ,

i = r+1,...,p , são polinômios de grau :)c, com coeficieª
tes reais, e são elementos de mi .

Como, f & k-det G'<=> ? of 019 & k-detG “n*(Wofow) .

ê k—áeth , H'e G , segue que:

Se f & k—det G e rk<f> = r , então podemos consi
derar f(xl,...,xn) = (xl,...,xr, fr+1""'fpí , onde fj =

_ 2 — . .
— fj(xl""'xn) e mn e fj sao polinomios com coeficieg

tes reais, do grau ík , (j = r+1,'...,p) .
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C A P I T U L O II

RELACIONAMENTOS ENTRE DETERMINAÇÃO FINITA gg

% GERME, gig POSTO g 5,5 DIMENSÓES vos ESPAÇOS

51 - Pnetiminaàcó

Com o intuito de facilitar a leitura deste trabalho,
convencionemos como:

m+£-l
pm(£) : ( , o número de coeficientes de um pgz linõmio homogêneo genérico, do

grau £, em m indeterminadas;

n , a dimensão do espaço—domínio:

p , a dimensão do espaço contra-domínio;

r , o posto do ideal <f> ;

k , o grau de determinação do germe;

11 = (n-r) , o primeiro índice de Boardman do ideal
<f> ! e:

'

j1 = (9 -r) , o primeiro Indice demThom do ideal <f>.

Se q é um polinômio, então escreveremos. g=gº+u.+gs,

onde gº éo termo constante, e gi(i_>_ 1) é aparte homogênea

de grau 1 . Logo, se g(O) = 0 e g i 0 , então 9 =

t+1= gt + g + ... + gª .

Vamos agora, estabelecer algumas relações entre os ele
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mentos n, p, r, k, il é jl .

52 — Eótudq ªº gnupo £

Teonema II-l
Dados r_>_0, k_>_2, p>0, com p>r+'k+1,existe

GK(r,k,p), tal que, todo f: Rn,0 + Rp,0 , com rk<f> 5 r &

Pnoua :

Suponhamos f: Rn,0 + Rp,0 , com rk<f> = r, k—det K.

Por (1—5 e 1—518), 'segue que

mk+1
“

º(f) tf(mnB) + <xl,...,xr, fr+lpooolfp> .6(f) '

ºnde fº = f? + oo. + fk! ' j = r+llooovp .' J J J —

.

'
' k+1Portanto, dados tal,...napemn .,existem El""'€n Emn

e wij e Co(Rn) , com " i,j = l,...,p , tais que

: P
u = E + E x w + 2 E m1 1 igl i 11 i=r+1 1 11

1 r P
; “r ª ªr + igl xiwri * E 'fiwrii=r+1

Á r af af
: r+l r+l
1 u : g + E E + 121 X w 2 f W '
?

r+l i=1 5xi i i=r+l 5x1 1 i t+l, i+ i-r+1 i r+1,1

':

. . . ' . I . . . . . .

“É aí n af
X +?E + E + x wi f w .Lu? i=1xi i i=r+l xi i i=l ip 1—r+1 i Pª
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0 eTomando em particular, ul; Eur ur+l""'up
polinômio homogêneo do grau k+-l , em Xi,...,xn , ” teremos
necessariamente, a existência de:

1. para i = 1,...,n : Ei = Ei + ... + E?

2. para i,j = 1,...,r : wij = wíj + --- + Úâgl

3. para iír, jir+l: wij = 11123. + + WÍSZ

4. para i_>_r+1,j_f_r: wíjáw'iªj
5' Pªrª irjzlr+l : wij = wâj + _._ + wíãl

Exploremos o grau de liberdade dos gi , i = 1,...,r ,

em 2. e 3.

Logo,

(pºr)pn(k+1)4 (nºr)[pn(k)+.u+9n(2)] + rçp-mnm +

+' (p-r)2[pn(k-l)+...+pn(l)] + r2[pn(k-l)+...+pn(l)] +

+ :(p—r)[ pn(k-2)+...+pn(l) + 1] , onde:

(n—r)[pn(k)+...+pn(2)] = número de. coeficientes dos

r(p-r)pn(k) = número de coeficientes dos wij' i 3 r+l
& jír:

(p-r)2[pn(k—l)+...+pn(l) + 1] = número de coeficientes
dos-». ªlia" , i,j ; r+l;

r2[pn(k—1)+...+pn(l)] = número de coeficientes dos wij'
i,j í r ,

,

é r(p-r)[pn(k-2)+...+pn(l) + i] = número de coeficientes
" dos wij" i<__r,j ir+l.

Portanto, temos:
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2 2 , n+k-1
(p-r)pn(k+l)º-npn(k)5_r(p-r-l)pn(k)4-(p -pr+r +n—r)

k—l
—

2
— [(ner)(n+l) + p f2pr-+2r24-r(p-r)pn(k-l)].

Desenvolvendo, teremos:
kE-r-k-1)' k+l + ( k(p-r-k-l) - 2r(p-r-1) )

k
(+

(k+l)! “ zk! "

1+ ak_l(p,r,k).nk_ + .;. + aº(p,r,kí í Ó .

Sendo p >r+ k+ l , [então o coeficiente do termo dom;

nante & positivo, acarretando que existe GK(r,k,p), tal que,
para n > GK(r,k,p), a deeiàualdade ocorrerá em sentido coª
trãrio. Temoé ainda mais, isto é, dados rio , k_>_'2 e p > 0,

com p >r+k+ 1 , é possível encontrarmoe '9K(r,k,p)b, com a

propriedade:
,,

"Para ni>eK(r,k,p) e r'5_r , a desigualdade ocorrerá
em sentido contrário". Com isto, o teorema fica demonstrado.

,.

Exemplo :

r+lSeja f: R ,0 + Rp,0 , p_3.r+l , definido por

f(xl,...,x = (xl,.;.,xr, xª+l, 0,...,O) . Comor+l)
2
r+l

2l""'xr' xr+l r+l>C<x >..CO(Rm , então, por (I—6)

segue que f é 3-det K .

Portanto, dados rio , k13 e 'p>r+k+l , tem-se
exemplo para o qual 6K(r,k,p) # O .

Coaclãnio l :

Dados r =O , k32 [e p > k+l , podemos tomar

'eK(o,k,p) = p(k+l) - (E+z)
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Paova :

Seja «f: Rn,0 + RPLO ,. k—det K , com rk<f> = O e

p > k+l . Então, temos
2 (

n+k' 1.-

p'pn(k+l) 5 npn(k) + (p '+n)- )-- [n(n+1) + 92.] “>

“ 2 n+kçl «

==> pphxk+l).í nPnÇk) + (p +n)( . <_>
,

&

<=> (pªc-mz + [ek = k(k*l)]n =— kçkumª 5 o ,

Tomemos ?(xf - (p—k—1)x2 + [pk-k(k+l)]x - k(k+l)p2-

: (p-k-l)x(x+k) - koe-nbª; p—k—l > o .

_
.

'Como HO) <o e, “(p-NMD; (k+1)[(p.-l)(p(k+1)—l)-kp2]-

' (k+l)[jp2 - (k+2)p + l]'> O , uma vez que p > k+1 .

Portanto, se W(x) 5 O , então xii p(k+1)-(k+2). Bag

ta pois, tomarmos ,eK(o,k—,p) : p(k'+1)_-_ (k+2)

Conolãaio £ :""ª"**" ª,
. Dados kgz , p.>0 ,”jlio“, com'pijllkú , existe

nº - nº(kl,p,jl)' ral que, para nino“, todo :: ._Rn,o + Rpm

tendo primeiro índice de Thom à 31 , não & k—det K .

Teanema 11—2 :

Dados rio , k_>_2 , «11.0 , - existe WK(r,k,q) tal
1

que, todo £: Rp*q,0 + RP,0 com rk<£> 5 : Íe p>'WK(r,k,q)i
não & k-det K .

Pnova :
]

Seja f: Rn,0 + Rp,0 k—det K , com rk<f> = r..
Da demonstração do teorema II—l, segue que;
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(p-r)( + +k)..,( + ) í (p+q)jg+q+k—l)...(p+q) +
(ka—ly"!

_

k !

"' I(P'rªl) ( .+ +k—l)"º'( + +[p2+'(l—r)p+r2—r+q] W) ..kª * (k—l) !

— [(p+q—r)(p+q+1)+-p2-2pr-+2r2-+r(p—r)(p+q+k'2)']'(p+q) ] =>
(k-l).

k+2=> p + ak+l (rlqu)pk+l + ... + aº(r,k,q) ; O .

Logo, existe ?K(r,k,q) tal que, para f' < r e

p > ?K(r,k,q) , a desigualdade ocorrerá em sentido contrário.

ExemEZOA :

1. Seja f: 19,0 + 32,0 tal que, f(x1,x2,x3) = (xl,x2x3).
Como m26(f)c tf(m B) + <x ,x .x > O(f), segue de (1—6)3 3 1 2. 3

que f é 3—det K. observemos pois que, para ' r = 1,
'

k 3 3 e q = 1 , tem-se exemplo ende WK(1,k,l) # 0 .

2. Seja f: R4,0 + R4,0 definido por f(xl,...,x4) =

= <x1,x2,xã,xã); De mãe(f)ctf(m43>+<x1,x2,xâ,xã> º(f),

segue que f é 3—det K.

Portanto, no caso q=0 , r=2' e k_>_3 , temos exemplo

- onde WK(2,k,O) # O .

Obóeàuaçõcó : Como vimos, GK e WK não são necesSariamente
nulas.

Conoiãaio l :
I

Se r=q=0 , podemos tomar ?K(O,k,0) = 1+k+k2 .
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Paoua :

Seja f: Rp,o + RP,0 , k-det K , com rk'<f> = O . Eª
.. p+k—1

'

tao, temos; pp(k+1) í pp(k) + (p+l)(' k-l
— (2p+l) ==>

.

. p+k-l 2 2=> pp(k+l) ípp(k) + (p+l)( <=> p -(1+k+k )p—k(k+l)_<_o =*>

x k—l

=> p i 1+k+k2 .

Obóuuagõeó : Se k=2 , então p £ 6 (III—6) [.

ConoLãnio 2 :

Se r=0 , 931. , podemos tomar '?K(0,k,q) = k+k2 .

Pnova :

Se f: Rp+º,o + RP,o , q3;1 , ê kfdet k,com rk<f>=0,

então p3+(2q—k2—k—l)p2-+(qZ-qk-Zq-szk)p —<k+1)(qº+qk)5_o .*

Tºmemos x(x)==x2[k-(k2+k+1—2qg —(qk+2q+k2+k-q2)x -
(k+l)(q2+qk). Seja xa = k2+k+a . Então, A(xa) > o , se

(131 e q_>_l . Portanto, basta tomarmos *I'K(0,k,q)=k2+k

(k32,q31)

Conalãuo Í :

(1) se r=0, q=2, kª?, podemoswtomar “PK(0,k,2)=
= k2+k-l .

"

(ii) se r=0, Aq=3, k=2, podemos tomar “FK(0,k,3)=4.

(iii) se r=0, q=3, k33, podemos tomar “FK(0,k,3)=
= k2+k-3 .

'

Paoua :
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x(xa)

Do corolãrio 2, temos:

(ii) se q

(i) se

(a+2q-2)k4 + (2a+3q—4)k3 + [q2+(4a-2)q + 2(a2—a—1)]k2 +

+-[3wrl)q+-a(2u-3)]k-+[(a—l)q2+26(a-l)q—+a2(a—1)] ;

II N « 52 IIq 0 , temos A(xº)>0 (k12) .

" w 9 II -1 , temos A(x_l)> O (k3_2) .

2
“

Podemos tomar WK(0,k,3) = k +k-2 , logo ,

wK(o,2,3) = 4 .

(iii) se q= 3 , «:=—2 , temos ).(x_2)>0 (k_>_3) .

Portanto, podemos tomar WK(0,k,3) = k2+k-3, se

kàB.

Obóenvagõeóz

Ressaltamos os resultados acima, da seguinte maneira:

RP,O + RP,0 , k—det K, com r=0 => píl+k+k .

Rp+q , ()

RP+2,0

_ Rp+3,0

. Rp+3lº

2

+ RP,o , k-det K, r=0 => p_<_k2+k-l .

+ 119,0 , 2-det'K, r=0=> 1354

+ RP,o ,- k—det K, r=0,.«_k_>_3 => p_<_ k2+k-3.

Como podemos observar pelas técnicas aplicadas nas dº
monstrações, os resultados podem ser melhorados, variando os

valores de k .

Seja

Tal fato, comprovaremos no capítulo III.

Teonema ZI-S :

f: Rn,0 + Rp,0 , k-det K , com rk<f> r e
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"4h

k+. . '+fr+i': ftf r+ie f = (xl,...,x ,...,fp), onde fr' r+l r+i
i : l'un—,p—r .

Então, temos:

(p-r)pn(k+l)5_(n—r)[pn(k—t+2)+...+on(2Ú4-r(p'r)pn(k) +

+ (p-r)2[pn(k-t+1)+...+pn(l)] + ;º[pn(k—t+1)+...+pn(1)] +

+' r(p-r) [pn(k42t+2)+..',.+1] .

Pnoua :

Aplicando o raciocínio do teorema II-l, teremos:

1. para 111: 51 = gf + + gift”
.. _ _ 1 k—t+l2. para 1,33_1 . wij - wij + ... + wij .

3. para iS_r, j3;r+1: wij = ng + ... + WÍ32t+2 .

4 ' ' ' — k
. para iir+1 ,, J_<_r: wij - wij .

S. para i,j3_r+l : wij : wâj + ... + wígt+1

Exploremos o grau de liberdade dos Ei , i = 1,...,r ,

em 2f e 3.

Desta forma, sendo:

(n-r)[pn(k-t+2)+...+pn(2)] = n? de 'coeficientes dos
Ei , i_>_r+1;

r(p-r)pn(k) = n? de coeficientes dos wij , iz r+1 ,

J'_<_r:

(p-r)2[pn(k—t+l)+...+pn(l)] = n? de coeficientes dos
wi.3 ' iljir+l ;
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&f2[pn(k—t+1)+...+pn(l)] n? de coeficientes dos wij
irjír :

e, r(p-r)[pn(k-2t+2)+...+l]= n? de coeficientes dos wij ,

iír , jzr+l,
teremos,

+(p-r)pn(k+l) 5 (n—r) [pn(k—t+2)+...+pn(2)]+r(p-r)pn(k)

+ (p-r)2[pn(k-t+ll)+...+pn(l)] + r2[pn(k-t+l)+...+on(l)] +

+ r (p-r) [pn(k-2t+2)+. . .+1]

Obóenvaçõeá':

(i) para t = 2 , teremos o resultado encontrado na demonâ

tração de II—l

(ii) Se k_>_t>%+l , kZB , então, na desigualdade encoª
trada, não aparecerá o último fator.

Conolãnio :

Seja f: R“,o + Rn,0 , n_>_2 , r=0 e fj = f]; ,

j = l,...,n
Se k338 , então f não é k-det K .

Pnoua .

Se f é k—det K , então npn(k+l) 5 npn(2) + nzpn(1)

Portanto, ,(n+k)...(n+2)3.2. í 9.(k+i)1

Tomando em particular, n = 2 , segue que, k+2 £ 9 ==>

=> k < 7 . Logo, se k 3 8 , então f não e k—det K .

Paop04£ção 11—4 :

Seja f: Rn,0 + Rn,0 , com n3_2 eª r< n , r'#0 “
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2Se f é k—det K , entãoí njjç 4-(l+;)k + 2ra.

Paoua : ,

Se f: Rª,0 + R",o , ê k-det K, (n-_>_2 , 1:32), , então
temos:

+v(n-r)£ªi£LLLÚª < n (n+k—l)...n
_ l)(n-o-k-l)...n

(k+1>—! k! + r(n—r— k!

+ [nz #(l—r)n + r(r-1Ú (n+k-l)...(n+l) _ r(n_r)(n+k—2)...n<_>/ (ªº-D'- (k—l)!

<_> (“_r, Lp+k><n+k—1)n : ln+k—1)n2 + um?“ (mªhnª +
(k+1)! k! k!

4

2 _ . _ (n+k-l) _ r(n-r)n+ [h +'(1 r)n + r(r l)] (k—l)! (k—l)! . Sendo n,k 32,

r(n—r)n < _ r&n-r)(n+krl)segue que n+kºl_<__nk . Logo, “ (k-l)' _ k

“Portanto, (n—r)(n2+kn) : n2(k+l) + r(n-r—l)11(k+l) +

+ [n2+(1-r) n + r(r-1)] k(k+1) - r(n-r) (k+l) <=> 1'1:'3--(k2+rk+2r+k+l)n2 +

+ [(r-nkª + (r2+2r—l)k + (r2+2r)]n — r(r—1)k(k+1) 5 o .

2Concluímos então, que se n_>_k + rk+ 2r+ k+ ]. , a desª
gualdade ocorrerá em sentido contrário, pois, : # O .

Logo, se f: Rn,0 + Rn,0 ê K-det K, com n,k > 2 ,
x

_
rk<f$ = r'fo , r«<n , então, n í k2 + (l+r)k + 2r .

53 - Eótado do gnupo R

Neste parágrafo, mostraremos que ºs únicos germes

f: Rn,0 + RP,O plgz , finitamente determinados R , são os
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germes de submersão e difeomorfismo.

Portanto, nestas condições apenas o l-jato ê .suficieg
te para dizer se o germe ê finitamente determinado R .

PnopOAição 11—5 :

Seja f: Rª,o + RP,o .

Se n<p , então f não é finitamente determinado com

relação ao grupo R .

Pnoua :

Vamos registrar duas demonstrações:
(1) caso n = 1 .

(ii) oaso n 3 1 , isto em virtude de apdicarmos_têcn£
cas diferentes, embora (ii) englobe (i).

(i)n=lrp_>_2.'
Se rk<f> = 1 , então existe w: RP,0 + RP,0 , germe

.de difeomorfismo, tal que, Wf(x) = (x,0,...,0). Como, f e
_

finitamente determinado, se e somente se, wf for,então segue
que f 'não é k-det R, qualquer que seja kªl .

Se rk<f> = 0 , e f é k-det R, então podemos tomar
2 kf = (f1,...,fp) , fi = fi + .). + fi , i»= 1,...,p . Supg

'

nhamos fi ; O , (i'= l,..5,p), pois, do contrário, teríamos
a não determinação finita de f .

5
Logo, fªx) = x 1. hi(x) , onde hi(0) # 0 (i,_>_l)

.

-

.
k+1Sendo f k—det R,,segue que, dados ul,...,up 6 ml ,

existe E e ml , tal que:



a H 5. | x . hl (x).E(x)

Ç: E II
5

x P. hp(x).€(x)

Como plz , tomemos ulEO e uz = xk+1. Portanto,
S p

x .H(x).£(x)p s o , Aonde S = 2
p .

s e Ii(x) = H h (X) .i i 1=1 i1

De H(0) # O , segue que xs.€(x) E O , e, portanto,
s

g(x) E O . Mas isto contraria a identidade xk+l=x 2.h2(x).ã(x).

Concluímos portanto, que f não é finitamente determi
nado R .

(ii) nZZ (n<p) .

Sendo n—<p , e f e Cºº , segue que f(Rn) tem medi

da,nula em RP, e portanto, Rp-f(Rn) ê denso em RP. (Eª
tamos tratando de germes de conjuntos).

Logo, existe 9: Rn,0 + Rp,0 , T

tal que, g(k)(0) = f(k)(0), Rr

b'k e N , e no entanto, pª
ra todo w e R , fw(Rn) #

# g(Rª).
Portanto, f nao é

V

finitamente determinado com

relação ao grupo R .

Vamos agora, estabelecer resultadºs aplicando essenci
almente o teorema I-12 .
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Teonema 11-6

Seja f: Rn,0 + Rp,0 , com n3p_>_2 , e rk<f> = r<p ,_
r # 0 .

Então, f não é finitamente determinado R .

Pnoua :

Suponhamos f k—det R.. Então, podemos [tomar f =
- 2 .= (xl,...,xr, fr+l""'fp)' onde fj = fj +...-bf? , ]Z_r+l .

v._ ªf - af
Afirmamos que mã+161< ;_Eii , ... , ;+1 > .mn .

xr+l xn
_

De fato. Sendo k—det R, temos mã+16(f)c: tf(mnB).

Portanto dados u u e mk+l existem &

.

E e m! ll'º'lp n I ll"'lp nl
tais que:

“1 : E1

ur : €r

í u :
n afr+l

E

É
àf

u = E
& p i=1 3x1 1

Tomando em particular, u1 5 .. 5 ui E O, segueaanossa
£ £

afirmação, isto é, mã+kz < ——£i£ , ... ,
——£i£ >. m .x x nr+l

_

A n

Consideremos q: Rn,0 + Rn_r,Ó , definida por
'

g

; afr+1 afr+l"(_—lº"I—-—)'axr+l axn

-48—



Como' n > n—r e r #vn ,_ “temos que
» cºm") com“)

ªimn"5f*' ã? : dimR
. n ª ”'

< r+l'._.,_5£1ª> Cº(Rn)
. «3].""'gn-r>'co(R )

axr+l xn
' af ªí

onde gl =
a r+l,...,gn_r = -;£iª e gi(0) = O], 1.11 .
xr+l “n -

Portanto, não existe 5 e N , tal que, mãCI<gl,--ygh_z?-
cº(Rª), o que é contra nossa afirmação;

Logo, f não é finitamente determinado R.

çonozãnio l :

Seja f: R ,O + RP,-0 , com n>p32 e rk<f> = rfo .

Então, f é finitamente determinado XR, se e somente

se, f é germe de submersão.

ConoLãxio £ :.
n n ,

'

Seja f: R,O+R,O ., com,n3_2 e rk<f> =.r#0 .

Então, f 'é finitamente determinado R, se e somente

Se, f é germe de difeomorfismo.

PhopOóição 11—7 :

Seja f: Rª,o + RP,o , com p_>_2 e' rk<f> = o .

Então, f não é finitamente determinado R .

Pnoua :

(a) Suponhamos p = 2 .

Se f & k—det R , então temos miªmi“): tf(B)' .
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Portanto, 'dimR _ÉÁÉLÇQ + º .tf(B)

Como a(f) = cº(Rº) x cº(nª) e

Bfl. afl 5,5 ?

ax "' ax ' ltf(B) = [tf(£): ;, em = 1 n 3
:

:51,...,gnecº(nº)l=

axl ªxn L &

,,” afl—É ,( aflx
; 3x1; 8x n= ;

'

51 + --- + En El : -.- , En e CO(R ) —

[
ale af2 «

le axn

_ afl afz afl afz n'<(3—lr)lo-ºr(rir)>'Cº(R)oxl xl xn x

. Lºgº!
' c (Rn) x C (R“)

dimR ª). <+» <=> dimR . º º (+» ,tf(B) af af Bf ªf- l 2 l 2 « n<(â—lí)r-vor(rlr)>-CO(R )

. l l
.

xn xn

o que é um absurdo pois, f e mª , e portanto, elementos de

cºm") :: com“) da forma (1,11) e (11,1), com' h e com“) ,

são representantes não nulos de elementos de '%É%%)'

(b) Seja p i 2 .

g: Rª,0 + R2,Ó , com 9 = (f1,f2) , teremos que q é finitª
2mente determinado R , com q e mn . Mas isto é contra (a)._

Portanto, f não é finitamente determinado. R.

-50-



Conotãnio 1 :

Seja f: Rn,0 + Rp,0 , com p 3 2 .

Então, f é finitamente determinado R , se e somente

se, f é germe de submersão ou difeomorfismo.

Conolãaáo 2 :

Seja f: Rn,0 + Rp,0 , com p 3 2 .

Então, f .é finitamente determinado" R , se e somente

se, f é l-determinada R .

Pãova : ver corolário de III—3.

Óbóenvaçõeó=

Seja f: Rn,0 + R,O .

(1) se rk<f> = 1 , então f ê germe de submersão, e po;
tanto, é l-det RV.“

(ii) se

1.

rk<f> = 0 , náda podemos afirmar pois:

Dado kg 2 , existe 9: Rn,0 + R,0 , tal que

rk<g> = 0 , e g ê k-det R .

_ ,2 2 kPara tal, basta tomarmos g(xl,...,xn)—xl+..._+xn_]«_I-,xn .

k—l k—l -» n-
'

,Como mn c:<xl,...,xn_l, xn > .CO(RW) , e pottaº
k k—lto, mn<= <xl""'xn-l' xn > .mn, segue de (1-7),

que q é k-det R .

f: Rn,0 + R,O , n_>_2 , definido por f(x1,...,xn) =x]2_,

não é finitamente determinado É
.
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54 - Eótudo ªg gnupa C

Teckema 11-8

Seja f: Rn,0 +Rp,0 , com n>p .

Então, f não é finitamente determinado C .

:.

Pnoua :

Suponhamos f k-det c . Então, mãfem c: f*m .e(f).P
k+l

'

n _Portanto, mn <: <fl""'fp> oCo(R ) onde f —

(f
C() (R“)

... f . Se ue ois ue di -———-——————-< " ue é1, , p) 9 p ' q mR (fl, . l . 'fp>
' q

.

um absurdo, uma vez que, f(O) = O e n:>p .

Logo, se f: Rn,0 + Rp,0 & finitamente determinada c,
teremos necessariamente, ªí p .

Exemplo 1 :

Seja f: Rn,0 + RP,0 , com n 5 p , definido por

f = (XI,...,Xr, Xr+l,...,Xâ, 0,0.0'0) .

Portanto, existe 2 e N , tal que,

mâe(f)c:<xl,...,xr, xª+l,...,xãé . º(f) .

Logo,
2 ' O(f)m f C f* .e f <=>d ————————— < <=> Cn9( ) mp ( ) imR

f*mp.6(f)
& d(f' )< «<=à

f é finitamente determinado C .

Concluímos pois, que, dado r 3.0 , (r inteiro),existem
n,p e f: Rn,0 + Rp,0 , com ngjp e rk<f> = r',
tal que d(f,C) < » .
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Exemplo 2 :

Seja f: Rn,0 + RP,o , com n>—p , definido por f =

: (xll"'lxp) .

Como, qualquer que seja z , inteiro positivo,temos que

xâ+1 € <xl,...,x > Co(Rn) , então, concluímos queP
d(f,C) = ª', isto é, f não é finitamente determinado C.

Obóe/wação: Se n<p , então f é C-det <—> f é K-det.
(Ver Mather IV)

'

55 — Eótudo ªº ghupo 5

Seja f: Rn,0 + Rp,0 , k-det A , com rk<f> = r . Pº
demos supor por (1—518) que f = (XI,...,X

_ 2
r' fr+l,...,fp),onde

+...+fã, jimi.
, existem Ei,...,5n e mLogo, dados ul,...,u exmk+1

nP 11

e ul,...,np e m tais que:P ,

,
ul = 51 + nlo f

ur - gr + nrof

É ªí. É aí.
u = -—15 + -—15 +rhof, jiru» ) i=l ªxi i i=r+1 i i 3

Tomando ul : ... : ur : O e ur+l""'up e mn ,

segue necessariamente, a existência de:

_ 2 k .l. gi—gi+ 00. +51 ' 12.1 o,
2_ "1 = 51 + ,,, + aí , i'í r , onde É? é a parte

i
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homogênea de ni , em yl,...,y , do grau a ,P
tal que f*ni- = -Ei(i _<_r) .

_ —-2 -k+l '

3. ni “' niz+ oo. + ni , i_>.. r+l .

Observamos que podemos explorar—a liberdade dos Eijiír),
em 2., mas, não a faremos.

Seja m e N . Indiquemos por fil , os monômios de n i ,

que envolvem exatamente ª dos yj , jªr . 'Por“ exemplo: em
—2 . -k+1 — —2

= + 0.0 +"p , temos "p np
.

"p (se p>r) , onde "p emm-_]=

. . _2 _ve l , isto e, np(Y1"".'Y.p) 1— izr ªijyiyj + eventualmente
jzf+1

monõmios do 29 gran, que não envolverão yi(i_<_ r) , dependendo
ser k par ou ímpar.

'

Analisamos os ni , (i 3 r+l) , constrúindo duas tabg
las, em termos dos »â :

(a) caso: k-impar
(b) caso: k-par .

*
'

. _ —2 —k+l(a) kímpar (kl3) , ni—nif +ni .

a .

2 : l 0

3 . 2 l 0

k+1" k:l k:3
_

"º “ *
—-2— . —-—2-— —-2-— . . . . . .2 l 0

k+3 . k+1 “ ª
-—-2—- . —-—-—2 . . . . . . . . .3 2

k+5 , k+3 ;
2 . 2- . . l . I . O . . .

K'+ P: X'+ F:
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«2 -k+1(b) k—par (kg 4) , ni = ni + ... + ni .

O.

2 . ]. O

3 2 l O

k . k_z A A A

'ª' o T o o . o . 2 l º

T —2' . o o o o . . .3 2 1

k+4 k+2 A A

——2-— . . . . . . . . 4 3

(Obáelwaçõuz' os casos k = 1,2 , serão tratados em III)

Portanto , temps :.

Ik = pr(k+1) (p—r) + [ºr (lc-1) + + Dr(lÚ (pºr) +

+.[ºr (k'-º') + - - ** ºr(1)+l]-op_r(2)+u .+ [pr(4)+.. .+pr (1) +1] . pp_r (E?) +

+ [pr'(2)+pr(1)+1].pp_r(lº-%l) +pp_r(lº*71) = [pr(k+l)-l].(p-r) +

r+k—1 r+k-l '- r+4 “

k—3.+(
k—l

).(p-r) +<
_; ). ºp.-rn) + +(

4
).pp_r(T) +

r+2 .k-l k+1 .+(
2

)pp_r(——2—-) + pp_r(-T) numero de coefiçientes dos

ni , 13r+1 e k-Impar.
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!

Pk = [pr(k+l) + pr(k-l) + pr(k—2) + + pr(l)](p—r) +

+[pr(k43)+pr(k-4)+...+pr(l)+1].pp_r(2)+[pr(k45)+...+p£(;)+l] .

. pp_3(3)+ ...+ [pr(3)+pr(2)+pr (1)+1] . pp_r'(lº:2-ª)+[pr (1)+1] .pp_r(%) =

r+k— l
.

r+k- 3 r+3
= [pr(k+1)-l](p-r)-+< >.(p—r)-+< )'ºp—r(2)+"'+( ) .

3

k-2 k _ :pp-r(—7—) + (1+r)pp_r(5) — numero de coeficientes dos ni,
i 3 r+l e k-par.

Para os 51 , (iz_l) , temos: [pn(k) + ... + pn(2)]n =

n+k .
'

.

-
—

==( >. n - n(n+l) = número de coeficientes dos 51'52“'"€n'k &
,

.

Segue então, o:

Teoaema 11-9 :

Seja f: Rª,o + RP,o , com rk<f> = f .

Se 'f é k—det A., então:

- (p-r)pn(k+1) [A

n+k
n[< ) - (n+1J]+Pk , se k é par.k

n+k
(p—r)pn(k+l) í n[<

k ) — (n+l.)]+Ik , se lc ê ímpar.

Coaatãàid : *

Dados r'_>_0 ,'k_>_3 , p>0 -, pi>r+k+1, existe uÁ(p,r,k)

tal que, todo f: Rn,0 + ÉRM [ ,com rk<fé 5 r e n> uA(p,r,kL
não é k—det A .A“

Exemplo 1 :

Seja f: Rn,0 + Rp,0 , com n<p' e f=(x1,...,xn,0,...,0)

'SG-



Com mn9(f)c wf(A) , segue que f é finitamente L

determinada, e, pórtanto, ê. finitamente determinado A.

Exemp£o £ :

. n n _ 2Seja f: R ,O + R ,O ,n>_2 , tal que, f—(x1,...,xn_l, xn).
- Dado u e Comª) , existem “'l'wz e cºm") , tal que ,

u = 1 . f*vp + x .f*w (ver 7 —T_eolce.ma de Malgaange.) .1 n 2

Logo, dados ul,;..,un e com“) , o sistema abaixo tem

solução em El""'5n' nl....,nn :

ul=51+nlof

u =P; +"n—lºfn—l n—l

1.1n = xngn + nnof

Portanto, f & :finitamente determinado A .

Obóenvaçõea=

Todo germe f: Rn,0 + Rp,0 , estável, 'êv finitamente
determinado com relação ao grúpo A , (ê (p+l)'-det A) .
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C A P I T U L O III

RESULTADOS RELACIONADOS COM _5 DETERMINAQÃO

FINITA, PARA VALORES PEQUENOS DAS VARIÁVEIS

51 — Caóa k = 1 & gnupo 5

Lema III—1

Seja f: Rn,0 + RP,0 , com rk<f> = r .

Se 'f é l-det K e r< minin,p] , então n>»p .

Pnava :

Se níp , então podemos tomar' f-=(x1,...,xr,0,...,0),
uma vez que f é — l-det K . Sendo r < n , ehtão ,

mªl; <xl,...,x > .CO(R#) , para todo inteiro _1 3 1. Isto coªr
trad'iz o fato de f ser l-det K . Logo, n>p .

Lema III—2 :

Seja f: Rn,0 + RP,O , com rk<f> = r .

Se n>p>r , então, f não é l-det__K .

Paova :

Isto é óbvio pois, mà # <x1,...,xr> C0(Rn), para todo

inteiro & 3 l .

Utilizando estes dois lemas, temos a,
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Paopaóição III—3 :

. n P _Seja £: R ,O + R ,O , com rk<f> — r .

Então, f é 1—det K,,se e somente se, r = minfn,p] .

Conozãaio :

Seja f: R“,o » RP,o .

(1) Se "n<p , então:

f l—det K <=> f l—det L <=> f é germe de ima;
são.

(ii) Se n>p , então:

f l—det K <=> f l—det R <=> f _ê germe de suª
mersão.

(iii) Se n = p , então:

f l—det K <=> f é germe de difeomorfiemo.

52 — Cabo k = 2 & guapa à

Seja f: Rn,0 + Rp,0 , com rk<f> = r , Zªdet A. Eª
tão, podemos tomar f = (XI,...,X , fr+1":)fãp)' com f. =r 3

= fã , j_>_r+l .

De mã0(f)c:tf(mnB) + wf(mnA) , segue que, dados

11
'

u e C (R“) existem g a e C (R“) e
> li...! p o l

,

.

» II..., p v o

n1'.i.(np e CO(RP) , tais que:
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r af n af
_ E __2u - E + 5 + n o:f

L P igl 331 i 1=£+1 ªxi 1 P

polinâTomando ul E ... E 1:l_r O e ur+l""'up ,

mios homogêneos em xl....,xn , do terceiro grau, teremos ng

cessar;amente:
i E = 52 1 > 1' i i ' _

2 n (y) = n1( ) + nº( ) i < :' 1 1 Yr+1""'Yp 1 Y1""'Yr ' —

3 n ( ) = íº( ) + n3( ) 1 > r+ 1., 1 Y i-YIIODOYP i Yl'...'yr ' _ ,

onde, em íª , os monômios envolvidos são da forma,

a,yjlyj2 , com jl 5 r , :)2 à r+1 e a e R .

Logo, segue que:

(*) (p'r)pn(3) 5 (n-r)pn(2)+[r(p-r)+pr(3)] “(p-r)+r[(p-r)+pr(2)],

e

(**) (P-r)pn(3) 5 npn(2) + (pêr)[r(p-r) + pr(3)] , onde, em

(*), foi explorado o grau de liberdade de €1""'Er .

Portanto, temos o:

Lema III-4 :
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Se f: R",o +"RP,o , com rk<f> = r , ê 2—det A , eª
tão valem as desigualdades (*) e (**) .

Coaclãnio ! :

Seja f: Rn,0 + Rp,0 , com r = 0 .

Se f êZ-detA , então p=l,2 . Se p=2 ,« então

Eócõlio :

Seja f: Rn,0 + Rn,0 , com r = O .

Se £ ê 2-det A , então n = 1 .

ObóeAVaçõeó: ,
= U A'xr . Então, [f: Ryo + Rio] - Ao ,

r3_l
é constituído dos germes g: R,0 + R,0 , não finitameª
Seja Aº

te determinados com relação ao grupo A .

Conolãnio 2 :

. n n. _Seja E: R ,O + R,,Q , com rk<f> — r .
, ”ªº.“ »,

Se f ê'Z—detA , então ní1+3r .

P&oua :

4(**) Vale <=> n -rn3-(1+9r)n2+r(r2-9r+2)n+r2(r?—3r+2) 5 0

Seja w(x) = x4-rx3—(1+9r)x2+r(r2-9r+2)x+r2(r2-3r+2),

3r + a .I
IIe seja xa

'Portanto, w(xa) > O , se a 3 2 .

Então, Mx) _<_0 , temos necessariamente, x_f 1+'3r .
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Concluímos que, se f: Rn,0 + Rn,0 e 2—det A , então,
n 5 l-+3r .

Lema III-5 :

Seja f: Rn,0 + Rp,0 , com rk<f> = 0 , 2 5 n ÉÍP

e, f = (fl,...,fp) , onde fl,...,f são homogêneos do seP
gundo grau, em XI,...,Xn .

Então, f não é finitamente determinado com relação ao

grupo A .

Pacha :

Suponhamos f k—det A . Seja kº 3 k, ko—par. Logo,
k +1

f é kO—det A , e então, mnº a(f)ctfçmns) + wf(mpA) .

Como f é par,então, wf(mpA) é constituído por ge;
mes de funções pares.

Segue então que, dados ul,...,u polinômios homogêp '
neos em XI,...,Xn , “do_ grau kº + 1 '(ímpar) , existem

- k '

,

51 = aiº . 1 _>_ 1 ,, tal que:
'

' af.
, = , >uª inãigi j'“l

Portanto, ppn(ko+l)5_nph(kº) , que é um absurdo,pois,
pàn- e p,,mºm > p,,(kº) .

Exemplo:

2f: Rn,0 + RP,,O , com 2_<_níp, e f 5 (xª-_,.."xn, 0,...,0) ,

não êíwA-determinado, mas, é K—determinado.



Lema III-6

Seja f: Rp+q'0 + Rp,0 , q 3 O , com rk<f> = 0 .

Se f é á—det K , então p 5 6

Pnoua :

Por hipótese, temos que ppn(3) í npn(2) + pZn , cons;
derando f: Rn,0 + Rp,0

Fazendo n = pá—q , segue que:

p3 + (2q-6)p2 + (q2-3q-l)p — (3q2+3q) : o , “ .donde

. tem—se.o resultado.

Conoiãaio 1 : Nas condições do Lema acima, temos:
* (i)?se.'p = 3 , então q 5 5 .

e,
"

.

(ii) se ::= 4 , então q |A H

í(iii) se p = 5,6 , então q : O . Ka

ConoZãaLo 2

II 0Seja f: Rn,0 + Rp,0 , com rk<f> e , n > p .

Se p > 5 , então f não é 2-det K .

M
'

Lema zzz—7 :

II c> .Seja f: Rn,0 ? Rn,0 , com rk<f>

Se f é Z—det K , então n 5 3r-+5

Pnava .

Sendo f 2—det (( , então, (n-r)pn(3)_5 pn(l)[n2+(l—r)n+t(r-l)] +

.ç

.!

jr,-??

:
:.
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+ pn(2)[(1+r)n-'r(r+l)] + [—(l+r)n2 + (r2+2r)n - tz] , donde

jtiramos, (3n2-9n46)r2 + (-4n +9n2-5n)r + (nªe-nªmº)" 5 o .

Tomando w(x)=(3n2-9n+6)x2+(—4n3+9n2—5n)x+(n4—6n3-n2),

se n 2 3 , teremos que, W(x) 5 O implica que x 3 ªzº .3

Portanto, temos o resultado.
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CAPÍTULO IV.=

RELAÇÓES ENTRE DETERMINAÇÃO

FINITA g SÍMBOLO gg BOARDMAN)

Seja f: Rn,0+RP,0 e seja If , O seu símbolo de

Boardman. Denominamos compàimento do óímbolo de Boaadman de

f , e denotamos por IIIfII , ao número de índices não nulos,
mais um.

Nestas condições, se ||If|| = t , então escreveremos
simplesmente, If = (11""'it-1'º) , onde it-l # º -

Lema IV—l_
Seja Icmm) , um ideal de An , com mªil:! , 2.31.
Se rkI = O , então mân)c 61 .

.Paova :

a a
Como míâãczl , então x1 ... xnn e 1 , quaisquer

que sejam os inteiros al,...,a 30 , com a1+...+an=£+1.n

Sendo rkI = 0 , temos 61 All , e portanto, quais
quer que sejam os inteiros bl""'bn i 0 , com bfu..+bn==£,

bl bn £tem—se xl ... xn e A1! = 61 . Logo, m(n)C:61 .

PhopOAição IV—Z :

.

'

z+1
'

Seja Ic:m(n) , um ideal de An , com m(n)c 1 , £> l.
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.. - 2, _

Pnoua :

Seja rkI # r ;

£(a)xSe r = n , então 1 = m( , e portanto, & I = m(n) n)

(b) Suponhamos 0< r«<n . Então, podemos supor & existêª
cia de Al,...,xr e T , cujas partes lineares, são linearmeª

te independentes sobre R , e,

Al = allxi+...+alnxn + “1

2Llr ar1x1+...+arnxn + ur , onde ul""'“r e m(n),

ai]. eu e det(aij) #ªo (151 , jír)';

De mªizg'cI , segue que xr+l 'xã'
_

e I , onde j3r+1.

Sendo rkI-= r , então 61 s-Ar+ll . Portanto, temos

£ _
. '£+lA1""'Ar' xj.+ wj e 61 ,. (j3_r+l) , onde wj_e m(n) , bag

tando para tal, observarmos a matriz:



apl Bul apl | au apla +— ª "'—...ª +—'- iª + noa +_—11 12 lr l r+l . ln8x1 3x2 er : ' ªxr+l axn
!

|
I

|

|

' I

au au Bu ' au aur r r , r rª """—_ & "'—_..oa ""'—'" a. "'—cocª +—rl r2 rr r r+l rn8x1 3x2 axr : ' 3xr+l axn
|

— —————————————————————————— T—---——-—4
| I

o o o
' (z+1)xª : o o
: r+l | "'
,

:

r""""" '4
| £ |

0 0 O
: xr+2 E

O ... 0

r— -------- —i

+ ———————— +
' l

, |

o o o . x:; : o o
L I---__---_J )

Suponhamos agora que rkõl' = s . Então, existem

Ãr+l,...,Ãs e GI , tais que, )sl'ou'llr, Ãr+l'...'ks , têm

as partes lineares, linearmente independentes. Suponhamos

ainda que:
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'

. 2onde, ª;.jeR' det(aj'_j) # O (l_<_i', 3<_s) e “fl....nl's 6 mm).
& &

Temos Al""'As' xs+l + ws+1""'xn + wn e 61 , onde

£+1
ws+lyuoogwnem(n) .

2Sendo rkõ I = s , então 6 I = As+161 . Portanto, oº
servando & matriz:

' aw av av ' a?l ' 1 l l 1a. + ___ o o . a' + _ a. + ' o . a' + _11 1 | 1 +1 1 '

3x1 5 3x8 ' ,s ªxs+l n axn
|
|

|
4

o . . c . ' o c . o | o . o o o o . o o o

|

|
:

'
aw » a? | a? av

a' + ——5
. . . a' + ——ª ' a'“ + B

. . . a" + ——5sl ss | s s+l sn8x1 axs ' ' ax8+1 axn
h— ———————————————————— :———————————— 10—-

: |

aª's+1 ªws+1 : I“(JL-1 +
ªws+1:

,

ªws+1
. . . s+l .. . .

.8x1 8x8 : axs+1: an
«

L------------+-_

ªwn awu all'n :, -L*awn
. I . , . l .. "3x1

_

3x8 axs+1 : axu)
&

_

,. 1-1 z-“ '

,.verws que Aly'uoolxs, Xs+l+Bs+1,...,Xn 1+"Bn e 621 , ºnde,
-.l '

Bs+1""'Bn e “(n) '

Seguindo radiócfnio análogo, teremos depois de um_ númg
!ro t de passºs que:

.+ _
v

_
Ã1"'f'xj' xã+â t + ºj+1""'xâ+l t + ºn e 6ª! , onde,
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£+2ªtj+lluonlen e m(n) e, A .,A. têm as partes linearesG 1,.. J

em XI,...,xj , linearmente independentes sobre R . Observe,

que, risí...íj.
Fazendo t=£ , teremos:

A A x + 9 x + 9 e dª 1 ondell"'l pl p+l p+ll"ºl n n ' l

A .,). têm as partes lineares em XI,...,x , linearmentel'" 13 p
, 2independentes sobre R , com ºp+l""'ºn e mm) .

££ _ 2. _Logo, 6 I—m(n) , pois, rkõ I ,— n e 6 Icmm)
(ver 1-13).

(c) Se r = 0 , então mªn): 6! . Se rkõI = O , então
2—1 2

mm) CS 1 .

Prosseguindo o raciocínio, teremos:
(l) rkI = rkõ 1 = ... = rk.61—11 = 0 , e, portanto,

&

”(n) = 6 I , ou

(2) Existe s_<_£-l , tal que, rkI = = rkaª'11=o

e rkõsl # 0 . Neste caso, basta aplicar o caso
(b).

Lema IV—3

Seja f: Rn,0 + R,O , k-detG , onde G=R*,L,A-,QC ou K.

Então temos:

(1) rk<f> = 1 <=> If = (n—l) .

(in rk<f> 0 => ||If|| í k+2 .

Pnova :
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(i) Se rk<f> = 1 , então ô<f> = A2<f> = <f> . Logo ,

6£<f> = <f> , para todo 23'1 . Portanto, If = (n—l) .

A recíproca ê imediata.

ml(ii) Se f ê k-det G , com G = R,L,C,A,K, então, f
k+l n _k—det K . Portanto, mn c tfjmnB) + f*m1 CO(R ) -

Como rk<f> = 0 , , então 6<f>=A <f>-<f,i£-,...,—a—f—>.
* 1 3x1 axn

. Cº(Rn) . Daí, segue que mã+£z 5<f> . Por (IV—2),

temos 6k+l<f> = mn.. Logo, If = (il,...,ik+l,0), e

portanto, ||If|| 5 k+2 .
'

No caso de rk<f> = 0 , podemos generalizar o lema aª
teríor, através da:

Paopobição IV—4 :

Seja, f: Rn,0 + Rp,0 , com rk<f> = 0 , k-det G ,

(G = R,L,A,C ou K)

Então, ||1f|| 5,k+2 .

Paoua :

Por hipõteee, —f & k-det K. Logo, mk+1
_. n G(f)ctf(mnB) +

+ f*mpe(f) .

+ &

Considerando f =(fl,...,fp), teremos mi %: tfi(mnB) +

+ <f1,...,fp> .Co(Rn) .

Como rk<f> = 0 então mk+1 tf (m B) + <f E >l !. Jl : 1 n 1,000, P
o

" ªfl' Bfl
. CO(R )C6<f>=6<fl'ocolfp>=<fl'ooo'fp; ;;;-"'..líçr: : oo.
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Bf af
...; povo'J>,co(Rn) .

8x1 xn

Portanto, mã+%: 6<f> . Por (IV-2), mn==6k+l<f> , aca;
retando pois, que ||If||5_k+2 .

0b4envação: O mesmo resultado vale, para r # 0 e f não suª
mersão.

x
.

Teonema IU-S :

Seja f: Rn,0 + Rp,0 .

Então, IIIfII < » , se e somente se, existem inteiros
£,s & 1 , tais que, mâ<2 ôs<f> .

Pnova :

Se ||If|| = b < 4-m, então, mn = õb-l<f> , se b2_2

(se b =1 , então, mn = <i>). Basta portanto,tomarmos £==l

e s==b .

Por outro lado, se mâczôs<f> , então , por (IV—2) ,

õz+s—l<f> = mn , e portanto, ||If|| í £+s .

Conolãnio 1 :

Seja f: Rn,0 + RP,o .

se ||1f|| = + » , então não existe, 9: Rn,0 + Rq,0 ,

k—det G , com rk<g> = O , tal que, para alguns inteiros n ,
n' . m “"

m0 3 l , se tenha & ºkg> = 5 º<f> .

Pnoua :

Suponhamos que exista g: Rn,0 + Rppº : k—det G , com
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I

n 111

rk<g> = O
, e 6 º<g> = 6 º<f>. Por (IV-4), segue que

- k+1 " +k+l
||Ig|| 5 k+2 . Como 6 <g>==mn, segue que 6 <g> = mn.

nº m.º . n +k+l ” mº+k+l
_Sendo 6 <g> = 6 <f> e 6 <g>==mn, entao 6 <f> =

= mn .- Nestas condições, temos IIIfII í mº+k+2 , contra a

hipótese. ,
'

Exemplo:

n . n
Seja f: R ,o + R,O , 1132 , definido por 2xi=f.' i=l
Como n3_2 , então ||If|| = +ºº . Logo, não existe

9: Rn,0 + Rq,0 , com rk<g> = O , e,finitamente dete;
.minado K , tal que, 6£<g> = ôs<f> , para alguns iª
teiros & e .E .

Conolãnio 2 :

Seja f: nª,o +RP,o .

2 S —Se ninas <f> , entao ||If|| _<_ z+s .

Paova

Temos <f><: mn e mâczõs<f> . Pq: (IV-2),segue que
g+s—1 _& <f> - mn . *Portanto, ||If|| 5 14-5 .

Lema"IV—6 :

SGja f: R,0 *) RIO .

Então, f & finitamente determinado R , se e somente

||1f||< +».—
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Pnova

(=>) Se f é finitamente determinado R, então existe um

inteiro r , tal que, ——É(º) # 0 . Do contrário, considerag
dx

do:

g,h: R,0 + R,0 , “definidos por g(x) = 0 , para todo
__1.,_

e x , xyªo
x , nas vizinhanças de º , e, h(x) =

1 , teriª
O ,:<=O

mos g e R.h , o que é um absurdo.
, d(r)f

. Logo, de r (0) #-0 , segue que, ||If|| 5 r .
dx

(<=) Seja 2 um inteiro positivo, tal que, [|If|| = z..
— a(º'l)f *

.Entao, segue que ___—Í—_(º) # 0 . Portanto, f e fidx
nitamente determinado R .

Conolãnio :

Seja f: R,0 + R,0 .

Então, ||If|| = z ,' se e somente se, z é a menor dº
terminação de E com relação ao grupo R .

Obóenvaçõeó 6ina£ó=

II O .(a) Seja f: Rn,0 + Rp,0 , rli3 , comk nkkf>

Então, ||If|| < 4.» , não implica que f- é finitameª
te determinado com relação ao grupo K.

De fato. Tomando f:Rn,0 + R?,0 , 'Ãíp , definido por
2 2_ 2 2f — (xl ... xn—l .xn,...',xl ... xn_l.xn,0,...,0) , f =

(fll...,fp) .
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(b)

(c)

(d)

Temos então, ||If|| < & ; Como nZLB , segue que
_ £ '

/d(f,K) - w , pois, xn € tfl(mnB) + f*mp 'co(Rn) , para
todo inteiro £i_l .

As õrbitas de F , pela ação do grupo A , não podem

ser caracterizadas pelos símbolos de Boardman.

De fato. Considerando f,g: Rn,0 +-Rp,0 , trai , def;
2n 2 n .

—.nidos por f = ( Z xi , ... , X xi ) e g =
i=l i=l

n—l n—l2 2 . 2 2
= ( x - x , ... , x — x ) , teremos I =121 1 n iªi i n f

(n,0) ._. No entanto, f 1 A.g .Il H ||

Sejam f,g: Rn,0 + R,0 , nz_2 , com If =,Ig 'e ||Iá|<
< » . Se f é finitamente determinado com relação ao

grupo K , nada podemos afirmar com relação ã determí
nação finita de g .

De fato. Sejam f,g: Rn,0 + R,0 , ng_3 , definidos
n ,

_ 2nª1 = 2 2por f." ill xi e g xl ... xn_1.xn .

Então, If Ig (n,...,n,0) , com ||I£|| = 2n—1 .

No entanto, -f é finitamente determinado com relação a
K , embora, g não o seja, pois xª ? tg(mnB) + g*m1.

. Cº(Rn) , para todo inteiro £_>_l .

O menor grau de determinação de um germe, não correspoª
de ao comprimento de seu símbolo de Boardman.

De fato.
(1) Tomando f: Rn,0 + R,0 , raiz , definido por
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Af = xl ,. segue que f, é l-det R . No entanto,

|!sz ==».

(ii) Seja f: R2,0 + R,O , definido por f = xâº + xªº.
.Então, f é 25—det A , mas não 24—det A . No eª
tanto, ||If|| ? 19

(e) Seja f: Rn,0 + R,0

Então, f é um germe de uma função de Morse, se e sº
mente se, If = (n,0)

De fato. Se» f é Morse, então é óbvio que If==(n,0).
— Por outro lado, se If = (n,0) , então rk<f> = 0 e

ô<f>=m .Portanto, m =6<f>=A <f>=<f,-ê-f—,...,——a£->
n n 1 8x 8x1 n

_ '

. af
*

afNestas condiçoes, as partes lineares de ——-»...,——— ,
8x1 — 8xn

são linearmente independentes sobre R . Logo ,

aºf .
- .det(—-—-———(0)) # O . Segue portanto, que f e germe

axiãxj ,

de uma função de Morse.

(f) Seja f: Rn,0 + R,O , Com rk<f> = 0

Então f é 2—det R , se e somente se, f é germe de

uma função de Morse;

(9) Seja f: Rn,0 + R,O , com rk<f> = 0

Então, são equivalentes as seguintes afirmações:

(1) f infinitesimalmente estãvel.
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(ii) f estável.

(iii) f é germe de uma função de Morse.

(iv) If = (n,0?

n .

. 3De fato. Seja £ = E a .x x. + h com h e m .iíj ij i 3 n

Então, f é estável, se e somente se, dado ; € Cº(Rn),

a equação:

: = (aut) + nof) “(mõd mi) ,

tem solução em E e n . Mas iSto, é equivalente ã

Zall a12 ... aln
de - - - - - - - - - # 0 , que equivale ser f, ge;

me de uma função de Morse.
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