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ABSTRACT

In this work we propose to nefate the k-deteaminance

of f£: R",0 + RP,0 , refatively to R, L, A, C and K , with

4} Zzhe nank of £ and the dimensions n and p .

{4} the Boardman' Simbols.

Chaptens 11 and 111 are deal with <the case 4L . Some
general theorems are proved and deeper nesults are given foa

small values of n and p .

The case 4{ was worked out 4n the chapter IV .
Nescessary and suficient conditions don {§4inite Boanrdman'
Simbols ane given. AlLso we nrelate zthe degaree '06 g§inite

deteaminance with the'tenght.oﬂ'the Boardman' Simbols.



INTRODUCKDO

Neste trabalho,nos propusemos encontran nelacoes entre
0 grau de deteaminacao de um geame f£: R™,0 -+ Rp,o » relativa

mente aos grupos R, L, A, C e K, e

(1) o seu posto e as dimensoes dos edpagos,

(2) o comprimento do seu sImbolo de Boardman.

No caso (1),estabelecemos teoremas gerals,constituindo
o capiltulo 11. No capltulo 111, estudamos o mesmo problema,

para valores pequenos das variaveds.

0 caso (2), fo4i tratado no capitulo 1V, onde, aléem de
daamos uma condig¢do necessaria e suficiente para que o sImbo
Lo de Boardman sefa finito, relacionamos o grau de deteamina

¢ao com o comprimento do simbolo de Boardman.
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cCApPITULO I

(a) DETERMINACAO FINITA

As nogoes abaixo e os resultados citados, encontram-se
em [5] e [6]. Acrescentamos que, as demonstragdes dadas, f£o

ram adaptadas por nos.

§1 - Geames de Aplicagoes Diferenciaveis c” .

Sejam S , T subconjuntos nao vazios do }Rn,é Rp,'reg

| pectivamente, com S finito. Consideremos Fo = {f: R" + RP,

fec: f£(s)e T}.

"Em F_ , definamos a relagao: f,gé€ F

° o,fmgq_see

somente se, ekiste um aberto U db Rn, contendo S,’téi que,
£/y = 9/y - Segue que "»" & uma relagao de equivaléncia em
Fo « Cada classe de equivalencia sera denominada " germe de
aplicégao‘em s ".

Denotaremos por f£: R",s + R, ou £: (R",s) + (R°,T).

Obsenvagoes:

se T = RP , denotaremos £: Rn,S +» RP

se p l] e T =R, denotaremos FOAM CS(R )

{0} e T = {0}, denotaremos: £:(R",0) > (rRP,0)

se S

ou f: Rn,o -*> Rp,o , e F = F , Portanto,

o/m
F={f: R"0 »RP,0 : fec}.



se $s={0}, p=1 e T=R, denotaremos F_, = C_(R™).

Em nosso trabalho, salvo no paragrafo 5, trataremos do

caso em que § = {0}.

Definimos m

n’ como o Lideal de_ Co(Rn), .consistind0-

de todos oOs germes de aplicagoes £: R%,0 » R,0.
Denotaremos também por mo(Rn).

Facilmente se mostra que, Co(Rn) € um anel local e,

que, m = mO(Rn) & o seu ideal maximal.
“Lema I-1 : Seja (xl,...,xn) um sistema local de chg -

denadas do R", se anulando em X, =0. Seja M={21=.,.=xk=0}-

~Consideremos ;l"“’En € Co(Rn), onde Ei denota o germe de -
x; em 0 . Entdo, sdo equivalentes as seguintes afirmagGes,
para u € Co(Rn): |
e

. - - n
(i) u € {xl,,..,xk .¢°(R )

(1i) Existe um representante de u, u: U+ R, U aberto-do

n

R contendo 0, tal que, U se anula-juntamente com

suas derivadas até ordem £-1, em Mn U.

Coﬂo&&néb 1 ¢ O ideal m. e geradd‘por §1""’§n‘- :
- . . k - . _ . ’ '
Conolarnio 2 : O idea} W = MM My (# vezes) con

siste exatamente dos germes cujos representantes se anulam ém

0, juntamente com suas derivadas até ordem k-1.

) co(R’?) . R[[xys...0x]] ,
,Conolanio,z : % = " ’ onde m
m ’ ®(n) '

n)
n

denota o ideal maximal da R-3lgebra R[[xl,...,xn]].(vet §9)

-2=



Obsenrvagoes:

~pado -f: R®,0 » RP,0 , usaremos a notagaoc f para um

representante qualguer do mesmo.

-

§2 - Grupos que atuam sobre o conjunto F

Grupo R :

Seja R = {h: R“,o -+ Rn,O’l\h € um difeomorfismo nas

vizinhangcas de 0} .

Com relagao i composigao, R tem estrutura de grupo,

atuando sobre F da sequinte maneira:

RxF =+ F

(h,f) > haf= foh !l

Grupo L=

seja L = {k: RP,0 » RP,0 | k & um difeomorfismo nas
vizinhangas de é} .
Logo, com relagao a composigao, L tem estrutura de
grupo, atuando sobre F da seguinte maneira:
LxF =+ F
(k,£) =+ kaf=kot

Grupo

Seja A =R x L. Logo, A tem estrutura de grﬁpo, atu

ando sobre F da seguinte maneira:



Ax F <+ F

(th,k),£) + (h,k) «f = ko foh L

£ claro que R e L sao subgrupos de A e,a agao de

A. sobre F , estende as agoes de R e L sobre F

Grupo E :

Seja C = {H: R x RP,O + R? x RP,O | H €& um difeomor
fismo nas vizinhancas de 0 e, o diagrama

(=) comuté]-.

N (R" x RP, 0)
0
(«)  (R%,0) la , (R",0)
: 0\
(R" x RP, 0)

" onde 1i(x) = (x,0).

Portanto, com relagao a composigao, -C tem estrutura

de grupo atuando sobre . F , da seguihte maneira:
ey
Cx F: + F

(H,£) + H*f =g , onde, H# f=ge> H o (id,f)=(id,q)

" Propriedadest

(1) HeC

Entao, H(R"x0)c R®"x 0 e H(xxRP)e xxRP .,

(2) He C, feF, Haf =g .
Entao, H(graf f) = graf g

‘(nestas propriedades, estamos tratando de gerhes de
conjuntos) .



Grupo K :

seja K = {H: R"xRP,0 » R"xRP,0 | H & um difeomorfis
°  mo nas vizinhangas de 0 e, existe
h: Rn,O + R",0 de maneira que o diagrama

(x%) comutal.

R",0 —*— RPxRrRP,0 —T > RrR,0
(*%) h‘L ;H l h
RY,0 &—*— RxRrRP,0 —T— g0,0

Sendo H = (Hl,Hz), segue que h(x)=H1(x,O)ve H2090)=d.
Temos tambeém que h(x) = Hy(x,y), com (x,y) nas vizinhangas
de 0 € R® x RP. Pportanto, h & univocamente determinada por
H e &, germe de difeomorfismo nas vizinhangas de 0 € R". Lo

go, heR.

Nestas condigoes, K tem estrutura de gruﬁo, com relé

¢ao a composicao, atuando sobre F da seguinte maneira.

Kx F =» F

(H,£) > Ha«f = g, onde, Hxf =g<=>Ho (id,f)oh T = (id,g)

Propriedades:

(1) ¢ & um subgrupo de K .

Basta considerar h = id

(2) R €& um subgrupo de K .
{ ; N
Seja R K definida por i(h)=(h,id), id:Rp,0+RP,0.
Logo, a inclusao i € um monomorfismo candnico. Obser

vemos que a agao de K sobre F, estende a agao de R

sobre F . De fato:



R x F - F K xF -+ F

1

(h,f) + foh ((h,id) ,£f) =+ (h,id) *f =g

(h,id) * £ =g <=> (h,id) o (id,f) o h'1=(id,g) <=> (id,qg) =

1

= (h,id) o (A" Y, foh™d) = (id,foh™l) <= g = £0hn"1L.

(3) L & um subgrupo de K.

seja LS ¢, tal que, i(k)=(id,k) onde id:R",0+R",0.

- Sendo a inclusao um monomorfismo candnico, temos que

L & um subgrupo de C, e portanto, de K. Temos ainda

que, tanto a agao de ( como a agao de K sobre F ,

estendem a agao de L sobre F.

De fato:
LxF =+ F CxF =+ F
(k,£) + kof ((id,X),f) =+ ({d,k)*»f =g

(id,k) » £ = g <=> (id,k) o (id,f) = (id,ko f)

= (id,g) <=> kof =g .

((id,k) ,f) =+ (id,k)» f = g onde, (id,k) » £ = g <=>

<=> (id,k) o (id,f) o (id)”! = (id,g) <=> (id,g) =

= (id,ko f) <=> g =kof.

(4) ‘A & um subgrupo de K.

Seja ACLL+ K onde i(h,k) = (h,k) = H . Observemos -

que o diagrama a seguir comuta.



rR?,0 <, rR*xgrP,0 -, R%,0

t
h ‘ (h,k) l h
+ +

Rn’O C‘—i———b Rn X Rp’0 —-—Ti————b Rnyo

Logo, A é um subgrupo de K , cuja agao sobre F, &

estendida pela agao de K , sobre F .
De fato:

A xF =»F K x F =+ F

1

(th,k),f) » kofoh (th,k),£) =+ (h,k) *xf =g

(h,k) * £=g <=>(h,k) o (id,£f) o h™ T = (id,g) <=> (id,q)

= (h,k) o (W™}, f0h™]) = (1a,k0ofoh L)e=>g = kofoh *

Dados dois germes f£,qg: R",0 » RP,0 , diremos que eles

sao Localmente equivalentes, se existirem germes heRr e
ke L , tal que, o diagrama abaixo comute.
rR*, 0 —E—~ RrP,0
h & |k
+
n

R ’0 —_—g"‘* Rp,o

Diremos que dois germes £,g: rR®,0 » RP,0, s3o equiva
Lentes pod contato, se existir um germe de difeomorfisme  H:

: Ranp,O > Ranp,O ; tal que:

H(R®x0,0) = (R®x0,0) e H(graf f) = graf g .

-7=



Propriedades:

\

Sejam f,qg: Rn,O -+ RP,o

—

(1) £ e g estao na mesma A-Orbita, se e somente se,

f e g sao localmente egquivalentes.

-~

(2) £ e g estao na mesma K-Orbita, se e somente se,
f e g sao equivalentes por contato.
(3) Sao equivalentes as seguintes afirmagoes:
(i) £ e g estao na mesma C-Orbita.
(ii) f*mp.CO(Rn) = g*mp.CokRn)

(iii) Existe uma matriz (uij), p>(p ,» invertivel, com

n ,
entradas em C_(R), tal que, fi,=,§ Uyge9y.

onde £ = (fl,...,fp) e g = (gl,...,gp).
(1v) Existe um germe de difeomorfismo:
H: RP XRP,O » R" x Rp,O , tal que

H| =id e H(graf f) = graf g .
(R x0,0)

§3 - Lema de Nakayama.

Lema (Nakayama)

Seja A um anel comutativo, com unidade 1

Sejam:

~

1) E e F, A-mdbdulos,com E finitamente gera

do.



2) a: E » F, homomorfismo de A-modulo.

3) Ic A um ideal, tal que, l+z & invertivel,

para todc z € I.

Entao, se a(E) + I.F = F, segue que a(E) = F.

Conolario l ‘ Seja A um cé(Rn)-médulo finitamente

gerado e seja B um sub-modulo de A.

Se dim —I:%——— < %, entao mﬁAC:B, e B é
R m A+B

Co(Rn)-médulo finitamente gerado.

um

Conolario 2 : Seja A um ideal de CO(Rn).
,Entéo:
cO(R“) .
(1) dim —5—— < = <=> Existe £>1 tal que mcA .
R
CO(Rn) .
(2) dim —2—— = % > mCA .
R A n

§4 - Genmes gindtamente deteaminados.

Dado f,g € F, diremos que f e g tem o mesmo
to, se as 'suas derivadas parciais em 0 , até ordem k,
cidirem.

Denotaremos por f“k g .

Facilmente se verifica que e €& uma relacao de

k-ja

coin

equi

valencia em F. Sejam F . Jk(n,p) e jkf(O) = f(k), aclas

“k

se que contem - f .

Um germe f € F, diz-se k-deteaminado com refagdo ao



grupo G(G = L,R,C,A,K), se a classe jkf(O) estiver ‘conti
da numa mesma Orbita da agao de G em F. i

Em outras palévras, feF diz-se k-determinado ‘com
/reiéqéo ao grupo G, se, para todo g €.F, tal que, 'jkf(O) =
= jkg(O), tem-se g € G.f .

notagao: f k-det G.

Um germe. £ € F diz-se {initamente determinado com xre
lacid ao grupo G(G = L,R,C,A,K), se para algum inteiro posi

tivo k, £ for k-det G.

Observemos que se £ & k,~det G, entao f & k-det G,

para todo k 2 k.

§5 - Campo vetonial ao Longo de um geame.

Seja f e F. Diremos que ¢£: (Rn,O) + TRP & um campo
vetorial ao Longo de £, se mwo & = £, onde “n: TRP + RP é

a projegao.

7k

(&R",0) —E£— (8P,0)

Seja ©6(f) o conjunto dos campos vetoriais ao longo

de £ .

Pela estrutura vetorial real das fibras de TRP, segue

que O(f) & um Co(Rn)-médulo, finitamente gerado por
(=2~ o £)

3;; , onde (yl,...,yp) € um sistema de coo;

i=1l,...,p

=10~



denadas nas vizinhangas de 0 € RP.

Consideremos A = O(I ) e B = 0(I ) , onde

Rp,O Rn'O
In e I denotam os germes identidades (R®,0+R",0)
R, 0 RP,0 ‘
e (rRP,0 .+ P, 0), féspectivamenﬁe;

Logo, A € o Co(Rp)-médulo dos germes para O0€ RP, dos
' campos vetoriais sobre RP. Da mesma forma, B & o Co(Rn)-

modulo dos germes para O € Rn, dos campos. vetoriais sobre r™.

Dado f € F, seja Tf: (TRn,n;IO) - (TRp,n;IO), o ger
me da aplicacao tangente para n;lo de qualquer representan
te de £, onde 7 : TR" + R" e U ™RP + RP  sdo as proje
cbes. Portanto, o diagrama abaixo comuta.

- TE -
(TRn,'nnIO) — . (TRP.,'npl 0)
| . .
+™n l“p
£
(R", 00 ———— (RP,0)

\Nestas condig¢oes, se §& €B e n €A, entdo,Tfofe€ O(f)

e nof € 0(f).
Vamos definir:

tf: B » 0(f), tal que, tf(§)

Tfof , e,

wf: A + O(f), tal que, wf(n)

not
Segue que tf & um homomorfismo de Co(Rn)-médulo, e,
wf & um homomorfismo sobre f*: CO(Rp) - Co(Rn).
~.'Observemos que tf e wf sao R4lineares.

Consideremos os elementos:

o (£f)

d(f,R) = dimR -t-f—(—B—-)-

~11-



O(£f)
R wf(a)

d(£,0) = dimg _0O(f)
f*mp.@(f)

0(£f)

a(f,A) = di e,
"R C£(B)+wE (A)
d(£,K) = dimg - 0(f)
££ (B)+£*m, .0 (£)

Relacionados com estes elementos, temos:

.Proposdigao 1-2
Sejam f e F e G =R,L,C,A ou K.

Entao, d(f,G) < = <=> existe um inteiro s, tdl que

=)

mi O(f)c t£(B), se G = R
S o(flcwi@), se G =1L
mi e(f)c f*mp.@(f), se G‘é C
m> O(f)c tf(B) + wE(A), se G =A
m> O(£)< t£(B) + £*m,.0(t), se G =K .

A demonstragao é uma aplicag3do do Lema de Nakayama.

/s

Teorema 1-3 : (MATHER)

Sejam G = R,L,A,C ou K, e f € F .

Entao, d(f,6) < = <=> f & finitamente determinado

com relagao ao grupo G ..

-12-



§6 - Espago tangente a uma orbita de qualquen um dos grupos

L ') L L L
St Sk e 8
Seja G = R,L,C,A ou K

Denotemos por Gk' o subgrupo de G, formado pelos e
lementos que tem o mesmo k-jato que a identidade de G, em 0.

Nestas condigoes, podemos escrever:

R, = RNK

X X Lk = Ln Ky, Ak = AN Ky 1 Ck = Cf\Kk, ou
A

de um modo geral, Gk = Gr\Kk. Temos também, x = Rk x Lk

Como G, € um subgrupo normal de G, e, Gy & um subgrupo
2 Gk -
de G, se & >k, entao consideremos G, = 5 (42 k). Desta
L

forma, podemos ver Gi, como o conjunto dos f-jatos de ele
mentos de G, que tem o mesmo k-jato que a identidade de G,
em 0 .

Como G atua sobre F, entdo, esta agao induz uma agao

de Gi sobre Jz(n,p), da seguinte maneira

GxF =+ F Gyx3*n,p) > 3t (n,p)

(g.f) > guf (g, g™y L g L@ o gD

Tomando G'= Gé, segue que Gic:Gg = 6, sendo ¢*

um grupo de Lie, tem-se que Gi € um subgrupo de Lie de -Gz,

atuando em Jl(n,p). Portanto, as Orbitas desta agao,sao sub
variedades imersas em 3% (n,p). (ver [2]). Portanto,podemos
falar em espagos tangentes ds Orbitas da agao de Gﬁ sobre
tn,p). |

~13~



Seja £ e F, z~=-f(z) € Jl(n,p). Vamos definir uma

aplicagao s m,.0(£f) =+ TZJE(JQ = Jz(n,p)), tal que:

(1) n* & R-linear
(11) n* & sobrejetiva
(1ii) kernel nt = 2+le(f), e, a partir da qual, tere

mos expressoes determinadas dos espacos tangen '

tes a Gz.z, para 6 =R,L,C,A ou K.

Para cada ¢ € mn.e(f), suponhamos que exista
F: R" xR,0 xI, * RP x R, 0 xI,, onde I = (-e,e), €>0, satis

fazendo:

(1) F preserva niveis, isto &, F(x,t) = (Fl(x,t),t).

(2) F(x,0) = (£(x),0)

F _ -
(3) Y3 lt=0 =% , isto e ,
1 aF aF
oF - 1 p =
(%, t) ]t= (-g—(x,O),-uu 5¢ (%,0)) = E(x) ,
onde, F = (F ,F ) e Fl = (Fl,...,Fp).

Tomemos ¥: Io +> Jl(n,p), definido por VY(t) = Fél),

onde Ft: Rn,O -+ Rp,O ’ Fg(x) = Fl(x,t). Portanto, V¥ esta

bem definido e, ¢(0) =z = £&),
Sendo
2
3F, dF_ 3F : 3YF
lll(t) F(z)"(ax(o,t),.. (O't)f- -15_2(OIt):-.-ia_)?(Oit)'nu‘é——'—P-—(o't))'
n i,'u'xi
1 L
temos gque - !
: 2+1 :
' ) F ] F ] F
1(0)=( ' )< =
Vo=t atl(o)"" at(O)"“' (0)" "_'2(0)’“" By yueurdXy 5 (0))
1 S A

= (E'(O),...,E(z)(O)), a menos de reordenagao.

-14-



Entao, colocando,

*:m 06 o+ 7t
ot =L e =@, ® o,
t=0 , S '
teremos:
(a) wz(s) independe da F tomada , ..
(b)Aﬂz € R-linear
(c) »* & sobrejetiva (dado v € T,J . entaoc v € RN,
para algum N. Logo, e possivél encontrar
£ em.0(f), tal que, (£'(0),...,£ " (0)) =wv) .
(@) kernel 7' = m**lo(f), uma vez que, r* estd defi-

da em .mn.e(f) e, para cada ¢ € mnfe(f)' "2(5) =
=(£(0),...,% (0)). o

Logo, a wz definida, . tem as propriedades fixadaé ini

cialmente. Mostremos agora, que dado £ € mn.e(f), existe  F
nas condigaes'tomadas. De fato: se. E e mn.e(f) ‘" entao ,

E(x) = (f(x); El(X)l-'--:Ep(x))-

b

seja F: R"xR,0xI_ + RPxR,0xI_, tal que’ F(x,t)
= (tEl‘x) + fl(x),...,tsp(x) + fp(x); t), onde £ =(f1(..%;fp).
Facilmente se verifica que, F tem as propriedades - exigidas,

para'&efinirmos rt ).

Dai, temos a

Proposdigao 1-4 :

Seja feF, z= f(z)._ Entao, Tz(Gi.z) é igual a:

(1) 7 (e£mEtiB)), se 6 =R
(11) ﬂz(wf(m§+lA)), se G =1L : ﬁ
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(4ii) ﬂl(mif*mp.@(f)), se G =C

k+1

%
B (iv) = (tf(mn

B) + wf(m§+lA)), se G=A, e,

(v) n*(e£(mitiE) + mifm .0(£), se 6 =K.

Provemos agora, a

Proposigao 1-5

Seja f eF
- ) ~ k+1
(i) se £ e k-det R, entao mo O(f)C-tf(mnB)
. - ~ k+1
(11) se f e k-det L, entao m, e(f)c wf(mnA)

0]

(1ii) se £ k-det C, entdo m]:"le(f)c £*m,.0 (t)

(iv) se f e k-det A, entao m§+;6(f)c tf(mn.B) +
r ‘ + wt(mn.A)

(v) se £ & k-det K, entdo m§+10(f)c tf(m B) +

+ f*m .0
£ mp (£)

Prova :

Provemos (v). Para os demais casos, segue raciocinio

analogo.

Sejam f k-det K, 2>k e z = f(l) e Jz(n,p).

Seja E = 7 L(r(z)), onde m: g* > X & a projegdo ca
nonica. Sé g(l) € E, entao n(g(zh = 7(z), isto e, guq=f00.

Logo, existe H € K, tal que, H=x*xf = g. Segue entao que

g™ = maee) ™ g w W) g,

2

Portanto, z € E e ECK".z . Como 7 & uma submer

sag, temos que E ¢é uma subvariedade de JZ(cod E = dim Jk).

-16-



~ . = L ’
Entao, T, E c:Tz(Kg.z). Das definigoes de E e T, segue

= ¥ (k+l
que TzE_' T (mn O(f)).

Temos entao, wx(m§+l®(f))c ﬂl(tf(mnB) + f*mp.e(f)) p
com kernel wl = mi+10(f).
Portanto, m:i le(£)C tf(m B) + £rm.0(£) + mitlo(s)
com &£>k .
Consideremos: M = tf(mnB) + f*mp.o(f),
N =M+ o),
I= m.,
Mcl, N, inclusio de Co(Rn)-médulo e,

£ =k+1 .,

Como M+ I.N=M+ m§+26(f): M+ m§+10(f) = N, segue

por Nakayama que, M = N. Portanto, mk+10(f)c tf (mnB)+f*mp.C-)(f).

Temos ainda, os seguintes teoremas:

Teorema 1-6

Seja f e F

*
Se mﬁe(f)c t£(mB) + £ m .0(f), entdo £ & (k+l)-detK.

Teorema 1-7

Seja f£: R%,0 + R,0

k 9f af k+1 ~ -
- Se m C mn.<'5§I,...,3§;r> + my , entao f e k-detR.
Observagoes:
k

(i) £f e F, k-det K =>nm

+1 '
n 0(f) € tf(m B) + ffmp.e(f) <==>

-17-



£ > .0(f)

170 ip ’ ‘onde

o> m§+10(f)c tf(m B) + < f

f = (fl,...,fp). Portanto, se f & k-det K, tem-se

of. of.
k+1 J . i .
mn C <3xl""' % f

£ > .CO(RP)' para ca
n p

l,c-o

da j=11l,...4p

(ii) £ € F, k-det R —> m’;*le(f) S tf(mB).

Portanto, se f & k-det R, tem-se para cada j=1l,...,p,

of. of .
k+1 J n
mn C<ax1 ’...’TX-J-).CO(R).
n
k+1

(iii) £ e F, k-det C ==> m. e(f) c f*mp.e(f).
k+1

"~ N
Logo, f k-det C => L fl""’fp> « C,(RT) .

A

§7 - Invarianga do grau de deteaminagao.

(0]

Neste paragrafo, mostraremos que se um germe £

M

k-det G, onde 6 = R,L,A ou K, entao, todo geA.f

k-det G. Formalisemos tal resultado, através do

Lema 1-§ :

{

Sejam f € F e G =R,L,A ou K.

.

Se f & k-det G, entdo, todo elemento da A-drbita de

f e k~-det G.

Prova :

(1) 6 =R

Sejam (¥,¥) € A e £ k-det R,

-18-



Suponhamos que [(w,\P) * f](k) = g(k) , com g é€F.

Entao, (Yofo xp-l)(k) =g(k) => f(k) =‘(‘l’-1 ocgo¥y) (k).‘
Como f €& k-det R , existe X € R, tal que,
f = ‘P'l ogoyPoA. Donde seguce que (p,¥) » £ =

gowo)\ow-l = (\Do}\_low-l)*ge R.g .

(ii) 6 = K
Sejam (V,¥) e A e f k-det K.

Mogtraremos que (¥,¥) «f = Y of 0!!9-1 é k-det K.

(k) -1, (k)

Suponhamos que g'/ = (Yo foy) ) , gefF,
Segue entdo que, £*) = (v"logo lp) (k) | sendo £
k-det K, tem-se vy~ 1o goyp € K.f . Como A & um
subgrupo de K, e K estende a acao de A sobre
F, seque g € K.f (basta aplicar (v, V¥) a

\P'logow)-

geK.f<=>feK.g<=> (P,¥) + £=Yofo P L€ K.g <=>
.<==->gel(-.('yofo¢'1), '

(ii1) G = L,A

Demonstra-se analogamente ao caso (i).

§§ - Teonema da Divisdo de WEIERSTRASS :

Teorema 1-9 : [DIVISAOD)

Seja a(xy,...,x;) € R[[xy,...0x ]], ‘regular em x,, de
ordem h. Entdo, qualquer que seja b(xXj...x)€ R[[xl,...,xn]],

existem u(X),...,X)s Ty (Xpseeerxp) @ R[[xy,0000x ]]
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(L =0,...,h-1), univocamente determinadas, tal que:
h-1

b(xl,...,x )==u(xl,...,x ) a(xl,...,x )4-12°r (xz,...,x ).xi
Teorema 1-10
Seja a(xy,...,x ) € R[[xl,...,xn]], com a#Z 0. ’

Entao a é reqgular. Podemos ainda supor sem perda de

generalidade, que seja regular em X .

A partir de (I-9) e (I-10), vamos demonstrar o:

Teorema 1-11

Sejam Pyre«s Py e R[[xl,...,xn]] ’ tais que ;
pl(O) = .. = pr(O) =0 , .
[[xl,...,x ]] ‘

Se r<n , entao, d.'n.mR © ,
< Pyjyecs Py >
. ll r’

Prova :
(a) Seja r =1 . Se Py E 0 , nada temos que provar.

Suponhamos p, £ 0. Consideremos por (I-10), P, Tregu

lar em xi, de ordem k .

R[[x1-’.’.’x ]]
Logo, por (I-9), podemos considerar p '

como um espago vetorial real, gerado por elementos da forma

h-1
izoei (X2'..o’x ).xl ®
. R[[xl,...,x ]] |
Sendo n>2, segue que . dj.mR . = o
’ . : < pl >

0 ou p, 20, nada temos ade

(b) Seja r =2 ., Se Py
monstrar. - Suponhamos entao, P,-p, # 0. Por (I-10), p, e
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p, sao regulares. Consideremos esta regularidade,em relagao
a X4 ftél;que, Pq é de ordem hl e p,, de ordem hz ,
com h, < h,

A B

Sejam: B_ = —2_. , Cc_ = D ,
‘n <pl> . n <plp2>

Py: A+ B, P,: B +C., as projegoes candnicas,

onde, A, = R[[xl,...,xn]].

Por (I-9), p2(xl,...,xn) =7u1(xl,.",xn)qﬁ}xl,,..,xn) +

h-1 i
+ izoei(xz,...,xn).xl , onde, u,, eo'f"'eh

camente determinadas.

-1 + S80 univo
1

h.-1 -
1 i

Vamos definir:

R,y B, R[[XZ""’xn]]’ por:
hl-l :

B I i i, ,
Ro(g(xl,...,xn) +<pl>)—Ro(i£0ri(X2 ,...,Xn)xl+ <p1>) - ro ‘Xz,...,xn) .

Pela unicidade garantida em (I-9), seque que R, esta
bem definida, e & um homomorfismo sobxejetivo de R[E(Z...,xgﬂ—
" mbédulo. |

E facil ver que R;(< P,(py) >) & < Ropl(pz) > , em
RL[xy,-- - % 1]

o R[[xy: .. 0x 1]

Seja R_: B_ - definida por:
° M <Rpeylpy) > T

R (a) = R_(a) + <R p,(p,)>. Nestas condigoes, R, & um homo
morfismo de R[[xz,...,xn]]-médulo,.sobrejetivo.

B, R[[xz,...,xn]]

KerrRo S < Ropl(pz) >

Logo, . Como <pyp,) >< Ker 'ﬁo,

-21~-
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Bn - b, L R[[xz,...,xn]] ‘
segue que, dimR -~ = ®, pois, dimR p TR =
; RO pl pz

<plp2>
(n > 3) .

- R[[xy,.000x ]]
R < b1192 >

Portanto, dim

-

(c) No caso r>3, a demonstragao é feita por indugao so

bre r, seguindo raciocinio andlogo ao (b).

Teorema 1-12 :

Sejam pl,...,pz: Rn,O + R,0 , com n>:z'.

. C, (R™)
Entao, dimR = o
<p1' s o @ ’pz>

Prova :
Por ([8]-Teorema de Borel), existe ¥: Co(Rn) > R[[xl,
...,xn]], R-linear e sobrejetiva. Portanto, o diagrama

v
co(nn) —  R[[xy,...0x]]

nll " lnz

c_(rR™ W R[[Xy,...,%x]].
_©° —_——— [[P '“] , comuta, onde:

<p1;-..,pz> ] <pir-.-.Ip'z>

Ty s Ty sao as projegSes candnicas, e, ¥ & definida por
VIE + <p1,.--,pz>) = y(£f) + w<p1,...,pz> (na cohstrugio,dada

por Borel, temos ainda que ¢ é um homomorfismo de andis).

| - _ ' C, (R™)

Como Yy é sobrejetiva, segue que dim, =,
- : <pll- --ppz>
pois, dimR -

v <‘p(p1)" . .W(p z)>

= m>z).
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(b)! EXTENSOES JACOBIANAS DE IDEAIS

. As nogdes e resultados citados, encontram-se em [6]. Re
gistramos porém, que as demonstragoes dadas,foram por nos adap

tadas.

§9 - Preliminanres

seja A = R[[xl,...,xn]], a dlgebra das séries formais,

nas indeterminadas xl,..;,xn, com coeficientes no corpo dos

nimeros reais. Um elemento a de Any sera denotado por
a= Ej . onde ‘Ej significa a parte formal homogenea do
20 |

do grau j .

Denotemos por Minys © subconjunto de A, constituido
dos elementos com parte constante nula, isto &, Meny = {aeAnI
, Eo =0}. Segue imediatamente que, R (n) € um ideal de A_, ge

rado por XyreessXp.

“Lema 1I-11

ae An e An-un;tario <=> a_ # 0 .

Prova :

Se a & An-unitério, é imediato que 50 #0 .

Se a  # 0 , tomemos a = = .a=1+ ) &i =1l=-c
Como {cs}s>1 € uma familia somidvel, tomando d_=1l+c +
...+ c® , teremos (1-c).ds- 1l = ;cs+l e m?;} . Desde ‘que
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N i - i
i>1 Mn) {0}, tomando b 1+ izlc , segue gue a.

g
[
-

€ o Unico ideal maximal de A_ .

C anio i T
orolanrnio m(n) n

§10 - Homomongismo de R-algebras

Sejam Aj = R[[yl,...,yp]] e A = R[[x;,...,x]] duas

R~algebras.

Consideremos f: An > Ap, tal que

(i) f(u+v) = £(u) + £(v)
(ii) f(u.v) = £(u) + £(v)
(iii) f(a.u) = a.f(u)

(iv) £(1) =1 , u, v € An’ a € R .

Nestas condigoes, diremos que £ & um homomorfismo en

tre as R-algebras A e Ap

Como podemos observar, £ transforma elementos A -uni

=8

(n)

tarios em elementos Ap-unitérios,-e, f (m () *

Proposigao 1-12 :

Sejam A, = R[[yl,...,yp]] » Ay = R[[xy,..0,x ]] e

ul,-n.,up e m(n)
Entao, existe um inico homomorfismo de R-dlgebras f:

Ab -+ An , tal que, f(yi) =y i'é l1,...4p

Prova :
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(i) existéncia

P P o
a€A_,a=a + Jay + ] a, .yy:+ ..., com
P ° in ifi i<j ij¥i%j
agr a;¢-.-€R .
p p

Definamos f(a) = & + ] a;u, + |

a,;uu. + ... .
0 4o 1 1<3 ij i3

Logo, f @& um homomorfismo de R-3lgebras, com
f(Yi) = ui !’ para i = ljooc'p L]

(ii) unicidade

Sejam f,g: Ap + A , homomorfismo de R-algebras,

com f(yi) = g(yi) =uy . i=1,....,.pr . Se a€a

P
€ um polindmio, entao f(a) = g(a). Seja b € Ap,
b=by+...+b. +b. .+ ...=b+ b , onde
= o +1 o +1
b = br+l + ... € m’in)' . Segue‘que f (), g (b) em’in),

portanto, £(b-b),g(b-b) € mf;)l .

o

Mas, f£(b-b) = £(b) - £(b) e g (b-b) =g (b) =g (b) =

7;} » para to

= g(b)-f(b). Logo, f£(b) - g(b) €m
do r>1l .
Portanto, £(b) = g(b) .

— A, homomorfismo de R-alge

.Conolario : Seja f£: A

bras.

Entao, f fica determinada por f£ly;)r i=1,...,p .

Proposdicao I1-13 :

Sejam yi,..';,yn €mpy -



5“ Entao, Yyrecer¥Yp geram m(n) , Se e somente se,
s+ ¥yq0++++¥,; 9geram os polindmios homogeneos do primeiro grau

de A = R[(xl,...,xn]].

Prova :

(=>)

w e m(n) r w = &1 + ;’2 + LI ) . CORIO yl',ootl_yn geraln
M) ¢ entao existem bys...,b €A, tal que, W = by, +
+ ...+ by . Logo, W, =‘Sloy11+...+bnoynl.,'onde b,y €

0 termo constante de bi .

Portanto, W, & gerado por §ll""’§n1 . Em particu

lar, tomando w = Gl , segue o resultado.

(<=) Sejam ZyseeerZy € m(n) ) definid65<p6r: :

(1)
Z, = X, + ) a;:i X,;X: + ...
1 1 iij'ij s
» - o (2)
Z, = Xo 4 ) A i XX, 4 ...
j 2 2 1<5 ij 7i7)
= (n) ‘ | ‘
z_=x_+ ) aij xixj + ... , onde os coeficientes

sao reais.
Afirmamos que XyreeorX € R[[zl,...,zn]],

Sejam:
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,(‘
i o o
'.
. (i,) : 3
ju, =z, = a 2,2, => u,~ X, € m
1 2 io 1<4 i3 ; J 2 io (n)
4' (1)
o) . 4
U, = u, - A,y 2:2.2, => U," X €nmn
3 2 15§§k ijk “1%3% 3 io (n)
P - - . I+l
Uy = eee > u xio e m(n)

. o u >

r xio € R[[zl,...,zn]] (Topologia de Krull em
R[[zl"‘f'znll )

Logo, kR[[xl,...,xn]] = R{[zlf"”sz]’

Vamos agora, construir elementos WyreeosW ' que se

n 14

expressam através de yl,.QQ,yn » com coeficientes reais.
Como Yyqree+r¥,; 880 linearmente independentes no es

pago vetorial real, dos polindmios homogéneos do primeiro grau,

nas variaveis KyreeorX segue que:

n.’
(s = :
( L] . L] L] . 1 ] - L] ® . .‘ L] L]

. IS - -
 Considerando (bij)"(aij) , seque que, X, = § bijyjl’
i=l'.oo,no ‘ )
Tomemos wy = Z bijyj , i=1,...,n. Disto segue que:

J

(1)
I Cyy XXy + +eo v L =1l,.000m .
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Logo, pela construgao inicial, temos R[[xl,...(xn]] =
= R[[wl,...,wn]].

Por outro lado, R[[wyreeewy]lle R[[yyseeery ]le
< R[[Xl,...,xn]].

Portanto, R[[xl,...,xn]] = R[[yl,...,yh]].

seja 0: R[[xy,...,x ]] + R[[x;,...,x]], uma aplicagdo

satisfazendo:
(1) 0 & R-linear.
(ii) P(a.b) =aD(b) +bD(a) , a,be R[[xl,...,xn]].

a) ot )c mi v r22 .

Nestas condigoes, diremos que 0 ¢ uma derivagao -em

R[[xys...0x ]].

Para cada i = 1l,...,n , definamos uma aplicagao 3%—,
‘ i
)
'a_)'(';': R[[Xl,...,xn]] ‘*»R[[Xl,-.-,xn]] ’ linear’ tal que ’
S v s

Logo, 3%; € uma derivagdo em R[[x;,...,x]], e, é

Ginica nestas condigoes. Temos ainda que, se 0D & uma deriva

cao em R[[xl,...,xn]], entdo existem séries formais u; .o

u .
1 iVQX.

ceerty de 3[[xl,...,xn]], tais que, D = -

e s

i

§12 - Extensoes jacobianas de Ideais

~28-



Seja IC'm(n)' um ideal e s um inteiro positivo.

A extensao 4-jacobiana de 1, & definida como sendo o

ideal I+1', onde o I' & o ideal gerado pelos determinan
of. ‘
tes das sub-matrizes s XxXxs da matriz (3;1). com fj e1.
' i
notagao: AT =1+1"
Paopaie&adeb
c ; -
1,11,12 L ideais
(1) AmI =] se m>n .
(2) 1 = An+1lc AnTC An_lIc v & AlIC AOI =Aa, .

(3) 8)(I7 +15) = &)1y + 891, .
(5) se IlC I, , entao AiIlC:AiI2 , 1 enN

(6) se fl,.Q.,f sao geradores de I , entao Asi =T+1",

P
onde I' & o ideal gerado pelos determinantes das sub

of. :
-matrizes sxs , da matriz (S;l) ' i=1,...,n e
j=1,...,p .

Observemos que na propriedade (4), pode ocorrer inclu

sao estrita. Para tal, basta considerarmos:

2
4

A, = R[[x0%,%4:%,]]5 1] = <x;+x,%3> e I, =cx +xj>.

§13 - Sistemas de coondenadas de R[[xl,...,xn]]'

Sejam y;,...,y, € M (n)
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Diremos que  Yyreeer¥, v constitui um s<istema de coon

denadas de A, = R[[xl,...,xn]], se eles gerarem Mg, -

Portanto, y,s....y, € m,y € um sistema de coordena

das de A , see somente se, ¥yyr++++¥,; constitui uma ba

. m(n)
se do espago vetorial real 5 .

M (n)

§14 - Posto e nulidade [Conank) EE um Ldeal . 1 c:m(n)

Seja I1C My ¢ um ideal. Definimos como posto do

ideal 1 , e denotamos por rklI ,  a dimensdo real do espago

2
. I+m :
vetorial real ——{n) . Definimos nylidade de 1 , como sen

2
, ™ (n) 1
do o nuimero n-rk1 .
1+-m%n) .
Portanto, rk I = dimR —— e nulidade I =krlI =
m
: (n)

=n - rk I

. Observemos que os elementos de I , com partes linea
res linearmente independentes, nao necessariamente geram I .
Para vermos isto, basta considerarmos A, = R[[xl,xz]], I =

= <x1,x§> . Neste caso; rk I =1, e, 13# <xl> .
Se Icmi, & obvioque rk I <n .

t

Lema 1I-14

—————

seja I m, ideal.

n)

Se rk I =r , entao ArI‘= A .

Proposdigao 1-15
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Seja IC My ideal.
Entao, A Ic My <= rk I<s .
As demonstragoes dos resultados acima, sao imediatas.

Seja Ic m.,, , um ideal, com rk I = r. Entdo temos:

D= 8IS 8T C 8, TC on € B IC 8 plSmyy S 8,1 = Ay

§15 - Openador &

Seja Icmpy » um ideal, com rk I = r . Entao, défl‘

nimos como extensac ealtica de I , e denotamos por .61 , ao

ideal 4A.,,1 . Portanto, 61 =4 .1

1l r+l

§16 - Simboko de Boardman de um ideal Ic ™)

—— cm——

Seja Ic My um ideal. Consideremos a sequéencia
I= (illizlo-o'ik'.oc)’ Onde il=kr I ’ iz=kr 61,..- r -

i, = kr s%"11, ...

Definimos como 4imbofo de Boardman do ideal I , & se

quénéia I = (iy,i,,.:.). Denotemos I = I(1) .

Propriedades

(1) n24i7>iy> ... 20

(2) 1 c m(n) ; l1ldeais, com If: 12C213 .

1772013
Se I(I;) =1I(I,) , entdo, I(I;) =I(I,) = I(I,)

'..3]_...



(3) Il,lzcz m(n) , ideais, com 1{: Zl e I(Il) = I(Zz).

Ent3o, nada garante que I, =1, .

As verificagdes de (1) e (2), sdo imediatas. OQuanto &
propriedade (3), basta tomarmos em Ac = R[[x,,...,%.]], os
ideais 11 = <xy> + <x2,_x3>2 + <x4,x5,x6>3 | e 12 =

= <xl,x2x3,x4x5x6> .

§17 - Algebra das senies truncadas

A
Dado r = 0' l' seey Seja An(r) - —E%I. Se w: An" An
m
(n)

é um automorfismo, entio' w(min)) = m? . Portanto, Anlr)

n)
independe do sistema de coordenadas considerado. Segue .ainda,

que A, (0) =R e A/ (r) & uma R-algebra.

Sejam w.: A, * A (r) e m.,: A (2) +A (r), L2,

as projegoes candnicas.

Proposigao 1-16 :

' Seja IS A (r) , um ideal. Entdo, o simbolo de Board

man ﬁe ﬂ;ll ’ é da fom (ilyco’o'ir'o'.ko-)o

Baseado nesta proposigac, definimos como simbolo de
Boardman de I, & sequéncia (il,...,ir), e denotamos por

. Ir(l) = (il’ooo'ir)u

Proposdicao 1-17

Seja Ic:m(n) um ideal, com I(I) = (11,12,...) .

Entao; Ir(ﬂr‘:) - (il“..'ir) .
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Proposdigao 1-1§

Seja I g A (2), um ideal, (2 21r) , com I, (1) =

= (ill.c.,ir’ll.’iz)

Entao, I _(7m.,1) = (i3,...,1.) . |

§18 - Simbolo de Boardman de um ideal 1Iq Cé(Rn)

seja f: R",0 + RP,0 , isto &, f e F, onde f =

= (fl,...,fp). Denotemos por <f> = <f,,...,f > , o ideal ge

P
rado por fl""'fp , em Co(Rn) . |
. = £l 2 r r S

sejam: £, fl+fl+...+f1+?., vee s £ m £+

+ f; + o0 + f; + f; , onde fi é a parte homogénea de £i+
de grau 8 , em XyreerXy o €, fi € m:+l‘ (i =1,...,p ¢

s = 1,...,!‘)..

Como An(r) pode sér considerado como o conjunto dos

polindmios em X,,...,%, , com coeficientes reais, de grau <r,

1 1

entdo, <fy + ... + fi poeee s ot et f;> pode ser con

siderado como um ideal em An(r) .

1

20 e <l r
notagao: <f>r <fl + ce0 + fl ? s fp

r
+ . fp>. An(r) .

Definimos como 4imbolo de Boardman de ordem r de <f£>,

ao simbolo de Boardman de <f>_ em An(r) .

!

notagao: Ir(<f>) = I(<f>r)

Lema 1I-19 :

Dado f € F , existe r, €N tal que, para r' > Xy
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tem-se ir' = iro em Ir.(<f>) .

Baseado neste lema, dada f € F , definimos como 4Im
boto de Boardman do ideal <f> de C_(R"), & -sequéncia

(i '-oo'i ’ i ’ i 14
l. r, Iy’ Trg
to e, If =

ees ), @ qual denotaremos pon Iz, is

(i ’.It'i 'i ’ LI ] ) .
17" r,’ To

§19 - Considenracoes 5Lnai4

Seja f: Rn,0'+ RP,o., rk<f> = r .,
Entao, existem Y € R, Y€ L , tal que a expressao

de um representante de f & dado por:

wa(xl,...,xn)==(xl)...,xr,gr+l(xlr...,xn),...,gp(xl,...,xn)h

onde 9 € mi y, i=r+1,...,p .

Por outro lado, se f & k-det G , onde G = R,L,A,K,

entao existe H € G , tal que, He(Yofod)(xg,..urx)) =
= (xl,...,xn, hr+l""*hp)’ onde hi = hi(xl"°"xn) f
i=r+l,...,p , sao polindmios de grau <k, com coeficien
tes reais, e sao elementos de mi .

Como, f & k-det G <=> Yofoyp & k-detGe>Hx(Yofoy)
& k-det G, He€eG, segue que:

Se £ & k-det 6 e rk<f> =r , entdo podemos consi
derar f(xl,...,xn)‘= (xl,...,xr, fr+1,...,fpf  onde fj =

_ 2 = a .
= fj(xl,...,xn) €m, e fj sao polinomios com coeficien

tes reais, do grau <k, (j =r+1,...,p) .

-34-



cCAPITULO II

RELACIONAMENTOS ENTRE DETERMINACAO FINITA DE

UM GERME, SEU POSTO E AS DIMENSOES DOS ESPACOS

§1 ~ Preliminanres

Com o intuito de facilitar a leitura deste trabalho,

convencionemos como:

m+%-1
Pp(2) = ( » O nimero de coeficientes de um po
. linomio homogéneo genérico, do
grau £, em m indeterminadas;

n , a dimensao do espago-dominio;

p » a dimensao do espago contra-dominio;
r , o0 posto do ideal <f£f> ;

k , o grau de determinagao do germe;

il = (n-r) , o primeiro Indice de Boardman do ideal
<f> , e, '

jl = (p-r) , o primeiro Indice de .Thom do ideal <f>.

Se g € um polindmio, entao escreveremos g=g°+".+gs,
onde ¢° & o termo constante, e gi(i_>_ 1) é aparte homogénea
de grau i . Logo, se g(0) =0 e g0, entao g =

t+l

=gt + g™l 4 L+ g,

Vamos agora, estabelecer algumas relagoes entre os ele
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mentos n, p, r, k, ij é iy -

$¢ - Estudo do grupo K

Teorema 11-1

Dados r>0, k>2, p>0, com p>r+k+1, existe
Og(r,k,p), tal que, todo f£: R",0 + RP,0 , com rk<f> <r e

Prova :

Suponhamos f£: Rn,0.+ Rp,O + com rk<f> = r, k-det K.

Por (I-5 e 1I-§18), segue que

k+1 N
e(f) tf(mnB) + <xl'-'-'xr, fr+l'toc’£p> . e(f) ’
Onde f'=f?+ .o.+fk-' j=r+1'000'p.
- 73 J i 4 !
Portanto, dados | u emk"'l existem ¢ E em
[4 ll"'l p n]l 1!""

e wij € CO(Rn) ,  com B i,3=1,.004p tais que

r P
u, =€, + ) x. U, + I £y
S BT P A0 L UL SO P Ao ¥

| r P
cu_=E_ + § xv .+ I £.¥
r r o oyep A'ri o ry iTrd
{ r af r p
; 1 r+l
1 = Z r* £ I E,+ L x,¥ + 1 £
; i {=p+l 5x i i=1 i'r+l1,1 {=r+1 i'r+l,i
i ®* @ @& ® & = & ¢ » o s

ST T

£, + E; + XV £,y

1 i=1 9%; 1 i=r+l Xg 10y =r+] L Pi
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Tomando em particular, ul‘s...zur 0 e ur+l,...,up
polindmio homogéneo do grau k+1 , em Xy,...,x, , _teremos

necessariamente, a existencia de:

l. para i =1...,n: Ei = Ei + ... + E?

2. para i,j =1,...,r : wij = wij + ... F W§51

3. para i<r, j>r+l : wij = ng + ... + w];'j'z

4. para i>r+l, j<r : %jgﬂﬁj
5. para i,j>r+l : wij - wij + ...+ wtgl
Exploremos o grau de liberdade dos g, v i=1,...,r,

em 2. e 3.

Logo,
(p=r)o, (k+1) & (n=r) [p (K)+.. .40 (2)] + r(p=r)p (k) +
+'(p-r)z[pn(k-1)+...+pn(1)] + rz[pn(k—l)+...+pn(l)] +

+ r(p-r)[ P, (k=2)+...4p (1) + 1] , onde:

(n—r)[pn(k)+...+pn(2)] = nimero de coeficientes dos

r(p-r)pn(k) = numero de coeficientes dos wij’ i > r+l1
e Jj<r;

(p-r)z[pn(k-l)+...+pn(1) + 1] = nUimero de coeficientes
dos- p}j r 1,3 > r+l;

fz[pn(k-1)+...+pn(l)] = nimero de coeficientes dos wij’
i,j<r, /

e r(p-r)[pn(k-2)+...+pn(l)'+ 1] = nimero de coeficientes
- dos wij" i< r,j>r+l.

Portanto, temos:
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2 2 7 n+k-1
(p-r)p, (k+l) - np (k) < r(p-r-1)p (k) + (p"-pr+r-+n-r) ‘o1 -

2

- [(ﬁ?r)(n+1) +p f2pr-+2r24-r(p-r)pn(k-1)].

Desenvolvendo, teremos:

(p-r-k-1) k+l + ( klpmr-k-1) - 2r(p-r-1) , k
k+p)] " 2k | n

+ mk_l(p,r:,k).nkm1

+ L.+ ao(p,r,ki <0 .

Sendo p>r+k+1 , entdao o coeficiente do termo domi
nante & positivo, acarretaﬁdo que existe €, (r,k,p), tal que,
para n > GK(r,k,p), a deéi§ualdade ocorrerid em sentido con
tririo. Temos ainda mais, isto &, dados r>0,k>2ep>0,
com p>r+k+1 , & possivel encontrarmoé ‘GK(r‘,k,p)’, com a

propriedade:

4

"Para n:>eK(r,k,p) e r'g_r~, a desigualdade ocorrera

em sentido contrario". Com isto, o teofema fica demonstrado.

\

Exemplo :

r+l

Seja f: R ,0 Rp,O + P 2r+l , definido por

f(xl;...,x = (xl,.;.,xr, x2 e 0,¢..,0) . Como

r+l
r+1)

r+l)

2

mr+1

c SXyreoorXas x2 , entao, por (I-6)

1:‘+1>"co(R

seque que f & 3-det K .

Portanto, dados r>0 , k>3 e p>r+k+1l, tem-se
exemplo para o qual GK(r,k,p) #0 .

Corolario 1 :

Dados r=0 , k>2 e p>k+l, podemos tomar

0, (0,k,p) = p(k+l) - (k+2)
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Prova :

Seja f: R",0 » RP,0 , k-det K , com rk<f> = 0 e

p > k+1 . Entao, temos

2 ( n+,k- 1

PP, (k+1) < np (k) + (p“+n){ )-— [n(n+l) + p?] ->

? 2 n+k-1 : .
=> po_(k+1) < ne_(k) + (p m)( Y

<> (p=k-1)n® + [pk = k(k¢1)]n = k(k+1)p? < 0 ,

Tomemos V(xi = (p-k—l)xz + [pk=k(k+1)]x -'k(k+l)p2-
= (p-k-1)x(x+k) = k(k+1)p? ; p-k-1 > 0 .
. Como ¥(0) <0 e, ¥((p=-1)(k+D) > (k+1)[(p-1) (p(k+1)-l)-kp2]-
= (k+1)[p% - (k+2)p + 1] > 0 , uma vez que p > k¢l .

Portanto, se V¥(x) < 0 , entao x:5 p (k+1) - (k+2) . Bas

ta pois, tomarmos ©,(0,k,p) = p(k+l) - (k+2) .

Corolario 2 :
R .
~Dados k>2,p>0, J;20, com p>j;>k+2, existe
n, = no(kl,p,jl)' tal que, para ng_nol, todo £: ‘.Rn,o -+ RP;O

tendo primeiro Indice de Thom 2 3y nio € k-det K .

Teorema 11-2 :

Dados r>0 , k>2 , g>0 ,  existe Y, (r,k,q) tal
que, todo £: Rp+q'° + RP,0 com rk<s£> Lr e p>'WK(r,k,q)i

nao é k-det K .

Prova :

i{

Seja f: Rn,O -+ Rp,o k-det K , com rk<f> = r.

Da demonstragao do teorema II-1, segue que:
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(p_r)(g+q+k)..,(p+qx < (p+q)igfq+k‘l)..a(p+qj +
(x+1y1 o oxl

+ r(p-r-1) pFatk-l...(p+q) +[p2+(1-r)p +rl-r+q] (prg+k=-1)...(p+q+l) _

k | (k-1 !

- {(p+q-r)(p+q+1)+-p2-2pr-+2r2-+r(p-r)(p+q+k-2)']'(p+q) ] =
(k~1) :

k+2 <1

= p*2 s k@p v Ll e mka) <0

Logo, existe ?K(r,k,q) tallque, para r' <r e

p > ?K(r,k,q) , a desigualdade ocorrera em sentido contrario.

Exemplos :
1. seja f£: R>,0 » R%,0 tal que, £(X),Xy/Xq) = (X),%p%,) .
Como m30(£)C tf(myB) + <x,,X,.X;> O(f), segue de (I-6)

que f é& 3-det K. Observemos pois que, para r =1,

»

k>3 e g=1, tem-se exemplo onde ¥pl(l,k,1) # 0 .
. 4 4 . N
2. Seja f: R ,0 - R ,0 definido por f(xl,...,x4) =
= (x),%X,,%3,%2). De mjO(£)C tE(m,B)+ <Xy, X3 ,x5> O(F)
17927737747 4 4 177273774 !

seque que £ & 3-det K.

Portanto, no caso q=0 , r=2 e k>3 , temos exemplo

- onde chz,k,O) #0 .

Observagoes : Como vimos, ©p e ¥, nao sao necessariamente

nulas.

Conolario 1

’

Se r=q=0, podemos tomar \I'K(O,k,O) = 1+k+k2 .
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Prova :

seja f: RP,0 + RP,0 , k-det K , com rk<f> = 0 . En

- p+k-1 '
tao, temos: pp(k+l) < pp(k) +.(p+l)(’ -1 ~ (2p+l) =>
_ : p+k-1 2 2
=> pp (k+1) f_pp (k) + (p+1)( <=> p"=(l+k+k")p - k (k+1)< 0 =>
\ k-1

=> p < 1+k+k? .

Observagoes : Se k=2, entdo p < 6 (III-6) .

Conolario 2 :
Se r=0, g>1, podemos tomar V¥, (0,k,q) = k+ k2 .

Prova :

se f£: RP"9,0+RP,0, g>1, & k-det K,com rk<£>=0,
entio p +(2q-k%-k-1)p? + (q>-qk-2q-k?-k)p - (k+1) (@>+qk) < 0 .

Tomemos A(x)==x2[k-(k2+k+1-2qﬂ -(qk+2q+k2+k-q2)x -

(k+1) (q®+qk) . Seja x_ = k’+k+a . Entdo, A(x,) >0, se

]
c>1 e g>1 . Portanto, basta tomarmos ‘I’K(O,k,q)=k2+k

(k>2 , q>1)

Conolario 3 :

(1) se r=0, gq=2, k_>_;, podemos-.tomar ‘PK(O,k,2)=
= k2+k-1 . i

(ii) se r=0, ‘q=3, k =2, podemos tomar ‘PK(O,k,3)=4.

(1ii) se r=0, g=3, k>3, podemos tomar ¥, (0,k,3)=
= k%4k-3 . |

Prova :
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x(xa)

Do corolario 2, temos:

(ii) se g

(i) se

(a+2q-2)k? + (20+3q-0)%3 + [q®+ (40-2)q + 2(a®-0-1)]Kk% +

+-[3wrl)q+-a(2a-3)]k-+[(a-l)q2+2a(a-l)q~+a2(a-1)] :

]
N
~
Q

L]

q 0, temos A(x,)>0 (k>2) .

]
W
R

"

-1 , temos x(x_1)>'0 (k>2) .
, -

Podemos tomar WK(O,k,3) = k“+k-2 , 1logo ,

¥(0,2,3) = 4 .

(iii) se

g=3,0=-2, temos Ai(x_,)>0 (k>3) .

Portanto, podemos tomar WK(O,k,3) = k2+k—3, se

k>3 .

Obsenvacoes:

Ressaltemos os resultados acima, da sequinte maneira:

RP,0 + RP,0 , k-det K, com r=0 => P < 1+k+k™ .

Rp+q ,0

rP*2 o

Rp+3'0

) Rp-+-3’0

2

2

+ RP,0 , k-det K, r=0 => p<k“+k-1 .

+RP,0 , 2-det K, r=0=>p<4 .

+RP,0 , k-det K, r=0,.k>3 => p< k%+k-3.

Como podemos observar pelas técnicas aplicadas nas de

monstragoes, os resultados podem ser melhorados, variando os

valores de k .

Tal fato, comprovaremos no capitulo III.

Teorema 11-3 :

Seja

£: Rn,O + Rp,o , k=det K , com rk<f> = r e
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T A

k

+o . c+fr+i’

= ft

£ r+i

e £ = (xl,...,x ,...,fp), onde f£

r’ “r+l r+i

i=l,oo.'p-r .

Entao, temos:

(p-r)pn(k+l)§_(n-r)[pn(k-t+2)+...+on(2ﬂ4-r(p'r)pn(k) +
+ (p-r) 2[o, (k=t+1)+..o4p_(1)] + r2[p_ (k=t+1)+...4p_(1)] +

+ r(p-r) [p, (k=2t+2)+...+1] .

Prova :

Aplicando o raciocinio do teorema II-1l, teremos:

1. para 1>1: & =€ + ...+ g5t

. . It k-t+1
2. para i,j>1 : wij = wij + c.0 + wij .
3. para i<r, j2rtl: yyy = ¢§j + oae. + ¢§52t+2 .
4 i ] = ¢k
. para i>r+l , j<r : wij = ‘pij .

5. para i,j2r+l : wij = wij + ... + ¢§5t+1

Exploremos o grau de liberdade dos Ei s 1 =1,...,

em 2, e 3.
Desta forma, sendo:

(n-r)[pn(k-t+2)+...+pn(2)] = ne de coeficientes dos
Ei y 1>r+l ;

r(p-r)p, (k) = n? de coeficientes dos 1y,

j ! i>r+l ,

j<r;

(p-r)z[pn(k-t+l)+...+pn(1)] = nQ de coeficientes dos
: vy

j ! iljz_r+l i
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rzfpn(k-t+1)+...+pn(l)] = n? de coeficientes dos wij ’

i,jsr ,
e, r(p-r)[pn(k-2t+2)+...+l]= n? de coeficientes dos wij ’
i<r, j2r+l,
teremos,
(p-r) o, (k+1) < (n-r) [p (k=t+2)+...4p (2)]+r(p-r) o (k) +
+ (p=1) 2 [o, (k=t+D)+..oko (D] + £2[o (k=t+D)+...+0_(1)] +

+ r(p-r) [p, (k-2t+2)+...+1]

Observagoes :

(1) para t = 2 , teremos o resultado encontrado na demons
tragao de II-1 .

(ii) Se k_>_t>%+l + k>3 , entao, na desigualdade encon

trada, nao aparecera o ultimo fator.

Conolanio :
seja f£: 8,0 R0, nx2, r=0 e £, =f5,
j=1,..0,n .

Se k>8 , entio f ndo & k-det K .

Prova :

Se f &k-det K , entdo np (k+l) < np_(2) + n’p (1) .
Portanto, . (n+k)...(n+2)3.2. < 9.(k+;)1

Tomando em particular, n = 2 , segue que, k+2 < 9 =>

=> %k <7 . Logo, se k > 8 , entao f nao e k-det K .

Proposicao 11-4

Seja f: rR?,0 -+ R",0 , com n>?2 e r<n , r#0 .
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2

Se f & k-det K, entdao n<k + (l+£)k + 2r .

Prova : ’

se £: R",0 + R®,0 , & k-det K, (n>2 , k>2), entdo

temos:

+

'(n-r)iﬁiﬁlééfa <n (n+k-1)...n . r(n_r_l)(n+k-l)...n
(k+1) ! k! k!

+ [nz.ﬁ(l_r)n + r(r-lﬂ (n+k-1) ... (n+1l) _ r(n—r)(n+k-2)"dlé—>

 (k-1) | (x-1) |
<=> (n-r) Antk) (ntk-1)n < (o#k=Ln? | ooy (nk=Ln
(k+1) ! k! k!

E) )

2 - e (n+k-1) _ r(n-r)n
+ [n +'(1 r)n + r(r-1)] k-1) | T ° Sendo n,k >2,

_r(n-r)in . _ r{n-r) (n+k-1)
(k-1)! = k!

segue que n+k=-1l<nk . Logo,

Portanto, (n—r)(n2+kn) < n2(k+l) + r(n-r-1l) n (k+l1) +
+ [n%4(Fr)n+ r(e-1]k(k+1) - r(n-r) (k+1)<=>n3- (k®+rk+2r+k+1)n® +
+ [(r-1k? + (r%2r-1)k + (£2+2r)]n - r(r-1)k(k+1) < 0 .

2

Concluimos entdo, que se n>k“+rk+2r+k+1 , a desi

gualdade ocorrera em sentido contrario, pois, r # 0 .
Logo, se £: R%,0 » R*,0 & k-~det K, com n,k > 2,
\

rk<f> =r#0 , r<n , entdo, n < k% + (l+r)k + 2r .

§3 - Estudo do grupo R

Neste paragrafo, mostraremos que OS Gnicos germes

£: R%,0 » RP,0 p2>2 , finitamente determinados R , sdo os

-45-



germes de submersig e difeomorfismo.

Portanto, nestas condigoes apenas o l-jato & .suficien

te para dizer se o germe € finitamente determinado R .

Proposi¢ao I11-5

Seja f: Rn,o -> Rp,O .

Se n<p , entao f ndo & finitamente determinado com

relagao ao grupo R .

Prova :

Vamos registrar duas demonstragoes:
(i) caso n=1.

(ii) caso n > 1, isto em virtude de aplicarmos técni
cas diferentes, embora (ii) englobe (i).

(i)n=lrp_>_2.'

Se rk<f> =1 , entao existe y: rP,0 - RP,0 , germe

-

de difeomorfismo, tal que, Vf(x) = (x,0,...,0). Como, £ &
finitamente determinado, se e somente se, VYf for,entdo seque

que f nao é k-det R, qualquer que seja k2>1 .

Se rk<f> =0, e f & k-det R, entao podemos tomar

2 k

f= (fl'...,fp) ’ fi=fi+o-o+fi

’ i‘= l’oo;,p . Sup_o_ .

nhamos £, #0 , (i =1,...,p), pois, do contririo, teriamos

a nao determinacao finita de £ .

s
Logo, £](x) = x i, h;(x) , onde h,(0) #0 (i>1)

| - ) k+1
Sendo £ k~det R,, seque que, dados ul,...,up € my '

existe £ € m1 , tal qué:



c
-
z
|
x

. By (%) .6 (x)

| =
3
]

S
xp.hp(x).E(x)

Como p>2 , tomemos u; =0 e u, = xK*L, Portanto,

xS H(x).E(x)P

1]
o

p ,
sy e H(x) = I hi(X) .

p
, onde S = ]
= i=1

i=1

De H(0) # 0 , segue que xs.g(x) =0, e, portanto,

s
E(x) = 0 . Mas isto contraria a identidade xk+1=x z.hz(x).F,(x).

Concluimos portanto, que f nao & finitamente determi

nado R .

(ii) n> 2 (n<p) .

Sendo n<p , e f € c”, segue que f(Rn) tem medi
da nula em RP, e portanto, RP - £(R") & denso em RP. (Es

tamos tratando de germes.de conjuntos).

Logo, existe g: rR®,0 » RP,0 , T
tal que, g(k)(O) = f(k)(O), &'
Vk € N, e no entanto, pa
ra todo ¢ € R, £y (R #
# g(®RY .

Portanto, f nao €

v

finitamente determinado com

relacao ao grupo R .

Vamos agora, estabelecer resultados aplicando essenci

almente o teorema I-12 .

-47-



Teorema 11-6

Seja f£: rR%,0 -+ RP,0 , com n>p>2 , e rk<f> =r<p ,

r# 0.

Entao, f nao & finitamente determinado R .

Prova :

Suponhamos f k-det R. . Entao, podemos ‘tomar f =

: 2 k .
= (XyreeesX, fr+l""'fp)' onde fj = fj +...+fj r 321+l .
. 9f of
Afirmamos que m§+1C:< 3~£il r ees g ;*1 > em, .
Xr+1 *n B
De fato. Sendo k-det R, temos m§+le(f)c: tf(mnB).
Portanto, dados u u_ € mk+l existem § | E. €nm
' ll""p n 4 ll"'lp n'
tais que:
w =&
Up = gr
ﬂ u - n afr+l E
. ? éf
u_ = 13
\ p i=1 axi i
Tomando em particular, U, = ... = u? = O, segue a nossa
| £ £
afirmagao, isto &, m§+1c « XL .., .2 S mo .
X X
r+l o n

Consideremos g: R",0 » R Y,0 , definida por g

_ afr+l afr+l
"(_—"—'l---l_"'—‘")-

axr+1 axn
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Como n >n-r e r#n , temos que

. co(R“) Co(Rn)
dimp —yg— 5f = dimg A o
<a r+l,...,—3£il> Co(Rn) | <gl""’gn-r>'co(R )
xr+l n
- of
onde gy = ; r+l,...,gn_r = —351; e gi(O) =0, i>1.
Xr+l *n ,

Portanto, nao existe s € N ,.tal que, miCI<gl.--ygh_r?-

Co(Rp), o que & contra nossa afirmacao.

Logo, f nao & finitamente determinado R.

gonozinio 1:
Seja f: R ,0 -+ Rp,-o r, COm n>p>2 e 1xk<f> = r¥0 .

Entao, f & finitamente determinado R, se e somente

se, f & germe de submersao.

Conolario 21

n n , -
Seja f: R ,0 + R ,0 , com n>2 e rk<f> = r#0 .,
Entao, f & finitamente determinado R, se e somente

se, f & germe de difeomorfismo.

Proposdicao I1-7 :

Seja f£: R°,0 * RP,0 , com p>2 e rk<f> =0 .

Entao, f n3o é finitamente ‘determinado R .

Prova :

(a) Suponhamos p = 2 .,

Se f é k~det R, gntso temos m§+19(f)c tf(B) .
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Portanto, 'dimR B ¢ 4w .

tf (B)
Como O(f) = Co(Rn) x C_(R") é
ox ox
tf£(B) = {tf(§): £ €B} = 1 Bl g -rE,,eco(R“)L
af2 afz P :
—— e @ @ (Tm—— | E [
[ 3%, aan L °n,
¢35 )
: axl; 3xn n
= | i 51 + ... * En El r see 4 En e CO(R )b o=
[ 3f2‘ af2 .
le ox,
-<(-5—’-3-—)’...’(r’a——)>.C°(R).
51 1 *n n
. Logo,
' : c_(RM x c_RrRY
dimR _ﬂ(_fl_ K 400 L==> dimR - o o < +» ,
tf (B) of, of of, °Ff
5 1 2 1 2. n
<(_3;—'-é;-)’...'(a——-'r)>.c°(R )
9% 99Xy 9%p 9%y

0 que & um absurdo pois, f € mﬁ + € portanto, elementos de

co(n“) x co(nn) da forma (1,h) e (h,1), com h € co(R“) ,

sao representantes nao nulos de elementos de ,%é%%).
(b) Seja p > 2 .

2

g: Rn,o + R%,0 , com g = (fl'fz) , teremos qué g & finita

mente determinado R , com g € n2

o + Mas isto & contra (a).

Portanto, £ nao & finitamente determinado R.
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Corolario 1 :

Seja f£: R%,0 + RP,0 , com p > 2.

Entao, f & finitamente determinado R , se e somente

se, f & germe de submersao ou difeomorfismo.

Conolanio 2 :

Seja f£: Rn,O -+ RrRP,0 , com p>2.

Entao, f & finitamente determinado R , se e somente

se, f €& 1l-determinada R .
Prova : ver corolario de III-3.
Observacoes:

Seja f: R%,0 » R,0 .

(i) se

rk<f> =1 , entao f & germe de submers3o, e por

tanto, & l-det R .

(ii) se

l.

rk<f> =0 , nada podemos afirmar pois:

Dado k>2 , existe g: Rn,o + R,0 , tal que
rk<g> =0, e g €& k-det R .

- w2 2 k
Para tal, basta tomarmos g(xl,...,xn)—xl+.. +X X, e
k-1 k-1 S e 7
Como m " <Xysee-sXp_ 0 Xg 7> .CO(RW) P - pogtag
k k-1

to, M S <XysevaiX g0 X > M

n n n ' Sedue de (I-7),

que g € k-det R .

£: R%,0 + R,0 , n> 2, definido por £(Xy,.../Xp) =x]2_,

nao é finitamente determinado R .

-5]1-



§4 - Estudo do grupo C

Teorema 11-8

Seja f: Rn,O +Rp,0 ;, com n>p .

Entao, f nao & finitamente determinado C .

¢

Prova :

Suponhamos £ k-det C . Entdo, m5'le(f) < f£*m_.e(f).

Portanto, m§+¥: <fl"'°’fp> oCo(Rn) onde f =

c, (R™) )

= (fl""'fp) . Segue pois, que dimR <@, que é
<fl' e e @ 'fp> .

um absurdo, uma vez que, f(0) = 0 e n>p .

Logo, se f: R",0 » Rp,o é finitamente determinada ¢,

teremos necessariamente, n<p .

Exemplo 1 :
Seja £: R",0 » RP,O , com n<p, definido por

f = (Xl,...,xr, X§+l,...,){i, 0,...,0) .

Portanto, existe L. €N, tal que,

mie(f)c:<xl,...,xr, x§+l,...,x§} . O(f) .

Logo,

o(f)

— e ¢ w<=> A(f,C0)< 0=
R F*m .0 (£) (£, €< =

L * -
mne(f)c f mp.@(f)< >dim

f & finitamente determinado C .

Concluimos pois, que, dado r 3'0 , (r inteiro),existem
n,p e f: Rn,O > Rp,O ’ com ngp e rk<f> =r-,

tal que d(f,C) < = .
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Exemplo 2 :

seja f: R®,0 » RP,0 , com n>p , definido por f =
= (xl,...,xp) .

Como, qualquér que seja & , inteiro positivo,temos que
xé+l "4 <KyreeerXg> Co(Rn) ., entao, concluimos que
d(f,C) = ®, isto &, £ nao & finitamente determinado C.

Observagao: Se n<p , entio f & C-det <=> £ & K-det.
(Ver Mather 1IV)

§5 - Estudo do grupo A

Seja f: Rn,o + Rp,o , k-det A, com rk<f> =r . Po

demos'supor por (I-§18) que f = (xl,...,x ’ fr+l,...,fp),onde

r
£.=£2 4 ...+f‘j‘, j>r+l .

J J .
Logo, dados u u e mtl, existem £, 13 'e m
/Og, 1'...’p n ’ l".‘."n 4 n
e Myseeerny e my tais que:
4
u, = El +ny0 f
{
ur-§r+nrof
f of . ? of .
u, = —d B, + —d £, +n,0f, j>r+l
T N R TS R L
Tomando U = ... Tu s 0 e r+l,...,up e m, ’
segue necessariamente, a existencia de:
_ p2 k .
l. gi-£i+ ooc+£i 14 12_1 c'
2. ny = ﬁl + eee + ﬁt ' i <r , onde ﬁg é a parte
i
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homogénea de n, + em yy,...,y, , dograu a ,

P
tal que £*n; = -&, (i<r) .
3. ni = .ﬁ‘i + .o + 'ﬁ-];.'-l ’ i _>_ r+l .

Observemos que podemos explorar-a liberdade dos Ei}iir),

em 2., mas, nao a faremos.

Seja m € N . Indiquemos por m , os mondmios de ny v

que envolvem exatamente m dos Yy o jer . Por exemplo: em

-2 : —k+1 v ~2
= . e 0 +
np ¢ temos "o "o + | "o (se p>r) , onde "p envol
ve 1 , isto e, ;;(Yl"‘ﬂ'Yp):= izr aijyiyj + eventualmente
3>r+l

mondmios do 29 grau, que nao envolverao y;(i<r), dependendo

ser k par ou iImpar.

 Analisemos os n; , (i > r+l) , construindo duas tabe

las, em termos dos m :

(a) caso: k- Impar

(b) caso: k-par .

‘ . L _ =2 ~k+1
(a) k-impar (k>3) ; n; = nj *oeeemgT
o
2 : 1 0
3 : 2 1l 0
k+1 kel k-3 e * .
== : 5= =5 e . o« s e o2 1l 0
k+3 . k+1 2 3
5= : o U .« 3 2
k+5 . k+3 2
2 3 2 g [ ] L] . [ ] . L[] . . L[ ] .

~
+ ~
=
x X
+ I
-
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=2 —k+1
(b) k-par (k> 4) ; ng =ny + ee. + ny .
a
2 : 1 0
3 2 1 0
l;- : ‘-‘-12;-2- e e e 2 1 0
1‘%2- 12‘- e e e e e e 3 2 1
k+4 K+2 " A
T -T - - - . ° - - - - 3

(Observagoes: os casos k = 1,2 , serao tratados em III)

Portanto, temps;

I, = p_(k+l1) (p-r) ;u[pr(k-l) + ... 0+ Dr(l)](p-r) +

+[oy (k=304 ..t p (410, (Dot [o (D40 (L) 41] 0, &3 +

+ [og @+ o (m+1].p K5k v o (K51

r+k-1) r+k-1) . r+4 ‘(k-3,
o+ . (p~r) + . P (2) + ...-+( ).D e =) F
( k-1 ) T < k-3 P 4 ) PE 2

= [p (k+1)-1]. (p-x) +

r+2 _ ‘ '
k-1 k+l, _ -
e+( ) )pp-r(—§~) + pp_rc—i—) = numero de coef;cientes dos

ng o 121+l e k-impar.
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t

Py = [p (k+1) + p_(k-1) + p_(k-2) + ... + p_(1)](p-x) +

+[pr(k43)+pr(k-4)+...+pr(l)+1].p (2)+[pr(k#5)+...+p£(})+1] .

p-r
k=2

k
p-r( 2

7)

r+k-1 ' r+k-3 r+3
= [p_(k+1)-1] (p-r)+< ) (p-x) +< ).p (z)+...+< ) .
xr - ; p-r 3

. pp_3(3)+..c+[pr(3)+pr12)+pr(l)+l].p )+[pr(1)+1].pp_r(

(]—‘-}g) + (1+r)pp_r(-125) = numero de coeficientes dos Ny

Po-r
i>r+l e k-par.
Paraos & , (1>1) , temos: [pn(k) + ... + pn(2)]n =

n+k . ‘ . : ~
=( > n - n(n+l) = numero de coeficientes dos 51’52""'511‘
k N : .

Segue entao, o:

Teorema 11-9 :

Seja f: Rn,o + RP,0 , com rk<f> =1r .

Se f & k-det A., entao:

n+k
-(p=r)p, (k+1) < n[( )- (n+1)]-+1>k + se k & par.
k
n+k ‘
(p-r)p  (k+1) < n[( ) = (n+l)]+I, , se k & Impar.
, k ,
Conotdrio : | .

Dados r'_>_0 +r k>3 , p>0, p'>r+k+l, existe uA(p,r,k)
tal que, todo £: R",0 + RP,0 , com rk<f> <r e n>u,(p,r,k)

nao € k~-det A . -

Exemplo 1 :

Seja f: R",o -+ Rp,O ;, COmM n<p e f=(x1,...,xn,0,...,0)
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Como m O(f)C wf(A) , segue que f € finitamente L

determinada, e, portanto, é finitamente determinado A.

Exemplo 2 :
. n n = 2
SeJa f: R ,0 -» R ,0 ’ n ‘>_‘2 ’ tal que’ f" (xl'o LY xn_l, xn)o

- Dado u € Co(Rn), existem wl,wz e Co(Rn) , tal que ,

u=1.£f*y, + x_.£f*) (ver |7]-Teorema de Malgnrange).
1 n 2

Logo, dados ul,;..,un e Co (Rn) , O sistema abaixo tem

solugao em & ,..es8 s MNyseee,ny ¢

r

u1=£1+nlof

Up-1 * En-’l + h-19 £

| kun = xnzn + nnof

‘Portanto, £ & finitamente determinado A .

Observagoes:

Todo germe f£: Rn,O -+ RP,O , estavel, é& finitamente

determinado com relagdo ao grupo A , (é (p+l)-det A).
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caplTvuLo III

RESULTADOS RELACIONADOS COM A DETERMINACAO
FINITA, PARA VALORES PEQUENOS DAS VARIAVEIS

§1 - Caso k =1 e grupo K

Lema 111-1

Seja f: R“,o +RP,0, com rk<f> =r .

Se f & l-det K e r<min{n,p} , entao n>p .

Prova :

Se n<p , entao podemos tomar f = (XyreeesXps0,000,0)s
uma vez que f & - l-det K . Sendo r<n, entio ’
m§t¢ SKyreeerXp> .CO(R#) » para todo inteiro & > 1. Isto con

tradiz o fato de f ser 1l-det K . Logo, n>p .

Lema 111-2 :

Seja f: R",0 -+ RP,O r com rk<f> =r .,

Se n>p>r , entao, f nao é l-d'étwK .

Prova :

> Co(Rn) , para todo

Isto é obvio pois, mf; & <XyreeerXy

inteiro 2 > 1 .

Utilizando estes dois lemas, temos a,
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Proposicao 111-3 :

Seja f: R“,o -+ RP,O r com <rk<f> =1 .

Entao, f e l-det K,,se e somente se, r = min{n,p} .

CoroLarnio :
seja f: R%,0 » RP,0 .
(1) Se n<p , entao:

f l-det K <=> f 1-det L <=> £ & germe de imer

sao.

(ii) se n>p , entao:

f l-det K <=> f 1-det R <=> £ & germe de sub

mersao.

(iii) se n = p , entao:

f l-det K <=> £ & germe de difeomorfiémo.

§2 - Caso k =2 e grupo A

nga f: Rn,O > Rp,O , com rk<f> =r , 2+-detA. En

tao, podemos tomar f = (XqreeerX, fr+1":;f;p)' com fj =
=£5 ., 32zl .

De mge(f)c:tf(mnB) + wf(mnA) ' segue que, dados
Uy,...,0 € C_(RY) existem £ £ ec_(RY e
} ll-oOI p o ! , . . l,o--, p ) o

nlpci-(np e CO(RP) ’ tais que:
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u,. = Er + n.o f
r of n of
\ r+l r+l
u = J ===, + ] ==k, +n of
r+l 42y 9%y LU 424y 9%y i r+l

r of n of
uw = J =2E + 7 =LE +n_of
WP g2y 9%y L gopyy 9% CE 0P
Tomando u; = ... = u. =0 e ur+l""'up ' polino

mios homogéneos em XyreeorX do terceiro grau, teremos ne

cessar;amente:

i g, = 52 i>1
* i i/ -

2. n,(y) = nl( ) + nz( ) i<r
- Ny 1 ¥perre--r¥p PSS RAREED £ LI A

3. 0, (y) = na( ) + n3¢ ) 15>r+l
. i Y i-yl'...yp i yl'-no'yr ? hell ’

onde, em ﬁi., os mondmios envolvidos sao da forma

a.y , com jl £r, j2 >r+l e a €R.

31%3,

Logo, segue que:

(#)  (p=x)p,(3) < (n-r)p (2)+[r(p~r)+p_(3)] (p-x)+r[(p-r)+p_(2)],
e
(%) (P'I)Pn(3) < np (2) + (p-r) [r (p~r) + pr(3)] , onde, em

(«), foli explorado o grau de liberdade de El,...,Er .

Portanto, temos o:

Lema 111-4 :
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se £: R",0 »RP,0 , com rk<f>=1r , & 2-det A, en
tao valem as desigualdades (%) e (*%) .

Conolanio 1 :

Seja f: Rn,O > Rp,O r com r =0 .

Se f & 2-det A, entao p=1,2 . Se p=2 , entao

Escoldio :
Seja f£: R",0 +R®,0, com r =20 .

Se f & 2-det A, entao n=1.

Obsenrvagoes:

o

= U A-Xr . Entao, {f: R’O > Rlo} - Ao ’
r>1

e constituido dos germes g: R;0 + R,0 , nao finitamen

Se;a Ao

te determinados com relagao ao grupo A .

Corolario 2 :
. n n -
Seja f: R°,0 » R,0 , com rk<f> =1r .,
- 3

Se f & 2-det A , entao n<l+3r .

Prova :

4

(**) Vale <=> n -rn3-(1+9r)n2+r(r2-9r+2)n+r2(r?—3r+2) <0

Seja y(x) = x4-rx3-(1+9r)x2+r(r2-9r+2)x+r2(r2-3r+2),
e seja xa_? 3r + o . ‘

Portanto, w(xa) >0, se a>2.

Entao, ¥ (x) <0 , temos necessariamente, x < 1+ 3r .
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Concluimos que, se f: R“,o > R“,o é 2-det A, entao,

n <1l+3rc .

Lema 111-5 :

seja £: R",0 » RP,0 , com «rk<f> =0, 2 <n<p

e, £=(fy,...,£,) , onde f£;,...,f sao homogéneos do se

P

gundo grau, em KyreoosXp

Entao, £ nao & finitamente determinado com relagao ao

grupo A .

Prova :

Suponhamos £ k-det A . Seja ko > k, k-par. Logo,
k_ +1
£ & ky-det A, e entio, m° O(f)c tf(mB) + wE(m A) .

Como f & par,entao, wf(mpA) é constituido por ger

mes de fungdes pares.

Segue entao que, dados ul,...}u polinomios homogée

p ’
nREOS em Xj,...rXy 'do grau ko + 1  (impar) , existem
-k : ,
g, =6°, 121, tal que:
- of
., = ’ >
BT by e 328

Portanto, ppn(ko+1)§_nph(ko) , que & um absurdo,pois,

pan. e o (k+l) > p (k) .

Exempto:

£: R®,0 + RP,0, com 2<n<p, e f = (x%,...,xi, 0,...,0),

nao é .-A-determinado, mas, € K-determinado.

§3 - Caso k = 2 e grupo

j =




Lema I11-6

Seja f: rP*9,0 + RP,0 , q >0, com rk<f>=0.

Se £ & 2-det K , entao p < 6

Prova :

Por hipotese, temos que pe,(3) < np (2) + p?n , consi

derando f: Rn,O > Rp,o
Fazendo n = p+q , segue que:

p> + (2g-6)p® + (a®-3¢-1)p - (3¢%+3q) 0, *~ .donde

. tem—-se.o resultado.

Conolario 1 : Nas condigdOes do Lema acima, temos:

' (i) se 'p=3, entao q <5 . '
xy  (ii) se p=4, entao q <1 . :
* i(iii) se p=5,6, entao q=0 ‘

Corolanio 2

I
o

Seja f: R?,0 » RP,0 , com rk<£f> e no>p.

Se p>5, entao f nao & 2-det K .

Y  Llema I11-7

]
o,
L]

seja f£: R%,0 > R",0 , com rk<£f>

Se f & 2-det K, entdo n < 3r+5

Prova :

Sendo f 2-det K, entao, (n-x)p (3)<p (1) [n2+(1—r)n+i:(r-1)] +

¢ A
* : ’
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+ pn(Z)[(1+r)n-'r(r+l)] + [-(1+r)n2 + (r2+2r)n - r2J » donde

tiramos, (3n%-9n+6)r? + (-4n3+9n%-5n)r + (n%-6n3-n?) <o .
Tomando w(x)=(3n2-9n+6)x2+(-4n3+9n2-5n)x+(n4-6n3-n2),
se n >3, teremos que, VY(x) < 0 implica que x > B=> .

3

Portanto, temos o resultado.
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caprpifruLrLo 1v

===

RELACOES ENTRE DETERMINAQAO
FINITA E STMBOLO DE BOARDMAN

seja f£: R®,0 » RP,0 e seja I, O seu simbolo de

Boardman. Denominamos compiimento do simbolo de Boardman de

£ , e denotamos por ||I¢|| , ao nimero de Indices ndo nulos,
mais um.
Nestas condigoes, se ||I¢|| = t , entdo escreveremos

simplesmente, I, = (i;,...,i,_4,0) , onde i, ;, #0 .

que sejam os inteiros ayre..0a

Lema 1!:1

Seja IcC M) ¢ um ideal de A, , com mgz;::)l'cl e L21.
Se rklI =0, entao m%n)c 81 .

Prova :

Como m%;iczl , entao xil cen x:n el , quaisquer

nzo,com a1+o-'+an=£+1'

Sendo rkI =0, temos 6I =4,1 , e portanto, quais

quer que sejam os inteiros bl""’bn >0 , com bfa..+bn==£,

by b
n

n _ L
tem-se X7 ee.o x € A11 = 6] . Logo, m(n)C:GI .

Proposdicao 1V-2

. | L+l
Seja Ic:m(n) , um ideal de An , com m(n)c I ,4> 1.
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Entao, ot = m

Prova :

Seja rkl =r .

(a) Se r =n, entao I = m

2. _
n) ' ¢© portanto, 671 = m

n)

(b) Suponhamos 0<r<n . Entao, podemos supor a existén

/

cia de Al,...,xr el , cujas partes lineares, sao linearmen

te independentes sobre R , e,

(Al §11x1+...+alnxn +Hy

2
L Ar ar1x1+...+arnxn'+ M onde Upreeerty € Miny’

>
]

a5 €R e det(aij) #0 (1<i , j<r) .

De mg(';;‘cl » Ssegue que X, ., -xg' € 1 , onde j>r+l.

Sendo rklI=r , entao 61 = A_,,1 - Portanto, temos

2 _ . A+l
g wj € §1 ' (jg_r+1)‘, onde wj_e Wiy ¢ bas

Allunoilr, xJ

tando para tal, observarmos a matriz:
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1 1 1 1 1
a + — a + — P - | + ——— f a + PR | P —
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a + — a +—-"'--ooa 4+ —— a Y- + —
rl r2 rr r,r+l rn
3xl ax2 er : ’ 3xr+l axn
|
e m et e e e e —— - e = - —-— T—---q--—1
| |
0 0 0 ezt 0 o 0
} r+l | te
| i
[====-=-===- B
| [} i
0 0 0 : X4o E 0 ... 0
et
Fons e 4
{ |
, !
0 0 0 L xk ' 0...0
. S| /
Suponhamos agora que rkdl =s . Entio, existem
}\r+l""'>\s e GI ’ tais que, )\l,...,lr, )\r+1’---'xs ’ tém
as partes lineares, linearmente independentes. Suponhamos
ainda que:
( ] 1J 1
- | ]
LA, = aélxl + ... 4 a;sxS + oo +ag X, + WS '



' : 2
onde, aj'_jek, det(aij) #0 (l<i, j<s) e ‘fl,...,‘Ps € miy-

2 2
Temos Al""'xs' Xop1 * ¢s+1""'xn

+ 9y, € s1 , onde
L+1
ws+l'...'wnem(n) .

2

Sendo rkél =s , entao 6°I=4_ ,61. Portanto, ob

servando a matriz:

1 sV Y oY, R 4
1 P U 1l 1
a' + — ™ . a' + S— a' + . . . a' + ———
11 1 | 1l,s+1 1 '
axl s axs | 'S 3xs+1 n axn
|
]
|
i
] . . . . . . L] L[] L] | ] ] . ] . L] . . . .
|
|
]
[]
v oY | R 4 R 4
al. + S .. .a'_ +—2 1 av + 8 .. .a' +—=
sl ss t s,s+l sn
axl axs | ’ ax8+1 axn
P e e s W W wr W W G e RS ape a W e Ep e Wy e s : ———————————— -‘O--
: i
Wgyr1 Wee1 ! et L, Wop1, Wgs1
L ] L] . s+l ‘. L] L] .
axl axs : 8xs+l: an
| L------------}-_
awn awn a‘pn :z -Lkawn
L] L] L] . L] L] I‘ n
axl _ axs Bxs+1 : 8xn)
{ _

. -1 2-1 .
verms que Al'...'ks, xs+l+Bs+l'oo-’xn 1+'Bn e 621 ’ Onde,

S
Bg4psv 1B € M(n) *

Seguindo raciocinio analogo, teremos depois de um nime

!

ro t de passos que:

1ot _
xl,..f,xj, x§+i t + ej+1""'xﬁ+l t + en € 6#1 , onde,
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L4+2-t
j+l,u.-’enem(n) e, )\

¢] W tém as partes lineares

1,.. J

em xl,...,xj , linearmente independentes sobre R . Observe.

que, r<s<...<j.
Fazendo t=% , teremos:
A A, X ., + Q x +0_ e é&*1 onde
l""l p’ p+l p+l""' n n 14 4

A er A tém as partes lineares em XyreoosXy linearmente

l’o- p p

. 2
independentes sobre R , com Qp+1""’9n e m(n) .

Ly _ L. _ L
Logo, 6 I—m(n) r pois, rké'1 =n e § Icm(n)

(ver I-13).

(c) Se r =0, entao mz <481 . Se rkél = 0 , entao
(n)
m*lcs?r .,
(n)

Prosseguindo o raciocinio, teremos:
(1) rkI =rké61 = ...=rké* 11 =0, e, portanto,

2

My = 61 , ou

(2) Existe s<f-1, tal que, rkl = ... = rké* " 11=0
e rk$SI # 0 . Neste caso, basta aplicar o caso

(b) .

Lema IV-3 :

Seja f: R™,0 + R,0 , k=det G, onde G=R-,L,A-,-C ou K.
Entao temos:
(1) rk<f> =1 <=> If = (n-1) .

(11) rk<f> = 0 => [[|I.][| < k+2 .

Prova :
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(i) Se rk<f> =1, entao §&<f> = A,<f> = <> . Logo ,

§%<g> = <f> , para todo £>1 . Portanto, I, = (n-l) .

A reciproca € imediata.

[¢:1}

(ii) se £ é_k-det G, com G=R,L,C,A,K, entao, 4

k+1 n, _
k-det K . Portanto, m, e tf‘mnB) + f*ml CO(R ) =
-— n '
Como rk<f> = 0 , - entao &<f>=A <f>-<f,i£-,...,—a—f—>.
. 1 9%, ox
n
. Co(Rn) . Dal, segue que m§+£: §<f> . Por (IV-2),

k+1

temos § <f> = m. .. Logo, I, = (il,...,ik+l,0), e

portanto, |[|Ig|| < k+2 .

No caso de rk<f> = 0 , podemos generalizar o lema an

terior, atraves da:

Proposdigao 1V-4 :

Seja, f: Rn,O +> Rp,O , com rk<f> = 0 , k-det G ,
(6 =R,L,A,C ou K)

Entdo, |[Ig]|| < k+2 .

Prova :

Por hipéte;e, 'f & k-det K. Logo, mk+1

™y G(f)ctf(mnB) +

+ f*mpe(f) .

k+1

Considerando f = (fl, cus ,fp) , teremos moc tfi (mnB) +

' n
+ <f1,...,fp> .CO(R ) .

. +1
Como rk<f> =0, entao,_ @ﬁ %: tfl(mnB) + <f1,...,fp>.

n afl‘ afl
. CO(R )ca<f>=6<fl’...'fp>=<fl'...'fp; —a';"l'-"suclg;;; s e 0
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of of
cee; P—,..., P>,C0(Rn) .
axl X

k+1

n
k+1
Portanto, m,c é<f> . Por (IV-2), mn=6 <f>

, acar
retando pois, que ||If||5_k+2 .

Obsenvagcao: O mesmo resultadobvale, para r # 0 e
mersao.

f nao sub

\ ' Teorema IV-5

Seja f: Rn,O -+ Rp,o .

Entdo, [|I4]] < «, se e somente se, existem inteiros

2,8 > 1, tais que, mitz §5<f> .

Prova :

se |[|Ig]| =b < +», entio, m = §21ees , se b> 2

(se b=1, entao, m_ = <f>).

n Basta portanto,tomarmos £ =1

e s=Db .

Por outro lado, se mﬁczas<f> , entao , por (IV-2)

)
62+S'-l<f> = mn ' e portanto, llIf|| < i+s .

Conolario 1 :
Seja f£: R",0 + RP,0 .

Se ||I¢]| =+« , entdo ndo existe g: R,0 » R%,0 ,

k-det G , com rk<g> = 0 , tal que, para alguns inteiros n

o

’

n_ . m :
m, > 1, se tenmha § %g> = ¢ %£> .

Prova :

Suponhamos que‘exista g: R",0 » RP,0 , k-det G , com
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/

n m

rk<g> =0 . e é o<g> = § °<f>. Por (IV-4), segue que
. n_+k+l
||Ig|| < k+2 . Como 6k+l<g>==mn, seque que § ° <g> = m .
ng m, . n_+k+1 - m°+k+l
Sendo § "<g> =§ <f> e § <g>=m,, entao 8 <f> =
= m, . Nestas condigdes, temos ||I .|| < m_+k+2 , contra a
hipdtese. , ’
Exemplo:
n A n
seja f: R ,0 + R,0 , n>2 , definido por | x,=f.
Como n>2 , entdo ||I¢|| =+« . Logo, ndo existe
g: Rn,O +> Rq,o r com rk<g> =0 , e,finitamente deter
.minado K , tal que, 62<g> = §5¢<f> » para alguns in
teiros L4 e s .
Corolario 2 :
seja £: R%,0 + RP,0 .
L s =
Se moC$ <f> , entao ||If|| < L+s .
Prova
Temos <f> cC m, e mﬁc:55<f> . Por (IV-Zf,segue que
L+s=-1 _
) <f> =m_ . Portanto, ||I¢|| < L+s .
Lema IV-6 :
seja f: R,O > R,O .
Entao, f & finitamente determinado R , se e somente
se, | [Ig]] < +w .
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Prova

(=>) Se f é& finitamente determinado R, entao existe um

inteiro r , tal que, —=(0) # 0 . Do contrario, consideran
dx

do:

g,h: R,0 » R,0 , .definidos por g(x) = 0 , para todo
1

X , nas vizinhancas de 0 , e, h(x) = l , teria
0 , X=0

mos g € R.h , o que & um absurdo.

C a® e
. Logo, de = (0) #0 , segue que, ||I¢ || <r .
: dx
(¢<=) Seja £ um inteiro positivo, tal que, ]|If|| =8 .
-~ d(l—l)f ‘ -
Entao, segue que ————(0) # 0 . Portanto, f e fi
dx

nitamente determinado R .

Conolario :
Seja f: R,0 - R,0 .
Entdao, |[[Ig]|] =4 , se e somente se, £ & a menor de

terminagao de f com relagao ao grupo R .

Observagoes ginadls:

(a) seja f£: Rn,O + Rp,o r n>3, com’ ;kkf> =0 .

Entao, |[|Ig|| < +«, nao implica que f- & finitamen

te determinado com relagao ao grupo K.

De fato. Tomando f:Rn,o > R?,O + n<p , definido por

2 2

= 2 2
f = (xl cee Xo g

X seeesX] eee XD 00X ,0,..0,0) , £ =

(fl,...’fp) -
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(b)

(c)

(d)

Temos entdo, ||Ig|| <= . Como n3>3, seque que
= L ' X

d(f,K) = » , pois, X ¢ tfl(mnB) + f*mp .Co(Rn) . para

todo inteiro £>1 .

As orbitas de F , pela agao do grupo A , nao podem

ser caracterizadas pelos simbolos de Boardman.

De fato. Considerando £,g: R®,0 +RP,0 , n>2 , defi

no2 R
. nidos por £=( 7 X{ 1 oo s ) xy ) e g =
i=1 i=l
n-1l n-1
2 2 : 2 2
= ( X, = X, eee g X; - x_ ) , teremos I, =
igl i n igl i n £
= Ig = (n,0) . No entanto, f ¢ A.g .

Sejam f£,g: R%,0 » R,0 , n>2 , com Ig=1I5 e ||Ié|<
<o, Se f @& finitamente determinado com relagdao ao
grupo K , nada podemos afirmar com relagao a determi

nagaoc finita de g .

De fato. Sejam f£,qg: Rn,o + R0, n>3, definidos
n ,
por £ = ) xin 1 . g = xi cos xi_l.xn .
o i=1

Entao, I Ig = (nyeeeyn,0) , com ||I£|| = 2n-1 .

No entanto, £ & finitamente determinado com relagao a
K , embora, g nao o séja, pois xi ¢ tg(mnB) + g*ml.

. Co(Rn) , para todo inteiro 2>1 .~

O menor grau de determinagaoc de um germe, nao correspon

de ao comprimento de seu simbolo de Boardman.

De fato.

(i) Tomando £: R%,0 + R,0 , n>2, definido  por
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f = Xy ,. seque que f£. & 1l-det R . No entanto,
Izl

(ii) Seja f£: R2,0 + R,0 , definido por £ = xio + x%g.

_Entao, f & 25-det A , mas nao 24-det A . No en

tanto, IlIf||-¥ 19 .

(e) Seja f: rR®,0 + R,0

Entao, £ & um germe de uma fungcao de Morse, se e sO

mente se, I = (n,0)

De fato. Se f & Morse, entao & Obvio que I¢=(n,0).

- Por outro lado, se If = (n,0) , entao rk<f> =0 e
n 1 3%, 9%
1l n
~ 90f  f
Nestas condigoes, as partes lineares de ronat ARE N ol
axl Ix
n
sao linearmente independentes sobre R . Logo ,
2 .
det (————(0)) # 0 . Segque portanto, que f & germe
axlax:J

de uma fungao de Morse.

(f) seja f: R",0 + R,0 , com rk<f> =0 .

Entao f é 2-det R, se e somente se, f & germe de

uma funcao de Morse.

(g) Seja f£: Rn,o + R,0 , com rk<f> =0
Entao, sao equivalentes as seguintes afirmagodes:

(i) £ infinitesimalmente estavel.
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(ii) f estavel.

(iii) £ & germe de uma funcao de Morse.

(iv) If = (n,O?

n .
. ~ 3
De fato. Seja £ = igj a;4x;xy +h com hem .

Entao, f é estavel, se e somente se, dado [ € Co(Rn),

a equagao:
¢ = (QE(E) + nof) (mdd m2) ,
tem solucao em § e n . Mas isto, & equivalente a

2a11 ajp -+ 314
detf « « « ¢ o o o o # 0, que equivale ser f, ger

me de uma fungcao de Morse.
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