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In this work, we study certain topological propertms
of a class of two—dimentional ordinary differential systems

& = A(t)x. (-w < t < »)
,

(1)

in which A : A(t) is a real—valued continuous matrix .

satisfying, for some positíVe w , the following conditions:

(í) ACt *w) ' ACt)
, ('º < t < ªº)

&
.

(ii) [º tr A(t)dt = o .

In chapter O ; we present certain results concerning
the general theory of systems & = A(t)x where A = A(t) is an

n><n periodic continuous matrix.
In Chapter 1 , we pose the above mentioned problem .

We deal with examples in which the fundamental matrix U = UCt)

is defined by U(0).= the identity matrix. In this case, the-

Jordan canonical form of UCw) is given by<xe of the following
cases:

1 o
'

'

'

1 1
(1) '

' (2)
o 1 o 1

-1 o ' -1 1
(3) (4)
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»

_O)? O, _4 , c
2 (º) -1(5) 20

. a-ib .
, a 4-b .=,1)_ 0 c

(0 < |c|<1)

In Chaptef IÍ, We charaCterize *certain sets of
matrices in which the behavior of the solutions of (1) is
strongly related to its characteristic multipliers, that is, to
the eigenvalues of «U(m) . By using results proved in this
chapter, we obtain certain topological properties of the above

mentioned sets of matrices.
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Estudamos neste trabalho, algumas propriedades topº
lõgicas da classe dos sistemas lineares bidimensionais de' equâ
ções diferenciais ordinãrias_

& = A(t)x
.

(-= < t < ºº)
'

_,'(1)*

onde A = A(t) é uma matriz de funções reais contínuas, Sªtíâ
fazendo, para algum w > O , as seguintes condições:

(1) A(t + m) = ACt) (-ºº < t < ºº)

' ' m
(11) [o tr A(t)dt = 0 .

No capítulo 0 , registramos alguns resultadoscnw são
usados no desenvolvimento do trabalho, sobre a teoria dos sístg
mas & = A(t)x onde A = A(t) & uma matriz n><n, contínua e

periódica.
No capítulo I apresentamos o problema acima mencionª

do. Definindo U = U(t) = matriz fundamental para (1) tal que
.

U(O) = matriz identidade, notamos que U(w), com seus auto-valº
res A sõ podem satisfazer a um dos seguintes casos:1,

(1) A = A = 1 ; U(m) diagonalizada

(2) A1 = A2 = 1 ; U(w) não diagonalizãvel

(3) x = A2 = -1 ; U(m) diagonalizãvel

(4) A1 = A2 = -1; U(w) não diagonalizãvel

(5) Im(11) # 0 ; ÃZ = Xi

(6) ImCAl) = o ; lxll < 1

Mostramos em seguida que, fixado w > 0 , existem mª
trizes A = A(t) satisfazendo às condições (1) e (ii), para
as quais as matrizes fundamentais U = U(t) se enquadram em



cada um dos casos de (1) a (6) .

No capítulo II, caracterízamos certos conjuntos de

matrizes nos quais o comportamento das soluções de (1) estão fqg

temente relacionados com os multiplicadoreS'característicos; ig
to 6, com os auto-valores de U(w). Usando reeultados provados

neste capítulo, obtemos algumas propriedades topolõgícasckm coª
juntos de matrizes acima mencionados;
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CAPÍTULO 0

Reunimos neste capítulo alguns resultados da teoria
dos sistemas lineares homogêneos com coeficientes periódicos.

Consideremos o sistema linear homogêneo

& : Act)x (—w«< t < eo) (0.1)

onde A.= A(t) é uma matriz n><n de funções reais (ou complg
xas) contínuas, e

A(t + m) = A(t) (—w < t < w)
' ' (0.2)

para algum w > 0 . Neste caso, (0.1) é chamado sistema peniã
dica e w 5 um pe&íodo de A . Não exigimOS' que m seja o

menor valor positivo para o qual (0.2) se verifica.
Seja U = U(t) uma matriz fundamental para (0.1) e

seja V definida por

V(t) = U(t + w) (-» < t < ») .

Como Ú(t) ; A(t)U(t), temos que Ú(t) = Ú(t+w)==A(t+w)U(t+w) =

= A(t)V(t), (-w < t < ºº), e desde que detV(t) = detU(t+w) # O,

-w < t < & , segue que V é uma matriz fundamental para (0.1).
Logo, existe uma matriz constante não singular C tal que

U(t + m) E U(t)C .

Se W é outra matriz fundamental para (0.1) e D

& uma matriz constante não singular tal que

W(t + (13) E W(t)D ,

então, desde que existe uma matriz constante não singular S tal
que

W(t) E U(t)S ,

temos

W(t + m) ; U(t + w)S U(t)ss'1cs ; wctJS'lcs .U(t)CS IN



Mas isso significa que D = S'1CS, ou seja, C e D são semª
lhantes.

Um fato fundamental para sistemas periõdicos é dado

no

Teonema 0.1 (Floquet)

Se U é uma matriz fundamental para (0.1), então E
xiste uma matriz não singular 'P'= P(t) com período m e uma

matriz constante R tal que U(t) E P(t)exp(tR) .

Prova:

Seja C matriz constante não singular tal que

U(t + m) E U(t)C . Então, existe uma matriz constante R tal
que C = exp(wR) . Seja P definida por

P(t) = U(t)exp(—tR) (--ºº < t < ºº) .

Então, P é não singular e

P(t + m) = U(t + w)exp((—t-w)É) = U(t)Cexp(-wR)exp(-tR) =:.
= U(t)exp(-tR) = P(t) , -w < t < » ,

donde segue que P tem período w . Pela definição de P tg
mos

U(t) = P(t)exp(tR) (-a < t < »)

o que prova o teorema.
Consideremos a matriz fundamental U(t) EP(t)exp(tR)

do teorema 0.1 . Temos que U(t + m) = U(t)exp(wR) . Pelas og

servações iniciais, as matrizes fundamentais para .(0.1) deter
minam.um único conjunto de auto—valores, a saber,os de exp(mR).

Eles são chamados mu££ip£icadoneó.canacteaíóthOA de (0.1). Os

auto—valores da matriz R são chamados expoentcó caaactcníótá
ccb de (0.1). A parte imaginária destes é dada a menos de mil

tiplos inteiros de Zn/w . Para ver isso, observar que

-2-



U(t) = P(t)exp(tR) = P(t)exp(- -Éªli£- I)exp(-££IÉE— I)exp(tR)=
(1) 0)

= P1(t)exp(t(R + flâgi- r)), —»—< t < » , k inteiro,
tem-período w .onde P1(t) ; P(t)exp(-A—ªªãi£— 1)

Observamos que os expoentes característicos também

não dependem da matriz fundamental considerada. De fato, sejam

U(t)
W(t)

P(t)exp(tR)
P1(t)exp(tR1)

matrizes fundamentais para (0.1). Vimos inicialmente que exiâ
te uma matriz constante não 'singular S tal que

exp(wR1) = S'lexp(wR)S .

Como 5-1exp(mR)S = exprS'lRS), segue que exp(wR1) =exp(wS'1RS)

donde temos
' >

'

R = S'IRS (mod -31Li- 1)
U)1

Relacionaremos os expoentes característicos com os

multiplicadores característicos de (0.1). Suponhamos p1 ,

pz , ... , pn os auto-valores de R . Podemos supor sem pe;
da de generalidade, R na forma canônica de Jordan

R = diag(Rº, R1. ... , Rs)
onde

Rº = diag(p1, pz, ... , pq)
e

pq+k 1 0 .:.. 0 0

O pq+k 1 .... O O

O 0 pq+k .... O O

Rk= . ............OIOCCQOICIOOOQ...
0 0 0 .... rºq+k 1

O 0 0 .... O pq+k

para k = 1, 2, ... , s . Então,



exp(mR) = diag(exp(mRo), e;p(mR1), ..º , exp(mRs)) ,

onde

expCmRo) = diagtexp(m:ã), exp(wpz), ººº , exp(mpq))
e

1 m _ºí;5:í__. .
_ ª(rk 1)

o 1 , , ,
_Eg;líjí__

exp(ka) = exp(wpq+k) . (rk-2)!

O 0 1

para k = 1, 2, ... , s ; q + r1 + r2 + ... + rs = n .

Observamos assim que, se p 6 um expoente caractg
rístico de (0.1), então exp(wp) é um multiplicador caracteríg
tico de (0.1). Recíprocamente, todo multiplicador característi;
co de (0.1) é da'forma A = expCmp), onde p E um expoente cª
racterístico de (0.1).

Examinemos a forma exàlícita de duas soluções line
armente independentes :p, ? de (0.1), quando A = A(t) é de

ordem 2 . Seja U(t) E P(t) exp(tR) matriz fundamental para
& = A(t)x, onde R tem a forma canônica de Jordan. Pode oco;
rer os seguintes casos:

Neste caso, as colunas w , W de U são da forma

th) expCtp1)p1(t) , -» < t < »
(0.3)

wct) expctp2)p2(t) . -” < t < »

onde p1 , pZ são as colunas de P .

(ii) ' R =



Neste caso. necessariamente p1 = p2 e w , ? ficam
llw(t) eXp(t91)p1(t) . -= < t < »

?(t) = exp(t02)(tp1(t) * pz(t)) , —= < t < =
(0.4)

De (0.3) e (0.4) concluímos que, se Re(pj) < 0 , j = 1,2, eª
tão toda solução tende para zero quando t + » . Além disso, se

p é um expoente característico de i = A(t)x , então existe ª
ma solução não nula que 5 da forma exp(tp)p(t) onde p tem pº
riodo cn. Em particular, se A = l(X=—1) ê multiplicador cª
racterístico, tomando p = 0 (p='ni/w) temos que existe uma sº
lução de período w(2m) .

Voltando ao caso geral, seja U = U(t) matriz funda
mental para (0.1). De U(t+w) = U(t)exp(wR) , temos U(w) =

= U(0)exp(mR). Logo, se U(O) = I = matriz identidade , temos

U(m) = exp(wR) e portanto os multiplicadores característicos
A A2, ..., An são auto—valores de U(w). Neste caso ainda ,

a?l'
usando o teorema de Liouville. temos

A1.A2. ... An = det U(w) = expf]ºtrA(t)dt) (0.5)
0

Quando A = Att) é de ordem 2 e U(O) = I , os mul

tiplicadores característicos são raízes da equação

w ( ) ' A V ( )
det 1 m 1 m

= 0

w2(w) W2(w) - A

que fica
A2 — tr U(m)l + det U(m) = o (0.6)

Veremos agora outros resultados de nosso interesse.

Teonema 0.2

Seja A = A(t) uma matriz nx n de funções reais
(ou complexas) contínuas em (-=, ªº), de período m , e seja

U = U(t) a matriz fundamental para i = A(t)x com U(O) = I .

-5-



Se U(m) ê diagonalízãvel com auto-valores A1, AZ,..., An, então
existem soluções linearmente independentes wi, wZ' ..., wn de i =

= A(t)x tais que wj(t+w) = Aj wj(tj, —= < t<.=, j= 1,2, ..., n.

.Prova:

Seja S matriz constante não singular tal que S'wa)s=
diag(l1, A2, ..., ln), e seja V definida por V(t) = U(t)S ,

-= < t < » . Então, V é matriz fundamental para & = A(t)x , e

“desde que— U(t+m) U(t) U(m) , temos

V(t+w) U(t+w)S = U(t) U(m)S = U(t)ss'lutw)s =

V(t) diag(xl, AZ, ..., An), —m < t < » .

.

Portanto. as colunas- ªj de V satisfazem wj(t+w) = Aj ijt) ,

-ª < t (:= , j = 1, 2, ..., n .

CoacZãnLo 0.1
.

,

:Nas hípõteses do Teorema 0.2 , se A1 = ÃZ = ... = An =

= A onde A 5 uma raiz m-êsima da unidade, então toda solução tem

período mw .

Teoncma 0.3

Seja A = A(t) uma matriz n><n de funções reais (ou

complexas) contínuas, de período u), tal &ue "A(-t) = —A(t) ,

_» < t < » . “Então, toda solução de i = A(t)x é par e periõdíca,
de período w .

Prova:

Seja U =-U(t) a matriz fundamental para & = A(t)x tal
que U(O) = I . Pelo teorema 0.1 ,

U(t) P(t)exp(tR) (-a < t < »)

onde P tem período m e R & matriz constante. Seja V defini
da por

V(t) = P(—t)exp(-tR) (-w < t < «) .

Então, como »à(t) & A(t) U(t) , temos que

..6-



Vct) = -Ú(—t) = -A(-t)U(-t) = A(t)V(t); (-» < t < »)

e desde que det V(t) = det U(—t) # 0 . para todo t , segue
que V é matriz fundamental para i = A(t)x . Como V(0)=U(0),
temos que V(t) E U(t) provando que toda solução é par. Para

t = w/Z ,..a identidade acima fica
PC-w/2)exp(-(w/2)R) = fim/zJexpc(m/2)R)

donde concluímºs que exp(wR) = I . Portanto U(w) = I ,os mui

tiplicadores característicos são Ai = A2 = ... = An = 1, e pg
10 Corolârio-0.1 , toda solução tem período w .



CAPÍTULO: 1

A partir de agora estudaremos o sistema<

& = A(t)x. c-m < t < ») ., -

, . (1.1)
onde A e uma matriz 2 XZ de funções reais Contínuas, satís
fazendo, para algum w > 0_, as seguintes condições:

(í) ACt * m) = ACt) (*º <-t < ºº)
(» (i".2)

(ii) ] trA(t)dt = 0 .
0

Seja U = U(t) a matriz fundamental para (1.1) tal
que U(0) = I . Se A1, A2 são os- multiplicadores caracteríg
ticos de (1.1), segue por (0.5) e* (0.6) que A1. A2 são

raízes da equação

A2 - tr U(w)A + 1 = o ,

donde 56 pode ocorrer um dos seguintes casos:

(1) A1 A2 = 1 ; U(w) diagonalizada"

(2) A1 = A2 1 ; U(w) não diagonalizâvel

(3) A1 = A2 = -1 ; U(w) diagonalizãvel

(4) A1 = A2 = —1 ; U(w) não díagonalizãvel

(5) ImCAl) # o ; A2'= A1

(6) Im(A1) = 0 ; [All < 1 .

Fixemos m > O . Mostraremos neste capítulo, que º
xistem matrizes satisfazendo ãs condições (1.2); para as quais
os multiplicadores característicos se enquadram em cada um dos

casos de (1) a (6) .

(1) Aqui, U(w) = I = U(0). Basta tomar uma matriz
“ w

_

A = A(t) ímpar de período (o, com ] tr A(t)dt = O . O resui
. o

tado segue do teorema 0.3 .

-8-



(2) Seja

%? seu(zwt)
.

1...(2
. Zut) w

A(t) : 2——cos(T

0

A tem período .w [:tr A(t)dt - 0 pois a integranda é »uma

função ímpar de-período m. (Esse fato.pode ser obServado tam

bém pôr um câléulo direto). A matriz fundamentalº U = U(t) tal
que um),- I“ é

'

'z - cascª—£) ' at,-(z - cascª—E))
U(t) : *

o 1

e
1 .1

U(m)"
() 1 .

(3) Seja

' º
'

Tr/w
' A(t) =

_n/m 0.
, w 4.

'

A “tem período m ; fºtr A(t)dt = 0 ; A matriz fundamental
U - U(t) tal que U(O) - IV é

nt , 13cos :; sen m

U(t) =
t« rt-sen -— c -——

, “ os m

e

”'E'” -1 0
U(wI' &

0 ?1 '
Passemos ao caso (5). -0 caso (4) será tratado mais

tarde.
' '



(5) Seja
«

.

º "ia:
ACt)'=

_ã-J (]

' 0)
A tem perlodo w ; [º tr ACt)dt = 0 .. A matriz fundamental
U = UCt) tal que UCO) : I é

' cos 'ª'-ã- sen %
um =

'

—sen %% cos %%

e

0 1

U(w) =
,

-1 0 !

cujoà auto-valores são A1 = i , A2 - -i'.
(6) Seja p : pÇt) uma função contínua de período

(D

m com -f p(t)dt = 0 e seja a > 0 um número real. Seja
o

. um) o

A(t) =.
.

-

º -a*p(t)
A tem período w ; fotr AÇt)dt = 0 . A matriz fundamental
U = U(t) tal que HCO) 8 I é

.

exp fo(a+ p($))ds » O

UCt) “ t
o expíoc-w pcsnds

e

expCam) 0

UCN) = '

,

0 exp(—um)

que tem como auto-valores A1 ' expf—uw) , A2 = exp(aw), reais
e [All < 1 . Passemos agora ao caso (4).

';10-



(4)_ Determinaremos uma matriz' A = A(t) em que a

matriz fundamental

wlct) WICt)

wzct), wzct)

onde wl, mz, wl, vz são funções de classe Cl, satisfaz
—1 1

”UCO) = I e U(w) = . Para isso, estas funçoes dº
O -1

vem satisfazer:

ÚIÍO) : 1 ; w1(W) : ªl
wztº) = 0 ; w2(w) & o

' (a)
W1(0) = 0 ; WICw) = 1

W2(0) = 1 ; WZCw) # -1

Como UÇO) = I , segue que U(t + m) E UCt)U(m)

Logo, exigimos ainda que

wlct + m) = — wICt)

w2(t + m) = - wz(t)
, (b)

wI(t + º) ' W1(t) * W1(t)

w2(t + ª) : WZCt) ' wzçt)

para* —w < t < & . Sendo U matriz fundamental, ímpomos aiª
da que

det U(t) # 0 ; para todo t , 0 5 t 5 m . (c)

Lema 1.1

Nas condições (b), det U(t 4 m) = det U(t) ,

—m < t < » .

Prova:

_11...



wict4m)' wlct4m)
det U(t+w) = det . :

IPZC'CW) “(Zhªng

—w1(t) wICtJ — Wlít) wICt) w1(t)
= det

'

= det :
—w2(t) wZCt) — wZCt) wzct) wzct)

det U(t) , -» < t < » .

Coaolãnio 1.1

Nas condições (b) e (c) , det U(t) # 0 , -w< t<«».
Seja A definida por

ACt) =ªúct)u'ICt) c-w < t < ») .

A é uma matriz de funções contínuas em —w < t < » .

Lema 1.2

A tem período m .

Prova:
W2(t) —W1(t)

(t) = ____l_____ ,
det U(t) -wz(t) w1(t)

Temos que U"1

para —w < t < m . Logo, pelo Lema 1.1 e pelas relações (b),

A(t + N) = Ú(t + m)u'1(t + m) =

1
õ1(t+w)> ªlct+m) W2(t+w) —w1(t+m)

dºtuªt + “)
ôzct+w)

_

ªzct+wJ —w2ct+w) w1(t+w)
:

-õgt) õlct)—ª1(t)v wZCt)—W2(t) -w1(t)4w1(t)
_ 1' detUCt) -ó2(t) ózct)-ªzct) wzct3' . —w1(t)

-iz—



—õ1ct) -ª1(t) —w2(t) Wltt)
1 —

_

det Uct) .fªth) -Q2(t)t wZCt) --w1(t)

Ú(t)U'1tt) = A(t) ,- _—9:< t1< » .

Lema 1.3
m ,

fºtr A(t)dt : o .

Prova:

“WM Pelo teorema de Liouville,
w

det U(m) = det UCO) expfº trA(t)dt .
w .

»

,

- - m ,

Logo, exp fotrA(t)dt * 1 , donde segue que fo trACt)dt = O .

Portanto, a matriz A satisfaz as condições (1.2),
U é matriz fundamental para“ & ª A(t)x com U(0) = I'e UCw) =

0 -1
funções wl, wz, WI, Wz de classe C1 em (—w, ªº), satísfaZeª
do (a), (b), e (c) .

-1 1
= ( ) : para completarmos, precisamos mostrar que adstem

Para 0 5 tªí w, definimos:
: rtw1(t) cos ??

wu)=—à1—ms%?)
wlct) = %(1 - cos %% )

W2(t) = cos %%

Claramente, estas funções satisfazem as cóndíções (a) .

det U(t) = cos %(t) * b( - cos ZNt)(1- mª;
= cos %(t) + sen%(t) sen 2(%%) > 0 ,

para O É t 5 m .« Logo, (c) estã satisfeita. Vamos extender o

domínio destas funções ao intervalo 0 < t < Zw , usando as re

-13-



lações (b). Para O í t 5 m ,

w1(t+w)

w2(t+w)

W1(t+w)

WZCtª-w)

Portanto,

_ = _
- EE : nt ,_. w

' '

w1(t) cos w
» COSCÉT + w) — cos E(t+w)

-w2(t) = %(1 — cos 2%?) = %(1 — COSCZZt'+ ZW» =

%(1 - cos %%(t4 wD .

WICt) = cos %% — %(1—- cos ªfã =wlct)

- %(1 — 3cos ªê) ? - %(1 + SGOSCÉÉ + n)) ª

- %(1 + 3cos %(t-Fm))

$ZCt) ' W2(t) = * %(1 — cos ———

- %(1 - cos(â%3 + 2n)) + cos(%% + n)

— %(1 - cos %?(t+m) + cos %(t+w) .

para w i t i Zw , colocamos:

w1(t) = cos %%

w2(t) * %(1 - cos ªªi
lPluª) = ' %(1 + Scos %%;

W2(t) = cos %% _ %(1 _ cos ªªª
Estas funções são claramente contínuas em [O,Zw] e

diferenciáveís em (0,2w). Verífiquemos a continuidade de suas
derivadas no ponto w . ml o é trívíalmente.

lim ó2(t) = lim (- % sen ªgº) = o
t+w t+w

lim ô2(t) : lim (% sen ªªª) = 0

t+w t+w

Logo, ôz é contínua no pontº“ & :

_14-



'lim W1('t
t+w

lim Ú1(t
t+m

Logo, ?1

lim ?2(t
t+m

lim TZ (t
t+w

Logo, WZ

Extensão
usando as relaçõeê

wlct)

wzm

wlct)

wzct)

) = lim (É" s-en E?) = O

t+w
.

. 3" nt) = 11m ( sen ——) = O

t+m 75 m

é contínua no ponto m';

_ . W nt) — 11m(- 5 sen E" “= 0
t+w '

) = 1ím(- 1 sen ªº - % sen ªªª) * O

t+w ““

é contínua no ponto w ,

ao intervalo [—w, Zm]: para —w i t < 0 ,

Cb) .

'w1(t+w)c= —cos %(t+w) % cos
%£%

-w2(t+m)=7[1 - cos%Tr(t+w)]= - cosªã£

w1(t) - W1(t+w) = cos—— — %[1 — cos—(t— w)]=
ntcos—— — 7(1 + cosE£)= "'Já-(1 " COS-Hãº)

wl (t) — W 2(t+w) =7(1 — cos—%)— cos —(t+w)

%(1 — cos£3—) + cosIE .

Como anteriormente, verifica-se que estas funções1êm

derivadas contínuas no ponto 0 , e por construção, as condições
(b) são válidas em [—w, Zw]. Extendendo ao intervalo (—º, ªº)

obteremos, para nw í t i (n+1)m , n inteiro:

% ct)

wzct)

ªmt)
mm

(0

n+1 Znt(- 1) .7(1 cos —ã—

(—1)n. 7(1 + (—1)n+1(2n+1)cos ET

nt n ncos É? + (-1) . ?(1 - cos ———) ,

-lS—-



funções estas de classe C; em (—w, w), satisfázendo as. condi
ções (à). (lª) e (C).
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.» CAPÍTULO 11

Denominemos por M(m) o conjunto dás matrizes 2x 2

de funções reais contínuas em (—w,.9)t,satísfazendo as condi—

ções (1.2). Provaremos neste capítulo, algumas propriedades tg
polõgícas do conjunto M(m).

. _

Se A = A(t) = (ajRCt)) € M(w), definimos a norma

HAI] de A por
"

llAII = SUP IACt)|,
' ºítíp

onde--|A(t)| = «'É [aík(t)| .- Para A, B GÁMGn), ºsão .vâli—
. .

'
' j,kªln ,

'
' '

das as seguintes propriedades:.

(1) ||A+BI!1_<_IIA|I+IIBII
(2) IIABllgllAIIoIIBII=

Se x = x(t) é um vetor coluna 2x 1, vale ainda
)

(3) Mm xml :, ||A||.|x(t)l, («» < t < »)
,

Denotaremos por co 0 conjunto dos números complexos

z # O” tais que I:] = I ou Im(z) = 0 . ConSideraremos" Có'

com a topologia habitual induzida do conjunto dos números Com

plexos.
Sejam, A1 , Az“ os multiplicadores : característitos

de (1.1). Em tudo que segue, estaremos adotando a seguinte

Convenção:

Se os multiplíCadores'sZo Complexos-conjugados Xi de

nota o que tem-êàfte imaginªria positiva: se eles não são comª

plexos, AI -denota o que tem.mõdulo':_1 .

Com as considerações anteriores, definimos & aplicª
ção F: IM(m) + coªassim: Se A ='Açt) emm), HA) éo multi

-17-



plicador característico. A1 de i = Á(tfx w'

. Teoàema z,i
A

F é umá aplicação contínua,

Pfova:

Tomemos AGIMCw). Seja

wICt) _ '1'1(t)
U(t) =

'“
.

-

$2(t)_ W2(t3.,

matriz fundamental de i = A(t)x com U(0) = I.?Provaremos que
F é contínua em A Á Seja (An) uma Sequência de elementos

'deleCw) cºnvergindo para A em [o,»] (portanto em (—w,m))

e seja

"num =
,

(pznct) " W2n(t)'

matriz fundamental de 'i = AnÇt)x . com_ Un(0) = I, nª 1,2,...
, wit) —

'

Denotando por W(t) a coluna ( 1( J e por wn(t) a coluna
mz t'

W (t)1ª
, temos que

wchc)
1 t .

,
,

Mt) * (o) * I MS) IP (S)ds (0 f. t <_<»).
() '

1 t
'

'wnít) ª(o) +—I AnCS) wn(s)ds (0 É t i m) ,
_

O

Mostraremos que mn + $ uniformemente em“ [O,m] . Para cada

t 6 [O,w] e para cada n« inteiro positivo, temos:.
.

lwn(t)-w(t)| 5“! “|An(s)wn(s) - A(s)W(s)|ds =

, t _

,

= ! |Ancs)wn(s) — An(s)w(s) + Ancs3wcs) - Acs3wcs)|ds ;

#18”



wn(s) - a(s)! + IIAn — Al
tí Iº (llAnl . . w (s)l)ds .

Comof w ªê cºntinue em (#m; 5)1 portanto em [O,w],exíste K1

real tal que |w(s)l í Kl ," Ojg_s 5 u ;'e como. AnªrA. existe
K2 real tal que IIAnII í K2 , n = 1,—2, ...
Logo, para cada n inteiro positivo e para cada t,'0 i t < w,

w
'

. t - ;
,

IwnCt) — th)I-: Kl !OIIAn * Allds + fº Kzlwn(s) — w(s)|ds -

Pela desigualdade de Gronwall;

lanct) - wct3| |A
t

.w.exp(f szs)o

5 Kl. lAn - A||.w.exp(K2w) ,

donde concluímos que wn-+ w uniformemente em [O.w].
O mesmo acontece com as segundas colunas das” matri—

zes Un e U . Daí tiramos que

wln + wl .

'wZn + w2

em [O,m], donde

+? + 1p1+1112lpln Zn

em [O,w]; Em particular, para t = m ,

tr Un(m) + trU(w) .

Pondo ªn = tr Un(w) , a = tr UCm) , temos por (0.6), que os

multiplicadores característicos, A1 'A de i = AnCt)x são
n ' Zn

raízes da equação
2Ã-dnÃ+l=0, n=1,2,ooo

' e-os multiplicadores característicos A1, A2 de i = A(t)x são

as raízes da equação
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Temo

que

donde

1 _

Aln

ln

de,

ln

com

de.

ln

s que

_)Al *n

A2 — ax + 1 = o .

ªn-f a . Para provarmos o teorema,.-devemos 'provar
A1 . Consideremos os casos:

(a) oc>.2i
'

Neste caso. a? 7,4 > o e portanto“

ªz(ºl "

: í(ªn

ocorre

: %(an

+ A1 .

ocorre
= %(an

Aln

"f(ª "'

Jaz — 4) . Para n suficientemente grande, a > 2

= %(an — Jag — 4) .' Logo, A .+ Aln lª'
(b)» a < -2

Neste caso,4 az — 4 > 0 e portanto
«aª - 4) . Para n suíicíentemente ,grande ,,

+ «aí — 4) . Logo. Al

(c) |o| <-2

n *)Ãi *

Neste caso, az — 4 < 0 e portantº“
1/4 — az ) . Para n suficientemente grànde ,

+ í/4 — dã ) .
4

Logo, A + Aln 1

(d) a = z .

Neste caso, A1 = 1 . Para n suficientemente gran“

,+ i/4 — nã ) - ou '

Aln = %(an - Ímã - 4 ) ,

arbitrariamente prõXimo de 2 . Temos »assim que

(e) a = -2

Neste caso. Xi_= —1 ., Para n, àufiCíentementelgrql'

+ i/Z'- aí )“ ou Ain = %(ªn + «ag - 4 )
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com ªn arbitrariamentea prõximo ée “12 .; TemQS» assim que
A + xl . 'Isso encerra a proVa do teorema, ,1n

. ... “_. x. A _ “ª; ,,
Seja A €lM(m) e suponhamºs que os» multiplicadoregi "

característicos de. i = A(t1x=-satísfazem g-

Im(A1) >,0 ; A2 = All'
Pelo teorema 0.2 . existem soluções linearmente ;índependentes

-w . ? taiS'Que.
wct+w3 = Alet) , wct+m)" AZW(t)

1 ;"'temosilpara -w < t < » . Como ('All = [AâÍI

lwct+wJI = lw(t)|', Iwc£+w)l ª lwct)l .

para —w <:t < » . Sendo o', V. limitadas em 015 t i m, elas
são portanto limitadas em“ -w < tª< m:; -Alêm disso nãp“têm=ªpgi

ríodo_ Zw'. Por exemplo,

w(t+2m) = Alwct4m) = Aãw(t) , Aí.f 1..

Seja

E “"[A €4M(w) : toda solução não nula de 'i_= A(t)x .é limitª
da e mão tem período Zw] .

Vimos no capítulo I'qúe E'? 0 .“ Não ê-dífícil “Ver

que. se A,G E , os multiplíbádores'característiCOS "A13 X2 ode

& = A(t)x sõ podem satisfazer
'

Im(A1) > 0 ; A2 = A1 .

Conotãnio 2.1

E é um subconjunto aberto de M(m) .

Prova:
'

Consideremos a aplicaéão F. do teorema 2.1 e seja

C1 = [2 € Co : Im(z) > O]

— 2 1:—



Cl" é aberto em Cê . Sendo ,F contínua, F71(Ci) é “aberto
em IM(w)-; Mas; pelas observações anteriºres, FÍICCI) = E , o

que-prova o corolário.
' '

v

.

"Seja A G MCA») “e súponh'amos" agora que Os multiplicª '

dores característicos' A1 , A2 “de ip= A(t)x ;Satisfazem

'

 |A1| < l,, Im(l1) : º,“ ,, ,

Neste casq. Alla exp(m pl) ,  Ã2 = expcw pz) ohde 'Rç(b1) <'o,
Re(p2) > O”. Confºrme_observado no capítulo 0 , existem solu-
ções Iiúearmente.independentçsv w,, ? dà'forma

"W(t)'ª PICtJ'expítpi) :

“P(t) ;- p2(t) .exp(tpz) .

ondeiªp13,.pz “têm períbdo & .' Temos portantÓune_

-WCt),* º , Iwçç)l + a'

quando t + ”

Seja

G' " (AÍG M-(w): todavsolução de i ' A-(t)x em módulo tende pg
ra zero ou para » quando t +'w ]. "

.Vímos nó-çapítulo I que B # D . É fácil ver.;ambêm que , se
A .G G .- os “multiplicadores Características

'

xl ,, A2 de, Sc =

& A(t)x satíSfazem
.

'
' .

- 1x1] < 1 . ImCAl) : o

Canclãaáo 2.2

G é um subconjunto abertó de! MU») .
'

Prova:
' ,_ '

Consideremos ? aplicação VFV da teorema 2.1 ; Seja

.ºz = fz ? ºa "" %

—zz;
.



C2 é aberto em CG . Sendo F contínua,
.
F1_(Cz) é aberto

em M(m) . Ora, pelas observações anteriores, F-(CZ) = E ,,
o que prova o corolário. 'x')

Consideremos o aberto «Ei dochrolãf 6 2.1 e fixemos

A G E . Parª va réai, seja" um = UGCt) -à matfíz fundamental
><. Iide aA(t)x tal Que Ua(0) = I . Definimõs.f ,ã'JªªiunÇão

T ; R +,R por
.

T(a) = tr Ua(w)

Teonema 2.2

T E nha fúnção anªlítica

Prova:
,

“Para cada a- réal, definimos:

"umª” ; .

º

t , : “,..
=; .ªs"

Uu n+1(t) : I + fºaA(sl)Ua,n(sl)ds1 , 1m=19rlrzf.ra

Ora,

Ua,o(t) E I ;

t .

Ua,1(t) : I + ajo A(sl)ds1
_ t ªl -

Ua,2(t) _ 1 +10 aA(sl).[I + [o aA(52)ç1-sz] ds1

2 t 51
,

.

E I + af A(51)ds1 a [o A(sl).-fo 1A(52)d52dsl

num(t) ; 1 + a] A(sl)dsl' + "Z; A(sl) [? Mºz)
.

.' S "'-“Í?- »
'

. fon1A(sn)dsndsn 1...d$1
”

Assim, (U ) , _n =ó0, 1, 2, ..., “é a sequência das reduzia,n-
das da série de matrizes



Z An(t)an
n=o

onde

.Aº(t) E I ,
, .

- t 51 . Sn_1
. An(t) a.]o A(Sl)fo A(sz).., [b A(sn)dsn... ds1

para n = 1, Z, 3 .

Tomemos .R > o arbitrário; “Provaremos que (U ) converge ªa.n
nífórnemente-em [*R, R]. Seja ||A|l =.K & ,Entâo, *Pªrª Cªdª
n , temos:

»

t" 51 sn—i
_

'

. t 5 s
' ' '

'

.

: n . -1 «n—Z 2 =[a]
.lfºx,f:11<...fº Ks_n1dsn_l.. .ds| _

n 3 1_ 2 ,
t 5 ' Sn 1 n--4 4 1 3 '

.: |o| . Ilº K.] K... [0 K 3 2 ªn 3.dsnF3,..dsll

......OIIQCOQIDQOOICD".'OIOCQUOOPODDODÇOC.....QIÚOOUIIICOIUQI...

t 51
. -1 1 n—Z

= Iain ] K.] Kn . sn ds ds 1| =

t 1 n-1 '' |ª|n -|f Kn . s ds |

o (n-1)l 1 1

n
= Ialn .Kn lâ+—

.,- n!

,
Como É —Ll—lªª—ªl——-= exp(|a1.K.R) , temos, pelo teste de

n'O
Welerstrass, que (Ud,n
[—R. R] . Daí segue que (U

) converge absoluta e uniformemente em

a n) converge absolutamente em
,

(——. a) e uniformemente nas partes compactas.
Seja La(t) = lim Ua n(t) . “Para “0 £ t i m ,4nw

temos, usando a convergência uniforme, quef
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t
La(t) = 1 + [o aA(s)La(s)ds .

Isso quer dizer que La é matriz fundamental de -
& =J;A(t)x ,

com La(0) = I , ou seja, Ld(t) E Ua(t) ; Portanto,

um(t) : não-AnCt)0ín'
' (O' i t? i (”)“-""',

Em particular, para t = m ,

um(w) = iãº An(w)an .

Seja ªn = tr An(m) . [Entao,

T(d) = tr UGCw) = É a a ,

o que prova o teorema,

Seja

El = [ A G E: toda soiução de i = A(t)x ê periódica T .k

Teonema 2.3
'

E é denso em E -

1

'Prova:
Seja 0 um aberto qualquer não vazio de E; Pfovarg

mos que OIT El # $ .

(

Tomemos A e 0- e conSideremos a função PzR + R.,
definida por.

.

Pta) = % tr Ua(m) ,

onde Um é a matriz fundamental de i = aA(t)x, comeGCOJ = I.
Pelo teorema 2.2, P é uma função analítica. Temos também que
P não é constamte, pois

P(O) = % tr 1 = 1 ,
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|P(1)| < 1 -

Como |P(1)| < 1 , existe um aberto W em R .tal qUe

P(l) S W C ("1,1) .

Sendo P cºntínua, existe um aberto. V1 em _R tal que 16 V1

e P(V1)C: W . Além disso, sendo a aplicação

a€Rv—-—-+aA€IM(w)

contínua, existe um aberto V2 em R tal que 1 € V2 e a 6 V2

implica aA € 0 .
_

Seja V'=A(6,6') tal que iev e chlnv—z. cº
mo P 5 analítica e nãoítonstante, Pw não pode ser constante
em ,V . Logo, P assume em. V um valor m e um valor M.com
m í P(l) 5 M , em que uma das desigualdades ê eStrita; Suponhª
mos que ocorra m < P(1)_5 M.. Para algum inteiro positivo n ,

existe uma raiz n—êsima da unidade A1 tal 'que m<Re(ll)<P(l) .

Sendo P contínua. existe dº G V tal que P(aº) = Re(A1) .

«Assim, aoA € 0 pois ªo 6 V<I V2 . Afirmamos que' aóA € El .

De fato, como «DA E E , os multiplicadores característicos de

i = qºA(t)x são complexos—conjugados, e como P(aº) = ReCAl)

= % tr Uu (w) , esses multiplicadores são A1 e 12 = Xi .
0

Pelo teorema 0.2 , existem soluções linearmente independentes
w , W de i = aºA(t)x tais que

ÚCt + w) = A1 WCt) ,

WCt + w) = 12 W(t) ,

nº < t < » , donde temos

W + nw) * Mt): ,

imã nw) = m) ,

.—m < t <>» , "provando que «OA € El .
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Se ocorrer 111 _<_ P(l) < M , o raciocínio & ínteírameª
te anãlqgo. Fica assim demonstrado o teorema.

Observamos que (El não é denso em MQ»). Basta nº
tar que um (E = (6 e (G é aberto em MG») , conforme corol_ã_

rio 2.2 .

”aº", 1
Í” rs*-ªªª“ W&.

. , É? “)“&, s'l'hv %
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