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In this work, we study certain topological properties

of a class of two-dimehtional ordinary differential systems
x = A(t)x (- < t < w) (1)

in which A = A(t) 1is a real-valued continuous matrix ,

satisfying, for some positive w , the following conditions:
(1) A(t +w) = A(t) (-» < t < »)

. |
(ii) f, tr A(t)dt =0 .

In chapter 0 ; we present certain results concerning
the.general theory of systems x = A(t)x where A = A(t) is an
nxn periodic continuous matrix.

In Chapter I , we pose the above mentioned problem .
We deal with examples in which the fundamental matrix U = U(t)
is defined by U(0) = the identity matrix. In this case, the

Jordan canonical form of U(w) is given by one of the following

cases.

1 A 1 1
(1) o (2)

0 1 0 1

“1 o ' S|
(3) (4)



a+ib 0 (b0, _ c 0
' o (6) -1/ (0 < |c| <1)

(5)
0 . a=-ib/ a2+b2,=v1)_ 0 ¢

In Chapter II, we characterize certain sets of
matrices in which the behavior of the solutions of (1) is
strongly related to its characteristic multipliers, that is, to
the eigenvalues of U(w) . By using results proved in this
chapter, we obtain certain topological properties of the above

mentioned sets of matrices.
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. APRESENTACAD

Estudamos neste trabalho, algumas propriedades topo
16gicas da classe dos sistemas lineares bidimensionais de equa
¢oes diferenciais ordinarias.

X = A(t)x (== < t < =) )
onde A = A(t) € uma matriz de fungOes reais continuas, satis

fazendo, para algum w > 0 , as seguintes condigoes:
(1)  A(t + w) = A(t) (-2 < t < =)
. w
(ii) fo tr A(t)dt =0 .

No capitulo 0 , registramos alguns resultados que s3o
usados no desenvolvimento do trabalho, sobre a teoria dos siste
mas x = A(t)x onde A = A(t) & uma matriz nxn, continua e
periodica.

No capitulo I apresentamos o problema acima menciona
do. Definindo U = U(t) = matriz fundamental para (1) tal que
| U(0) = matriz identidade, notamos que U(w), com seus auto-valo

res A,, A so podem satisfazer a um dos seguintes casos:

1* 2o
(1) Ay =X, =13 U(w) diagonalizada
(2) Ay =2, =1; U(w) ndo diagonalizavel
(3) Ay =1, = -1; U(w) diagonalizavel
(4) Ay =2, =-1; U(w) ndo diagonalizavel
(5) Im(ll) £0 AZ = Xi
(6) Im(x;) =0 ; lxll <1

Mostramos em seguida que, fixado w > 0 , existem ma
trizes A = A(t) satisfazendo as condigdes (i) e (ii), para

as quais as matrizes fundamentais U = U(t) se enquadram em



cada um dos casos de (1) a (6) .

No capitulo II, caracterizamos certos conjuntos de
matrizes nos quais o comportamento das solugoes de (1) estdo for
temente relacionados com os multiplicadores caracteristicos, is
to €, com os auto-valores de U(w). Usando rééultados‘provados
neste capitulo, obtemos algumas propriedédes topologicas dos con

juntos de matrizes acima mencionados.
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CAPITULO 0

Reunimos neste capitulo alguns resultados da teoria
dos sistemas lineares homogeneos com coeficientes periddicos.

Consideremos o sistema linear homogeneo
x = A(t)x (= < t < ) (0.1)

onde A = A(t) € uma matriz nxn de fungdes reais (ou comple

xas) continuas, e
A(t + w) = A(t) (== < t < w) ‘ ‘ (0.2)

para algum w > 0 . Neste caso, (0.1) € chamado &{stema perio
dico e w € um perlodo dé A . Nao exigimos que w seja o
menor valor positivo para o qual (0.2) se verifica.

Seja U = U(t) wuma matriz fundamental para (0.1) e

seja V definida por
V(t) = U(t + w) (=0 < t < ®) ,

Como U(t) = A(t)U(t), temos que V(t) = U(t+w) = A(t+w)U(t+w) =
= A(t)V(t), (-=» < t < =), e desde que detV(t) = detU(t+w) # O,
- < t <o , segue que V €& uma matriz fundamentalipara (0.1).

Logo, existe uma matriz constante nao singular C tal que
U(t + w) = U(t)C .

Se W € outra matriz fundamental para (0.1) e D

€ uma matriz constante nao singular tal que
Wit + w) = W(t)D ,

entao, desde que existe uma matriz constante nio singular S tal
que

W(t) = U(t)S ,
temos

W(t + w) = U(t + w)S uce)ss~tes = w(eysics .

u(t)Cs

1]



Mas isso significa que D = s~1cs, ou seja, C e D sdo seme
lhantes.

Um fato fundamental para sistemas periodicos € dado
no

Teorema 0.1 (FLoquet)

Se U € uma matriz fundamental para (0.1), entdo e
Xxiste uma matriz nao singular P = P(t) com periodo w e uma

matriz constante R tal que U(t) = P(t)exp(tR) .
Prova:

Seja C matriz constante nao singular tal qué

U(t + w) = U(t)C . Entao, existe uma matriz constante R tal

que C = exp(wR) . Seja P definida por
P(t) = U(t)exp(~tR) (=0 < t < ®) ,
Entao, P € nao singular e
P(t + w) = U(t + w)exp((-t-w)ﬁ) = U(t)Cexp(-wR)exp(-tR) =
= U(t)exp(-tR) = P(t) , ~-® < t < ow

donde segue que P tem periodo w . Pela definigdo de P te
mos

U(t) = P(t)exp(tR) (=0 < t < »)

0 que prova o teorema.

Consideremos a matriz fundamental U(t) =P(t)exp(tR)
do teorema 0.1 . Temos que U(t + w) = U(t)exp(wR) . Pelas ob
servagoes iniciais, as matrizes fundamentais para  (0.1) deter
minam.um dnico conjunto de auto-valores, a saber,os de exp(wR).
Eles sao chamados muliiplicadores caracterlsticos de (0.1). Os
auto-valores da matriz R sdo chamados expoentes caracterlsti
cos de (0.1). A parte imaginaria destes é dada a menos de mul

tiplos inteiros de 27/ . Para ver isso, observar que
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U(t) = P(t)exp(tR) = P(t)exp(- —2KTit I)exp(-ZEEEE— I)exp (tR) =
w

= P, (t)exp(t(R + fl%fi- [)), -=<t<w, k inteiro,

tem periodo w .

onde P, (t) = p(t)exp(-‘-lkgii- 1)

Observamos que os expoentes caracteristicos também

nao dependem da matriz fundamental considerada. De fato, sejam

u(t)
W(t)

P(t)exp(tR)
Pl(t)exp(tRl)

matrizes fundamentais para (0.1). Vimos inicialmente que exis

te uma matriz constante nao ’singular S tal que
exp(le) = S-lexp(wR)S .

Como S-lexp(mR)S = exp(wS'lRS), segue que exp(le) =exp(wS'1RS)
donde temos | | '

R, = STIRS  (mod -2"1i_ 1)

1 w

Relacionaremos os expoentes caracteristicos com os
multiplicadores caracteristicos de (0.1). Suponhamos Py »
Pp s e+« » Py OS auto-valores de R . Podemos supor sem per

da de generalidade, R na forma canonica de Jordan

R = diag(Ro, Rl' cee Rs)

onde
Ro = diag(pl, Pas ove s pq)
e
pq+k 1 0 oo 0 0
0 pq+k 1 cene 0 0
0 0 pq+k ceese 0 0
Rk= *® ® 82 8 0 6. 8 0 ¢ 0 % O S OSSP O e N O E O PO G NS
0 0 0 coee 'pq+k 1
0 0

0 e 0 pq+k

para k=1, 2, ... , s . Entao,



exp (wR) = diag(exp(mRo), g;p(le), ceo exp(mRs))“,

onde
exp(mRo) = diag(exp(m;ﬁ), exp(mpz), coo exp(wpq))
e
1 w mr k"l
* L] _ !
(rk 1)
0 1 ... _ﬁf;lgji__
exp(ka) = exp(wpq+k) . (rk-Z)!
0 0 1
para k=1, 2, ... , s ; q + Ty + Ty + .00t T =1,

Observamoé assim que, se p €& um expoente caracte
ristico de (0.1), entdao exp(wp) € um multiplicador caracteris
tico de (0.1). Reciprocamente, todo multiplicador caracteristi
co de (0.1) e da~forma A = exp(wp), onde p & um expoente ca
racteristico de (0.1).

Examinemos a forma exélicita de duas solugoes line
armente independentes ¢ , V¥ dé (0.1), quando A = A(t) e de
ordem 2 . Seja U(t) = P(t) exp(tR) matriz fundamental para
x = A(t)x, onde R tem a forma canonica de Jordan. Pode ocor

rer os seguintes casos:

Neste caso, as colunas ¢ , ¥ de U sao da forma

P(t) = exp(tpy)py(t) , -=<t<w

(0.3)

¥(t) = exp(tpy)py(t) , ~-= <t <

onde p; , P, sao as colunas de P .

(ii) R =



Neste caso, necessariamente Py =Py € v , ¥ ficam

P(t) = exp(tp,)p,(t) , e <t g
¥(t) = exp(tp,) (tpy(t) + py(t)) , -= <t <

(0.4)

De (0.3) e (0.4) concluimos que, se Re(pj) <0, j =1,2, en
tio toda solugdo tende para zero quando t + « ., Além disso, se
p € um expoente caracteristico de X = A(t)x , entao existe u
ma solucdo ndo nula que € da forma exp(tp)p(t) onde p tem pe
riodo w. Em particular, se A = 1(A=-1) & multiplicador ca
racteristico, tomando p = 0 (p=wi/w) temos que existe uma so
lucdo de periodo w(2w) .

Voltando ao caso geral, seja U = U(f) matriz funda
mental para (0.1). De U(t+w) = U(t)exp(wR) , temos U(w) =
= U(0)exp(wR). Logo, se U(0) = I = matriz identidade , temos
U(w) = exp(wR) e portanto os multiplicadores caracteristicos
AIQ;AZ, e An sdao auto-valores de U(w). Neste caso ainda ,

usando o teorema de Liouville, temos
)
Apedye oo A = det U(w) = exp([ trA(t)dt) (0.5)
1°72 n o

Quando A = A(t) € de ordem 2 e U(0) = I , os mul

tiplicadores caracteristicos sao raizes da equagao

Py (w) - 2 ¥, (w)
det 1 1 = 0
P, (w) ¥y(w) - A
que fica
A% - tr U(w)A + det U(w) = 0 (0.6)

Veremos agora outros resultados de nosso interesse.

Teorema 0.2
Seja A = A(t) uma matriz nxn de fungoes reais
(ou complexas) continuas em (-», »), de periodo w , e seja

U =1U(t) a matriz fundamental para x = A(t)x com U(0) =1 .
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Se U(w) e diagonalizavel com auto-valores Ays Ags ey An, entao
existem solugOes linearmente independentes Wi,“wz, cees W de x -

= A(t)x taiquue wj(t+w) = Aj wj(tj, - < t<w, j=1,2, ..., n.
Prova:

Seja S matriz constante nao singular tal que S-wa)s=
diag(ll, AZ’ ooy ln), e seja V definida por vV(t) = U(t)s ,

- < t <o , Entao, V € matriz fundamental para x = A(t)x , e

‘desde que- U(t+w) U(t) U(w) , temos

V(t+w) = U(t+w)S = U(t) U(w)S = U(t)sS lu(w)s =

V(t) diag(xl, Ao eees An), -0 < t <o,

' Portanto, as colunas wj de V satisfazem wj(t+w) = Aj wj(t) .

- < t&w, j=1,2, oo, n .

Corotario 0.1 | ,

' Nas hipoteses do Teorema 0.2 , se Ay = Ay = e ==
= A onde A €& uma raiz m-ésima da unidade, entdo toda solugdo tem

periodo mw .

Teorema 0.3

Seja A = A(t) uma matriz nxn de fungoes reais (ou
complexas) continuas, de periodo w, tal que A(-t) = -A(t) ,
-» < t <o , 'Entao, toda solugao de x = A(t)x & par e periodica,

de periodo w .
Prova:

Seja U = U(t) a matriz fundamental para x = A(t)x tal

que U(0) = I . Pelo teorema 0.1 ,

U(t) = P(t)exp(tR) (- < t < »)

onde P tem periodo w e R & matriz constante. Seja V defini
da por

V(t) = P(-t)exp(-tR) (-» < t < @) .
Entao, como »ﬁ(t) = A(t) U(t) , temos que

-6~



V() = -B(-1) = -AC-DUC-0) = AIV(E) | (== < t < =)

e desde que det V(t) = det U(-t) # 0 , para todo t , segue
que V & matriz fundamental para x = A(t)x . Como V(0)=U(0),
temos que V(t)'a U(t) provando que toda solugdo & par. Para

t = w/2 ,  a identidade acima fica
P(-w/2)exp(-(w/2)R) = P(w/2)exp((w/2)R)

donde concluimos que exp(wR) = I . Portanto U(w) = I ,0s mul
tiplicadores caracteristicos sao Ai =X = oo =A =1, epe

lo Corolario 0.1 , toda solugdo tem periodo w .



CAPITULO 1

A partir de agora estudaremos o sistema

X = A(t)x.  (-» < t < =) - , (1.1)
onde A & uma matriz 2x2 de fungdes reais continuas, satis
fazendo, para algum w > 0 , as seguintes condigdes:

(1) A(t + w) = A(t) (= <.t < =)

w (1.2)
(ii) [ trA(t)dt = 0 .
[o]

Seja U = U(t) a matriz fundamental para (1.1) tal
que U(0) = I . Se Al’ Az sao os multiplicadores caracterig
ticos de (1.1), segue por (0.5) e (0.6) que A Ay sao
raizes da equagdo

A

A" - trU(w)r + 1 =0 ,

donde so pode ocorrer um dos seguintes casos:

(1) A =2, =1; Uw) diagonalizada’

(2) A =2 =1; Uw nao diagonalizavel

-1 ; U(w) diagonalizavel

(3) A = Xy

(4) Ay =2, = -1 ; U(w) ndo diagonalizavel
(5) Im(Ap) #0 A, = AT
(6) Im(xry) =0 lel <1.

Fixemos @ > 0 . Mostraremos neste capitulo, que e
xistem matrizes satisfazendo as condigdes (1.2), para as quais

os multiplicadores caracteristicos se enquadram em cada um dos
casos de (1) a (6) .

(1) Aqui, U(w) =1 = U(0). Basta tomar uma matriz
[ w :
A = A(t) impar de periodo w, com [ tr A(t)dt = 0 . O resul
. 0
tado segue do teorema 0.3 .

-8-



(2) Seja

Znt)

2n
- sen(
2 - Zﬂt

A(t) = cos(

0

A tem periodo w . f tr A(t)dt = 0 pois a integranda & uma
fungdo Impar de perfodo w. (Bsse fato pode ser observado tam
bem pdr um ciléulo direto). A matriz fundamental U = U(t) tal

que U(0) = I &

2 - cos(z"") L2 - cos(Ehy)
U(t) = ‘
0 1
e
1 1
U(w) =
0 1/ .
(3) Seja
: 0 | "/ u
CA(Y) =
=T/ 0/

W 1 )
A tem periodo w ; fotr A(t)dt = 0 . A matriz fundamental
U=1U(t) tal que U(0) =1 ¢

nt , nt
cos —= sen =
U(t) = R _f
o mt
-sen — cos —
n o 0s m
e
'~' a -1 0
U(w) =
0 ’1 .
Passemos ao caso (5). O caso (4) sera tratado mais
tarde. | |




(5) Seja

n
. 0 %
A(t) = _
m
- E.J 0

W
A tem periodo w ; [, tr A(t)dt = 0 . A matriz fundamental
U=1U(t) tal que U(0) =T &

[ cos I& sen %%
uce) = |
-sen %% coSs %%
e
0 1
U(w) =
-1 0 ’

cujos auto-valores sao *1 =i, Az - -3 .

(6) Seja p = p(t) uma fungao continua de periodo

w
wcom [ p(t)dt = 0 e seja o >0 um nimero real. Seja

0
| a+p(t) 0
A(t) = | -
0 -a+ p(t)
A tem periodo w ; [ tr A(t)dt = 0 . A matriz fundamental
U =U(t) tal que U(0) =TI ¢ |
exp fo(a* p(s))ds . 0
uce) = .
0 expf,(-a+ p(s))ds
e
exp (aw) 0
U(w) = |
0 exp (~aw)

que tem como auto-valores Al = exp(-aw) , Ay = exp (aw) , reais

e lxll <1 . Passemos agora ao caso (4).

Z10-



(4) Determinaremos uma matriz A = A(t) em que a

matriz fundamental

01 (t) ¥, (1)
u(t) = ‘
9, (). ¥, (t)
onde Pis Vs ¥q, ¥y sdao funcgoes de classe Cl, satisfaz
-1 1 _
U(o) =TI e U(w) = . Para isso, estas fungoes de
-1

vem satisfazer:

900) =15 9 (w) = -1
9,000 =0 5 Py(w) = 0

| (a)
?1(0) =0 , Wl(w) = 1
li’2(0) =1 ; WZCN) = -1

Como U(0) =1 , segue que U(t + wj z U(t)U(w)

Logo, exigimos ainda que

Pi(t + @) = - 9 ()
0(t + W) = - 9, (t)

. (b)
‘Wl(t +w) = Wl(t) - Wl(t)
¥o(t + ) = 9,(t) - ¥,(t)

para -» < t <o , Sendo U matriz fundamental, impomos ain
da que

det U(t) #0, paratodo t, O0<t<w. (c)

Lema 1.1

Nas condicdes (b), det U(t + w) = det U(t)
-0 < t < o

Prova:

-11-



Py (tew) ¥y (t+w)

det U(t+w) = det =
‘DZ (t+w) ?2 (t+w)
"pl(t) wl(tJ = ‘cht) 1sD]_(t) \Pl(t)
= det ' = det | =
=0, (t) (L) - ¥, (t) 0,00 ¥, (L)

det U(t) , -=» <t <w,

Conolarnio 1.1

Nas condigoes (b) e (c) , det U(t) # 0, =-»< t<ew,

Seja A definida por
ACt) SHO()UTL(E) (<t < w) .

A € uma matriz de fungOes continuas em - < t < » ,

Lema 1.2
A tem periodo w .

Prova:
) Wz(t) -Wl(t)

det U(t) \-9,(t) P, (t)

Temos que U-l(t) =

para -» < t < o , Logo, pelo Lema 1.1 e pelas relagoes (b),

ACt + w) = O(t + ULt + w) =

. @1(t+w)~ ¥ (trw)| ¥, (trw) -¥, (t+w)
B b(te)  By(trw)) Loy (tre) 9 (tw) ’
O NORNOIVNORNOEEENORNG
.1
~ detl(t) -0, (8) B, (0)-F, )/ \0, () =P (e

ia-



-5, (t) ¥ (1) -¥,(t) ¥ (t)
1 ' .

det U(t) .7éz(t) _@Z(t)‘ wz(t) "wl(t)

=0y = A(t) , e <t <.,
Lema 1.3

N .
fotr A(t)dt =0 .
Prova:

~-uuwe  Pelo teorema de Liouville,

w
det U(w) = det U(0) expfo trA(t)dt .

w . - - : w o
Logo, exp fotrA(t)dt = 1 , donde segue que fo trA(t)dt = 0 .

Portanto, a matriz A satisfaz as condigdes (1.2),

U & matriz fundamental péra' x = A(t)x com U(0) =Ie U(w) =

0 -1
fungoes wl, wz, Wl, WZ de classe C1 em (-», =), satisfazen

do (a), (b), e (c) .

-1 1
= ( ) i para completarmos, precisamos mostrar que existem

Para 0 < tss w, definimos:
wl(t) = COS %}

p,(t) = - 3(1 - cos L)

¥ (t) = (1 - cos It )
?z(t),=-cos-%§

Claramente, estés fungdes satisfazem as condigdes (a) .

det U(t) = COS ( ) + I(l - COS ZTft)(1 %}
= COS ( ) + sen” ( ) sen 2(%%) >0,

para 0 <t <w . Logo, (c) estd satisfeita. Vamos extender o

dominio destas fungdes ao intervalo 0 < t < 2w , usando as re

-13-



lagoes (b). Para 0 < t<uw,

Pp(t+w) = =P, (t) = -cos It = cos(LE + m) = cos L(t+w)
pp(trw) = =9y(1) = 7(1 - cos BBy = 21 - cos(FE 4 2m)) =

= %(1 - cos %}(t*nmn .

¥y (t+w) = 9;(t) - ¥, (t) = cos %} - %(1~- cos %fj =
= - %(1 - 3cos %}) = - %(1 +3cos(%§‘; T)) =
= - %(1 + 3cos %{t-hm))
¥ (t+w) = 9,(t) - ¥p(t) = - F(1 - cos 2Tty _ cos IE .

= - %(1 - cos(ggi + 2m)) + cos(%? + )

= - %—(1 - cos -Z—g—-(t-ﬁ-w) + cos -g.(t-o-m-) .

Portanto, para w < t < 2w , colocamos:

P, (t) = cos %}

P,(t) = %(1 - cos Z%E)

¥(t) = - %(1 + 3cos %%

¥,(t) = cos %% - %(1 - cos 5%3

Estas fungdes s3o claramente continuas em [0,2w] e
diferenciaveis em (0,2w). Verifiquemos a continuidade de suas

derivadas no ponto w ., ¥, o € trivialmente.

Lim 9,(t) = lim (- I sen &ty -
ttw ttw
lim @Z(t) = lim (%'sen A%E) =0

tiw tiw
Logo, @2 & continua no ponto w ;

-14-



1lim W (t
ttw

lim @l(t
tVw

Logo, @1

lim ? (t
ttw

lim ? (t
tw

Logo, WZ

Extensao

usando as relagoes

91 (1)

0, (t)

v (t)

¥, (t)

) = 1lim’ (7~ sen zr) = 0
ttw :
. 3n Tt
) = 1im ( sen —) = 0
tiw 20 w
€ continua no ponto w ;
= 13 T Tt
) = lim(- = sen —).= 0
ttw )
) = lim(- I sen %E - % s E%E) =
tvw w-
e continua no ponto w .

ao intervalo [-w, 2w): para -w st <0 ,

(b) ,

-wz(t*w) 7[1 - coszﬂ(t+w)] 7(1 - coszgﬁ

Py () - ¥ (t+w) = cos—£ - [1 - cosl(t-w)]
coslz - 7(1 + cos%ﬁ) 7(1 - COSEE)

Zwt

P, (t) - ¥ (t+w) = 7(1 - COS=——) = COS —(t+w)

7(1 - cosgﬂi) + osIE .

Como anteriormente, verifica-se que estas fungdes tem

derivadas continuas no ponto 0 , e por construgdao, as condigdes

(b) sdo validas em

[-w, 2w]. Extendendo ao intervalo (-«, =)

obteremos, para nw < t < (n+l)w , n inteiro:

Dy (t)

0, (t)

¥, (t)

v, ()

W
n+l 2nt
(-1) 7(1 cos =—

(-l)n. 7(1 + (~1)n+1(2n+1)cos 'R

mt n n
cos - + ("1) .‘7(1 - COS _‘"') s

=15~




funcdes estas de classe ct

¢Ges (a), (b) e (c),

em (-», =), sa;isfézendo as - condi
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- CAPTTULO 11

Denominemos por M(w) o conjunto das matrizes 2x 2
de fungdes reais continuas em (-w, =), satisfazendo as condi-
¢oes (1.2). Provaremos neste capitulo, algumas propriedades to
poldogicas do conjunto WM(w). | .

Se A = A(t) = (ajk(t)) € M(w), definimos a norma
|A|| de A por "

[1A]] = sup [A()]
' 0<t<w

onde - |A(t)]| = 4'§ lajk(t)l . Para A, B € M), 'sdo  vali-
| o ~ j.k=1. : L
das as seguintes propriedades:
(1) [la + B|| < [|A]] + |IB]]
(2) ||aBl| < [IA]].}IB]] «

Se x = x(t) € um vetor coluna 2x1, vale ainda

4

(3) 1A®) x(0)] < [IAll|x(®)] (=<t <)

Denotaremos por Co~'° conjunto dos nimeros complexos
z #0 tais que |z| =1 ou Im(z) = 0 . Consideraremos Co
com a topologia habitual induzida do conjunto dos nﬁmeros com
plexos.

Sejam Ay , A, os multiplicadores - caracteristicos

de (1.1). Em tudo que segue, estaremos adotando a seguinte

Convencgdo:

' Se 05 multiplicadores sio complexos-conjugados A dg
nota o que tem~§éffefimagin5ria positiva; se eles ndo Sio com-
plexos, 1, denota o que tem modulo’ <1 .

Com as consideragdes anteriores, definimos a aplica

cio F: M(w) + co""assim: Se A = A(t) 6 M(u), F(A) & o multi

-17-



plicador caracteristicﬁl M de x = A(tjx v
. Teorema Z,i |
F & uma aplicagio‘qdntinua,
Pfova:

Tomemos A € M(w). Seja

P, () ¥ (1)
matriz fundamental de x =.A(t)x com U(0) = I, Provaremos que
F & continua em A, Seja (An) uma sequencia de elementos
‘de M(w) convergindo para A em [0,y] (portanto em (-=,=))
e seja

P (t) ¥y ()
'Un(t) = ~ o
¢2n(t) . ‘yzn(t)'

matriz fundamental de X = An(t)x , com Un(O) =1, n=1,2,.,.

9, (t)

e.por Y. _(t) a coluna
wz(t)) ’

Denotando por ¥(t) a coluna (

(Wln(t)

; temos que
9, (t)

1 t . -
p(t) = (0) + [ A(s) ¥ (s)ds (0 <t<uw)
0 :
1 t
P (t) = 0 v [ A (s) wp(s)ds (0 <t <w) .
| o

Mostraremos que ¢ > ¥ uniformementg em  [0,0] . Para cada

t € [O,m] e para cada n inteiro positivo, temos{.
| ot o
o, (£)-0(t) | < [ 1A (s)D, (s) - A(s)u(s)|ds =

S | | |
ENNOINORENOUORFNCUORROHOILEE
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t :
< T (AL v (s) = ()] + [|A, - All.

) (s)l)ds .

Como ¥ & continta em (;w;_;)l_‘bqrtanto em [0,u],existe K;
real tal que [9(s)] < Kl‘,"'ofs_s i'q‘;‘e como A+ A, existe
K, real tal que IIAnII <K n=1,2, ...

Logo, para cada n inteiro positivo e para cada t, 0 <t < u,

w S A
on(8) = w0 [ < Xy [ [1A, = Allds + [ Kylvy(s) - v(s)]ds .

Pela desigualdade de Gronwall,

' t
o, (t) - v(t)| < K. |1A, - A .m.exp(-,ro K,ds)

< K.

|A, - All.w.exp(Ku) ,

donde concluimos que v, > ¥ uniformemente em [0,w].
0 mesmo acontece com as segundas colunas das matri-

zes U e U. Dal tiramos que

by > ¥

'?Zn > WZ

em [0,0], donde

+ ¥ > 1p1+‘112

wln 2n

em [0,0]. Em particular, para t = w ,

tr Un(m) + trU(w) .

Pondo a = tr Un(w) , o = tr U(w) , temos por (0.6), que os

multiplicadores caracteristicos Al Y de x = An(t)x sdo

n' "2n

raizes da equagdo

2

k-ank"'l:o' 1’1"1,2,...

e 0os multiplicadores caracteristicos Ay Ay de x = A(t)x sdo

as raizes da equagio
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A2 - ad+1=0.

a, + a . Para provarmos o teorema, - devemos provar

A; - Consideremos os casos:

(a) o > 2 .
2

Neste caso, o° - 4 » 0 e portanto

Temos que
que> A1n +
SR G
donde Aln
S (O
= 1
‘n = 700y
SRR
1
Mo 7700y

de, ocorre
= 1

>‘ln Y(an

com o

Mn T Ao

de, ocorre

1
“In " T(Qn

/ot - 4) . Para n suficientemente grande, o > 2

= %-(an - /ai - 4) . Logo, A, + A

1n ) B

(b) a < -2
Neste caso, qz - 4 >0 e portanto
/o® - 4) . Para n suficientemente grande ,

+’/di - 4) . Logo, A

() Jaf <2

+7x1 .

Neste caso, ol - 4 <0 e portanto’
ivae - az ) . Para n suficientemente‘grénde ,

+ i/4 - ai ) . Logo, A + A

in 1
() a=2.
Neste caso, A; =1 . Para n suficientemente gran
+ i/4 - ai ) ou Xn * %(an - /qi -4)

arbitrariamente proximo de 2 . Temos assim que

(e) o = -2
Neste caso, Xi‘= -1 . Para n éufiCiepteméhte‘grag-

Y N 1, . [T
+ i/4 - ol ) ou Aln f Z(qn + Yo 4 )

=20~



com a. arbitrariamente - proximo de -2 . Temps assim que

A * Al . Isso encerra :a prova.do’teorema.

ln . - - PR . . ) L4 o
Seja A €EM(w) e suponhambs'queAqs»;multiplicadorei. ’
caracteristicos de . x = A(t)x - satisfazem - |

Im(A;) >0 5 Ay = X;.
Pelo teorema 0.2 , existem solug6esilinearmente .independentes

9 , ¥ tais que:

Plt+w) = A 0(E) ,  ¥(t+d) = A,¥(t)

1 ,  temos

1l

para -= < t < » , Como 4|A1l = TA;['
jpcesw) | = o) | . (¥ | = e ],

para =-= <.t < o , Sendo ¢ , V¥ limitadas em OIi t < w, elas
sao portanto limitadas em -w < t’<,m’; -A1émvdisso ndo tem “pe

riodo 2w . Por exemplo,
. -‘ 2 2 |
V(t+2w) = Alw(t+w) = Alw(t) . Al‘f 1.
Seja
E = {A €EM(w) : toda solugao nao nula dé;'i,= A(t)x“AE limita
da e nido tem periodo 2w} . ‘
Vimos no cap{tulb_l'que E#0 ."Nio é-difici1“&er
que, se A €EE , os ﬁuitiplitédbres‘caracteristiCOS'“Aly X, -de
x = A(t)x so podem satisfazer
Im(Al) >0 ; Az = Al .
Corolanio 2.1
E € um subconjunto aberto de M(w) .
Prova:
 Consideremos a éplicagio F do teorema 2.1 e seja
C; = {z € C, ¢ Im(z) > 0}

- 2 1:"



C, e aberto em Cé . Sendo  F continua, Ffl(Ci) é aberto
em M(w) ., Mas, pelas observacoes anteriores, Fv-l(Cl) =E , o
que. preva o corolérib. | o
| ’Seja A€ M(d») e sﬁponhamcs“ agora que os multiplica
dores caracterfsticos' Al R Az de X = A(t)x ;Satisfazem
| Dyl <1, Wm0y =0 : -
Neste caso, Alis exp(w pl)v,v A2 = exp(w pz) ohde 'RQ(bi) <0,
Re(pZ) >0 . Confbrme_observado:nO'capftulovo , existem solu-
§5¢5 1iﬁearmente_independentgsv v, ¥ dé'forma
(L) = py(t).exp(te;) .
¥(t) = py(t).exp(tp,) ,
onde p; , P, 'tém peribdo w . Temos portanthque,f
W)~ 0, Y] =
quando t >
Seja
6= {A € Mu): todavsolugio de x = A(t)x em mdédulo tende pa
ra zero ou para « quando t + » }, |
Vimos nd-capftulo Ique G#90 . E ficilﬂver.também que , se
A € , os multiplicadores baracteri'st,ico;s Ay de x =
= A(t)x satisfazem | | |
oIl oy =0
Corolario 2.2
G € um subconjunto aberto de M(w) .-
Prova: v . ,
Consideremos a aplicacdo F do teorema 2.1 . Seja
el en .
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C, € aberto em C, - Sendo F contlnua, . (CZ) € aberto
em M(w) . Ora, pelas observagoes anter1ores, 'v(CZ) =G K
0 que prova o corolario. o

Consideremos o aberto ‘Ei dochrolif{S*Z.l e fixemos

A€EE . Para «a réai, seja’ Ua =’Ua(t)‘-é matriz fundamental

2o
1

de aA(t)x tal que U (0) =1 . Definimos : ,é'Jﬁqungio

T :R~>R por
T(a) = tr U (w)
Teorema 2.2
T & uﬁavfungio apélftica
Prova: “ |

.Para cada a real, definimos:

Ugo®) =1 A
. ‘ t 7_:‘1:;;5::
'Ua,n+1(t) =1 + foaA(sl)Ua’n(sl)ds1 - 11=19vl¢2f..,
Ora,
Ua’o(t) = I ;
t :
o 1(t) =1 + afo A(sl)ds1
_ t °1 -
Uy, 2(t) =1 + [, aA(s;) . [T + fo aA(s,)ds,] ds;
2 ¢ 51
=1 + af A(s)ds; + a jo A(sl);fo ﬂAfSZDdSstl
Uy (82 1 % af A(sq)ds) + ] A(sl) j A(sz)
. fon A(s, )ds dsn 1.. ds1 :
Assim, (U_. ) , .n =0, 1, 2, ..., € a sequencia das reduzi

a,n’
das da serie de matrizes



I A (B)a"

n=o0o
onde
.Ao(t) 1, | |
. t S1 . Sn-l
CA(D) = A(s)) ) Alsy) ... [y~ Alsp)ds; ... dsy

para n =1, 2, 3 ,..

Tomemos R > 0 arbitrario. Provaremos que (U, ) converge u

niformemente em [-R, R],. Seja ||A|l . :;:o, ‘para cada
n, temqs:  | |
|-|An. va-“|| < la|™. |{ j: x.le K [in'l K,ds ds _;...ds;| =
. lal™. | f; K. le K... f:n-Z Kzsn_ldsn_l...dsil =
el K .. o3 k5.%;s§_zas geeedsy| =

= Iﬂln. | [0 Kof Koqc j K v"'"]".-" .3_ .dsnP‘S'."dsll
0 00 00 0.9 00060 20 P QO O P L 0L PO IO PL ISP LOEILIIIOIEIIONOGEOTAEPRIPINOIOETOROETOGTD

t S
IR IO T S Lk R SO S F

° (n-2) !}
t
1 n-1 ..
= la|®. [/, K" — S ds, |
o (n-l)! 1 1
n
n .n [t}
i n!

] ’_ . n .
- Coma (lul.f-k) = exp(|a|.K.R) , temos, pelo teste de

Weierstrass, que (Ud,n

[-R, R] . Dai segue que (U

) converge absoluta e uniformemente em
a.p) Converge absolutamente em

?
(-», ®) e uniformemente nas partes compactas.

Seja L (t) = 1lim Ua n(t) . Para 0 £t<w

N+

temos, usando a convergéncia uniforme, que
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t
L,(t) =1+ fo aA(s)L (s)ds .

Isso quer dizer que L_ € matriz fundamental de . X = XA(t)x ,

)
com L _(0) =1, ou seja, Ld(t) = U (t) . Portanto,

Ua(t) = ”nZOIAn(t)Qn' (0 <t < w)\sl,

Em particular, para t = ow ,

Ua(w)'= ﬁzo An(w)anj.

Seja a, = tr An(w) . ‘Entao,

He~18
a
[~

=]

T(a) = tr U (w) =
. n

0 que prova o teorema.
Seja
El = { A € E: toda solucdo de x = A(t)x é'péri6dica }o.

Teorema 2.3

1

E, € denso em E -

1
Prova:
Seja © um aberto qualquer nao vazio de E. Pfovarg
mos que ON E, # @ . | |
Tomemos A € 0 e consideremos a fungao P:R -+ R ,
definida por |

P(a) = Ftru (W .

onde Ua € a matriz fundamental de x = aA(t)x, com‘Ua(OJ =1,
Pelo teorema 2.2, P & uma funcgio analftica. Temos também que
P nio & constante, pois

P(O) =5 trI =1,
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IP(1)| < 1.
Como |P(1)| <1 , existe um aberto W em R .tal que
P(1) EWC (-1,1) .

Sendo P continua, existe um aberto vy em R tal que 1€V,

e P(Vl)C: W . Aléem disso, sendo a aplicagao
a € R — aA € M(w)

continua, existe um aberto V, em R talque 1€V,e a6 VZ
implica aA € 0 . »

Seja V = (§,6') tal que 1ev e Vev NV, co
mo P € analitica e‘nioiconstante, Pw nao pode ser constante

em V . Logo, P assume em V un valor m e um valor M,com
m < P(1) <M, em que uma das desigualdades é estrita. Suponha
mos que ocorra m < P(l) <M . Para algum inteiro positivo n,
existe uma raiz n-ésima da unidade ,)\1 tal que m<Re(Al)<P(i) .
Sendo P continua, existe o_ € V tal que P(a,) = Re(ry) .

Q

‘Asslm? a A €0 pois a, € vcC V2 Afirmamos que a A € El .

De fato, como a A €E , os multiplicadores caracteristicos de

X = qu(t)x sao complexos-conjugados, e como P(ao) = Re(Al)
® % tr Ua (w) , esses multiplicadores sao Al e Az = x1 .

o
Pelo teorema 0.2 , existem solugOes linearmente independentes

P , ¥ de x = aoA(t)x tais que
P(t + w) = A5 9(t) ,
¥(t + w) = AZ ¥(t) ,
m® < t < o , donde temos
P(t + nw) = P(t) ,
¥(t + nw) = ¥(t) ,
cw <t <}m » provando que a A € E, .
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Se ocorrer m < P(1) <M, o raciocinio € inteiramen
te analogo. Fica assim demonstrado o teorema.

Observamos que [E; nao € denso em M(w). Basta no
tar que ENG =@ e G € aberto em M(w) , conforme corola

rio 2.2 .
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