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ABSTRACT

We intend to show the equivalence of the concepts of

orientability and degree from the points of view of Algebraic
Topology and Differential Topology.

First, we give à natural correspondence between

orientations in à tangent space TM, of a differentiable
manifold M' and generators in H (M,M-x;Z).

Then we show the equivalence of orientation in

Differential and Algebraic Topology.

If M is a compact, connected, oriented manifold, we

assign for each point x in Ma correspondence between the

orientation classes of TM, and the generators of the infinite
cyclic aroup HM). It is done by using the isomorphism
Jd, : H(M) > HR (M,M-x) such that JI, (nunm) = ux where up àsx?

the fundamental homoloay class of M and uv, is à local
orientation in x.

Finally we show that under certain assumptions, the
mdifferentiable degree and the topological degree of f : M - nº

are equivalent.
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INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é mostrar a equivalência dos
conceitos de orientação de variedades diferenciaveis e de grau
de aplicações diferenciaveis dos pontos de vista da topologiaal
gêbrica e da topologia diferencial,

A ideia deste trabalho tem origem num fato geométrico
e R

notamos que à escolha de uma base no espaço tangente Ts? estã
bastante intuitivo: "tomando a variedade 2-dimensional S

ligada a um laço y ao redor do ponto x, em S e sabemos
que [y)] « Hi (U-x) - H(S,ST-x),2), y orientada numa direção
positiva ou negativa conforme à orientação da base escolhida no

espaço tangente TS.
Desta idêia então partimos para um caso geral: dada u-

ma variedade Mm", relacionar os geradores do grupo de homologia

H,(M,M-x;Z) e as classes de orientação em TM e se a varie-xdade de M for compacta, orientavel e conexa então procuramos
estender tal correspondencia com à classe fundamental PM < H(M).

Assim, no Capitulo 3, dada uma variedade diferencia-
vel nm, de dimensão n, mostramos (teoremas 3,5 e 3.6) que pa
ra todo ponto x << M, existe uma correspondencia biuniívoca en-
tre os geradores de H, (TM, ,TM,-O) e as classes de orientação
de TM, o espaço tangente à M no ponto x.

No Capítulo 4, mostramos a equivalência dos conceitos
de orientação, numa variedade diferenciavel, em topologia alge-
brica (dado por 4.8) e em topologia diferencial (dado por 4.9).
se M"” for compacta, conexa e orientável, utilizando os isomor
fismos

H (TM, ,TM,-O) = H (M,M-x) - H (MM) para todo x « M,

estabelecemos uma correspondencia biunivoca entre as classes de

crientação do espaço tangente TM, e os geradores do grupo cTi-

clico infinito H(M), para cada ponto x «< M,

No Capítulo 5, dadas duas variedades diferenciaveis
de mesma dimensão n, orientadas, compactas (sem bor

n
Me Nº

do) e conexas e f : M

tramos que os graus topológico e diferenciavel de f são iguais,
1

n ; = ; ”> N uma aplicação diferenciavel, mos-
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Damos ainda, uma definição mais geral de grau, "o grau
ao longo de subconjuntos compactos" o que nos possibilitou, co
mo aplicação, a demonstração de alguns teoremas classicos.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo estabeleceremos definições, notações e

resumimos alguns resultados basicos.
Salientaremos, em primeiro lugar, que, no nosso traba

lho, as variedades diferenciáveis M' serão de dimensão n 2 1

e por "diferenciâvel" subentende-se de classe C”, salvo mens

ção em contrário e a homologia singular sera com coeficientes
em um anel comutativo R com unidade.

Ss", DO e 1º indicama n-esfera, o n-disco e o

n-cubo, respectivamente.
O simbolo * em F>*G indica homeomorfismo ou di-

feomorfismo ou isomorfismo, conforme F e G pertençam à ca-
tegoria topológica ou diferencial ou de grupos, respectivamen-
te.

M = N indica que os espaços Me N são do mesmo ti
po de homotopia, f>- g:M+N indica que as funções f eg
são homotopicas.

Utilizaremos os conceitos de homotopia e homologia co
mo estão em [ 2 1, [331] e E 5 1], procurando adotar as no-

taçõoes usuais. Por exemplo,

H (XX) indica HÇ(X,Z) o q-êsimo grupo (modulo) de

homologia com coeficientes em Z (inteiros).

H(X,A) indica H(X,A,Z) o q-êsimo grupo de homo-

logia relativo a A.

11 (X) serã o grupo fundamental (de Poincare) de um

espaço topologico X conexo por caminhos.
1
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O.1. ORIENTAÇÃO EM ESPAÇOS VETORIAIS

Sejam E um espaço vetorial de dimensão finita n e

n :
= = e. ; sos . a...,0.)), O conjunto de to-A (a (a 7) com a; (a; a;)) J

das as bases de E. Vamos definir em À a seguinte relação: Se-

jam a e 8 elementos de A. "Dizemos que a estã relacionada
com R& e escrevemos a” BB sea transformação linear T : E>E
que leva a base a na base 8, tal que T(a;) = Bão iml,...hn
tem determinante positivo". Mostremos que a relação "“" & uma

relação de equivalência em À

1) Ereflexiva: Seja a (ajs:...san) € A; a transforma
ção linear T : E > E dada por T(a;) = q, €E6 a transformação i-
dentidade; logo det [T] = 1] > O, assim a” a.

2) E simetrica: Sejam a Ee Be ÃÁ, as (apoia e
!

nº)

B = (Bjs... Bn) e suponhamos a kB, isto &, a transformação 1li-

near T : E+ E dada por T(a;) = 8; e tal que det [T] > O;

-1. -como T &E um isomorfismo considere T E+ E; T7

“1... 1
: : -J= dJetiTT O; assim & a.

(8;) so; e

det [7

3) Sejam asBsYy € A? o = (as san) Êê = (Bjs... BR)o

= CERTERESTOR T) To

Suponhamos que o > 8 e gm: isto & T,:E-+E
dada por Ti(a;) = B,. tem det [T,] >O0 ; TT

i : 1

Ta(8;: =; tem det ET] > O assim TaoT

cação linear definida por (TaoT,i)(a,) = Ta(Ti(a;)) = TA(8;) = Yi

e det ET2oT,(1 = det LT] det ET, > O; assim a” y e, portanto,

2
: E>+E dada por

q :E>E e uma apli

vale à transitividade. Alem disso, esta relação determina duas

classes de equivalência, à saber, [ela classe de equivalência
representada pela base canonica, e :*- (es... e à classe [e']nº)

renresentada por e' = (E1s:-..sEpn 9 rensênoa)o



0.3 - Definição: Uma orientação em um espaço vetorial E, de di-
mensão finita n, é uma classe de equivalência de

bases.
Seque da definição que duas bases de E determinam a mesma oriental

. |

= ! = ;
:

ção se, e somente se, à transformação linear que leva uma na outra
tem determinante positivo,

0.4 - Definição: Uma sequência de grupos abelianos e homomorfismos

f f]
&, - > 6, -.

2
> 6; ——>. ..—e o

diz-se exata se im(f.) = ker(f.i i+7) para todo 1,

0.5 - Proposição (Lema dos Cinco)

No diagrama abaixo A; e B. são grupos abelianos e as fle-
chas f.. 9, e *; são homomorfismos:

f f f f1 2 3—> A, > A, - > A, > Az > A, >=,

te "| “a a] js
9% 9 92 93

e —> B, > 8, - > B, > r5D B; -— > B, ————>

Suponhamos que:

a) o diagrama E comutativo
b) às sequencias horizontais são exatas

mnc) to epimorfismo; da monomorfismo e $, e dz isomorfismo.

Então do e isomorfismo.

Prova: ver [135], p. 38; o Lema dos Cinco E mais usado com

o? $1o d3 e ?a isomorfismos.
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0.6- Proposição: Sejam X um espaço topológico, A <cX um sub-

espaço de X e HÇ(X6A) e q.esimo grupo de ho

mologia de X modulo A. Suponhamos que a, um

qe ciclo relativo de X modulo A, seja uma

q-cadeia em A. Então a & homologo a zero modu

lo A.

Prova:

X

, Sae | ) d+ , Sa (X) q , Sa-1(X) >.Sq+17 (9) Sa (8) Sq-718)

ker(3 ) Z (X,A)
HQUGA) = moço = EIXOq m

q+1 quo

Ela)] &E& um elemento em HÇ(X,A) onde (fa) « Z (X,A).
Como a & uma q-cadeia em A, a + SÇ(A) = S (A).

Assim a + S(A) + B(X,A) = Sa(A) + BAIXA) = BR(X,A) < em
Logo a + SA) € BR (X,A) e isto significa

a + SÇ(A) = ani lag] *? Sq41(A)) = Bog Cau ? Sq(A):

Dai a
-

41 Co41 € SA) isto é, a+ 8 = 904 Cor onde

8a € SA(A) e, portanto, a> O mod. À À.

0.7- Lema. À aplicação (avaliação)

a: RO x GL(nN) > Rº

dada por a(x,A) = A(x) é contínua.
De fato, a multiplicação de numeros reais

m : Rx R>R



dada por m(x,y) = xy & uma aplicação contínua. Segue-se dai

que € também contínua à aplicação |

dada por

f(x,y) = (x 1tXoY1o Fo t+ Xi coa XYh Xana Poet XnYnnº) |

n
|

onde x = (xo Xp) e R
|

:e y: Dip IoqpricoIaço nr TA) e R
|

|

Sejam, agora, Mº = M(n x n;R) e Gil(n) <e Vl o espaço
das matrizes reais não singulares.

2
M"” é canonicamente homeomorfo a R" via a correspondencia

biunivoca
F y

77 Y12 cccoYTRK

Y271 Y22 Y2?n

o nºAs|ea < >)Xy = 17 Ynn) e R

Yn1 Yn2 Ynn
V )

Seja

9 eee oeoeoeoeoeesocesna



Segue-se à continuidade da aplicação avaliação a : Rº x GL(n) > RO

definida por a(x,A) = A(x) por ser a composta das seguintes aplii-

caçõoes continuas

Rx GL(N) (X,A)

| Idxi 7
RO xoMO (X,A)| jx o

RO x
RO ((x x )s( )qro n s ABES APARRRS SMA PES CARS PUIRESEAERS ERES AS EAV IRRER A

ls ]
n

R (XY 1] tXAN ot e t+ XM in Xp, FXFoco + “nº nn)

= A(x) = a(x,A)

0.8- Proposição. Sejam L, : ROO R

RO RO uma aplicação linear tal que det(L,) > O. Então L= Lo
homotópicas dentro de GL(n),.

no aplicação identidade e

Prova: GL(n) = (T: Rº+R" aplicações lineares| det(T) É O)

GL(n) = GL(n), vu GL(Nn) & à reunião disjunta de duas componentes+

conexa por caminho; det(L,) > O significa que Lt, e kl, estão
na mesma componente conexa por caminho, logo existe um caminho con
tinuo

L : [0,1] + GL(N) tal que L(0) = L, = id e L(1) = L

e, para cada t e [0,1], L(t)=L, &E& uma matriz não singular,
Defino a homotopia entre kb, e Lao

F:Rd KI RO

como a composta das aplicações contínuas



Rex —HEX E, Ra, Gnmn) —&E—> Rº

(x, t) F—Z—2—/—/—> (K,L) PrL, (x)

isto é, F(x,t) = L, (x).
Assim F(x,O0)

e F(x,l) " L, (x) isto é, L = QL

|

|

|

Lo, (x) =X
|

o 1 |

o n . ; - ;tituirmos R por V, um espaço vetorial real de dimensao fini
n

Observação: A proposição acima continua valida se subs”

ta n, uma vez que Vê isomorfo a R .

0.9. Simplexos geomêetricos

Sejam E um espaço afim e ag s9 75-15, pontos de (E,

linearmente independentes (isto é, os vetores a,-a ,a, à, ,...,a a, 1 02 "no
sao linearmente independentes). Todo ponto x da subvariedade 1i-
near afim gerada pelos pontos A 87)... ã, tem uma representação
única x = ;&ot;ês onde os escalares devem satisfazer EA: 2

O ponto x, que podemos indicar simplesmente por
x = (à) ,* ge 4 chama-se o baricentro dos pontos a. afetadoso? 1 n 1

de massas Ass Os números reais AgrtpritidaR são as coordenadas
baricêntricas do ponto x.

o conjunto de todos os pontos x = (Ada sd,) com

As 20 e 1E9: l &ê& um conjunto convexo chamado um n-simplexo
o de E, de vêrtices a ,a.,...,.ãâ e é indicado porn o” 1 n

o =|a a,...ãn o 1 n
og = a | &é& um pontoo o

o, = |a a ê um segmento1 laça,| 8

o a a.a E€ um triângulo2=laçzaças| 8

o a a a.a ê um tetraedro3
|

o 12 3
|



Usualmente quando nos referimos ao "baricentro" de um
; 1 1

n-simplexo 0, queremos indicar o ponto x = ( TDT de

: : ; =. . 11de coordenadas iguais, cuja soma é igual a l. Assim, x “= (Go
e o ponto medio do segmento laçza,l.

Por um n-simplexo padrão indicamos o n-simplexo geométri
+

co A =| ee ....e | e Rº lt onde os pontos (vetores) e ,e,.,....,ên ol n o?“l
. “ n+1constituem à base canonica de R .

- ez=(0,0,0,1)

tetraedro

o" leeeze;

e =(1,0,0,0)

Temos a seguinte inclusão
Cc ço Cc= laza,| 2 3 e...

Chama-se bordo de um n-simplexo &% e denota-se por
ds o conjunto dos pontos tais que pelo menos uma de suas coor
denadas baricêntricas for nula.

Um ponto x de um n-simplexo O, e dito interno se

suas coordenadas baricêntricas forem todas positivas.

0.10. Aplicação linear afim

Sejam o, * laaç.sca)| e o” |bi...bo| simplexos
geométricos contidos em algum R. Uma aplicação £ : 9% * e

dita linear

n



P q
se x = .Z,i,a, implicar f(x) = .E 2,f(a) (isto e,o

x e f(x) têm as mesmas coordenadas baricêntricas). Os f(a.)
não precisam ser vêrtices de 9 podendo ser tambêm f(a,)=f(a.)
(vêrtices ou não de o) para algum par i É 3.

Uma aplicação linear cujo simplexo imagem é de dimen- |

sao menor do que a do original é chamada degenerada, |

0.11. Proposição. Sejam co = la a,...a | e Tt =|bb..b]Pp o 1 Pp P ol Pp
|

dois simplexos geométricos de mesma dimensão e f£ : º, > t, uz|

|

ma aplicação linear de º, sobre to tal que as imagens f(a,)
dos vertices de o, sejam vertices distintos de to" Então f

€ um homeomorfismo.

Prova, ver [ 12 ],p. 100.

0.12. A sequência de Mayer-Vietoris

Por uma triada topologica (X,A,B) nos indicamos um es
paço topológico X junto com um par ordenado (A,B) de subespaços
de X, não necessariamente B € A.

A triada (X,A,B) diz-se propria, ou exata, seas in-
clusoes naturais de pares

k, : (A,ANB) > (AUB,B)

ka, : (B,ANB) > (AUB,VA) induzem, para todo qé Z, iso
morfismos.

kia : HQ (A,ANB) > H (AUB,B)
K,* : H(B,ANB) + H (AUB,A)

Seja (X,A,B) uma tríiada exata com X = AU B e con-
sideremos as sequências exatas de pares
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n, & 5+ H (B > H (AUB > H (AUB,B > H (B) >q) 53) QUUB,B) qe?
mi =1

"1 Y a!+ H (ANB) > H (A) > H (A,ANB) - > H
7 (AB) +—

q q q |* ( 2 (ANB)+ H (ANB > H (B > H (B,ANB > H ANB) +(2) Ke 85408) q-1
mi =l

2 &, A
H (A H (AUB H (AUB,A > H A>E(4) >H(AUB) —Ê->H(AUB,A) qe1 2
À sequência de Mayer-Vietoris de uma tríada exata (X,A,B)

com X =AUB éa sequência

A
«+. > HO (ANB) —, H (4) &O H (E) —=> H (AUB) > H  ,(A0B)?*...

onde v(c) = (m, (e),-m,(c))
é(a,b) = n,(a) + n,(b)

1
A = RL = nx2,1* 1 &,

0.13. Teorema: A sequência de Mayer-Vietoris de uma tríada e-
xata (X,A,B) com X = AU B é exata,

Prova, [ 2 ]J,p. 72-74,



CAPÍTULO 2 - Geradores de HA (46h)

2.1. Os grupos de homoloaia Ha (ansin) onde A, e o simplexo padrão e

8, o seu bordo:

+] nRO lxçõ2 0 e (gm 1)Pa = (x = (XXX $n nº

o, = (xe A, | x; = ON para algum ii).

Cons i deremos à sequência exata do nar (4, 5,) - (Bn sn"),

j ' à : j |= Hh(s,) —Ee—> HA (56154h) >? Hn-1 (46) ? Ha) > cb

Como à, & um espaco contraível e à, = sn! segue-se, para
na22,

: , .
O —— > H (nan) — H-1(4,) +

Logo, a é um isomorfismo e, assim, H (4 ,,8,)” Z

Para n =],
*. | *

1 j *

0 > H.(84,54,5) > H (4,4) ——> H (A,) > H (a558,) >uno O 1
epi o] o FE

1

à) = (ee, consiste de dois pontos, os extremos de à, = lezel.
Então HÁ(41) = 707, grupo abeliano livre de dois geradores aeb
representados pelos OI-simnlexos sinaulares

(e lel + e, A, e (e): lefl>e,< a,o) o

Para todo espaço X conexo por caminho e subespaço A *£ 92,

HÇ(X,A) = O, Assim H(44547) = O,
| %

Como H (47) - 7 ã um arupo livre, a sequência exata curta,
acima, se fatora:o -11-



tHC49) 7 Halaçia,) 9 HÇU)

isto &, 70277 Hi(nj,5,) 87

e, então, HA(4454,4) -Z
Para n=0, A, = E e aJ= 72. Assim

Ho (4,58, ) =
Portanto, para todo n 29

H (15d) 7
e um grupo cíclico infinito.

2.2. Relação entre os aeradores de H (4,47) e os de Ha -17(56n)

Voltemos à sequência exata do par (4,>48,)

i i? —. > Ho-1(5,) —>—> Ho 1(,)j .
> HA(4,) > H (ad)> H (4,7)

Para n 22,

H,(4,) =D) e 7 (5,) = —n e, então, 3 & isomorfismo entre os gru

pos cíclicos infinitos HA (4,54,) e H  7(9,): Seja a um ciclo em

a” Sn] que representa um gerador (a) do grupo cíclico infinito

H  7(4,); como i(fa)) = segue-se que a & homólogo a zero em

H 1 7(4n)s isto ê&, a = ds onde 3 & uma n-cadeiaem a ,. Logos

representa um gerador em HA (and) pois 3a((3)) = (dg) = (a)

Reciprocamente, se R& renresenta um gerador de HA (4ns4,)
então dg representa um gerador de Ho (4h).
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Conclusão: "8 renresenta um gerador de H (41:86h) se, e só se,
ds representa um aerador de Hon)

2.3. Relação entre os oeradores de Hn-7(4,) e os de

SPORT TOS ELTOS E)

Mos tremos que +y = v7 tvs representa um gerador de

: = n-1HC)=HAS )

se, e somente se, y, representa

um gerador de Ha Anc1ránoa)

e x, e uma (n-1)-cadeia no

fecho de à, - do
Sn]

2 A Cc A comoPensemos 4 como uma (n-1l)-esfera n1 nn

a calota sul, o fecho de A, - 4, 7, comoa calota norte e À
n n nº]

como o equador da (n-1l1)-esfera o,
Consideremos à sequencia exata de homologia

meneame
> Hon (nano 7)

; 2Ho 2(8n7ôn-1)>? Ha-1 (57) — Hon (4 anna)
Densa

acaoComo A-d e conexo nor caminho (é tambem contrati1l),nº1

para n 22, H, (4,747) = 9 e H, (an-5,.7) = O

um isomorfismo.DRAssim, nara n 22, j

Consideremos, agora, U = (x (XgrXp sx) E A
n Xv > ET)

U e um subconjunto aberto de A uma "calota norte" em A ob-nº

tida cortando a, na altura do

baricentro.
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e, : AGPESELPELTOS Db) > ASPEN AE

ê um isomorfismo (excisão).
A inclusão i : (ap pino) > (CannUsaçnaçoaol)

e uma equivalência de homotopia (o primeiro par de spaços e retrato
por deformação do segundo). Portanto,

dá: Ho Cano dnoa) > Ho (anTUsAç rá çool)

e um isomorfismo. Temos, então, a seguinte composição de isomorfis-
mos:

iz oez'
DI + Do] e HpaiÃ)o> Ha (48h71 ino1)

tt

Ie Ra tae Ho (0,)

Como y, & uma (n-1)-cadeia no fecho de Td po
Era] = 9 e Hp (Annan) (Prop.o.6)

Assim F(y)) = Da: Ho (ans dç oa) Sendo yY isomorfismo,

yY *=Yy,y ty, representa um aerador de H, iv(4,) se, e somente se,

v, representa um gerador de ARSSTO DOS TT:DUE E) onde v7 é uma

(n-1)-cadeia em a, (cujo bordo estã em a, 7) e v, & uma
-

(n-1)-cadeia no fecho de Boda

2.4. Teorema. Seja a,  « Rº*] o simplexo padrão. Então o sim

plexo singular Sn dO, definido por uma qualquer aplicação

linear de à, sobre dr, é um ciclo relativo de E modulo a
e representa um gerador de HA (ansáp).
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Prova: por indução sobre mn.

o | o
| e a, ,=9,. Assim H (4 49) = H (4,)

o
o

— o
o

Pan n" VV Vi Qu e. > —. eo mm o Oo
— —o eo &ÂÁ e Di Oo — —. = mn mÁ = A MV D>D 8 O Êo Oo TJ ») MV

A ,.,3sS =9 por definição, Z [oof = Sole) -—- 7 eB (e) =O

e, daT, |H (e) “" Z com gerador representado por Ss : e?
Para n=1, à, = lee, | e um seamento cujo bordo a, = (e

oO

nR

AMP

e constituído dos pontos extremos. Como a, é contratil, H (47)

para nÃÉé5º e HA (47) & um qruno cíclico infinito, um gerador

representado pelo o-simplexo singular A le, | + e E À,s.
Oo 1o

Sendo a) = fe se) constituido de dois pontos, HH (47) ê um

grupo abeliano livre de dois aeradores a e b , os quais são re-
presentados pelos o-simplexos singulares que aplicam a =) |e so[)

bre e, e e& respectivamente. Consideremos à seguinte parte da

sequência exata de homologia do par (47557)

H,(4,) > Hi(4,1,4,) => HoA Du mono
1

0 7 87 Z o

monomorfismo; isto implica G =im3a-> H, (41544)[>] UA)

epimorfismo; isto implica-—
MV)

H(A4.) H (A4,)oi = ; - ol =——— H(441) isto e, : H(4,)ker i

Portanto,
aHA(47:44) “6

Analisemos os geradores de Hi (47:47).

ol se
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Sejama , a e b definidos acima. Assim

i(a) = i(b) = a

Assim, se ma + nb e um elemento de H (47),
ií(ma + nh) = (m + n)a

Logo, ma + nh estã em G = im 3 =keri se, e somente se, Mm = -n,
e assim G e gerado por a-b.

Segue-se, então, que Hy(475447), o qual e isomorfo a G via à,

8 gerado por um elemento & tal que 38 = a-b. Assim & pode ser re
presentado por um ciclo relativo cujo bordo é a diferença dos o-sim-

plexos singulares que anlicam A = eo nos pontos extremos e e e,o
de A, = lee il. Um adequado ciclo relativo é o formado pelo 1-sim-

plexo singular que leva à, linearmente sobre dy.

Suponhamos o teorema valido nara um simplexo de dimensão n-1l.

Se orar 8 um n-simplexo aeoméêtrico, à aplicação linear

sobrejetora

Ss, : 4, lee cce + iVoVcoo YR

definida por s,(e;) = y. é comumente indicada por CANARERS AO

No que se segue consideraremos Yara YO UMA qualquer permu

tação dos vertices esêqprrasê de A . Assim,n n

(YoYÇTIR) DAL + A

e a aplicação linear de sobre à, que leva os vêrtices esêpiss sên n

nos vertices = A. ,.1..,V. = O, :ce Yo e: VY, e. de A, Denotemos com So. a fa
o n

ce de dn cujos vêrticas são Yy:Yaresav, (isto é, a face oposta

ao vertice YQ) e com S, a fronteira de S,.
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O bordo de (YY1º Yo) a. >? d, 8

n j ANdy h) 7 ; En (71) (y, Ya; Ya)

e pode ser escrito como

d(yossv) = (Yy1/9 + Y,) +
onde SABERES AO é uma (n-l)-cadeia em SS ey e uma (n-1)-

]

o

-cadeia no fecho de dW * So"

Por (2.3), d(yg...Yn) renresenta um gerador de Ha -17(4,)

se, e somente se, (Y4Y2--Yn) representa um gerador de Hn-1(So So)

Mas, pela nipotesa de indução,

SALERERSAO NE: Da] 5, yes, sd,
representa um gerador de Hols) Logo, d(YY7-+ In) represen

ta um gerador de Hon) e, portanto, vor (2. 2)

(Voy: In) DA A,
representa um gerador de HR (Ana) o que completa à prova do teo-
rema.

Em particular,

a identidade 8, ? (ene7---ºn) : a A, representa um gerador de

H (4, s4,).
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CAPÍTULO 3

Uma Correspondência Biunívoca entre Orientações de um Espaço
Vetorial real V, de Dimensão n, E Geradores em

H (V,V-0:2) À Z.n

3.l. Consideremos o simplexo padrao a. e seu bordo a. :

n+11
A = (x = (KX Kreis X) e Rº | x, 20 e EQX. = 1)

A = (xe a | x, = O para algum i)

e=(0,1,0)
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]: -
1 ; n+1Sejam a = (AFF e. TFT) ea, o baricentro de a, R

e E a variedade linear afim gerada pelos pontos eastn

Podemos dar à subvariedade linear afim E, ec RO*
n uma estrutura

de espaço vetorial de dimensão n.,.origem ae En e base

(e;-al gighy Via a correspondência biunivoca

- =(x= -xr (gana e E emaxta e (goma Xp Tome
Ficam bem definidas à soma e a multiplicação por escalar

por x 808y = x+y-a e 20x =2..(x-a)t+ta

(E Do) e um espaço vetorial real de dimensão n, de ori-
gem a E, e base (e.-a), sisn

3.º. Proposição: A aplicação inclusão de pares de espaços

j: (4, 2,) > (EnsEnTa)

induz isomorfismo j,: Ha (Ansa) + H (Ens EnÃa) para todo q.

Prova: Como , é um corpo convexo em gnt segue-se que

à, = pp", à, = Sn] e consideremos Eno espaço vetorial de di-
- nmensao n, como R.

D" & retrato de Rº sendo a retração (contínua)
r:Rº>Rº dada por
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Mais ainda, D' & retrato por deformação de Rº sto
e, existe uma homotopia (f, : RU RD: O st<1) tal que

f, = identidade e fi = r (f (Rº)) < DD"). A deformação (homotopia)
1 1

nF:R x 1 > Rº

x se x e DO, tel
f(x) =

[1-6 + o se x < RO-B"

e dada por F (x,t) =

Ve-se que f(x) = x e fi (x) = r(x)

- À - nPortanto, D” à retrato por deformaçao de R e, as-
sim, a inclusão i : D"-+R' &é uma equivalencia de homotopia,.

gn-1]Analogamente se mostra que e retrato por defor-
mação de R'-(0) sendo a retração (por deformação)

n nF;: (RI-0) x 1>R'-O
txdada por F(X,t) = (1-t)x + TXT

Portanto à inclusão i' : Sn"! + R'-0O & também uma e-
quivaleência de homotopia.

Levando em conta os homeomorfismos

as inclusoes ii : A > E e j': A > E mà,

sendo equivalências de homotopia, induzem isomorfismos

ix Ha (An) + HACE) e iz: HC) + HO (EnTa) para todo q.

Estamos, agora, em condições de mostrar que a inclusão

j: (4758,) > (EnsEn-ã) de pares de espaços induz 1somorfismo
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Ja : H (81 52,) + H
q (EnsEnTã) para todo q.q

Consideremos as sequências exatas dos pares

(41h) e (E sEn“a) e o diagrama

Como as sequências horizontais são exatas, os diagramas co
1mutativos, i, e i, '1somortismos, segue-se, do Lema dos Cin

co, que j, & um isomorfismo.

3,3. Proposição: Seja a, = le, 1, o n-simplexo pa-

drão e 3 : H (ans) + Ha (0,) o operador bordo a nivel de

grupos de homologia. Então 3 e monomorfismo para n 21, É

isomorfismo para n 2 2.

Prova: Consideremos a sequência exata do par (anah)
13 :

? Hh-7 (4h) =—— Hn-7 (An) esj .(4) ? Hansa)

Como à, tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto se
gue-se que HÁ (An) = O para n a21l; assim ker 3 = im j = O,

Logo à Ee um monomorfismo. Em particular, para n 22,
O o que implica 3 & epimortismo. Portanto, paraHn-17 (6)

n2 2, 3 & isomorfismo.
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Antes de estabelecermos a correspondência biunívoca entre
orientações de um espaço vetorial real V, de dimensao n, e gerado
res em HH (V,V-0;Z) OZ precisamos ver algumas proposições.

3.4. Proposição:

.e o n-simplexo padrao, à : A >ASejam a. = lee. n n n n

a aplicação identidade e oc: à, + a. o homeomorfismo linear afim

dada por co = (eeotro n-2ºnên-1)* (Pela Proposição 2.4, as clas
ses de homologia Lô 1] e [o] são geradores de HH(4d ) YZ).
Tem-se

[o] = -[S ] e H (A .A) (n à 1)n non

Prova:

Para n=1, é, = (e e.) a, lee, + A.

o (ee) a, * lee, | + à.

96, = 95, - 978, = er e.
do = 9, = 9,0 = e, - e. = 298,

Consideremos, agora, o operador bordo a nível dos grupos
de homologia

à : H)(4,,4,) > HH, (4,)

o qual é um monomorfismo, pela Proposição 3.3.
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?Por (2.4), [8,1 e [05] sao geradores de H/(4754,) mz

e pelo que vimos acima,

8([0]) = [30] = [-36,]] = - [36

|

e como à &E& monomorfismo,
|

[o] = “E, |

j

|

Suponhamos, agora, n 22,
; 1 1

À

Sejam b = (— seco 70) e dn Sd,

à, = (ee, En-1ºn) = id a, >,
o (ee, «cs enoênino]) :' A, >? A,

a aplicação singular que permuta os vertices e E Eno deixan
do os outros fixos.

Consideremos as sequencias exatas de homologia dos pares
(47147) e (4 >4,7b) eo monomorfismo

-1 =-1, À

kx e. 33 : H (And) > Ho] (Anc79ino)

explicitado abaixo. Neste diagrama (n > 2),

a 7) = Hn-7(42-b) = O pois estes espaços são

contraiíveis.
Sendo de? retrato por deformação de dn7 7 b, Segue-se

aa“ b) Hoi (ano) e dai, usando o Lema dos Cinco, o ho-nº1 1-1
momorfismo induzido pela inclusão,

k, Hh-7 (Anc722n-7) ? Hp-17 (An27122n-] - b)

e isomorfismo.
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H 7 (4hn-b) = O

j1
. 3

. 1

H(4,) Jo, Hh (nd) =
? Hn-7 (46) >? Hh-7 (47)

|| mono
|

||
J

O geradores [6,],[o] 0

(n = 2)

7 Hi 27 (27h Tb)

= | e. (excisão)

Hn-7 (Ane722no] - b)

a ke
n ,Eno? É Hh-7 (8n :

(1) Espir (A) n-17ºn-1)

[8-7] gerador de H (4
Vejamos a imagem dos geradores Es] e [o] de H|H (45sd,)

pelo monomorfismo

-1 17
kK x ex jo: HA (47,267) > Ho-7 (Anc722no7)

Temos

- - ai - PN9[6,] = Cas] = C ig (-1)'a.6,] = iEQ(-1) DaçóçI

e, então,
n e « *

; - 2179 '(ja)Ca,] = ;Eol 1) L[aç;ôó,d é Hn-17 (nsdn-b)

: | < . = eaaBico. :Para cada n, à3;ô, (e, e. e,) à + A

eum (n-l)-simplexo singular em anb, logo homologo a zero modulo

an "b. (Proposição 0.6). Então
n-1
;EQ(-1)'Caçó,I = O « H-7 (Ansa, Tb) » Segue-se, então,
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: aah :

: e

o(3a)[6,) = (-1) (ee. ceniq)! APON ECN b)

e portanto,
-]1 -l. n '

(Kx Ex ja)ts, = (-1) CP í Ho (Anc7dno7) (1)
Ana logamente,

n ; n ;
A

- 211 - 275] e(J19)([01]) = ;&of 1) [a.0] = ;&ol 1) [(en. ese oltntno])] € Ho-17 (And, b)

Para i *n-2 e i=n, 9.0: Ang ? à são simplexos singu+
lares em ap e, portanto, |

4. =b)faço] = O - H (4, nn-1

Assim,

(d3a)(an) = (-1)"re, ceen)! e (1)
e portanto,

1-1] nex ja)([ol) = -(-1) Ly! e Ho] nene] (gerador) (2)(kz

De (1) e (2) segue-se que

lo] = “Ló, t HA (Ann)

3.5. Uma Correspondência Biunivoca Entre Orientações Em Um Es-
paço Vetorial Real V, de Dimensão n, e Geradores Em

H (V,V-03Z).

Vimos em º.1 que podemos dar à subvariedade linear afim
E, e Rol gerada pelos pontos e epa sê, UMA estrutura de

espaço vetorial de dimensão n, origem a = (Aqua co —: kn

e base fe:-alicish via a correspondência biunTivoca.

x = (XXX) € E, <
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Seja V um espaço vetorial real de dimensão n.

Dada uma base ordenada de V, a aplicação(Viltsisn

definida por (x = (x rea Xç)) = E (xXx )V,"v,) o

e um homeomorfismo que leva à := (Eq —) - E,

em O:<« V., E o isomorfismo linear que leva à base fe;aliziah de

En na base Vilbsish de VV.

Pela Proposição *.2, o homomorfismo

ja : Ho) (apso) > HR(E sEnTa)

induzido pela inclusão é um isomorfismo.
Consideremos a aplicação <» =,(vi)

vg: Hp Capão) > H(V.V-O)*(v;

e um isomorfismo, composição dos isomorfismos.
; Y *. id . Jx (vi) ”

H(4nsdn) > Ho (47139) > H (EnsthÃã) — > H (V,V-0O) Z

[6] [y 06, ])

n (vo)? (vã) n

>

to]
: i somorfismo

o YE

(v; oo
(geradores) (geradores)

onde, lembremos, s, * (e:-:e,) = id: a, > A,

o (e. -.enotnen-) FE A

E o n-simplexo singular que permuta os vertices e, en dei-
xando os outros fixos,

Seja nN O conjunto das orientações de V. tste conjunto tem

anenas dois elementos (classes de orientação).
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Uma base (v.) de V representa uma classe de orienta+
|15i*$n

ção que indicaremos por (vi): |

= = = - |

A base (wi sisn onde wW,=Viste WoEVoar, PV EM Vo

representa outra classe de orientação (w.).
O conjunto G dos geradores de HH (V,V-0O) AZ tem tambem a

penas dois elementos.
Mostremos que a aplicação
$$ : RQR>+6G

|

definida por 6 (v.)) = Pavaa = AMCIDLAPS

é bem definida e bijetora.
a) ?& bem definida, isto e, não depende do particular re-

presentante da classe Cv.) se (ulicsisn é outra base ordenada
de V na mesma classe de orientação de (Í(v.l... ; à transfor-

: i 15iSsn
mação linear Li: VV dada por Li (v,) = u, (1$isn), que leva
a base (v.! na base Cu.) tem determinante positivo e, portan-
to, pela Proposição 0.8. L, e homotopica a L, = id: V > V.

Lembrando que te y
: E. — V &ê& o isomorfismo linear que le

1

va a base fe."alicis, de E, na base (Vvlisisn de V tem-se

1 go = A
cu y

: E, + V

Temos o seguinte diagrama comutativo:
HHva) L, =L = id

(E ,E -a) —A==>  (V,V- O) > (V,V-O)nº n
<

h ;/
(A 155,) ;

$ =



L, = L implica L, o *Y = L o ?*t i.e *Y Y
o 1) 1º (u.) (vo)

e portanto,

= H(4 4) + HH (V,V-0)MOCTLESNSCIDL

+e dal,

$((u,)) = MONELAFOL = tvor ED = 9 ((v,))

Portanto, %$4 esta bem definida.

“b)&%$O :N+G é injetora:
A base (w.) = SAERERS ASPEN ATA AEE: representa a classe de o-

rientação (w.) distinta da de (v.).
(v.) : E, + V foi definida por

i
n

fePor) = ; E, Cen x Tv,

n-2
Entao Fe.)gr Ao) = E 47X VT, + (CX - x. )VY, + (x, - x VA]

Então, para todo x = (Kra) e A, CEE,

MCIBESMALTISAZELTO = Fw) Cortona nino =

nº2
ECn DV, + (XTXIV, + (Xne17 Xe) nel = fevIori

Portanto,
Y oo = vn : à, + V.

(w.
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Como [8 e [o] são geradores do grupo cíclico infinito
HH (4548,),> tvnO AMMCISLAPS e MORELLI = MMCA oo]

são geradores em H (V,V-0). Pela Proposição 3.4, Col="[8 d.
([Lol)=-[v oo l=-[Y, 08 Jm-9((v,))Entao e (w,)) PaIADE À(w.)* (w.)

Como o ((w,)) e d((v,)) são elementos não nulos em H (V,V-0) e

simetricos, tem-se 9 ((w)) É 6 ((v)) e, portanto, & &é inje-
tora.

c) d : N+ G E sobrejetora: é imediato, pois vimos, aci-
ma, que O ((w.,)) e o ((v.)) sao geradores em HA (V,V-0), um

simetrico do outro, onde (v.) e (w.) são classes de orienta-
çoes distintas.

Conclusão: é : N + G & uma correspondência biunívoca en-
tre classes de orientação de V e geradores de HH (V,V-0).

2, 6 Teorema. Seja M” uma variedade diferenciável de dimen-
são n. Para todo ponto x € M,

A (M,M-x) = H (TM, ,TM 7-0).

Prova: Seja 0 : U. > B"(O,1) e Rº uma carta local; ex-
cisao por M-U, implica isomorfismo 1, HH(UU7X) ce—> Hã (M,Mx).

: Consideremos o diagrama:
a

1, : Hd (UU 7%) Toº—= > Hd (M,M-x)

o. É

n
H (B”,B -O) ————= > H(RR -0o)

Fa)

e
> H (TM ,TM -O)n xx?

donde se conclui o isomorfismo HH (M,M-x) ” H (TM, ,TM -0).
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Em (3.5) mostramos que existe uma correspondência biunívoca en
tre os geradores de H, (TM ,TM,-0O) e as classes de orientação
de TM .x

Como consequência do teorema acima existe uma corres-
pondência biunívoca natural entre os geradores de A, (M,M-x) e

as classes de orientação de TM, :
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CAPITULO 4 . Orientação de Variedades

Neste capítulo M' será uma variedade diferenciável de

dimensão n 2] e a homolonia sinaular com coeficientes em um à
nêl comutativo R com unidade. Seguimos de perto Greenberg

(Lectures on Alaebraic Tonology) e Milnor (Characteristic
Classes).

4.1. Proposição. Para cada x «<« M,

o”
[aÃ

= n n
H(M,M-x) * HA(RO,RI=9)2R

Prova. Seja U uma vizinhança coordenada de x homeo-

morfa a uma bola unitária aberta B em R".
om

Ex !: HA (U,U-x) —> HA, (M,M-x) é isomorfismo

(excisão do aberto M-x pelo subconjunto fechado M-U).

Se à : U+>BeR" &a carta local,

As : HA(U,U-x) + H,(B,B-o) é isomorfismo.

Sendo à bola aberta B homeomorfa à RR",

- n
H (B,B-o) “= H (R .R'-o)

Como B é contrátil, a sequência exata de homologia do par
(B,B-o) nos da

H/(B,B-0o) = HH, ,(B-o), o(n-1)-módulo

de homologia reduzido. Mas B-o temo mesmo tipo de homotopia
de Sn Assim

Án-1(8-0) - R

A composição dos isomorfismos acima implica
o”
[a]HA (M,M-x) =

HO (RO,RT-=0)*R
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Consideremos o caso especial n = 2, R=7. Então existem dois pos
síveis elementos de

H(M,M-x) 2 Hi(U-x) T HAS)

que podem gerar este grupo cíclico infinito, a saber, aqueles repre-
sentados por laços percorridos uma vez, em torno do ponto x, em di
reções opostas. Escolher um destes geradores corresponde, intuitiva-
mente, escolher uma orientação em torno do ponto x.

Para n >2 tem-se que determinar os possíveis geradores
de H (Ux) ” HST. Olhando S"") como a fronteira do sim-

pode-se mostrar que os geradores são +35. Onplexo geométrico ds non
de 6, : dn + A, E o simplexo sinqular identidade de a, (veja(2.2)).

4.2. Definição. Uma R-orientação local de M em x & um

gerador do R-modulo H (M,M-x).

Para definir a noção de uma orientação de M globalmente,
nossa intuição nos diz que devemos ter orientações de M dada em ca
da ponto, de modo que estas orientações locais sejam "compatíveis",
ou que "se colem"., Isto node ser conseauido em uma vizinhança de um

dado ponto x, no seauinte sentido

4.3. Lema da Continuação: Dado um elemento a“, < HA, (M.M-x),

existe uma vizinhança aberta U de x e ay H (M,M-U) tal que

a, = ia ) ondex x VU

de: HA(M,M=U) + HÁ(M,MI)

e o homomorfismo induzido pela inclusão.

Prova. Seja a um cíclo relativo representando a,
Então o suporte laa| -de à e um subespaço compacto de M, con-
tido em M-x; assim U = M- j3a|l e uma vizinhança aberta de x.
Tomemos a us HQ, (M,M-U), a classe de homologia de a relativa à
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M-u; assim
.U -jxtag)*= “x

Este Lema nos diz que podemos obter elementos “ <

c H,(M,M-y) para cada y "proximo de x" (i.e. para y «e UU) a

partir de as pondo a, * ipla,) Chamamos a uma continuação

de a, em U, Devemos mostrar ainda

4.4. Lema da Coerência. Se a, gera H(M,M-x), então U

e a, podem ser escolhidos de modo que a gera H,(M,M-y) paray
todo y « U.

" Isto seque de um resultado mais forte:

4.5. Lema do Localmente Constante. Toda vizinhança. VW de

x contem uma vizinhança U de x tal que para todo y ec U,

wi: MM : HH, (M,M-U) e. HA (M,M-y) ê isomorfismo

(assim a, tem uma unica continuação em U).

Prova. Seja V uma vizinhança coordenada de x, conti-
da em W (V é homeomorfa ào R", portanto contraãtil) e seja UcV

um aberto menor correspondente a uma bola aberta, de RR", de raio

<l. Temos, então, o diagrama comutativo, para cada y ec U

oe na

HA (M,M-U) <srirsçooo HQUOVS VU) ————> HJ (V-U)

iy [+ | is
! +

HA(M,M-Y) <sserççoo HQ (VSVIY) ——=——> A (V-y)excisaão

Como a inclusão i : V-U + V-y & uma equivalência de homoto
U

y
e um isomorfismopia, i., e j, São isomorfismos e, então, |

para cada ye U, ;
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4.6. Definicão. Dado um subespaço U << M, um elemento
' . U

-a é H,(M,M-U) tal que i/(a)) gera H(M,M y) para cada y e U

será chamado uma R-orientação local de M ao longo de U.

4.7. Notação. Se y«< V<cU são subespaços de M, con-

si deremos as inclusões

(M,M-U)

L 1

e os homomorfismos induzidos pelas inclusoes
id 3

HA (M,M-U) ————> HO (M,M-V) ——— > H,(M,M-y)

L )
U

jy

Como i, o th, = ii, Segue-se que 3) o dy = 3
Em consequencia, se a e uma R-orientação ao longo de

U, então julay) € uma ao longo de V, uma vez que

VU ,U :3, (iy(ay) = jy(a,) para cada y e V.

4.8. R-Orientação global de M.

Suponhamos dadas:

1) uma família de subespaços abertos U; que cobrem UM,

ii) para cada 1, uma R-orientaçaão local a. é H (M,M-U:) de M

ao longo de U;

Chamamos isto um sistema de R-=orientações se vale à seguinte
condição de compatibilidade:
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U U..?t - 1iii) para cada x: M, se xe Us n U$o então Í, (açf)*= dx (aj)1

Neste caso uma R-orientação local é definida sem ambigui
dade em cada ponto x por

iv) a, = 3, (a;) xe U

Dado outro sistema de R-orientações (VB), dizemos

que ele define à mesma R-orientação se

v) a, =, para todo x « M

Então, uma R-orientação alobal de M e, por definição,
uma classe de equivalência de sistemas de R-orientações, a rela-
ção de equivalência sendo (v).

Di zemos que M é R-orientável (respectivamente, orien-
tãvel) se existe um sistema de R-orientações (resp. um sistema
de Z-orientações).

4,9. ORIENTAÇÃO NUMA VARIEDADE DIFERENCIÁVEL NO SENTIDO DA TO-
POLOGIA DIFERENCIAL

"Uma orientação em uma variedade diferenciável M' (n 2 1)
é uma escolha de orientação nos espaços tangentes à M, em cada.
um de seus pontos, de tal modo que a seguinte condição de compa-
tibilidade seja satisfeita: Para cada ponto p de M existe u-
ma carta local (Uyx) com p <U tal que Dx(p) leve a orienta
ção escolhida em TM, na orientação de R dada por sua

—

base
canônica,
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Esta definição é equivalente a

"Existe uma cobertura de M” por cartas locais tais
que a transformaçao de coordenadas, entre duas quaisquer des-
tas cartas, tem a derivada com determinante positivo",

4.10. EQUIVALÊNCIA DOS CONCEITOS DE ORIENTAÇÃO EM TOPOLOGIA
ALGÉBRICA (DADO POR 4.8) E TOPOLOGIA DIFERENCIAL (DADO

POR 4.9).
,

Demonstração: a) (4.9) implica (4.8)

Suponhamos M orientada segundo (4,9).
Sejam p € M e x: ", e Mo x(U) e R' uma carta

local onde y, é um aberto contendo p. Por (3.5) e (3.6)
as classes de orientação do espaço tangente a M no ponto p,
TM, estão em correspondência biunívoca com os geradores do

grupo cíclico infinito H (M,M-p).

TM, possui duas classes de orientação

3 E) à E) , 3 , d ,Gz (p)s.. eos dx (p)) e ( x (P)s..0, dx (p), dx (P), dx (p))
n 1 n-2 n n-l

Se à primeira corresponde o gerador 2º, de H (M,M-p),
à segunda corresponde o gerador a,

|

Notemos que %, não depende da particular carta to-
mada; de fato, se 7; : Y, ceM-> y(V,) ce Rº &é uma outra carta
local, como M &é orientada, a matriz de mudança de coordena-
das T = (yox > (x(p)) tem determinante positivo. Assim as
classes de orientação em TM, obtidas pela carta x são exata
mente as obtidas pela carta 7.

Pelos lemas (4.3) e (4.4) a, tem uma única continua-
ção ay É HH (M,M-U) onde UV CE v, e uma n-cêélula aberta con
tendo p.

Notemos, tambêm, que esta extensão não depende da par
-ticular carta local tomada; com efeito sey : Yp en y(V,) cR à

uma outra carta local, pelos mesmos lemas % pode ser esten



37

V

onde V &ê uma n-cêlula aberta contendo p. Para todo
q< UnNVv=MW, pelos mesmos lemas à, estende-se, de maneira Unica em

uma n-célula aberta MW c Wo» a um elemento ay é H (M.M-W).

dida, de maneira única em VV <€ Yo a um elemento a, é€ H, (M,M-V)

H (M,M-U) .U
n No VW

; j
- A -H (M,M-W) —d—> E (NM, M-q)

V
E Iy

HH (M,M-V)

Assim

WU o AN :ita» %

a in0, para todo q W

Sendo iq isomorfismo,

.U —aV - - .: -jin ey) in, a, &e a orientação local ao longo
de W, a única continuação de à, € H (M,M-p) tanto consi
derando o sistema x como 0o sistema 7y. Consideremos a fa-
míilia de orientaçoes locais (W 7 ] e seja

rew NnwuW e ", n Va. Devemos mostrar que

a, = j) (ag) =i, (a) =a, é H (M,M-T).

Mas isto é verdade, pois a matriz de mudança de coor
denadas tem determinante positivo, isto significa que as ba-
ses dadas em TM. usando ambos os sistemas de coordenadas
pertencem à mesma classe de orientação. Isto implica que os
geradores a. e a, é HH (M,M-r) que correspondem aquelas
classes de orientação são os mesmos,

Assim a família (W o) é uma orientação global
em M, segundo (4.8).
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b) (4.8) implica (4.9)

Vamos supor, agora, que a variedade seja orientâvel no

sentido da topologia algebrica. Seja, então, STELIBADO: um

sistema de orientações em M, onde

i) a família de subespaços abertos U, cobre M

ii) para cada i, a, É HH (M,M-U;) é uma orientação lo
cal de M ao longo de Us.

iii) (condição de compatibilidade) para cada p < M, se
€ .n uv,

a
p v; Us entao

vv. vv.«ol 3 -
e) = a. a < H (M,M-p)ip (a) i, ( 3) p n A

NTp

Seja p< M e x , cecM-> x(U) cR' uma carta
local; existe i < I com p < U e a. uma orientação local
de M ao longo de UU.

Tomando W. = U 0 U, e x. = xlW., a coleçãoi p i i i
(W..x) constitui uma cobertura de M por cartas locais.

Se q< W, 0 W, €E€U, NU, com
1 J 1 J

v; v;j a.) = j“(a.) = aiq ( 2) iq 3º q

e este gerador corresponde à uma classe de orientação no espaço
tangente TM . segue-se que as classes de orientação de TM, ob

tidas das cartas locais W. e W; são as mesmas, isto é, a mu-

dança de coordenadas tem determinante jacobiano positivo. Logo
M &Ee orientável do ponto de vista da topologia diferencial  (se-
gundo (4,.9)).

Observação - Uma consequência da equivalência provada a-
. -” . . .. n - . -” -clma e que se uma variedade diferenciavel M &é orientavel sera

tambem orientavel se munida de uma estrutura diferenciâãvel distin
ta da original.



39

A Classe Fundamental de Uma Variedade Diferenciavel
Orientada Compacta

: n : . - .Sejam M uma variedade diferenciavel n-dimensional,
não necessariamente compacta, e K &<M um subconjunto compacto.
Se K<eLlL<eM denotaremos por

jk: HOLM-L) > H;(M,M-K)

o homomorfismo natural induzido pela inclusão (M,M-L) > (M,M-K)s
Se a &é uma classe de homologia em H.(M,M-L), a imagem dela)
costuma ser chamada a "restrição" de a a K,

bh. 11. Lema. Os grupos H.;(M,M-K) são zero para | > mn.

Uma classe de homoloaia a < H (M,M-K) e zero se, e sóse, a

restrição
dela) é HA(M,M-x)

e zero para cada x € kK,

Prova. em Milnor-Stasheff-Characteristic Classes, p.
270.
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4.12. Teorema. Se M" & uma variedade orientada e K c NM um

subconjunto compacto, existe uma e somente uma .classe

ur H,(M,M-K) que satisfaz

(uv) =. para cada x «e K

(uv,) uma orientação local para M em x; i.e. uma escolha de

um dos dois possíveis geradores para HA (M,M-x;Z).

Em particular, se M for compacta, então existe uma e aàa-

penas uma classe um é H,(M) tal que

ix (un) = uv, para cada x e M.

Esta Uy é chamada a classe fundamental de homologia de M:

Prova do Teorema

A unicidade segue-se do Lema anterior. De fato, suponha-
mos que existam pu, e uq em HH (M,M-K) que satisfazem

it ) = e 3 ) à ara cada x «e Kx" Vx x PK pu, P

Assim dÃ(ug = uQ) = 0 eH (M,M-x) para cada x e K

e, então, pelo Lema anterior, vJ = Au.

A prova da existencia sera dividida em três casos.

Caso 1. K contido em uma vizinhança aberta U de um dado pon
to x U suficientemente pequena de modo que Yv. se estenda a

o

uma única orientação (Z-orientação) a, ao longo de U. Neste ca

o
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so, pelos Lemas 4.3, 4.4 e 4.5,

: H(M,M-U) > H (M,M-x) & um isomorfismo

e assim, age um gerador de H (M,M-U) e

au) = pu, Para cada x « U.

Consideremos os homomorfismos induzidos pelas inclusões
U a K

Í& Jy
HP (M,M-U) > H (M,M-K) aaçao > HA (M,M-x)

Tomemos

pp = iglog)> a restricão de ay a kK.

Assim

. : :
O)

;UXu) = jfliplay)) = j (ay) =n, paracada x e K

Caso 2. Suponhamos K K u K, on de vp e up existem:
1 :2

pelo Caso 1, istoe, tais que

K
1

eÍ, x) nu. Para cada x « K,

K

e dx C,) = yu, Para cada x « K,

Observemos que a condição de compatibilidade de orientações
(veja 4.8) garante

1 ka :

dx (ur) = j, (ug) = nu, para cada x < Kan K, (1)



Consideremos, agora, a sequência exata (relativa) de Mayer-
-Vietoris:

0, to
—

> HI CM, MK) —> HH, (M,M-K,)9H,(M,M-K,) > H (M,M-Ky10K,)

onde

K K,
s(a) = Jg (a) O ix(0) e tlm) = iria (8) - ixiaççOO

Observemos que
2 K, K.,nK19X2,K,nK)

Cipó Cup )) = vu

K,ok, K, xx xx, Cx) = jx

para todo x « K, n Ka logo, nelo teorema da unicidade para K, n K,

K, K,
j (uv) = (ur ) = uK,nKk, 1 K,nK, K, K,nK,

Então
K, K,

t(ur Bu) =jr ne

(Ur ) - j (ur )=O

K. K, K,nKk, K, K,nK, K,

ou seja

f yu e ker t = im s.KR
Assim

"K. 8 "x, = S(a) para algum a é H, (M,M-K)

Este a €& o requerido Vo De fato, consideremos o diagrama comu-
tativo para todo x « K,.

xH, (M,M-K) : > H, (M,M-x)

ls l5º
1

H,(M,M-K,) O H (M,M-K,) ————*—— H,(M,M-K,)

aco
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Então,

K
K mM

jd (a) = (i, o no s)(a) = Í, (ug ) = pv, Para cada x « K,

Analogamente,

K 2 koj2í(a) = (3, op,os)(a) si, ug, ) = pu, para cada x « kK,

Caso 3. K arbitrario

Para cada x < kK, seja U. uma vizinhança, homeomorfa à um

disco aberto do RR, suficientemente pequena de modo que u, se

estenda a uma unica ar ao longo de U,.
x

O recobrimento aberto (Ux) xek de K admite um subrecobri-

mento finito AssimUx disso
K<eU vu... vU e, pondo K., = U. nKk,

sã *r i

tem-se

K = KU ... U K onde yu existe pelo Caso |,1 r K;

para cada Tlsisr,
A classe Dm ê agora construída por indução sobre r. Is-

to completa à prova.

n , -for compacta conexa e orientavel,4.13. Proposição. Se M

então

H,(M) é cíclico infinito com aerador pu", à classe fun-
damental de M. ([7], p.273)

Neste caso,

item) = u, Dara cada x e HM

e da: HOM) > HÁ(M,MIX)

O
é isomorfismo para cada x e M.
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4.14 Observação. De acordo com (3.5) podemos estabelecer uma

correspondência biunívoca entre o conjunto qn, das classes de os

rientação de TM espaço tangente à uma variedade M", no pontox
x de M, e o conjunto 6, dos geradores de HAUTM,o TM, -0) e,
via o isomorfismo

e: HUTM, TM, o) + H (M,M-=x) (Prop. 3.6)

com os geradores de HW (Mx)
Agora, se M for compacta, conexa e orientavel então utili-

zando o isomorfismo

d, HOM) + H (MM)

visto em (4.173); 37 o E, estabelece, nara cada x < M, uma cor

respondencia biunívoca entre as classes de orientação do espaço tan-
gente TM, e os geradores do grupo cíclico H(M)

4.15. Observação. Se a variedade M não for compacta, por exem-

plo M=R', então HÁ(M) = N e, nortanto, o raciocínio acima não

se aplica.
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CAPÍTULO 5

O GRAU DE UMA APLICAÇÃO

5.1. Grau de uma aplicação diferenciave)

Sejam M' e N" variedades diferenciaveis de mesma dimen-
são con M compacta (sem bordo) e f: M+N uma aplicação diferen
ciavel. Seja y « N valor regular de f. Então fo (yet oxo)
tem um numero finito de pontos o qual denotemos com delo). A fun-
ção pe) esta então definida no conjunto dos valores regulares de
f oqual e um subconjunto aberto e denso de N,
Sendo y valor regular de f e M e N de mesma dimensão,

df, : TM, > TN,

e um isomorfismo para cada x « fo). Então podemos escolher vi-i
zinhanças abertas U; de x, « f '(y), duas a duas disjuntas, tais:
que f restritaa U, e um difeomorfismo sobre uma vizinhança aber:
ta Y; de y,

mM- U. é fechado em M e, portanto, compacto. Então
is]

sua imagem por f &é fechada en N e não contem o ponto y. Logo,

m

V= Nv;i- f(M- UV)

é um aberto contendo y formado apenas de valores regulares de f
e para todo ponto 2 «e V, fz) tem exatamente m elementos, o
que mostra que a função He lo), que associa à cada valor regular
y de f, o número de pontos de f (y) & localmente constante.

Sabe-se tambem ([8)) que se f e g:M+N são diferencia
velmente homotópicas e y << N e um valor regular de ambas, então

(mod 2)" He a <gr lo)

ese N forconexae y e 2z forem valores regulares de ff,

df (y) (mod 2)t =. — t —

— N nn
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Assim, quando a variedade N &é conexa, o inteiro
HE Oy) (mod 2) estã associado apenas à função f e não ao parti
cular valor regular y, o que justifica a seguinte definição.

5.2. Definição: Sejam M" e N" variedades diferenciáveis
de mesma dimensão, com M compacta (sem bordo), N conexa,f:M>N
diferenciavel e y um valor regular de f. Ao número inteiro
BE) (mod 2) chamamos o grau, modulo 2, da aplicação f e de-
notamos

BF (y) (mod 2) = deg,(f)

Observe-se mais, que estes inteiros estão de fato associa
dos às classes de homotopia diferenciavel das funções, isto é, se
f.,g : M+ N são diferenciavelmente homotopicas, então

deg,(f) = deg.(g)

5.3. O Grau de Brouwer

Este é definido para aplicações diferenciáveis entre va-
riedades diferenciáveis orientadas.

Sejam nº e nº variedades diferenciáveis de mesma di-
mensão, orientadas, ambas sem bordo, con M compacta e f : M>N
aplicação diferenciavel. Se x «<M é um ponto regular de ff,

df, : TM, > TNgox)

e um isomorfismo entre os espaços tangentes a M e N nos pontos
x e f(x), respectivamente.

Dizemos que f preserva à orientação em x se df, le-
va uma base de TM, da orientação de M, numa base de TNg(x) da
orientação de. N, Caso contrário, dizemos que f inverte,ou não
preserva, à orientação em x.

Seja, agora, y «N um valor regular de f., A cada
x «é fly) = (Xp sax) associamos o valor (ou sinal)

1 se df preserva à orientaçãos(df,) x

e s(df,) -] se df, inverte a orientação.
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Para cada valor regular y de f, chamamos o arau (de
Brouwer) de f em y ao número inteiro

deo(f,y) =  r s(df) (1)
xefl(y)

Se trocarmos à orientação de M(ou de N) o arau muda a
penas de sinal. &Se f preserva (inverte) à orientação em x, o

—

mesmo ocorrera numa vizinhança de x. :

Como M & compacta, BE) &€ localmente constante e
como os sinais associados à cada ponto de e ly) se preservam
nas vizinhanças tambem, deg(f,y) e localmente constante.

Temos resultados analogos aos que vimos para
deg,f. (veja [712):

a) Se f,.g:M+>N são diferenciavelmente homotópicas e

y é um valor regular de f e de a, tem-se

deg(f,y) = deg(ag,y)

b) Se N e& conexa então dea(f,y) tem o mesmo valor pa-
ra todo valor regular y de ff.

|

|

Neste caso definimos o grau (diferenciavel) de ff:

deg(f)=deg(f,y)H

e então, se f,g:M+>N são diferenciavelmente homotópicas, am
bas tem o mesmo grau:

deg(g)deg(f)

5.4. Observação. Se a variedade M não for compacta podemos
tambem definir deo(f,y) para todo y ec N valor regular de f,
se f:M+N for uma função propria pois, neste caso, fo) ê
ainda constituído de um numero finito de pontos e tem significa-
do deg(f,y) dado pela fórmula (1) acima. Observe-se que se M

é compacta então f : M+N ê propria.

5.5. Observação: deg,(f,y) = BOY) (mod 2) &é igual a

deg(f,y) dado pela formula (1) acima, reduzido modulo 2, isto E,

deg(f,y) (mod 2) = deg.(f,y)
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De fato, admitamos que

 deg(f,y) = (14 1... + 1) + (-1)+...+(-1) = meh

L em vezes n vezes

Se deg(f,y) for par, isto é, m-n = 2k então

HE) = men = 2(k+n) é par.

Raciocínio análogo para m-n impar. Assim,

deo(f,y) (mod 2) = deg.(f,y)

n
« Definição. Sejam MN" e à variedades diferenciaveis

de mesma dimensão n, orientadas, compactas (sem bordo), N co-

Uma aplicação contínua f : M>N induz um homomorfis-

fá: HÁ(M) > H(N)

entre estes grupos cíclicos infinitos, com geradores mM

classe fundamental de M, e us à classe fundamental de
respectivamente. Temos

fx (um) = d.um

O número inteiro d é chamado o grau topologico de ff.
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5.7. EXEMPLO - Sejam M" e Nº variedades diferenciá-
veis de mesma dimensão n, orientadas, compactas sem bordo e co
nexas. Seja f : M+> N um espaço de revestimento de m folhas
de N, isto é, para cada y < N existe uma vizinhança aberta V

tal que e) e uma reunião disjunta de conjuntos abertos
Up Ugs..o Um em M cada um dos quais é levado homeomorfica-

mente sobre V por f. Os Ui são chamados folhas sobre V e

ê claro que à fibra elo) e um conjunto finito de pontos
fly) = (XpaXaa ca X) onde xá Ui = l,..0,Mm.

“Paraum x « M, escolhamos uma vizinhança U de x que
e levada homeomorficamente sobre uma vizinhança V de y=f(x) por
f. Então f induz um isomorfismo fi H,(M,M-x) > H,(N.N-y) o
q

H

ual ê a composição de isomorfismos
:

UF (FU), Tx
> H(UUrx) ————> HÁ (V,V-y)n (Mox) ? H(N,N-y)

—

Dizemos que f preserva orientação em x seo isomor-
fismo f, leva a orientação local escolhida em x na orienta-"
ção local escolhida em y e diremos simplesmente que f preser
va orientação se para cada x «M, o isomorfismo f, preservar.
orientação. Com as notações acima vamos demonstrar a seguinte

5.8. Proposição: - O grau de f : M+N &ê positivo se,
e. somente se, à aplicação f. preserva orientação e, neste caso,
deg(f) = m.

Prova: a) (==>)

Seja. ei) (Y) = (XX sX5s.. 25X, ]; à excisão por
M-f l(V) induz um isomorfismo

HT GO, TG) = FT O) a
> HUM,M-FTT O)

m

Por outro lado, sendo f low) = |)UV ” reunião disjun-ia] ;

ta, tem-se
yu e) -] -) zH (Cf (V),f (V)- f (y)) SON AN EAD L
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1

Para cada x. « f (y), a excisãopor M-U; induz iso
u=>

morfismo H(M,M-x;) HAUS U TX) e sendo U. homeomorfo a V

j

via fil; segue que HACU aU Xi) - HA (V,V-=y).

A excisão do par (N,N-y) por N-V induz isomorfismo
H(V,V-y) - HO (NsN=Y), e assim temos o isomorfismo

fx. HA (MMX) > HÁ(NSN=Y).

Consideremos então o seguinte diagrama comutativo

: - i, E f
H (M,M-f 10y)) O x > GH (MMX) ——

XX.
HÁ (N,N-y)

x e fly)
+

j j

fx
HA (M) > HÁ(N)

Sejam uM e& uy às classes fundamentais de homologia

para às orientações de Me N, respectivamente.
Sejam un, <« H (M,M-x) a orientação local em x < M e

x n

pV H (N,N-y) a orientação local em y «é N. Se f :M>N
preserva orientação, então fu.) = u, para cada x «< My e as
sim usando o diagrama acima obtemos

:
Df x.

a 1
: -ji (uy) => un do “x P———> Mu, e HA(N,N-y)

1 1
| '

V fx > Mm < H (N)M PN n

fx(vy) = (d7'orf, 00j,)(uy) = muy logo o grau é positivo e a-
j

lêm disso deg(f) &= m.
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b) (<=)
Reciprocamente, suponhamos que deg(f) =d &é positi-

vo. Vamos denotar por ec(f,x) =>] o sinal de f no ponto x,
isto é&, e(f,x) = 1] se f preserva orientação em x ecí(f,x)=-1
o caso contrário, então usando à comutatividade do diagrama a-
cima temos que

|

;
m

d = Z - e(f.x.) = «Ee (F,x.) > 9.

Assim para algum i = 1l,...,m, f, preserva orienta
;

! 3
ção; considero agora o seguinte diagrama comutativo

fx.
HR (M,M-xi) <> HH (N,N-y)oaa

— |U = V. J sa 3!
H(M,M-U) fa» HÁ(N,N-V)

2). da
<= = FO)

f
H (M,M-X) ———t—— HAIN,N=F(X)), X e

2 AV VA UU] :fz = Ig(x7º(i,) of, od, (3) assim se fx, preserva o

rientação então para todo XxX < U, f preserva orientação,
: x

Sendo M variedade conexa, então para todo x;6f (Oy)

posso cobrir o caminho liaando x; à x; com um número fini-
to de bolas (ou abertos) duas a duas não disjuntas.

Assim se f preserva orientação em Xio preservara em

todo x e fly). Portanto f preserva orientação e, alem

disso, d m.
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n5.9. EXEMPLO: Sejam M” e N" variedades diferenciã
veis, compactas e conexas, e f : M - Yo É N.aplicação constan
te. O ponto Yo não é um válor regular da f, mas todo y É Yo

e um valor regular da f com ty) = d. Portanto, deg(f)=0.
Este procedimento & usado sempre que É N não for

um valor regular de uma aplicação diferenciavel f : M + N. Pe-
lo teorema de Sard, o conjunto dos valores regulares da fê um

subconjunto aberto e denso de N. Portanto, numa vizinhança ar
bitrãria de Yo existe sempre um y valor regular da f e,
sendo N conexa, deg(f,y) tem o mesmo valor para todo valor
regular da f. Definimos, então,

deg(f) = deg(f,y)

onde y &é um valor regular arbitrariamente próximo de Yo"
-Voltando à aplicação constante f : M + Y, É N,

para a qual deg(f) = O,

fa : H (M) > HÁ (ON) e o homomorfismo nulo e, assim, o

grau topológico da f &ê d=0, portanto igual deg(f) do

ponto de vista diferenciave1:
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5.10. Teorema. Sejam MM" e Nº variedades diferenciáveis
de mesma dimensão, n, orientadas, compactas (sem bordo) e co
nexas e f£ :;: M> N uma aplicação diferenciâável. Os graus topo
logico e diferenciaável de f são iguais.

Demonstração. Suponhamos y << N valor regular de f
=-1 -lf (y) = (Xp xo) * |. Para cada x < f (y), df :TM, > TN,Mm

os um isomorfismo e, então, existem vizinhanças abertas U. de
i

x. € f toy), duas a duas disjuntas, tais que £ restrita a

U. é um difeomorfismo sobre uma vizinhança aberta 7YV de y.
i

As vizinhanças UU podem ser tomadas homeomorfas ã bola aber
| i

ta de centro na origem do R' eraio 1,

Pondo Um U v, consideremos o seguinte diagra-
xef (3)

ma comutativo: mr
> E) (N)

1

O 4, (M,M-x) < > H (N,N-y)

“x
> a = li, CE) "ld

NX QT, excisão excisão

-1 f,.
Di + nã HH (U,U-f (y) Io—º«ºas—kt— E (V,V-y)

excisões | PP.3 —
= Ei,

-
i Ef,

& - .m(E nm OU UI)EZM
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Os diagramas 1) e 2) são obviamente comutativos.
Para ver que o diagrama 3) e&é comutativo, seja

[a] = (la li... ta dd) CM Ho (UU Tx)

xEf (y)
Ef (Lal) = [foa,] + ea + [foa]

xef T(y)

Por outro lado,

ri (Cal) = (Caj] +... + Co 1) € H (U)U-f T(y)

xEf *(y)

e £,(la,l+...t+La 1) = [foa,] +... + Lfoa 1] € HH (V,V-y)

O Diagrama 4) & comutativo pois,

(6ir oizori,)(Cal) = (Oi oi,)([a,jl,...,[a)) *

xef t(y) xef q (y)

= Oi, (Carli. tan) = (Ladra. t+Eaçda...,Ca,1+...tLa 1) E

-lef € x )K

a... -x (y) HH. (M,M x xH., (M,M x)

Para i É j, U, O Ux. = À; então U, - x. cM- x. e, assim,
L J

. = É -- .La.) o H OL,M x.)
1

Assim,

Oi,(ali. start) = (Cal... ..,ta a) = ei, (Ca),
xef “(y) : xef q (y)
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Logo,

ei' oi oli = Oi
X, “x Xx

xeft(y) xef (y)

Mostremos, agora, que o diagrama 5) &éê comutativo:

Seja [8] < H (M). Então j,Q(LB)) = [B]eH (M,M-£"(y))

Oi,(EB) = ([8],...,[B] € OH (MMX) = 0) (LB)
xEf t(y) xEf(y) xEf(y)

Vamos mostrar, agora, que ê comutativo o diagrama

*
A (M) > E (N)

9º, iy (1)

iz o E É o €& 17)
“x

OH (M,M-x) - Th, > HE (N,N-y)
-1l1

x€f “(y)

onde

Ex97) E. i,
: NSAAA - - -h. . A (M,H x) - " HU U, x) SA H (V,V y) n— H (N,8 y)

Usando a comutatividade dos diagramas 3) e 2) temos

ivorf oeiloej =f£oivori-Oi oo) (11)* x Xy x * * x Xy x

Considerando que O i, e isomorfismo a comutativi
*dade do diagrama 4) tem-se

i ofZTi o 27) = (0 1' Tl
x x x



Usando à comutatividade do diagrama 5),
“pro de (II) torna-se

£, o jd, & portanto,
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o segundo mem

y
o ff,

peláã comutatividade do diagrama 1).
Assumamos vz e V cartas diferenciaveis em torno de

x € £ ty) e de y, respectivamente e consideremos o diagrama

n > An

x y

II j 5$. (TIT) Í, (veja 3.5)

(dE),
H (TM,,TM,-O) > E (TN,,TN,-O)

E (IV) E
X x Yx

f,
H(UU=x) > H (V,V-y)

i, (V) i,

f,
H (M,M-x) >. HP (N,N=y)

Devemos mostrar a comutatividade dos diagramas (III),
(IV) e (V).

2. e 2, são os conjuntos das classes de orientação
em TM, e TN, respectivamente, Se (vi (Go) ev (3) e u-
ma base de TM.) sendo df, : TM, — TN, isomorfismo segue-se
que (df (v,(x)),..
é definida por

df Cv9) e uma base em TN, e DinA,

DCCv2(%))) e CAIVAN
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Esta aplicação está bem definida pois, se
(ur (X).;. un (X)) e uma outra base em TM, na mesma classe de

orientação de (vi(x),...,v(x)) então a matriz P = (a;j) den

mudança de coordenadas da base (vi; 0)) para a base twilx))
tem determinante positivo.

Como w; (x) = a; vi(x) + + av (x) tem-se

df, (w:(x)) = a. df (vv, (x)) +... + a. df(v(x))
Assim a matriz mudança de coordenadas da base

((df (v;(x))) para a base (df (wi (X))) e exatamente P com

det P> O e, portanto, essas bases representam à mesma classe
de orientação, isto E,

(df, (vi(x)) = (df, (o;(X)))

No que se segue estaremos usando as notações de (3.5):

a, = |enep..-e ; = n+
n o n-simplexo padrao em R

1

n!

E, e gnt a subvariedade linear afim gerada pelos pon

tos ese s--.sepn, CcOm estrutura de espaço vetorial de dimen-

são n, origem à = (qc € E, e base (e;-al,
141 Sn,

sh * (e, en) = id: 41, * dh

o = (e...enpên-tn-])|dn * dn

|

: E TM o isomorfismo linearfvç09) Pa Tx
definido por Fi) = (ans. ..san)) = ;E7 (o; - a )v.(X)

que leva à base. (e;-a) de E, na base (vi (x)) de TM,
À

À

O

j
D

+
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O isomorfismo iv )
: HA (4psón) + H(TM,,TM,-0) é a composi-

i *
ção dos isomorfismos.

id. . * 1 *
H (46547) > HA (4n35,) — > H (E sEnTã) o> H (TM, ,TM,-0)

que leva os geradores [38 ] e (0) nos geradores ([vY 06, 1
n (vi) n

2

Ye L

(v; od, respectivamente.

9, 12, > H (TM ,TM -0) é à aplicação que estabelece a

correspondência biunivoca entre as classes de orientação de TM,

e os geradores de HR (TM, ,TM,-0), definida por

:é ((v;(X))) = o, 5,
Consideremos o diagrama

Y (v.)
E, ——> TM, (df,or, ))(ej-a) = df (v;(x))=o;(y)

o df, e,da unicidade de Fui)? segue-se
“Cas) va df ov =

Assim,

(df Jaco C(viOX)))= (df AEE, OS IALdfor, 106,1] =

se ; ospI=e, (Cu;(y))) = 6, ((dfy(v;(x)))

6 ((dF (v;(xX))) = 6, 0D( (vi (x)))

Portanto, o diagrama (III) é comutativo:

(df )x06, = 4 ob.
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As aplicações &. : TM, > U, e & 1: TNÇ>V
x y y

são à composição dos homeomorfismos indicados nas colunas verti
cais do diagrama abaixo:

XxX

df
a = r1ivi(x) e TM,

X
> TN, raçdf,(vi(x))

n nEa e. e R R EMO:

j js

gB” gB"

carta! h foh

VU.
f

> V

(hog)(r71;e;)I- > (fohog)(221:e.)

Como este diagrama é comutativo, a nivel de aplicações
Segue-se a comutatividade do diagrama (IV).

A comutatividade do diagrama (V) &é imediata.
Da comutatividade dos diagramas (IV) e (V) conclui-

mos que

h, : H(M,M-x) > HJ(N,N-y) preserva orientação se, e só se,

df, : TM, + TN preserva orientação, isto é, f preserva o-y
rientação no sentido da topologia algébrica se, e s0 se, f
preserva orientação no sentido da topologia diferencial.

Assim, df, e h, têm o mesmo sinal s(h,) e

rh, (u,) = 1s(h,)v = deo(f)u,.
-1

| y
xef (y)

y
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Voltando ao diagrama (1),
(Eh, o O j)(uy) = zh,(u,) = deg(f)u;

xef l(y)
Pela comutatividade do diagrama (1), o primeiro membro

desta igualdade e&:

(dyofa) (uy) = jy(dug) = dj = du 3; ortantoy

deg(f) = d

-—isto &, o grau diferenciável é igual ao grau topológico.
Se flo) = q, então deg(f) = O, e pela comutativida

de do diagrama
f *

H(M) ———> H,(N)

“a,
fx

O = H (M,M)———> H/ (N,N-y)

Segue que f, : H, (M) + H(N) é o homomorfismo nulo, e

O. Logo também neste caso tem-sea mm —. oa ”

deg(f) = d

O teorema 5.10 pode ser mais geral se fizermos qo seguinte:

Observação:

QTEM,N]
Cc dif

entre o conjunto das classes de homotopia de aplicações contínuas
M+>N eo conjunto das aplicações diferenciaáveis M + N, Como o

Existe uma correspondencia biunívoca CM,N]

grau de uma aplicação f : M+>+N depende apenas da classe de ho-
motopia de f, podemos dar a seguinte definição para o grau de u
ma aplicação continua sob o ponto de vista da topologia diferen-
cial,
Definição: Seja f: Ms Nº uma aplicação contínua entre varie-
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dades de mesma dimensão orientadas, compactas (sem bordo) e co-
nexas, O grau de f, denotado por deg(f) & o número inteiro da-
do por deg(f) = deg(g) onde g: M+N &E uma aplicação (CC,

e-aproximação de f e f=g. (veja [4],p.25),
Assim no teorema 5.10, podemos supor f : M+N uma a

plicação continua e estaremos provando que deg(f) = d, em ou
tras palavras, "o grau de uma aplicação contínua, tanto do pon+
to de vista topológico como do diferencial, são iguais".

EXEMPLOS

2 ;le R o circulo de centro na origem eExemplo. 5.11. $Seja SS

raio l, o qual nodemos considerar como o conjunto dos numeros;
complexos de norma 1, isto e,

ºS = (2= (x) <R tal que jlzl! = 1)

Defino f : S' +S por f(z) = 2 (multiplicação de números
complexos)

Então se k =59 f e uma aplicação constante e assim

o " deg(f) = O

Se k %0 então do vonto de vista da topologia diferencial te
mos

f'(z) : TOS), > T(S') ( dada por
Z

9kK-l hn onde 2z = (x,y) = (cosg,sene)=e *.f'(2) = kz

Escolho o sentido anti-horário como o sentido de percurso. em

Ss; isto sianifica que uma base em TIS"), compatível com es-
ta escolha & dada por

h = (-sene,coses) = e
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Assim f'(z2).h = ke (k-1)82i(8 *? 7) = ke (ko + 7) "

k(-senke,coske) = k.w onde

W = (-senke,cosks) & uma base em T(S') k
z

Assimse k >9 f preserva orientação ese k <0O0 então f in
verte orientação e como todo nonto de 2 e s) e valor regular

|
:

o

de f eU ff (z,) = k então deag(f) = k. (grau"diferenciavel").

Vamos agora calcular o qrau topológico
Um elemento [al] «e H1(S') - n7(S") e representado por

um laço com ponto base a = (1,0) e consideremos o isomorfismo
(veja [5] p. 132).

Va ! n(S'sa) + Z

dado por

vx(l[a]) = v(a) = numero de voltas com que a enrola s!

Se a : [0,1] > s! € o laço dado por a(t) = eêeTit

então a representa um gerador e vía) = 1.
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Como vífoa) = k tem-se
valkCal]) = kv.([a]) = k.] = k

vx([foa]) = (foa) = k

Logo,

f.x([al) = [foa] = k[fa]l. Assim, de= k,.

Portanto,
d = dea(f),

1Exemplo. 5,12. Seja f : S - s) uma reflexao em torno do eixo y

dada nor
f(z2) = (-x,y) onda 2 = (x,y).

Então f'(z2) : ts), + T(S)) e dada por(x,y)?
f'(z2)(h,k) = (-h k).

Escolho o sentido anti-horario como o sentido de percur.
so em s!, isto significa que uma base em TS) y) compativel
com esta escolha e dada por h = (-y,x).

NX |TIS")No
Temos f'(z)h = (y,+x) «< TS x,y) mas uma base

TS Nox) compativel com a escolha feita acima é dada por

W = (-y,-x) a qual não esta na mesma classe de orientação de

f'(2)h, logo f inverte orientação e além disso

f'(z7)h = (y,x) = -l1(-y,-x) = -lw



Todo 2 + s)

segue que deg(f) = -1.

Vamos agora calcular
Sejam 2 = (0,1), z'

O recobrimento aberto de

v=s! - (7)

e valor reaular de

tem a propriedade de

64

f e como À flo) = ]

o grau topolónico.
= (0,-1), x = (-1,0) ey = (1,9)
5) constituído de U = Ss - (2') e

f(U) e U e f(V) ce V então pe
la naturalidade da sequencia de Mayer-Vietoris

9 => HAS)

e
Y

1> HAS )

à
> H (UN V) >

£ !

1

"| onde fá, = fivn vV

=—> H (Un V) >

tem as linhas exatas e os retânqulos comutativos. Um gerador a

de H CS") pode ser representado pelo ciclo c+d, onde

assimdC = x-y=- ad e A(1)) &E& representado por x-y,

A(fa(n)) = fz (A(%)) = fz (x-y) = y-x = -A(a) = A(-a)
* *

e sendo A um monomorfismo fi(a) = -a e

gico d=-1l, Notamos então que

portanto o grau topolõ-
-1l.deg(f) d=
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Na prova do teorema-a seguir utilizaremos os seguintes
lemas

Lema 1 - Sejam M' e Nº variedades orientadas, de mesma dimensão,

compactas e conexas, Nº" satisfazendo me (Nº) = O para l<r<n, No revesti
mento de N, e seja q o número de folhas do revestimento, Então para um dado jho-

momorfismo

o: nv  (M) + T  (N)

entre os grupos fundamentais, o grau das aplicaçoes M > N in-
duzindo esta 9 são todos os inteiros numa mesma classe de con
gruência modulo q. (veja [9], p. 464, Teorema Ila, observando-
-se que os espaços lenticulados são variedades orientaveis e,
portanto, o "twisted degree" do Teorema Ila, E aqui o grau ordi
nãário).

Lema 2 - Sejam (Xp) um espaço de revestimento de X.

e 91,9 I+X dois caminhos en X como mesmo ponto inicial.
Se Pg, PS então 9,79 ES alem disso, 9, & 9 têm o

mesmo ponto final.

EXEMPLO - ESPAÇOS LENTICULADOS (LENS SPACE)

Consideremos sº como à esfera 3-dimensional unitária de
cê, o 2-espaço complexo. sº e, então, dada em termos de duas
coordenadas complexas

ia ja
z = re º, 27 7 re

1

com rê + rí = ] (1)

Seja p 22 um fixado inteiro e seja q um inteiro rela.
tivamente primo com pp.

Definamos uma rotação +: Ss? , sº? por
(2. ,2)) = (z w,ziwW]) onde w = e27i/p (2)Yi egrA os

€ à p-ésima raiz principal da unidade. Então 4, & periodica de.
período p. Assim, gera uma 2 7ação em sº, Em outras palavras"
y gera um grupo cíclico de rotações de sº de ordem p, nenhum:
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desses elementos (exceto a identidade) tem um ponto fixo. Chama
mos este grupo FT.

Consideremos o espaço de Orbitas desta ação; isto &, à
dentificamos pontos x,y de sº se

x = É) para algum k,

Este espaço de Orbitas E uma 3-variedade diferenciâável
orientavel, conexa, compacta L(p,q) chamada "espaço lenticula
do" (lens space). Outras descrições de L(p,q) são dadas em

([10], p.233). A formula (2) pode ser escrita:

víz9527) - (e2ti/p, ,etTia/Pz) (3)

O espaço do revestimento universal de Lí(p,q) &€ sº
([10]1,p.239) com r o grupo de transformações do revestimento.
Podemos, portanto, tomar FT (o qual € isomorfo a 27) como o

grupo fundamental de L(p,q)(veja [61,p.163 Corol. 7.5). O nu
mero inteiro p &€ o número de folhas do espaço de revestimento
universal de Lí(p,qo).

Sejam L = L(p,gq) e L' = L(p',') dois espaços len
ticulados com fixadas orientações, usando primos na notação. Es
colhamos como geradores dos grupos fundamentais T e T[' ose
lementos especificos y e +y' dos modelos acima (lembremos que
r e r' são isomorfos a 2, e Ey'

No que se segue q
1 indica um inteiro para o qual

, respectivamente.)

-]q 1 (mod. p). Provemos o seguinte

Teorema. Para cada inteiro k, O Sk<p', satisfa
zendo kp = O (mod p') existe um homomorfismo 6, : T+ r' de-
finido por

e isto exaure os possiveis homomorfismos. Os graus das aplica-
çoes * L(p,qa) > L(p'.a') induzindo º, são todos os inteiros
congruentes a

kK(BR-)9'q módulo p' (vide [9])
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Demonstração. A primeira parte é óbvia. A fim de pro-
var a segunda parte, nos definimos

F:s?>s? por
ja a 1 k kb nlfíre are ): (roexp(ir a) sr exp i-sr 9'q a) (5)

Como kp/p' &é um inteiro, f estã bem definida.
De (2) e (5) temos, para cada ponto 2 e sº,
f(yz) = (7') f(z) (6)

donde se conclui que *f induz (ou cobre) uma aplicação

f:L+L' tal que

onde p e -po' denotama projeção de sº sobre L e L', respec
tivamente. qoIP Fe)p-1] :Y Ze

: ts)FT)
! LOO? TF(2)

z é (S%,.z) t
> (S?,F(2))

o b
PA (LE) cenennnnnÊnnnnn-n- > (L',f(z))

o 1

7 = [2], vas Çãz) e L =L(p,q) F(2)=[F(2)] e L' = L(p',q')
——.— /

Ti (L,Z) = Ts Astro) —x— mn (L',F(2))er'isO ya PO)
%&

r A (1)
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Segue-se, de (6) e (7) que f induz o homomorfismo x.
De fato, sejam +y gerador de r = T7 (L.Z) e 2 : [0,1] > (L,Z)
um laço em L, com ponto base 2, representando +4; este à» se
levanta em um caminho à : [0,] > (5.2) cujo ponto inicial ê o

ponto base z e ponto final vz. Analogamente, o laço for com
ponto base [f(2)) e L' se levanta no caminho fox cujo ponto 1
nicial é o ponto base f(2z) e ponto final (+)F (2).

Então,

faly) = fa([A]) = [for] = fo'ofox] = (y')" =o,()
Portanto,

fx = o,

Os graus das aplicaçoes de revestimento pop e p6' são
p e p', respectivamente, pois são aplicaçoes de revestimento
de p folhase p' folhas, respectivamente (veja 5.7 e 5.8).

De (5) o grau de f & claramente

Disto e (7) obtemos que o grau &de f & dado por

deg(f) " oa m QD — + —

Portanto,
deg(f) " PA —— 1

Observando, ainda, que, sendo sº o revestimento uni-
versal de L' = L(p',q'),

3ma(L(p',q')) = n,(S') = O (veja [14], p.50, Th. 15).

estando, portanto, cumpridas aàS condições para a aplicação do Le
ma 1) acima, do qual concluímos que as aplicações L+>+L' indu-
zindo à mesma MM têm os seus graus congruentes

k [a 1
1K(—Pr)a'q (mod p')

o que demonstra o teorema.
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O grau de uma aplicação ao longo de subconjuntos compactos

Daremos neste parágrafo uma noção de grau topológico que ge
neraliza a definição 5.6. Seguem tambêm varias aplicações nos campos
da Geometria e Análise.

Sejam M' e N' variedades topológicas de mesma dimensão
orientadas. Dada f£ : M+>N uma aplicação contínua e K € N um su
conjunto compacto e conexo tal que S = £ (x) é um subconjunto co

To

[EB

|
-

pacto de M, podemos considerar a aplicação contínua de pares de e

paço £f£ : (M,M-S) > (N,N-K) a qual induz um homomorfismo

f, HH (M,M-S) > H (N,N-K) onde H (N,N-K) “Z êum grupo
cíclico infinito([ 2], p. 121); assim se a e são as orientaSs *x
çoes locais ao longo de S e K respectivamente então

fx (Aç) = da,
|

isto é, a imagem de a, pela aplicação f &é um múltiplo inteiro de
sendo %ç Unica tem sentido a seguinte definição:Ns

5.13. Definição, O grau de uma aplicação £ : M+>+ N ao longo de
um subconjunto K 6 N compacto e conexo tal que S = Eto e com-r

|

da Em símbolospacto, ER o número inteiro d, tal que f,(aç) Kº

£,(a5) = deg(f,K)a,.

Observação 1: No caso em que M e N forem variedades com

pactas e conexas, então tomando K = N temos f, : HM) o. E (N) um

homomorfismo entre grupos cíclicos infinitos e assim deg(f,N)=deg(f)

Observação 2: Se K é constituído de um único ponto K=(y)
então deg(f,y) é o grau da aplicação f no ponto 7y.

. 2 2 . - o5.14. Exemplo: Seja £f£ : R > R a aplicaçao definida por
|

f(z) = z* = Z,.2...2(k vezes)-multiplicação de números complexos. Tor
mando pº = (27 = (x,y) € Rº com lz| $ 1) o disco fechado com cenr
tro na origem e raio l entao deg(f,Dº) = K, De fato,

2 ken) = (z é Rº / |z
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Consideremos o seguinte diagrama comutativo

Ho (R/,R-D”) e > HJ(R ,Rº-D”)

1 |22 Ex 2,2 à 2
H,(R,R -O) > H,(RÓ,R =0O) > H,(R -O)

Tlvço3 = vx03

HE (S)) ED > H/(S))

- - 2
onde yv : Rº-0 > Ss! e a retração v(z) TT y ze R -O,.

A comutatividade de cada diagrama segue da comutatividade dos res-
pectivos diagramas a nível de aplicação. Como ja foi visto em 5.6.

e . 2 REs DA) = ku 1 então f.(% 2) = Kº 2 e assim deg(f,D )=k.

5.15. Exemplo: Seja £ : M+N a aplicação constante f(x)=yEN
para todo x < M; então deg(f,K) = O para todo compacto (K cone
xo em N,

De fato, f, : HE (MM) + HH, (N,N-K) é o homomorfismo nulo.
Se yº * K então £ (K) = é e a composição

E, ;

HH (M) —— > HH ON) ——> H (N,N-K) & o homomorfismo nulo;

segue-se, então, deg(f,K) = O,

Se Jo € K então e (x) = M e tem-se £,:H (M,M) > ÉH, (N,N-X).

Como AH (M,M) = O segue-se que deg(f,K) O. Assim, o grau de uma
aplicação constante ao longo de qualquer subconjunto compacto e co-
nexo & igual a zero.

5.16. Proposição: Sejam £ : Ms Nº uma aplicação entre varie
dades topologicas de mesma dimensão, orientadas, K € N compacto e

conexo tal que S = e tao e compacto em M e A €K um compacto
conexo tal que S8' = £ (a) é compacto, Entao deg(f,K) = deg(f,A).
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Prova. Considero o seguinte diagrama comutativo

f,.
H (M,M-S) ———————. H, (N,N-Kk)

8 .K
lg" Ja

É,
HH (M,M-S') vt D HH (N,N-A)

Temos

jntfalaç)) = jaldeg(f,K)a,) = deg(f,K)a,

e £,(igi(aç)) = f,(aç1) = deg(f,A)a,.
|

Como o diagrama acima ê comutativo, deg(f,K) = deg(f,A).
5.17. Exemplo: Considerando £f : Rº + Rº dada por f(z) = z*

(veja Ex, 5.14), tomando A = s! ec Dº.
Como e" tçesh) = sl, tem-se
deg(f,S*) = deg(f,D?) = k,

5.18. Corolârio: Sejam K, e K, compactos conexos onde

deg(f,K,) e deg(f,K,) estão definidos e K um compacto conexo

tal que K, U K, CK e deg(f,K) estã definido, Então |

deg(f,K,) =” deg(f,K) = deg(f,K,).

5.19. Exemplo: Seja £ : M" > Nº" uma aplicação própria entre
variedades topológicas onde N &ê conexa.

Então deg(f,y) = deg(f,z) para quaisquer 7y,z €<€ N,

De fato:
Dados y e z pontosde N, a qual sendo conexa exis-

te um caminho continuo 2 : [0,1] + N tal que 2(0) =7y e (1)=z,
assim K = *2([0,1]) é um compacto conexo e, alêm disso, chamando
K, = (y) e K, = (tz) temos K, u K, C K e sendo f uma aplica- =

ção própria estão definidos deg(f,K,), deg(f,K,) e deg(f,K) e,
assim, estamos nas hipóteses do Corolaário 5.18; logo

deg(f,y) = deg(f,z).
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Este exemplo mostrou que podemos definir o grau de uma aplicaçao pro
, n n ; = ;pria f£ : M +N entre variedades topologicas orientadas, com N

conexa, como
def

deg(f) = deg(f,y) onde y &é& um ponto qualquer em N.

5.20. Proposição: Sejam f,g : M' > N" aplicações contínuas ho-
motópicas entre variedades topológicas orientadas, tais que h: MxI+N

ê à homotopia entre ff e g. Seja K €6N um compacto conexo onde
deg(f,K) e degíg,K) estão definidos e ht (K) é compacto em MxI

então
deg(f,K) = deg(g,K).

-l - -lProva. Tomo S = ||Js onde S =h  (K); então S=p(h (K))—.— ret t t
|

t
onde p: Mx I+>+M &éê a projeção, Sendo nt (K) compacto então S e

compacto. Considero as aplicaçoes de pares f,g : (M,M-S) + (N,N-K).
Estas aplicaçoes sao homotópicas, logo £f, = &,.

f *
HH (M,M-S) ————> HE (N,N-K)

j A
H (M,M-E TO)n

fx1, = f,(j(a,)) = f,(a,) = g, (af)

assim deg(f,K)a, = 8. (5)
: e.
H (M,M-S) —————> HE (N,N-k)

j PA
H (M,M-g""(X))

n7T

41) = 8. (3Caç)) = 8. (2) assim deg(g,K)a,= g. (07)

Logo deg(f,K) deg(g,K).

Vamos dar agora uma maneira de calcular o grau de uma apli
cação sob certas condições.
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Sejan M e N variedades topoloógicas orientadas de mesma di
—

mensao n, e f:M+N uma aplicação contínua tal que
— 1 — .f (y) = Expo R ga A onde y< N e f e um homeomorfismo local

em cada x € £ to). Assim para cada x € £ tl (), existe um aberto
U. em MM, com x &€ Vo homeomorfo a uma bola aberta em Rº e

(UU TX) + (VV TY) um homeomorfismo, com Yy uma vizinhança aber
ta de y. Escolhendo a e oa orientaçoes locais ao longo de x e y

respectivamente, diremos que £f preserva orientação em x se o isó-
morfismo (composição).

ai! f i
U - > -> HC xx x) 8 (VV, y)

*
>

ff, : Hd) (M,M-x) > EH, (N,N-y)

levar a, em 27 e no caso em que a, é levado em a, diremos que

f inverte orientação em x. Defino e(f,x) = +1l ou -l o sinal de | £

em x, conforme f preserve ou inverte orientação em x.
Nestas condiçoes deg(f,y) = 1 E(f,x)

x ef (y)
De fato:
Considero o seguinte diagrama comutativo

-1 E,
NºHo (M,M-f (y)) ————e———> EH) (N,N-y)

oi ;A Ef
xef “(y) *

o H (M,M-x)

Assim f,.(oa -1 Ja deg(f,y)a,f (>)

( a £. o 2º 3) à, ) = (rf )(0a) =

xef “(y) xeEf (y)

= Z e(f,x)a
xef "(y)

Logo deg(f,y)a, = Ps e (f,x)a,
xef (y)

:

portanto deg(f,y) = E. e (f,x).
xe f (y)
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Observação: No caso da aplicação £ : M+>+ N entre varieda-
des diferenciáveis for diferenciâável então o grau topológico acima de
finida coincide com o grau de Browerde uma aplicação diferenciavel;
pois do ponto de vista da topologia diferencial deg(f,y) = Z s(df)

xef É (y)

onde s(df ) E o sinal da derivada em x e 7y & valor regular de f.
Já foi visto em (5.10) que f preserva orientação no sentido da topo-
logia diferencial se e so se f preserva no sentido da topologia algébrica. Logo

E s(df ) = E ece(f,x).
xef t(y) xef *(y)

5.21. Teorema: Sejam MM" e N" variedades diferenciáveis orien-
; - 1 otadas, N conexa, e f : M+>N uma aplicaçao de classe C propria

tal que:
1) Existe um ponto regular de f£

2) Para todo ponto regular x << M

f'(x) : TM, > preserva orientação.Ng)
Então f£ e sobrejetora.

Demonstração:

Seja x. É M um ponto regular f£f; tal ponto existe pela condição 1,

logo f'(x,) : TM, e um isomorfismo e, assim, pelo teore+>— TN f(x.)
ma da Função Inversa existem abertos V. eM e W

o

Cc

f(x )
“N com

x, 6 V e f(x) € W tal que £|V : V+>W & um difeomorfismo. Pelo

teorema de Sard, o conjunto dos valores regulares de f£f£ &éê denso;as-
sim existe y << W que é valor regular de f e, alêm disso, £  (y)X d.
Como £f'(x) preserva orientação em todo ponto regular e sendo o

grau topológico igual ao grau diferenciável segue-se que deg(f,y)%O.
Portanto existe ao menos um x << M com f(x) =7y+y para todo y € N

portanto f &é sobrejetora,. Notemos ainda que nestas condições| ]

deg(f,y) = À£ “(y),

5.22. Corolário: Teorema Fundamental da Algebra

Seja C o conjunto dos números complexos e p : C+C uma
função polinomial:
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P(z0)=a ta z+a zº + 1... + az” onde a, €6€C e nlo 1 2 n i '

Então p & sobrejetora e, em particular, existe z, € C com

P(z,) = O,

Prova.

A aplicação polinomial p & uma aplicação própria, basta
notar que se 2> te então P(z,) + +” e como n2àl existe ze C

com p'(z) %4 O, assim existe ao menos um ponto regular, e como p EkE

e: du ov du - dv ;analitica x E e du sx onde p uíx,y)+iv(x,y)
logo

det Jp(z) = ( Se 2 + E)? Portanto para todo ponto re
|

|

|gular, p preserva orientação. Segue então do teorema 5.21 que Pp

E sobrejetora e, em particular, existe z, É C com p(z,) = 0,

5.23, Teorema (Função Aberta)

Sejam M” e Nº variedades diferenciáveis orientadas com
|

N conexae £ : M+N uma aplicação diferenciável tal que:

1) o conjunto dos pontos regulares de £f é denso
2) para todo ponto regular, x < M, f'(x) : TM. > TNe (x)

preserva orientação.
|

3) para todo y € N; £ “(y) &é discreto
Então f & uma aplicação aberta.

Demonstração,

Seja U um aberto de M; mostraremos que f£f(U) &é aberto
em N. Tomo Db = f(a) € f(U); como sto) é discreto existe um a:
berto V vizinhança de a, com Ve U, tal que se x € £ (b),xta,
então x é V. Sendo M um espaço topológico localmente compacto
existe um aberto V' coma 6 V' &€V' CV e V' compacto; assim po,

demos obter um aberto W em N com W compacto e conexo tal que(Ev) cv'cV' e assim (ev) é compacto, Logo para todo

y € W, deg(f V,W) = deg(f|V,y) = deg(f|V,b). Sendo (e lv)" to) aber
to em V, pela densidade do conjunto dos pontos regulares de (£, e-
xiste um ponto regular de £ em (f |V)" '(W); usando agora o teorema de
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Sard, existe ce VW valor regular de f|V tal que (Iv) o) to;
assim deg(f|V,c)zZ O e, portanto, deg(f|V,y) ZOO para todo yeW;

isto significa que para todo y «e W existe xe V com f(x) =y
e, assim, b < W e f(V) e f(U). Concluímos então que f & uma apli
cação aberta.

5.24 corolário: :Seja f: C+C uma função analítica não cons
tante. Então f &E uma função aberta.

Prova: Seja R o conjunto dos pontos regulares de ff.

Sendo f uma função analítica não constante, existe z. e C como

2, 2det Jf(z,) = ( - ) (E)sy 70 eassim R$20Ad. O conjunto

R é denso, pois se existisse um aberto Q <cC tal que QnR =,
para todo 2 <« Q, f'(2) : TC, > Tegizyo não seria sobrejetora en-
tão f & constante en Q eassim f & constante em C o que con
tradiz a hipotese. Logo o conjunto dos pontos regulares de f e

denso. É imediato que em todo ponto regular f preserva orientação
e como os zeros de uma função analítica não identicamente nula são
isolados, segue-se que fz) e discreto para todo z e C. Assim
estamos nas hipoteses do teorema 5.23, e portanto, f & uma aplicação
aberta.

n5.25 Teorema. Sejam f,g:R +R duas funções contínuas tais
que

1) deg(f,0) £ O

2) Existe um compacto K < Rº tal que para todo x é K tem-se

fog! a [lg]
Então existe x e R' com f(x) = g(x).

Demonstração.

1.º caso. Suponhamos que existe um compacto K < RO tal queif] > Hg para todo x £ K.
A aplicação continua h : Rº x 1> Rº definida por

h(x,t) = (1-t)f(x) + t(f(x) - g(x)) para todo (x,t) « RO xI

e uma homotopia f = f-g.
Alem disso, para todo x £ K temos

[lh(x,t)]] = [JeOO-taOl] a [FE ti fapo |] 2 fog li-ilaço( |O
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Portanto, |lhíx,t)|]l > O para todo (x,t) « Rx I com

x £ k.
Logo nho) cKx[I e, portanto, ho) é um subcon-

junto compacto de K x |]. Assim, pela Proposição 5.20

deg(f,O) 7 deg(f-g,0O)

e, da hipótese 1), deg(f-g,0) £ O o que implica que existe x « Ro

com (f-g)(x) = O, isto é, existe x « Rº com f(x) = g(x).

2.º caso:

Vamos supor agora que ||f(x)|] 2 |la(x)|]| para todo x é K.

Tomo então uma sequência de números reais (th)ney Com t,>1 e

0 < th < 1; para cada n fixo defino h, : RO o RO por
n

hz (x) = h(x;t,) para todo x < RI; como
n

[ng61] [Ih(x,t)1] =

= | |fO) = tig09]1] 2 [fEJ | = t g091] > [fel -lle6o [1] 20.

Assim [hz (x)|| > O para todo x&£kK e h, tem o
n n

mesmo grau de f; de fato, a aplicação contínua F : Rx 1 RO

definida por

F(x,t) = (1-t)f(x) + h, (x) para todo (x,t) e Rx 1

da a homotopia f = h; e
'

n

[FG] = (PO) = tengO)l]Z [1FO9 1 - te llg0oo1] >

> [FEI] = [lg60)/] 20

Logo ||F(x,t)|| > O para todo (m,t) e RºxI com x&£é k.

Assim, pela proposição 5.20.

deg(f,0) = deg(h, 0) £ O.
n

Aplicando agora o caso 1) para
ng: Ro R tal que g(x) = O Yx&e Re h
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temos que existe, para cada ne N, x, K, com he Cn) shot:
possui uma sub
); assim

Sendo K compacto, a sequencia (Xn)nen
sequência convergente a qual também chamamos de (Xn

(Xp th) + (1,1) e h(xpr to) + h(x,1) = O

Mas h(x,1) = f(x) - g(x), logo existe x << K com

f(x) = g(x) c.qo.d.
Em particular, tambem podemos afirmar que, nas mesmas

condições do teorema, existe x e R' com f(x) = -9g(x).

5.26 Corolario:

seja f : Rº+Rº uma aplicação contínua limitada,
Entãogx e R' com f(x) = x.

De fato,
Tomo Id: Rº+R' à aplicação identidade; como deg(Id,0)-1

e f Ee limitada, existe c > 0 tal que, para todo x « RR,

ilf(xX)|| Ss c; tomando então K = BLO;c] segue que para todo x £ K

tem-se ||x|| > c e, assim, ||f(x)|| £ c < ||lx/|; Togo para todo
x £ K tem-se ||Ix|| > ||f(x)|| e assim estamos nas hipóteses do

teorema 5.25; portanto existe x e Rº com f(x) = x.

5.27 Corolário: Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

n"Toda aplicação contínua h : D" > DD tem um ponto fixo."

Prova:

seja h : DO +>D" uma aplicação contínua; vamos esten-
der h para todo RR", definindo:

j h(x) se xe D"

| h (TT) se x é D
H: RR por H(x)

Claramente H(R)) < D" eassim H & limitada e, pelo
corolaário 5.26, existe x e. Rº com H(x)
eassim h(x) = x.

x; portanto x « p"
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O teorema 5.25 pode ser generalizado para uma varie-
dade topoloógica M de dimensão n ea demonstração é anãlio-
ga à ja feita:

5.28 Teorema:

Sejam f;g: M> Rº duas funções contínuas tais que

1) deg(f,0) £ O

2) Existe um compacto K < M

tal que para todo x 7 kK tem-se tH|f(x)I] 2 |lgOJ)||.

Então existe x e Rº com f(x) = g(x).
A demonstração E anãloga a jã feita.

5,29 Observação:

No teorema 5.30 abaixo, utilizaremos os seguintes re-
sultados bastante conhecidos.

1) Proposição:

Sejam X,K espaços topologicos, K compacto e

f: Xx K > Rº contínua. Dados à e X e ce > 0 existe aber-
to V e X, com a «e V, tal que

d(f(a,y),f(x,y))< e quais que sejan xe V e yekK

2) Proposição:

Dadas f,g: R">R' contínuas com g= const: R" + 0eR"º

então f-g = ff,
De fato, seja F : RU x1I+>Rº a homotopia entre q

e a const: Rº > 0 e R', isto é, F(x,0) = gx) e fF(x,1)=O
para todo x « R". Definimos agora, G : RU x Io RO por

G(x,t) = f(x) - F(x,t)

0) = f(x) - g(x) e G(x,1) = f(x) então G dãa homo
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5.30 TEOREMA DAS FUNÇÕES IMPLICITAS PARA FUNÇÕES CONTINUAS:

Sejam X um espaço topológico, U &< Rº aberto,
fi: XxU+R' uma aplicação contínua, (xy) e X x U e

?o = f(x,y). Sea aplicação 100? R" definida por

f, (Y) = f(x,y) para todo ye U for tal que
o

1) fz.) = Oy)
xp “o o

2) deg(f, zo) £ 0

então existe um aberto V ce X com xo É V e uma aplicação
d : V+U continua em x tal que $(x,) =X, € f(x, 6 (x))=zo o
para todo x e€ V.

Demonstração.

Seja (x,»Y,) € X x U; como U é aberto, existe r > O

tal que BLy,;irl < U; tomando O <s<r existe e > O tal que

se ye BLy ;rl- B(y,is) tem-se |lz2, - f(xgay)l| 2& ce. Assim,pa
ra este e > O existe um aberto V E X, com x «e V, eo
(veja Obs. 1) de 5.29).

| FOXX) - f(x,y)|| < e paratodoxeV e ye BLy,3r]

Considero f 2 f, : B(y ,r) > RO onde x e V.
xo x o

Então, para todo 7y 4 BLY,»S1] temos

[1 () = z ll ae >|], (3) - ff OI]o o

Assim,

[EO sgdd> HO) + fço91|

e, pelo raciocínio contido na demonstração da Proposição 5.25,
1.º caso,
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e, dai, aeglf,. - 2,10) = deg(f, - 2,10)

Mas pela Obs. 2) de 5.29,

f, -2,* f,. e f, 2, f,

e, dai, deg(f, 0) = deg(f,,0O)
o

e, pela Proposição 5.19,

deg(f,,.z = deg(f, ,2z,) £ O por hipotese.
o

Portanto, para cada x «e V existe ye U tal que,

o)

1 Nf(y) = 2Z, isto é, f(x,y) =
o (a)

Defino, então, é : V->U por g$(x) y satisfazendo (o).

Assim, para cada x « V,

fí(x,6(x)) = z, e, em particular, e(x,) =»,
Mostremos, agora, que 64 &E continua em x e X,

o

Considero f, : BLY sr] > RO; dado e > O existe ss >-O0 tal
o

que se y < B[y,,rl e 1, (y) - zo || < é então |Hy-ypll<ee.
o

Existe V' aberto em X, contendo xo V' ecVY tal que x« V"

e ye BLy ,rl implica ||f. (y) - f. (y)|| < 6.o “o x

Assim, se xe V' cV

[16609) = fe) s [660 cad
Então ||6(x) - z, || <e e, portanto, 4 & contínua em x,.
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5.31 Corolârio:

Sejam f : X x U> Rº uma aplicação contínua,
E

' : a e n(xo). e X x U e f(x y,)=2,: Seaaplicação f,: U>R
definida por Ff (X) = f(x,y) for injetora para todo x « X, en

tão existe um aberto V e X com 1% € V e dg: V+U contínua
tal que f(x,e(x)) = z, Para toc x e V.

Prova: ;

Como f, : U+ RO injetora, pelo Teorema da Invarian
o

ça do Domínio (veja 5.32 à seguir), f, e um homeomorfismo 1lo-

cal e, assim deg(f, Yo) * O. Logo, pelo Teorema 5.30, exis-
o

te um aberto V EX com x, << V e q: V+U tal que $(x,) =y,
e f(x,6(x)) = 2, para todo x< V e 9 E contínua em x,.

Seja x< V com x É xi com o mesmo raciocinio ante-
rior tem-se deg(f,,6(x))%0O e, então, existe y : V'+>U con

tíinua em x e V' cVY etal que f(x,s(x)) =z para todo x «e V',
o

Assim, Ff ($(x)) = f (E (X)) para todo x « V' e, como f, ê

injetora,
d(x) = vY(x) para todo x e V'

Portanto, 4 &E contínua em x «e V,

5.32 Observação: OTeorema da Invariança do Domínio usado na de
monstração acima pode ser desenvolvido como aplicação de (5.31).

Sejam U c R" aberto e f : U+>R' uma aplicação con-
tínua injetora. Então f(U) &é aberto em R'. Além disso f  &

um homeomorfismo local.
Prova: Seja »y, € f(U), isto E, Yo * f(x.) para algum

Defino F: Ux Rº > RO por F(x,y)=f(x)-y.
Assim F(Xx53Y,) = O ea aplicação
F : U—o>R" definida por F. (x) = f(x)-y &E injetorae,

Yo Yo o
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assim, por 5,31, existe um aberto V ce Rº com Yo EV e uma apl
cação contínua gg : V+>U tal que g(y,) =x e F(o(y).,y) = O

para todo y « V, isto é, f(6(y)) = y para todo ye V. Logo,
f(6(V)) = V e, assim, Qi Vc f(U); assim Yo É V e f(U). Portan
to 4(V) é aberto em V e, então, flig(V); 6(V) + V E um homeo
morfismo cuja inversa é a aplicação é : V > ge(V).

Fica assim demonstrado o teorema das Funções Inversas,p
ra funções contínuas.

1

[&

5.33 Exemplo:

Para nim, Rº não é homeomorfo a R",
De fato:

n
Suponhamos que existe homeomorfismo f : R - RR" digamos

com n > Mmdef é : RM o RU x ROM por $d(x) =(x,0). Assim
$of : RU + RU x RT uma aplicação injetora e, assim, pelo T.L.D.
temos que Im(gof) & um aberto em R" x RR"; mas

Im(dof) = ((f(x),O0) « RU x RUT com x e R)
s s e - . - m

tem interior vazio em R"” x R" m. logo Rº não & homeomorfo à R

para niém. Segue deste resultado que nenhum aberto U c Ro po
de ser homeomorfo a algum aberto VV c RR" para n Éém,

5.34 Exemplo:

Na equação xey|y| + |x]yº + y=0 &é possível expressar
y como função de x numa vizinhança da origem.

De fato: Defino ff: Rº + R por

fíx,y)=xôvlyl + |xlyº+y então f(0,0) = O ef:R>R
dada por f.(y) f(0,y) y VyeR e, assim, f. é injetora;o
logo existe um aberto VER com OeV e gq: V+R contínua,
tal que

n

f(x, (x)) = O VY xe V, isto €,

xeg(x) o(x)]| + Ixló(x)Z + o(x) = O
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5.35 Exemplo:

Um monoide topológico X, & um monoide (X,*) dotado
de uma topologia tal que à operação * : XxX+€X &e contínua,

Seja Nº um monóide topológico onde Nº é uma varie
dade topológica n-dimensional orientada. Então I(N) o con-
junto de todos os elementos invertíveis de N e aberto em N

ea inversão I(N) + I(N) & uma aplicação contínua (e, então,
I(N) &é um grupo topologico. '

De fato:
Denotemos a operação * por f. Então

f: XxX+X edada por f(u,w) = u*w..|
Vamos mostrar que I(N) = (ue N|ju & invertivel) &

aberto em N. Como I(N) td, tomo u,< I(N) então existe
U e N tal que f(usU,) = e,o

Defino a aplicação f : X+X pondo (ff (u) =u *u
U, U, o

YVue X; claramente f, e biunivoca, logo existe um aberto
o

VYeX com u, € V e uma aplicação é : V+ X tal que

du) =T, e fíu,b(u)) = f(uU,) Yue V, isto é, utb(u)=e
YVue V e, assim, uy e V<I(N) e, portanto, I(N) e aberto.
Alem disso à aplicação vw : I(N)+ [I(N) definida por v(u) = u
onde U*u = e, & contínua pois para cada u, € I(N) existeum
aberto VEX com uyeV e q: V>X tal que fí(u,b(u) = e

YxeV, isto e, utb(u)=e eassim d =F|V; logo y & contínua
Segue então deste resultado que se N é um monoide topo-

Tógico onde Nº & uma variedade topológica n dimensional com

pacta e conexa então N &E& um grupo topológico.
De fato: !

;
Ja mostramos que I(N) & um aberto de N e 1(N)%;5.

Sendo N compacta e I(N) = pf (e) onde p: Xx X+>X &

à projeção segue que I(N) &é fechado em Ne, como N & conexa,
I(N) = N; logo N é um grupo topológico.
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