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ABSTRACT

We intend to show the equivalence of the concepts of
orientability and dearee from the points of view of Algebraic
Topology and Differential Topology.

First, we give a natural correspondence between
orientations in a tangent space TMx of a differentiable
manifold M" and generators in Hn(M,M-x;Z).

Then we show the equivalence of orientation in
Differential and Algebraic Topology.

If M is a compact, connected, oriented manifold, we
assign for each point x 1in M a correspondence between the
orientation classes of TMX and the generators of the infinite
cyclic aroup Hn(M). It is done by using the isomorphism

J, ¢ H_(M) -» Hn(M,M-x) such that JX(uM) = U

X n where uy s

XS
the fundamental homology class of M and My is a local

orientation in x.

Finally we show that under certain assumptions, the

m

differentiable degree and the topological degree of f : M - N"

are equivalent.
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INTRODUCAOQ

0 objetivo deste trabalho & mostrar a equivalencia dos
conceitos de orientagao de variedades diferenciaveis e de grau
de aplicacoes diferenciaveis dos pontos de vista da topologiaal
gebrica e da topologia diferencial,

A ideia deste trabalho tem origem num fato geomgtricg

c R

notamos que a escolha de uma base no espago tangente Tsi esta

bastante intuitivo: "tomando a variedade 2-dimensional S

ligada a um lago y ao redor do ponto x, em S e sabemos
que [y] € H](U—x) ~ HZ(SZ,SZ-X),Z), vy orientada numa diregao
positiva ou negativa conforme a orientagao da base escolhida no

espag¢o tangente Tsi.

Desta ideia entao partimos para um caso geral: dada u-
ma variedade Mn, relacionar os geradores do grupo de homologia

Hn(M,M-x;Z) e as classes de orientagao em TM e se a varie-

x’
dade de M for compacta, orientavel e conexa entao procuramos

estender tal correspondencia com a classe fundamental MM ek%(ML

Assim, no Capitulo 3, dada uma variedade diferencia-
vel Mn, de dimensao n, mostramos (teoremas 3.5 e 3.6) que pa
ra todo ponto x ¢ M, existe uma correspondencia biunivoca en-
tre os geradores de Hn(TMX,TMx-O) e as classes de orientagao
de TMX, o espa¢o tangente a M no ponto x.

No Capitulo 4, mostramos a equivalencia dos conceitos
de orientacao, numa variedade diferenciavel, em topologia alge-
brica (dado por 4.8) e em topologia diferencial (dado por 4.9).
se M" for compacta, conexa e orientavel, utilizando os isomor
fismos

Hn(TMx,TMx-O) ~ Hn(M,M-x) ~ Hn(M) para todo x € M,

estabelecemos uma correspondencia biunivoca entre as classes de
crientacao do espago tangente TMx e 0os geradores do grupo ci-

clico infinito Hn(M), para cada ponto x € M,

No Capitulo 5, dadas duas variedades diferenciaveis

de mesma dimensao n, orientadas, compactas (sem bor
n

M" e N
do) e conexas e f : M
tramos que 0S graus topologico e diferenciavel de f sao iguais.

I

> N uma aplicacao diferenciavel, mos-
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Damos ainda, uma definigao mais geral de grau, "o grau
ao longo de subconjuntos compactos" o que nos possibilitou, co
mo aplicacdo, a demonstracao de alguns teoremas classicos.
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CAPITULO I

PRELIMINARES

Neste capitulo estabeleceremos definigdoes, notacgoes e
resumimos alguns resultados basicos.

Salientaremos, em primeiro lugar, que, no nosso traba
lho, as variedades diferenciaveis M" serdo de dimensdo n 2 1
e por "diferenciavel" subentende-se de classe C”, salvo mens
cao em cdntrério e a homologia singular sera com coeficientes
em um anel comutativo R com unidade.

Sn, D" e 1" 4indicam a n-esfera, o n-disco e o
n-cubo, respectivamente.

0 sTmbolo ~ em F ~ G indica homeomorfismo ou di-
feomorfismo ou isomorfismo, conforme F e G pertengam a ca-
tegoria topologica ou diferencial ou de grupos, respectivamen-
te.

M= N indica que os espagos M e N sao do mesmo ti
po de homotopia, f ~ g : M > N indica que as fungoes f e g
sao homotopicas.

Utilizaremos os conceitos de homotopia e homologia co
mo estao em [ 2 ]) I 331 e [ 5 1, procurando adotar as no-

tagoes usuais. Por exemplo,

HG(X) indica Hq(X,Z) o g-ésimo grupo (modulo) de

homologia com coeficientes em Z (inteiros).

Hq(X,A) indica Hq(X,A,Z) o q-eésimo grupo de homo-

lTogia relativo a A.

mq (X) sera o grupo fundamental (de Poincare) de um

espaco topologico X conexo por caminhos.
1
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0.7. ORIENTACAO EM ESPACOS VETORIAIS

Sejam E um espago vetorial de dimensEo finita n e

A= {a = (ay,...,0,); com aj = (aj,...,ag)}s o conjunto de to-
das as bases de E. Vamos definir em A a séguinte relagao: Se-
jam o« e B elementos de A. "Dizemos que o esta relacionada
com ‘B e escrevemos o ~ B se a transformagao linear T : E - E
que leva a base o na base B8, tal que T(ai) = Bis igl,...yn
tem determinante positivo". Mostremos que a relagao "~" & uma
relagao de equivalencia em A

1) E reflexiva: Seja o = (a],...,an) e A; a transforma

¢ao linear T : E > £ dada por T(“i) = q, € a transformagao i-

dentidade; logo det [T]1 =1 > 0, assim a ~ a.

e

2) E simétrica: Sejam o e B € A, a = (a],...,an)

B = (81""’Bn) e suponhamos o ~ B, isto &, a transformagao 1i-

near T : E -~ E dada por T(ay) = B e tal que det [T] > 0;

-1, -1

como T e um isomorfismo considere T E~»E; T

-1 1 . . o
]= TetrTT > 0; assim B o.

(B‘i) = 0y e

det [T

3) SEJam G,B,Y € A; o = ((x],---,an); B = (B]Q""Bn)Q

Y = (Yyseeesy,)-
o 1 n T1 T2 )
Suponhamos que o ~ B e B~ y: isto e, T] t E~>E
dada por T1(a1) = B; ‘tem det [T1] >0 T2 : E+E dada por
Tz(sj} =Yy tem det [T2] > 0 assim T20T1 : E+E @ uma apli

cacdo linear definida por (TooTy)(ay) = T2(T1(a1)) = T,(8;) = Y

e det [Ton]J = det [TZJ det [T]] > 0; assim o ~ y e, portanto,
vale a transitividade. Alem disso, esta relacao determina duas

classes de equivaléncia, a saber, T[e) a classe de equivaléncia

representada pela base canonica, e = (e],...,e e a classe [e']

n)

renresentada por e' = (e],...,en_z,en,en_]).



0.3 - Definicao: Uma orientagcao em um espago vetorial E, de di-
mensao finita n, € uma classe de equivalencia de
bases. {

Seque da definigao que duas bases de E determinam a mesma orientgg

= : ~ . z
¢ao se, e somente se, a transformagao linear que leva uma na outra

tem determinante positivo.
0.4 - Definicao: Uma sequencia de grupos abelianos e homomorfismos

> G, - > G3 >...---->Gn

>

diz-se exata se im(f.) = ker(f,

5 1+1) para todo 1.

0.5 - Proposicao (Lema dos Cinco)

No diagrama abaixo Ai e Bi sao grupos abelianos e as fle-~

chas foo 9, e o, sao homomorfismos:

f f f f
1 2 3
— Ao > A.l - > A2 > A3 > A4 > .
¢01 ¢]J ¢2[ ¢31 1‘#4
9, 94 9, d3
. —> BO > B] - > B2 —— > B3 - > B4 —

Subonhamos que:

a) o diagrama & comutativo

b) as sequencias horizontais sao exatas

i

c) 6 epimorfismo; b4 monomorfismo e ¢, e ¢3 isomorfismo.
Entao b5 e isomorfismo.

Prova: ver [ 131, p. 38; o Lema dos Cinco & mais usado com

¢of ¢1, ¢3 e ¢4 isomorfismos.
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0.6- Proposicao: Sejam X um espago topologico, A < X um sub-

espaco de X e Hq(X,A) e g.esimo grupo de ho
mologia de X modulo A. Suponhamos que «, um
N~ ciclo relativo de X modulo A, seja uma

q-cadeia em A. Entdo o @ homdologo a zero modu

lo A.
Prova:
X
X Sth( ) 39+1 X Sq(X) aQ, > Sq_](X) -

Sq+](A7 Sq(Aj' Sﬁ_](A)

ker(s ) Z (X,A)
Hy(6R) = —fery— = 5
9 m g+l q‘"’

[{a}] e um elemento em Hq(X,A) onde {a} € Zq(X,A).

Como o @€ uma g-cadeia em A, o + Sq(A) = Sq(A).

Assim o + Sq(A) + Bq(X,A) = Sq(A) + Bq(X,A) = Bq(X,A) < ;ié;;—-
Logo o + Sq(A) € Bq(X,A) e isto significa
@+ Sq(A) = 30,7 (Cauy + Squq(A)) = 3g4q Copq * So(A).
Dai «a ) o CQ+] € Sq(A) isto e, a + Sq = 34 Cq+1 onde

Bq € Sq(A) e, portanto, o~ 0 mod. A #.

0.7- Lema. A aplicagao (avaliagao)
a : R” x GL(n) - R"
dada por a(x,A) = A(x) € continua.

De fato, a multiplicacao de numeros reais

m: R x R+ R



dada por m(x,y) = xy e uma aplicagao continua. Segue-se dai

que € tambem continua a aplicagao

f R" x RMT 5 RN dada por
f(x,y) = (x1_y”+x2y]2 e B XY eees XY P XYoo bt xnynn)
onde x = (x],...,xn) e R"
n2
€ y= (y11""’y1n’ Yorsr-o¥onerees yn]""’ynn) <R
Sejam, agora, M = M(n x n;R) e GL(n) < MM 0 espago

das matrizes reais nao singulares.
2

M" & canonicamente homeomorfo a R" via a correspondencia

biunivoca

, 3
Y11 Y1z o Yin
Y1 Y22 Yon
A= | e 2 y = (y]], ’ynn) e R"
yn] yn2 ynn
{ J
Seja x = (x],xz, ,xn) ¢ R" Entao
4 '
Yiu Yy e y1n\\ /% ,/ X197 + Xo¥qp e F XYy
! J
Y1 Yoz o0 Yon \ Po%e \ | Y2y XYoot XpYon
. | \
.................. T 1
A(x) e } \; e
\ \




Seque-se a continuidade da aplicagao avaliagao a : R" x GL(n) + R"
definida por o(x,A) = A(x) por ser a composta das seguintes ap]i-

cacoes continuas

R" x GL(n) (x,A)
l Tdxi GI
RN x MM (x,A)
| I
x ¢
Q" xR ((x x ) )
‘I""’ n ] .y]-lsy]zs--':.y]n’.\/z'l’yzzﬁ"-oyzn"-O‘yn]’ynzﬁ---ynn
I ]
n
R (x]y]]+x2y]2+ ven H XY Qe s Xq Yy H XY o b s + xnynn)

= A(x) = a(x,A)

n

0.8- Proposicao. Sejam L0 : R" > R"

a aplicagao identidade e

R™ > R"  uma aplicagao linear tal que det(L,) > 0. Entiolb= Ly»
homotopicas dentro de GL(n),_.

Prova: GL{(n) = (T : RMT 5 R aplicacoes lineares| det(T) # 0}

GL(n) = GL(n), v GL(n)_ & a reuniao disjunta de duas componentes

+

conexa por caminho; det(L,) > 0 significa que L, e L, estao
na mesma componente conexa por caminho, logo existe um caminho con

tinuo

L : [0,1] > GL(n) tal que L(0) = Lo =id e L(1) = L]

e, para cada t ¢ [0,1], L(t) =L, @& uma matriz n3o singular,

Defino a homotopia entre L0 e L],

F:R"x 1+ R"

como a composta das aplicagoes continuas



R® x 1 — 94X L o p? y 6oL(n) —2— 5 R®

(x,t) > (x,L,) F———> L (%)

isto €, F(x,t) = Lt(x).

Assim F(x,0) = Lo(x) = x
e F(x,l1) = Ll(x) isto e, L, L
Observacao: A proposigao acima continua valida se subs-
tituirmos R" por V, um espago vetorial real de dimensao fini-
ta n, uma vez que V & isomorfo a R".

0.9. Simplexos geometricos

Sejam E um espago afim e 3 s8yseess8 pontos de E,

linearmente independentes (isto €, os vetores a,-a_ ,a,-a ,...,a -a
’ 1 0”72 ¢ >"n o

sao linearmente independentes). Todo ponto x da subvariedade 1li-
near afim geﬁada pelos pontos a 8500058 tem uma representagao

inica x = igoliai onde os escalares devem satisfazer Zki =1,

O ponto x4, que podemos indicar simplesmente por

x = (X _,2X

s o0 g )j chama-se o baricentro dos pontos a, afetados
o’'1 n 1

de massas Xi' Os numeros reais Ao,xl,...,kn sao as coordenadas

baricentricas do ponto x.

0 gonjunto de todos os pontos x = (AO,AI,...,An) com
Ai 2 0 e iéoxi 1 & um conjunto convexo chamado um n-simplexo
o de E, de vertices a_,a,,...,a e & indicado por
n o’ 1 n

o, = |aoa1...an|
o, = |aol € um ponto
o, = |aoal] € um segmento
9, |aoalaz| € um triangulo
04 |aoa1a2a3| e um tetraedro



Usualmente quando nos referimos ao "baricentro" de um

. 1 1
n-simplexo o, dueremos indicar o ponto x = ( n+1,...,:;;r0 de

de coordenadas iguais, cuja soma e igual a 1, Assim, x = (%,%),
e o ponto medio do segmento ]aoall.

Por um n;simglexo padrao indicamos o n-simplexo geom&xi
co A = IeOel...en| c Rn+1 onde os pontos (vetores) € 28 sreesl

. ~ . n+1
constituem a base canonica de R .

'83=(0,09031)

tetraedro

R

e0=(1,0,0,0)
Temos a seguinte inclusao

C o [

oy oy e .

=laa
o

Chama~-se bordo de um n-simplexo o, © denota-se por

8cn, o conjunto dos pontos tais que pelo menos uma de suas coor

denadas baricentricas for nula.

Um ponto x de um n-simplexo % € dito interno se

suas coordenadas baricentricas forem todas positivas.

0.10, Aplicacao linear afim

Sejam o, = Iaoal...apl e o, = |bob1...bq| simplexos
geométricos contidos em algum R". Uma aplicagio f : o, * 9y e
dita linear



p

q
se x = .I,A.a, implicar f(x) = ;2 Aif(ai) (isto e,

0
x e f(x) tém as mesmas coordenadas baricéntricas). Os f(ai)
nao precisam ser vertices de oq, podendo ser também f(50=fhﬁ)

(vertices ou nao de cq) para algum par i # j.

Uma aplicagao linear cujo simplexo imagem e de dimen- |

sao menor do que a do original e chamada degenerada, \

0.11. Proposicao. Sejam % = [aoal...apl e T_ = hoblu.b “

\

. » - . . ~ |
dols simplexos geometricos de mesma dimensao e f : o -+ 1 u- !
|

~ . * !

ma aplicagao linear de cp sobre rp tal que as imagens f(ai)
dos vertices de 7, sejam vertices distintos de T Entao f

€ um homeomorfismo.

Prova. ver [ 12 1,p. 100.

0.12. A sequencia de Mayer-Vietoris

Por uma triada topologica (X,A,B) noOs indicamos um es
pago topoldogico X junto com um par ordenado (A,B) de subespagos
de X, nao necessariamente B < A,

A triada (X,A,B) diz-se propria, ou exata, se as in-

clusoes naturais de pares

k, : (A,ANB) > (AUB,B)

ky ¢ (B,ANB) - (AUB,A) induzem, para todo q € Z, iso
morfismos.

kyy Hq(A,AﬂB) N Hq(AUB,B)

Kz* : Hq(B,AnB) > Hq(AUB,A)

Seja (X,A,B) uma triada exata com X = A U B e con-

sideremos as sequencias exatas de pares
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) 4 ‘g
+ H (B > H (AUB > H (AUB,B > H (B) »
q( ) q( ) q( »B) -1
~| -1
™ ! 3!
+ H (ANB) > H (A) > H (A,AﬂB) - > H .'(AﬂB) -
q q q q-_H
i i ( 2 (ANB)
+ H (ANB > H (B > H (B,ANB > H ANB) ~»
q( ) q( ) q ) -1
~Eo-1
0y £, 9
H (A H (AUB H (AUB,A > H A
-+ q( ) > q( ) > q( JA) q-l( )

A sequencia de Mayer-Vietoris de uma triada exata (X,A,B)

com X = AU B & a sequéencia

| A
... > H_(anB) v, H (&) @ H_(B) —t H_(AUB) > Ho_; (anB)>. ..

onde yY(c) = (ml(c)a-mz(c))

4(a,b) = n (a) + n,(b)

1

A o= -3'k le = avil
2*

1% 1 z'2

0.13., Teorema: A sequencia de Mayer-Vietoris de uma triada e-
xata (X,A,B) com X = A U B & exata.

Prova, [ 2 J,p. 72-74.



CAPITULO 2 - Geradores de Hn(An,An)

2.1. 0s grupos de homoloqia Hq(An,An) onde 4, e o simplexo padrao e

An o seu bordo: |

+1 n
t Rn lx- 2 0 e 1§0X1 = ]}

A = {X = (XO,X],...,X 1

n n)

b, = {x € a | x; =0 para algum 1i}.

Consideremos a seqﬁéncia exata do par (An,An) ~ (B",S"'1)

J

. 1 ‘
— Hn(An) ==—> Ho(8.8,) - Hp 1(85) > Hnrl(An) > epe
Como &, & um espaco contraivel e An ~rd segue-se, para
n 22,
. . .
0 ——> Hn(An,An) ——> Hn-l(An) + 0

Logo, 3 & um isomorfismo e, assim, H (2. ,8.) ~ Z

Para n =1,

. 3 . 1' j L]
0 > He(baq,44) > H (Ay) ——> H _(A,) > H (84,8,) >
L R 1 epi o' 1 0 16 1
A, = {e,,ey} consiste de dois pontos, os extremos de 4y = IeOe,].

Entao HO(A1) ~ 7817, qrupo abeliano livre de dois geradores ae g

representados pelos J-simplexos sinaulares

(e,) le | » ey < 8, e (eq) @ lej] » ey < 8y

Para todo espaco X conexo por caminho e subespago A #£ 0,

HO(X,A) = 0., Assim HO(A1,A1) = N, *
Y

Como HO(A]) ~ 7 & um qrupo livre, a sequéncia exata curta,

acima, se fatora:
o ~-11-



1l

Ho(hq) = Hyley,a))
isto &, 78 7~ H1(A],A1)
e, entao, H](A]si])
Para n =10, & = Ieél e

HO(AO,AO) = H

Portanto, para todo n 2z 9

Hn(An,An) ~ 7

9 HO(A])

A

~ 7
By = 7. Assim_
~ 7

€ um grupo ciclico infinito.

2.2. Fe]agéo entre os geradores de Hn(An,An) e os de Hn_](An)

Voltemos a sequencia exata do par (8,,8,)

. 1' j
> H o (ap) > H (a,)
Para n 2 2,
Hn(An) =0 e Hn-l(An) = N

pos ciclicos infinitos
N LER !
An S

Hn-](An); como i({al}) =

Hn-l(An)’ istg e, o = dB

representa um gerador em Hn(An,An) pois a({38})

que representa um gerador {a}

)

9

—_—> Hn-T(An)

—— Hn..’(An) ——D>

e, entao, 3 & isomorfismo entre 0s gru

seque-se que «

onde 3 @& uma

n-cadeia em

Hn(An,An) e Hn-1(An)‘ "Seja o um ciclo em
do grupo ciclico infinito

e homologo a zero em

Ap - Logo B8

{dg} = {a}

Reciprocamente, se B representa um gerador de Hn(An,An)

entao dBg

representa um gerador de

Hn_](An).
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Conclusao: "8 vrepnresenta um gerador de Hn(An,An) se, e s0 se,

ds . representa um gerador de Hn-1(An)'

2.3. Relacao entre os oneradores de Hn-l(An) e os de

Hoa1(8poq8ny)

Mos tremos que y = Y1t Yo representa um gerador de
. < n-1
Hyoq(8n) ~ Hyp g (S )
se, e somente se, y, representa
um gerador de Hn-1(An-1’An-1)

e Y, e uma (n-1)-cadeia no

fecho de 4, - LI

Sn-1

y A c A como

Pensemos A como uma (n-1)-esfera n-1 n

n

a calota sul, o fecho de A - A _, como a calota norte e A

n n n-1

como o equador da (n-1)-esfera Ay
Consideremos a sequencia exata de homologia

g ———————

> Hpoy (88, 4)

: O
Hn-2(8p=8524)

>

? Hn-l(An) —> Hn-l(An’An°An-1)

>.II

B Y

Como 4 - & conexo por caminho (& também contratil),

n-1

para n 22, H _,(a,-8y) =0 e H ,(a-8 _4) =0

um isomorfismo.

@\

Assim, para n 2 2, j

Consideremos, agora, U {x (xo,x1,...,xn) € A

n ‘ Xn > =37}

U €& um subconjunto aberto de a uma “"calota norte" em A ob-

n)

tida cortando A, na altura do

baricentro.




14

e, ! HniAn-U’An-An-1-U) > Hm&An,An-An_])

g um isomorfismo (excisao).

Ainclusdo i 1 (8. qs8, 9) > (2,-U,8 -8 _4-U)

& uma equivaléncia de homotopia (o primeiro par de spagos € retrato

por deformagao do sequndo). Portanto,

Py 2 Ho_J(8 qs8, 3) > Ho (8, -Us8 -8 _4-U)

e um isomorfismo. Temos, entdo, a sequinte composicao de isomorfis-

mos .
= i;]oe;] .
[71] + [Y2] © Hn-l(An’An' n-l) ~ ,> Hn-l(An-1’An-l)

~

!

(r} = Gry +yy) < Ho_(8)

Como y, & uma (n-1)-cadeia no fecho de Bo=Bo_qs

[Ypd =9 ¢ Ho_1(8.,8 =8 1) (Prop.o.)

Assim  ¥({y}) = [yy] < Hp-1(8,.7+4,.9) . Sendo ¥ disomorfismo,
Y = vy ty, representa um cerador de Hn_1(in) se, e somente se,

Yy representa um gerador de Hn~1(An-1’An-1) onde Y, e uma

.

(n-1)-cadeia em A _,(cujo bordo esta em a__3) e vy, €& uma

-

(n-1)-cadeia no fecho de Bambo -

2.4. Teorema. Seja a_ < R"*! o simplexo padrio. Entio o sim
plexo singular Sp oA, AL definido por uma qualquer aplicagao

linear de b sobre A & um ciclo relativo de A modulo B,

e representa um gerador de Hn(An,An).
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Prova: por inducao sobre n.

0 ; ol e A, = 0. Assim HO(A ,Ao) = H,(8,)

w
o
—~
]
o
Nat”
"
(1]
(12
[T
[=q )
>
—te
(o]
<]
a
o
—
-l
(2]
o]
Ee]
(s3]
o
—
—e
=3
s+
eV}
i
Q.
1]
>
B
®
17
Q
o
]
(1]

A, 3s_ =10 por definicao. 2

(1]

0( = So(eo) ~ 7 e B (e ) =20

e, dai, H (eo) ~ Z com gerador representado por So ' €y e,

Para n =1, 24, = leoe]] e um seamento cujo bordo ay = {e

Qo

Q
IR - Y T

e constituido dos pontos extremos. Como Ay & contratil, Hn(A1)
para n #£0 e Ho(A1) e um qruno ciclico infinito, um gerador

representado pelo o-simplexo singular A _ = |90| + e

€ Ay
0 1

o]

Sendo A1 = {eo,e]} constituido de dois pontos, Ho(A\) e um

grupo abeliano livre de dois ceradores a e b , os quais sao re-

presentados pelos o-simplexos singulares que aplicam 4 _ = |e SO

0

bre e, & ey, respectivamente. Consideremos a sequinte parte da

seqaéncia exata de homologia do par (A1,A1)

|

Hy(8q) =5 Hy(8q,8) —2—> H (
1111 Y""monﬂ N
0 76 2 V4 0

monomorfismo; isto implica 6 = im 5 ~ Hy(ays8y)

@
(12

epimorfismo; isto implica

-
(¢ ]}

Ho(ay) .
OG ~ Ho(ay)

Ho(Ai)

ker i

~ HO(A1) isto e,

Portanto,

t

H1(A1,A]) ~ G

Analisemos os geradores de H](A1,A1).

ol S8
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Sejama , a e b definidos acima. Assim

i(a) = i(b) =
Assim, se ma + nb e um elemento de HO(A1),

i(ma + nb) = (m + n)a

Logo, ma + nb estaem G = im 3 = ker i se, e somente se, m = -n,
e assim G & gerado por a-b,.

Seque-se, entao, que Hy(81.879), o qual e isomorfo a 6 via 3,

e gerado por um elemento 8 tal que 38 = a-b. Assim B8 pode ser re
presentado por um ciclo relativo cujo bordo @ a diferenca dos o-sim-

plexos singulares que anlicam &A_ = Je

o nos pontos extremos e _ e e]

0!
de 4y = ]eoe1|. Um adequado ciclo relativo € o formado pelo 1-sim-

plexo singular que leva Ay linearmente sobre Ay.

Suponhamos o teorema valido nara um simplexo de dimensao n-1.

Se ]yoy]...ynl 2 um n-simplexo aeométrico, a aplicagao linear

sobrejetora

. - 1 \
S, ‘b, = leoe]...enl > |y0/]...ynl

definida por sn(ej) = y; e comumente indicada por (yoy1...yn).

No que se segue consideraremos YorY/qre sy, uma qualquer permu

tagao dos vertices 8ys2ysevese de A . Assim,

(yoy1...yn) A > A

e a aplicacao linear de An sobre A, nue leva os vertices LPST R

nos vertices = 8. ...,V = e, .
ce Yo e10, Y e1n de An Denotemos com S0 a fa

ce de b, cujos vertices sao YyoYareeosdy

i (isto e, a face oposta

ao vertice Yo) € com S - a fronteira-de S .
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0 bordo de (yoy]. .vn) by > An e
n i A
d(yoy]~~oyn) = iéq("l) (YO Y Vq)

e pode ser escrito como

d(yy--¥p) = (yYy¥peey,) +v

onde (yy¥,...v.) & uma (n-1)-cadeia em So & ¥ g uma (n-1)-

-cadeia no fecho de An - So'

Por (2 . 3), d(y .yn) renresenta um gerador de Hn-1(An)

0" "

.

se, @ somente se, (y1y2...yn) representa um qgerador de Hn-1(so’ oD

Mas, pela hipotese de inducao,

(Yq¥ge vy ﬁ?-l ~ 3, ¢ Iyl"‘ynl < 4y
representa um gerador de Hn-1(so’éo)' Logo, d(yoy]...yn) represen
ta um gerador de Hn_](An) e, portanto, oor (2 . 2)

(yoy]...yn) DAL > AL

representa um gerador de Hn(An’An)’ o que completa a prova do teo-

rema.

Em particular,

a identidade an = (e0e1...en) PAL > Ay representa um gerador de

Hn(An,An).
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CAPITULO 3

Uma Correspondencia Biunivoca entre Orientagoes de um Espago

Vetorial real V, de Dimensao n, E Geradores em

H (V,V-0;2) ~ Z.
n

3.1. Consideremos o simplexo padrao An e seu bordo An :

n
+1
A = {x = (xo,xl,...,xn) e R" IxiZO e .I.x, = 1}

A = {x € A | x, = 0 para algum i}

el'(O,l,O) X
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1

X _ 1 . n+l
Sejam a = ('FTT" sy —H:T——} €4, 0 baricentro de by € R

e E a variedade linear afim gerada pelos pontos L EERERLNE

n
Podemos dar i subvariedade linear afim E, < RM*]

n uma estrutura

de espago vetorial de dimensao n ,origem a e En e base
{e.-a} gi<, Via a correspondéncia biunTvoca
|

- = (X - — - ‘
x = (gaXpoeenaXg) € By s xea s (X = s Xy T TRT)

Ficam bem definidas a soma e a multiplicagao por escalar

por Xx @ y = x+y-a e ABx = A(x-a)+a
(E,:@:0) € um espago vetorial real de dimensao n, de ori-

gem a ¢ En e base {ei-a}] <is<n

3.2. Proposigcao: A aplicagao inclusao de pares de espacos

N (An,An) > (En,En-a)

induz isomorfismo Jj,: H (8,28,) > H

q (En,EnFa) para tpdo q.

q

Rn+1

Prova: Como A @ um corpo convexo em segue-se que

by~ o", A, ™ s""1 & consideremos E, s

mensao n, como R".

espag¢o vetorial de di-

p" & retrato de R" sendo a retragdo (continua)

r : R" 5 R"  dada por
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Mais ainda, D" & retrato por deformagao de R" isto
€, existe uma homotopia {ft : R" > RM" ;0 =t <11 tal que

f, = identidade e f, = r (f](Rn)) < D"). A_deformagdo (homotopia)

n

F : R x 1 » Rn

X se x « D" tel

fo(x) =
t’(1-t)x + —TT%FFT— se x ¢« R"-g"

e dada por F (x,t) =

Ve-se que fo(x) = x e f](x) = r(x)

- . ~ n
Portanto, D" & retrato por deformagao de R e, as-
sim, a inclusao i : D" = R" & uma equivalencia de homotopia.

Sn-]

Analogamente se mostra que e retrato por defor-

magio de R"-{0} sendo a retragao (por deformagao)
n n
F: (R"-0) x I > R"-0

tx

dada pOY‘ F(X,t) = (.I"t)x + ——I——W—

Portanto a inclusao 1i' : Sn'] > R"-0 & tampem uma e-
quivalencia de homotopia.

Levando em conta os homeomorfismos

as inclusoes i : a_ » E e i' : A -+ En-a,
sendo equivalencias de homotopia, induzem isomorfismos
iy o Hq(An) - Hq(En) e i, : Hq((An) - Hq(En#a) para todo gq.

Estamos, agora, em condi¢coes de mostrar que a i1nclusao

j o (An,An) > (En,En-a) de pares de espagos induz 1somortismo
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Jx ¢ H (An,An) -+ H

q (En,En-a) para todo q.

q

Consideremos as sequéencias exatas dos pares

(An,An) e (En,En-a) e o diagrama

Como as sequencias horizontais sao exatas, os diagramas co

mutativos, i, e 1, 1somortismos, segue-se, do Lema dos Cin

co, que Jj, e um isomorfismo.

3.3. Proposigao: Seja Ay = leo ]..;enl 0 n-simp]exé pa-

drao e 3 : Hn(An,An) -+ Hn_](An) o operador bordo a nivel de

grupos de homologia. Entao 5 € monomorfismo para n 2 1, E

isomorfismo para n 2 2.

Prova: Consideremos a sequencia exata do par (An,An)

1'

B 0
> Hn_](An) —— Hn_](An) LI )

j .
Hn(An) g Hn(An’An)

Como A, tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto se
gue-se que Hn(An) = 0 para n 2 1; assim ker 3 = im j = 0,
Logo & € um monomorfismo. Em particular, para n 2 2,

0 o que 1mplica 5 € epimortismo. Portanto, para

Hn-1(An)

n22, 5 €& isomorfismo.
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Antes de estabelecermos a correspondencia biunivoca entre
orientagoes de um espago vetorial real V, de dimensao n, e gerado

res em Hn(V,V-O;Z) ~z precisamos ver algumas proposigoes,

3.4, Proposigao:

Sejam An = |eoe1...en o n-simplexo padrao, Gn : An > An

a aplicagao identidade e o : An > An o homeomorfismo linear afim

dada por o = (e _e

oloooe

n-2enen—1)' (Pela Proposigao 2.4, as clag

ses de homologia [dn] e [o]l sao geradores de Hn(An,A ) ~ Z).

Tem—-se

Lol = -[8 1 € H (A _.A ) (n 2 1)
n n n
Prova:
Para n =1, §, = (eoel) by = 1eoe1f + 4,
g = (eleo) A, = [eoell + Al
361 = 8061 - 3161 =e, - eo
30 = Boc - 810 = e0 - e1 = —361

Consideremos, agora, o operador bordo a nivel dos grupos

de homologia
3 Hl(Al,Al) > Ho(Al)

o qual & um monomorfismo, pela Proposigao 3.3.
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14

Por (2.4 ), [6]] e [o] sao geradores de H](A],A]) ~ 7
e pelo que vimos acima, 1

3(Lol) = [50] = [-BG]J = - (38,1 = -8[61]

e como 3 e monomorfismo,

fa] = -[6]]

Suponhamos, agora, n z 2,

. 1 1 .
Sejam b = (ﬁ s ey ﬁ’0> € An-] c An
8, = (e,8, en_]en) = id byo> b,
g = (eoe1 "'en-Zenen-1) Ay by

a aplicagao singular que permuta os vertices e, € e 4 deixan
do os outros fixos.

Consideremos as sequencias exatas de homologia dos pares

(An,An) e (An,An-b) e o monomorfismo

k;]e;]ja tH(Asa0) > Ho (818 q)

explicitado abaixo. Neste diagrama (n > 2),

Hn(An) = Hn—1(An) = Hn-T(A'b) = 0 pois estes espagos sao
contraiveis.

Sendo An-] retrato por deformacao de Ap.y " b, segue-se
Hpoq {8y = b)) ~ H _y(8,.y) e dai, usando o Lema dos Cinco, o ho-

momorfismo induzido pela inclusao,
ke Hn—1(An-1’An-1) M Hn-l(An-1’An-1 - b)

e isomorfismo.
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Hp-q(a,=b) =0
li
J : : i
Hn(An) g Hn(An’An) v g Hn-1(An) g Hn-1(An)
\’ mono | ‘l
J
0 geradores [§, 1,00 0
(n 2 2)

1

Hoq (8,58 =b)

~
~

Ie* (excisao)

Ry (Bpoysbpoy - b)

n

[‘Sn-lJ € Hn-l(An-1’An-1)

(-1) 6, _13,=(-1)
[6n_]] gerador de H _, (2

Vejamos a imagem dos geradores [6n] e [o] de H (An,An)
pelo monomorfismo

-1 -1

Ky % Jo: Hn(An,An) -> Hn_](An_],An_])

Temos

i i i i oy
206, = [38,1 = [ .p(=1)"8,8 1 = .zo(-1) [3,6,]

e, entao,
. n i e
(Ja)la,] = ,Eg(-1)'[856.1 € Hooq (8080 )
A .
Para cada i <n, 8.6 = (e ...e;...e ) i & _; > A

e um (n-1)-simplexo singular em An-b, logo homologo a zero modulo
&b (Proposigao 0.6) . Entao
n-1 |

120(-1)1[316n] = 0 € Hn_](An,An'b) D Segue—se. entgo’
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. _ /.M ’ ' '_
(JB)[Sn] = (=-1) F(eoe]...en_])J Hn-l(An’An b)
e portanto,
(kalezlia)ts 1= (=)o 1 - H_ (8 _1sh. 1) 1y
* oo n n-| n-1""n=1°"n-1 ( |
Analogamente,
n i n ; A .o
(Jo)(lo]) = 1.;0(-1) [3,0) = igo(-l) [<eo"‘ei"‘en-2£n£n-1)] ¢ Hn_1(An,An-b)
Para 1 = n-2 e 1 =n, Bj0% by ? An sao simplexos singu-
lares em An-b e, portanto, ‘
(3,01 =0 - Hn_](An,An-b)
Assim,
. _ _qyN-1 _ ,_1yn-1
(Ja)(lol) = (-1) [(eo...en_zen_])J = (-1) [dn_]]
e portanto,
-1 -1, n :
(K €x J3)(Ta)) = =(-1) L6, 11 ¢ Hn_](An_],An_]) (gerador) (2

De (1) e (2) segue-se que

IU] = -[én] £ Hn(An,An)

3.5. Uma Correspondencia Biunivoca Entre Orientagées Em Um Es-
paco Vetorijal Real V, de Dimensao n, e Geradores Em
Hn(V,V-O;Z).

Vimos em °.1 que podemos dar a subvariedade linear afim

En c Rn+1, gerada pelos pontos €,s€15..-5€ UM estrutura de

. L ) o 1
espag¢o vetorial de dimensao n, origem a = ("H?T""“’ "ﬁ:T*)' tn
e base {e.-al, .. via a correspondéncia biunivoca.

sy o ] 1
P xma = K T TR e Xy T )

X = (xo,x],...,xn) € En <
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Seja V um espago vetorial real! de dimensao n.

Dada uma base ordenada (Vi)lsisn de V, a aplicagao

w(vi) En >V
n
definida por w(vi)(x = (xo,...,xn)) = 151(Xi'xo)vi
. . _ ] ]
e um homeomorfismo que leva a = (‘FTT-""’ _FTT') . En
em 0 ¢« V. E o isomorfismo linear que leva a base {ei-aH51N1de
tn na base {Viilﬁisn de V.

Pela Proposigao .2, o homomorfismo
Jo @ Ho(ap58,) » Ho (B LE -a)

induzido pela inclusao & um isomorfismo.
Consideremos a aplicagao ¢ =¥,

(Vi)

JORLE Ho (858 ) + H (V,V-0)

e um dsomorfismo, composigao dos isomorfismos.

. ¥ *

. id ' Jx (Vi) ~
Hn(An,An) > Hn(An,An) > Hn(En,tn-a) —_— > Hn(V,V-O) A
£s.] [y 06 1]

n Q(Vi)* (Vi) n
>
(o] isomorfismo
o ¥
[ (V.i )00)
(geradores) (geradores)
onde, lembremos, 8, = (eo...en) = id: by > b,
g = (eo...en_zenen_]) N

€ 0o n-simplexo singular que permuta os vertices e e _q» dei-
xando os outros fixos,
Seja Q@ o0 conjunto das orientagoes de V. tste conjunto tem

apenas dois elementos (classes de orientacao).
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Uma base {vi} de V representa uma classe de orienta-
|

12isn

950 que indicaremos por (Vi)'

A base {w,}, .~ onde w, = ViseesWo 5 SV osWo g TV ew =V

|
|

representa outra classe de orientacgao (w.).

0 conjunto G dos geradores de Hn(V,V-O) ~ 7z tem tambem a
penas dois elementos.

Mostremos que a aplicagao

¢ ¢+ 0 >+ G
definida por @((vi)) = ¢(vi)*([5n]) = [W(vi)OSn]
¢ bem definida e bijetora.

a) ¢ & bem definida, isto &, nao depende do particular re-
presentante da classe (vi): se {ui}lsiﬁn e outra base ordenada
de V na mesma classe de orientagao de {v,}. . » a transfor-

, i 1sisn
magao linear L, :+ V>V dada por Ll(vi) = ui(lsisn), que leva

a base {vi} na base {ui} tem determinante positivo e, portan-

to, pela Proposigao 0.8. L, e homotopica a L, = id: V>V,
Lembrando que W(v ) : En >V & o isomorfismo linear que le
i
va a base {ei-a}1Sisn de E ~ na base {vi}lsisn de V tem-se
Llow(vi) = W(u ) : En >V
Temos o seguinte diagrama comutativo:
g
AN L, = L_ = id
(E_,E_-a) > (v,V-0) > (V,V‘O)
n’"n
<
I )
-
(8 +8,) \
¢ = ¢
(ui) (Vl)



Entao

W(u.) 0jo 1id = W(v.)0301d
i i
isto e,
¢(ui) > Q(vi) (An,An) + (V,V=-0)

e portanto,

= ¢

Plupx T P

<

e dai,

i.e W(ui) = W(vi>

Hn(An,An) > Hn(V,V-O)

¢ ((u)) = ¢(ui)*([6n]) = Q(vi)*(tan]) = o ((vy))

Portanto, ¢ esta bem definida.

"b) & : @ + G e injetora:

A base {w,} = {vi,..ov _,,v ,v _,}
rientagao (w;) distinta da de (v;).
(Vi) : En + V foi definida por

n
W(vi)(xo,...,xn) = igl(xi-xo)vi

n-2

representa a classe de o-

Entao W(w.)(xo,...,xn) - igl(xi-xo)vi + (xn_1 - xo)vn + (xn - xo)vn_1

1

Entao, para todo x = (xo,...,xn) €A

(W<w‘)oa)(xo,...,xn) = ‘P(wi)(xo,...,xn_zxnxn_1

1

n-2

¢ E
n

) =

= igl(xi-xo)vi + (xn—xo)vn + (xn_l-xo)vn_1 = W(vi)(xo,...,xn)

Portanto,

¥ =¥ § A >V,
)oc (vi)o n

<wi
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Como [Gn] e [o0] sao geradores do grupo ciclico infinito

H (A ,4), ¢(vi)*([dn])= [w(vi)osn] e ¢(wi)*([o] = [w<w1

)oc]

sao geradores em Hn(V,V-O). Pela Proposigao 3.4, [c]--fdn].

(Lo1)=-[Y¥ oo]=—[W(v.)06n]--¢((vi))

Entao ¢((wi)) =¢(Wi)*([6n])=-¢ :

(Wi)*

(wi)

Como ¢((wi)) e ®((vi)) sao elementos nao nulos em Hn(V,V—O)e

simetricos, tem-se ¢((wi)) # ¢((vi)) e, portanto, ¢ & inje-

tora.

c) ¢ : 9 + G e sobrejetora: e imediato, pois vimos, aci-

ma, que ¢((wi)) e @((vi)) sao geradores em Hn(V,V-O), um
simetrico do outro, onde (Vi) e (wi) sao classes de orienta-

goes distintas,

Conclusao: ¢ : Q@ - G & uma correspondencia biunivoca en-

tre classes de orientagao de V e geradores de Hn(V,V-O).

2,5 Teorema. Seja M® uma variedade diferenciavel de dimen-
sao n., Para todo ponto x € M,

Hn(M,M—x) ~ Hn(TMx,TMx-O).

Prova: Seja ¢ : Ux > Bn(O,l) ¢ R®™ uma carta local; ex~-

. ~ - » » [ . » . p— ~ - .
cisao por M Ux implica isomorfismo i: Hn(Ux’Ux X) o> Hn(M,M X).

- Congsideremos o diagrama:

~

i, ¢ Hn(Ux,Ux—x) —— Hn(M,M—x)

0, l~

Hn(Bn,Bn-O) —— Hn(Rn,Rn—O)

~
~

~
~

> H (TM_,T™M -0)
n X Tx

donde se conclui o isomorfismo Hn(M,M-x) ~ Hn(TMx.TMx—O).
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Em (3.5) mostramos que existe uma correspondencia biunivoca en

tre os geradores de Hn(TMx,TMx—O) e as classes de orientagio
de TM_.
X

Como consequencia do teorema acima existe uma corres-

pondencia biunivoca natural entre os geradores de Hn(M,M—x) e

as classes de orientagao de ™, .
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CAPITULO 4 . Orientacao de Variedades

Neste capitulo M" serd uma variedade diferenciavel de
dimensao n 21 e a homolonia sinaular com coeficientes em um a
nel comutativo R com unidade. Secuimos de perto Greenberg
(Lectures on Algebraic Tboo1ogy) e Milnor (Characteristic

Classes).

4.1. Proposicao. Para cada x « M,

~
~

-~ n n
Ho(M,M-x) ~ H (R",R"-0) ~ R

Prova. Seja U wuma vizinhanca coordenada de x homeo-

morfa a uma bola unitaria aberta B em R".

~

Ex ° Hn(U,U—x) = Hn(M,M-x) e isomorfismo

(excisao do aberto M-x pelo subconjunto fechado M-U).
Se o : U=>BcR" & a carta local,

Ay ;,Hn(U,U-x) + H (B,B-0) e isomorfismo.

Sendo a bola aberta B homeomorfa a R".

< n pn.
Hn(B,B-o) Hn(R »R"~0)

Como B @& contratil, a sequéncia exata de homologia do par

"(B,B-0) nos da

H (B,B-0) ~ H__,(B-0), o(n-1)-madulo

n

de homologia reduzido. Mas B-o tem o mesmo tipo de homotopia

de Sn'1. Assim
ﬁn_1(a-q) ~ R

A composigao dos isomorfismos acima implica

~
~

Hoy(M,M-x) ~ H (R",R"-0) ~ R
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Consideremos o caso especial n =2, R = Z, Entao existem dois pos

sTveis elementos de

Hp(M,M-x) = Hq(U-x) = Hy(s)

que podem gerar este grupo ciclico infinito, a saber, aqueles repre-
sentados por lagos percorridos uma vez, em torno do ponto x, em di
recoes opostas. Escolher um destes geradores corresponde, intuitiva-
mente, escolher uma orientacao em torno do ponto «x.

Para n > 2 tem-se que determinar os possiveis geradores

de H, _,(U-x) ~ Hn_1(S""). 0lhando S""! como a fronteira do sim-

pode-se mostrar que os geradores s3ao :3§_ on

plexo geometrico by n on

de 6, : Ah + 4, & o simplexo sinqular identidade de 4,(veja(22)).

4.2. Definigao. Uma R-orientacgao local de M em x _E um

gerador do R-modulo Ho(M,4-x) .

Para definir a nogao de uma orientacao de M globalmente,
nossa intui¢cao nos diz que devemos ter orientacoes de M dada em ca

da ponto, de modo que estas orientacoes locais sejam “compativeis",

ou que "se colem"., Isto pode ser conseocuido em uma vizinhang¢a de um

dado ponto x, no seaquinte sentido

4.3. Lema da Continuacao: Dado um elemento «y ¢ Hn(M.M-x).

existe uma vizinhanca aberta U de x e ay¢ H (M,M-U) tal que
a, = jU(c ) onde
X x\" U

jU

x Hn(M,M-U) -+ Hn(M,M-x)

€ o homomorfismo induzido pela inclusao.

Prova. Seja a wum ciclo relativo representando a, .

Entao o suporte laalilde a e um subespaco compacto de M, con-
tido em M-x; assim U = M - |3a] & uma vizinhanca aberta de x.

Tomemos L Hn(M,M-U), a classe de homologia de a relativa a
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M-u; assim

.U .
JX(QU)— uX

Este Lema nos diz due‘podemos obter elementos uy c

< Hn(M,M-y) para cada y "proximo de x" (i.e. para y ¢ U) a

partir de @y pondo ay, = jg(uu) Chamamos o« uma continuacao

de &y em U, Devemos mostrar ainda

4.4. Lema da Coeréncia. Se a, gera H (M,M-x), entdo U

e ay podem ser escolhidos de modo que «a gera Hn(M,M-y) para

Yy
todo y ¢ U,

. Isto seque de um resultado mais forte:

4.5, Lema do Localmente Constante. Toda wizinhanca W de

x contem uma vizinhanca U de x tal que para todo y ¢ U,

il
: jg : Hn(M.M-U) +> Hn(M,M-v) e isomorfismo

(assim a, tem uma unica continuagao em U).

Prova., Seja V uma vizinhang¢a coordenada de x, conti-
da em W (V €& homeomorfa ao rR", portanto contratil) e seja UcV
um aberto menor correspondente a uma bola aberta, de R", de raio

< 1. Tq&ps, entao, o diagrama comutativo, para cada y e U

~ ~

Hn(M,M‘U) <€;ET;36*“ Hn(V,V~U) T—————> Hn_1(V‘U)

33 | ;j* ' e
' +

Ho(MaM-y) <xersao HnlVoV-y) ——> Hp y (V-y)

Como a inclus3ao i : V-U + V-y @& uma equivaléncia de homo to

u

pia, i, e j, sao isomorfismos e, entao, jy e um isomorfismo

para cada y ¢ U.
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4.6. Definicao. Dado um subespa¢p U < M, um elemento
¢ . U -
| o€ Hn(M,M-U) tal que Jy(au) gera Hn(M.M y) para cada y € U

sera chamado uma R-orientacao local de M ao longo de U,

4.7. Notacao. Se y < V < U sao subespagos de M, con-

sideremos as inclusoes

(M,M-U)

[ , 1

e os homomorfismos induzidos pelas inclusoes

iy i
Ho (M M-U) > H (M, M-V) ———> H_(M,M-y)
B 1
]
jy
Como i, o €1 = i, segue-se que j; 0 js = 53

Em consequencia, se o e uma R-orientacao ao longo de

U, entao Js(au) € uma ao longo de V, uma vez que
VU U .
jy(jv(uu) = Jy(a;) para cada y e V.

4.8. R-Orientacao global de M.

Suponhamos dadas:

i) uma famTlia de subespacgos abertos U1 que cobrem M,

ii) para cada i, uma R-orientagao local ay ¢ Hn(M,M-Ui) de M

ao longo de P

Chamamos isto um sistema de Rzorientacoes se vale a seguinte

condigao de compatibi1idadei
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U u

- _ ) = i j
i11) para cada x ¢ M, se x ¢ U; n Uj, entaq jx (°1)' ij(aj)

Neste caso uma R-orientacao local & definida sem ambigui

dade em cada ponto x por

iv) a

Dado outro sistema de R-orientacoes (Vi 8y )» dizemos
que ele define a mesma R-orientagao se

v) a, =By para todo x € M

Entao, uma R-orientacao alobal de M &, por definigao,

uma classe de equivalencia de sistemas de R-orientagdes, a rela-
¢ao de equivalencia sendo (v).

Di zemos que M @ R-orientavel (respectivamente, orien-

tavel) se existe um sistema de R-orientagdes (resp. um sistema

de Z-orientagoes).

4,9, ORIENTAGAO NUMA VARIEDADE DIFERENCIAVEL NO SENTIDO DA TO-
POLOGIA DIFERENCIAL

"Uma oriehtagao em uma variedade diferenciavel MP&iZ 1)
€ uma escolha de orientagao nos espagos tangentes a M, em cada
um de seus pontos, de tal modo que a segﬁinte condigao de compa-
tibilidade seja satisfeita: Para cada ponto p de M existe u-
ma carta local (U,x) com p € U tal que Dx(p) leve a orienta

cao escolhida em TMp na orientagao de R"™ dada por sua  base

canonica,




36

Esta definigao & equivalente a
"Existe uma cobertura de M" por cartas locais tais
que a transformagao de coordenadas, entre duas quaisquer des-

tas cartas, tem a derivada com determinante positivo",

4.10. EQUIVALENCIA DOS CONCEITOS DE ORIENTAGAO EM TOPOLOGIA
ALGEBRICA (DADO POR 4.8) E TOPOLOGIA DIFERENCIAL (DADO

POR 4.9).

'

Demonstfagao: a) (4.9) implica (4.8)

Suponhamos M orientada segundo (4.9).
Sejam p € M e x : Up c M® > x(U ) ¢ R® uma carta
local onde Up € um aberto contendo p. Por (3.5) e (3.6)
as classes de orientagao do espago tangente a M no ponto p,
TM_, estao em correspondencia biunivoca com os geradores do

grupo ciclico infinito Hn(M,M-p).

TMp possui duas classes de orientagao

) 9 3 9 P 3 9 P
(ax (P),-- L ] 9x (P)) e ( 3% (P)""’ 9x \P): 9x \p)i Ix \P))
n 1 n-2 n n-1
Se a primeira corresponde o gerador ap de HnQLMrp),
a segunda corresponde o gerador —ap.

| Notemos que up nao depende da particular carta to-
mada; de fato, se y : Vp C M- y(Vp) c R® & uma outra carta
local, como M & orientada, a matriz de mudanga de coordena-
das T = (yox-l)'(x(p)) tem determinante positivo. Assim as
classes de orientagao em TMp obtidas pela carta x sao exata

mente as obtidas pela carta vy,
Pelos lemas (4.3) e (4.4) o, tem uma unica continua-

cao ay € Hn(M,M—U) onde U ¢ Up ¢ uma n-célula aberta con

tendo p.
Notemos, tambem, que esta extensao nao depende da par

-

ticular carta local tomada; com efeito sey : Vp CM-~ y(Vp) cr® &

uma outra carta local, pelos mesmos lemas up pode ser esten
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dida, de maneira unica em V €< Vp’ a um elemento oy €I%‘MJ&V)
onde V e uma n-célula aberta contendo p. Para todo
gqeuUunv =y, pelos mesmos lemas %y estende-se, de maneira Unica em

uma n-celula aberta W c wp, a um elemento ay € Hn(M‘M-W).

H (M,M-U) .U
n

Qi W

: i
- - -
H (M,M-W) ——1- H_ (M, M=-q)

.V
o Jw
Hn(M,M-V)
Assim
W, .U ~ W,V .
Jq(Jw(aU)) =og Jq(Jw(aV)) para todo ¢ W

Sendo jZ isomorfismo,

OU — -V - - . ~
Jw(aU) = Jw(av) @, € a orientagao local ao longo

de W , a Gnica continuagao de oy € Hn(M,M—p) tanto consi

derando o sistema X como o sistema y. Consideremos a fa-

milia de orientagoes locais (W e } e seja

rew nw < Up n Uq. Devemos mostrar que

o, =§, @y ) =i, (@y) =a_ < H M),

Mas isto & verdade, pois a matriz de mudanga de coor
denadas tem determinante positivo, isto significa que as ba-
ses dadas em TMr usando ambos os sistemas de coordenadas
pertencem a mesma classe de orientagao. Isto implica que os

geradores o e ar € Hn(M,M—r) que correspondem Equelas

classes de orientagao sao 0OS mesmos.

Assim a familia (W 2oy € uma orientagao global

em M, segundo (4.8).
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b) (4.8) implica (4.9)

Vamos supor, agora, que a variedade seja orientavel no
sentido da topologia algéebrica. Seja, entao, {Ui’ai}iél um
sistema de orientagoes em M, onde

i) a familia de subespagos abertos U, cobre M

ii) para cada i, a, € Hn(M,M—Ui) ¢ uma orientagao lo
cal de M ao longo de Ui'

iii) (condigao de compatibilidade) para cada p € M, se

€ . N . a
p U1 UJ, entao

vU. U.
et . .

L) o= Q. a € H (M,M~-p)
ip (“1) 3o ( J) P o (M, M-p

Seja p € M e x

Up S M~ x(Up) c R®™ uma carta

local; existe 1 € I com p € U e o, uma orientagao local
de M ao longo de Ui'

Tomando W, =U_0 U, e x, = x|W, a colegao
i P i i i

{Wi,xi} constitui uma cobertura de M por cartas locais.

Se q € W, 0 W, «U, n U, com
1 ] 1 J

Ui Uj
i o.) = j (a.) = o
Jq ( l) Iq J) q

e este gerador corresponde a uma classe de orientagao no espago

tangente TMq, 'segue-se que as classes de orientagao de TMq ob
tidas das cartas locais W, e Wj sao as mesmas, isto e, a mu-

danga de coordenadas tem determinante jacobiano positivo, Logo
M e orientavel do ponto de vista da topologia diferencial (se-
gundo (4.9)).

Observagao - Uma consequéncia da equivalé@ncia provada a-
[3 - . 13 o - n - ) - -
cima e que se uma variedade diferenciavel M e orientavel sera

tambem orientavel se munida de uma estrutura diferenciavel distin

ta da original.
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A Classe Fundamental de Uma Variedade Diferenciive}

Orientada Compacta

\ n . . - .
Sejam M uma variedade diferenciavel n-dimensional,
nao necessariamente compacta, e K < M um subconjunto compacto.
Se K<L <M denotaremos por

Jg ot Hy(MM-L) o Hi (M, M-K)

o homomorfismo natural induzido pela inclusao (M,M-L) + (M,M-K)=
Se a € uma classe de homologia em Hy(M,M-L), a imagem jk(a)

costuma ser chamada a "restricao" de a a K.

4.11. Lema. Os grupos H.(M,M-K) sao zero para i > n.
Uma classe de homologia a ¢ H (M,M-K) & zero se, e sd se, a
restrigao "
jx(a) € Hn(M,M"X)

€ zero para cada x € K,

Prova. em Milnor-Stasheff-Characteristic Classes, p.
270.
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4.12, Teorema. Se M" & uma variedade orientada e K c M um
subconjunto compacto, existe uma e somente uma .classe
ug € Hn(M,M-K) que satisfaz
JK( ) = para cada x < K
x ‘MK Hx
(ux) uma orientagao local para M em x; i.e. uma escolha de

um dos dois possTveis geradores para Hn(M.M-x;Z).

Em particular, se M for compacta, entao existe uma e a-

penas uma classe uy € Hn(M) tal que
3 Cuy) = wy para cada x € M,

Esta My € chamada a classe fundamental de homologia de M.

Prova do Teorema

A unicidade seque-se do Lema anterior. De fato, suponha-

mos que existam ug e “k em Hn(M,M-K) que satisfazem
‘K( ) = e JK( e) = ara cada € K
Iy LMK Mx x\¥K My Parac X

Assim J:(uk = ug) =0 € H (M,M-x) para cada x ¢ K

e, entao, pelo Lema anterior, '"k = uy.

A prova daexistencia sera dividida em tres casos.

Caso 1. K contido em uma vizinhanca aberta U de um dado pon

to «x U suficientemente pequena de modo que My se estenda a

0
uma unica orientacao (Z-orientacao) a; ao longo de U. Neste ca

ol
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so, pelos Lemas 4.3, 4.4 e 4.5,
t H (M,M-U) > H (M,M-x) e um isomorfismo
e assim, 'aﬂmﬁé um gerador de ' H_(M,M-U) e
aU) = u, Dpara cada x ¢ U.
Consideremos os homomorfismos induzidos pelas inclusoes

u K

jK Jx
Hn(M,M-U) > Hn(M,M-K) ————> Hn(M,M-x)

Tomemos

Wi = jK(aU), a restricao de ay a K.

Assim

. . .U, U
3§(“K) = Jt(Jg(aU)) = j,(ay) =, para cada x ¢ K

Caso 2. Suponhamos K

Ky v K, onde ”K] e wuy e_xistemj

2
pelo Caso 1, idisto e, tais que

K
. _ )
Iy (uK]) = u, para cada x ¢ K,
K
e sz(uKz) = u, bpara cada x ¢ Ky

Observemos que a condigao de compatibilidade de orientagoes

(veja 4. 8) garante

Ky K2 »
jx (uKl) = jx (uKz) = u, para cada «x ¢ Ky n K2 (1)



Consideremos, agora, a sequéncia exata (relativa) de Mayer-
-Vietoris:

]

”, t
0 > H (MM-K) —Ss H (M, M=K, )81 (M, M-K,) > H_ (M,M-K{0K,)

onde

K K2

s(a) = g (=) @ 3 () e t(8) = Jy g (8 = I ag, )

Observemos que

2 K1 K,nX

1K, K

Kan
' (i’ (up )) =
klnkz K2 X

Ix (jKanZ(uKl)) = jX

para todo x e K1 n Kz; logo, nelo teorema da unicidade para K1 n Kz

Kl KZ
j (vy) =3 (up ) =
Kan2 1 Kanz K2 Kanz
Entao
S| 2
tlup O up ) = jo v (up ) = J (v ) =0
Kl K2 KanZ Kl KanZ KZ
ou seja
u L I € ker t = im s.
K1 K
Assim
uKl 9 uKZ = s(a) para algum a < Hn(M,M-K)

Este a € o requerido Mg De fato, consideremos o diagrama comu-
tativo para todo x ¢ K, .

Jx
Hn(M,M-K) - > Hn(M,M-x)

Is iyt

1
H, (M,M-K;) @ H_(M,M-K,) H (M, M-K; )

>..l
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Entao,

K K K

iy (a) = (Jx o Dy o s)(a) = Jo Cug ) o= u, bpara cada x ¢ K,
Analogamente,

X K2 LY ,

Jela) = (3,7 0 pp 0 s)(a) = J, (uK7) = u, para cada x ¢ K,

Caso 3. K arbitrario

Para cada x ¢ K, seja Ux uma vizinhanca, homeomorfa a um

disco aberto do R", suficientemente pequena de modo que Wy Se

estenda a uma unica o a0 longo de U, .
X
0 recobrimento aberto (Ux)XEK de K admite um subrecobri-

mento finito Assim

(Uxi)1sisr‘
KelU, v ...vT e, pondo K, =T, n K,
X1 Xp i
tem-se

K=Kyuvu ... uK onde existe pelo Caso 1,
1 r Ki
para cada 1sisr,

A classe uy e agora construida por indugao sobre r. Is-

to completa a prova.

n

4.13. Proposicao. Se M for compacta conexa e orientavel,

entao

Ho (M) e ciclico infinito com aerador wuy, a classe fun-

damental de M. ([71, p.273)

Neste caso,
jx(uM) = u, para cada x ¢ M

e g ¢ H (M) + H (M,M-x) @& isomorfismo para cada x € M,
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4.1 4 Observacao. De acordo com ( 3.5) podemos estabelecer uma

correspondencia biunivoca entre o conjunto a, das classes de o=

rientacao de TM espago tangente a uma variedade M', no ponto

X!
x de M, e o conjunto Gx dos qeradores de Hn(TMx, TMx-o) e,

via o isomorfismo

£, ¢ H (M, TM =0) = H_(M,M-x) (Prop. 3.6)

com 0s geradores de Hn(M,M-x)

Agora, se M for compacta, conexa e orientavel entao utili-
zando o isomorfismo

e b H (M) > H (M, M-x)

visto em ( 4.13); j;1 ° £, es tabelece, nara cada x € M, wuma cor

respondencia biunTvoca entre as classes de orientacao do espaco tan-

gente TM e os geradores do grupo ciclico Hy (M)

4.15. Observacao. Se a variedade M nao for compacta, por exem-

plo M = R", entao Hn(M) =0 e, portanto, o raciocinio acima nao

se aplica.
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CAPTTULO 5
0 GRAU DE UMA APLICAGAO

5.1. Grau de uma aplicacdo diferenciavel

Sejam M" e N" variedades diferenciaveis de mesma dimen-
sao com M compacta (sem bordo) e f : M + N wuma aplicacao diferen
ciavel. Seja y ¢ N valor regular de f. Entao f'](y)={x],.,.,xm}

tem um numero finito de pontos o qual denotemos com #f_1(y). A fun-
cao #f'] estd entao definida no conjunto dos valores regulares de
f o qual e um subconjunto aberto e denso de N.

Sendo y valor regular de f e M e N de mesma dimensao,

df  : TM, > TNy
e um isomorfismo para cada x e f-](y). Entao podemos escolher vi-|
zinhangas abertas U; de x; « f '(y), duas a duas disjuntas, tais:
que f restrita a U, e um difeomorfismo sobre uma vizinhanca aber.
ta Vi de vy. |

m
M- p e fechado em M e, portanto, compacto. Entao
i=1

sua imagem por f & fechada em N e nao contém o ponto y. Logo,

m
V= Dve - f(M- Uy

€ um aberto contendo y formado apenas de valores regulares de f1
e para todo ponto z ¢ V, f-](z) tem exatamente m elementos, o
que mostra que a fungao #f'](y), gue associa a cada valor reqular ‘
y de f, o nimero de pontos de f '(y) & localmente constante.
Sabe-se também ([SD que se f e g : M > N sao diferencié
velmente homotopicas e y ¢ N & um valor regular de ambas, entao

(mod 2)

]
RS
e}
<

#e7 1 (y)

e se N for conexa e y e 2z forem valores regulares de f,

#t71(y) (mod 2)

L

I

—

]
—_—

—

N
et
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Assim, quando a variedade N € conexa, o inteiro
#f-](y) (mod 2) est3a associado apenas a funcao f e nao ao parti
cular valor regular y, o que justifica a sequinte definigao.

5.2. Definicdo: Sejam M" e N" variedades diferenciaveis
de mesma dimensao, com M compacta (sem bordo), N conexa,f:M+N
diferenciavel e y um valor regular de f. Ao numero inteiro
#f'](y) (mod 2) chamamos o grau, modulo 2, da aplicagao f e de-
notamos

#671(y) (mod 2) = deg,(f)

Observe-se mais, que estes inteiros estao de fato associa
dos as classes de homotopia diferenciavel das funcoes, isto &, se
f,g : M > N sao diferenciavelmente homotopicas, entao

deg,(f) = deg,(9)

5.3. 0 Grau de Brouwer

Este € definido para aplicacoes diferenciaveis entre va-
riedades diferenciaveis orientadas.

Sejam M" e N" variedades diferenciaveis de mesma di-

mensao, orientadas, ambas sem bordo, com M compactae f : M > N
aplicagao diferenciavel. Se x ¢ M & um ponto regqular de ¢,

dfx : TMx > TNf(x)

e um isomorfismo entre os espacos tangentes a M e N nos pontos
x e f(x), 'respectivamente.

Dizemos que f preserva a orientacao em x se dfx le-

va uma base de TMX, da orientacao de M, numa base de TNf(x) da
orientagao de N. Caso contrario, dizemos que f inverte,ou nao
preserva, a orientacao em x.

Seja, agora, y ¢ N um valor reqular de f. A cada
X ¢ f'](y) = {x],...,xm} associamos o valor (ou sinal)

1 se df preserva a orientacao

s(dfx) X

e s(dfx)

-1 se dfx inverte a orientacao.
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Para cada valor reqular y de f, chamamos o arau (de
‘Brouwer) de f em y ao nimero inteiro

deal(f,y) = & s(df) (1)
xef 1 (y)

Se trocarmos a orientacac de M(ou de N) o grau muda a
penas de sinal. Se f preserva (inverte) a orientacao em x, o©
" mesmo ocorrera numa'vizinhanga de x. .

Como M & compacta, #f-](y) e localmente constante e
como os sinais associados a cada ponto de f'l(y) se preservam
nas vizinhancas tambem, deg(f,y) & localmente constante.

Temos resultados an§1ogos aocs que vimos para
deg,f. (veja (11):

a) Se f,g : M+ N sao diferenciavelmente homotopicas e
y € um valor regular de f e de a, tem-se

deg(f,y) = deg(g,y)

b) Se N & conexa entao dea(f,y) tem o mesmo valor pa-
‘ra todo valor reqular y de f. . '
Neste caso definimos o grau (diferenciavel) de f:

deg(f) = deg(f,y)

[}

e entao, se f,g : M > N sao diferenciavelmente homotopicas, am
bas tem o mesmo grau:

deg(f) = deg(9g)

5.4. Observacao. Se a variedade M nao for compacta podemos
também definir deg(f,y) para todo y ¢ N valor regular de f,
se f : M> N for uma funcao propria pois, neste caso, f'](y) &
ainda constituido de um numero finito de pontos e tem significa-
do deg(f,y) dado pela formula (1) acima. Observe-se que se M
é compacta entdo f : M+ N & propria.

5.5. Observqgibz degz(f,y) = #f'1(y) (mod 2) €& igqual a
deg(f,y) dado pela formula (1) acima, reduzido modulo 2, isto €,

deg(f,y) (mod 2) = deg,(f,y)
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De fato, admitamos que

~deg(f,y) = (14 ... + 1) + (=1)+...+#(-1) = m=n
- S

m vezes n vezes

Se deg(f,y) for par, isto &, m-n = 2k entao

#f-](y) = men = 2(k+n) €& par,

Raciocinio analogo para m-n 7impar. Assim,

dea(f,y) (mod 2) = deg,(f,y)

N variedades diferenciiveis

5.6. Definicao. Sejam M™ e N
de mesma dimens3ao n, orientadas, compactas (sem bordo), N co-
nexa .

Uma aplicacao continua f : M + N dinduz um homomorfis-

mo

fo @ H (M)

> Hn(N)

entre estes grupos ciclicos infinitos, com geradores Wy
classe fundamental de M, e uy, 2 classe fundamental de
respectivamente. Temos

f*(uM) = d.uM

0 nimero inteiro d & chamado o grau topologico de f.
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5.7. EXEMPLO - Sejam M" e N" variedades diferencii- |
veis de mesma dimensao n, orientadas, compactas sem bordo e co
nexas. Seja f ¢ M s+ N .um espaco de revestimento de m folhas
de N, isto e, para cada y ¢ N existe uma vizinhanca aberta V
tal que f'](V) € uma reuniao disjunta de conjuntos abertos
U1, Uz,...,'Um em M cada um dos quais & levado homeomorfica-

mente sobre V por f. O0s Ui's sao chamados folhas sobre V e
€ claro que a fibra f-1(y) e um conjunto finito de pontos
f'](y) = {x],xz,...,xm} onde X; ¢ Ui’ i=1,...,m.

. Para um x € M, escolhamos uma vizinhanca U de x que
e levada homeomorficamente sobre uma vizinhanga V de y=f(x) por
f. Entao f induz um isomorfismo for Hy (M, M=x) > Hn(N,N-y) 0
q
H

ual @ a cdmposicio de isomorfismos .
T x (flU)w T
> H (U, U=x) ———> H (V,V-y)

n(ﬂ’”'x), > Hy (NyN-y)
- Dizemos que f preserva orientagdo em x se 0 isomor-

fismo f* leva a orientacdo local escolhida em x na orienta-.

¢ao local escolhida em y e diremos simplesmente que f preser
va orientacao se para cada x ¢ M, o isomorfismo fy preservar%
orientagcao. Com as notacoes acima vamos demonstrar a seguinte

5.8. Proposicao: - 0 grau de f : M+ N & positivo se,
e somente se, a aplicacao f.  preserva orientagao e, neste caso,
deg(f) = m. |

Prova: a) (=)

Seja. £l

(¥) = {X9:%,,.. 5% }5 2 excisdo por
M—f'](V) induz um isomorfismo

Ha (T ), 71 - 7))

~

> H (M,M=£71(y))

m .
Por outro lado, sendo f'](V) = ‘U1U1, reunido disjun-
i= ‘

ta, tem-se

u e -1 -1 ~
Ho(fF (V). f (V)= £ "(¥)) 1s?smH"(Ui’Ui°xi)
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1

Para cada x. ¢ f '(y), a excisdo por M-U, induz iso

=

morfismo Hn(M,M-xi) Hn(Ui’Ui'xi) e sendo U, homeomorfo a V

i

via f}Ui, seque que Hn(Ui’Ui'xi) ~ Hn(V,ny).

A excisao do par (N,N-y) por N-V induz isomorfismo
Hn(V,V-y) ~ Hn(N,N-y), e assim temos o isomorfismo

fxi HO(MM=xi) > H(NLN=Y).

Consideremos entao o saquinte diagrama comutativo

. - i T f
H (M M- f YN @ X > BH (M, M-x) Xy H o (NN-y)
x e £71(y)
*
N J
fx
H(M) > H(N)

Sejam My € uy as classes fundamentais de homologia

para as orientagoes de M e N, respectivamente.

Sejam wu_, ¢ H_(M,M-x) a orientagao local em x ¢ M e
X n

My € H(N,N-y) a orientacao local em y ¢« N. sSe f : M >N

preserva orientacao, entao fx(ux) =y para cada x € M, e as

sim usando o diagrama acima obtemos

| L f
X .

. 1 . -
J(uy) ——> ux]ﬂ..-O Yx o ————> mu, ¢ H (N,N-y)

' -1

| ”

u . fa >m ¢ H_(N)
M "N n

f*(uM) ='(j;]°2fx.°gjx)(”M) = My logo o grau € positivo e a-
i

1ém disso deg(f) = m.
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b) (<==)
Reciprocamente, suponhamos que deg(f) = d & positi-
vo. Vamos denotar por e (f,x) = 1 o sinal de f no ponto x,
isto €, e (f,x) =1 se f preserva orientagdo em x e e (f,x)=-1
0 caso contrario, entao usando a comutatividade do diagrama a-
cima temos que ’ | |

: m
d = E - E(fgx‘) = -E_E(f,x-) > 0.

Assim para algum i = 1,...,m, fx preserva orienta
i . 2

¢ao; considero agora o sequinte diagrama comutativo

f:X.
HO (M, M-x) > H (NN-y)
?
~ |.u ' ~ .Y
~ .J ~ B
X5 _ ‘Jy
H (M,M-=U) Fa > H_(N,N=V)
n n'?
e | ;].v
~'J-)E' ~lJf(x)
f-—
H (M, M-X) :X > H (N,N=F(X)), X ey
A Ay NTNTNY . i
f_ = jf(;)O(Jy) ofx_ogx 0(Jj’) assim se fx. preserva 0

X j i X i

rientacao entao para todo x < U, f_ preserva orientacao.
. X

Sendo M variedade conexa, entao para todo xjef'](y)

posso cobrir o caminho liaqando x; @ xj com um numero fini-

to de bolas (ou abertos) duas a duas nao disjuntas.
Assim se f preserva orientacao em x., preservara em

o . i - -
todo x ¢ f ](y). Portanto f preserva orientagao e, alem
disso, d = m.
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5.9. EXEMPLO: Sejam M" e N" variedades diferencid
.veis, compactas e conexas, e f : M » Yo © N .aplicagao constan

te. 0 ponto Yo nao e um valor reqular da f, mas todo y # Yo

e um valor regular da f com f-](y) = ¢, Portanto, deg(f)=0.
Este procedimento & usado sempre que Yo € N nao for

um valor regular de uma aplicagao diferenciavel f : M » N. Pe-
1o teorema de Sard, o conjunto dos valores regulares da f & um
subconjunto aberto e denso de N. Portanto, numa vizinhanga ar
bitriria de Yo existe sempre um y valor regular da f e,
sendo N conexa, deg(f,y) tem o mesmo valor para todo valor
reqular da f. Definimos, entio,

deg(f) = deg(f,y)

onde y & um valor regular arbitrariamente proximo de Yoo

-

Voltando a aplicagcdo constante f : M » Yo € N,
para a qual deg(f) =0,
fa i H (M) > H(N) e o homomorfismo nulo e, assim, o

grau topologico da f e d = 0, portanto igual deg(f) do
ponto de vista diferenciavel:
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5.10. Teorema. Sejam M® e N variedades diferenciiaveis
de mesma dimensao, n, orientadas, compactas (sem bordo) e co
nexas e f : M + N uma aplicagao diferenciavel. Os graus topo

logico e diferenciavel de f sao iguais.

Demonstfagﬁo. Suponhamos y € N valor regular de f
_1 _1
f “(y) = {xl,...,xm} # ¢. Para cada x € £ (y),dfx:mx* ’I‘Ny

o

o\

um isomorfismo e, entao, existem vizinhangas abertas Ux de
i
x; € f 1(y), duas a duas disjuntas, tais que f Trestrita a

U e um difeomorfismo sobre uma vizinhanga aberta V de y.
i

As vizinhangas U podem ser tomadas homeomorfas a bola aber
‘ i

ta de centro na origem do R" e raio 1.

Pondo U = U Ux consideremos o seguinte diagra-
xe£ 1 (y)
ma comutativo: o
> Hn(N)
JY
* *
@ Hn (M,M-x) < —> Hn(N,N-y)
5 €
N 2;} ~ i* (ij> N
\\ \Z- excisao excisao
-1 £y
@i \F H (U,U=" 1 (y) ——> H_(V,V-y)
excisoes . g
B -
~ zix
- 'r‘fx
. ~ m
* v v v -x) % 2™
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Os diagramas 1) e 2) sao obviamente comutativos.
Para ver que o diagrama 3) & comutativo, seja
[a] = ([all,...,[am3) € ® Hn(Ux,Ux-x)
xéf-l(y)
fo([a]) = [foal] + ... 4 [foam]

xe £ 1 (y)

Por outro lado,

i _(Lad) = ([o;] + ... + [a 1) € B_(U,U-F " (y)
xéf-l(y)
e f*([a1]+...+[am]) = [foall + ...+ [foam] € Hn(V,V-y)

O Diagrama 4) e comutativo pois,

(Gi;*oi*ozix)([u]) = (85 0i)(loy,.0nl0 D) =

xéf_l(y) xéf-l(y)

= Qi;*([alj?...,[um]) = ([0.1]+.'..+[Gm],...,[a1]+...+[am]) [

-1

€ € - , -
x€f " (y) H (M, M Xk oo xH (M, M=% )
P i i n = . a - - 1
ara 1 ¥ j, Ux. ij @; entao Ux. xj <M xi e, assim,
1 J
R = € -X.
[uJ] 0 HP(M,M xl)
]
Assim,

Oi;*([all,...,[am]) = ([al],...,[qm]) - Oix*([a])’

xéf-l(y) ‘ xff-l(Y)
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Logo,
i’ oioZi = 8i
X, X X,
xef L (y) xe £ (y)

Mostremos, agora, que o diagrama 5) & comutativo:

Seja [l ¢ H (M). Entao j,([8]) = [B]eHn(M,M-f_l(y))

0i, ([8)) = ([gl,...,[8] ¢ @H (Of,M-x) - 8], ([8])

x€£ L (y) x€ £ (y) x€ £ (y)

Vamos mostrar, agora, que e comutativo o diagrama

£x
H_ (M) > H (N)
9], iy (1)
i* oI f o ® 1_1
X Xy
OH_(M,M-x) - =Th, > H (N,N-y)
x€E "t (y)
onde
xyp £ i,
. ) sy - - -
hX ’ Hn(MsM X) ~ 5 Hn(UX,UX X) ""':,—"""9’ Hn(vsv Y) "‘""5“’? Hn(N,N y)
Usando a comutatividade dos diagramas 3) e 2) temos
i 0If 0o@0ilo®j =f oi ofiv®ilo®d j (11)
* X Xy x * * x ™ Tx, x
Considerando que & i; ¢ isomorfismo a comutativi
*
dade do diagrama 4) tem-se
i of i o® 1—1 = (9 1i' )“1
X X X* 'X*
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Usando a comutatividade do diagrama 5), o segundo mem

- bro de (II) torna-se

f, o j, e, portanto, jy o £,

peld comutatividade do diagrama 1).

Assumamos Ux e V cartas diferenciaveis em torno de

X € f-l(yd e de y, respectivamente e consideremos o diagrama

Q D > Q
x y
o (I11) ¢y (veja 3.5)
H (TM_,TM -0) > H (IN ,TN -0)
n X' X n y y
1V
&x* (1V) Ey*
f*
Hn(Ux,Ux-x) > Hn(V.V-y)
i, (v) i,
f*
Hn;M,M—x) >.Hn(N,N-y)

Devemos mostrar a comutatividade dos diagramas (III),
(Iv) e (V).

Qx e Qy sao os conjuntos das classes de orientagao
em TMx e TNy, respectivamente, Se {vl(x),...,vn(x)} e u-
ma base de TMx’ sendo dfx :TMx -+ TNy isomorfismo segue-se
que {dfx(vl(x)),-..,dfx(vn(x))}. e uyg,base em TNy elhniﬂ%

e definida por

DUV () = (a8, (v 009y -
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Esta aplicacao estd bem definida pois, se
{w](x),...,wn(x)} e uma outra base em TMx na mesma classe de

orientagao de {vi{x),...,v (x)} entdo a matriz P = (aij) de

n
mudanga de coordenadas da base {vi(x)} para a base {”i(x)}

tem determinante positivo.

Como “1(x) = ai]v](x) + ...+ ainvn(x) tem-se

dfx(“i(x)) = ai]df (v](x)) + ...+ aindfx(vn(x))

Assim a matriz mudanga de coordenadas da base
{(df (v;(x))} para a base {df (w;(x))} e exatamente P com

det P > 0 e, portanto, essas bases representam a mesma classe
de orientacao, isto €,

(df (vi(x)) = (df (wy(x)))
No que se segue estaremos usando as notagoes de (3.5):

o = leoe]...e

: < n+
n o n-simplexo padrao em R L

nl
En c R"+] a subvariedade linear afim gerada pelos pon

tos €,s€ys---s€ s cOm estrutura de espago vetorial de dimen-

sao n, origem a = (_F%T""’_F%T+ € En e base {ei-a),.

1 s 4 5 n.

§p = (eo. en) = id by > b
o = (e,. e g€ -8 1) A~ by

' : E ™ o isomorfismo linear
w(vi(x)) n_ X

n
definido por W(vi(x))(“ = (ao,...,an)) = 151(“1 - “o)vi(x)

que leva a bas§  {ei-a} de En na base {vi(x)} de TMx'

\
/

e

:

) N




4 58

0 isomorfismo ¢(v ) : Hn(An,An) -+ Hn(TMx,TMx-O) @ a composi-
-i *

¢ao dos isomorfismos.

id

. . * 1 *
Ho(8gs8,) > Hn(An,An) —_ > Hn(En,En-a) — Hn(TMx,TMx-O)

que leva os geradores (8§ ] e [o] nos geradores [V¥ 0é 1
n (Vi) n

N

y
e [ (v1

)00], respectivamente.

o, + 0, > Hn(TMx,TMx-O) @ a aplicagao que estabelece a

correspondéncia biunivoca entre as classes de orientacdo de TM,

e os geradores de Hn(TMx,TMx-O), definida por

3

o, ((vy(x))) = E‘P(v1

)osn]

Consideremos o diagrama

¥
(vi)
E, —_ 1 ™, (dfxow(vi))(ei-a) = df, (v;(x))=0;(y)
. dfx e,da unicidade de W(wi), segue-se
Fluy) A df_ov =y
Assim,

(dfx)*0¢x((vi(X)))=(dfx)*tv(vi)oan=[dfxov(vi)oan =

Cw( 1

108,328, (i (¥))) = o, ((dF, (v;(x)))

6, ((dF (vi(x))) = 8,0D((vy(x)))

Portanto, o diagrama (IIl) & comutativo:

(dfx)*o¢x = ¢yoD.
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As aplicagoes . : ™M, > U e g TN >V

X y y
sdo a composicdo dos homeomorfismos indicados nas colunas verti
cais do diagrama abaixo:

X

df
a = Iavi(x) e TM, X > TN, 2A;df, (v (X))
n n
Py e1 € R R }:J\1.e_l
& k
g" B"
cartal| h l foh
Ux f > V
(hog)(zxiei)k— > (fohog)(zxiei)

Como este diagrama & comutativo, a nivel de aplicagoes
segue-se a comutatividade do diagrama (IV).

A comutatividade do diagrama (V) € imediata.

Da comutatividade dos diagramas (IV) e (V) conclui-
mos que
h, : H (M,M-x) » H (N,N-y) preserva orientacio se, e sd se,

dfx : TMx + TN preserva orientagao, isto é, f preserva o-

y
rientagdo no sentido da topologia algébrica se, e so se, f
preserva orientacao no sentido da topologia diferencial.

Assim, df e h tém o mesmo sinal s(hx) e

zhxg“x) = zs(hx)uy = deg(f)uy,
xef ' (y)
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Voltando ao diagrama (I),
(zhy 0 ® 3 )(uy) = Thy(u,) = deg(f)u;

xef ™1 (y)

Pela comutatividade do diagrama (I), o primeiro membro
desta igualdade e:

(3,0F4) (uy) = 3, (duy) = dJ

= dp ortanto

y
deg(f) = d

-

isto &€, o grau diferenciavel & igual ao grau topologico.
Se f'1(y) = ¢, entao deg(f) = 0, e pela comutativida
de do diagrama
f

*
Ho (M) ———> H_(N)
1 Z}Jy
f*
0 = H (M,M)— > Hp (N, N-y)

Segue que f, : Hn(M) + Hn(N) € o homomorfismo nulo, e
0. Logo tambem neste caso tem-se

[~ 8
=}
-4
o
L]

deg(f) = d
0 teorema 5.10 pode ser mais geral se fizermos o seguinte:

Observacao:

Existe uma correspondencia biunivoca {M,N]COO--—m»[M,N](jif
entre o conjunto das classes de homotopia de aplicacoes continuas

M > N e o conjunto das aplicagoes diferenciaveis M > N, Como o
grau de uma aplicagao f : M+ N depende apenas da classe de ho-
motopia de f, podemos dar a seguinte definigao para o grau de u
ma aplicagao continua sob o ponto de vista da topologia diferen-
cial,

Definigao: Seja f : M" » N uma aplicacgao contTnua entre varie-
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dades de mesma dimensao orientadas, compactas (sem bordo) e co-~
nexas. 0 grau de f, denotado por deg(f) € o numero inteiro da-
do por deg(f) = deg(g) onde g : M > N & uma aplicagao C”,
e-aproximagao de f e f = g. (veja [4],p.25).

Assim no teorema 5.10, podemos supor f : M -+ N uma a
plicagao continua e estaremos provando que deg(f) = d, em ou?
tras palavras, "o grau de uma aplicagao continua, tanto do pon-
to de vista topologico como do diferencial, sdo iguais”.

EXEMPLOS

Exemplo. 5.11. Seja S] S R2 0 circulo de centro na origem e

raio 1, o qual nodemos considerar como o conjunto dos numeros,

complexos de norma 1, isto e,

n
sl - {z = (x,y) € R® tal que ;lz[! = 1}

Defino f : S > S por f(z) = zk (multiplicagao de nimeros

comnlexos)

Entao se k =9 f e uma aplicacao constante e assim

o
tl

deq(f) = 0
Se k #0 entao do ponto de vista da topologia diferencial tgj

mos

fi(z) « T(s'), » T(s') , dada por
. Z

6

k=T h onde 2z = (x,y) = (cose,sene)=ei .

f'(z) = kz
Escolho o sentido anti-horario como o sentido de percurso: em

1 1

S'; isto significa que uma base em T(S'), compativel com es-

ta escolha & dada por

h = (-sene,cos8) = e
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Assim £'(z).h = kel (k-T)8g1(0 + 7) - gellke + 7)

k(-senke,coske) = k.w onde

w = (-senke,coske) & uma base em T(S]) K
z

Assim se k >0 f npreserva orientagdo e se k < 0 entao f in
verte orientagao e como todo nonto de z_. ¢ S]

e valor regular
de f e # £l

0
(zo) = k ent3do deq(f) = k. (grau"diferenciavel").

Vamos agora calcular o gqrau topologico

Um elemento (ol € H](Sl) ~ n1(s]) € representado por
um lago com ponto base a = (1,0) e consideremos o isomorfismo
(veja [51 p. 132).

Va ¢ w](Sl,a) + Z
dado por

vi(lal) = v(a) = numero de voltas com que o« enrola S].
Se a : [0,11+S' &o lago dado por aft) = elmit

entdao o representa um gerador e v(ia) = 1,
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Como v(foa) = k tem-se

vel(klal) = kvge(Lal) = k.1 = k
ve([foal) = (foa) = k
Logo,

fx(Lal) = [foal = kfal. Assim, d = k.
Portanto,
d = deg(f).

]

Exemnplo. 5,12, Seja f : S = S1 uma reflexao em torno do eixo y

dada por
f(z) = (-x,y) onde 2z = (x,y).

Entao f'(z) : T(S1)( > T(S1) e dada por

(-x,y)’
f'(Z)(h,k) = (‘h ,ki).
Escolho o sentido anti-horario como o sentido de percur,

so em S], isto significa que uma base em T(S'i).(x y) compativel

com esta escolha e dada por h = (-y,x).

\\ \
T(s")
N

1

Temos f'(z)h = (y,+x) < T(S )(-x,y) mas uma base

T(Sl)(_x,y) compativel com a escolha feita acima & dada por

w = (-y,-x) a qual nao esta na mesma classe de orientagao de

f'(z)h, logo f dinverte orientacdo e alem disso

f'(z)h = (y,x) = =1(-y,-x) = -1w
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1

Todo z = S' & valor reaular de f e como # f'l(z) = |

seque que deg(f) = -1,

Vamos agqora calcular o qrau topoloaico.

(0,-1), x = (-1,0) e y = (1,0)

Sejam z = (0,1), z'

] constituido de U = S1 - {z"} e

0 recobrimento aberto de S
V = S] - {z} tem a propriedade de f(U) < U e f(V) <V entao pe

la naturalidade da sequencia d4e Mayer-Vietoris

N ————> H-|(S]) s HO(U nv) »
| s,
fa| 3*l onde fy = fU n V

¢

1
> Hy(S') S H (U n V) >

tem as linhas exatas e os retanqulos comutativos. Um gerador a

de H](S]) pode ser representado pelo ciclo c+d, onde

3¢ = x-y = - 3d e A(x) e representado por x-y, assim

y-x = -A(a) = a(-a)

A(f*(’-)) = f3*(A(’)) = f3*(X'Y)

e sendo A  um monomorfismo f,(a) = -a

M

portanto o grau topolo-

gico d = -1, MNotamos entao que deg(f) d = -1,
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Na prova do teorema~a seguir utilizaremos os seguintes
lemas |

Lema 1 - Sejam M" e N" variedades orientadas, de mesma dimensdo,
compactas e conexas, N" satisfazendo wr(Nn) =0 para 1 <r <n, N o revesti
mento de N, e seja g o numero de folhas do revestimento. Entao para um dado ho-
momorfismo

9 ﬂ](M) > n1(N)

entre os grupos fundamentais, o grau das aplicagoes M » N in-
duzindo esta 6 sao todos os inteiros numa mesma classe de con
gruéncia modulo q.(veja (9], p. 464, Teorema Ila, observando-
-se que o0s espagos lenticulados sao variedades orientaveis e,
portanto, o "twisted degree" do Teorema Ila, & aqui o grau ordi

nario).

Lema 2 - Sejam (Y,p) um espag¢o de revestimento de X.
e g,»9y ¢ I » X dois caminhos em X com o mesmo pontoipﬂﬁa].
Se P9, ~ PI, entao 90 ~ 97 € alem disso, 9, © 9, tem o
mesmo ponto final.

EXEMPLO - ESPACOS LENTICULADOS (LENS SPACE)

Consideremos 53 como a esfera 3-dimensional unitaria de:
Cz, 0 2-espago complexo. 53 e, entao, dada em termos de duas
coordenadas complexas
ia ia
z =re °, zy = rqe ! com rz + r? = 1 (1)
Seja p 22 wum fixado inteiro e seja g um inteiro rela
tivamente primo com p.
Definamos uma rotagao y : S

Y(zo,z]) = (2 w,z]wq) onde w = e

2ni/p
. | (2)

€ a p-ésima raiz principal da unidade. Entao vy @& periodica de .
periodo p. Assim, gera uma Zp-agio em S3. Em outras palavras
Yy gera um grupo ciclico de rotacoes de 53 de ordem p, nenhum
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desses elementos (exceto a identidade) tem um ponto fixo. Chama
mos este grupo T.

Consideremos o espago de orbitas desta agao; isto e, i
dentificamos pontos x,y de S3 se

X = yk(y) para algum k.

Este espaco de orbitas & uma 3-variedade diferenciavel
orientavel, conexa, compacta L(p,q) chamada "espago lenticula
do" (lens space). Outras descricoes de L(p,q) sao dadas em
(101, p.233). A formula (2) pode ser escrita:

Y(ZO,Z]) i} (e21r'i/pzo’e21riQ/Pz]) (3)

0 espago do revestimento universal de L(p,q) & S3
([103,p.239) com T o grupo de transformagoes do revestimento.
Podemos, portanto, tomar T (o qual & isomorfo a Zp) como 0
grupo fundamental de L{(p,q)(veja [61,p.163 Corol. 7.5). O niu
mero inteiro p @& o numero de folhas do espago de revestimento
universal de L(p,q).

Sejam L = L(p,q) e L' =1L(p',q') dois espagos len
ticulados com fixadas orientagdoes, usando primos na notagao. Es
colhamos como geradores dos grupos fundamentais T e T' os e
lementos especificos y e ' dos modelos acima (lembremos que
r e TI' s3o isomorfos a Zp e Zp. , respectivamente.)

No que se segue g ] indica um inteiro para o qual

- 1 (mod. p). Provemos o seguinte

q q

Teorema. Para cada inteiro k, 0 sk < p', satisfa

zendo kp = 0 (mod p') existe um homomorfismo 6, + T + r' de-
finido por

e isto exaure os possiveis homomorfismos. Os graus das aplica-
¢oes " L(p,q) > L(p',q') induzindo 0 sao todos os inteiros
congruentes a

k(—%g—)q'q'] médulo p' (vide [9])
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A primeira parte & obvia. A fim de pro-

var a segunda parte, nos definimos

F:sdas3 por
ia ia
1 .k .k -1
f(r,e °,r]e ) = (roexp(1—7$r ao),r]exp(1-7$r 9'q ‘o) (5)
Como kp/p' & um inteiro, f esta bem definida.
De (2) e (5) temos, para cada ponto 1z € S3.
~ . k~
flyz) = (v') f(z2) (6)
donde se conclui que f induz (ou cobre) uma aplicagao
f : L > L' tal que
fo =p'f (7)
onde p e p' denotam a projegao de S3 sobre L e L', resp{g
tivamente. e
()P T (2)
p-1_. :
Y Ze
' ~ o~ A 1 ke
. = 3 S (') F(2)
’ ljn"'f(z)
Yz Y C~
oA F(2)
z ¢ (53,2) f > (53,¥(Z))
p 10'
A - f |
— 2 (1,7) -eemmeme e > (L' F(2)
0 1

T = [2)=ly, v2,...0 7712} € L = L(py)

2

v-‘(L,?)

= {1,v,v 5.

F(z)=[F(z)1 ¢ L' = L(p'.q")

——— /
WP s T @ P
6
v —F— )k
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Segue-se, de (6) e (7) due f induz o homomorfismo By
De fato, sejam <~y gerador de T = w](L.E) e A : [0,1] » (L,Z)
um lago em L, com ponto base Z, representando vy; este 2\ se
levanta em um caminho X : [0,] % (S3,z) cujo ponto inicial € o
ponto base z e ponto final yz. Analogamente, o lago fox com
ponto base [?(z)] e L' se levanta no caminho fox cujo ponto i

nicial & o ponto base f(z) e ponto final (y')k?(z).

Entao,

Faly) = f4([A]) = [FoA] = o 'oFord = (v)X = o, (v)

Portanto,

fe =0,

Os graus das aplicagoes de revestimento p e o' $ao

p e p', respectivamente, pois sao aplicagoes de revestimento
de p folhas e p' folhas, respectivamente (veja 5.7 e 5.8).
De (5) o grau de f & claramente

Disto e (7) obtemos que o grau de f & dado por

deg(f)

1]
Q.
(1)

[l

—_
1

~

Portanto,
deg(f)

1]
=
—
|

Observando, ainda, que, sendo 53 o revestimento uni-
versal de L' = L(p',q'),

mo(L(p'ha")) = 1,(S3) = 0 (veja [143, p.50, Th. 15).

estando, portanto, cumpridas 2as condigoes para a aplicagao do Le
ma 1) acima, do qual concluimos que as aplicagdes L -+ L' indu-
zindo a mesma 81 tem os seus graus congruentes
k [ ] \
K(—E-)a'q”" (mod p')

0 que demonstra o teorema.
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0 grau de uma aplicacao ao longo de subconjuntos compactos

Daremos neste paragrafo uma nogao de grau topoldgico que ég
neraliza a definigao 5.6. Seguem também varias aplicagoes nos campos
da Geometria e Analise.

Sejam M" e N" variedades topoldgicas de mesma dimensdo
orientadas. Dada f : M + N uma aplicagao continua e K € N um su

conjunto compacto e conexo tal que S = f—l(K) e um subconjunto co

o 18 (O -

pacto de M, podemos considerar a aplicagao continua de pares de e

pago f : (M,M-S) -+ (N,N-K) a qual induz um homomorfismo

f, @ Hn(M,M—S) - Hn(N,N-K) onde Hn(N,N—K) ~ Z & um gruppo

ciclico infinito([ 2], p. 121); assim se « e sao as orienta

S *x
goes locais ao longo de S e K respectivamente entao

f*(as) = daK

\
isto e, a imagem de ag pela aplicagao f & um multiplo inteiro de

o, sendo og unica tem sentido a seguinte definigdo:

5.13, Definigao. O grau de uma aplicagao f : M » N ao longo de

um subconjunto K € N compacto e conexo tal que S = f-l(K) e comf
|

pacto, ¥ o numero inteiro d, tal que f*(as) = dag. Em simbolos
i
f*(as) = deg(f,K)aK.
Observacao 1l: No caso em que M e N forem variedades ch
pactas e -conexas, entao tomando K = N temos £, ¢ Hn(M) > Hn(N) um

homomorfismo entre grupos ciclicos infinitos e assim deg(f,N)=deg(f)

Observacao 2: Se K & constituido de um Unico ponto K={y}

entao deg(f,y) & o grau da aplicagao £ no ponto y.
. 2 2 . ~ ..

5.14, Exemplo: Seja f : R™ + R a aplicagao definida por |
£(z) = zk = 2,2.,.2(k vezes)-multiplicagao de numeros complexos,. To-
mando D2 = {2z = (x,y) € R2 com lz| = 1} o disco fechado com cenf
tro na origem e raio 1 entao deg(f,Dz) = K., De fato, ‘
2 kl

f-l(Dz) = {z ¢ R / |z
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Consideremos o seguinte diagrama comutativo

HZ(RZ,RZ-DZ) i > HZ(RZ,RZ-DZ)
21 ~ 13
2 2 £ 2 2 3 2
i, (R%,R%-0) > 1, (rR?,8%-0) > 1, (R*-0)
¥ 400 ~ 1,00
Hl(Sl) €18y > Hl(Sl)

- ~ 2
onde y : R2—0 > S1 e a retragao Y (z) Tf%TT ¥ z € R -0,
A comutatividade de cada diagrama segue da comutatividade dos res-

pectivos diagramas a nivel de aplicagao. Como ja foi visto em 5.6.

~ R 2 .
(f|Sl)*(usl) = kusl entao f*(aDz) = kaD2 e assim deg(f,D")=k.

5.15. Exemplo: Seja f : M » N a aplicagao constante f(x%wbeN
para todo x € M; entao deg(f,K) = 0 para todo compacto K cone
x0 emn N,

De fato, f* : Hn(M) - Hn(N,N—K) e o homomorfismo nulo.
Se y°‘¢ K entdo £ 1(K) = ¢ e a composigao
£, ,
Hn(M) —_— Hn(N) S TN Hn(N,N-K) e o homomorfismo nulo;

segue-se, entao, deg(f,K) = 0,
Se Yo € K entao f_l(K) = M e tem-se f*:Hn(M,M) -)-Hn(N,N-K).

Como Hn(M,M) = 0 segue-se que deg(f,K) 0. Assim, o grau de uma
aplicagiq‘constante ao longo de qualquer subconjunto compacto e co-
nexo & igual a zero.

5.16. Proposicao: Sejam f : M™ > N* unma aplicagao entre varie

dades topologicas de mesma dimensao, orientadas, K € N compacto e
_1 -
conexo tal que S = f (K) e compacto em M e A € K um compacto

conexo tal que S' = f—l(A) e compacto, Entao deg(f,K) = deg(f,A).
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Prova, Considero o seguinte diagrama comutativo
£
H (M,M-S) - > H_(N,N-K)
.S . K
Jsi JA
£x
H (M,M-S") > H_(N,N-A)
Temos
. K . K
JA(f*(aS)) = JA(deg(f,K)aK) = deg(f,K)aA
e f (js (ag)) = £,(ay,) = deg(£,A)a
k- g! S * 78! ’ A’

|
Como o diagrama acima & comutativo, deg(f,K) = deg(f,A).|

5.17. Exemplo: Considerando f : R2 - R2 dada por f(z) = zk
(veja Ex, 5.14), tomando A = S1 c D2.
Como f-l(Sl) = Sl, tem-se
deg(f,Sl) = deg(f,Dz) = k.
5.18, Corolario: Sejam K1 e K2 compactos conexos onde

deg(f,Kl) e deg(f,Kz) estao definidos e K um compacto conexo

tal que Kl v Kz € K e deg(f,K) esta definido. Entao i

deg(f,Kl) = deg(f,K) = deg(f,Kz).
5.19. Exemplo: Seja f : M™ > N" uma aplicagao propria entre
variedades topologicas onde N & conexa,
Entao deg(f,y) = deg(f,z) para quaisquer y,z € N,
De fato:

Dados y e 2z pontos de N, a qual sendo conexa exis-
te um caminho continuo X : [0,1] » N tal que A(0) =y e A(1)=z,
assim K = A([0,1]) & um compacto conexo e, alem disso, chamando |
K, = {y} e Xk, = {z} temos K, UV K, € K e sendo f wuma aplica-

cao propria estao definidos deg(f,Kl), deg(f,Kz) e deg(f,K) e,

assim, estamos nas hipoteses do Corolario 5.18; logo

deg(f,y) = deg(f,z).
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Este exemplo mostrou que podemos definir o grau de uma aplicagao pré
. n n . - . ,

pria £ : M =+ N entre variedades topologicas orientadas, com N

conexa, como

def
deg(f) = deg(f,y) onde y e um ponto qualquer em N.

5.20. Proposicao: Sejam f,g : M" » N' aplicagdoes continuas ho-

motopicas entre variedades topologicas orientadas, tais que h: MxI-»N
€ a homotopia entre f e g. Seja K © N um compacto conexo onde

deg(f,K) e deg(g,K) estao definidos e h_l(K) e compacto em MxI

entao
deg(f,K) = deg(g,K).
-1 ~ -1
Prova, Tomo S = |J S onde S_ = h_"(K); entao S=p(h "(K))
— tel t t . t
onde p : M x I »M & a projegao. Sendo h_l(K) compacto entao S &

compacto., Considero as aplicagoes de pares f,g : (M,M=S) + (N,N-K).

Estas aplicagoes sao homotdpicas, logo £, = g,.

£
*
H_ (M,M-§) ————> H_(N,N-K)

j
///////;:
H (M,M-f—l(K))
n

f*(af_l(K)) = £,0GGag)) = £,(ag) = g,(ag)

assim deg(f,K)aK = g*(as)

. 84
Hn(M,M-S) —_— Hn(N,N-K)

P

-1
H (M,M-g" " (X))

gxla ) = g, (iag))

Lo g*(as) assim deg(g,K)aK= g*(as)

Logo deg(f,K)

deg(g,K).

Vamos dar agora uma maneira de calcular o grau de uma apli

cagao sob certas condigoes.



73

Sejam M e N variedades topologicas orientadas de mesma di

-

mensao n, e f : M > N uma aplicagao continua tal que

- 1 - .

f “(y) = {xl,xz,...,xk} onde y € N e f e um homeomorfismo local
em cada x € f—l(y). Assim para cada X € f-l(y), existe um aberto
Ux em M, com X € Ux’ homeomorfo a uma bola aberta em ‘Rn e

f(Ux,Ux-x) + (Vy,vy-y) um homeomorfismo, com Vy uma vizinhanga abfl
ta de y. Escolhendo a. e «a orientacoes locais ao longo de x ey

respectivamente, diremos que f preserva orientagao em X se 0 iso-
morfismo (composigao).
i7t £ i
1) - > -
> Hn( x,Ux X) Hn(Vy,Vy y)

*

£, @ H_ (M,M-x) > H (N,N-y)

levar ¢, em ay, e no caso em que o € levado em —ay diremos que

f inverte orientagao em x., Defino e (f,x) = +1 ou -1 o sinal de f
em x, conforme f preserve ou inverte orientagao em Xx.
Nestas condigoes deg(f,y) = I e (f,x)

x € £ (y)

De fato:
Considero o seguinte diagrama comutativo

-1 £y N-
HOOGM-£7 0 (y) > B_(N,N-y)

®j :
* Lf |
xef T (y) x J

® Hn(M,M—x)

Assim f_(a -1 ) = deg(f,y)ay

£ " (y)
( El £, 0 _10 i) | oy ) = (2f)(Ba ) =
x€f T (y) x€f “(y)
= P e(f,x)a
xﬁf-l(y) |
Logo deg(f,y)ay = _12 E(f,x)dy
x€f T (y)
_ |
portanto deg(f,y) = I e (f,x).
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Observacao: No caso da aplicagao f : M - N entre varieda-

des diferenciaveis for diferenciavel entao o grau topolodogico acima de

finida coincide com o grau de Browerde uma aplicagao diferenciavel;

pois do ponto de vista da topologia diferencial deg(f,y) = z s(dfx)
x€f_1(y)

onde s(dfx) € o sinal da derivada em x e y & valor regular de £,

Ja foi visto em (5.10) que f preserva orientagao no sentido da topo-

logia diferencial se e s0 se f preserva no sentido da topologia algébrica. Logo

z S(dfx) = X E(f,x)c
x< £ 1 (y) xe£ L (y)
5.21, Teorema: Sejam M® e N" variedades diferenciaveis orien-
, ~ 1 P
tadas, N conexa, e f : M + N wuma aplicagao de classe C propria

tal que:

1) Existe um ponto regular de f

2) Para todo ponto regular x ¢ M
' . : a
£'(x) : TMx + TNf(x) preserva orientacgao.

Entao f @& sobrejetora.

Demonstragao:

Seja x, € M um ponto regular f; tal ponto existe pela condigaol,

logo f'(xo) H TMx e um isomorfismo e, assim, pelo teore

+ TN
f(xo)

ma da Fungao Inversa existem abertos Vx €M e W
0

[
f(x ) N com

X, €V e f(xo) € W tal que f|V : V > W & um difeomorfismo. Pelo

teorema de Sard, o conjunto dos valores regulares de f & densoj;as-
sim existe y € W que & valor regular de f e, alem disso,f-lbﬁf a.
Como f'(x) preserva orientagao em todo ponto regular e sendo o
grau topoldgico igual ao grau diferenciavel segue-se que deg(f,y)#0.
Portanto existe ao menos um x € M com f(x) = y para todo y € N

portanto f @& sobrejetora. Notemos ainda que nestas condigoes

deg(f,y) = #£ 1(y).

5.22, Corolario: Teorema Fundamental da Klgebra

Seja C o conjunto dos numeros complexos e p : C + C uma

fungao polinomial:
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2
p(z) = a  + aj;z+oa,zt o+ .., 4 anzn onde € C e n 21,

1 2 3

Entao p & sobrejetora e, em particular, existe z, € C com
p(zo) = 0,
Prova.

A aplicagao polinomial p & uma aplicagao propria, basta

notar que se z_ > + entao p(zn) + +» @ como n 2 1 existe z ¢€C

com p'(z) # 0, assim existe ao menos um ponto regular, e como p @
., du LAY du _ ov .
analitica ™ 5y e Sy ™ onde p u(x,y)+iv(x,y)

logo

det Jp(z) = ( g: )2 + (—%%—)2. Portanto para todo ponto r

P

2
~ - I
‘gular, p preserva orientagao. Segue entao do teorema 5.21 que

e sobrejetora e, em particular, existe z, € C com p(zo) = 0,

5.23, Teorema (Funcao Aberta)

. B | n . . .= . .
Sejam M e N variedades diferenciaveis orientadas com

!
N conexa e f : M > N uma aplicagao diferenciavel tal que:

1) o conjunto dos pontos regulares de f & denso
. € ' : |
2) para todo ponto regular, x M, f£'(x) TMx - TNf(x)

preserva orientagao.
3) para todo y € N; £ “(y) & discreto

Entao f & uma aplicagao aberta.

Demonstragao.

Seja U um aberto de M; mostraremos que £f(U) & aberto
em N. Tomo b = f(a) € £(U); como f-l(b) e discreto existe um 3:
berto V vizinhanga de a, com Veu, tal que se x € f_l(b),x#aJ
entao x £ V. Sendo M um espago topologico localmente compacto j
existe um aberto V' coma € V' € V' ¢V e V' compacto; assim pQ
demos obter um aberto W em N com W compacto e conexo tal qué
(f[V)-l(ﬁ) € V' ¢ V' e assim (flV)—l(W) e compacto, Logo para toﬂo
y € W, deg(f V,W) = deg(£|V,y) = deg(£f|V,b). Sendo (flV)'l(W) abeq
to em V, pela densidade do conjunto dos pontos regulares de f, e-
xiste um ponto regular de f em.(fJV)'%w);usando agora o teorema de
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Sard, existe ¢ € W valor regular de f|V tal que (f|V)'Rc) 0
assim deg(f|V,c) # 0 e, portanto, deg(f[V,y) # 0 para todo yeW;
isto significa que para todo y ¢ W existe x € V com f(x) =y
e, assim, b € W < f(V) < f(U), Concluimos entdo que f & uma apli
cagao aberta.

5.24 gQrQ]ario:::Seja f : C-» C uma fungao analitica nao cons
tante. Entao f e uma fungao aberta.

Prova: Seja R o conjunto dos pontos regulares de f,
Sendo f uma fungao analitica nao constante, existe z_ € C com

0
2 2

det Jf(z,) = ( gg )

(2L

5y # 0 e assim R # @. 0 conjunto

R e denso, pois se existisse um aberto Q < C tal que Q n R = @,
para todo z € @, f'(z) : TC, - TCf(z), nao seria sobrejetora en-
tao f & constante em Q e assim f & constante em C o que con
tradiz a hipotese. Logo o conjunto dos pontos regulares de f e
denso. E imediato que em todo ponto reqular f preserva orientagado
e como os zeros de uma fungao analitica nao identicamente nula sao
isolados, segue-se que f'1(z) e discreto para todo z € C, Assim
estamos nas hipoteses do teorema 5.23, e portanto, f & umaaplicacdo
aberta.

n

5.25 Teorema. Sejam f,g : R -+ R duas fungoes continuas tais

que

1) deg(f,0) # 0
2) Existe um compacto K < R tal que para todo x £ K tem-se

[TEx) T 2 [Tg(x) 1]

Entiao existe x € R" com f(x) = g(x).

Demonstracgao.

1.9 caso. Suponhamos que existe um compacto K < R" tal que

LIF(x)]| > |1g(x)||' para todo x ¢ K.
A aplicagdo continua h : R" x I » R" definida por
h(x,t) = (1-t)f(x) + t(f(x) - g(x)) para todo (x,t) € R"xI

€ uma homotopia f = f-g.
Alem disso, para todo x ¢ K temos
[Th(xst) 1] = 1) =tg(x) 1] 2 [1F(x) ] -tlta(x)[] = [If(x)]]-{{a(x)[[>0
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Portanto, ||h(x,t)|| > 0 para todo (x,t) € R" x I com

x £ K.

Logo h'](O) < Kx 1 e, portanto, h'1(0) & um subcon-

junto compacto de K x I. Assim, pela Proposigao 5.20
deg(fso) = deg(f-g,O)

e, da hipotese 1), deg(f-g,0) # 0 o que implica que existe x ¢ R
com (f-g)(x) = 0, isto &, existe x € R"  com f(x) = g(x).

2.9 caso:

Vamos supor agora que ||f(x)]]| 2 |]g(x)]|| para todo x £ K.

Tomo entao uma sequencia de numeros reais (ty)peny Com t, > 1 e
0 < ty < 1; para cada n fixo defino ht : R" » RD por

n
ht (x) = h(x,tn) para todo x ¢ R"; como

n

lIng (011 = [Ih(xit )] =

= [IF(x) = tag(x) ] 2 [IFOT] -ty [a(x) > [1F(x)]]-11g(x)|] 2 0.

Assim ||ht (x)|] > 0 para todo x £ K e h, tem 0
n n
mesmo grau de f; de fato, a aplicagao continua F : R" x 1 » R"

definida por
F(x,t) = (1-t)f(x) + h, (x) para todo (x,t) ¢ R" x I

da a homotopia f = ht e

HFGG)] = 11F(x) - tta(01] 2 11E(0 1] - e [lg(x)]] >

> [IF)T = [lg(x)]] =0

Logo ||F(x,t)|| > O para todo (x,t) € R" x I com x £ K.

Assim, pela proposicao 5.20

deg(f,0) = deg(ht ,0) # 0,
n
Aplicando agora o caso 1) para

n

g : R" >R tal que g(x) =0 ¥ x ¢ R" e hy



78

temos que existe, para cada n ¢ N, x < K, com htn(xn)=h(&ptnﬁﬁ-
possui uma sub

); assim

Sendo K compacto, a sequencia (xn)neN

sequencia convergente a qual também chamamos de (xn

(xn,tn) + (x,1) e h(xn,tn) + h(x,1) =0

Mas h(x,1) = f(x) - g(x), 1logo existe x € K com

f(x) = g(x) c.q.d.
Em particular, tambem podemos afirmar que, nas mesmas
condigdes do teorema, existe x € R" com f(x) = -g(x).

5.26 Corolario:

seja f : R" > R" uma aplicagao continua limitada.
Entdog x € R" com f(x) = x.
De fato,

Tomo Id : R™ =+ R" a aplicagao identidade; como deg(Id,0)=1
e f @& limitada, existe ¢ > 0 tal que, para todo x ¢ R,
[|f(x)]| S c; tomando entdo K = B[O;c] segue que para todo x £ K
tem-se ||x|| > ¢ e, assim, ||f(x)|| S ¢ < ||x]|]; logo para todo
x £ K tem-se ||x|| > ||f(x)||] e assim estamos nas hipoteses do
teorema 5.25; portanto existe x € R" conm f(x) = x.

5.27 Corolario: Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

n

"Toda aplicagdo continua h : D" » D tem um ponto fixo."

Prova:

. n n . ~ -
Seja h : D" + D uma aplicagao continua; vamos esten-

der h para todo Rn, definindo:

J h(x) se x e D"

por H(x) =
1_ h(TT%TT) se x ¢ D"

H : R" 5 R"

Claramente H(R"™) < D" e assim H & limitada e, pelo

corolario 5.26, existe «x e R ~com H(x) = x; portanto x « p"

e assim h(x) = x.
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0 teorema 5.25 pode ser generalizado para uma varie-
dade topologica M de dimensdo n e a demonstragao & analo-
ga a ja feita:

5.28 Teorema:

Sejam f;g : M » R"  duas fungdes continuas tais que

1) deg(f,0) # 0
2) Existe um compacto K < M
tal que para todo x ¢ K tem-se ||f(x)|] 2 ||g(x)]].

Entio existe x ¢ R" com f{x) = g(x).
A demonstragdo & analoga a ja feita.

5.29 Observagao:

No teorema 5.30 abaixo, utilizaremos os seguintes re-
sultados bastante conhecidos.

1) Proposigao:

Sejam X,K espacos topologicos, K compacto e
f: X x K~ R" continua. Dados aeX e ¢€>0 existe aber-
to V ¢ X, com a € V, tal que

d(f(a,y),f(x,y)) < ¢ quais que sejam x € V e y € K

2) Proposigao:

Dadas f,g : R™ » R™ contTnuas com g = const: R™ + 0cR"
entao f-g = f,
De fato, seja F : R™ x I » R" a homotopia entre g
e a const: R™ >~ 0 ¢ R", isto &, F(x,0) = g(x) e F(x,1)=0
para todo x ¢ R™. Definimos agora, G : R™ x I » R" por

G(x,t) = f(x) - F(x,t)

0) = f(x) - g(x) e G(x,1) = f(x) entdo G da a homo
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5.30 TEOREMA DAS FUNGOES IMPLICITAS PARA FUNCOES CONTINUAS:

Sejam X um espaco topoldgico, U < R" aberto,

f:XxU->R" umaaplicacdo continua, (xg2¥y) € X x U e
2o = f(x4s¥,). Se a aplicagdo Fx, © U~ R" definida por
fo (¥) = f(x,,y) para todo y < U for tal que
(o]
1) £ Nz) = (y.)
X, 0 0
2) deg(fxo,zo) # 0

entao existe um aberto V ¢ X com X, € V e uma aplicagao

¢ + V> U continua em x. tal que ¢(xo) =y, e f(x,¢(x))=z

0 0

para todo x e V.

Demonstracgao.

Seja (x,»¥,) € X x U; como U e aberto, existe r > 0
tal que BLy,;rl < U; tomando 0 < s < r existe e > 0 tal que
se y e By ;rl - B(y,;s) tem-se ||z0 - f(xo,y)ll 2 ¢. Assim,pa
ra este € > 0 existe um aberto V ¢ X, com x_. € V, e

0
(veja Obs. 1) de 5.29).

| |f(xo,y) - f(x,y)|] < € 'para todo xe V e yce BLy,:r]

Considero f s f, ¢ B(y.,,r) - R" onde «x € V.
Xo X 0

Entao, para todo y ¢ B[yo.s] temos
IIfXO(y) -zl 2 e s [1f, (y) - f(¥)]]
0
.Assim,
1, ) = 211> 118, (1) = 1,01

e, pelo raciocinio contido na demonstragdo da Proposigao 5.25,

0
1. caso,
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e, dai, deg(fxo - zo,O) = deg(fx - 20.0)
Mas pela Obs. 2) de 5.29,
fx P fx e fx -z, @ fx

e, daf, deg(f ,0) = deg(f,,0)
0

e, pela Proposigao 5.19,

deg(f,z = deg(f, ,z,) # 0 por hipotese.

)
Portanto, para cada x € V existe y € U tal que,

o)

1
N

fx(y) =z, isto e, f(x,y) = 0 (a)

Defino, entao, ¢ : V > U por ¢(x) y satisfazendo (o).

Assim, para cada x € V,

f(x,¢(x)) = z, e, em particular, ¢(x0) = ¥,

Mostremos, agora, que ¢ e continua em x_. € X.

0
Considero fx : B[yo,r] - Rn; dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal
0
que se y < B[y ,rl e ||fx (y) - zoll < & entao ||y-yoll<e.
0

Existe V' aberto em X, contendo Xgo V' ¢V tal que x e V'
e y € Bly ,rl dmplica ||f, (y) - f (y)]]| < s.

0 _ Xo X

Assim, se x € V' c V¥

Ilfx°(¢(x)) - f e (x)) || = Ilfxo(¢(x) -zl <8

Entdo ||¢(x) - z || < ¢ e, portanto, ¢ & continua em x,.
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5.31 Corolario:

Sejam f : X x U » R"  uma aplicacdao continua,
- ! 3 a . n
(Xgs¥o) € X x U e f(x,,y,) = z,. Se a aplicagio f, : U >R

definida por fx(y) = f(x,y) for injetora para todo x ¢ X, en

o

tao existe um aberto V ¢ X com X, €V e ¢ V> U continua
tal que f(x,¢(x)) = z, Ppara todﬁ x €V,

Prova: ;
Como fx : U+ R" & injetora, pelo Teorema da Invarian
0
¢a do Dominio (veja 5.32 a seguir), fy € um homeomorfismo lo-
cal e, assim deg(fx ,yo) # 0. Logo, ope'lo Teorema 5.30, exis-

0
te um aberto V <X com x ¢V e ¢ : VU tal que ¢(x ) =y,

e f(x,6(x)) = z, para todo x eV e ¢ € continua em x,.

Seja x € V com x # X3 com o mesmo raciocinio ante-

rior tem-se deg(f ,s(x)) # 0 e, entdo, existe ¥ : V' » U con

tinua em x € V' «V e tal que f(x,¥(x)) =z para todo x € V',

0
Assim, fx(¢(x)) = fx(v(x)) para todo x ¢ V' e, como f, e
injetora,
¢(x) = ¥(x) para todo x € V'

Portanto, ¢ € continua em x € V,

5.32 Observagao: 0O Teorema da Invarianca do Dominio usado na de

monstragao acima pode ser desenvolvido como aplicagao de (5.31).
Sejam U < R" aberto e f : U+ R" uma aplicagao con-

tinua injetora. Entdo f(U) & aberto em R". Além disso f &
um homeomorfismo local,

Prova: Seja y, ¢ f(U), isto e, Yo = f(xo) para algum
pefino F : U x R" » R" por F(x,y) = f(x) - y.

Assim F(xo,yo) =0 e a aplicagao

F : U—>R" definida por F_ (x) = f(x)-y, € injetora e,
Yo Yo 0



83

assim, por 5,31, existe um aberto V ¢ R"  com Yo €V e uma apl

cagdo continua ¢ : V > U tal que o(y,) = % e F(e(y),y) =0
para todo y € V, isto &, f(¢(y)) =y para todo y € V. Logo,
f(e(V)) =V e, assim, Yo €V € f(U); assim Yo € Ve f(U). Portan
to ¢(V) @& aberto em V e, entdo, fle(V); ¢(V) =+ V & um homeo
morfismo cuja inversa & a aplicagao ¢ : V + ¢(V).

Fica assim demonstrado o teorema das Fungoes Inversas,p
ra fungoes continuas.

]—=-

[0

5.33 Exemplo:

Para n # m, R" nio & homeomorfo a RM,
De fato:

n

Suponhamos que existe homeomorfismo f : R =~ R™ digamos

com n > mdef ¢ : R™ » R™ x RM°M por ¢(x) =(x,0). Assim
s0f : R" > R™ x R"™™ & uma aplicacdo injetora e, assim, pelo T.1.D.
temos que Im(dof) & um aberto em R™ x R"™M; mas

Im(dof) = {(f(x),0) ¢ R" x R"™™ com x ¢ R™}

: : ) - n ~ - h]
tem interior vazio em R"™ x R" m; logo R nao e homeomorfo a R

para n # m, Segue deste resultado que nenhum aberto U < i po
de ser homeomorfo a algum aberto V < R™ para n # m,

5.34 Exemplo:

Na equacao x2y|y| + |x|y2 +y =0 & possivel expressar
y como fun¢ao de x numa vizinhanga da origem.
De fato: Defino f : R? + R por

f(x,y) x2y|y| + |x|y2+y entdo f(0,0) =0 ef:R=>R
dada por fo(y) f(0,y) y ¥yeR e, assim, fo € injetora;
logo existe um aberto V <R com 0eV e ¢ : V+R continua
tal que

f(x,6(x)) =0 ¥ xe V, isto &,

2

xZo(x) 1o(x)] + [x]o(x)?

+ ¢(x) =0
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5.35 Exemplo:

Um mondide topoldgico X, @ um mondide (X,*) dotado
de uma topologia tal que a operagao * : X x X + X @& continua,

Seja N" um mondide topoldgico onde N & uma varie
dade topologica n-dimensional orientada. Entdao I(N) o con-
junto de todos os elementos invertiveis de N & aberto em N
e a inversdo I(N) » I(N) @ uma aplicagdo contTnu§ (e, entao,
I(N) @& um grupo topologico. ‘

De fato:

Denotemos a operagao * por f. Entao

f: Xx X+ X & dada por f(u,w) = u*w,

Vamos mostrar que I(N) = {u € N|u & invertivel} @&
aberto em N. Como I(N) ##, tomo wu € I(N) entdo existe
U € N tal que f(uo,io) = e,

0
Defino a aplicagao f : X - X pondo f (u) = u_ *u
U, u, 0
Y u e X; claramente f € biunivoca, logo existe um aberto
0
V ¢ X com U, € V e uma aplicagao ¢ : V » X tal que

$(ug) =T, e fu,p(u)) = Fu,,U)) ¥ ueV, istod, uh(u) =e

YueV e, assim, u, ¢ V < I(N) e, portanto, I(N) € aberto.

Alem disso a aplicagao vy : I(N) » I(N) definida por v¥(u) = u
onde u*u = e, € continua pois para cada u, € I(N) existeum

abgrto VeX com ujeV e ¢ : VX tal que f(u,p(u) = e

¥ x ¢ V, isto &, u*d(u) = e e assim ¢ =¥|V; logo ¥ & continua

Segue entao deste resultado que se N & um monoide topo-

16gico onde N" & uma variedade topologica n dimensional com
pacta e conexa entao N & um grupo topologico.
De fato: '

! Ja mostramos que I(N) & um aberto de N e I(N) # ¢.
Sendo N compacta e I(N) = p(f'](e)) onde p : X x X+ X &
a projecao segue que I(N) & fechado em N e, como N & conexa,
I(N) ='N; logo N & um grupo topologico.



85

BIBLIOGRAFIA

(1] CONDE,ANTONIO - Introdugao a topologia diferencial, 9.°% Co-
loquio Brasileiro de Matematica, 1973 - IMPA,

(2] GREENBERG,Marvin - Lectures on Algebraic Topology.

[3] HILTON,P.J. and WYLIE,S. - Homology Theory-Cambridge
University Press - 1965,

(4] LIMA, ELON LAGES - Introducao a topologia diferencial
IMPA - 1961.

(5] LOIBEL,GILBERTO F, - Introdugao a teoria da Obstrugao -
vol. I e Il - ICMSC-USP - Sao Carlos =- 1963.

(6] MASSEY,W.S. - Algebraic Topology: An Introduction
Graduate texts in mathematics; 56
Springer-Verlag - 1977,

[7) MILNOR,J.WAND STASHEFF,J.D. - Characteristic Classes~Annals
of Mathematics Studies, Number 76, Princeton University
Press. ‘

{8) MILNOR,J.W. - Topology from the differentiable view point-
The University Press of Virginia - 1965

[91 OLUM,PAUL - Mappings of Manifolds and the Notion of Degree
Annals of Math, Vol. 58, N.o 3, November 1953.

[T0JROLFSEN,DALE - Knots and Links
Mathematics Lecture Series Publish or Perish, Inc.

[1TIVICK,JAMES W. - Homology Theory
Academic Press - Mathematics, 53.

{121 WALACE,ANDREW,H. - An introduction to algebraic topology
Pergamon Press-1957

(13] HU,SZE-TSEN - Homological Algebra
{14] Hilton,P.J. - An Introduction to Homotopy Theory.

Cambridge University Press, 1961.



