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RESUMO

AMARAL, L. D. Algumas aplicacoes de teoria dos conjuntos em outras areas. 2023. 75
p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ci€ncias Matematicas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Neste trabalho buscamos explorar aplicagdes de métodos e conceitos de teoria dos conjuntos,
combinatdria infinita e topologia geral no estudo de objetos normalmente atribuidos a outras
areas da matemadtica, primariamente dlgebra. O texto consiste no estudo de trés resultados
principais, baseados em quatro artigos: o estabelecimento de condicdes necessdrias e suficientes
para que o produto de dois CW complexos seja um CW complexo, condi¢Oes para que espagos
métricos ndo tenham seu grupo fundamental isomorfo ao grupo aditivo dos racionais € uma
demonstra¢do da indecidibilidade do Problema de Whitehead.

Palavras-chave: Teoria dos conjuntos, Topologia, CW complexos, Grupo fundamental, Pro-
blema de Whitehead.






ABSTRACT

AMARAL, L. D. A few applications of set theory in other fields. 2023. 75 p. Disserta-
¢do (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacdo,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

In this work we aim to explore applications of methods and concepts from set theory, infinitary
combinatorics, and set topology in the study of objects usually associated to other fields of
mathematics, primarily algebra. The body text consists of the study of three main results, based
on four articles: the establishment of necessary and sufficient conditions for the product space
of two CW complexes to be a CW complex, conditions for the fundamental group of a metric
space to not be isomorphic to the additive group of the rationals, and a demonstration of the
undecidability of Whitehead’s Problem in ZFC.

Keywords: Set theory, Topology, CW complexes, Fundamental group, Whitehead’s Problem.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Nesta dissertacao iremos mostrar algumas aplicacdes de métodos e conceitos de teoria
dos conjuntos, combinatdria infinita e topologia geral e apresentar resultados relevantes a objetos

e estruturas normalmente associados a dlgebra e topologia algébrica.

No Capitulo 2 estudamos o produto de CW complexos, conceito de interesse da topologia
algébrica por sua estrutura celular que fornece diversas propriedades tteis e sua topologia atrelada
a estrutura celular. Essa topologia, no entanto, ndo necessariamente coincide com a topologia
produto usual quando tomamos o produto de dois CW complexos, de modo que tal produto pode
nao ser em si um CW complexo. Apresentamos entdo condi¢des necessdrias e suficientes para

que esse produto seja de fato um CW complexo.

O Capitulo 3 trata de grupos fundamentais de espacos métricos. Especificamente, apre-
sentamos condi¢des razodveis para espagos métricos sob as quais podemos concluir que seu
grupo fundamental tem a cardinalidade do continuo e, portanto, ndo pode ser isomorfo ao grupos

enumeraveis, como por exemplo o grupo aditivo dos racionais.

Finalmente, no Capitulo 4, estudamos o Problema de Whitehead na teoria de grupos, que
trata da afirmacgao de que W-grupos e grupos abelianos livres sdo equivalentes. Mostramos que

essa equivaléncia € vélida para grupos enumeraveis.

Exibimos entdo uma demonstra¢do de que o problema € indecidivel no modelo ZFC para
grupos de cardinalidade X ;. O modelo axiomatico ZFC é comumente utilizado na maioria das
areas da matematica, mas existem diversas afirmacdes que ndo podem ser provadas verdadeiras
ou falsas apenas com esses axiomas. Podemos entdo acrescentar tais afirmacgdes ao sistema como
novos axiomas, obtendo um novo sistema axiomatico. Alguns axiomas notaveis compativeis
com ZFC s3ao o Axioma de Construtibilidade, o Axioma de Martin e a Hip6tese do Continuo.
Com esses axiomas, definimos dois sistemas axiomaticos sobre ZFC distintos € mostramos a

validade do problema em um sistema e invalidade no outro.
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CAPITULO

O PRODUTO DE CW COMPLEXOS

CW complexos sdo estruturas altamente convenientes no estudo de topologia algébrica.
Como outros complexos celulares, diversas propriedades uteis podem ser extraidas da estrutura
formada colando espacos euclideanos, as chamadas células. Como podemos colar espacos de
dimensodes diferentes de forma que sejam dois a dois disjuntos, obtemos uma estrutura geométrica

diferente de algo como uma superficie.

Em particular, os CW complexos nos fornecem também uma topologia dada em fungao
de suas células, proporcionando ainda mais usos. Mas o produto de dois CW complexos, munido

da topologia produto usual, pode ndo respeitar as condi¢des da topologia de CW complexos.

Neste capitulo, estudamos o resultado exibido pelos artigos (BROOKE-TAYLOR, 2017)
e (TANAKA, 1982), que visam estabelecer condigdes necessdrias e suficientes para que o produto
de dois CW complexos seja também um CW complexo quando considerado com a estrutura
celular naturalmente induzida do produto e com a topologia produto usual. Apesar do papel de
CW complexos como objetos de estudo em topologia algébrica, exibiremos esta caracteriza¢ao

que faz uso, majoritariamente, de argumentos topoldgicos e sobre cardinalidade de conjuntos.

2.1 Definicoes e propriedades basicas

Primeiramente, vamos introduzir algumas defini¢des e propriedades que serdo tteis neste

capitulo, comec¢ando com a definicdo que usaremos para CW complexo.

Denotaremos por D" a bola fechada unitaria em R”, B" a bola aberta que € seu interior e

sn—1 a esfera.

Definicao 2.1.1. Um espago de Hausdorff X é um CW complexo se existem fun¢des continuas
@l : D" — X (chamadas mapas caracteristicos), para cada & € L, onde L é um conjunto arbitrario

de indices e cada n € N é dado em funcao de «, satisfazendo:
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(a) A restricao @), [ B" ¢ homeomorfismo sobre sua imagem e X € unido disjunta de ¢;[B"]
variando & em L. Para nossa conveniéncia denotaremos ¢ [B"| por e}, € chamaremos de

célula n-dimensional ou n-célula de X.

(b) Para cada & € L, ¢1[S"!] estd contido na unifo de uma quantidade finita de células de

dimensao menor que 7.

(c) Um subconjunto de X é fechado se, e somente se, sua interse¢do com ¢ [D"] € fechada

para cada o € L.

Vamos também denotar ¢ [D"] como €7, e chamaremos tal objeto de n-célula fechada.
Além disso, passaremos a omitir a dimensao quando esta ndo for importante, escrevendo sim-
plesmente ¢y, ey Ou €. Assim, dada uma célula e, consideraremos @, seu mapa caracteristico

correspondente.

Com a definicao basica em maos, vejamos algumas propriedades que podemos obter de

modo simples e algumas observacdes importantes.

Observacao 2.1.2. O item (c) da defini¢do nos fornece uma caracterizagao util para conjuntos
fechados em um CW complexo. Mas temos também, como consequéncia direta do item (c), a

seguinte caracterizacao para abertos:

Sejam X um CW complexo e U C X. Entdo U € aberto em X se, e somente se, U Ney €

aberto em ey, para cara célula ey de X.

Observacao 2.1.3. Dada uma célula fechada ey, esta € imagem do conjunto compacto D"
através da fungdo continua ¢, e, portanto, ¢ um compacto em X. Ainda, como X é um espaco de
Hausdorff, segue que ¢y é um conjunto fechado na topologia de X. Da mesma forma, a borda

2q \ eq = 0o[S"!] é também compacta e, portanto, um conjunto fechado na topologia.

Nesse contexto, ocasionalmente uma célula ey, € chamada de célula aberta, mas € preciso

cuidado pois em geral essas células ndo sdo abertos na topologia de X.

Um exemplo simples de CW complexo é R? munido de sua topologia usual, com
os pontos da forma (m,n), com m,n € Z sendo O-células, os segmentos de reta da forma
{(mn+1t) :mneZ,tc(0,1)}e{(m+t,n) :mnecZ,zc(0,1)} ligando esses pontos sendo 1-
células e as dreas quadradas limitadas por estes segmentos sendo 2-células. Neste CW complexo

podemos claramente ver que as 1-células nio sdo abertos em R2.

Proposicao 2.1.4. Todo subconjunto compacto de um CW complexo X estd contido em uma

unido finita de células.

Demonstragdo. De fato, seja K C X compacto e suponha que K nio possa ser contido em um

nimero finito de células. Neste caso, existe um conjunto de células {ey : @ € M} para algum
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conjunto de indices infinito M tal que K Ney # 0, para todo o € M. Entdo para cada o € M, seja
Xo € KNeg e definamos Ry = {xg : B € M\ {a}}.

Seja eg uma célula qualquer de X. Note que eg MRy = {xg} se B € M\{a} eegNRy =0
se B = o ou B ¢ M, pois as células sdo disjuntas. Note também que como ¢ [S"] estd contida em
um ndmero finito de células e eg = ¢g[S"] Ueg, temos que eg N Ry, € finito. Como X ¢é Hausdorff
e eg NRq € finito, segue que eg N Ry € fechado. Isto €, provamos que Ry, tem intersecdo fechada

com qualquer célula fechada de X, mostrando que R, € fechado para cada o € M.

Finalmente, considere os abertos Ty, = X \ Ry € note que eles formam uma cobertura
aberta para X e, portanto, a familia {7, NK : @ € M} é cobertura para K. Mas cada T, N K é
0 unico elemento da cobertura que contém x, portanto tal cobertura ndo admite subcobertura

finita, contradizendo a compacidade de K. [

Com esta propriedade em mente, consideremos as seguintes duas defini¢cOes para espacos

topoldgicos.

Definicao 2.1.5. Dizemos que um espago X é compactamente gerado quando um subconjunto

F C X é fechado se, e somente se, F'N K é fechado para cada K C X compacto.

Definicao 2.1.6. Dizemos que um espaco X € sequencial quando um subconjunto F C X é
fechado se, e somente se, toda sequéncia convergente em F tem seu ponto limite em F'. Isto €, se
(xn)nen C F é tal que x,, — x para algum x € X, entdo x € F. Um conjunto F satisfazendo esta

condi¢ao € dito sequencialmente fechado.

Dessas defini¢des, com ajuda da proposi¢ao anterior, podemos extrair resultados seme-
lhantes e que posteriormente serdo necessdrios para um resultado chave para a demonstragdo do

resultado principal.

Proposicao 2.1.7. Seja X um espaco de Hausdorff satisfazendo as condig¢des (a) e (b) da defini¢do

de CW complexo. Neste caso, X é compactamente gerado se, e somente se, X satisfaz a condi¢dao

(c).

Observe que neste caso, como X satisfaz as condi¢des (a) e (b), ele ja estd munido
de estrutura celular. Portanto, usaremos as mesmas notacdes € nomenclaturas para células na

demonstracdo a seguir, apesar de nao estarmos assumindo X como CW complexo.

Demonstragdo. Seja F C X. Vamos mostrar que a intersecao de F' com qualquer compacto de

X ¢é fechada se, e somente se, a interse¢ao de F' com qualquer célula fechada de X é fechada.

Se FNK é fechado para todo K C X compacto, claramente F' Ney € fechado para cada
eq, pois células fechadas sdo compactas. Por outro lado, suponha F Ne, fechado para cada

célula fechada e,. Sendo K C X compacto, temos da proposi¢ao anterior que K C U;?:] eq;
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para alguma colegdo finita de indices {0 }]_,. Portanto K = UJ}_; K Neg, e, assim, FNK =
FN(Ujo KNeg,;) = KN (U=, F Neq;), que € fechado. 0

Antes de seguir para o proximo resultado importante, vamos enunciar um breve lema

que serd util em sua demonstragdo.

Lema 2.1.8. Seja X um CW complexo. Toda célula fechada e, de X € sequencial.

Demonstragdo. Seja G C ey subconjunto sequencialmente fechado. Como ¢, € continua, temos
que ¢, ' [G] é sequencialmente fechado no dominio D" de ¢q e, portanto, fechado, pois D" sendo
um espaco euclidiano € sequencial. Ainda, como ¢ € sobrejetora sobre €y, € é simples observar
que é também uma aplicac¢do fechada (pois qualquer fechado em D" é também compacto), temos
que ¢o[04 '[G]] = G é fechado. O

Proposicao 2.1.9. Seja X um espaco de Hausdorff satisfazendo as condic¢des (a) e (b) da defini¢do
de CW complexo. Neste caso, X é sequencial se, e somente se, X satisfaz a condi¢ao (c) da

definicdo de CW complexo.

Novamente, como X satisfaz as condi¢des (a) e (b), usaremos nossa notacao estabelecida
para células.

Demonstragdo. Suponhamos primeiramente que X satisfaz também a condigdo (c), isto é, é
CW complexo. Sendo F' C X sequencialmente fechado, vamos mostrar que dada uma célula
fechada qualquer e, de X, sua interse¢cdo com F' € um fechado e, portanto, F' € fechado. Como F
¢ sequencialmente fechado, dada uma sequéncia (x,),cn C F Neéy convergindo para um ponto
x € X, temos que x € F Negy. De fato, temos que x € F pois F € sequencialmente fechado e
X € ey pois ey € fechado e, assim, F'Ney € sequencialmente fechado. Agora, pelo lema anterior,

como e, € sequencial, segue que F Ney € fechado.

Suponhamos agora que X € sequencial. Seja F C X tal que F'Ney € fechado para toda
célula fechada e,. Provamos na demonstragdo da proposi¢ao anterior que isto € equivalente
a F NK ser fechado para todo K C X compacto. Assim, dada uma sequéncia (x,),cy em F
convergindo para x € X, temos que F N ({x, : n € N} U{x}) é fechado. Entdo, como {x, : n €
N} c FN({x,:ne N}U{x}), temos que x € F N ({x, : n € N} U{x}) C F, provando que F é
sequencialmente fechado e, portanto, fechado. ]

Agora, antes de usar essas proposicoes, ainda precisamos de algumas defini¢des impor-
tantes.

Definicao 2.1.10. Dado X = (Jyes e um CW complexo, um subespaco ¥ de X € dito um

subcomplexo se Y = (Jyep € para algum M C L e para cada e C Y temos eq C Y.

Chamamos de n-esqueleto e denotamos X” o subcomplexo de X dado pela unido de

todas as células de dimensao menor ou igual a n.
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Observacao 2.1.11. Vale a pena observar que um subcomplexo Y de X naturalmente herda
sua estrutura celular, pois é simplesmente composto de uma familia menor das mesmas células
e, portanto, satisfaz trivialmente a condicao (a) da definicdo de CW complexo. Ainda, se
eq C Y, temos também que e, C Y, logo a condigdo (b) estd garantida. Finalmente, Y assume
naturalmente a topologia de subespaco usual de X, garantindo a condicio (c). E verdade entio

que um subcomplexo de um CW complexo € naturalmente um CW complexo.

E ficil também observar pela defini¢io de CW complexo que, como Y é composto

inteiramente por células fechadas de X, Y é um subconjunto fechado de X.

Para a préxima proposicado, faremos uso de dois resultados topoldgicos cléssicos, 0s
quais apenas enunciaremos a fim de manter o foco deste capitulo. Demonstra¢des dos dois
resultados estio em (DUGUNDIJI, 1966) (Teorema I11.9.4, p. 83 e Teorema VIL.5.1, p. 149,
respectivamente). Eles sdo:

Lema de Colagem. Seja X um espaco topologico com A, B C X fechados e sejam f :A — X e
g : B — X fungédes continuas tais que f(x) = g(x), para todo x € AN B. Existe entdo uma tinica
fungdo continuah: AUB — X tal que h |A=feh|B=g.

Teorema de Extensao de Tietze. Seja X um espaco topologico normal com A C X fechado e
seja f: A — [0, 1] uma fungdo continua. Existe entdo uma funcdo continua F : X — [0,1] tal
que F A= f.

Proposicao 2.1.12. Todo CW complexo é normal.

Demonstragcdo. Sejam X um CW complexo e F,G C X fechados disjuntos. Vamos mostrar que
existe uma fungdo f : X — [0, 1] continua tal que f[F] = {0} e f[G] = {1}. Para isso, vamos
definir indutivamente fungdes f, : X" — [0, 1] tais que f,[F NX"] = {0}, fo[GNX"] ={1}e

para cada m < n, temos que f;, [ X" = f,.

Para o caso inicial, basta observar que X 0 ¢ discreto e, portanto, normal. Existe entdo fj

que separa F N X% de GN XY com abertos disjuntos.

Suponha agora que f, | j4 estd definida em X"~ !. Precisamos estender f, | para as
células de dimensao n. Observe que a extensao sobre cada tal célula € independente das demais,
pois elas apenas se encontram potencialmente em suas bordas, onde f,,_| ja estd definida. E

suficiente entdo evidenciar a extensao de f,,—; sobre uma célula de dimensdo n qualquer.

Sejam entdo ey uma n-célula, Fy = F Neg e G = GNeg. Seja também P = (eq \ eq) U
FoUGg. Observe que P é fechado, pois cada parte de P € um fechado. Pelo Lema de Colagem,
existe uma fung¢do continua g : P — [0, 1] tal que g[Fy] = {0}, g[Ga] = {1} e g | (ea \ea) = fu—1-

Finalmente, como e, € normal (pois € compacto e Hausdorff), temos que existe pelo Teo-
rema de Extensdo de Tietze uma fungio continua g’ : e — [0, 1] tal que g’ | P = g, constituindo

a extensao desejada de f;,,_; sobre a célula e. O
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Definicao 2.1.13. Dados X um CW complexo e e, uma célula de X, denotamos Xg;i" 0 menor

subcomplexo de X contendo eg.

Observacio 2.1.14. Note que X" sempre tem um niimero finito de células. De fato, suponha
que e, tem dimensao n. Entao ¢y [S”_l] estd contido em um ndmero finito de células ey, ..., e,
de dimensdo menor do que n. Agora, para cada j = 1,...,m, temos que ¢;[S"i ~1] estd contido em
um ndmero finito de células e;,,...,e;, de dimensdo menor que a dimensio n; de e;. Observe
que podemos continuar tal processo e ele € finito, pois as dimensdes diminuem em cada passo.
Além disso, o nimero total de células obtido no processo € finito, pois cada passo acrescenta
apenas um numero finito de células. Note que a unido de todas as células obtidas dessa forma é
um subcomplexo finito (isto €, um subcomplexo composto por um nimero finito de células) de

X contendo eg.

Desta forma, dado um ponto qualquer x € X, podemos facilmente obter um subcomplexo
relativamente pequeno que o contém. Tal subcomplexo € finito, mas, mais ainda, é compacto.
De fato, € simples observar que qualquer CW complexo finito € compacto, uma vez que ¢ dado
pela unido de um nimero finito de células fechadas. Como ja estabelecemos anteriormente, toda

célula fechada é compacta e, portanto, tal CW complexo € unido finita de conjuntos compactos.

A préxima defini¢io serd um pouco mais sofisticada e também mais exigente.

Definicao 2.1.15. Seja k um cardinal. Um CW complexo X € dito localmente menor que K se
para todo x € X, existe subcomplexo Y de X com menos que k células tal que x pertence ao
interior de Y. Em particular, um CW complexo € dito localmente finito se for localmente menor

que X e localmente enumerdvel se for localmente menor que X;.

Observacao 2.1.16. Note que se X € um CW complexo, toda componente conexa de X é um
subcomplexo, pois cada célula fechada € conexa. Além disso, toda componente conexa € aberta
em X. De fato, sejam A C X uma componente conexa e B = X \ A. Entdo B é fechado, pois para
qualquer célula fechada e, de X, como células fechadas sao conexas, temos que ou ey C A €

logo BNey =0,0uey C Belogo BNey =eq. Assim, A € aberto.

2.2 Um pouco sobre cardinais

Antes de seguir em frente com o estudo de CW complexos, vamos rapidamente co-
brir algumas defini¢des e resultados sobre cardinais e, em particular, sobre o cardinal b, que

posteriormente serdo necessarios.

Definicao 2.2.1. Sejam f,g : N — N. Dizemos que f é quase dominada por g se f(n) < g(n) a

menos possivelmente em um nimero finito de naturais n € N. Nesse caso denotamos f <* g.

Definicao 2.2.2. Definimos o cardinal b como a menor cardinalidade de um conjunto de func¢des

de N em N que ndo € limitado com respeito a quase dominagdo, ou seja,
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b =min{|.7|: % c NN e, para todo g € NV, existe f € .7 tal que —(f <* g)}.

Observacao 2.2.3. Note que X < b < ¢, onde ¢ = |NN] ¢ a cardinalidade do continuo. De fato,
dado .# c NN, temos b < |.%| < |NY| = ¢. Suponha agora que .7 = {f 1 j € N} é enumerdvel
e considere g € N dada por g(n) = Y'i_1 fj(n). Note que f; <* g, para todo j € N, isto &, .F ¢
limitada por g com respeito a quase dominacao.

Definicao 2.2.4. Um cardinal k € dito singular se pode ser expresso como uma unido de

cardinalidade menor de conjuntos de cardinalidade menor, isto €, se

K= Ua<yloc

sendo ¥ < x e |I| < K para cada o < 7.

Um cardinal € dito regular quando ndo € singular.

Lema 2.2.5. O cardinal b € regular.

Demonstracdo. Seja.%# C NN ilimitado com respeito 4 quase dominagio, com .# ={fp:B <b}.
Suponha que b seja singular, isto €, pode ser decomposto na forma b = (Jy .y /o para algum y < b
e com |Iy| < b para cada o < y. Pela minimalidade de b, temos que fixado um a < 7y qualquer,
existe fungdo g¢ tal que fg <* gq, paratodo B € Uy o I; - Ainda, pelo mesmo argumento, existe
fungdo g tal que go <* g para todo o < y. Mas isto implica que fg <* g, para todo 8 < b,

contradizendo a hipétese de que .7 € ilimitado. 0

Agora, com a no¢do de cardinal regular e a definicdo de CW complexo localmente menor

do que um cardinal x, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.6. Seja k¥ um cardinal regular ndo enumerdvel. Um CW complexo X € localmente

menor que K se, e somente se, cada componente conexa de X tem menos do que k células.

Demonstracdo. Da Observacdo 14, temos que uma componente conexa de X € em si um
subcomplexo e é um aberto na topologia de X. Segue entdo que se X € tal que toda componente

conexa tem menos do que K células, X € localmente menor que K.

Por outro lado, suponha k um cardinal regular ndo enumeravel, X um CW complexo
localmente menor do que k e x € X um ponto qualquer. Vamos provar que a componente conexa

de X contendo x possui menos do que k células.

Seja A1 um subcomplexo conexo de X com menos do que K células e contendo x em
seu interior. Suponha, como hipétese de indugdo, que definimos A,, subcomplexo conexo de X
com menos do que K células e contendo A, em seu interior. Seja e, uma célula de A,. Como
X € localmente menor que K, para cada y € e, temos um subcomplexo conexo A, de X com

menos do que k células e um aberto Uy em X tais que y € U, C Ay. Note que {Uy : y € €4 } forma
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uma cobertura aberta para e¢,. Como e, € compacto, segue que existe Cy C € finito tal que
{Uy :y € Cy} cobre eq. Consideremos entdo A, 11 = Uger, Uyec, Ay> sendo L, o conjunto de
indices das cé€lulas de A,. Como A, e cada A, tém menos do que Kk células, cada Cy € finito e
Kk € regular, temos que A, possui menos do que k células. Além disso, como cada A, estd
conectado a A,, que € conexo, temos que A, é conexo. Ainda, por constru¢ao temos que A,

esta contido no interior de A, 11, concluindo a inducdo.

Consideremos agora A = | J,,cyA;. Como cada A,, possui menos do que k células e K
€ regular e ndo enumerdvel, temos que A possui menos do que k células. Ainda, A € conexo,
pois € unido crescente de conjuntos conexos, € fechado, pois € subcomplexo de X, e € aberto por

constru¢do. Assim A € componente conexa de X contendo x, finalizando a demonstracdo. [

Observacao 2.2.7. Na proposi¢ao acima, podemos observar que a reciproca € sempre valida
para qualquer cardinal x, mas a equivaléncia exige k regular e ndo enumeravel. Considere por
exemplo R com a topologia usual, munido da estrutura celular onde Z € o conjunto das 0-células
e {(n,n+1):n€Z} é o conjunto das 1-células. Tal espaco ¢ um CW complexo localmente

finito, mas é conexo e contém uma quantidade enumeravel de células.

2.3 O produto

Consideremos dois CW complexos X e Y. Sejam ey uma m-célulaem X e ey uma n-célula
em Y, com mapas caracteristicos ¢ : D" — X e y : D" — Y, respectivamente. Como D" x D" ¢
homeomorfo a D", a aplica¢do & : D™ x D" — X x Y dada por & (x,y) = (¢ (x), w(y)) forma

naturalmente um mapa caracteristico para o espaco X X Y.

Definimos entdo o espaco X X Y como o produto cartesiano dos CW complexos X
e Y, munido da topologia produto e com a estrutura celular dada pelo mapa caracteristico
descrito acima. Tal espaco satisfaz naturalmente as duas primeiras condi¢des da defini¢ao de
CW complexo, mas a topologia produto ndo necessariamente satisfaz a condicao (c) da definicdo

de CW complexo. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 2.3.1. Seja X o CW complexo composto de enumeraveis 1-células, cada uma com
uma de suas extremidades em sua prépria O-célula independente (lembrando que uma 0-célula é
apenas um ponto) e a outra extremidade em uma 0-célula central comum a todas, que chamaremos
de x. Sejam ¢,,n € N, os mapas caracteristicos das 1-células. Para simplicidade de notagao,
digamos que ¢,(—1) = x para cada n. Os intervalos da forma ¢,[(a, 1]], comn e Nea € (—1,1)
arbitrdrio, e conjuntos da forma |J,,cy @n[[—1,Dy)], com b, € (—1, 1] arbitrarios e independentes

entre si, formam uma sub-base para a topologia de X.

Analogamente, definimos o CW complexo Y com ¢ 1-células e os mapas caracteristicos

dessas c€lulas Yy para f € NN, e chamemos a 0-célula central de y.
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Suponha que X X Y é um CW complexo com a estrutura acima.

Considere o conjunto AN

H = {(9u(75m1) Vr (7)) in €N, F e NV C X x v

Como cada célula de X x Y contém no mdximo um ponto de H, segue
pela condicdo (c) da definicdo de CW complexo que H ¢é fechado.
Sejam agora U C X e V C Y vizinhancas abertas de x e y, respectivamente. Considere entao

g :N — N\ {0} uma funcéo crescente tal que ¢,[[—1, g(l—n))] C e, NU paratodon € N, e tome

k € N suficientemente grand_e para que wg(W) € e,NV. Assim (¢k(g(k§+l)’ l//g(g(k§+l)) €
(U xV)NH.Entdo (x,y) € H\ H, contradizendo que H ¢ fechado.

Agora, finalmente temos tudo que precisamos para enunciar o resultado principal.

Teorema 2.3.2. Sejam X e Y CW complexos. Entdo X x Y € também um CW complexo se, e

somente se, uma das seguintes condi¢des é cumprida:

(a) X ouY é localmente finito.

(b) X é localmente enumerdvel e Y € localmente menor do que b, ou vice-versa.

Observe que, como X e b sdo cardinais regulares e ndo enumerdveis, podemos pela

Proposi¢do 2.2.6 enunciar a condi¢do (b) do teorema de forma equivalente da seguinte maneira:

(b’) X possui uma quantidade enumerdvel de células em cada componente conexa e Y possui

menos do que b células em cada componente conexa, ou vice-versa.

Primeiramente, vamos focar em provar a reciproca do teorema, isto €, que dados X
e Y CW complexos satisfazendo a condi¢@o (a) ou (b) do teorema, seu produto X x Y é um
CW complexo. Mais precisamente, vamos comegar pelo caso em que X € um CW complexo
localmente finito. Para isso, vamos usar o seguinte resultado topolégico, uma demonstracao do
qual esta presente em (ENGELKING, 1989) (Teorema 3.3.27, p. 154).

Lema 2.3.3. Sejam X um espago de Hausdorff compactamente gerado e Y um espaco localmente

compacto. Entdo o produto X x Y € um espaco compactamente gerado.

Note que, pela Proposicao 2.1.7 um CW complexo Y € necessariamente compactamente
gerado. Ainda, ja observamos que um CW complexo localmente finito X € localmente compacto,
pois dado um ponto x € X, existe subcomplexo com niimero finito de células que € vizinhanca

de x, e tal subcomplexo é compacto.

Neste caso, com tais CW complexos X e Y, obtemos pelo lema anterior que o produto

X x Y é compactamente gerado. Portanto, como X x Y satisfaz naturalmente as condicdes (a) e



24 Capitulo 2. O produto de CW complexos

(b) da definicao de CW complexo, segue novamente pela Proposi¢do 2.1.7 o seguinte corolério

que € a primeira parte do resultado principal:

Coroléario 2.3.4. Sejam X e Y CW complexos. Se X ou Y é localmente finito, entdo X x Y é um

CW complexo.

Resta entdo provar que se X € um CW complexo localmente enumeravel e Y € um CW
complexo localmente menor do que b, entdo X X Y é um CW complexo. Para isso, precisaremos

de mais algumas defini¢cdes e resultados que serdo importantes na demonstracao.

Definicao 2.3.5. Sejam X um CW complexo e x € X. Sejam, ainda, e, a célula de X contendo x,
¢ Seu mapa caracteristico e d sua dimensdo. Paran € Ne z = ¢; ' (x), tomamos r € R como o
minimo entre 1/(n+ 1) e metade da distancia entre z e S~ !. Entdo para cada n € N podemos

definir

By(x) = ¢a[B(z,7)],

isto é, B,(x) C e é a imagem por ¢, da bola aberta de centro z e raio r em D?.

Observacio 2.3.6. Note que dado x € eq C X, a familia {B,(x) : n € N} definida acima caracte-
riza um sistema fundamental de vizinhancas abertas de x em e. Mas € importante observar que,

enquanto cada B, (x) é aberto em ey, 0 mesmo nao é verdade em geral em X.

Seguindo em frente, quando falarmos de uma célula e, passaremos a omitir seu indice

quando possivel para ndo sobrecarregar nossa notagao.

Definicfio 2.3.7. Sejam X um CW complexo, d € Ne U C X“ aberto em X¢. Seja, ainda, e uma
célula de dimensao d + 1 de X com mapa caracteristico ¢. Dado n € N definimos

Ci(U)=¢ th:t € <nnﬁ’l} zeo-l[U] C Sd}]

onde 7z representa o produto do escalar t € R com o vetor z € RI*1,

Observacao 2.3.8. Antes de seguir em frente, vamos observar algumas caracteristicas importan-
tes de C:(U) definido acima.

* Claramente, temos que U Ne C C5(U). Basta considerarmos ¢ = 1 na defini¢do de C4(U).
Além disso, se ¢~ [U] = 0, isto &, se U Ne = 0, temos que C¢(U) = 0.

* Note que, da defini¢do, obtemos que dados U e V, C5(UUV) = C5(U)UCL(V).

* C:(U) é aberto em e. De fato, vamos mostrar que o complementar de C:(U) nada mais
é do que ¢[DT1\ {1z:1 € (27,1],z € ¢ '[U]}]. que ¢ fechado em @ pois ¢ € aplicacdo

fechadae {rz:1 € (;57,1],z € ¢~ '[U]} é claramente aberto em D!
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Para isso, vamos mostrar que ¢~ [¢[{rz:1 € G 1,z € o~ U| = {tz:t € G 1z €
o~ '([U]}.
Podemos considerar primeiro os pontos da borda ¢, isto é, quando t = 1. Se = 1 temos

o' [o[{rz:r € Ay, z€ o U =0 [9[o~'[U]]] = ¢~ ' [U], pois ¢ € sobrejetora.

1), temos que ¢ € bijetora e segue o resultado.

Por outro lado, quando ¢ € (m,

Defini¢ao 2.3.9. Sejam X um CW complexo e L o conjunto de indices de suas células. Para cada

o € L, sejad(o) a dimensdo da célula e. Para cada n € N definimos
L"={aecL:d(a)<n}.

Em outra palavras, L" é o conjunto de indices das células do n-esqueleto X”.

Definicao 2.3.10. Sejam X um CW complexo, L o conjunto de indices de suas células e d(a) a
dimensdo da célula ey para cada o € L. Sejam, ainda, x € X e o, € L tal que x € e, . Dada uma

fungdo f : L — N definimos UX (x; f) indutivamente da seguinte forma:

« Para cada a € LY\ {a,}, seja UX (x; f) Neg = 0.
e Para @ = i, seja UX (x; f) Neg, = By () (x).

e Se UX(x;f) N X" j4 estd definido para algum n > d(o,) e o é tal que d(a) =n+1,

definimos

UX(x; f)Neq = C

f(a)(UX<X;f) an)-

Daqui em diante, quando n@o houver ambiguidade omitiremos X na notagdo da defini¢ao
anterior, escrevendo simplesmente U (x; f). Note que se A é um subcomplexo de X com conjunto
de indices M C L para suas células, entdo U2 (x; f | M) = UX (x; f) N A. Assim, podemos ainda
neste caso escrever U (x; f), pois os espagos coincidem em A e a observag¢do do dominio de f é

suficiente para entender em que complexo estamos considerando U (x; f).

Finalmente, com U (x; f) construimos uma vizinhanga aberta de x em X. Contudo, antes
de provar que U (x;f) é aberto, vamos brevemente enunciar como lemas alguns resultados
basicos sobre CW complexos que nos serdo uteis nesse processo. Mencionamos no inicio que
células abertas de um CW complexo ndo necessariamente sdo abertos no sentido topolégico,
mas se o CW complexo possui dimensdo maxima para suas células, as células abertas com tal

dimensao serdo abertos na topologia. Formalmente:

Lema 2.3.11. Seja X um CW complexo com conjunto de indices L tal que d(a) < n, para todo
o € L, para algum n € N. Neste caso, dado « € L tal que d(@) = n, temos que ey, é aberto em X.
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Demonstragdo. Seja o € L tal que d(a) = n. Vamos demonstrar que X \ e € fechado.

Afirmamos que X \ eq = U Ber\{a) €p- De fato, € direto da defini¢do de CW complexo
que X \eq =U BeL\{a} €p- Alnda, como para qualquer eg temos que eg \ eg € formado por uma
unido finita de células de dimenséo estritamente menor do que d(f3), segue que egMNey = O para
qualquer B € L) =L,

Considere agora (X \ eq) Neg para algum § € L qualquer. Se 8 # «, temos que (X \
eq) Neg = eg, que € fechado. Por outro lado, se § = o, entdo (X \ eq) Ney = €y \ €q, que €
também fechado. Segue entdo da defini¢do de CW complexo que X \ ey € fechado e, portanto,

ey € aberto. O

Lema 2.3.12. Seja X um CW complexo com conjunto de indices L. Se U C X é tal que U N X"

¢ aberto em X" para todo n € N, entdo U € aberto em X.

Demonstragdo. Vamos demonstrar que (X \ U) Negy € fechado para todo o € L.

De fato, seja ey uma célula qualquer de X com dimensdo d (o) = n para algum n € N.

Temos entdao que
(X\U)Neq = (X"\U)Neq.

Agora, como por hipétese U N X" é aberto em X", segue que (X" \ U) Negy é fechado em X" e,
portanto ,em X. Assim, (X \ U) Neg € fechado em X para qualquer célula ey de X. Logo U é
aberto em X. [

Proposicao 2.3.13. Nas condi¢des da defini¢do anterior, U (x; f) é uma vizinhanga aberta de x

em X.

Demonstracdo. Claramente x € U (x; f). Vamos provar indutivamente sobre as dimensdes n que
U(x;f)NX" ¢ aberto em X" para todo n € N.

Primeiramente, note que U (f;x) N X¢ = 0 para todo d < d(a). Além disso, temos pela
defini¢do que U (x; ) NX4(%) = B #(ay) (%), que € aberto em X (%) pois & aberto em e, que por

sua vez é aberto em X%(%).
Suponhamos agora que U (x; f) N X" é aberto em X" para algum n > d( o). Seja eq C
X" tal que d(a) = n+ 1. Entdo temos que

U(x: /) Neg = C50 (U(x: ) NX")

que € aberto em eq pois U (x; f) N X" é aberto em X”. Ainda, se d(a) < d(o) e & # a, entdo
U(x; f) Neg = 0. Finalmente, se & = 0, temos que U (x; f) Neq, = By(q,)(x), que € aberto em
2q,. Portanto U (x; ) Neg é aberto em e, para toda célula fechada de X"+, e logo U (x; ) N X" +!
é aberto em X" 1!, finalizando a demonstracao. ]
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Com a capacidade de obter uma familia de vizinhancas de qualquer ponto de um CW

complexo, podemos finalmente seguir em dire¢do ao nosso resultado principal.

Lema 2.3.14. Sejam X um CW complexo e L o conjunto de indices de suas células. Para qualquer
x € X, os conjuntos U (x; f) variando f € N- formam um sistema fundamental de vizinhangas
abertas de x em X.

Demonstragdo. Seja V um aberto de X contendo x € suponhamos que x pertence a célula eq,
de dimensdo d(a,). Vamos construir indutivamente sobre n uma fungdo f : L — N tal que
U(x; f)NX" C VNX" paracadan € N.

Primeiramente, como {By,(x) : m € N} caracteriza um sistema fundamental de vizinhan-
cas de x em ey, € V Neg, € aberto em eq,, podemos tomar f(oy) grande suficiente para que
B(e,,)(¥) CV, e tomar f(a) =0, para todo a € L%\ {a, ).

Suponhamos agora f ja definida em L" para algum n > d(a,) de forma que
W C VNX". Seja eq célula com d(o) =n+ 1 e mapa caracteristico @. Temos que
¢y '[U(x; f|12] é fechado e, portanto, compacto em ¢, '[V]NS". Podemos entdo tomar f(a)
grande suficiente para que C;‘E‘a)(U (xX; fl1n)) C Oaf0g V] C VNX"HL O

Lema 2.3.15. Sejam X e Y CW complexos, X’ e Y/ subcomplexos com niimero finito de células
de X e Y, respectivamente, e sejam U C X' e V C Y’ abertos em seus respectivos subcomplexos.
Seja ,ainda, F C X x Y sequencialmente fechado tal que U x V N F = (. Considere e uma célula
deY talquee\eCY'.

Nestas condigdes, existe p € N tal que U x (VUC,(V))NF = 0.

Observe que o lema nao depende de nenhuma propriedade especifica de Y, ou seja, pode

ser aplicado para estender qualquer um dos lados do produto.

Demonstracdo. Observe que Y’ Ue é também um subcomplexo de Y. Denotaremos tal subcom-
plexo Y”. Observe também que X’ x Y é CW complexo (pelo Corolério 2.3.4), sequencial
(pois é CW complexo), compacto (pois X’ e Y” tem nimero finito de células) e normal (pois é

compacto e Hausdorff).

Denotemos F N X' x Y" por F'. Pela sequencialidade, F’ é fechado em X’ x Y”. Pela
normalidade segue entdo que existem dois abertos em X’ x Y” disjuntos A € B tais que U x V C A
e F' CB.

Dado um ponto qualquer x € U x V, existe aberto R, x S, em X' x Y tal que x €
R, x Sy C A. Ainda, podemos diminuir S, se necessario e considerd-lo com sendo da forma
T UC4(T) para algum aberto T C Y’ e algum n € N (considerando algum n arbitrario para os

abertos tais que 7' Ne = 0, uma vez que nestes casos C¢(T) = 0 para qualquer valor de n).
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Tomando tais R, x Sy para cada x € U x V obtemos uma cobertura aberta e, como U x V
€ compacto, existe familia finita de conjuntos R, X Sy tais como descritos anteriormente que o

cobre. Basta entdo escolhermos p € N maior que todos os valores de n correspondentes a cada

Sy dessa familia. Temos assim que a unidio dessa familia cobre também U x (V UC4(V)) e estd
contida em A. Portanto U x (VUC,(V))NF =0 O

Lema 2.3.16. Seja X um CW complexo com uma quantidade enumerdvel de células. Existe uma
indexacdo e,,n € N, de suas células tal que para cada n, a borda de e, estd contida em |J;_, e; €,

portanto, X, = [J;<, e; constitui um subcomplexo de X para qualquer n € N.

Demonstragdo. Sejam X um CW complexo enumeravel e e,,n € N, uma indexagdo qualquer de
suas células. Sejam, ainda, d(i) a dimensdo da célula e; e N(i) o conjunto dos indices das células

de dimensao d(i) — 1 que fazem parte da borda de ¢; (sendo N (i) = 0 se d(i) = 0).

Iremos definir uma nova ordenagao para as células de X. Para isso, vamos primeiramente
analisar eg. Se d(0) = 0, podemos simplesmente colocar ¢p no comego da nova ordenagdo. Caso
contrdrio, consideremos as células e¢; com i € N(0). Se a dimensao dessas células € 0, basta
as colocarmos no comeg¢o da nova ordenagdo (em qualquer ordem, pois todas tem a mesma
dimens@o) e depois ep. Caso contrdrio, consideremos as células e; com i € Ujen(o)N(J)- Se
essas células t€ém dimensdo 0, basta as colocarmos no comeco da nova ordenagdo (em qualquer
ordem), depois as células e; com i € N(0) e depois eg. Podemos continuar esse processo até que
ele termine, pois cada passo diminui a dimensao das células sendo adicionadas, e cada passo

adiciona apenas um nimero finito de células.

Consideremos entdo e;. Essa célula pode ja ter sido inclusa na nova ordenagdo no
processo de inclusdo de e, e neste caso ndo resta nada a fazer. Caso contrario, podemos repetir
0 mesmo processo pelo qual incluimos eg para incluir e; e todas as demais células para isso
necessarias depois de ey. Repetindo esse algoritmo para cada célula ¢;,i € N, obtemos uma

reordenacao completa das células satisfazendo a condicao desejada. ]
Podemos agora avancgar na prova do Teorema 2.3.2. Mais precisamente, pela Proposicao
2.2.6, o enunciado equivalente do teorema mencionado anteriormente:

Teorema 2.3.2. Sejam X e Y CW complexos. Entdo X XY é um CW complexo se, e somente se,

uma das seguintes condicoes é cumprida:

(a) X ouY é localmente finito.

(b’) X possui uma quantidade enumerdvel de células em cada componente conexa e Y possui

menos do que b células em cada componente conexa, ou vice-versa.

Noés ja demonstramos no Corolério 2.3.4 que X XY € um CW complexo quando um
deles € localmente finito. Vamos agora provar que o mesmo € verdade quando a condigdo (b’) é

satisfeita, deixando para depois a prova da necessidade de que uma das condi¢des seja satisfeita.
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Demonstragcdo. Primeiramente, como podemos considerar as componentes conexas individual-
mente, podemos, para simplicidade nessa demonstracdo, assumir sem perda de generalidade que
X tem uma quantidade enumerdvel de células e Y tem menos do que b células. Nessas condic¢oes,
provaremos que a topologia produto em X x Y € sequencial e, portanto, ¢ CW complexo pela

Proposicao 2.1.9.

Seja F C X x Y sequencialmente fechado, e seja (xo,yo) € (X xY)\ F. Iremos mostrar

que existe vizinhanga aberta de (xg,yp) disjunta com F e, portanto, F é fechado.

Sejam ey , para cada n € N as c€lulas de X. Podemos ordenar essa enumeragdo de forma
que eéx ., \ ex.n C Uinex.i, pelo Lema 2.3.16. Definindo entdo X, = Uign ex ; temos que X, € um

subcomplexo de X para cadan € N.

Denotamos: ey o para cada o € L as c€lulas de Y (sendo L um conjunto arbitrario de
indices com cardinalidade menor do que b), d(n) a dimensao da célula ex , e d(¢t) a dimensdo
da célula ey o, € ex », € ey,q, as células contendo xg € yo, respectivamente. Iremos construir
indutivamente fun¢des f: N — Ne g: L — N tais que U (xp; f) X U(yo;g) "H = 0. Para cada
n € N, construiremos funcdes f; : N — Ne g; : L@+ _y N tais que, dado i € N, temos:

* Uxo: /i) x U(yos8i) NH =0
* paracada j > i
W g [ LI =g

B fi(n) = fi(n),Yn <1
W fi(n) > fi(n),¥n > .

Supondo por enquanto que tais fun¢des podem ser construidas, podemos definir f(i) = fi1(i)
para cada i € N e g(Q) = g4(a)—a(ay) (@) quando d(a) > d(0y) (recorde-se de que se & €
LA @)\ Lo}, entdo U(yo;g) Neg = 0, tornando o valor de g em tais casos irrelevante). Temos

entao
Ui f) < Uoig) = (U Ui f [ Nei) x Ulvog [L190)4)

= U (U@o: fi I N<j) X U (303 8i))»
ieN
sendo N<; = {j € N : j <i}. Cada termo desta unido é por construgio disjunto de H e, portanto,
U (x0;f) x U(yo;g) também o é.
Nos resta entdo evidenciar a constru¢ao indutiva de f; e g;. Para o primeiro passo,
considere X x Y&”f”. Como Y&"J” tem apenas um numero finito de células, temos pelo Corolério

2.3.4 que X x Ygg’" ¢ CW complexo. Portanto (X x Yg;i") NH é fechado em X x YO’Zi". Assim,

pela normalidade de CW complexos, podemos tomar uma fun¢do fy : N — N e um nimero

k € N tais que U (xo; fo) X Bx(yo) "H = 0. Tomemos go(ap) = k e go(a) = 0 quando o €
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L4() \ {on} (novamente, nestes casos o valor de gg ndo importa). Como U (yo;80) = Br(yo),

temos U (xo; fo) X U(y0;80) NH = 0, completando o primeiro passo da construgao.

Para o restante da construgdo, precisaremos do seguinte lema, que enunciaremos man-

tendo a nomenclatura ja em uso nesta demonstragao:

Lema 2.3.17. Sejam Y’ um subcomplexo com finitas células de ¥ contendo yg, com L' C L seu
conjunto de indices, e F : N — Ne G: L' — N fungdes tais que U (xo; F) x U(yo; G) NH = 0.

Sejam, ainda, i € Ne Y =Y'Ueq onde o ¢ L' mas a borda de e estd em Y’. Entdo existe uma

funcdo f : N — N tal que:

(a) F(n) < f(n) paratodon € Ne f(n) = F(n) paratodon < i

(b) paracada f': N — Ntal que f <* f' e F < f/, existe k € N tal que

U(xo: /) x U(yo: GU{(a, k) }) NH = 0

Vamos deixar de lado no momento a demonstragcdo do lema e continuar a construgdo das

fungdes.

Suponha que ji construimos fungdes f; : N — N e g; : L4 @)+ 5 N satisfazendo as
condi¢des (a) e (b) do Lema 2.3.17 para todo i < g para algum g € N. Queremos estender g; para
as células ey de dimensdo d(o) = d(op) + g+ 1. Com isso em mente, iremos nos referir a tais

células e seus indices como relevantes.

Considere ento o relevante. Sejam Y, = (Y5 UY")\ eq € Lg seu conjunto de indices.

Podemos aplicar o Lema 2.3.17 tomando: f; como F, Y(; como Y’, YO’}Z)"” U Y&”i" como Y, gq | Lo

como G, e g+ 1 como i, sendo que a condig¢do de U (xo; fy) X U(y0:84 | L) NH = 0 é satisfeita
pela hipétese de indugdo. Obtemos entdo, para cada & relevante, uma funcdo fq"j_l satisfazendo
as condicoes (a) e (b) do Lema 2.3.17.

Agora, como L tem cardinalidade menor do que b, existe fung¢do f, i : N — N tal
que ;‘H <* f4+1 para cada o relevante. Podemos entdo aplicar o item (b) do Lema 2.3.17
considerando f,.1 como f’, o que implica que para cada o relevante, existe po € N tal que

U (x0; fg+1) x U(y0; 84 U{ (0, pa) }) NH = 0. Temos entdo:

Uxosfae1) x U UposggU{(o,pa)}) =U(xos far1)x U UosggU{(a,pa)})

a relevante a relevante

pela topologia produto e

Ulxos fgr1)x U UosggU{(a,pa)}) =U(xo; fgr1)x U UosggU{(a,pa)})

o relevante o relevante

pela topologia fraca em Y4(®)+4+1 Portanto,

Uxos fgr1)x U UloiggU{(a,pa)})NH =0.

« relevante
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Basta entdo tomar g, = g,U{(a, pa) : & relevante} e estd completa a indugéo.

Como discutido anteriormente, com tais fun¢des obtemos fungdes f : N —Neg: L — N
tais que (U (xo; f) X U(yo;g)) NH = 0, isto é, U (xq; f) x U(yo;g) é uma vizinhanga de (xq,yo) €
X XY que ndo toca H, sendo (xp,yp) um ponto arbitrario fora de H. Portanto H é fechado,

completando a demonstracgao. [

Para verdadeiramente completar esta dire¢cdo da demonstracdo do teorema, nos resta

agora apenas provar o Lema 2.3.17.

Demonstrag¢do do Lema 2.3.17. Como f(n) = F(n) quando n < i, resta definir f para n > i.

Como de costume, construiremos f indutivamente. Para comecar, considere simplesmente
f(0) =F(i).
Agora suponha que f jd estd definida em N, para algum n > i. Seja r : N, =& N uma

funcgdo tal que F(m) < r(m) < f(m), para todo m < n. Pela hipéStese sobre F e G e pelo Lema
2.3.15, existe um ¢(r) minimo tal que U (xo;r) x U(yo; GU{(et,q(r))}) N"H = 0. Aplicando

agora o Lema 2.3.15 no lado esquerdo do produto, temos que existe um p(r) minimo tal que
U(xo;rU{(n,p(r))}) xU(o;GU{(a,q(r))}) NH = 0. Definimos entio

f(n)=max({p(r) : F | Ney <r < f [ N} U{F (n)}),

concluindo o processo de indugdo.

Naturalmente por sua constru¢do, f satisfaz a condicdo (a), restando apenas mos-
trar que satisfaz também a condig@o (b). Seja /' : N — N tal que f <* ' ¢ F < f’. Sejam
também ng € N tal que f(n) < f'(n), para todo n > ng, e s : No,,, — N dada por s(m) =
min(f(m), f'(m)). Como anteriormente, podemos definir o nimero g(s) € N. Note que s | N; =
f I N.; =F | N_;. Afirmamos que o nimero ¢(s) satisfaz a condi¢go (b) do lema, isto é, que
Uo: /1) X Uly0:GU{(eq(s) 1) N H = 0.

De fato, mostraremos indutivamente sobre n que, sendo f” : N — N a func¢do dada por

£ (n) :{ s(n) sen<ng ,

f(n) sen>ny

temos que U (xo; f) X U(yo; GU{(xt,q(s))} NH = 0.

Primeiramente, quando n < ng pela escolha de ¢(s) temos de forma imediata que
U(xo0;s) X U(yo; GU{(,q(s))} NH = 0.

Consideremos entio agora n > ng € suponhamos que ja mostramos anteriormente que
U(x0; f" | Ney) x U (yo; GU{(,q(s))}) NH = 0. Considere ¢(f” | N-,). Por minimalidade,
segue que ¢(f” | No,) < ¢(s). Ainda, como f”(n) = f(n) > p(f” | N<,), temos:

* Uxo: /" | Neng1) XU (yo; GU{ (0, q(f" [ Nen))}) NH =0
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o Uxosf" | Nepy1) xU(yo; GU{(a,q(s))}) estd contido em
U(xo: /" T Neng1) X U(yo: GU{ (e, q(f" [ N<n))})

e, portanto, U (xo; f"" | Nopy) x U(yo; GU{(a,¢(s))}) NH = 0. Finalmente, como

U Uxo: /" I N<n) X U (y0; GU{(x,q(s)) }

neN

¢ fechado em cada célula de X x Y”, é também fechado no espaco X x Y” e, portanto,
U (xo; ") x U (yo; GU{(a,q(s))}) "H = 0, concluindo a demonstragéo. O

Com isso finalmente estd completa a demonstracdo da suficiéncia das condi¢cdes do
Teorema 2.3.2 para que o produto de dois CW complexos seja um CW complexo. Sigamos entio
adiante para a demonstracdo da necessidade. Para isso, serdo necessarios outros resultados, os

quais por sua vez receberdo auxilio de dois espacos em particular, definidos a seguir:

Definicao 2.3.18. Denotamos por S 0 espago dado por uma familia enumeravel de sequéncias,
digamos {a" : n € N} para cada m € N, tal que cada uma converge para um tinico ponto central
a € Sg. Tal espaco € munido da topologia na qual cada ponto fora a € isolado e uma vizinhanca
aberta bésica de a é um conjunto da forma {a} U{a) : n > no(m)} para m € N arbitrério e

no(m) € N dependente de cada m.

L] L] L]
& L] L
o L] ] L
L] L] L]
[ ]
.o [ ] <] ] ®
e e o o0 0 ]
LI N ®
] L L
[ 2 L] ] [ ]
Y ® ® L I ] [ ] L ] L]
® L ] [ ]

Definicao 2.3.19. Denotamos por S o espaco dado por uma familia enumeravel de sequéncias,
digamos {b!' : n € N} para cada m € N, cada uma com seu respectivo limite ™, e tal que a
sequéncia dada por {b" : m € N} converge para um ponto b € S. Tal espaco é munido da
topologia na qual cada b/ é isolado, uma vizinhanga aberta basica de 4™ € um conjunto da
forma {p"} U{D)' : n > np} para algum ng € N arbitrdrio, e uma vizinhanga de b é um conjunto
contendo b que seja também vizinhanca de cada ™, a menos possivelmente de uma quantidade

finita deles.

Observacao 2.3.20. Note que o espago quociente de S, obtido identificando os pontos b e b™,
para todo m € N, é o espaco Sy.
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A importancia da observagdo anterior pode ser percebida preliminarmente através do

seguinte lema topoldgico, do qual faremos uso.

Lema 2.3.21. Se X ¢é um espaco compactamente gerado, entdo qualquer espagco quociente de X

€ também compactamente gerado.

Com essas definicOes e o ultimo lema como ferramentas, estamos prontos para provar as

seguintes proposicoes:

Proposicao 2.3.22. Seja X um CW complexo e kK um cardinal. X é localmente menor do que K
se, e somente se, para cada x € X, com e, a célula tal que x € e, existe uma vizinhanca B de x

em e, tal que o conjunto de células K = {e, : BNey # 0} tem cardinalidade menor do que «.

Demonstragdo. (<= ) Sejax € eq, C X qualquer e B,(x) para algum n € N uma vizinhanca
bdsica de x em e, satisfazendo as condi¢des da hipétese. Seja também L o conjunto de indices

das células de X e f : L — N uma fungdo tal que f(a,) = n.

Relembre-se da constru¢do da vizinhanga U (x; f) de x em X. Comecamos a partir
da vizinhanga B,(x) em e, e a estendemos para as células fechadas vizinhas de dimensao
imediatamente maior, isto é, para as células ey tais que e NB,(x) D e d(a) =d(oy) + 1,
obtendo U (x; f) N X4(®%)+1 Repetimos entdo recursivamente esse processo com U (x; f) N X"

para cada dimensao m.

Observe que se eq é uma célula com d(a) = d (o) +2 tal que 2 N (U (x; f) N X4 (@) 1) £
0, entio e, N By(x) # 0. De fato, se eg N (U(x; f) NX4(®)+1) oL @ entdo existe alguma cé-
lula eg com d(f) = d(ax)+ 1 tal que eg N B,(x) # 0 e QOC;[EB)(Bn(x)) # 0. Se eq toca

ijz B) (Bu(x)) \ eg = By (x) Neg, acabamos. Caso contrdrio, podemos escolher f(f) de modo que

C;’E B) (Bu(x)) Neq = 0, pois se a célula eq se aproxima arbitrariamente de B, (x) Neg, entdo por

ser fechada ela deve conter algum ponto de B, (x) Neg.

Analogamente, obtemos que para qualquer célula e, com d(a) = d(a,) +m+ 1 para
algum m e tal que g N (U (x; f) NX4%)HM) £ ), temos que &g N B, (x) # 0. Assim, K = {ey, :
eqNBy(x) #0} ={eq :eqNU(x; f) # 0}. Acrescentando a K as células que formam as bordas
das células de K (que € apenas um numero finito de células para cada elemento de K) obtemos
Xk um subcomplexo de X com menos do que k células e tal que x € U(x; f) C Xk, provando

que X é localmente menor do que K.

(=) Por hipétese, existe um subcomplexo X’ com menos do que Kk células tal que
x € int(X'). Claramente, todas as células e, de X tais que e N B, (x) # 0 estdo em X', concluindo

a demonstracao. 0

Proposicao 2.3.23. Seja X um CW complexo. Se X ndo € localmente finito, entdo X contém

uma cépia fechada de S, ou S,.
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Demonstragdo. Primeiramente, como X ndo € localmente finito, temos pela proposi¢do anterior
que existe x € X tal que para cada vizinhanga B, (x),n € N, o conjunto de células {ey : g N
B,(x) # 0} tem pelo menos @ células. Fixado um ng arbitrario, seja entdo K uma colegio

enumeravel de tais células.

Se existe um ponto xo € By, (x) tal que xo € N, cx €a N By, (x), podemos tomar sequén-
cias {x¢ : n € N} em eg, para cada célula e, € K, convergindo para xy. Denotemos S =
Uegex Unenixy } U{xo}. Afirmamos que S € uma cépia fechada de S em X. De fato, € simples
observar que cada ponto das sequéncias fora x( € isolado em S € que uma vizinhanga de xp em S
tem a mesma forma de uma vizinhanca de a em S. Ainda, como S é uma unido de sequéncias e
seu limite, S é claramente sequencialmente fechado e, portanto, fechado em X pela Proposicao
2.1.9.

Suponha agora que ndo existe tal xq. Para cada célula e, em K, seja {x¥ : n € N} uma
sequéncia em ey que converge para algum x* € g5 N By, (x). Ainda, podemos escolher as células
de K de forma que os limites x* formam uma sequéncia convergente para x. Denotemos agora
S =Uepek Unen{xy } U{x*}U{x}. Afirmamos que S é uma cdpia fechada de S> em X. De fato,
como anteriormente, é simples observar que os pontos x& sdo isolados em S, que uma vizinhanga
de x* em S tem a mesma forma de uma vizinhanca de ™ em S, e que uma vizinhanca de x em S
tem a mesma forma de uma vizinhanca de b em S;. Além disso, como novamente S € a unido de
sequéncias convergentes com seus limites, segue que S € sequencialmente fechado e, portanto,
fechado em X. L

Com o auxilio dessas proposi¢des podemos enfim provar os lemas que nos fornecerdao

nosso resultado desejado.

Lema 2.3.24. Sejam X e Y CW complexos e x € X com e, a célula de X contendo x. Suponha
que para cada vizinhanca U de x em e, existem pelo menos b células e, cuja borda toca U, isto €,

tais que (e¢ \ eq) NU # 0. Entdo, se Y ndo é localmente finito, X x ¥ ndo é um CW complexo.

Demonstragdo. Considere a base local decrescente de x em e, expressa por {By(x) : x € N}.
Afirmamos que existe uma familia dois a dois disjunta {X,, : n € N} de colec¢des de células de X

tal que, para cadan € N, (e \ e?,) N B, (x) # 0 para todo €, € X,,, e cada X,, tem cardinalidade b.

De fato, a escolha de tais X;, pode ser feita indutivamente. Vamos construir primeiramente
Xo. Por hipétese, existe um conjunto A de b células cujas bordas tocam By(x). Denotemos entdo
A’ o subconjunto de A das células cujas bordas ndo tocam Bj(x) e A” o subconjunto das células
cujas bordas tocam Bj(x). Como A = A’UA” e |A| = b, temos que |A’| = b ou |A”| = b. Se
|A’| = b, tomamos simplesmente Xy = A’. Caso contrério, dividimos A” arbitrariamente em dois

conjuntos AY e A disjuntos, ambos com cardinalidade b. Definimos entdo Xy = A/.

Para definir X; tomamos A} como o conjunto A do argumento anterior e repetimos o

processo. Da mesma forma, repetindo recursivamente o processo definimos X,, para cadan € N.
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Continuando a demonstracdo, dado n € N qualquer, para cada célula e}, € X,, seja xJ,
um ponto em (€4, \ €%,) N B, (x). Afirmamos que para cada x, existe uma sequéncia {x% (i) :
i € N} C €% que converge para x, em ef}. De fato, para cada x7,, existem uma célula e que o
contém e faz parte da borda de ¢/, e uma base local {B;(x},) : i € N} para x}, em e. Considere
entdo os conjuntos Cl-e @ (Bi(x%)), i € N, que formam uma base local para x”, em e7,. Basta entio
escolhermos x%, (i) € Cfg‘ (Bi(x%)).

Suponhamos agora que X x Y € um CW complexo. Temos entdo pela Proposi¢ao 2.1.7
que X X Y é compactamente gerado. Ainda, pela Proposi¢cdo 2.3.23, sabemos que Y contém uma
copia fechada de Sy ou de S,. Se Y contém cépia de S, segue que X X Sy, é compactamente
gerado. Por outro lado, se Y contém cdpia de S;, entdo X X S, é compactamente gerado. Mas
podemos considerar X x S como espaco quociente de X X S, conforme a Observacdo 2.3.20, e

segue entdo pelo Lema 2.3.21 que X X S é compactamente gerado também neste caso.

Com isso em mente, seja agora F = {fy : fo : N — N, o0 < b} uma colecdo de fungdes
de cardinalidade b tal que para cada f : N — N existe fy € F tal que f(n) < fo(n) para uma
quantidade infinita de valores n € N. Tal F existe pela definicdo do cardinal b. Da mesma
forma, como cada X, tem cardinalidade b, podemos indexar X,, = {e}, : & < b} para cadan € N.

Definimos:

o Hi= U {(x,,(m),a™) : fo(m) > n} paracadai € N;

a<b

e H= UH,'.
ieN

Afirmamos que dado K um compacto qualquer em X X S, temos que K N H € finito.

De fato, se K é compacto, entdo a proje¢do m K] de K em S € um compacto em Sy, e,
como todo ponto em S, fora o centro a é isolado, m,[K] é finito. Portanto, m,[K N H] € finito e,
consequentemente, compacto em Sg,. Agora, observe que 7j[H] contém no méximo um ponto de
cada célula ¢!, para cada sequéncia de S¢. Como m,[K N H] é finito (e, portanto, toca um nimero
finito de sequéncias de Sy), a proje¢do 7 [K N H] de KN H em X toca no maximo um nimero
finito de células (pois 7;[K] é compacto em X) e e, # e{;, para todo o, 8 < b, quando i # J,
concluimos que K N H ¢ finito e, portanto, fechado em X X S.

Utilizando entdo o fato de que X x S, € compactamente gerado, segue que H € fechado

em X x Sg. Afirmamos agora que (x,a) € H, gerando uma contradi¢io, uma vez que (x,a) ¢ H.

Primeiramente, seja U x V uma vizinhanga aberta de (x,a) em X X Sy € seja g € N tal
que B,(x) C U.Paracadam € N, como V é uma vizinhanga de a, existe p,, > m tal que se n > py,,
entdo a € V. Seja f : N — N dada por f(m) = p,, para todo m € N. Existe entdo o < b tal
que fo,(m) > f(m) para uma quantidade infinita de valores m € N. Agora, como {xy (i) : i € N}
converge para xj para cada m € N e x§ € By(x) C U, existe ng € N tal que x}, (n9) € U e



36 Capitulo 2. O produto de CW complexos

fao(no) > f(no). Portanto, (x%, (no),a;;)(no)) €H,N(UxV)CHN(U xV), completando a

demonstracao. O]

Como consequéncia direta do lema anterior juntamente com a Proposi¢ao 2.3.22 obtemos

o seguinte resultado:

Corolario 2.3.25. Sejam X e Y CW complexos ndo localmente finitos e tais que X x Y é um

CW complexo. Entdo X e Y sdo localmente menores do que b.

Lema 2.3.26. Seja X um CW complexo. Seja x € X, com X

a célula de X contendo x, tal que
toda vizinhanga de x em e toca as bordas de ao menos @ células de X. Analogamente, sejam Y

CW complexo e y € ¢¥ C Y com as mesmas condi¢des. Entdo X x ¥ nio é um CW complexo.

Demonstracdo. Primeiramente, considere as bases locais {B,(x) : n € N} e {B,(y) : n € N}

de x em X e de y em ¥

, respectivamente. Para cada ordinal o < @, definimos uma funcao
fo : 0 — Ntal que fy | o € bijetiva sobre N. Ainda, analogamente ao feito na demonstracio do
Lema 2.3.24, consideramos a sequéncia {x’, (i) : i € N} na célula e” paracadan € Ne o < @

e a sequéncia {y% (i) : i € N} na célula e}y paracadan € Ne o < o).

Definimos também:

M,= U {(x’&(i),yg(fﬁ(a))) i< fg(o)} paracadan € N;

a,f<w

M= U M,.
neN
Suponhamos que X x Y é CW complexo e, consequentemente, compactamente gerado.
Novamente, analogamente a demonstracdo do Lema 2.3.24, obtemos que K "M € finito e,
portanto, fechado para cada K C X x Y compacto. Logo M € fechado em X X Y. Assim como

antes, vamos mostrar que (x,y) € M, criando assim uma contradigdo.

Seja U x V uma vizinhanga aberta de (x,y) em X x Y, e seja também ¢g € N tal que
By(x) C U e By(y) C V. Existe uma fungdo g : w; — N tal que, para cada o < ;, temos
{x&(n):n>g(a)} CU e {y4(n):n>g(a)} CV, pela convergéncia das sequéncias. Existe
também, ngy € N tal que g(@) = ng, para todo & € A, sendo A algum subconjunto ndo enumeravel
de @, pois @] = U,eng ' (n). Seja entdo y € A com infinitos antecessores em A. Existe § € A
tal que 8 < ye fy(8) > no. Assim, (x%(no),y%(fy(8))) € MN (U x V), provando portanto que
(x,y) € M e concluindo a demonstragdo. O

Como anteriormente, utilizando o lema anterior juntamente com a Proposi¢do 2.3.22,

obtemos o seguinte coroldrio:

Corolario 2.3.27. Sejam X e Y CW complexos, ambos nao localmente enumeraveis. Entdao

X x Y ndo é um CW complexo.
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Finalmente, unindo o Corolério 2.3.25 e o Corolario 2.3.27, obtemos a reciproca de

nosso resultado principal:

Proposicao 2.3.28. Sejam X e Y CW complexos tais que X x Y é também um CW complexo.
Entdo uma das seguintes condic¢des € satisfeita:

¢ X ouY é localmente finito;

* X é localmente menor do que b e Y € localmente enumerdvel, ou vice-versa.

Com isso, estd finalmente concluida a demonstragdo do Teorema 2.3.2.
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CAPITULO

RELACAO ENTRE ESPACO METRICO E
CARDINALIDADE DO GRUPO
FUNDAMENTAL

O estudo do grupo fundamental de um espaco € uma das formas mais bésicas de estudar
a sua forma. Como um objeto algébrico, surge naturalmente o interesse em avaliar possiveis
isomorfismos entre o grupo fundamental de um espago e outros grupos conhecidos, como o

grupo dos inteiros ou dos racionais.

Neste capitulo, estudaremos o resultado exibido no artigo (SHELAH, 1988), que mostra
condi¢des nas quais o grupo fundamental de um espaco métrico com certas propriedades
desejaveis é nao enumerdvel e, portanto, nao pode ter seu grupo fundamental isomorfo ao grupo

aditivo dos racionais.

3.1 Definicoes

Comecamos este capitulo estabelecendo as notagdes e nomenclaturas que serdo utilizadas:

* Denotaremos por I o intervalo [0,1] = { € R : 0 < x < 1} munido da topologia usual

como subespaco de R;

* Sendo M um espago métrico munido da métrica d, denotaremos B(x,r) ={y € X : d(x,y) <

r} parax € M,

* Sendo X um espago topologico com x,y € X e f: [ — X um caminho de x a y, isto é, uma
funcdo continua tal que f(0) =xe f(1) =y, denotaremos por f~ : I — X a fungdo que
faz o caminho reverso de f, dada pela relagdo f~(¢) = f(1 —¢), paratodot € I;
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* Se dois caminhos f,g : I — X sdo tais que f(1) = g(0), denotamos por fg:I — X o

caminho dado pela concatenagdo de f e g da forma

* Dado x € X, denotamos E(x,X) o conjunto dos caminhos em X que ligam o ponto x a
si mesmo. Com isso, denotamos por 7(x,X) o grupo obtido quocientando E(x,X) pela
relacdo de equivaléncia dada pela homotopia de caminhos em E(x,X). Se f é um tal

caminho, denotamos [f] a classe de equivaléncia de f;

* Se X é conexo por caminhos e, portanto, 7r(x,X ) é o "mesmo"para todo x € X (a menos de

isomorfismos), denotamos simplesmente 7(X) o grupo fundamental de X.

Além disso, serdo necessarias algumas defini¢des:

Definicao 3.1.1. Dado X um espaco topoldgico, dizemos que um subespago ¥ C X é perfeito se
Y #0,Y é fechado e Y ndo contém pontos isolados.

Definicao 3.1.2. Dado X um espaco topoldgico, dizemos que ele é grafico se existe uma cobertura
aberta 7 tal que para cada U,V € % e cadax € U ey € V, quaisquer dois caminhos de x para y

em U UV sdo homotdpicos em X.

Observe que a definicdo nao garante a existéncia de caminhos entre x € U e y € V para
U,V € % . De fato, quando U NV = 0, tais caminhos ndo existirdo. A defini¢cdo nos fornece entao
espagos que podem ser divididos em partes que sdo bem comportadas com relagdo a homotopias

quando consideradas isoladamente, mas sem exigir que o espaco como um todo o seja.

Exemplo 3.1.3. O plano euclideano R? é claramente grifico, uma vez que é simplesmente
conexo. Por outro lado, a circunferéncia §' C R? é também um espaco gréfico. De fato, basta

considerar a cobertura {B(x,1) : x € S'}.

Definicao 3.1.4. Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X € fracamente localmente conexo
por caminhos (que abreviaremos como FLCC) se, para cada x € X e cada vizinhanca aberta U de

x, existe um aberto V tal que x € V C U e para todo y € V existe um caminho em U de x para y.

Observe que, diferentemente de um espago localmente conexo por caminhos, um espago
FLCC néao exige que existam caminhos entre os pontos de V e x contidos em V, ou seja, nao

exige que V seja em si conexo por caminhos.

Definicao 3.1.5. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é semilocalmente simplesmente
conexo (que abreviaremos como SLSC) se, para cada x € X, existe uma vizinhancga aberta U de

x tal que quaisquer dois caminhos de x para x em U s@o homotdpicos em X.
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Exigimos aqui apenas a existéncia de uma tal vizinhanga, e ndo de um sistema funda-
mental de vizinhangas. Ainda, similarmente a definicdo de FLCC, caminhos nessa vizinhanca

apenas precisam ser homotdpicos no espago, € ndo necessariamente na vizinhanga em si.

Exemplo 3.1.6. Considere o espago

H= U {(xy) €¢R?:|(x,y) - (%,O)H = %}’

neZ~g

dado pela unido das circunferéncias de centro (%, 0) e raio %
Podemos observar que ponto (0,0) ndo admite vizinhanga conforme

a defini¢do e, portanto, H ndo é SLSC.

Por outro lado, considere o cone em R3 com base H,
que é simplesmente conexo. Note que uma vizinhanga qualquer
B((0,0,0),r),r > 0, do ponto (0,0,0) contém caminhos de (0,0,0) a
(0,0,0) que, apesar de poderem ser ndo homotdpicos na vizinhanga,

s20 homotdpicos no cone.

3.2 Propriedades basicas

Com as defini¢des que necessitaremos, podemos agora enunciar o resultado principal

deste capitulo.

Teorema 3.2.1. Seja X um espago métrico compacto, FLCC e conexo por caminhos. Entao, se
o grupo fundamental 7(X) ndo € finitamente gerado, temos que 7(X) tem a cardinalidade do

continuo ¢ como conjunto.

Exemplo 3.2.2. Observe que o espaco H definido no exemplo anterior € um exemplo de espaco

que satisfaz as condigdes do teorema. Portanto, pelo teorema podemos concluir que |7 (H)| = c.

Antes de seguir para a demonstracio do teorema, ainda precisaremos de alguns resultados.

Proposicao 3.2.3. Seja X um espago compacto, grafico e FLCC. Entdo o grupo 7(xp,X) €

finitamente gerado para cada xy € X.

Demonstragdo. Primeiramente, seja %/ uma cobertura aberta de X satisfazendo as condi¢des da

definicao de espaco grafico. Para cada x € X, seja UQ € 7 contendo x.

Como X é FLCC, existe um aberto U, tal que x € U} C U? e para cada ponto y € U}
existe um caminho em U? de x para y. Observe que {U/ : x € X} forma uma cobertura aberta

para X que, por ser compacto, admite uma subcobertura {U] : x € X'} para algum X’ C X finito.
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Como xo € U, para algum x € X', temos que existe um caminho em UY ligando xq a x. Podemos

entdo supor sem perda de generalidade que xp € X'.

Sejam agora yy,...,y, € X' e f : I — X um caminho em X. O caminho f ser4 dito de
tipo (yo,...,yn) se existem fo,...,t, € I, sendo 1o =0, t, = 1 e t; < t; quando i < j, tais que
flltm tms)) UL UUO ., paracadam <ne f(tm) € U! para cadam < n. Neste caso dizemos
que (to,...,t,) descreve o tipo de f. Observe que o tipo de um caminho néo é necessariamente
tinico, mas todo caminho tem um tipo, pois para cada t € I, existe algum x € X’ tal que f(¢) € U,
Dado entdo um x € X arbitrério, afirmamos que se dois caminhos f}, f> € E(x,X) tem um tipo

em comum, entdo f] e f, sdo homotopicos.

De fato, seja (yo, ..., y,) um tipo de fi e f», descrito por (3, ....t1) e (3, ...,t2) para fi e
f», respectivamente. Para cada m < n, os pontos fi(t) ) e f>(t2) estio em U, ! e logo existe um

caminho g,, em U0 de fi(¢)) para f(t2). Para cada m < n, denotemos fI"* = fi | [t} m+l]

= fo I [t2.12.]. Temos entdo

Al=10A

AT [ 1

(L1 Lea)) (e 11 e2) (L83 [T () (L JLA D)
= [fleiller fleallg, fresl-[g, 1 /7"

e também

(L] =124--H71=181A1-167

nos restando provar:

- [ =[A)
* [gr;f{ngm—H] - [f?]?vm € {177n_2}9

[gn 1 n 1] [271*1]_

Mas note que essas homotopias seguem das hipéteses sobre X e da escolha de %/,

provando assim a afirmacdo.

Retomando agora a demonstracdo da proposi¢dao, vamos nos referir ao nimero n + 1
de elementos de um tipo (yo,...,y,) como seu comprimento. Assim, definimos F C 7(xp,X)
a familia das classes de equivaléncia de caminhos de xyp a xp em X que possuem tipo com

comprimento menor do que ou igual a 2|X’| + 8, isto é,

F ={[f]: f € E(x0,X),f com tipo (yg,...,yn—1) tal que n < 2|X’| +8}.
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Observe que, dado n € N, a quantidade de tipos com comprimento n que um caminho de xy para

xo pode ter é menor do que ou igual a |X'|". Além disso, como caminhos com mesmo tipo sio

homotdpicos, temos que

Fl< ¥ X7,
i<2|X'|+8

ou seja, F é finito. Provaremos entdo que F' gera o grupo 7(xp,X ) de X.

Seja f € E(xp,X) com tipo (yo,...,y,—1) descrito por (fo,...,t,—1). Mostraremos por

inducdo sobre o comprimento n que [f] estd no grupo gerado por F'.

Primeiramente, se n < 2|X’| + 8, entdo [f] € F, provando o caso inicial. Se n > 2|X’| + 38,
suponha que caminhos com tipo de comprimento menor do que » tem suas classes de equivaléncia
geradas por F e considere i = |X’| 4+ 4. Seja entéo (7, ...,zx) um tipo de comprimento minimo

. _ o . 1 1 .
satisfazendo zgp = x¢ € zx = y; e tal que Uzj N UZj+1 # 0 para cada j < k— 1. Desta forma, temos

que k+ 1 < |X'|. Novamente pela escolha de 7%, existe um caminho /; em UZOJ, U UZO],+1 de z; para
zj+1 para cada j < k— 1. Ainda, existe também um caminho s em Uyoi de z; = y; para f(t;), pois

f(t) € Uyli. Observe que hy...h;_1 é um caminho de xg a y; de tipo (2o, ..., 2)-

Denotando entdo f,; = f [ [tm,tm+1] para cada m < n— 1 obtemos

Lf] = [fo---fu1] = [fol---[fu—1]
= [fol---[fimal (W™ 1) [hg 1 [ho]. [ 1][A] [ fi)-- [ fu—1]
= o ficth ooy o gt hfierofai]-

Observe agora que fo...f;—1h h,_,..hy é um caminho em E(xp,X) e tem o tipo
(Y0, s VisZh_1,+++,20), que tem comprimento i+ k + 1 < 2|X’| +4 < n e, portanto,
[fo-..fi-ith™h;_,...hy ] é gerado por F por hipdtese de indugéo.

Similarmente, observe que hg...x_1hf;...f—1 € um caminho em E(xp,X) e tem o tipo
(205 ++eyZk—1,Viy--sYn—1)» que tem comprimento kK +n —i < n—4 < n e, portanto,
[ho...hg—1hfi...fu—1] é gerado por F por hipétese de inducdo. Temos entdo que [f] é gerado

por F', concluindo a demonstragao. 0

Proposicao 3.2.4. Seja X um espago métrico, FLCC e SLSC. Entdo X é grafico.

Demonstragdo. Para cada x € X, seja €(x) > 0 tal que B(x,€(x)) satisfaz as condi¢des da
defini¢do de SLSC, isto é, tal que quaisquer caminhos em E (x,B(x,€(x))) sdo homotdpicos em
X. Seja, ainda, §(x) > 0 tal que B(x,0(x)) C B(x,€(x)/3) satisfaz as condi¢des da defini¢do de
FLCC, isto é, tal que qualquer ponto em B(x,5(x)) pode ser ligado a x por um caminho em
B(x,€(x)/3). Temos em {B(x,5(x)) : x € X} uma cobertura aberta para X.

Sejam agora x,x; € X quaisquer. Denotemos By = B(x,£(x1)/3), B} = B(x1,6(x1)),
By = B(x2,€(x2)/3) e B, = B(x2,0(x2)). Sejam entdo y; € B/, y» € B} quaisquer e f,g:1 —



44 Capitulo 3. Relagdo entre espaco métrico e cardinalidade do grupo fundamental

B’1 UB’2 caminhos de y; a y,. Sejam, ainda, h; : I — By e hy : [ — B, caminhos de x| a y; e de x»

a yy, respectivamente. Temos entdo iy fh, € high, dois caminhos de x; a x; em By UB;.

Suponhamos sem perda de generalidade que £(x;) < €(x;). Neste caso, pela desigualdade
triangular temos que By UB, C B(x1,&(x1)) e, portanto, [(h1fhy )(high, )~] = [hifg hi]éo

elemento neutro em 7(x,X) e logo f é homotdpico a g. O

Usando as ultimas duas proposi¢des, podemos obter o seguinte corolério:

Corolario 3.2.5. Seja X um espago métrico compacto e FLCC tal que 7(x,X) nao é finitamente
gerado para algum x € X. Nesse caso, existe xo € X tal que para toda vizinhanga U de xj existe
um caminho f € E(x,U) cuja classe de equivaléncia [f] ndo é o elemento neutro em 7(x,X),
isto é, X nao é SLSC.

De fato, nas condi¢des do corolério, se X € SLSC segue pela Proposicao 3.2.4 que X é
gréfico e, consequentemente, segue pela Proposi¢éo 3.2.3 que 7(x, X) é finitamente gerado para

todo x € X, contradizendo a hipétese.

3.3 Cardinalidade do grupo fundamental

Consideremos agora X um espago métrico e xo € X conforme as condi¢cdes do Coroldrio

3.2.5. Sejam f,, € E(xp,B(x0,1/n)),n € Z~o, caminhos tais que [f,] ndo é o elemento neutro em

7(x0,X). Seja, ainda, {1, : n € N} C I uma sequéncia crescente tal que 7o = 0 e lim¢, = 1. Para
n—oo

A C Z~q definimos f4 : I — X da seguinte forma:

fA(t) _ { fn(l;:t;i;ll) Ssen EA,I c [tn—latn] ]

X0 send At € [ty 1,tn]

Observe que a funcdo f €, a menos de reparametrizac¢des, a concatenacao dos caminhos
fn,n € A, percorrendo todo o trajeto de f, sobre [f,_1,1,] se n € A e sendo constante em xg
sobre [f,—1,1,] caso contrdrio. Sendo assim, é simples observar que f4 € E(xo,X ). Mais ainda, é
evidente que f{,, € homotépico a f;, e que, se n € o elemento minimo de A e B= A\ {n}, entdo

fnfB € homotdpico a f4. Podemos, ainda, extrair o seguinte resultado que serd util mais adiante:

Lema 3.3.1. Sejam A,B C Z~ tais que A = BU {n} sendo n ¢ B. Entdo f4 e fz ndo sdo
homotopicos.

Demonstragdo. Sejam A’ ={m €A :m<n}eA” ={m € A:m > n}. Se definirmos analoga-

mente B’ € B”, note que A’ = B’ ¢ A” = B”. Temos agora que

[fal = [farllfullfar] €
[fB] = [far][far].
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Assim, se f4 e fp sdo homotdpicos, devemos ter que f,, € homotdpico ao caminho constante em

xo, isto &, [f,] é o elemento neutro do grupo 7(xp,X ), contradizendo a escolha de f;,. O]

Nessas condi¢des, definimos a relacdo .7 sobre o conjunto das partes de Z, que denota-

remos como I

Definicao 3.3.2. Sejam A,B € I'. Dizemos que A € relacionado com B via /7 e denotamos
AJCB se, e somente se, fa € homotdpico a fp.

Obtemos naturalmente das propriedades basicas de homotopia que .7 caracteriza uma
relacdo de equivaléncia sobre I'. Além disso, consideramos sobre I' a métricad : ' xI' = R

dada da seguinte forma:

d(A,B) = inf {5 :AN{l,..,n} =BN{l,..,n}}.
n€Z>0
Proposicao 3.3.3. A fungdo d : I' xI' — R conforme descrita acima caracteriza uma métrica
sobre I'.

Demonstracdo. Nesta demonstragdo, considere A, B,C € Q quaisquer.

Primeiramente, ¢ imediato da definicdo da funcdo d que d(A,B) = d(B,A), que
d(A,B) > 0, e que d(A,B) = 0 se, e somente se, A = B. Nos resta entdo demonstrar a desi-
gualdade triangular, isto é, d(A,C) < d(A,B)+d(B,C).

Se A=B, B=C ouA = C, adesigualdade segue trivialmente. Suponhamos entdo A, B,C
dois a dois distintos. Sejam n o maior inteiro tal que AN{1,...,n} =CN{1,...,n} e m 0 maior
inteiro tal que AN{1,...,m} = BN{l,...,m}. Se m < n, entdo d(A,C) <d(A,B) e a desigualdade
segue. Por outro lado, se m > n, entdo d(B,C) = d(A,C), pois nesse caso n ¢ também o maior

inteiro tal que BN {1,...,n} = CN{l,...,n}, e novamente a desigualdade segue. O

Observacao 3.3.4. Com isso, o conjunto I' munido da métrica d € um espago métrico. Mas
observe, ainda, que pela métrica d a maior distancia possivel entre quaisquer A,B € '€ 1, o que
implica que I' € limitado e, portanto, compacto. Ainda, como I' € métrico e compacto, temos

também que é completo e separdvel.

Podemos finalmente provar o Teorema 3.2.1 através dos dois préximos resultados. Dei-
xaremos para depois a explicagdo do conceito de relagdo de equivaléncia analitica presente no

primeiro deles.

Lema 3.3.5. Seja 7 uma relacdo de equivaléncia analitica sobre I satisfazendo: se A,B € I
sdo tais que A = BU{n} para algum n ¢ B, entdo A nao ¢ relacionado com B via 7. Nessas
condi¢des, existe um subconjunto perfeito P de I" (isto é, fechado e sem pontos isolados) tal que,

para cada A, B € P, A ndo é relacionado com B via 7.
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A demonstragdo desse lema pode ser encontrada em (SHELAH, 1988) (Lema 13, p. 5).
Ela serd aqui omitida, uma vez que faz uso de linguagem e métodos de teoria de modelos e de

forcing que nao fazem parte deste trabalho.

Iremos definir um pouco mais adiante o que é uma relacdo de equivaléncia analitica.

Antes disso, eis o segundo resultado:

Proposicao 3.3.6. Um subconjunto perfeito de um espago métrico completo tem cardinalidade

maior ou igual a c.

Demonstracdo. Seja M um espago métrico munido de uma métrica dy; e seja P C M um
subconjunto perfeito. Seja, ainda, S o conjunto das sequéncias de Os e 1s finitas e, para cada

n e Zso, sejaS, = {s€S:|s| =n}, onde |s| denota o comprimento da sequéncia s.

Dados s € Se i € {0, 1}, denotamos por s+ i a sequéncia obtida acrescentando i como
termo no final s. Além disso, dados s,7 € S, denotamos s < 7 se |s| < |¢| e s coincide com ¢ em

seus primeiros |s| termos.

Iremos construir abertos U; para cada s € S tais que Uy N P € infinito. Tal construgdo serd

feita indutivamente sobre o comprimento das sequéncias.

Sejam xp € P qualquer e Up = B(xp, 1), usando aqui 0 para nos referir a sequéncia de

comprimento 0. Como P € perfeito, xg é ponto de acumulagdo de P e, portanto, P N Uy € infinito.

Suponha agora definido U para s € S, tal que PN Uj € infinito e sejam x5 0,X5+1 € PNUs
distintos. Existe 0 < r < 2,% tal que B(xs10,7) N B(xs41,7) = 0 e B(xs1i,r) C Uy para cada
i € {0,1}. Definimos entdo Uyy; = B(x;;,r) para cada i € {0,1}. Como P ¢é perfeito, X € Xst1
sdo pontos de acumulacdo de P e, portanto, P N U4 € PN U, sdo infinitos, concluindo assim

a inducgdo. Da constru¢@o, podemos observar que os abertos Us tem as seguintes propriedades:

(a) PNUg # 0 paratodo s € S;
(b) dados s,t € S, se s < t temos que U; C Uy;
(c) ses €Sy, entdo ¢(Us) < zi,, sendo ¢ (Uy) o didmetro de Uy;

(d) dados s,t € S, distintos, temos que U; N U; = 0.

Considere agora S 0 conjunto das sequéncias de Os e 1s infinitas, que tem cardinalidade
¢. Paracadas € Sy e n € Z~(, denotamos por s” a sequéncia finita dada pelos primeiros n termos

de s. Para cada s € S, seja entdo

F,= N SNUsg.

nezZ>0



3.3. Cardinalidade do grupo fundamental 47

Utilizando as propriedades (a),(b) e (c), mais a completude do espago, temos que Fy; =
{ys} para algum y,; € M. Ainda, da propriedade (d), temos que se s,t € Sy, s@o distintos, entdo
F;NF =0, isto €, Ys 7A Yt

Agora, como {ys;: s €Sp} CPe|[{ys:sE€Snw}| = |Se| = ¢, temos que |P| > c. O

Dem. do Teorema 3.2.1. Suponha que a relagdo .77’ € analitica. Entdo, com o Lema 3.3.1, temos
que 57 satisfaz todas as hipéteses do Lema 3.3.5. Portanto temos que existe P C I perfeito cujos

elementos sdo dois a dois nao relacionados via 7.
Agora, pela Proposicdo 3.3.6, como o espago I" é completo devemos ter que |P| > ¢. Mas
como |P| < |I'| = ¢, temos que |P| = ¢.

Finalmente, como cada par A, B € I ndo relacionado via .7# corresponde diretamente a
um par de caminhos f4, fp ndo homotdpicos em X, o conjunto {f4 : A € P} é um conjunto de
caminhos em E (xg,X ), dois a dois ndo homotdpicos, com cardinalidade |P| = ¢. Assim, o grupo

fundamental (X ) tem cardinalidade c. O

Para concluir entdo a demonstra¢do do teorema, nos resta estudar a analiticidade da
relagdo 7 e demonstrar o Lema 3.3.5. Para ambos, precisamos comecar exibindo uma de

diversas defini¢des equivalentes de conjunto analitico.

Definicao 3.3.7. Um espacgo topoldgico X € dito um espago polonés se for completamente

metrizavel e separdvel.

Um subconjunto A C X € dito subconjunto de Borel de X se pertence a ¢-algebra obtida

fechando a topologia de X por unides e intersecdes enumeraveis e complementos.

Definicao 3.3.8. Seja X um espaco polonés. Um subconjunto A C X € dito analitico se A € a

projecdo em X de um subconjunto de Borel P de X x Y para algum espaco polonés Y.

Uma relagdo % sobre X € dita analitica se o conjunto {(a,b) € X x X : aZb} ¢ analitico
emX xX.

Temos assim:

Proposicao 3.3.9. A relagdo 77 sobre I é analitica.

Demonstragcdo. Primeiramente, como X € métrico e compacto, € também separdvel. Seja entao

Z ={z, :n € Z~p} um subconjunto denso em X.

Considere agora f4 e fp, A, B € I, dois caminhos homotdpicos em E (xg, X ). Assim, existe
homotopia g entre f4 e fp, ou seja, uma fungdo continua g : I x I — X tal que g(0,1) = fa(z),
paratodor €I, e g(1,t) = fp(t), para todo ¢ € I. Para cada tal g, definimos o conjunto

Co={(l k1 lo,ka,mn) € 28 1 1y < kil < ko, dx(8(3 ). 20) < 5} €T,
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onde I'¢ denota o conjunto das partes de Z6>0.

Observe que cada homotopia g entre f4 € fp naturalmente define um tnico C, que a

descreve. Além disso, um conjunto C € I'g corresponde a no maximo uma homotopia g.

De fato, sejam g1, g» duas homotopias entre f4 e fp € suponha que ambas sejam descritas

por C, € I's. Dado m € Z~ qualquer, considere as bolas
B = B(g,-(l—ll,,l(—zz), L), para todo i € {1,2}.

Como Z € denso, existe z, € Z tal que z, € B,L. Para cada m, denotemos z,, = Zn(m)- Obtemos
assim em {z,,,,) : m € Z=o} uma sequéncia que converge para g (,l(—ll, I%) e, como C, descreve

g1, temos também que (Iy,k1,l2, ko, m,n(m)) € C, para cada m € Z.

Agora, como C, também descreve g2, segue que z,,(,) € B2, para cada m € Z~. Por-
tanto a sequéncia {z,(,) : m € Zxo} converge também para gz(,l(—ll, 1%)’ e logo devemos ter que

gl(/%? l%) = gz(,l{—ll, é—i) para todos 1,ky,lp,ky € Z~g com [} < kj e I < kp. Mas observe que o
conjunto {(,i—ll, ,l(—zz) 21k, byky € Zso, 1) < kiylp < kp} € denso em I x I. Assim, como g e g

sdo continuas, segue que g| = g».

Retomando a demonstragdo, observe agora também que I'¢ € metrizdvel analogamente a
I, sendo também compacto e, consequentemente, completo e separdvel. I'¢ € entdo um espaco

polonés.

Considere agora o conjunto
P={(A,B,C;) € I' xI' xI's : g ¢ uma homotopia entre f4 e fp}.

Segue naturalmente das defini¢des da relacdo 7 e dos conjuntos C, que f4 € fp sdo homotdpicos
se, e somente se, (A,B,C) € P para algum C € I'c. Além disso, podemos observar que P é
subconjunto de Borel de I' x I' x I'g e € evidente que {(A,B) € I' xI' : AZ# B} é a projegdo de P

em I" x I', concluindo a demonstrag¢do da proposi¢ao. Ol

Com isso, concluimos também a demonstragdo do Teorema 3.2.1. O Teorema € incomum,
em que nos permite determinar algo sobre a natureza do grupo fundamental de um espaco nao
apenas em funcdo da cardinalidade de seu gerador, mas em fun¢do da cardinalidade do préprio

grupo como conjunto.

Para ilustrar esse ponto, encerramos este capitulo com a seguinte consequéncia imediata

do Teorema 3.2.1:

Coroléario 3.3.10. Seja X um espaco métrico compacto, FLCC e conexo por caminhos, cujo
grupo fundamental 7(X) ndo é finitamente gerado. Nesse caso, (X ) ndo é isomorfo ao grupo

aditivo dos racionais.
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CAPITULO

O PROBLEMA DE WHITEHEAD

Até este capitulo, estivamos adotando ZFC como nosso sistema axiomatico sem dedicar
nenhuma atencao especial a esse fato, uma vez que se trata do sistema axiomdtico mais comu-
mente utilizado em diversas dreas da matemdtica. No entanto, este capitulo estuda o resultado
exibido no artigo (EKLOF, 1976), que trata da validade de uma afirmagdo sobre teoria de grupos
em ZFC, com a conclusdo de que a mesma € indecidivel, isto €, ndo pode ser provada verdadeira

ou falsa em ZFC sem adicao de outros axiomas.

4.1 Preliminares

Naturalmente, devemos comecar enunciando tal afirmagdo, mas antes precisaremos

abordar alguns requisitos. Primeiramente, iremos estabelecer algumas notagdes e terminologias:

* Neste capitulo, todos os grupos tomados serdo abelianos. Assim, na falta de mencao sobre

a comutatividade de qualquer grupo, presume-se que o mesmo € abeliano;

* Dado um grupo A, denotaremos como uma adi¢do a operacdo de A, isto €, a operagdo
de A realizada sobre dois elementos a;,a> € A serd denotada por a; + a,. Desta forma,
o elemento neutro de A serd denotado por 04, ou simplesmente 0 quando ndao houver
ambiguidade sobre o grupo em questdo. Ainda, denotamos por 14 : A — A a funcdo

identidade em A;

* Dados um grupo A, a € A e n € Z~(, denotamos por na a soma a+a-+...+a com n
parcelas. Ainda, dado n € Z.(, denotamos por —na a soma (—a) + ... + (—a) com n

parcelas. Sendo 0 € Z, entendemos como Oa simplesmente o elemento neutro 04;

* Dados um grupo A e B C A, uma combinacdo de elementos de B € uma aplica¢do finita
da operagdo de A sobre elementos de B, isto é, algo da forma pb| + ... + p,b,, onde

bi,...by € Be pi,...,pn € Z\ {0}. Se a € A pode ser obtido através de uma combinagio
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de elementos de B dizemos que a é gerado por B, e denotamos por (B) o grupo dos

elementos gerados por B;

* Denotaremos simplesmente por Z o grupo aditivo dos nimeros inteiros.

A seguir, precisaremos também de algumas definicoes:

Definicao 4.1.1. Sejam A e B grupos abelianos e f : B — A um homomorfismo sobrejetor.
Dizemos que tal homomorfismo cinde se existe homomorfismo g: A — B tal que fog = 14.

Nesse caso, dizemos que g cinde f ou que f € cindido por g.

Observacio 4.1.2. E simples observar que o homomorfismo g que cinde f é injetor. De fato,

basta notar que se a € A é tal que a € Ker(g), entdo a = fog(a) = 0 e, portanto, Ker(g) = {0}.

Definicao 4.1.3. Seja A um grupo abeliano. Tal grupo é dito um W-grupo se, para todo grupo
abeliano B e todo homomorfismo sobrejetor f : B — A tal que Ker(f) é isomorfo a Z, temos que
f cinde.

Defini¢io 4.1.4. Seja A um grupo abeliano. Uma base de A é um conjunto A’ C A tal que todo
elemento a € A € obtido de forma tinica (a menos de comutacdes) através de uma combinagao
de elementos de A’, isto é, existem ay,...,a, €A’ € py,..., pn € Z~¢ Unicos tais que piaj + ... +

Pnly = a.

Um grupo abeliano que admite uma base € dito um grupo abeliano livre.

Observacao 4.1.5. Vale ressaltar que existe um conceito de grupo livre ndo equivalente a
definicao de grupo abeliano livre apresentada. Com isso em mente, neste capitulo toda mencao

de grupos livres se refere a grupos abelianos livres definidos conforme a definicdo acima.

Definicao 4.1.6. Seja A um grupo abeliano. Um subconjunto B de A € dito linearmente indepen-
dente se nenhum elemento b € B pode ser obtido como combinacio dos demais elementos de B.

Os elementos de B sdo ditos linearmente independentes.

Observacao 4.1.7. Uma definicdo claramente equivalente para conjuntos linearmente indepen-
dentes é:

Sejam A um grupo abeliano e B um subconjunto de A. B € dito linearmente independente

se, para quaisquer by, ...,b, € B, a equacio
pib1+ ...+ pnb, =0
¢ satisfeita se, e somente se, p; = ... = p,, = 0.

Iremos agora enunciar a seguinte caracterizacdo de grupos livres, a qual aponta a motiva-

¢do para o resultado deste capitulo:
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Teorema. Seja A um grupo abeliano. O grupo A é livre se, e somente se, todo homomorfismo

sobrejetor f : B— A cinde, para cada B grupo abeliano arbitrdrio.

Provaremos esse teorema um pouco adiante. Antes disso, podemos extrair imediatamente

do teorema o seguinte coroldrio:

Corolario. Todo grupo abeliano livre é um W-grupo.

O corolério naturalmente levanta a pergunta sobre a veracidade da reciproca, isto €, se
todo W-grupo € também livre. Nos referimos entdo a afirmagdo de que todo W-grupo é um grupo
livre como Problema de Whitehead. Mais especificamente, sendo k um cardinal, chamamos de
Problema de Whitehead para k afirmagao de que todo W-grupo de cardinalidade k € um grupo

livre.

Provaremos mais adiante que o Problema de Whitehead para X € valido em ZFC. Isso

nos permite observar de maneira simples alguns exemplos de W-grupos:

Exemplo 4.1.8. O grupo aditivo Z é claramente livre, gerado pela base {1}. Mais ainda, o grupo
Z'* obtido pela soma direta de Z n vezes é também livre. Como tais grupos sdo enumeraveis,

segue pelo coroldrio que sdo também W-grupos.

Por outro lado, € possivel observar que o grupo aditivo Q ndo admite base. Como veremos

um pouco mais adiante, por QQ ser enumeravel, isto implica que Q ndo é W-grupo.

Finalmente, podemos claramente definir o objetivo deste capitulo: demonstrar que o
Problema de Whitehead para X € indecidivel em ZFC. Para isto, precisaremos primeiramente

estudar algumas propriedades de grupos livres e de W-grupos.

4.2 Grupos abelianos livres

Imediatamente, vamos enunciar alguns resultados importantes sobre grupos abelianos

livres.

Proposicao 4.2.1. Todo grupo A livre € livre de torgdes, isto €, para todo a € A\ {0} e todo
n € Z~q temos na # 0.

Demonstragdo. Seja A’ uma base para A e suponha que existe a € A\ {0} tal que na = 0 para
algum n € Z-~. Pela defini¢do de base, existem Unicos ay,...,a, € A’ € pi,...,pm € Z~ tais
que a = piaj + ... + pman. Mas como na = 0, e, consequentemente, (n+ 1)a = a, temos que

a= (n+1)pia; + ...+ (n+ 1) pman, contradizendo a unicidade. O

Presumimos conhecido o seguinte resultado algébrico:
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Proposicdo 4.2.2. Seja A um grupo livre com base {aj,...,a,} C A. Entdo A é isomorfo a Z".

Em particular, todo grupo A ciclico (isto é, tal que A = (a) para algum a € A) infinito é

isomorfo a Z.

Além disso, se A é um grupo ciclico finito, com A = (a), e n € Z~¢ é o menor inteiro

positivo tal que na = 0, entdo A é isomorfo a Z/nZ.

Corolario 4.2.3. Seja A um grupo abeliano livre finitamente gerado. Quaisquer duas bases de A

tem a mesma cardinalidade.

Teorema 4.2.4. Todo subgrupo de um grupo abeliano livre é também livre.

Demonstragdo. Sejam F um grupo abeliano livre gerado pela base A’ = {ay : k € K} para algum
conjunto de indices K e B C F um subgrupo. Se B = {0} o resultado € trivial, entdo suponhamos

G um subgrupo nao trivial.

Primeiramente, vamos provar o teorema para o caso em que A’ € finito por meio de

indug@o sobre |A'].

Suponhamos inicialmente que A’ = {a} para algum a € A. Como A € livre e entdo, pela
proposicdo anterior, livre de tor¢des, temos que (A’) € isomorfo a Z, que € claramente um grupo

abeliano livre.

Suponhamos agora que se um grupo abeliano livre A € gerado por uma base finita de
tamanho menor ou igual a k € Z-¢, entdo todo subgrupo de A é também livre. Sejam A um
grupo abeliano livre gerado pela base A’ = {ay,...,ar11} C A e B C A um subgrupo. Seja, ainda,
7 : B — A aproje¢do dada por (b) = nja; paracada b =nja; + ... + ng1a;+1 € B. Note que
se [B] = {0}, entdo B é subgrupo de (A’ \ {a;}) e, consequentemente, temos pela hipétese de

inducdo que B ¢ livre.

Resta o caso em que 7[B] é ndo trivial. Seja entdo m > 0 0 menor inteiro positivo tal
que ma; € w[B] e seja x € B tal que 7(x) = may. E simples observar que x ¢ Ker(m) (sendo
Ker(mt) = n~[{0}]), pois A livre de tor¢des. Além disso, pela minimalidade de m temos que
B C ({x,ay,...,ar+1}) e, portanto, para qualquer b € B temos que b = nx +y para algum n € Z
e algum y € Ker(m). Assim, B = ({x}) @ Ker(x). No entanto, Ker(m) é grupo livre pois é
subgrupo de (A"\ {a;}) e ({x}) é grupo livre pois é isomorfo a Z, o que implica que B é livre.
Concluimos assim o processo de inducdo e a demonstracdo do resultado para A finitamente

gerado.

Consideremos agora A um grupo abeliano livre gerado por um conjunto A’ = {a; : k €
K} C A para um conjunto arbitrério de indices K. Para cada J C K, denotamos por Ay 0 grupo
gerado por {a; : k € J}. Como os elementos do conjunto gerador sdo linearmente independentes,

temos que cada Ay é um subgrupo livre de A.

Denotamos agora By = Aj N B e definimos
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S = {(By,w) : By € um grupo livre ndo trivial e w define umaa base de B;}.

Especificamente, w é uma fungéo injetora w : J — By tal que w[J] é uma base para Bj.

Afirmamos que S € nao vazio. De fato, dado b € B, este pode ser expresso na forma
b=njay, + ...+ nyay, paracertos ny,...,n, € Z e algum J = {ky, ..., k,, } C K. Temos entdo que
be ({ay:keJ})=A;. Assim, b € AjNB e, portanto, By é um subgrupo ndo trivial de A;. Mais
ainda, como A; € um grupo livre finitamente gerado, ja provamos anteriormente que B; deve

também ser livre.

Dados (By,w), (Br,v) € S, definimos a ordem < sobre S tal que (By,w) < (Br,v) se, e
somente se, J C L e v € uma extensdo de w. Assim, se {(By,,w,) : r € R} C S é uma cadeia com

respeito a < para algum R bem ordenado, claramente temos que

(UBJra Uwr) €s.

rerR rer

Temos entdo, pelo Lema de Zorn, que existe (B, w) maximal em S. Resta entdo mostrar que
J=K,umavez que By =ANB=B8.

Suponhamos que existe k € K\ J e seja entdo J' = JU{k}. Se By = Ay NB = By,
temos que (By,w) < (By,w), contradizendo a maximalidade de (B;,w). Caso contrario, existe
nay+y € By paraalgumn € Z\ {0} e y € By C A;. Agora, observe que o conjunto de valores
n € 7 tais que nay +y € B para algum y € B; caracteriza um subgrupo de Z. Sejam assim
ng € Z um gerador desse grupo e k' = npay+y € B com y € A;. Dado b € By, podemos
tomar b = b — mk’ + mk’ para algum m € Z, sendo que b —mk’ € B;. Por outro lado, podemos
observar que ({k'}) NB; = {0}, logo w' = wU{(k,k")} é uma base para Bj:. Portanto, temos

que (By,w) < (By,w'), contradizendo novamente a maximalidade de (B;,w). O

Teorema 4.2.5. Seja A um grupo abeliano livre de tor¢des e finitamente gerado. Entdo A € um

grupo abeliano livre.

Demonstragdo. Afirmamos que existem n € Z\ {0} e um conjunto finito S C A de elementos
linearmente independentes tais que nA C (S), onde nA = {na: a € A}. Provaremos esta afirmagdo

por indug¢do sobre o tamanho de um conjunto gerador de A.

Primeiramente, se A = ({a}) para algum a € A, basta tomarmos n = 1 ¢ S = {a}. Como

A € livre de tor¢des, o conjunto S € linearmente independente.

Suponhamos agora que a afirmacao € valida para todo grupo abeliano livre de tor¢des
gerado por m — 1 de seus elementos. Considere entdo A gerado por A’ = {ay,...,an} C A. Se
A’ é um conjunto linearmente independente, basta tomarmos § = A’. Caso contrério, existem

ni,...,ny, € Z ndo todos nulos tais que njaj + ... + nya, = 0. Suponhamos sem perda de genera-
lidade que a,, # 0.
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Seja B C A o subgrupo gerado por A’\ {a,, }. Observe que n,a,, € B. Como B é gerado
por m — 1 elementos, temos pela hipétese de indugdo que existem um n’ € Z\ {0} e um conjunto
S C B tais que n’B C (S). Vamos tomar n = n,n’. Agora, como A é gerado por A’, para cada

a=piay+...4+ pmam €A, p1,...,pm € Z, temos que

na = nyn' (p1ay + ... + pmam) =

= nl(”mplal + ... +nmpm—1am—1) +n/pm(nmam)-

E possivel observar que ambas as parcelas pertencem a n’B, logo na € n’B e, portanto, nA C n’B.

Como n'B C (S), segue que nA C (S), concluindo a demonstragéo da afirmac@o.

Retomando a demonstragdo do teorema, seja f : A — A o homomorfismo dado por
f(a) = na, sendo n € Z conforme a afirmagio, a qual entdo nos fornece que f[A] C (S) para
algum subconjunto S C A finito e linearmente independente. Ainda, como A € livre de torcdes,
temos que f € injetor. Em outras palavras, A é isomorfo ao subgrupo f[A] do grupo abeliano livre
(S). Finalmente, pelo teorema anterior, temos que como (S) é livre, f[A] também &, concluindo a

demonstracao. ]

Podemos agora retornar aos teoremas da se¢ao anterior e demonstra-los.

Teorema 4.2.6. Seja A um grupo abeliano. O grupo A € livre se, e somente se, todo homomor-

fismo sobrejetor f : B — A cinde, para cada B grupo abeliano arbitrério.

Demonstragcdo. Primeiramente, vamos provar que se A € livre entdo todo homomorfismo sobre-
jetor para A cinde. Para isso, sejam f : B — A sobrejetor e A’ = {ay, : k € K} uma base de A. Seja
entdo {b; € B: f(by) = ai}. Existe um tinico homomorfismo g : A — B tal que g(ay) = by, para
todo k € K, pois A’ gera A. Basta notar que g cinde f.

Consideremos agora a reciproca. Seja C um grupo abeliano livre com uma base C' =
{cq:a € A}. Seja, ainda, f : C — A o homomorfismo tal que f(c,) = a, para todo a € A. Pela
hipétese, devemos ter que f cinde. Se g : A — C é o homomorfismo que cinde f, como g € injetor,

temos que A € isomorfo a um subgrupo de C. Segue entdo pelo Teorema 4.2.4 que A € livre. [

Extraimos agora do teorema os seguintes resultados, um dos quais ja vimos anteriormente

e segue diretamente do teorema, e o outro que serd util mais adiante.
Corolario 4.2.7. Todo grupo abeliano livre € um W-Grupo.

Corolario 4.2.8. Sejam A um grupo abeliano e B C A um subgrupo livre tal que A/B é também

livre, sendo A/B o grupo quociente de A por B. Temos entdo que A ¢ livre.

Demonstracdo. Seja f : A — A/B o homomorfismo candnico dado por f(a) = a+ B, para todo
a € A, onde a + B denota a classe dos elementos a + b, para todo b € B, em A/B. Pelo Teorema

4.2.6, temos que existe homomorfismo g : A/B — A que cinde f.
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Afirmamos que A = g[A/B] & B. De fato, seja a € A qualquer. Temos entdo a representa-
¢do de a como soma de elementos de g[A/B] e B dada por a = go f(a) + (a—go f(a)), onde
podemos ver que go f(a) € g[A/B] e a— go f(a) € B. Ainda, tal representacdo € tnica, pois se
a € Aeb € Bsio tais que a = g(d’ + B) + b, aplicando f temos

a+B=f(a)=fogld+B)+f(b)=d +B

e, portanto, a = d’. Como d'+ B = f(d') e b=a—g(d' +B), segue que a = go f(d') +a—go
f(d).
Seja agora S uma base de A/B. Como g ¢ injetor, g[S] é uma base de g[A/B]. Assim, se

B’ é uma base de B, temos que g[S]UB’ é uma base de A, provando nio s6 que A é um grupo

abeliano livre, mas também que qualquer base de B pode ser estendida a uma base de A. [

Seguindo em frente, serd necessario fazermos uso de mais uma ferramenta algébrica, que

sdo cadeias de grupos. Vamos entdo enunciar as defini¢des e resultados relevantes:

Definicdo 4.2.9. Sejam k um ordinal e {Ay : @ < K} uma colegdo de conjuntos indexada por K.

Dizemos que essa cole¢do forma uma cadeia crescente se
AyCA C...CAgC...,a<K.
Ainda, dizemos que tal cadeia é

(a) suave se, para todo ordinal limite @ < k, temos A, = | Ag;
B<a

(b) estritamente crescente se Ay # Ag41 para todo o < K;

(c) uma cadeia de grupos se, para todo & < K, Ay € um grupo e € subgrupo de Ay 1.
Teorema 4.2.10. Seja {Ay : @ < '}, para algum ordinal k, uma cadeia suave de grupos tal que
Ap é livre e, para todo & < K, Ag+1/Aq é também livre. Se A = |J Aq, entdo A éliviee A/Ay

. <K
€ livre para todo o < K.

Demonstracdo. Seja Sy uma base para Ag. Iremos construir indutivamente sobre ¢ < K uma

cadeia crescente suave de conjuntos
SoCS8SC...CSqC...,a<K,

tal que S¢ € uma base de Ay para todo o < k. Como ja temos Ag definido, suponhamos como

hipétese de inducdo que ja construimos uma cadeia

SpC8S C...CSeC...,a<p,



56 Capitulo 4. O Problema de Whitehead

satisfazendo as condi¢des desejadas para algum 8 < k. Vamos definir Sg.

Se B € um ordinal limite, tomamos Sg = (J Sq. Temos entdo que Sg € uma base para
a<f
U Ag. Mas como por hipdtese de indugdo a cadeia € suave, temos que |J Aq = Ag.
o<p a<f

Caso contrério, seja B = Y+ 1 para algum ordinal y. Por hipétese, Ay /Ay € livre,
portanto segue pelo Coroldrio 4.2.8 que Sy pode ser estendido a uma base Sy de Ay =Ag.

Esta entdo concluida a inducao.

Com essa cadeia, agora basta notar que S = |J Sy € uma base para A e que {s+Ag :
a<kK

s € S\ Sq} é uma base para A /Aq. O

4.3 W-grupos

Em sequéncia, precisaremos agora estabelecer propriedades similarmente fundamentais
e importantes sobre o outro tipo de grupo central ao Problema de Whitehead, isto é, W-grupos.
Para isso, nesta sec@o serd necessario adentrarmos um pouco mais profundamente no estudo de

algebra homoldgica.

Como de costume, comecemos com algumas defini¢des.

Definicao 4.3.1. Sejam A e B grupos quaisquer. Denotamos Hom(A,B) o grupo de todos os
homomorfismos f : A — B munido da operagdo + tal que, para cada f,g € Hom(A,B), o
homomorfismo f+ g : A — B é definido por (f + g)(a) = f(a) + g(a) para todo a € A.

Definicao 4.3.2. Sejam A, B e C grupos quaisquer. Dado um homomorfismo f : A — B, denota-

mos por f’ 0 homomorfismo
f':Hom(B,C) — Hom(A,C)
definido por f'(g) = go f para cada g € Hom(B,C).

A seguir, comecaremos a tratar de sequéncias de grupos. Para maior facilidade de leitura
quando trabalhando com sequéncias, dado f : A — B um homomorfismo, passaremos a denotar

Im(f) = f[A]. Passaremos também a denotar simplesmente por 0 o grupo trivial {0}.
Definicao 4.3.3. Uma sequéncia

fixi ‘
_>Ai+1 i) A; ﬁ)Ai,I — e

onde cada A; é um grupo e cada f; um homomorfismo de grupos, é dita exata se Ker(f;) =

Im(fi+1) para todo i.
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Definicao 4.3.4. Seja A um grupo. Chamamos de resolucao livre de A uma sequéncia exata
J g
0O—-F—>F>A—>0 (*)
tal que Fp € livre.

Observacao 4.3.5. Note que, na sequéncia (x), como a sequéncia € exata temos que:

» Im(g) = A, ou seja, g é sobrejetor;
* Ker(f) =0, ou seja, f é injetor;

* como f € injetor, temos que F; € isomorfo a um subgrupo de Fy. Assim, como Fy € livre,

temos pelo Teorema 4.2.4 que F; € também livre.

Definicao 4.3.6. Sejam A e B grupos e considere uma resolucdo livre de A na forma (x).

Definimos
Ext(A,B) = Hom(Fy,B)/Im(f").

O grupo Ext(A,B) independe da escolha da resolugdo livre de A. A demonstracdo desse
fato pode ser encontrada em (JANS, 1964) (p. 35) e dependeria da constru¢cdo de mais algumas
ferramentas de dlgebra homoldgica, entdo ela serd omitida a fim de evitar desvio ainda maior do
objetivo deste capitulo. Pelo mesmo motivo, serd omitida a demonstracao do teorema a seguir,
que pode ser encontrada em (JANS, 1964) (p. 31-41).

Teorema 4.3.7. Dada uma sequéncia exata
f g
0—>A; >A, >A3—0
e um grupo B qualquer, existe uma sequéncia exata
0 — Hom(As, B) %> Hom(A2,B) L+ Hom(A1,B) — Ext(As, B) — Ext(As, B) — Ext(A1,B) — 0.

Antes de usar esse teorema, precisamos caracterizar W-grupos nos termos das defini¢des

recém-estabelecidas:

Teorema 4.3.8. Seja A um grupo. A € um W-grupo se, e somente se, Ext(A,Z) = 0.

Demonstragdo. Primeiramente, suponhamos A um W-grupo, para o qual consideramos uma
resolugdo livre da forma (x). Como Ext(A,Z) = Hom(Fy,Z)/Im(f"), devemos provar que
Hom(Fy,7) = Im(f"). Como Im(f') C Hom(F;,Z), basta provar a outra continéncia.

Assim, seja h; : F| — Z um homomorfismo e seja B = (Z & Fy)/I sendo
I={(h(y),—f(y)):y € F}. Temos entdo o seguinte diagrama comutativo:
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0 > F) f>F0 LA > 0
bk
0 > 7 ¢>B W>A > 0

onde ¢,y e 6 sdo homomorfismos definidos por ¢(n) = (n,0) +1, y((n,x) +1) = g(x) e
0(x) = (0,x) + 1. Observe que a sequéncia inferior do diagrama é também exata. Agora, existe
homomorfismo & : B — Z tal que & o ¢ = 1;. Tomamos entdo hy = £ o 6 e obtemos que
f'(ho) = hy, provando que Hom(Fy,Z) C Im(f").

Suponhamos agora que Ext(A,7Z) = 0 e consideremos a sequéncia exata

0258 % A0

Sendo Fy como na sequéncia exata (x), afirmamos que existe 0 : Fp — B sobrejetor tal que
Yo 0 = g (a prova dessa afirmacdo € omitida e encontra-se em (JANS, 1964), p. 8). Tomando

entdo um homomorfismo /4 : F| — Z temos novamente o diagrama comutativo

0 > I f > Fo £ LA > 0
bl
0—7zZ-—23B-Y a0

Agora, como Ext(A,Z) = 0, temos que f’ : Hom(Fy,Z) — Hom(Fy,7) é sobrejetor e,
portanto, existe hq : Fy — B tal que hgo f = hy.

Observe que Ker(0) C Ker(hp). De fato, se x € Ker(0), temos yo 0 (x) =g(x) =0e,
como g é sobrejetor (pela exatiddo da sequéncia superior), devemos ter y € Fj tal que f(y) = x.
Logo, como ¢ € injetor pela exatiddo da sequénciae ¢ ohy(y) = 0o f(y) = 6(x) = 0, temos que
ho(x) = hoo f(y) = hi1(y) = 0. Temos entdo que Ay induz uma fungéo 7 : B — Z. Afirmamos
que Tétalque To @ = 1y.

De fato, para cada n € 7Z, seja 7o ¢(n) = ho(x) sendo x tal que 6(x) = ¢(n). Temos
que g(x) = yoO(x) = wo@(n) =0, logo, pela exatiddo da sequéncia, temos que x = f(y)
para algum y € Fy. Assim, ho(x) = hoo f(y) = hi(y) € pohi(y) = 00 f(y) = 8(x) = ¢(n).
Novamente, como ¢ € injetor, temos que n = h;(y) = 7o ¢(n). Entdo ¢ o y cinde e, portanto, A
€ W-grupo. [

Estamos agora preparados para provar os proximos trés teoremas, que sao os resultados
principais desta secao.

Teorema 4.3.9. Todo subgrupo de um W-grupo é também W-grupo.

Demonstragdo. Sejam A um W-grupo e B C A subgrupo. Considere a sequéncia
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0-BLa%a/Bo

onde f € a inclusdo candnica de B em A e g € a projecdo candnica de A em A/B. Observe que tal

sequéncia € exata. Temos entdo pelo Teorema 4.3.7 que existe a sequéncia exata
Ext(A,7Z) — Ext(B,Z) — 0.

Essa sequéncia implica que existe um homomorfismo sobrejetor de Ext(A,Z) para
Ext(B,Z). Mas temos pelo Teorema 4.3.8 que Ext(A,Z) = 0, logo Ext(B,Z) = 0 e, portanto,

temos novamente pelo Teorema 4.3.8 que B € W-grupo. [

Teorema 4.3.10. Todo W-grupo € livre de tor¢des.

Demonstragcdo. Seja A um grupo com tor¢do, ou seja, existem a € A e n € Z~ minimo tais que
na = 0. Pelo Teorema 4.3.8, se provarmos que (a) ndo é W-grupo, temos que A também nio
o é. Mas note que (a) é um grupo ciclico finito e, portanto, é isomorfo a Z/nZ. Basta entdo

provarmos que Z/nZ ndo é W-grupo.

Seja f : Z — 7Z./nZ a projecdo candnica. Temos que Ker(f) = nZ, que é isomorfo a Z.

Afirmamos que f ndo cinde.
De fato, considere um homomorfismo g : Z/nZ — 7. Temos entdo, para cada m+nZ €
Z/nZ,

ng(m+nZ) = g(nm+nZ) = g(0+nZ) = 0.

Como Z € livre de tor¢des, devemos ter entdo que g € o homomorfismo trivial nulo. Portanto,

ndo existe g : Z/nZ — 7 que cinda f e, consequentemente, Z/nZ néo é W-grupo. O

Teorema 4.3.11. Sejam A e B grupos tais que B é subgrupo de A, A é um W-grupo e A/B nio
¢ W-grupo. Existe entdo um homomorfismo y € Hom(B,Z) que ndo pode ser estendido a um

homomorfismo em Hom(A,Z).

Demonstragdo. Considere a sequéncia exata

0-BLASA/BSO

onde f € a inclusdo candnica de B em A. Pelo Teorema 4.3.7, existe a sequéncia exata

Hom(A,Z) L Hom(B,Z) % Ext(A/B,Z) % Ext(A,Z).
Como A é W-grupo e A/B ndo é W-grupo, temos pelo Teorema 4.3.8 que Ext(A,Z) =0 e
Ext(A/B,7Z) # 0. Temos entdo que & é o homomorfismo trivial nulo e ¢ é sobrejetor, logo
Im(f') = Ker(¢) # Hom(B,Z), ou seja, f’ ndo é sobrejetor.
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Observe no entanto que dado g € Hom(A,Z), f'(g) = go f nada mais é do que g [ B. Em
outras palavras, f’ leva os homomorfismos em Hom(A,Z) aos homomorfismos em Hom(B,Z)
que eles estendem. Portanto, como f’ ndo é sobrejetor, existe homomorfismo y € Hom(B,Z)

que nao admite extensao. ]

4.4 Problema de Whitehead enumeravel

Mencionamos no comego deste capitulo que o Problema de Whitehead para X, isto €,
a afirmacdo de que todo W-grupo enumeravel € livre, € valida em ZFC. Nesta secdo, visamos

provar esse fato. Comecemos com as defini¢cdes necessdrias.

Definicao 4.4.1. Seja A um grupo livre de tor¢des com B C A um subgrupo. Dizemos que B é
puro se A/B ¢ livre de torgdes.

Definicao 4.4.2. Seja A um grupo livre de tor¢des com B C A um subgrupo qualquer. Definimos
o fecho puro de B como B’ = {a € A : na € B para algum n € Z\ {0} }.

Observacio 4.4.3. Primeiramente, é evidente que B’ € um subgrupo de A tal que B C B’ C A.

Além disso, é também claro que o fecho puro B’ de B € ele préprio um subgrupo puro de
A. De fato, sejaa+B € A/B'. Se na+ B’ = 0 para algum n € Z \ {0}, entdo devemos ter que:

* na = 0, o que contradiz o fato de A ser livre de tor¢des, ou;

* na € B' e, portanto, existe m € Z \ {0} tal que (mn)a € B, o que implica, pela defini¢do de

B, que a € B’ e, consequentemente, a+ B’ = 0.

Em seguida, alguns resultados relevantes sobre subgrupos puros.

Proposi¢io 4.4.4. Sejam A um grupo livre e B C A subgrupo finitamente gerado. Nesse caso, B’

¢ também finitamente gerado.

Demonstracdo. Primeiramente, como A € livre, temos pelo Teorema 4.2.4 que B € B’ sdo livres.
Seja assim {by,...,b,} C B uma base para B e suponha que exista {aj,...,a,+1} linearmente
independente em B'. Como a; € B, paratodoi € {1,...,n+ 1}, existemmy, ...,my+1 € Z\ {0} tais
que m;a; € B, paratodo i € {1,...,n+ 1}. Mas {may,...,my1a,+1 } ndo pode ser linearmente

independente em B, portanto existem py,..., p,+1 € Z nado todos nulos tais que
pimiay+ ...+ pupiMmpg1an1 =0,
contradizendo a hipétese de que {ay,...,a,+1} é linearmente independente. [

Corolario 4.4.5. Seja A um grupo livre. Entdo todo subgrupo finitamente gerado de A esta

contido em um subgrupo puro finitamente gerado de A.
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Teorema 4.4.6. Seja A um grupo livre de tor¢des, enumerdvel, e tal que todo subgrupo finitamente

gerado de A estd contido em um subgrupo puro finitamente gerado de A. Entdo A € livre.

Demonstragdo. Seja {ay, : n € N} uma enumeragio dos elementos de A. Iremos definir indu-
tivamente sobre n uma cadeia suave {B,, : n € N} de subgrupos puros finitamente gerados de
A.

Primeiramente, seja By = 0. Supondo entao definido B,,, definimos B,, ;| um subgrupo

puro finitamente gerado de A tal que B, U{a, } C B,;. Claramente, temos que |J B, = A.
neN

Agora, temos que By, /B,, para todo n € N, é livre de tor¢des, pois B, é puro. Temos,
ainda, que B, /By, para todo n € N, € finitamente gerado, pois B, € finitamente gerado.
Portanto, pelo Teorema 4.2.5, temos que B, /B, é livre para todo n € N. Finalmente, pelo

Teorema 4.2.10, temos que A € livre. O]

Observacao 4.4.7. Sejam B um conjunto e C = B X Z. Daqui em diante, denotaremos por
7 : C — B a projecgdo candnica de tal conjunto na primeira coordenada, dada por n(b,n) = b,
para todo (b,n) € C.

Definicio 4.4.8. Seja B um grupo. Chamamos de (B,Z)-grupo um grupo C = B X Z tal que a
proje¢do 7 : C — B seja um homomorfismo e (0,m) + (0,n) = (0,m + n), para todo m,n € Z.

Observacio 4.4.9. Dado um grupo B, o exemplo mais basico de (B,Z)-grupo é B® Z.

Observacao 4.4.10. Dado C um (B,Z)-grupo, se 7 : C — B nido cinde, entdo C ndo é um

W-grupo, uma vez que Ker(m) =0 X Z, que é claramente isomorfo a Z.

Lema 4.4.11. Seja By um subgrupo de B tal que B; ¢ um W-grupo mas B /B ndo é um W-grupo.
Seja Cp um (By,Z)-grupo e p : By — Cp um homomorfismo que cinde mp : Cy — By. Existe
entdo C; um (By,Z)-grupo que estende Cy e é tal que p ndo se estende para um homomorfismo
que cinde 7y : C; — Bj.

Demonstragdo. Primeiramente, note que, como p cinde 7y (e, consequentemente, € injetor),
temos que T : By ® Z — Cp definido por 7(b,n) = p(b) + (0,n), para todo (b,n) € B X Z, é um
isomorfismo. Observe, ainda, que 7' 0 p(b) = (b,0), para todo b € By, logo podemos considerar
Co=Bo®Zep(b)=(b,0), para todo b € By.

Seja C{ = B1 @ Z. Pelo Teorema 4.3.11, existe homomorfismo y : By — Z que ndo se

estende a um homomorfismo em Hom(Bj,Z). Definimos entdo y : Co — C} dado por y(b,n) =
(b,n+y(b)).

Suponhamos agora que existe um homomorfismo p; : By — Cj tal que pj cinde 7} :
C] — By epj | By=7yop. Sejam 7] : C{ — B; a projecdo candnica na segunda coordenada e
¢ : B — Z dado por ¢ = 7} o p{. Para todo b € By, temos
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¢(b) = A{ op{(b) =Rfoyop(b) = y(b),

ou seja, ¢ estende y em By, contradizendo a escolha de y. Portanto, 7} ndo cinde.

A seguir, definimos a funcdo entre conjuntos f : Ci — By X Z dada por

B (b,n) se b ¢ By
fw”»_{(@n—w@» seb € By

Podemos observar que f € uma bijecao. Mais ainda, f oy € a inclusdo candnica de By @ Z em
B} x Z. Seja entdo C; = By X Z o grupo munido da operagdo + dada por (by,ny) + (b2,n3) =
f(f~Y(by,n1) + f~1(by,n3)), para todo (b1,n1), (bs,n2) € Cy, que torna f um isomorfismo. As-
sim, C; € um grupo contendo (uma copia de) Cy tal que p ndo se estende para um homomorfismo

p1 : C1 — By que cinde 7y : C; — Bq, concluindo a demonstracgao. ]

Finalmente, podemos provar:

Teorema 4.4.12. Todo W-grupo enumerdvel € livre.

Demonstragdo. Seja A um W-grupo enumerdvel. Sabemos pelo Teorema 4.3.10 que A € livre de
tor¢des, portanto se provarmos que todo subgrupo finitamente gerado de A estd contido em um

subgrupo puro finitamente gerado de A, entdo temos pelo Teorema 4.4.6 que A € livre.

Para isso, suponhamos que existe um subgrupo finitamente gerado By de A que ndo esta
contido em um subgrupo puro finitamente gerado. Sendo entdo B o fecho puro de By, devemos
ter que B ndo € finitamente gerado, logo B pode ser dado pela unido de uma cadeia estritamente

crescente {B, : n € N} de grupos finitamente gerados, comegando em By.

Note que, como B é o fecho puro de By, temos pela defini¢do de fecho puro que B/By
ndo ¢é livre de tor¢des. De fato, para todo a € B, existe n € Z\ {0} tal que na € By. Logo, como
By # B, existe tor¢ao em B/By.

Agora, iremos definir por inducao sobre n uma cadeia estritamente crescente de grupos
{C, : n € N} tal que C, é um (B,,Z)-grupo livre de tor¢des para cada n € N, de forma que

C = U G, sera um (B, Z)-grupo livre de tor¢des.
neN

Seja S C By finito um conjunto que gera By. Observe que se p : B — C € um homomor-
fismo, p € determinada pelos seus valores sobre S, pois, novamente, para qualquer a € B, existe
n € Z\ {0} tal que na € By, portanto p [ nBy é determinada pelos seus valores sobre S. Mas

como C ¢ livre de tor¢des, dados a € B e x € C, temos que nx = p(na) = np(a) se, e somente se,
x=pla).
Definimos entdo {f, : S — S X Z : n € N} a familia das fun¢des entre conjuntos tais

que o f, = lg (note que como S € finito tal familia € de fato enumerdvel). SejaCy =By B Z e

suponhamos C,, ja definido.
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Se f, pode ser estendida para um homomorfismo p : B,, — C, que cinde 7, : C, — By,
definimos C,41 uma extensao de C, tal que p ndo se estende para um homomorfismo que cinde
Tyt Cor1 — Byyq. Tal G,y existe pois, como para todo n € N temos que B, ndo € puro,
temos também que B+ /B, ndo € livre de tor¢des, e segue entdo pelo Teorema 4.3.10 que ndo é

W-grupo. Assim, a existéncia de C,,4 € garantida pelo Lema 4.4.11.

Caso contrdrio, se f,, ndo se estende para um homomorfismo que cinde 7,, seja p : B, —
C, um homomorfismo qualquer que cinda 7,. Tal p existe, pois B, € livre de tor¢des e finitamente
gerado e, portanto, temos pelo Teorema 4.2.5 que B,, € livre. Definimos entdo C,4; como uma
extensdo de C, tal que p ndo se estende para um homomorfismo que cinde 7, |, analogamente

ao caso anterior.

Suponhamos agora que existe p : B — C um homomorfismo que cinde 7 : C — B. Temos
que p [ S = f, para algum n € N. Mas entdo temos que p | B, ¢ um homomorfismo que cinde
T, € que se estende para o homomorfismo p | B, que cinde 7, 1, contradizendo a construcao
de C,1. Portanto, 7 : C — B ndo cinde e, consequentemente, B nao € W-grupo, contradizendo o
Teorema 4.3.9. O

Temos agora provado o Problema de Whitehead para Xy.

4.5 Condicao de Chase

A fim de estudar o Problema de Whitehead para X, passaremos a estudar grupos de
cardinalidade X . Para isso, precisaremos tomar algumas generalizacdes de objetos estudados

previamente.

Primeiramente, temos a seguinte defini¢do, que nos fornece uma consequéncia direta do

ultimo teorema da se¢do anterior:

Defini¢sio 4.5.1. Um grupo A é dito X;-livre se todo subgrupo B C A tal que |B| < X é livre.

Temos agora este coroldrio do Teorema 4.4.12:

Corolario 4.5.2. Todo W-grupo é X -livre.

Demonstragdo. De fato, se A € um W-grupo, temos que todo subgrupo B C A é também um W-
grupo pelo Teorema 4.3.9. Portanto, todo subgrupo enumeravel B de A € um W-grupo enumeravel

e temos entdo pelo Teorema 4.4.12 que B € livre. [

Ainda precisaremos das seguintes defini¢des, andlogas ao conceito de subgrupo puro e a

hipétese do Teorema 4.4.6, respectivamente:

Definicao 4.5.3. Seja A um grupo X -livre. Um subgrupo B C A é dito um subgrupo X |-puro
de Ase A/Bé Xj-livre.
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Definicao 4.5.4. Seja A um grupo. Dizemos que A satisfaz a condi¢do de Chase se A é X -livre

e todo subgrupo enumerdvel de A estd contido em um subgrupo X -puro enumeravel de A.

Um grupo nao enumerdvel que satisfaz a condi¢do de Chase ndo € necessariamente livre.
Nesta se¢do, vamos entdo estabelecer uma condi¢do necessdria e suficiente para que um grupo

de cardinalidade X que satisfaz a condi¢do de Chase seja livre.

Observacao 4.5.5. Daqui em diante, como estaremos trabalhando com conjuntos de cardinali-
dade X, utilizaremos o primeiro ordinal ndo enumerével, denotado por w;, para indexagdo de

tais conjuntos.

Para manter alguma uniformidade de notacdo, indexaremos conjuntos enumeraveis com

o ordinal .

Lema 4.5.6. Seja A um grupo tal que |A| = X . A satisfaz a condigdo de Chase se, e somente

se, A= |J A para alguma cadeia suave de grupos livres enumerdveis {Ay : & < @ } tal que
a<m

Ag=0e Ay € subgrupo X -puro de A para todo @ < ;.

Demonstracdo. Seja A = {aqy : o < o }. Primeiramente, suponhamos que A satisfaz a condi¢do
de Chase. Iremos construir indutivamente sobre & < ®; uma cadeia {Ay : @ < @} satisfazendo

as condic¢oes do lema.

Seja Ag = 0 e suponhamos A, definido para todo & < 8 para algum 8 < ;. Se B é

um ordinal limite, definimos Ag = |J Ay. Como 3 € enumerdvel e Ay € enumerdvel para cada
a<p
a < f3, Ag permanece enumerével. Por outro lado, se § = y+ 1 para algum ordinal ¥, tomamos

Apg como um subgrupo X -puro enumeravel de A que contém Ay U {aﬁ}. Tal grupo existe pois A

satisfaz a condi¢do de Chase.

Assim, pela construg¢do da cadeia e pelo fato de que A € X -livre, temos que a cadeia

satisfaz todas as condi¢des do lema.

Suponha agora que A € a unido de uma cadeia {Aq : o < @, } que satisfaz as condigdes
exigidas. Temos entdo que cada subconjunto enumerdvel B C A estd contido em Ay para

algum o < oy, que € enumerdvel e X |-puro. Portanto, A satisfaz a condi¢iao de Chase. U

Definicao 4.5.7. Uma funcao f : w; — w; € dita normal se:

(i) paracada a,f < o tais que o < 3, temos f(a) < f(B) e;

(ii) para cada ordinal limite 8 < ®;, temos que f(fB) = sup{f(a): o < B}.

Uma funcdo que satisfaz a propriedade (i) € dita estritamente crescente e uma fungao

que satisfaz a propriedade (ii) € dita continua.
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Definiciio 4.5.8. Um subconjunto S C m; € dito estaciondrio se Im(f) NS # @ para toda fungdo

normal f.

Observacao 4.5.9. Seja f : @ — ®; uma fun¢do normal. Observe que, como f € estritamente
crescente e, consequentemente, injetora, temos que Im(f) é ndo enumeravel. Logo Im( f) neces-
sariamente contém algum ordinal limite. Assim, o conjunto S = {& < @; : & é ordinal limite} é

estaciondrio.

Observacao 4.5.10. O grupo A no teorema a seguir satisfaz as hipéteses do Lema 4.5.6, entao,
na demonstrac@o do teorema, nds manteremos a notacdo {Ay : @ < @; } da cadeia fornecida pelo
Lema 4.5.6.

Denotaremos por E o conjunto dos ordinais limite 8 < @) tais que Ag ndo € subconjunto
X |-puro de A.

Teorema 4.5.11. Seja A um grupo tal que |A| = X e A satisfaz a condi¢do de Chase. Nesse

caso, A ¢ livre se, e somente se, E ¢ um subconjunto nao estaciondrio de @;.

Demonstragdo. Primeiramente, suponhamos E ndo estaciondrio. Existe entdo f : @ — oy tal
que Im(f)NE =0. Seja Ay, = A y(o)- Como f € normal, a cadeia {Ag, : & < @ } ainda serd suave

etalque A= |J Aj}. Ainda, como Im(f)NE = 0, temos que A}, é X |-puro para todo @ < @;e,
o<

* * 4 : * * 4 4 4 : : :
portanto, que Ay, | /Ay, € Xy-livre. Mas como A7, | | /A, € também enumerdvel, isso implica que

€ livre. Obtemos entdo pelo Teorema 4.2.10 que A € livre.

Suponhamos agora que A € livre e seja X C A uma base de A. Podemos tomar uma cadeia
suave {Xy : o < @, } de subgrupos de X e uma fun¢do normal f : @, — @; tais que Xy é uma
base de A () para cada o < ;. Como sempre, essa construgdo serd feita indutivamente sobre
o< m.

Primeiramente, definimos Xp =0 e f(0) = 0. Suponhamos entdo que Xy e f(a) ja estdo

definidas para todo ¢ < 8 para algum 8 < @;. Se € um ordinal limite, definimos Xg = |J Xq
a<f
e f(B) =sup{f(a):a <P}. Assim, Arg) = U Af(q) €, portanto, Xz € uma base de A ¢g).
o<f

Por outro lado, se B = Y+ 1 para algum ordinal ¥ < @, tomamos um conjunto Yy C X
enumerdvel tal que Xy C ¥y e um ordinal oy tal que Yy C Ag,. Supondo definidos Y, e oy,
tomamos entdo Y, C X tal que A, C (¥,+1). Definimos assim indutivamente sobre n < @ a

cadeia
X, CYHCY C..CY,C...,n< 0,
de subconjuntos enumeraveis de X e a sequéncia

f<op<o<...<0,<..on<®
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tal que ¥, C Ag, C (Y, +1) para cadan < @. Finalmente, definimos Xg = U Y, e f(B) =sup{oy:
m<@

n < @}, e temos entdo que Xﬁ éumabasede A 7(B)> concluindo a indugdo.
Agora, para cada @ < @, temos que f(a) ¢ E, pois temos da construgdo que A /A ¢(q) €
isomorfo ao grupo livre gerado por X \ Xy, 0 que implica que A () € subconjunto X-puro de A.

Temos entdo que Im(f) NE = 0 e, portanto, E ndo € estaciondrio. O

4.6 Axioma de construtibilidade

Recorde-se que afirmamos no inicio deste capitulo que nosso objetivo é provar que
o Problema de Whitehead para X € indecidivel em ZFC. Para obter esse resultado, iremos
acrescentar axiomas consistentes com ZFC ao nosso sistema axiomdtico e demonstrar a validade
do Problema de Whitehead para X ;. Tomaremos entdo ZFC acrescido de outros axiomas

consistentes e demonstraremos a invalidade do Problema.

Nesta secdo, consideraremos ZFC com a adi¢do do Axioma de Construtibilidade, comu-
mente denotado por V = L, e demonstraremos que nessas condi¢des temos que todo W-grupo de

cardinalidade ¥X; € livre.

A fim de manter o foco deste trabalho consideraremos conhecidos os seguintes resultados
fundamentais, o primeiro dos quais nos garante a consisténcia de nosso sistema axiomatico, que

denotaremos por ZFC + V = L. A demonstracio pode ser encontrada em (GODEL, 1940).
Teorema 4.6.1. e ZF + V =L € consistente;

* ZF + V = L implica o Axioma da Escolha e a Hip6tese do Continuo.

Segue imediatamente do teorema que ZFC + V = L € consistente. O préximo teorema é
uma consequéncia de V = L, que relaciona o axioma com os conceitos e terminologias até aqui
abordados, portanto ndo serd necessario abordarmos o enunciado formal de V = L neste trabalho.
A demonstracdo pode ser encontrada em (JENSEN, 1972).

Teorema 4.6.2. Adote V = L. Sejam C um conjunto dado pela unido de uma cadeia suave estrita-
mente crescente de conjuntos enumerdveis {Cy : @ < @1} ¢ E C @] um conjunto estacionario.
Entdo existe uma sequéncia de conjuntos {Sy : @ € E} tal que So C Cy para todo a € E. Além

disso, para todo subconjunto X C C, o conjunto {& € E : X NCy = S¢ } € estaciondrio.

Em particular, nos serd util o seguinte coroldrio do ultimo teorema:

Corolario 4.6.3. Adote V = L. Sejam B um conjunto dado pela unido de uma cadeia suave
estritamente crescente de conjuntos enumeraveis {By : ¢ < @1} ¢ E C @] um conjunto estacio-
ndrio. Seja, ainda, ¥ um conjunto enumeravel arbitrario. Entdo existe uma sequéncia de fungdes
{80 :Ba — By XY : a € E} tal que, para toda fungio i : B— B x Y satisfazendo h[By| C Bq XY
para todo @ < @y, existe B € E tal que h [ Bg = gg.
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Demonstragcdo. Considere C = B x (B xY) o conjunto dado pela unido da cadeia {Cq : @ < @ }
tal que Cq = By X (B X Y) para cada o < @;. Pelo teorema anterior, existe uma {Sy : ¢ € E'}
tal que S¢ C Cy para todo o € E e tal que o conjunto {&t € E : X NCy = S¢ } € estaciondrio para
todo X C C.

Agora, para cada a € E, como Sy C By X (Bg X Y), podemos interpretar S, como uma
associacdo de elementos de By com elementos de By, X Y. Se S¢, for bem definida como fungdo,

tomamos gq = S¢. Caso contrdrio, seja g¢ : Bq — By X Y uma fungdo qualquer.

Analogamente, sendo /& : B — B X Y uma fungéo tal que h[By] C By X Y para todo
o < @1, podemos interpretar 4z como um subconjunto de B x (B x Y'). Temos entdo que o conjunto
{oe € E:hNCy = Sq} é estaciondrio e, portanto, ndo vazio. Seja entdo B nesse conjunto. Como

h|Bg] C Bg x Y, temos que hNCg = h | Bg = gg, concluindo a demonstragao. O

Utilizando o corolério, podemos agora trazer o resultado de volta para grupos com o

seguinte teorema:

Teorema 4.6.4. Adote V = L. Seja B um grupo dado pela unido de uma cadeia estritamente cres-
cente de grupos livres enumerdveis {Bq : @ < @) } talque E = {@ < @) : Bg+1/Bg ndo é livre} C
€ estaciondrio. Entdo B ndao é um W-grupo.

Demonstragdo. Iremos construir indutivamente sobre o < ®; uma cadeia suave de grupos
{Cq : & < 1} de modo que cada Cy é um (Bg,Z)-grupo e aunido C = |J Cy é um (B,Z)-
o<
grupo tal que 7 : C — B ndo cinde, provando entdo que B nao ¢ W-grupo.
Pelo coroldrio anterior, podemos tomar uma sequéncia de fun¢des {g¢ : By — Ba X Z :
o € E} de modo que, em particular, para todo homomorfismo / : B — B X Z tal que moh = 1p,

temos que existe § € E tal que i [ Bg = gg.

Comegamos agora a indugio tomando Cy como um (By, Z)-grupo qualquer. Suponhamos

definido By para todo o < ¥ tal que ¥ < @;. Se Y € um ordinal limite, definimos Cy, = |J Cq.
o<y

Se Y = 0 + 1 para algum ordinal § < @;, temos dois casos a considerar.

O primeiro caso é se 0 € E e g5 : Bs — Bs X 7Z é um homomorfismo que cinde 7y :
Cs — Bs. Como Bg | /Bg € enumerdvel e ndo ¢ livre, temos pelo Teorema 4.4.12 que Bg .| /Bs
ndo € W-grupo e, consequentemente, temos pelo Lema 4.4.11 que podemos tomar Cy, como uma

extensdo de Cs tal que g5 ndo se estende para um homomorfismo que cinde 7y : Cy — By.

O segundo caso é se § ¢ E ou gs ndo é um homomorfismo que cinde 5. Tomamos entdo
Cy como um (By, Z)-grupo qualquer tal que C, estende Cs.

Finalmente, seja C = |J Cg. Suponhamos que existe um homomorfismo p : B — C
o<

que cinde 7 : C — B. Existe entdo 8 € E tal que p | Bs = g5. Observe que 8 e g5 se enquadram
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no primeiro caso da construgdo. No entanto, p € uma extensao de gg que cinde 7g : Cg — By,

contradizendo a construcdo. Portanto, temos que 7 : C — B ndo cinde. U

Finalmente, podemos provar o Problema de Whitehead para X; em ZFC + V = L.

Teorema 4.6.5. Adote V = L. Entdo todo W-grupo com cardinalidade ¥ € um grupo livre.

Demonstracdo. Seja A um W-grupo tal que |[A| = X ;. Primeiramente, iremos mostrar que
A satisfaz a condicdao de Chase. Note que como A € W-grupo, temos automaticamente pelo

Corolério 4.5.2 que A é Xy-livre.

Suponhamos por contradicdo que A nio satisfaz a condicao de Chase. Temos entdo pela
definicdo que existe um subgrupo enumerdvel By C A tal que qualquer subgrupo enumeravel
C C A contendo By ndo € X -puro, ou seja, para qualquer subgrupo enumerdvel C C A contendo
By, existe um subgrupo enumerdvel C' C A contendo C tal que C'/C ndo é livre (formalmente

X livre, mas os conceitos sdo equivalentes para grupos enumeraveis).

Usando esse fato, podemos construir indutivamente sobre @ < @; uma cadeia suave
estritamente crescente {Bq : 00 < @ } de subgrupos enumeraveis de A tal que, para cada o < oy,
temos que By 1/Bg ndo é livre. Primeiramente, By ja estd definido. Suponhamos entéo By ja

definido para todo o < [ para algum 8 < @;. Se 8 € um ordinal limite, tomamos Bg = | Bg.
a<pf
Se B = y+ 1 para algum ¥ < ®;, entdo tomamos Bg como C’ obtido da hipétese de falha da

condicdo de Chase.

Agora, se B =JBg, temos que o conjunto Eg = {a < @ : By 1/Bg ndo é livre} é todo

[0
0 0 e, portanto, Ep € trivialmente estaciondrio. Segue entdo pelo Teorema 4.6.4 que B ndo é
W-grupo, o que contradiz, pelo Teorema 4.3.9, o fato de A ser W-grupo. Assim, A satisfaz a

condicdo de Chase.

Pelo Lema 4.5.6, A pode ser obtido pela unido de uma cadeia suave de grupos li-
vres enumerdveis {Aq : @ < @;} tal que Ay é subgrupo X-puro de A para cada a < .
Considere os conjuntos E = {0 < @ : Ag ndo é subgrupo X-purode A} e E' = {a < o :

Agy1/Aq ndo é livre}.

E simples observar que E/ C E. Afirmamos que E' = E. De fato, se B < @ é tal que
B ¢ E', entdo Ag.,, /Ag élivre. Temos para cada a < @ tal que o > fB que (Aq/Ag)/(Ap+1/Ap)
¢ isomorfo a Agy /Aﬁ 11, que € livre. Portanto, segue pelo Corolério 4.2.8 que Aq /A[; ¢ livre.
Observe que, como cada subgrupo enumerdvel A/Ag € um subgrupo de Ay /Ag para algum
a > f e, consequentemente, € livre, temos que A/Ag € X -livre. Assim, Ag € subgrupo X -puro
de A, istoé, B ¢ E.

Como A é W-grupo, temos pelo Teorema 4.6.4 que E’ ndo € estaciondrio. Ainda, como
E = E’', temos que E ndo € estaciondrio, e segue entdo pelo Teorema 4.5.11 que A € livre,

concluindo a demonstracao. [
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4.7 Axioma de Martin

Nesta sec¢do, como dito anteriormente, iremos tomar outro sistema axioméatico com ZFC
no qual poderemos provar que o Problema de Whitehead para X € invalido. Mais especifica-

mente, provaremos que existe um W-grupo de cardinalidade | que nao € livre.

Para alcancar nosso resultado, adotaremos o Axioma de Martin, denotado MA, e pela
negacdo da Hipotese do continuo, denotada —=CH. Como com o sistema axiomético anterior,
antes de seguir em frente € importante estabelecer a consisténcia do sistema axiomdtico. Essa
garantia é dada pelo seguinte teorema, cuja demonstracdo pode ser encontrada em (SOLOVAY;
TENNENBAUM, 1971).

Teorema 4.7.1. ZFC + MA + —CH é consistente.

O teorema a seguir segue da formulacdo geral do Axioma de Martin, que pode ser
vista em (SHOENFIELD, 1975). Como tal formulagao exigiria a definicdo de mais diversas
terminologias e conceitos de teoria dos conjuntos, iremos novamente partir diretamente do

teorema.

Teorema 4.7.2. Adote MA. Sejam A e B conjuntos tais que |A|,|B| < ¢, onde ¢ denota a
cardinalidade do continuo. Seja, ainda, P um conjunto de funcdes satisfazendo as propriedades:

(a) cada f € P é uma fungdo f : A’ — B paraalgum A’ C A;
(b) paracadaa € Ae f € P, existe g € P que estende f e cujo dominio contém a;

(c) para cada subconjunto ndo enumeravel P’ C P, existem f1, f> € P' e f3 € P tais que f| # f>
e f3 estende fi e f>.

Nessas condicdes, existe uma funcdo g : A — B tal que, para todo F' C A finito, existe f € P cujo

dominiocontém Feg [ F=f | F.

Nosso objetivo € provar o seguinte teorema:

Teorema 4.7.3. Adote MA + —CH. Entdo existe um W-grupo com cardinalidade X que ndo é

livre.

Observe que o teorema pode ser obtido como consequéncia direta dos seguintes dois

teoremas:

Teorema 4.7.4. Existe um grupo A tal que |A| = X e A satisfaz a condi¢do de Chase mas A ndo

¢é livre.

Teorema 4.7.5. Adote MA + —CH. Seja A um grupo tal que |A| = X e A satisfaz a condi¢do de
Chase. Entdao A € W-grupo.
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Temos entdo que demonstrar o Teorema 4.7.3 se resume a demonstrar os Teoremas 4.7.4
e 4.7.5.

Comecaremos pelo Teorema 4.7.4. Note que para este teorema nao pedimos nenhum

axioma além de ZFC.

Demonstracdo do Teorema 4.7.4. Iremos definir indutivamente uma cadeia suave {Aq : @ < @; }

de grupos livres enumeraveis tal que:

(i) paracada o, B < o tais que 8 < o temos que Ay /Ag. € livre;

(ii) para cada ordinal limite o¢ < @; temos que Ay 1 /Ag ndo é livre.

Suponhamos por enquanto que esta definida a cadeia. Afirmamos que se A = |J Ag,
oa<mi

entdo A satisfaz as condi¢des do teorema. De fato, pela propriedade (i) da cadeia, temos que
Ap € subgrupo X-puro de A para cada 8 < @;. Ainda, como cada grupo da cadeia € livre,
temos pelo Lema 4.5.6 que A satisfaz a condi¢do de Chase. Além disso, pela propriedade (ii)
temos que o conjunto E = {a < o : & é ordinal limite e Ay ndo é X-puro} é o conjunto de

todos os ordinais limites, que € estaciondrio. Temos entdo pelo Teorema 4.5.11.

Resta agora exibir a construc¢do da cadeia {Ay : @ < @ }. Primeiramente, definimos
Ao = 0. Suponhamos que a cadeia {Ay : @ < B} jd estd definida para algum 8 < @;. Para definir
Ap temos trés casos a considerar.

O primeiro caso € se § € um ordinal limite. Definimos entdo Ag = |J Aq. Seja {0}, :

o<pf

n < @} uma sequéncia de ordinais sucessores tal que B = |J 0,. Temos entdo que A = |J Ag,.
n<m n<

Como o, < B para todo n < ®, temos por hipdtese de indugdo e pela propriedade (i) que
Ag, . /Ag, € livre para todo n < . Segue entdo pelo Teorema 4.2.10 que Ap € livre e que
A/Aq, (e, consequentemente, Ap /Ag,) € livre para cada n < @. Para cada a < 8 temos que
Ag+1 C Ag, para algum n < @, logo por hipétese de indugao temos Ag, /Ag+1 livre. Com isso,
como (Ag/Aq11)/(As,/Aat1) € isomorfo a Ag /Ag,, que € livre, temos pelo Coroldrio 4.2.8 que
Ap /Aq+1 é livre, provando a validade da propriedade (i). Quanto a propriedade (ii), ndo hd o que
verificar neste caso, uma vez que nao existe ordinal y < f8 tal que Y+ 1 = 3, e para os demais

ordinais limites menores do que f o resultado segue da hipétese de indugio.

O segundo caso é se B = v+ 1 para algum ordinal sucessor ¥ < @;. Definimos sim-
plesmente entdo Ag = Ay @ Z. Claramente Ag € livre. Seja agora o < B. Se o = v, entdo
Apg/Aay+1 =0. Seja entdo o < y. Temos por hipétese de indugio que Ay/Aq 1 € livre. Assim,
como (Ag/Agt1)/(Ay/Aa+1) € isomorfo a Ag /A, temos pelo Coroldrio 4.2.8 que Ag/Aq 11
¢ livre, satisfazendo a propriedade (i). A propriedade (ii) € satisfeita trivialmente pelo mesmo

argumento do caso anterior.
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O terceiro caso é se B = Y+ 1 para algum ordinal limite y. Seja {0, : n < ®} uma
sequéncia definida como no primeiro caso, mas escolhendo oy = 0 para facilidade de notacao.
Recorde-se que na demonstragdo do Teorema 4.2.10 construimos uma cadeia suave de conjuntos
{X, : n < w} tal que X,, ¢ uma base de Ay, para cada n < @. Tomemos aqui tal cadeia. Para
cada 1 < n < @, tomamos um ponto x, € X, \ X,—1. Sejam ¥,, = X, \ {x,,} paracada l <n < @

e B C Ay o subgrupo gerado por |J Y. Seja, ainda, P = [ (x,). Finalmente, definimos Ag
I<n<w n=1
como o subgrupo de B @ P gerado por Ay e {z,, : 1 <m < @} C P, onde cada z,, pode ser

|
representado na forma z,, = Y, (55)xn.
m<n<®

Podemos observar que, pela constru¢do e pela escolha da cadeia {X, : n < o},

( U Yu)U{zn:1<m< o} ¢éumabase de Ag e, portanto, Ag € livre. Além disso, para cada
I<n<w
k< ,Ag/Ag, éisomorfo ao subgrupo de Ag geradopor ( U (Y, \Yi))U{zm: 1 <m< o}, e
k<n<w
temos entdo que Ag /A, € livre. Analogamente ao que fizemos no primeiro caso, para cada o <y

existe k < @ tal que Ay 11 C Ag, € Ag, /Ag1 € livre. Ainda, como (Ag/Ax+1)/(Ac,/Aa+1) €
isomorfo a Ag /Ag,, que € livre, temos pelo Coroldrio 4.2.8 que Ag/Aq 1 € livre, provando a

propriedade (i).

Finalmente, observe que para cada 1 <m < @ temos que m!z,;, —z1 € Ay. Assim, 7| +
Ay é um elemento ndo neutro de Ag /Ay e que gera uma torgdo. Portanto Ag /Ay ndo € livre,

satisfazendo a propriedade (ii), e concluindo entdo a inducao. O

Demonstracdo do Teorema 4.7.5. Seja A um grupo tal que |[A| = X e satisfazendo a condigio
de Chase. Seja, ainda, p : B — A, para algum grupo B tal que |B| < ¢, um homomorfismo
sobrejetor tal que Ker(p) é isomorfo a Z. Iremos provar que p cinde.

Seja P o conjunto de todos os homomorfismos ¢ : S — A tais que S € um subgrupo puro
finitamente gerado de A e p o ¢ = 1g. Pelo Teorema 4.7.2, se P satisfaz as condi¢des (a),(b)
e (c), entdo existe g : A — B tal que para qualquer F' C A finito temos algum ¢ € P tal que

g F=¢ | F.Assim, g caracteriza um homomorfismo que cinde p.

Para concluir a demonstragdo, resta mostrar que P satisfaz as condi¢des do Teorema
4.7.2. Note que a condicao (a) € trivialmente satisfeita pela defini¢do de P. As condig¢des (b) e (c)

irdo decorrer dos lemas que provaremos a seguir. [

Os préximos lemas presumem as mesmas hipéteses do Teorema 4.7.5, entdo manteremos

também a mesma notagdo para os objetos ji definidos.

Lema 4.7.6. Se ¢ ¢ um homomorfismo em P e F' € um subconjunto finito de A, entdo existe uma

fungdo ¢’ € P que estende ¢ e que contém F em seu dominio.

Demonstracdo. Seja S C A o dominio de ¢. Seja, ainda, S um subconjunto puro finitamente

gerado de A contendo SU F', que existe pois A € X ;-puro e podemos simplesmente tomar o fecho
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puro. Assim, §'/S é um grupo finitamente gerado e, como S é puro, livre de tor¢des. Temos
entdo pelo Teorema 4.2.5 que S’ /S é livre. Agora, como uma consequéncia da demonstragdo do
Corolario 4.2.8, temos que se X € uma base de S, ela pode ser estendida a um conjunto X UY,
para algum conjunto Y C A, de forma que X UY é base de §’. Por conveniéncia, consideremos
Ynx==0.

Para cada x € X, definimos ¢'(x) = ¢(x). Para cada y € Y, definimos ¢'(y) = by sendo
by € B tal que p(by) = y. Obtemos assim o homomorfismo ¢’ : " — B que estende ¢. U

O lema anterior prova diretamente que a condicdo (b) do Teorema 4.7.2 € satisfeita na

demonstracio do Teorema 4.7.5. O pr6ximo lema nos permitird provar a satisfagdo da condicao

(c).

Observacao 4.7.7. Antes de partir para o proximo lema, vamos estudar um caso especifico que
nos levard a verificacdo da condi¢do (c). Seja P’ C P ndo enumerdvel de modo que existe um
subgrupo livre e puro A’ de A tal que Dom(¢) C A’ para todo ¢ € P', sendo Dom(¢) o dominio
de ¢.

Seja X = {xq : & < @} uma base de A’. Pelo Lema 4.7.6, podemos tomar extensdes
dos homomorfismos ¢ se necessario e considerar que para cada ¢ € P’ existe um subconjunto
finito de X que gera Dom(¢). Ainda, como a unido enumeréavel de conjuntos enumeraveis é
enumeravel, podemos supor, trocando P’ por outro subconjunto nio enumerdvel P’ C P’ se
necessdrio, que existe um nimero m tal que Dom(¢) é gerado por exatamente m elementos de X
para cada ¢ € P'.

Sejam entdo P’ = {¢y : @ < @} e Y, C X uma base de Dom(¢,) para cada o < ;.
Seja T C X tal que T C Y, para uma quantidade ndo enumeravel de ordinais ¢, podendo ser
T = 0. Agora, como |Yy| = m para todo o < wj, existe T C X maximal com a propriedade
descrita. Além disso, como Ker(p) é enumeravel, temos que 7' N P é enumerdvel. Suponhamos

entdo, sem perda de generalidade, que se T C Yo e T C Y, temos que ¢o [T = ¢ [ T

Podemos também reindexar nossos objetos de forma que tenhamos 7T C Yy. Como
tomamos 7' maximal, para caday € Y5\ T o conjunto {a < @; : y € Yy} é enumerével. Assim,
existe a # 0 tal que Yo, NYy = T. Temos entdo que ¢y [ T = ¢ | T e, portanto, pelo Lema 4.7.6,
existe y : (Yo UYy) — B que estende ambas.

Finalmente, temos que (Y, UY)) é subgrupo puro de A’, uma vez que é gerado por um
subconjunto de uma base de A’. Como (A/(Yo UYo))/(A’ /(Yo UYp)) é isomorfo a A/A’, que é
livre de torgdes pois A’ é subgrupo puro de A, temos entdo que (Yo UYy) € subgrupo puro de A.
Portanto, temos que ¥ € P, provando a validade da condi¢do (c) do Teorema 4.7.2 para esse caso

especifico.

Provaremos agora a satisfacao da condicao (c) com o lema a seguir:
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Lema 4.7.8. Seja P’ C P ndo enumerdvel. Existem entdo um subgrupo livre e puro A’ de A e
um subconjunto ndo enumerdvel P’ de P’ tais que o dominio de ¢ esta contido em A’ para todo
pepP.

Demonstracdo. Seja P ={¢y : S¢ — B : @ < ; }. Como na observagdo anterior, trocando P’
por um subconjunto P” C P/ ndo enumeravel se necessario, podemos tomar um nimero m tal

que S, tem uma base de cardinalidade m para cada o < ;.

Ainda como na observacao, podemos tomar um subgrupo puro 7 de A maximal tal que
temos 7" C S para uma quantidade ndo enumerdvel de ordinais @ < @;. Novamente, substituindo
P’ por um subconjunto P” ndo enumeravel se necessério, podemos supor 7 contido em Sy, para
todo o < w;. Agora, como 7T € finitamente gerado e livre de tor¢des, temos pelo Teorema 4.2.5
que T ¢ livre. Sendo entdo X uma base de 7', pelo argumento na demonstracdo do Corolario

4.2.8, cada Sy admite uma base X UY, que é uma extensdo da base de 7.

Definiremos agora o subgrupo A’ de A como a unifio de uma cadeia suave de grupos
{Aq : ¢ < o1} tal que, para cada o < m;, Ay € subgrupo purode A e Ag41/Aq € livre. Nessas
condi¢des, A’ naturalmente serd subgrupo puro de A por construgdo e teremos pelo Teorema
4.2.10 que A’ € livre.

Definimos Ag = 7. Para algum ordinal 8 < ®;, suponhamos jé definida a cadeia {Aq :
o < B} e uma sequéncia de ordinais {01 : & < B} tal que Y5, ,, C Ag1 paratodo o < 3. Se

B € ordinal limite, definimos Ag = | Ag.
a<f

Caso contrdrio, se B = y+ 1 para algum ordinal y, tomamos C, um subgrupo ;-
puro enumeravel de A tal que Ay C Cy. Tal Cy existe pois A satisfaz a condi¢do de Chase.
Afirmamos que para todo & < f3, existe um ordinal que ji chamaremos de o tal que 0y 11 < Op
e <Ygﬁ> N Cy = 0. De fato, caso contrario, como Cy € enumeravel, teriamos um ¢ € Cy € um
conjunto ndo enumerdvel de ordinais T < @ tais que ¢ € (Y;). Mas nesse caso, poderiamos
tomar o fecho puro de T + (c¢) (sendo T + (c) o grupo obtido unindo os dois grupos e fechando

pela operacdo do grupo), contradizendo a maximalidade de 7.

Finalmente, definimos Ag como o fecho puro de Ay + <Ygﬁ>. Como Yo, NCy = 0, temos
que Ag NCy = Ay. Obtemos entdo que Ag /Ay € isomorfo a um subgrupo enumeravel de A/C,.
Assim, como Cy € X-puro e, portanto, A / Cy € Xy-livre, temos que Ap /Ay ¢ livre. Tomamos

entdo P” = {¢s,,, : & < m}, satisfazendo as condi¢des do lema. O

Com isso, nas hip6teses do Teorema 4.7.3, voltamos as condi¢des da Observacdo 4.7.7 e
concluimos a demonstracao do Teorema 4.7.5.

Mostramos assim que o Problema de Whitehead para ¥ é falso sob ZFC + MA + -CH
pelo Teorema 4.7.3, mas verdadeiro sob ZFC + V = L pelo Teorema 4.6.5. Portanto, em ZFC

sem axiomas adicionais, o Problema € indecidivel.
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