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RESUMO

RUBIO, M. V. A conjectura de Auslander-Reiten para anéis locais Cohen-Macaulay. 2022.
134 p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e
de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2022.

A conjectura de Auslander-Reiten afirma que dados um anel (comutativo) Noetheriano R e um
R-módulo M finitamente gerado, se ExtiR(M,M) = ExtiR(M,R) = 0 para todo i > 0, então M é
projetivo. O objetivo deste trabalho é mostrar que esta conjectura é valida para módulos Cohen-
Macaulay maximais de posto 1 sobre anéis locais normais Cohen-Macaulay. A demonstração da
validade da conjectura nesse caso especial requer de um resultado chave sobre anulamento de
módulos Ext sobre anéis locais Cohen-Macaulay. Nesta dissertação, desenvolveremos a teoria
necessária para mostrar esse resultado; posteriormente, faremos sua demonstração; e finalizamos
mostrando algumas de suas consequências, entre elas a validade da conjectura no caso especial
mencionado acima.

Palavras-chave: Conjectura de Auslander-Reiten, Ext, Módulo projetivo, Módulo Cohen-
Macaulay, Posto de um módulo.





ABSTRACT

RUBIO, M. V. Auslander-Reiten conjecture for Cohen-Macaulay local rings. 2022. 134 p.
Dissertação (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de
Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2022.

The Auslander-Reiten conjecture states that given a Noetherian (commutative) ring R and
a finitely generated R-module M, if ExtiR(M,M) = ExtiR(M,R) = 0 for all i > 0, then M is
projective. The objective of this work is to prove that this conjecture holds for maximal
Cohen–Macaulay modules of rank one over Cohen–Macaulay normal local rings. The proof
of the validity of the conjecture in this special case requires of a key result about vanishing of
Ext modules over Cohen–Macaulay local rings. In this dissertation, we will develop the theory
necessary to show this result; subsequently, we will make its proof; and we finish proving some
of consequences, including the validity of the conjecture in the special case mentioned above.

Keywords: Auslander-Reiten conjecture, Ext, Projective module, Cohen-Macaulay module,
Rank of a module.
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CAPÍTULO

0
INTRODUÇÃO

Motivados pela conjectura de Nakayama (NAKAYAMA, 1958), Auslander e Reiten
(AUSLANDER M; REITEN, 1975) propuseram a seguinte conjectura, chamada a Conjectura de

Nakayama generalizada:

Conjectura 0.0.1. Seja Λ uma álgebra de Artin (isto é, Λ é uma álgebra sobre um anel Arti-
niano comutativo R que é finitamente gerado como R-módulo). Se M é um Λ-módulo injetivo
indecomponível, então M é um somando direto em um dos termos da resolução injetiva minimal
de Λ.

Auslander e Reiten provaram que a Conjectura de Nakayama generalizada é verdadeira
se, e somente se, a seguinte conjectura é verdadeira.

Conjectura 0.0.2. Seja Λ uma álgebra de Artin. Se M é um Λ-módulo finitamente gerado M e
um gerador (isto é, Λ é um somando direto de uma soma direta finita de copias de M) tal que
ExtiR(M,M) = 0 para todo i > 0, então M é projetivo.

Auslander, Ding e Solberg (AUSLANDER M; DING, 1993) formularam a seguinte
conjectura, a qual é equivalente a Conjectura 0.0.2 sobre anéis Noetherianos.

Conjectura 0.0.3. Seja R um anel Noetheriano. Se M um R-módulo finitamente gerado tal que
ExtiR(M,M) = ExtiR(M,R) = 0 para todo i > 0, então M é projetivo.

Essa conjectura é conhecida como a Conjectura de Auslander-Reiten e é uma das
conjecturas mais importantes da Álgebra Comutativa. Muita pesquisa tem sido feita em relação
a essa conjectura, e como consequência atualmente se conhecem alguns casos na que ela vale,
como por exemplo:

• R é um anel local de interseção completa (AUSLANDER M; DING, 1993, Proposição
1.9);
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• R é um anel local e M tem dimensão de interseção completa finita (ARAYA T; YOSHINO,
1998, Teorema 4.3);

• R é um anel local Gorenstein de codimensão no máximo 4 (SEGA, 2002, Teorema 3.4);

• R é um anel local normal Cohen-Macaulay e M é um R-módulo Cohen-Macaulay maximal
de posto 1. (GOTO S.;TAKAHASHI, 2017, Corolário 4.3).

Neste trabalho mostramos, basando-nos em (GOTO S.;TAKAHASHI, 2017), que a conjectura
de Auslander-Reiten cumpre para módulos Cohen-Macaulay maximais de posto 1 sobre anéis
(comutativos com identidade) locais normais Cohen-Macaulay. O resultado principal para lograr
este objetivo é o seguinte:

Teorema 0.0.4. Sejam R um anel (comutativo) local Cohen-Macaulay de dimensão d > 0 e M

um R-módulo Cohen Macaulay maximal de posto 1. Se

ExtiR(M,M) = Ext j
R(M,HomR(M,M)) = 0

para todo 1≤ i≤ d−1 e 1≤ j ≤ d, então M é livre.

Este trabalho consta de três capítulos e dois apêndices.

No primeiro capítulo desenvolvemos as ferramentas da Álgebra Homológica necessárias
para dar uma pequena introdução à teoria de módulos Cohen-Macaulay e para provar o Teorema
0.0.4, entre elas principalmente: as noções e algumas propriedades de Ext e dimensão projetiva,
e a equivalência de das noções de módulos projetivos, livres e planos entre si em módulos
finitamente gerados sobre anéis locais Noetherianos.

No segundo capítulo damos uma introdução à teoria de módulos e anéis Cohen-Macaulay,
incluindo a teoria necessária para mostrar o resultado principal.

No terceiro capítulo demonstramos o Teorema principal e algumas de suas consequências,
entre elas a validade da conjectura de Auslander-Reiten no caso especial mencionado acima.

No primeiro apêndice apresentamos as definições e resultados da Álgebra Comutativa
básica considerados neste trabalho.

No segundo apêndice desenvolvemos a teoria sobre o posto de um módulo (não necessa-
riamente livre) que vai ser considerada neste trabalho.

Nesta dissertação os anéis são considerados comutativos (com identidade) e afim de não
haver perigo de confusão, usaremos simplesmente a expressão “R-módulo”.
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CAPÍTULO

1
ALGUMAS FERRAMENTAS DE ÁLGEBRA

HOMOLÓGICA

Neste capítulo desenvolvemos as seguintes ferramentas da Álgebra Homológica: Tor, Ext
e dimensão projetiva. Também, mostramos, usando Tor, que em módulos finitamente gerados
sobre anéis locais Noetherianos, as noções de projetivos, planos e livres são equivalentes. As
referencias principais para este capítulo são (HILTON P.; STAMMBACH, 1971), (OSBORNE,
2000), (WEIBEL, 1994) e (ROTMAN, 2008).

1.1 Complexos e Cocomplexos

Definição 1.1.1. Um complexo de cadeias (ou simplesmente complexo) M• = {Mn,αn}n∈Z

sobre um anel R é uma sequência de R-módulos e de R-homomorfismos

M• : · · · // Mn+1
αn+1 // Mn

αn // Mn−1 // · · ·

tal que αn ◦αn+1 = 0 para todo n ∈ Z. Cada αn é chamado de operador diferencial.

Definição 1.1.2. Dado um complexo M• = {Mn,αn}n∈Z sobre um anel R, definimos para cada
n ∈ Z, o n-ésimo módulo de homologia de M• por

Hn(M•) =
ker(αn)

im(αn+1)
.

Lema 1.1.3. Seja {Mi
•}i∈I uma família de complexos Mi

• = {Mi
n,α

i
n}n∈Z sobre um anel R. Para

todo n ∈ Z, tem-se:

(1) Hn(∏i∈I Mi
•)
∼= ∏i∈I Hn(Mi

•);

(2) Hn(
⊕

i∈I Mi
•)
∼=
⊕

i∈I Hn(Mi
•).
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Demonstração. Mostremos (1). Temos

Hn
(
∏
i∈I

Mi
•
)
=

ker
(

∏i∈I α i
n)

im
(

∏i∈I α i
n+1
)

=
∏i∈I ker(α i

n)

∏i∈I im(α i
n+1)

∼= ∏
i∈I

ker(α i
n)

im(α i
n+1)

,

onde o isomorfismo é obtido de aplicar o primeiro teorema do isomorfismo para a aplicação

natural ∏
i∈I

ker(α i
n)→

∏i∈I ker(α i
n)

∏i∈I im(α i
n+1)

.

A prova de (2) é análoga.

Lema 1.1.4. Seja M• = {Mn,αn}n∈Z um complexo sobre um anel R.

(1) Se N é um R-módulo plano, então Hn(M•⊗R N)∼= Hn(M•)⊗R N para todo n ∈ Z.

(2) Se S é um subconjunto multiplicativo de R, então Hn(S−1M•) ∼= S−1Hn(M•) para todo
n ∈ Z.

Demonstração. (1) Sejam i : ker(αn)→Mn e j : im(αn+1)→ ker(αn) inclusões e considere
a sequência exata

ker(αn)
i // Mn

αn // Mn−1 .

Pela planaridade de N, os R-homomorfismos j⊗ IdN e i⊗ IdN são injetivos, e a sequência

ker(αn)⊗R N
i⊗IdN // Mn⊗R N

αn⊗IdN // Mn−1⊗R N

é exata, isto é im(i⊗ IdN) = ker(αn⊗ IdN). Defina h = (i⊗ IdN)◦( j⊗ IdN) : im(αn+1)⊗R

N→Mn⊗R N. Observe que h é injetiva e que im(h) = im(αn+1⊗ IdN). Portanto, temos
um diagrama comutativo

0 // im(αn+1)⊗R N //

h
��

ker(αn)⊗R N //

i⊗IdN

��

ker(αn)
im(αn+1)

⊗R N // 0

0 // im(αn+1⊗ IdN) // ker(αn⊗ IdN) // ker(αn⊗IdN)
im(αn+1⊗N)

// 0

com linhas exatas (onde a exatidão da primeira linha é porque N é plano) e colunas sendo
R-isomorfismos. Assim, tal diagrama induz um R-isomorfismo

ker(αn)

im(αn+1)
⊗R N ∼=

ker(αn⊗ IdN)

im(αn+1⊗ IdN)
,

ou seja Hn(M•)⊗R N ∼= Hn(M•⊗R N).
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(2) Resulta de tomar N = S−1R em (1) e da Proposição A.1.48.

Definição 1.1.5. Sejam M• = {Mn,αn}n∈Z,N• = {Nn,βn}n∈Z dois complexos sobre um anel R.
Uma aplicação de complexos f• : M•→N• é uma família de R-homomorfismos f•= { fn : Mn→
Nn}n∈Z tal que para todo n ∈ Z, tem-se βn ◦ fn = fn−1 ◦αn, ou equivalentemente o seguinte
diagrama comuta para todo n ∈ Z

· · · αn+1 // Mn
αn //

fn
��

Mn−1

fn−1
��

αn−1 // · · ·

· · · βn+1 // Nn
βn // Nn−1

βn−1 // · · ·

Proposição 1.1.6. Seja f• : M•→ N• uma aplicação de complexos. Então, para todo i ∈ Z, a
aplicação Hi( f•) : Hi(M•)→ Hi(N•), definida por

Hi( f•)(x+ im(αi+1)) = fi(x)+ im(βi+1),

está bem definida e é um R-homomorfismo.

Demonstração. Dado i ∈ Z, para a boa definição de Hi( f•), note que temos que mostrar que
dado x ∈Mi, valem as seguintes afirmações:

(1) Se x ∈ ker(αi), então fi(x) ∈ ker(βi);

(2) Se x ∈ im(αi+1), então fi(x) ∈ im(βi+1).

Como f• : M•→ N• é uma aplicação de complexos, então βn ◦ fn = fn−1 ◦αn para todo n ∈ Z.
Daí, segue que:

• Se x ∈ ker(αi), então βi( fi(x)) = fi−1(αi(x)) = fi−1(0) = 0; e

• Se x∈ im(αi+1), então x=αi+1(y) com y∈Mi, donde fi(x)= fi(αi+1(y))= βi+1( fi+1(y)).

Assim, ficam mostrados os itens (1) e (2). Agora, resta mostrar que Hi( f•) é um R-homomorfismo,
mas isto segue facilmente do fato de ser fi um R-homomorfismo.

Observação 1.1.7. (Funtorialidade de Hi) Se f• : M•→ N• e g• : N•→ P• são aplicações de
complexos, então Hi(g• ◦ f•) = Hi(g•)◦Hi( f•) para todo i ∈ Z. Além disso, Hi(IdM•) = IdHi(M•)

para todo i ∈ Z.

Definição 1.1.8. Sejam f•,g• : M•→ N• duas aplicações de complexos. Uma homotopia φ• :
f•→ g• de f• para g• é uma família φ• = {φ : Mi→ Ni+1}i∈Z de R-homomorfismos tais que
fi−gi = βi+1 ◦φi +φi−1 ◦αi para todo i ∈ Z. Neste caso dizemos que f• e g• são homotópicas e
escrevemos f• ≈ g•.
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Dizemos que dois complexos M• e N• tem o mesmo tipo de homotopia e escrevemos
M•∼=N•, se existem aplicações de complexos f• : M•→N• e g• : N•→M• tais que f•◦g•≈ IdN•

e g• ◦ f• ≈ IdM• .

Proposição 1.1.9. Se duas aplicações de complexos f•,g• : M•→ N• são homotópicas, então
Hi( f•) = Hi(g•) para todo i ∈ Z.

Demonstração. Como f•,g• : M•→ N• são homotópicas, então existe uma família φ• = {φi :
Mi→ Ni+1} de R-homomorfismos tal que fi−gi = βi+1 ◦φi +φi−1 ◦αi para todo i ∈ Z. Assim,
dado i ∈ Z, para todo x ∈ ker(αi), temos que

fi(x)−gi(x) = βi+1(φi(x))+φi−1(αi(x)) = βi+1(φi(x))+φi−1(0) = βi+1(φi(x)) ∈ im(βi+1),

donde Hi( f•)(x+ im(αi+1)) = fi(x)+ im(βi+1) = gi(x)+ im(βi+1) =Hi(g•)(x+ im(αi+1)). Por-
tanto, Hi( f•) = Hi(g•).

Proposição 1.1.10. Se dois complexos M• e N• tem o mesmo tipo de homotopia, então

Hi(M•)∼= Hi(N•)

para todo i ∈ Z.

Demonstração. Se M• e N• tem o mesmo tipo de homotopia, então existem aplicações de
complexos f• : M•→ N• e g• : N•→M• tal que f• ◦g• ≈ IdN• e g• ◦ f• ≈ IdM• . Portanto, pela
Observação 1.1.7 e pela Proposição 1.1.9,

Hi( f•)◦Hi(g•) = Hi( f• ◦g•) = Hi(IdM•) = IdHi(M•), e

Hi(g•)◦Hi( f•) = Hi(g• ◦ f•) = Hi(g•)◦Hi( f•) = Hi(IdN•) = IdHi(N•)

para todo i ∈ Z. Segue que cada Hi( f•) é um R-isomorfismo, e portanto Hi(M•)∼= Hi(N•) para
todo i ∈ Z.

Definição 1.1.11. Um cocomplexo de cadeias (ou simplesmente cocomplexo) M•= {Mn,αn}n∈Z

sobre um anel R é uma sequência de R-módulos e de R-homomorfismos

M• : · · · // Mn−1 αn−1
// Mn αn

// Mn+1 // · · ·

tal que αn ◦αn−1 = 0 para todo n ∈ Z. Cada αn é chamado de cooperador diferencial.

Definição 1.1.12. Dado um cocomplexo M• = {Mn,αn}n∈Z sobre um anel R, definimos para
cada n ∈ Z, o n-ésimo módulo de cohomologia de M• por

Hn(M•) =
ker(αn)

im(αn−1)
.
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Observação 1.1.13. Se M•= {Mn,αn}n∈Z é um cocomplexo e definimos Mn =M−n e αn =α−n

para todo n ∈ Z, então M• = {Mn,αn}n∈Z é um complexo. Nesse caso, M• é dito o complexo

associado ao cocomplexo M•. Note que H i(M•) = H−i(M•) para todo i ∈ Z.

Assim como definimos cohomologia; também podemos definir para cocomplexos as
noções de aplicações de cocomplexos, de homotopia entre aplicações de cocomplexos, e de ter o
mesmo tipo de homotopia.

Usando a Observação 1.1.13 note que os resultados dados na subseção anterior também
podem ser dados para cocomplexos.

1.2 Módulos Projetivos

Definição 1.2.1. Um R-módulo P é projetivo se para todo R-homomorfismo sobrejetivo π : M→
N e todo R-morfismo φ : P→ N, existe um R-homomorfismo φ̃ : P→M tal que o diagrama

P
φ̃

~~
φ

��
M

π
// N

comuta.

Proposição 1.2.2. Um R-módulo P é projetivo se, e somente se, HomR(P,−) preserva sequências
exatas curtas.

Demonstração. Considere as seguintes afirmações:

(1) P é projetivo;

(2) Para todo R-homomorfismo sobrejetivo π : M→ N e todo R-homomorfismo φ : P→ N,
existe um R-homomorfismo φ̃ : P→M tal que π ◦ φ̃ = φ ;

(3) Para todo R-homomorfismo sobrejetivo π : M→N, a aplicação induzida π∗ : HomR(P,M)→
HomR(P,N) é sobrejetiva;

(4) Para toda sequência exata

0 // M′
f // M

g // M′′ // 0 ,

a sequência

0 // HomR(P,M′)
f∗ // HomR(P,M)

g∗ // HomR(P,M′′) // 0

é exata.
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É claro que (1)⇔ (2)⇔ (3). Além disso, como HomR(P,−) é exato a esquerda, temos que
(3)⇔ (4). Logo, (1)⇔ (4).

Proposição 1.2.3. Seja {Pi}i∈I uma família de R-módulos. Então, cada Pi é um módulo projetivo
se, e somente se,

⊕
i∈I Pi é projetivo.

Demonstração. Dada uma sequência exata curta 0 // L // M // N // 0 , pela Pro-
posição A.1.30(2), a sequência

0 // HomR(
⊕

i∈I Pi,L) // HomR(
⊕

i∈I Pi,M) // HomR(
⊕

i∈I Pi,N) // 0

é exata, se e somente se a sequência

0 // ∏i∈I HomR(Pi,L) // ∏i∈I HomR(Pi,M) // ∏i∈I HomR(Pi,N) // 0

é exata, e isto ocorre se, e somente se, para cada i ∈ I, a sequência

0 // HomR(Pi,L) // HomR(Pi,M) // HomR(Pi,N) // 0

é exata. Desse modo, o resultado segue da Proposição 1.2.2.

Lema 1.2.4. Seja R um anel. Então, R é um R-módulo projetivo.

Demonstração. Seja

R

φ

��
M π // N

um diagrama de R-homomorfismos com π : M→ N sendo sobrejetivo. Então, π(m) = φ(1) para
algum m ∈M. Defina φ̃ : R→M por φ̃(r) = rm. É claro que φ̃ é um R-homomorfismo. Além
disso,

(π ◦ φ̃)(r) = π(φ̃(r)) = π(rm) = rπ(m) = rφ(1) = φ(r)

para todo r ∈ R. Logo, φ̃ faz comutar o diagrama acima. Segue, que R é projetivo.

Proposição 1.2.5. Todo R-módulo livre é projetivo.

Demonstração. É imediato do Lema 1.2.4 e da Proposição 1.2.3.

Assim, como todo R-módulo é imagem homomórfica de um R-módulo livre (Proposição
A.1.23), temos o seguinte:

Corolário 1.2.6. Todo R-módulo é imagem homomórfica de um R-módulo projetivo.

Proposição 1.2.7. Se f : N→ P é um R-epimorfismo e P um R-módulo projetivo, então P é um
somando direto de N.
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Demonstração. Como P é projetivo, existe um R-homomorfismo g : P→ N que faz comutar o
diagrama

P
g

��
IdP
��

N
f // P,

isto é f ◦g = IdP. Então, N ∼= im(g)⊕ker( f ) (Proposição A.1.24) e g é injetiva. A injetividade
de g implica em im(g)∼= P. Logo, N ∼= P⊕ker( f ).

Proposição 1.2.8. Um R-módulo P é projetivo se, e somente se, P é um somando direto de um
R-módulo livre.

Demonstração. Suponha que P é projetivo. Pela Proposição A.1.23, existem un conjunto de
índices I e um R-homomorfismo sobrejetivo f :

⊕
I R→ P. Pela Proposição 1.2.7, P é um

somando direto de
⊕

I R.

Reciprocamente, suponha que existe um R-módulo Q tal que P⊕Q é livre, e em particular,
pela Proposição 1.2.5, projetivo. Então, pela Proposição 1.2.3, P é projetivo.

Proposição 1.2.9. Todo R-módulo projetivo é plano.

Demonstração. Seja P um R-módulo projetivo. Pela Proposição 1.2.8, existe um R-módulo Q tal
que P⊕Q é livre. Então, pela Proposição A.1.40, P⊕Q é plano. Logo, pela Proposição A.1.41,
P é plano.

Em vista das Proposições 1.2.5 e 1.2.9, se M é um R-módulo temos que

M é livre⇒M é projetivo⇒M é plano.

Nem todo módulo projetivo é livre. O anel Z6 é claramente um Z6-módulo livre. Agora,
Z6 = Z2⊕Z3, donde , pela Proposição 1.2.8, Z2 é um Z6-módulo projetivo. Porém, Z2 não é um
Z6-livre, pois caso contrário Z2 ∼=⊕IZ6 para algum conjunto de índices I, o que não acontece
por um argumento de cardinalidade. Para outros exemplos de módulos projetivos não livres veja
(WEIBEL, 1994, Exemplo 2.2.2).

Mais adiante, usando Tor, vamos mostrar que no caso em que R seja local Noetheriano,
para módulos finitamente gerados, as noções de projetivo, livre e plano são equivalentes.

1.3 Resoluções Projetivas e Livres

Definição 1.3.1. Uma resolução projetiva de um R-módulo M é uma sequência exata da forma

P• : · · · // Pi
αi // Pi−1 // · · · // P1

α1 // P0
α0 // M // 0 ,

em que Pi é um R-módulo projetivo para todo i≥ 0.
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Observe que se retirarmos o R-módulo M da sequência exata obteremos um complexo

P•,M : · · · // Pi
αi // Pi−1 // · · · // P1

α1 // P0 // 0 ,

o qual é chamado a resolução projetiva deletada do R-módulo M.

De maneira similar, definimos resolução livre.

Definição 1.3.2. Uma resolução livre de um R-módulo M é uma sequência exata da forma

F• : · · · // F i
αi // F i−1 // · · · // F1

α1 // F0
α0 // M // 0 ,

em que F i é um R-módulo livre para todo i≥ 0.

Pela Proposição 1.2.5, toda resolução livre é projetiva.

Lema 1.3.3. Todo R-módulo M possui uma resolução livre, e em particular, uma resolução
projetiva. Todo R-módulo M finitamente gerado possui uma resolução livre de posto finito.

Demonstração. Seja M um R-módulo. Pela Proposição A.1.23, podemos obter sequências exatas

0 // K0
j0 // F0

β0 // M // 0

0 // K1
j1 // F1

β1 // K0 // 0

0 // K2
j2 // F2

β2 // K1 // 0

...

0 // Ki
ji // Fi

βi // Ki−1 // 0

...

onde para todo i≥ 0, Fi é um R-módulo livre, Ki = ker(βi) e ji : Ki→ Fi é a inclusão.

Considere o diagrama

· · · // Fi
αi //

βi !!

Fi−1 // · · · // F1

β1   

α1 // F0
α0 // M // 0

Ki−1

##

ji−1

<<

K0

!!

j0

>>

0

==

0 0

==

0
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em que α0 = β0 e αi = ji−1 ◦βi para i≥ 1. Note que

im(αi) = im(βi)

= Ki−1

= ker(βi−1)

= ker(αi−1)

para todo i≥ 1. Logo,

F• : · · · // Fi // Fi−1 // · · · // F1
α1 // F0 // M // 0

é uma resolução livre de M.

Se M é finitamente gerado, note que podemos escolher os Fi com i≥ 0 da forma Rni com
ni ≥ 0, e nesse caso F• seria uma resolução livre de posto finito de M.

Lema 1.3.4 (Teorema de Comparação). Sejam

P• : · · · // Pi
αi // Pi−1 // · · · // P1

α1 // P0
α0 // M // 0

uma resolução projetiva de um R-módulo M e

Q• : · · · // Qi
βi // Qi−1 // · · · // Q1

β1 // Q0
β0 // N // 0

uma sequência exata. Então, para todo R-homomorfismo f : M→ N, existe uma aplicação de
complexos f• : P•,M → Q•,N tal que β0 ◦ f0 = f ◦α0. Além disso, se g• : P•,M → Q•,N é outra
aplicação de complexos satisfazendo o mesmo, então f• e g• são homotópicas.

Demonstração. Devemos construir uma família { fi : Pi → Qi}i≥0 de R-homomorfismos de
maneira que o diagrama

· · · // Pi
αi //

fi
��

Pi−1
αi−1 //

fi−1
��

· · · // P1
α1 //

f1
��

P0
α0 //

f0
��

// M

f
��

// 0

· · · // Qi
βi // Qi−1

βi−1 // · · · // Q1
β1 // Q0

β0 // N // 0

seja comutativo. A construção será feita por indução.

Construamos primeiro f0. Como P0 é projetivo e β0 sobrejetiva, existe um R-homomorfismo
f0 : P0→ N0 tal que o diagrama

P0

f0
��

α0 // M

f
��

// 0

N0
β0 // N // 0

comuta.
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Agora suponha i > 0 e que temos R-homomorfismos f0, f1, · · · , fi−1 tais que o diagrama

Pi
αi // Pi−1

αi−1 //

fi−1
��

Pi−2
αi−2 //

fi−2
��

· · · // P1
α1 //

f1
��

P0
α0 //

f0
��

// M

f
��

// 0

Qi
βi // Qi−1

βi−1 // Qi−2
βi−2 // · · · // Q1

β1 // Q0
β0 // N // 0

é comutativo. Vamos construir um R-homomorfismo fi : Pi → Qi de forma que mantenha a
comutatividade do diagrama acima. Como βi−1 ◦ fi−1 = fi−2 ◦αi−1 (com f−1 = f no caso i = 1),
então βi−1 ◦ fi−1 ◦αi = fi−2 ◦αi−1 ◦αi = fi−2 ◦ 0 = 0. Portanto, im( fi−1 ◦αi) ⊂ ker(βi−1) =

im(βi). Agora, como Pi é projetivo, existe fi : Pi→ Qi tal que

Pi
fi

||
fi−1◦αi
��

Qi
βi // im(βi)

comuta.

Agora mostremos que se g• : P•,M→Q•,N é uma aplicação de complexos tal que β0◦g0 =

f ◦α0, então f• ≈ g•. Devemos construir uma família {φi : Pi→ Qi+1}i≥0 de R-homomorfismos
tal que fi−gi = βi+1 ◦φi +φi−1 ◦αi para todo i≥ 0 (se i = 0, definimos φ−1 : M→ Q0 como o
R-homomorfismo nulo). A construção será feita por indução.

Construamos primeiro φ0. Como β0 ◦ f0 = f ◦α0 = β0 ◦g0, então β0 ◦ ( f0−g0) = 0. Daí
temos que im( f0−g0)⊂ ker(β0) = im(β1). Já que P0 é projetivo, existe um R-homomorfismo
φ0 : P0→ Q1 tal que o diagrama

P0
φ0

{{
f0−g0
��

Q1
β1 // im(β1)

comuta. Assim, f0−g0 = β1 ◦φ0, donde f0−g0 = β1 ◦φ0 +φ−1 ◦α0.

Suponha i > 0 e que temos construído φi−1 tal que fi−gi = βi+1 ◦φi +φi−1 ◦αi. Então,
βi ◦ ( fi−gi−φi−1 ◦αi) = βi ◦βi+1 ◦φi +βi ◦φi−1 ◦αi−βi ◦φi−1 ◦αi = 0. Assim, im( fi−gi−
φi−1 ◦αi)⊂ ker(βi) = im(βi+1). Sendo Pi é projetivo, existe um R-homomorfismo φi : Pi→Qi+1

tal que o diagrama

Pi
φi

yy
fi−gi−φi−1◦αi
��

Qi+1
βi+1// im(βi+1)

comuta.

A aplicação de complexos f•,M : P•,M→Q•,N obtida no lema anterior é chamada de uma
aplicação de complexos gerada por f : M→ N.



1.4. Ext e Tor; e suas Propriedades Elementares 29

Proposição 1.3.5. Se P• e Q• são duas resoluções projetivas de M, então os complexos P•,M e
Q•,M tem o mesmo de homotopia.

Demonstração. Pelo lema acima, existem aplicações de complexos f• : P•,M → Q•,M e g• :
Q•,M→ P•,M geradas por f e g respectivamente, isto é, temos diagramas comutativos

P• : · · · // Pi

fi
��

// Pi−1

fi−1
��

// · · · // P1 //

f1
��

P0

f0
��

// M

IdM
��

// 0

Q• : · · · // Qi // Qi−1 // · · · // Q1 // Q0 // M // 0

e
Q• : · · · // Qi

gi
��

// Qi−1

gi−1
��

// · · · // Q1 //

g1
��

Q0

g0
��

// M

IdM
��

// 0

P• : · · · // Pi // Pi−1 // · · · // P1 // P0 // M // 0

.

Note que g• ◦ f• = {gi ◦ fi : Pi→ Pi} e IdP•,M = {IdPi : Pi→ Pi} são aplicações de complexos
geradas por IdM. Portanto, pelo lema acima, g• ◦ f• ≈ IdP•,M . Analogamente, temos que f• ◦g• ≈
IdQ•,M . Logo, P•,M ∼= Q•,M.

1.4 Ext e Tor; e suas Propriedades Elementares

Definição 1.4.1. Sejam M,N e X três R-módulos. Sejam

P• : · · · // Pi
αi // Pi−1 // · · · // P1

α1 // P0
α0 // M // 0

Q• : · · · // Qi
βi // Qi−1 // · · · // Q1

β1 // Q0
β0 // N // 0

R• : · · · // Ri
γi // Ri−1 // · · · // R1

γ1 // R0
γ0 // X // 0

resoluções projetivas para M, N e X respectivamente. Sejam f : M→ N um R-homomorfismo e
f• : PM,•→ Q•,N uma aplicação de complexos gerada por f . Dado i≥ 0, definimos

(1)
ExtiR(M,X) := H i(HomR(P•,M,X)),

ExtiR( f ,X) := H i(HomR( f•,X)) : ExtiR(N,X)→ ExtiR(M,X),

ExtiR(X , f ) := H i(HomR(R•,X , f ) : ExtiR(X ,M)→ ExtiR(X ,N);

(2)
TorR

i (M,X) := Hi(P•,M⊗R X),

TorR
i ( f ,X) := Hi( f•⊗ IdX) : TorR

i (M,X)→ TorR
i (N,X),

TorR
i (X , f ) := Hi(IdP•,M ⊗R f ) : TorR

i (X ,M)→ TorR
i (X ,N).
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Proposição 1.4.2. No contexto da definição acima, os R-módulos ExtiR(M,X) e TorR
i (M,X) são

independentes da escolha de uma resolução projetiva para M, e os R-homomorfismos ExtiR( f ,X)

e TorR
i ( f ,X) são independentes da escolha de uma aplicação de complexos gerada por f .

Demonstração. Sejam P• e Q• resoluções projetivas de M. Pela Proposição 1.3.5, P•,M ≈
Q•,M. Então, pela funtorialidade de HomR(−,X) e de −⊗R X , note que HomR(P•,M,X) ≈
HomR(Q•,M,X) e P•,M⊗X ≈ Q•,M⊗X . Logo, pela Proposição 1.1.10, H i(HomR(P•,M,X))∼=
H i(HomR(Q•,M,X)) e Hi(P•,M⊗X)∼= Hi(Q•,M⊗X).

Agora, sejam f•,g• aplicações de complexos geradas por f . Pelo Lema 1.3.4 , f• ≈ g•.
Então, pela funtorialidade de HomR(−,X) e de −⊗R X , note que HomR( f•,X)≈ Hom(g•,X)

e f•⊗ IdX ≈ g•⊗ IdX . Logo, pela Proposição 1.1.9, H i(HomR( f•,X)) = H i(HomR(g•,X)) e
Hi( f•⊗ IdX) = Hi(g•⊗ IdX).

Observação 1.4.3. Se R é Noetheriano e M,N são R-módulos finitamente gerados, observe
que ExtiR(M,N) e TorR

i (M,N) são finitamente gerados para todo i ≥ 0 (Basta considerar uma
resolução livre de posto finito de M e usar as ProposiçõesA.2.5(2) e A.2.10).

Vejamos agora as propriedades elementares de Tor e Ext.

Proposição 1.4.4. Sejam M e N dois R-módulos. Então:

(1) TorR
0 (M,N)∼= M⊗R N;

(2) Ext0R(M,N)∼= HomR(M,N);

(3) Se M é projetivo ou N é plano, então TorR
i (M,N) = 0 para todo i≥ 1;

(4) Se M é projetivo, então ExtiR(M,N) = 0 para todo i≥ 1.

Demonstração. Seja

P• : · · · // Pi
αi // Pi−1 // · · · // P1

α1 // P0
α0 // M // 0

uma resolução projetiva de M. Com esta resolução projetiva mostraremos os itens (1) e (2), e
também o item (3) no caso que N é plano.

Mostremos (1). Como −⊗R N é exato a direita, a sequência

P1⊗R N
α1⊗IdN// P0⊗R N

α0⊗IdN// M⊗R N // 0

é exata, isto é im(α1⊗ IdN) = ker(α0⊗ IdN) e α0⊗ IdN é sobrejetiva. Temos

TorR
0 (M,N) = H0(P•,M⊗R N) =

ker(P0⊗R N→ 0)
im(α1⊗R IdN)

=
P0⊗R N

ker(α0⊗ IdN)
∼= M⊗R N,
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onde o isomorfismo é obtido de aplicar o primeiro teorema do isomorfismo para a aplicação
α0⊗ IdN .

Mostremos (2). Como HomR(−,N) é exato a direita, a sequência

0 // HomR(M,N)
α∗0 // HomR(P0,N)

α∗1 // HomR(P1,N)

é exata. Portanto,

Ext0R(M,N) = H0(HomR(P•,M,N)) = ker(α∗1 ) = im(α∗0 )
∼= HomR(M,N).

Mostremos (3) quando N é plano. Neste caso, a sequência

Pi+1⊗R N
αi+1⊗IdN // Pi⊗N

αi⊗IdN// Pi−1⊗N

é exata todo i≥ 1. Portanto,

TorR
i (M,N) = Hi(P•,M⊗N) =

ker(αi⊗ IdN)

im(αi+1⊗ IdN)
= 0

para todo i≥ 1.

Agora mostremos (3) e (4) no caso que M seja projetivo. Neste caso,

P• : 0 // M
IdM // M // 0

é uma resolução projetiva de M. Assim, o cocomplexo HomR(P•,M,N) e o complexo P•,M⊗R N

é
HomR(P•,M,N) : 0 // HomR(M,N) // 0 , e

P•,M⊗R N : 0 // M⊗R N // 0

respectivamente. Assim, ExtiR(M,N) = TorR
i (M,N) = 0 para todo i≥ 1.

Proposição 1.4.5. (1) ExtiR(
⊕

j∈J M j,N)∼= ∏ j∈J ExtnR(M j,N).

(2) ExtiR(M,∏ j∈J N j)∼= ∏ j∈J ExtiR(M,N j).

(3) TorR
i (M,⊕ j∈JN j)∼=⊕ j∈JTorR

i (M,N j).

Demonstração. (1) Para cada j ∈ J, seja

P j
• : · · · // P j

i
// P j

i−1
// · · · // P j

1
// P j

0
// M j // 0

uma resolução projetiva de M j. Então, pela Proposição 1.2.3,

⊕
j∈J

P j
• : · · · //⊕

j∈J P j
i

// · · · //⊕
j∈J P j

1
//⊕

j∈J P j
0

//⊕
j∈J M j // 0

é uma resolução projetiva de
⊕

j∈J M j.
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Pela Proposição A.1.30(2), temos um diagrama comutativo

HomR(
⊕

j∈J M j,N) : 0 // HomR(⊕ j∈JP j
0 ,N)

∼=
��

// · · · // HomR(⊕ j∈JP j
i ,N)

∼=
��

// · · ·

∏ j∈J HomR(P
j
•,M,N) : 0 // ∏ j∈J HomR(P

j
0 ,N) // · · · // HomR(P

j
i ,N) // · · ·

com as colunas sendo R-isomorfismos. Portanto,

ExtiR(
⊕
j∈J

M j,N) = H i(HomR(
⊕
j∈J

P j
•,M,N)

∼= H i(∏
j∈J

HomR(P
j
•,M,N))

∼= ∏
j∈J

H i(Hom(P j
•,M,N)) por Lema 1.1.3(1)

= ∏
j∈J

ExtiR(M j,N)

para todo i≥ 0.

(2) Seja
P• : · · · // Pi // Pi−1 // · · · // P1 // P0 // M // 0

uma resolução projetiva de M. Pela Proposição A.1.30(1), temos um diagrama comutativo

HomR(P•,M,∏ j∈J N j) : 0 // HomR(P0,∏ j∈J N j) //

∼=
��

· · · // HomR(Pi,∏ j∈J N j)

∼=
��

// · · ·

∏ j∈J HomR(P•,M,N j) : 0 // ∏ j∈J HomR(P0,N j) // · · · // ∏ j∈J HomR(Pi,N j) // · · ·

com colunas sendo R-isomorfismos. Portanto,

ExtiR(M,∏
j∈J

N j) = H i(HomR(P•,M,∏
j∈J

N j))

∼= H i(∏
j∈J

HomR(P•,M,N j))

∼= ∏
j∈J

H i(HomR(P•,M,N j)) por Lema 1.1.3(1)

= ∏
j∈J

ExtiR(M,N j)

para todo i≥ 0.

(3) Seja
P• : · · · // Pi // Pi−1 // · · · // P1 // P0 // M // 0

uma resolução projetiva de M. Pelo Teorema A.1.33(4), temos um diagrama comutativo

P•,M⊗
⊕

j∈J N j : · · · // Pi⊗R
⊕

j∈J N j //

∼=
��

· · · // P0⊗R
⊕

j∈J N j

∼=
��

// 0

⊕
j∈J(P•,M⊗N j) : · · · //⊕

j∈J(Pi⊗R N j) // · · · //⊕
j∈J(P0⊗R N j) // 0
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com colunas sendo R-isomorfismos. Portanto,

TorR
i (M,

⊕
j∈J

N j) = Hi(
⊕
j∈J

(P•,M⊗R N j))

∼=
⊕
j∈J

Hi(P•,M⊗R N j) pelo Lema 1.1.3(2)

=
⊕
j∈J

TorR
i (M,N j)

para todo i≥ 0.

Uma propriedade muito interessante do Tor que vamos a considerar, mas que não vamos
a mostrar, é que ele é comutativo no sentido que se M,N são R-módulos, então Tori

R(M,N)∼=
Tori

R(N,M) (OSBORNE, 2000, Proposição 3.16).

Lema 1.4.6. Seja ϕ : R→ S um homomorfismo de anéis. Se P é um R-módulo projetivo, então
P⊗R S é um S-módulo projetivo.

Demonstração. Se P é um R-módulo projetivo, pela Proposição 1.2.8, existe um R-módulo Q

tal que P⊕Q∼=
⊕

I R para algum conjunto de índices I. Então,

(P⊗R S)⊕ (Q⊗R S)∼= (P⊕Q)⊗R S pelo Teorema A.1.33(4)
∼= (
⊕

I

R)⊗R S

∼=
⊕

I

(R⊗R S) pelo Teorema A.1.33(4)

∼=
⊕

I

S pelo Teorema A.1.33(2).

Pela Proposição 1.2.8, P⊗R S é um S-módulo projetivo.

Proposição 1.4.7. Seja φ : R→ S um homomorfismo plano de anéis. Sejam M,N dois R-módulos.
Então:

(1) S⊗R TorR
i (M,N)∼= TorS

i (M⊗R S,N⊗R S) para todo i≥ 0;

(2) Se R é Noetheriano e M é finitamente gerado, então

S⊗R ExtiR(M,N)∼= ExtiS(M⊗R S,N⊗R S)

para todo i≥ 0.

Demonstração. Seja

P• : · · · // Pi // Pi−1 // · · · // P1 // P0 // M // 0
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uma R-resolução projetiva de M. A R-planaridade de S e o lema acima indicam que

P•⊗R S : · · · // Pi⊗R S // Pi−1⊗R S // · · · // P1⊗R S // P0⊗R S // M⊗R S // 0

é uma S-resolução projetiva de M⊗R S. Temos,

TorS
i (M⊗R S,N⊗R S) = Hi((P•,M⊗R S)⊗S (N⊗R S))

∼= Hi((P•,M⊗R N)⊗R S) pelo Teorema A.1.36(1)
∼= S⊗R Hi(P•,M⊗R N) pelo Lema 1.1.4(1)

= S⊗R TorR
i (M,N)

para todo i≥ 0.

Agora, suponha R Noetheriano e M finitamente gerado. Então, podemos supor que os
R-módulos Pi são finitamente gerados, e em particular de presentação finita. Temos,

ExtiR(M⊗R S,N⊗R S) = H i(HomR(P•,M⊗R S,N⊗R S))
∼= H i(S⊗R HomR(P•,M,N)) pela Proposição A.1.42
∼= S⊗R H i(HomR(P•,M,N)) pelo Lema 1.1.4(1)

= S⊗R ExtiR(M,N)

para todo i≥ 0.

Corolário 1.4.8. Sejam M,N dois R-módulos e S um conjunto multiplicativamente fechado de
R. Então:

(1) S−1TorR
i (M,N)∼= TorS−1R

i (M,N);

(2) Se R é Noetheriano e M finitamente gerado, então S−1ExtiR(M,N)∼=ExtiS−1R(S
−1M,S−1N).

Demonstração. Resulta imediato de aplicar a proposição anterior para a aplicação de localização
S→ S−1R e da Proposição A.1.48.
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1.5 Sequências Exatas Longas para Ext e Tor

Definição 1.5.1. Uma sequência 0 // L•
f• // M•

g• // N• // 0 de complexos e aplica-
ções de complexos é dita sequência exata curta se o seguinte diagrama

...

αi+2

��

...

βi+2
��

...

γi+2

��
0 // Li+1

αi+1
��

fi+1 // Mi+1

βi+1
��

gi+1 //// Ni+1

γi+1
��

// 0

0 // Li

αi
��

fi // Mi

βi
��

gi // Ni

γi
��

// 0

0 // Li−1

��

fi−1 // Mi−1

��

gi−1 // Ni−1

��

// 0

...
...

...

é comutativo com linhas exatas.

Proposição 1.5.2. Dada uma sequência exata curta 0 // L•
f• // M•

g• // N• // 0 de
complexos e aplicações de complexos, existe uma família {∆i : Hi(N•)→ Hi−1(L•)}i∈I de
R-homomorfismos tal que

· · · // Hi+1(N•)
∆i+1 // Hi(L•)

Hi( f•)// Hi(M•)
Hi(g•) // Hi(N•)

∆i // Hi−1(L•) // · · ·

é uma sequência exata longa de R-módulos.

Demonstração. Por hipótese, o diagrama

...

αi+2

��

...

βi+2
��

...

γi+2

��
0 // Li+1

αi+1
��

fi+1 // Mi+1

βi+1
��

gi+1 //// Ni+1

γi+1
��

// 0

0 // Li

αi
��

fi // Mi

βi
��

gi // Ni

γi
��

// 0

0 // Li−1

��

fi−1 // Mi−1

��

gi−1 // Ni−1

��

// 0

...
...

...

é comutativo com linhas exatas.

Dado i ∈ Z, defina ∆i : Hi(N•)→ Hi−1(L•) como segue: se y ∈ ker(γi), existe x ∈Mi tal
que gi(x) = y, donde gi−1(βi(x)) = γi(gi(x)) = γi(y) = 0. Portanto, βi(x)∈ ker(gi−1) = im( fi−1),
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e consequentemente existe (um único) z∈ Li−1 tal que fi−1(z) = βi(x). Observe que z∈ ker(αi−1)

pela injetividade de fi−2 e porque fi−2(αi−1(z)) = βi−1( fi−1(z)) = βi−1(βi(x)) = 0. Ponha
∆i(y+ im(γi+1)) = z+ im(αi−1).

Vejamos que ∆i está bem definida. De fato:

1. (Independência da escolha de z) Sejam y ∈ ker(γi), x,x′ ∈Mi tais que gi(x) = gi(x′) = y e
sejam z,z′ ∈ Li−1 tais que fi−1(z) = βi(x) e fi−1(z′) = βi(x′). Como gi(x) = gi(x′), então
x− x′ ∈ ker(gi) = im( fi), donde x− x′ = fi(w) para algum w ∈ Li. Daí, fi−1(z− z′) =

βi(x− x′) = βi( fi(w)) = fi−1(αi(w)), donde, pela injetividade de fi−1, segue z− z′ =

αi(w) ∈ im(αi).

2. (Independência do representante de um elemento em Hi(N•)) Sejam y,y′ ∈ ker(γi) tais que
y− y′ ∈ im(γi+1), sejam x,x′ ∈Mi tais que gi(x) = y e gi(x′) = y′ e sejam z,z′ ∈ ker(αi−1)

tais que fi−1(z) = βi(x) e fi−1(z′) = βi(x′). Como y− y′ ∈ im(γi+1), existe w ∈ Ni+1 tal
que γi+1(w) = 0. Como gi+1 é sobrejetiva, existe v ∈ Mi+1 tal que gi+1(v) = w, donde
gi(βi+1(v)) = γi+1(gi+1(v)) = γi+1(w) = y− y′. Observe que fi−1(0) = 0 = βi(βi+1(v).
Também observe que gi(x− x′) = y− y′ e que fi(z− z′) = βi(x− x′). Portanto, pelo ítem
acima, y− y′ = (y− y′)−0 ∈ im(αi).

Portanto, ∆i está bem definida. Observe que, em termos simples e abusando da notação, ∆i

está definido por ∆i(y+ im(γi+1)) = ( f−1
i−1 ◦βi ◦ g−1

i )(y)+ im(αi). É fácil ver que ∆i é um R-
homomorfismo.

Agora, vejamos que a sequência

Hi(L•)
Hi( f•)// Hi(M•)

Hi(g•) // Hi(N•)
∆i // Hi−1(L•)

Hi−1( f•)// Hi−1(M•)

é exata.

Mostremos a exatidão em Hi(M•). Como gi ◦ fi = 0, observe que Hi(g•) ◦Hi( f•) = 0,
donde im(Hi( f•))⊂ ker(Hi(g•)). Agora, para mostrar que ker(Hi(g•))⊂ im(Hi( f•)), seja x ∈
ker(βi) tal que x+ im(βi+1) ∈ ker(Hi(g•)). Então, gi(x) ∈ im(γi+1), donde gi(x) = γi+1(y) para
algum y ∈ Ni+1. Como gi+1 é sobrejetiva, existe z ∈Mi+1 tal que y = gi+1(z). Observe que

gi(βi+1(z)− x) = gi(βi+1(z))−gi(x) = γi+1(gi+1(z))−gi(x) = γi+1(y)−gi(x) = 0,

donde βi+1(z)− x ∈ ker(gi) = im( fi). Daí, βi+1(z)− x = fi(w) para algum w ∈ Li. Temos que
w ∈ ker(αi−1) pois fi−1 é injetiva e

fi−1(αi(w)) = βi( fi(w)) = βi(βi+1(z)− x) = βi(βi+1(z))−βi(x) = 0−0 = 0.

Portanto, Hi( f•)(w+im(αi+1))= (βi+1(z)−x)+im(βi+1)= x+im(βi+1). Assim, ker(Hi(g•))⊂
im(Hi( f•)).
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Mostremos a exatidão em Hi(N•). Mostremos primeiro que ∆i ◦Hi(g•) = 0 e portanto,
im(Hi(g•))⊂ ker(∆i). Seja x ∈ ker(βi). Por definição, Hi(g•)(x+ im(βi+1)) = gi(x)+ im(γi+1).
Claramente, fi−1(0) = 0 = βi(x). Assim, por definição, ∆i(Hi(g•))(x+ im(βi+1)) = ∆i(gi(x)+

im(γi+1)) = 0+ im(αi). Agora, mostremos que ker(∆i)⊂ im(Hi(g•)). Seja, y ∈ ker(γi) tal que
∆i(y+ im(γi+1)) = 0. Sejam x ∈Mi e z ∈ Li tais que gi(x) = y e fi−1(z) = βi(x). Por definição,
∆i(y+ im(γi+1)) = z+ im(αi), donde, pela igualdade ∆i(y+ im(γi+1)) = 0, segue que z∈ im(αi).
Daí z = αi(w) para algum w ∈ Li. Temos que fi(w)− x ∈ ker(βi) pois

βi( fi(w)− x) = βi( fi(w))−βi(x) = fi−1(αi(w))−βi(x) = fi−1(z)−βi(x) = 0.

Temos também que gi( fi(w)−x) = gi( fi(w))−gi(x) = 0−gi(x) = y. Portanto, Hi(g•)(( fi(w)−
x)+ im(βi+1)) = y+ im(γi+1).

Mostremos a exatidão em Hi−1(L•). Mostremos primeiro que Hi−1( f•)◦∆i = 0, e por-
tanto im(∆i)⊂ ker(Hi−1( f•)). Sejam y ∈ ker(γi), x ∈Mi e z ∈ Li tais que gi(x) = y e fi−1(z) =

βi(x). Por definição, ∆i(y+im(γi+1))= z+im(αi). Então, Hi−1( f•)(∆i(y+im(γi+1)))= fi−1(z)+

im(βi) = βi(x)+ im(βi) = 0. Agora, mostremos que ker(Hi−1( f•))⊂ im(∆i). Seja x ∈ ker(αi−1)

tal que Hi−1( f•)(x+ im(αi)) = 0. Então, fi−1(x) ∈ im(βi), donde fi−1(x) = βi(y) para algum
y ∈ Mi. Observe que γi(gi(y)) = gi−1(βi(y)) = gi−1( fi−1(x)) = 0, donde gi(y) ∈ ker(γi). Por
definição, note que ∆i(gi(y)+ im(γi+1)) = x+ im(αi).

Observação 1.5.3. Cada R-homomorfismo ∆i : Hi(N•)→Hi−1(L•) é chamado de homomorfismo

conectante. Da demonstração da Proposição 1.5.2, por meio de um abuso de notação, observe
que cada ∆i é definido por y+ im(γi+1) 7−→ ( f−1

i−1 ◦βi ◦g−1
i )(y)+ im(αi).

Lema 1.5.4 (Lema da ferradura). Seja

...

α2
��

...

γ2

��
P1

α1
��

R1

γ1
��

P0

α0
��

R0

γ0
��

0 // L
f //

��

M
g // N

��

// 0

0 0

um diagrama de R-homomorfismos onde a sequência 0 // L
f // M

g // N // 0 é exata
e; P• e Q• são resoluções projetivas de L e N respectivamente. Então, existe uma resolução
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projetiva Q• de M e aplicações de complexos f• : P•→ Q• e g• : Q•→ R• tal que o diagrama

...

α2

��

...

β2
��

...

γ2

��
0 // P1

f1 //

α1
��

Q1
g1 //

β1
��

R1

γ1
��

// 0

0 // P0
f0 //

α0
��

Q0
g0 //

β0
��

R0

γ0
��

// 0

0 // L
f //

��

M
g //

��

N

��

// 0

0 0 0

é comutativo com linhas exatas. Além disso, para cada n≥ 0, podemos escolher Qn = Pn⊕Rn,
fn : Pn→ Qn como a injeção e gn : Qn→ Rn como a projeção.

Demonstração. Ponha f−1 = f ,g−1 = g, P−1 = L,Q−1 = M, e R−1 = N. Para cada n≥ 0, sejam
Qn = Pn⊕Rn, fn : Pn→ Qn a injeção canônica e gn : Qn→ Pn a projeção natural. Então, note
que Qn é projetivo quando n≥ 0 (Proposição 1.2.3) e que a sequência

0 // Pn
fn // Qn

gn // Rn // 0

é exata para todo n≥ 0. Vamos construir agora os βi por indução.

Construamos primeiro β0. Considere o diagrama

P0

α0
��

R0

γ0
��

0 // L
f //

��

M
g // N //

��

0

0 0

Como R0 é projetivo, existe um R-homomorfismo h : R0 → M tal que g ◦ h = γ0. Defina β0 :
Q0→M por β0(x,y) = ( f ◦α0)(x)+h(y). Então,

• β0 é um R-homomorfismo (é fácil verificar).

• β0 é sobrejetivo. De fato, seja m ∈ M. Como γ0 é sobrejetora, existe r0 ∈ R0 tal que
γ0(r0) = g(m). Então, g(m− h(r0)) = g(m)− g(h(r0)) = g(m)− γ0(r0) = 0. Daí, m−
h(r0) ∈ ker(g) = im( f ). Portanto, m−h(r0) = f (l) para algum l ∈ L. Por outro lado, por
sobrejetividade de α0, existe p0 ∈ P0 tal que l = α0(p0). Logo,

β0(p0,r0) = f (α0(p0))+h(r0) = f (l)+h(r0) = m−h(r0)+h(r0) = m.
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• f ◦α0 = β0 ◦ f0 e g◦β0 = γ0 ◦g0. De fato, dados l ∈ L, p0 ∈ P0,q0 ∈ Q0, temos

(β0 ◦ f0)(l) = β0( f0(l)) = β0(l,0) = ( f ◦α0)(l)+h(0) = ( f ◦α0)(l), e

(g◦β0)(p0,q0)= g(( f ◦α0)(p0)+h(q0))= g( f (α0(p0)))+g(h(q0))= 0+γ(q0)= γ(g(p0,q0)).

Portanto, o diagrama

0 // P0

α0
��

f0 // Q0

β0
��

g0 // R0

γ0
��

// 0

0 // L

��

f // M

��

g // N

��

// 0

0 0 0

é comutativo e exato.

Suponha agora n> 0 e que temos construído βn−1. Ele teve que ser construído de maneira
que o diagrama

0 // Pn−1

αn−1
��

fn−1 // Qn−1

βn−1
��

gn−1 // Rn−1

γn−1
��

// 0

0 // Pn−2
fn−2 // Qn−2

gn−2 // Rn−2 // 0

é comutativo, donde fn−1(ker(αn−1))⊂ ker(βn−1) e gn−1(ker(βn−1))⊂ ker(γn−1).

Considere o diagrama

Pn

αn
��

Rn

γn
��

0 // ker(αn−1)
f n−1 //

��

ker(βn−1)
gn−1 // ker(γn−1) //

��

0

0 0

onde αn,γn, f n−1,gn−1 são restrições de αn,γn, fn e gn−1 respectivamente. Observe que sua linha
e suas colunas são exatas. Então, pelo argumento mostrado na construção do β0, existe um
R-homomorfismo β n : Qn→ ker(βn−1) tal que o diagrama

0 // Pn

αn
��

fn // Qn

β n
��

gn // Rn

γn
��

// 0

0 // ker(αn−1)

��

f n−1 // ker(βn−1)

��

gn−1 // ker(γn−1)

��

// 0

0 0 0
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é comutativo e exato. Deste modo, se βn : Qn→ Qn−1 é definido por βn(x,y) = β n(x,y), então o
diagrama

0 // Pn

αn
��

fn // Qn

βn
��

gn // Rn

γn
��

// 0

0 // Pn−1

αn−1
��

fn−1 // Qn−1

βn−1
��

gn−1 // Rn−1

γn−1
��

// 0

Pn−2 Qn−2 Rn−2

é comutativo e exato.

Teorema 1.5.5 (Ext-Sequência exata longa na primeira variável). Suponha que

0−→ L
f−→M

g−→ N −→ 0

é uma sequência exata de R módulos. Então, para todo R-módulo X , existe uma sequência exata
longa

0−→ HomR(N,X)
g∗−→ HomR(M,X)

f ∗−→ HomR(L,X)
∆0
−→

∆0
−→ Ext1R(N,X)

Ext1R(g,X)
−→ Ext1R(M,X)

Ext1R( f ,X)
−→ Ext1R(L,X)

∆1
−→ ·· ·

· · · ∆i−1
−→ ExtiR(N,X)

ExtiR(g,X)
−→ ExtiR(M,X)

ExtiR( f ,X)
−→ ExtiR(L,X)

∆i
−→ ·· · .

Demonstração. Sejam P• e R• resoluções projetivas de L e N respectivamente. Pelo Lema da
Ferradura, existe uma resolução projetiva Q• de M com Qi = Pi⊕Ri para todo i ≥ 0, de tal
maneira que se f• : P•,L→ Q•,M e g• : Q•,M→ R•,N são as aplicações de complexos dadas pelas
injeções e projeções respectivamente, então

0 // P•,L
f• // Q•,M

g• // R•,N // 0

é uma sequência exata curta de complexos. Como HomR(−,X) preserva exatidão de sequências
exatas curtas que cindem, temos que as colunas do seguinte diagrama comutativo são exatas.

0

��

0

��

0

��
0 // HomR(R0,X)

g∗0
��

γ∗1 // HomR(R1,X)

g∗1
��

γ∗2 // HomR(R2,X)

g∗2
��

// · · ·

0 // HomR(P0⊕R0,X)

f ∗0
��

β ∗1 // HomR(P1⊕R1,X)

f ∗1
��

β ∗2 // HomR(P2⊕R2,X)

f ∗2
��

// · · ·

0 // HomR(P0,X)

��

α∗1 // HomR(P1,X)

��

α∗2 // HomR(P2,X)

��

// · · ·

0 0 0.
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Deste modo, temos a seguinte sequência exata curta de complexos

0 // HomR(R•,N ,X)
g∗• // HomR(Q•,M,X)

f ∗• // HomR(P•,L,X) // 0.

Dessa maneira, das Proposiçoes 1.5.2 e 1.4.4(2) segue o resultado.

A sequência exata longa do Teorema 1.5.5 é chamada a ExtiR(−,X)-sequência exata

longa associada a 0−→ L
f−→M

g−→ N −→ 0.

Corolário 1.5.6. Seja 0 // M // P // N // 0 uma sequência exata curta de R-módulos
com P sendo um módulo projetivo. Então, ExtnR(M,X)∼= Extn+1

R (N,X) para todo R-módulo X e
todo n≥ 1.

Demonstração. Dados n ≥ 1 e um R-módulo X , do Teorema 1.5.5 e da Proposição 1.4.4(4),
temos uma sequência exata

0 = ExtnR(P,X) // ExtnR(M,X) // Extn+1
R (N,X) // Extn+1

R (P,X) = 0 .

Portanto, ExtnR(M,X)∼= Extn+1
R (N,X).

Teorema 1.5.7 (Tor-Sequência exata longa na primeira variável). Suponha que

0 // L
f // M

g // N // 0

é uma sequência exata curta de R-módulos. Então para todo R-módulo X , existe uma sequência
exata longa

· · · −→ TorR
i (L,X)

TorR
i ( f ,X)
−→ TorR

i (M,X)
TorR

i (g,X)
−→ TorR

i (N,X)
∆i−→

. . .
∆2−→ TorR

1 (L,X)
TorR

1 ( f ,X)
−→ TorR

1 (M,X)
TorR

1 (g,X)
−→ TorR

1 (N,X)
∆1−→

L⊗R X
f⊗IdX−→ M⊗R X

g⊗IdX−→ N⊗R X −→ 0.

Demonstração. Sejam P• e R• resoluções projetivas de L e N respectivamente. Pelo Lema da
Ferradura, existe uma resolução projetiva Q• de M com Qi = Pi⊕Ri para todo i ≥ 0, de tal
maneira que se f• : P•,L→ Q•,M e g• : Q•,M→ R•,N são as aplicações de complexos dadas pelas
injeções e projeções respectivamente, então

0 // P•,L
f• // Q•,M

g• // R•,N // 0

é uma sequência exata curta de complexos. Como −⊗R X preserva composição e exatidão em
sequências exatas curtas que cindem, obtemos que

0 // P•,L⊗R X
f•⊗RIdX// Q•,M⊗R X

g•⊗IdX// R•,N⊗R X // 0

é uma sequência exata curta de complexos. Aplicando a Proposição 1.5.2 e a Proposição 1.4.4(1)
obtemos a sequência exata longa desejada.
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A sequência exata longa do Teorema 1.5.7 é chamada a Tor(−,X)-sequência exata longa

associada a 0 // L
f // M

g // N // 0 .

Corolário 1.5.8. Suponha que 0 // M // F // N // 0 é uma sequência exata curta
de R-módulos com F sendo um R-módulo plano. Então, TorR

n (M,X)∼= TorR
n+1(N,X) para todo

R-módulo X e todo n≥ 1.

Demonstração. Dados n ≥ 1 e um R-módulo X , do Teorema 1.5.7 e da Proposição 1.4.4(3),
temos uma sequência exata

0 = TorR
n+1(F,X) // TorR

n+1(N,X) // TorR
n (M,X) // TorR

n (F,X) = 0 .

Segue que TorR
n (M,X)∼= TorR

n+1(N,X).

Teorema 1.5.9 (Ext-Sequência exata longa na segunda variável). Suponha que

0 // L
f // M

g // N // 0

é uma sequência exata curta de R-módulos. Então, para todo R-módulo X , existe uma sequência
exata longa

0−→ HomR(X ,L)
f∗−→ HomR(X ,M)

g∗−→ HomR(X ,N)
∆0
−→

∆0
−→ Ext1R(X ,L)

Ext1R(X , f )
−→ Ext1R(X ,M)

Ext1R(X ,g)
−→ Ext1R(L,N)

∆1
−→ ·· ·

· · · ∆i−1
−→ ExtiR(X ,L)

ExtiR(X , f )
−→ ExtiR(X ,M)

ExtiR(X ,g)
−→ ExtiR(X ,N)

∆i
−→ ·· · .

Demonstração. Seja P• uma resolução projetiva de X . Pela Proposição 1.2.2, a sequência

0 // HomR(Pi,L)
f∗ // HomR(Pi,M)

g∗ // HomR(Pi,N) // 0

é exata para todo i≥ 0. Então, note que temos uma sequência exata curta de cocomplexos

0 // HomR(P•,X ,L)
f•∗ // HomR(P•,X ,M)

g•∗ // HomR(P•,X ,N) // 0 .

Aplicando a Proposição 1.5.2 (para a sequência acima), e posteriormente a Proposição 1.4.4(2)
segue o resultado.

A sequência exata longa do Teorema 1.5.9 é chamada a Ext(X ,−)-sequência exata longa

associada a 0 // L
f // M

g // N // 0 .

Corolário 1.5.10. Se M é um R-módulo, as seguintes condições são equivalentes:

(1) M é projetivo;

(2) ExtnR(M,X) = 0 para todo n≥ 1 e para todo R-módulo X ;
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(3) Ext1R(M,X) = 0 para todo R-módulo X .

Demonstração. A implicação (1)⇒ (2) vale pela Proposição 1.4.4(4). A implicação (2) =⇒
(3) é obvia. Vejamos agora que (3) =⇒ (1). Seja

0 // N′ // N // N′′ // 0

uma sequência exata curta de R-módulos. De sua Ext1R(M,−)-sequência exata longa associada,
temos uma sequência exata

0 // HomR(M,N′) // HomR(M,N) // HomR(M,N′′) // Ext1R(M,N′) .

Por hipótese, o extremo direito da sequência é zero. A projetividade de M segue da Proposição
1.2.2.

Teorema 1.5.11 (Tor-Sequência exata longa na segunda variável). Suponha que

0−→ L
f−→M

g−→ N −→ 0

é uma sequência exata de R módulos. Então, para todo R-módulo X , existe uma sequência exata
longa

· · · −→ TorR
i (X ,L)

TorR
i (X , f )
−→ TorR

i (X ,M)
TorR

i (X ,g)
−→ TorR

i (X ,N)
∆i−→

. . .
∆2−→ TorR

1 (X ,L)
TorR

1 (X , f )
−→ TorR

1 (X ,M)
TorR

1 (X ,g)
−→ TorR

1 (X ,N)
∆1−→

X⊗R L
IdX⊗ f−→ X⊗R M

IdX⊗g−→ X⊗R N −→ 0

Demonstração. Seja

P• : · · · → Pi→ Pi−1→ ·· · → P1→ P0→M→ 0

uma resolução projetiva de M. Como cada Pi é projetivo, então também é plano (Proposição
1.2.9). Assim, para todo i≥ 0 a sequência

0→ Pi⊗R L→ Pi⊗R M→ Pi⊗R N→ 0

é exata. Este fato junto com a funtorialidade de −⊗R L nos fornece uma sequência exata curta
de complexos

0→ P•,M⊗R L→ P•,M⊗R M→ P•,M⊗R N→ 0.

Aplicando as Proposições 1.5.2 e 1.4.4(1) obtemos a sequência exata longa desejada.

A sequência exata longa do Teorema 1.5.11 é chamada a Tor(X ,−)-sequência exata

longa associada a 0−→ L
f−→M

g−→ N −→ 0.

Corolário 1.5.12. Seja M um R-módulo. As seguintes afirmações são equivalentes:
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(1) M é plano;

(2) TorR
n (M,N) = 0 para todo R-módulo N e todo n≥ 1;

(3) TorR
1 (M,N) = 0 para todo R-módulo N.

Demonstração. A implicação (1)⇒ (2) vale pela Proposição 1.4.4(3). A implicação (2)⇒ (3)
é obvia. Vejamos agora a implicação (3)⇒ (1). Seja

0→ N′→ N→ N′′→ 0.

uma sequência exata. Então, por hipótese e pelo Teorema 1.5.11 obtemos uma sequência exata

0 = TorR
1 (M,N′′)→M⊗R N′→M⊗R N→M⊗R N′′→ 0.

Portanto, M é plano (Proposição A.1.38).

Teorema 1.5.13. Seja (R, m,k) um anel local e Noetheriano. Se M é um R-módulo finitamente
gerado, então as seguintes condições são equivalentes:

(1) M é um R-módulo livre;

(2) M é um R-módulo projetivo;

(3) M é um R-módulo plano;

(4) TorR
i (M,N) = 0,∀i > 0 e para qualquer R-módulo N;

(5) TorR
1 (M,k) = 0.

Demonstração. As implicações (1)⇒ (2), (2)⇒ (3) e (3)⇒ (4) valem pelas Proposições 1.2.5,
1.2.9 e 1.4.4(3) respectivamente. A implicação (4)⇒ (5) é obvia. Resta mostrar a implicação
(5)⇒ (1). Seja n = µ(M). Então, temos uma sequência exata

0−→ S−→ Rn −→M −→ 0.

Já que, por hipótese, TorR
1 (M,k) = 0, a Tor(−,k)-sequencia longa associada à sequência acima

indica que a sequência
0→ S⊗R k→ Rn⊗ k→M⊗ k→ 0

é exata. Assim, pelo Teorema A.1.33(5), obtemos uma sequência exata curta

0−→ S
mS
−→ Rn

mRn −→
M
mM
−→ 0

de k-espaços vetoriais. Já que n = dimk(M/mM) (Corolário A.1.22), os k-espaços vetoriais
Rn/mRn e M/mM tem a mesma k-dimensão. Assim, aplicando o Teorema do posto e nulidade
para o k-homomorfismo Rn

mRn −→ M
mM , segue que ele é injetivo, donde S/mS = 0. Pelo Lema de

Nakayama, S = 0, e consequentemente Rn ∼= M.



1.6. Dimensão Projetiva 45

1.6 Dimensão Projetiva

Definição 1.6.1. Seja M um R-módulo. Se

P• : 0 // Pn // · · · // P0 // M // 0

é uma resolução projetiva de M, diremos que ela tem comprimento n. A dimensão projetiva de
M é dada por

pdim(M) := inf{n : n é comprimento de uma resolução projetiva de M}.

Observação 1.6.2. Um R-módulo M é projetivo se, e somente se, pdim(M) = 0.

Lema 1.6.3 (Deslocamento de Dimensão). Seja 0→ Ln→ Ln−1→ ·· · → L0→ M→ 0 uma
sequência exata de R-módulos onde, n > 0 e os Li são projetivos para todo i = 0, . . . ,n−1. Então,
para qualquer R-módulo N, temos que

ExtiR(Ln,N)∼= Exti+n
R (M,N)

para todo i≥ 1

Demonstração. Faremos a demonstração por indução sobre n.

Para n = 1, temos uma sequência 0→ L1→ L0→M→ 0 exata. Então, pelo Corolário
1.5.6, ExtiR(L1,N)∼= Exti+1

R (M,N).

Suponha n > 1 e que o resultado vale para n−1. Da sequência exata podemos obter as
seguintes sequências exatas

0→ K→ L0→M→ 0, e
0→ Ln→ Ln−1→ ·· · → L1→ K→ 0.

Então,
ExtiR(Ln,K)∼= Exti+n−1

R (K,N)∼= Exti+n
R (M,N),

onde o primeiro isomorfismo é por hipótese indutiva e o segundo é pelo caso n = 1.

Teorema 1.6.4. Se M é um R-módulo e n > 0, as seguintes condições são equivalentes:

(1) pdim(M)≤ n;

(2) ExtiR(M,X) = 0 para todo i > n e todo R-módulo X ;

(3) Extn+1
R (M,X) = 0 para qualquer R-módulo X ;

(4) Se
0→ Kn−1→ Pn−1→ ·· · → P0→M→ 0

é uma sequência com Pi projetivo para i = 0, . . . ,n−1, então Kn−1 é projetivo.
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Demonstração. (1)⇒ (2). Ponha l = pdim(M)≤ n. Então, existe uma resolução projetiva da
forma

P• : 0→ Pl → Pl−1→ ··· → P1→ P0→M→ 0.

Daí note que o cocomplexo HomR(P•,M,X) é

HomR(P•,M,X) : 0→ HomR(P0,X)→ HomR(P1,X)→ ··· → HomR(Pl,X)→ 0.

Como l ≤ n, é fácil ver que ExtiR(M,X) = H i(HomR(P•,M,X)) = 0 para i > n.

A implicação (2)⇒ (3) é obvia.

(3)⇒ (4). Seja

0→ Kn−1→ Pn−1→ ·· · → P0→M→ 0

uma sequência com Pi projetivo para i = 0, . . . ,n−1. Então, pelo Lema de Deslocamento e pela
hipótese,

Ext1R(Kn−1,X)∼= Extn+1
R (M,X) = 0

para todo R-módulo X . Segue, do Corolário 1.5.10, que Kn−1 é projetivo.

(4)⇒ (1). Seja

P• : · · · // Pi
αi // Pi−1 // · · · // P1

α1 // P0 // M // 0

uma resolução projetiva de M. Daí, temos uma sequência exata

0 // Kn−1 // Pn−1
αn−1 // · · · // P1

α1 // P0 // M // 0 (1.1)

onde Kn−1 = ker(αn−1). Por hipótese, Kn−1 é projetivo. Logo, a sequência (1.1) é uma resolução
projetiva para M de comprimento n, e portanto pdim(M)≤ n.

Corolário 1.6.5. Para um R-módulo M 6= 0 tem-se que

pdim(M) = sup{n : ExtnR(M,N) 6= 0 para algum R-módulo N}.

Demonstração. Ponha k = pdim(M) e l = sup{n : ExtnR(M,N) 6= 0 para algum R-módulo N}.

Consideremos primeiro o caso l < ∞. Então Extl+1
R (M,N) = 0 para todo R-módulo

N, donde k ≤ l (Teorema 1.6.4). Assim k < ∞. Por outro lado, pelo Teorema 1.6.4, temos
ExtiR(M,N) = 0 para todo i > k e todo R-módulo N, donde l ≤ k. Portanto, l = k quando l < ∞.

Agora, suponha l = ∞. Então, existem uma sequência de R-módulos N1,N2, . . . e de

números naturais 1 < k1 < k2 < · · · < · · · tais que Extki
R (M,Ni) 6= 0. Assim, se N =

n

∏
i=1

Ni,

observe, da Proposição 1.4.5(2), que Extki
R (M,N) 6= 0 para todo i ≥ 1. Então, pelo teorema

anterior, pdim(M)> ki−1 para todo i ∈ N. Como os ki são estritamente crescentes, segue que
k = pdim(M) = ∞.
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Corolário 1.6.6. Se {M j} j∈J uma família de R-móduos, então

pdim(
⊕
j∈J

M j) = sup
j∈J

pdim(M j).

Demonstração. Consideremos primeiro o caso sup j∈J pdim(M j) < ∞ e chamemos de n tal
número. Então, existe j′ ∈ J tal que n = pdim(M j′). Pelo Corolário1.6.5, ExtnR(M j′,N) 6= 0
para algum R-módulo N. Observe, da Proposição 1.4.5(1), que ExtnR(

⊕
j∈J M j,N) 6= 0. Logo,

pelo Corolário 1.6.5, pdim(
⊕

j∈J M j,N) ≥ n. Por outro lado, da definição de n, temos que
n ≥ pdim(M j) para todo j ∈ J. Desse modo, pelo Teorema 1.6.4 , para todo R-módulo N,
temos Extn+1

R (M j,N) = 0 para todo j ∈ J, e consequentemente, pela Proposição 1.4.5(1),
Extn+1

R (
⊕

j∈J M j,N) = 0. Assim, segue do Teorema 1.6.4 que pdim(
⊕

j∈J M j)≤ n.

Agora, consideremos o caso sup j∈J pdim(M j) = ∞. Então, para todo n ∈ N, existe
um jn ∈ J tal que pdim(M jn) > n, e consequentemente, pelo Teorema 1.6.4, existe um R-
módulo Nn tal que Extn+1

R (M jn,Nn) 6= 0. Se N′ = ∏
∞
n=1 Nn, observe, da Proposição 1.4.5(2), que

Extn+1
R (M jn,N

′) 6= 0 para todo n ∈ N. Novamente, da Proposição 1.4.5, observe que
Extn+1

R (
⊕
j∈J

M j,N′) 6= 0 para todo n∈N. Desse modo, o Teorema 1.6.4 indica que pdim(
⊕

j∈J M j)>

n para todo n ∈ N. Logo, pdim(
⊕

j∈J M j) = ∞.

Observação 1.6.7. Do Teorema 1.6.4 e com as ideias das demonstrações do Corolário 1.5.6 e
do Lema 1.6.3, pode-se mostrar o seguinte: Seja 0→ Ln→ Ln−1→ ··· → L0→M→ 0 uma
sequência exata de R-módulos onde pdim(Li)≤ l para todo i = 1, . . . ,n−1. Então, para qualquer
R-módulo N, temos que

ExtiR(Ln,N)∼= Exti+n
R (M,N)

para todo i > l.

Vamos introduzir agora a noção de resolução livre minimal para mostrar uma caracteri-
zação da dimensão projetiva de um módulo finitamente gerado sobre um anel local Noetheriano.

Proposição 1.6.8. Sejam (R,m,k) um anel local e M um R-módulo finitamente gerado. Suponha
que

F• : · · · // F i
αi // F i−1 // · · · // F1

α1 // F0
α0 // M // 0

é uma resolução livre de posto finito. São equivalentes:

(1) αi(Fi)⊂mFi−1,∀i≥ 1;

(2) α i = αi⊗R Idk = 0,∀i≥ 1;

(3) α∗i := HomR(αi,k) = 0,∀i≥ 1;

(4) dimk(TorR
i (M,k)) = rank(Fi), ∀i≥ 0;
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(5) dimk(ExtiR(M,k)) = rank(Fi), ∀i≥ 0.

Demonstração. Para cada i≥ 0, seja ni o posto do R-módulo livre Fi.

Vejamos que (1)⇐⇒ (2). Dado i ≥ 1, pelo Teorema A.1.33(5), temos um diagrama
comutativo

Fi⊗R k

∼=
��

α i // Fi−1⊗R k

∼=
��

Fi/mFi ψ
// Fi−1/mFi−1

onde ψ : Fi/mFi→ Fi−1/mFi−1 é o R-homomorfismo definido por ψ(x+mFi) = αi(x)+mFi−1.
Daí é claro que α i = 0 se, e somente se,ψ = 0 se, e somente se, αi(Fi)⊂mFi−1.

Vejamos que (1)⇐⇒ (3). Para i ≥ 0, fixe uma R-base Bi = {ei
1, . . . ,e

i
ni
} de Fi e para

j = 1, . . . ,ni defina f i
j : Fi→ k como o R-homomorfismo tal que ei

j 7→ 1 e ei
l 7→ 0 para l 6= j. Note

que Ci := { f i
1, . . . , f i

ni
} é uma k-base de HomR(Fi,k). Seja i≥ 1. Para j = 1, . . . ,ni e para x ∈ Fi

observe que α∗i ( f i−1
j )(x) = [αi(x)] j +m, onde [αi(x)] j denota a j-ésima coordenada de αi(x)

em relação à base Bi−1. Então,

αi(Fi)⊂mFi−1⇐⇒ αi(x) ∈mFi−1,∀x ∈ Fi

⇐⇒ [αi(x)] j ∈m,∀ j = 1, . . . ,ni,∀x ∈ Fi

⇐⇒ α
∗
i ( f i−1

j ) = 0,∀ j = 1, . . . ,ni

⇐⇒ α
∗
i = 0.

(2)⇒ (4). Note que

α i = 0,∀i≥ 1⇒ im(α i+1) = 0, ∀i≥ 0 e ker(α i) = Fi⊗R k, ∀i≥ 1

⇒ TorR
i (M,k)∼= Hi(F•,M⊗R k)∼= Fi⊗R k ∼= kni, ∀i≥ 0

⇒ rank(TorR
i (M,k)) = ni,∀i≥ 0.

(4)⇒ (2). Seja i≥ 1 e defina li = dimk(ker(α i)) e ri = dimk(im(α i+1)). Como ker(α i)⊂
Fi⊗R k∼= kni , então li ≤ ni. Dado que TorR

i (M,k) = ker(α i)

im(α i+1)
, veja que dimk(TorR

i (M,k)) = li−ri.

Assim, como ni = dimk(TorR
i (M,k)), note que 0≤ li ≤ ni = li− ri, donde ni = li. Já que ker(α i)

e um k-subespaço de Fi⊗R k, segue que ker(α i) = Fi⊗R k, isto é α i = 0.

De maneira similar a como mostramos (2)⇒ (4) e (4)⇒ (2), podem mostrar-se (3)⇒
(5) e (5)⇒ (3).

Sejam (R,m) um anel local e M um R-módulo finitamente gerado. Se F• é uma resolução
livre de posto finito de M, dizemos que F• é uma resolução livre minimal se satisfaz uma (e
portanto todas) as condições da Proposição 1.6.8.
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Observação 1.6.9. Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano e M um R-módulo finitamente
gerado. Então, M tem uma resolução livre minimal. De fato, seja b0 = µ(M) e ponha F0 = Rb0 .
Existe um R-homomorfismo sobrejetivo ϕ0 : F0→M. Temos o seguinte diagrama

F0
ϕ0 // M // 0

M1 := ker(ϕ0)

j0
88

0

88

onde j0 : M1→ F0 é a inclusão.

Como M é um R-módulo Noetheriano (Proposição A.2.5(2)), temos que M1 é finitamente
gerado (como um R-módulo). Sejam b1 = µ(M1) e F1 = Rb1 . Então existe um R-homomorfismo
sobrejetivo β1 : Fi→M1. Então, temos um diagrama

F1

β1 !!

ϕ1 // F0
ϕ0 // M // 0

M1

!!

j0

==

0

==

0
onde ϕ1 = j0 ◦β1. Repetindo esse processo, obteremos um diagrama comutativo

· · · // Fi
ϕi //

βi ��

Fi−1 // · · · // F1

β1 !!

ϕ1 // F0
ϕ0 // M // 0

Mi

""

ji−1

==

M1

!!

j0

==

0

>>

0 0

==

0

com bi = µ(Mi), Fi = Rbi , βi : Fi→Mi sendo um R-homomorfismo sobrejetivo, ji : Mi→ Fi−1

sendo a inclusão, ϕi = ◦ ji−1 ◦βi e Mi = ker(ϕi−1) para todo i≥ 1. Para i≥ 1, observe que

im(ϕi) = im(βi) = Mi = ker(ϕi−1).

Desse modo,

F• : · · · −→ Fi
ϕi−→ ·· · −→ F2

ϕ2−→ F1
ϕ1−→ F0

ϕ0−→M −→ 0

é uma resolução livre. Vejamos que tal resolução livre é minimal. Se f ∈ HomR(L,N) é um
R-homomorfismo, denote por f̃ ao R-homomorfismo em HomR(L/mL,N/mN) induzido por
f . Pela Proposição 1.6.8, é suficiente mostrar que ϕ̃i = 0 para todo i ≥ 1. Coloque M0 = M e
β0 = ϕ0. Dado i≥ 1, note que a sequência

0 // Mi
ji−1 // Fi−1

βi−1 // Mi−1 // 0
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é exata. Tensorizando ela por k = R/m e aplicando o Teorema A.1.33(5), temos que a sequência

Mi/mMi
j̃i−1 // Fi−1/mFi−1

β̃i−1 // Mi−1/mMi−1 // 0

é exata. Como Fi−1 = Rbi−1 e bi−1 = µ(Mi−1), note que os k-espaços vetoriais Fi−1/mFi−1

e Mi−1/mMi−1 tem a mesma dimensão. Assim, o k-homomorfismo sobrejetivo β̃i−1 é um k-
isomorfismo, donde ker(β̃i−1) = 0. Já que im( j̃i−1) = ker(β̃i−1), segue que im( j̃i−1) = 0, isto é
j̃i−1 = 0. Como ϕi = ji−1 ◦βi, temos ϕ̃i = j̃i−1 ◦ β̃i = 0◦ β̃i = 0.

Corolário 1.6.10. Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano e M um R-módulo finitamente
gerado não nulo. Seja

F• : · · · → Fn→ Fn−1→ ··· → F1→ F0
α0→ M→ 0

uma resolução livre minimal de M. Então,

pdim(M) = sup{i≥ 0 : Fi 6= 0}.

Demonstração. Ponha n = pdim(M). Note que F0 6= 0 pois α0 é um R-homomorfiso sobrejetivo
e M 6= 0.

Provemos o resultado primeiramente quando n < ∞. Neste caso, pelo Teorema 1.6.4,
ExtiR(M,k) = 0 para todo i > n e, consequentemente, pela Proposição 1.6.8, Fi = 0 para todo
i> n. Por outro lado note que Fn 6= 0 pois se Fn = 0, note que n> 0 (já que F0 6= 0) e que podemos
obter de F• uma resolução projetiva de M de comprimento menor que n, o que contradiz que
pdim(M) = n. Portanto, n = sup{i≥ 0 : Fi 6= 0}.

Agora mostremos o resultado para n = ∞. Neste caso, não existe resolução projetiva de
M de comprimento finito, e portanto note que Fi 6= 0 para todo i≥ 0. Logo, é claro sup{i≥ 0 :
Fi 6= 0}= ∞.

Corolário 1.6.11. Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano e M um R-módulo finitamente
gerado não nulo. Se n = pdim(M), então existe uma resolução livre minimal de M da forma

F• : 0→ Fn→ Fn−1→ ·· · → F1→ F0→M→ 0

com Fn 6= 0. Reciprocamente, se

F• : 0→ Fn→ Fn−1→ ·· · → F1→ F0→M→ 0

é uma resolução livre minimal de M com Fn 6= 0, então n = pdim(M).

Demonstração. A primeira afirmação segue da Observação 1.6.9 e do corolário acima; enquanto,
a segunda segue do corolário acima.
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Corolário 1.6.12. Sejam (R,m,k) um anel local Noetheriano e M um R-módulo finitamente
gerado. Então,

pdim(M) = sup{i : ExtiR(M,k) 6= 0},

pdim(M) = sup{i : TorR
i (M,k) 6= 0}.

Demonstração. Resulta imediato da Observação 1.6.9, do Corolário 1.6.10 e da Proposição
1.6.8.
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CAPÍTULO

2
INTRODUÇÃO À TEORIA DE MÓDULOS

COHEN-MACAULAY.

Anéis e módulos Cohen-Macaulay são uma classe muito rica em propriedades dentro
da Álgebra Comutativa. Esta classe tem muitas aplicações na Geometria Algébrica, Teoria de
números e Teoria de singularidades. A noção de Cohen-Macaulay, foi primeiramente definida em
anéis de polinômios por Macaulay em 1916. Nesta seção damos a uma introdução aos módulos
Cohen-Macaulay. A referência principal para este capítulo é (BRUNS W.; HERZOG, 1998,
Capítulos 1 e 2).

2.1 Elementos e Sequências Regulares

Elementos Regulares

Dado um R-módulo M, lembremos que um elemento x ∈ R é um divisor de zero de M se
existe m ∈M com m 6= 0 tal que x ·m = 0.

Definição 2.1.1. Seja M um R-módulo. Um elemento x ∈ R é um elemento M-regular se x não é
um divisor de zero de M. Um elemento R-regular é dito simplesmente elemento regular.

Para um R-módulo M e um elemento x∈R, denotamos por xM : M→M o R-homomorfismo
dado pela multiplicação por x sobre M. Em alguns casos, quando não haja risco de confusão
sobre o módulo em questão denotaremos xM apenas por x.

Observação 2.1.2. Dados um R-módulo M e x ∈ R, são equivalentes:

(1) x é um elemento M-regular;

(2) x ·m = 0, m ∈M =⇒ m = 0;
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(3) x : M→M é injetiva.

Proposição 2.1.3. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-módulo finitamente gerado. Um
ideal I ⊂ R consiste de divisores de zero de M, se e somente se, I ⊂ p para algum p ∈ Ass(M).

Demonstração. Como R é Noetheriano e M é finitamente gerado, pelas Proposições A.2.7 e
A.2.8(2),

ZD(M) =
⋃

p∈Ass(M)

p

e Ass(M) é finito.

Se I ⊂ ZD(M), pelo Lema dos Primos Avoidance, segue que I ⊂ p para algum p ∈
Ass(M). Reciprocamente, suponha que existe p ∈ Ass(M) tal que I ⊂ p. A igualdade acima, e a
pertencia p ∈ Ass(M) implicam em p⊂ ZD(M), donde I ⊂ ZD(M).

Proposição 2.1.4. Seja R um anel e M,N dois R-módulos. Seja I = ann(N).

(1) Se I contém um elemento M-regular, então HomR(N,M) = 0.

(2) Reciprocamente, se R é Noetheriano, M,N são dois R-módulos finitamente gerados e
HomR(N,M) = 0, então I contém um elemento M-regular.

Demonstração. (1) Sejam x ∈ I um elemento M-regular e ϕ ∈ HomR(N,M). Dado n ∈
N, temos que xn = 0 (pois x ∈ I = ann(N)). Então, xϕ(n) = ϕ(xn) = 0. Desse modo,
a M-regularidade de x implica em ϕ(n) = 0. Portanto, por arbitrariedade, ϕ = 0 e
HomR(N,M) = 0.

(2) Por absurdo, suponha que todos os elementos de I são divisores de zero de M. Pela
Proposição 2.1.3, I ⊂ p para algum p ∈ Ass(M).

Como V (I) = Supp(N) (Proposição A.1.54) , temos que Np 6= 0. Dessa maneira, se de-
notamos por k(p) ao corpo residual de Rp, pelo Lema de Nakayama, Np⊗Rp k(p) ∼=
Np/(pRp)Np 6= 0. Em vista disso, podemos achar um Rp-homomorfismo sobrejetivo
Np⊗Rp k(p)→ k(p). Componendo ele com o Rp-homomorfismo natural Np→Np⊗Rp k(p),
obtemos um Rp-homomorfismo sobrejetivo Np→ k(p).

Agora, como p ∈ Ass(M), então pRp ∈ AssRp(Mp). Em vista disso, podemos achar um
Rp-homomorfismo injetivo k(p)→Mp (se pRp = annRp(m/x), o homomorfismo requerido
é definido de maneira que 1 ∈ k(p) corresponda para m/x).

Note que a composta Np→ k(p)→ Mp é um Rp-homomorfismo não nulo. Assim, 0 6=
HomRp(Np,Mp). Como HomR(N,M)p ∼= HomRp(Np,Mp) (Corolário 1.4.8(2) e Proposi-
ção 1.4.4(2)), isto mostra que Hom(N,M)p 6= 0. Em consequência HomR(N,M) 6= 0,
contradizendo à hipótese.
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Lema 2.1.5. Seja x ∈ R um elemento R-regular. Se M é um R/(x)-módulo projetivo, então
pdimR(M)≤ 1.

Demonstração. Como x é um elemento R-regular, a sequência

0 // R x // R // R/(x) // 0

é exata, donde pdimR(R/(x))≤ 1. Como M é um R/(x)-módulo projetivo, pela Proposição 1.2.8,
existe um R/(x)-módulo N tal que M⊕N ∼=

⊕
i∈I R/(x) para algum conjunto de índices I. Assim,

pelo Corolário 1.6.6,

pdimR(M)≤ pdimR(M⊕N) = pdimR(
⊕
i∈I

R/(x)) = pdimR(R/(x))≤ 1.

Proposição 2.1.6. Seja M um R-módulo. Seja x ∈ R um elemento R-regular e M-regular. Seja N

um R-módulo tal que xN = 0. Então

ExtiR/(x)(N,M/xM)∼= Exti+1
R (N,M)

para todo i≥ 0.

Demonstração. Como x ∈ R é um elemento M-regular, a sequência

0 // M ·x // M // M/xM // 0 (2.1)

é exata. De sua ExtR(N,−)-sequência exata longa associada, obtemos uma sequência exata

HomR(N,M) // HomR(N,M/xM)
∆N // Ext1R(N,M)

x // Ext1R(N,M) .

Como xN = 0, observe que im
(
Ext1R(N,M)

x // Ext1R(N,M)
)
= 0 e que, pela Proposição 2.1.4,

HomR(N,M) = 0. Portanto, HomR(N,M/xM) ∼= Ext1R(N,M) e deste modo temos o resultado
para i = 0.

Mostremos agora o resultado quando i = 1. Pero Corolário 1.2.6, existe uma sequência
exata de R/(x)-módulos

0 // Q // L // N // 0 (2.2)

com L sendo um R/(x)-módulo projetivo. Pela Proposição 1.4.4(4), Ext1R/(x)(L,M/xM) = 0.
Pelo Lema 2.1.5 e pelo Teorema 1.6.4, Ext2R(L,M) = 0.

Temos um diagrama comutativo com linhas exatas

HomR/(x)(L,M/xM) //

∆L
��

HomR/(x)(Q,M/xM) //

∆Q
��

Ext1R/(x)(N,M/xM) // 0

Ext1R(L,M) // Ext1R(Q,M) // Ext2R(N,M) // 0

,
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onde a primeira linha e segunda linha são correspondentes à ExtR/(x)(−,M/xM)-sequência exata
longa e ExtR(−,M)-sequência exata longa associadas a (2.2) respectivamente.

Pela demonstração do caso i = 0, ∆L e ∆Q são isomorfismos. Assim, tal diagrama induz
um isomorfismo Ext1R/(x)(N,M/xM) ∼= Ext2R(N,M). Deste modo, temos o resultado mostrado
para i = 1.

Agora assumamos i > 1. Peguemos uma resolução projetiva L• de R/xR-módulos de N,
e seja T = im(Li→ Li−1) . Assim temos uma sequência exata de R/xR-módulos

0→ T → Li−2→ ·· · → L0→ N→ 0.

Pelo Lema 1.6.3, temos

ExtiR/(x)(N,M/xM)∼= Ext1R/(x)(T,M/xM).

Pelo caso i = 1 tratado acima, temos

Ext1R/(x)(T,M/xM)∼= Ext2R(T,M).

Pelo Lema 2.1.5, pdimR (Li)≤ 1 para todo i≥ 1. Considerando a sequência exata acima como
de R-módulos, pela Observação 1.6.7,

Ext2R(T,M)∼= Exti+1
R (N,M).

Dos últimos tres isomorfismos segue que ExtiR(N,M/xM)∼= Exti+1
R (N,M). com isto concluímos

a prova.

Sequências Regulares

Definição 2.1.7. Seja M um R-módulo. Dada uma sequência xxx = x1, . . . ,xn de elementos de R,
considere as seguintes condições:

(1) xi é um elemento M/(x1, . . . ,xi−1)M-regular para todo i = 1, . . . ,n;

(2) M/xxxM 6= 0.

Se (1) vale, dizemos que a sequência xxx é uma sequência M-regular fraca. Se (1) e (2) valem,
dizemos que a sequência xxx é uma sequência M-regular. Uma sequência regular é uma sequência
R-regular.

Observação 2.1.8. O item (1) equivale a cada uma das seguintes condições:

• Dados i = 1, . . . ,n e m ∈M,

xi ·m ∈ (x1, . . . ,xi−1)M⇒ m ∈ (x1, . . . ,xi−1)M;
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• Para todo i = 1, . . . ,n, xi : M/(x1, . . . ,xi−1)M→M/(x1, . . . ,xi)M a aplicação é injetiva.

Em relação ao item (2), ele vale, pelo Lema de Nakayama, quando R é local com ideal maximal
m, M 6= 0 é finitamente gerado e xxx⊂m.

Observação 2.1.9. Sejam I é um ideal próprio de R e π : R→ R/I a projeção natural. Sejam M

um R-módulo e xxx = x1, . . . ,xn uma sequência de elementos de R. Suponha I ⊂ ann(M). Então:

(1) xxx ⊂ R é uma sequência M-regular fraca se, e somente se, π(xxx) ⊂ R/I é uma sequência
M-regular fraca;

(2) xxx⊂ R é uma sequência M-regular se, e somente se, π(xxx)⊂ R/I é uma sequência M-regular.

Como exemplo clássico de sequências regulares temos o seguinte:

Exemplo 2.1.10. Sejam k um corpo e R = k[X1, . . . ,Xn]. Então, X1, . . . ,Xn é uma sequência
R-regular.

Proposição 2.1.11. Sejam M um R-módulo e xxx⊂ R uma sequência M-regular fraca. Suponha
que ϕ : R→ S é um homomorfismo de anéis e que N é um S-módulo R-plano. Então, xxx e ϕ(xxx)⊂ S

são sequências M⊗R N-regulares fracas. Portanto, se xxx(M⊗R N) 6= M⊗R N, então xxx e ϕ(xxx) são
M⊗R N-sequências regulares.

Demonstração. Escreva xxx = x1, . . . ,xn.

Vejamos primeiro que xxx é uma sequência M⊗R N-regular fraca. Dado i = 1, . . . ,n, por
definição, devemos mostrar que xi é M⊗RN

(x1,...,xi−1)(M⊗RN)-regular. Pelo Teorema A.1.33, temos

M⊗R N
(x1, . . . ,xi−1)(M⊗R N)

∼=
M

(x1, . . . ,xi−1)M
⊗R N.

Deste modo, é suficiente mostrar que xi é M
(x1,...,xi−1)M

⊗R N-regular. Como xxx é uma sequên-
cia M-regular fraca, então (xi)M/(x1,...,xi−1)M : M/(x1, . . . ,xi−1)M → M/(x1, . . . ,xi−1)M é in-
jetiva. Como N é plano, o R-homomorfismo (xi)M/(x1,...,xi−1)M ⊗R IdN é injetivo. Note que
(xi)M/(x1,...,xi−1)⊗RN = (xi)M/(x1,...,xi−1)M⊗R IdN . Assim (xi)M/(x1,...,xi−1)⊗RN é injetivo, e portanto
xi é M

(x1,...,xi−1)M
⊗R N-regular.

Vejamos agora que ϕ(xxx)⊂ S é uma sequência M⊗R N-regular fraca. Dado i = 1, . . . ,n,
note que

(xi) M⊗RN
(x1,...,xi−1)(M⊗RN)

= (ϕ(xi)) M⊗RN
(ϕ(x1),...,ϕ(xi−1))(M⊗RN)

.

Como xxx é uma sequência M⊗R N-regular, a aplicação (xi) M⊗RN
(x1,...,xi−1)(M⊗RN)

é injetiva. Assim, a igual-

dade anterior implica que (ϕ(xi)) M⊗RN
(ϕ(x1),...,ϕ(xi−1))(M⊗RN)

é injetiva, donde ϕ(xi) é M⊗RN
(ϕ(x1),...,ϕ(xi−1))(M⊗RN) -

regular.
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Corolário 2.1.12. Sejam R um anel Noetheriano, M 6= 0 um R-módulo finitamente gerado e
xxx⊂ R uma sequência M-regular.

(1) Se p ∈ Supp(M) e xxx⊂ p, então xxx⊂ Rp é uma Mp-sequência regular.

(2) Suponha que R é local com ideal maximal m e que xxx⊂m. Então, xxx⊂ R̂ é uma sequência
M̂-regular.

Demonstração. (1) Aplicando a Proposição 2.1.11 para a aplicação de localização R→ Rp,
temos que xxx ⊂ Rp é uma sequência R⊗R Rp-regular fraca. Assim, já que Rp

∼= R⊗R Rp

(Teorema A.1.33(2)), segue que xxx ⊂ Rp é uma sequência Rp-regular fraca. Como xxx ⊂ p,
então xxx⊂ pRp e portanto, já que p ∈ Supp(M), segue da Observação 2.1.8, que a sequência
xxx⊂ Rp é uma sequência Mp-regular.

(2) Aplicando a Proposição 2.1.11 para o R-homomorfismo natural R→ R̂, temos que xxx⊂ R̂

é uma sequência M⊗R R̂-regular fraca. Assim, o isomorfismo M̂ ∼= M⊗R R̂ (Teorema
A.6.4(1)) indica que a sequência xxx⊂ R̂ é uma sequência M̂-regular fraca. Como xxx (visto em
R) está contido em m, então xxx⊂ R̂ está contido em mR̂ = m̂; e portanto, pela Observação
2.1.8(2), a sequência xxx⊂ R̂ é R̂-regular.

Proposição 2.1.13. Seja R um anel, M um R-módulo e xxx⊂ R uma M-sequencia regular fraca.
Então, uma sequência exata

N2
ϕ2 // N1

ϕ1 // N0
ϕ0 // M // 0 (2.3)

induz uma sequência exata

N2/xxxN2
ϕ2 // N1/xxxN1

ϕ1 //// N0/xxxN0
ϕ0 // M/xxxM // 0 . (2.4)

Demonstração. Dados um R-módulo N e ideais I,J de R, existe um isomorfismo natural
(N/IN)
J(N/IN)

∼= N/(I + J)N. Portanto, por indução, é suficiente mostrar para o caso em que xxx consista
de um elemento x ∈ R.

Como −⊗R R/(x) é exato a direita, a sequência

N1⊗R R/(x) // N0⊗R R/(x) // M⊗R R/(x) // 0

é exata. Então, pelo Teorema A.1.33(5), a sequência

N1/xN1
ϕ1 // N0/xN0

ϕ0 // M/xM // 0

é exata. Deste modo, para mostrar a exatidão de (2.4) resta ver que im(ϕ2) = ker(ϕ1). Por
exatidão de (2.3), ϕ1 ◦ϕ2 = 0, donde ϕ1 ◦ϕ2 = 0; e portanto im(ϕ2) ⊂ ker(ϕ1). Para a outra
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inclusão, seja y ∈ N1 tal que ϕ1(y+xN1) = 0. Então, ϕ1(y) ∈ xN0, donde ϕ1(y) = xz para algum
z ∈ N0. Portanto,

xϕ0(z) = ϕ0(xz) = ϕ0(ϕ1(y)) = 0.

Como x é um elemento M-regular, segue que z ∈ ker(ϕ0) = im(ϕ1). Assim, z = ϕ1(z1) para
algum z1 ∈ N1. Deste modo,

ϕ1(y− xz1) = ϕ1(y)− xϕ1(z1) = xz− xz = 0,

donde y− xz1 ∈ ker(ϕ1) = im(ϕ2). Portanto, y− zx1 = ϕ2(z2) com z2 ∈ N2. Daí y−ϕ2(z2) =

xz1 ∈ xN1. Isto mostra que y+ xN1 = ϕ2(z2 + xN2) ∈ im(ϕ2).

Proposição 2.1.14. Sejam R um anel e

N• : · · · // Nm
ϕm // Nm−1

ϕm−1 // · · · // N0
ϕ0 // N−1 // 0

um complexo exato de R-módulos . Se xxx⊂ R é uma sequência Ni-regular fraca para todo i, então
o complexo N•⊗R R/xxxR é também exato.

Demonstração. Por indução é suficiente mostrar para o caso em que xxx consista de um único
elemento x. Pelo Teorema A.1.33(5), é suficiente mostrar que o complexo N•/xN• é exato.

Dado i ≥ 0, como x é Ni−1-regular e im(ϕi) ⊂ Ni, então x é im(ϕi)-regular. Por outro
lado, da hipótese observe que

Ni+2→ Ni+1→ Ni→ im(ϕi)→ 0

é exata. Pela proposição anterior,

Ni+2/xNi+2→ Ni+1/xNi+1→ Ni/xNi→
im(ϕi)

xim(ϕi)
→ 0

é exata. Assim, se i = 0, obtemos que a sequência

N2/xN2→ N1/xN1→ N0/xN0→ N−1/xN−1→ 0

é exata; e se i≥ 1, obtemos que a sequência

Ni+2/xNi+2→ Ni+1/xNi+1→ Ni/xNi

é exata. Portanto, o complexo N•/xN• é exato.

Como consequência desta proposição temos as duas seguintes proposições.

Proposição 2.1.15. Seja M um R-módulo. Seja x ∈ R um elemento R-regular e M-regular. Seja
N um R-módulo tal que xN = 0. Então,

ExtiR/(x)(M/xM,N)∼= ExtiR(M,N)

para todo i≥ 0.
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Demonstração. Seja

F• : · · · // Fi
αi // Fi−1 // · · · // F1

α1 // F0
α0 // M // 0

uma resolução livre de M. Como cada Fi é livre e x ∈m é um elemento R-regular, então x é um
elemento Fi-regular para todo i. Pela Proposição 2.1.14 e pelo Teorema A.1.33(5), a sequência

F•/xF• : · · · // Fi/xFi
α̃i // Fi−1/xFi−1 // · · · // F1/xF1

α̃1 // F0/xF0
α̃0 // M/xM // 0

é uma sequência exata de R/(x)-módulos. Como cada Fi é um R-módulo livre, note que Fi/xFi é
um R/(x)-módulo livre pois se Fi ∼=

⊕
Ji

R, então

Fi/xFi ∼= Fi⊗R R/(x) pelo Teorema A.1.33(5)
∼=
(⊕

Ji

R
)
⊗R R/(x)

∼=
⊕

Ji

(R⊗R R/(x)) pelo Teorema A.1.33(4)

∼=
⊕

Ji

(R/(x)) pelo Teorema A.1.33(2).

Assim, F•/xF• é uma R/(x)-resolução livre de M/xM. Agora,

ExtiR/(x)(M/xM,N) = H i(HomR/(x)(F•,M/xF•,M,N))

∼= H i(HomR/(x)(F•,M⊗R R/(x),N)) pelo Teorema A.1.33(5)
∼= H i(HomR(F•,M,N)) por Proposição A.1.37
∼= ExtiR(M,N).

Corolário 2.1.16. Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Seja M um R-módulo finitamente
gerado e x ∈m um elemento R-regular e M-regular. Então,

pdimR(M) = pdimR/(x)(M/xM).

Demonstração. Segue do Corolário 1.6.12 e da Proposição 2.1.15.

O seguinte exemplo mostra que a permutação de uma sequência M-regular não é neces-
sariamente uma sequência M-regular.

Exemplo 2.1.17. Seja k um corpo e R= k[X ,Y,Z]. Então, é fácil verificar que X ,Y (1−X),Z(1−
X) é uma sequência R-regular. Porém, Y (1−X),Z(1−X),X não é uma sequência R-regular. De
fato, Y 6∈ (Y (1−X)) mas Y Z(1−X) ∈ (Y (1−X)).
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Proposição 2.1.18. Seja (R,m) um anel local Noetheriano, M um R-módulo finitamente gerado
e xxx = x1, . . . ,xn ⊂ m uma sequência M-regular. Então, toda permutação de xxx é uma sequência
M-regular.

Demonstração. Como toda permutação é um produto de transposições de elementos adja-
centes, é suficiente mostrar que x1, . . . ,xi−1,xi+1,xi,xi+2, . . . ,xn é uma sequência M-regular.
Como xxx é uma sequência M-regular, por definição é suficiente mostrar que xi+1 é um elemento
M/(x1, . . . ,xi−1)M-regular e xi é um elemento M/(x1, . . . ,xi−1,xi+1)M-regular; ou seja que se
M = M/(x1, . . . ,xi−1)M, então xi+1 é um elemento M-regular e xi é um elemento M/xi+1M-
regular, isto é que xi+1,xi é uma sequência M-regular. Como xi,xi+1 é uma sequência M-regular
(por ser xxx uma sequência M-regular), isto segue do seguinte lema.

Lema 2.1.19. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M um R-módulo finitamente gerado. Se
x1,x2 ⊂m é uma sequência M-regular, então x2,x1 é uma sequência M-regular.

Demonstração. Por definição devemos mostrar que x2 é um elemento M-regular e que x1 é um
elemento M/xM-regular.

Vejamos primeiro que x2 é um elemento M-regular. Seja K = ker(x2 : M→M). Afirma-
mos que K = x1K. De fato, seja z ∈ K. Então x2z = 0. Como x2 é um elemento M/x1M-regular,
existe z′ ∈M tal que z = x1z′. Logo, x1(x2z′) = x2z = 0. Mas como x1 é um elemento M-regular,
segue que x2z′ = 0, e consequentemente z′ ∈ K. Assim, a igualdade z = x1z′ mostra que z ∈ x1K,
obtendo assim que K = x1K. Do Lema de Nakayama, segue que K = 0, isto é x2 : M→M é
injetiva, ou seja x2 é um elemento M-regular.

Agora mostremos que x1 é um elemento M/x2M-regular. Seja z ∈M tal que x1 · z ∈ x2M.
Então, existe z′ ∈ M tal que x1z = x2z′. Essa igualdade indica que x2z′ ∈ x1M. Sendo x2 um
elemento M/x1M-regular, segue que z′ ∈ x1M, isto é z′ = x1z′′ para algum z′′ ∈M. Logo, x1z =

x2(x1z′′) = x1(x2z′′); donde, por ser x1 um elemento M-regular, z = x2z′′ ∈ x2M.

2.2 Grau e Profundidade

Definição 2.2.1. Seja M um R-módulo. Uma sequência M-regular xxx = x1, . . . ,xn (contida em
um ideal I de R) é maximal (em I) se x1,x2, . . . ,xn+1 não é uma sequência M-regular para todo
xn+1 ∈ I.

Observação 2.2.2. Se R é um anel Noetheriano, I un ideal de R e M um R-módulo finitamente
gerado, então toda sequência M-regular em I pode-se estender a uma sequência M-regular
maximal em I.

Lema 2.2.3. Sejam R um anel, M,N dois R-módulos e xxx = x1, . . . ,xn uma sequência M-regular
fraca em ann(N). Então,

HomR(N,M/xxxM)∼= ExtnR(N,M).
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Demonstração. Faremos a prova por indução. Se n= 0, o resultado vale pela Proposição 1.4.4(2).

Suponha agora n≥ 1. Ponha xxx′ = x1, . . . ,xn−1. Por indução,

HomR(N,M/xxx′M)∼= Extn−1
R (N,M).

Como xxx é uma sequência M-regular fraca em ann(N), então xn ∈ ann(N) é um elemento M/xxx′M-
regular. Pela Proposição 2.1.4(1), HomR(N,M/xxx′M) = 0; de modo que, pelo isomorfismo acima,
Extn−1

R (N,M) = 0. Assim, da Ext(N,−)-sequência exata longa associada à sequência exata

0 // M
x1 // M // M/x1M // 0

temos uma sequência exata

0 // Extn−1
R (N,M/x1M)

ψ // ExtnR(N,M)
ϕ // ExtnR(N,M) ,

onde ϕ = ExtnR(N,x1). Como x1 ∈ ann(N), note que ϕ = 0. Logo, por exatidão da sequência
acima, ψ é um isomorfismo. Deste modo,

Extn−1
R (N,M/x1M)∼= ExtnR(N,M).

Por outro lado, como xxx é uma M-sequência regular fraca em ann(N), então x2, . . . ,xn é uma
sequência M/x1M-regular fraca em ann(N). Logo, por indução,

Extn−1
R (N,M/x1M)∼= HomR(N,M/xxxM).

Dos dois últimos isomorfismos segue que

HomR(N,M/xxxM)∼= ExtnR(N,M).

Teorema 2.2.4 (Rees). Sejam R um anel Noetheriano, M um R-módulo finitamente gerado e I

um ideal tal que IM 6= M. Então, todas as sequência M- regulares maximais em I tem o mesmo
comprimento n dado por

n = min{i : ExtiR(R/I,M) 6= 0}.

Demonstração. Seja xxx = x1, . . . ,xn uma sequência M-regular maximal em I. Então, para i =

1, . . . ,n, temos que xi ∈ I é um elemento M/(x1, . . . ,xi−1)M-regular. Assim, pelo Lema 2.2.3 e
pela Proposição 2.1.4(1),

Exti−1
R (R/I,M)∼= HomR(R/I,M/(x1, . . . ,xi−1)M) = 0,∀ i = 1, . . . ,n. (2.5)

Por outro lado, novamente pelo Lema 2.2.3, ExtnR(R/I,M)∼= HomR(R/I,M/xxxM). Como
I não contém elementos M/xxxM-regulares (por maximalidade da M-regularidade de xxx em I),
então, pela Proposição 2.1.4(2), HomR(R/I,M/xxxM) 6= 0. Assim,

ExtnR(R/I,M) 6= 0. (2.6)

De (2.5) e (2.6), segue que n = min{i : ExtiR(R/I,M) 6= 0}.
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Definição 2.2.5. Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R e M um R-módulo finitamente
gerado. Se IM 6= M, então o comprimento comum de todas sequências M- regulares maximais
em I é chamado o grau de I sobre M e denotado por grau(I,M). No caso IM = M, definimos
grade(I,M) = ∞.

Observação 2.2.6. No contexto de acima, podemos definir também o grau de I sobre M por

grade(I,M) = inf{i : ExtiR(R/I,M) 6= 0}.

Isso fica claro, pelo Teorema de Rees, no caso IM 6= M. No caso IM = M, é suficiente que
mostrar que ExtiR(R/I,M) = 0 para todo i≥ 0. Para isso, vamos mostrar que ExtiR(R/I,M)p =

0 para todo ideal primo p de R. Com efeito, suponha por absurdo que ExtiR(R/I,M)p 6= 0.
Então, pelo isomorfismo ExtiR(R/I,M)p ∼= ExtiRp

((R/I)p,Mp) (Corolário 1.4.8(2)), temos que
ExtiRp

((R/I)p,Mp) 6= 0. Daí note que Mp 6= 0 e que (R/I)p 6= 0. Agora, o fato de que (R/I)p 6= 0
indica que p ⊃ I (pois supp(R/I) = V (I) pela Proposição A.1.54); donde Ip ⊂ pRp. Como
IM = M, então IpMp = Mp. Pelo Lema de Nakayama, Mp = 0, o que contradiz claramente ao
fato de que Mp 6= 0.

Definição 2.2.7. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e M um R-módulo finitamente gerado.
Definimos a profundidade de M, denotada por depth(M), como sendo o grau de m sobre M.

Teorema 2.2.8. Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano e M 6= 0 um R-módulo finitamente
gerado. Então,

depth(M) = min{i : ExtiR(k,M) 6= 0}.

Demonstração. Imediato do Teorema 2.2.4.

Proposição 2.2.9. Sejam R um anel Noetheriano, I ⊂ R um ideal de R e

0→U →M→ N→ 0

uma sequência exata de R-módulos finitamente gerados. Então:

(1) grade(I,M)≥min{grade(I,U),grade(I,N)};

(2) grade(I,U)≥min{grade(I,M),grade(I,N)+1};

(3) grade(I,N)≥min{grade(I,U)−1,grade(I,M)}.

Demonstração. A sequência exata curta 0→ U → M → N → 0 induz uma sequência exata
longa

· · ·→Exti−1
R (R/I,N)→ExtiR(R/I,U)→ExtiR(R/I,M)→ExtiR(R/I,N)→ExtiR(R/I,U)→··· .

(2.7)
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(1) Ponha l = grade(I,M) e suponha, pelo absurdo, que l < min{grade(I,U),grade(I,N)}.
Então, l < grade(I,U) e l < grade(I,N). Logo, pela Observação 2.2.6, ExtlR(R/I,U) =

ExtlR(R/I,N) = 0. Segue, da exatidão de (2.7), que ExtlR(R/I,M) = 0, donde pela Obser-
vação 2.2.6, l 6= grade(I,U), uma contradição.

(2) Ponha l = grade(I,U) e suponha, pelo absurdo, que l <min{grade(I,M),grade(I,N)+1}.
Então, l < grade(I,M) e l < grade(I,N)+1. Logo, pela Observação 2.2.6, ExtlR(R/I,M) =

Extl−1
R (R/I,N) = 0. Segue da exatidão de (2.7), que ExtlR(R/I,U) = 0, donde pela Obser-

vação 2.2.6, l 6= grade(I,U), uma contradição.

(3) Ponha l = grade(I,N) e suponha, pelo absurdo, que l <min{grade(I,U)−1,grade(I,M)}.
Então, l < grade(I,U)−1 e l < grade(I,M). Logo, pela Observação 2.2.6, Extl+1

R (R/I,U)=

ExtlR(R/I,N) = 0. Segue da exatidão de (2.7), que ExtlR(R/I,N) = 0, donde pela Observa-
ção 2.2.6, l 6= grade(I,U), uma contradição.

Proposição 2.2.10. Sejam R um anel Noetheriano, I e J ideais de R e M um R-módulo finitamente
gerado. Então:

(1) grade(I,M) = inf{depth(Mp) : p ∈V (I)};

(2) grade(I,M) = grade(
√

I,M);

(3) grade(I∩ J,M) = min{grade(I,M),grade(J,M)};

(4) Se xxx = x1, . . . ,xn é uma sequência M-regular em I, então

grade(I,M/xxxM) = grade(I/xxxI,M/xxxM) = grade(I,M)−n;

(5) Se N é um R-módulo finitamente gerado com Supp(N) =V (I), então

grade(I,M) = inf{i : ExtiR(N,M) 6= 0}.

Demonstração. (1) Mostremos primeiro para o caso IM = M. Neste caso, grade(I,M) =

∞. Dado p ∈ V (I), como IM = M, pelo Lema de Nakayama, Mp = 0. Deste modo, é
claro que depth(Mp) = ∞ para todo p ∈ V (I). Portanto, é claro que grade(I,M) = ∞ =

inf{depth(Mp) : p ∈V (I)}.

Agora passemos ao caso IM 6= M. Dado p ∈V (I), temos

grade(I,M)≤ grade(p,M) por definição

≤ grade(pRp,Mp) pela Proposição 2.1.12(1)

= depth(Mp),
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donde grade(I,M) ≤ depth(Mp) para todo p ∈ V (I). Assim, para mostrar a igualdade
requerida, é suficiente mostrar que grade(I,M) = depth (Mp) para algum p ∈V (I). Seja xxx

uma sequência M-regular maximal em I. Então, I consiste de divisores de zero de M/xxxM

(por maximalidade). Logo, pela Proposição 2.1.3, I ⊂ p para algum ideal p ∈ Ass(M/xxxM).
Então, pRp ∈Ass(Mp/xxxMp). Deste modo, a Proposição 2.1.3, indica que pRp⊂Rp consiste
de divisores de zero de Mp/xxxMp. Portanto, xxx (visto em Rp) é uma sequência Mp-regular
maximal. Isto mostra que grade(I,M) = depth(Mp).

(2) De (1) porque V (
√

I) =V (I).

(3) Temos

grade(I∩ J,M) = inf{depth(Mp) : p ∈V (I∩ J)}

= inf{depth(Mp) : p ∈V (I) ou p ∈V (J)}

= min{inf{depth(Mp) : p ∈V (I)}, inf{depth(Mp) : p ∈V (J)}}

= min{grade(I,M),grade(J,M)}.

(4) Pela Observação 2.1.9, grade(I,M/xxxM)= grade(I/xxxI,M/xxxM). Mostremos que grade(I,M/xxxM)=

grade(I,N)−n. Seja yyy uma sequência M/xxxM-regular maximal em I. Como xxx é uma sequên-
cia M-regular em I, então xxx,yyy é uma sequência M-regular maximal em I. Isto mostra que
grade(I,M) = grade(I,M/xxxM)+n, donde grade(I,M/xxxM) = grade(I,N)−n.

(5) Como V (I) = Supp(N) e Supp(N) =V (ann(N)), então
√

I =
√

ann(N). Desta maneira,
item (2) nos diz que podemos supor I = ann(N).

Se IM 6= M, podemos repetir a prova do Teorema 2.2.4 com N em lugar de I.

Se IM = M, podemos repetir o argumento feito na Observação 2.2.6.

Definição 2.2.11. Seja R um anel Noetheriano.

(1) Se M é um R-módulo finitamente gerado, definimos o grau de M por

grade(M) := min{i : ExtiR(M,R) 6= 0}.

(2) Se I é um ideal de R, definimos o grau de I por

grade(I) := grade(I,R).

Em vista da definição acima, note que temos duas maneiras de interpretar o grau de um
ideal; uma no sentido do item (1) (com M = I) e outra como no sentido do item (2). No que
segue quando nos referimos ao grau de um ideal sempre será no segundo sentido.
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Lema 2.2.12. Se M 6= 0 é um R-módulo M finitamente gerado e I é um ideal de R, então√
ann(M/IM) =

√
I + ann(M).

Demonstração. Pela Proposição A.1.7,√
ann(M/IM) =

⋂
p∈V (ann(M/IM))

p e
√

I + ann(M) =
⋂

p∈V (I+ann(M))

p .

Assim, é suficiente mostrar que V (ann(M/IM)) =V (I + ann(M)).

A inclusão V (ann(M/IM)) ⊂ V (I + ann(M)) segue observando que I + ann(M) ⊂
ann(M/IM).

Para a outra inclusão, seja p ∈ V (I + ann(M)). Então, p ∈ V (I) e p ∈ V (ann(M)) =

supp(M). Assim, pelo Lema de Nakayama, Mp 6= IpMp, donde p∈ supp(M/IM)=V (ann(M/IM)).

Proposição 2.2.13. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M 6= 0 um R-módulo finitamente
gerado. Se xxx = x1, . . . ,xn ⊂m é um sequência M-regular, então:

(1) depth(M/xxxM) = depth(M)−n;

(2) dim(M/xxxM) = dim(M)−n.

Demonstração. (1) É imediato do item (4) da Proposição 2.2.10.

(2) Pela Proposição A.5.5, é suficiente mostrar que dim(M/xxxM)≤ dim(M)−n. Por indução
é suficiente mostrar esta desigualdade para o caso n = 1, isto é, se x ∈m é um elemento
M-regular, então dim(M/xM)≤ dim(M)−1. Basta mostrar que dim(M/xM)< dim(M).
É claro que supp(M/xM) ⊂ supp(M), donde, pela Proposição A.2.17, dim(M/xM) ≤
dim(M). Assim, só devemos mostrar que dim(M/xM) 6= dim(M). Por absurdo, suponha
dim(M/xM) = dim(M) e seja d esse valor comum. Então, pela Proposição A.2.17, existem
uma cadeia estritamente crescente

p0 ⊂ p1 ⊂ ·· · ⊂ pd

com pi ∈ supp(M/xM). Note que p0 deve ser um primo minimal em supp(M/xM) e em
supp(M) (pois d = dim(M/xM) = dim(M)). Pelo Teorema A.2.9, p0 ∈ Ass(M). Deste
modo, pela Proposição 2.1.3, p0 ⊂ ZD(M). Esta inclusão indica que x 6∈ p0 desde que x é
um elemento M-regular. Mas, por outro lado, como p0 ∈ supp(M/xM) =V (ann(M/xM)),
então p0 ⊃ ann(M/xM), donde x ∈ p0. Isto é uma contradição.

Corolário 2.2.14. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M 6= 0 um R-módulo finitamente
gerado. Então, depth(M)≤ dim(M).
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Demonstração. Seja n = depth(M). Se n = 0, o resultado é obvio. Suponha agora n 6= 0. Então,
existe uma sequência M-regular maximal xxx = x1, . . . ,xn ⊂ m. Pela Proposição anterior, 0 ≤
dim(M/xxxM) = dim(M)−n. Daí, note que n≤ dim(M).

Proposição 2.2.15. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M 6= 0 um R-módulo finitamente
gerado. Então, depth(M)≤ dim(R/p) para todo p ∈ Ass(M).

Demonstração. A prova é por indução sobre depth(M). Se depth(M)=0, o resultado é claro.

Suponha agora depth(M) > 0. Então, existe um elemento x ∈ m que é um elemento
M-regular. Sejam p ∈ Ass(M) e m ∈M tal que p= ann(m).

Seja

C = {〈z〉 : z ∈M e pz = 0}.

Note que 〈m〉 ∈ C ; assim que C é não vazio. Como M é Noetheriano (Proposição A.2.5(2)), C

tem um elemento maximal, digamos 〈z〉 ∈ C com z ∈M. Note z 6= 0 (se z = 0, então 〈z〉( 〈m〉,
o que contradiz à maximalidade de 〈z〉).

Temos que z 6∈ xM. De fato, por absurdo, suponha que z ∈ xM. Então z = xm′ para algum
m′ ∈M, e portanto 〈z〉( 〈m′〉 (onde a inclusão é estrita pois caso contrario, teria-se 〈z〉= y〈z〉
com y ∈m, donde, pelo Lema de Nakayama, z = 0, o que não acontece) e pm′ = 0 (pois pz = 0
e x é um elemento M-regular). Deste modo, temos uma contradição à maximalidade de 〈z〉.

Como pz = 0 e z 6∈ xM, note que p⊂ ZD(M/xM). Então, pela Proposição 2.1.3, p⊂ q

para algum q ∈ Ass(M/xM).

Agora, como x é um elemento M-regular e m 6= 0, note que x 6∈ ann(m) = p, donde
p 6∈ Supp(M/xM) desde que, pela Proposição A.1.54 e pelo Lema 2.2.12, Supp(M/xM) =

V (ann(M/xM))=V (ann(x+ann(M))⊂V (x)). Portanto, pela inclusão Ass(M/xM)⊂Supp(M/xM)

(Proposição A.2.9), p 6∈ Ass(M/xM). Desta maneira, p( q, donde dim(R/q)< dim(R/p).

Pela Proposição 2.2.13(2), depth(M/xM)= depth(M)−1, donde, por indução, depth (M/xM)≤
dim(R/q). Temos

depth(M)−1 = depth(M/xM)≤ dim(M/xM)≤ dim(R/q)< dim(R/p),

donde resulta depth(M)≤ dim(R/p).

Proposição 2.2.16. Sejam R um anel Noetheriano e I ⊂ R um ideal. Então,

grade(I)≤ ht(I).

Demonstração. Pela Proposição 2.2.10(1),

grade(I) = inf{depth(Rp) : p ∈V (I)}.
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Sabemos que

ht(I) = inf{dim(Rp) : p ∈V (I)}.

Deste modo, como depth(Rp)≤ dim(Rp) para todo p ∈V (I) (pelo Corolário 2.2.14), segue que
grade(I)≤ ht(I).

Definição 2.2.17. Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano e M um R-módulo finitamente gerado
de profundidade t. O número

r(M) := dimk(ExttR(k,M))

é chamado o tipo de M.

Proposição 2.2.18. Seja ϕ : (R,m,k)→ (S,n, l) um R-homomorfismo local de anéis Noetheria-
nos. Suponha que M é um R-módulo finitamente gerado e N é um S-módulo finitamente gerado
que é plano como R-módulo. Então:

(1) depthS(M⊗R N) = depthR(M)+depthS(N/mN);

(2) rS(M⊗R N) = rR(M) · rS(N/mM).

Para a prova da proposição acima precisamos do seguinte lema.

Lema 2.2.19. Com as hipóteses da proposição anterior vale que:

(1) diml(HomS(l,M⊗R N) = dimk(HomR(k,M)) ·diml(HomS(l,N/mN));

(2) Se yyy ⊂ S é uma sequência N/mN-regular, então yyy é uma sequência M⊗R N-regular, e
N/yyyN é plano sobre R.

Demonstração. (1) Temos que

HomS(l,HomS(S/mS,M⊗R N)∼= HomS(l⊗S S/mS,M⊗R N) pelo Teorema A.1.33(6)
∼= HomS(l,M⊗R N) pelo Teorema A.1.33(5),

donde

HomS(l,HomS(S/mS,M⊗R N)∼= HomS(l,M⊗R N). (2.8)

Por outro lado,

HomS(S/mS,M⊗R N)∼= HomS(k⊗R S,M⊗R N) pelo Teorema A.1.33(5)
∼= HomR(k,M⊗R N) pela Proposição A.1.37
∼= HomR(k,M)⊗R N, pela Proposição A.1.43

donde,

HomS(S/mS,M⊗R N)∼= HomR(k,M)⊗R N. (2.9)
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Seja r = dimk(HomR(k,M))< ∞. É claro que

HomR(k,M)∼= kr. (2.10)

Segue que

HomS(l,M⊗R N)∼= HomS(l,HomS(S/mS,M⊗R N)) pelo isomorfismo (2.8)
∼= HomS(l,HomR(k,M)⊗R N) pelo isomorfismo (2.9)
∼= HomS(l,kr⊗R N) pelo isomorfismo (2.10)
∼= HomS(l,(k⊗R N)r) pelo Teorema A.1.33(4)
∼= HomS(l,(N/mN)r) pelo Teorema A.1.33(5)
∼=
(
HomS(l,N/mN)

)r pela Proposição A.1.30(1) ,

donde diml(HomS(l,M⊗R N)) = r ·diml(HomS(l,N/mN)).

(2) Por indução, podemos supor yyy = y.

Vejamos primeiro que y ∈ S é um elemento M⊗R N-regular. Dado z ∈ M⊗R N tal que
y · z = 0, devemos mostrar que z = 0.

Pelo absurdo, suponha z 6= 0. Como
⋂

∞
i=0m

i(M⊗R N) = 0 (Corolário A.3.3), existe i≥ 0
tal que z ∈mi(M⊗R N)−mi+1(M⊗R N). Deste modo, já que yz = 0, note que y ∈ S não é
mi(M⊗R N)/mi+1(M⊗R N)-regular.

Vamos concluir agora que y ∈ S é mi(M⊗R N)/mi+1(M⊗R N)-regular para uma contradi-
ção. De fato, temos a seguinte cadeia de isomorfismos

mi(M⊗R N)

mi+1(M⊗R N)
∼=

miM
mi+1M

⊗R N porque N é um R-módulo plano

∼= kt⊗R N por definição de t
∼= (k⊗R N)t pelo Teorema A.1.33(4)
∼= (N/mN)t pelo Teorema A.1.33(5)

onde t = dimk(m
iM/mi+1M). Agora, como y é um elemento N/mN-regular, então y é um

elemento (N/mN)t-regular; donde pela cadeia acima de isomorfismos, resulta que y é
mi(M⊗R N)/mi+1(M⊗R N)-regular.

Vejamos agora que N/yN é plano sobre R. Seja

0→M1→M2→M3→ 0

uma sequência exata curta de R-módulos finitamente gerados. Pelo recentemente mostrado
acima, y é um elemento M3⊗R N-regular. Então, pela Proposição 2.1.13,

0→ M1⊗R N
y(M1⊗R N)

→ M2⊗R N
y(M2⊗R N)

→ M3⊗R N
y(M3⊗R N)

→ 0
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é exata. Do Teorema A.1.33(5), segue que

0→M1⊗R N/yN→M2⊗R N/yN→M3⊗R N/yN

é exata. Pelo Corolário A.1.39, N/yN é um R-módulo plano.

Demonstração da Proposição 2.2.18. Ponha m= depth(M) e n= depthS(N/mN). Então, existe
uma sequência M-regular xxx = x1, . . . ,xm maximal em m e existe uma sequência N/mN-regular
yyy = y1, . . . ,yn maximal em n.

Pelo Lema 2.1.11, ϕ(xxx) ⊂ n é uma sequência M⊗R N-regular. Além disso, yyy é uma

sequência
M⊗R N

ϕ(xxx)(M⊗R N)
-regular desde que

•
M⊗R N

ϕ(xxx)(M⊗R N)
=

M⊗R N
xxx(M⊗R N)

∼=
M

xxxM
⊗R N ∼= M⊗R N, onde M := M/xxxM, e

• yyy é uma sequência M⊗R N-regular (pelo item (2) do lema acima).

Portanto, a sequência ϕ(xxx),yyy ⊂ S é uma sequência M⊗R N-regular em n. Note que ela tem
comprimento m+n, e portanto m+n≤ depthS(M⊗R N).

Pelo Lema 2.2.3, temos os seguintes isomorfismos

ExtmR (k,M)∼= HomR(k,M), (2.11)

ExtnS(l,N/mN)∼= HomS

(
l,

N/mN
yyy(N/mN)

)
∼= HomS

(
l,

N′

mN′

)
, e (2.12)

Extm+n
S (l,M⊗R N)∼= HomS

(
l,

M⊗R N
(ϕ(xxx),yyy)(M⊗R N)

)
∼= HomS

(
l,M⊗R N′

)
(2.13)

onde N′ = N/yyyN.

Agora,

diml(Extm+n
S (l,M⊗R N)) = diml(HomS(l,M⊗R N′)) por (2.13)

= dimk(HomR(k,M)) ·diml(HomS(l,N′/mN′)) pelo Lema 2.2.19(1)

= dimk(ExtmR (k,M)) ·diml(ExtnR(l,N/mN)) por (2.11) e (2.12).

Portanto,

diml(Extm+n
S (l,M⊗R N)) = dimk(ExtmR (k,M)) ·diml(ExtnR(l,N/mN)). (2.14)

Pelo Teorema 2.2.8, ExtmR (k,M) 6= 0 e ExtnR(l,N/mN)) 6= 0. Assim, de (2.14), note que
Extm+n

S (l,M⊗R N) 6= 0. Deste modo, pelo Teorema 2.2.8, depthS(M⊗R N)≤ m+n.

Segue que depthS(M ⊗R N) = m + n. Em consequência, pela igualdade (2.14),
rS(M⊗R N) = rR(M) · rS(N/mN).
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Definição 2.2.20. Seja M um R-módulo sobre um anel local (R,m,k). Definimos o socle de M

por
Soc(M) := (0 :M m).

Observação 2.2.21. Soc(M)∼= HomR(k,M). De fato, a aplicação Φ : Soc(M)→ HomR(k,M),
definida por Φ(x)(a) = ax, é um R-isomorfismo.

Lema 2.2.22. Sejam (R,m,k) um anel local Noetheriano, M um R-módulo finitamente gerado e
xxx uma sequência M-regular maximal em m de comprimento n. Então,

r(M) = dimk(Soc(M/xxxM)).

Demonstração. Seja xxx= x1, . . . ,xn. Então, claramente depth(M)= n e r(M)= dimk(ExtnR(k,M)).
Pela Observação 2.2.21 e pelo Lema 2.2.3, Soc(M/xxxM)∼=HomR(k,M/xxxM)∼= ExtnR(k,M). Logo,

dimk(Soc(M/xxxM)) = dimk(ExtnR(k,M)) = r(M).

Lema 2.2.23. Seja (R,m,k) um anel local e M um R-módulo. Se M 6= 0 tem comprimento finito,
então Soc(M) 6= 0.

Demonstração. Pela Observação 2.2.21, é suficiente mostrar que HomR(k,M) 6= 0. Mostraremos
isto por indução sobre n := length(M).

Se n = 1, então M ∼= k, e portanto HomR(k,M)∼= HomR(k,k) 6= 0.

Agora, suponha n > 1. Então, existe um submódulo próprio N 6= 0 de M que tem
comprimento n−1. Por indução, existe um R-homomorfismo k→ N não nulo. Compondo este
R-homomorfismo com a inclusão N→M, obtemos um R-homomorfismo k→M não nulo.

2.3 Profundidade e Dimensão Projetiva
Uma relação entre as noções de profundidade e de dimensão projetiva é dada pelo

Teorema de Auslander-Buschbaum (Teorema 2.3.4). O objetivo de esta seção é enunciar e
mostrar esse resultado.

Lema 2.3.1. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e M,N 6= 0 dois R-modulos finitamente
gerados. Se depth(M) > 0 e depth(N) > 0, existe um elemento x ∈ m que é um elemento
M-regular e N-regular.

Demonstração. Como depth(M)> 0 e depth(N)> 0, m contém elementos M-regulares e tam-
bém contém elementos N-regulares. Pela Proposição 2.1.3, m 6∈ Ass(M) e m 6∈ Ass(N). Pelos
Teoremas A.2.7 e A.2.8(2), e pelo Lema dos Primos Avoidance, m 6⊂ ZD(M)∪ZD(N). Daí,
existe x ∈m que é um elemento M-regular e N-regular.
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Lema 2.3.2. Seja (R,m,k) um anel local e ϕ : F → G um homomorfismo de R-módulos finita-
mente gerados. Suponha que F é livre, e seja M um R-módulo tal que m ∈ Ass(M). Suponha
que ϕ⊗ IdM é injetivo. Então:

(1) ϕ⊗ Idk é injetivo;

(2) Se G é um R-módulo livre, então ϕ é injetiva e existe um R-módulo livre N tal que
G = ϕ(F)⊕′N.

Demonstração. (1) Como m ∈ Ass(M), existe um R-homomorfismo i : k→ M não nulo e
portanto injetivo. Temos um diagrama comutativo

F⊗R k

ϕ⊗Idk
��

IdF⊗Ri// F⊗R M

ϕ⊗IdM
��

G⊗R k
IdG⊗i// G⊗R M

Como F é livre, F é plano e portanto IdF ⊗R i é injetivo. Por hipótese, ϕ⊗R IdM é injetiva.
Logo, ϕ⊗R Idk é um R-homomorfismo injetivo.

(2) Como ϕ ⊗R Idk é injetivo, note que o R-homomorfismo ϕ : F/mF → G/mG definido
por ϕ(x+mF) = ϕ(x) +mG é injetivo. Sejam l = rank(F) e r = rank(G). Note que
l = dimk(F/mF) e que r = dimk(G/mG). A injetividade de ϕ indica que l ≤ r.

Seja {e1, . . . ,el} uma R-base de F . Então, {ϕ(e1 +mF), . . . ,ϕ(el +mF)} é um con-
junto linearmente independente em G/mG. Existem zl+1 +mG, . . . ,zr +mG ∈ G/mG

tais que {ϕ(e1 +mF), . . . ,ϕ(el +mF),zl+1 +mG, . . . ,zr +mG} é uma base de G/mG.
Deste modo, pelo Lema de Nakayama (mais específicamente, pelo Corolário A.1.21),
{ϕ(e1), . . . ,ϕ(el),zl+1, . . . ,zr} é um conjunto de r elementos que gera G. Como rank(G)=

r, esse conjunto é uma R-base para G e portanto ϕ(e1), . . . ,ϕ(el) são linearmente indepen-
dentes. Isto mostra que ϕ é injetiva.

Vejamos que ϕ(F) é um somando direto interno de G. Como {ϕ(e1), . . . ,ϕ(el),zl+1, . . . ,zr}
é uma base de G note que G = ϕ(F)⊕′ 〈zl+1, . . . ,zr〉, e que 〈zl+1, . . . ,zr〉 é um R-módulo
livre.

Observação 2.3.3. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e M 6= 0 um R-módulo finitamente
gerado. Seja n = pdimR(M)< ∞. Pelo Corolário 1.6.11, existe uma resolução livre minimal de
M

F• : 0→ Fn→ Fn−1→ ·· · → F1→ F0→M→ 0

com Fn 6= 0. Suponha n≥ 1. Então M1 := ker(F0→M) = im(F1→ F0) é não nulo. Temos que:

(1) pdim(M1) = n−1;
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(2) Se depth(M) = 0 e depth(R)> 0, então depth(M1) = 1.

Com efeito, mostremos (1). Observe que

F• : 0→ Fn→ Fn−1→ ··· → F1→M1→ 0

é uma resolução livre minimal de M1, donde, pdimR(M1) = n−1.

Mostremos (2). Temos uma sequência exata

0→M1→ F0→M→ 0.

Da Proposição 2.2.9,

depth(M1)≥min{depth(F0),depth(M)+1 = 1} e
0 = depth(M)≥min{depth(M1)−1,depth(F0)}.

Como depth(R) > 0 e F0 é livre, então depth(F0) > 0, assim, pela primeira desigualdade,
depth(M1)≥ 1 e consequêntemente, pela segunda desigualdade, depth(M1)−1 = 0.

Teorema 2.3.4 (Auslander-Buchsbaum). Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M 6= 0 um
R-módulo finitamente gerado. Se pdim(M)< ∞, então

depth(M)+pdim(M) = depth(R).

Demonstração. A prova será por indução sobre depthR(R).

Suponha primeiramente que depthR(R) = 0. Então m não contém elementos R-regulares,
e portanto, pela Proposição 2.1.3, m ∈Ass(R). Seja n = pdimR(M). Pelo Corolário 1.6.11, existe
uma resolução livre minimal

F• : 0→ Fn→ Fn−1→ ··· → F1→ F0→M→ 0

de M. Se n≥ 1, pelo Lema 2.3.2(2), Fn−1 = ϕ(Fn)⊕′H com H sendo um R-módulo livre; donde
obtem-se de F• uma resolução livre

0→ H→ ··· → F1→ F0→M→ 0

de M de comprimento n−1; o que contradiz a que pdimR(M) = n. Portanto, pdimR(M) = n = 0,
isto é M é livre. Assim, como m não contém elementos R-regulares, também não contém
elementos M-regulares; donde depthR(M) = 0. Já que depthR(R) = pdimR(M) = depthR(M) = 0,
a igualdade depthR(M)+pdimR(M) = depthR(R) é satisfeita.

Suponha agora depthR(R)> 0. Mostraremos a igualdade nos seguintes casos.

Caso depthR(M)> 0. Pelo Lema 2.3.1, existe x ∈m um elemento R-regular e M-regular.
Pela Proposição 2.2.10(4) e pelo Corolário 2.1.16,



74 Capítulo 2. Introdução à teoria de módulos Cohen-Macaulay.

depthR/(x)(R/(x)) = depthR(R)−1 e pdimR/(x)(M/xM) = pdimR(M)< ∞.

Por indução,

pdimR/(x)(M/xM)+depthR/(x)(M/xM) = depthR/(x)(R/(x)),

donde, pela Proposição 2.2.10(4), resulta pdimR(M)+depthR(M)−1 = depthR(R)−1, donde

pdimR(M)+depthR(M) = depthR(R).

Caso depthR(M) = 0. Como depthR(M) = 0 e depthR(R)> 0, note que M não é livre e
portanto não projetivo. Portanto, pdimR(M)≥ 1. Pela Observação 2.3.3, existe um R-módulo
M1 tal que depthR(M1) = 1 > 0 e pdimR(M1) = pdimR(M)−1. Pelo caso mostrado acima,

pdimR(M1)+depthR(M1) = depthR(R).

Segue que pdimR(M) = depthR(R).

2.4 Complexo de Koszul

Nesta seção introduzimos o complexo de Koszul e com ajuda deele caracterizamos a
regularidade de uma sequência (sobre um módulo finitamente gerado) contida em um ideal
próprio de um anel local Noetheriano (Ver Proposição 2.4.8.) As referências para esta seção são
(HUNEKE, 2012, Capítulo 1, Subseção 1.2) e (BRUNS W.; HERZOG, 1998, Capítulo 1, Seção
6).

Sejam

C• : · · · −→Cn+1
dC

n+1−→Cn
dC

n−→Cn−1 −→ ·· ·

D• : · · · −→ Dn+1
dD

n+1−→ Dn
dD

n−→ Dn−1 −→ ·· ·

dois complexos de R-módulos como segue. O produto tensorial
(
C•,dC•

)
⊗
(
D•,dD•

)
dos

complexos C• e D• é um complexo de cadeias com o n-ésimas componentes dadas por

⊕
i+ j=n

(
Ci⊗R D j

)
e δn =

⊕
i+ j=n

δi+ j, onde

Ci⊗R D j
δi+ j−→

(
Ci−1⊗R D j

)
⊕
(
Ci⊗R D j−1

)
x⊗ y 7→

(
dC∗

i (x)⊗ y
)
⊕
(
(−1)ix⊗dD∗

j (y)
)
.
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Definição 2.4.1. Para x ∈ R, definimos o complexo de Koszul de x como sendo o complexo

K•(x;R) : 0 // R1
·x // R0 // 0

onde R1 = R0 = R.

Dado x ∈ R e um complexo

C• : · · · −→Cn+1
dC•

n+1−→Cn
dC•

n−→Cn−1 −→ ·· ·

de R-módulos, definimos C•(x) :=C•⊗K(x,R).

Observação 2.4.2. (1) Uns cálculos e uns isomorfismos naturais, mostram que C•(x) =

{Cn−1⊕Cn,δn}n∈Z onde para cada n ∈ Z, δn : Cn−1⊕Cn → Cn−2⊕Cn−1 é dado pela
correspondência

(αn−1,αn) 7→ (dC•
n−1,(−1)n−1xαn−1 +dC•

n (αn)).

(2) Em vista de (1), temos uma sequência exata curta de complexos

0→C•→C•(x)→C•(−1)→ 0.

Ela induz uma sequência exata longa,

· · · // Hn(C•) // Hn(C•(x)) // Hn(C•(−1))
∆n // Hn−1(C•) // · · ·

onde é R-homomorfismo conectante ∆n : Hn(C•(−1))→ Hn−1(C•) é dado pela corres-
pondência z 7→ (−1)n−1xz. Como Hn(C•(−1)) = Hn−1(C•), temos uma sequência exata
longa

· · · ·x // Hn(C•)
ϕn // Hn(C•(x))

ψn // Hn−1(C•(−1)) ·x //// · · · .

Assim, para cada n ∈ Z,

ker(ψn) = im(ϕn) =
Hn(C•)
ker(ϕn)

=
Hn(C•)

im(x : Hn(C•)→ Hn(C•))
=

Hn(C•)
xHn(C•)

e

im(ψn) = ker(x : Hn−1(C•)→ Hn−1(C•)) = annHn−1(C•)(x).

Substituindo o obtido na sequência exata

0 // ker(ψn) // Hn(C•(x))
ψn // im(ψn) // 0 ,

obtemos uma sequência exata

0→ Hn(C•)
xHn(C•)

→ Hn(C•(x))→ annHn−1(C•)(x)→ 0.
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(3) Para todo n ∈ Z, tem-se que xHn(C•(x)) = 0. De fato, seja (αn−1,αn) um representante de
um elemento em Hn (C•⊗K•(x;R)), isto é,

δn (αn−1,αn) =
(

dC•
n−1 (αn−1) ,(−1)n−1xαn−1 +dC•

n (αn)
)
= (0,0)

Daqui temos dC
n · (αn) = (−1)nxαn−1 Mas, como

δn+1 (αn,αn+1) =
(

dC•
n (αn) ,(−1)nxαn +dC•

n+1 (αn+1)
)
,

temos que

x · (αn−1,αn) = (xαn−1,xαn) = δn+1 ((−1)n
αn,0) ∈ im(δn+1).

Definição 2.4.3. Sejam x1, . . . ,xn ∈ R e M um R-módulo. O complexo de Koszul é definido
indutivamente por

K•(x1, . . . ,xn;M) := K•(x1, . . . ,xn−1;M)⊗K•(xn,R),

onde K•(x;M) = K(x;R)⊗R M.

Observação 2.4.4. Sejam R um anel, x1, . . . ,xn ∈ R e M um R-módulo.

(1) Pode verificarse por indução que,

K•(x1, . . . ,xn;M) = K•(x1, . . . ,xn;R)⊗R M.

(2) Por indução, pode-se mostrar que o complexo K•(x1, . . . ,xn;R) é

K•(x1, . . . ,xn;R) : 0 // R


±x1

±x2

...
±xn


// R(

n
1) // · · · // R(

n
n−1)

(x1,...,xn) // R // 0 .

Portanto,

K•(x1, . . . ,xn;M) : 0 // M


±x1

±x2

...
±xn


// M(n

1) // · · · // M( n
n−1)

(x1,...,xn) // M // 0 .

Observe que é complexo de Koszul é invariante por permutações.

Dados um anel R, elementos x1, . . . ,xn ∈ R e um R-módulo M, definimos para todo i ∈ Z,

Hi(x1, . . . ,xn;M) := Hi(K•(x1, . . . ,xn;M)).
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Teorema 2.4.5. Seja R um anel, x1, . . . ,xn ∈ R e M um R módulo finitamente gerado. Então:

(1) H0 (x1, . . . ,xn;M)∼=
M

(x1, . . . ,xn)M
;

(2) Hn (x1, . . . ,xn;M)∼= annM (x1, . . . ,xn);

(3) (x1, . . . ,xn)Hi(x1, . . . ,xn;M) = 0 para todo i ∈ Z.

Demonstração. Mostremos (1) e (2). Da Observação 2.4.4, sabemos que K•(x1, . . . ,xn;M) é
dado por

K•(x1, . . . ,xn;M) : 0 // M
dn // M(n

1) // · · · // M( n
n−1) d1 // M // 0 ,

onde

dn =


±x1

±x2
...
±xn

 e d1 = (x1, . . . ,xn).

Daí, note que

H0(x1, . . . ,xn;M) =
ker(M→ 0)

im(d1)
=

M
(x1, . . . ,xn)M

, e

Hn(x1, . . . ,xn;M) =
ker(dn)

im(0→M)
=

annM(x1, . . . ,xn)

0
∼= annM(x1, . . . ,xn).

Mostremos (3). É suficiente mostrar que x jHi(x1, . . . ,xn;M) = 0 para todo i ∈ Z e
todo j = 1, . . . ,n. Seja 1 ≤ j < n. Como o complexo de Koszul é invariante, por permu-
tações, então Hi(x1, . . . ,xn;M) ∼= Hi(x1, . . . ,x j−1,x j+1, . . . ,xn,x j;M) para todo i ∈ Z. Como,
pela Observação 2.4.2(3), x jHi(x1, . . . ,x j−1,x j+1, . . . ,xn,x j;M) = 0 para todo i ∈ Z, segue que
x jHi(x1, . . . ,xn;M) = 0.

Lema 2.4.6. Sejam R um anel, xxx = x1, . . . ,xn uma sequência em R. Suponha que

0→M1→M→M2→ 0

é uma sequência exata de R-módulos. Então, existe uma sequência exata longa

· · · −→ Hi (xxx,M1)−→ Hi(xxx,M)−→ Hi (xxx,M2)−→ Hi−1 (xxx,M1)−→ . . . .

Demonstração. Cada Ki(xxx,R) é livre e portanto é plano; portanto, note que temos uma sequência
exata curta de complexos

0 // M1⊗R K•(xxx;R) // M⊗R K•(xxx;R) // M2⊗R K•(xxx,R) // 0 .
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Pela Observação 2.4.4(1) a sequência acima vira para uma sequência exata curta de complexos

0 // K•(xxx;M1) // K•(xxx;M) // K•(xxx,M2) // 0 .

Pela Proposição 1.5.2, ela induz uma sequência exata longa

· · · −→ Hi (xxx,M1)−→ Hi(xxx,M)−→ Hi (xxx,M2)−→ Hi−1 (xxx,M1)−→ ·· · .

Teorema 2.4.7. Seja R um anel Noetheriano e M 6= 0 um R-módulo finitamente gerado . Seja
I um ideal em R gerado por xxx = x1, . . . ,xn. Suponha que existe i tal que Hi(xxx;M) 6= 0. Seja
q = max{i : Hi(xxx;M) 6= 0} Então, grade(I,M) = n−q.

Demonstração. Procederemos por indução sobre s := grade(I,M). Se s = 0, então I consiste de
divisores de zero, e portanto, pela Proposição 2.1.3, I está contido em um primo associado p de
M, digamos com p = ann(m) onde m ∈M−{0}. Então, Im = 0, donde m ∈ annM(x1, . . . ,xn).
Já que m 6= 0, o Teorema 2.4.5(2), mostra que Hn(x1, . . . ,xn;M) 6= 0. Deste modo q = n e
consequentemente s = 0 = n−q.

Suponha agora s > 0. Então, existe um elemento M-regular z1 ∈ I. Assim, a sequência

0 // M
z1 // M // M/z1M // 0

é exata e pelo Lema 2.4.6, para cada i ∈ Z, temos uma sequências exata longa

· · · // Hi(xxx,M)
z1 // Hi(xxx;M) // Hi(xxx;M/z1M) // Hi−1(xxx;M)

z1 // · · · .

Já que, pelo Teorema 2.4.5(3), z1 anula Hi(xxx;M) para todo i, esta sequência exata induz sequên-
cias exatas

0→ Hi(xxx;M)→ Hi(xxx;M/z1M)→ Hi−1(xxx;M)→ 0 (2.15)

para todo i. Para i > q+1, por definição de q, temos que Hi(xxx;M) = Hi−1(xxx;M) = 0; donde, por
exatidão, Hi(xxx;M/z1M) = 0. Agora, se i = q+1 em (2.15), temos uma sequência exata

0→ Hq+1(xxx;M)→ Hq+1(xxx;M/z1M)→ Hq(xxx;M)→ 0.

Assim, já que, por definição de q, tem-se que Hq+1(xxx;M) = 0 e Hq(xxx;M) 6= 0, segue que
Hq+1(xxx;M/z1M) 6= 0. Portanto, q+ 1 = sup{i : Hi(xxx;M/z1M) 6= 0}. Como z1 é um elemento
M-regular, pela Proposição 2.2.10, temos que grade(I,M/z1) = s− 1. Por indução, s− 1 =

n− (q+1), donde s = n−q.

Proposição 2.4.8. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano, M 6= 0 um R-módulo finitamente
gerado e I ⊂m um ideal gerado por xxx = x1, . . . ,xn. Então, as seguintes afirmações são equivalen-
tes:
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(1) grade(I,M) = n;

(2) Hi(xxx;M) = 0,∀i≥ 1;

(3) H1(xxx;M) = 0;

(4) xxx é uma sequência M-regular.

Demonstração. (1)⇒ (2). Pelo Teorema 2.4.5(1) e pelo Lema de Nakayama, note que H0(xxx;M) 6=
0. Como grade(I;M) = n, pela Proposição 2.4.7, max{i : Hi(xxx;M) 6= 0} = 0. Isto indica que
Hi(xxx;M) = 0 para todo i≥ 1.

A implicação (2)⇒ (3) é clara.

(3)⇒ (4). Procederemos por indução. Suponha primeiro n = 1, isto é H1(x1;M) = 0.
Como, pelo Teorema 2.4.5(2), H1(x1;M) = annM(x1), segue que annM(x1)=0; donde x1 é um
elemento M-regular. Agora, suponha n > 1 e seja xxx′ = x1, . . . ,xn−1. Pela Observação 2.4.2(2),
temos uma sequência exata curta

0→ H1(xxx′;M)

xnH1(xxx′;M)
→ H1(xxx;M)→ annH0(xxx′;M)(xn)→ 0.

Como H1(xxx;M) = 0, segue, por exatidão, que

(i)
H1(xxx′;M)

xnH1(xxx′;M)
= 0, e

(ii) annH0(xxx′;M)(xn) = 0.

Como M é Noetheriano (Proposição A.2.5(2)), então K1(xxx′;M) = M(n−1
n−2) é Noetheriano (Corolá-

rio A.2.6), portanto H1(xxx′;M) é Noetheriano (Proposição A.2.5(1)) e, em particular, finitamente
gerado. Consequentemente, de (i) do Lema de Nakayama, segue que H1(xxx′;M) = 0 para todo
i≥ 1. Deste modo, por indução, xxx′ é uma sequência M-regular.

Por outro lado, (ii) indica que xn é um elemento H0(x1, . . . ,xn;M)-regular; assim, já que
H0(x1, . . . ,xn−1;M) ∼= M/(x1, . . . ,xn−1) (pelo Teorema 2.4.5(1)), segue que xn é um elemento
M/(x1, . . . ,xn−1)M-regular.

Como xxx′= x1, . . . ,xn−1 é uma sequência M-regular e xn é um elemento M/(x1, . . . ,xn−1)M-
regular, segue que xxx = x1, . . . ,xn é uma sequência M-regular.

(4)⇒ (1). É suficiente mostrar que a sequência M-regular xxx é maximal em I. Seja
y ∈ I ⊂m. Pelo lema de Nakayama, IM 6= M. Existe z ∈M tal que z 6∈ IM. Deste modo, z é não
nulo em M/IM. Mas por outro lado é claro que yz é zero em M/IM. Logo, y é um divisor de zero
de M/IM. Deste modo, todo elemento de I é um divisor de zero de M/IM; e por coinseguinte, a
sequência M-regular xxx é maximal em I.
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2.5 Módulos Cohen-Macaulay

Definição 2.5.1. Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Um R-módulo M finitamente gerado
é Cohen-Macaulay se M = 0; ou M 6= 0 com depth(M) = dim(M). Se além disso, dim(M) =

dim(R), dizemos que M é Cohen-Macaulay maximal.

Observação 2.5.2. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M um R-módulo. Se I ⊂ ann(M),
então M é Cohen-Macaulay como R-módulo se, e somente se, M é Cohen-Macaulay como
R/I-módulo.

Mais geralmente, podemos definir módulos Cohen-Macaulay sobre anéis Noetherianos
não necessariamente locais como segue: Sejam R é um anel Notheriano e M é um R-módulo
finitamente gerado. Dizemos que M é Cohen-Macaulay se Mm é um Rm-módulo Cohen-Macaulay
para todo m∈ Specm(R). Dizemos que M é Cohen-Macaulay maximal se Mm é Cohen-Macaulay
maximal para todo m ∈ Specm(R). O anel R é anel Cohen-Macaulay se R é Cohen-Macaulay
como R-módulo.

Nesta dissertação, vamos nos restringir a módulos Cohen-Macaulay sobre anéis locais
Noetherianos.

Exemplo 2.5.3. (1) Se R é um anel local Noetheriano e M é um R-módulo finitamente gerado
com dim(M) = 0, então M é Cohen-Macaulay. Em particular, os corpos são anéis Cohen-
Macaulay.

(2) Se R = k[[x,y]]
(x2,xy) , com k sendo um corpo, então R não é um anel Cohen-Macaulay. De fato,

note que dim(R) = 1 e depth(R) = 0.

(4) Os anéis locais regulares são Cohen-Macaulay (Veja a Seção 2.6). Em particular, o anel
das series formais k[[x1, . . . ,xn]], com k sendo um corpo, é Cohen-Macaulay.

(3) Se R é como no item (2), então R/(x)∼= k[[y]] é um anel Cohen-Macaulay e um R-módulo
Cohen-Maximal.

(5) Um anel local Noetheriano reduzido 1-dimensional é Cohen-Macaulay. Em particular, um
domínio local Noetheriano 1-dimensional é Cohen-Macaulay.

(6) Se R é um anel local Noetheriano e M é um R-módulo Cohen-Macaulay, então os quocien-
tes de M sobre sequências M-regulares em m são R-módulos Cohen-Macaulay (Teorema
2.5.7)

Teorema 2.5.4. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M 6= 0 um R-módulo Cohen-Macaulay.
Então:

(1) dim(R/p) = depth(M) para todo p ∈ Ass(M);
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(2) grade(I,M) = dim(M)−dim(M/IM) para todo ideal I ⊂m de R, en particular

depth(M) = dim(M)−dim(M/mM);

(3) Uma sequência xxx= x1, . . . ,xr⊂m é uma sequência M-regular se, e somente dim(M/xxxM)=

dim(M)− r.

Demonstração. (1) Seja p ∈ Ass(M). Pela Proposição 2.2.15, dim(R/p)≥ depth(M).

Como M é Cohen-Macaulay, então depth(M) = dim(M) = dim(R/ann(M)). Por ou-
tro lado, como p ∈ Ass(M) ⊂ Supp(M) = V (ann(M)), então p ⊃ ann(M), e portanto
dim(R/p)≤ dim(R/ann(M)). Temos, então que dim(R/p)≤ depth(M).

Segue que depth(M) = dim(R/p).

(2) Vamos mostrar o resultado por indução sobre grade(I,M).

Mostremos para o caso grade(I,M) = 0. Neste caso, devemos mostrar que dim(M) =

dim(M/IM). Como grade(I,M) = 0, então I consiste de divisores de zero, e portanto, pela
Proposição 2.1.3, I ⊂ p para algum p ∈ Ass(M). É claro que supp(M/IM) ⊂ supp(M),
donde, pela Proposição A.2.17, dim(M/IM)≤ dim(M). Mostremos que dim(M)≤ dim(M/IM).
Pelo item (1), dim(M) = dim(R/p). Agora, como p ∈ Ass(M)⊂ supp(M) =V (ann(M)),
então p⊃ ann(M). Daí, I+ann(M)⊂ p e em consequência, pelo Lema 2.2.12,

√
ann(M/IM)=√

I + ann(M)⊂ p. Note então, que

dim(M) = dim(R/p)≤ dim(R/ann(M/IM)) = dim(M/IM).

Agora suponha grade(I,M) > 0. Então, existe um elemento x ∈ I que é um elemento
M-regular. Pela Proposição 2.2.13,

dim(M/xM) = dim(M)−1 e depth(M/xM) = depth(M)−1.

Daí, como dim(M)= depth(M), segue que dim(M/xM)= depth(M/xM). Portanto, M/xM

é Cohen-Macaulay.

Pela Proposição 2.2.10(4), grade(I,M/xM) = grade(I,M)−1.

Por indução, segue que

grade(I,M/xM) = dim(M/xM)−dim
(

M/xM
I(M/xM)

)
= dim(M/xM)−dim(M/IM),

onde a segunda igualdade é porque M/xM
I(M/xM)

∼= M/IM. Daí,

grade(I,M)−1 = dim(M)−1−dim(M/IM),

donde grade(I,M) = dim(M)−dim(M/IM).
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(3) Pelo ítem (2), grade(xxx,M) = dim(M)−dim(M/xxxM). Em vista disso e da Proposição 2.4.8,
temos que

xxx é uma M- sequência regular⇔ grade(xxx;M) = r

⇔ r = dim(M)−dim(M/xxxM)

⇔ dim(M/xM) = dim(M)− r.

Observação 2.5.5. O item (1) da Proposição 2.2.10, indica que todos os primos associados de
um módulo Cohen-Macaulay são minimais.

Proposição 2.5.6. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay e M um R-módulo Cohen-Macaulay
maximal. Então, M é livre de torção.

Demonstração. Sejam s ∈ R um não divisor de zero de R e m ∈M tais que sm = 0. Devemos
mostrar que m= 0. Por absurdo, suponha m 6= 0. Então a igualdade sm= 0 indica que s∈ZD(M),
e desse modo, pela Proposição A.2.7(2), s ∈ p para algum p ∈ Ass(M).

Como s ∈ p não é um divisor de zero de R, então ht(p)≥ 1. De fato, se ht(p) = 0, então
p é um primo minimal de s e consequentemente, pelo Teorema do ideal principal de Krull (mais
especificamente pelo Corolário A.5.4), ht(p) = 1, o qual contradiz a que ht(p) = 0.

Como p ∈ Ass(M), então pelo Teorema 2.5.4(1)

dim(R/p) = dim(M) = dim(R)≥ ht(p)+dim(R/p)≥ 1+dim(R/p),

o que não pode acontecer.

Teorema 2.5.7. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M 6= 0 um R-módulo finitamente
gerado.

(1) Suponha que xxx é uma sequência M-regular em m. Então, M é Cohen-Macaulay se, e
somente se, M/xxxM é Cohen-Macaulay (como R-módulo e R/xxxR-módulo).

(2) Suponha que M é Cohen-Macaulay. Então Mp é Cohen-Macaulay para todo p ∈ Spec(R).
Além disso, se Mp 6= 0, então depth(Mp)= grade(p,M) e dim(M)= dim(Mp)+dim(M/pM).

Demonstração. (1) Pela Observação 2.5.2 é suficiente considerar M/xxxM como R-módulo.
Seja n o comprimento de xxx. Pela Proposição 2.2.13, temos que

depth(M/xxxM) = depth(M)−n e dim(M/xxxM) = dim(M)−n.
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Assim, note que

dim(M) = depth(M)⇐⇒ dim(M/xxxM) = depth(M/xxxM).

Portanto, M é Cohen-Macaulay se, e somente se, M/xxxM é Cohen-Macaulay.

(2) Seja p∈ Spec(R). Se Mp = 0, então Mp é Cohen-Macaulay por definição. Suponha Mp 6= 0.
Devemos mostrar que Mp é Cohen-Macaulay e que depth(Mp) = grade(p,M). Isto será
feito por indução sobre depth(Mp).

Suponha primeiramente que depth(Mp)= 0. Então, pela Proposição 2.2.10(1), grade(p,M)=

0. Deste modo, temos que depth(Mp) = grade(p,M). Agora, o fato que grade(p,M) = 0
também implica que p⊂ q para algum q ∈ Ass(M) (pela Proposição 2.1.3). Pela Observa-
ção 2.5.5, q é um primo minimal e p= q. Temos

0≤ dim(Mp) = dim(Rp/ann(Mp))≤ dim(Rp) = ht(p) = 0,

onde a última igualdade é porque p é um primo minimal de R. Assim, dim(Mp) = 0 =

depth(Mp), e em consequência Mp é Cohen-Macaulay.

Suponha agora depth(Mp) > 0. Então, pela Proposição 2.2.10(1), grade(p,M) > 0, de
modo que existe um elemento M-regular x ∈ p.

Pelo item (1), M/xM é Cohen-Macaulay. Como Mp 6= 0, pelo Lema de Nakayama
(M/xM)p∼=Mp/xMp 6= 0. Além disso, pela Proposição 2.2.13(1) e pelo Corolário 2.1.12(1),

depth(M/xM)p = depth(Mp/xMp) = depth(Mp)−1. (2.16)

Por indução, (M/xM)p é Cohen-Macaulay e

depth(M/xM)p = grade(p,M/xM) = grade(p,M)−1, (2.17)

onde a igualdade direita em (2.17) é pela Proposição 2.2.10(4).

Segue de (2.16) e (2.17), que depth(Mp) = grade(p,M).

Como (M/xM)p é Cohen-Macaulay e Mp/xMp
∼= (M/xM)p, temos que Mp/xMp é Cohen-

Macaulay. Como x (visto em Rp) é um elemento Mp-regular (pela Proposição 2.1.12(1) ),
segue do item (1) que Mp é Cohen-Macaulay.

A igualdade dim(M) = dim(Mp)+dim(M/pM) segue do item(2) do teorema anterior.

Corolário 2.5.8. Seja (R,m) um anel local Cohen-Macaulay e I um ideal próprio de R. Então,
grade(I) = ht(I). Portanto, ht(I)+dim(R/I) = dim(R).

Demonstração. Sabemos que

ht(I) = min{ht(p) : p ∈V (I)}
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e que, pela Proposição 2.2.10(1),

grade(I) = grade(I,R) = min{depth(Rp) : p ∈V (I)}.

Pelo Teorema 2.5.7(2), para todo p ∈ V (I), Rp é Cohen-Macaulay e por conseguinte, ht(p) =
dim(Rp) = depth(Rp). Portanto, ht(I) = grade(I). A igualdade ht(I)+dim(R/I) = dim(R) segue
do item (2) do Teorema 2.5.4.

Corolário 2.5.9. Suponha que R é um anel local Cohen-Macaulay e seja I um ideal próprio de
R. São equivalentes:

(1) I tem posto 1;

(2) I tem um elemento R-regular;

(3) I tem altura positiva.

Demonstração. A equivalência (1)⇔ (2) vale pela Proposição B.0.12. Pelo Corolário 2.5.8,
(2)⇔ (3).

Teorema 2.5.10. Seja ϕ : (R,m)→ (S, l) um homomorfismo local de anéis locais Noetherianos.
Suponha que M é um R-módulo finitamente gerado e que N é um S-módulo finitamente gerado
que é plano como R-módulo. Então,

M⊗R N é um S-módulo Cohen-Macaulay se, e somente se, M é um R-módulo Cohen-Macaulay
e N/mN é um S-módulo Cohen-Macaulay.

Demonstração. Pelo Teorema A.5.6(2), sabemos que

dimS(M⊗R N) = dimR(M)+dimS(N/mN).

Além disso, pela Proposição 2.2.18,

depthS(M⊗R N) = depthR(M)+depthS(N/mN).

Então,

dimS(M⊗R N)−depthS(M⊗R N)= (dimR(M)−depthR(M))+(dimS(N/mN)−depthS(N/mN)).

Pelo Corolário 2.2.14, sabemos que os números dimS(M⊗R N)−depthS(M⊗R N),dimR(M)−
depthR(M) e dimS(N/mN)−depthS(N/mN) são não negativos. Logo,

dimS(M⊗R N)= depthS(M⊗R N)⇐⇒ dimR(M)= depthR(M) e dimS(N/mN)= depthS(N/mN)

Segue que M⊗R N é um S-módulo Cohen-Macaulay se, e somente se, M é um R-módulo
Cohen-Macaulay e N/mN é um S-módulo Cohen-Macaulay.
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Proposição 2.5.11. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano, M um R-módulo finitamente
gerado e M̂ o completamento m-adico. Então:

(1) dimR(M) = dimR̂(M̂) e depthR(M) = depthR̂(M̂);

(2) M é Cohen-Macaulay se, e somente se, M̂ é Cohen-Macaulay.

Demonstração. (1) Temos que M̂ ∼= M⊗R R̂ (Teorema A.6.4(1)). Como a aplicação natural
R→ R̂ é um homomorfismo local plano de anéis Noetherianos, pelo Teorema A.5.6(2),
temos que

dimR̂(M̂) = dimR̂(M⊗R R̂) = dimR(M)+dimR̂(R̂/mR̂) = dimR(M)

e, pela Proposição 2.2.18,

depthR̂(M̂) = depthR̂(M⊗R R̂) = depthR(M)+depthR̂(R̂/mR̂) = depthR(M).

(2) Resulta imediato do item (1).

2.6 Anéis Locais Regulares, de Interseção Completa e
Gorenstein

.

Nesta seção mostramos que os anéis locais regulares são Cohen-Macaulay. Além disso,
definiremos os anéis locais de interseção completa e Gorenstein; e mostramos que eles são
também anéis Cohen-Macaulay.

Lembremos que um anel local Noetheriano (R,m) de dimensão d é regular se m é gerado
por d elementos. Vamos mostrar agora que um anel local regular é um anel Cohen-Macaulay.
Para isso precisamos da definição de sequência prima e de dois lemas.

Seja R um domínio. Uma sequência xxx = x1, . . . ,xn de elementos de R é dita prima (ou
R-prima) se os ideais (x1, . . . ,xi) são primos distintos para todo i≥ 0.

Lema 2.6.1. Sejam R um domínio e x1, . . . ,xn ∈ R. Se a sequência xxx = x1, . . . ,xn é prima, então
xxx é regular.

Demonstração. Temos que mostrar que x1 é R-regular e que para 1 < i ≤ n, o elemento xi é
R/(x1, . . . ,xi−1)R-regular. O primeiro segue porque R é um domínio. Para o segundo, sejam
1 < i≤ n e z ∈ R tais que xiz ∈ (x1, . . . ,xi−1). Já que xxx é prima, (x1, . . . ,xi−1) é um ideal primo e
xi 6∈ (x1, . . . ,xi−1). Logo, z ∈ (x1, . . . ,xi−1).
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Lema 2.6.2. Sejam R um anel e p1, . . . ,pm ideais primos distintos de R. Sejam M um R-módulo
e x1, . . . ,xn ∈M. Ponha N := 〈x1, . . . ,xn〉. Se Np j 6⊂ p jMp j para todo j = 1, . . . ,m, então existem
a2, . . . ,an ∈ R tais que x1 +∑

n
i=2 aixi 6∈ p jMp j para todo j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Procederemos por indução sobre m. Suponha m = 1. Como N = 〈x1, . . . ,xn〉 e
Np1 6⊂ p1Mp1, é claro que existe i = 1, . . . ,n tal que xi 6∈ p1Mp1 . Então, xi é a expressão requerida.

Suponha agora m > 1. Por indução, existem a′2, . . . ,a
′
n ∈ R tais que

x′1 := x1 +
n

∑
i=2

a′ixi 6∈ p jMp j ; ∀ j = 1, . . . ,m−1. (2.18)

Sem perda de geralidade, podemos supor que pm é um elemento minimal de {p1, . . . ,pm}. Deste
modo, pela Proposição A.1.9, existe r ∈

(⋂m−1
j=1 p j

)
−pm. Para i = 2, . . . ,n, defina x′i = rxi.

Defina N′ = 〈x′1, . . . ,x′n〉. Como r 6∈ pm, observe que

N′pm
= 〈

x′1
r
, . . . ,

x′n
r
〉= 〈x1

1
, . . . ,

xn

1
〉= Npm.

Como r ∈
⋂m−1

j=1 p j, observe que x′i ∈ p jMp j para todo i = 2, . . . ,n e para todo j =

1, . . . ,m−1; de modo que, por (2.18),

x′1 + x′i 6∈ p jMp j , ∀i = 2, . . . ,n; ∀ j = 1, . . . ,m−1. (2.19)

Se x′1 6∈ pmMpm , então x′1 é a expressão requerida.

Se x′1 ∈ pMpm , desde que N′pm
= Npm 6⊂ pmMp, temos que x′1 + x′i 6∈ pmMpm para algum i e

assim, por (2.19), tal expressão é a requerida.

Proposição 2.6.3. Seja (R,m) um anel local regular de dimensão d e seja x1, . . . ,xd um conjunto
(mínimo) de geradores de m. Então, x1, . . . ,xd é uma sequência regular. Portanto, R é Cohen-
Macaulay.

Demonstração. Para mostrar a regularidade de x1, . . . ,xd , pelo Lema 2.6.1 é suficiente mostrar
que R é um domínio e que tal sequência é prima. Procederemos por indução.

Se d = 0, então m= (0); donde segue que (0) é primo e portanto R um domínio.

Suponha d > 0. Já que o anel R é local, note que ht(m) = d > 0 e portanto m não é um
primo minimal. Deste modo, já que Min(R) é finito (Proposição A.2.4), aplicando o Lema 2.6.2
(com M = R, N = m e os p j como todos os elementos de Min(R)), existem r2, . . . ,rd ∈ R tais
que x′1 := x1 + r2x2 + · · ·+ rdxd 6∈

⋃
p∈Min(R)

p. Observe que m= (x′1,x2, . . . ,xd).

Pelo Teorema A.5.5, d−1≤ dim(R/x1R). Por outro lado, note que

m

x1R
= (x2 + x1R, . . . ,xd + x1R) =

√
(x2 + x1R, . . . ,xd + x1R),
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donde, pelo teorema da dimensão de Krull, resulta dim(R/x1R)≤ d−1. Portanto, R/x1R é um
anel local regular de dimensão d− 1. Da mesma maneira, R/x′1R é um anel local regular de
dimensão d−1.

Por indução, R/x1R e R/x′1R são domínios e x2 + x1R, . . . ,xd + x1R é uma sequência
R/x1R-prima.

Como R/x′1R é um domínio, o ideal (x′1) é primo. Já que x′1 6∈
⋃

p∈min(R)

p, o primo (x′1)

não é um primo minimal, portanto p( (x′1) para algum p ∈ Spec(R), donde p= x′1p. Consequen-
temente, como R é Noetheriano, então p é finitamente gerado (Proposição A.2.5(1)) , donde
segue que, pelo Lema de Nakayama, que p= 0, obtendo assim que R é um domínio.

Como R/x1R é um domínio e x2 + x1R, . . . ,xd + x1R é uma R/x1R-sequência prima, os
ideais (x1+x1R, . . . ,xi+x1R) são primos distintos para todo i≥ 0. Portanto, pela correspondência
de ideais primos de R e R/x1R, segue que os ideais (x1,x2, . . . ,xi) são primos distintos para todo
i≥ 0, donde resulta ser x1, . . . ,xd uma sequência prima.

Definição 2.6.4. Seja (R,m) um anel local Noetheriano.

(1) Se R é completo, dizemos que R é interseção completa se existe um anel local regular S e
um homomorfismo sobrejetivo S→ R cujo kernel esteja gerado por uma sequência regular;
em outras palavras, se existem um anel local regular S e uma sequência f1, . . . , fk ⊂ S

regular tais que R∼= S/( f1, . . . , fk).

(2) O anel R é de interseção completa se seu completamento R̂ é uma interseção completa.

Proposição 2.6.5. Seja (R,m) um anel local que é interseção completa. Então, R é Cohen-
Macaulay.

Demonstração. Pela Proposição 2.5.11(2), podemos supor que R é completo. Então, R ∼=
S/( f1, . . . , fk) onde S é um anel local regular e f1, . . . , fk é uma sequência S-regular. Pela Pro-
posição 2.6.3, S é um anel Cohen-Macaulay. Pelo Teorema 2.5.7(1), S/( f1, . . . , fk) é um anel
Cohen-Macaulay. Assim, o isomorfismo de anéis acima indica R é um anel Cohen-Macaulay.

Definição 2.6.6. Um anel local Noetheriano (R,m,k) é Gorenstein se

ExtiR(k,R)∼=

k, se i = dim(R);

0, se i 6= dim(R).

Proposição 2.6.7. Se (R,m,k) é um anel local Gorenstein, então R é Cohen-Macaulay.

Demonstração. Por definição,

ExtiR(k,R)∼=

k, se i = dim(R);

0, se i 6= dim(R).
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Pelo Teorema 2.2.8, é claro que depth(R) = dim(R).

Proposição 2.6.8. Sejam (R,m,k) um anel local Noetheriano e x ∈m um elemento R-regular.
Então, R é Gorenstein se, e somente se, R/(x) é Gorenstein.

Demonstração. Pela Proposição 2.1.6,

ExtiR/(x)(k,R/(x))∼= Exti+1
R (k,R)

para todo i≥ 0. Portanto,

ExtiR(k,R)∼=

k, se i = dim(R),

0, se i 6= dim(R)
⇐⇒ ExtiR/(x)(k,R/(x))∼=

k, se i = dim(R)−1,

0, se i 6= dim(R)−1.

Assim, como dim(R/xR) = dim(R)−1 (Proposição 2.2.13),

ExtiR(k,R)∼=

k, se i = dim(R),

0, se i 6= dim(R)
⇐⇒ ExtiR/(x)(k,R/(x))∼=

k, se i = dim(R/(x)),

0, se i 6= dim(R/(x)).

Isto mostra que R é Gorenstein se, e somente se, R/(x) é Gorenstein.

Temos provado que anéis locais regulares, de interseção Cohen-Macaulay e Gorenstein
são Cohen-Macaulay. Na verdade, mais geralmente as seguintes implicações valem para um anel
local Noetheriano:

regular =⇒ interseção completa =⇒ Gorenstein =⇒ Cohen-Macaulay.

(Ver (BRUNS W.; HERZOG, 1998, Proposição 3.1.20)).

Exemplo 2.6.9. (WINSTER, 2000, p. 15) Seja k um corpo.

(1) O anel k[[x,y]]/(xy) é Gorenstein mas não é regular.

(2) O anel k[[x,y]]/(x2,xy,y2) é Cohen-Macaulay mas não é Gorenstein.
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CAPÍTULO

3
SOBRE A CONJECTURA DE

AUSLANDER-REITEN PARA ANÉIS LOCAIS
COHEN-MACAULAY

A referência principal para este capítulo é (GOTO S.;TAKAHASHI, 2017).

A célebre conjectura de Auslander-Reiten afirma o seguinte:

Conjectura 3.0.1 (Auslander-Reiten). Seja R um anel Noetheriano. Se M é um R-módulo
finitamente gerado e ExtiR(M,M) = ExtiR(M,R) = 0 para todo i > 0, então M é projetivo.

Quando o anel é local Noetheriano, a conclusão pode ser trocada por “M é livre (Teo-
rema 1.5.13). Assim, a formulação da conjectura de Auslander-Reiten para anéis locais Cohen-
Macaulay é como segue:

Conjectura 3.0.2. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay e M um R-módulo finitamente
gerado. Se ExtiR(M,M) = ExtiR(M,R) = 0 para todo i > 0, então M é livre.

Neste capítulo, nosso objetivo é mostrar que a conjectura de Auslander-Reiten vale para
módulos Cohen-macaulay maximais de posto um sobre anéis locais normais Cohen-Macaulay.
Isto equivale a mostrar que a Conjectura 3.0.2 cumpre-se quando R é normal e M é Cohen-
Macaulay maximal de posto 1. O teorema principal que precisamos para mostrar este fato é o
seguinte:

Teorema 3.0.3. Seja R um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d > 0. Seja M um R-módulo
Cohen-Macaulay maximal de posto 1. Se

ExtiR(M,M) = Ext j
R(M,HomR(M,M)) = 0

para todo 1≤ i≤ d−1 e 1≤ j ≤ d, então M é livre.
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3.1 O Teorema Principal
O objetivo desta seção é provar o Teorema 3.0.3. Começamos enunciando e mostrando

cinco lemas e uma observação que ajudarão na prova desse Teorema.

Lema 3.1.1. Seja (R,m,k)→ (S,n, l) um homomorfismo local plano de anéis locais Noetheria-
nos. Se M é um R-módulo finitamente gerado, então M é um R-módulo livre se, e somente se,
M′ := M⊗R S é um S-módulo livre.

Demonstração. Só mostraremos que se M′ é S-livre, então M é livre. Pelo Teorema 1.5.13, é
suficiente mostrar que M é plano.

Seja N1→ N2→ N3 uma sequência exata. Temos que mostrar, que a sequência

N1⊗R M→ N2⊗R M→ N3⊗R M

é exata; isto é H :=
ker(N2⊗R M→ N3⊗R M)

im(N1⊗R S→ N2⊗R S)
= 0.

Como S é R-plano, a sequência

N1⊗R S→ N2⊗R S→ N3⊗R S

é exata. Como M′ é S-plano, a sequência

(N1⊗R S)⊗S M′→ (N2⊗R S)⊗S M′→ (N3⊗R S)⊗S M′

é exata. Pela Proposição A.1.36(1), a sequência

(N1⊗R M)⊗R S→ (N2⊗R M)⊗R S→ (N3⊗R M)⊗R S

é exata. Portanto,

H⊗R S∼=
ker((N2⊗R M)⊗R S→ (N3⊗R M)⊗R S)
im((N1⊗R M)⊗R S→ (N2⊗R M)⊗R S)

) = 0,

onde o isomorfismo é pelo Lema 1.1.4(1).

Seja x ∈ H e ponha I = annR(x).

Afirmação. I = R. Com efeito, seja φ : R/I→ H o R-homomorfismo tal que 1+ I→ x.
Já que I = annR(x), φ está bem definido e é injetivo. Como S é plano, ϕ⊗R S : R/I⊗R S→H⊗R S

é injetivo; mas já que H⊗R S = 0, devemos ter S/IS ∼= R/I⊗S = 0. Se I 6= R, então I ⊂ m, e
portanto S/mS = 0. Assim, 1 ∈mS⊂ n, donde 1 ∈ n; uma contradição. Portanto, I = R.

A afirmação indica que x = 0. Segue da arbitrariedade de x que H = 0.

Observação 3.1.2. Seja R um anel local Cohen-Macaulay. Se ρ : (R,m)→ (S,n) é um homomor-
fismo local plano de anéis Noetherianos tal que mS = n, então S é um anel local Cohen-Macaulay
da mesma dimensão de R e se S satisfaz o Teorema 3.0.3, então R também o satisfaz.



3.1. O Teorema Principal 91

Demonstração. De fato, pelo Teorema 2.5.10, S é um anel local Cohen-Macaulay o qual,
pela Proposição 2.2.18(1), tem mesma dimensão de R. Agora, suponha que S satisfaz o Te-
orema 3.0.3. Seja M um R-módulo Cohen-Macaulay maximal de posto 1 tal que ExtiR(M,M) =

Ext j
R(M,HomR(M,M)) = 0 para todo 1≤ i≤ d−1 e 1≤ j ≤ d. Então M⊗R S é um S-módulo

Cohen-Macaulay maximal (pelo Teorema 2.5.10 e pela Proposição 2.2.18(1)) de posto 1 (pela
Proposição B.0.10) tal que ExtiS(M⊗R S,M⊗R S) = Ext j

S(M⊗R S,HomS(M⊗R S,M⊗R S)) = 0
para todo 1≤ i≤ d−1 e 1≤ j ≤ d (pela Proposição 1.4.7). Assim, como o Teorema 3.0.3 vale
para S, segue que M⊗R S é um S-módulo livre. Logo, pelo Lema 3.1.1, M é um R-módulo livre.
Portanto, o Teorema 3.0.3 cumpre-se para R.

Lema 3.1.3. Suponha que R é um anel local Noetheriano Cohen-Macaulay de dimensão d > 0.
Se I é um ideal próprio de R que é Cohen-Macaulay maximal como R-módulo o qual tem posto
1, então R/I é um R-módulo Cohen-Macaulay de dimensão d−1.

Demonstração. Pela Proposição B.0.12, I contém um elemento x que é R-regular. Temos,

depth(R/I)≤ dim(R/I) pelo Corolário 2.2.14

≤ dim(R/(x))

= d−1 pela Proposição 2.2.13(2)

e portanto depth(R/I)≤ dim(R/I)≤ d−1. Por outro lado, aplicando a Proposição 2.2.9(3) para
a sequência

0→ I→ R→ R/I→ 0

temos que

depth(R/I)≥min{depth(I)−1,depth(R)}= min{d−1,d}= d−1.

Segue que depth(R/I) ≤ dim(R/I) ≤ d− 1 ≤ depth(R/I); donde depth(R/I) = dim(R/I) =

d−1. Isto mostra que R/I é um R-módulo Cohen-Macaulay de dimensão d−1.

Lema 3.1.4. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Seja x ∈ R um elemento R- e M-regular.
Sejam m,n inteiros positivos tais que

ExtiR(M,M) = Ext j
R(M,HomR(M,M)) = 0

para todo 1≤ i≤ m e 1≤ j ≤ n. Então,

ExtiR(M,M) = Ext j
R
(M,HomR(M,M)) = 0

para todo 1≤ i≤ m−1 e 1≤ j ≤ n−1, onde para todo R-módulo N, definimos N = N/xN.

Demonstração. Seja t ≥ 1 e C um R-módulo tal que x ∈ R é C-regular e ExtiR(M,C) = 0 para
todo 1≤ i≤ t.
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Como x ∈ R é C-regular, temos uma sequência exata

0 //C x //C //C // 0 .

Como ExtiR(M,C) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ t, da Ext(M,−)-sequência exata longa associada à
sequência acima, obtemos que a sequência

0 // HomR(M,C)
x // HomR(M,C) // HomR(M,C) // 0 (3.1)

é exata e que

ExtiR(M,C) = 0,∀ 1≤ i≤ t−1. (3.2)

Se C =M e t =m, por exatidão de (3.1), por um lado temos que x : HomR(M,M)→HomR(M,M)

é injetiva, donde x é HomR(M,M)-regular; e por outro lado, temos

HomR(M,M) =
HomR(M,M)

xHomR(M,M)

∼= HomR(M,M) pelo primeiro teorema do isomorfismo
∼= HomR(M,M) pela Proposição 2.1.15.

Agora, da Proposição 2.1.15 e de (3.2), temos que

ExtiR(M,C) = 0,∀1≤ i≤ t−1.

Desta maneira, tomando C =M e t =m (resp. C =HomR(M,M) e t = n), segue que ExtiR(M,M)=

0 para todo 1≤ i≤ m−1 (resp. Ext j
R
(M,HomR(M,M)) = 0 para todo 1≤ j ≤ n−1).

Lema 3.1.5. Sejam (R,m,k) um anel local completo Noetheriano de dimensão 1 e Q o anel total
de fracões de R. Se R é o fecho de integral de R em Q, então mR∩R =m.

Demonstração. A inclusão m⊂mR∩R é clara. Deste modo, é suficiente mostrar que mR∩R⊂
m, o que equivale a mostrar que o ideal mR∩R de R é próprio.

Como d = 1, existe um primo minimal p ( m de R, donde ht(p) = 0, e assim, pelo
Teorema do ideal principal de Krull(mais específicamente, pelo Corolário A.5.4 ), p⊂ ZD(R).
Dessa maneira, se S = R−ZD(R), então S∩p = /0. Portanto, a aplicação ϕ : Q→ Frac(R/p),
dada por x

y 7−→
x+p
y+p , está bem definida. Observe que ϕ é um homomorfismo de anéis.

Por outro lado, observe que (R/p,m/p) é um domínio completo local Noetheriano.
Assim, se denotamos por R/p ao fecho integral de R/p em Frac(R/p), pelo Teorema A.6.7, R/p

é um R/p-módulo finitamente gerado.

Agora, suponha que 1 ∈ mR∩R. Então, 1 ∈ mR, donde 1+ p = ϕ(1) ∈ (m/p)R/p ⊂
Frac(R/p), e portanto (m/p)R/p = R/p. Segue, do Lema de Nakayama, que R/p = 0, donde
R/p= 0; o que não acontece. Portanto, 1 6∈mR∩R, isto é, o ideal mR∩R de R é próprio.
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Lema 3.1.6. Seja R um anel local Cohen-Macaulay 1-dimensional. Seja M um R-módulo Cohen-
Macaulay maximal tal que Ext1R(M,HomR(M,M)) = 0. Suponha que existe um R-isomorfismo
HomR(M,M)∼= M. Então, M é cíclico.

Demonstração. Como R é um anel Cohen-Macaulay 1-dimensional e M é um R-módulo Cohen-
Macaulay maximal, então depthR(R)> 0 e depthR(M)> 0, donde, pelo Lema 2.3.1, existe um
elemento x ∈m que é R-regular e M-regular.

Para cada R-módulo N, definimos N = N/xN.

Ponha n = µR(M). Então, n = µR(M). De fato, ponha m = µR(M). Por definição de n, M

é gerado por n elementos de M e é claro que as imagens desses n elementos em M geram M como
R-módulo, donde m≤ n. Agora, como m= µR(M), existem m elementos x1, . . . ,xm cujas imagens
geram M como R-módulo e portanto também como R-módulo. Assim, M = xM+ 〈x1, . . . ,xm〉,
donde, pelo Lema de Nakayama generalizado, M = 〈x1, . . . ,xm〉 e consequentemente n≤ m.

Como x ∈ R é M-regular, a sequência

0 // M x // M // M // 0

é exata. Da hipótese, note que Ext1R(M,M) = 0. Desta maneira, da Ext(M,−)-sequência exata
longa associada à sequência acima, temos uma sequência exata

0 // HomR(M,M)
x // HomR(M,M) // HomR(M,M) // 0 .

Então,

M = M/xM
∼= M⊗R R/(x)
∼= HomR(M,M)⊗R R/(x)
∼= HomR(M,M)/xHomR(M,M)

∼= HomR(M,M) pelo primeiro teorema do isomorfismo
∼= HomR(M,M) pela Proposição 2.1.15.

Logo,

HomR(k,M)∼=HomR(k,HomR(M,M))∼=HomR(M⊗R k,M)∼=HomR(k
n,M)=

(
HomR(k,M)

)n
,

onde o último isomorfismo é porque n = µR(M) = dimk(M⊗R k). Agora, pela Proposição 2.1.6
e pelo Teorema 2.2.8, HomR(k,M)∼= Ext1R(k,M) 6= 0, donde HomR(k,M) 6= 0. Portanto, n = 1.
Isto mostra que M é cíclico.

Agora estamos prontos para mostrar o Teorema 3.0.3.
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Demonstração do Teorema 3.0.3. Vamos a dividir a demonstração em seis passos.

Passo 1: Podemos assumir R completo e k infinito.

Considerando o homomorfismo natural R→ R(X), onde R(X) = R[X ]mR[X ] (o qual tem
corpo residual infinito), pela Observação 3.1.2, podemos supor que o corpo residual de R é
infinito. Considerando agora o homomorfismo natural R→ R̂ e observando que R̂ é completo
com corpo residual infinito, novamente pela Observação 3.1.2, podemos supor que R é completo
e tem corpo residual infinito.

Passo 2: M é isomorfo a um ideal I de R e pode-se supor que I é próprio. Assim, é

suficiente demonstrar que I é livre.

Pela Proposição 2.5.6, M é um R-módulo livre de torção. Então, pela Proposição B.0.11,
M é isomorfo a um ideal I de R. Se I = R, então M ∼= I = R e temos o resultado desejado. Assim,
que podemos supor que I 6= R.

Passo 3: Podemos supor d = 1.

Como I tem posto 1, existe um elemento em I que é um elemento R-regular (Proposição
B.0.12). Então, pelo Lema 3.1.3, R/I é um R-módulo Cohen-Macaulay de dimensão d−1. Em
vista da Proposição 2.2.13, podemos obter por meio de uma aplicação repetida do Lema 2.3.1,
uma sequência xxx = x1, . . . ,xd−1 ⊂m que seja uma sequência R-regular e R/I-regular.

Então, temos:

a) R/xxxR é um anel Cohen-Macaulay de dimensão 1;

b) I
xxxI é um R/xxxR-módulo Cohen-Macaulay maximal de dimensão 1;

c) I
xxxI tem posto 1 como R/xxxR-módulo;

d) Ext1R/xxxR(I/xxxI,HomR/xxxR(I/xxxI, I/xxxI)) = 0;

e) Se I/xxxI é um R/xxxR-módulo livre, então I é um R-módulo livre.

Portanto, note que podemos supor d = 1. Com efeito, pelo Teorema 2.5.7(1) e pela Proposição
2.2.13(2), R/xxxR é um anel Cohen-Macaulay de dimensão 1, o que implica (a).
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Como I tem um elemento R-regular, note que ann(I) = 0. Agora,

dim
(

I
xxxI

)
= dim

(
R

ann(I/xxxI)

)
= dim

(
R

xxxR+ ann(I)

)
pelo Lema 2.2.12

= dim
(

R
xxxR

)
= 1

= d− (d−1)

= dim(I)− (d−1).

Então, xxx é uma sequência I-regular (pelo Teorema 2.5.4(3)), e consequentemente I/xxxI é um
R/xxxR-módulo Cohen-Macaulay maximal de dimensão 1 (pelo Teorema 2.5.7(1)), o que implica
(b).

Considere a sequência natural

0→ I
xxxI
→ R

xxxR
→ R

I +xxxR
→ 0

e note que ela é exata. Por outro lado, note que R/I
xxx(R/I)

∼= R
I+xxxR ; donde, pela Proposição 2.2.13(2),

dim( R
I+xxxR) = dim( R/I

xxx(R/I)) = 0, o que implica que R
I+xxxR tem comprimento finito. Assim, pela

Proposição B.0.13, R
I+xxxR tem posto zero como R/xxxR-módulo. Logo, pela aditividade do posto de

módulos, I/xxxI tem posto 1 como R/xxxR-módulo. Isto mostra (c).

Como xxx é uma sequência I-regular, uma aplicação repetida do Lema 3.1.4 implica (d).

O item (e) é imediato do Corolário 2.1.16, da Observação 1.6.2 e do Teorema 1.5.13.

Passo 4: Existe r ∈ I tal que (r) é uma redução de I. Note que r ∈ I é um elemento R-regular.

Pelo Corolário 2.5.9, ht(I)> 0. Então, pela Proposição A.4.7, a propagação analítica de
I é 1. Logo, pela Proposição A.4.6, existe r ∈ I tal que (r) é uma redução de I.

Como (r) é uma redução de I e I tem um elemento R-regular, note que r é R-regular.

Passo 5: Seja Q o anel total de fracões de R. Pensemos R como um subanel de Q por meio da

aplicação de localização R→Q. Defina L := I
r = {

x
r : x ∈ I} e S := (L :Q L) = {y∈Q : yL⊂ L}.

Então, 1 ∈ L∼= I, S∼= HomR(L,L), R⊂ S⊂ L⊂ R⊂ Q e S = L, onde R denota o fecho integral

de R em Q.

Como r ∈ I e 1 = r
r , por definição de L, temos que 1 ∈ L.

Defina ϕ : I→ L por ϕ(x) = x
r . É fácil ver que ϕ é um R-isomorfismo e portanto L∼= I.

Agora, defina ψ : S → HomR(L,L) por ψ(s)(y) = sy. Então, temos que ψ é um R-
isomorfismo bem definido. De fato,
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• Boa definição de ψ . Para todo s ∈ S,y ∈ L, por definição de S, temos que sy ∈ L. Isto
mostra que ψ está bem definida.

• ψ é um R-homomorfismo. Isto é fácil de provar.

• ψ é bijetiva. Defina β : HomR(L,L)→ S por β ( f ) = f (1). Dada f ∈ HomR(L,L), para
todo a ∈ I, note que

a f (1) = f
(

r
a
r

)
= r f

(a
r

)
,

donde a
r f (1) = f

(a
r

)
∈ L. Isto mostra que f (1) ∈ S para todo f ∈ HomR(L,L). Conse-

quentemente β está bem definida. Note que β é a inversa de ψ .

Agora mostremos o afirmado respeito às inclusões.

• R⊂ S. Seja x ∈ R. Para todo y ∈ I, claramente xy ∈ I; donde x y
r =

x
1

y
r =

xy
r ∈ L. Portanto,

x ∈ S.

• S⊂ L. Seja s ∈ S. Como 1 ∈ L, por definição de S, temos que s = s ·1 ∈ L.

• L⊂ R. Como (r) é uma redução de I, pela Proposição A.4.5, I ⊂ (r), onde (r) denota o
fecho integral do ideal (r) de R. Daí, note que L = I

r ⊂ R.

Finalmente mostremos que S = L. Ponha C = L/S. Devemos mostrar que C = 0.

O R-isomorfismo ϕ induz um R-isomorfismo L/R∼= I/rR. Além disso I/rR tem com-
primento finito pois I/rI tem comprimento finito (já que dim(I/rI) = dim(I)−1 = 0 pela Pro-
posição 2.2.13(2) ) e o R-homomorfismo natural I/rI→ I/rR é sobrejetivo. Portanto, L/R tem
comprimento finito. Deste modo, a sobrejetividade do R-homomorfismo natural L/R→ L/S =C

implica que C tem comprimento finito.

Para mostrar que C = 0, suponha, pelo absurdo, que C 6= 0. Então, pelo Lema 2.2.23,
existe z ∈ Soc(C) com z 6= 0.

Vamos construir um R-homomorfismo φ : L→C tal que φ(1) = z. Como z ∈ Soc(C)−
{0}, então existe um R-homomorfismo não nulo bem definido k→C tal que 1+m 7→ z (Observa-
ção 2.2.21). Por outro lado, já que L⊂ R e mR∩R =m (pelo Lema 3.1.5), note que 1 ∈ L−mL;
pelo que 1+mL forma parte de uma base para o k- espaço vetorial L/mL, o qual nos indica que
podemos achar um k-homomorfismo L/mL→ k tal que 1+mL 7→ 1+m, o qual é também clara-
mente um R-homomorfismo. Definimos φ : L→C como sendo a composta L→ L/mL→ k→C.
Observe que φ(1) = z.

Considere a sequência exata

0 // S θ // L π //C // 0

onde θ : S→ L é a inclusão e π : L→C a projeção natural.
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Por hipótese e pelos isomorfismos L∼= I ∼= M e S∼= HomR(M,M), temos Ext1R(L,S) = 0.
Então, da Ext(L,−)-sequência exata longa associada à sequência exata acima temos que a
sequência

0 // HomR(L,S)
θ∗ // HomR(L,L)

π∗ // HomR(L,C) // 0

é exata; e, em particular, π∗ : HomR(L,L)→ HomR(L,C) é sobrejetiva. Portanto, existe γ ∈
HomR(L,L) tal que φ = π ◦ γ . Em consequência, γ(1) = β (γ) ∈ S e

z = φ(1) = π(γ(1)) = π(θ(γ(1)) = 0,

o que é uma contradição ao fato de que z 6= 0.

Passo 6: I é isomorfo a R e portanto I é livre.

Do passo 5, note que I ∼= HomR(I, I). Logo, pelo Lema 3.1.6, I é cíclico. Daí, como I

tem um R-elemento regular, segue que I ∼= R.

3.2 Consequências do Teorema Principal

Nesta seção veremos algumas consequências do Teorema 3.0.3, entre elas a validade da
conjectura de Auslander-Reiten para módulos Cohen-Macaulay maximais de posto 1 sobre anéis
locais normais Cohen-Macaualy.

Corolário 3.2.1. Seja R um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d ≥ 1. Seja I um ideal
de R de altura positiva o qual é Cohen-Macaulay maximal como R-módulo. Se ExtiR(I, I) =
Ext j

R(I,HomR(I, I)) = 0 para todo 1≤ i≤ d−1 e 1≤ j ≤ d, então I ∼= R.

Demonstração. Como I tem altura positiva, pelo Corolário 2.5.9, I tem posto 1. Logo, pelo
Teorema 3.0.3, segue o resultado.

Se I é um ideal de R que contém um elemento R-regular, então R ⊂ HomR(I, I) ⊂ Q

(onde Q é o anel total de frações de R). No caso que R = HomR(I, I), dizemos que I é um ideal

fechado. Pelo Corolário 2.5.9, temos como consequência imediata do Corolário 3.2.1 o seguinte.

Corolário 3.2.2. Seja R um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d ≥ 1. Seja I um ideal
fechado de R o qual é Cohen-Macaulay maximal como R-modulo. Suponha que ExtiR(I, I) =
Ext j

R(I,R) = 0 para todo 1≤ i≤ d−1 e 1≤ j ≤ d. Então I ∼= R.

Corolário 3.2.3. Seja R um anel local normal Cohen-Macaulay de dimensão d > 0. Seja M um
R-módulo Cohen-Macaulay maximal de posto 1. Suponha que

ExtiR(M,M) = Ext j
R(M,R) = 0

para todo 1≤ i≤ d−1 e 1≤ j ≤ d. Então, M é livre.
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Demonstração. Pelo Teorema 3.0.3, é suficiente mostrar que R∼= HomR(M,M).

Como na prova do Teorema 3.0.3, M é isomorfo a um ideal I de R, podemos supor I 6= R,
I tem um elemento R-regular e ann(I) = 0 (já que I tem um elemento R-regular).

Denotemos por Q o anel total de fracões de R. Consideremos R como um subanel de Q

por meio da aplicação de localização R→ Q.

Seja S = (I :Q I) = {y ∈ Q : yI ⊂ I}. Então, R ⊂ S ⊂ R ⊂ Q, onde R denota o fecho
integral de R em Q, e portanto, pela normalidade de R, tem-se R = S. Com efeito, a inclusão
R⊂ S é clara. Provemos então a inclusão S⊂ R. De fato, sejam x ∈ R e r ∈ R um não divisor de
zero de R tais que x

r ∈ S. Então, x
r I ⊂ I, donde xI ⊂ rI. Portanto, note que rI = (r,x)I. Logo, pela

Proposição A.4.4, x é integral sobre (r). Isto indica que x
r é integral sobre R. Em consequência,

x
r ∈ R.

Agora, S ∼= HomR(I, I). De fato, defina ψ : S→ HomR(I, I) por ψ(s)(y) = sy. Então,
temos

• Boa definição de ψ . Para todo s ∈ S,y ∈ I, por definição de S, temos que sy ∈ I. Isto mostra
que ψ está bem definida.

• ψ é um R-homomorfismo. Isto é fácil de provar.

• ψ é bijetiva. Fixe um elemento R-regular t ∈ I. Defina ϕ : HomR(I, I)→ S por ϕ( f ) = f (t)
t .

Para todo f ∈ HomR(I, I) e todo a ∈ I, note que

a
f (t)
t

=
f (at)

t
=

t f (a)
t

= f (a) ∈ I.

Isto mostra que f (t)
t ∈ S para todo f ∈HomR(I, I). Consequentemente ϕ está bem definida.

Note que ϕ é a inversa de ψ .

Como R = S∼= HomR(I, I) e I ∼= M, então R∼= HomR(M,M).

Observe que o Corolário 3.2.3, indica claramente que a Conjectura 3.0.2 é verdadeira
quando R é normal e M é um R-módulo Cohen-Macaulay maximal de posto 1, o qual como
vimos, é equivalente a que a conjectura de Auslander-Reiten cumpre-se para módulos Cohen-
Macaulay maximais de posto 1 sobre anéis locais normais Cohen-Macaulay. Deste modo, temos
conseguido o objetivo desta dissertação.

Lema 3.2.4. Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano Gorestein. Se M é um R-módulo Cohen-
Macaulay maximal, então ExtiR(M,R) = 0 para todo i > 0.

Demonstração. Seja d = dim(R). Mostraremos o resultado por indução sobre d.
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Suponha primeiramente d = 0. Neste caso, R é Artiniano e, pelo Teorema A.2.8(1),
length(M)< ∞. Também, por ser R um anel Gorenstein,

ExtiR(k,R)∼=

k, se i = 0

0, se i 6= 0.
(3.3)

Além disso, observe que todo R-módulo não nulo finitamente gerado é Cohen-Macaulay maximal.

Mostremos o requerido por indução sobre n := length(M). Se n = 1, então M ∼= k e por
(3.3), ExtiR(M,R) = 0 para todo i > 0.

Suponha agora n > 1. Então, existe um submódulo N de M de comprimento length(N) =

n− 1 tal que M/N ∼= k. Observe que N é finitamente gerado pois M é Noetheriano (pela
Proposição A.2.5). Por hipótese indutiva, ExtiR(N,R) = 0 para todo i > 0. Por outro lado, o
R-isomorfismo M/N ∼= k induz uma sequência exata 0→ N→M→ k→ 0 e ela a sua vez, pelo
Teorema 1.5.5 induz uma sequência exata longa

0−→ HomR(k,R)→ HomR(M,R)→ HomR(N,R)→

→ Ext1R(k,R)→ Ext1R(M,R)→ Ext1R(N,R)→ ···

· · · → ExtiR(k,R)→ ExtiR(M,R)→ ExtiR(N,R)→ ··· .

Assim, como ExtiR(k,R) = ExtiR(N,R) = 0 para todo i > 0, segue que ExtiR(M,R) = 0 para todo
i > 0.

Agora, suponha d > 0 e que o resultado vale para todos os anéis locais Gorenstein de
dimensão d−1.

Como d = depthR(R) = depthR(M) > 0, pelo Lema 2.3.1, existe x ∈ m R-regular e
M-regular.

Pelas Proposições 2.6.8 e 2.2.13, R/(x) é Gorenstein de dimensão d−1 e M/xM é um
R/(x)-módulo Cohen-Macaulay maximal. Por hipótese indutiva,

ExtiR/(x)(M/xM,R/(x)) = 0

para todo i > 0. Logo, pela Proposição 2.1.6, ExtiR(M/xM,R) para todo i > 1.

Como x ∈ R é um elemento M-regular, temos uma sequência exata 0→ M x→ M →
M/xM→ 0. Ela induz, pelo Teorema 1.5.5, uma sequência exata longa

0−→ HomR(M/xM,R)→ HomR(M,R) x→ HomR(M,R)→

→ Ext1R(M/xM,R)→ Ext1R(M,R) x→ Ext1R(M,R)→ ···

· · · → ExtiR(M/xM,R)→ ExtiR(M,R) x→ ExtiR(M,R)→ ·· · .

Daí, como ExtiR(M/xM,R) = 0 para todo i > 1, observe que para todo i > 0, o R-homomorfismo
x : ExtiR(M,R) → ExtiR(M,R) é sobrejetivo. Consequentemente, pelo Lema de Nakayama,
ExtiR(M,R) = 0 para todo i > 0.
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Corolário 3.2.5. Seja R um anel local normal Gorenstein de dimensão 2. Então, todo R-módulo
Cohen-Macaulay rígido de posto 1 é livre.

Demonstração. Por definição, M é Cohen-Macaulay maximal e Ext1R(M,M) = 0. Além disso,
pelo Lema 3.2.4, Ext j

R(M,R) = 0 para j = 1,2. Segue, do Corolário 3.2.3, que M é livre.

Tomando d = 1 no Teorema 3.0.3, temos o seguinte:

Corolário 3.2.6. Seja R um anel local Cohen-Macaulay de dimensão 1. Seja M um R-módulo
Cohen-Macaulay maximal de posto 1. Se Ext1R(M,HomR(M,M)) = 0, então M ∼= R.

Seja R um anel Noetheriano. Dizemos que um R-módulo M finitamente gerado satisfaz a
condição de Serre (Sn) se depthRp

(Mp)≥min{n,ht(p)} para todo p ∈ Spec(R).

Corolário 3.2.7. Sejam R um anel local Noetheriano de dimensão d > 0 e M um R-módulo
finitamente gerado de posto 1. Suponha que R e M satisfazem a condição de Serre (S2). Se
Ext1R(M,HomR(M,M)) = 0, então R∼= HomR(M,M).

Demonstração. Sejam S = HomR(M,M), φ : R→ S o R-homomorfismo natural e X = coker(φ).
Como M tem posto 1, então ann(M) = 0, donde φ é injetiva. Mais generalmente, mostraremos
por indução sobre d que φ é um R-isomorfismo.

Suponha primeiramente d = 1. Então, ht(m) = 1 e assim, pelo Corolário 2.2.14, pela
Proposição 2.2.10(1), e por hipótese, temos o seguinte

1 = dim(R)≥ depth(R) = depthRm
(Rm)≥min{2,1}= 1, e

1 = dim(R)≥ dim(M)≥ depth(M) = depthRm
(Mm)≥min{2,1}= 1.

Portanto, M e R são Cohen-Macaulay (maximais) de dimensão 1. Pelo Corolário 3.2.6, M ∼= R,
donde HomR(M,M) ∼= HomR(R,R) ∼= R. Isto mostra que HomR(M,M) = 〈 f 〉 para algum f ∈
HomR(M,M). Então, IdM = r f para algum r ∈R. Isto indica que HomR(M,M) = rHomR(M,M),
donde, pelo Lema de Nakayama, r 6∈m, isto é r é unidade em R. Assim, da igualdade IdM = r f ,
segue que f = tIdM = φ(t) para algum t ∈ R, donde f ∈ im(φ). Já que HomR(M,M) = 〈 f 〉, isto
indica que φ é sobrejetiva e consequentemente φ é um R-isomorfismo.

Suponha agora d > 1 e que o resultado vale para todo os anéis locais Noetherianos de
dimensão < d satisfazendo (S2). Devemos mostrar que φ é um isomorfismo. É suficiente mostrar
que X = 0.

Se p ∈ Spec(R)−Specm(R), então temos os seguintes fatos.

• dim(Rp)< d. Pois, dim(Rp) = ht(p) e ht(p)< d já que p não é maximal.
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• Mp tem posto 1. Como M tem posto 1, pela Proposição B.0.4, existe um submódulo N de
M livre de posto 1 e existe um elemento R-regular r ∈ R tal que rM ⊂N. Então, claramente
Np é um submódulo livre de posto 1 de Mp, r/1 ∈ Rp é Rp-regular (pela Proposição 2.1.12)
e (r/1)Np ⊂Mp. Assim, novamente pela Proposição B.0.4, Mp é um Rp-módulo livre de
posto 1.

• Rp e Mp satisfazem (S2). Pois, para todo n ∈ Spec(Rp) existe q ∈ Spec(R) tal que q⊂ p

e n= qRp e nesse contexto existe um isomorfismo de anéis (Rp)n ∼= Rq. Com base isso,
como R e M satisfazem (S2), observe que Rp e Mp também satisfazem (S2).

• Ext1Rp
(Mp,HomRp(Mp,Mp)) = 0. De fato, é imediato do Corolário 1.4.8(2).

Deste modo, por hipótese indutiva, para todo p ∈ Spec(R)−Specm(R), o Rp-homomorfismo
induzido φp : Rp→ HomRp(Mp,Mp) é bijetivo e consequentemente Xp = 0.

Suponha X 6= 0. O fato de que Xp = 0 para todo p ∈ Spec(R)−Specm(R), mostra que
Supp(X) = {m}, donde dim(X) = 0. Assim, depth(X) = 0.

Agora, pela Proposição 2.2.10(1) e por hipótese, temos que

depth(R) = depthRm
(Rm)≥min{2,d}= 2, e

depth(M) = depthRm
(Mm)≥min{2,d}= 2.

Como depth(M) ≥ 2, observe que depth(S) ≥ 2. De fato, se x1,x2 ⊂ m é uma sequência M-
regular, então note que ela é uma sequência S-regular.

Aplicando a Proposição 2.2.9 para a sequência exata

0 // R
φ // S // X // 0

temos que
0 = depth(X)≥min{depth(R)−1,depth(S)},

donde depth(R)≤ 1 ou depth(S) = 0. Mas nenhuma das duas desigualdades acontece desde que
depth(R)≥ 2 e depth(S)≥ 2. Logo, X = 0.
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APÊNDICE

A
ALGUNS RESULTADOS DE ANÉIS E

MÓDULOS

Neste capítulo apresentamos as definições e resultados conhecidos da Álgebra Comu-
tativa básica considerados nesta dissertação. Para mais detalhes, ver (BORGES H.; TENGAN,
2014), (ATIYAH M. F.; MACDONALD, 1969), (ROTMAN, 2008) (MATSUMURA, 1980),
(BRUNS W.; HERZOG, 1998, Apêndice A) e (SWANSON I.; HUNEKE, 2015).

A.1 Anéis e Módulos

Anéis

Definição A.1.1. Um anel R é um conjunto munido com duas operações “+ e “·” tais que

(1) (R,+) é um grupo abeliano;

(2) (R, ·) é associativo;

(3) Para todos x,y,z ∈ R, temos x(y+ z) = xy+ xz.

Se (R, ·) é comutativo, dizemos que o anel R é comutativo. Se existe um elemento 1 ∈ R tal que
x1 = 1x = x para todo x ∈ R, então 1 é chamado de identidade de R e dizemos que R é um anel

com identidade.

No que segue os anéis são considerados comutativos com identidade.

Seja R um anel. Um elemento x ∈ R é chamado de

(1) unidade se possui inverso multiplicativo em R, ou seja, se existe um elemento y ∈ R tal
que xy = 1;
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(2) divisor de zero se existe y 6= 0 tal que xy = 0;

(3) nilpotente se possui existe n ∈ N tal que xn = 0.

Denotamos por R× ao conjunto das as unidades de R. Denotamos por ZD(R) ao conjunto dos
divisores de zero de R. Denotamos por

√
(0) a conjunto dos elementos nilpotentes de R. Um

corpo é um anel no qual todo elemento distinto de zero é una unidade. Um domínio é um anel que
não contém divisores de zero não nulos. Um anel é reduzido se não tem elementos nilpotentes
além do zero.

Definição A.1.2. Sejam R,S anéis. Um homomorfismo f : R→ S de anéis é uma aplicação
tal que para todo x,y ∈ R tem-se f (x+ y) = f (x)+ f (y), f (xy) = f (x) f (y) e f (1) = 1. Um
homomorfismo de anéis bijetivo é chamado de isomorfismo. Se existe um isomorfismo de anéis
entre R e S, escreveremos R∼= S.

Uma R-álgebra é um anel S junto com um homomorfismo de anéis f : R→ S.

Definição A.1.3. Um subconjunto I de um anel R é um ideal se I é um subgrupo aditivo de R e
se para todo x ∈ R,y ∈ I, tem-se xy ∈ I.

Exemplo A.1.4. Seja R um anel.

(1) (0) = {0} e R são ideais de R.

(2) A interseção de ideais de R é um ideal de R.

(3) Se x ∈ R, então (x) := {yx : y ∈ R} é um ideal de R. Mais geralmente, se x1, · · · ,xn ∈ R,
então

(x1, . . . ,xn) := {y1x1 + · · ·+ ynxn : yi ∈ R, i = 1, · · · ,n}

é um ideal de R. Observe que tal ideal é o menor ideal de R que contém x1,x2, . . . ,xn.

(4) Se I1, . . . , In definimos os ideais

I1 + I2 + · · ·+ In := {x1 + · · ·+ xn : xi ∈ Ii, i = 1, . . . ,n},

I1I2 · · · In := { ∑
f inita

x1 . . .xn : xi ∈ Ii, i = 1, . . . ,n}.

(5) Se f : R→ S é um homomorfismo de anéis, então

ker( f ) := {x ∈ R : f (x) = 0}

é um ideal de R. Observe que f é injetivo se, e somente se, ker( f ) = 0.

(6) Se I é um ideal de R, então o radical de I, definido por
√

I = {x ∈ R : existe n ∈ N tal que xn ∈ I},

é um ideal de R. Em particular, o conjunto
√

(0) é um ideal de R.
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Se I é um ideal de R, note que o grupo quociente R/I tem um produto definido por
(x+ I)(y+ I) = xy+ I para todo x,y ∈ R. Assim, R/I tem estrutura de anel e com esta estrutura
é chamado de anel quociente. Observe que o mapa quociente, definido por

π : R→ R/I, x 7→ x+ I

é um homomorfismo de anéis.

Teorema A.1.5. (Teorema da correspondência) Sejam R um anel e I ⊆ A um ideal de R. O mapa
quociente π : A→ A/a estabelece uma bijeção entre

{ ideais J ⊆ R tais que J ⊇ I}←→ { ideais de R/I}

J 7−→ π(J)

π
−1(L)←→ L.

Definição A.1.6. Um ideal p de um anel R é primo se para todo x,y ∈ R tal que xy ∈ p, tem-se
que x ∈ p ou y ∈ p. O conjunto de todos os ideais primos de R é chamado o espectro de R e se
denota por Spec(R). Se I é um ideal de R, denotamos por V (I) ao conjunto de todos os ideais
primos de R que contém I. Dizemos que p é um primo minimal de um ideal I se p é um elemento
minimal do conjunto V (I).

Observe que um ideal p de um anel R é primo se, e somente se R/p é um domínio.

Proposição A.1.7. Se I é um ideal de um anel R, então
√

I é a interseção de todos os ideais
primos que contém I.

Proposição A.1.8. (Primos Avoidance) Seja R um anel e p1, . . . ,pn ∈ Spec(R). Se I é um ideal
de R tal que I ⊂

⋃n
i=1 pi, então I ⊂ pi para algum i ∈ {1, . . . ,n}.

Proposição A.1.9. Sejam R um anel, I1, . . . , In ideais de R e p ∈ Spec(R). Se p⊃
⋂n

i=1 Ii, então
p⊃ Ii para algum i. Se p=

⋂n
i=1 Ii, então p= Ii para algum i.

Definição A.1.10. Um ideal m de um anel R é maximal se não existe um ideal I de R tal que
m( I. O conjunto de todos os ideais maximais de R é chamado o espectro maximal de R e se
denota por Specm(R). O radical de Jacobson de R é a interseção de todos os ideais maximais de
R e é denotada por J(R).

Observe que um ideal m de um anel R é maximal se, e somente se R/m é corpo. Observe
que Specm(R)⊂ Spec(R).

Proposição A.1.11. Seja R um anel e I um ideal próprio de R. Então, I está contido em um ideal
maximal m.
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Um anel local com um único ideal maximal são ditos locais. Um anel local R com ideal
maximal m é denotado por (R,m). Nesse caso, o corpo k := R/m é chamado de corpo residual
de R e acostumamos por escrever o anel por um par (R,m) ou por uma terna (R,m,k).

Um homomorfismo ϕ : (R,m)→ (S,n) de anéis locais é local se ϕ(m)⊂ n.

Proposição A.1.12. J(R) = {x ∈ R : 1− xy ∈ R×,∀y ∈ R}.

Módulos

Definição A.1.13. Seja R um anel. Dizemos que M é um R-módulo se (M,+) é um grupo
abeliano, dotado de uma multiplicação por escalar

R×M→M

(r,m) 7−→ rm.

tal que, para quaisquer r,s ∈ R e m,n ∈M, as seguintes propriedades sejam verificadas:

(i) (r+ s)m = rm+ sm;

(ii) r(m+n) = rm+ rn;

(iii) (rs)m = r(sm);

(iv) 1m = m.

Afim de não haver perigo de confusão, usaremos simplesmente a expressão “R-módulo”.

Se S é uma R-álgebra, observe que S tem estrutura de R-módulo.

Um submódulo N de um módulo M é um subconjunto de M tal que (N,+) é um subgrupo
de M e é fechado em relação a multiplicação por escalar.

Exemplo A.1.14. Seja M um R-módulo.

(1) {0} e M são submódulos de M.

(2) Interseção de submódulos de M é um submódulo de M.

(3) Dado um subconjunto S de M, o conjunto

〈S〉 := {x1m1 + · · ·+ xnmn : n ∈ N,xi ∈ R,mi ∈ S, i = 1, . . . ,n}

é o menor submódulo de M que contém S. Se S é um conjunto finito {m1, . . . ,mn},
denotamos 〈S〉 apenas por 〈m1, . . . ,mk〉; nesse caso

〈m1, . . . ,mn〉 := {x1m1 + · · ·+ xnmn : xi ∈ R, i = 1, . . . ,n}.
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(4) Se M1,M2 são submódulos de M, então

M1 +M2 := {m1 +m2 : m1 ∈M1,m2 ∈M2}

é o menor submódulo de M que contém M1 e M2.

(5) Se I e um ideal de R, então

IM := {x1m1 + · · ·+ xnmn : xi ∈ I,mi ∈ I,n ∈ N}

é um submódulo de R. Se IM = 0, observe que M tem estrutura de R/I-módulo.

(6) Se I é um ideal de R, então annM(I) := {m ∈M : Im = 0} é um submódulo de M.

Sejam M1 e M2 submódulos de um R-módulo M, definimos

(M1 : M2) = {x ∈ R : xM2 ⊂M1}.

Observe que (M1 : M2) é um ideal de R. Definimos o anulador de M por

ann(M) := (0 : M).

Definição A.1.15. Sejam M,N dois R-módulos. Um homomorfismo de R-módulos ou R-homomorfismo

é uma aplicação f : M→ N que satisfaz as seguintes condições:

(i) f (m1 +m2) = f (m1)+ f (m2),∀m1,m2 ∈M;

(ii) f (rm) = r f (m),∀r ∈ R,∀m ∈M.

Um R-homomorfismo bijetivo é chamado de R-isomorfismo. Se existe um R-isomorfismo entre
M e N, escreveremos M ∼= N.

Se N é um submódulo de um módulo M, então M/N tem estrutura de R-módulo induzida
de M, definida por x(m+M′) = ax+M′. A aplicação natural M→M/N é um R-homomorfismo.

Lema A.1.16. Seja f : M→ N um R-homomorfismo. Então

ker( f ) := {m ∈M : f (m) = 0}, e

im( f ) := {n ∈ N : existe m ∈M tal que f (m) = n}

são submódulos de M e N respectivamente. Além disso, f é injetiva se, e somente se ker( f ) = 0.

Proposição A.1.17. (Teoremas de isomorfismos de módulos)

(1) Seja f : M→ N um R-homomorfismo sobrejetivo. Então, M/ker( f )∼= N.

(2) Se L⊃M ⊃ N são R-módulos, então

(L/N)/(M/N)∼= L/M.

(3) Se M1,M2 são submódulos de M, então (M1 +M2)/M1 ∼= M2/(M1∩M2).
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Módulos Finitamente Gerados. Lema de Nakayama

Um R-módulo M é finitamente gerado se existem m1, . . . ,mn ∈M tais que M = 〈m1, . . . ,mn〉.

Proposição A.1.18. Um R-módulo M é finitamente gerado se, e somente se existem n ∈N e um
R-homomorfismo sobrejetivo Rn→M.

Proposição A.1.19. (Lema de Nakayama) Sejam M um R-módulo finitamente gerado e I é um
ideal de R tal que I ⊂ J(R). Se IM = M, então M = 0.

Corolário A.1.20. Sejam M um R-módulo finitamente gerado, N um submódulo de M e I um
ideal de R tal que I ⊂ J(R). Se M = IM+N, então M = N.

Corolário A.1.21. Sejam (R,m) um anel local e M um R-módulo finitamente gerado. Se
x1, . . . ,xn elementos de M cujas imagens em M/mM formam uma base de este espaço vetorial.
Então, x1, . . . ,xn geram M.

Corolário A.1.22. Seja (R,m) um anel local. Se M é um R-módulo finitamente gerado, então
qualquer conjunto mínimo de geradores de M possui exatamente dimR/m(M/mM) elementos.
Isto é

µR(M) = dimR/m(M/mM)

onde µR(M) := min{n |M pode ser gerado por n elementos }.

Dizemos que um R-módulo M tem presentação finita se existem m,n≥ 0 e uma sequência
exata

Rm→ Rn→M→ 0.

Observe que os módulos de presentação finita são finitamente gerados. Observe que um R-módulo
M tem presentação finita se, e somente se existe uma sequência exata da forma

0→ K→ Rn→M→ 0

com K sendo um R-módulo finitamente gerado.

Suma Direta e Produto Direto de Módulos

Seja {Mi}i∈I uma família de R-módulos. O produto direto ∏i∈I Mi que, como conjunto,
é igual ao produto cartesiano dos Mi, tem estrutura de R-módulo com a soma e o produto por
escalares realizada componente a componente. A soma direta

⊕
i∈I Mi é o submódulo do produto

direto cujos elementos são as tuplas (mi)i∈I "quase nulas", isto é, com mi 6= 0 apenas para um
número finito de índices i.

Se { fi : Mi→ Ni}i∈I é uma família de R-homomorfismos definimos as aplicações

∏i∈I fi : ∏i∈I Mi→∏i∈I Ni e
⊕
∈I fi :

⊕
i∈I Mi→

⊕
i∈I Mi
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por

(∏i∈I fi)
(
(xi)i∈I) = ( f (xi))i∈I e (⊕i∈I fi)

(
(xi)i∈I) = ( f (xi))i∈I .

Observe que elas são R-homomorfismos.

Um R-módulo M é livre se M ∼=
⊕

i∈I R. Nesse caso, o cardinal de I é dito o posto de M

e está bem definido.

Proposição A.1.23. Todo R-módulo é uma imagem homomórfica de um R-módulo livre. Todo
R-módulo finitamente gerado é imagem homomórfica de um R-módulo livre de posto finito.

Sejam M um R-módulo e, M1,M2 submódulos de M. Dizemos que M é a suma direta

interna de M1 e M2, se M = M1 +M2 e M1 ∩M2. Em tal caso escreveremos M = M1⊕′M2.
Observe que se M = M1⊕′M2, então M ∼= M1⊕M2.

Proposição A.1.24. Se f : M→ N e g : N → M são R-homomorfismos tais que g ◦ f = IdN ,
então N = im( f )⊕′ ker(g).

Sequências Exatas

Uma sequência M1
f→M

g→M2 de R-módulos e R-homomorfismos é dita exata em M se
Im( f ) = Ker(g). Por sua vez, a sequência da forma

· · · →Mn−1
fn−1→ Mn

fn→Mn+1→ ·· ·

é dita exata se é exata em Mn, para cada n ∈ Z. Em particular, observe que

(1) 0 // M′
f // M é exata se, e somente se f é injetiva.

(2) M
g // M′′ // 0 é exata se, e somente se, g é sobrejetiva.

(3) 0 // M
f // N // 0 é exata se, e somente se, f é um R-isomorfismo.

(4) 0 // M′
f // M

g // M′′ // 0 é exata se, e somente se, f é injetiva, g sobrejetiva e
im( f ) = ker(g).

Uma sequência exata 0 // L
f // M

g // N // 0 de R-módulos cinde se existe um R-
homomorfismo h : N→M tal que h◦g = IdM. Por exemplo, se M e N são R-módulos, então a
sequência exata

0 // M i // M⊕N π // N // 0

cinde, onde i é a injeção canônica e π é a projeção canônica.
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Hom e Tensor

Dados dois R-módulos M e N, o conjunto

HomR(M,N) := {φ : M→ N | φ é um R-homomorfismo}

também é um R-módulo (com a soma e o produto por R-escalares induzidos pelas operações em
N). Se f : M1→M2, é um R-homomorfismo, definimos

HomR(M, f ) : HomR (M,M1)→ HomR (M,M2)

φ 7→ f ◦φ

HomR( f ,N) : HomR (M2,N)→ HomR (M1,N)

φ 7→ φ ◦ f .

Observe que eles são R-homomorfismos. Os R-homomorfismos HomR(M, f ) e HomR( f ,N)

também se denotam por f∗ e f ∗ respectivamente.

Proposição A.1.25. Seja M um R-módulo. Então, a aplicação ϕ : HomR(R,M)→M, definida
por ϕ( f ) = f (1), é um R-isomorfismo.

Proposição A.1.26. Seja M um R-módulo. Então, HomR(M,−) é um functor covariante, isto é:

(1) Para qualquer par de R-homomorfismos g : N→ P e f : L→ N, tem-se HomR(M,g◦ f ) =

HomR(M,g)◦HomR(M, f );

(2) Para qualquer R-módulo N, HomR(M, IdN) = IdHomR(M,N).

Proposição A.1.27. Seja N um R-módulo. Então, HomR(−,N) é um functor contravariante, isto
é:

(1) Para qualquer par de R-homomorfismos g : L→ P e f : M→ L, tem-se HomR(g◦ f ,N) =

HomR( f ,N)◦HomR(g,N);

(2) Para qualquer R-módulo M, HomR(IdN ,M) = IdHomR(N,M).

Proposição A.1.28. Seja N um R-módulo. Então:

(1) HomR(N,−) é exato a direita, isto é, para qualquer sequência exata

M′
f−→M

g−→M′′ −→ 0,

a sequência

0−→M′
f−→M

g−→M′′ −→ 0

é exata
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(2) HomR(−,N) é exato a esquerda, isto é, para qualquer sequência exata

0−→M′
f−→M

g−→M′′,

a sequência

0−→ HomR
(
M′′,N

) HomR(g,N)−→ HomR(M,N)
HomR( f ,N)−→ HomR

(
M′,N

)
é exata.

Proposição A.1.29. Seja N um R-módulo. Seja

0−→M′
f−→M

g−→M′′ −→ 0

uma sequência exata de R-módulos que cinde. Então, as sequências

0−→ HomR
(
N,M′

) HomR(N, f )−→ HomR(N,M)
HomR(N,g)−→ HomR

(
N,M′′

)
−→ 0

0−→ HomR
(
M′′,N

) HomR(g,N)−→ HomR(M,N)
HomR( f ,N)−→ HomR

(
M′,N

)
−→ 0

são exatas.

Proposição A.1.30. Sejam M um R-módulo e {Ni}i∈I uma família de R-módulos.

(1) A aplicação

ϕ : HomR

(
M,∏

i∈I
Ni

)
→∏

i∈I
HomR (M,Ni)

definida por ϕ : f 7→ (pi ◦ f ), onde os pi são as projeções do produto direto ∏i∈I Ni, é um
R-isomorfismo.

(2) A aplicação

ψ : HomR

(⊕
i∈I

Ni,M

)
→∏

i∈I
HomR (Ni,M)

com ψ : f 7→ ( f ◦αi), onde os αi são as injeções na suma direta
⊕

i∈I Ni, é um R-
isomorfismo.

Seja R um anel e sejam M,N e T R-módulos. Um mapa bilinear é uma função

φ : M×N→ T

que é R-linear em cada entrada separadamente, ou seja,

(1) φ (x1m1 + x2m2,n) = x1φ (m1,n)+ x2φ (m2,n), e

(2) φ (m,x1n1 + x2n2) = x1φ (m,n1)+ x2φ (m,n2)
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para todo m,mi ∈M,n,ni ∈ N e xi ∈ R.

A partir de dois R-módulos M e N, vamos agora construir um novo R-módulo M⊗R N,
chamado produto tensorial de M e N sobre R, juntamente com uma aplicação bilinear

⊗ : M×N −→M⊗R N.

Considere o R-módulo livre com base {em,n | (m,n) ∈M×N}⊕
(m,n)∈M×N

R · em,n

e seja D o submódulo gerado pelos elementos da forma

(1) exm,n− x · em,n;

(2) em,xn− x · em,n;

(3) em1+m2,n− em1,n− em2,n;

(4) em,n1+n2− em,n1− em,n2 .

com m,mi ∈M,n,ni ∈ N e x ∈ R. Definimos o produto tensorial de M e N por

M⊗R N:=

⊕
(m,n)∈M×N R · em,n

D
.

Se denotamos por m⊗n a imagem de em,n em M⊗R N, observe que os m⊗n geram M⊗R N e
satisfazem as relações

(1) (xm)⊗n = x(m⊗n) = m⊗ (xn);

(2) (m1 +m2)⊗n = m1⊗n+m2⊗n;

(3) m⊗ (n1 +n2) = m⊗n1 +m⊗n2 para todo m,mi ∈M,n,ni ∈ N e x ∈ R,

Isto fornece um mapa bilinear
⊗ : M×N −→M⊗R N

(m,n) 7−→ m⊗n.

Proposição A.1.31. Sejam f : M→M′ e g : N→ N′ dois R-homomorfismos. Existe um único
homomorfismo f ⊗g : M⊗R N→M′⊗R N′ tal que que ( f ⊗g)(m⊗n) = f (m)⊗g(n).

Proposição A.1.32. Sejam f : M → M′, g : N → N′, f ′ : M′ → M′′ e g′ : N′ → N′′ quatro R-
homomorfismos. Então, ( f ′⊗ f )◦ (g′ ◦g′′) = ( f ′ ◦g′)⊗ ( f ◦g).

Teorema A.1.33. Seja R um anel. Temos os seguintes isomorfismos canônicos:
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(1) (associatividade)
(M⊗R N)⊗R P ≈−→M⊗R (N⊗R P)

(m⊗n)⊗ p 7−→ m⊗ (n⊗ p).

(2) (elemento neutro)
R⊗R M ≈−→M

x⊗m 7−→ xm.

(3) (comutatividade)
M⊗R N ≈−→ N⊗R M

m⊗n 7−→ n⊗m.

(4) (distributividade com relação à soma direta)

M⊗R

(⊕
i∈I

Ni

)
≈−→
⊕
i∈I

(M⊗R Ni)

m⊗ (ni)i∈I 7−→ (m⊗ni)i∈I .

(5) (quociente) Para qualquer ideal I ⊂ R,

M⊗R (R/I) ≈−→M/IM

m⊗ x̄ 7−→ xm.

(6) (adjunção ou "Hom sweet Hom")

HomR (M⊗R N,P) ≈−→ HomR (M,HomR(N,P))

f 7−→ (n 7→ f (m⊗n)).

Proposição A.1.34. Seja N um R-módulo. Então −⊗R N é exato a direita, isto é para qualquer
sequência exata

M′
f−→M

g−→M′′ −→ 0,

a sequência

M′⊗R N
f⊗IdN−→ M⊗R N

g⊗IdN−→ M′′⊗R N −→ 0

é exata.

Proposição A.1.35. Seja N um R-módulo. Seja

0−→M′
f−→M

g−→M′′ −→ 0

uma sequência exata de R-módulos que cinde. Então, a sequência

0−→M′⊗R N
f⊗IdN−→ M⊗R

g⊗IdN−→ M′′⊗R N −→ 0

é exata
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Proposição A.1.36. (Mudança de base) Seja R um anel e seja S uma R-álgebra.

(1) (Produto tensorial comuta com mudança de base) Dados dois R-módulos M e N, temos
um isomorfismo de S-módulos

(M⊗R S)⊗S (N⊗R S)≈ (M⊗R N)⊗R S

(m⊗ s)⊗
(
n⊗ s′

)
7−→ (m⊗n)⊗ ss′.

(2) (Transitividade) Se M é um R-módulo e P é um S-módulo, temos um isomorfismo de
S-módulos

(M⊗R S)⊗S P ≈−→M⊗R P

(m⊗ s)⊗ p 7−→ m⊗ sp.

Aqui M⊗R S é visto como S-módulo via multiplicação na segunda coordenada. Em
particular, se T é uma S-álgebra, temos um isomorfismo de T -módulos

(M⊗R S)⊗S T ≈−→M⊗R T

(m⊗ s)⊗ t 7−→ m⊗ (st).

Proposição A.1.37. Seja S uma R-álgebra e seja N um R-módulo com presentação finita. Para
todo R-modulo M, existe um isomorfismo natural

θ : HomR(N,M)→ HomS (N⊗R S,M)

dado por θ : f 7→ f̃ , onde f̃ (n⊗1) = f (n) para todo n ∈ N.

Módulos Planos

Um R-módulo N é plano se para toda sequência exata

M′
f // M

g // M′′

a sequência exata

M′⊗N
f⊗IdN// M⊗R N

g⊗IdN// M′′⊗R N

é exata.

Proposição A.1.38. Para um R-módulo N as seguintes são equivalentes:

(1) N é um R-módulo plano;

(2) Para toda sequência exata 0→M′→M→M′′→ 0, a sequência 0→M′⊗R N→M⊗R

N→M′′⊗R N→ 0 é exata;

(3) Se f : M′→M é um R-homomorfismo injetivo, então f ⊗ IdN : M′⊗R N→M⊗R N é um
R-homomorfismo injetivo;
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(4) Se f : M′→M é um homomorfismo injetivo de R-módulos finitamente gerados, então
f ⊗ IdN : M′⊗R N→M⊗R N é um R-homomorfismo injetivo.

Corolário A.1.39. Um R-módulo N é plano se, e somente se, para toda sequência exata 0→
M′→M→M′′→ 0 de R-módulos finitamente gerados, a sequência 0→M′⊗R N→M⊗R N→
M′′⊗R N→ 0 é exata.

Proposição A.1.40. Todo R-módulo livre é plano.

Proposição A.1.41. Seja {Mi}i∈I uma família de R-módulos. Então⊕i∈IMi é plano se, e somente
se Mi é plano para todo i ∈ I.

Uma R-álgebra S é plana se S é um R-módulo plano.

Proposição A.1.42 (Devissagé). Seja S um R-álgebra plana e seja M um R-módulo de presenta-
ção finita. Seja N um R-módulo qualquer. Então a aplicação canônica

HomR(M,N)⊗R S→ HomS(M⊗R S,N⊗R S)

dada por φ ⊗ s 7→ φ ⊗µs, onde µs : S→ S é a multiplicação por s, é um isomorfismo.

Proposição A.1.43. Seja B uma R-álgebra plana e N um R-módulo de presentação finita. Para
todo R-modulo M, existe um isomorfismo

ψ : B⊗R HomR(N,M)→ HomR (N,M⊗R B)

dado por b⊗g 7→ gb, onde gb(n) = g(n)⊗b para todo n ∈ N.

Localização

Seja R um anel. Um conjunto multiplicativo S de R é um subconjunto de R tal que S é
fechado por produto e 1 ∈ S. Defina uma relação ≡ sobre R×S como segue:

(a,s)≡ (b, t)⇐⇒ (at−bs)u = 0 para algum u ∈ S.

A relação ≡ é de equivalência. A classe de um elemento (a,s) ∈ R× S, em relação a ≡, é
denotada por a

s . Denotamos por S−1R ao conjunto de todas as classes de equivalência. Podemos
dotar a S−1R de estrutura de anel como segue

(a/s)+(b/t) = (at +bs)/st

(a/s)(b/t) = ab/st.

O anel S−1R é chamado o anel de fracões de R em relação a S.

A aplicação ρ : R → S−1R definida por f (x) = x/1 é um homomorfismo de anéis,
chamada o aplicação de localização.
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Agora, seja M um R-módulo. Defina sobre M×S uma relação ≡′ como segue:

(m,s)≡′ (m′,s′)⇐⇒ t(sm′− s′m) = 0 para algum t ∈ S.

Como antes, esta relação é de equivalência. Por m/s denotamos a classe de equivalência de um
elemento (m,s)∈M×S, e denotamos por S−1M o conjunto das classes de equivalência. Observe
que S−1M tem estrutura natural de S−1R-módulo com as obvias definições de suma e produto
por escalar.

Se f : M→ N é um R-homomorfismo, observe que a aplicação

S−1 f : S−1M→ S−1N,
m
s
7→ f (m)

s

é um S−1R-homomorfismo.

Proposição A.1.44. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Então, S−1M = 0 se, e somente
se existe s ∈ S tal que sM = 0.

Proposição A.1.45. Se

M
φ // N

ψ // P

é uma sequência exata de R-módulos. Então,

S−1M
S−1φ // S−1N

S−1ψ // S−1P

é uma sequência exata de S−1R-módulos.

Segue da proposição anterior que se N é um submódulo de M, então a aplicação S−1N→
S−1M é injetiva, e portanto podemos pensar S−1N como sendo um submódulo de S−1M.

Corolário A.1.46. Se N é um submódulo de M, então S−1(M/N)∼= S−1M/S−1N.

Proposição A.1.47. Se R é um anel e S⊂ R um conjunto multiplicativo de R, então S−1R é um
R-módulo plano.

Proposição A.1.48. Existe um isomorfismo(
S−1R

)
⊗R M ≈ S−1M
x
s
⊗m 7−→ xm

s
.

Proposição A.1.49. Se M e N dois R-módulos, então S−1(M⊗R N)∼= S−1M⊗S−1R S−1N.

Proposição A.1.50. Seja {Mi}i∈I uma família de R-módulos. Então,

S−1(⊕
i∈I

Mi
)∼=⊕

i∈I

S−1Mi.
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Proposição A.1.51. Seja M um R-módulo. São equivalentes:

(1) M = 0;

(2) Mp = 0 para todo p ∈ Spec(R);

(3) Mm = 0 para todo m ∈ Specm(R).

Proposição A.1.52. Seja φ : M→ N um R-homomorfismo. São equivalentes:

(1) φ é injetivo;

(2) φp : Mp→ Np é injetivo para todo p ∈ Spec(R);

(3) φm : Mm→ Nm é injetivo para todo m ∈ Specm(R).

Teorema A.1.53. Os ideais primos de S−1R estão em correspondência bijetiva (p←→ S−1p)

com os ideais primos de R que não intersectam com S.

Sejam R um anel e S o conjunto dos não divisores de zero. Observe que S é um conjunto
multiplicativo. O anel S−1R é chamado o anel total de fracões de R. Observe que a aplicação de
localização R→ S−1R é injetiva. Seja M um R-módulo. Dizemos que M é livre de torção se a
aplicação natural M→ S−1M é injetiva. Dizemos que M é um módulo de torção se S−1M = 0.

Definimos o suporte de um R-módulo M como sendo o conjunto

supp(M) = {p ∈ Spec(R) : Mp 6= 0}.

Proposição A.1.54. Seja M um R-módulo. Então, supp(M)⊂V (ann(M)) com igualdade se M

é finitamente gerado.

A.2 Anéis e Módulos Noetherianos e Artinianos

Anéis e Módulos Noetherianos

Proposição A.2.1. Para um R-módulo M as seguintes condições são equivalentes:

(1) Todo submódulo de M é finitamente gerado;

(2) Toda cadeia ascendente de submódulos de M estabiliza, isto é se

N1 ⊂ N2 ⊂ N3 ⊂ ·· ·

é uma cadeia de submódulos de M, então existe i0 ≥ 1 tal que Ni = Ni0 para todo i≥ i0;

(3) Todo subconjunto de submódulos de M tem um elemento maximal com relação à inclusão.
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Definição A.2.2. Um R-módulo M que satisfaz uma (e portanto todas) das condições da Propo-
sição A.2.1, é dito Noetheriano. O anel R é um anel Noetheriano se ele é Noetheriano como
R-módulo.

Proposição A.2.3. Seja R anel e S um subconjunto multiplicativo de R. Se M é um R-módulo
Noetheriano, então S−1M é um S−1R-módulo Noetheriano.

Proposição A.2.4. Se R é um anel Noetheriano, então o conjunto Min(R) dos primos minimais
de R é finito.

Proposição A.2.5. Seja R um anel.

(1) Seja

0−→M′ −→M −→M′′ −→ 0

uma sequência exata de R-módulos. Então M é Noetheriano se, e só se, M′ e M′′ são
Noetherianos. Em particular, quocientes e submódulos de módulos Noetherianos são
Noetherianos.

(2) Se R e Noetheriano e M é um R-módulo finitamente gerado, então M é Noetheriano.

.

Corolário A.2.6. Uma suma direta finita de R-módulos Noetherianos é Noetheriano.

Seja M um R-módulo. Um elemento x ∈ R é um divisor de zero de M se existe m ∈
M−{0} tal que x.m = 0. O conjunto dos divisores de zero de M é denotado por ZD(M).

Um ideal primo p de R é associado se existe m ∈M tal que p= ann(m). O conjunto dos
primos associados de M é denotado por Ass(M).

Teorema A.2.7. Seja R um anel Noetheriano e M um R-módulo. Então:

(1) Ass(M) 6= /0 se, e somente se M 6= 0;

(2) ZDR(M) =
⋃
p∈Ass(M) p.

Teorema A.2.8. Seja R um anel Noetheriano e M um R-módulo finitamente gerado.

(1) M admite uma cadeia de submódulos

0 = M0 ( M1 ( M2 · · ·( · · ·Mn = M

tal que Mi+1/Mi ∼= R/pi com pi ∈ Spec(R).

(2) O conjunto Ass(M) é finito.
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Teorema A.2.9. (Suporte e Primos Associados) Seja R um anel Noetheriano, p ∈ Spec(R) e seja
M um R-módulo finitamente gerado. Então:

AssRp(Mp) = {qRp | q ∈ AssR(M),q⊆ p} ,

supp(M) =
⋃

q∈Ass(M)

V (q).

Em particular, Ass(M)⊆ supp(M) e estes dois conjuntos possuem os mesmos primos minimais.

Proposição A.2.10. Se R é Noetheriano e M,N são dois R-módulos finitamente gerados, então
HomR(M,N) é um R-módulo finitamente gerado.

Anéis e Módulos Artinianos

Proposição A.2.11. Para um R-módulo M as seguintes condições são equivalentes:

(1) Toda cadeia descendente de submódulos se estabiliza;

(2) Todo conjunto de submódulos de M tem elemento minimal em relação a inclusão.

Definição A.2.12. Um R-módulo M é Artiniano se satisfaz uma das condições da Proposição
A.2.11. Um anel R é artiniano se ele é Artiniano como R-módulo.

Proposição A.2.13. Sejam R anel e S um subconjunto multiplicativo de R. Se M é um R-módulo
Artiniano, então S−1M é um S−1R-módulo Artiniano.

Seja M um R-módulo. Então, M é dito simple se M 6= 0 e seus únicos submódulos são M

e 0.

Lema A.2.14. Um R-módulo M é simple se, e somente se M ∼= R/m para algum m ∈ Specm(R).

Uma série de composição de M de tamanha n é uma sequência de submódulos

0 = M0 ( M1 ( M2 ( · · ·( Mn−1 ( Mn = M

tais que os quocientes consecutivos Mi+1/Mi são todos simples. O comprimento de M sobre R,
denotado por lengthR(M) é o mínimo entre todos os tamanhas das séries de composição de M

ou ∞ se M não admite serie de composição.

Teorema A.2.15. Seja M um R-módulo. Então,

1. (Teorema de Jordan-Hölder) Se lengthR(M)< ∞, então todas as séries de composição de
M, tem o mesmo tamanho.
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2. (Aditividade em sequências exatas) Seja

0→M′→M→M′′→ 0

uma sequência exata de R-módulos. Então, lengthR(M)<∞ se, e somente, se lengthR(M
′)<

∞ e lengthR(M
′′)< ∞. Neste caso

lengthR(M) = lengthR(M
′)+ lengthR(M

′′).

Lema A.2.16. Seja M um R-módulo. Se I⊂R é um ideal de R tal que IM = 0, então lengthR(M)=

lengthR/I(M).

Seja um anel R. Definimos a altura de um ideal primo p de R por

ht(p) = sup{n : p0 ( · · ·( pn = p,pi ∈ Spec(R)}.

Mais geralmente, definimos a altura de um ideal de R por

ht(I) = inf{ht(p) : p ∈V (I)}.

Definimos a dimensão de Krull de R por

dim(R) := {ht(p) : p ∈ Spec(R)}

Observe que dim(R)≥ ht(p)+dim(R/p) para todo p ∈ Spec(R).

Se ϕ : R→ S é um homomorfismo sobrejetivo de anéis não nulos, então dim(S)≤ dim(R).
Em particular, se I é um ideal de R, então dim(R/I)≤ dim(R).

Se M 6= 0 é um R-módulo, definimos a dimensão de Krull de M por

dim(M) := dim(R/ann(M)).

Proposição A.2.17. Seja M um R-módulo. Então,

dim(M) := sup{n : p0 ( p1 ( · · ·( pn, Spec(R) 3 pi ⊃ ann(M)}.

Se M é finitamente gerado, então

dim(M) := sup{n : p0 ( p1 ( · · ·( pn, pi ∈ supp(M)}.

Teorema A.2.18. Seja R um anel. As seguintes condições são equivalentes:

(1) R é Artiniano;

(2) R tem comprimento finito sobre si mesmo;

(3) R é Noetheriano e todo ideal primo de R é maximal;
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(4) R é Noetheriano e dim(R) = 0.

Teorema A.2.19. Seja R um anel Noetheriano e M 6= 0 um R-módulo finitamente gerado. As
seguintes condições são equivalentes:

(1) M tem comprimento finito;

(2) O anel R/ann(M) é Artiniano;

(3) dim(M) = 0.

A.3 Anéis e Módulos Graduados
Um anel R é dito graduado, se (R,+) admite uma decomposição como soma direta de

grupos abelianos
R =

⊕
d∈Z

Rd

tal que
RdRe ⊆ Rd+e

para todo d,e ∈ Z Os elementos de Ad são chamados elementos homogêneos de grau d. Assim
todo elemento a ∈ R pode ser escrito de maneira única como soma

a = ∑
d∈Z

ad

de elementos homogêneos ad ∈ Rd . Chamamos ad a componente homogênea de grau d do
elemento a.

Seja R=
⊕

d∈ZRd um anel graduado. Um R-módulo M é dito graduado se (M,+) admite
uma decomposição como soma direta

M =
⊕
d∈Z

Md

tal que
RdMe ⊆Md+e

para todo d,e ∈ Z. Os elementos de Md são chamados elementos homogêneos de grau d.

Sejam R um anel e I um ideal de R. O anel graduado associado de I é definido como

grI(R) :=
⊕
n≥0

(In/In+1).

Este é um anel graduado, no qual o produto é definido de maneira que satisfaze-se o seguinte:
para cada xn ∈ In denote por xn a imagem de xn em In/In+1; defina xmxn por xmxn, isto é, a
imagem de xmxn em Im+n/Im+n+1.

Usando a teoria de anéis graduados pode-se mostrar o seguinte.
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Teorema A.3.1. Sejam R um anel Noetheriano, I ⊂ R um ideal de R e M um R-módulo fi-
nitamente gerado. Seja N um submódulo de M. Então, existe r ∈ N tal que para todo n ≥ r

tem-se

InM∩N = In−r(IrM∩N).

Em particular, para todo n grande o suficiente,

InN ⊂ (InM)∩N ⊂ In−rN.

Como consequência do Teorema de Artin-Rees, temos o Teorema de interseção.

Teorema A.3.2 (Teorema de interseção). Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R e M

um R-módulo finitamente gerado. Ponha N =
⋂

∞
n=0 InM. Então, IN = N.

Corolário A.3.3. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R tal que I ⊂ J(R). Se M é um
R-módulo finitamente gerado, então

⋂
n≥0 InM = 0.

A.4 Fecho Integral, Anéis Normais e Reduções

Definição A.4.1. Seja R⊂ S uma extensão de anéis, isto é R é subanel de S.

(1) Um elemento x ∈ S é dito integral sobre R se existem r1, . . . ,rn ∈ R tais que

xn + r1xn−1 + · · ·+ rn−1x+ rn = 0.

(2) O fecho integral de R em S é o conjunto de todos os elementos de S que são integrais sobre
R.

(3) Se o fecho integral de R em S coincide com R, dizemos que R é integralmente fechado em
S.

Um domínio R é integralmente fechado se ele é integralmente fechado em seu corpo de
fracões.

Se R⊂ S é uma extensão de anéis, o fecho integral de R em S é um subanel de S.

Definição A.4.2. Um anel R é normal se ele é reduzido e Rp é um domínio integralmente fechado
para todo p ∈ Spec(R).

Proposição A.4.3. Seja R um anel Noetheriano reduzido. Então, R é normal se, se somente se,
R é integralmente fechado em seu anel total de fracões.

Demonstração. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, Página 28)
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Seja I um ideal de um anel R. Um elemento r ∈ R é dito integral sobre I se existe um
inteiro n e elementos ai ∈ Ii com i = 1, . . . ,n tais que

rn +a1rn−1 + · · ·+an−1r+an = 0.

O conjunto de todos os elementos de R que são integrais sobre é chamado o fecho integral de I,
e se denota por I.

Proposição A.4.4. Seja I um ideal de R e r ∈ R. As seguintes, são equivalentes.

(1) r é integral sobre I;

(2) Existe um R-módulo finitamente gerado M tal que rM ⊂ IM e tal que quando aM = 0 para
algum a ∈ R, então r ∈

√
(0 : a).

Além disso, se I é um R-módulo finitamente gerado e contém um não divisor de zero, então r é
integral sobre I se, e somente se, existe um R-módulo finitamente gerado M com ann(M) = 0 tal
que IM = (I +(r))M.

Demonstração. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, Corolário 1.1.8).

Sejam J ⊂ I ideais de um anel R. Dizemos que J é uma redução de I se existe n≥ 0 tal
que In+1 = JIn.

Proposição A.4.5. Sejam K ⊂ I ideais de R. Suponha que I é finitamente gerado. Então, K é
uma redução de I se, e somente se, I ⊂ K.

Demonstração. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, Proposição 1.2.5).

Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Definimos a propagação analítica de I como
sendo a dimensão de Krull de FI := grI(R)/mgrI(R).

Proposição A.4.6. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano com corpo residual infinito, I um
ideal e `= `(I) a propagação analítica de I. Então, toda redução de I contém uma redução gerada
por ` elementos. Em particular, existem x1, . . . ,x` tais que (x1, . . . ,x`) é uma redução de I.

Demonstração. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, Proposição 8.3.7).

Proposição A.4.7. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano e I um ideal. Então, dim(R) ≥
`(I)≥ ht(I).

Demonstração. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, Corolário 8.3.9).
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A.5 O Teorema da Dimensão de Krull; Algumas Con-
sequências

Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano. Um conjunto {a1, . . . ,an} ⊂ m é dito um
sistema de parâmetros se

√
(a1, . . . ,an) = m. Denotamos por δR ao tamanho mínimo de um

sistema de parâmetros de R.

Teorema A.5.1. (Teorema da dimensão de Krull) Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano.
Então, dim(R) é finito. Além disso, dim(R) = δR.

Corolário A.5.2. Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano. Então, µ(m)≥ d.

Um anel local Noetheriano (R,m,k) é regular se m é gerado por dim(R) elementos.
Nesse caso, observe, pelo corolário acima, que d é o número mínimo de geradores de m.

Outra consequência do Teorema da dimensão de Krull, é Teorema do ideal principal
Krull.

Teorema A.5.3. (Teorema do ideal principal de Krull) Seja R um anel Noetheriano e I um ideal
próprio de R gerado por n elementos. Se p ∈ Spec(R) é um primo minimal de I, então ht(p)≤ n.

Corolário A.5.4. Seja R um anel Noetheriano e 0 6= a ∈ R. Se p é um primo minimal de a, então
ht(p)≤ 1. No caso que a ∈ R não é um divisor de zero de R, então ht(p) = 1.

Os seguintes dois resultados são também consequências do Teorema da dimensão de
Krull.

Proposição A.5.5. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano, M um R-módulo finitamente gerado
e x1, . . . ,xr ∈m. Então,

dim(M/(x1, . . . ,xr)M)≥ dim(M)− r.

Teorema A.5.6 (Dimensão das fibras). Seja (R,m)→ (S,n) um homomorfismo local de anéis
locais Noetherianos. Então:

(1) dim(S)≤ dim(R)+dim(S/mS) com igualdade se S é plano como R-módulo;

(2) Mais geralmente, se M é um R-módulo finitamente gerado e N é S-módulo finitamente
gerado, então dimS (M⊗R N) ≤ dimR(M)+ dimS(N/mN), com igualdade se N é plano
como R-módulo.

A.6 Anéis Completos
Seja R um anel. Dado um ideal I de R, os conjuntos x+ In, com x ∈ R e n ∈ N, formam

uma base de abertos para uma topologia de R, a chamada topologia I-ádica. Da mesma forma,
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dado um R-módulo M os conjuntos da forma x+ InM, com x ∈M e n ∈ N, definem a topologia

I-ádica.

O Teorema de Artin-Rees, indica que a topologia I-ádica de um submódulo N ⊂M de M

coincide com a topologia induzida pela topologia I-ádica.

Considere uma sequência (xn)n∈N em R. Dizemos que ela converge para um elemento
x ∈ R na topologia I-ádica se

∀d ∈ N,∃ n0 ∈ N tal que n≥ n0⇒ xn− x ∈ Id.

Dizemos que (xn)n∈N é uma sequência de Cauchy na topologia I-ádica se

∀d ∈ N,∃ n0 ∈ Ntal que m,n≥ n0⇒ xm− xn ∈ Id.

Definição A.6.1. Sejam R um anel e I um ideal de R. Dizemos que R é completo em relação à
topologia I-ádica se toda sequência de Cauchy em R converge na topologia I-ádica.

Definição A.6.2. Seja (R,m) um anel local. Dizemos que ele é completo, se é completo com
relação à topologia m-ádica.

Sejam R um anel, I um ideal de R e M um R-módulo. Definimos o completamento I-ádico
de R como o anel

R̂ = {(xn + In)n ∈∏
n

R/In : xm− xn ∈ In,∀m > n}.

Definimos o completamento I-ádico de M como o R̂-módulo

M̂ = {(xn + InM)n ∈∏
n

M/InM : xm− xn ∈ InM,∀m > n}.

Observe que temos uma aplicação natural R→ R̂, que leva um elemento x ∈ R na tupla
constante (x+ In)n∈N.

No caso que R seja local com ideal maximal m, o completamento de R é definido como
sendo o completamento em relação a topologia m-ádica.

Teorema A.6.3. Seja R um anel Noetheriano e seja I ⊆ R um ideal. Se

0−→M −→ N −→ P−→ 0

é uma sequência exata de R-módulos finitamente gerados, então a sequência

0−→ M̂ −→ N̂ −→ P̂−→ 0

dos completamentos I-ádicos também é exata. Em particular, se M ⊆ N são módulos finitamente
gerados, M̂ pode ser visto como R̂-submódulo de N̂ e (̂N/M) = N̂/M̂.
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Teorema A.6.4 (Artin-Rees). Seja R um anel Noetheriano, I um ideal de R e M um R-módulo
finitamente gerado. Denote por R̂ e M̂ os completamentos I-ádicos de R e M. Então:

(1) O mapa natural
M⊗R R̂

∼=−→ M̂

é um isomorfismo;

(2) R̂ é plano sobre R;

(3) Ĵ = JR̂ para todo ideal J de R.

Corolário A.6.5. Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R e M um R-módulo finitamente
gerado. Se R̂ é o completamento I-ádico de de A, então R̂ é Î-ádicamente completo.

Proposição A.6.6. Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Então, o completamento R̂ é um anel
local Noetheriano com ideal maximal m̂.

Seja (R,m) um anel local Noetheriano completo. Se I é um ideal próprio de R, então
(R/I,m/I) é completo.

Teorema A.6.7. O fecho integral de um domínio local Noetheriano completo R é um R-módulo
finitamente gerado.

Demonstração. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, Teorema 4.3.4).
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APÊNDICE

B
ALGUNS RESULTADOS SOBRE O POSTO

DE UM MÓDULO

A referência principal para este apêndice é (BRUNS W.; HERZOG, 1998, Capítulo 1,
Seção 4).

Neste apêndice, R é um anel, S é o conjunto dos não divisores de R e Q é o anel total de
fracões, isto é Q = S−1R.

Definição B.0.1. Dizemos que um R-módulo M tem posto r se o Q-módulo M⊗R Q é livre de
posto r. Em tal caso, escrevemos rank(M) = r. Um R-homomorfismo ϕ : M→ N tem posto r e
escrevemos rank(ϕ) = r, se im(ϕ) tem posto r.

Observação B.0.2. Para um R-módulo M, são equivalentes:

(1) M tem posto r;

(2) M⊗R Q é um Q-módulo livre de posto r;

(3) S−1M é Q-livre de posto r;

(4) S−1M ∼= S−1Rn.

Note que no caso de módulos livres finitamente gerados, a definição de posto no sentido
acima coincide com a definição de posto no sentido usual.

Observação B.0.3. Se M é um R-módulo de torção, então M tem posto zero. De fato, em tal
caso tem-se que S−1M = 0.

Proposição B.0.4. Seja M um R-módulo. Então, M tem posto r se, e somente se, M tem um
submódulo livre N de posto r tal que M/N é um R-módulo de torção.
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Demonstração. Suponha que M tem posto r. Então, S−1M é um Q-módulo livre de posto r,
e portanto existem x1, . . . ,xr ∈ M tais que { x1

1 , · · · ,
xr
1 } é uma Q-base para S−1M. Seja N =

〈x1, . . . ,xr〉. O fato de ser { x1
1 , · · · ,

xr
1 } uma Q-base para S−1M, implica que x1, . . . ,xr são R-

linearmente independentes, donde N é livre de posto r. Por construção, observe que S−1N =

S−1M, donde S−1(M/N)∼= S−1M/S−1N = 0, o qual mostra que M/N é um módulo de torção.

Reciprocamente, suponha que M tem um submódulo livre N de posto r tal que M/N é um
módulo de torção. Existe uma R-base {y1, . . . ,yr} para N. Então, S−1N = 〈y1

1 , · · · ,
yr
1 〉 e y1

1 , · · · ,
yr
1

são Q-linearmente independentes, donde S−1N é Q-módulo livre de posto r. Agora, já que M/N

é um módulo de torção, temos que S−1M/S−1N ∼= S−1(M/N) = 0, e portanto S−1M = S−1N.
Deste modo, S−1M resulta ser um Q-módulo livre de posto r.

Lema B.0.5. Suponha que R é um anel Noetheriano.

(1) Se p ∈ Ass(R), então Rp
∼= Qp como Rp-módulos. Em particular, se adicionalmente M é

um R-módulo, então Mp
∼= (M⊗R Q)p.

(2) Para cada n ∈ Specm(Q), existe p ∈ Ass(R) tal que S−1p= n.

(3) No contexto de (2), Qn
∼= Rp como anéis.

Demonstração. (1) Para o isomorfismo Rp
∼= Qp, considere a aplicação

Rp→ Qp,
x
t
7→ x/1

t
.

O isomorfismo Mp
∼= (M⊗R Q)p segue da seguinte cadeia de isomorfismos

Mp
∼= Mp⊗Rp Rp

∼= Mp⊗Rp Qp
∼= (M⊗R Q)p.

(2) Pelo Teorema A.1.53, temos uma bijeção

DS := {q ∈ Spec(R) | q∩S = /0} '−→ Spec(Q) , q 7→ S−1q.

Já que S é o conjunto dos não divisores de zero de R, note que DS = {q ∈ Spec(R) | q⊂
ZD(R)}. Dado n ∈ Specm(Q), pela bijeção acima, existe q ∈ Spec(R) tal que q⊂ ZD(R)

e S−1q = n. Como ZD(R) =
⋃

p∈Ass(R)
p (Teorema A.2.7) e Ass(R) é finito (Teorema

A.2.8(2)), pelo Lema dos Primos Avoidance, q⊂ p para algum p ∈ Ass(R). Deste modo,
n= S−1q⊂ S−1p e a maximalidade de n implica em S−1p= n.

(3) Considere a aplicação

Rp→ Qn,
x
t
7→ x/1

t/1
.
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Lema B.0.6. Suponha que R é um anel semilocal e seja M um R-módulo finitamente gerado. Se
as localizações Mm são Rm-módulos livres com o mesmo posto r para todos os ideais maximais
m de R, então M é livre.

Demonstração. Procederemos por indução sobre r.

Se r = 0, a hipótese indica que Mm = 0 para todo m ∈ Specm(R). Portanto M = 0, e em
particular M é livre.

Suponha r > 0. Pelo lema de Nakayama, Mm 6⊂ mMm para todo m ∈ Specm(R). Apli-
cando o Lema 2.6.2 (com N = M e p1, . . . ,pm denotando os ideais maximais de R), temos que
existe x ∈M tal que x

1 6∈mMm para todo m ∈ Specm(R).

Dado m ∈ Specm(R), como x
1 6∈mMm, então x

1 é parte de uma base do Rm-módulo livre
Mm; o qual tem posto r. Assim, pelo Rm-isomorfismo (M/〈x〉)m ∼= Mm/〈x〉m, o Rm-módulo
(M/〈x〉)m é livre de posto r−1. Logo, por indução, o R-módulo M/〈x〉 é livre de posto r−1.

Por outro lado 〈x〉 é um R-módulo livre. Com efeito, é suficiente ver que

ϕ : R→ 〈x〉, r 7→ rx

é injetiva. De fato, dado m∈ Specm(R), a aplicação ϕm : Rm→〈x〉m é dada pela correspondência
r/s 7→ (r/s)(x/1). Pelo visto acima, 〈x〉m é um Rm-módulo livre, donde ϕm é injetiva. Portanto,
ϕ é injetiva.

Já que 〈x〉 é livre e M/〈x〉 é livre, observe que M ∼= 〈x〉⊕M/〈x〉, donde segue que M é
livre.

Proposição B.0.7. Suponha que R é um anel Noetheriano e seja M um R-módulo finitamente
gerado. Então, M tem posto r se, e somente se, para todo p ∈ Ass(R), o Rp-módulo Mp é livre de
posto r.

Demonstração. Suponha que M tem posto r. Então, o Q-módulo M⊗R Q é livre de posto r.
Dado p ∈ Ass(R), pelo Lema B.0.5(1),

Mp
∼= (M⊗R Q)p ∼= (Qr)p ∼= Qr

p
∼= Rr

p.

Deste modo, Mp é um Rp-módulo livre de posto r.

Reciprocamente, suponha que para todo p ∈ Ass(R), o Rp-módulo Mp é livre de posto r.

Afirmação. Dado n ∈ Specm(Q), o Qn-módulo (M⊗R Q)n é livre de posto r.

Com efeito pelos itens (2) e (3) do Lema B.0.5, existem p ∈ Ass(R) e um isomorfismo
de anéis Qn

∼= Rp. Este isomorfismo induz em todo Qn-módulo uma estrutura de Rp-módulo (e
portanto de R-módulo) e vice-versa. Temos os seguintes isomorfismos de Qn-módulos

(M⊗R Q)n ∼= Qn⊗Q (M⊗R Q)∼= M⊗R Qn
∼= M⊗R Rp

∼= Mp.
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Já que Mp é livre de posto r como Rp-módulo e os anéis Rp e Qn são isomorfos, segue que Mp é
livre de posto r como Qn-módulo. Portanto, pela cadeia de isomorfismos acima, (M⊗R Q)n é
livre de posto r como Qn-módulo.

Já que Ass(R) é finito (Teorema A.2.8(2)), o item (2) do Lema B.0.5 nos indica que Q é
semi-local. Logo, o resultado segue do Lema B.0.6.

Lema B.0.8. Seja

0 // L
ϕ // M

ψ // N // 0

uma sequência exata curta de R-módulos finitamente gerados.

(1) Se L e N são livres, então M é livre.

(2) Suponha que R é local Noetheriano com ideal maximal m.

(2.1) Se M e N são livres, então L é livre.

(2.2) Se M e L são livres e m ∈ Ass(R), então N é livre.

Tanto em (1) como em (2), cumpre-se que rank(M) = rank(L)+ rank(N).

Demonstração. Caso N livre. Seja B = {e1, . . . ,es} uma base livre de N.

Como ψ é sobrejetiva, para cada 1≤ i≤ s, existe ui ∈M tal que ψ(ui) = ei.

Afirmação. M = ker(ψ)⊕′ 〈u1, . . . ,us〉 ∼= L⊕〈u1, . . . ,us〉.

De fato, se z ∈M, então ψ(z) = a1e1+ · · ·+ases para alguns a1, . . . ,as ∈ R. Daí, ψ(z) =

a1ψ(u1)+ · · ·+asψ(us), donde z−(a1u1+ · · ·+asus)∈ ker(ψ), o que mostra que M = ker(ψ)+

〈u1, . . . ,us〉. Resta mostrar que ker(ψ)∩ 〈u1, . . . ,us〉 = 0. Se z ∈ ker(ψ)∩ 〈u1, . . . ,us〉, então
existem a1, . . . ,as ∈ R tais que z = a1u1 + · · ·+ asus com ψ(z) = 0, logo 0 = a1ψ(u1)+ · · ·+
asψ(us) = a1e1+ · · ·+asus, donde a1 = a2 = · · ·= as = 0, obtendo assim que z = 0. Por último,
o isomorfismo dado na afirmação segue do fato de L∼= im(ϕ) = ker(ψ) (que cumpre-se desde
que a sequência acima é exata).

Como B é uma base para N, observe que u1, . . . ,us devem ser linearmente independentes,
donde N ∼= 〈u1, . . . ,us〉. Logo, pela afirmação acima, M ∼= L⊕N. Portanto:

• Se L é livre, então M é livre (pois N é livre);

• Se M é livre e R é local Noetheriano, então L é projetivo e por conseguinte L é livre.

Caso M e L livres e (R,m) local Noetheriano com m ∈ Ass(R). Pelo Lema 2.3.2(2),
M = ker(ψ)⊕′G, onde G é um R-módulo livre. Observe que a restrição de ψ a G induz um
R-isomorfismo G ∼= N. Portanto, N é livre. Além disso, pelo desenvolvimento do caso acima,
M ∼= L⊕N.
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Em todos os casos, cumpre-se que M ∼= L⊕N. Daí, é clara a igualdade rank(M) =

rank(L)+ rank(N).

Proposição B.0.9. Suponha que R é um anel Noetheriano. Seja

0→U →M→ N→ 0

uma sequência exata de R-módulos finitamente gerados. Se dois dos módulos U,M,N tem posto,
então o R-módulo restante também tem posto e rank (M) = rank(U)+ rank(N).

Demonstração. Seja p ∈ Ass(R) e considere a sequência exata

0→Up→Mp→ Np→ 0.

Pelo Lema B.0.8, se dois dos módulos Up,Mp,Np são Rp-livres, então o restante também é
Rp-livre; e em qualquer caso, rank(Mp) = rank(Up)+ rank(Np). Deste modo, pela Proposição
B.0.7, segue o resultado.

Proposição B.0.10. Seja ϕ : R→ T um homomorfismo plano de anéis. Se M é um R-módulo
de posto r, então M⊗R T é um T -módulo de posto r.

Demonstração. Pela Proposição B.0.4, existe um submódulo N de M tal que N é livre de posto
r e M/N é um R-módulo de torção. Seja i : N → M a inclusão. Como T é R-plano, então
i⊗R IdT : N⊗R T →M⊗R T é injetivo.

Como N é livre de posto r, observe que N⊗R T é livre de posto r como T -módulo. Deste
modo, a injetividade de i⊗R IdT implica que (i⊗R IdT )(N⊗R T ) é um T -módulo livre de posto
r.

Por outro lado, todo elemento y ∈M⊗R T pode-se escrever da forma y = m1⊗ϕ(a1)t1+

· · ·+mk⊗ϕ(ak)tk com m1, . . . ,mk ∈ M, a1, . . . ,ak ∈ R e t1, · · · , tk ∈ T . Como M/N é um R-
módulo de torção, para todo i = 1, . . . ,k, existe um elemento R-regular ri ∈ R tal que rimi ∈ N.
Seja r = r1 · · ·rk. Então, r é um elemento R-regular, e consequentemente, pela Proposição 2.1.11,
ϕ(r) é um elemento T -regular; e ϕ(r)y= rm1⊗ϕ(a1)t1+ · · ·+rmk⊗ϕ(ak)tk ∈ (i⊗R IdT )(N⊗R

T ). Portanto, (M⊗R T )/(i⊗R IdT )(N⊗R T ) é um T -módulo de torção.

Da Proposição B.0.4, segue que M⊗R T é um T -módulo livre de posto r.

Proposição B.0.11. Seja M um R-módulo finitamente gerado livre de torção. Se M tem posto n,
então M é isomorfo a um submódulo de Rn.

Demonstração. Como M é finitamente gerado, podemos escrever M = 〈m1, . . . ,mk〉 onde m1, . . . ,mk ∈
M. Como M é livre de torção, a aplicação ϕ : M→ S−1M é um R-homomorfismo injetivo. Como
M tem posto n, existe um Q-isomorfismo φ : S−1M→ S−1Rn. Podemos supor que cada φ(mi/1)
é da forma

φ(mi/1) = ai/1
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com ai ∈ Rn. Temos, os seguintes isomorfismos de R-módulos

M ∼= 〈m1/1, . . . ,mk/1〉 pois ϕ é injetiva
∼= 〈a1/1, . . . ,ak/1〉 ⊂ S−1Rn pois φ é um R-isomorfismo
∼= 〈a1, . . . ,ak〉 ⊂ Rn pois Rn→ S−1Rn é injetiva.

Proposição B.0.12. Seja I um ideal de R. Então, I tem posto 1 se, e somente se, I tem um
elemento R-regular.

Demonstração. Suponha que I tem posto 1. Pela Proposição B.0.4, existe x ∈ I tal que (x) é
livre. É claro que x deve ser R-regular. Reciprocamente, seja x ∈ I um elemento R-regular. Temos
que {x/1} é uma Q-base para S−1I pois:

(1) {x/1} gera o Q-módulo S−1I. De fato, se y ∈ I e s ∈ S, observe que y
s =

y
sx

x
1 ;

(2) {x/1} é Q-linearmente independente. Se y ∈ R e s ∈ S são tais que y
s

x
1 = 0, então yx

s = 0,
donde y

s =
yx
sx = yx

s
1
x = 0.

Logo, o Q-módulo S−1I tem posto 1, isto é I tem posto 1 como R-módulo.

Proposição B.0.13. Suponha que R é um anel local Noetheriano com ideal maximal m e corpo
residual k. Suponha que m contém um nao divisor de R.Se M é um R-módulo finitamente gerado
de comprimento finito, então M tem posto zero.

Demonstração. Por indução sobre n := length(M).

Se n = 0, então M = 0 e em particular M tem posto zero.

Suponha n > 0. Então, existe uma serie de composição

0 = M0 ( M1 ( · · ·( Mn−1 ( Mn = M.

Isto nos fornece uma sequência exata 0→Mn−1→M→ k→ 0.

Por hipótese, existe um elemento R-regular x ∈m. Claramente x · k = 0, donde k é um
R-módulo de torção. Deste modo, pela Observação B.0.3, k tem posto zero.

Observe que Mn−1 tem comprimento n−1. Por indução, Mn−1 tem posto zero.

Segue da aditividade do posto (Proposição B.0.9), que M tem posto zero.
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