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RESUMO

RUBIO, M. V. A conjectura de Auslander-Reiten para anéis locais Cohen-Macaulay. 2022.
134 p. Dissertacdo (Mestrado em Cié€ncias — Matemadtica) — Instituto de Ci€ncias Matemdticas e
de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

A conjectura de Auslander-Reiten afirma que dados um anel (comutativo) Noetheriano R € um
R-médulo M finitamente gerado, se Extiy (M, M) = Exth,(M,R) = 0 para todo i > 0, entdo M é
projetivo. O objetivo deste trabalho € mostrar que esta conjectura € valida para médulos Cohen-
Macaulay maximais de posto 1 sobre anéis locais normais Cohen-Macaulay. A demonstracdo da
validade da conjectura nesse caso especial requer de um resultado chave sobre anulamento de
modulos Ext sobre anéis locais Cohen-Macaulay. Nesta dissertagdo, desenvolveremos a teoria
necessdria para mostrar esse resultado; posteriormente, faremos sua demonstracdo; e finalizamos
mostrando algumas de suas consequéncias, entre elas a validade da conjectura no caso especial

mencionado acima.

Palavras-chave: Conjectura de Auslander-Reiten, Ext, Mddulo projetivo, Médulo Cohen-

Macaulay, Posto de um moédulo.






ABSTRACT

RUBIO, M. V. Auslander-Reiten conjecture for Cohen-Macaulay local rings. 2022. 134 p.
Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2022.

The Auslander-Reiten conjecture states that given a Noetherian (commutative) ring R and
a finitely generated R-module M, if Exti(M,M) = Exth(M,R) = 0 for all i > 0, then M is
projective. The objective of this work is to prove that this conjecture holds for maximal
Cohen—Macaulay modules of rank one over Cohen—Macaulay normal local rings. The proof
of the validity of the conjecture in this special case requires of a key result about vanishing of
Ext modules over Cohen—Macaulay local rings. In this dissertation, we will develop the theory
necessary to show this result; subsequently, we will make its proof; and we finish proving some

of consequences, including the validity of the conjecture in the special case mentioned above.

Keywords: Auslander-Reiten conjecture, Ext, Projective module, Cohen-Macaulay module,

Rank of a module.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Motivados pela conjectura de Nakayama (NAKAYAMA, 1958), Auslander e Reiten
(AUSLANDER M; REITEN, 1975) propuseram a seguinte conjectura, chamada a Conjectura de

Nakayama generalizada:

Conjectura 0.0.1. Seja A uma 4lgebra de Artin (isto €, A € uma dlgebra sobre um anel Arti-
niano comutativo R que ¢ finitamente gerado como R-mddulo). Se M € um A-mddulo injetivo
indecomponivel, entdo M é um somando direto em um dos termos da resolu¢do injetiva minimal
de A.

Auslander e Reiten provaram que a Conjectura de Nakayama generalizada € verdadeira

se, e somente se, a seguinte conjectura € verdadeira.

Conjectura 0.0.2. Seja A uma dlgebra de Artin. Se M é um A-mddulo finitamente gerado M e
um gerador (isto é, A € um somando direto de uma soma direta finita de copias de M) tal que
Exth(M,M) = 0 para todo i > 0, entdo M € projetivo.

Auslander, Ding e Solberg (AUSLANDER M; DING, 1993) formularam a seguinte

conjectura, a qual € equivalente a Conjectura 0.0.2 sobre anéis Noetherianos.

Conjectura 0.0.3. Seja R um anel Noetheriano. Se M um R-mddulo finitamente gerado tal que
Exth(M,M) = Extiy(M,R) = 0 para todo i > 0, entdo M € projetivo.

Essa conjectura é conhecida como a Conjectura de Auslander-Reiten e € uma das
conjecturas mais importantes da Algebra Comutativa. Muita pesquisa tem sido feita em relacao
a essa conjectura, € como consequéncia atualmente se conhecem alguns casos na que ela vale,

como por exemplo:

* R é um anel local de intersecao completa (AUSLANDER M; DING, 1993, Proposi¢ao
1.9);
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* R ¢ um anel local e M tem dimensao de interse¢do completa finita (ARAYA T; YOSHINO,
1998, Teorema 4.3);

* R é um anel local Gorenstein de codimensao no maximo 4 (SEGA, 2002, Teorema 3.4);

* R € um anel local normal Cohen-Macaulay e M € um R-mddulo Cohen-Macaulay maximal
de posto 1. (GOTO S.;TAKAHASHI, 2017, Corolério 4.3).

Neste trabalho mostramos, basando-nos em (GOTO S.;TAKAHASHI, 2017), que a conjectura
de Auslander-Reiten cumpre para médulos Cohen-Macaulay maximais de posto 1 sobre anéis
(comutativos com identidade) locais normais Cohen-Macaulay. O resultado principal para lograr

este objetivo € o seguinte:

Teorema 0.0.4. Sejam R um anel (comutativo) local Cohen-Macaulay de dimensaod > 0e M

um R-médulo Cohen Macaulay maximal de posto 1. Se
Extiy(M, M) = Ext},(M,Homg(M,M)) = 0
paratodo 1 <i<d—1lel <j<d,entdo M é livre.

Este trabalho consta de trés capitulos e dois apéndices.

No primeiro capitulo desenvolvemos as ferramentas da Algebra Homoldgica necessérias
para dar uma pequena introducio a teoria de médulos Cohen-Macaulay e para provar o Teorema
0.0.4, entre elas principalmente: as no¢des e algumas propriedades de Ext e dimensdo projetiva,
e a equivaléncia de das nocdes de modulos projetivos, livres e planos entre si em moédulos

finitamente gerados sobre anéis locais Noetherianos.

No segundo capitulo damos uma introducio a teoria de médulos e anéis Cohen-Macaulay,

incluindo a teoria necessdria para mostrar o resultado principal.

No terceiro capitulo demonstramos o Teorema principal e algumas de suas consequéncias,

entre elas a validade da conjectura de Auslander-Reiten no caso especial mencionado acima.

No primeiro apéndice apresentamos as defini¢cdes e resultados da Algebra Comutativa

basica considerados neste trabalho.

No segundo apéndice desenvolvemos a teoria sobre o posto de um mdédulo (ndo necessa-

riamente livre) que vai ser considerada neste trabalho.

Nesta dissertagdo os anéis sdo considerados comutativos (com identidade) e afim de ndo

haver perigo de confusdo, usaremos simplesmente a expressao “R-médulo”.



19

CAPITULO

ALGUMAS FERRAMENTAS DE ALGEBRA
HOMOLOGICA

Neste capitulo desenvolvemos as seguintes ferramentas da Algebra Homoldgica: Tor, Ext
e dimensao projetiva. Também, mostramos, usando Tor, que em mdédulos finitamente gerados
sobre anéis locais Noetherianos, as no¢des de projetivos, planos e livres sdo equivalentes. As
referencias principais para este capitulo sdo (HILTON P.; STAMMBACH, 1971), (OSBORNE,
2000), (WEIBEL, 1994) e (ROTMAN, 2008).

1.1 Complexos e Cocomplexos

Defini¢do 1.1.1. Um complexo de cadeias (ou simplesmente complexo) My = {M, 0} ,c7,

sobre um anel R é uma sequéncia de R-médulos e de R-homomorfismos

a+] 0,
My: - —= My —M, —>M, | —---

tal que o, o o, 11 = 0 para todo n € Z. Cada o, € chamado de operador diferencial.

Definicso 1.1.2. Dado um complexo M, = {M,,, 0, } ,c7 sobre um anel R, definimos para cada

n € 7, o n-ésimo modulo de homologia de M, por

_ ker(ay,)
H,(M,) = ()

Lema 1.1.3. Seja {M.};c; uma familia de complexos M. = {M' o },c7 sobre um anel R. Para

todo n € Z, tem-se:

(D Hn(HielMi) = HieIHn(Mi>§

(2) Hy(@jer M) = D) Ha(MY).
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Demonstracdo. Mostremos (1). Temos

ker(H,eloci)
(1) = im([Ties o))
_ ITierker(ay)
[Ticsim( O‘,iﬂ )
ker (o,

i )
iy im an+1)

onde o isomorfismo € obtido de aplicar o primeiro teorema do isomorfismo para a aplicacio

. _ker(od
natural [ Jker(o;,) — Hlel—er().

icl [Tic/im(a,, )

A prova de (2) é analoga.

Lema 1.1.4. Seja M, = {M,,, 0, } ,cz um complexo sobre um anel R.

(1) Se N é um R-médulo plano, entdo H,(Me g N) = H,(M,) @g N para todo n € Z.

(2) Se S é um subconjunto multiplicativo de R, entio H,(S~'M,) = S~'H,(M,) para todo
ne .

Demonstracdo. (1) Sejami: ker(oy,) — M, e j:im(04,11) — ker(a,) inclusdes e considere
a sequéncia exata
ker(ot,) —— M, ﬁ>Mn_1 )

Pela planaridade de N, os R-homomorfismos j ® Idy e i ® Idy sdo injetivos, e a sequéncia

iRIdy a,ldy

ker(oy,) ®r N M, @r N M, | ®rN

¢ exata, isto é im(i ® Idy) = ker(a, ® Idy). Definah = (i®1Idy) o (j®Idy) : im(@+1) @r
N — M, ®g N. Observe que A € injetiva e que im(h) = im(0,+; ® Idy). Portanto, temos

um diagrama comutativo

0 ——im(0+1) g N —ker(oy,) Qg N — -ker(a”)) QRN —0

lm(an+1
h i®ldy
0 ——im(0py @ Idy) — ker(of, © Idy) g cldo) 0

com linhas exatas (onde a exatidao da primeira linha é porque N € plano) e colunas sendo

R-i1somorfismos. Assim, tal diagrama induz um R-isomorfismo

[

ker(a,) ., ker(o, @1dy)
im(cer) © im0y ®1dy)’

ou seja H,(Mo) @r N = H,(Mq Qg N).
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(2) Resulta de tomar N = S~!R em (1) e da Proposigdo A.1.48.
O]

Definicio 1.1.5. Sejam M, = {M,,, 0, } 1cz,Ne = {Nu, Bn }nez dois complexos sobre um anel R.
Uma aplicacdo de complexos fo : Mo — No é uma familia de R-homomorfismos fo ={f, : M,, —
Ny }nez tal que para todo n € Z, tem-se 3,0 f, = fu—1 © O, ou equivalentemente o seguinte

diagrama comuta para todo n € Z

Oyt 1 o Q1
M, M, s

fnl lfﬁ—l
Bn+l Nn ﬁn anl ﬁnfl

Proposicao 1.1.6. Seja f, : My — N, uma aplicagdo de complexos. Entdo, paratodoi € Z, a
aplicacdo H;(f.) : Hi(Md) — H;(N.,), definida por

Hi(fo)(x+im(eit1)) = fi(x) +im(Biy1),

esta bem definida e € um R-homomorfismo.

Demonstracdo. Dado i € Z, para a boa defini¢dao de H;(f,), note que temos que mostrar que

dado x € M;, valem as seguintes afirmacdes:

(1) Se x € ker(¢;), entdo fi(x) € ker(B;);
(2) Sex € im(y1), entdo fi(x) € im(Biy1).
Como f, : My — N, é uma aplicacdo de complexos, entdo 3,0 f,, = f,_1 o &, para todo n € Z.
Dai, segue que:
» Sex € ker(o;), entdo Bi(fi(x)) = fi—1(ai(x)) = fi—1(0) =05 e
* Sex€im(0;t1),entdo x = o1 (y) com y € M;, donde fi(x) = fi(0tit1(y)) = Bit1(fix1(y))-

Assim, ficam mostrados os itens (1) e (2). Agora, resta mostrar que H;( fo) ¢ um R-homomorfismo,

mas isto segue facilmente do fato de ser f; um R-homomorfismo. [

Observacao 1.1.7. (Funtorialidade de H;) Se fo : Mg — No € go : No¢ — P, sd0 aplicacdes de
complexos, entdo H;(ge 0 fo) = Hi(ge) o Hi(fs) para todo i € Z. Além disso, H;(Idpy, ) = Idg,,)
paratodo i € Z.

Definicao 1.1.8. Sejam f,, g : My — N, duas aplicacdes de complexos. Uma homotopia ¢ :
fo — ge de f, para g, é uma familia ¢ = {¢ : M; — N;; }icz de R-homomorfismos tais que
fi—& = Bir10¢;+ ¢;—1 o o para todo i € Z. Neste caso dizemos que fo € go s80 homotdpicas e

€SCTevemos fo X go.
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Dizemos que dois complexos M, € N, tem 0 mesmo tipo de homotopia e escrevemos
M, = N,, se existem aplicacOes de complexos fo : Mo — No € go : No — M, tais que fo0ge ~ Idy,
c g. Of. ~ IdM'.

Proposicao 1.1.9. Se duas aplicagdes de complexos fe,ge : Ms — N, sd0 homotdpicas, entdo
H;i(f.) = Hi(ge) paratodo i € Z.

Demonstra¢do. Como f,,ge : Me — No sd0 homotépicas, entdo existe uma familia go = {¢; :
M; — Ni11} de R-homomorfismos tal que f; — g; = Bi+1 0 @i + ¢j—1 o ¢ para todo i € Z. Assim,
dado i € Z, para todo x € ker(q;), temos que

fi(x) — gi(x) = Bix1(9i(x)) + @i—1(0(x)) = Bir1(9i(x)) + 9i—1(0) = Bir1(9i(x)) € im(Bit1),

donde H;(fe)(x+im(iy1)) = fi(x) +im(Bit1) = gi(x) +1m(Bis1) = Hi(g) (x +im(i+1)). Por-
tanto, H;(fe) = Hi(ge)- O

Proposicao 1.1.10. Se dois complexos M, e N, tem o mesmo tipo de homotopia, entao
H;(M,) = H;(N,)

para todo i € Z.

Demonstragdo. Se Mo € Ny tem 0 mesmo tipo de homotopia, entdo existem aplicacdes de
complexos fo : Me —> No € go : No — M, tal que fo 0 ge =~ Idy, € ge © fo ~ Idy, . Portanto, pela
Observagdo 1.1.7 e pela Proposicado 1.1.9,

Hi(fs) o Hi(gs) = Hi(fe 0 8e) = Hi(ldp,) = 1dg;a,) €
Hi(ge) o Hi(fs) = Hi(ge 0 fo) = Hi(ge) o Hi(fs) = Hi(Idn,) = 1dg(y,)

para todo i € Z. Segue que cada H;(f,) é um R-isomorfismo, e portanto H;(M,) = H;(N,) para
todo i € Z. [

Definicao 1.1.11. Um cocomplexo de cadeias (ou simplesmente cocomplexo) M® = {M", " },c7

sobre um anel R é uma sequéncia de R-médulos e de R-homomorfismos

M. C e Mn_1 an71 Ml’l o M'H_1 _— ...

tal que " o "~ ! = 0 para todo n € Z. Cada a, é chamado de cooperador diferencial.

Defini¢do 1.1.12. Dado um cocomplexo M® = {M", a"},cy, sobre um anel R, definimos para

cada n € Z, o n-ésimo modulo de cohomologia de M*® por

H0r) =
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Observacdo 1.1.13. Se M* = {M", &" },cz € um cocomplexo e definimos M, =M " e o, = a™"
para todo n € Z, entdo My = {M,,, &, } ,c7 é um complexo. Nesse caso, M* é dito o complexo

associado ao cocomplexo M®. Note que H'(M*®) = H_;(M,) para todo i € Z.

Assim como definimos cohomologia; também podemos definir para cocomplexos as
nocdes de aplicagcdes de cocomplexos, de homotopia entre aplicagdes de cocomplexos, e de ter o

mesmo tipo de homotopia.

Usando a Observagdo 1.1.13 note que os resultados dados na subsecdo anterior também

podem ser dados para cocomplexos.

1.2 Médulos Projetivos

Definicao 1.2.1. Um R-médulo P € projetivo se para todo R-homomorfismo sobrejetivo 7w : M —

N e todo R-morfismo ¢ : P — N, existe um R-homomorfismo ¢ : P — M tal que o diagrama

comuta.

Proposicao 1.2.2. Um R-mdédulo P € projetivo se, e somente se, Homg (P, —) preserva sequéncias

exatas curtas.
Demonstragcdo. Considere as seguintes afirmacoes:

(1) P é projetivo;

(2) Para todo R-homomorfismo sobrejetivo  : M — N e todo R-homomorfismo ¢ : P — N,
existe um R-homomorfismo ¢ : P — M tal que 7o ¢ = ¢;

(3) Paratodo R-homomorfismo sobrejetivo 7 : M — N, a aplicagdo induzida &, : Homg(P,M) —
Homg(P,N) é sobrejetiva;

(4) Para toda sequéncia exata

a sequéncia

0 — Homg(P, M)~~~ Homg(P,M) —*'~ Homg(P,M") —— 0

¢é exata.
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E claro que (1) < (2) < (3). Além disso, como Homg(P, —) é exato a esquerda, temos que
(3) & (4). Logo, (1) & (4). O

Proposicdo 1.2.3. Seja {P;},c; uma familia de R-médulos. Entdo, cada P; ¢ um médulo projetivo

se, e somente se, @<, P; € projetivo.

Demonstragdo. Dada uma sequéncia exata curta 0 L M N 0, pela Pro-

posicdo A.1.30(2), a sequéncia
0 — Homg(;¢; Pi,L) — Homg(P,; Pi,M) — Hompg(P,c; Pi,N) —=0
€ exata, se e somente se a sequéncia
0 —— [lie; Homg(P;,L) — [1;c; Homg(P;,M) — [];c; Homg(P;, N) —=0
€ exata, e isto ocorre se, € somente se, para cada i € I, a sequéncia
0 — Homg(P;, L) — Homg(P;,M) — Homg(P;,N) — 0
¢ exata. Desse modo, o resultado segue da Proposicao 1.2.2. ]

Lema 1.2.4. Seja R um anel. Entdo, R € um R-mddulo projetivo.

Demonstragdo. Seja
R

Jo

M—"+~N
um diagrama de R-homomorfismos com 7 : M — N sendo sobrejetivo. Entdo, (m) = ¢ (1) para
algum m € M. Defina ¢ : R — M por ¢(r) = rm. E claro que ¢ é um R-homomorfismo. Além

disso,
(o d)(r) = n(¢(r)) = w(rm) = ra(m) = r¢(1) = ¢(r)

para todo r € R. Logo, ¢ faz comutar o diagrama acima. Segue, que R é projetivo. ]

Proposicao 1.2.5. Todo R-médulo livre € projetivo.
Demonstracdo. E imediato do Lema 1.2.4 e da Proposicdo 1.2.3. ]

Assim, como todo R-mdédulo é imagem homomorfica de um R-mddulo livre (Proposicao

A.1.23), temos o seguinte:
Corolario 1.2.6. Todo R-médulo é imagem homomorfica de um R-médulo projetivo.

Proposicao 1.2.7. Se f : N — P ¢ um R-epimorfismo e P um R-mddulo projetivo, entdo P é um
somando direto de N.
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Demonstragcdo. Como P € projetivo, existe um R-homomorfismo g : P — N que faz comutar o
diagrama
P
/
g/ % ll dp
¥
N—L.p
isto é f o g = Idp. Entdo, N = im(g) @ ker(f) (Proposi¢ao A.1.24) e g é injetiva. A injetividade
de g implica em im(g) = P. Logo, N = P @ ker(f). O

Proposicao 1.2.8. Um R-médulo P é projetivo se, e somente se, P € um somando direto de um

R-modulo livre.

Demonstragcdo. Suponha que P € projetivo. Pela Proposicao A.1.23, existem un conjunto de
indices / e um R-homomorfismo sobrejetivo f : ;R — P. Pela Proposi¢ao 1.2.7, P é um
somando direto de @, R.

Reciprocamente, suponha que existe um R-mdédulo Q tal que PP Q € livre, e em particular,

pela Proposi¢do 1.2.5, projetivo. Entdo, pela Proposi¢do 1.2.3, P € projetivo. [
Proposicao 1.2.9. Todo R-médulo projetivo € plano.
Demonstragdo. Seja P um R-mdédulo projetivo. Pela Proposi¢ao 1.2.8, existe um R-médulo Q tal
que P& Q ¢ livre. Entdo, pela Proposicao A.1.40, P& Q € plano. Logo, pela Proposi¢do A.1.41,
P € plano. 0

Em vista das Proposigdes 1.2.5 e 1.2.9, se M € um R-md6dulo temos que

M € livre = M € projetivo = M € plano.

Nem todo médulo projetivo € livre. O anel Zg € claramente um Zg-mddulo livre. Agora,
L = 1 & Z3, donde , pela Proposicao 1.2.8, Z; € um Zg-mddulo projetivo. Porém, Z; ndo € um
Zg-livre, pois caso contrario Zj = @;/Z¢ para algum conjunto de indices /, 0 que ndo acontece

por um argumento de cardinalidade. Para outros exemplos de médulos projetivos ndo livres veja
(WEIBEL, 1994, Exemplo 2.2.2).

Mais adiante, usando Tor, vamos mostrar que no caso em que R seja local Noetheriano,

para médulos finitamente gerados, as no¢des de projetivo, livre e plano sdo equivalentes.

1.3 Resolucoes Projetivas e Livres

Definicao 1.3.1. Uma resolugdo projetiva de um R-mddulo M € uma sequéncia exata da forma

a;

Py: - Pl' P,'_l Pl M 0,

em que P; ¢ um R-mddulo projetivo para todo i > 0.
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Observe que se retirarmos o R-mddulo M da sequéncia exata obteremos um complexo

a;

Pup: ---—P

”

P e P,

o qual é chamado a resolucdo projetiva deletada do R-mé6dulo M.

De maneira similar, definimos resolugao livre.

Definicao 1.3.2. Uma resolucdo livre de um R-moédulo M € uma sequéncia exata da forma

Foi"'—>Fii>Fi—1 F, % %

Fo M 0,

em que F; € um R-moédulo livre para todo i > 0.

Pela Proposicao 1.2.5, toda resolugdo livre € projetiva.

Lema 1.3.3. Todo R-médulo M possui uma resolugdo livre, e em particular, uma resolugao

projetiva. Todo R-mdédulo M finitamente gerado possui uma resolugao livre de posto finito.

Demonstragdo. Seja M um R-moédulo. Pela Proposi¢ao A.1.23, podemos obter sequéncias exatas

Jo Bo

0— = Ky—~ F, M 0
0— K o r Pk, 0
J2 B>
0— K 2 F K 0
0 Kl' Ji E ﬁi Kifl - 0

onde para todo i > 0, F; ¢ um R-médulo livre, K; = ker(f;) e j; : K; — F; é a inclusdo.
Considere o diagrama

(07

M 0

Fi o F <)
A

F; " Fi
Ki—1 Ko
O/ 0 0 0
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em que 0y = o e o = j;_1 0P parai > 1. Note que

m(0;) = im(f5;)
=K1
= ker(Bi—1)
= ker((x,-_l)
para todo i > 1. Logo,
Fy: - F F -2 R M 0

¢ uma resolucao livre de M.

Se M ¢ finitamente gerado, note que podemos escolher os F; com i > 0 da forma R" com

n; > 0, e nesse caso F, seria uma resolucao livre de posto finito de M. [

Lema 1.3.4 (Teorema de Comparagdo). Sejam

o

Py: - Pi Pifl Pl PO M 0
uma resolucao projetiva de um R-médulo M e
Bi B B
Qu: - —>0Qi—>Qi 1 —>—> 0 —>Q—>N—0

uma sequéncia exata. Entdo, para todo R-homomorfismo f : M — N, existe uma aplicacdo de
complexos fo : Peyr — Qo n tal que Byo fo = fo . Além disso, se ge : Peyr — Qe n € OUtra
aplicacdo de complexos satisfazendo o mesmo, entao f, € go s30 homotopicas.

Demonstragdo. Devemos construir uma familia {f; : /, — Q;};>0 de R-homomorfismos de

maneira que o diagrama

o Qi1 o (24

P; Py Py Py M 0
fij fill flt foj fl
—0; LA Qi1 LS 01 ul Qo o N 0

seja comutativo. A construgdo serd feita por indugdo.

Construamos primeiro fy. Como Py é projetivo e By sobrejetiva, existe um R-homomorfismo
fo: Py — Ny tal que o diagrama
-2 ——0
fol f J
No h, N—0

comuta.
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Agora suponha i > 0 e que temos R-homomorfismos fy, f1,- -, fi—1 tais que o diagrama
P Q; P, Qi1 P, Q2 o Py o) Py <) M 0
filt fiZl fll fol fj
Bi Bi- Bi- B B
Qi—>Qi 1 —>Qi g~ —>0 —>Qy—>N—=0

€ comutativo. Vamos construir um R-homomorfismo f; : P, — Q; de forma que mantenha a
comutatividade do diagrama acima. Como f;_jo fi_1 = fi_20a;_ (com f_ = fnocasoi=1),
entdo Bi_jo fi-joq; = fipo0_100; = fi_p00 = 0. Portanto, im(f;_; o &;) C ker(B;—1) =
im(;). Agora, como P, é projetivo, existe f; : P, — Q; tal que

comuta.

Agora mostremos que se g : Po 7 — Qo v € uma aplicacdo de complexos tal que fyogp =
f oo, entdo f, ~ go. Devemos construir uma familia {¢; : P, — Q;+1 }i>0 de R-homomorfismos
tal que f; —gi = Bir10¢i+ @—1 oo paratodo i > 0 (se i = 0, definimos ¢_; : M — Qp como o
R-homomorfismo nulo). A construgdo seré feita por indugao.

Construamos primeiro ¢y. Como By o fo = fo o = Po o go, entdo By o (fo — go) = 0. Daf
temos que im( fo —go) C ker(By) =im(f;). Ja que Py é projetivo, existe um R-homomorfismo
@ : Po — O tal que o diagrama

Py

o -
- Jo—go

012 im(B)

comuta. Assim, fo— go = B1 o ¢o, donde fy—go = B1oPo+ P_1 0 0.

Suponha i > 0 e que temos construido ¢;_ tal que f; — g; = Bir1 0 ¢; + ¢;_1 o ;. Entdo,
Bio(fi—gi—i—100;) =BioPiv10¢i+Piodi1o0; —Piodi—j o0 =0. Assim, im(f; —
¢i—100a;) C ker(f;) =im(B;+1). Sendo P, € projetivo, existe um R-homomorfismo ¢; : P; — Qi1
tal que o diagrama

P

¢i - lfz gi—Pi—100;
Ql+l ﬁ' lm(ﬁz—i-l)

comuta. OJ

A aplicacdo de complexos fo p : Pe i — Qo n Obtida no lema anterior € chamada de uma

aplicagcdo de complexos gerada por f: M — N.
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Proposicao 1.3.5. Se P, e Q, sdo duas resolucdes projetivas de M, entdo os complexos P, 1 €

Qe M tem 0 mesmo de homotopia.

Demonstragdo. Pelo lema acima, existem aplicagcdes de complexos fo : Poyr — Qo mr € G -

Qem — Pe p geradas por f e g respectivamente, isto €, temos diagramas comutativos

P:--- P, P, P o) M 0
R
Qo Qi Qi1 01 Qo M 0
e
Q- Qi 0i_1 0 Qo M 0.
gil gill 81l gOl Ide
P:--- P, P Py 50 M 0

Note que ge o fo = {gio fi : P — B} e Idp,,, = {Idp, : P — P;} séo aplicagdes de complexos
geradas por Idy,. Portanto, pelo lema acima, g © fo ~ Idp, ,,. Analogamente, temos que fo © go ~

IdQ.’M. LOgO, P.}M = Qo,M-
[

1.4 Ext e Tor; e suas Propriedades Elementares

Definicao 1.4.1. Sejam M,N e X trés R-mddulos. Sejam

P.: P, Pi—l P1 P() M 0
Bi B B

0. 0 Qi1 Q) —=Qy—=N—=0

R. R —" R, R 1Ry Tox 0

resolucdes projetivas para M, N e X respectivamente. Sejam f : M — N um R-homomorfismo e

Jo : Pu.e — Q, y uma aplicacdo de complexos gerada por f. Dado i > 0, definimos

(1)
Exth(M,X) := H'(Homg(Pe 11, X)),
Exth(f,X) := H'(Homg(fs,X)) : Exth(N,X) — Exth(M,X),
Exti(X, f) := H'(Homg(Re x, f) : Exta(X, M) — Exti(X,N);
(2)

TorfX (M, X) := H;(Po yy @1 X),
TorR(f,X) := Hy(fo ®1dx) : TorR(M,X) — TorR(N, X),
Torf (X, f) := H;(1dp, ,, @ f) : Tory (X, M) — Tory (X, N).
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Proposicio 1.4.2. No contexto da defini¢do acima, os R-médulos Ext, (M, X) e Tork (M, X) sdo
independentes da escolha de uma resolugdo projetiva para M, e os R-homomorfismos Extﬁe (f,X)

e Torf2 (f,X) sdo independentes da escolha de uma aplica¢do de complexos gerada por f.

Demonstragdo. Sejam P, e Q, resolugdes projetivas de M. Pela Proposi¢do 1.3.5, P,y =
Q. u. Entdo, pela funtorialidade de Homg(—,X) e de — ®r X, note que Homg(Ps p7,X) ~
Homg(Qe a1, X) € Poyt @ X =~ Qo 4 ©®X. Logo, pela Proposicao 1.1.10, H"(HomR(P.’M,X)) &~
H'(Homg(Qe1,X)) € Hi(Poyt ©X) = Hi(Qeyt @ X).

Agora, sejam f,,ge aplicacoes de complexos geradas por f. Pelo Lema 1.3.4 , f, = g..
Entdo, pela funtorialidade de Homg(—,X) e de — ®g X, note que Homg(fe,X) ~ Hom(ge,X)
e fo ®Idx ~ ge ®Idx. Logo, pela Proposi¢do 1.1.9, H (Homg(f.,X)) = H'(Homg(ge,X)) €
Hi(fe®1dx) = Hi(ge ®Idy). 0

Observacao 1.4.3. Se R é Noetheriano e M,N sdo R-mdédulos finitamente gerados, observe
que Exth,(M,N) e Tor®(M,N) sdo finitamente gerados para todo i > 0 (Basta considerar uma
resolucao livre de posto finito de M e usar as Proposi¢desA.2.5(2) e A.2.10).

Vejamos agora as propriedades elementares de Tor e Ext.

Proposicao 1.4.4. Sejam M e N dois R-mdédulos. Entéo:

(1) TorR(M,N) =M ®gN;

(2) Ext%(M,N) = Homg(M,N);

(3) Se M é projetivo ou N é plano, entdo TorX(M,N) = 0 para todo i > 1;
(4) Se M é projetivo, entdo Exth(M,N) = 0 para todo i > 1.

Demonstragdo. Seja

(07 (24

Py: - P M 0

P P

Po
uma resolucao projetiva de M. Com esta resolucao projetiva mostraremos os itens (1) e (2), e
também o item (3) no caso que N € plano.

Mostremos (1). Como — ®g N é exato a direita, a sequéncia

d 1d
PN p 0 N2 Y M @ N —— 0

¢ exata, isto é im(o; ® Idy) = ker(op ® Idy) e o ® Idy € sobrejetiva. Temos

ker(Py®@grN — 0) Py ®rN
Torg (M,N) = Hy(P. N) = = = MErN,
org (M, N) 0(Poyt @rN) im(o ®gIdy) ker(ap @ Idy) R
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onde o isomorfismo € obtido de aplicar o primeiro teorema do isomorfismo para a aplica¢ao

0p @ Idy.
Mostremos (2). Como Homg(—,N) é exato a direita, a sequéncia

* *

0 —— Homg(M,N) —~ Homg(Py,N) —~ Homg(P,N)

¢é exata. Portanto,
Ext3(M,N) = H°(Homg(Ps 31,N)) = ker(o}) = im(0g}) = Homg (M, N).

Mostremos (3) quando N € plano. Neste caso, a sequéncia
Q; ®Id ;1d
Py @k N —"——>P &N =P &N

¢é exata todo i > 1. Portanto,
keI’(OC,’ ®IdN) —0

Torf (M,N) = Hi(Poyy @ N) =
or; (M,N) = Hi(Peyt ©N) im(01 ®Idy)

paratodoi > 1.
Agora mostremos (3) e (4) no caso que M seja projetivo. Neste caso,

PO M2 6y 0

¢ uma resolugéo projetiva de M. Assim, o cocomplexo Homg(Ps p7,N) € 0 complexo Pe yy Qg N

(€N

Homg(Pe p1,N) : 0——Homg(M,N) —0, e
Popyt QRN : 0 ——=M QrN —=0

respectivamente. Assim, Exti(M,N) = TorX(M,N) = 0 para todo i > 1.

Proposicio 1.4.5. (1) Exth(@;c;M;,N) =[], Exth(M;,N).

(2) Extz(M,[1jesN;) = I1jes Extz(M,N;).
(3) TorR(M,®ecsN;) = @ jesTork (M, N;).

Demonstracdo. (1) Paracada j € J, seja
Pl —=P]—M;—0

. J J
Pli Bl —Pl,

uma resolugao projetiva de M;. Entdo, pela Proposi¢ao 1.2.3,

@p.j;

jel

—— @ @ P —— B, B —— DjeyMj —0

¢ uma resolugdo projetiva de € jc; M;.
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Pela Proposicao A.1.30(2), temos um diagrama comutativo

HOl’nR(@jEJMj,N) : 0—>H0mR(EBj6]P({,N) —_ —>H0mR(@j€JPij,N) —_—

:| x|

] 1
[1je;Homg(P, 5;,N) : 0 [1jc; Homg(Fy,N) Homg(P/,N)

com as colunas sendo R-isomorfismos. Portanto,
Exti (D M;,N) = H'(Homg(ED P/, N)
jer jeJ
=~ H'([[Homg (P, . N))
jer ’

= HHi(Hom(PfM,N)) por Lema 1.1.3(1)
jer ’

=[] Extk(M;,N)
jel

para todo i > 0.

(2) Seja

Po: - s Py Py P M 0
uma resolucao projetiva de M. Pela Proposicdo A.1.30(1), temos um diagrama comutativo

HomR(P.M,HJ-eJNj) :0 _>H0mR(P07HjeJNj) —_— s — HOII]R(P,',HJEJNJ') —

gl gt

[1je, Homg(Pe p1,Nj) : 0 —[1 e, Homg(Py,N;) — -+ —[] e Homg(P;, Nj) — -

com colunas sendo R-isomorfismos. Portanto,

Exth (M, []N;) = H'(Homg(Pa pr, []N;))

jeJ JjeJ
= H'([ T Homg(Pu 1, N;)
jeJ

&~ HHi(HomR(P.,M,Nj)) por Lema 1.1.3(1)
jes

= [ [Extz(M,N;)
jeJ

para todo i > 0.
(3) Seja
Py - P, P, P Py M 0

uma resolucdo projetiva de M. Pelo Teorema A.1.33(4), temos um diagrama comutativo

Por @@ jeyNj: - —= P Qr®cs N Py@r@jcsNj—=0

”] ul

Djcs(Pom@Nj) i+ —= @ s (P @R Nj) — -+ —= D e (Ph®@rN;) —=0
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com colunas sendo R-isomorfismos. Portanto,
Torf (M, N;) = Hi(EP(Po s @r N;))
jerl jeJ
=~ (P Hi(Po st ®r Nj) pelo Lema 1.1.3(2)
jeJ
= @ Torf (M, N))
jerJ
para todo i > 0.
O

Uma propriedade muito interessante do Tor que vamos a considerar, mas que ndo vamos
a mostrar, é que ele € comutativo no sentido que se M, N sao R-mddulos, entao Tor}} (M,N) =
Tork,(N,M) (OSBORNE, 2000, Proposigdo 3.16).

Lema 1.4.6. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Se P € um R-mddulo projetivo, entdo

P®pg S é um S-moddulo projetivo.

Demonstragdo. Se P € um R-modulo projetivo, pela Proposicao 1.2.8, existe um R-méodulo Q

tal que P & Q = @; R para algum conjunto de indices /. Entdo,

(PRRS) D (Q®RrS) = (P®Q)RRS pelo Teorema A.1.33(4)
(BR)®r S
1

12

112

(R®RS pelo Teorema A.1.33(4)

I

)
\) pelo Teorema A.1.33(2).

I
1
Pela Proposicao 1.2.8, P®g S € um S-mddulo projetivo. [l

Proposicao 1.4.7. Seja ¢ : R — S um homomorfismo plano de anéis. Sejam M, N dois R-médulos.

Entao:

(1) S®gTork(M,N) = Tor} (M ®g S,N ®g S) para todo i > 0;
(2) Se R é Noetheriano e M € finitamente gerado, entdo
S @g Exth(M,N) = Extg(M @g S,N ®g S)

para todo i > 0.

Demonstragdo. Seja

P P, P, P, Py M 0
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uma R-resolugdo projetiva de M. A R-planaridade de S e o lema acima indicam que
Po@rS: -+ ——=PQrS——=P_1QrS—— - ——= P QrS——= P QrS — M QS ——0
€ uma S-resolucao projetiva de M Qg S. Temos,

Tor; (M ©r S,N ®S) = Hi((Poy @ S) @5 (N @ S))
= Hi(Poy @rN) ®r S) pelo Teorema A.1.36(1)
= S®g Hi(Poyt ®r N) pelo Lema 1.1.4(1)
= S@g Tork(M,N)

para todo i > 0.

Agora, suponha R Noetheriano e M finitamente gerado. Entao, podemos supor que os

R-médulos P; sdo finitamente gerados, e em particular de presentacdo finita. Temos,

Exty(M ®g S,N ®@r S) = H' (Homg(P. yy ®r S,N @& S))
>~ H'(S @g Homg(Ps a1, N)) pela Proposigdo A.1.42
>~ S®g H' (Homg(Ps p1,N)) pelo Lema 1.1.4(1)
= S®@gExth(M,N)

para todo i > 0. ]

Corolario 1.4.8. Sejam M, N dois R-médulos e S um conjunto multiplicativamente fechado de
R. Entdo:

(1) S~"Tork(M,N) = TorS 'R(M,N);

(2) Se R é Noetheriano e M finitamente gerado, entdo S~ 'Exti (M, N) = Ext}_, ,(S~'M,S7'N).

Demonstragdo. Resulta imediato de aplicar a proposi¢do anterior para a aplicacdo de localizagao
S — S~'R e da Proposicio A.1.48. ]



1.5. Sequéncias Exatas Longas para Ext e Tor 35

1.5 Sequéncias Exatas Longas para Ext e Tor

Definicdo 1.5.1. Uma sequéncia 0 Le L Mo -2

Ne 0 de complexos e aplica-

coes de complexos € dita sequéncia exata curta se o seguinte diagrama

Oy Bit2 Yit2
Six1 8it+1
0 Lity Mty Nit1 0
Oy Bit1 Yirl
0 Li—l o5 o, 0
(04 Bi Yi
fic1 8i—1
0 Li My N;i— 0
¢ comutativo com linhas exatas.
Proposi¢ao 1.5.2. Dada uma sequéncia exata curta 0 Lol M, 5N, 0 de

complexos e aplicacdes de complexos, existe uma familia {A; : H;(Ne) — H;_1(Ls)}ics de
R-homomorfismos tal que
A; Hi(fe) Hi(ge) A

€ uma sequéncia exata longa de R-moddulos.

Demonstragdo. Por hipétese, o diagrama

Oy Bit2 Yit2
Sir1 8i+1
0 Lty Mty Nit1 0
Oy Bit1 Vit
0 Li— Tt Mm% N, 0
(04 ﬁi ’}/I
0 Li St M 22N 0

¢ comutativo com linhas exatas.

Dado i € Z, defina A; : H;(N,) — H;_1(Ls) como segue: se y € ker(y;), existe x € M; tal
que g;(x) =y, donde g;—1 (Bi(x)) = %i(gi(x)) = %(y) = 0. Portanto, 5;(x) € ker(g;—1) = im(fi_1),



36 Capitulo 1. Algumas ferramentas de dlgebra homologica

e consequentemente existe (um tnico) z € L;_; tal que fi_;(z) = Bi(x). Observe que z € ker(o;_1)
pela injetividade de f; 5 e porque fi 2(a;—1(z)) = Bi—1(fi—1(z)) = Bi—1(Bi(x)) = 0. Ponha
Ai(y +im(%41)) = z+im(ot_1).

Vejamos que A; estd bem definida. De fato:

1. (Independéncia da escolha de z) Sejam y € ker(¥;), x,x’ € M; tais que g;(x) = g;(xX') =ye
sejam z,7 € L;_ tais que f;—1(z) = Bi(x) e fi—1(z') = Bi(x’). Como g;(x) = gi(x’), entdo
x—x' € ker(g;) = im(f;), donde x —x' = f;(w) para algum w € L;. Dai, f;_1(z—7) =
Bi(x —x") = Bi(fi(w)) = fi—1(0i(w)), donde, pela injetividade de f;_;, segue z —7 =
oi(w) € im(o).

2. (Independéncia do representante de um elemento em H;(N,)) Sejam y,y’ € ker(y;) tais que
y—y €im(y41), sejam x,x’ € M; tais que g;(x) =y e gi(x') =y e sejam z,7’ € ker(0;_1)
tais que f;_1(z) = Bi(x) e fi_1(Z) = Bi(x'). Como y —y' € im(%), existe w € N; tal
que %+1(w) =0. Como g, é sobrejetiva, existe v € M;, tal que g;11(v) = w, donde
8i(Bi+1(v)) = Yix1(8i+1(v)) = ¥%iy1(w) = y —y'. Observe que fi—1(0) =0 = Bi(Bit1(v).
Também observe que g;(x —x') =y—y e que fi(z—7') = Bi(x — x’). Portanto, pelo item
acima, y—y = (y—y)—0 € im().

Portanto, A; estd bem definida. Observe que, em termos simples e abusando da notagdo, A;
estd definido por A;(y +im(yi+1)) = (f -} o Biog; ') (y) +im(e). E facil ver que A; é um R-

homomorfismo.

Agora, vejamos que a sequéncia

° H ° i Hi— °
Hi(La) 2 ) L v —2 (L) (1)

é exata.

Mostremos a exatidao em H;(M,). Como g; o f; = 0, observe que H;(ge) o H;(fs) =0,
donde im(H;(f.)) C ker(H;(ge)). Agora, para mostrar que ker(H;(gs)) C im(H;(f.)), sejax €

ker(B;) tal que x+1im(B;;1) € ker(H;(ge)). Entéo, g;(x) € im(%1), donde g;(x) = %;11(y) para
algum y € N;1 1. Como g, € sobrejetiva, existe z € M; | tal que y = g;+1(z). Observe que

gi(Biv1(z) —x) = gi(Biv1(2)) — gi(x) = ¥ir1(gi+1(2)) — gi(x) = Y1 (v) — gi(x) =0,

donde Bi+1(z) —x € ker(g;) = im(f;). Dai, Bi+1(z) —x = fi(w) para algum w € L;. Temos que
w € ker(o_1) pois fi— é injetiva e

fier(ai(w)) = Bi(fi(w)) = Bi(Bir1(2) = x) = Bi(Bi+1(2)) = Bi(x) =0 -0 =0.

Portanto, H;(fe)(w+im(a;y1)) = (Bir1(z) —x) +im(Bir1) =x+im(B;11). Assim, ker(H;(gs)) C
m(H;(f,)).
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Mostremos a exatiddao em H;(N,). Mostremos primeiro que A; o H;(ge.) = 0 e portanto,
im(H;(g.)) C ker(A;). Seja x € ker(f3;). Por defini¢do, H;(ge)(x +im(Bi+1)) = gi(x) +im(%ir1).
Claramente, f;_1(0) =0 = B;(x). Assim, por defini¢do, A;(H;(gs))(x+im(Bi+1)) = Ai(gi(x) +
im(%41)) = 0+im(q;). Agora, mostremos que ker(A;) C im(H;(ge)). Seja, y € ker(7;) tal que
Ai(y+im(%41)) =0. Sejam x € M; e z € L; tais que g;(x) =y e fi_1(z) = Bi(x). Por definigio,
Ai(y+im(%41)) =z+im(o;), donde, pela igualdade A;(y+im(%41)) = 0, segue que z € im( ;).
Dai z = ;(w) para algum w € L;. Temos que f;(w) —x € ker(f3;) pois

Bi(fi(w) = x) = Bi(fi(w)) = Bi(x) = fi-1(0u(w)) = Bi(x) = fi-1(2) = Bi(x) = 0.

Temos também que g;(fi(w) —x) = gi(fi(w)) — gi(x) = 0— gi(x) = y. Portanto, H;(ge)((fi(w) —
x) +im(Bit1)) = y+im(Yit1).

Mostremos a exatiddo em H;_ (L. ). Mostremos primeiro que H;—(fs) o A; = 0, e por-
tanto im(A;) C ker(H;_1(f,)). Sejam y € ker(¥;), x € M; e z € L; tais que g;(x) =y e fi_1(z) =
Bi(x). Por definigdio, &;(y-+im(¥i; 1)) =+ im(es). Entdo, Hi_ () (Ai(y+im(341))) = fi1(2) +
im(B;) = Bi(x) +im(B;) = 0. Agora, mostremos que ker(H;_1(f,)) C im(4A;). Seja x € ker(a;_1)
tal que H;—1(fo)(x+im(e;)) = 0. Entdo, f;_;(x) € im(f;), donde f;_;(x) = B;i(y) para algum
y € M;. Observe que ¥i(8i(y)) = gi-1(Bi(y)) = gi—1(fi-1(x)) = 0, donde g;(y) € ker(¥). Por
defini¢do, note que A;(g;(y) +im(y+1)) = x+im(ay). O

Observacao 1.5.3. Cada R-homomorfismo A; : H;(Ne) — H;_1(Ls) € chamado de homomorfismo
conectante. Da demonstracao da Proposicdo 1.5.2, por meio de um abuso de notacdo, observe

que cada A; é definido por y +im(%4) — (f;l1 oB; ogi_l)(y) +im().

Lema 1.5.4 (Lema da ferradura). Seja

o 23

Py Ry
o 4l

Py Ro
2 10

0—~L—tomM—t-N——0
0 0
um diagrama de R-homomorfismos onde a sequéncia 0 L / M—E4-N 0 é exata

e; Pe € Q, sdo resolucdes projetivas de L e N respectivamente. Entdo, existe uma resolucao
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projetiva Qo de M e aplicacdes de complexos fo : Poe — Qo € go : Qo — R, tal que o diagrama

o B> P
0 P d 01 >R, 0
o Bi N
0 Py f 00—~ Ry 0
o Bo Y
0——L—topm—5-N——0
0 0 0

€ comutativo com linhas exatas. Além disso, para cada n > 0, podemos escolher Q,, = P, ® R,,,

fn: Py — Qp como ainjecdo e g, : @, — R, como a projecao.

Demonstragcdo. Ponha f_ | =f,g_1=g,P.1=L,Q_1=M,eR_| =N.Paracadan > 0, sejam
On=P,®BRy,, f: P, = O, ainjecdo candnica e g, : O, — P, a projecdo natural. Entao, note

que Qy, € projetivo quando n > 0 (Proposi¢ao 1.2.3) e que a sequéncia

Jn

0 P, 0, =R, 0

¢ exata para todo n > 0. Vamos construir agora os f3; por indugao.

Construamos primeiro f3y. Considere o diagrama

Como Ry é projetivo, existe um R-homomorfismo % : Ry — M tal que goh = Y. Defina B :
Qo — M por Bo(x,y) = (f o ao)(x) +h(y). Entdo,

* Bo é um R-homomorfismo (€ facil verificar).

* Bo é sobrejetivo. De fato, seja m € M. Como 7} € sobrejetora, existe ry € Ry tal que
W(ro) = g(m). Entdo, g(m — h(ro)) = g(m) — g(h(ro)) = g(m) — 1 (ro0) = 0. Dai, m —
h(rg) € ker(g) = im(f). Portanto, m — h(rg) = f(l) para algum [ € L. Por outro lado, por
sobrejetividade de oy, existe pg € Py tal que [ = ap(po). Logo,

Bo(po,r0) = f(00(po)) +h(ro) = f(I) +h(ro) = m—h(ro) + h(ro) = m.
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e foon=PpofoegoBo=yogo. De fato, dados I € L, py € Py, qo € Qp, temos
(Boo fo)(l) = Bo(fo(l)) = Po(l,0) = (foan)(!) +h(0) = (foawn)(l), e

(g2Bo)(Po,q0) = g((fo o) (po)+h(qo)) =g(f(a(po)))+&(h(q0)) =0+ ¥(q0) = ¥(g(Po,q0))-

Portanto, o diagrama

0 Py i 00—~ Ry 0

() lﬁo l}’o
f g

b

0 L
0
¢ comutativo e exato.

Suponha agora n > 0 e que temos construido 3, ;. Ele teve que ser construido de maneira
que o diagrama

Jn— 8n—
Oﬁpn—l : Qn—l : Ry—1

la,,1 lﬁnl lYnl
fn—Z

0 P> On2 %Ry s 0

¢ comutativo, donde f,_(ker(a,—1)) C ker(B,—1) e gn—1(ker(B,—1)) C ker(y—1)-

Considere o diagrama

y ‘|

0 ——=ker(a,_1) EEN ker(B,_1) Snct ker(y,—1) —=0
0 0

onde @y, 7, f_1,8,_ S30 restricdes de 04, Yy, f € gn—1 respectivamente. Observe que sua linha

e suas colunas sdo exatas. Entdo, pelo argumento mostrado na constru¢do do f, existe um
R-homomorfismo B, : O, — ker(B,_1) tal que o diagrama

0 Pn Jn Qn 8n

lan Lﬁn ln

0 ——ker(a,_1) LS ker(B,_1) Snct ker(y,_1) —=0

| | l

0 0 0
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¢ comutativo e exato. Deste modo, se 3, : @, — Q,—1 € definido por B,(x,y) = Bn (x,y), entdo o

diagrama
0 Pn Ja Qn 8n Rn 0
- bk
fnfl 8n—1
O0——=P, 1 —=0n1 Ry 0
lanl jﬁn—l lynl
Pn72 Qn72 Rn72
€ comutativo e exato. L]

Teorema 1.5.5 (Ext-Sequéncia exata longa na primeira variavel). Suponha que

0—L-LM-25N—0
¢ uma sequéncia exata de R mddulos. Entdo, para todo R-mdédulo X, existe uma sequéncia exata
longa
0

0 — Homg(N,X) = Homg(M,X) - Homg(L,X) i>

Extp(f.X)

0 Exth(g,X

2 Bxth(N, X) it )Ext}g(M,X) RIS Exth (LX) 2
-1 Ext,(2.X Exth,(£,X Al

AT Bty (N, ) PSS B (30 PR (1, x)

Demonstragcdo. Sejam P, e R, resolucdes projetivas de L e N respectivamente. Pelo Lema da
Ferradura, existe uma resolucao projetiva Qo de M com Q; = P, @ R; para todo i > 0, de tal
maneira que e fo : Po 1 — Qo M € o : Qo — Re y 580 as aplicagdes de complexos dadas pelas

injecdes e projecodes respectivamente, entao

¢ uma sequéncia exata curta de complexos. Como Homg(—, X) preserva exatiddo de sequéncias

exatas curtas que cindem, temos que as colunas do seguinte diagrama comutativo sdo exatas.

0 0 0
0 Homg (R, X) Homg(R,X) Homg(R,,X)
80 8 &
0 —— Homg(Py ® Ry, X) ﬁ>H0mR(P1 BR1,X) iHomR(Pz SRy, X) —---
fo I f
0 Homg (Py, X) * Homg(P1,X) * Homg (P, X)
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Deste modo, temos a seguinte sequéncia exata curta de complexos

* *

0 —>H0mR(R.7N,X) i>H01’I1R(Q.,M,X) LHomR(P”L,X) —0.

Dessa maneira, das Proposicoes 1.5.2 e 1.4.4(2) segue o resultado. O

A sequéncia exata longa do Teorema 1.5.5 é chamada a Ext}é(—,X )-sequéncia exata

longa associada a 0 — L L M-25N—0.

Corolario 1.5.6. Seja 0 M P N 0 uma sequéncia exata curta de R-médulos
com P sendo um médulo projetivo. Entdo, Ext)s (M, X) = Exts™ (N, X) para todo R-médulo X e
todon > 1.

Demonstragdo. Dados n > 1 e um R-mo6dulo X, do Teorema 1.5.5 e da Proposicao 1.4.4(4),

temos uma sequéncia exata

0 = Ext}(P,X) — Exth(M, X ) — Exti (N, X) —=Exti T (P.X) = 0.
Portanto, Ext}y(M,X) = Extr™ (N, X). O
Teorema 1.5.7 (Tor-Sequéncia exata longa na primeira variavel). Suponha que

i 8

0 L M N 0

¢ uma sequéncia exata curta de R-mddulos. Entdo para todo R-médulo X, existe uma sequéncia

exata longa

TorR(f,X TorR(g.X :
.o — TorR (L, X) i )Torf(M,X) ol )Tor,’?(N,X)L
Torf (f,X Torf(g,X)

- 22 TorR(L, X) —'>)TorIf(M,X) T TorR (N, X) 25

feld ®Id
X 8 X

LRrX — M®pX N®rX — 0.

Demonstragdo. Sejam P, € R, resolucdes projetivas de L e N respectivamente. Pelo Lema da
Ferradura, existe uma resolugdo projetiva Q, de M com Q; = P; ® R; para todo i > 0, de tal
maneira que se fo : Po 1 — QoM € go : Qo — Re ny 530 as aplicagdes de complexos dadas pelas

injecOes e projecdes respectivamente, entao

0——Pos L Qupt—2 Ry 0

€ uma sequéncia exata curta de complexos. Como — ®g X preserva composicao e exatidao em

sequéncias exatas curtas que cindem, obtemos que

«®rld o®Id
00— Po 1 @R Xf—R>XQ.,M Qr X Ren@QrX —0

€ uma sequéncia exata curta de complexos. Aplicando a Proposicao 1.5.2 e a Proposi¢ao 1.4.4(1)

obtemos a sequéncia exata longa desejada. [
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A sequéncia exata longa do Teorema 1.5.7 é chamada a Tor(—, X )-sequéncia exata longa

oM -N—0.

associada a 0 L

Corolario 1.5.8. Suponha que 0 M F N 0 € uma sequéncia exata curta
de R-médulos com F sendo um R-médulo plano. Entdo, TorX (M, X) = Tork | (N,X) para todo
R-médulo X e todon > 1.

Demonstragdo. Dados n > 1 e um R-médulo X, do Teorema 1.5.7 e da Proposicao 1.4.4(3),

temos uma sequéncia exata

0 =Tork ,(F,X) — Tor® | (N,X) — TorR (M,X) —— TorR (F,X) =0
Segue que Tork (M, X) = Tor® | (N, X). O
Teorema 1.5.9 (Ext-Sequéncia exata longa na segunda variavel). Suponha que

i g

0 L M N 0

€ uma sequéncia exata curta de R-mddulos. Entdo, para todo R-mddulo X, existe uma sequéncia

exata longa

0

0 — Homg(X,L) -2 Homg(X,M) -2 Homg(X,N) 2>
0 Exth(X, Exth (X, 1
A Exih(x, L) TS B o0, i) PEE Byl ) A

Ext}é(X,g)

Exth (X, . . i
) PEE) B (M) TR B (x Ny S

P Exth(X,L
Demonstragdo. Seja P, uma resolugdo projetiva de X. Pela Proposi¢do 1.2.2, a sequéncia
0 — Homg(P,, L) —~ Homg (P, M) —~ Homg(P,N) —— 0
¢ exata para todo i > 0. Entao, note que temos uma sequéncia exata curta de cocomplexos
0 — Homg(Pa x, L)~~~ Homg(Pe x, M) 5~ Homg(Pux,N) —0 .

Aplicando a Proposi¢do 1.5.2 (para a sequéncia acima), e posteriormente a Proposicao 1.4.4(2)

segue o resultado. ]

A sequéncia exata longa do Teorema 1.5.9 é chamada a Ext(X, —)-sequéncia exata longa

oM -N—0.

associada a 0 L
Corolario 1.5.10. Se M ¢ um R-mdédulo, as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(1) M € projetivo;

(2) Exty (M,X) = 0 para todo n > 1 e para todo R-médulo X;
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(3) Exth(M,X) = 0 para todo R-médulo X.

Demonstragdo. A implicacdo (1) = (2) vale pela Proposi¢ao 1.4.4(4). A implicagdo (2) =
(3) é obvia. Vejamos agora que (3) = (1). Seja

0 N’ N N" 0

uma sequéncia exata curta de R-médulos. De sua Ext}e (M, —)-sequéncia exata longa associada,

temos uma sequéncia exata
0 — Homg(M,N'") — Homg(M,N) — Homg(M,N") — Exth(M,N") .

Por hipétese, o extremo direito da sequéncia € zero. A projetividade de M segue da Proposicao
1.2.2. O
Teorema 1.5.11 (Tor-Sequéncia exata longa na segunda variavel). Suponha que

0—L-LsMm2N—0

¢ uma sequéncia exata de R médulos. Entdo, para todo R-mddulo X, existe uma sequéncia exata

longa

g,

R ; .
o Tork(x,1) S Tork (x, a1) EEY Tork (X, N) s

TorR (X, Tork (X,
2 morkx, 1) S ok x, ar) EEE ok (x N)

e
X 0rL"*Y X 0 M " X 0p N — 0

Demonstragdo. Seja
Po:--o—wP—>P 11— - —>P—=>P—-M—=0

uma resolucgdo projetiva de M. Como cada P; é projetivo, entdo também € plano (Proposi¢ao

1.2.9). Assim, para todo i > 0 a sequéncia
0—>P,'®RL—>PZ'®RM—)B'®RN—>O

¢ exata. Este fato junto com a funtorialidade de — ®g L nos fornece uma sequéncia exata curta
de complexos
0— P.7M QrL — P.7M QRQrM — P.7M QKRN — 0.

Aplicando as Proposi¢des 1.5.2 e 1.4.4(1) obtemos a sequéncia exata longa desejada. [

A sequéncia exata longa do Teorema 1.5.11 é chamada a Tor(X, —)-sequéncia exata

longa associada a 0 — L L) M -5 N —0.

Corolario 1.5.12. Seja M um R-médulo. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
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(1) M € plano;

(2) Tor®(M,N) = 0 para todo R-médulo N e todo n > 1;

(3) Torf(M,N) = 0 para todo R-médulo N.
Demonstracdo. A implicacdo (1) = (2) vale pela Proposi¢do 1.4.4(3). A implicagdo (2) = (3)
é obvia. Vejamos agora a implicagio (3) = (1). Seja

0N —+N-—-N'-=0.
uma sequéncia exata. Entdo, por hipétese e pelo Teorema 1.5.11 obtemos uma sequéncia exata
0=Torf(M,N") = M@rN' — M@rN — M@ N" — 0.

Portanto, M € plano (Proposicao A.1.38). ]

Teorema 1.5.13. Seja (R, m,k) um anel local e Noetheriano. Se M é um R-médulo finitamente

gerado, entdo as seguintes condi¢des sao equivalentes:
(1) M é um R-moédulo livre;
(2) M € um R-méddulo projetivo;
(3) M € um R-médulo plano;
(4) TorR(M,N) = 0,Vi > 0 e para qualquer R-médulo N;
(5) Tork(M k) = 0.
Demonstracdo. As implicagdes (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (4) valem pelas Proposicoes 1.2.5,

1.2.9 e 1.4.4(3) respectivamente. A implicagdo (4) = (5) é obvia. Resta mostrar a implicagdo

(5) = (1). Sejan = u(M). Entdo, temos uma sequéncia exata
0—S—R'—M—0.

J4 que, por hipétese, TorX (M, k) = 0, a Tor(—, k)-sequencia longa associada a sequéncia acima
indica que a sequéncia
0—>SR%kk—>R'"Qk >M®k—0
€ exata. Assim, pelo Teorema A.1.33(5), obtemos uma sequéncia exata curta
S R" M
00— — — — — —0
mS mR” mM

de k-espacos vetoriais. Ja que n = dim(M/mM) (Corolédrio A.1.22), os k-espagos vetoriais

R"/mR" e M /mM tem a mesma k-dimensdo. Assim, aplicando o Teorema do posto e nulidade

R M
mR" mM’

Nakayama, S = 0, e consequentemente R" = M. ]

para o k-homomorfismo — segue que ele é injetivo, donde S/mS = 0. Pelo Lema de
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1.6 Dimensao Projetiva

Defini¢ao 1.6.1. Seja M um R-médulo. Se

P.: 0 P, Po M 0

€ uma resolucdo projetiva de M, diremos que ela tem comprimento n. A dimensdo projetiva de

M ¢é dada por
pdim(M) :=inf{n : n é comprimento de uma resolugao projetiva de M}.
Observacao 1.6.2. Um R-médulo M ¢ projetivo se, e somente se, pdim(M) = 0.

Lema 1.6.3 (Deslocamento de Dimensao). Seja0 — L, - L, | — -+ — Ly — M — 0 uma
sequéncia exata de R-modulos onde, n > 0 e os L; s@o projetivos para todoi =0, ...,n— 1. Entdo,

para qualquer R-mdédulo N, temos que
Exth(Ly,N) = Exty™ (M, N)
paratodoi > 1

Demonstracdo. Faremos a demonstragao por indugao sobre 7.

Para n = 1, temos uma sequéncia 0 — L1 — Ly — M — 0 exata. Entao, pelo Corolério
1.5.6, Exthy(L1,N) = Exty | (M, N).

Suponha n > 1 e que o resultado vale para n — 1. Da sequéncia exata podemos obter as

seguintes sequéncias exatas

O0—>K—Ly—M—0,e
0—-L,—-L,-1—--—L —K—=0.

Entao,
Exth(L,,K) = Exti™ 1 (K,N) = Exty™ (M, N),

onde o primeiro isomorfismo € por hipétese indutiva e o segundo € pelo caso n = 1. [

Teorema 1.6.4. Se M é um R-mdédulo e n > 0, as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(1) pdim(M) <mn;
(2) Exth(M,X) = 0 para todo i > n e todo R-médulo X;
(3) Extt™!(M,X) = 0 para qualquer R-médulo X;

4) Se
0—-K,1—=P-1— =P —>M—=0

€ uma sequéncia com P; projetivo parai =0,...,n— 1, entdo K,_; € projetivo.
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Demonstragdo. (1) = (2). Ponha [ = pdim(M) < n. Entdo, existe uma resolugdo projetiva da
forma
Po:O—=P—=PFP_1—--—P—P—M—D0.

z

Dai note que o cocomplexo Homg(Ps p7,X) é
Homg(Ps p,X) : 0 — Homg(Py,X ) — Homg(P,X) — --- — Homg (P, X) — 0.
Como [ < n, é fécil ver que Exth(M,X) = H'(Homg (P p1,X)) = 0 para i > n.
A implicacdo (2) = (3) é obvia.
(3) = (4). Seja
0—-K, 1—-P_1—>—P—>M—0

uma sequéncia com F; projetivo para i =0,...,n — 1. Entdo, pelo Lema de Deslocamento e pela
hipétese,
Exty(K,_1,X) 2 Exti (M, X) =0

para todo R-mdédulo X. Segue, do Corolario 1.5.10, que K, € projetivo.

(4) = (1). Seja

P.:... Pl

uma resolucdo projetiva de M. Dai, temos uma sequéncia exata

-1 o

0 K, P “e P

P M 0 (1.1)

onde K,,_| = ker(o,_1). Por hipétese, K, € projetivo. Logo, a sequéncia (1.1) é uma resolucéo

projetiva para M de comprimento n, e portanto pdim(M) < n. O]

Corolario 1.6.5. Para um R-médulo M # 0 tem-se que

pdim(M) = sup{n : Exty(M,N) # 0 para algum R-médulo N}.

Demonstragdo. Ponha k = pdim(M) e [ = sup{n : Ext}(M,N) # 0 para algum R-médulo N}.

Consideremos primeiro o caso [ < 0. Entdo Exthy ! (M,N) = 0 para todo R-médulo
N, donde k <[ (Teorema 1.6.4). Assim k < oo. Por outro lado, pelo Teorema 1.6.4, temos
Extj'e (M,N) = 0 para todo i > k e todo R-médulo N, donde [ < k. Portanto, / = k quando [ < oo,

Agora, suponha [ = . Entdo, existem uma sequéncia de R-médulos N1, N,,... e de
n
ndmeros naturais 1 < ky < kp < --- < --- tais que Extg(M,Ni) % 0. Assim, se N = HN,-,
i=1
observe, da Proposicdo 1.4.5(2), que Extfe" (M,N) # 0 para todo i > 1. Entdo, pelo teorema
anterior, pdim(M) > k; — 1 para todo i € N. Como os k; sdo estritamente crescentes, segue que
k =pdim(M) = oo. u
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Corolario 1.6.6. Se {M;} jc; uma familia de R-mdduos, entio

pdim(@Mj) = suppdim(M;).
jer jel
Demonstragdo. Consideremos primeiro o caso sup ;c spdim(M;) < e e chamemos de n tal
nimero. Entdo, existe ;' € J tal que n = pdim(M ). Pelo Coroldriol.6.5, Exti(M;,N) # 0
para algum R-médulo N. Observe, da Proposicao 1.4.5(1), que Extﬁ(@j@ M;,N) # 0. Logo,
pelo Corolario 1.6.5, pdim(& jerM i,N) > n. Por outro lado, da defini¢do de n, temos que
n > pdim(M;) para todo j € J. Desse modo, pelo Teorema 1.6.4 , para todo R-médulo N,
temos Ext%“(M ;»N) = 0 para todo j € J, e consequentemente, pela Proposi¢do 1.4.5(1),
Ext}™! (DjesM;,N) = 0. Assim, segue do Teorema 1.6.4 que pdim (&P c; M;) < n.

Agora, consideremos 0 caso sup ;¢ spdim(M;) = oo. Entdo, para todo n € N, existe
um j, € J tal que pdim(M;,) > n, e consequentemente, pelo Teorema 1.6.4, existe um R-
modulo N, tal que Ext}’;“l (Mj,,N,) #0.Se N' =IT>_, Ny, observe, da Proposigdo 1.4.5(2), que
EX'[Z‘LI (Mj,,N") # 0 para todo n € N. Novamente, da Proposi¢cdo 1.4.5, observe que
Ext}@+1 (EBMj,N’) # 0 para todo n € N. Desse modo, o Teorema 1.6.4 indica que pdim(€D jc; M) >

jeJ
n para todo n € N. Logo, pdim (D jc; M;) = oo. O
Observacao 1.6.7. Do Teorema 1.6.4 e com as ideias das demonstracdes do Corolério 1.5.6 €
do Lema 1.6.3, pode-se mostrar o seguinte: Seja O — L, = L, — -+ — Lo - M — 0 uma
sequéncia exata de R-médulos onde pdim(L;) < paratodoi=1,...,n— 1. Entdo, para qualquer

R-médulo N, temos que
Exth(L,,N) = Exty" (M, N)
para todo i > [.

Vamos introduzir agora a no¢ao de resolugdo livre minimal para mostrar uma caracteri-

zacdo da dimensao projetiva de um médulo finitamente gerado sobre um anel local Noetheriano.

Proposicao 1.6.8. Sejam (R, m, k) um anel local e M um R-mddulo finitamente gerado. Suponha

que
o

F.: Fi

Fi F,

€ uma resolugdo livre de posto finito. Sdo equivalentes:

(1) o(F;) CmF_1,Vi>1;
(2) o =0 @rldy =0,Vi > 1;
(3) af :=Homg(ay,k) =0,Vi> 1,

(4) dimy(Torf (M, k)) = rank(F;), Vi > 0;
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(5) dimy(Exth(M,k)) = rank(F;), Vi > 0.

Demonstragcdo. Para cadai > 0, seja n; o posto do R-médulo livre F;.

Vejamos que (1) <= (2). Dado i > 1, pelo Teorema A.1.33(5), temos um diagrama
comutativo B
F,®pk —> F_ @k

:l L:

FifmF; — Fi_y /mFj_;

onde y : F;/mF; — F;_ /mF;_; é o R-homomorfismo definido por y(x+mF;) = ;(x) + mF;_;.
Dai é claro que @; = 0 se, e somente se,y = 0 se, e somente se, o;(F;) C mFj_;.

Vejamos que (1) <= (3). Para i > 0, fixe uma R-base ; = {!,... ¢} } de F; e para
j=1,...,n;defina f]’: : F; = k como o R-homomorfismo tal que e; —1le ef > O para [ # j. Note
que 6 :={f},..., f,,} € uma k-base de Homg(F;,k). Sejai > 1. Para j=1,...,n; e parax € F;
observe que o/ ( fj’:*l)(x) = [0(x)]j +m, onde [0;(x)]; denota a j-ésima coordenada de ¢;(x)

em relagdo a base %;_. Entéo,

0;(F;) CmFi_| <= o4(x) € mF;_1,Vx € F;
= [og(x)]jemVj=1,....n,Vx € F
o (fi)=0vi=1,..n

— a; =0.
(2) = (4). Note que

o;=0,Vi>1=im(a;41) =0, Vi > 0e ker(a;) = F; Qrk, Vi > 1
= TorX (M, k) = H;(Fo yy @rk) = F; @pk 2 k" Vi >0
= rank(Torf (M, k)) = n;,Vi > 0.

(4)=(2).Sejai > 1edefinal; = dimy (ker(c;)) e r; = dimy (im(@;41)). Como ker(@;) C
F; ®@rk = k", entdo I; < n;. Dado que TorR (M, k) = ﬁ%, veja que dimy (Torf (M, k)) = 1; — 1.
Assim, como n; = dimk(Torf(M,k)), note que 0 < [; <n; =1; —r;, donde n; = [;. Ja que ker(@;)
e um k-subespago de F; ®p k, segue que ker(a;) = F; @k, isto é a; = 0.

De maneira similar a como mostramos (2) = (4) e (4) = (2), podem mostrar-se (3) =
(5)e (5)=(3).

O
Sejam (R, m) um anel local e M um R-mddulo finitamente gerado. Se F, é uma resolucdo

livre de posto finito de M, dizemos que F, € uma resolucdo livre minimal se satisfaz uma (e

portanto todas) as condi¢des da Proposicdo 1.6.8.
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Observacao 1.6.9. Seja (R, m,k) um anel local Noetheriano ¢ M um R-mdédulo finitamente
gerado. Entdo, M tem uma resolugio livre minimal. De fato, seja by = (M) e ponha Fy = Rb.

Existe um R-homomorfismo sobrejetivo ¢ : Fy — M. Temos o seguinte diagrama

Fo-2oM——0

M, :=ker(¢y)

e

0
onde jo : M| — Fy € a inclusdo.
Como M € um R-mdédulo Noetheriano (Proposi¢do A.2.5(2)), temos que M| € finitamente

gerado (como um R-médulo). Sejam by = p(M;) e F; = R"'. Entio existe um R-homomorfismo

sobrejetivo By : F; — M. Entdo, temos um diagrama

B\ /
onde @ = joo fi. Repetindo esse processo, obteremos um diagrama comutativo

com b; = u(M;), F; = R", B; : F; — M; sendo um R-homomorfismo sobrejetivo, j; : M; — F;_;

M 0

sendo a inclusdo, ¢; = oj;_j o Bj e M; = ker(¢;_) para todo i > 1. Parai > 1, observe que
im(¢;) = im(B;) = M; = ker(@;—1).
Desse modo,
Fo: «—E%S 2% %R M—0

¢ uma resolugdo livre. Vejamos que tal resolucdo livre ¢ minimal. Se f € Homg(L,N) é um
R-homomorfismo, denote por f ao R-homomorfismo em Homg(L/mL,N/mN) induzido por
f. Pela Proposi¢do 1.6.8, é suficiente mostrar que ¢; = 0 para todo i > 1. Coloque My =M e
Bo = @o. Dado i > 1, note que a sequéncia

Ji-1 Bi-1

0 M; Fi M;_y 0
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¢ exata. Tensorizando ela por k = R/m e aplicando o Teorema A.1.33(5), temos que a sequéncia

Ji— Bi-
M;/mM; ——=F;_y /mF;_| ——M;_y /mM;_; —0

é exata. Como F;_| = Rb1 e b;_| = u(M;_1), note que os k-espacos vetoriais F;_|/mF;_1
e M;_/mM;_; tem a mesma dimensdo. Assim, o k-homomorfismo sobrejetivo Bi—l é um k-
isomorfismo, donde ker(f;_1) = 0. J4 que im(J;_) = ker(B;_1), segue que im(j;_1) = 0, isto &
Ji—1 = 0. Como @; = ji_; o B, temos @ = ji_ 0 f; =00 = 0.

Corolario 1.6.10. Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano ¢ M um R-mdédulo finitamente

gerado ndo nulo. Seja
Fe:---—F—F 1= —F —>Foa—°>M—>0
uma resolucao livre minimal de M. Entao,

pdim(M) = sup{i > 0: F; # 0}.

Demonstracdo. Ponha n = pdim(M). Note que Fy # 0 pois & é um R-homomorfiso sobrejetivo
eM #0.

Provemos o resultado primeiramente quando n < c. Neste caso, pelo Teorema 1.6.4,
Ext}} (M, k) = 0 para todo i > n e, consequentemente, pela Proposicdo 1.6.8, F; = 0 para todo
i > n. Por outro lado note que F,, # 0 pois se F,, = 0, note que n > 0 (ja que Fy # 0) e que podemos
obter de F, uma resoluc¢do projetiva de M de comprimento menor que n, o que contradiz que
pdim(M) = n. Portanto, n = sup{i > 0: F; # 0}.

Agora mostremos o resultado para n = oo. Neste caso, ndo existe resolucio projetiva de
M de comprimento finito, e portanto note que F; # 0 para todo i > 0. Logo, é claro sup{i > 0:
F; #0} = oo, []

Corolario 1.6.11. Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano ¢ M um R-mdédulo finitamente

gerado ndo nulo. Se n = pdim(M), entdo existe uma resolug@o livre minimal de M da forma
Fo.0—-F,—>F_—-—>F—>FK—M-—0

com F, # 0. Reciprocamente, se
Fo: 0—-F—-F 11— —F—>FK—>M—=0

¢ uma resolugdo livre minimal de M com F;, # 0, entdo n = pdim(M).

Demonstragdo. A primeira afirmacdo segue da Observagdo 1.6.9 e do coroldrio acima; enquanto,

a segunda segue do coroldrio acima. ]



1.6. Dimensdo Projetiva 51

Corolario 1.6.12. Sejam (R, m,k) um anel local Noetheriano e M um R-mdédulo finitamente
gerado. Entdo,
pdim(M) = sup{i : Exth(M, k) # 0},

pdim(M) = sup{i : TorR (M, k) # 0}.

Demonstracdo. Resulta imediato da Observagdo 1.6.9, do Corolario 1.6.10 e da Proposicao
1.6.8. [
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CAPITULO

INTRODUCAO A TEORIA DE MODULOS
COHEN-MACAULAY.

Anéis e médulos Cohen-Macaulay sdo uma classe muito rica em propriedades dentro
da Algebra Comutativa. Esta classe tem muitas aplicacdes na Geometria Algébrica, Teoria de
ndmeros e Teoria de singularidades. A no¢do de Cohen-Macaulay, foi primeiramente definida em
anéis de polindmios por Macaulay em 1916. Nesta se¢do damos a uma introdu¢do aos médulos
Cohen-Macaulay. A referéncia principal para este capitulo ¢ (BRUNS W.; HERZOG, 1998,
Capitulos 1 e 2).

2.1 Elementos e Sequéncias Regulares

Elementos Regulares

Dado um R-médulo M, lembremos que um elemento x € R € um divisor de zero de M se

existe m € M com m # 0 tal que x-m = 0.

Definicao 2.1.1. Seja M um R-médulo. Um elemento x € R é um elemento M-regular se x ndo é

um divisor de zero de M. Um elemento R-regular € dito simplesmente elemento regular.

Para um R-médulo M e um elemento x € R, denotamos por x;7 : M — M o R-homomorfismo
dado pela multiplicacdo por x sobre M. Em alguns casos, quando ndo haja risco de confusao

sobre o modulo em questdo denotaremos x;; apenas por x.

Observacao 2.1.2. Dados um R-médulo M e x € R, sdo equivalentes:

(1) x é um elemento M-regular;

2) xm=0,meM — m=0;
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(3) x: M — M é injetiva.

Proposicao 2.1.3. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado. Um

ideal I C R consiste de divisores de zero de M, se e somente se, I C p para algum p € Ass(M).

Demonstragdo. Como R é Noetheriano e M € finitamente gerado, pelas Proposicdes A.2.7 e
A.2.8(2),

ZD(M) = U p
peAss(M)

e Ass(M) é finito.

Se I C ZD(M), pelo Lema dos Primos Avoidance, segue que I C p para algum p €
Ass(M). Reciprocamente, suponha que existe p € Ass(M) tal que I C p. A igualdade acima, e a
pertencia p € Ass(M) implicam em p C ZD(M), donde I C ZD(M). O

Proposicao 2.1.4. Seja R um anel e M, N dois R-médulos. Seja I = ann(N).

(1) Se I contém um elemento M-regular, entio Homg(N, M) = 0.

(2) Reciprocamente, se R € Noetheriano, M,N sdo dois R-mdédulos finitamente gerados e

Homg(N,M) = 0, entdo I contém um elemento M-regular.

Demonstracdo. (1) Sejam x € I um elemento M-regular e ¢ € Homg(N,M). Dado n €
N, temos que xn = 0 (pois x € I = ann(N)). Entdo, x¢(n) = ¢@(xn) = 0. Desse modo,
a M-regularidade de x implica em ¢(n) = 0. Portanto, por arbitrariedade, ¢ =0 e
Homg (N,M) = 0.

(2) Por absurdo, suponha que todos os elementos de I sdo divisores de zero de M. Pela

Proposigdo 2.1.3, I C p para algum p € Ass(M).

Como V(I) = Supp(N) (Proposicdo A.1.54) , temos que N, # 0. Dessa maneira, se de-
notamos por k(p) ao corpo residual de Ry, pelo Lema de Nakayama, N, ®g, k(p) =
Ny/(pRy)N, # 0. Em vista disso, podemos achar um Ry-homomorfismo sobrejetivo
Ny ®g, k(p) — k(p). Componendo ele com 0 Ry-homomorfismo natural Ny — N, ®g, k(p),
obtemos um Ry-homomorfismo sobrejetivo N, — k(p).

Agora, como p € Ass(M), entdo pR, € Assg, (My). Em vista disso, podemos achar um
Ry-homomorfismo injetivo k(p) — M, (se pRy = anng, (m/x), o homomorfismo requerido
¢ definido de maneira que 1 € k(p) corresponda para m/x).

Note que a composta N, — k(p) — M, € um Ry-homomorfismo ndo nulo. Assim, 0 #
Homg, (N, My). Como Homg(N, M), = Homg, (N, My) (Coroldrio 1.4.8(2) e Proposi-
¢do 1.4.4(2)), isto mostra que Hom(N,M), # 0. Em consequéncia Homg(N,M) # 0,

contradizendo a hipétese.

]
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Lema 2.1.5. Seja x € R um elemento R-regular. Se M é um R/(x)-médulo projetivo, entdo
pdimg (M) < 1.

Demonstragdo. Como x € um elemento R-regular, a sequéncia

0 R——~R R/(x) —=0

é exata, donde pdimg(R/(x)) < 1. Como M é um R/(x)-médulo projetivo, pela Proposicéo 1.2.8,
existe um R/ (x)-moédulo N tal que M &N = @, R/(x) para algum conjunto de indices /. Assim,
pelo Corolério 1.6.6,

pdimg (M) < pdimg(M & N) = pdimg (P R/ (x)) = pdimg(R/(x)) < 1.
il

]

Proposicao 2.1.6. Seja M um R-mdédulo. Seja x € R um elemento R-regular e M-regular. Seja N

um R-mdédulo tal que xN = 0. Entao
Exty (o (N,M/xM) = Extg (N, M)
para todo i > 0.

Demonstragdo. Como x € R € um elemento M-regular, a sequéncia

0 MM M /xM —0 (2.1)

¢ exata. De sua Extg(N, —)-sequéncia exata longa associada, obtemos uma sequéncia exata
Homg (N, M) — Homg(N,M /xM) =L Exth(N,M) —=Exth(N,M) .

Como xN = 0, observe que im (Ext}e (N,M) —=Exth(N,M )) =0 e que, pela Proposi¢ado 2.1.4,
Homg(N, M) = 0. Portanto, Homg (N, M /xM) = Exth(N,M) e deste modo temos o resultado
parai=0.

Mostremos agora o resultado quando i = 1. Pero Corolério 1.2.6, existe uma sequéncia

exata de R/(x)-médulos

0—>Q—L—sN—>0 (2.2)

com L sendo um R/(x)-médulo projetivo. Pela Proposi¢do 1.4.4(4), Exty, ) (L,M/xM) = 0.
Pelo Lema 2.1.5 e pelo Teorema 1.6.4, Ext(L,M) = 0.

Temos um diagrama comutativo com linhas exatas

Homg () (L,M /xM) — Homg ) (Q, M /xM) —= Exty, sy (N M/xM) — 0,

ALj AQL

Exth(L, M) Exth(Q. M)

Ext3(N,M)
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onde a primeira linha e segunda linha séo correspondentes & Extg () (—, M /xM)-sequéncia exata

longa e Extg(—,M)-sequéncia exata longa associadas a (2.2) respectivamente.

Pela demonstragio do caso i = 0, Az e Ap sdo isomorfismos. Assim, tal diagrama induz
um isomorfismo Exty, ) (N,M/xM) = Ext3(N,M). Deste modo, temos o resultado mostrado

parai=1.

Agora assumamos i > 1. Peguemos uma resolugio projetiva L, de R/xR-médulos de N,

esejaT =im(L; — L;—). Assim temos uma sequéncia exata de R/xR-mddulos
0—-T—Lir—---—Ly—N—O0.
Pelo Lema 1.6.3, temos
Exty (o) (N, M /xM) = Exty (T, M /xM).
Pelo caso i = 1 tratado acima, temos
Extp (T, M /xM) = Ext(T,M).

Pelo Lema 2.1.5, pdimg (L;) < 1 para todo i > 1. Considerando a sequéncia exata acima como

de R-mddulos, pela Observagdo 1.6.7,
Ext(T, M) = Exty™ (N, M).

Dos dltimos tres isomorfismos segue que Extiy (N, M /xM) = Ext,™! (N, M). com isto concluimos

a prova. ]

Sequéncias Regulares

Definicao 2.1.7. Seja M um R-moédulo. Dada uma sequéncia x = xy,...,x, de elementos de R,

considere as seguintes condigdes:

(1) x; é um elemento M /(xy,...,x;—1)M-regular para todoi=1,...,n;

(2) M/xM 0.

Se (1) vale, dizemos que a sequéncia x é uma sequéncia M-regular fraca. Se (1) e (2) valem,
dizemos que a sequéncia x é uma sequéncia M-regular. Uma sequéncia regular € uma sequéncia

R-regular.

Observacao 2.1.8. O item (1) equivale a cada uma das seguintes condicoes:

e Dadosi=1,...,nemeM,

xXi-mé€ (x1,...,xi—1)M=m¢€ (x1,...,xi_1)M,
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e Paratodoi=1,...,n,x;: M/(xy,...,xi1)M — M/(xy,...,x;)M a aplicacdo ¢ injetiva.

Em relacdo ao item (2), ele vale, pelo Lema de Nakayama, quando R € local com ideal maximal
m, M # 0 ¢ finitamente gerado e x C m.

Observacdo 2.1.9. Sejam I é um ideal préprio de R e 7 : R — R/I a projecdo natural. Sejam M

um R-médulo e x = xy, .. .,x, uma sequéncia de elementos de R. Suponha I C ann(M). Entéo:

(1) x C R é uma sequéncia M-regular fraca se, e somente se, 7(x) C R/I é uma sequéncia

M-regular fraca;

(2) x C R é uma sequéncia M-regular se, e somente se, T(x) C R/I é uma sequéncia M-regular.

Como exemplo cldssico de sequéncias regulares temos o seguinte:

Exemplo 2.1.10. Sejam k um corpo e R = k[X,...,X,|. Entdo, Xi,...,X, é uma sequéncia
R-regular.

Proposicao 2.1.11. Sejam M um R-médulo e x C R uma sequéncia M-regular fraca. Suponha
que @ : R — S é um homomorfismo de anéis e que N é um S-mddulo R-plano. Entdo, x e ¢(x) C S
sdo sequéncias M ®g N-regulares fracas. Portanto, se x(M @gr N) # M Qg N, entdo x e @(x) sdo
M ®pg N-sequéncias regulares.

Demonstragdo. Escrevax = xi,...,x,.

Vejamos primeiro que x € uma sequéncia M @ N-regular fraca. Dado i =1,...,n, por

M@gN
X1 a"'vxi—l)(M(X)RN)

definicao, devemos mostrar que x; é 0 -regular. Pelo Teorema A.1.33, temos

M&RpN ~ M
= QRrN.
(xl,...,xi_l)(M®RN) (x17...,x,~_1)M

. . . M . ~

Deste modo, € suficiente mostrar que x; é G i ©R N-regular. Como x é uma sequén-
cia M-regular fraca, entdo (xi)y/(x,,..x, o : M/ (X1, xi1)M — M/(x1,...,xi-1)M € in-
jetiva. Como N ¢€ plano, o R-homomorfismo (xi)M/(x17...7xi_1)M ®g Idy € injetivo. Note que
(X)) (1 evovi ) 0RN = X)) (x1 ooy @R IAN ASSIM (Xi) g/ (1, . i ) € INjELIVO, € poTtanto

x; € 0 7 OrRN -regular.

X1 7"'7xi—l)
Vejamos agora que @(x) C S é uma sequéncia M ®g N-regular fraca. Dadoi=1,...,n,
note que

(%) wepy = (@(x)) MegN
(xlv"'vxi—l)(M@RN) ((D(xl) ...,¢<xi71))(M®RN)

Como x é uma sequéncia M ®g N-regular, a aplicacdo (x;) MagN ¢ injetiva. Assim, a igual-

S ' Lot N4 M@gN )
dade anterior implica que (@(x;)) — (Z)iifllv))(M@RN) é injetiva, donde @ (x;) é I ST

regular. u
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Corolario 2.1.12. Sejam R um anel Noetheriano, M # 0 um R-mddulo finitamente gerado e

x C R uma sequéncia M-regular.

(1) Sep € Supp(M) ex C p, entdo x C R, é uma M-sequéncia regular.

(2) Suponha que R é local com ideal maximal m e que x C m. Entdo, x C R é uma sequéncia

M-regular.

Demonstragdo. (1) Aplicando a Proposi¢@o 2.1.11 para a aplicagdo de localizacdo R — Ry,
temos que x C Ry, € uma sequéncia R ®g Ry-regular fraca. Assim, ja que Ry = R®g Ry,
(Teorema A.1.33(2)), segue que x C Ry, € uma sequéncia Ry-regular fraca. Como x C p,
entdo x C pRy, e portanto, ja que p € Supp(M), segue da Observagdo 2.1.8, que a sequéncia

x C Ry, € uma sequéncia My-regular.

(2) Aplicando a Proposi¢do 2.1.11 para o R-homomorfismo natural R — R, temos que x C R
¢ uma sequéncia M Qg Ié—regular fraca. Assim, o isomorfismo M = M ®z R (Teorema
A.6.4(1)) indica que a sequéncia x C R é uma sequéncia M-regular fraca. Como x (visto em
R) estd contido em m, entdo x C R estd contido em mR = 1; e portanto, pela Observagio

2.1.8(2), a sequéncia x C R é R-regular.
O]

Proposicao 2.1.13. Seja R um anel, M um R-mddulo e x C R uma M-sequencia regular fraca.

Entdo, uma sequéncia exata

Ny =2 Ny 2 Ny 2o M ——0 (2.3)
induz uma sequéncia exata
A ? [
Nz/xNz —>N1/xN1 —>N0/xN() —>M/xM—>O . (2.4)

Demonstra¢do. Dados um R-médulo N e ideais I,J de R, existe um isomorfismo natural
(N/IN)
J(NJIN)
de um elemento x € R.

= N/(I+J)N. Portanto, por indugdo, é suficiente mostrar para o caso em que x consista

Como — ®g R/(x) é exato a direita, a sequéncia
N1 ®@grR/(x) —= NyQgrR/(x) —= M Qg R/(x) —=0
¢ exata. Entdo, pelo Teorema A.1.33(5), a sequéncia
Ny /xN, o No/xNy o M/xM —0

¢ exata. Deste modo, para mostrar a exatidao de (2.4) resta ver que im(¢,) = ker(@y). Por

exatidao de (2.3), @; o ¢, = 0, donde @, o ¢, = 0; e portanto im(Q,) C ker(@, ). Para a outra
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inclusdo, sejay € Ny tal que @, (y+xN;) = 0. Entdo, ¢;(y) € xNy, donde ¢ (y) = xz para algum
zZ € Ny. Portanto,

x@o(z) = Po(xz) = Po(@1(y)) = 0.
Como x é um elemento M-regular, segue que z € ker(@y) = im(¢;). Assim, z = @;(z;) para

algum z; € N;. Deste modo,

O1(y—xz1) = @1(y) —x@1(z1) = x2—x2 =0,

donde y —xz; € ker(¢;) = im(¢2). Portanto, y —zx; = @2(z2) com zp € N. Daf y — ¢2(z2) =
xz1 € xNj. Isto mostra que y +xN| = @, (z2 +xN;) € im(@,). O
Proposicao 2.1.14. Sejam R um anel e

N. : _>Nm&Nm_] Pm—1

um complexo exato de R-mddulos . Se x C R é uma sequéncia N;-regular fraca para todo 7, entdo

o complexo N, ®g R/xR é também exato.

Demonstragcdo. Por indugao € suficiente mostrar para o caso em que X consista de um dnico

elemento x. Pelo Teorema A.1.33(5), é suficiente mostrar que o complexo N, /xN, é exato.
Dado i > 0, como x é N;_;-regular e im(¢;) C N;, entdo x é im(¢;)-regular. Por outro
lado, da hipétese observe que

Nit2 — Niy1 — N; — im(¢;) — 0

¢ exata. Pela proposi¢ado anterior,

im(¢;) 50

Niy2/xNiy2 = Niy1/xNiy1 — Ni/xN; — ~im (1)

€ exata. Assim, se i = 0, obtemos que a sequéncia
Nz/xNz — N1/XN1 — N()/XN() — N,I/XN,1 —0
¢ exata; e se i > 1, obtemos que a sequéncia
Niy2/xNiy2 — Nit1/xNiy1 — Ni/xN;

¢ exata. Portanto, o complexo N, /xN, € exato. O]

Como consequéncia desta proposicao temos as duas seguintes proposi¢coes.

Proposicao 2.1.15. Seja M um R-mdédulo. Seja x € R um elemento R-regular e M-regular. Seja

N um R-médulo tal que xN = 0. Entdo,
Exty ) (M/xM,N) = Extz(M,N)

para todo i > 0.
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Demonstragcdo. Seja

[24] 2]

Fy: - F; Fi F Fo M 0

uma resolucdo livre de M. Como cada F; € livre e x € m € um elemento R-regular, entdo x € um

elemento Fj-regular para todo i. Pela Proposicao 2.1.14 e pelo Teorema A.1.33(5), a sequéncia

551‘ 651 560
Fo/xFy: -+ ——F;/xF;——=F;_ [xF;_| — -+ —— F| /xF| —— Fy/xFy — M /xM —0
¢ uma sequéncia exata de R/(x)-mddulos. Como cada F; ¢ um R-mddulo livre, note que F;/xF; é
um R/ (x)-médulo livre pois se F; = €P R, entdo

Ji

F;/xF; = F,@rR/(x) pelo Teorema A.1.33(5)
=~ (EBR) ®rR/(x)
Ji

=~ (P(R@rR/(x)) pelo Teorema A.1.33(4)
Ji

o @(R /(x)) pelo Teorema A.1.33(2).
Ji

Assim, F, /xF, é uma R/(x)-resolucéo livre de M /xM. Agora,

EXtée/(x)(M/XMaN): (Homg () (Fe p/xFe m,N))

I

Hi

Hi(HomR/(x) (Fou ®rR/(x),N)) pelo Teorema A.1.33(5)
H'(Homg (Fem,N)) por Proposi¢ao A.1.37
Exth (M, N).

I

112

[]

Corolario 2.1.16. Seja (R, m) um anel local Noetheriano. Seja M um R-médulo finitamente

gerado e x € m um elemento R-regular e M-regular. Entao,
pdimg (M) = pdimyg () (M /xM).
Demonstragcdo. Segue do Corolario 1.6.12 e da Proposicdo 2.1.15. ]

O seguinte exemplo mostra que a permutacio de uma sequéncia M-regular nao € neces-

sariamente uma sequéncia M-regular.

Exemplo 2.1.17. Seja k um corpo e R = k[X,Y,Z]. Entdo, é fcil verificar que X, Y (1 —X),Z(1 —
X) é uma sequéncia R-regular. Porém, Y (1 —X),Z(1 — X),X ndo é uma sequéncia R-regular. De
fato, Y  (Y(1—X)) masYZ(1 —X) € (Y(1 -X)).
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Proposicao 2.1.18. Seja (R, m) um anel local Noetheriano, M um R-médulo finitamente gerado
eXx =Xp,...,X; C muma sequéncia M-regular. Entdo, toda permutacdo de x € uma sequéncia

M-regular.

Demonstragdo. Como toda permutagdo é um produto de transposicdes de elementos adja-
centes, € suficiente mostrar que Xxi,...,X;j—1,Xj+1,Xi,Xi+2,--.,X, € uma sequéncia M-regular.
Como x é uma sequéncia M-regular, por defini¢do € suficiente mostrar que x;;; € um elemento
M/(xy,...,xi—1)M-regular e x; ¢ um elemento M /(xy,...,x;—1,x;+1)M-regular; ou seja que se
M = M/(x,...,x;i_1)M, entdo x;;| é um elemento M-regular € x; € um elemento M /x; | M-
regular, isto é que x;1,x; é uma sequéncia M-regular. Como x;, x;, € uma sequéncia M-regular

(por ser x uma sequéncia M-regular), isto segue do seguinte lema. [

Lema 2.1.19. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e M um R-mdédulo finitamente gerado. Se

X1,X2 C m é uma sequéncia M-regular, entdo x;,x; € uma sequéncia M-regular.

Demonstragdo. Por definicdo devemos mostrar que x, € um elemento M-regular e que x| € um

elemento M /xM-regular.

Vejamos primeiro que x; é um elemento M-regular. Seja K = ker(x, : M — M). Afirma-
mos que K = x| K. De fato, seja z € K. Entdo x,z = 0. Como x; é um elemento M /x| M-regular,
existe 7 € M tal que z = x17. Logo, x| (x27') = xoz = 0. Mas como x; é um elemento M-regular,
segue que x»7 = 0, e consequentemente 7' € K. Assim, a igualdade z = x;7’ mostra que z € x| K,
obtendo assim que K = x1K. Do Lema de Nakayama, segue que K =0, isto € xo : M — M é

injetiva, ou seja xo € um elemento M-regular.

Agora mostremos que x| é um elemento M /x,M-regular. Seja z € M tal que x| -z € xo;M.
Entdo, existe 7 € M tal que x1z = xp7. Essa igualdade indica que x,7' € x;M. Sendo x, um
elemento M /x| M-regular, segue que 7' € x| M, isto é 7 = x17” para algum 7"/ € M. Logo, x;z =
x2(x12") = x1(x27”); donde, por ser x; um elemento M-regular, z = x,7" € x, M. O

2.2 Grau e Profundidade

Definicao 2.2.1. Seja M um R-médulo. Uma sequéncia M-regular x = x1,...,x, (contida em
um ideal I de R) é maximal (em I) se x1,x2,...,Xx,+1 ndo é uma sequéncia M-regular para todo
Xnt1 € L

Observacao 2.2.2. Se R é um anel Noetheriano, / un ideal de R e M um R-modulo finitamente
gerado, entdo toda sequéncia M-regular em / pode-se estender a uma sequéncia M-regular

maximal em /.

Lema 2.2.3. Sejam R um anel, M, N dois R-mdédulos e x = x1,...,x, uma sequéncia M-regular
fraca em ann(N). Entio,
Homg(N,M /xM) = Extx(N,M).
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Demonstragcdo. Faremos a prova por indugdo. Se n = 0, o resultado vale pela Proposicao 1.4.4(2).
Suponha agoran > 1. Ponhax’ = x,...,x,_1. Por inducdo,
Homg (N, M /x'M) = Ext, ' (N, M).
Como x é uma sequéncia M-regular fraca em ann(N), entdo x, € ann(N) é um elemento M /x'M-
regular. Pela Proposi¢do 2.1.4(1), Homg(N, M /x'M) = 0; de modo que, pelo isomorfismo acima,

Ext’ (N, M) = 0. Assim, da Ext(N, —)-sequéncia exata longa associada 2 sequéncia exata

X1

0 M M M/x M —=0

temos uma sequéncia exata
0 — Ext’ '(N, M /x;M) ¥ Ext},(N, M) —~ Ext’,(N, M) ,

onde @ = Extj(N,x;). Como x; € ann(N), note que ¢ = 0. Logo, por exatiddo da sequéncia

acima, ¥ € um isomorfismo. Deste modo,
Exts ' (N, M /x;M) = Ext}(N,M).

Por outro lado, como x é uma M-sequéncia regular fraca em ann(N), entdo xy,...,x, é uma

sequéncia M /x; M-regular fraca em ann(N). Logo, por indugdo,
Exts ' (N,M/xM) = Homg(N,M /xM).
Dos dois dltimos isomorfismos segue que
Homg(N,M /xM) = Extx(N,M).
L

Teorema 2.2.4 (Rees). Sejam R um anel Noetheriano, M um R-médulo finitamente gerado e /
um ideal tal que IM # M. Entdo, todas as sequéncia M- regulares maximais em / tem o mesmo
comprimento n dado por

n = min{i : Ext,(R/I,M) # 0}.

Demonstragdo. Seja x = xi,...,x, uma sequéncia M-regular maximal em /. Entdo, para i =
1,...,n, temos que x; € I é um elemento M /(xy,...,x;—1)M-regular. Assim, pelo Lema 2.2.3 e

pela Proposi¢do 2.1.4(1),
Exty '(R/I,M) = Homg(R/I,M/(x1,...,x; 1)M)=0,Yi=1,....n. (2.5)
Por outro lado, novamente pelo Lema 2.2.3, Extx(R/I,M) = Homg(R/I,M /xM ). Como

I ndo contém elementos M /xM-regulares (por maximalidade da M-regularidade de x em 1),
entdo, pela Proposi¢do 2.1.4(2), Homg(R/I,M /xM) # 0. Assim,

Ext}(R/I,M) # 0. (2.6)

De (2.5) e (2.6), segue que n = min{i : Ext,(R/I,M) # 0}. O
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Definicdo 2.2.5. Sejam R um anel Noetheriano, / um ideal de R e M um R-mdédulo finitamente
gerado. Se IM # M, entdo o comprimento comum de todas sequéncias M- regulares maximais
em [ é chamado o grau de I sobre M e denotado por grau(/,M). No caso IM = M, definimos
grade(I,M) = oo.

Observacao 2.2.6. No contexto de acima, podemos definir também o grau de I sobre M por
grade(I, M) = inf{i : ExtL(R/I,M) # 0}.

Isso fica claro, pelo Teorema de Rees, no caso IM # M. No caso IM = M, é suficiente que
mostrar que Exty(R/I,M) = 0 para todo i > 0. Para isso, vamos mostrar que Exth(R/I,M), =
0 para todo ideal primo p de R. Com efeito, suponha por absurdo que Exth(R/I,M), # 0.
Entdo, pelo isomorfismo Exti(R/I,M), Ex‘[;ep ((R/I)p,My) (Coroldrio 1.4.8(2)), temos que
Ext}ep((R/I)p,Mp) # 0. Daf note que M # 0 e que (R/I), # 0. Agora, o fato de que (R/I), # 0
indica que p D I (pois supp(R/I) = V(I) pela Proposi¢do A.1.54); donde I, C pR;. Como
IM = M, entdo I;M, = M. Pelo Lema de Nakayama, M, = 0, o que contradiz claramente ao
fato de que M, # 0.

Defini¢io 2.2.7. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano e M um R-mdédulo finitamente gerado.

Definimos a profundidade de M, denotada por depth(M), como sendo o grau de m sobre M.

Teorema 2.2.8. Seja (R, m,k) um anel local Noetheriano e M # 0 um R-mddulo finitamente
gerado. Entdo,
depth(M) = min{i : Exth(k,M) # 0}.

Demonstragcdo. Imediato do Teorema 2.2.4. [
Proposicao 2.2.9. Sejam R um anel Noetheriano, / C R um ideal de R e
0—=-U—-M—-N—=0

uma sequéncia exata de R-moddulos finitamente gerados. Entao:

(1) grade(I,M) > min{grade(I,U),grade(I,N)};
(2) grade(I,U) > min{grade(/,M),grade(I,N)+ 1};

(3) grade(I,N) > min{grade(I,U) — 1, grade(I,M)}.

Demonstragdo. A sequéncia exata curta 0 - U — M — N — 0 induz uma sequéncia exata

longa

- = Exth 1(R/I,N) — Exth(R/I,U) — Extiy(R/I,M) — Exth(R/I,N) — Exth(R/I,U) — - -- .
2.7)
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(1) Ponha [ = grade(I,M) e suponha, pelo absurdo, que / < min{grade(/,U),grade(I,N)}.
Entdo, [ < grade(I,U) e I < grade(I,N). Logo, pela Observagio 2.2.6, Exth(R/I,U) =
Exth(R/I,N) = 0. Segue, da exatiddo de (2.7), que Exth(R/I,M) = 0, donde pela Obser-
vagdo 2.2.6, [ # grade(I,U), uma contradicao.

(2) Ponha ! = grade(I,U) e suponha, pelo absurdo, que / < min{grade(I/,M), grade(I,N)+1}.
Entdo, [ < grade(I,M) el < grade(I,N) + 1. Logo, pela Observagdo 2.2.6, Exth (R /I,M) =
Extl ' (R/I,N) = 0. Segue da exatidio de (2.7), que Exth(R/I,U) = 0, donde pela Obser-
vagdo 2.2.6, [ # grade(I,U), uma contradic@o.

(3) Ponha/ = grade(/,N) e suponha, pelo absurdo, que / < min{grade(/,U) — 1, grade(I,M)}.
Entdo, [ < grade(I,U) — 1 e [ < grade(I, M). Logo, pela Observagdo 2.2.6, Exty ' (R/I,U) =
Exth(R/I,N) = 0. Segue da exatiddo de (2.7), que Exth(R/I,N) = 0, donde pela Observa-
¢80 2.2.6, | # grade(I,U), uma contradigdo.

]

Proposicao 2.2.10. Sejam R um anel Noetheriano, / e J ideais de R e M um R-mddulo finitamente
gerado. Entdo:

(1) grade(I,M) = inf{depth(M,) : p € V(I)};

(2) grade(I,M) = grade(\/I,M);

(3) grade(INJ,M) = min{grade(I,M),grade(J,M)};

(4) Sex =xy,...,x, ¢ uma sequéncia M-regular em I, entdao

grade(I,M /xM) = grade(I/xI,M /xM) = grade(I,M) — n;

(5) Se N é um R-mddulo finitamente gerado com Supp(N) = V (I), entdo
grade(I,M) = inf{i : Exty(N,M) # 0}.

Demonstracdo. (1) Mostremos primeiro para o caso IM = M. Neste caso, grade(l,M) =
. Dado p € V(I), como IM = M, pelo Lema de Nakayama, M, = 0. Deste modo, ¢é
claro que depth(M;) = oo para todo p € V(I). Portanto, é claro que grade(/,M) = o =
inf{depth(M,) : p € V(I)}.

Agora passemos ao caso IM # M. Dado p € V(I), temos
grade(I,M) < grade(p, M) por defini¢do

< grade(pRy,M,) pela Proposi¢do 2.1.12(1)
= depth(M,),
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donde grade(I,M) < depth(M,) para todo p € V(I). Assim, para mostrar a igualdade
requerida, é suficiente mostrar que grade(/, M) = depth (M, ) para algum p € V(). Sejax
uma sequéncia M-regular maximal em /. Entdo, / consiste de divisores de zero de M /xM
(por maximalidade). Logo, pela Proposi¢do 2.1.3, I C p para algum ideal p € Ass(M /xM).
Entéo, pR, € Ass(Mj, /xM,). Deste modo, a Proposi¢do 2.1.3, indica que pR, C Ry, consiste
de divisores de zero de M, /xM,. Portanto, x (visto em Ry,) é uma sequéncia M,-regular

maximal. Isto mostra que grade(/, M) = depth(M,).
(2) De (1) porque V(v/1) = V(I).
(3) Temos
grade(INJ,M) = inf{depth(M,) : p € V(INJ)}
= inf{depth(M,) :p e V(I)oup e V(J)}

= min{inf{depth(M,) : p € V(I) },inf{depth(My) : p € V(J) }}
= min{grade(I,M), grade(J,M)}.

(4) Pela Observagdo 2.1.9, grade(I,M /xM) = grade(I /xI,M /xM ). Mostremos que grade(I,M /xM) =
grade(I,N) — n. Sejay uma sequéncia M /xM-regular maximal em /. Como x é uma sequén-
cia M-regular em /, entdo x,y é uma sequéncia M-regular maximal em /. Isto mostra que
grade(I,M) = grade(I,M /xM) + n, donde grade(I,M /xM) = grade(I,N) —n.

(5) Como V(I) = Supp(N) e Supp(N) = V(ann(N)), entio v/I = \/ann(N). Desta maneira,
item (2) nos diz que podemos supor / = ann(N).

Se IM # M, podemos repetir a prova do Teorema 2.2.4 com N em lugar de /.

Se IM = M, podemos repetir o argumento feito na Observacao 2.2.6.

Definicao 2.2.11. Seja R um anel Noetheriano.
(1) Se M € um R-mdédulo finitamente gerado, definimos o grau de M por
grade(M) := min{i : Ext4(M,R) #0}.
(2) Se I € um ideal de R, definimos o grau de I por
grade(I) := grade(I,R).

Em vista da definicdo acima, note que temos duas maneiras de interpretar o grau de um
ideal; uma no sentido do item (1) (com M = I) e outra como no sentido do item (2). No que

segue quando nos referimos ao grau de um ideal sempre serd no segundo sentido.
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Lema 2.2.12. Se M # 0 € um R-m6dulo M finitamente gerado e / € um ideal de R, entdo

Vann(M/IM) = \/I +ann(M).
Demonstragdo. Pela Proposicao A.1.7,

vann(M/IM) = ﬂ p e [+ann(M) = ﬂ p.

pev(ann(M/IM)) peV(I+ann(M))
Assim, é suficiente mostrar que V (ann(M/IM)) =V (I +ann(M)).

A inclusdo V(ann(M/IM)) C V(I +ann(M)) segue observando que [ + ann(M) C
ann(M /IM).

Para a outra inclusdo, seja p € V(I +ann(M)). Entdo, p € V(I) e p € V(ann(M)) =
supp(M). Assim, pelo Lema de Nakayama, M}, # I,M,,, donde p € supp(M /IM) =V (ann(M /IM)).
[]

Proposicio 2.2.13. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M # 0 um R-médulo finitamente

gerado. Se x = x,...,x, C m é um sequéncia M-regular, entio:

(1) depth(M /xM) = depth(M) — n;

(2) dim(M /xM) = dim(M) — n.

Demonstragdo. (1) E imediato do item (4) da Proposi¢do 2.2.10.

(2) Pela Proposicdo A.5.5, é suficiente mostrar que dim(M /xM) < dim(M) — n. Por indugdo
€ suficiente mostrar esta desigualdade para o caso n = 1, isto é, se x € m € um elemento
M-regular, entdo dim(M /xM) < dim(M) — 1. Basta mostrar que dim(M /xM) < dim(M).
E claro que supp(M/xM) C supp(M), donde, pela Proposi¢io A.2.17, dim(M/xM) <
dim(M). Assim, s6 devemos mostrar que dim(M /xM) # dim(M). Por absurdo, suponha
dim(M /xM) = dim(M) e seja d esse valor comum. Entdo, pela Proposi¢do A.2.17, existem

uma cadeia estritamente crescente

PoCp1 C--ChPg

com p; € supp(M/xM). Note que py deve ser um primo minimal em supp(M/xM) e em
supp(M) (pois d = dim(M /xM) = dim(M)). Pelo Teorema A.2.9, py € Ass(M). Deste
modo, pela Proposi¢do 2.1.3, pg C ZD(M). Esta inclusdo indica que x ¢ po desde que x é
um elemento M-regular. Mas, por outro lado, como pg € supp(M /xM) =V (ann(M /xM)),
entdo po D ann(M /xM ), donde x € py. Isto € uma contradigao.

]

Corolario 2.2.14. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M # 0 um R-mdédulo finitamente
gerado. Entdo, depth(M) < dim(M).
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Demonstracdo. Sejan = depth(M). Se n = 0, o resultado é obvio. Suponha agora n # 0. Entéo,
existe uma sequéncia M-regular maximal x = xp,...,x, C m. Pela Proposi¢ao anterior, 0 <
dim(M /xM) = dim(M) — n. Dai, note que n < dim(M). O

Proposicio 2.2.15. Seja (R,m) um anel local Noetheriano ¢ M # 0 um R-médulo finitamente
gerado. Entdo, depth(M) < dim(R/p) para todo p € Ass(M).

Demonstragdo. A prova é por indugdo sobre depth(M). Se depth(M)=0, o resultado é claro.

Suponha agora depth(M) > 0. Entdo, existe um elemento x € m que é um elemento
M-regular. Sejam p € Ass(M) e m € M tal que p = ann(m).

Seja
¢ ={(z) :z€eMepz=0}.

Note que (m) € €; assim que € é ndo vazio. Como M é Noetheriano (Proposi¢do A.2.5(2)), ¢
tem um elemento maximal, digamos (z) € € com z € M. Note z # 0 (se z = 0, entdo (z) C (m),

o que contradiz a maximalidade de (z)).

Temos que z € xM. De fato, por absurdo, suponha que z € xM. Entdo z = xm’ para algum
m' € M, e portanto (z) C (m’) (onde a inclusdo € estrita pois caso contrario, teria-se (z) = y(z)
com y € m, donde, pelo Lema de Nakayama, z = 0, o que ndo acontece) € pm’ = 0 (pois pz =0

e x é um elemento M-regular). Deste modo, temos uma contradi¢do a maximalidade de (z).

Como pz=0e z ¢ xM, note que p C ZD(M /xM). Entdo, pela Proposi¢do 2.1.3, p C q
para algum q € Ass(M /xM).

Agora, como x é um elemento M-regular e m # 0, note que x ¢ ann(m) = p, donde
p & Supp(M/xM) desde que, pela Proposi¢do A.1.54 e pelo Lema 2.2.12, Supp(M/xM) =
V(ann(M/xM)) =V (ann(x+ann(M)) C V(x)). Portanto, pela inclusio Ass(M /xM) C Supp(M /xM)
(Proposicdo A.2.9), p ¢ Ass(M/xM). Desta maneira, p C q, donde dim(R/q) < dim(R/p).

Pela Proposicdo 2.2.13(2), depth(M /xM) = depth(M) — 1, donde, por indugao, depth (M /xM) <
dim(R/q). Temos

depth(M) — 1 = depth(M /xM) < dim(M /xM) < dim(R/q) < dim(R/p),
donde resulta depth(M) < dim(R/p). O
Proposicao 2.2.16. Sejam R um anel Noetheriano e / C R um ideal. Entéo,

grade(I) < ht(I).

Demonstragdo. Pela Proposicao 2.2.10(1),

grade (/) = inf{depth(R,) : p € V(I)}.
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Sabemos que
ht(/) = inf{dim(Ry) : p € V(I)}.

Deste modo, como depth(R),) < dim(Ry,) para todo p € V() (pelo Coroldrio 2.2.14), segue que
grade(I) < ht([). O

Definicao 2.2.17. Seja (R, m, k) um anel local Noetheriano e M um R-médulo finitamente gerado
de profundidade ¢. O nimero
r(M) := dimy (Exty (k,M))

¢ chamado o tipo de M.

Proposicio 2.2.18. Seja ¢ : (R,m,k) — (S,n,l) um R-homomorfismo local de anéis Noetheria-
nos. Suponha que M € um R-médulo finitamente gerado e N é um S-médulo finitamente gerado

que € plano como R-mdédulo. Entdo:

(1) depthg(M @ N) = depthgr(M) + depthg(N/mN);

) rs(M®RN) = I’R(M) -rS(N/mM).

Para a prova da proposi¢c@o acima precisamos do seguinte lema.

Lema 2.2.19. Com as hipéteses da proposicdo anterior vale que:

(1) dim;(Homg(I,M @g N) = dimg(Homg(k,M)) - dim;(Homg(/,N/mN));

(2) Sey C S € uma sequéncia N/mN-regular, entdo y é uma sequéncia M Qg N-regular, e
N /yN é plano sobre R.

Demonstragdo. (1) Temos que

Homg(/,Homg(S/mS,M @z N) = Homg (I ®sS/mS,M @r N) pelo Teorema A.1.33(6)
>~ Homg(l,M Qg N) pelo Teorema A.1.33(5),

donde
Homg(/,Homg(S/mS,M ®@r N) = Homg(I,M Qg N). (2.8)

Por outro lado,
Homg(S/mS,M Qg N) = Homg(k Qg S,M Qr N) pelo Teorema A.1.33(5)

= Homg(k,M Qg N) pela Proposi¢do A.1.37
=~ Homg(k,M) Qg N, pela Proposi¢do A.1.43

donde,
Homg(S/mS,M ®gN) = Homg(k,M) Qg N. 2.9)
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2)

Seja r = dimy(Homg(k,M)) < . E claro que

Hompg(k,M) = K. (2.10)
Segue que
Homg(/,M ®g N) = Homg(l,Homg(S/mS,M @g N)) pelo isomorfismo (2.8)
= Homg(/,Homg(k,M) @r N) pelo isomorfismo (2.9)
=~ Homg(l,k" @g N) pelo isomorfismo (2.10)
=~ Homg(/, (k@gN)") pelo Teorema A.1.33(4)
= Homg(/, (N/mN)") pelo Teorema A.1.33(5)
= (Horns(l,N/mN))r pela Proposicdo A.1.30(1) ,

donde dim;(Homg(/,M ®gN)) = r-dim;(Homg(I,N/mN)).

Por indugdo, podemos supory = y.
Vejamos primeiro que y € S € um elemento M @ N-regular. Dado z € M @ N tal que

y-z =0, devemos mostrar que z = 0.

Pelo absurdo, suponha z # 0. Como (2 m'(M ®gN) = 0 (Coroldrio A.3.3), existe i > 0
tal que z € m!(M ®g N) —m*! (M @ N). Deste modo, ji que yz = 0, note que y € S niio é
m! (M ®@gN)/m*1 (M @g N)-regular.

Vamos concluir agora que y € S é m' (M @g N)/m'*! (M g N)-regular para uma contradi-

cdo. De fato, temos a seguinte cadeia de isomorfismos

m'(M®gN) _ m'M

W (M@pN) - mit M QrN porque N é um R-médulo plano
R

>~k Qr N por defini¢do de ¢

>~ (k@grN)' pelo Teorema A.1.33(4)

>~ (N/mN) pelo Teorema A.1.33(5)

onde t = dimy(m'M /m*1M). Agora, como y é um elemento N /mN-regular, entdo y é um
elemento (N/mN)-regular; donde pela cadeia acima de isomorfismos, resulta que y é
m! (M ®@gN) /mi*1 (M @g N)-regular.

Vejamos agora que N /yN é plano sobre R. Seja
0O—->M —-M, -M;—0

uma sequéncia exata curta de R-médulos finitamente gerados. Pelo recentemente mostrado

acima, y € um elemento M3 ®g N-regular. Entdo, pela Proposicao 2.1.13,

M, ®@r N M, @r N M;@r N
0— — — —0
y(Mi ®rN)  y(My®grN)  y(M3®gN)
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¢ exata. Do Teorema A.1.33(5), segue que
0— M; @ N/yN — My @g N/yN — M3 Qg N /yN

¢ exata. Pelo Coroldrio A.1.39, N/yN é um R-médulo plano.
O
Demonstragdo da Proposicdo 2.2.18. Ponha m = depth(M) e n = depthg(N/mN). Entdo, existe

uma sequéncia M-regular x = xi,...,x, maximal em m e existe uma sequéncia N /mN-regular

y=y1,...,¥, maximal em n.

Pelo Lema 2.1.11, ¢@(x) C n é uma sequéncia M ®g N-regular. Além disso, y é uma

- M&rN
sequéncia ———————-regular desde que
¢(x)(M®rN)
M&rN MQrN M

) = >~ QpN=ZM®grN,onde M :=M/xM, e
o(x)(M@rN)  x(M@gN) xM * R /

* y é uma sequéncia M @g N-regular (pelo item (2) do lema acima).
Portanto, a sequéncia @(x),y C S é uma sequéncia M Q@ N-regular em n. Note que ela tem
comprimento m + n, e portanto m +n < depthg(M @ N).

Pelo Lema 2.2.3, temos os seguintes isomorfismos

Ext?(k,M) =~ Homg(k, M), (2.11)
~ N/mN \ _ N
Eth(l,N/mN) = HOITIS (l,w) = Homs <Z,W> , € (212)

MRQprN
(@(x),y)(M®rN)

Ext " (1,M @ N) = Homg (l : ) =Homs (,MerN')  (2.13)

onde N’ = N/yN.

Agora,
dim; (Exty™"(1,M @g N)) = dim;(Homg(I,M @g N')) por (2.13)
= dimy (Homg (k,M)) - dim;(Homg({,N'/mN")) pelo Lema 2.2.19(1)
= dimy (Extg (k,M)) - dim; (Extg({,N/mN)) por (2.11) e (2.12).
Portanto,
dim; (Exty ™" (I,M ®@g N)) = dim (Extg (k,M)) - dim; (Extk({,N /mN)). (2.14)

Pelo Teorema 2.2.8, Ext} (k,M) # 0 e Ext}(I,N/mN)) # 0. Assim, de (2.14), note que
Ext¢™"(I,M ®g N) # 0. Deste modo, pelo Teorema 2.2.8, depthg(M @g N) < m—+n.

Segue que depthg(M ®@g N) = m + n. Em consequéncia, pela igualdade (2.14),
rs(M@gN) =rgr(M)-rs(N/mN). [
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Definicao 2.2.20. Seja M um R-médulo sobre um anel local (R, m, k). Definimos o socle de M
por

Soc(M) := (0 :p m).
Observacdo 2.2.21. Soc(M) = Homg(k,M). De fato, a aplicagdo ® : Soc(M) — Homg(k, M),

definida por ®(x)(a) = ax, ¢ um R-isomorfismo.

Lema 2.2.22. Sejam (R, m, k) um anel local Noetheriano, M um R-médulo finitamente gerado e

x uma sequéncia M-regular maximal em m de comprimento n. Entao,

r(M) = dimy(Soc(M /xM)).

Demonstragdo. Sejax=xi,...,x,. Entdo, claramente depth(M) =n e r(M) = dimy (Exty (k,M)).
Pela Observacdo 2.2.21 e pelo Lema 2.2.3, Soc(M /xM) = Homg (k, M /xM) = Ext}(k,M). Logo,

dimy(Soc(M /xM)) = dimy (Extg(k,M)) = r(M).
]

Lema 2.2.23. Seja (R, m,k) um anel local e M um R-médulo. Se M # 0 tem comprimento finito,
entdo Soc(M) # 0.

Demonstragdo. Pela Observagdo 2.2.21, é suficiente mostrar que Homg (k, M) # 0. Mostraremos

isto por indugéo sobre n := length(M).
Se n =1, entdo M = k, e portanto Homg (k,M) = Homg(k,k) # 0.

Agora, suponha n > 1. Entao, existe um submdédulo préprio N # 0 de M que tem
comprimento n — 1. Por inducdo, existe um R-homomorfismo & — N ndo nulo. Compondo este

R-homomorfismo com a inclusdo N — M, obtemos um R-homomorfismo k — M ndo nulo. [

2.3 Profundidade e Dimensao Projetiva

Uma relacdo entre as no¢des de profundidade e de dimensdo projetiva € dada pelo
Teorema de Auslander-Buschbaum (Teorema 2.3.4). O objetivo de esta secdo é enunciar e

mostrar esse resultado.

Lema 2.3.1. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano e M,N # 0 dois R-modulos finitamente
gerados. Se depth(M) > 0 e depth(N) > 0, existe um elemento x € m que é um elemento

M-regular e N-regular.

Demonstragdo. Como depth(M) > 0 e depth(N) > 0, m contém elementos M-regulares e tam-
bém contém elementos N-regulares. Pela Proposicdo 2.1.3, m & Ass(M) e m ¢ Ass(N). Pelos
Teoremas A.2.7 e A.2.8(2), e pelo Lema dos Primos Avoidance, m ¢ ZD(M) UZD(N). Dai,
existe x € m que € um elemento M-regular e N-regular. [
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Lema 2.3.2. Seja (R, m,k) um anel local e ¢ : F — G um homomorfismo de R-mdédulos finita-
mente gerados. Suponha que F € livre, e seja M um R-mdédulo tal que m € Ass(M). Suponha

que @ ® Idy, € injetivo. Entdo:

(1) ¢ ®Id; € injetivo;

(2) Se G é um R-mddulo livre, entdo ¢ € injetiva e existe um R-mddulo livre N tal que
G=¢(F)&'N.

Demonstracdo. (1) Como m € Ass(M), existe um R-homomorfismo i : k — M nao nulo e

portanto injetivo. Temos um diagrama comutativo

Fopk o8 p o.M

(P®Idkl l(p@IdM
Idg®i
G®rk Ly GQrM

Como F ¢ livre, F € plano e portanto Idr ®g i € injetivo. Por hipétese, ¢ @g Idys € injetiva.

Logo, ¢ ®gId; € um R-homomorfismo injetivo.

(2) Como ¢ ®gIdy € injetivo, note que o R-homomorfismo @ : F/mF — G/mG definido
por @(x+ mF) = ¢(x) + mG € injetivo. Sejam [ = rank(F) e r = rank(G). Note que
| = dimg(F /mF) e que r = dimg(G/mG). A injetividade de @ indica que / < r.

Seja {ej,...,e;} uma R-base de F. Entdo, {@(e; + mF),..., ®(e; + mF)} é um con-
junto linearmente independente em G/mG. Existem z;,| +mG,...,z, + mG € G/mG
tais que {@(e; +mF),..., @(e;+mF),z;.1 +mG,...,z, + mG} é uma base de G/mG.
Deste modo, pelo Lema de Nakayama (mais especificamente, pelo Coroldrio A.1.21),
{9p(e1),.--,9(e1),21+1,---,2-} € um conjunto de r elementos que gera G. Como rank(G) =
r, esse conjunto é uma R-base para G e portanto @(ey),...,(e;) sdo linearmente indepen-

dentes. Isto mostra que ¢ € injetiva.

Vejamos que ¢ (F') é um somando direto interno de G. Como {@(eq),...,Q(e1),2141,---,2r}
¢ uma base de G note que G = @(F) &' (z;11,...,2r), € que (z/41,...,2-) € um R-médulo
livre.

Ol

Observacio 2.3.3. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano e M # 0 um R-médulo finitamente

gerado. Seja n = pdimg (M) < oo. Pelo Coroldrio 1.6.11, existe uma resolucao livre minimal de
M
Fo:0—-F,—>F,_1——FH—>FK—>M-—0

com F,, # 0. Suponha n > 1. Entdo M, := ker(Fp — M) = im(F; — Fj) é ndo nulo. Temos que:

(1) pdim(M;)=n—1;
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(2) Se depth(M) = 0 e depth(R) > 0, entdo depth(M;) = 1.
Com efeito, mostremos (1). Observe que
Fo:0—-F,—-F 11— —=F—>M —0

¢ uma resolugdo livre minimal de M|, donde, pdimg(M;) =n— 1.

Mostremos (2). Temos uma sequéncia exata
O—M —F—M-—0.

Da Proposi¢do 2.2.9,

depth(M;) > min{depth(Fp),depth(M)+1=1}e
0 = depth(M) > min{depth(M;) — 1,depth(Fp)}.

Como depth(R) > 0 e Fy é livre, entdo depth(Fp) > 0, assim, pela primeira desigualdade,
depth(M;) > 1 e consequéntemente, pela segunda desigualdade, depth(M;) — 1 = 0.

Teorema 2.3.4 (Auslander-Buchsbaum). Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M # 0 um

R-médulo finitamente gerado. Se pdim(M) < oo, entdo
depth(M) + pdim(M) = depth(R).

Demonstragdo. A prova serd por induc@o sobre depthy(R).

Suponha primeiramente que depthgz(R) = 0. Entdo m ndo contém elementos R-regulares,
e portanto, pela Proposi¢ao 2.1.3, m € Ass(R). Seja n = pdimg(M). Pelo Coroldrio 1.6.11, existe

uma resolucao livre minimal
F-O—-F—FK — - —>F—>FK—>M-—=0

de M. Se n > 1, pelo Lema 2.3.2(2), F,,_1 = ¢(F,) &' H com H sendo um R-médulo livre; donde

obtem-se de F, uma resolucao livre
O—-H—--—F—=F—>M—=0

de M de comprimento n — 1; o que contradiz a que pdimg (M) = n. Portanto, pdimg(M) =n =0,
isto € M € livre. Assim, como m ndo contém elementos R-regulares, também ndo contém
elementos M-regulares; donde depthz (M) = 0. Ja que depthg(R) = pdimg (M) = depthy(M) =0,
a igualdade depthg (M) + pdimg (M) = depthg(R) € satisfeita.

Suponha agora depthg(R) > 0. Mostraremos a igualdade nos seguintes casos.

Caso depthgx(M) > 0. Pelo Lema 2.3.1, existe x € m um elemento R-regular e M-regular.
Pela Proposicdo 2.2.10(4) e pelo Corolario 2.1.16,
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depthg () (R/(x)) = depthg(R) — 1 e pdimg () (M /xM) = pdimg (M) < co.
Por indugio,
peinng ) (M /M) + depthy (M /xM) = depth ) (R/(2)).
donde, pela Proposicdo 2.2.10(4), resulta pdimg (M) + depthg (M) — 1 = depthg(R) — 1, donde

pdimg (M) + depthg (M) = depthg(R).

Caso depthy(M) = 0. Como depthy(M) = 0 e depthgz(R) > 0, note que M ndo € livre e
portanto ndo projetivo. Portanto, pdimg (M) > 1. Pela Observacao 2.3.3, existe um R-médulo
M, tal que depthp(M;) =1 > 0 e pdimg (M) = pdimg(M) — 1. Pelo caso mostrado acima,

pdimg (M) + depthg (M) = depthgx(R).

Segue que pdimg(M) = depthg(R).

2.4 Complexo de Koszul

Nesta se¢do introduzimos o complexo de Koszul e com ajuda deele caracterizamos a
regularidade de uma sequéncia (sobre um mddulo finitamente gerado) contida em um ideal
préprio de um anel local Noetheriano (Ver Proposi¢cao 2.4.8.) As referéncias para esta se¢io sao
(HUNEKE, 2012, Capitulo 1, Subsecdo 1.2) e (BRUNS W.; HERZOG, 1998, Capitulo 1, Sec¢ao
6).

Sejam
dig o dS
C: ---—>Cn+IACH—>Cn,1—>~--
dD
n+1 d
D, : ««— Dy — D, D, | —>-

dois complexos de R-médulos como segue. O produto tensorial (C,,d®*) ® (Da,d*) dos

complexos C, € Do € um complexo de cadeias com o n-ésimas componentes dadas por

D (CierDy)

i+j=n
e, = EB 04 j, onde
i+j=n

61+/

Ci®rDj — (Ci-1®rDj) ® (Ci®rDj 1)
xRy > (a’l-c*(x)@y) @ ((—l)ix®d§)*(y)) .
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Definicao 2.4.1. Para x € R, definimos o complexo de Koszul de x como sendo o complexo

Ko(x;R): 0 R —=Ry 0
onde R = Ry =R.

Dado x € R e um complexo

dlc.l dse
Co: ++—Cpp1 C,25Cpy —> -

de R-mddulos, definimos Co(x) := Ce @ K(x,R).

Observacdo 2.4.2. (1) Uns célculos e uns isomorfismos naturais, mostram que Co(x) =
{Ch—1®Cy, 6y} ez onde para cadan € Z, 8, : C,—1 C, — C—2 & C,—1 € dado pela

correspondéncia

(01, 0,) = (dS* |, (= 1) Txoy 1 +dS* (o).

(2) Em vista de (1), temos uma sequéncia exata curta de complexos
0— Co — Co(x) > Co(—1) = 0.

Ela induz uma sequéncia exata longa,

An
= Hy(Co) — Hp(Co(x)) — Hy(Co(—1)) —— Hp 1 (Co) — -
onde é R-homomorfismo conectante A, : H,(Coe(—1)) — H,_1(C,) é dado pela corres-
pondéncia z +— (—1)""!xz. Como H,(Cs(—1)) = H,_1(C,), temos uma sequéncia exata
longa
X Pn Yn -X
- Hy(Co) —= Hu(Co(x)) —= Hn1 (Co(=1)) =+

Assim, para cada n € Z,

Hy(C,) Hy,(C.) _ Hy(C,)
ker(¢,) im(x:H,(Co) — H,(C,))  xH,(C,)

ker(ll/n) = Hn(q)n) =

im(y,) =ker(x: H,—1(C,) = H,—1(Cs)) = ananfl(C.)(x).
Substituindo o obtido na sequéncia exata

0 —— ker(y,) — Hu(Ca(x)) > im(y,) —>0,

obtemos uma sequéncia exata

H,(C,)
xH,(C,)

— H,(Co(x)) — ananfl(C.)(x) — 0.
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(3) Para todo n € Z, tem-se que xH,(C,(x)) = 0. De fato, seja (@,—1, ¢, ) um representante de

um elemento em H,, (Co ® Keo(x;R)), isto &,
5n (O‘n—la O‘ﬂ) - (drf:l (an—l) ’ (_1)n_1xan—l —|—d,f’ <a")> - (070)
Daqui temos d¢ - (a,) = (—1)"xa;,_; Mas, como
i1 (0, 0 1) = (dS° (o), (=1)"20h 4+ (@) )
temos que
X (Oy—1,00) = (X0p_1,x0) = 811 ((—1)"0;,0) € im(,11)-

Definicao 2.4.3. Sejam xi,...,x, € R e M um R-mddulo. O complexo de Koszul é definido

indutivamente por
Ke(x1,..., %0 M) := Ko(x1, ..., xn—1;M) @ Ko(x,R),
onde Ko (x; M) = K(x;R) @ M.
Observacao 2.4.4. Sejam R um anel, xq,...,x, € R e M um R-mddulo.
(1) Pode verificarse por inducao que,

Ko(x1,...,xp;M) = Ko(x1,...,x0;R) Qg M.

(2) Por indug@o, pode-se mostrar que o complexo Ko (xp,...,x,;R) é
iX]
+xp
+x, n n cooXn
Ko(xt,...,%n;R) 10— R R() RGN L) g 0.
Portanto,
+x;
+x;
+x, n n yeeesXn
Ko(X1,. st M) 10— M m() R (L) G DY
Observe que é complexo de Koszul € invariante por permutacdes.
Dados um anel R, elementos xp,...,x, € R e um R-mddulo M, definimos para todo i € Z,

Hi(x1,...,xp;M) := Hj(Ke(x1,. .., X3 M)).
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Teorema 2.4.5. Seja R um anel, xq,...,x, € Re M um R mdédulo finitamente gerado. Entao:

M

1) H Xy M)
( ) 0('x13 7xn ) (_X17,’Xn)M

(2) Hy (x1,-..x0: M) = anny (x1,...,x);

(3) (x1,...,x5)Hi(x1,...,x,;M) =0 paratodo i € Z.

Demonstracdo. Mostremos (1) e (2). Da Observagéo 2.4.4, sabemos que Ko (xy,...,x,; M) é
dado por

Ko(xty oo M) 10— M —"p() ooy Ay o,

onde
:|:)C1
:I:XZ
dnz . edlz(xl,...,x,,).
+x,
Dai, note que
ker(M — 0O M
Ho(xl,...,xn;M): ( ) = , €
1m(d1) (xl,...,xn)M
ker(d,) annyy(xp,...,X,)
H, ey Xy M) = - = = ann ey Xn).
n(x17 axn ) lm(O —>M) O M('xl xﬂ)
Mostremos (3). E suficiente mostrar que x;H;(xy,...,x,;M) =0 para todo i € Z ¢
todo j =1,...,n. Seja 1 < j < n. Como o complexo de Koszul € invariante, por permu-
tagoes, entdo Hi(xy,...,x;;M) = Hi(x1,...,Xj—1,Xj4+1,...,%,,Xj;M) para todo i € Z. Como,

pela Observacdo 2.4.2(3), xjH;(x1,...,Xj—1,Xj41,---,Xn,X;;M) = 0 para todo i € Z, segue que
xjHi(x1,...,x;3M) =0.

O

Lema 2.4.6. Sejam R um anel, x = xp,...,x, uma sequéncia em R. Suponha que
O—-M —-M—M,—0
¢ uma sequéncia exata de R-mddulos. Entdo, existe uma sequéncia exata longa

oo — Hi(x,My) — H;(x, M) — H; (x,My) — H;_ (x, M) — ....

Demonstracdo. Cada K;(x,R) é livre e portanto € plano; portanto, note que temos uma sequéncia

exata curta de complexos

0——M,; ®RK.(JC;R) —>M®RK.(.X;R) — M ®RK.(x,R) —0.
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Pela Observacdo 2.4.4(1) a sequéncia acima vira para uma sequéncia exata curta de complexos
0——=Ke(x;M)) — Ko (x; M) — Ko (x,Mp) —0 .
Pela Proposicdo 1.5.2, ela induz uma sequéncia exata longa
oo — Hi(x,My) — H;(x,M) — H; (x,My) — H;_j (x,M;) — ---.
O

Teorema 2.4.7. Seja R um anel Noetheriano e M # 0 um R-médulo finitamente gerado . Seja
I um ideal em R gerado por x = xj,...,x,. Suponha que existe i tal que H;(x;M) # 0. Seja
g = max{i: H;(x;M) # 0} Entdo, grade(I/,M) =n—q.

Demonstragcdo. Procederemos por indugo sobre s := grade(I,M). Se s = 0, entdo I consiste de
divisores de zero, e portanto, pela Proposi¢cao 2.1.3, I estd contido em um primo associado p de
M, digamos com p = ann(m) onde m € M — {0}. Entdo, Im = 0, donde m € annys(x1,...,x,).
Ja que m # 0, o Teorema 2.4.5(2), mostra que H,(xy,...,x,;;M) # 0. Deste modo ¢ =n e

consequentemente s =0 =n—gq.
Suponha agora s > 0. Entdo, existe um elemento M-regular z; € I. Assim, a sequéncia

<1

0 M

M M/ztM —0
¢ exata e pelo Lema 2.4.6, para cada i € Z, temos uma sequéncias exata longa
o —— Hi(x,M) —*> H;(x; M) — H;(x; M /21:M) — H;_{ (x; M) *— ..

Ja que, pelo Teorema 2.4.5(3), z; anula H;(x; M) para todo i, esta sequéncia exata induz sequén-
cias exatas
0—>H,-(x;M)—>H,~(x;M/Z1M)—>Hi_1(x;M)—>0 (2.15)

para todo i. Para i > g+ 1, por defini¢do de ¢, temos que H;(x; M) = H;_1(x; M) = 0; donde, por
exatiddo, H;(x;M /z1M) = 0. Agora, se i = g+ 1 em (2.15), temos uma sequéncia exata

0— Hyp1(x;M) — Hyp (s M /21M) — Hy(x;M) — 0.

Assim, ja que, por definicdo de g, tem-se que H,y1(x;M) = 0 e Hy(x; M) # 0, segue que
Hy1(x;M/ziM) # 0. Portanto, g + 1 = sup{i : H;(x;M /ziM) # 0}. Como z; é um elemento
M-regular, pela Proposi¢do 2.2.10, temos que grade(I,M/z;) = s — 1. Por indugdo, s — 1 =
n—(q+1),donde s =n—gq. O

Proposicao 2.4.8. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano, M # 0 um R-médulo finitamente
gerado e I C m um ideal gerado por x = x1,...,x,. Entdo, as seguintes afirmacdes sdo equivalen-

tes:
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(1) grade(I,M) = n;
(2) Hi(x;M) =0,Vi> 1;
(3) Hi(x;M) =0;

(4) x ¢ uma sequéncia M-regular.

Demonstragdo. (1) = (2).Pelo Teorema 2.4.5(1) e pelo Lema de Nakayama, note que Hy(x; M) #
0. Como grade(I; M) = n, pela Proposi¢io 2.4.7, max{i : H;j(x;M) # 0} = 0. Isto indica que
H;i(x;M) = 0 para todo i > 1.

A implicacdo (2) = (3) é clara.

(3) = (4). Procederemos por indugdo. Suponha primeiro n = 1, isto é H (x;; M) = 0.
Como, pelo Teorema 2.4.5(2), H(x1; M) = anny(x; ), segue que annyy(x;)=0; donde x; é um
elemento M-regular. Agora, suponhan > 1 e sejax’ = xi,...,x,_1. Pela Observacdo 2.4.2(2),

temos uma sequéncia exata curta

Hy(x';M)

0— L)
xpHy(x'; M)

— Hy(x; M) — anng(y.07)(xn) — 0.

Como Hj(x;M) = 0, segue, por exatiddo, que

Hy(x';M)

(1) S H M) M) =0,e

(i) anng, (. (x0) = 0.

Como M é Noetheriano (Proposi¢do A.2.5(2)), entdo K; (x'; M) =M (i-2) é Noetheriano (Corola-
rio A.2.6), portanto H; (x'; M) é Noetheriano (Proposi¢do A.2.5(1)) e, em particular, finitamente
gerado. Consequentemente, de (i) do Lema de Nakayama, segue que H (x'; M) = 0 para todo

i > 1. Deste modo, por inducdo, x' é uma sequéncia M-regular.

Por outro lado, (ii) indica que x, é um elemento Hy(x1,...,x,; M)-regular; assim, ji que
Ho(x1,. .. Xp—1:M) = M/(x1,...,x,—1) (pelo Teorema 2.4.5(1)), segue que x, é um elemento
M/(xy,...,xy—1)M-regular.

Comox’ =xi,...,x,_1 é uma sequéncia M-regular e x,, é um elemento M /(x1,...,x,_1)M-

regular, segue que x = x,...,X, ¢ uma sequéncia M-regular.

(4) = (1). E suficiente mostrar que a sequéncia M-regular x é maximal em 1. Seja
y € I C m. Pelo lema de Nakayama, IM # M. Existe z € M tal que z ¢ IM. Deste modo, z € ndo
nulo em M /IM. Mas por outro lado é claro que yz é zero em M /IM. Logo, y é um divisor de zero
de M /IM. Deste modo, todo elemento de I é um divisor de zero de M /IM; e por coinseguinte, a

sequéncia M-regular x € maximal em /. [
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2.5 Maébdulos Cohen-Macaulay

Defini¢do 2.5.1. Seja (R, m) um anel local Noetheriano. Um R-mddulo M finitamente gerado
¢ Cohen-Macaulay se M = 0; ou M # 0 com depth(M) = dim(M). Se além disso, dim(M) =

dim(R), dizemos que M é Cohen-Macaulay maximal.

Observacio 2.5.2. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e M um R-médulo. Se I C ann(M),
entdo M é Cohen-Macaulay como R-mdédulo se, e somente se, M é Cohen-Macaulay como
R/I-médulo.

Mais geralmente, podemos definir médulos Cohen-Macaulay sobre anéis Noetherianos
nao necessariamente locais como segue: Sejam R € um anel Notheriano e M é um R-mdédulo
finitamente gerado. Dizemos que M € Cohen-Macaulay se M, ¢ um Ry,-mddulo Cohen-Macaulay
para todo m € Specm(R). Dizemos que M é Cohen-Macaulay maximal se My, é Cohen-Macaulay
maximal para todo m € Specm(R). O anel R é anel Cohen-Macaulay se R é Cohen-Macaulay

como R-moddulo.

Nesta dissertacdo, vamos nos restringir a médulos Cohen-Macaulay sobre anéis locais

Noetherianos.

Exemplo 2.5.3. (1) Se R é um anel local Noetheriano e M € um R-mdédulo finitamente gerado
com dim(M) = 0, entdo M é Cohen-Macaulay. Em particular, os corpos sao anéis Cohen-

Macaulay.

(2) SeR = kgz’;y}%, com k sendo um corpo, entdo R nao é um anel Cohen-Macaulay. De fato,

note que dim(R) = 1 e depth(R) = 0.

—

(4) Os anéis locais regulares sio Cohen-Macaulay (Veja a Sec¢do 2.6). Em particular, o anel

das series formais k[[xy,...,X,]], com k sendo um corpo, é Cohen-Macaulay.

(3) Se R é como no item (2), entdo R/(x) = k[[y]] é um anel Cohen-Macaulay e um R-médulo

Cohen-Maximal.

(5) Um anel local Noetheriano reduzido 1-dimensional é Cohen-Macaulay. Em particular, um

dominio local Noetheriano 1-dimensional € Cohen-Macaulay.

(6) Se R € um anel local Noetheriano e M € um R-mdédulo Cohen-Macaulay, entdo os quocien-
tes de M sobre sequéncias M-regulares em m sdo R-mddulos Cohen-Macaulay (Teorema
2.5.7)

Teorema 2.5.4. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e M # 0 um R-médulo Cohen-Macaulay.
Entao:

(1) dim(R/p) = depth(M) para todo p € Ass(M);
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(2) grade(I,M) = dim(M) —dim(M /IM) para todo ideal I C m de R, en particular

depth(M) = dim(M) — dim(M /mM);

(3) Uma sequénciax = xj,...,x, C m é uma sequéncia M-regular se, e somente dim(M /xM) =
dim(M) —r.

Demonstragdo. (1) Sejap € Ass(M). Pela Proposi¢do 2.2.15, dim(R/p) > depth(M).

Como M é Cohen-Macaulay, entdo depth(M) = dim(M) = dim(R/ann(M)). Por ou-
tro lado, como p € Ass(M) C Supp(M) = V(ann(M)), entdo p D ann(M), e portanto
dim(R/p) < dim(R/ann(M)). Temos, entdo que dim(R/p) < depth(M).

Segue que depth(M) = dim(R/p).

(2) Vamos mostrar o resultado por indugo sobre grade(I,M).

Mostremos para o caso grade(I,M) = 0. Neste caso, devemos mostrar que dim(M) =
dim(M/IM). Como grade(I,M) = 0, entdo I consiste de divisores de zero, e portanto, pela
Proposicio 2.1.3, I C p para algum p € Ass(M). E claro que supp(M/IM) C supp(M),
donde, pela Proposi¢do A.2.17, dim(M /IM) < dim(M ). Mostremos que dim(M) < dim(M/IM).
Pelo item (1), dim(M) = dim(R/p). Agora, como p € Ass(M) C supp(M) =V (ann(M)),
entdo p O ann(M). Daf, [ +ann(M) C p e em consequéncia, pelo Lema 2.2.12, /ann(M /IM) =

/I +ann(M) C p. Note entdo, que

dim(M) = dim(R/p) < dim(R/ann(M/IM)) = dim(M /IM).

Agora suponha grade(/,M) > 0. Entdo, existe um elemento x € I que é um elemento

M-regular. Pela Proposic¢ao 2.2.13,
dim(M /xM) = dim(M) — 1 e depth(M /xM) = depth(M) — 1.

Dai, como dim(M) = depth(M), segue que dim(M /xM ) = depth(M /xM ). Portanto, M /xM
€ Cohen-Macaulay.

Pela Proposicao 2.2.10(4), grade(I,M /xM) = grade(I,M) — 1.

Por inducdo, segue que

grade(I,M /xM) = dim(M /xM) — dim (IM/XM

W) — dim(M /xM) — dim(M/IM),

onde a segunda igualdade € porque 18‘4//);1‘1‘44) =~ M/IM. Dai,
grade(/,M) — 1 =dim(M) — 1 —dim(M/IM),

donde grade(I,M) = dim(M) —dim(M /IM).
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(3) Pelo item (2), grade(x,M) = dim(M) —dim(M /xM ). Em vista disso e da Proposigao 2.4.8,

temos que

x é uma M- sequéncia regular < grade(x; M) = r
& r=dim(M) —dim(M /xM)
< dim(M /xM) = dim(M) —r.

]

Observacao 2.5.5. O item (1) da Proposicao 2.2.10, indica que todos os primos associados de

um modulo Cohen-Macaulay sdo minimais.

Proposicao 2.5.6. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay e M um R-mdédulo Cohen-Macaulay

maximal. Entdo, M € livre de tor¢@o.

Demonstracdo. Sejam s € R um ndo divisor de zero de R e m € M tais que sm = 0. Devemos
mostrar que m = 0. Por absurdo, suponha m # 0. Entdo a igualdade sm = 0 indica que s € ZD(M),
e desse modo, pela Proposi¢do A.2.7(2), s € p para algum p € Ass(M).

Como s € p ndo € um divisor de zero de R, entdo ht(p) > 1. De fato, se ht(p) = 0, entdo
p € um primo minimal de s e consequentemente, pelo Teorema do ideal principal de Krull (mais

especificamente pelo Coroldrio A.5.4), ht(p) = 1, o qual contradiz a que ht(p) = 0.

Como p € Ass(M), entdo pelo Teorema 2.5.4(1)
dim(R/p) = dim(M) = dim(R) > ht(p) +dim(R/p) > 1 +dim(R/p),
0 que ndo pode acontecer. ]

Teorema 2.5.7. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e M # 0 um R-mdédulo finitamente

gerado.

(1) Suponha que x € uma sequéncia M-regular em m. Entdo, M € Cohen-Macaulay se, e

somente se, M /xM é Cohen-Macaulay (como R-médulo e R /xR-médulo).

(2) Suponha que M é Cohen-Macaulay. Entdo M, ¢ Cohen-Macaulay para todo p € Spec(R).
Além disso, se My, # 0, entdo depth(M, ) = grade(p, M) e dim(M) = dim(M, ) +dim(M /pM).

Demonstracdo. (1) Pela Observagdo 2.5.2 € suficiente considerar M /xM como R-mddulo.

Seja n o comprimento de x. Pela Proposicao 2.2.13, temos que

depth(M /xM) = depth(M) —n e dim(M /xM) = dim(M) — n.
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Assim, note que
dim(M) = depth(M) <= dim(M /xM) = depth(M /xM).
Portanto, M é Cohen-Macaulay se, e somente se, M /xM é Cohen-Macaulay.

(2) Sejap € Spec(R). Se My, =0, entdo M, ¢ Cohen-Macaulay por defini¢do. Suponha M, # 0.
Devemos mostrar que M, ¢ Cohen-Macaulay e que depth(M,) = grade(p,M). Isto serd
feito por indugdo sobre depth(M,).

Suponha primeiramente que depth(M,,) = 0. Entdo, pela Proposi¢do 2.2.10(1), grade(p, M) =
0. Deste modo, temos que depth(M,) = grade(p,M). Agora, o fato que grade(p,M) =0
também implica que p C ¢ para algum q € Ass(M) (pela Proposi¢io 2.1.3). Pela Observa-

¢d0 2.5.5, ¢ € um primo minimal e p = gq. Temos

0 < dim(Mp) = dim (R /ann(M,)) < dim(Ry) = ht(p) =0,
onde a ultima igualdade é porque p é um primo minimal de R. Assim, dim(M,) =0 =
depth(M,), e em consequéncia M, é Cohen-Macaulay.

Suponha agora depth(M,,) > 0. Entdo, pela Proposicdo 2.2.10(1), grade(p,M) > 0, de

modo que existe um elemento M-regular x € p.

Pelo item (1), M/xM é Cohen-Macaulay. Como M, # 0, pelo Lema de Nakayama
(M /xM), = M, /xM, # 0. Além disso, pela Proposi¢do 2.2.13(1) e pelo Corolario 2.1.12(1),

depth(M /xM), = depth(M,, /xM,) = depth(M,) — 1. (2.16)
Por indugao, (M /xM), é Cohen-Macaulay e
depth(M/xM), = grade(p,M /xM) = grade(p,M) — 1, (2.17)
onde a igualdade direita em (2.17) € pela Proposi¢ao 2.2.10(4).

Segue de (2.16) e (2.17), que depth(M},) = grade(p,M).
Como (M /xM), é Cohen-Macaulay e M, /xM, = (M /xM),, temos que M, /xM, é Cohen-

Macaulay. Como x (visto em Ry) € um elemento My-regular (pela Proposicao 2.1.12(1) ),

segue do item (1) que My € Cohen-Macaulay.
A igualdade dim(M) = dim(M,,) + dim(M /pM) segue do item(2) do teorema anterior.
O

Corolario 2.5.8. Seja (R, m) um anel local Cohen-Macaulay e / um ideal préprio de R. Entio,
grade(I) = ht(I). Portanto, ht(/) + dim(R/I) = dim(R).

Demonstracdo. Sabemos que

ht(Z) = min{ht(p) : p € V(I)}
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e que, pela Proposicao 2.2.10(1),
grade (/) = grade(I,R) = min{depth(Ry) : p € V(I)}.

Pelo Teorema 2.5.7(2), para todo p € V(I), Ry, ¢ Cohen-Macaulay e por conseguinte, ht(p) =
dim(Ry,) = depth(Ry,). Portanto, ht(7) = grade([). A igualdade ht(7) +dim(R/I) = dim(R) segue
do item (2) do Teorema 2.5.4. O

Corolario 2.5.9. Suponha que R é um anel local Cohen-Macaulay e seja / um ideal préprio de

R. Sao equivalentes:

(1) I tem posto 1;
(2) I tem um elemento R-regular;

(3) I tem altura positiva.

Demonstragcdo. A equivaléncia (1) < (2) vale pela Proposi¢do B.0.12. Pelo Coroldrio 2.5.8,
(2) & (3). O

Teorema 2.5.10. Seja ¢ : (R, m) — (S, [) um homomorfismo local de anéis locais Noetherianos.
Suponha que M € um R-mddulo finitamente gerado e que N € um S-mddulo finitamente gerado

que € plano como R-mdédulo. Entdo,

M ®r N € um S-médulo Cohen-Macaulay se, e somente se, M € um R-modulo Cohen-Macaulay

e N/mN é um S-mddulo Cohen-Macaulay.

Demonstragdo. Pelo Teorema A.5.6(2), sabemos que
dimg(M ®@g N) = dimg(M) 4 dimg(N /mN).
Além disso, pela Proposicao 2.2.18,
depthg(M ®g N) = depthg (M) + depthg(N/mN).
Entao,
dimg(M ®@gN) —depthg(M ®@gN) = (dimg(M ) — depthg (M)) + (dimg(N /mN) —depthg(N/mN)).

Pelo Coroldrio 2.2.14, sabemos que os nimeros dimg(M @g N) — depthg(M @g N ), dimg(M) —
depthg(M) e dimg(N /mN) — depthg(N/mN) sdo ndo negativos. Logo,

dimg(M ®@rN) = depthg(M @rN) <= dimg (M) = depthp(M) e dimg(N/mN) = depthg(N/mN)

Segue que M @r N é um S-mdédulo Cohen-Macaulay se, e somente se, M é um R-mdédulo

Cohen-Macaulay e N/mN é um S-médulo Cohen-Macaulay. []
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Proposiciao 2.5.11. Sejam (R,m) um anel local Noetheriano, M um R-mdédulo finitamente

gerado e M o completamento m-adico. Entdo:

(1) dimg(M) = dimp(M) e depthg(M) = depthy(M);

(2) M € Cohen-Macaulay se, e somente se, M é Cohen-Macaulay.

Demonstracdo. (1) Temos que M = M ®g R (Teorema A.6.4(1)). Como a aplicacdo natural
R — R é um homomorfismo local plano de anéis Noetherianos, pelo Teorema A.5.6(2),

temos que
dimyz(M) = dimp(M @ R) = dimg(M) + dimyz(R/mR) = dimg (M)
e, pela Proposicao 2.2.18,

depthy (M) = depthy (M ®g R) = depthg (M) + depthz(R/mR) = depthg(M).

(2) Resulta imediato do item (1).

2.6 Anéis Locais Regulares, de Intersecao Completa e

Gorenstein

Nesta sec@o mostramos que os anéis locais regulares sdo Cohen-Macaulay. Além disso,
definiremos os anéis locais de intersecdo completa e Gorenstein; € mostramos que eles sao

também anéis Cohen-Macaulay.

Lembremos que um anel local Noetheriano (R, m) de dimensao d é regular se m é gerado
por d elementos. Vamos mostrar agora que um anel local regular € um anel Cohen-Macaulay.

Para isso precisamos da definicao de sequéncia prima e de dois lemas.

Seja R um dominio. Uma sequéncia x = xy,...,x, de elementos de R € dita prima (ou
R-prima) se os ideais (x1,...,x;) sdo primos distintos para todo i > 0.
Lema 2.6.1. Sejam R um dominio e x1,...,x, € R. Se a sequénciax = x1,...,x, é prima, entdo

x é regular.

Demonstracdo. Temos que mostrar que x; €¢ R-regular e que para 1 < i < n, o elemento x; é
R/(x1,...,x;_1)R-regular. O primeiro segue porque R ¢ um dominio. Para o segundo, sejam
1 <i<nezE€Rtais que x;z € (x1,...,Xi—1). Jd que x é prima, (x1,...,x;—) é um ideal primo e

xigé(xl,...,xi_l).Logo,ze(xl,...,xi_l). [
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Lema 2.6.2. Sejam R um anel e py,...,p,, ideais primos distintos de R. Sejam M um R-mddulo
€Xl,...,X, € M. Ponha N := (x1,...,x,). Se Ny, ¢ piMy,; paratodo j=1,...,m, entdo existem
az,...,an € R tais que x1 + Y15 aix; & p My, paratodo j=1,...,m.

Demonstracdo. Procederemos por indugdo sobre m. Suponha m = 1. Como N = (x|,...,x,) €
Np, & p1Mpy, é claro que existe i = 1,...,n tal que x; & p, My, . Entdo, x; é a expressdo requerida.
Suponha agora m > 1. Por indugdo, existem a5, . .., a), € R tais que
n
Xpi=x1+ Y axi €piMy; Vi=1,...,m—1. (2.18)
i=2
Sem perda de geralidade, podemos supor que p,, € um elemento minimal de {py,...,p,}. Deste

modo, pela Proposi¢do A.1.9, existe r € (ﬂf]ﬁ:—ll pj) — . Parai=2,...,n, defina x} = rx;.
Defina N’ = (x/,...,x],). Como r & p,,, observe que

/
X Xn

/ f— —_— —_—
= (L

X1 Xp

)= (T T = N,

Como r € ﬂ;”z_lpj, observe que x; € p;jMy, para todo i = 2,...,n e para todo j =

1,...,m—1; de modo que, por (2.18),

x'1+x§€ijpj, Vi=2,...,n; Vj=1,....m—1. (2.19)

Se x| & pmM,,,, entdo x| é a expressdo requerida.

Se x| € pM,,,, desde que N, = Ny, ¢ pmMy, temos que x| +x; € pMy,, para algum ie
assim, por (2.19), tal expressao € a requerida. [

Proposicio 2.6.3. Seja (R, m) um anel local regular de dimenséo d e seja xj, .. .,x; um conjunto
(minimo) de geradores de m. Entao, xy,...,x; € uma sequéncia regular. Portanto, R é Cohen-

Macaulay.

Demonstragdo. Para mostrar a regularidade de x1,...,xy, pelo Lema 2.6.1 € suficiente mostrar

que R € um dominio e que tal sequéncia € prima. Procederemos por inducao.
Se d =0, entdo m = (0); donde segue que (0) é primo e portanto R um dominio.

Suponha d > 0. Ja que o anel R € local, note que ht(m) = d > 0 e portanto m ndo é um
primo minimal. Deste modo, ji que Min(R) é finito (Proposi¢do A.2.4), aplicando o Lema 2.6.2
(com M =R, N =m e os p; como todos os elementos de Min(R)), existem r5,...,r; € R tais

que X} i=x1+rxa+ - rgxg € U p. Observe que m = (x},x2,...,%4).
peMin(R)

Pelo Teorema A.5.5, d — 1 < dim(R/x;R). Por outro lado, note que

m
TR =(xp+xR,...,xg+x1R) = \/(x2 +x1R,...,xg+x1R),
1
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donde, pelo teorema da dimensao de Krull, resulta dim(R/x;R) < d — 1. Portanto, R/x|R é um
anel local regular de dimensdo d — 1. Da mesma maneira, R/x|R é um anel local regular de

dimensao d — 1.

Por indugdo, R/x|R e R/x|R sdo dominios e x + xiR,...,xs + xR é uma sequéncia
R /x| R-prima.

Como R/x;R é um dominio, o ideal (x}) é primo. Jaque x{ ¢ ] p, o primo (x})

pemin(R)
ndo é um primo minimal, portanto p C (x}) para algum p € Spec(R), donde p = x| p. Consequen-

temente, como R € Noetheriano, entdo p € finitamente gerado (Proposicao A.2.5(1)) , donde

segue que, pelo Lema de Nakayama, que p = 0, obtendo assim que R € um dominio.

Como R/xR é um dominio e x, + xR, ...,x; +x;R é uma R/x;R-sequéncia prima, os
ideais (x; +x(R,...,x;+xR) sdo primos distintos para todo i > 0. Portanto, pela correspondéncia
de ideais primos de R e R/x|R, segue que os ideais (x1,x7,...,x;) sdo primos distintos para todo

i > 0, donde resulta ser xi,...,x; uma sequéncia prima. O]

Definicdo 2.6.4. Seja (R, m) um anel local Noetheriano.
(1) Se R é completo, dizemos que R € intersecdo completa se existe um anel local regular S e
um homomorfismo sobrejetivo S — R cujo kernel esteja gerado por uma sequéncia regular;

em outras palavras, se existem um anel local regular S e uma sequéncia fi,...,fy C S
regular tais que R = S/(f1,..., fr)-

(2) O anel R é de intersecdo completa se seu completamento R é uma intersecdo completa.

Proposicao 2.6.5. Seja (R, m) um anel local que € interse¢do completa. Entdo, R é Cohen-

Macaulay.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ao 2.5.11(2), podemos supor que R é completo. Entdo, R =
S/(f1,---,fx) onde S é um anel local regular e f1,..., f; ¢ uma sequéncia S-regular. Pela Pro-
posicdo 2.6.3, S € um anel Cohen-Macaulay. Pelo Teorema 2.5.7(1), S/(f1,- .., fx) € um anel

Cohen-Macaulay. Assim, o isomorfismo de anéis acima indica R € um anel Cohen-Macaulay. []
Definic¢ao 2.6.6. Um anel local Noetheriano (R, m,k) é Gorenstein se

k, sei=dim(R);

Exth(k,R) =
0, sei#dim(R).

Proposicio 2.6.7. Se (R,m,k) é um anel local Gorenstein, entdo R é Cohen-Macaulay.

Demonstragdo. Por definicdo,

k, sei=dim(R);
0, sei#dim(R).

Exth(k,R) =
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Pelo Teorema 2.2.8, € claro que depth(R) = dim(R). O

Proposicao 2.6.8. Sejam (R, m,k) um anel local Noetheriano e x € m um elemento R-regular.

Entdo, R é Gorenstein se, e somente se, R/(x) é Gorenstein.

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 2.1.6,
Exty () (k,R/(x)) = Extg! (k,R)
para todo i > 0. Portanto,

k, sei=dim(R), , k, sei=dim(R)—1,
— Extp (k,R/(x)) =

Exth(k,R) =
0, sei#dim(R) 0, sei#dim(R)—1.

Assim, como dim(R/xR) = dim(R) — 1 (Proposig¢do 2.2.13),

k, sei=dim(R), . k., sei=dim(R/(x)),
se i = dim(R) s Extly (kR (1) 2 se i =dim(R/(x))

Exth (k,R) =
Xtk R) 0, seidim(R) 0, sei dim(R/(x)).

Isto mostra que R é Gorenstein se, e somente se, R/(x) é Gorenstein. O

Temos provado que anéis locais regulares, de intersecao Cohen-Macaulay e Gorenstein
sdo Cohen-Macaulay. Na verdade, mais geralmente as seguintes implica¢des valem para um anel

local Noetheriano:
regular = interse¢do completa = Gorenstein = Cohen-Macaulay.
(Ver (BRUNS W.; HERZOG, 1998, Proposi¢do 3.1.20)).

Exemplo 2.6.9. (WINSTER, 2000, p. 15) Seja k um corpo.

(1) O anel k[[x,y]]/(xy) é Gorenstein mas nao € regular.

(2) O anel k[[x,y]]/(x?,xy,y?) é Cohen-Macaulay mas niio é Gorenstein.
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CAPITULO

SOBRE A CONJECTURA DE
AUSLANDER-REITEN PARA ANEIS LOCAIS
COHEN-MACAULAY

A referéncia principal para este capitulo é (GOTO S.;TAKAHASHI, 2017).

A célebre conjectura de Auslander-Reiten afirma o seguinte:

Conjectura 3.0.1 (Auslander-Reiten). Seja R um anel Noetheriano. Se M é um R-mdédulo
finitamente gerado e Exth(M, M) = Exth(M,R) = 0 para todo i > 0, entdo M € projetivo.

Quando o anel € local Noetheriano, a conclusdo pode ser trocada por “M € livre (Teo-
rema 1.5.13). Assim, a formulacdo da conjectura de Auslander-Reiten para anéis locais Cohen-

Macaulay é como segue:

Conjectura 3.0.2. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay e M um R-mddulo finitamente
gerado. Se Exth(M, M) = Exth,(M,R) = 0 para todo i > 0, entdo M & livre.

Neste capitulo, nosso objetivo € mostrar que a conjectura de Auslander-Reiten vale para
modulos Cohen-macaulay maximais de posto um sobre anéis locais normais Cohen-Macaulay.
Isto equivale a mostrar que a Conjectura 3.0.2 cumpre-se quando R € normal e M € Cohen-
Macaulay maximal de posto 1. O teorema principal que precisamos para mostrar este fato € o

seguinte:

Teorema 3.0.3. Seja R um anel local Cohen-Macaulay de dimensao d > 0. Seja M um R-mdédulo

Cohen-Macaulay maximal de posto 1. Se
Exty(M, M) = Ext}y,(M,Homg(M,M)) = 0

paratodo 1 <i<d—1lel <j<d,entio M é livre.
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3.1 O Teorema Principal

O objetivo desta secao é provar o Teorema 3.0.3. Come¢amos enunciando e mostrando

cinco lemas e uma observagdo que ajudardo na prova desse Teorema.

Lema 3.1.1. Seja (R,m,k) — (S,n,/) um homomorfismo local plano de anéis locais Noetheria-
nos. Se M € um R-mddulo finitamente gerado, entdo M € um R-mddulo livre se, e somente se,
M' =M QS é um S-médulo livre.

Demonstracdo. SO mostraremos que se M’ é S-livre, entdo M é livre. Pelo Teorema 1.5.13, é

suficiente mostrar que M é plano.

Seja N — N, — N3 uma sequéncia exata. Temos que mostrar, que a sequéncia

NI QrM — No QpM — N3 Qpr M

, . , kel‘(Nz QRQrM — Nj ®RM)
¢é exata; isto é H := — =0.
im(N; ®gS — N, ®gS)
Como S é R-plano, a sequéncia
N1 QRS -+ N2 QprS — N3 Qg S

€ exata. Como M’ é S-plano, a sequéncia

(N1 @rS) @sM' — (N, @p S) @sM' — (N3 2 S) @s M’
€ exata. Pela Proposicdo A.1.36(1), a sequéncia

(N1 QrM)RrS — (N QM) Qg S — (N3 QrM) Qg S

¢€ exata. Portanto,

~ ker((N2 @k M) ®r S — (N3 @rM) @rS)

H®rS= - -
K im((N; @r M) @r S = (N, Qg M) QR S))

0,

onde o isomorfismo € pelo Lema 1.1.4(1).
Seja x € H e ponha I = anng(x).

Afirmacdo. I = R. Com efeito, seja ¢ : R/I — H o R-homomorfismo tal que 1 +17 — x.
Ja que I = anng(x), ¢ estd bem definido e € injetivo. Como S é plano, ¢ @ S: R/I®QgS — H Qg S
¢ injetivo; mas ja que H ®g S = 0, devemos ter S/IS= R/I®S=0.Sel # R, entdio I Cm, e
portanto S/mS = 0. Assim, 1 € mS C n, donde 1 € n; uma contradi¢do. Portanto, I = R.

A afirmacdo indica que x = 0. Segue da arbitrariedade de x que H = 0. [
Observacio 3.1.2. Seja R um anel local Cohen-Macaulay. Se p : (R,m) — (S,n) é um homomor-

fismo local plano de anéis Noetherianos tal que mS = n, entdo S € um anel local Cohen-Macaulay

da mesma dimensdo de R e se S satisfaz o Teorema 3.0.3, entdo R também o satisfaz.
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Demonstracdo. De fato, pelo Teorema 2.5.10, S é um anel local Cohen-Macaulay o qual,
pela Proposi¢do 2.2.18(1), tem mesma dimensdo de R. Agora, suponha que S satisfaz o Te-
orema 3.0.3. Seja M um R-mddulo Cohen-Macaulay maximal de posto 1 tal que Ext}} (M,M) =
Ext{e(M,HomR(M,M)) =0paratodo 1 <i<d—1el<j<d. Entdio M ®gS é um S-mdédulo
Cohen-Macaulay maximal (pelo Teorema 2.5.10 e pela Proposi¢do 2.2.18(1)) de posto 1 (pela
Proposigdo B.0.10) tal que Exty(M @z S,M ®@g S) = Exté(M ®gS,Homg(M Q@ S,M @ S)) =0
paratodo 1 <i<d—1el < j<d (pelaProposi¢ao 1.4.7). Assim, como o Teorema 3.0.3 vale
para S, segue que M ®g S € um S-moédulo livre. Logo, pelo Lema 3.1.1, M é um R-mddulo livre.

Portanto, o Teorema 3.0.3 cumpre-se para R. 0

Lema 3.1.3. Suponha que R é um anel local Noetheriano Cohen-Macaulay de dimensao d > 0.
Se I € um ideal préprio de R que é Cohen-Macaulay maximal como R-médulo o qual tem posto

1, entdo R/I é um R-médulo Cohen-Macaulay de dimensdo d — 1.

Demonstragdo. Pela Proposi¢cdo B.0.12, I contém um elemento x que é R-regular. Temos,

depth(R/I) < dim(R/I) pelo Corolério 2.2.14
< dim(R/(x))
=d—1 pela Proposi¢do 2.2.13(2)

e portanto depth(R/I) < dim(R/I) < d — 1. Por outro lado, aplicando a Proposigdo 2.2.9(3) para
a sequéncia
0—-I—R—R/I—0

temos que
depth(R/I) > min{depth(/) — 1,depth(R)} = min{d — 1,d} =d — 1.

Segue que depth(R/I) < dim(R/I) < d — 1 < depth(R/I); donde depth(R/I) = dim(R/I) =

d — 1. Isto mostra que R/I ¢ um R-médulo Cohen-Macaulay de dimensdo d — 1. [

Lema 3.1.4. Seja M um R-mddulo finitamente gerado. Seja x € R um elemento R- e M-regular.

Sejam m, n inteiros positivos tais que
Exthy(M, M) = Ext},(M,Homg(M,M)) = 0
paratodo 1 <i<me 1l < j <n.Entlo,
Exth (M, M) = Ext} (M, Homg(M,M)) =0
paratodo 1 <i<m—1el < j<n—1,onde para todo R-médulo N, definimos N = N/xN.

Demonstragdo. Sejat > 1 e C um R-mddulo tal que x € R € C-regular e Ext}} (M,C) = 0 para
todo 1 <i<t.
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Como x € R é C-regular, temos uma sequéncia exata

0 c—*t-cC C 0.

Como Exth(M,C) = 0 para todo 1 < i < ¢, da Ext(M,—)-sequéncia exata longa associada a

sequéncia acima, obtemos que a sequéncia
0 — Homg(M,C) —— Homg(M,C) — Homg(M,C) —=0 (3.1)

¢ exata e que
Exti(M,C) =0,V 1 <i<t—1. (3.2)

Se C =M et =m, por exatidao de (3.1), por um lado temos que x : Homg (M, M) — Homg (M, M)

é injetiva, donde x é Homg (M, M )-regular; e por outro lado, temos

om =
R xHomg (M, M)

=~ Homg (M, M) pelo primeiro teorema do isomorfismo

>~ Homg(M, M) pela Proposigdo 2.1.15.

Agora, da Proposi¢ao 2.1.15 e de (3.2), temos que
Extiy(M,C) =0,v1 <i<r—1.

Desta maneira, tomando C = M et = m (resp. C = Homg (M, M) et = n), segue que Ext%(]\_/[,]\_/l )=
0 para todo 1 <i<m—1 (resp. Ext%(M, Homg(M,M)) =0 paratodo 1 < j <n—1). O

Lema 3.1.5. Sejam (R, m,k) um anel local completo Noetheriano de dimenséo 1 e Q o anel total

de fracdes de R. Se R é o fecho de integral de R em Q, entio mRNR = m.

Demonstragdo. A inclusio m C mRNR é clara. Deste modo, é suficiente mostrar que mRNR C

m, o que equivale a mostrar que o ideal mR N R de R € préprio.

Como d = 1, existe um primo minimal p C m de R, donde ht(p) = 0, e assim, pelo
Teorema do ideal principal de Krull(mais especificamente, pelo Coroldrio A.5.4 ), p C ZD(R).

Dessa maneira, se S = R —ZD(R), entdo SNp = 0. Portanto, a aplicag¢do ¢ : Q — Frac(R/p),

xX+p

dada por )ﬁ — T estd bem definida. Observe que @ é um homomorfismo de anéis.

Por outro lado, observe que (R/p,m/p) é um dominio completo local Noetheriano.
Assim, se denotamos por R/p ao fecho integral de R/p em Frac(R/p), pelo Teorema A.6.7, R/p

¢ um R/p-mdédulo finitamente gerado.

Agora, suponha que 1 € mRNR. Entio, 1 € mR, donde 1 +p = ¢(1) € (m/p)R/p C
Frac(R/p), e portanto (m/p)R/p = R/p. Segue, do Lema de Nakayama, que R/p = 0, donde
R/p = 0; o0 que ndo acontece. Portanto, 1 ¢ mRNR, isto é, o ideal mRNR de R é préprio. [
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Lema 3.1.6. Seja R um anel local Cohen-Macaulay 1-dimensional. Seja M um R-mdédulo Cohen-
Macaulay maximal tal que Ext}(M,Homg(M,M)) = 0. Suponha que existe um R-isomorfismo
Homg(M,M) = M. Entdo, M é ciclico.

Demonstracdo. Como R é um anel Cohen-Macaulay 1-dimensional e M é um R-mdédulo Cohen-
Macaulay maximal, entdo depthy(R) > 0 e depthg(M) > 0, donde, pelo Lema 2.3.1, existe um

elemento x € m que € R-regular e M-regular.

Para cada R-médulo N, definimos N = N/xN.

Ponha n = ug(M). Entdo, n = uz(M). De fato, ponha m = pix(M). Por definicdo de n, M

é gerado por n elementos de M e é claro que as imagens desses n elementos em M geram M como

R-médulo, donde m < n. Agora, como m = [ix(M), existem m elementos xp,.. ., Xx,, cujas imagens
geram M como R-médulo e portanto também como R-médulo. Assim, M = xM + (x1,...,Xn),
donde, pelo Lema de Nakayama generalizado, M = (xi,...,x,,) e consequentemente n < m.

Como x € R é M-regular, a sequéncia

0 M—=M M 0

é exata. Da hipétese, note que Exth(M, M) = 0. Desta maneira, da Ext(M, —)-sequéncia exata

longa associada a sequéncia acima, temos uma sequéncia exata

0 — Homg(M,M) —— Homg(M,M) — Homg(M,M) —0 .

)
)

M) pelo primeiro teorema do isomorfismo
)

pela Proposi¢ao 2.1.15.
Logo,
Homg(k, M) = Homg(k, Homz(M,M)) = Homg(M @zk, M) = Homg (K", M) = (Homﬁ(k, 1\_/[)) "

onde o dltimo isomorfismo é porque n = Lix(M) = dim (M ®zk). Agora, pela Proposi¢do 2.1.6
e pelo Teorema 2.2.8, Homg(k, M) = Exth(k, M) # 0, donde Homg(k,M) # 0. Portanto, n = 1.

Isto mostra que M ¢€ ciclico. [

Agora estamos prontos para mostrar o Teorema 3.0.3.
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Demonstragdo do Teorema 3.0.3. Vamos a dividir a demonstra¢io em seis passos.
Passo 1: Podemos assumir R completo e k infinito.

Considerando o homomorfismo natural R — R(X), onde R(X) = R[X]ng[x) (0 qual tem
corpo residual infinito), pela Observagdo 3.1.2, podemos supor que o corpo residual de R é
infinito. Considerando agora o homomorfismo natural R — R e observando que R é completo
com corpo residual infinito, novamente pela Observacdo 3.1.2, podemos supor que R é completo

e tem corpo residual infinito.

Passo 2: M é isomorfo a um ideal I de R e pode-se supor que I é préprio. Assim, é

suficiente demonstrar que I é livre.

Pela Proposicdo 2.5.6, M é um R-mddulo livre de tor¢do. Entdo, pela Proposi¢do B.0.11,
M é isomorfo a um ideal / de R. Se I = R, entdo M = [ = R e temos o resultado desejado. Assim,

que podemos supor que I # R.
Passo 3: Podemos supor d = 1.

Como I tem posto 1, existe um elemento em / que € um elemento R-regular (Proposi¢do
B.0.12). Entdo, pelo Lema 3.1.3, R/I é um R-médulo Cohen-Macaulay de dimensdo d — 1. Em
vista da Proposicao 2.2.13, podemos obter por meio de uma aplicacao repetida do Lema 2.3.1,

uma sequéncia x = xp,...,x;_; C m que seja uma sequéncia R-regular e R/I-regular.

Entao, temos:

a) R/xR é um anel Cohen-Macaulay de dimens@o 1;

b) é ¢ um R/xR-médulo Cohen-Macaulay maximal de dimensdo 1;

c) é tem posto 1 como R/xR-médulo;

d) Exty, e (1 /X1, Homp o (I/x1,1/xI)) = 0;

e) Se I/xI é um R/xR-mddulo livre, entdo I é um R-mdédulo livre.

Portanto, note que podemos supor d = 1. Com efeito, pelo Teorema 2.5.7(1) e pela Proposicao

2.2.13(2), R/xR é um anel Cohen-Macaulay de dimensio 1, o que implica (a).
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Como / tem um elemento R-regular, note que ann(/) = 0. Agora,

on(2) -om )

R
= dim <—(1)) pelo Lema 2.2.12

—d—(d—1)
— dim(l) — (d—1).

Entdo, x ¢ uma sequéncia /-regular (pelo Teorema 2.5.4(3)), e consequentemente //xI ¢ um

R /xR-médulo Cohen-Macaulay maximal de dimenséo 1 (pelo Teorema 2.5.7(1)), o que implica
(b).

Considere a sequéncia natural

R R
- — =

— — =0
xI XR I+xR

0—

R/ ~ R .

XRIT) = TR donde, pela Proposicao 2.2.13(2),

e note que ela é exata. Por outro lado, note que

dim(H%) = dim(x(RR—//II)) =0, o que implica que H% tem comprimento finito. Assim, pela
Proposicao B.0.13, ; Jer tem posto zero como R /xR-médulo. Logo, pela aditividade do posto de

moédulos, I/xI tem posto 1 como R/xR-médulo. Isto mostra (c).
Como x € uma sequéncia /-regular, uma aplicacao repetida do Lema 3.1.4 implica (d).
O item (e) € imediato do Corolario 2.1.16, da Observacao 1.6.2 e do Teorema 1.5.13.
Passo 4: Existe r € I tal que (r) é uma reducdo de I. Note que r € I é um elemento R-regular.

Pelo Coroldrio 2.5.9, ht(1) > 0. Entéo, pela Proposi¢do A.4.7, a propagagdo analitica de
I é 1. Logo, pela Proposicdo A.4.6, existe r € I tal que (r) é uma reducdo de I.

Como (r) é uma redugdo de I e I tem um elemento R-regular, note que r é R-regular.

Passo 5: Seja Q o anel total de fracoes de R. Pensemos R como um subanel de Q por meio da
aplicagdo de localizacdo R — Q. Defina L := § ={7:xc€lteS:=(L:gL)={ycQ:yLCL}.
Entdo, 1 € L1, S~ Homg(L,L), RCSCLCRC QeS=L, onde R denota o fecho integral
de R em Q.

Como r € I e 1 = 7, por defini¢do de L, temos que 1 € L.

Defina ¢ : I — L por ¢(x) = 7. E facil ver que ¢ é um R-isomorfismo e portanto L =2 1.

Agora, defina y : § — Homg(L,L) por y(s)(y) = sy. Entdo, temos que ¥ é um R-

1somorfismo bem definido. De fato,
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* Boa defini¢do de y. Para todo s € S,y € L, por definicdo de S, temos que sy € L. Isto

mostra que y estd bem definida.
* ¥ é um R-homomorfismo. Isto € facil de provar.

* y é bijetiva. Defina 8 : Homg(L,L) — S por B(f) = f(1). Dada f € Homg(L,L), para
todo a € I, note que
a a
s =5 (%) =rr (%),
r r
donde 4£(1) = f (%) € L. Isto mostra que f(1) € S para todo f € Homg(L,L). Conse-
quentemente 3 estd bem definida. Note que 8 € a inversa de y.

Agora mostremos o afirmado respeito as inclusdes.

* RCS. Sejax € R. Paratodo y € I, claramente xy € /; donde x> = §2 = = € L. Portanto,
x€eSs.

e SCL.SejaseS.Como 1€ L, por defini¢do de S, temos que s =s-1 € L.

e L C R. Como (r) é uma redugdo de I, pela Proposicdo A.4.5, 1 C (r), onde (r) denota o
fecho integral do ideal (r) de R. Daf, note que L=% C R.

Finalmente mostremos que S = L. Ponha C = L/S. Devemos mostrar que C = 0.

O R-isomorfismo ¢ induz um R-isomorfismo L/R = I/rR. Além disso I/rR tem com-
primento finito pois I/rl tem comprimento finito (ja que dim(//rl) = dim(I) — 1 = 0 pela Pro-
posi¢do 2.2.13(2) ) e o R-homomorfismo natural //rl — I/rR é sobrejetivo. Portanto, L/R tem
comprimento finito. Deste modo, a sobrejetividade do R-homomorfismo natural L/R — L/S =C

implica que C tem comprimento finito.

Para mostrar que C = 0, suponha, pelo absurdo, que C # 0. Entdo, pelo Lema 2.2.23,
existe z € Soc(C) com z # 0.

Vamos construir um R-homomorfismo ¢ : L — C tal que ¢(1) = z. Como z € Soc(C) —
{0}, entdo existe um R-homomorfismo ndo nulo bem definido k — C tal que 1 +m > z (Observa-
¢d0 2.2.21). Por outro lado, ji que L C R e mRNR = m (pelo Lema 3.1.5), note que 1 € L —mL;
pelo que 1 4+ mL forma parte de uma base para o k- espaco vetorial L/mL, o qual nos indica que
podemos achar um k-homomorfismo L/mL — k tal que 1 +mL — 1+ m, o qual é também clara-
mente um R-homomorfismo. Definimos ¢ : L — C como sendo a composta L — L/mL — k — C.
Observe que ¢(1) = z.

Considere a sequéncia exata

0 s .1 % ¢ 0

onde 0 : S — Léainclusdo e 7w : L — C a projecdo natural.
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Por hipétese e pelos isomorfismos L 221 = M e S = Homg(M, M), temos Exth(L,S) = 0.
Entdo, da Ext(L,—)-sequéncia exata longa associada a sequéncia exata acima temos que a
sequéncia
0 — Homg(L,S) N Homg(L, L) = Homg(L,C) —=0
¢ exata; e, em particular, m, : Homg(L,L) — Homg(L,C) é sobrejetiva. Portanto, existe y €
Homg(L, L) tal que ¢ = woy. Em consequéncia, y(1) =B(y) €Se

o que € uma contradi¢do ao fato de que z # 0.
Passo 6: 1 é isomorfo a R e portanto I ¢ livre.

Do passo 5, note que I = Homg(/,1). Logo, pelo Lema 3.1.6, I é ciclico. Dai, como /

tem um R-elemento regular, segue que I = R. [

3.2 Consequéncias do Teorema Principal

Nesta secao veremos algumas consequéncias do Teorema 3.0.3, entre elas a validade da
conjectura de Auslander-Reiten para médulos Cohen-Macaulay maximais de posto 1 sobre anéis

locais normais Cohen-Macaualy.

Corolario 3.2.1. Seja R um anel local Cohen-Macaulay de dimensdo d > 1. Seja I um ideal
de R de altura positiva o qual é Cohen-Macaulay maximal como R-mddulo. Se Ext§e (I,I) =
Ext{e(l,HomR(I,I)) =O0paratodo 1 <i<d—-1lel < j<d, entdiol =R.

Demonstragdo. Como I tem altura positiva, pelo Corolério 2.5.9, I tem posto 1. Logo, pelo

Teorema 3.0.3, segue o resultado. O]

Se I é um ideal de R que contém um elemento R-regular, entdo R C Homg(Z,1) C Q
(onde Q é o anel total de fragdes de R). No caso que R = Homg(/,I), dizemos que I é um ideal

fechado. Pelo Corolério 2.5.9, temos como consequéncia imediata do Coroldrio 3.2.1 o seguinte.

Corolario 3.2.2. Seja R um anel local Cohen-Macaulay de dimensdo d > 1. Seja I um ideal
fechado de R o qual é Cohen-Macaulay maximal como R-modulo. Suponha que Ext§e (I,I)=
Ext{e(l,R) =O0paratodo1 <i<d—1el<j<d Entiol =R.

Corolario 3.2.3. Seja R um anel local normal Cohen-Macaulay de dimensdo d > 0. Seja M um
R-médulo Cohen-Macaulay maximal de posto 1. Suponha que

Extiy(M, M) = Extl,(M,R) = 0

paratodo 1 <i<d—1lel < j<d.Entdo, M ¢ livre.
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Demonstragdo. Pelo Teorema 3.0.3, € suficiente mostrar que R == Homg(M,M).

Como na prova do Teorema 3.0.3, M é isomorfo a um ideal 7 de R, podemos supor / # R,

I tem um elemento R-regular e ann(/) = 0 (ja que / tem um elemento R-regular).

Denotemos por Q o anel total de fracdes de R. Consideremos R como um subanel de Q

por meio da aplicacdo de localizacdo R — Q.

SejaS=(I:9I)={y€ Q:yl CI}. Entdo, R C S C R C Q, onde R denota o fecho
integral de R em Q, e portanto, pela normalidade de R, tem-se R = S. Com efeito, a inclusio
R C S é clara. Provemos entdo a inclusdo S C R. De fato, sejam x € R e r € R um ndo divisor de
zero de R tais que 7 € S. Entdo, 71 C I, donde xI C rl. Portanto, note que rI = (r,x)I. Logo, pela
Proposi¢do A.4.4, x € integral sobre (r). Isto indica que 7 € integral sobre R. Em consequéncia,
eR.

Agora, S = Homg(/,I). De fato, defina y : S — Homg(Z,I) por y(s)(y) = sy. Entdo,

temos

* Boa definicdo de y. Paratodo s € S,y € I, por defini¢do de S, temos que sy € I. Isto mostra
que Y estd bem definida.

* ¥ € um R-homomorfismo. Isto € f4cil de provar.

* y é bijetiva. Fixe um elemento R-regular ¢ € . Defina ¢ : Homg(1,I) — S por ¢(f) = @
Para todo f € Homg(1,1) e todo a € I, note que
f@) _ flat) _tf(a)

a— == = f(a) €I

Isto mostra que @ € S para todo f € Homg(1,1). Consequentemente ¢ estd bem definida.

Note que ¢ € a inversa de .
Como R =S = Homg(I,]) e I = M, entdo R = Homg(M,M). O

Observe que o Coroldrio 3.2.3, indica claramente que a Conjectura 3.0.2 é verdadeira
quando R é normal e M é um R-m6dulo Cohen-Macaulay maximal de posto 1, o qual como
vimos, € equivalente a que a conjectura de Auslander-Reiten cumpre-se para médulos Cohen-
Macaulay maximais de posto 1 sobre anéis locais normais Cohen-Macaulay. Deste modo, temos

conseguido o objetivo desta dissertacao.

Lema 3.2.4. Seja (R, m,k) um anel local Noetheriano Gorestein. Se M € um R-médulo Cohen-

Macaulay maximal, entdo Exth(M,R) = 0 para todo i > 0.

Demonstragdo. Seja d = dim(R). Mostraremos o resultado por indugéo sobre d.
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Suponha primeiramente d = (0. Neste caso, R é Artiniano e, pelo Teorema A.2.8(1),

length(M) < oo. Também, por ser R um anel Gorenstein,

. k, sei=0
Extg(k,R) = (3.3)
0, sei#0.

Além disso, observe que todo R-médulo nao nulo finitamente gerado € Cohen-Macaulay maximal.
Mostremos o requerido por indugdo sobre n := length(M). Se n = 1, entdo M = k e por
(3.3), Exth(M,R) = 0 para todo i > 0.

Suponha agora n > 1. Entdo, existe um submédulo N de M de comprimento length(N) =
n—1 tal que M/N = k. Observe que N é finitamente gerado pois M é Noetheriano (pela
Proposi¢do A.2.5). Por hipétese indutiva, Ext,(N,R) = 0 para todo i > 0. Por outro lado, o
R-isomorfismo M /N = k induz uma sequéncia exata 0 — N — M — k — 0 e ela a sua vez, pelo

Teorema 1.5.5 induz uma sequéncia exata longa
0 — Homg(k,R) — Homg(M,R) — Homg(N,R) —
— Exth(k,R) — Exth(M,R) — Exth(N,R) — ---
.- — Exth(k,R) — Exth(M,R) — Exta(N,R) — ---.
Assim, como Exth(k, R) = Exth(N,R) = 0 para todo i > 0, segue que Ext,(M,R) = 0 para todo
i>0.
Agora, suponha d > 0 e que o resultado vale para todos os anéis locais Gorenstein de

dimensdo d — 1.

Como d = depthg(R) = depthgx(M) > 0, pelo Lema 2.3.1, existe x € m R-regular e
M-regular.

Pelas Proposigdes 2.6.8 ¢ 2.2.13, R/(x) é Gorenstein de dimensdo d — 1 e M /xM é um
R/(x)-m6dulo Cohen-Macaulay maximal. Por hipétese indutiva,

Exty (M /xM,R/(x)) = 0

para todo i > 0. Logo, pela Proposigdo 2.1.6, Exth (M /xM,R) para todo i > 1.

Como x € R é um elemento M-regular, temos uma sequéncia exata 0 — M = M —

M /xM — 0. Ela induz, pelo Teorema 1.5.5, uma sequéncia exata longa

0 — Homg (M /xM,R) — Homg(M,R) = Homg(M,R) —
— Exth(M/xM,R) — Exth(M,R) = Exth(M,R) — - --
.-« — Exth(M /xM,R) — Exth(M,R) = Extb(M,R) — --- .
Dai, como Exth (M /xM,R) = 0 para todo i > 1, observe que para todo i > 0, o R-homomorfismo

x : Exth(M,R) — Exth(M,R) é sobrejetivo. Consequentemente, pelo Lema de Nakayama,
Exth(M,R) = 0 para todo i > 0. O
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Corolario 3.2.5. Seja R um anel local normal Gorenstein de dimensao 2. Entdo, todo R-médulo

Cohen-Macaulay rigido de posto 1 € livre.

Demonstragdo. Por definicdo, M é Cohen-Macaulay maximal e Ext}e (M,M) = 0. Além disso,
pelo Lema 3.2.4, Ext{e(M,R) =0 para j = 1,2. Segue, do Corolério 3.2.3, que M é livre. [

Tomando d = 1 no Teorema 3.0.3, temos o seguinte:

Corolario 3.2.6. Seja R um anel local Cohen-Macaulay de dimensdo 1. Seja M um R-mé6dulo
Cohen-Macaulay maximal de posto 1. Se Extk(M,Homg(M,M)) = 0, entdo M = R.

Seja R um anel Noetheriano. Dizemos que um R-mddulo M finitamente gerado satisfaz a
condigdo de Serre (S,) se depthg (M) > min{n,ht(p)} para todo p € Spec(R).

Corolario 3.2.7. Sejam R um anel local Noetheriano de dimensdo d > 0 e M um R-mdédulo
finitamente gerado de posto 1. Suponha que R e M satisfazem a condigd@o de Serre (S). Se
Ext)(M,Homg(M,M)) = 0, entdo R = Homg (M, M).

Demonstracdo. Sejam S = Homg(M,M), ¢ : R — S o R-homomorfismo natural e X = coker(¢).
Como M tem posto 1, entdo ann(M) = 0, donde ¢ € injetiva. Mais generalmente, mostraremos

por indugdo sobre d que ¢ € um R-isomorfismo.

Suponha primeiramente d = 1. Entdo, ht(m) = 1 e assim, pelo Coroldrio 2.2.14, pela

Proposi¢ao 2.2.10(1), e por hipdtese, temos o seguinte

1 = dim(R) > depth(R) = depthg (Ry) > min{2,1} =1, e
1 =dim(R) > dim(M) > depth(M) = depthg (Myy) > min{2,1} = 1.

Portanto, M e R sdo Cohen-Macaulay (maximais) de dimensao 1. Pelo Corolério 3.2.6, M = R,
donde Homg(M, M) = Homg(R,R) = R. Isto mostra que Homg(M,M) = (f) para algum f €
Homg(M,M). Entdo, Idy, = rf para algum r € R. Isto indica que Homg(M,M) = rHomg (M, M),
donde, pelo Lema de Nakayama, r ¢ m, isto é r é unidade em R. Assim, da igualdade Idy; = rf,
segue que f =tIdy = @(¢) para algum 7 € R, donde f € im(¢). J4 que Homg(M, M) = (f), isto

indica que ¢ € sobrejetiva e consequentemente ¢ € um R-isomorfismo.

Suponha agora d > 1 e que o resultado vale para todo os anéis locais Noetherianos de
dimensdo < d satisfazendo (S, ). Devemos mostrar que ¢ é um isomorfismo. E suficiente mostrar

que X =0.

Se p € Spec(R) — Specm(R), entdo temos os seguintes fatos.

* dim(Rp) < d. Pois, dim(Ry,) = ht(p) e ht(p) < d ja que p ndo é maximal.
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* M, tem posto 1. Como M tem posto 1, pela Proposicao B.0.4, existe um submddulo N de
M livre de posto 1 e existe um elemento R-regular r € R tal que ¥rM C N. Entdo, claramente
N, é um submédulo livre de posto 1 de My, r/1 € R, é Ry-regular (pela Proposigdo 2.1.12)
e (r/1)N, C My. Assim, novamente pela Proposi¢do B.0.4, M, é um Ry-médulo livre de
posto 1.

* R, e M, satisfazem (S,). Pois, para todo n € Spec(Ry) existe q € Spec(R) tal que q C p
e n = qR, e nesse contexto existe um isomorfismo de anéis (Rp)n = Ry. Com base isso,

como R e M satisfazem (S, ), observe que Ry, e M, também satisfazem (S;).

. Ext}ep (My,Homg, (M, M,)) = 0. De fato, € imediato do Coroldrio 1.4.8(2).

Deste modo, por hipétese indutiva, para todo p € Spec(R) — Specm(R), o Rp-homomorfismo

induzido ¢, : R, — Homg, (M, M,) € bijetivo e consequentemente X), = 0.

Suponha X # 0. O fato de que X;, = 0 para todo p € Spec(R) — Specm(R), mostra que
Supp(X) = {m}, donde dim(X) = 0. Assim, depth(X) = 0.

Agora, pela Proposicao 2.2.10(1) e por hipdtese, temos que

depth(R) = depthg (Ry) > min{2,d} =2, e
depth(M) = depthg (M) > min{2,d} = 2.

Como depth(M) > 2, observe que depth(S) > 2. De fato, se xj,x, C m é uma sequéncia M-

regular, entdo note que ela € uma sequéncia S-regular.

Aplicando a Proposi¢do 2.2.9 para a sequéncia exata

0 R S X 0

temos que
0 = depth(X) > min{depth(R) — 1,depth(S)},

donde depth(R) < 1 ou depth(S) = 0. Mas nenhuma das duas desigualdades acontece desde que
depth(R) > 2 e depth(S) > 2. Logo, X = 0. O
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APENDICE

ALGUNS RESULTADOS DE ANEIS E
MODULOS

Neste capitulo apresentamos as defini¢des e resultados conhecidos da Algebra Comu-
tativa bésica considerados nesta dissertacdo. Para mais detalhes, ver (BORGES H.; TENGAN,
2014), (ATIYAH M. F.; MACDONALD, 1969), (ROTMAN, 2008) (MATSUMURA, 1980),
(BRUNS W.; HERZOG, 1998, Apéndice A) e (SWANSON I.; HUNEKE, 2015).

A.1 Anéis e Mddulos
Anéis

[13n44

Definicao A.1.1. Um anel R é um conjunto munido com duas operacdes “+ e “-” tais que

(1) (R,+) é um grupo abeliano;
(2) (R,-) é associativo;

(3) Paratodos x,y,z € R, temos x(y+z) = xy +xz.

Se (R,-) é comutativo, dizemos que o anel R é comutativo. Se existe um elemento 1 € R tal que
x1 = 1x = x para todo x € R, entdo 1 € chamado de identidade de R e dizemos que R é um anel

com identidade.

No que segue os anéis sdo considerados comutativos com identidade.

Seja R um anel. Um elemento x € R é chamado de

(1) unidade se possui inverso multiplicativo em R, ou seja, se existe um elemento y € R tal

que xy = 1;
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(2) divisor de zero se existe y # 0 tal que xy = 0;

(3) nilpotente se possui existe n € N tal que x* = 0.

Denotamos por R* ao conjunto das as unidades de R. Denotamos por ZD(R) ao conjunto dos
divisores de zero de R. Denotamos por \/@ a conjunto dos elementos nilpotentes de R. Um
corpo € um anel no qual todo elemento distinto de zero € una unidade. Um dominio ¢ um anel que
nao contém divisores de zero ndo nulos. Um anel € reduzido se ndo tem elementos nilpotentes

além do zero.

Definicao A.1.2. Sejam R, S anéis. Um homomorfismo f : R — S de anéis € uma aplicacdo

tal que para todo x,y € R tem-se f(x+y) = f(x)+ f(y), f(xy) = f(x)f(y) e f(1) =1. Um
homomorfismo de anéis bijetivo € chamado de isomorfismo. Se existe um isomorfismo de anéis

entre R e S, escreveremos R = S.

Uma R-dlgebra € um anel S junto com um homomorfismo de anéis f : R — S.

Definicao A.1.3. Um subconjunto / de um anel R é um ideal se I ¢ um subgrupo aditivo de R e

se paratodox € R,y € I, tem-se xy € I.

Exemplo A.1.4. Seja R um anel.
(1) (0) ={0} e R sao ideais de R.
(2) A interse¢do de ideais de R é um ideal de R.

(3) Se x € R, entdo (x) := {yx:y € R} é um ideal de R. Mais geralmente, se xy,---,X, € R,

entao
(X1, yx0) i ={yixi+-+yuxn: Vi €ERji=1,--- ,n}
¢ um ideal de R. Observe que tal ideal € o menor ideal de R que contém x1,x3,...,X,.
4) Sel,...,I, definimos os ideais

h+bh+- 4L :={x1+ - +x,:x; €L;,i=1,...,n},
hby---ly:={Y xi..xp:x€li=1,...n}.

finita
(5) Se f:R— S é um homomorfismo de anéis, entao
ker(f) :={xeR: f(x) =0}
¢ um ideal de R. Observe que f € injetivo se, e somente se, ker(f) = 0.
(6) Se I é um ideal de R, entdo o radical de I, definido por
VI ={x€R:existe n € N tal que x" € I},

¢ um ideal de R. Em particular, o conjunto 1/ (0) é um ideal de R.
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Se I é um ideal de R, note que o grupo quociente R/I tem um produto definido por
(x+1)(y+1) =xy+1 para todo x,y € R. Assim, R/I tem estrutura de anel e com esta estrutura

€ chamado de anel quociente. Observe que o mapa quociente, definido por
T:R—R/I, x—>x+1
¢ um homomorfismo de anéis.

Teorema A.1.5. (Teorema da correspondéncia) Sejam R um anel e I/ C A um ideal de R. O mapa

quociente T : A — A/a estabelece uma bijecdo entre

{ ideais J C R tais que J D [} +— { ideais de R/I}
Jr—n(J)

(L) «+— L.

Definicao A.1.6. Um ideal p de um anel R é primo se para todo x,y € R tal que xy € p, tem-se
que x € pouy € p. O conjunto de todos os ideais primos de R € chamado o espectro de R e se
denota por Spec(R). Se I é um ideal de R, denotamos por V(1) ao conjunto de todos os ideais
primos de R que contém /. Dizemos que p € um primo minimal de um ideal / se p € um elemento

minimal do conjunto V (I).

Observe que um ideal p de um anel R é primo se, e somente se R/p é um dominio.

Proposicao A.1.7. Se [ € um ideal de um anel R, entdo VI é a intersecdo de todos os ideais

primos que contém /.

Proposiciao A.1.8. (Primos Avoidance) Seja R um anel e py,...,p, € Spec(R). Se I é um ideal
de R tal que I C | Ji_ p;, entdo [ C p; para algum i € {1,...,n}.

Proposicao A.1.9. Sejam R um anel, I},... 1, ideais de R e p € Spec(R). Se p D (', I;, entdo
p D I; para algum i. Se p = (), I;, entdo p = [; para algum i.

Definicao A.1.10. Um ideal m de um anel R é maximal se ndo existe um ideal / de R tal que
m C /1. O conjunto de todos os ideais maximais de R € chamado o espectro maximal de R e se
denota por Specm(R). O radical de Jacobson de R é a interse¢do de todos os ideais maximais de
R e é denotada por J(R).

Observe que um ideal m de um anel R é maximal se, e somente se R/m é corpo. Observe

que Specm(R) C Spec(R).

Proposicao A.1.11. Seja R um anel e / um ideal préprio de R. Entdo, I esta contido em um ideal

maximal m.
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Um anel local com um tnico ideal maximal sdo ditos locais. Um anel local R com ideal
maximal m é denotado por (R,m). Nesse caso, o corpo k := R/m é chamado de corpo residual

de R e acostumamos por escrever o anel por um par (R, m) ou por uma terna (R, m,k).

Um homomorfismo ¢ : (R,m) — (S,n) de anéis locais € local se ¢(m) C n.

Proposicao A.1.12. J(R) ={x€R:1—xy € R*,Vy € R}.

Moédulos

Definiciao A.1.13. Seja R um anel. Dizemos que M é um R-mddulo se (M,+) é um grupo

abeliano, dotado de uma multiplicac¢ao por escalar

RxM—M

(r,m) — rm.

tal que, para quaisquer r,s € R e m,n € M, as seguintes propriedades sejam verificadas:

() (r+s)m=rm+sm;
(ii)) r(m+n) =rm+rn;
(i) (rs)m = r(sm);
iv) lm=m.
Afim de ndo haver perigo de confusdo, usaremos simplesmente a expressao “R-moédulo”.

Se § € uma R-algebra, observe que S tem estrutura de R-moddulo.

Um submédulo N de um médulo M é um subconjunto de M tal que (N, +) é um subgrupo

de M e € fechado em relacdo a multiplicacdo por escalar.

Exemplo A.1.14. Seja M um R-mddulo.

(1) {0} e M sdo submédulos de M.
(2) Intersecdo de submddulos de M é um submodulo de M.
(3) Dado um subconjunto S de M, o conjunto
() :={xymy+--+xym, - neN,x; ERm; €S,i=1,....,n}

¢ o menor submédulo de M que contém S. Se S é um conjunto finito {mj,...,m,},

denotamos (S) apenas por (my,...,ny); nesse caso

(my,...,my) :={xymy+---+xymy:x; ERi=1,...,n}.
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(4) Se M, M; sao submddulos de M, entao
My +My:={my+my:my € My,my € Mp}
€ o menor submédulo de M que contém M| e M;.
(5) Se I e um ideal de R, entao
IM :={xymy+---+x,my, :x; €I,m; € [,n € N}
¢ um submddulo de R. Se IM = 0, observe que M tem estrutura de R/I-mdédulo.

(6) Se I éum ideal de R, entdo anny(I) := {m € M : Im = 0} é um submédulo de M.

Sejam M e M, submddulos de um R-mdédulo M, definimos

(Ml :Mz) :{XERixMzCMl}.

Observe que (M : M) é um ideal de R. Definimos o anulador de M por
ann(M) := (0: M).

Definicao A.1.15. Sejam M, N dois R-médulos. Um homomorfismo de R-mddulos ou R-homomorfismo

€ uma aplicacdo f : M — N que satisfaz as seguintes condicoes:

(i) f(mi+ma) = f(m)+ f(m2),Vmy,my € M;
(ii) f(rm)=rf(m),Yre R,Nme M.

Um R-homomorfismo bijetivo € chamado de R-isomorfismo. Se existe um R-isomorfismo entre

M e N, escreveremos M = N.

Se N é um submédulo de um médulo M, entdo M /N tem estrutura de R-médulo induzida
de M, definida por x(m+M') = ax+ M’. A aplicagéo natural M — M /N é um R-homomorfismo.

Lema A.1.16. Seja f : M — N um R-homomorfismo. Entao

ker(f):={meM: f(m)=0},¢e
im(f) :={n € N : existe m € M tal que f(m)=n}

sdo submédulos de M e N respectivamente. Além disso, f é injetiva se, e somente se ker(f) = 0.

Proposicao A.1.17. (Teoremas de isomorfismos de médulos)

(1) Seja f: M — N um R-homomorfismo sobrejetivo. Entdo, M /ker(f) = N.
(2) Se L D M D N sao R-mddulos, entdao
(L/N)/(M/N)=L/M.

(3) Se M, M, sdo submédulos de M, entdo (M) + M) /My = M, /(M1 N M,).
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Médulos Finitamente Gerados. Lema de Nakayama
Um R-médulo M é finitamente gerado se existem my, ..., m, € M taisque M = (my, ... ,my).

Proposicao A.1.18. Um R-mddulo M € finitamente gerado se, e somente se existem n € N e um

R-homomorfismo sobrejetivo R* — M.

Proposicao A.1.19. (Lema de Nakayama) Sejam M um R-mdédulo finitamente gerado e / é um
ideal de R tal que / C J(R). Se IM = M, entdao M = 0.

Corolario A.1.20. Sejam M um R-médulo finitamente gerado, N um submédulo de M e [ um
ideal de R tal que I C J(R). Se M = IM + N, entdo M = N.

Corolario A.1.21. Sejam (R,m) um anel local ¢ M um R-médulo finitamente gerado. Se
X1,...,X, elementos de M cujas imagens em M /mM formam uma base de este espago vetorial.

Entdo, x1,...,x, geram M.

Corolario A.1.22. Seja (R, m) um anel local. Se M é um R-mdédulo finitamente gerado, entdo
qualquer conjunto minimo de geradores de M possui exatamente dimg (M /mM) elementos.
Isto é

Hr(M) = dimpg (M /mM)

onde tg(M) := min{n | M pode ser gerado por n elementos }.

Dizemos que um R-mdédulo M tem presentagdo finita se existem m,n > 0 e uma sequéncia

exata
R" -R" M —0.

Observe que os modulos de presentacao finita sao finitamente gerados. Observe que um R-mdédulo

M tem presentacdo finita se, € somente se existe uma sequéncia exata da forma
0—-K—R'->M—0

com K sendo um R-médulo finitamente gerado.

Suma Direta e Produto Direto de Médulos

Seja {M;};c; uma familia de R-médulos. O produto direto [];c; M; que, como conjunto,
€ igual ao produto cartesiano dos M;, tem estrutura de R-médulo com a soma e o produto por
escalares realizada componente a componente. A soma direta @;; M; é o submédulo do produto
direto cujos elementos sdo as tuplas (m;),.; "quase nulas", isto €, com m; # 0 apenas para um

ndmero finito de indices i.

Se {fi : M; — N;}ic; é uma familia de R-homomorfismos definimos as aplica¢des

[lict fi : TlictMi — [liciNi € Dey fi - @ier Mi — Dici Mi
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por

(Tier fi) ((xi)ier) = (f (x0))ier e (Bierfi) ((xi)ier) = (f () )ier-

Observe que elas sao R-homomorfismos.

Um R-médulo M € livre se M = @, R. Nesse caso, o cardinal de / é dito o posto de M

e esta bem definido.

Proposicao A.1.23. Todo R-médulo é uma imagem homomorfica de um R-médulo livre. Todo

R-médulo finitamente gerado é imagem homomorfica de um R-mdédulo livre de posto finito.

Sejam M um R-mdédulo e, M, M, submoédulos de M. Dizemos que M € a suma direta
interna de My e M», se M = M; + M, e M; N M,. Em tal caso escreveremos M = M; &' M,.
Observe que se M = My &' M;, entdo M = M © M,.

Proposicao A.1.24. Se f : M — N e g : N — M sao R-homomorfismos tais que go f = Idy,
entdo N = im(f) & ker(g).

Sequéncias Exatas

Uma sequéncia M i) M5 M> de R-mddulos e R-homomorfismos € dita exata em M se

Im(f) = Ker(g). Por sua vez, a sequéncia da forma
o My S M B My
¢ dita exata se é exata em M, para cada n € Z. Em particular, observe que

() 0—M L>M € exata se, e somente se f € injetiva.

(2) M —2~M"—~0 éexata se, e somente se, g é sobrejetiva.

3 0 M / N 0 ¢ exata se, e somente se, f € um R-isomorfismo.
4 0 M / M —5= Mm" 0 é exata se, e somente se, f € injetiva, g sobrejetiva e
im(f) = ker(g).
Uma sequéncia exata 0 L / M-—2-N 0 de R-mddulos cinde se existe um R-

homomorfismo 4 : N — M tal que ho g = Idy,. Por exemplo, se M e N sao R-mddulos, entdo a
sequéncia exata
0—M—>MONZ>N—0

cinde, onde i € a inje¢do candnica e 7 € a proje¢ao candnica.
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Hom e Tensor

Dados dois R-médulos M e N, o conjunto
Homg(M,N) :={¢ : M — N | ¢ é um R-homomorfismo}

também ¢ um R-mddulo (com a soma e o produto por R-escalares induzidos pelas operagdes em
N).Se f: M| — M>, é um R-homomorfismo, definimos

Homg(M, f) : Homg (M, M) — Homg (M, M>)

¢ foo
Homg(f,N) : Homg (M>,N) — Homg (M{,N)

¢ oof.

Observe que eles sdo R-homomorfismos. Os R-homomorfismos Homg (M, f) e Homg(f,N)

também se denotam por f, e f* respectivamente.

Proposicao A.1.25. Seja M um R-médulo. Entdo, a aplicagdo ¢ : Homg(R,M) — M, definida
por ¢(f) = f(1), é um R-isomorfismo.

Proposiciao A.1.26. Seja M um R-médulo. Entdo, Homg(M, —) é um functor covariante, isto é:

(1) Para qualquer par de R-homomorfismos g: N — Pe f: L — N, tem-se Homg(M,go f) =
Homg(M, g) o Homg(M, f);

(2) Para qualquer R-médulo N, Homg (M, 1dy) = Idyomg (a1, v)-
Proposicio A.1.27. Seja N um R-médulo. Entdo, Homg(—, N) é um functor contravariante, isto
é:

(1) Para qualquer par de R-homomorfismos g: L — Pe f: M — L, tem-se Homg(go f,N) =

Homg(f,N)oHomg(g,N);

(2) Para qualquer R-médulo M, Homg(Idy, M) = Idgomg (v am)-
Proposicao A.1.28. Seja N um R-médulo. Entdo:

(1) Homg(N,—) é exato a direita, isto é, para qualquer sequéncia exata

f

Mm-S M—o0,

a sequéncia

0—M-Lsm2m —0

€ exata
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(2) Homg(—,N) é exato a esquerda, isto é, para qualquer sequéncia exata

0—M Lopm S M,

a sequéncia

) Homg(g,N) ) HomR_(];,N)

0 — Homg (M",N Homg(M,N Homg (M',N)

¢é exata.

Proposicao A.1.29. Seja N um R-médulo. Seja

0—M-Lem-2sm" —0

uma sequéncia exata de R-mdédulos que cinde. Entdo, as sequéncias

0 — Homg (V,M") "™ Homp(v, 1) "™ %) Hompg (W, M") — 0

Homg(g,N) Homg(f,N)

0 — Homg (M",N) Homg(M,N) —"" Homg (M',N) — 0
sdo exatas.

Proposicdo A.1.30. Sejam M um R-médulo e {N;};c; uma familia de R-médulos.

(1) A aplicagdo
¢ : Homg <M,HN,-> — HHomR (M, N;)

i€l icl
definida por @ : f +— (p;o f), onde os p; sdo as proje¢des do produto direto [];c; N;, € um

R-isomorfismo.

(2) A aplicagdo
v : Homg (@Ni,M> — HHomR (N;,M)

i€l i€l
com Y : f — (foq;), onde os ¢ sdo as inje¢des na suma direta @, N;, € um R-

isomorfismo.

Seja R um anel e sejam M,N e T R-mddulos. Um mapa bilinear € uma funcao
O MxN—=T
que € R-linear em cada entrada separadamente, ou seja,

(1) ¢ (xymy +xomp,n) =x1¢ (my,n) +x20 (my,n), e

(2) ¢ (m,xiny+xon2) =x1¢ (m,ny) +x20 (m,ny)
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para todo m,m; € M,n,n; € N e x; € R.

A partir de dois R-mddulos M e N, vamos agora construir um novo R-médulo M @ N,

chamado produto tensorial de M e N sobre R, juntamente com uma aplica¢do bilinear

Q:MXN-—MQ®RgN.

Considere o R-médulo livre com base {e;, , | (m,n) € M x N}

@ R- €m,n

(m,n)EM XN

e seja D o submddulo gerado pelos elementos da forma

(D €xmn — X €mpn;
() €maxn — X €mpn;
3) €my+my,n — €myn — €my,ns
4) €m.ni+ny; — €mn; — €m,ny-
com m,m; € M,n,n; € N e x € R. Definimos o produto tensorial de M e N por

DinnyemxnR-emn

MRrN:=
KR D

Se denotamos por m ® n a imagem de e, , em M ®g N, observe que os m@n geram M Qg N €

satisfazem as relacdes

(1) (xm)®@n=x(m®n) =m® (xn);
(2) (m+my)@n=m; Qn+myn;

3) m® (n;+np) =m®n; +mny paratodo m,m; € M,n,n; € N e x €R,

Isto fornece um mapa bilinear
®Q:MXN—M®rN

(m,n) — mQn.

Proposi¢io A.1.31. Sejam f: M — M’ e g : N — N’ dois R-homomorfismos. Existe um dnico
homomorfismo f® g: M@rN — M’ Qg N’ tal que que (f ®g)(m®@n) = f(m)® g(n).

Proposicao A.1.32. Sejam f: M —-M', g: N - N, f': M — M" e g : N — N’ quatro R-
homomorfismos. Entéo, (f/® f)o (g’ og"”) = (f'cg)®(fog).

Teorema A.1.33. Seja R um anel. Temos os seguintes isomorfismos candnicos:
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(1) (associatividade)
(M®RN) QrP — M Qg (N@RP)

(men)@p—me(nep).

(2) (elemento neutro)
R@rM M

XQm+— xm.

(3) (comutatividade)
M&grN =5 N@rM

mn+——n@m.

(4) (distributividade com relagdo a soma direta)

M g <@Ni> =, @ (M ®gN;)

icl iel

me ()i — (MOn;);c;-
(5) (quociente) Para qualquer ideal I C R,

M®g (R/T) = M/IM

mQx — xm.
(6) (adjunc¢do ou "Hom sweet Hom")

Homg (M @g N, P) = Homg (M,Homg(N, P))
f—(n— f(men)).

Proposicao A.1.34. Seja N um R-mddulo. Entdo — ®@r N € exato a direita, isto é para qualquer

sequéncia exata

M Lim M 0,

a sequéncia

feldy g®ldy

M QQprN'—" MRxrN°-—= M"'"RrN — 0

¢é exata.

Proposicao A.1.35. Seja N um R-médulo. Seja

00— M -Lem-2sm" —0

uma sequéncia exata de R-mddulos que cinde. Entdo, a sequéncia

feldy g® Idy

00— M QRrN'— Mg M' ' @rN — 0

é exata
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Proposicao A.1.36. (Mudanca de base) Seja R um anel e seja S uma R-4lgebra.

(1) (Produto tensorial comuta com mudanca de base) Dados dois R-mdédulos M e N, temos

um isomorfismo de S-modulos

(M@gS)Rs (NRgS)~ (MRrN)RgS
(Mm®s)® (n®sl) — (m®n)®ss/.

(2) (Transitividade) Se M € um R-mdédulo e P é um S-mdédulo, temos um isomorfismo de

S-moédulos _
(M®RS) ®RsP — M RQgP

(mMRs)Rpr— msp.

Aqui M ®g S € visto como S-mdédulo via multiplicacdo na segunda coordenada. Em

particular, se T é uma S-adlgebra, temos um isomorfismo de 7-mddulos

(MRS)@sT =M QgT
(m®s) @t — m (st).

Proposicao A.1.37. Seja S uma R-dlgebra e seja N um R-mdédulo com presentagdo finita. Para

todo R-modulo M, existe um isomorfismo natural
0 : Homg(N,M) — Homg (N @z S, M)

dado por 0 : f — f,onde f(n®1) = f(n) para todo n € N.

Moédulos Planos
Um R-médulo N € plano se para toda sequéncia exata

ML

a sequéncia exata

M ON DY Mo N LY M o) N

¢é exata.

Proposicao A.1.38. Para um R-médulo N as seguintes sdo equivalentes:

(1) N é um R-mdédulo plano;

(2) Para toda sequéncia exata 0 — M’ — M — M"” — 0, a sequéncia 0 — M’ @gr N — M Qp
N — M"@rN — 0 é exata;

(3) Se f: M’ — M é um R-homomorfismo injetivo, entdo f @ Idy : M' g N — M Qg N é um

R-homomorfismo injetivo;
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(4) Se f:M' — M é um homomorfismo injetivo de R-mddulos finitamente gerados, entdo
f®Idy : M ®g N — M ®@g N é um R-homomorfismo injetivo.

Corolario A.1.39. Um R-médulo N € plano se, e somente se, para toda sequéncia exata 0 —
M’ — M — M"” — 0 de R-mddulos finitamente gerados, a sequéncia 0 — M’ Qg N — M Qg N —
M" @rN — 0 é exata.

Proposicao A.1.40. Todo R-mdédulo livre € plano.

Proposicao A.1.41. Seja {M;};c; uma familia de R-mddulos. Entdo @;c;M; € plano se, e somente
se M; é plano para todo i € .

Uma R-élgebra S € plana se S ¢ um R-mo6dulo plano.

Proposicao A.1.42 (Devissagé). Seja S um R-adlgebra plana e seja M um R-mddulo de presenta-
¢ao finita. Seja N um R-mddulo qualquer. Entdo a aplicagdo candnica

HomR(M,N) RrS — HomS(M QrS,N Qp S)
dada por ¢ @5 — ¢ ® U, onde U, : S — S € a multiplicagdo por s, € um isomorfismo.

Proposicao A.1.43. Seja B uma R-dlgebra plana e N um R-mdédulo de presentacao finita. Para

todo R-modulo M, existe um isomorfismo
vy : BogHomg(N,M) — Homg (N,M Qg B)

dado por b® g — gp, onde g;(n) = g(n) @b paratodo n € N.

Localizacao

Seja R um anel. Um conjunto multiplicativo S de R € um subconjunto de R tal que S é

fechado por produto e 1 € S. Defina uma relagcdo = sobre R X § como segue:
(a,s) = (b,t) <= (at — bs)u = 0 para algum u € S.

A relagdo = é de equivaléncia. A classe de um elemento (a,s) € R X S, em relacdo a =, é
denotada por {. Denotamos por S~!R ao conjunto de todas as classes de equivaléncia. Podemos

dotar a S™'R de estrutura de anel como segue

(a/s)+ (b/t) = (at + bs) /st
(a/s)(b/t) =ab/st.
O anel S~'R é chamado o anel de fracdes de R em relacdo a S.

A aplicacdio p : R — SR definida por f(x) = x/1 é um homomorfismo de anéis,

chamada o aplicagdo de localizagdo.
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Agora, seja M um R-médulo. Defina sobre M x S uma relagdo =’ como segue:
(m,s) =" (m',s") < t(sm' —s'm) = 0 para algum ¢ € S.

Como antes, esta relagdo é de equivaléncia. Por m/s denotamos a classe de equivaléncia de um
elemento (m,s) € M x S, e denotamos por S~'M o conjunto das classes de equivaléncia. Observe
que S~ M tem estrutura natural de S~'R-médulo com as obvias definicdes de suma e produto

por escalar.

Se f: M — N é um R-homomorfismo, observe que a aplicacio

sps i sy, ™ S
N h)

é um S~ ! R-homomorfismo.

Proposicio A.1.44. Seja M um R-médulo finitamente gerado. Entdio, S~!M = 0 se, e somente

se existe s € S tal que sM = 0.

Proposicao A.1.45. Se

M2 oN Y. p

€ uma sequéncia exata de R-mddulos. Entdo,
s-1 5!
smiLgini Ysip
é uma sequéncia exata de S~!R-médulos.

Segue da proposicdo anterior que se N é um submédulo de M, entio a aplicacio S~'N —

S~!M é injetiva, e portanto podemos pensar S~!N como sendo um submédulo de S~'M.
Coroldrio A.1.46. Se N é um submédulo de M, entio S~'(M/N) = S~'M/S~'N.

Proposiciio A.1.47. Se R é um anel e S C R um conjunto multiplicativo de R, entdo S™'R é um

R-mdédulo plano.
Proposicao A.1.48. Existe um isomorfismo

(ST'R)@rM ~S~'M

X xm
-®m— —.
s s

Proposiciio A.1.49. Se M e N dois R-médulos, entdo S~ (M @ N) =2 S~ !M @41, S7!N.

Proposicio A.1.50. Seja {M;};c; uma familia de R-médulos. Entéo,

ST EPM) =Ps M.

icl icl
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Proposicao A.1.51. Seja M um R-mdédulo. Sdo equivalentes:

(1) M=0;
(2) M, =0 para todo p € Spec(R);
(3) My, =0 para todo m € Specm(R).
Proposicao A.1.52. Seja ¢ : M — N um R-homomorfismo. S3o equivalentes:
(1) ¢ é injetivo;
(2) ¢y : My, — N, é injetivo para todo p € Spec(R);
(3) O : My — Ny, € injetivo para todo m € Specm(R).

Teorema A.1.53. Os ideais primos de S~'R estio em correspondéncia bijetiva (p <— S~!p)

com os ideais primos de R que ndo intersectam com S.

Sejam R um anel e S o conjunto dos ndo divisores de zero. Observe que S € um conjunto
multiplicativo. O anel S~!'R é chamado o anel total de fracées de R. Observe que a aplicacio de
localizagiio R — S™!R é injetiva. Seja M um R-médulo. Dizemos que M é livre de torcdo se a

aplicacdo natural M — S~!'M & injetiva. Dizemos que M é um mddulo de tor¢do se S~'M = 0.

Definimos o suporte de um R-médulo M como sendo o conjunto

supp(M) = {p € Spec(R) : My, # 0}.

Proposicao A.1.54. Seja M um R-mddulo. Entdo, supp(M) C V(ann(M)) com igualdade se M

¢ finitamente gerado.

A.2 Anéis e M6odulos Noetherianos e Artinianos

Anéis e Médulos Noetherianos
Proposicao A.2.1. Para um R-médulo M as seguintes condicdes sdo equivalentes:
(1) Todo submddulo de M ¢ finitamente gerado;
(2) Toda cadeia ascendente de submddulos de M estabiliza, isto é se
NICNaCN3C -+

¢ uma cadeia de submddulos de M, entdo existe igp > 1 tal que N; = N;, para todo i > ip;

(3) Todo subconjunto de submdédulos de M tem um elemento maximal com relacdo a inclusdo.
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Definicao A.2.2. Um R-médulo M que satisfaz uma (e portanto todas) das condi¢cdes da Propo-
sicdo A.2.1, € dito Noetheriano. O anel R € um anel Noetheriano se ele é Noetheriano como

R-modulo.

Proposicao A.2.3. Seja R anel e S um subconjunto multiplicativo de R. Se M é um R-mé6dulo

Noetheriano, entdo S~!M é um S~ !R-médulo Noetheriano.

Proposicao A.2.4. Se R é um anel Noetheriano, entdo o conjunto Min(R) dos primos minimais
de R € finito.

Proposicao A.2.5. Seja R um anel.

(1) Seja
0—M —M-—M'—0

uma sequéncia exata de R-mddulos. Entdo M é Noetheriano se, e s6 se, M’ e M" sdo
Noetherianos. Em particular, quocientes e submddulos de médulos Noetherianos sao

Noetherianos.

(2) Se R e Noetheriano e M ¢ um R-mddulo finitamente gerado, entdo M é Noetheriano.

Corolario A.2.6. Uma suma direta finita de R-md6dulos Noetherianos € Noetheriano.

Seja M um R-médulo. Um elemento x € R € um divisor de zero de M se existe m €

M — {0} tal que x.m = 0. O conjunto dos divisores de zero de M é denotado por ZD(M).

Um ideal primo p de R é associado se existe m € M tal que p = ann(m). O conjunto dos

primos associados de M é denotado por Ass(M).

Teorema A.2.7. Seja R um anel Noetheriano e M um R-moédulo. Entao:
(1) Ass(M) # 0 se, e somente se M # 0;
(2) ZDg(M) = Upeass(m) P-
Teorema A.2.8. Seja R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado.
(1) M admite uma cadeia de submodulos
0=MyCM CMy---C---M,=M
tal que M; 1 /M; = R/p; com p; € Spec(R).

(2) O conjunto Ass(M) é finito.
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Teorema A.2.9. (Suporte e Primos Associados) Seja R um anel Noetheriano, p € Spec(R) e seja

M um R-médulo finitamente gerado. Entao:

Assg,(My) = {qRy | q € Assg(M),q C p},

supp(M) = |J V(a).
qeAss(M)

Em particular, Ass(M) C supp(M) e estes dois conjuntos possuem 0s mesmos primos minimais.
Proposicao A.2.10. Se R é Noetheriano e M, N sdo dois R-mdédulos finitamente gerados, entdo

Homg(M,N) é um R-médulo finitamente gerado.

Anéis e Modulos Artinianos

Proposicao A.2.11. Para um R-mdédulo M as seguintes condi¢des sao equivalentes:

(1) Toda cadeia descendente de submddulos se estabiliza;
(2) Todo conjunto de submédulos de M tem elemento minimal em relagdo a inclusio.

Definicao A.2.12. Um R-médulo M € Artiniano se satisfaz uma das condi¢des da Proposi¢ao

A.2.11. Um anel R € artiniano se ele é Artiniano como R-mddulo.

Proposicao A.2.13. Sejam R anel e S um subconjunto multiplicativo de R. Se M € um R-mddulo

Artiniano, entdo S~!M é um S~!R-mddulo Artiniano.

Seja M um R-mddulo. Entdo, M € dito simple se M # 0 e seus tnicos submddulos sdo M
e 0.

Lema A.2.14. Um R-mddulo M é simple se, e somente se M = R/m para algum m € Specm(R).

Uma série de composicdo de M de tamanha n € uma sequéncia de submdédulos
O=MyCM CMy & --- C My 1 CMy =M

tais que os quocientes consecutivos M; 1 /M; sdo todos simples. O comprimento de M sobre R,
denotado por lengthy (M) é o minimo entre todos os tamanhas das séries de composi¢do de M

ou oo se M ndo admite serie de composi¢ao.

Teorema A.2.15. Seja M um R-médulo. Entdo,

1. (Teorema de Jordan-Holder) Se lengthz (M) < oo, entdo todas as séries de composi¢do de

M, tem 0 mesmo tamanho.



122 APENDICE A. Alguns resultados de anéis e médulos

2. (Aditividade em sequéncias exatas) Seja
0—-M —M—-M"—0

uma sequéncia exata de R-médulos. Entdo, lengthg (M) < oo se, e somente, se lengthy (M') <

o ¢ lengthg(M") < 0. Neste caso
lengthp(M) = length,(M’) +lengthy(M").

Lema A.2.16. Seja M um R-médulo. Se I C R é um ideal de R tal que /M = 0, entdo lengthgz (M) =
lengthg /;(M).

Seja um anel R. Definimos a altura de um ideal primo p de R por

ht(p) = sup{n:po C -~ C pn = p,p; € Spec(R)}.

Mais geralmente, definimos a altura de um ideal de R por
ht(7) = inf{ht(p) :p € V(I)}.
Definimos a dimensdo de Krull de R por
dim(R) := {ht(p) : p € Spec(R)}

Observe que dim(R) > ht(p) +dim(R/p) para todo p € Spec(R).

Se ¢ : R — S é um homomorfismo sobrejetivo de anéis ndo nulos, entdo dim(S) < dim(R).
Em particular, se 7 é um ideal de R, entdo dim(R/I) < dim(R).

Se M # 0 é um R-mdédulo, definimos a dimensdo de Krull de M por
dim(M) := dim(R/ann(M)).
Proposicao A.2.17. Seja M um R-médulo. Entao,
dim(M) :=sup{n:po T p1 S - < pn, Spec(R) > p; D ann(M)}.
Se M ¢ finitamente gerado, entdo
dim(M) :=sup{n:po & p1 & -+ & pn, pi € supp(M)}.
Teorema A.2.18. Seja R um anel. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:
(1) R € Artiniano;
(2) R tem comprimento finito sobre si mesmo;

(3) R é Noetheriano e todo ideal primo de R € maximal;
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(4) R é Noetheriano e dim(R) = 0.

Teorema A.2.19. Seja R um anel Noetheriano e M # 0 um R-médulo finitamente gerado. As

seguintes condi¢des sao equivalentes:

(1) M tem comprimento finito;
(2) O anel R/ann(M) é Artiniano;

(3) dim(M) =0.

A.3 Anéis e Modulos Graduados

Um anel R é dito graduado, se (R,+) admite uma decomposi¢do como soma direta de

R=ERy

dez

grupos abelianos

tal que
RdRe C Rd+e

para todo d,e € Z Os elementos de A, sdo chamados elementos homogéneos de grau d. Assim

todo elemento a € R pode ser escrito de maneira inica como soma
a= Z ag
deZ
de elementos homogéneos a; € R;. Chamamos a; a componente homogénea de grau d do

elemento a.

Seja R = @ 7 Ry um anel graduado. Um R-médulo M € dito graduado se (M, +) admite

uma decomposi¢ao como soma direta
M=EPM,
deZ
tal que
RaM, C Md+e
para todo d, e € Z. Os elementos de M,; sdo chamados elementos homogéneos de grau d.

Sejam R um anel e / um ideal de R. O anel graduado associado de I é definido como
gt (R) == D" /1),
n>0

Este € um anel graduado, no qual o produto é definido de maneira que satisfaze-se o seguinte:
para cada x, € I" denote por X, a imagem de x,, em [" /I”“; defina X,,X, por X,,x,, isto é, a

imagem de x,,x, em [ /[t

Usando a teoria de anéis graduados pode-se mostrar o seguinte.
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Teorema A.3.1. Sejam R um anel Noetheriano, / C R um ideal de R e M um R-mddulo fi-
nitamente gerado. Seja N um submddulo de M. Entdo, existe » € N tal que para todo n > r
tem-se

I"'MNON=I"(I"'MNN).

Em particular, para todo n grande o suficiente,

I"'NC (I"'M)NN CTI"'N.

Como consequéncia do Teorema de Artin-Rees, temos o Teorema de interse¢ao.

Teorema A.3.2 (Teorema de interse¢do). Sejam R um anel Noetheriano, / um ideal de R e M
um R-moédulo finitamente gerado. Ponha N =(_,/"M. Entdo, IN = N.

Corolario A.3.3. Sejam R um anel Noetheriano e / um ideal de R tal que I C J(R). Se M é um

R-médulo finitamente gerado, entdo (.~ /"M = 0.

A.4 Fecho Integral, Anéis Normais e Reducoes
Definicao A.4.1. Seja R C S uma extensdo de anéis, isto € R € subanel de S.

(1) Um elemento x € S € dito integral sobre R se existem ry,...,r, € R tais que

b x4, =0

(2) O fecho integral de R em S € o conjunto de todos os elementos de S que sdo integrais sobre
R.

(3) Se o fecho integral de R em S coincide com R, dizemos que R € integralmente fechado em
S.

Um dominio R € integralmente fechado se ele € integralmente fechado em seu corpo de

fracoes.

Se R C § é uma extensdo de anéis, o fecho integral de R em S € um subanel de S.

Defini¢ao A.4.2. Um anel R € normal se ele € reduzido e R, € um dominio integralmente fechado

para todo p € Spec(R).

Proposicao A.4.3. Seja R um anel Noetheriano reduzido. Entdo, R € normal se, se somente se,

R € integralmente fechado em seu anel total de fracoes.

Demonstracdo. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, P4gina 28) ]
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Seja I um ideal de um anel R. Um elemento r € R é dito integral sobre I se existe um

inteiro n e elementos a; € I' com i = 1,...,n tais que
—1
M+ar 4+ +ay,_1r+a,=0.

O conjunto de todos os elementos de R que sdo integrais sobre é chamado o fecho integral de I,

e se denota por 1.

Proposicao A.4.4. Seja / um ideal de R e r € R. As seguintes, sdo equivalentes.

(1) r ¢ integral sobre [;

(2) Existe um R-mdédulo finitamente gerado M tal que ¥rM C IM e tal que quando aM = 0 para
algum a € R, entdo r € 1/(0: a).

Além disso, se I € um R-mddulo finitamente gerado e contém um nao divisor de zero, entao r é
integral sobre [ se, e somente se, existe um R-mddulo finitamente gerado M com ann(M) = 0 tal
que IM = (I1+ (r))M.

Demonstragcdo. Ver (SWANSON 1.; HUNEKE, 2015, Corolario 1.1.8). OJ

Sejam J C [ ideais de um anel R. Dizemos que J € uma redugdo de I se existe n > 0 tal
que I"t1 = JI".

Proposicao A.4.5. Sejam K C I ideais de R. Suponha que / € finitamente gerado. Entdo, K é

uma reducdo de [ se, e somente se, I C K.
Demonstragcdo. Ver (SWANSON 1.; HUNEKE, 2015, Proposicao 1.2.5). O]

Seja (R,m) um anel local Noetheriano. Definimos a propagagdo analitica de I como
sendo a dimensdo de Krull de .% := gr;(R) /mgr;(R).

Proposicao A.4.6. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano com corpo residual infinito, / um
ideal e ¢ = ¢(I) a propagacdo analitica de /. Entdo, toda reducdo de / contém uma redugio gerada

por ¢ elementos. Em particular, existem xj, ..., xy tais que (xp,...,x;) é uma reducdo de /.

Demonstragdo. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, Proposi¢do 8.3.7). U

Proposicido A.4.7. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano e / um ideal. Entdo, dim(R) >
¢(I) > ht(1).

Demonstracdao. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, Corolario 8.3.9). O]
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A.5 O Teorema da Dimensao de Krull; Algumas Con-

sequéncias
Seja (R,m,k) um anel local Noetheriano. Um conjunto {aj,...,a,} C m é dito um
sistema de pardmetros se /(ay,...,a,) = m. Denotamos por 6g ao tamanho minimo de um

sistema de parametros de R.

Teorema A.5.1. (Teorema da dimensdo de Krull) Seja (R, m,k) um anel local Noetheriano.
Entdo, dim(R) é finito. Além disso, dim(R) = 0.

Corolario A.5.2. Seja (R, m,k) um anel local Noetheriano. Entdo, u(m) > d.

Um anel local Noetheriano (R, m,k) é regular se m é gerado por dim(R) elementos.

Nesse caso, observe, pelo coroldrio acima, que d € o nimero minimo de geradores de m.

Outra consequéncia do Teorema da dimensao de Krull, € Teorema do ideal principal
Krull.

Teorema A.5.3. (Teorema do ideal principal de Krull) Seja R um anel Noetheriano e / um ideal

préprio de R gerado por n elementos. Se p € Spec(R) é um primo minimal de /, entdo ht(p) < n.

Corolario A.5.4. Seja R um anel Noetheriano e 0 # a € R. Se p € um primo minimal de a, entdo

ht(p) < 1. No caso que a € R ndo é um divisor de zero de R, entdo ht(p) = 1.

Os seguintes dois resultados sdo também consequéncias do Teorema da dimensdo de
Krull.

Proposiciao A.5.5. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado
e x1,...,X, € m. Entdo,
dim(M/(xy,...,x,)M) > dim(M) —r.

Teorema A.5.6 (Dimensdo das fibras). Seja (R, m) — (S,n) um homomorfismo local de anéis
locais Noetherianos. Entdo:

(1) dim(S) < dim(R) + dim(S/mS) com igualdade se S é plano como R-mddulo;

(2) Mais geralmente, se M € um R-modulo finitamente gerado e N € S-modulo finitamente
gerado, entdo dimg (M ®g N) < dimg(M) 4 dimg(N/mN), com igualdade se N é plano

como R-moéddulo.

A.6 Anéis Completos

Seja R um anel. Dado um ideal I de R, os conjuntos x+ 1", com x € R e n € N, formam

uma base de abertos para uma topologia de R, a chamada fopologia I-ddica. Da mesma forma,
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dado um R-médulo M os conjuntos da forma x+ "M, com x € M e n € N, definem a topologia

I-ddica.

O Teorema de Artin-Rees, indica que a topologia /-ddica de um submédulo N C M de M

coincide com a topologia induzida pela topologia /-adica.

Considere uma sequéncia (x,),cn em R. Dizemos que ela converge para um elemento

X € R na topologia /-adica se
Vd € N,d ng € N tal que n > ng = x,—x el
Dizemos que (x,)qen € uma sequéncia de Cauchy na topologia I-adica se
Vd € N,d ny € Ntal que m,n > ng = x,, — x,, € .

Definicdo A.6.1. Sejam R um anel e / um ideal de R. Dizemos que R é completo em relagdo a

topologia I-adica se toda sequéncia de Cauchy em R converge na topologia /-adica.

Defini¢do A.6.2. Seja (R, m) um anel local. Dizemos que ele é completo, se é completo com

relac@o a topologia m-adica.

Sejam R um anel, / um ideal de R e M um R-médulo. Definimos o completamento I-adico

de R como o anel

R={(xn+1")n € []R/I" : 2 — X € I",Ym > n}.
n
Definimos o completamento I-adico de M como o R-médulo
M = {(x+1I"M), € [[M/I"M : X — x4 € "M ,¥m > n}.
n

Observe que temos uma aplicag@o natural R — R, que leva um elemento x € R na tupla

constante (x+1"),cN.

No caso que R seja local com ideal maximal m, o completamento de R € definido como

sendo o completamento em relagdo a topologia m-adica.

Teorema A.6.3. Seja R um anel Noetheriano e seja / C R um ideal. Se
0—M-—N-—P—0

¢ uma sequéncia exata de R-médulos finitamente gerados, entdo a sequéncia
0—M-—N—P—0

dos completamentos /-ddicos também € exata. Em particular, se M C N s@o mddulos finitamente
gerados, M pode ser visto como R-submédulo de N e (N/M) = N /M.
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Teorema A.6.4 (Artin-Rees). Seja R um anel Noetheriano, / um ideal de R e M um R-médulo

finitamente gerado. Denote por ReM os completamentos /-adicos de R e M. Entdo:

(1) O mapa natural
M@grR— M

¢ um isomorfismo;
) Ré plano sobre R;
3) J=JR para todo ideal J de R.

Corolario A.6.5. Sejam R um anel Noetheriano, / um ideal de R e M um R-médulo finitamente

gerado. Se Réo completamento /-adico de de A, entdo R é I-ddicamente completo.

Proposicio A.6.6. Seja (R, m) um anel local Noetheriano. Entéo, o completamento R é um anel

local Noetheriano com ideal maximal m.

Seja (R,m) um anel local Noetheriano completo. Se 7 € um ideal préprio de R, entdo
(R/I,m/I) é completo.

Teorema A.6.7. O fecho integral de um dominio local Noetheriano completo R é um R-mdédulo

finitamente gerado.

Demonstragdo. Ver (SWANSON I.; HUNEKE, 2015, Teorema 4.3.4). [
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APENDICE

ALGUNS RESULTADOS SOBRE O POSTO
DE UM MODULO

A referéncia principal para este apéndice é (BRUNS W.; HERZOG, 1998, Capitulo 1,
Secdo 4).

Neste apéndice, R € um anel, S é o conjunto dos ndo divisores de R e Q € o anel total de

fracdes, isto 6 Q = S~IR.

Definicao B.0.1. Dizemos que um R-médulo M tem posto r se o Q-moédulo M ®g Q € livre de
posto r. Em tal caso, escrevemos rank(M) = r. Um R-homomorfismo ¢ : M — N tem posto r e

escrevemos rank (@) = r, se im(¢@) tem posto 7.

Observacao B.0.2. Para um R-médulo M, sdo equivalentes:

(1) M tem posto r;
(2) M ®g Q é um Q-mddulo livre de posto r;
(3) S~'M é Q-livre de posto r;

4) S'M=SIR".

Note que no caso de mddulos livres finitamente gerados, a defini¢do de posto no sentido

acima coincide com a defini¢dao de posto no sentido usual.

Observacao B.0.3. Se M é um R-mdédulo de tor¢do, entdo M tem posto zero. De fato, em tal

caso tem-se que S~'M = 0.

Proposicao B.0.4. Seja M um R-médulo. Entdo, M tem posto r se, e somente se, M tem um

submdédulo livre N de posto r tal que M /N é um R-médulo de torgao.
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Demonstracdo. Suponha que M tem posto r. Entdo, S™'M é um Q-médulo livre de posto r,
e portanto existem xi,...,x, € M tais que {%,---, %} é uma Q-base para S~'M. Seja N =
(x1,...,x:). O fato de ser {%,---,%} uma Q-base para S~'M, implica que xi,...,x, sdo R-
linearmente independentes, donde N ¢é livre de posto r. Por construcio, observe que S~!N =
S~'M, donde S~!(M/N) = S~'M/S~'N = 0, o qual mostra que M/N é um médulo de tor¢io.

Reciprocamente, suponha que M tem um submddulo livre N de posto r tal que M /N é um

médulo de torgdo. Existe uma R-base {y,...,y,} paraN. Entdo, S™IN = (3L ... Zryedl ... X

sdo Q-linearmente independentes, donde S~' N é Q-médulo livre de posto r. Agora, ji que M /N
é um médulo de torcdo, temos que S~!'M /SN = S~ (M/N) = 0, e portanto S~'M = S~'N.

Deste modo, S~!M resulta ser um Q-médulo livre de posto r. ]

Lema B.0.5. Suponha que R € um anel Noetheriano.

(1) Se p € Ass(R), entdo Ry = Qp como Ry-médulos. Em particular, se adicionalmente M €
um R-médulo, entdo My = (M Qg Q),.

(2) Para cada n € Specm(Q), existe p € Ass(R) tal que S~ 'p = n.

(3) No contexto de (2), On = Ry, como anéis.

Demonstra¢do. (1) Para o isomorfismo R, = Q,,, considere a aplicagdo

x/1
.

—

X
Rp—>Qp, ;

O isomorfismo M, = (M ®g Q), segue da seguinte cadeia de isomorfismos
My = M, ®g, Ry = M, ®r, Op = (M Qg Q).

(2) Pelo Teorema A.1.53, temos uma bijecao
Ds:={q € Spec(R) | qNS =0} — Spec(Q), q+— S 'q.

Ja que S € o conjunto dos ndo divisores de zero de R, note que Dg = {q € Spec(R) | q C

ZD(R)}. Dado n € Specm(Q), pela bijecdo acima, existe q € Spec(R) tal que q C ZD(R)

e ST'g=n. Como ZD(R) = | J p (Teorema A.2.7) e Ass(R) ¢é finito (Teorema
peASS(R)

A.2.8(2)), pelo Lema dos Primos Avoidance, q C p para algum p € Ass(R). Deste modo,

n=_S"'qC S 'peamaximalidade de n implicaem S~'p = n.

(3) Considere a aplicacdo
x/1
/1

Rp — an

X
— =
t
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Lema B.0.6. Suponha que R € um anel semilocal e seja M um R-mddulo finitamente gerado. Se
as localizacdes My, sdo Ry-mddulos livres com o mesmo posto r para todos os ideais maximais

mde R, entdao M € livre.

Demonstragdo. Procederemos por indugdo sobre r.

Se r =0, a hipédtese indica que My, = 0 para todo m € Specm(R). Portanto M = 0, e em

particular M € livre.

Suponha r > 0. Pelo lema de Nakayama, My, ¢ mM,, para todo m € Specm(R). Apli-
cando o Lema 2.6.2 (com N =M e py,...,p, denotando os ideais maximais de R), temos que

existe x € M tal que 7 ¢ mM,, para todo m € Specm(R).

Dado m € Specm(R), como 7 € mMy, entdo 7 € parte de uma base do Ry,-médulo livre
My; o qual tem posto r. Assim, pelo Ry-isomorfismo (M /(x))m = My /{x)m, 0 Rny-mddulo

(M /(x))m € livre de posto r — 1. Logo, por indug¢do, o R-médulo M /(x) é livre de posto r — 1.

Por outro lado (x) é um R-mddulo livre. Com efeito, é suficiente ver que
©:R— (x), r—rx

¢ injetiva. De fato, dado m € Specm(R), a aplicagdo ¢, : Ryy — (x)m é dada pela correspondéncia
r/s+— (r/s)(x/1). Pelo visto acima, (x)y € um Ry-mddulo livre, donde @y, é injetiva. Portanto,
¢ € injetiva.

Ja que (x) é livre e M /(x) é livre, observe que M = (x) & M /(x), donde segue que M é

livre. 0

Proposicao B.0.7. Suponha que R ¢ um anel Noetheriano e seja M um R-mddulo finitamente
gerado. Entdo, M tem posto r se, e somente se, para todo p € Ass(R), o Ry-modulo M, € livre de

posto r.

Demonstragdo. Suponha que M tem posto r. Entdo, o @-mddulo M &g Q € livre de posto r.
Dado p € Ass(R), pelo Lema B.0.5(1),

My, = (M®rQ)p, = (Q")y = 0y =R,
Deste modo, My, € um R,-mddulo livre de posto r.
Reciprocamente, suponha que para todo p € Ass(R), o Ry-médulo M, € livre de posto r.

Afirmacdo. Dado n € Specm(Q), 0 Qy-médulo (M ®g Q)y € livre de posto r.

Com efeito pelos itens (2) e (3) do Lema B.0.5, existem p € Ass(R) e um isomorfismo
de anéis Qn = Ry. Este isomorfismo induz em todo Q,-médulo uma estrutura de Rp-médulo (e

portanto de R-mddulo) e vice-versa. Temos os seguintes isomorfismos de Q-mddulos

(MRRO)n = 0n®o(MRRQ) =MQROn =MgRy = M,.
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Ja que M, € livre de posto r como R,-mddulo e os anéis Ry, € Oy, sdo isomorfos, segue que M, €
livre de posto r como Q,-mddulo. Portanto, pela cadeia de isomorfismos acima, (M ®g Q) €

livre de posto r como Q,,-mddulo.

Ja que Ass(R) é finito (Teorema A.2.8(2)), o item (2) do Lema B.0.5 nos indica que Q ¢é

semi-local. Logo, o resultado segue do Lema B.0.6. ]

Lema B.0.8. Seja

14 14

0 L M N 0

uma sequéncia exata curta de R-moédulos finitamente gerados.

(1) Se L e N sao livres, entdao M € livre.
(2) Suponha que R € local Noetheriano com ideal maximal m.

(2.1) Se M e N sdo livres, entdo L € livre.

(2.2) Se M e L sdo livres e m € Ass(R), entdo N € livre.
Tanto em (1) como em (2), cumpre-se que rank(M) = rank(L) + rank(N).

Demonstragdo. Caso N livre. Seja 8 = {ey,...,es} uma base livre de N.
Como y é sobrejetiva, para cada 1 <i <, existe u; € M tal que y(u;) = e;.
Afirmacdo. M = ker(y) &' (uy,...,us) LB (uy,. .. us).

De fato, se z € M, entdo y(z) = aje; +- - - +ase, para alguns ay,...,as € R. Dai, y(z) =
ary(u)+---+asy(us), donde z— (aju; +- - - +asuy) € ker(y), o que mostra que M = ker(y) +
(uy,...,us). Resta mostrar que ker(y) N (uy,...,u;) = 0. Se z € ker(y) N (uy,...,us), entdo
existem ay,...,as € R tais que z = aju; + - - + azus com Y(z) =0, logo 0 = a1y (uy) +---+
asy(ug) = ajey + - - - +asug, donde a; = ap = --- = ay = 0, obtendo assim que z = 0. Por dltimo,
o isomorfismo dado na afirmagdo segue do fato de L = im(¢) = ker(y) (que cumpre-se desde

que a sequéncia acima € exata).

Como # é uma base para N, observe que uy, ..., us; devem ser linearmente independentes,
donde N = (uy,...,us). Logo, pela afirmacéo acima, M = L & N. Portanto:

* Se L ¢ livre, entao M ¢ livre (pois N € livre);

* Se M ¢ livre e R é local Noetheriano, entdo L € projetivo e por conseguinte L € livre.

Caso M e L livres e (R,m) local Noetheriano com m € Ass(R). Pelo Lema 2.3.2(2),
M = ker(y) &' G, onde G é um R-médulo livre. Observe que a restri¢do de ¥ a G induz um
R-isomorfismo G = N. Portanto, N € livre. Além disso, pelo desenvolvimento do caso acima,
MZ=ZL®N.
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Em todos os casos, cumpre-se que M = L @& N. Dai, € clara a igualdade rank(M) =
rank(L) +rank(N). O

Proposicao B.0.9. Suponha que R € um anel Noetheriano. Seja
0—-U—M—N—0

uma sequéncia exata de R-mddulos finitamente gerados. Se dois dos médulos U, M, N tem posto,

entdo o R-mddulo restante também tem posto e rank (M) = rank(U ) + rank(N).

Demonstracdo. Sejap € Ass(R) e considere a sequéncia exata
0— Uy — M, — N, —D0.

Pelo Lema B.0.8, se dois dos médulos Uy, My, Ny s@o Ry-livres, entdo o restante também €
Ry-livre; e em qualquer caso, rank(M,) = rank(Uy) + rank(N, ). Deste modo, pela Proposigdo
B.0.7, segue o resultado. O

Proposicao B.0.10. Seja ¢ : R — T um homomorfismo plano de anéis. Se M é um R-mé6dulo

de posto r, entdo M @g T é um T-mddulo de posto r.

Demonstragdo. Pela Proposi¢cao B.0.4, existe um submédulo N de M tal que N ¢€ livre de posto
re M/N é um R-médulo de tor¢do. Seja i : N — M a inclusdo. Como T é R-plano, entdo
IQrldr :NQrT — M ®grT € injetivo.

Como N ¢ livre de posto r, observe que N Qg T € livre de posto r como 7-mddulo. Deste
modo, a injetividade de i ®g Idy implica que (i ®g Id7)(N @& T') é um T-mddulo livre de posto

r.

Por outro lado, todo elemento y € M ®g T pode-se escrever da forma y = m; ® @(ay)t; +
s m @ @(ag)ty com my,...,m € M, ay,...,ap € Rety, -, € T. Como M/N é um R-
modulo de tor¢do, para todo i = 1,...,k, existe um elemento R-regular r; € R tal que r;m; € N.
Seja r =ry ---r;. Entdo, r € um elemento R-regular, e consequentemente, pela Proposi¢do 2.1.11,
¢(r) é um elemento T-regular; e @(r)y =rm; Q@ @(ay )t} +- - +rm @ @(ay )ty € (iQgldr) (N Qg
T). Portanto, (M ®rT)/(i®rldr)(N ®g T) € um T-médulo de torgao.

Da Proposi¢ao B.0.4, segue que M @g T € um T-mddulo livre de posto r. [

Proposicao B.0.11. Seja M um R-mddulo finitamente gerado livre de tor¢do. Se M tem posto n,

entao M € isomorfo a um submoédulo de R".

Demonstracdo. Como M é finitamente gerado, podemos escrever M = (my,...,my) onde my, ... ,my €
M. Como M é livre de torcdo, a aplicacdo ¢ : M — S~!M é um R-homomorfismo injetivo. Como
M tem posto n, existe um Q-isomorfismo ¢ : S~'M — S~!R". Podemos supor que cada ¢ (m;/1)

¢ da forma

¢(mi/1) =ai/1
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com a; € R". Temos, os seguintes isomorfismos de R-mdédulos

M= (m/1,....;m/1) pois ¢ é injetiva
>~ (ar/1,...,a;/1) C STIR" pois ¢ € um R-isomorfismo
~(ay,...,ax) CR" pois R" — S~1R" é injetiva.

]

Proposicao B.0.12. Seja / um ideal de R. Entdo, I tem posto 1 se, e somente se, / tem um

elemento R-regular.

Demonstragdo. Suponha que I tem posto 1. Pela Proposicdo B.0.4, existe x € [ tal que (x) é
livre. E claro que x deve ser R-regular. Reciprocamente, seja x € I um elemento R-regular. Temos

que {x/1} é uma Q-base para S~'1 pois:

(1) {x/1} gerao Q-médulo S~'1. De fato, se y € I e s € S, observe que P=2%

(2) {x/1} é Q-linearmente independente. Se y € Re s € S sdo tais que 2

\)
Yy _yxl _
dondes—sx— sx—O.

—l=
I
L
o
=
[
O
o
2
I
N

Logo, 0 Q-médulo S~11 tem posto 1, isto é I tem posto 1 como R-médulo. ]

Proposicao B.0.13. Suponha que R é um anel local Noetheriano com ideal maximal m e corpo
residual k. Suponha que m contém um nao divisor de R.Se M é um R-mddulo finitamente gerado

de comprimento finito, entdo M tem posto zero.

Demonstracdo. Por indugdo sobre n := length(M).
Se n =0, entdo M = 0 e em particular M tem posto zero.

Suponha n > 0. Entdo, existe uma serie de composicao
O=MoCM & - -C My 1 C M =M.

Isto nos fornece uma sequéncia exata 0 — M, — M — k — 0.

Por hipétese, existe um elemento R-regular x € m. Claramente x -k = 0, donde k é um

R-médulo de tor¢dao. Deste modo, pela Observagdo B.0.3, k tem posto zero.
Observe que M,,_; tem comprimento n — 1. Por indugdo, M,,_| tem posto zero.

Segue da aditividade do posto (Proposi¢do B.0.9), que M tem posto zero. O]
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