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Resumo 

T. Gaffney mostrou que se alguns invariantes associados a urna família de 

germes de aplicações ft  : 01,0 -> , 0 são constantes ao longo do parâmetro t, 

então esta fainflia é Whitney equising-ular. O número de invariantes envolvidos 

neste resultado depende das dimensões (n,p) e este número é grande conforme 

n e p forem grandes. Então surge uma pergunta natural: Fixado um par (n,p), 

qual é o número mínimo de invariantes no Teorema de Gaffney para garantir a 

Whitney equisingularidade ou trivialidade topológica da familia? 

Esta pergunta foi respondida nos casos p=len0 3; ri = p = 2 e n = 2,p = 

3. 

Neste trabalho consideramos o caso n = p = 3. Estabelecemos relações entre 

as multiplicidades polares dos tipos estáveis e os invariantes zero estáveis per-

mitindo, assim, reduzir o número de invariantes para equisingularidade de 18 

a 6 no caso de corank 1. Apresentamos também fórmulas para o cálculo das 

multiplicidades polares para germes quase-homogéneos. 



Abstract 

T. Gaffney showed that if some invariants associated to germs in a family 

ft : en,0 —> O', O are constant along the parameter t, then the family is Whitney 

equisingular and therefore topologicaly trivial. The number of invariants involved 
depends on the dimensions (n, p), and this number is large when rt and p are large. 
It is then natural to ask: 

Fixing a pair (n, p), what is the minimum number of invariants in Gaffney's 

Theorem that are necesary to ensure Whitney equisigularity of the family? 

This question has been answered for the cases p = 1, 	3; n = p = 2 and 

n=2,p= 3. 
In this thesis, we deal with the cases n = p =3. We first stablish relacionships 

between the polar multiplicities of the stable types and the zero-stable invariants, 

thus reducing the number of invaxiants from 18 to 6 for corank 1 germs. We also 

give formulae for polar multiplicities of quasi-homogeneons germs. 
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Introdução 

A teoria de equisingularidade como é conhecida atualmente se iniciou com os 
trabalhos de Zariski ([42], [43], [44], [45]) na decada de 60'. Zariski observou o 
seguinte problema: 

Encontrar critérios algébricos para decidir quando um espaço algébrico ou 
espaço analítico complexo X sobre C, é equisingular ao longo de um subespaço 
Y c X em um ponto x E Y. 

Desde então a Teoria de equisingularidades sobre este ponto de vista foi e está 
sendo estudada por muitos matemáticos. No caso de espaços analíticos complexos 
Teissier obteve resultados interessantes e pioneiros em [35], [36], [37], e [38]. Sua 
principal contribuição foi relacionar esta questão com invariantes numéricos, que 
constituem uma ferramenta primordial para o estudo deste problema: 

Os resultados de Teissier são usados por Gaffney em [12]. Ele estuda o prob-
lema de equisingularidade de germes de aplicações considerando famílias ou de-
formações. Mais especificamente ele estuda o seguinte problema. 

Dada uma familia a 1-parâmetro de germes de aplicações de «Y,0 —> CP , O, 
encontrar invariantes analíticos cuja constância na família implique que a familia 
é Whitney equisingular ou topologicarnente trivial. 

Gaffney resolve este problema em [12] para uma importante classe de germes 
de aplicações finitamente determinados de tipo estável discreto. Os invariantes 
necessários para que este problema seja resolvido são os invariantes zero estáveis 
e as multiplicidades polares definidas por Teissier. 

Os resultados de Gaffney mostram que o número de invariantes envolvidos na 
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determinação desta questão depende das dimensões (n,p) e este número pode ser 
muito grande conforme n e p forem grandes. Então árge uma pergunta natural: 

Fixado um par de dimensões (n,p), qual é o número mínimo de invariantes 
no Teorema de Gaffney para garantir a Whitney eguisigu/aridade ou trivialidade 
topológica de uma familia? 

Esta pergunta foi respondida nos seguintes casos: 
No caso p =1 e 71 3, o número de Milnor é uma lista completa dos invari-

antes analíticos e topológicas (ver (211). 
No caso n = p = 2 (ver [9]), os invariantes analíticos que garantem a equiv-

alência entre a Whitney equisingularidacie de uma família são o número de cúspides, 
o número de dobras transversais e a segunda multiplicidade polar do discrimi-
nante do germe. 

No caso n = 2,p = 3, Gaffney mostrou em [12] que o número de pontos triplos 
(T), o número de guarda chuvas de Whitney (C), a segunda multiplicidade polar 
da imagem de f denotado por mi  ( f (C 2)) e a multiplicidade da curva dos pontos 
duplos (mo  (D2(f))) formam uma lista completa de invariantes. Ruas mostrou 
em [34] que, em alguns casos particulares, os números T, C e o número de Milnor 
da curva de pontos duplos (p(D2  ( f))) formam uma lista completa de invariantes 
analíticos. 

O objetivo principal deste trabalho é estudar o número mínimo de invariantes 
para resolver o problema da Whitney equisingularidade ou trivialidade topológica 
no caso de germes de aplicações f E 0(3,3). 

Segundo o resultado de Gaffney para que a família ft  de f seja Whitney equi-
singular precisamos de 18 invariantes. É claro que este número é muito grande. 
A nossa estrategia principal para reduzir este número é encontrar relações entre 
os invariantes. Assim, conseguimos reduzir o número de invariantes necessários 
à 6. 

Estudamos também as multiplicidades polares associados a germes quase-
homogêneo f E 0(3,3). (Em geral estas multiplicidades são deffceis de calcular 
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em espaços que não são I.C.I.S. como é o caso nosso dos tipos estáveis da meta.) 

Este trabalho está organizado como segue: 
No capítulo 1 são introduzidas as noções básicas sobre germes de aplicações e 

suas propiedades que serão usadas nos capítulos 4, 5 e 6. 
No capítulo 2, descrevemos os critérios de equisingularidade e relacionamos 

estes com os invariantes numéricos, especificamente no caso de hipersuperfícies. 
Este capítulo serve mais como uma motivação para o estudo de equisingularidade. 

Com o intuito de fixar os resultados e notações, no capítulo 3 introduzimos 
as variedades polares e multiplicidades polares e as relacionamos com a Whitney 
equisingularidade. 

No capítulo 4 mostramos como se obter a Whitney equisingularidade para 
germes de aplicações, dando ênfase especial para a relação entre os resultados do 
capítulo 3 e as técnicas de Gaffney em [12]. 

O capítulo 5 é o principal do trabalho. Neste capítulo estudamos o problema 

de equisigularidade de famílias de germes de aplicações C, O C3, O dando todas 
as técnicas necessárias de como atacar o problema, primeiramente encontramos 
relações entre os invariantes e posteriormente mostramos o resultado principal. 

No capítulo 6 aplicamos os resultados do capítulo 5 para alguns germes uni-
modulares e [6]. 

O capítulo 7 trata de encontrar fórmulas das multiplicidades polares no caso de 
germes quase-homogêneos de 0,0 C, 0. Estas fórmulas nos levam a entender 
um pouco•melhor o comportamento das multiplicidades polares conseguindo as-
sim calcular alguns invariantes do capítulo 5. Encerramos este capítulo mostrando 
sugestões e problemas para futuras pesquisas. 

No apêndice descrevemos algumas ferramentas e resultados interessantes que 
são usados na tese. 
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Capítulo 1 

Germes de aplicações 

1.1 Germes de aplicações diferenciáveis 

Todas as aplicações serão consideradas C' ou analíticas no caso real e holomorfas 
no caso complexo. Denotamos por K os corpos R ou C. 

Sejam duas aplicações f : U —> KPeg:V—>KP definidas em vizinhanças U 
e V de um ponto g E Kr'. Definimos a seguinte relação de equivalência: 

fn,g<=> 3 vizinhança W de g,WC U n V tal que fiw = 

Às classes de equivalência chamamos germes de aplicações no ponto q. Sem 
perda de generalidade tomamos g= O E IS?'. O germe de f em O é denotado por 

f : K",0 —> 

o conjunto dos germes Kn, O —> 10' é denotado por 0(n, p). Quando p = 1 
(germes de funções) o conjunto é denotado simplesmente por On. 

Ou  é um anel local comutativo com unidade e (9(n,p) é UM Ou—módulo. 

1.2 Os grupos de Mather 	A,C,1C 

R é o grupo dos germes de difeomorfismos 101, O —> K", O, .0 é o grupo dos germes 
de difeomorfismos KP, O —> KP, O, eAéo produto direto R x .C. Definimos ações 
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destes grupos sobre mu.0(n,p), onde uh, é o ideal maximal de On  como 

h. f = f oh-1, h E 7Z 
k.f = ko f, k E .0 

(h, k)./ = 	o f o 	(h, k) E 

onde f E mn.0(n,p). O grupo R. (resp. .C) é chamado também o grupo de 
mudanças de coordenadas na fonte (resp. na  meta). 

O grupo C é o grupo de difeomorfismos 	x KP,0 	x KP,0 que são 
escritos na forma H (x, y) = (x, T - 1(x, y)) com -1-1(x , O) = O para x E Kn  próximo 
da origem. A ação de C sobre mn.0(n,p) é definida como 

H.f(x) = H(x, f (x)), H E C, f E mn.0(n,p). 

C pode ser visto como o grupo de difeomorfismos KP, O KP, O parametrizados 
por x E Kn  . Denote h1(y) = (x, y), então a fórmula antecedente pode ser 
escrita na forma 

H. f (x) = 

O grupo /C é o grupo dos germes de difeomorfismos Kn  x KP, O K" x KP, O 
que são escritos na forma 

• H(x, y) = (h(x),T1(x,y)) 

onde h E 7Z, H(x,0) = O para x E K" próximo da origem. A ação de K sobre 
rrt„.0(n,p) é definida como 

H. f (x) = H(11-1(x), f(h-t(x))), H E 1C, f E rr1 /4 .0(n,p). 

Isto é, 
H. f (x) =  

O grupo K é chamado grupo de contato. O grupo C é um subgrupo normal 
de K e os grupos R, .C, A podem ser identificados como subgrupos de K. 

Observação 1.2.1. Os grupos de Mather não são grupos de Lie, pois as suas 
dimensões são infinitas. 
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1.3 Os espaços tangentes 
Definimos o "espaço tangente" a 0(n,p) em f,  que denotamos por Oh o O, 
módulo de campos de vetores ao longo de f.  Então e E Of  se e: Kn,0 T(K) 
e irp  o e = f onde 7r7, : T(K) KP é a projeção do fibrado tangente TKP de KP 
a Kl'. 

Definimos O. =OiK. e op = 01,0„ onde 1K. e 1Kp denotam as aplicações 
identidade de 	e KP respectivamente. 

Seja G um subgrupo de PC. Definimos a álgebra de Lie, LG, de G como segue. 
Seja Ø1- E, E[ X Kn", O Kn±P, O uma curva em G tal que 00  é a identidade em 
G. Derivando-a temos um campo de vetores 

00,2  , z kv, zm.o. 

O conjunto de todos estes campos é denotado por LG e é chamado a álgebra de 
Lie do grupo G. 

Observemos que LR, = m..0. e .L.0 = mp.Op. 
Definimos o 0.-homomorfismo 

tf :9 	 Of  

df 00 

e o Op-homomorfismo (via f* : 0„ •—). O., a ce o f por a E Op) 

wf : Op 	 Of  

tly 	O f, 

Então Os espaços tangentes às órbitas dos grupos de Mather são dados por 

LR, • f -= tf (m,„0„), L.0 • f = w f (mp.Op), LC • f = f*(mp).0 f , 

L,4• f = LR, • f + L.0 • f, LK • f = L7-2,• f + LC • f. 

Definimos a G-codimensão de f como o segue. 

g - codim( f) = dim (m„.0(n, p) I LG • f) 
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Definimos a Ge-codimensão de f como 

g e  — codim(f) = dünK(O(NP) I Leg • f) 

onde 
LeR • f = tf (0), Le.0 • f = wf(Op), LeC • f =  

Leit•f ,  =LeE•f+Le.C•f, LeK•f .  =LeR•f+LeC•f. 

1.4 O espaço de jatos 

Denotemos mr' como o espaço dos germes de funções cujos polinômios de Taylor 
de ordem k na origem são identicamente nulos. O espaço de k-jatos é definido 
como 

= mn  . 0(n, p)/mr 1. 0(n, p). 

Este espaço consiste dos germes de polinômios de grau < k sem o termo con-
stante e portanto é um espaço vetorial de dimensão finita. A cada! E m,..0(n, 
associamos o k-jato j k  f que é seu polinômio de Taylor de grau < k na origem. 

Seja G um subgrupo de um dos grupos de Mather e defina Gic  como o subgrupo 
de G que consiste dos elementos de G cujo k-jato é a identidade. Estes são 
subgrupos normais de G e definem os grupos de jatos JkG = G/ Gh. Estes grupos 
são grupos de Lie. 

A ação de G sobre mn.0(n,p) induz uma ação de JkG sobre Jk(n,p) que é 
uma ação do grupo de Lie. Uma das principais idéias na teoria de singularidades 
é de substituir a ação de G sobre mn. 0(n, p) pela ação de Jk G sobre Jk(n, p). 

Definição 1.4.1. Um germe! E mn.0(n,p) é dito k-G -determinado se qualquer 
9 € mn.0(n,p) tal que jkg = jk f é G-equivalente a l.  

f é dito finitamente G determinado se é k — G determinado para algum k. 

A determinação finita significa que o germe é equivalente a um de seus polinômios 
de Taylor e o problema da classificação pode ser reduzido ao espaço dos k—jatos, 
que é um espaço vetorial de dimensão finita. 
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A investigação da determinação finita começou com os trabalhos de John 
Matlier em 1960 com uma séries de artigos principais.da teoria de singularidades. 
Mather deu uma estimativa grosseira do grau de determinação finita de um germe 
de aplicação. Terence Gaffney e Andrew du Plessis melhoraram bastante as 
aproximações do grau de determinação de germes. O artigo de C.T.C. Wall [41] 
contém um survey dos resultados conhecidos sobre a determinação finita antes de 
1980. Mas foi somente em [4] que a questão do grau da determinação finita foi 
completamente resolvida usando as ações de grupos unipotentes. 

1.5 Desdobramentos Versais 

Seja f um germe finitamente determinado. Podemos considerar as deformações 
de f e estudar os tipos de singularidades que aparecem em tais deformações. Em 
particular, podemos perguntar se os tipos de singularidades que aparecem são em 
número finito e se existe uma família que contém todos estes tipos. Na verdade 

queremos que qualquer outra deformação de f seja obtida a partir desta família. 
Tais famílias chamam-se deformações versais. 

A partir de agora tomamos K = C, mas os resultados valem para K = 

Definição 1.5.1. Um desdobramento a s-parâmetros de um germe fo  E n1/2 .0(n,p) 
é um germe 

F : Cn x , O -4 CP x , O 
(x,u) 1—> ( f (x, u), u) 

tal que f (i, 0) = fo(x). O germe f(x, o) é chamado uma deformação de fo. 

Consideramos o caso g = Á (os resultados são análogos para qualquer grupo 
de Mather). Dois desdobramentos F, G : Cn x 0,0 -4 CP X 0,0 de fo  são 
isomorfos se existir dois germes de difemorfismos 

4:Cn x0,0 —> Cn x0,0 
0:CP X 0,0 -4 CP X 0,0 

8 



que são desdobramentos a s-parâmetros dos germes da identidades em OI e O' 
respectivamente, 

G=0oFo 

Como q50  = lo e 00  = lo então Ou  e ç6 são germes de difeomorfismos para u 
pequeno. Então gu  = tpu  o fts  o çk71  é 4-equiva1ente a ft  via difeomorfismos que 

são suavemente parametrizados por u. Observamos que os germes gu , h, çbt , tpu  

não podem ser considerados como germes em O com meta O, para u O. Por isso 
chamamos a equivalência de „ele-equivalência. Para manter a origem fixa temos 
que impor 0(0,u) = O e 0(0, = O. 

Dado um germe h: O, O —› C, O definimos o pull-back de F por h, denotado 
por h*F, o desdobramento a t-parâmetros 

h* F (x, v) = (f (x , h(v)), v). 

F e G são ditos equivalentes se existir um difeomorfismo h : O, O —> O, O 
tal que G é isomorfo a h*F. Esta é uma relação de equivalência. Se G é um 
desdobramento a t-parâinetros de fo  (t não necessariamente igual a s), dizemos 
que G é induzido por F se existir um germe h :0,0   —> (" , O tal que G é isomorfo 
a h*F. 

Definição 1.5.2. 	1. F é verso) se todos os desdobramentos de fo  são induzi 
dos por F. 

2. F é trivial se é isomorfo ao desdobramento constante (x, u) 	(fo(x),u), 
te., se existem desdobramentos da identidade çb e tP tal que t p o Fo 0-1  
(id, fo ). 

Se 	e tP são homeomorfismos em lugar de difeomorfismos, dizemos que F 
é topologicamente trivial. 

3. fo  é estável se todos os desdobramentos de fo  são triviais. 
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Dado F(x,u) = (f(x,u),u) um desdobramento de fo, as velocidades iniciais 

E e(n,p) de F são definidas como 

a f 	para i = 1, • • • ,s. 

Podemos enunciar agora o teorema fundamental da existência de desdobra-

mentos versais. 

Teorema 1.5.1. [28]: Um desdobramento F é versa/ se, e somente se, 

Ltle.fo C{ÉI, • • • ,É,} = 0(n, p). 

Suponha que c = Á€-codim(f0 ) < oo e gi, • • • ,gc  E mnO(n, p) formam uma 
C-base do complementar de L,Ae. f o  em C(np). Defina o desdobramento 

F(x, u) = ( f 0(x) H- 	usgi (x), u) 
i=1 

com gi = i'i. Então 

Corolário 1.5.1. F(x,u) = (f0(x)+ Eci=t  uigi(x),u) é um desdobramento versa/ 
de fo• 

Corolário 1.5.2. fo  possui um desdobramento versai se, e somente se, 
Át -codim(f0 ) < oo. 

Temos também: 

Corolário 1.5.3. fo é estável se, e somente se, ite -codim(fo ) = O. 

Se c = i4e-codim(f0), então o número mínimo de parâmetros para um desdo-
bramento versal é c. Um desdobramento versai a c-parâmetros de fo é chamado 
miniversa/. 

Teorema 1.5.2. [28]: Todos os desdobramentos miniversais de fo são equiva-
lentes. 
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Os resultados no caso dos A-desdobramentos são análogos, só que usamos a 
A-codim(fo) e supomos que gi , • • • ,g. E m„.0(n,p) geram o complementar de 
LA.fo  em nin.0(n,p). Observamos que existe o seguinte resultado de Wilson. 

Teorema 1.5.3. [41]: A-codirn(fo) = ...4,-codirn(fo) + 

Usaremos as seguintes notações e definições. Seja f E 0(n, p), denotaremos o 
conjunto singular de f por 5(f). Este conjunto consiste de todos os pontos onde o 
posto da derivada de fé menor que min(n,p). Denotaremos o conjunto de pontos 
críticos de f por E(f). Este conjunto consiste dos pontos onde o posto da derivada 
f é menor que p. O discriminante de f,  denotado por ,S(f) é o conjunto f (E(f)). 
O ideal gerado pelos p x p menores da derivada de f E 0(n, p) é denotado por 
J(f). Os menores de tamanho k denotaremos por Jk(f). Se f E 0(8 n, 
denotaremos por Jx(f) o ideal gerado pelas derivadas com respeito ax E e. 
Denotaremos também o determinante da matriz Jacobiana f E 0(n, n) por J[f]. 

Os germes estáveis dão uma boa caracterização dos germes finitamente deter-
minados e da A—equivalência. 

Teorema 1.5.4. [13]: Seja f E rn„0(n,p). Então f é finitamente determinado 
se, e somente se, para cada representante 7 de f,  existem vizinhanças da origem 
UcCn eVCCP talgue 7-'(o) n u n E(7) =OeparacadayEV,y00, o 
germe iy  (Cn 	(C P ,y) é estável, onde S = 7(y) n U n E(7) e E(f) é o 
conjunto de pontos críticos. 
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Capítulo 2 

Equisingularidade de espaços 

analíticos complexos 

2.1 Introdução 

A idéia intuitiva de equisingularidade de um espaço analítico complexo (X, O) em 
(Cal', O) em um subespço (Y0), é que todos os pontos de (Y, O) têm o mesmo 
tipo de singularidade ao longo de Y. Então uma questão natural a fazer é a 
seguinte: 

Quando (X, O) é eguisingular ao longo de um subespaço analítico? 

Em busca da resposta a esta questão foram desenvolvidas muitas teorias e 
critérios álgebricos. Looijenga ([21]) deu um dos primeiros resultados que rela-
cionam invariantes com tipo topológico e trivialidade topológica. Na decada 70', 
Teissier em [35] e [36] introduziu critérios numéricos e algébricos para decidir 
quando (X, O) é equisingular ao longo de (Y, O) no sentido das condições de Whit-
ney equisingularidade. 

Neste capítulo daremos um breve resumo da teoria de equisingularidade e 
descreveremos alguns conceitos referentes a esta teoria. 

No caso local, espaços analíticos complexos são usados frequentemente co- 
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mo ferramenta no estudo de variedades algébricas. Neste caso existe um estudo 
paralelo de variedades algébricas com espaços analíticos complexos. Pois toda 
variedade algébrica complexa é um espaço analítico complexo. Por isso muitas 
propriedades de geometria algébrica são também usadas para o estudo de espaços 
analíticos. Uma excelente referência é o livro Gunning [17]. Para estabelecer os 
principais resultados começaremos com a definição de espaços analíticos comple-
xos. 

2.2 Espaços analíticos complexos e as condições 

de Whitney 

Definição 2.2.1. Seja U C en  um conjunto aberto. Um subconjunto X c U 
é um espaço analítico complexo (ou variedade analítica complexa) de U se para 
todo x E U, existe uma vizinhança aberta U' C U de x e um número finito de 
funções analíticas definidas em U' tal que 

x n u' = {y E U' : A (y) = • • • = fk(y) = 0}. 

O objetivo é estudar a natureza de tais espaços analíticos em alguma vizin-
hança de algum ponto fixo de C", o qual sem perda de generalidade consideramos 
a origem. Para isto precisamos definir o conceito de germe de um espaço anlítico 
complexo. Consideremos o conjunto de pares (X., U,2 ), onde CT. é uma vizinhança 
aberta da origem em C" e Xe  um espaço analítico complexo de Ua. Dois tais pares 
(X 1  , U1 ) e (X2, U2) são equivalentes se existe uma vizinhança W C U2 n U1  da 
origem tal que X1  n W = X2 n W. Uma classe de equivalência destes pares é 
chamado germe de um espaço analítico complexo na origem em C'. 

As notações fundamentais são as seguintes: 
C{zi , ••• zn} = anel de series de potência convergentes, i.e, germes de funções 

analíticas em O E e. 
Para todo espaço analítico Xc UexE X, 
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= anel local de germes de funções sobre X em x o qual são 
restrições de funções analíticas sobre U. 
C{z1 ,...,zn }1 I onde / é o ideal associado a X. 

Definição 2.2.2. Estratificação: Uma estratificação de um espaço analítico 
X C en+1  é uma partição finita X de X em subespaços fechados não singulares 
ou subvariedades diferenciaveis em C''. Cada elemento da partição é chamado 
estrato. 

Observação 2.2.1. Todas as estratificações tomadas no transcurso do trabalho 
serão localmente finitos, i.e., em qualquer ponto de x E X existe uma vizinhança 
em C"+1  que encontra somente em um número finito de estratos. 

Definição 2.2.3. As condições (a) e (b) de Whitney: Seja (X, O) um germe 
analítico complexo reduzido de (C', O). Seja X = {Ya } uma estratificação de 

: 

(i) Se Ya  subespaço fechado de X com dim(Ya — n) < dim(Y,c ) e Ya  n Y o, 
então 37,, c Y. 

(ii) Se 170 C Ya, as seguintes condições de Whitney se verificam: 

(a) Para cada sequência de pontos yi  E 17, convergindo para um ponto y E Y0 
tal que as direções do espaços tangentes T(Y) convergem (no espaço 
Grassmaniano de dimn-planos em (C', O)) para um plano T, temos 
Ty(Y0 ) c T. 

(b) Dada uma sequência de pontos yi  E Ya  convergindo para y e uma sequência 
de pontos Ui E Y0 , também convergindo para y, talque Ty ( Ya  ) convergem 
para um plano T e as direções das secantes t.yi  em Cd +1  convergem (em 
Pd+1  ) para L. temos L c T. 

(iii) O conjunto X° de pontos regulares de X é um estrato e todos os estratos 
estão contidos no fecho de X°. 
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2.3 Critérios de equisingularidade 
Definição 2.3.1. (W) Whitney equisingularidade: Y é um estrato de algu-
ma estratificação de X. Dizemos que X é Whitney equisingular ao longo de Y se 
o par de estratos (X°, Y) satifaz as condições (a) e (b) de Whitney. 

Este critério é um dos mais utilizados no estudo de equisingularidade e é o 
que oferece mais relações entre invariantes numéricos. 

Definição 2.3.2. Trivialidade topológica: Um espaço analítico complexo (X, O) 
em (Cd+1,0) é topologicamente trivial ao longo de um subespaço analítico não sin- 
gular (Y,O) de (X,0) em zero se existe uma retração r : (C"', o) 	(IÇO) e um 
germe em zero de horneornorfismo de pares (c.d4.1 dy) pe., (7.-1(0) x  7,  (7.-1(0 ) n  

X) x 	compativel com r, i.e., o seguinte diagrama comuta 

Cd+1 	r-1(0) x Y 
r 	p2  

Definição 2.3.3. Tipo topolágico: Dois germes de espaços analíticos com-
plexos (X1 ,0) e (X2,0) têm o mesmo tipo topológico se existem representantes 
(.40) c (Ui, O) onde Ui  é aberto em Cd", i = 1,2, e um homeomorfismo 
(ft : (U1 ,0) 	(U2,0) tal que (XXI) = X2. 

2.4 Critérios de equisingularidade e invariantes 

O número de Milnor é um dos invariantes mais importantes no estudo local da 
topologia de germes de funções analíticas e da equisingularidade para famílias 
de tais germes. Antes de relacionar estes conceitos faremos a definição deste 
invariante. Este número foi definido por Milnor ([29]) da seguinte maneira. 
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Seja U uma vizinhança aberta da origem em Cd+1  e seja f: (U, O) 	(C, O) 
uma função analítica que define uma hipersuperfícié com singularidade isolada 
(X0,0) c (C', O). 

A fibração de Milnor ([29]) de f na origem é um objeto de muita importância 
no estudo local da topologia da hipersuperfície Xo  = f -1(0). Milnor define esta 
fibração da seguinte maneira. 

Para todo E > O seja Be  uma bola aberta de raio e centrada na origem em 
Cd+1. Para todo 77 > O, seja D o disco fechado centrado na origem em C, e OD 
denota o bordo de D, o qual é o circulo de raio 77. Então, existe eo > O tal que, 

para todo e, O < e < eo, existe 77, > O tal que, para todo 77, o <17 < 77„ a restrição 
de f: Be  n f -1  (01D4 	01CD,7  é localmente uma fibração trivial. Esta fibração é 
chamada fibração de Milnor de f e denotada por F,1  ver Figura 2.1. 

Figura 2.1: Fibração de Milnor 

Milnor também mostrou que a fibra de Milnor FT , tem tipo de homotopia de 
um CW-complexo com dimensão finita d. Isto implica que todos os grupos de 
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homologia são finitamente gerados e são nulos em dimensões maiores que d, e 

que Hd(Fn, Z) é um grupo abeliano livre. Além dias°, F,7  é (d 1)-conectada, 

portanto F,7  tem tipo de homotopia de um bouquet de d.-esferas (coladas em um 
ponto). O número de esferas neste bouquet é o número de Milnor denotado por 
p(f). Em particular Hd(F,I ,Z) 1." 

Este número pode ser calculado algebricamente como a dimensão local da 
álgebra .(91(--171- sobre C onde J(f) 	,e). Observamos então que este 
número tem duas interpretações, uma topológica e outra algébrica. 

Milnor também mostrou que este número é um invariante topológico. 
Uma generalização destes resultados é obtido por Lê Dfing - 'Práng em [20] 

para germes f: U c (Cd+k ,0) 	(Ck , 0) tal que f'(0) define um espaço analítico 
de interseção completa com singularidade isolada (I.C.I.S.) (para a definição de 
interseção completa ver no Apêndice A) de dimensão d. 

Seja B uma esfera de raio suficientemente pequeno centrada na origem O E 
Cd+k  e seja as seu bordo. Então as intersepta X transversalmente. Isto significa 
que existe uma vizinhança aberta V em O E ck e uma hipersuperfície A(f) c 
V tal que para qualquer ponto y E V — A(f) as fibras Xy = f'(y) serão 
transversais a as, e as interseções Xyn B são variedades analíticas não singulares 
homotopicamente equivalente à união de p(X, O) esferas de dimensão real d. 

Este número de esferas também pode ser cálculado algebricamente com a 
fórmula: 

Od+k  
,k-1 

p(X, O) =-- 	( - 1 )i + di 	1 u4. 
i, • • • 2 f k-5).1(fl • • • .4-'11)) 	 )k±l  1dinle j°(f d+lk) i=1  

onde f 	fk) e (ft, 	,fi) define uma I.C.I.S. para cada j. 
A demontração desta fórmula foi dada por Lê [20] e Looijenga [22] mais foi 

obtida originalmente por Greuel em [14]. As demonstrações de Lê e Looijenga 
são topológicas e a de Greuel é algébrica. 

Um dos resultados mais importantes dados por Lê 'ling Tráng e Ramanujam 
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relacionando o número de Milnor e o critério de tipo topológico para funções que 

definem uma hipersuperficie com singularidade isolada é o seguinte: 

Teorema 2.4.1. Lê-ltamanujam. [21]: Seja X uma família de hipersuperfícies 
definidas por F : (C x C"+1, C x 0) -4 (C,0), ft (z) = F(t, z) define a hipersu-
perfície reduzida Xt  com singularidade isolada na origem. Denotemos C x O por 
T. 

Suponhamos que ,u(Xt ) independe de t. Então se n 2, para todo t, o ambiente 
local, do tipo topológico de Xt  independe de t na origem. 

O Teorema 2.4.1 significa: A invariança do número de Milnor implica a invar-
iança do tipo topológico. 

Com as mesmas condições do Teorema 2.4.1, a trivialidade topológica da 
famfiia Xt  é válida (ver [39]). 

Thom [40] e Mather [23] demostraram, usando métodos de geometria diferen-
dal, que Whitney equisingularidade implica trivialidade topológica. A reciproca 
de tal afirmação é falsa, considerando o contra exemplo de Briançon e Speder [1]: 

Seja f (x , y, z ,t) = z5  ty6  z 	x x15  uma familia de hipersuperfícies com 
singularidade isolada em (0, 0,0). O número de Milnor é constante e a hipersu-
perficie f (x, y, z, t) = O estratificada por (f -1(0) — E( f), E!)), é topologicamente 
trivial mas não verifica as condições (a) e (b) de Whitney. 

Este exemplo demonstra que a invariança do mlibero de Milnor para uma 
familia de hipersuperfícies não implica necessariamente as condições de Whitney. 
Tal afirmação é válida para curvas planas [3]. 

Em [35] Teissier define uma sequência, denotada, por ,t.t* de novos invariantes 
numéricos de um germe de hipersuperfície chamadas de números de Milnor de 
seções planas. A constância de tais invariantes implica a Whitney equisingulari-
dade. 

Seções planas e representação de Ft* 
Seja (X, 0) um germe de um espaço analítico complexo de (C"+1, 0), para 

todo 1 < i < n + 1, existe uma vizinhança V de O E Cni-1  e um aberto denso de 
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Zariski UP do espaço Grassmaniano = Gi(r+1) (Gi conjunto de i—planos 

de en+1  cruzando a origem) tais que para todo i —Plano H E UP temos que 

V n .9(X fl .m.vriHns(x), onde .9(X) denota a parte singular de X. 
Com esta propriedade demonstra-se que se io  = codim(S(X)) sobre C n+1. em 

zero, para todo O < i < io, então existe um aberto denso de Zariski (Tfi)  de Gi 
tal que para todo H E Ufi), X n H tem singularidade isolada em O E en+1  (i.é. 
vns(xn H) = {0}). 

Para demonstrar isto basta escolher um aberto de Zariski formado pelos 
i—planos de en+1  cruzando pela origem tal que i < io  e que intersepta a .9(X) 
em uma vizinhança de O. Como este aberto é denso em Gi, então aplicando a 
primeira propriedade obtemos o resultado. 

Se X é uma hipersuperficie e pelo fato de que XnH tem singularidade isolada 
na origem para o i— plano H onde i < io , é posivel definir o número de Milnor 
(chamado também número de Milnor de uma seção i— plana genérica) de (X, O) 
e é denotado por it(i)(X) para i < io  e it(i) (X) -= oo para io  < i < n + 1. Portanto 
é obtido urna sequência decrescente em i de números de Milnor de seções planas 
denotada por: 

its(x)=Gt(n+')(x),...,"x),...,p(')(x),pm(x)). 

Observação 2.4.1. 	.1. iin-1-1)(X) < oo se,e somente se, (X, O) C 	"',o) 
é uma hipersuperfície com singularidade isolada. Neste caso p(n+1) (X) é o 
número de Milnor usual. 

2. it(1)(X) = mo(X) — 1, onde mo(X) é a multiplicidade da hipersuperfície 
(X,0). 

3. 11(NX) = 1 por convenção. 

Com estes invariantes Teissier [35] e Briançon-Speder [2] demostram que a 
invariança de p* em uma família de hipersuperfícies com singularidade isolada é 
equivalente à Whitney equisingularidade da família. 
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Teorema 2.4.2. Teissier, Briançon-Speder: Seja nt, = O equação para 

uma hipersuperfície Xc Cx Cet+1  tal que as fibras Xt  = ({t} xen+1)nX são 
hipersuperfícies de singularidade isolada em O. Então as seguintes afirmações são 
equivalentes: 

1. A sequência p" é independente de t E C em alguma vizinhança de O. 

2. O par (X°, C x {0}) satisfaz as condições (a) e (b) de Whitney em O. 

Uma questão feita por Teissier em [35] é a seguinte: 
Suponha que dois germes de hipersuperfícies analíticas complexas com singu-

laridade isolada (Xi , 0) e (X2 , 0) tem o mesmo tipo topológico. Sera que p*(Xi ) = 
p* (X2)? 
A resposta é não, como mostra o seguinte contra exemplo Briançon-Speder em 
[2]: Seja Xt  = y3 + tyr3  z4z z9  com singularidade isolada em (0,0,0). Xt  tem 
o mesmo tipo topológico para todo t e p3(X) = 56, mas p2(Xt) = 8 e p2(X) = 7 
para t 0. Em outras palavras este exemplo mostra que o tipo topológico de ger-
mes de hipersuperfícies não determina o tipo topológico de seções planas genéricas 
e p* não é um invariante de tipo topológico de hipersuperfícies. 

Resumimos na figura 2.2 as relações entre invariantes e Whitney equisin-
gularidade, trivialidade topológica e tipo topológico dos germes. As condições 
de equisingularidade são controladas por invariantes que dependem somente dos 
membros da familia, independe de como os membros estão na familia. Em cada 
caso, a constância do(s) invariante(s) é necessária. 

Na busca da resolução destes problemas para espaços que não são hipersu-
perfícies com singularidade isolada, Teissier introduziu novos invariantes em [36], 
chamadas multiplicidades polares, generalizando assim os resultado acima sobre 
as condições de Whitney equisingularidade. 

Estes invariantes são ferramentas essenciais de nosso trabalho, portanto fare-
mos uma breve descrição no próximo capitulo. 
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Figura 2.2: Diagrama de invariantes e critérios 
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Capitulo 3 

Variedades polares e 
multiplicidades polares 

3.1 Introdução 

Teissier introduziu em [36] um novo conceito para o estudo de equisingularidade 
de um espaço analítico. Ele define subespaços analíticos (chamados variedades 
polares) de um espaço analítico complexo, onde os invariantes definidos em cada 
um dos subespaços dão urna caraterização numérica para as condições (a) e (b) 
de Whitney. 

O significado intuitivo de variedade polar é o seguinte: Seja (X, O) C (e+1, O) 
um representante de um germe analítico complexo reduzido equidimensional. 
Consideremos para cada inteiro k, O < k < d — 1 onde d = dim(X), uma pro-

jeção linear p: en+1  —> 01-"I. A variedade polar de X é o fecho do conjunto de 
pontos críticos de pir, onde X°  é a parte não singular de X. Denotaremos este 
conjunto por Pk(X,p). Teissier mostrou que tais espaços são analíticos reduzidos 
e equidimensionais com codimensão k ou são vazios. 

Para dar uma definição formal de variedades polares precisamos das seguintes 
notações. 

Seja f: (X, O) —> (S, O) um morfismo de espaços analíticos reduzidos comple- 
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xos, com fibras suaves em cada x E X—F onde F é a parte singular (ou conjunto 
magro) de X que é munido de um 5— mergulho, i.e., "o seguinte diagrama comuta 

(X , 0) ci> (5,0) x (C"' , 0) 

/PifL  
(5,0) 

Seja p: (Cn+1, 0) -4 (Cd-k+', O) uma projeção linear tal que ker(p) = Da-k+1 E 
Wh  onde Wh, é um subespaço aberto denso de espaços lineares de codimensão 
d — k +1, i.e. Wh  C Gh (Gh = Gh(Cn+1 )) e d = dim(X)— dim(5). 

Para todo x E X — F as fibras X (f (x)) = ({f (x)} x e+1 ) nx são não singu-
lares em x e estão contidas em { f (x)} x e+1. Denotaremos por Hz  : X (f (x)) -4 
Cd-k+1  a restrição da projeção p a X(f (x)). Então Pk  < f; p >0  é o conjunto de 
pontos de x EX—F tal que x é um ponto crítico de 11.. 

Teissier ([36] Corolario 1.3.2 pg. 420) demonstrou que o fecho do conjunto 
Pk < f; p >0  em X é um subespaço analítico de X de k—codimensão pura, (i.e., 
é equidimensional) em X ou é vazio. Além disso 

Pk < f ; p >0= {x E E(112) : dim(Tr X (f (x)))n Dd-k+1)? k} 

= {x E E(112) : 7LX (f (x)) D Dd-k+1 ou contem um plano paralelo a Det-k+i} 

O fecho do conjunto Pk  < f; p >° em X é chamado variedade polar e é 
denotado por Pk < f;P > • 

A seguir daremos a definição formal de variedades polares relativas e absolutas. 

Definição' 3.1.1. Seja f: (X, 0) 	(51, 0) um morfismo como acima munido de 
um 5— mergulho (X, 0) c—> (S, 0) x (C"' , 0) e seja um subespaço linear Dd-h+1 C 
en+1  de codimensão d — k +1 contido em Wh. Chamamos variedade polar local 
relativa de codimensão k associada af ea Dd _k+1  ao subespaço analítico 

Pk < f;p >= {x E X — F: dim(Tr X (f (x))) n Dd_k+i) .? k} 

de X. Se S = {ponto} então 
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Pk < f ; p >= {x E X — F: dirn(T:(X — P') n Dd-k+i) > k} 

Esta variedade é chamada variedade polar absoluta de X. 
As notações de variedades polares relativa e absoluta são Pk  < f ; Dd_k+1 > e 

Pk(X; Da-k+1) respectivamente. 

A seguir daremos alguns exemplos de variedades polares. 

3.2 Variedades polares de hipersuperfícies 
Consideremos a seguinte definição algébrica de variedades polares que também 
foi dada por Teissier em [36]. 

Definição 3.2.1. Definição algébrica de variedades polares: Seja um 
S —mergulho de um germe (X, O) c.4 (5, O) x (e±', O) definido pelo ideal 1 = 
(h, • • • ,.fm) de Os,o{z1 ,... ,z„±i }. Seja Dd—k+1 E Wk e escolhemos coordenadas 
de maneira que Dd—k+1 seja definido por z1  =• • • = 	= O. Coloquemos d = 
dirn(X)— dirn(S) ec=n+1— d. Denotamos J o ideal de Ox,0 gerado pelos de-
terminantes jacobianos :{ zhitr.:7; fiii)  com {i1 ,... ,ie } C {1,... , m} e {j1 ,... , jc } C 
{1,... ,n+1} e seja J < Dd—k±i >C J o ideal de Ox,0  gerado pelos determinantes 
Jacobianos com {j i ,... ,j,} c {d — k + 2, ... , n + 1}. 

Então a variedade polar Pk(f; Dd_k_F i) em X é definida pelo ideal 

< Dd—k±i 	(J : 	< Dd—k+i >) = {h E Ox,0 : h.J C V J < Dd-k+i >} 

onde Vi denota o radical do ideal I . 

A seguir aplicaremos esta definição para encontrar variedades polares para 
hipersuperficies com singularidades isoladas. 

Exemplo 3.2.1. Seja f : (01+1 ,0) —> (C, O) um germe de morfismo analítico. 
Consideramos cada mergulho de (Cd+1 ) em (CxCd+1 ) das fibras de f ou conjuntos 
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de nivel definidos por X(f (v)) = V (f (zo ,. , zd ) - f (v)), para cada v E {f(v)} X 
cd+1 

Suponha que O é um ponto crítico isolado de f.  Seja p: Cd+1  -> Cd-k+1  uma 
projeção linear tal que ker(p) = Dd_k+1. Denotemos Ilv  : X(f(v)) 	Cd-k+1  a 
restrição de p à X(f (v)). Então a k-ésima varidade polar é 

Pk  < f,p>= {v E C1+1  : ti E E(II„)} 

Suponha que Dd _k+1  é definido por zo  = • • • = zd _k  -= O. Então 

, 	O f 	o! 
Pk < P >= V 1 /4  Ozd-k±i' " -•§Z )  

é a variedade polar relativa associada a f. 

Ex• 	 emplo 3.2.2. Consideramos o exemplo acima e encontremos as variedades 
polares absolutas da hipersuperfície X = f -1(0) associada a 

Pela definição algébrica de variedades polares, esta variedade é definida pelo 
seguinte ideal de Ox,o 

, 	f 	O f 	O ,  f 	Of 
< 11k; Dd-k+1 	(l 

O 
 2 • • • un 	 1 " • ) 	)(-'X) • 

	

azo 	
Zd 	uZd-k+1 	(nd 

como X tem singularidade isolada em O e 

O )0x 
\ 	" 	

O f O  
õ  )0x = ( 

f 	f 
Ozd-k-ki 5  • 	üZd 	49Zd— k±i 5  • • 5  azd 

Esta última igualdade é pelos fatos de que Pk < f ,p > uma variedade de 
interseção completa e pelo Teorema de Looijenga em MEL Então 

Pk < f, P > nr1(0)= Pk < Dd-k+1 > 

é a variedade polar absoluta de codimensão k. 
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Exemplo 3.2.3. Seja f = y2  — x3  — tx2  uma deformação da guarda chuva de 
Whitney, onde z = (t, x, y) são as coordenadas em (O, O). Então 

E(f) 	= V(x, 
Po < f,p> = C 
Pi < f,p > = V(g) = V(y) 
P2 < f 5 p > = V(f)n < 	>= V(Y, —3x — 2t), 

ver Figura 3.1. 

Figura 3.1: Variedades polares relativas da guarda chuva de Whitney 

Exemplo 3.2.4. Variedades polares no caso de famílias de hipersuperfícies com 
singularidade isolada. 

Seja F(t,z1 , 	, zd+1) = O uma equação da hipersuperfície Xc Cx Cd+i  tal 
que todas as fibras X (t) = {t} x(Cd+1  nx sejam hipersuperfícies com singularidade 
isolada em O E C1 +1. Sejam Dd—k+1 C C414, subespaços vetoriais de codimensião 
d— k +1, escolhemos coordenadas adequadas tal que Dd_k+i seja definido por z1  = 
• • • = Zd_k+i = O, e denotamos por f : X 	C a projeção induzida por p: C x 
Cd+i 	CeSa seção que fixa O dentro de cada fibra. Pela hipótese e pelo Teorema 
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de Nullstellensatz temos que (e , 	, E—) D (zu 	, zd+i )N para algum inteiro 
positivo N, eazor+.‘ ) define um subespaço de.  codirnensão d -1-1 em 
Então pela Definição 3.1.1, PI, < f ; Dd_k+1>, para O < k < d —1, é o subespaço 
de X definido em ed+1 pelo ideal gerado por (F, Para k = d, atcl-k+1 9 	

. 
thd+1 

a variedade polar relativa é uma curva r definida por (F, 	. , ofc—r. ) que não 
é contida em C x {0}. 

Exemplo 3.2.5. Seja X uma hipersuperfície eme definida por y2 — x3 _t2x2 = 
O. Seja p : C 3  -4 C 2   aprojeçdo ao (x,t)—plano e D2  = {x = y = 0}. Pelo exemplo 
anterior as variedades polares são: 

Po < f,D2 > = x 
Pi < p 	 = (y2 x3 e x2 ar jia r- X + t2  

ver Figura 3.2. 

Figura 3.2: Variedades polares absolutas 
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3.3 Multiplicidades 

Um dos invariantes numéricos analíticos mais importantes em geometria algébrica 
e geometria analítica, mais especificamente na teoria de equisingularidade é a 
multiplicidade de um espaço X C C', de dimensão d, em um ponto x. Tal 

número é definido como o número mínimo de pontos de interseção de um espaço 
linear L de dimensão n +1 — d, com o espaço X, perto de x E X. Este número é 

denotado por m(X) e é dado por: 

m(X) =min ( 	L espaço linear 	i(x; X n L) 
it.q. {.} é componente de xriLf 

onde i(x; X n L) é o número de pontos de interseção de L com X em x. A 
multiplicidade em alguns casos é definida algebricamente, atraves da função de 
Hilbert-Samuel (ver [32]). 

Seja Ox,z  um anel noetheriano local onde X é uma variedade de dimensão d. 
Seja M um Ox,.—módulo e I um ideal de colongitude finito. sobre M. Definamos 
a função de Hilbert-Samuel de M, com respeito ao ideal I sobre M por: 

,m(n) — 
1° P M' >> O. InM' 

,,m(n) coincide com um polinômio de grau d e tem a seguinte forma 

nd 
Hr,m(72) = ex(1; 	-I- termos de menor grau 

onde ez(I; M) é um inteiro positivo, chamado multiplicidade do ideal I em M. 
Se Ox,. = M denotamos ez(I;M) por ez(I). 
A relação deste número com m(X) é dada pela fórmula de Samuel ([32]). 
Se 	: X d  c Cn+1 	Cd uma aplicação regular e x E X, y = .X.(x) tal que 

{x} é uma componente de ri (y), y é um ponto regular em Cd, então 

m(X) = e.(M0x,.) 

onde M é o ideal máximal de °x,.. 
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3.4 Multiplicidades polares 
As multiplicidades definidas sobre as variedades polares são chamadas multipli-
cidades polares, que são denotados por: 

mo(Pk (f ; Dd _k+i )) ou por m(  X; f) no caso da multiplicidade polar relativa 
em O E X. mk(X) no caso da multiplicidade polar absoluta. 

Estas multiplicidades são os números mais importantes definidos por Teissier 
em [36] para o estudo de Whitney equisingularidade. Ele demonstrou no Teorema 
3.1 em [36] que estes números são invariantes analíticos, independentes de Dg-k+1 
e são semi continuos-superiormente para projeções genéricas. 

Observe que sempre consideraremos as multiplicidades definidas na origem, 
pois as multiplicidades são invariante por translações. 

Exemplo 3.4.1. Seja f = y2 —x3 —tx2  que define uma hipersuperfície X. Então 
as variedades polares relativas são dados no Exemplo 3.2.3 e são: 

= C 
= V (y) 

P2 < f,P > = V (y, —3x — 2t) 
Suas multiplicidades polares relativas são: 

mo(X, f) = 1, mi(X, f) = 1 e m2(X, f) = 1 

Exemplo 3.4.2. Seja X uma hipersuperfície em C definido por 2y x3 t2x2 = 

O. As variedades polares absolutas são : 

Po< f,P > = X 
< f , p > = x + t2  

e sua multiplicidades polares absolutas são: 
mo(X) = 2, mi (X) = 1 para t = O e mi(X) = O para t O. 

Observação 3.4.1. Neste exemplo as multiplicidades polares não é constante 
ao longo do parâmetro t, então usando o Teorema 3.5.1 (mais adeante) X não 
equisingular ao longo t. 
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Teissier usa estes invariantes para dar condições necessárias e suficientes para 
Whitney equisingularidade de espaços analíticos redUzidos. Estes resultados são 
ferramentas essenciais em [12]. Como nos também fazemos uso dos resultados de 
Teissier os enunciaremos na seção seguinte. 

3.5 Equisingularidade de Whitney e multiplici- 
dades polares 

lborema 3.5.1. [36]: Seja X um espaço reduzido analítico complexo equidimen-
sional de dimensão d eY um subespaço analítico de X também t—eguidimensional, 
tal que 0 é um ponto não singular de Y. As seguintes afirmações são equivalentes: 

a) A aplicação de Y em Nd definida por 

y 	Mjc,y  = (mv(X),Iny(PI(X y)), mv(Pd- 1(X; y))) 

é constante em uma vizinhança de O. 

b) O par (X° ,Y) satisfaz as condições (a) e (b) de Whitney em O. 

O mesmo teorema é obtido com as multiplicidades polares relativas. 

Teorema 3.5.2. [36]: Seja f: (X, O) —} (C, O) um morfismo com uma seção 8, 
onde as fibras são d—equidimensionais e reduzidas exceto talvez em 5(t), t E C. 
Seja Y = .5(C) c X e suponha que temos um t—mergulho 

(x, o) 4 	(c, o) x (C'', O) 
f N 	 pi 

(C, O) 
tal que Y = C x {0}. As seguintes condições são equivalentes. 
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a) O hiperplano K = O x en-H- é transversal para todo limite de planos tan-
gentes a X°  em O e a aplicação de Y em N"' 'definida por 

(mo (X; f), mi (X; f), md(X; n) 

é constante sobre Y em uma vizinhança de O. 

b) O par de estratos (X°  ,Y) satisfaz as condições (a) e (b) de Whitney em O. 

Os Teoremas 3.5.1 e 3.5.2 são motivadores para o estudo de equisingularidade, 
tendo assim fatos interessantes e curiosos sobre hipersuperficies com singularidade 
isolada. Neste caso existem algumas relações entre multiplicidades polares e o 
número de Milnor de seções planas. 

Teorema 3.5.3. [31: A multiplicidade da variedade polar relativa em O do Ex-
emplo 3.2.1 é igual ao número de Milnor ak da interseção da hipersuperfície 
X = f -1(0) com um plano genérico de dimensão k de C4+1  passando por O. 

Apresentamos aqui uma demonstração detalhada deste Teorema. Para isso 
precisamos dos seguintes resultados algébricos. 

Seja O um anel local noetheriano, de corpo residual infinito (i.e., K = OIM 
é um corpo infinito), seja M um 0-módulo e /h  /2  dois ideais M-primários de 
colongitudes finitas em 0. Então a aplicação de Hilbert 	de N2  em N é 
definida por 

Hm(ni, n2) — log jr,Irm  
Esta aplicação é um polinômio de coeficientes racionais e existem inteiros n?, 

r4 suficientemente grandes tais que n1  > n?, n2  > n5, onde Hm(ni, n2) representa 
um polinômio de grau d = dim(M). 

O termo de maior grau de este polinômio é um polinômio homogêneo de grau 
d (ver [35]) denotado por 

1 
HM (ni, n2) = —d! E (d)e(fri-ii; /[1)nd-ini  i 	1 	2 	1 	27 

i=0 
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onde e(Iid-2]; 41) é a multiplicidade do ideal gerado por (d— i) elementos genéricos 
de II  e i elementos genéricos de /2. 

Se O := O d+1  = C{Zo, 	Zd } e 1.1  = M = (zo, 	, zd ) então os coeficientes 
de einnli+l-in,5 são as multiplicidades da restrição de /2  a um i—plano genérico 
de (01+1, O). 
Demonstração do Teorema 3.5.3: Pelos resultados acima, em particular se 
/2  = J(f) = azo ."  12L) onde f E O d.s.1  é a equação para o germe da hiper- aZd 

superficie com singularidade isolada em O de (X, O) c (Cd+' , O) temos que a 
aplicação de Hilbert 

Hzo  :N2  

definida por 
°d+1  

H X,0 (ni, n2) = dimc Mni j(nn2 
e 

d+1 

	

1 _1- 	(ri J 1 
1-1  H  X ,0(ni, 712) 	(d±  1)! 	z. 	"n7 	3124 

onde 0)  é a multiplicidade da restrição do ideal jacobiano J(f) a um i—plano 
genérico de (C(+1, O). Mas esta ultima afirmação não é o que queremos, em reali-
dade precisamos da multiplicidade do ideal jacobiano de f restrito a um i—plano. 

Teissier mostrou [35] que a multiplicidade do ideal jacobiano de f restrito a 
um i—plano H é igual à multiplicidade da restrição de J(f) a H (isto pelo fato 
de que o fecho integral dos dois ideais são iguais J(f 0140) = J(f)01,,o). Então 

pi(X) = p(X n H) = e(j(11.11)) = e(j(f)IH)= 
a f  

=e( 	5 • • • 7

a f 
= rno(Pk < f ; Dd-k+ >). UZd _i+i 	Zd  

Observação 3.5.1. Os coeficientes inteiros de Hx,0  dão uma representaçdo algé-
brica da sequência dos números de Milnor de seções planas (i.e., representam a 
sequência p* (X)). 

No seguinte Teorema daremos uma demonstração diferente da demonstração 
dada por Teissier em [36]. 
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Teorema 3.5.4. A multiplicidade da variedade polar absoluta do Exemplo 3.2.2 
13,(X; Dd_k+i) em O é igual à soma p+1(X) e tti(X), para O < i < d — 1. 

Demonstração: Para demonstrar este teorema usamos o corolário na seção 2.8.3 
de Teissier (ver [38]) que afirma o seguinte. 

Seja X uma hipersuperficie munida do seguinte diagrama: 

(X, O) 	4 	(Cd+1 ,0) 
= pIX \, 	P 

(Ck ,0) 
onde p é uma projeção, tal que a fibra (X0,0) de II = piX tem singularidade 
isolada. Então a multiplicidade do discriminante A(II) de II em zero é 

/no(A(II)) = p(X0, O) + p(XL, O), 

onde XL  = pi(L) n X, L é uma curva de dimensão 1 em Ck. 
Escolhemos planos genéricos Dd-k+i = {zo = • • • = zk = 0}. Com a pro-

priedade acima obtemos 

n20(Aga) = ild+i-k(x) pcm-z-k(x).  

Em lugar de k pomos d — i +1 e obtemos 

mo  (a. (II)) =p (X) +1»'(X). 

Como A(II) = 11(E(II)) e pelo Corolário 4.4.6 em [18] que afirma. "A multipli-
cidade da imagem da variedade polar pela projeção com que ela esta definida é 
igual á multiplicidade da variedade polar", portanto obtemos que rflo(A(11)) é 
igual à i— ésima multiplicidade polar absoluta de X. 

Observação 3.5.2. Com estes últimos três teoremas é obtido de maneira par-
ticular o Teorema 2.4 de Teissier, Briançon-Speder para hipersuperfícies; isto 
pelo fato de que os números de Milnor de seções planas são semi continuos-
superiormente. 
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Capítulo 4 

Equisingularidade para germes 
de aplicações 

4.1 Desdobramentos excelentes 
Neste capítulo consideraremos o seguinte problema: 

Dado uma família a 1-parâmetro de aplicações de germes, encontrar invari-
antes analíticos cuja constância na familia implica que a familia é topologicamente 
trivial ou Whitney equisingular ao longo do espaço do parâmetro. 

Gaffney ([12]) resolve este problema para uma importante classe de germes 
de aplicações A-finitamente determinados de tipo estável discreto. 

As principais ferramentas para resolver o problema acima são a teoria de 
variedades polares e multiplicidades polares desenlvolvidas no capítulo anterior 
e o Lema de isotopia de Thom. Especificamente, o teorema demonstrado por 
Gaffney é o seguinte: 

Teorema 4.1.1. [12]: Suponha que F : C x Cn, (0,0) -> C x O', (0,0) é um 
desdobramento excelente (definição ver mais adeante) de um germe fo E 0(n, p) 
finitamente determinado. Suponha também que os invariantes polares de todos 
os tipos estimes definidos em A(f0), E(f0) e fo-1(A(f0)) - E(f0) silo constantes 
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na origem para ft . Então, o desdobramento é topologicamente trivial. 

A seguir apresentamos algumas definições e resultados de [12] que usaremos 
para tratar nosso problema de equisingularidade de germes em 0(3,3). 

Definição 4.1.1. (Tipo estável): Seja F um desdobramento venal de f E 

0(n, p). Dizemos que um tipo estável Q aparece no desdobramento versa! F se 
para qualquer representante F = (id, fa(x)), existe um ponto (s, y) E O x O ta/ 
que o germe f : 0,S CP ,y d um germe estável de tipo Q, S = f -1(y)nE(f8 ). 

Se f é estável, denotemos os pontos de tipo Q por Q(f) e seja Qs(f) = 
f -1(Q( f)) — QE(f), onde QE(f) denota f -1(Q( f)) n E( f). 

Se f é finitamente determinado, denotemos Q(f) = ({0} x CP) n Q(F) onde 
F é um desdobramento versal de f e Qs(f) = ({0} x C") n Qs(F), QE(f) = 
({0} x 0) n QE(F). 

Dizemos que Q é um tipo estável zero-dimensional para (n, p) se Q(f) tem 
dimensão O para f E 0(n, p) um representante de tipo estável Q. 

Notamos claramente que Q(F) é um conjunto analiticamente fechado, pois 
Q(F) = nni(P-1-1 )F-1(rzi ) onde; é um p + 1 jato de tipo estável Q e Azi  é 
.4—orbita de;. 

Definição 4.1.2. Um germe f E 0(n, p) finitamente determinado tem tipo estável 
discreto se existe um desdobramento versa! F de f no qual só aparecem um 
número finito de tipos estáveis. 

Qualqüer germe finitamente determinado f E 0(n,p) tem um tipo estável 
discreto se (n,p) esta nas boas dimensões, ver em [24]. 

Definição 4.1.3. (Desdobramento bom): Seja F = (u,i(u, x)) um desdo-
bramento a 1—parâmetro de um germe fo  = 7(0, —) finitamente determinado, tal 
que f(u, —) preserva o origem para todo u. Dizemos que F é um desdobramento 
bom de fo  se existem vizinhanças U e W da origem emCxe eCx0 re-
spectivamente tal que F-1(W) = U, F aplica U n E(F) — T para W — T e se 
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(t0, y0) E W — T onde S = F-1(to ,y0 ) n E(F) eT=Cx {0}, então o germe 
fto  : Cn S 	C P yo é estável. 

Para demonstrar o Teotema 4.1.1 Gaffney impõe as definições anteriores como 
condições necessárias. 

No que segue definimos os invariantes zero-estáveis cuja constância no desdo-
bramento evita a existência de um arco de pontos C(t) na fonte (ou na meta) 
cujo fecho inclui a origem onde a aplicação fto  em C(t) não é equivalente a ft  em 
qualquer ponto próximo, isto é, evita do que o desdobramento deixe de ser bom. 
Estes invariantes não são nada mais que as multiplicidades dos tipos estáveis 
zero-dimensionais na fonte ou na meta. 

Definição 4.1.4. (Zero-invariantes): Suponha que Q(F) = {In, • • • ,p,} é o 
conjunto de pontos de um tipo de singularidade zero-dimensional, onde F é um 
desdobramento versai de f E 0(n, p). O invariante 0—estável de tipo Q de f, 
denotado por m(f;Q) é a multiplicidade do ideal rnse)---Q(Emo,o) em e¢y),(o,o)• 

Estas multiplicidades também podem ser calculadas como o grau da projeção 
de Q(F) sobre C', isto é, usando a projeção sobre o primeiro fator de C's x CP a 
O (ver Munford [32I pagina 121). 

Exemplos destas multiplicidades são obtidos independentemente por Gaffney 
[91 e Rieger [331. Eles dão fórmulas para as multiplicidades dos tipos zero-estáveis 
de germes de C, O 0,0. Estas fórmulas contam o número de cúspides e dobras 
transversais. 

As multiplicidades dos tipos zero-estáveis de germes de C2, O 	C, O foram 
obtidos por Mond em [30] e [31] que são o número de cross caps (ou guardas 
chuvas de Whitney) e número de pontos triplos. 

As fórmulas de Gaffney e Rieger são generalizadas por Marar-Montaldi- Ruas 
em [25] para germes Cl, O C", 0, quase-homogêneos de corank 1. 

Para chegar ao Teorema 4.1.1 de Gaffney é considerado um tipo especial de 
desdobramentos, que são os desdobramentos excelentes. 
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Definição 4.1.5. (Desdobramento excelente): Um desdobramento bom é ex-
celente se todos os invariantes O— estáveissão constá ntes no desdobramento e o 
desdobramento é um desdobramento de um germe finitamente determinado de 
tipo discreto. No caso equidirnensional (n = p) é assumido também que o grau 
de fo  65(f0 ) = dirne f .,;(ntri )on ) é constante no desdobramento. 

4.2 Resumo da demonstração do Teorema 4.1.1 

Na aplicação do Teorema 3.5.1 de Teissier ao nosso caso, X é um tipo estável de 
ft  associado ao desdobramento F a um 1-parâmetro, f é a projeção ao espaço de 
parâmetro T denotada por p e o subespaço Y é o eixo T. 

O objetivo é usar os resultados de Teissier para encontrar invariantes que 
dependem somente de ft  e não de F, assim afirmamos que (X, Y) é Whitney 
equisingular. 

Além disso na tentativa de aplicar o Teorema 3.5.1, Gaffney encontrou uma 
dificulta.de  com a variedade polar relativa de maior codimensão, desde que as 
correspondentes variedades polares absolutas das fibras são zero dimensionais, 
esta variedade não esta bem definida. Mas Gaffney define outro invariante o qual 
depende só das fibras e controlará a multiplicidade da variedade polar relativa de 
maior codimesão (rnd(X;p)). A definição daremos a seguir. 

Seja F um desdobramento versai F : 	x 	(O, O) --> Cs x CP, (O, O) de 
fo. Fixamos uma singularidade de tipo estável Q na meta (ou fonte) tal que 
diin(Q(fo)) > O, e escolhemos D1  E gp_1(01 (ou G_1(e) se estamos tra-
balhando na fonte). Seja Pd(Q(F); ira) a variedade polar de Q(F), onde ir, é a 
projeção sobre C' e d = dirn(Q(F))— s. 

Definição 4.2.1. A d—ésirna multiplicidade estável de fo de tipo Q, denotada 
por ina(fo; Q) é a multiplicidade de ins0p4-{2i75;,,,) em ° Pd(Q(F);irs )• 

De igual maneira a d—ésirna multiplicidade da fonte de fo  de tipo Q é a 
multiplicidade do ideal rn,0 pd(wy. 	e a d-ésima multiplicidade criticai (ou 
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multiplicidade do tipo estável na fonte) de tipo Q é a multiplicidade do ideal 

ms0pd(wri.;,,a)  em seus respectivos aneis. Estas são .  denotadas por md(sfo;  Qs) e 

md(sfo; Qs) respectivamente. 

Na demostração do Teorema 4.1.1 é necessário obter estratificações na fonte 
e na meta e mostrar que elas satisfazem as hipoteses do Teorema 3.5.1 (a) para 
cada par de estratos; em seguida aplicar o segundo Lema de isotopia de Thom 
[5] para obter a trivialidade topolágica. 

Mais especificamente é necessário ter as seguintes considerações: 
Seja f: Cn, O -4 O', O um germe e sejam A C Cn, A' C C P subconjuntos tais 

que f(Á) c A'. 

Uma estratificação de f: A -4 A' é um par (A, A') onde A e A' são estratifi-
cações de A e A' respectivamente tal que f leva estrato em estrato. 

A estratificação (A, A') é regular se cada par de estratos de A e A' satisfaz as 
condições (a) e (b) de Whitney; e se qualquer estrato Y E A satisfaz a condição 
Af  de Thom sobre qualquer estrato X E A. (A condição de Thom diz o seguinte: 
Se yi E Y converge ax EX e ker(fy jY) converge a T, então T D ker(fz i.X")). 

Segundo estas definições Gaffney demonstrou que se F é um desdobramento 
a 1—parâmetro de um germe finitamente determinado de f E 0(n,p) de tipo 
discreto e fixando um bom representante de F : U 	W, então existe uma 
estratificação natural de U e de W. Os estratos em W são: T e as singularidades 
de tipo estável Q(F). Os estratos em U são: Os tipos estáveis Q(F), Qs(F) e 
T. 

Gaffney.  demonstrou (Proposição 6.5 em [12]) que as estratificações de U — 
F' (T) e W— T são regular, mostra-se também que cada par de estratos da fonte 
e da meta com com estrato T satitaz a hipotese do Teorema 3.5.1 (a) e portanto é 
Whitney equisingular, Além disso mostra-se também que satisfaz a condição Af  
de Thom, portanto é somente aplicar o segundo lema de isotopia de Thom para 
demonstrar o Teorema 4.1.1. 

Em resumo obtemos a seguinte definição. Seja f E 0(n,p) um germe de 
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aplicação e F E 0(1+n, 1+p) um desdobramento a 1—parâmetro de f . Sejam os 

subconjuntos A c Cx C" e A' c Cx O' com estatificação A e A' respectivamente. 
Dizemos F é Whitney equisingular ao longo de T = C x {0}, se cada par de 
estratos (X, T) e (Y, T), onde X EÀeYE A', satisfaz as condições (a) e (b) de 
Whitney. 

Observação 4.2.1. Quando as condições da Proposição 6.5 e do Teorema 5.10 
em [12] são satizfeitas, as multiplicidades polares absolutas e relativas coincidem. 
Então para exelentes desdobramentos de germes finitamente determinados isto 
também é valido. Portanto basta mostrar que as multiplicidades polares absolutas 
dos tipos estáveis são constantes ao longo de T para obter a trivialidade topológica. 

Esta observação é de muita importância para nosso trabalho pois com ela bas-
tará encontrar relações de invariantes com as multiplicidades polares absolutas. 

Depois da demonstração do Teorema 4.1.1 surge naturalmente a seguinte 
questão: 

Qual é o número mínimo de invarintes no Teorema de Gaffney definidos nos 
tipos estáveis de fo  cuja constância na família ft  implique trivialidade toplógica 
ou a Whitney equisingularidade? 

Na busca na resposta a esta questão Gaffney ([12]) encontrou relações entre 
invariantes dos tipos estáveis de germes em 0(2,3) e 0(2,2), conseguindo reduzir 
o número de invariantes para validar o Teorema 4.1.1. Daremos um breve resumo 
destes resultados na seguinte seção. 

4.3 Equisingularidade de germes de aplicações 

de 0(2,3) e 0(2,2) 

4.3.1 O caso de germes finitamente determinados em 0(2,3) 

Para esta classe de germes temos os seguintes tipos estáveis: 
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Na fonte: Temos o conjunto de ponto duplos denotado por D(f) e conjunto 
de pontos críticos E(f) 

Na meta: Temos a imagem do conjunto de pontos críticos que é f(e), a 
imagem dos pontos duplos f(D(f)) e os tipo estáveis zero-dimensionais que são 
as gurda chuvas de Whitney e os pontos triplos. 

Como D(f) e f (D(f)) são de dimensão 1 e a dimensão de f(C) é 2, então 
nestes conjuntos estão definidos 7 invariantes polares e as multiplicidades dos 
tipos estáveis zero-dimensionais ou invariantes zero-estáveis são em número de 2 
que são C(f) (número de guardas chuva de Whitney) e T(f) (número de pontos 
triplos). Portanto para aplicar o Teorema 4.1.1 precisamos de 9 invariantes. Mas 
com as seguintes relações, Gaffney consegue reduzir este número de invariantes 
para 3. 

Proposição 4.3.1. [12]: Seja f E 0(2,3) um germe finitamente determinado. 
Então 

eD(f) = 6T(f) + 27711(f (D(f))) + CU), 

P(D(f)) + 2m0  (f (D(f))) —1 = eD(f) 

onde eD(f) = dirac(m[74.1.]) , H define a curva de pontos duplos e p : C -+ C é 
uma projeção genérica linear. 

Como consequência temos, 

Teorema.4.3.1. [12]: Suponha que f E 0(2,3) é um germe finitamente deter-
minado e F = (t, ft ) é um desdobramento a 1-parâmetro. Então F é Whitney 
equisingular ao longo de T se, e somente se, CD(h) e rn1(ft(0)) sdo constantes. 

4.3.2 O caso de germes finitamente determinados em 0(2, 2) 

Para esta classe de germes temos os seguintes tipos estáveis: 
Na fonte: Temos o conjunto de pontos críticos menos a origem E(f) — {0}. 
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Na meta: Temos a imagem do conjunto de pontos críticos (discriminante 
de f) menos a origem A(f) — {O}, e os tipo estává zero-dimensionais que são 
cúspides e dobras transversais. 

Como E(f) —{0} e A(f)— {O} são de dimensão 1, então sobre estes conjuntos 
estão definidos 4 invariantes polares e as multiplicidades dos tipos estáveis zero-
dimensionais (invariantes zero-estáveis) que são 2, denotados por c(f) (número 
de cúspides) e d(f) (número de dobras transversais). Portanto para aplicar o 
Teorema 4.1.1 precisamos de 7 invariantes incluindo o grau da aplicação f deno-
tado por 5(f). Mas com as seguintes relações Galfney consegue minimizar este 
número de invariantes. 

Proposição 4.3.2. [12]: Sejam f E 0(2,2) um germe finitamente determinado 
e p : (2 	uma projeção linear genérica. Então 

p(p o f) 5(f) —' =  

P(E(f)) + mo(á(f)) —1 = c(f) + mi(á(f)) = 	° f inf}}) 

14(A(n) + mo(A(f)) —1 = 3c(f) + 2d(f)+ mi(A(f)) 

Com esta proposição demontra-se o seguinte, 

Teorema 4.3.2. [12]: Suponha que f E 0(2,2) é um germe finitamente deter-
minado e F = (t, ft ) é um desdobramento a 1-parâmetro. Então F é Whitney 
equisingular ao longo der se, e somente se, pe(ft ) é constante se, e somente se, 
d(f) e e(j[f], J[p o f,J[f]]) são constantes. 

Como corolário do teorema mostra-se que se o germe é de corank 1, o mesmo 
teorema é valido, mas o número de invariantes a ser constante é o número de 
cuspidas e o número de dobras tranversais. Isto significa que para um desdobra-
mento a 1—parâmetro ser Whitney equisingular é necessário que as multiplici-
dades dos tipos estáveis zero-dimensionais sejam constantes na familia. 

Daqui surge uma pergunta natural. 
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A constância dos zero-invariantes na familia ft  de um desdobramento a 
1—parcímetro F E 0(1 ± n,1 p) é suficiente para une ela seja topologicarnente 
trivial ou Whitney equisingular? 

Esta pergunta foi respondida no caso n = p r- 2 para germes de corank 1. 
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Capítulo 5 

Equisingularidade de germes em 
0(3,3) 

5.1 Os tipos estáveis em 0(3,3) 

Neste capítulo minimizamos o número de invariantes definidos nos tipos estáveis 
de fo cuja constância na família ft  implique a trivialidade topológica ou Whitney 
equising-ulaiidade. 

A e,strategia é aplicar o Teorema 4.1.1 e as tecnicas de Gaffney em [12], ou 
seja, estratificamos a fonte e a meta do germe (ou encontramos os tipos estáveis) 
e encontramos relações entre os invariantes sobre os estratos (ou tipos estáveis). 

Seja f E 0(3,3) um germe A—finitamente determinado. Como (3,3) pertence 
às boas dimensões, então f é de tipo discreto, i. e., existe um número finito de 
tipos estáveis, portanto um número finito de estratos que são: 

Na fonte: Temos o conjunto de pontos críticos E(f), a curva cuspidal de-
notada por Ela (f) e o conjunto de pontos duplos de f na fonte é denotado por 
AVIEM). O conjunto D(fJE(f)) é definido como segue: Seja flE(f) a re-
strição de f a E(f), então o conjunto de pontos duplos de f JE(f) é denotado 
por D2(fiE(f)), este conjunto é contido em C. Se f é de corank 1, podemos 
escrever f da forma (x, y, g(x,y, z)), e considerar D2(flE(f)) como o subconjun- 
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to {(x, y,z,.zi) E C4  : g(X, y, = g(x,y,.z).)}, logo M(fiE(f)) é a projeção de 

D2(fiE(f)) em C. 

Na meta: Temos a imagem do conjunto de pontos críticos (discriminante 
de f) denotado por á(f), a imagem da curva cuspidal f  (Eia in a imagem da 
curva de pontos duplos f(M(flE(f))) e os tipos estáveis zero-dimensionais são 
pontos swallowtail A3 (rabo de andorinha), cruzamento normal do plano com a 
cuspidal edge A1A2  e o conjunto de pontos triplos denotado por fq, ver Figura 
5.1 

Tipos estaveis de dimensão I 

Tipos estaveis de dimensão O 

Figura 5.1: Tipos estáveis na meta 

Como E(f) e á(f) são de dimensão 2 e a dimensão de D2(fjE(f)), 	(f), 

f (EI,1(f)) e f(D(fIE(f))) é 1, sobre estes conjuntos estão definidos 14 invari-
antes polares. As multiplicidades dos tipos estáveis zero- dimensionais são 3: O 
número de swallowtails (#A3), o número de cruzamento normal do plano com 
cuspidal edge (#24/242) e o número de pontos triplos (#241). 

Portanto para aplicar o Teorema 4.1.1 precisamos de 18 invariantes incluindo 
o grau da aplicação f, denotado por 8(f). Com as seguintes relações que iremos 
mostrar na próxima seção, conseguimos reduzir este número para 6 invariantes. 
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Alguns resultados que serão usados nas próximas seções estão enunciados no 
Apêndice. 

5.2 	Relações de invariantes nos tipos estáveis da 

meta 

5.2.1 No conjunto f 

Teorema 5.2.1. Seja f E 0(3,3) um germe finitamente determinado ep :C 
C uma projeção linear genérica. Então 

P(P o f) + 5(f) —1= mo(A(f)). 

Demonstração: Escolhamos uma projeção p : C3,0 —> C2,0 de tal maneira que 
o grau de pla.(f) seja igual à multiplicidade de A(f) em zero. Sejam X1  e X 
espaços em C3  definidos por 

.X1 = Oro f)-1(0), 

X = f -1(0). 

Como estes espaços são I.C.I.S., então aplicamos o Teorema de L&Greuel em [20] 
(ou ver também o apêndice) temos: 

03  
1-1(P o f) + P(fh f fa) = ditrre (p o f, infl) 

e pelo Teorema de Looijenga [22] (ver apêndice) temos que 

(h, .f2, fa) = 5(f) —1- 

Como f : E(f) c C —> i(f) c C é bimeoromorfa e finita e o diagrama 
abaixo é comutativo, temos que o grau de (p o DIE(f) é igual ao grau de pjA(f) 

Portanto dimcw,fry)  — rno(A(f)), também pelo fato de que o anel local 
OEcn é Cohen Macaulay. 
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E(f) C C3  4 á(f) c e 
pol.\ 	 P 

(C2 ,0) 

Corolário 5.2.1. Se f E 0(3,3) é de corank 1, então 6(f) —1 = mo(A(f))• 

O resultado do Teorema 5.2.1 anterior pode ser generalizado para um germe 
f E 0(n, n) definindo um espaço analítico que é I.C.I.S.. 

Teorema 5.2.2. Seja f E 0(n, n) um germe finitamente determinado e p : 
Cm--1  uma projeção linear genérica. Então 

ti(P o f)+ 6(f) —1 = mo(A(f)). 

Demonstração: Escolhamos uma projeção p: , 0 —> Cm-1,0 de tal maneira 
que o grau de pjá(f) seja igual à multiplicidade de A(f) em zero. Sejam X1  e 
X espaços em C' definidas por 

= (P° f) i(0), 

X = f-1(0). 

Como estes espaços são I.C.I.S., então aplicamos o Teorema de Lê-Greuel em [20] 
temos: 

03  
ti(p o f)+ 	fn) = dime 

(/) ° f,,nfil 
e pelo Teorema de Looijenga [22] (ver apêndice) temos que 

tei,•••,.41) =6(f)- 1.  

Como f : E(f) C e 	á(f) C e é bimeoromorfa e finita, o anel local 
0E(f)  é Cohen Macaulay e o diagrama abaixo é comutativo, temos que o grau de 
((p0 f)lEf) é igual ao grau de MA(f). Portanto dimc (7-7.-7M = mo(A(f))• 

E(f) c en 
po f .\1  
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Teorema 5.2.3. Suponha que f E 0(3,3) é um germe finitamente determinado. 
Então 

m2(A(f)) — mi(A(f)) + mo(A(f)) = p(E(f))) +1. 

Demonstração: Escolhemos uma projeção p2  : C3  —> C2  tal que o grau de 
p2iA(f) é igual à multiplicidade de A(f) em 0 E C , e a multiplicidade da var-
iedade polar Pi(A(f)) = DP24(f)°) é mi(A(f))• Seja p C2  —> C urna 
projeção linear genérica tal que o grau de o p21.1:11(A(f)) é mi  (A(f)). Usamos 
P1 P2 para definir a multiplicidade polar ma(A(.f)) e suponhamos também que 
pl.  o p2  é genérica. Sejam 

= V (In o p2  o f, J[f]), 

X = v(p2 o f, J[f]). 

Como estas variedades são I.C.I.S., aplicamos o Terema de Lê-Greuel em [20] e 
obtemos. 

03  p(X i ) + p(X) = dime 
aia o 	° L ( )UM .  

Consequentemente aplicando de novo o Teorema de Lê-Greuel temos que: 

03  

dimc (JVi, ()In o P2 f, J[f]l) A(nfl) + P(X) = 

03  dime (pl. °2)2  o f, J[fl, .42  o f,  .1[f]]) .  
Pelo Teorema de Looijenga temos p(X) = grau(p2of , JIA) — 1. Então 
dirne um1Jrpie:p320 m[fi])  p(Afj) + grau(p2  o!, J[f]) — 1 = 

dirnC 	op20M[f(91:np2ofMAD • (*) 

Esta equação é a chave para mostrar a relação entre as multiplicidades polares. 
Para calcular a multiplicidade mo  (A(f)) usamos o seguinte diagrama comutativo 
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Ecf) c ce -4 A(f) c e 
p2 ofN 	 /P2 

(e , 0) 

Pelo fato que f: E( f) -4 15(f) é finita e bimeoromorfa sobre E(f) temos que 
grau(p4A (f)) = grau(p2  o fiE(f)), portanto grau(p2  o f,  J[f]) = m0(15( f)). Da 
mesma maneira, para calcular 7r/1(1SM), usamos o fato que f restrito a V' = 
V (J[f], J[p2  o f, J[f]]) é bimeromorfa e finita. Então obtemos que o grau((pi  o 
p2 0 DIV.') = grau((pi  o p2 )115(f)) e 

mi(15(f)) = dirne 
(PI ° P2° .f7 tl[fb tl[P2 ° f,J[f]il •  

Esta ultima igualdade segue do fato que o anel 0v, é Cohen Macaulay. 
Para calcular m.2(15( f)), escolhemos um desdobramento versal F de f e con-

sideramos F : E(f) c e x O -415(f) c e xes. Sabemos que E(F) é uma 
hipersuperficie em O x C. Como pl op2  :e—>Céuma projeção linear genérica 
para (15(F), 71-4 temos que E ((irs  , op2)oF)1E(F)) = V (J[F], J[pi op2  o F, J[Fl])• 

Então extrairemos o invariante m2(15(f)) que é controlado pelo grau da pro-
jeção 7r9  i V (J[F] , J[pi op2 o F,J[P1]) que é a colongitude (e j(f)) do ideal máximal 
m, no anel local da fonte em (0,0, 0). Isto é, 

c(f) = dime 
j[Pi ° P2 0  L Vii) 

As possíveis componentes de V (J[F], J[pi  o p2  o F, J[F]]) estão no fecho do 
seguinte conjunto 

(P2(15(F), 7r8) u 243 UA1A2 U  A) • 

Para contar a contribuição de 7r3  restrito a estas componentes, usamos as formas 
normais estáveis onde aparece uma singularidade de tipo estável. Então escolhe-
mos um parâmetro s genérico e vizinhanças U2  c Ca x es e U1  C e tal que para 

03  

03  
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todo ponto em U1  temos e j(f) pre-imagens em V n u2  contando multiplicidade. 

Então 

04+3 =  e ,7 (f) = ExES 	 20Fi(Fn) 
03,9  ExEs dink (J[M,J1plop2of,,J[la' 

onde S = 7r3 --1(0)n V. como o parâmetros é genérico, podemos supor f. estável. 
Primeiro escolhemos o germe onde aparece uma sigularidade de tipo A3 que tem 
forma normal f, = (x, y, z4  + xz + yz2) e contamos sua contribuição na variedade 
V. Temos 

03  
dirne (4.0-1-x-1-2yzAy,4=3-1-x-1-2y=1) = dirne (423-1-x-F2y°=3,1,12=-1-2y) — 

Portanto a contribuição dos pontos 4 para o cálculo de e j(f) é nula, isto 
significa que estes pontos não aparecem em V. 

Tomamos a forma normal f, = {(x,y,z3  + yz);(za , y, z)} onde aparece um 
tipo de singularidade A1i12. Usando a projeção genérica pl. p2  = az + by + cz, 
a contribuição desta singularidade é a soma das singularidade em cada germe no 
multigerme. Portanto basta calcular e(f) para cada uma delas, i.e., 

03  dirac 

	

	 = O (3z2  + y, J[ax + by,3z2  + y]) 
e 

03  	 = O. 
dime (2x, Jrax + by, 2x]) 

Portanto a contribuição dos pontos A1A2  é nula em e j(f). Da mesma maneira 
mostramos que a contribuição da singularidade de tipo A também é nula. Para 
isto basta trabalhar com a forma normal do multigerme estável 

= {(x, y, z2); (x, y2, z); (x2, y, z)} 

que tem singularidade de tipo A (ou ponto triplo). Em resumo, as componentes 
de V(J[F], J[pi °p2  o F, J[F]j) estão no fecho de F-1(P2(A(F), 71-3)). Portanto 

6.7 (f) = ExEs dimc (Jr.t.1,491t3;0.4,4411) 
=  
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pois F restrito a V (J[F], J[pi op2 o F, J[F]j) é bimeoromorfa e finita. Substituindo 
todas as igualdades na equação (*) obtemos o resultádo do teorema. 

Corolário 5.2.2. Seja f E 0(3,3) um germe finitamente determinado de corank 
1. Então 

m2(A(f))—mi(A(f))+mo(A(f)) = #A1A2 - -(12(D?(fiz(f))))+ 2#A 
(f) + 1-¡(#A3  -1). 

Demonstração: A demonstração segue do Teorema 5.2.3 e do Teorema de Hus-
ton A.0.4 apresentado no Apêndice. 

5.2.2 No conjunto f (M(fiE(f))) 

Para demonstrar o seguinte teorema primeiro faremos algumas considerações. 
Seja f E 0(3,3) um germe finitamente determinado de corank 1, então a curva 

de pontos duplos DRflE(f)) é um espaço analítico que é I.C.I.S. (ver [16]). Este 
resultado é uma condição necessária para poder aplicar o Teorema de Lê-Greuel 
e encontrar assim relações entre invariantes em D(fIE(f)). 

Teorema 5.2.4. Seja f E 0(3,3) um germe finitamente determinado de corank 
1. Então 

2m0(X) — 2m1  (X) + P(Di(f IE(f))) = (2#A1 A2 ± 3#A3) ± 1, 

onde X = f(M(flE(f))). 

Demonstração: O estrato na meta f (M( f lE( f))) tem dimensão 1 então exis-
tem dois invariantes polares mo  ( f (M(f I E( f )))) e mi ( f (.1J?(f I E( f)))). Como 
fiD( ifiE(f))— {0} é um cobrimento de duas folhas de f(Et(f)) — {0} pela 
Proposição A.0.3 do Apêndice podemos escolher projeções e por ser f bimeoro-
morfa restrito a D(f) — {0} isto segue-se 

e(f*(ms)Opm) = 2mo(„f(DWIE(f))). 
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Para calcular os demais invariantes prosseguimos como segue. 
Como DME(f)) é um conjunto analítico que é.  I.C.I.S., então os seguintes 

conjuntos são I.C.I.S. 
-= DIVIE(f)), 

= DRflE(f))n (p o f)' (0) 

onde p: C3  -+ C, é uma projeção linear genérica. Usamos estes dois conjuntos 
para aplicar o Teorema de Lê-Greuel e obter 

P(Xi) + P(X2) = e(a(f I E(f)), Jrn(f I E(f)), P 0  .1) 
	

(**) 

onde ./.?(f I E(f)) é o ideal que define a curva de pontos duplos M(fiE(f)). Como 
X2  é I.C.I.S. de dimensão zero, podemos aplicar o Teorema de Looigenga ([22]) 
para obter 

P(X2) = eW(fIE(f)),P° .f) - 1- 

Pela observação anterior e pelo fato de f restrito à curva do conjunto de pontos 
duplos ser bimeoromorfa, obtemos 

u(x2) = 27n0(f (.1312. (f I E(f)))) — 1. 

Para entender o significado geométrico do lado direito da igualdade ( ) escol-
hemos um desdobramento versai F = (s, 7(s, x)) de f e consideramos a variedade 
V(/?(FIE(F)), J[I?(FIE(F)),p o A). As componentes desta variedade devem ter 
dimensão 8A menos s. Suas componentes são F-1(PI (D?(FIE(F)))), o conjunto 
de pontos A142, o conjunto de pontos A3 e o conjunto de pontos triplos A. 

Como p é uma projeção genérica, a dimensão de V é s. Como a multiplicidade 
de V é a soma das multiplicidades destas componentes, então basta calcular as 
contribuições do grau de 7r3  restrito a cada componente, onde 7r,, é a projeção da 
primeira componente de cs x C3  sobre O. 

Escolhemos vizinhanças U1  de O em Cs e U2  de O em Cs x C3  tal que cada 
ponto em U1, 7r, tem e(n(flE(f)), J[n(fiE(f)),p o fi) pre-imagens em V n 
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contando multiplicidade. Se ser é um parâmetro genérico próximo de O, nos 

temos 

e (H) = Exes ditne (A4.4(FIEAsZFIE(F)),P.21) 

ExES dime  (n (ME(f. ))/[àTf. 	IE(M),Pohll 	(***) 

onde H = (132(f f)), J[I?(f jE(f)),p o fp e S = w;1(0) n V. 
Usando esta fórmula e as formas normais estáveis onde tem uma singularidade 

de tipo estável em V obtemos as contribuições de cada componente. Para contar 
as singularidade de tipo A3 pegamos f, = (x, y, z4  + xz + Yz2 )• 

Como E(f) é uma hipersuperficie regular, f pode ser considerada como uma 
aplicação de C2  —> C3, isto é, podemos parametrizar (f) da forma 0(y, = 
(-4z3  —2yz, y, —3z3  —yz2). A curva de pontos duplos desta aplicação é denotada 
por D2(0) c C3  eé determinada pelo ideal 

f 3 )) = (-4(4 + zi z + z2) — 2y, —(4 + z2) (zi + z — Y(zi + Z))• 

Esta curva é bimeoromorfa à curva ./4(f P(f)), pelo fato que E(f) é regulas. 
Então para calcular a contribuição das singularidades de tipo A3 no conjunto 
V(I?(flE(f)), J[11(f I E( f)), p o f]) basta usar o ideal ./? (f,,f E( f s )). Portanto us-
ando a fórmula (* * *) temos 

03,t  e (H) -= EzES dime (nua l.(fs )),J [n(fs I E(f.)),ax+by+chi) = 3, 

onde p(x,y,z) = ax + by + cz é uma projeção genérica, (b 'O). Isto significa que 
os pontos de tipo A3  aparecem em V a sua contribuição é igual a 3. 

Da mesma maneira, para contar a contribuição dos pontos Ai  A2 basta escolher 
a forma normal estável f, = {(x2 , y, z); (x, y, z3  + yz)} . De fato, a curva genérica 
de pontos duplos na fonte deste multigerme é definida pelo ideal ( LIE(L)) = 

,3.z2  + y). Então usando a fórmula (* * 	temos 
03,  e (H) = ErEs, 	dirne (x,3z2+y,J[x,3z2+y,ax+by+c,f3]) 
03a  

ExES2 dirne (x,3z2-f-ymx,3z2+1,,ax+by+cf31) — 2' 
onde SI  = 71;1(0) n V1  e 82 = ir» (0) n 14 para cada componente do multigerme 

52 



e (b O). Isto significa que a contribuição dos pontos 2,11242  é 2. 
Portanto como F restrito a cada componente é Iiimeoromorfa e finita e pela 

Proposição A.0.3 do Apêndice, obtemos 

grau(reiV) = 27ri(f(Di(f))) 3#243 + 2#241,42. 

O teorema segue juntando todas as igualdades acima. 

5.2.3 No conjunto f (El f ) 

Da mesma maneira que no teorema anterior precisamos que o conjunto E1,1(f) 
seja I.C.I.S., para isso consideramos que f de corank 1. 

Teorema 5.2.5. Seja f E 0(3,3) um germe finitamente determinado de comnk 

1. Então 

mo(f(E41(f))) — (f(E1'1(f))) = 1 — WE'l(f))) + #243 

Demonstração: Como f é finitamente determinado então El,t(F) tem uma 
estrutura reduzida onde F é o desdobramento versai de f. 

Como ELI  (f) é um espaço analítico que é I.C.I.S., escolhemos p : C3  -4 C 
uma projeção linear genérica tal que os espaços 

= Etil(f), 

X 	El a (f)n (po f)-1(0) 

são I.C.I.S.. Aplicando o Teorema de Lê-Greuel, obtemos 

+ P(El'i(f) ri (P o f)—t (0 )) = e Vi 11 	JVI' l(f),P .fi), 

onde Pa(f) é o ideal que define ELI (f). 
Como X é I.C.I.S. de dimensão zero; aplicamos o Teorema de Looijenga ([22j). 

Pela proposição A.0.3 do Apêndice e como fiEl' i (f) é bimeromorfa obtemos 

ti(Jia(f),P o f) = mo(f (E1'1(f))) — 1. 
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Para entender o significado geométrico de 

e  (11,1 (f) ,  j[11,1(f) ,  p o fi) 

escolhemos um desdobramento versai F = 	(x, s)) de f e consideramos a 

variedade V(./1,1(F), J[I1,1(F), p o 71). As componentes desta variedade tem di-
mensão ao menos s, e são: F-1(Pl(f(E1,1(F)))) e as pre-imagens da singularidade 
swallowtall A3. Pela genericidade de p e F, estas componentes tem dimensão ex-
atamente s. Como F restrita a cada componente é bimeoromorfa e finita, e pela 
Proposição A.0.3 temos 

grau (areiV) = mi (f (EL' (f))) + #113. 

As contribuições foram obtidas da mesma maneira que no teorema anterior. Basta 
considerar a projeção ar, :Csx C 3  -+ C 3  e obtemos o resultado. 

Corolário 5.2.3. Seja f E 0(3,3) UM germe finitamente determinado de corank 
1. Então 

mitfGA(f») = 
Demonstração: Como Como f é de corank 1 então f = (x,y, g(x, y, z)), e o ideal 

que define E1,1(f) é I1,1 (f) = (fiz, gzz ). Além disso como na demonstração do 

Teorema 5.2.3 e o Teorema 5.2.5 temos que 

(A (f)) = dime 
(Pi ° P2 ° f,

03  
° f AAP 

e 
03  

MO Cf (El'i(f))) = dimc (11s1 ( f), o f) .  

Como pi, p2  e p são projeções genéricas, 

03  
dime 	

03 = dirrue 	 
(P1 °p  2 	J[P2 ° JIM) 	(11,1(f),p  o f) 
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5.3 Relações entre os invariantes nos tipos 
estáveis da fonte 

Nesta seção achamos relações entre os invariantes dos tipos estáveis na fonte. Os 
estratos neste caso são o conjunto de pontos críticos, a curva de pontos duplos e 
a curva cuspidal. Para encontrar as relações é menos dificultoso que no caso da 
meta pois o conjunto de pontos críticos é uma hipersuperfície com sig-ularidade 
isolada, e para um germe de corank 1 a curva de pontos duplos e a curva cuspidal 
são I.C.I.S. também. 

Sabemos do Teorema 3.5.4 que a multiplicidade polar de uma variedade po-
lar absoluta ou relativa de uma hipersuperficie X com singularidade isolada é 
relacionada com os números de Milnor das seções planas µk, i.e., 

m& (X) = µk+1  (X) + µk  (X) 

para O < k < (d 1), onde d = dirn(X). Este resultado também é valido para 
espaços que são I.C.I.S. [20]. As multiplicidades polares absolutas estão definidas 
até dimensão de X menos 1. A multiplicidade md(X) não pode ser definida dire-
tamente como os outros rnk, O < k < (d —1), pois as singularidades de (pl. jX) são 
pontos isolados, então o germe na origem de seu fecho sempre é vazio. Entretanto 
Gaffney [13] define esta multiplicidade para espaços que são I.C.I.S como segue. 

Definição 5.3.1. A d—ésima multiplicidade polar de (X", O), (Xcl é I.C.I.S. de 
dimensão d), denotada por md(X d ), é definida por 

ind(X d ) = dirric Ox 	f) 

onde f : (C" ,0) 	(C'- ,O), f'(0) = Xd e : C' 	C é uma projeção linear 
genérica. 

Observação 5.3.1. Como V(pi, f) é uma interseção completa com singulari-
dade isolada, então por Lê-Greuel ([20.1), obtemos 

ind(X d ) = 14(X d )+ 14(X" n p' (0)). 
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No caso que o germe f E 0(3,3) é finitamente determinado, E(f) é uma 
hipersuperficie de singularidade isolada. Se f é de cOrank 1 as curvas de pontos 
duplos .13( f lE(f)) e a cuspidal E1,1(f) são I.C.I.S.. Portanto podemos aplicar a 
Definição 5.3.1 e todas as propriedades acima para obter a seguinte 

Proposição 5.3.1. Seja f E 0(3,3) um germe finitamente determinado. Então 

(i) m2(E(f)) mi(E(f)) + mo(E(n) —1 = P(E(D) 

(ii) Se f é de corank 1, então 

mi(Di( f 'E(f))) — mo(Di(f !EM)) + 1  = P(Di(f !E(fl)), 
p(Ei,i(f))) Trio(Ei,i(n)  _ _ rni(v.,i(f))  

5.4 Teoremas principais de equisingularidade 

Podemos agora juntar todas as fórmulas na seção 5.2 e 5.3 e usar o Teorema 4.1.1 
de Gaffney para obter os seguintes resultados. 

Teorema 5.4.1. Suponha que f E 0(3,3) é Urri germe finitamente determinado 
de corank 1 e F = (t, ft ) um bom desdobramento a 1—parâmetro. Então F 
é Whitney equisingular ao longo de 7' se, e somente se, rni(A(h)), P(E(ft)), 

(E(ft)), mi(Di(ftiE(ft))), mo(ft(Di(ftlE(h)))) e mi(El'1(ft)) são constantes 
para t perto da origem. 

Observação 5.4.1. Observamos que o Teorema 5.4.1 reduz o número de invari-
antes necessários no Teorema 4.1.1 de 18 à 6. 

Teorema 5.4.2. Se f E 0(3,3) é um germe finitamente determinado e F um 
excelente desdobramento de f. Então F é Whitney equisingular ao longo de T 
se, e somente se, mi (A(fi)), P(E(h)), 	(E(M) e as multiplicidades polares dos 
tipos estáveis 1— dimensionais na fonte e na meta são constantes para t perto da 
origem. 
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Capítulo 6 

Aplicações a germes 

unimodulares 

Em um trabalho não publicado, du Plessis e Tari [6] classificaram germes de 

C3 	C3  de modalidade 1 que são dentro da 1C—órbita A3. Os 	modelos são os 

seguintes: 

(x, y, z4  + (xy + ay3  + y4)z + xz2) 	a O, 1/2 

(x, y, z4  + (xy + ay3)z + xz2 ) 
	

O, 1/2 
(x ,  y ,  z4 ± (x2 ± xy2 ay4)z xz2) a O, 1/4 

Aplicaremos neste capítulo o resultado principal (Teorema 5.4.1) para o estudo 

da equisingularidade dos germes acima ao longo do módulo. 

Para isso calculamos os 6 invariantes no Teorema 5.4.1 e estudamos as suas 

constâncias ao longo do parâmetro a. 

Proposição 6.0.1. Sejam f (x, y, z) = (x, y , z4  + (xy + ay3  + y4)z + xz2 ) e 
g(x, y, z) = (x, y, z4+(xy+ay3 )z+xz2 ) germes unimodulares e sejam F(t, x, y, z) = 
(t, x, y, + (xy + (a + t)y3  + y4 )z xz2 ) e G(t, x, y, = (t, x, y, z4  + (xy + (a + 
t)y3 )z + x z2 ) seus desdobramentos. Então F e G são Whitney equisingulares para 
t suficientemente pequenos se a O, 1/2. 
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Demonstração: Seja ft(x, y, z) = (x, y, z4  + (xy + (a + t)y3  y`Oz + xz2 ) a 
deformação de f.  Segundo o Teorema 5.4.1 temos.  que calcular 6 invariantes 
primeiramente calculamos a multiplicidade polar do discriminamte 	(A(ft)): 

mi (ALO = dime (PI P2 ft, inft], 42 o ft, JEft]]) 
onde p e p2  são projeções genéricas. Escolhemos p2(x,x, z) = 	y) e pi  y) = y 

que são genéricas. Então 

"11(á(ft)) = dinle (yAz3+xy-1-(a+t)y3±y4-1-22x,./(x,y,e3-1-xy-1-(a+0y3-1-y4-1-2xx]) 

dinle (yAz3-1-xy-F(a-1-0y
O 

 ±y4-1-2n,1222-1-2x) 
02  

= 	diMe (401-2z2,1222-F2x) 

=3 

= 	(A (fon 

Temos E(ft) = 4z3  + xy + (a + t)y3  + y4  + 2zz; então o número de Milnor de 
E(ft) é dado por 

/2(E(ft)) 
Os  = (Unir 

"" "•-• (y+2z,z-1-3(a+t)y ±4y2,12z -1-2x) 
02  = /fim- (3y2±2x,x+3(a-Ft)y2+4y3) 

02  = dimr. (3y2-1-2x,(-3/2-1-3(a+t))01-4y3) 

dirfle i+3(a+o)y2 +40)  

= 2, se (a t) 	1/2 

tt(E(.fo)), se (a + t) 	1/2. 

Então 'para a 1/2 e para t pequeno p(E(ft )) = p(E(f0 )). 

Agora calculemos a multiplicidade mi(E(ft))). Como E(ft ) é uma hiper-

superfície com singularidade isolada, 

(E(ft)) = /22 (2(.ft)) + (E(.4)). 

Escolhemos hiperplanos (genéricos) H1  = 	= y = O} e H2 = {y = 0}. 
Então, 

03  
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mi (E (ft)) p2(4z3  + 2xz) + gl(4z3) 
= 	(E  = 	::::..22.,2z)  dinle (IN 
=3.  

Para calcular a multiplicidade ini(DRfti(E(ft)))) precissamos encontrar o 
ideal que define a curva ./3f.  (ft! (E(ft))) e usar a seguinte relação 

mi 	(.fti (E(.4)))) = P(M. (.fti(ECft)))) + mo(Di(ftl(E(ft)))) — 1. 

O ideal que define a curva de pontos duplos na fonte é n(ft lE(ft )) = (xy + 

(a + t)y3  + y4, 2z2  + x). Como a segunda componente deste ideal é regular, 
podemos considerar a curva de pontos duplos mergulhada en C2 , i.e, as seguintes 
igualdades são válidas. 

P(Di (hl (E (ft)))) = p((xy + (a + t)y3  + y4  ,2z2  + x)) 

= p(-z2y ± (a + t)y3  + y4) 
dimc Ez24.36„4 ±4y3,-zzy) 

= 4, se (a + t) O 

= it(DR.fo REGAM), se (a + t) O. 

Agora calculamos mo(ft(M(ft(E(ft))))). Como 

2mo(ft(A2.(ft(E(ft)))))= e(n(ftlE(ft)),P ° ft) 

onde p : C --> se é uma projeção genérica linear e como (42 (ft lE(ft )), po ft ) é um 
ideal reduzido e 014(mEth)))  é Cohen Macaulay, então e(n(ft lE(ft )),p o ft ) -= 

dirac (T;(ftlErfe)),Poft) .  
Escolhendo p(x, y, z) = x genérica então 

03  
€(4 (ft lE(.4)),P ° ft) = dinic (xy + (a + t)y3  + y4,2z2  + x, x) 6 

se (a+ t) O. 
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Portanto 

mo(ft(Di(ft(E(A))))) = 3 = rno(fo(M(fo(E(f0))))), se (a + t) 0 O. 

Logo 

(DRA(E(ft)))) = 6  = rni(Di.(fo(E(fo)))), se (a + t) 0 O. 

Fimalmente calculamos as multiplicidades detf (Ei,iirt‘‘))  . O ideal que define 
o estrato E1,1(ft) ié 1,1( rt) = (4z3 +xy + (a +t)y3 + y4  + 2xz, 12z2  +2x), portanto 

dirnc o,  
(11,1(ft )poh) 

= - (4.231-22x,12z2+2x) 
=3. 

Calculamos também p(E1,1(ft)) como segue: 

m(Eu(A)) p(4z3  — 6z2y + (a + t)y3  + y4  — 12z3) 
= 	dirreC (-6z2 	

o  
+3(a+t)y2+4y ,1222-12zy-3622) 

0 	 02  dimc voz2+3(a±2ey2+40,z) 	dirriC (-622-1-3(a-Fey +4y3,-12y-244 
01  

= 	dimc (3(a-Fey2+40) dimc ((-6+12(a+°A)z2-36z3) 
= 4 se (a +t) 0 0,1/2 
= 	p(E1,' (ft)), se (a +t) Ø  O, 1/2. 

Como #2113  = 3 para (a + t) Ø  O então usando a relação do Terema 5.2.5 

maft(E1'1(A))) = mi(fo(E1'1(fo))) = 3, se (a + t) 0 0, 1/2. 

Concluimos, usando o Teorema 5.4.1, que a familia é Whitney equisingular 
para t suficientemente pequeno se a 0 0,1/2. 

Da mesma maneira, concluimos que a família G também é Whitney equisin-
gular se aØ 0,1/2. 

Proposição 6.0.2. Seja f (x, y , z) = ( x  y 4. (x2 ±xy2 ay4)z  ±xz2) urn germe 

unimodttlar e seja F(t, x, y, = (t, x, y, z4  + (xy + ty3  + (a + t)y4)x + xx2 ) seu 

mo(ft(E i' l  (ft))) = 
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desdobramento. Enteio F é Whitney equisingular para t suficientemente pequeno 
se a 0,1/4. 

Demonstração: Seja ft(x,y, z) = (x, y, z4  + (x2 ±xy2+ (a +t)y4)z +xz2) a defor-
mação de f. Temos que calcular 6 invariantes do Teorema 5.4.1. Primeiramente 
calculamos a multiplicidade polar rni(A (ft)): 

03  = riimn (y,423--Ex -1-xy2-4-1-00-1-2zz,J(x,yilz 	-1-n2+(a-Ft)0+2xz1) 
O  

= 	diMC (yilz 	-1-zy -1-(a+t y4  -1-2zz,12z -1-2x) 

= dimc (4z3+2J,212z2+2..t) 
=3 

ini (á (fo)) 
O número de Milnor de E(f) = 4z3  + x2  + xy2  + (a + 	+ 2xz = 0: 

p(E(ft)) = diraC 	
Os  

(2x-Fy2-1-2z,2=y+4(al-ey3,12z2+2x) 

I2z2  -1-y2  -1-2z,-12z2-1-4(a+t)y2  
= 1 ± dirric 02  

12z2  -11/2-1-2z,(4(a+0-1)y2  -2z) 
= 3, se (a + t) O 

= P(E(fo)), (a + 	O 

A multiplicidade mi  (E(ft ))) • Como E(ft) é uma hipersperficie com singular-
idade isolada, então 

(E(A)) = /42(E(A)) + Pi(E(A)) 

escolhemos hiperplanos genéricos 1/1  = {x = z = 0} e 1-12  = {y = O}, dai, 

(E(A)) = P2(4z3  + 2xz) + pi(4x2 ) 
02  

= 	difile (12z2+2x,2z) dinIC122L(8x) 
=2 

(E(to))- 

ml(A(ft)) 

02  = 	dirne ( -12332  -1-y2-1-2z,-12z2y+4 (a+t)Y3) 
= 	02  dime (_12„+ip+2z,v)  + dimc 	02  
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Para calcularmos rni(M.(ft(E(ft )))): Precisamos encontrar o ideal que define 
a curva DRA(E(A))) e usar a seguinte relação 

(Dr(ft(E(ft)») = p(Dr(ft(E(ft)))) me(raft (E(A)))) — 1. 

O ideal que define a curva de pontos duplos na fonte é /12.(ftlE(ft)) = (x2  + 
xy2  + ty4, 2z2  + x), portanto, como a segunda componente deste ideal é regular, 
podemos considerar esta curva mergulhada em O, i.e, as seguintes igualdades 
são válidas: 

- p(x2  + xy2  + (a+ 0y4,2z2  +x) 
p44x4  — 2z2y2  + (a + t)Y4) 

dink(wz3-4z0,-(74z v+4(4+0113 ) 
-- - --( z,-4z2f1-24(a+Cy3) 	(16i4-4y2,-4z2~) 

02 = din-Ln 	  

- ' -i- dimn (16z --4y ,-40z2  - 3 	y+4(a1-00) 

((4z-20(4z+2y)0,•2  
= R -I- rUn 	 -4z2y+4(a+00) n 	  

= 9, se (a + t) 0,1/4 
= p(M(fo(E(f3)))), se (a + t) O, 1/4. 

A multiplicidade mo(M(ft(E(ft)))):  Para calcular isto basta usar a definição 
da multiplicidade, isto é, 

03  
niti(D(ft(E(ft)))) = dime 	 =4. (x2  + 3;7J2  + (a + t)y4,2z2  + x,y) 

Logo 

rni.(Dlift (E(ft ))))= 12 = 	(M(fo(E(fo)))), se (a +t) 0,1/4. 

A multiplicidade rno(ft(M(ft  (E(h))))): Temos 

2rno (ft(Di (ft (E(A))))) = e(n(ftlE(ft)),P o .ft) 

onde p: O —> C é uma projeção genérica linear. Como (nutiEut»,p0 ft“ um 
ideal reduzido e ODRmE(h)))  é Cohen Macaulay, então 

O 
e(1.12.(ftlE(h)),P° ft) = dime 

(1?(AlE(ft)),P 0  ft) .  

p(M(ft (E(ft)))) 
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Escolhendo p(x,y, z) = y genérica, 

03  
e(I?( ft l E( ft )) , p o ft ) = dink 	 = 4. 

(x2  + xy2  + (a + t)y4, 2z2  + x, 

Portanto, 

= 2  = mo (fo (D? (fo (E(fo))))). 

A multiplicidade detr-4,1/ lft)): O ideal que define o estrato E1,1(ft) é 11,1  ( ft ) = 
(4z3  + x2  + xy2  + (a + ey4  + 2xz,12z2  + 2x). Então 

= 	dinIC (Tm (apoje) 
Os  

= 	dinle (404-x2+xy2+(a+00--1-2.=,12z2+Zzal) 
02  

= 	dinle (4z3 -1-x2 -1-2xz,12z2 4-2s) 
3 

= mo(fo(Elti(fo))). 

Calculamos da mesma maneira que na proposição anterior p(E1,1(ft)). Temos 
= 6 para (a + 	O e #A3  = 3 para (a + t) O. Então usando 

a relação do Terema 525, temos mi(ft(Ei'l  (ft))) = 	(fo(E(fo))) =-- 3 para 
(a + t) 	O, 1/4. 

Concluimos, usando o Teorema 5.4.1, que a família F é Whitney equisingular 
para um t suficientemente pequeno e a 0,1/4. 

mo (ft (Eiti  (ft))) 
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Capítulo 7 

Fórmulas de multiplicidades 

polares para germes 

quase-homogêneos de 0(3,3) 

7.1 Introdução 

Embora as variedades polares e suas multiplicidades sejam uma ferramenta im-
portante na teoria de singularidade ([12], [35] e [36]) ainda não ganharam um 
grande espaço nesta teoria. Isto pode ser devido ao fato que estas variedades e 

suas multiplicidades são defícieis para calculalos na prática. 

Neste capítulo, mostramos que no caso de germes f : (C 3  ,0) -4 (C3 ,0) de 
corank 1, quase-homogêneos e finitamente determinados, podemos obter fórmulas 
para as multiplicidades polares definidas sobre os tipos estáveis. Para isto pre-
cissamos de algumas definições. 

Uma aplicação analítica f : (O', O) —> (CP, O), f 	..., fp ), é dita quase- 
homogênea, se existem inteiros positivos uh, w2, 	wn  (os pesos) e inteiros posi- 
tivos d1, d2, 	dp, (os graus), tal que fi(Àunxi, A"2x2, 	Awnxn) = Àdi  (x) para 
todo x e en, A e C, i= 1,...,p. 

Equivalentemente, para todo monômio xcfr x5E2 ...x nan que aparece na expansão 
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de Taylor da i—ésima componente A de f, temos E;,  wicei = d. 

Uma aplicação f que define um espaço analítico que é I.C.I.S. é dita semi 
quase-homogêneo se 

f =(fl,f2, • • • , fp) = Cf? 	+ • • • , f: + f; + • • • , • • • , fp°  + fpl  + • • ) 

onde f° são polinômios quase-homogêneos de menor grau em cada A e a aplicação 
f°  = (f°,,4°) define um espaço analítico quase-homogêneo que também é 
I.C.I.S. com os mesmos pesos de f.  O germe f° é chamado parte inicial de f. 

Nas seguintes seções o símbolo a A b representa o número mínimo inteiro de a 
min(a, b) se a, b Z 

e b, ou seja, a A b = a 	se b Z 
se a Z 

Observamos (ver as demonstrações) que nos teoremas abaixo um dos termos 
a ou b é inteiro, portanto aA b é inteiro. 

7.2 	Fórmulas para multiplicidades polares de A(f) 
Teorema 7.2.1. Suponha que f = (x, y, g (x, y, z)) E 0(3,3) é um germe finita-
mente determinado de corank 1, quase-homogêneo com pesas wi , w2 , tv3  e seja d 
o grau de g. Então 

(1). mi  (A(f)) = (d-w3)(d-2w3)  A  (d-w3)(d-2w3)  

	

tin.w3 	11)2.11)3 	2 

(2). 7710(a2(f)) 	fekt-03  

(3). rn2(A(f)) 	(d-tv3)(d-2w3)  A  (d-w3)(d-2w3) 	(d-w3)(d-2w3)(d-tvi-w2-w3) .  

	

tu1.w3 	ti2.w3 	 wi.tv2.w3 

Demonstração: (1). Usando a relação do Teorema 5.2.3 temos 

03  
= dimc  (o L Aí], J[732 o f, J[fil) — 14131 o f 	42 ° f J[f]1) +1 

onde PI  : 	-4 O e 232  : C° 	são projeções lineares genéricas. 

65 



Obviamente, sabemos que o ideal (pi o f J[f], J[P2 o f, J[f]]) não sempre é 

quase-homogêneo, mais pelo Teorema 5.1 em [15] tenaos que o número de Milnor 
de um espaço analítico semi quase-homogêneo que é I.C.I.S. é igual ao número 
de Milnor da parte inicial do espaço. 

Então precisamos verificar que o ideal (pi  o f , J[f], J[p2o f, J[f]]) é semi-quase-
homogêneo. 

Escrevemos p2(x, y, = (ax + try + cz, aix azy + a3z) genérica, onde a, b, c, 
a2, a3  constantes. Então, 

AN o f, J[f]] = (aa2 — 	+ (cai — aa3).9zygx + (aa3 — aic)gygn+ 

(ca2  — ba3 )gxgzz  + (ba3  — a2c)gzgzz . 

Como p2  é genérica, (aa2  — bai ) O e pela definição w1, w2  e w3  são uma 
combinação linear em C do grau d. Então a parte inicial do ideal é 

(x, J[f], (aa2  — bai)g.z) se wi < wa 

OU 

(x, J[f], (aa2  — ba1).9zz) se  wa < wi. 

Estes ideais definem espaços que são I.C.I.S. e os graus respectivos de suas 

componentes são w1, (d — w3 ),(d — 2w3) e w2, (d — w3),(d — 2w3). O resultado 

segue agora do Teorema de Gert-Martin e Hamm ([15]). 
(2). Esta fórmula foi obtido por Gert-Martin e Hamm em [15] quando as 

componentes de f tem o mesmo grau. Mas tal fórmula vale também no caso da 
hipótese do Teorema, isto segue usando a relação do Teorema 5.2.1. 

(3). Usando os itens (1), (2) e o Teorema 5.2.3 para germes quase-homogêneos 
e encontrando o número de Milnor para a hipersuperfície E( f), obtemos a fórmula 

para a multiplicidade polar m2  (A (f)). 
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7.3 Fórmulas para multiplicidades polares 
de f(Ei,i(f)) 

Teorema 7.3.1. Suponha que f = (x, y, g(x,y, z)) E 0(3,3) é um germe finita-
mente determinado de corank 1, quase-homogêneo com pesos uh, w2 , w3  e seja d 
o grau de g . Então 

rnou(v,i(f))) = (d-w3)(d-2w3)  A  (d-w3)(d-2w3)  
tui.w3 	W2 .W3 

miCf(Elilef))) = E2. 1-13  (gL - )n2k 1 ___.i.,,,,;(d,d_dk)± (2). 	 i=1 
(d-w3)(d-2w3)  A  (d-w3)(d-2w3) 	ri•w2.w3+1”_,(d-iw3))  

W .W3 	 102.W3 tal .1.02.2/23 

Demonstração: (1). Na demostração do Teorema 5.2.5 obtivemos a seguinte 
igualdade 

03 
ino(f (21'1 (f))) = dimc (11,1(A P o f) 

onde /1,1(f) é o ideal que define a curva cuspidal E1,1(f) e p é uma projeção 
genérica linear. Como 

obtemos 

03  
mo& (E1'1(f))) = cariz c (ça2 ax by  cg) .  

Então temos os seguintes casos: 
Se to, < tu2 , a parte inicial do ideal (2, 1;025, az + by+ cg), que é semi 

192  n 

quase- 
homogéneo é 	ai  , az), para a O. Portanto 

rno(f(Ei,i(f))) 	(d— w3 )(d—  2w3) 
W2. W3 

Se w2  < tu, parte inicial do ideal (2, EL az + by + cg) que é semi quase-
homogêneo é (2, g2;1, by), para b O. Portanto, 

11'1(f) = ( . gag  ,I2g  )7 
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(d — w3)(d —.2w3) 
mo (f (Ela  CM) = ,„, wi.w3  

Juntando estas duas igualdades obtemos o resultado. 
(2). Para encontrar a multiplicidade polar de mi  (f (E1,1(f))) usaremos a relação 

do Teorema 5.2.5, isto é, 

it(E 1'1  (f))) + mo (f (E1'1(f))) — 1  = 	(f (El' 1(f))) + #As 

pois segundo esta relação basta encontrar o número de Milnor da curva cus-
pidal El-1(f) e o número de svvallowtail de f. Mas segundo os resultados de 
Gert-Martin e Hamm ([15]) e Marar-Montaldi-Ruas ([25]) estes números são da-
dos por: 

2 3 	2 
dk  

ii(E1'1(A) = E114  -1) ll ( d• — 4' 'j=1 :=1 	k=1,Mj 2  

onde dl  = d — w3  e d2  = d — 2w3, 

#113 = 	w32  113 (--  101•202 i=1  W3 

e 
W2 5 d 
	3  w3  

Portanto, sobstituindo estes números e o item anterior na relação acima obtemos 
o resultado. 

7.4 Fórmulas para multiplicidades polares 

de f (M(f !E(f))) 

Nesta seção obtemos uma fórmula que relaciona as multiplicidules polares mo  e 
m1  de f (D(f jE(f))) em termos dos pesos e graus de f. 
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Em virtude de termos que usar duas projeções diferentes, uma para definir 
D(fIE(f)) e outra para definir as variedades polares' , não foi possível encontrar 
fórmulas independentes para cada multiplicidade, mais obtemos a diferência das 
multiplicidades polares mo  e ml. Antes de dar esta fórmula daremos um corolário 
do Teorema 5.2.4. 

Corolário 7.4.1. Seja f E 0(3,3) um germe de corank 1. Então 

2in1(X)— 2tn0(X) = —3#A3  6#A1 + p(D2(f jE(f))) — 1, 

onde X = f(D12.(flE(f))) 

Demonstração: Para provar este corolário basta usar a Proposição A.0.4 do 
apêndice. 

Com esta relação, as fórmulas dadas por Marar-Montaldi-Ruas ([25]) e a 
fórmula p(D2(flE(f))) =1+ ("3)(tud-3w2witc3)2W-3"3)  (3d (8w3+wi+w2)) de Houston 
([19]) obtemos a seguinte relação: 

2m1(X) — 2m0(X). rrs 
	

ilV3)  
3 	liV3 ( 1111 1112 — 921)3) — d(d — 6w3)). 

w .w2.w3  
Observação 7.4.1. Se (X, O) c (Cn, O) é um germe de um espaço analítico de 
dimensão d que é L C.I.S., então existem fórmulas para as multiplicidades polares 
calculadas como a C—codirnensõo de uma algebra associada a X , ver [131 Lema 
3.1. Portanto quando os tipos estáveis são 11(2.1.5. (que é o caso dos tipos na 
fonte para germes de corank 1) as fórmulas das multiplicidades polares do dadas 
em [131. • 

7.5 Equisingularidade para germes 
quase-homogêneos 

Podemos usar as relações dos teoremas anteriores e o Teorema 5.4.1 para obter-
mos o seguinte teorema sobre a Whitney equisingularidade para germes quase- 
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homogêneos. 

Teorema 7.5.1. Suponhamos que f E 0(3,3) é um germe finitamente deter-
minado quase-homogêneo de corank 1 e seja F = (t, ft ) um desdobramento bom 
a 1—parâmetro. Entclo F é Whitney equisingular ao longo de T se, e somente 
se, m1(A(ft)) 	máz {w ,w2} i .1  — 

— (d-2w3)(d-ws) ISE( f
t
)) 	(d-wi--w3)-

tu2
w2

tv
-
3
ws)(d-2ws)  nb(E(ft)), 

mo  (E1,1 (ft)) 	A  (d—w3)(d--2w3)  A  (d—w3w)2t13-2w3),  Mo (ft(M(ftlE(h)))) e wiw2 	witv3 
mi(DY(ft lE(ft ))), são constantes perto da origem. 

7.6 Invariantes para germes simples de C3  C3  
Nesta seção calculamos as variedades polares absolutas dos discriminantes de ger-
mes simples de aplicações f E 0(3, 3) e suas respectivas multiplicidades polares. 

Exemplo 7.6.1. Seja f (x, y, z) = (x, y, z4  xz + yz2 ). Uma parametrização do 
discriminante de f é dada por 0(y, z) = (-4z3  — 2zy, y, —3z4  + z2y). Como f 
restrito ao conjunto de pontos críticos é uma aplicação bimeromorfa, então para 
calcular a variedade polar PI  (A (f)) de A(f) basta encontrar o conjunto de pontos 
críticos de p o denotado por E(p o O) onde p é uma projeção linear genérica de 

e, definida por p(x,y,z) = (ax + by + cz, aix + bl y + ciz), para algumas 
constantes (a, b, c, ah  b1 , ci) em C. 

Então E (p o 0) = (ai c — aci )z4  + 2 (aci — c)z2y + 12 (bi  a — b)z2  + 2 (ba 
a)y + 12 (bi  c — bci )z3  -f- 2 (bci  — bi c)zy. 

Como p é genérica, as constantes (bat — bia) e (bia — alb) são não nulas. 
Localmente o conjunto de pontos críticos de p o çb é uma curva regular em E(f). 
A imagem desta curva em A(f) é dada por " .(z) = (-2z3  ,6z2  ,-3z4 ), que é uma 
interseção completa em C definida pelo ideal 1 = (j?— z, x2  — yz), esta curva 
define a variedade polar absoluta Pl (A(f))= V (y2  — z, a? — yz) em A(f). 

A variedade polar P0 (a,(f)) é A (f) pela definição e a variedade polar P2 (A( f)) 
é vazia (ver na Figura 7.1). 

Podemos calcular agora as multiplicidades destas variedades: 
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P ( A (f) 

mo (Po ( á ( f )) = mo ( ( f =3 

mo (Pi (A (f)) = 	(A(f)) = dirric(o _za°i_mo  — 2 

rno(P2(A(n) = 7122(AW) =0 

Figura 7.1: Variedades polares absolutas da swallowtail 

Usando as fórmulas obtidas neste capítulo e as relações do capítulo 5 calcu-
lamos as multiplicidades polares dos discriminantes dos germes simples em [26]. 

Proposição 7.6.1. As multiplicidades polares de á(f), para f germe simples 
em [26], são os seguintes: 
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Forma Normal 6(f) mo(A(f)) mi(A(f)) m2(A(D) 
(x, y, z2 ) 2 1 • O O 
(x, y, z3  + (x2  + yk+1)4 3 2 2 k + 1 

(x , y , z3  + (x2y + yk-1)z) 3 2 k - 1 2k - 2 

(x, y, z3  + (x3  + y4 )z) 3 2 3 8 

(x, y, z3  + (x3  + xy3 )4 3 2 3 9 
(x, y, z3  + (x3  + y5 )z) 3 2 3 10 

(x , y, z4  + xz + yk z2) 4 3 2 O 

(x, y, z4  + (y2  + xk)z + xz2 ) 4 3 4 3 
(x, y, z5  + xz + y z2 ) 5 4 3 O 
(x, y , z5  + xz + y2  z2  + yz3) 5 4 3 O 
(x, y, z5  + xz + y z3 ) 5 4 3 O 

Demonstração: Para os germes que não são quase-homogêneos, os invariantes 
são calculados da seguinte maneira. Seja f (x, y, z) = (x, y, z4  + (y2  + xk )z+ xz2 ). 
O conjunto de pontos críticos de fé dado por 4z3  + (y2  +xk )+ 2xz, então a multi-
plicidade polar mi (A(f)) do discriminante de f é igual a dimeunom[fi2nom[in)  
onde p2  : C3  -+ C2  e pi : C2  -+ C são projeções genéricas. 

O;  Tomando pi = X e p2 = (x, y), m1 (A(f)) = dinle 0,1  ofAZ3+(y2 +X )+2n,12Z2+24 

4. 

Como 5(f) - 1 = mo ((f)) (ver no capítulo 5), 
= dime(r,y4+(yeis..,z+zo)  1 = 3. Agora usando p(E(f)) = 1 e a 

relação de Teorema 5.2.3 calculamos m2  (a.(f)) = 3. 

Da mesma maneira para calcular as multiplicidades polares da curva cuspidal 
edge f(E"(f)) dos germes na tabela acima, usamos as fórmulas obtidas neste 
capítulo e as relações do capítulo 5. 

Proposição 7.6.2. As multiplicidades polares de f (E1,1(f)), para f germe sim-
ples acima, são os seguintes: 
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Forma Normal 

(x, Y, z2) 
(x, y, z2  + (x2  + yk+i)z) 
(x,  y,  z3 ± (x2y  ± yk-1)4 

t4E1'1(f)) 	mo(f (Eu  (f))) 
_ 	— 

2 
k 	k — 1 

(f (E1'1(f))) 
— 

k + 1 

2k — 2 

(x, Y, z3  + (x3  + Az) 6 3 8 

(x, y, z3  + (x3  + zy3 )4 7 3 9 
(x, y, z3  + (z3  + y5)z) 8 3 10 
(x, y, zl̀  + xz + ykz2 ) k — 1 2 0 

2 4 3 (x, y, il  + (y2  + zk )z + xz2 ) 
(x,y, z5  + zz + yz2) 0 3 0 
(x, y, z5  + xz + y2z2  + yz3) 1 3 0 
(x,y, z5  + zz + yx2 ) 1 3 0 

Demonstração: Para os germes que não são quase-homogêneos as multiplici-

dades mo(f (El'i  (f))) e mi (f(Ei' l (f))) são calculadas da seguinte maneira. Seja 
f(x, y, z) = (x, y, z5  + zz + y2z2  + yz3). Como E1,1(f) e definido por o ideal 
(5z4  + x + 2y2z + 3yz2, 20z3  + 2y + 3yz), então p(E1,1(f)) = 1 (isto pode ser 
calculado usando a fórmula de número de Milnor para espaços analíticos que são 
I.C.I.S. dada no capítulo 2). Agora pela demonstração do Teorema 5.2.5 

03  
MO Cf (El'i  (f))) = dimc (5z4  + x + 2y2z + 3yz2, 20z3  + 2y + 3yz, y) 

= 3. 

Portanto usando a relação do Teorema 5.2.5 calculamos n1 /2 ( f (E1,1(f))) = 0. 
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7.7 Conclusão 

7.7.1 Considerações gerais 

Os invariantes são ferramentas úteis pois eles têm uma interpretação algébrica 
(que permite calculalos) e uma interpretação geométrica (que permite vizualiza-
os). Dentre as diversas abordagens existentes o uso e o cálculo de invariantes 
é uma opção cada vez mais considerada para o estudo da topologia de espaços 
analíticos complexos. 

Por tratar-se de uma área recente, a sedimentação dos conceitos sobre equi-
singularidade requer ainda pesquisa teórica para aplicações futuras. 

Com a diminuição do número de invariantes a ser calculado, o trabalho desta 
tese contribui para uma pesquisa futura sobre a classificação de germes de apli-
cações de C, O —> C3, O facilitando a comparação entre estes germes e também 
para um melhor entendimento da relação entre a topologia de deformações de 
germes e equisingularidade de espaços analíticos. 

7.7.2 Sugestões de trabalhos futuros 

As sub-áreas estudados neste trabalho, Whitney equisingularidade e trivialidade 

topológica de espaços analíticos complexos e germes de aplicações, compõe-se de 
um terreno fértil para o desenvolvimento de novos resultados. 

Para se estudar problemas semelhantes em outras dimensões, a aplicação das 
técnicas discutidas neste trabalho é fundamental, embora estas não sejam as 
únicas. Por exemplo, pode-se estudar os "números de Lê" [27] e procurar o 
relacionamento entre estes números e qualquer critério de equisingularidade. 

Pretendemos investigar os seguintes problemas: 

(1) Condições geométricas para A—determinação finito de germes de 0,0 —> 
0,0. (Ver em [9] para C2  —*C2  e [30] para O—, C) 
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(2) Condições para A— determinaçtio finita de germes quase-homogêneos de 
C ,0 —> C , O. (Ver em [10] para 0 —> C2) 

(3) Multiplicidade& polares e equisingularidade de germes de aplicações de C3 , O —> 
C ,O. 

(4) Multiplicidade& polares e equisingularidade de germes de aplicações dee , O —> 

(5) Fórmulas para as rnultiplicidades polares associadas aos germes quase-
homogêneos f : 0,0 —> C,O, f : C2 ,0 —> C 3  ,0 e f : C ,0 —> C ,0 em 
termos dos pesos e graus de f. 

(6) Estudar os números de Lê ([27]) e relacionar com alguns dos critérios de 
equisingularidade. 
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Apêndice A 

Resultados e definições algébricas 

Daremos algumas definições e resultados sobre germes de aplicações holomorfas 
e germes finitamente determinados. 

Definição A.0.1. Uma aplicação continua de espaços analíticos X eYf :X —> 
Y é chamada holomorfa se para todo xEX ehE 0y,f( x)  temos que ho f E °X,.• 

Isto significa que para qualquer aberto V 3 x contido em Y e qualquer função 
regular h E Ox,z  h o f : f'(V) —> c é regular. A aplicação f : X —> Y 
é 1?iholomorfa se f é um homeomorfismo e injetiva. A aplicação de espaços 
analíticos f : X —> Y é dita bimeromorfa se existem aplicações biholomorfas h : 
Y —> X tal que hof é a identidade em Xeg:X —> Y tal que f og é a identidade 
em Y. Se X e Y são espaços analíticos irredutiveis então f é dita bimeoromorfa 
se existem Zarisk-fechados Ac XeBc Y tal que f : (X — A) —> (Y — 13) é 
biholomorfa. 

Teorema A.0.1. Sejam f : X —> Y uma aplicação bimeromorfa e finita entre 
espaços analíticos, e 1 C Ox,z  um ideal primario para o ideal máximal, então 10x 
decompãe-se sobre Oxj- 1(y) =FIxErl(y)Ng em ideais primarios I e satzfaz a 
igualdade 

6(1) = E e(n). 
zEf-,(y) 
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Esta propriedade é importante, pois ela significa que as multiplicidade de uma 
variedade Y é igual à multiplicidade da variedade X .  se elas são bimeromorfas. 

Definição A.0.2. (Espço Reduzido): Seja X c e espaço analítico. Dizemos 
que X é um espaço analítico reduzido se o anel local Ox é reduzido, te. se  Ox 
não tem elementos nilpotentes diferentes do elemento nulo O. 

Observe que Ox é um anel reduzido se, e somente se, o ideal que define X é 
um ideal radical. 

Aneis de Cohen Macauley: Uma sequência de elementos ah  • • • , ad de um 
anel A é dita regular se o ideal I gerado por (ai, 	, ad ) é um ideal proprio de A 
e a imagem de ai em Afiai, • • • , ai_i) não é um divisor de zero para i = 1, • • • , d. 

A profundidade depth(A) do anel local A é a longitude máxima de uma se-
quência regular em seu ideal máximal m de A. 

Qualquer sequência regular máxima no ideal máxima] tem depth(A) elemen-
tos. Em geral depth(A) < dim(A). 

Quando depth(A) = dim(A), A é chamado Cohen Macaulay. 
Uma das principais caracterizações de aneis de Cohen Macaulay em termos 

de multiplicidade é a seguinte: 

Proposição A.0.1. ([8]): Suponha que Ox é um anel local Noetheri ano de cor-
po residual infinito, que é Cohen Macauley e I é um ideal em Ox  de co longitude 
finita. Então 

e(I) > doge': , 

com a igualdade se, e somente se, I pode ser gerado por uma sequência regular. 

Definição A.0.3. (Interseção completa): Um espaço analítico X c Cn de di-
mensão d é dito de interseção completa  se o ideal associado a X é gerado por 
n—d elementos. Isto significa que os geradores deste ideal formam uma sequência 
regular. 

77 



Definição A.0.4. f E 0(n, p) é um germe genérico, se .1 e um germe analítico 
proprio, E(f) é um germe de uma variedade analítica normal, e existe um Z-
aberto U não vazio tal que f : E(f) n u é uma imersão 1 — 1 e j i (f)1U é 
transversal a E l  . 

Obsevamos que todo germe f E 0(n, n) finitamente determinado com n > 2 
é genérico ([11]). 

Proposição A.0.2. ali]):  Se f E 0(n, n) é um germe genérico, então J[f] = 
I(E(f)), det(T f) é irredutivel, f :E(f) 	f(E(f)) é bimeoromorfa. 

O lema abaixo relaciona o grau de uma projeção com a multiplicidade algébrica 
e( ). 

Lema A.0.1. Seja Xd  c e uma variedade analítica e seja a projeção II : 
Xd  -4 Cd com II(x) = O e ker(II) n C(X) = {o} com II definida pelas funções 
(t1 , 	,tr ). Então m(X4) = grau(IIIXd ) = ex((ti, •••, tr)), onde x E X 

Demonstração: Ver o livro de Munford [32] pg. 121. 

Observemos que cada variedade polar satisfaz as hipóteses do lema anterior 
(Teissier [37]). 

Proposição A.0.3. Suponha que Ox é um anel local Noetheriano sobre um cor-
po infinito e I é um ideal em Ox de colongitude finita. Então existem elementos 
a1 ,..., an  em I onde n = dimOx tal que e((ab • • • ,an)) = e(I) 

Demonstração: Ver [46] pg. 294. 
As Proposições A.0.1, A.0.3, o Lema A.0.1 e o Torema A.0.1 são usados para 

trazer os cálculos da meta para cálculos da fonte e os cálculos de desdobramen-
tos versais a cálculos de germes. A proposição A.0.3 e Lema A.0.1 afirmam a 
existência de projeções onde o grau da projeção é igual à multiplicidade. 

A seguir damos uma das ferramentas principais para encontrar relações de 
invariantes para espaços analíticos que são I.C.I.S.. 
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Teorema A.0.2. (TA-Greuel): Seja X1  um espaço LC.LS. em O E C'; seja X 
também uma 1.C.LS. definida em X1  por fk  = O, e s"ejarn 	, fk_1  geradores 
do ideal que define X1  em O E Ca . Então 

p(XI , O) + p(X, O) = dimc 
(h, • • • , fk-1, J(.fi, • • • , .4)) 

Demonstração: Ver [20]. 

Corolário A.0.1. 
k-1 On 	 07, 

p(X, O) = E(-1)i±ldinic (f1, 	fk 2, j(fi,  • • , fk 2+1)) +(  1)k-El di771c j(h) .  
j=1 

Onde 	, fi definem uma LC.LS. para cada j. 

Teorema A.0.3. Seja f: (C k ,0) 	(e ,O) um germe que define uma LC.LS.. 
Então p(X0 , O) = grau(f)-1,onde o grau de f é definido por a C—codimensõo 
de 	 .(9.1)0,, denotado também por 6(f). 

Demonstração: Ver Teorema 5.12 em [22]. 

Teorema A.0.4. (Houston, [19]): Se f E 0(3,3) é um germe finitamente 
determinado de corank 1, então 

btâCf) = li(E(D) + (P(D12(.f !E(f))) + #A3 — 1) — #A1A2 — 2#A13  

Proposição A.0.4. (Houston, [19]): Se f E 0(3,3) germe finitamente deter-
minado de corank 1. Então 

P(1) 12  ef PELO)) = P(D2  (f)) + 2# A1A2  + 

Observação A.0.1. ([7]) Seja f E 0(3,3) é um germe finitamente determinado 
quase-homogêneo de corank 1. Então 

Ae 	codim(f) = PA(f). 

Com este resultado obtemos que se f E 0(3,3) é germe finitamente determinado 
quase-homogêneo, então #A3 , 9;6'11'12  e #iq são finitos. 

0„ 
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Em geral uma questão aberta é a seguinte: 
Se #A3, #442 e #A1 são finitos, então o germ.  e f E 0(3,3) é finitamente 

determinado ? 
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