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LIE GROUPS IN BANACH SPACES

SUMMARY

LUIZ FERNANDES GALANTE Adviser Prof. Dr.

Domingos Pisanelli

In this work we present the study Lie groupS'
defined in open subsets of one Banach Spaces.

The theory is developed by the method of diª
ferential equations which is based on the formulation of
Frobenius theorem due to Pisanelli [Sl.

The fundamental connexions between Lie

groups and Lie algebras, Lie subgroups and Lie subalgebras,
are presented.
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INTRODUÇÃO

O objetivo do presente trabalho é estudar os grª
pos de Lie definidos em subconjuntos abertos de um espaço de

Banach. Tais grupos de Lie pertencem ã categoria mais geral
dos grupos de Lie locais, por esta razão a abordagem é feita
quase sempre em termos de_grupos locais.

0 estudo é feito segundo o método das equações

diferenciais, o qual está estruturado basicamente na formula—

ção do teorema de Frobenius dada por D. Pisanelli em ISI.

Tal método tem a vantagem de possibilitar generº
lizações da teoria nos contextos dos espaços localmente conve—

xas e das escalas de Banach.

O presente trabalho está baseado em um curso mi—

nistrado pelo professor Dr. Domingos Pisanelli, em 1975, no

IMEUSP, e também no excelente artigo de B. Maissen [Sr.

Nos Eápítulos I, II e III, desenvolvemos o neces
sãrio sobre analiticidade e equações diferenciais em espaços
de Banach para a compreensão do que Se segue.

0 primeiro capítulo contém, em estilo exposité
rio, o mínimo sobre funções holomorfas de várias variáveis a

valores num espaço de Banach.

No capítulo II desenvolvemos & teoria das fun -
ções analíticas em espaços de Banach. seguindo o exposto em

Hille <l4l), Pisanelli (15!) e Alexander (l3l).
No capítulo III demonstramos o teorema de Frobe—

nius em espaços de Banach. A demonstração aqui apresentada, dg



vida a D. Pisanelli (ISI), é surpreendente pelo fato de exibir.
explicitamente a solução por uma série de polinômios homogêne-

os, os quais dependem somente do segundo membro da equação e

das condições iniciais.

No capítulo IV iniciamos propriamente o estudo

dos grupos de Lie via transformações infinitesimais e teorema
de Frobenius. A função egponencial e o relacionamento entre
grupos e álgebra de Lie são estudadas neste capítulo.

No capítulo V estudamos o relacionamento entre
subgrupos e subalgebras de Lie. Uma caracterização dos subgru—

pos de Lie normais conexos em termos de ideais é apresentada
no final deste capítulo.



CAPITULO I

PROPRIEDADES BÁSICAS DAS FUNÇõES HOLOMORFAS_

DE'VÃRIAS VARIÁVEIS.A

5 l — Funções holomorfas de várias variáveis

complexas a valores num espaço de Bª

nach.

DEFINIÇÃO 1.1

Dados um ponto a = (al, ..., an) 6 Cn e numeros reais

r- (1 5 j 5 n), chamaremos o conjunto;

P ? [(zl, ..., zn) € Cn / [zj — ªji <irj (1 5 j 5 n)]

de polidisco aberto de centro em a e raio r- (1.5 j S n)]

(lll, pág. 193).
;

DEFINIÇÃO 2.1

Dizemos que uma função f definida em um aberto º do

Cn a valores num espaço de Banach X é holomorfa em 9 se, co;
, respondendo a cada a = (al, ..., ªn) 6 9, existir um polidisw '

co aberto P com centro Em a e raio rj (1 $ j $ n), e uma sé

rie de potencias,



, b m ' m
ml,...,mn ) o ml...mn (al al) 1... (qn — ªn) n

absolutamente convergente em P, convergindo para f(z) ,em P.

(Ill! Pãg.l97).

Teorema 1.1 (Hartoge) ,;
Uma função f definida num aberto 9 do Cn a valores

num espaço de Banach X é holomorfa em 9 se, e somente se, for

holomorfa separadamente em cada variável.



5 2 - Fórmulas de Cauchy e Desigualdade de

Cauchy

TEOREMA 2 . ].

Seja f uma função holomorfa definida em um aberto 9

do Cn a valores num espaço de Banach Xf-Se P é um “.polidísco
- nn

' "

.fechado, com centro em w = (wl)...,wn) € C , e ralo

rj (1 5 j $ n) contido em &, tem-se:

1 *'» f(t) dt ;..àt—
a) f(z) : ___—1.7

11

XIJ
XF .

1 n.
(2U1) ;. In (tlázl)...(tn—zn)

para todo 2 # (zl,...,zn) e É, onde Fj (1 $ j $ n) é a cifcug

ferência de centro em w e raio rj.

b) Para quaisquer inteiros ml,...,mn > O_e 2 6 P, É

ám1+...+mn
xiste ;——;T--íí——ª f(z), ê holomorfa, independente da ordem

1 Í n " ' '

321...82n_

de diferenciação, e Vale a igualdade:



l...dtn
)mlf%.(tn—z

' r
m ' .rm ! - J f(t) dt

. n
' ... m $i

.

(Zwl) T1“ ”Pn (tl—zl n? n

onde rj (l 5 j < n) tem o mesmo significado anterior

pág. 221).

TEOREMA 3.1

Com as notações do teorema anterior, tem-se

| _

1
aml+-... + mn

,
m ! ... m ! ml ... mn

f(Z) $
1 ] 321 82

5
M

— '
rlml ...'rnªn

para todo 2 € P, onde M = sup lf(ti)l

t € Plx...xrn

(lll ,



5 3,— Série de Taylor

TEOREMA 4.1

Com as notações do teorema 2.1 tem—se:

f(z) = f(zl, ..,, zn) =

z ' z . 1 '( am f(z)
m m, , m m _ __mao ml+...+mn=m ml...rmn. ªzll"'ªz n (21 Wl) l...(zn wn) n

n z=w

para todo 2 e É. (lll; pág. 221).

TEOREMA 5.1

uma sequência de funções hoLomorfas den Tn ; O
.

um aberto do Cn em um espaço de Banach X. Se (fn) n'> 0 coª

verge para uma função fz'Q + X e a convergência é uniforme em
'

todo subconjunto compacto de 9, então f é holomorfa em 9.

(lll, pãg. 229).n



CAPITULO II

FUNÇõES ANALÍTICAS EM ESPAÇOS DE BANACH.

5 l — Funções G-analíáicas

Sejam X.e Y espaços de-Banach complexos e U um suª,

conjunto aberto e não vazio de X.

DEFINIÇÃO 1.2

.Dizemos que uma aplicação f: U ª-Y ê G—analítica em U

se, para cada x € U eih € X eiistir o iimite

lim f(x + ah) — f(x)
a+0 a

Tal limite, qúando existir, serã chamádo GFdifereª

cial da função f no ponto x com acréscimo h e será indicado

com uma das seguintes notações:
'

6f(x;h), 6hf(x) du ainda por f'(x).h

TEOREMA ]. . 2

Uma função f: U + Y ê G-analítica em U se, e' somente

se, para cada x e U e h 6 X, a aplicação:

(*) a e D(x;h) + f(x + ah) € Y ê holomorfa no aberto



D(x;h)= [aGC/x+ah€U]

Demonstragão

De fato, se f-ê G—analítiqa em U, então dados x e-U ,

h € X, e ao € D(x;h), temºs:

d “'
ªaa“ f(x.+ ah)]a%a

_ 0

lim, f(x + aah + gh) — f(x + aoh) =

a+0 a

== afxx.+aohfh),'

portanto a aplicação (*) ê holomorfa em D(x;h). (|l|,pãg.226)

Recíprocamente, se (*) ê holomorfa em D(x; h), temos

que existe [ª— f(x + ah)] = õf(x; h), portanto f—ê G—analí
da

.

a=0 '

tica em U.

TEOREMA 2 . 2

Uma aplicação f: U + Y ê G—analítica em U se, e sº
mente se, dados x € U e hl, ...,hn € X, a aplicação:

(*) (al"';fºn) € D(X; hl""'hn) + f(x + iªl_aíhi) e y

ê holomorfa no aberto.



« nnD(x; hl;..., en) = [(a, ...,an) € C /x + iªi aihi e U]

Demonstração

Sejam k € U, hl' ""hh 6 X, e suponhamos que f seja

G—analítica em U. Se % = (81, ..., En) € D(x; hl' ..., hn) ,

«tas*então y =-x + “Eíhí e U; portanto existe1 l
,

lim f (Y + ahi) " f (Y) : õf (y; hi) :
a+0 ,

a 4 '

.n -

—

= & f(X + ig]. aihi)
.

' i = 1, .ao, n'
Bai -

_

. (el, an>
-

Isto siginifica que a aplicação (*) é parcialmente hº

'lomorfa em D(x, hl' ,.., hn)' logo é holomorfa conforme teorgi

ma 1.1.

A recíproca ê imediata.

TEOÉEMA 3.2*'

Se f:U +Y ê G-analítica em,U então para cada x fixo

em U a aplicação h e X + 6f(x; h) e Y 5 linear.

.Demonstragão

Sejam X E U e_hl, h2 € X. Pelo teorema 2.2 a 'aplicª



(al,a2) € D(x; hl, hz) + f(xfalh +a2h2) e Y ê hºl
lomorfa, logó pelo teorema 4.1 temos:

f(x + alhl + ªzhz) =

1 m f(x+a 5 + a h.) m m
= 2 z . (ª 1 1 2 2 ] (a )

1 (a )
2

m>0 ml+m2=m mllmzl da m1 3 m2 1 ' 2
1 G2

.

(010)

: f(x) + ôf(x;hl) al'+ õf(x;h2) 92 + o (I(al,a2)|)rh .onde

o (I(al,a2)[) é um infinitêsimo de ordem superior ã de

[(alfa2)l = maxí|h1|,|h2|]. -

Em particular, para ali= az = & temos

f(X + a(h1+h2)) * f(x) =

= a.[5f(x;hl) + 6f(x;h2)1 + O(Ia!) , porianto

5f(x,h1+h2) =—6f(xfh1) + 5f(x,h2)

Seja Á G C. Se A = 0 vale trivialmente a igualdª

de vôf(x;Ah1) Aôf(x;h1); se).# 0 temos:

lim f(x + a(Ahl)) — f(x)5f(x; hi)
a+0 a
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A lim f(X + a(Ahl)) — f(x)
a+0 aÃ .

*

'“ A . ôf(x; hl)

.
TEOREMA 4 . 2

Se f: U + Y ê G—analítica em U, então para cada h fi
xo em X a aplicação x e U + &f(x, h) e Y ê G—analítica em U.

Demonstração
. '-

De fàto,.dados x e U e k € X,va aplicação

(a, B>'€.D(x; h,- k) + f(x ,+ ozh + Bk) e Y

.lê holomorfe em D(x; h) k), portanto existe a derivada "mista

2,

[3 f(x+ah+sk)]'.ôsãa .a = 0

B ? O

e temos:

2

[
&

f(x + ah + Bk)] =
BBãa a = o

.

B = 0

k
= o (ôf(x; h))-



_ ll ;

DEFINIgÃo 2.2

Sejam, El' ..., En' F espaços de Banach complexos e 9

um subconjunto aberto e não vazio de E = El x ... x En'

Dizemos que uma aplicação f: 9 + F é parcialmente G—

analítica em 9 se, dados x = (xl, ..., Xn) € 9 e

(hl, h2' ..., hn) 6 E, existirem os limites:

lim f(x+ahí) — f(g i = 1, .'.., n ,
a+0

_

a ' '

onde '

—hl =W(0, o.o' h.] ...o, 0).

Tais limites, quando existirem serão indicádos por

hi.' ,

ô f(x) ou ainda porxi .

. ªif(x; hi), .= 1, 2, ..., n

Com as notações acima temos o seguinte:

TEOREMA 5.2

f: º + F é G-analítica em º se, e somente se é pa;
cialmente G—analítica em 9.
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Demonstracão

É inteiramente óbvio que se f é G-analítica então é

parcialmente G—analítica. Suponhamos f parcialmente G-analíti

ca em 9. Sejam x = (Xl' ..., Xn) e Q e h = (hl, ..., hn) € E.

Afirmamos que a aplicação:

* '
.

'
'

( ) (al,...,an) € A(x,h) + f(xl+alhl,...,xn+anhn) G F

é holomorfa no aberto.

A(x,h) = [(al,...,an) € € / (xl+alhl,...,xn+anhn) € 9]

De fato, se .e = (sl;...,e“) & A(x;h) então

y = (xl+elhl,.[l,xn+enhn) e. 9, portanto existe

/AÉ f(y;h.) . .(1 < i n) e temos:_

-6 —_.d' _X,.f(y,hi) —fãE f(y+ahi)] —

l . a = 0

8 "
(el)—-—.en)
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Isto significa que a aplicação (*) é parcialmente ho

lomorfa portanto holomorfa pelo teorema 1.1.

Segue que a aplicação

a e D + f(xl+ahl,...,xn+ahn) G F é holomorfa no aber

to D = [a 6 © / (d,...,d) e A(x,h)] e tem-se

d _ d _[55 f(xl+dhl,...,xn+dhn)] — [EE f(x+dh)) —

'
- . G=0

. .

CC=O

= ôf(k;h)w

Observação 1.2
'

1. n
'

.. . .

.

Podemos escrever h = h +...+h , entao pela llnearldª
de tem-se

, n .

ôf(x;h) = igl afxx;hl) =

IÉ1D âmÍKX;hi)1 l 1

Corolãrio 1.2

Se P: Xn + Y ê n-linear então P.ê G—analítico (n > 1)

Corolãrio 2.2

Se f: Uv+ Y ê G—analítica então a aplicação:
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(x,h) e Uxx + ôf(x;h) e Y & G—analítica.'

TEOREMA 6.2

Se (fnJ n > 0 é uma sequência de funções G—analíticas

e contínuas de U em Yle não fn converge uniformemente em » U,/
' então a função limite é G—analítica e contínua em U.

Demonstração

Designemos por f a função limite. Fixados x em U e h

fi(X+ah)) n>º/
n

em X, a sequência de funções holomorfas (_20. 1:

converge uniformemente em“ D(x;h) para a função f(x+dh) a

qual é holomorfa em virtude do teorema 5.1, portanto f é G—

analítica.
A Continuidade de f decorre do fato da mesma ser o li

. n
mite uniforme da sequência de funções contínuas (_Z fi(x))vlªº n>0/

DEFÍNIgÃO 3.2

Se f: U + Y ê G—analítica em U, definiremos por “rg

corrência & G—diferencial de ordem n de f num ponto x com

acréscimos h1""'hn e X, como segue:

1._".6 f(x,hl) - 6f(x,h1)
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aÉf(x;h ,...,hn) = 6“n[6“”lf(x;hl;;..,hn_l)]l

Definiremos também

50f(x;h) .f(x) e

õ"f(x;h) 5nf(x;h,...,h)

TEOREMA 7.2

Se f: U ? Y'ê G—analítica em U então valem as igualdª
des abaixo, para quaisquer que sejam x e U; h1"'ºhn'h 6' X.

a) 8
' n .

](w—— f(x+ .E a_h,)], = ôf(x;h.)
» ªªi lfl 1 l co,...,o> l

(1 s fi s n)

b) &n n
*

————————— f(x+ E a-h-) _
. =[

.GGIO..8U i=l l "l ]

(0,...,0)

)= 6 f(x;hl,...,hn

aº
.

0) »£-———————— f(x+,. 91h)]
Bai...8a n (O,...,O)

II
'..I-

"MS

|_;

n dn= & f(x;h) = [7—— f(x+ah)]
5 dan & = O
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Demonstração

Faremos apenas a demonstração de C); as demais são

imediatas. De acordo Com b) basta mostrar que“

n dn -

ô f(x;h) = [——H f(x+ah)]
«

, da a=0

A igualdade acima vale para n " 1. Suponhamos n > 1 e

que a'mesma seja verdadeiroªpara n - 1. Temos:

a“ f(X;h) = sh sn'l f(x;h) "

= [ª— cª'1 f(x+sh;h)] =
dB '

_ ,
B=0 .

n—l º

- º— [ dn-l f(x+8h+ah)] ] =
dB da a=0 B=0

n4l
— [ª— [ dnª f(x+(B+a)h)] ] =

dB da a=o B=0

d dn-l
— —— f(x+0h) ] =['aB don'l Jc=g s=o

a
' dn'l '

= £—— ————— f(x+Bh) ] =
dB [den'l ]

B=o

dn
[..-í f (X+Bh)]
dB B=0
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Corolãrio 3.2

Se f: U + Y ê G—analíticovem U, então, para cada x fi
' N

. nxo em U a aplicaçao (hl,...,hn) € Xn—+ & f(x,hl,...,hn) € Y

e n—linear e simétrica ( n'; 1).

Demonstragão
»: —. . .,

A simetria decorre da igualdade b) do teorema antª
rior e da igualdade das derivadas mistas. A linearidade decog

re da definição 3.2 e do teorema 3.2.

Corolãrio 4.2

Se f: U + & ê G—analítico em U então a aplicação

(Dl(X'h li. o'. ,hn) e Y
.l1,...,.hn) e U x )( x.,.x x +ôn, f(x,h

G-analítica.

Demonstragão

A aplicação acima ê obviamente G—analítica em x. Em

cada hi ê G—analítica por ser linear. O resultado decorre en
»

tão do teorema 5.2.

Observagão 2.2

Se P: Xn + Y é uma aplicação n—linear e simétrica, dg

notaremos por P.a aplicação x e X + P(x) = P (g,...,x) € Y
. _____H—ª
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TEOREMA 8.2

A aplicação P: X + Y ê Guanalítica em X e temlse para

x, h E X:

0 se m > n

ômfê(x,h) % «

n—m
_

m! P(X : hm) se ITI-$ n

Demonstração

Pela fõrmulâ binomial de Newton temos:

? (x+ah)'='P (x+ah,...,x+ah) =

.n n -

_ v

'

.

'

= pão-(P) ap P(x-n p, hp) » onde

P('xn_p,hp) = P(x,;..,x, h,...,h),' Decorre daí
' N—v—mt *_w—J.nj p

que

.

' dm
'

ôm'P(x;h) = (-—m— P(x+ah)] ' :
da a=0

n n m
= ; (P) P(xn'p, hp)f ª—— (a)?) ,p—O dam

,
a=0

donde concluímos a tese.
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TEOREMA 9,2 _(Taylor)

Se f: U + Y ê G—analítica em U, então dados 5 6 U e

p > O tais que B(€,p)<: U temuse:

f(€+h) : nãº %? &“ f(g,hf para todo h e x

Ihl < 9,

Demonstração

Seja h € X com ÍhÍ < p. Verifica-se facilmente

neste caso; D(€;h) contêm a bola unitária febhada-

D = [a e C / lul $ 1] e que, tomandoêse

r = % d(D, front. D(E,h)), & bola

B(0,l+r) está contida em D(€;h).

com

que,

A função a e D(E;h) + f(€+ah) e Y ê holomorfa, então.

pelo teorema 4.1 tem-se:

' _." l a“ n _f(€+ah) 5 _nâo HT [EEE f(€+Bh)]B;Oa _

= não à? 5“ f(g;h)an (V a e B(0,l+r)»

Faiendo & = 1 obtemos & tese.
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TEOREMA 10.2 (Fórmulas de Cauchy)

Se f: U + Y ê G—analítica então dados € e U e' D > O

tais que B(€,p)<:-U, tem—se

a)—ô“ f(€;h)= —;#5º+ªh) da
'

T

'para todo h e X com [hl < p (P é a circunferência |z|= 1)

b) a“ f(;;hí,...,hn) =.

).
.

1 f(€+ :lalhi) dal ..da
__ 2 2(Qui)?

- Il n. al . o . (ln

para quaisqner que sejam.hl,...,hn e X

n
. 'n _

Demonstragão'

&) Tal como na demonstração do teorema anterior, a

bola B = B(0,l+r) está contida em D(€;h);pelo teorema 2.1 tg
mos então:

5“ f(E;h) = [_ f(€+ah)l
' dan a=0

ºi_- f(€+ªh) da
Zni an+1



HP'

':3b“ “ * '. º—-) bçjam hl' ,nn & X çom i l Inll < 9 Veriflca se

que, neste caso, D(E, hl,...,hn) contêm o polidisco.

n . .P :((ªl'º'º'ºxu) 6,03 / lailsll-(ls 15 n)] ,

logo, pelo teorema 2.1 temos:

.n- n
6“ f(g-h h ) =[ f(E+ 2 açh )) =' l' , 'n Bal...8an i=l ]. i

(O,...O)

..dan
n _

if
f(€+ .ª a.h.) dal.
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5 2 — Desigualdades Fundamentais

TEOREMA ll . 2
Sejam f: U + Y G-analítiça e € 8 U. Suponhamos que

existam M > O e p > O tais que [f(x)[ 5 M para todo

x S.B(g,p) a U. Nestas condições temos para todo n a O.

&) (Desigualdade I)

h n[ôn f(g,h)[ < M n! (lEl) (Vh e x)

.b) (Desigualdade 11)

la“ um hn)! < M€)“ Ih lhnl .l..., l|...
(V'hlpono'hn e X).

c) (Desigualdade III)

Para cada 5 com 0 < s < P/e, existe uma constante
0

K = K(s), tal que,

[f(x) — f(x')[ < K|x-x'[ (Vx, x' e B(€,s))

_

d) (Desigualdade IV)

Se ôf(g;h) = O para todo h e X, então existe s'
com 0 < s' < D/e tal que [f(x) — f(x')[ < [x—x'[

.(Vx # X' E B(€,S'))_



.-.. 23 ..

Demonstração

a) Seja h 6 X. Se h = O a desigualdade I vale triviaª
mente. Suponhamos então h # 0. Para todo r com 0 < r < p te

h
'

_

mos lTâTI < p, portanto pelo teorema 10.2 a) tem—se:

[Lj f(€+Bv) aslón f(€;v)| = . _ s M.n! ,
.

, 2n1 T. Bn+l

onde

rh -

v = ———.
- Ih!

Sendo ôn F(g>v) homogênea vem que

[sn f(g;h)| 5 M.n! (iªi)?.Fazendo r tender a p obtg

L'mos a desigualdade I;

b) Sejam h1,...,hn € X. Se atgum dos his for zero a

desigualdade II vale trivialmente. Suponhahos então hi # 0

. p(1 $ 1 5 n). Para cada r com 0 < r < 5 , os vetores
rh. ' n

: 1 < ' º ' E _

Vi lhil
(1 x 1.5 n) teem norma <

n ,.logo i=l Ivi] < p ,

portanto do teorema 10.2 b) vem que
n

' Ea -V ) da ...da,|án f(gív ,...,V )| : j—n“ E+i—l i 1 1 n M,1 n (ZWi )n az ". “2 |

Tn al n

ou seja,
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5“ f(zzm h ) $ M.!hJI—o-Íhºl
nl,...ln r

Fazendo r tender a & obtemos & desigualdade II.
' n

0) Seja s.com 0 < 5 < %. Dados x = €+h e x' = g+h' em

'B(€,s) temos pelo teorema 9.2:

'ª_ la“ f(€;h) —.ôn f(€;h')l
n . '

(*) '

[f(x) - f(X')|$ nªl

Para cada n > 1, temos:

nla ,f(g;h)' -õnf(E;h')|

n
2_ n (k—l)ô .lk=1 'f(€;h- , (h-hí), h(“'k))| <

n n ,

_
'

_
_

& kªllô f(ª;h(k 1), <h—h'>, h(n k.))I s

n4 2 n _ . . (k—l) (n—k)
— M . fp) [h 11 [ kªllh |

|.hl .

$

(. nn | n*]. __-- M (E) lh—h |.n. S -

= ª _ . n+l g n—l
p lh h I n (o)

De (*) obtemos então:

(**) |f(x) - f(X'Hs (ngl %“ ª—T— (ã)“'1) lh—h'l =



=_K lh—h'l = K (x—X'), onde

E & nn+1 (ã)n—lK : nal p n!

d) Seja s' com 0 < s' < %. Supondo que 6f(g;h) = 0

para todo h 6 X, tem-se por.(**) do item anterior:

.

' B
n+1 , -l 'If(x) — f(x—)| s (ngz—gª—â— (ª;—>.n > lh-h |

para todo x = g+h,'x' = g+h' em B(g,s').

Tomando—se s“ suficientemente e ueno de modo, ueP,q

n+1 , _-
Z % nn' -(%—)n

1
< 1, ' obtemos

n>l ' '

if(x) - f(x')| < |h—hil = |x—x'|

para todo x“? x' 6 B(€;s')

DEFINIgÃo'4.2

Dizemos que uma aplicação P: X + Y ê um Eolinõmio n—

homogêneo se existir P € & (Xn,Y) tal que P(x) = P(xn) =

: P(x,...,x) V x e X, onde & (Xn,Y) é o espaço das aplicª
“W"h J

.. ,.._ nªçoes n—lineares Simetricas e contínuas de X em Y.
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Corolãrio 5.2

Se f: U + Y ê G—analítica e localmente limitado em U

então;

1) Para cada x fixo em Ula aplicação
.

_

n(h1,'...,hn) e x“ + 6 f(x-;h hn) e yyl'oon,

é contínuo (n ) l)L

2) Para cada x fixo em U a aplicação
.

n .

h E X + 6 f(X;h) 6 Y _

é um polinômio n-homogêneo.

'!

A demonstração decorre do corolário 3.2 e do teorema

anterior.



5 3 — Definições equivalentes de função

analítica em espaços de Banach.

DEFINIgÃO 5.2

Uma função fzuU + Y ê analítica segundo Fréchet (F-

analítica) em U se,_correspondendo & cada & e U .. existir
T € £(X.Y) tal que, para h numa vizinhança conveniente da
E

origem,

f(g;h) = f(g) + T€.h+0(|h|) _

_

onde, o (lhl) é um infinitêsimo de ordem superior & Ihl.

A aplicação T€ é única e frequentemente anotada por

f'(€).

DEFINIÇÃO 6.2

Uma aplicação f: U 4 Y ê analítica segundo Taylor (T

—ana1ítiça) em U se, f for G—analítica e continuar

DEFINIgÃO 7.2

Uma função f: U +“Y ê analítica segundo Hille (H-ana

lítica) em U se, f for G—analítica e localmente limitada.
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DEFINIgÃo 8.2

Uma função f: U + Y ê analítica segundó Weierstrass

(W—analítica) em U se, para cada € € U existirem p > 0
_ e

uma sequência ZPn)n de polinômios n—homogêneos de_x em Y
GN

.tais que:

f(€+h) # não Pn(h) , uniformemente

. para €+h e B(€,p)<: U,

TEOREMA 12.2

São equivalentes as afirmações a respeito de " uma

'aplicação f: U + Y

(D!a) f F—analítica

b) f & T—analítiça

C) f é H—analítica

d) f é W—analítica

Demonstragão

a)=91n

Sejam x e U e h € X. Por hipótese tem—se:

f(x+ah) = f(x) + TX.(ah) + O(Iahl), de onde vem que

a+o a X
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além disso é õbvio que f ê contínua.

E imediato que b) =àcn

c) =ãCD

Sejam, & 6 U, p > O e M > 0 constantes tais que

|,f(x)|5 M (v x e B(g,p) c U).

Pelos teoremas 9.2 e 10.2 &) tem—se

f(€+h) = não %!ôn f(€,h), uniformemente em

(lhl < 0] <p ). Sendo para cada n 3 0 Pn(h)'ê ªlô? f(€,h)

um polinômio n—homogêneo, segue o resultado.

d) =9a)

Sejam, & e U e h e X. Por hipótese existem 0 >“0

e uma sequência (Én)neu.de polinômios n-homogêneos de X

em Y,tais que

f(€+hy = nãº Pn(h) uniformemente em B(£,p)c U

Conforme os teoremas 6.2 e 8.2 f é G-analítiça e

contínua; além disso tem—se

a“ f(g;h) = n: Pn(h) (v n >, o, v h e x)

< p e M constantes positivos tais queSejam ºl
|f(x)|.s Mtv x e B(E,p1)c: U.)
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Temos:

1f<g+h) — f(E) '» õf(£;h)|
Ihl

$

IA !ª Z (lªL)Éfl , donde vem

que, lim lf<€+h>-f(€>-ôf(€;h>l= o !

portanto f é F—analítica em U;

Observagão 3.2
,

.

No que segue a expressão "função analítica" significª
rã que f é analítica segundo uma das definições dadas neste

parágrafo.

TEOREMÃ 13.2

Sejam, X, Y, Z espaços de Banach complexos, U C X e

U'(: Y abertos não vazios. Se f: U + U" e 9: U' + Z são analâ

ticas, então, a aplicação 9 0 f: U + Z ê analítica e tem-se:

(gof)' (5) = g'(f(€)).f'(€)

para todo & e U. (121, pág. 216)



...31-

TEOREMA 14.2 (Hartogs)

Sejam U<: X, V<1 Y abertos não vazios.“

Se f: U x V + Z ê analítica separadamente em cada variável en

tão f é analítico em U x V. (L3l, pág. 28)
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“5 4 — O teorema da função inversa

TEOREMA 15.2

Sejam, U ÇZX aberto com 0 e U e f: U + X analítica em

U com f(O) = O e f'(0) = IX .

Existem vizinhanças abertas V e'W da origem do X tais
_ que f/V: V + W é uma bijeção ahalítica com inversa analítica.

Demonstração

Sejam p > 0 e M > 0 tais que

lf(x)| 5 MW x e B(O,"p) c U) . Por hipótese

tem—se

f(h) = ri. + nªZ ?le <$ Hom)

uniformemente em B(Ofpl)'ondev0 < 01 < p.

Ponhamosvà(h) =*

para h € B(O;pl); assim temos:

»;f(Ih) =_ h + Mh) (v h e B(0,0l,-

Pelo teorema ll.2 item d), existe 5 com 0 < 5 < fi
e
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tal que | Mh)—Ã(h')| < Íh—h'í (V h # h em B(0,s). Decorre daí

que f é injetiva em B(O,s).

Consideremos & série de potências

: “ z
' n =A(z)' a0+elz n?2 anz onde aO O ,

_ _ M n' n _ ,a « l , e — —T(——) para n Z 2. Sua lnversa e dada . por1 n n. pl ; .' '

B(Z) = E b zm onde b = 1 e b = E a b ...bnal m ' 1 k ml+...+mn=k n ml mn '

1<n$k

a qual possui raio de convergência r > 0. Podemos supor sem

perda que a convergência é uniforme em B(0,r).

_Para cada n 2 l seja

P(h'h)=—14'õnf(0h h)-'' n l""f n n!
,

' l"f" n

e consideremos a sequência (Qm)
m 1 de funções analíticas —

XV

de X em X dada por
« Ql(y) = y

Q () = *ª -

' P'(Q (y)“g- Q (y))'k y
m +...+m =k n ml , mn
1 n

l<n5k

para k > 1,

Afirmamos que mªl Qm(y) converge uniformemente em

B(0,r).
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De fato temos:

|Ql(yi| = |y| = bllyll. Seja k > 1 e Suponhaúos que

k<1
|Qk41(Y)| 5 bk—l |y|

' Tem—se

Q (y) 5 E '_ P (Q “Q' k |
ml+...+mn—k.l n ml(y),i.., mn(y))Í

_

$

l<n$k

5 m +"'mn7_T]-º ª“- (Lfª |an (y)]...lQ—m (y) [” 5
l'<nx<k

' ' F1 1 n

,; . . ] k _ k
5 ( _ a b ...b ) ly — b [yl

1<nsk

Assim g(y) = mªl (Qm(yD é uma função analítica de
/ |

finida em B(O,r)- (critério de WeierStrass e teorema 6.2).

Seja W = B(0,rl) com 0 < rl < r tal que g(w)c1B(0,s)

e ponhamos V = g(W).

Mostremos que para todo y em B(O,rl) = W tem-se —.

fog (y) = y.
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De fato temos,

fog(y) = gal ?n(q(y)) =

= 2 E É =nal Pn(mlál (le(y)""'mn?l an(y))
(1)

"= É 2
'

4 '. ':' n?]. (ml—Bl....mnzl Pn(le(y)lº"lan(Y)l))
(2)

Pn(Qm: E E ' Z :nal (kzl ml+...+mn=k 1(Y)"í'fºmn(y))ª
' (3)

.- ”E zi .
.

“_ kal m +...+m =k Pn(Qm (Y)""'Qm (y)) “
. 1 n . 1_ n (4)

l<n$k

: Y

A igualdade (l) decorre da linearidade e continuidade

dos Pn, (2) e (3) decorrem da cohvergência absoluta da série
2 " ' =nal Pn(h). Quanto (4) basta notar que P1(y) y e portanto,

Pi(Qk(Y)) + âl+"'+mn=k Pn(le(y),..i,an(y)) =

l<n$k

=X _ 'P (Q (y),...,o (y)) = o
ml+...+mn—k n ml mn

1$I$1< .
'
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Sendo f/V: V a-W uma bijeção com fog = IW vem due
'

(f/V)—l = q/W, portanto o teorema estã demonstrado.

Corolãrio 6.2

Sejam, U X aberto e x 6 U. Se f: U + Y ê analíticaO

' e f'(xo) € Isom(X,Y) então; existem vizinhanças abertas V1 de

l - ".| !* n'” "
X0 e Wl de f(xo) tais que, f/vl. vl + wl e uma bijeçao anali

tica com inversa analítica.]

Demonstração

Sejam as aplicações:

T = (f'(xó))—l: Y + X; x e X.g x-xº E X ;

Y € Y
É y—f(xo) 6 Y. Ponhamos U' a(U).

(ToB) 0 f o 0-1 éA aplicação h: U' + X dada por h,

analítica e tem—se h(0) = 0, h'(0) = IX. Logo pelo teorema aº

terior existem vizinhanças abertas V1 e Wl da origem do X

tais que h/Vl: Vl + W1 ê bijeção analítica bom inverSa anali
l , _

'

(W ) e V1 — a (Vl). Sendotica. Ponhamos W' = (ToB)— ll

f/Vi : (ToB)"1 0 h o a : Ví + Wi , a, h, e (ToB) bijeções ª
nalíticas com inversas analíticas segue o resultado.



CAPITULO III

O TEOREMA DE PROBENIUS

5 l — Diferenciais com acréscimos variáveis.

. Sejam X e Y espaços de Banach complexos e U um subcog
»

junto aberto e não vazio de X..

TEOREMA 1.3

Se f: U + Y é G-analítica em U então para cadal n > 1I

a aplicação

(*) (x,hl,...,hn)—€ U x X x...x X + õnf(x;hl,...,hn3 6 Y ê

analítica.

Demonstragão
_

,

Jã Vimos-(córolãrio 5.2) que a aplicação acima é G-

analítica.

Mostremos que a mesma é localmehte limitada.

Sejam éão,h10,;..,hno) e U x X x...x X e

s = max [lhlol ,...,Ihno|] . Sendo f; U +"Y analíti
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ca em U, existem M > O e p > 0 tais que

[f(x)] SM , (Vxemgom)

A desiàualdade II (teorema 11.2) nos dã:

n .

'

n nIô f(ao,h1,...,hn>|s M (E) lhll...lhn|

(v hl""'hn 6 X).

Em partidular, para todo x e B (50,5) , temos que

B(x,g)<: B(€o,p) , então novamente a desigualdade II nos dã:

.

'

,. 2ló“ -f(x;h1,f..,hn)| s M(—6Il)n .lhll... [h
n

4

' p
(V hl'...,hn € X e X e B(Eo,'2'))n

Assim,

.

- 2n n' o n[Gn-f(x,h ,...,hn) | sªu—F;) (—2-+s)

P
.

p .V (X,h hn) e B(Eo|'2—) X ª(hlo'í) >< ... * B(hnol€)ll'o'o,

portanto (*) ê localmente limitada.

ACorolãrio 1.3

Se f: U + Y e 9: U + X são analíticas então também é

analítica a aplicação x e U + ôf(x;g(x)).
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Demonstragão.

A aplicação acima se escreve como compóstoedas aplicª
ções analíticas: x 6 U + (x,g(x)) e U X X e

(x,h) e U x X + ôf(x,h) 6 Y. 0 resultado se

que então pela regra da cadeia.

DEFINIQÃO'1.3

Sejam f: U + Y e fi: U + X (lsign)funções .analíticas

em U. Definiremos por recorrência,

fl »

..
(6“ f) (x) = ôf(x;fl(x))

“£ (£ ” 'f tf f .

(5, ...s. 1) (x) 5 ªm l..» ºf» (x)ll

Definiremos também,

f O

(('6 1x 'f > (x) n.
'

HI E. CD

[(6

Observagão 1.3

Se'n >”l, em geral não se tem

f) (x) = a“ f(x;fl(x),...,fn(x)). Adotar_e_
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mos a terminologia seguinte: para cada x € U,

ônf(x;fl(x),...,fn(x)) será chamado "C—diferencial de

ordem n da função f no ponto x com acréscimos f1(x),...;f_1(x)"

£ f
e (6 “...é 1 f) (x) será chamado "G-diferencial suceseiva de

'ordem n da função f no ponto x com acréscimos sucessivos —

£l(x),...,fn(x).

Decorre do teorema 1.3 e corolário 1.3 que as aplicª
' ções:

x € U +6n'f(x;fl(x),...,fn(xw € Y
.

e

f f '

x €1U +(ô l...8—n f) (x) € Y são analíticas em U.

'

TEOREMA 2.3

Se f: U + Y e fl; fz: U + X são analíticas em U . e
fzf .

fz) (x) = ( ô fl) (x) (V-x €“Ub então temos também,(6 1

f f f2 1?1
(5 15 ºf) (x) = (a 5 f) (x). (v x e u).

Demonstração

De fato, ,
£ £ f

(a 15 ºf) (x) ; & I(X) (ôf(x;f2(x)) =



..41_

62f(ªf()f( f-fflx, 2 x , 1 x)) + 6 (x,.ô fz) (x))ll |I

f62f(X;f (xr,f2(x» + ôf(X;(ô_2fl) (x))1

ôlf) (X)“ (VX eU)

Corolãrio 2.3

Se f: U + Y e f U + X (1.5 1.5 n) são analíticas emi:
fi ' fj '

U e, (6 -fj) (X) = (6 fi) (x) ((1 5,1,j.s n), V X E U) en

tão tem-se

f f£ £ (I(n) 'om(*) (G.“..;6'1f> (x) = (a f ...a £) (x)

(V x € U e º e Sn).

Demonstração

Basta notar que, de acordo com o teorema anterior o

19 membro de (*) é invariante pelas -
. transposições

(l,2),...,(1,n) as quais geram o grupo de permutações Sn'

TEOREMA 3 . 3

Se f: U +.Y e 9: U + X, são analíticas em U, então,pª

ra cada x e U e n a l natural, [(Bg)nf] (X) é uma soma de G-

diferenciais de ordem k de f no ponto x, com acréscimos
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r.f(ôg) lg)“(x) (1 5 i 5 k)," onde

Demonstragão

O teorema é verdadeiro para n = 1, , pois

í<69>1 fl (x) = ôf(x;gkx» = ôf(x;f(ôº>ºgl 1x)._

Suponhamos n > 1 e que o teorema seja válido para n—l,

' isto ê; que [(õg)nflg]_(x)'ê uma soma de termos do tipo,

ak f(mmg)sl g] (x),.;., (sº')Ek g) (x))
'

onde

"MWk + i 1 sl =J n-l.

Para concluir que vale para n, basta mostrar que a G—'

diferencial de ordem 1 de cada parcela, com acréscimo g(x) ê

da forma'desejada. De faro, pela observação 1.2. e pela regra

da cadeia temos:

Sk. s, .

aº“) õkf(x;[(õg) lg].(x),...,í(óg) ºlho)] =

=ôk
' s" s+1f(x;[(6g) lg) (x),...,f(6º) kg] (x), f(ôº)ºg (x)) +

ak si+1
1 f(x,..í, Hõg)"M

77

f i g] (x),...), 0 que demonstra

o teorema.
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5 2 * Desigualdade fundamental para G—diferenciais

sucessivas.

TEOREMA 4.3

Sejam f: U +_Y analítica e € 6 U. Se fi: U + X

' b.'
(1 $ i.s n) são funções analíticas em U e, M'Ml""'Mn são

constantes positivas tais que, |f(x)[ 5 M e Ifi(x)[.5 Mi -

(l-S i S-n) V x S.B(E,p)c: Ú, então temos:.

f f"
I(ô “_...6 1f) (5) l's mªp)“ M ll ..Mn

Demonstração

Provemos inibialmente que para cada k natural com

f f ' '

: Emp, 1.32)+(5k...<s ªmo e y
:

1 $ k«$ n—l a função x e Bk

satisfaz,

'f'fk
_

1 º k(*) I(ô ...6 :) (x)j s M(p) Ml...Mk

(v x e Bk)

Com efeito, se k = 1 e x e B1 =.B(£,p—%) então

B(x,%)CZ'B(€,O), logo pela desigualdade II (teorema
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11.2) tem—se:

f
.

|(5 1f)(x) = |af(x;fl(x))| $ M(%).Ml '

Suponhamos 1 < k 5 n—l e que (*) seja válida V x € Bk-,

* " . £ » " g ,.
'

.Se x € Bk+l — B(€,p (k+1)n) entao B(X'n)f“ Bk' logo pela desa

gualdade II (teºrema 11.2) temos:

.. f
A

É " fl
.

[fª k+1<6 k,..ô f)] (x)! 5

$“ [M.(ª)k M ...M ] (º) M

o - p1 k k+l =

_ n k+l .,— M.(E) Ml"'Mk+I

_isto é (*) vale para k+l.

Em particular temos,

£ £

I(ô n—l...õ 1 f)(x)[ 5 M&P—)“"l M ...M
p 1 n-l

V x € Enel = B( ,ª), então pela desigualdade II tem—

se:
f f f f f '

I(a “. .a 1 f) (g)! =!(6 “(a “”l...ô 1 f)] (5)! s
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Lema l.â

l CIX, U C.Y abertos não vazios eSejam U ?

f: Ul x U2 + £(X,Y) tal que a aplicação

(X,y,h) € Ul'x U2 x X + f(x,y)h e Y

ê analítica. Indiquemos por Py a projeção canônica de X 'x Y

e para cada h fixo em X indiquemos por fh & aplicação

(x,y) e U x U1 2 + f(x,y)h e Y.

Se para cada (x,y) € Ul X U2 fixo, a aplioação

2 +[6(h,k) e X (h,fh) 6<k,fk) py)" (x,y) e Y for simétrica ,

então, para cada (Xo'yo) 6 U1 X U2 e n % l natural, a aplicª

ção

(h l,...Ihn) e Xn P.;). [õ(hn'fhn)...ô(hl,fhl)Py] (XOIYO)Ie Y ê

n—linear simétrica e contínua.

Bemonstragão — -

,

Simetria

Fixados 'h1,...,hn em X, as aplicações

(x,y) EX ul xlU2 ?; y 6 02 e

(x,y) e 01 x UZ-fi (hi,f(x,y)hi) (lsisn)
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são analíticas, e por hipótese tem—se:

f f..
(a ifj) (x,y) = (& Jfi) (x,y) (v<x,y> e ul # UZ; lsi,jsn) ,

portanto em virtude do corolário 2.3, temos que:

£ £
(*) (ô n...ô l PY) “(x,y) é invariante por permutações

dos índices l;2,.-.,nl

Fazendo x = xo , y = Yo _em (*) concluímos que Pn ê

simétrica.

nêlinearidade

Em vista da simetria basta provar que Pn É linear na

1ª variável. Fixados então h2""'hn em X, a aplicação

(hl,fh1) (hn,fhn) .

hl E X + [5 . ...5 PY) (x0,yo) € Y se escreve —

como composta das aplicações lineares:
(hlgk) (h2,fh2) (hn,fh5)

.

e hl e x +'(hl, f(xº,yº)hl) e x x Y, logo é linear.

Continuidade

Consideremos em X x Y a norma do máximo. Sejam M > 1

e p > O tais que: lf(x,y)h| & Mlhl (V (x,y) € B(xo,yo),9)

UXU1 V h e X e sejam h ..,hn e X tais qne-lhil $ 1 ,2, ll.
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(1—5 i < n). Temos:

Ifi(x,y)| = I(hi,f(x,y)hi)l = max'flhil',|f(x,.y)hil1

.s M.]hil (v (x,y) e B<xo)yo),p»_

,le (x,y)l =. lyl S ly-yol + lyol = º,+ lyºl

(V (x,y) € B(x0,yo),p))

.
Da desigualdade fundamental (teorema 4.3) temos eg

tão:
f f

..,hn)| = lia “...s 1
[Pn (h PY) (xo,yº)| s 'l"

n
5 (p+|yol).(%) . (Mlhl)...(M |hn|) 5

< (p+|yol )v(%)n..Mn , portanto Pn é contínua.

Corolãrio 3.3

Com as notações do lema anterior temos
(h,fh) n&) Pn(h) = [($ ) PY] (xolyo) é um polanômio

n—homogêneo de X em Y.

b) |Pn(h)| s D(n-l)n_l (ªl-hl)“ (v h e 'x e n >, 1)
o



Demonstração-

a) Imediato

— 48

(h,
b).!an! = “(a

' (h',fh)
'

= H (6 )n“l

< vM.|h) n—l n—l
(———)

o

fh ](XOIYO |

(Mlhl )”1

= p (n-—l)n—l (ªâªL)n
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5 3 — Teorema de Ffobenius

DEFINIÇÃO 5.3

Sejam, A<1 X, E C.Y abertos não vazios . e

,fª A X E + E(X,Y). , Eal que a aplicação

(k,y,h) G'A X E x X.+ f(x,y)h e Y ê analítica.

Consideremos a equação diferencial (*) y'(x)k = f(x,y)k

Dizemos que (*) é completamente intecrãvel em A x E

quando, bara cada (Xo'yo) 6 A X E o sistema-

í'y' (x-)k “f(x,y)k
I(xo, yº)

ll[fz/'(Xo) y

. tem solução analítica.

O

TEOREMA 5;3 (Frobenius)

Sejam, A.: X, B : Y abertos não vazios e

f: A X E + E(X;Y) tal que a aplicação“

(x,y,h) € A x B x X + f(x,y)h e Y ê analítica.

A fim de que a equação diferencial y'(x)k = f(x,y)k

'seja'completamente integrãvel em A x B, é necessário e suficí
ente que para cada (x,yí 6 A X E a função

(h,k) e x + [ô ô Py ](x,y) e Y

seja simétrica.
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Demonstração

Necessidade

Suponhamos y'(x)k = f(x,y)k completamente integrãvel

em A X B. Dado (XO'YO) 6 A x B o sistema:

í y'(x)k = f(x,y)k
<

[ Y. (ªo) = yo

tem solução analítica; Significa que existem uma vizinhança

aberta V do X0 e uma função analítica y: V + E tal que

y'(X)k =_ f(x,y(ka e y(x0) = Yo

Pela regra da cadeia temos:

"
(h,fh) (k,fk)

y (xo)(h,k) = [6 6 Py] (xo,yo)

Sendo y"(x0)(h,k) simétrica e (Xo,yº) arbitrário .

em.

A X E concluímos o resultado.

Suficiência

Suponhamos que para cada (x,y)'e A X E a aplicação:

(h,fh) (k,fk)
+ [6 6 Py ](x,y) e Y(h,k) e xº

seja simétrica. Seja (XO'YO) G A X E e mostremos que o sig
tema:
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y'(x)k(
j

f(XIY)k

I(xo,yo)
!! *<1y(x0)

tem solução analítica;

Sejam p > Ó e M >Il tais que

|f(x,y)h|.s M|h| (V'h e x, V(x,y) é Bixo,yo),p) =,

B(xo,pg x B(yo,p) c A x B)

Conforme corolário 3.3, para cada n » 0, -

?n(h)-==ÍHT (ô ) PY) (xo,yo)

(Dl um polinômio n—homogêneo de X em Y .verificando

.' _
n—.l .

|Pn(h)| Sp íªãêl (ªªªl)n para n ; 1_'' !

_ _ n—l '

Sendorzl>l iªaàl (ª,—Lªi)n < &/ . D

para |h| <p ªg , temos pelo critério de Weierstrass que a

— - z ' £_serle não Pn(h) converge unlformemente em |h| < D.Me , de

onde vem que

_ z - » . . . . _y(xo+h) - naº Pn(h) e uma funçao analltlca deflnlda
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em |h| < pág com y(xo) = yo.

Seja

, l9 = sup[a & (0,53/le < ? => Ãzl
D

para

Mlhl|h| < 0 % .temos < 9, portanto

|Y(xo+h)-yó)| s 521 |Pn(h)| 5

Isto significa que a função y(x) está definida em

9
B (XOIP E )C: A e toma valores em B(yo,0)<: B. Mostremós que

y'(xo+h)k = f(xo+h,y(xo+h))k

9
para todo h e X com |h| < p E

De fato, pelo teorema de Taylor temos:

2 l' =. y (Xo+h)k não E? Yn+1(xo)(k,h,...,h),

: 2Sendo y(xofh) não Én(h) vem que
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n _. | _y (xo)(h,...,h) — ?n(h).n. —

(h,fh) .

: [(G )“ py (xo,yo)] , de onde concluímos

que

yn+1(xo)(k,h,..f,h) = f(ô(hlfé))nô(k'fk)Py] (Xo'yo)f

poctanto,

y'çx9+h)k : â?0_%T f(ô&hlfh))nô(kffk)Pyl (XOIYO)

Por outro lado, ainda pelo teorema de Taylor temos:

f(xo+h, y(xo+h))k = 5120 rsz' Ughfª f(x,y(xnkl x=xo

A regra da cadeia nos dã:

[ah f(x (x))k) =
x 'y x=x0

h .
' Y'(X )h

= & f(ã,g)k + 3 º Af(xo,yo)k 5

(h,y'h) . (h,y'h) (k,fk) .

= [6 fk] (Xo'yo) =[õ .Ç py] (xo'yo)

e, uma indicação trivial mostra que:
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h
[(ª )? f(x,y(x))k]

x=xo :

(hryjh) (krfk) .

= [(6 )n 5 Py]'(x0,yo)

portanto,

(hry'h) n (krfk)
f(x0+h,y<xo+h))k = g>0 %T'£(ô ) a

»

Py) (x0,yo)
/

De acordo com o teorema 3.3

(h,fh) n (k,fk)
(«S' ) 6 P:?) (xº,yo) e

(h,y' ) '(k,f )

((6 h )n 6
k Py] (xº,yo) são somas de

. (k,fk) '
.

' diferenciais defô P;) (x,y) no ponto (xo,yo) com acrés—

cimos respectivamente da forma

"(h,fh) ,

'

_[(a
_

>rl (h,fh» (Xoch> e

(h,Y'h) _
.

[(s >rl (h,y'h)] (xo,yo)

Notando—se que:

(h'fh) .[(a )r1_(h,fh)] (Xo,yo)
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(h,fh) ri=(0,[(ô ) fh] (xo,y0) =

' —(h,fh) r. . .

= (o,£<a )
1+1

py) (xo,yº) =

= (0, Pri+1 (h) (ri+l)!) =

ri= (0, y
+1

(xo) (EL,1;!Q) =

ri+1.

<h,y'h>
= [(a _ >ri_ (h,y'h)] (xo,yº) ,

conçluimos que

y'(xo+h)k = f(xo+h, y(xo+h))k, portanto

y(xo+h) é solução analítica de I(x0,yo).

Corolãrio 4.3

Com as notações do teorema anterior, suponhamos que

a equação difereúcial y'(x)k = f(x,y)k seja completamente -

integrãvel eva X E. 'Temos:



».56-

a) Para cada (Xo'Yo) 8 A X E, a solução de I (XorYo)

é única e é dada por:

1 (h,fh) ny(xo+h) = 320 E? [(5 ') PY]'(X0'Y0)

b) Se p > O e M > 1 são constantes tais que
g,:

h] (Vh e x, V(x,y) eB(xo,-o)-xB(yo,—p) : A >< B),|f(XIY)hI—5 Mó

9então y(xo+h) estã definida_para lhl < 9 E e toma valores em

B(yohp)f

Demonstragão

&) Sejam, y(x) solução de I(xo,yo) e V seu domínio mê

ximo de definição;

A regra da cadeia nos dá para cada n a 1:

n
' (h,fhi n .

y (xo)(h,...,h) É f(ô ) Py] (xo,yo) (V h € X),

portanto, pelo teorema de Taylor temos:

<h.fh> n[(6 ) PY] (XOIYO)?.J'“(1) y(xo+h) = ã>0

para todo h tal que xo+h e V, de onde concluímos a unicidª
de pois, o 2? membro de (l) sõ depende de f e de (xo,yo).
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b) A série do 2? membro de (1) é majorada por

não n! º

|h| < p 2 portanto, y(xo+h) está definida para

ep );' x0+h € B(xo, ª— por outro lado; já vimos

demonstração do teorema anterior que,

'Y'(x)k = f(xjy(x))k — (v x e B(xo'p %)) e

ueq ;

- n—l —

ª

.

' " Mo h.I "

ly<><o+h)-Y<>ls.r>%?121 iª—rlíã— (__ÁJ)" < 0

(V h e X com |h| < 0 %) de onde conclui—se que

V D B(x ,p º) e que y(x) toma valores,O “M _

B(Yo:p).

n—l '

E ,Á2_ll__“ (Elºi)“ & qual converge quando

na

em
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5 4 - Dependência das condições iniciais.

TEOREMA 6.3

Sejam, Ac: X, E C Y abertbs não vazios

.f:A x B + É(X,Y) tal que a aplicação (x,y,h) E A X E X X +

+ f(x,y)h € Y ê analítica)“ (Xo'yo) G A X E e, suponhamos

que a equação diferencial (*) y'(x)k = f(x,y)k _seja coª

pletamente integrãvel em A x B.

Se p'> O_e M > 1 são constantes tais que

|f'(x,y)h| s Mlhl (Vh e x; v(x,y)"e_B(xo,p)xB(yo,p) c A x B ,

.então existe uma constante A, a qual depende apenas de M, tal
que,

1) Se (xa',yo') € B((xo,yo),pn), a solução de (*) pg

10 ponto (xof,yo') anotado por y (x>xo',yo'), está definido -

em B(xº,pA) e toma valores em B(y0,p).

2) A aplicação

(X'Xo'rYo') evº +-Y(ero'rYo') € B(Yorp)c; Y, “,"

onde

9 ? B(xo,pA)x B(xo,pA)x B(yo,pA) e analltica.
,
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3) Para cada natural j, se (x5,yé) € B(xo,yo),pAi+l)

então y(x,xé,hà) está definido em B(XO,pAl+l); toma valores

em B(yo,pA) e além disso e analítica a aplicação:

(x,x6,y6) e ºl +'y(x,X$ryà) € B(YOIDAJ)<: Y

onde
'+1_ i+l i+l 1

º]. " B(XO,pA );X B(Xo'pA )_>< B(Yo'pA )—

Demonstragão

'

.

. '... ”l) Notemos que se (Xo'yo) e B((x0,yo).p/2) entao

|:l _Q

» . º ,.
_B((x0,yo), ) c B((xo,yo).p), logo

2
e M > 1 sao constantes

tais que

[f(x,y)hl 5M|h|
'

(Vh eX) ',

(V (X,y) € B((x$,y$hã)), portanto, conforme corolário 423 a

solução y(x,x$,yà) está definida em B(x e toma valº' 2
0,2 ºM

res em B(y;,p/2). Assim,

ÍA|y(x,X5,yg> * yol

s |y(x,X$,yg) ' Ygl + |Yo ' Yol < %.+ % = p

ZICDTomando—se_A = % vem que
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'

£B((XO,yOLpA)<: B((xo,yo),2) e para cada

. -"_.£9xo e B(xo,pA) tem se B(xo,pA)c_ B(x0, 2 M), portanto, as 5013

ções de (*) por pontos de B((xo,yó),pA)estão definidas em

B(x0,pA) e tomam valores em B(yO,D).

+ V e Q: 9 + X x X x Y, da2) As aplicaçoes P3: 91 l _

dªs Pºr P3Çh,x,y) = y,e Qíh,x,y) = (0,h)f(x,y)h), onde

ºl = B(0,pA) x B(Xo,pA) x B(yo,pA) são analíticas; logo, para

cada n > 1, a aplicação:/

(h,x,y) e Q
1

+ f(õQ)n P3] (h,x,y) 6 Y ê analítica.

Por outro lado temos:

(h,fh)
PY] (x,y).[aº 131 (mm =. f(xmh = [6

Q ô(h,fh) P'[(ÓQ)2 P3j' ZhIXIY) =6 y.

a(h,fh))2 Py] (x,y) e por indução segue=. f(

que

(h,fh))nUsº)“ P3] (h,x,y) = [(s py] (x,y)
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Temos também:

1 mm n
——'—l[(ô ) py] (x,y) s
n. _

n—l — n-l
& p lºlll___— (ªLÉL)n $ piª—l) (MA)“

n! _p n!

v (h,x,y) "6 ºr
n—l

' -1
Sendo MA < e =º ã>1 lº—H%——— (MA)n < 1, portanto a

série *

.

Z 1 (h'fh) n
' .

não HT ((6 ,) PY) (x,y) converge uniformemente
9

I

em 91, logo a função:

(h,x,y) € 91 +_y(xo+h,x,y) € B(yo,p)<: Y ê analítica,

de onde se conclui que a função:

(£,x$,y$) e'fL—>y(x,xà,yá) 6 Y ê analítica.

3) Bastá notar que pAa e M > 0 são constantes tais
que |f(x,y)h| < M.|h| (Vh e x, V(x,y) e B((xo,yº),Aª). o rg

sultado decorre então de 1) e 2).



CAPITULO IV .

GRUPOS E ÃLGEBRAS DE LIE

5 l - Preliminares sobre grupos topolõgicos e

.grupos topolõgicos locais.

DEFINIÇÃO 1.4

Um grupo topológico* é uma terna (Ó:G,T) onde, G é

um conjunto, Ó é uma operação sobre G relativamente a qual G

é um grupo e T ê uma topologia sobre G tornando contínuas as

“aplicações:

$ : G'* G + G e. x e G + x—1 e G

A continuidade das aplicações acima é equivalente à

continuidade da aplicação (x,y) G C x G + xy.l e G. Num grupo

topológico as trahslações:

x e_G ºª.a.x e G

x e Gigi x.a e G

são homeomorfismos. Em vista disso a topologia de um grupo tº
polõgico fica completamente determinada quando se conhece um

sistema fundamental de vizinhanças da unidade.
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PROPOSIÇÃO 1,4

Seja ($,G,T) um grupo topológico. A coleção B de todas

as vizinhanças abertas da unidade e de G gosa'das seguintes

propriedades:

1)

vz)

3)

4)

Sev1,v2e6+vln vze 8

Se V1 e B e x € Vl' então existe V' e B

tal que X.V'<; V1'

1Se V1 e B , existe U € 8 tal que U.U—lc; V

Se V1 e B e g 6 G, então existe V 6 E tal que

.

g.V.g—lc Vl.

Demonstração

;)

2)

3)

4)

Imediato »

.

,

Decorre da continuidade de ºx no ponto "e".

Decorre da continuidade da aplicação

(x,y) e G x G + xy"l G G no ponto (e,e)

Decorre da continuidade da aplicação

X E G + g.x.g—1 e G no ponto "e".
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TEOREMA l . 4

Seja ($,G) um grupo algébrico e Blume ooleção de pai

tes de G com as propriedades 1) a 4) da proposição anterior.

Existe uma única topologia 1 sobre G de modo que, ($,Gyr) Iê

um grupo topológico e; B é um sistema fumdamental de vizinhag

ças.abertas do elemento "e" de G.

Demonstração

Seja para cada x 6 G,

B(x) =[,W Ç G / xV<; W, para algum V e B]

B(x) tem as seguintes propriedades:

a) W 6 B(x)à>.x € W

b) Se W, W' 6 B(x)=º W 0 W' e B(x)

:

c) Se W €-B(x) e WC W'c; G, então W' 6 B(x).

d) Se w evB('x),' existe UC W tal que U e B(y) Vy e U.

Verificaremos apenas d); as demais são imediatas. SÉ

jam W 6 B(x) e V e B tal que x.Vt: W. Tomemos U = XQV

Se Y E U = x.V então x—ly e V, por 2) existe V' e 8

tal que x—ly V'Q:.V e assim y V'c: x V = U, portanto U e B(y).

Decorre que existe uma topologia T em G, tal que

V(x) = B(x) V x e G.
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Mostremos que relativamente a T é continua a aplicação

(*) (X,Y) G G x G + x.y—l € G

De fato, fixados xo e yO em G, sejam W e B(xoyo——l) -=

= V(xoyo—l) e V1 e B tais que xoy0_1 Vc: W. Por 3)

existe V2 e B tal que
—l

. V2.V2 c: Vl' donde,,

» —1 - —1
Xoyo (V2'V5)C: Xoyo Vl<1 W

'Por 4) existe V € 6 tal que3

lyo'V3'_o c; VZ' donde,

l —1 -1- —1
(xo V3).(y_o .V2 )(: Xoyo (V2.V2 ) Civ

ou seja,.
-1(xo V3).(V2.yo) c; W

: c
ª _1Ainda por 4), ex15te V4 6 B tal que yoV4yo c: V2 ,

de modo que,
-1

(xo V3)(yo V4) (: W.

0 que prova a continuidade de (*).
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Notemos que,

B C B(e) = [W C G / existe V € 8 com Vc: W),

portanto 8 é um sistema fundamental de vizinhanças abertas de

Unicidade

Seja T' outra topologia em G tal que ($,U,T) é um grª

po topológico tendo B como sistema fundamental de vizinhanças

abertas do "e". Mostremos que
,

V (X) = V (xº '
T T'

De fato,

V(x) = [Wcz G / w 3 xv para algum v e 6] c; V(x).
T _ T-

Por outro lado, se W e V(x)£> x-1 W e V(e) => exiSte
'l'| T' .

V € B-tal que x_lW D V=»x V(: W, portanto, W e VÍ(X)- Segúe

que T=T'—

DEFINIÇÃO 2.4

Num grupo topológico (©,G,T) uma vizinhança V do "e"

com a propriedade V=V
1 é chamada vizinhança simétrica do "e".

PROPOSIgÃO 2.4

Num grupo topológico (Ó,G,T), toda vizinhança do "e"
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contêm uma vizinhança simétrica do e".

Demonstração

Seja U e V(e). Da continuidade de © existem P e Q

em V(e) tais que P.Q C U. Sejam W_= P 0 Q e V = W D W-l.

Temos que V € V(e), V = V-1
, e

-v c v.v c P,Q c U.

DEFINIÇÃO 3.4

Um subgrupo algébrico ($,H) de um grupo topológico

(Ó,G,T), munido da topologia induzida será chamado subgrupo

topológico de (Ó,G,T).

PROPOSIÇÃO 3.4

“Seja ($,G,T) um grUpo topológico. Todo subgrupo.tº

pOlõgico aberto de (Ó:G,T) também é fechado.

Demonstragão

De fato,.se (Ó,H) ê um subgrupo aberto de ($,G,T),

então,
K'= U (x H / x $ H] é aberto em G e G—K = H; por

tanto, H é fechado em G.

PROPOSIºÃO 4.4

Se ($,G,T) é um grupo topológico conexo, então

G=kU
(D

1
Uk

, onde U é qualquer vizinhança do "e".
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Demonstração

Sejam U € V(e) e V € V(e) simétrica aberta com V<Z U.

Afirmamos que H,; ªªi Vk é um subgrupo aberto de (ÓJG,T). De

fato, Se x e y'€ H existem naturais ª e ª tais que 3 € Vn e

y € Vm, de modo que x,y € Vn+ª1 "H e x_lça (V—l)n = Vn C.H.

Sendo V aberto temos que V2 é aberto e por indução se

que qUe Vn é aberto V n a 1, portanto H é aberto.

O resultado segue então da proposição anterior e do.

fato de (Ó,G,T) Ser conexo, isto é,
ao ' -

_
00 k .

e=H=kk=lekckk=JlU CG, de onde vem

que

a II
xª

"Cía.

...|
(:

W.

DEFINIgÃO 4.4

Um grupo topológico local é úma duãdrupla ($,U.V,W) ,

onde W é um espaço topológico, U e V são abertos de W com

U<:.V<: W e, Ó é uma aplicação de V * V em W, verificando .as

condições:

1) Ó(U x U)c: v

2) $(x,$(y,z)) = $($(x,y),2) (V x,y,z € U)

3) Existe um elemento e € U, tal que,
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$(x,e) = $(e,x) = x (V x 6 U)'

14) Para cada X E U, existe x—1 e U, tal que Ó(x,x_ )áe

5) As aplicações $: V x V + W e x € U + x—1 e U são

*"continuas.

PROPOSIQÃO 5.4

Num grupo topológico local ($,U,V,W) Valem as . seguiª

tes propriedades:

1 la) (x“ )" =x (Ver)
-1'_- _

b) (Mx ,x) —e_ (wer)
c) O elemento "e" de 3) é único.

d) O inverso x'—1 de cada elemento x de U é único.

e) U = U—l

"1 ' n "f) Ue = (Ue) , onde Ue e a componente conexa do e

em U.

Demonstração

a) Por 4) temos'(x_l).(x—l)—l = e. Multiplicando— aº
'

_
'

—1 —1bos os membros por x a esquerda obtemos (x ) = x..

b) Utilizando a) temos:

x_l.x = (X—l).(x_1)-l = e
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c) Seja e' € U tal que x.e' = e'.x = x para todo

x € U. Temos em particular, e' = e.e' = e'.e =.e.

'd) Sejam x 6 U e x' e U tais que $(x,x') = x.x' = e.

Tem-se

x' = e,x' = (x-l.x).x' = x_l.(x.x') = x_l;e = x—1

e) Decorre trivialmente deva).
I'l-

f) Da continuidade da aplicação x € U É x"1 e U se
1

que que (Ue)- = W(Ue) ê conexo e contêm "e", portanto

_1 . .

(Ue) <; Ué.
_

Por outro lado, sendo

U ='[lU )—1]— temose e '

» _” '—1 7 "
—1

'

_' -1
Ue — [.(Ue) .] Ç (me) , portanto Ue — (Ue)

TEOREMA 2.4

Sejam; (©,G,T) um grupo topológico e W uma vizinhança

aberta do eu

Existem abertos U e V em G tais que (Ó,U,V,W) é um

grupo topológico local.

Demonstração

Da continuidade de $ existem vizinhanças abertas P e
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Q do “e" tais que P.Q C W. Tomando—se V = P n Q tem—se V.V<: W.

Sendo V vizinhança aberta do "e", novamente pela conti

nuidade de $, ekiàtem vizinhanças.abertas P' e Q' do "e" tais

que, P'.Q'c: V. Tomando—se V1 = P'rí Q' e U = Vlfl V1 temos

-que U é vizinhança aberta do "e" e U.U<: V. ; .Ç A .quãdrupla

'(Ó,U,V,W)'Verifica trivialmente as condições 1) a 5) da defini

ção 4.4, portanto é um grupo tópolõgico local.

'

PROPOSIÇÃO 6.4

Sejam, ($,G) um grupo algébrico e.W um espaço topolõgi

co contido en G.'Suponhamos que existam abertos U e V ,_em W

tais que (Ó,U,V,W) é um grupo topológico local.
Temos :

m .

a)*GU = %;à Uk ê'um subgrupo de ($,G)

b) Existe em G uma estrutura de grupo topológico, teºU

do a coleção 3 das partes abertas de.U que contêm "e" como sis
tema fundamental de vizinhanças abertas do "e".

c) Se U é conexo na topologia de W então G sérã coneU

XO.

.Demonstragão

a) Seja el & unidade de G]. = (Ó,U,V,W) e . indiquemos
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*
por (z—l) o inverso do elemento 2 € U em Gl'

Temos Z.el = 2, portanto,

Por outro lado, 2-1 é o único elemento de ($,G) tal
1

U U'

,que Q(z,z_ ) = e.
"l* ..1*Sendo $(z,(z )) = z.(z )- = e1 = e

.

vem que

.. * .. . _(z 1) = z 1, portanto U = U 1.

Dadºs x,y € GU existem naturais n e m tais que x € Un,

'y € Um, logo x,y e Un+mç1 G ex—l e-(U_l)n = UnC; G donde

se conclui a afirmaçãof
0

b) Basta moEtrar que a coleção 8 tem as propriedades —

vl) % 4) do teorema 1.4.

1) Imediato.

2) Decorre da continuidade da translação CX: U + V.

3) Decorre da continuidade da aplicação

a: U x U +'V

4) Sejam Vl € e 9 € G temos g = a1,a2..,aU; n

onde ai € U » (1 S 1.5 n).

A aplicação x € U + al.x.al
1 € W é contínua, ;“ logo
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existe A G B tal que a .A .a "lc: V1 1 l l Analogamente existel'
lA € 8 tal que a2.A CZ A1 e, por indução existe Ak e B,2 2'ª2

-l .tal que ªk'Akªªk C; Ak—l (V k ; 2).

Assim temos:

l'v
g.An.g =

-= a a A a -l a _l
1... n. n. n .O“. 1 C

c aloccan_loAn_—loan_1cooa1 :
.O. I

c) Se U é conexo na topologia de W então U é - conexo

na topologia de GÚ, segue da continuidade de ©: GU x GU + GU

que Uk ê conexo em GÚ (V k ; 1), portanto GU ê conexo-

DEFINIgÃo 5.4

Sejam G = ($,U,V,W) e G1 = ($1'Ul'vl'wl) grupos topº

lõgicos locais com unidades e e respectivamente.el
Um homeomorfismo local de G em G1 é uma aplicação coª

tínua f, definida em uma vizinhança aberta Aldo e a valores

em uma vizinhança aberta B do el, tal que



_ 74 _

1) Se x,y € A & $(XIY) € A=à>$l(f(x),f(y)) e B

2) f(©(x,y)) = $1(f(x),f(y)) para todo x,y G A tal

que $(x,y) & A

DEFINÍºÃO 6.4

Um isomorfismo local de G em G1 é um homeomorfismo f,
de uma vizinhançá aberta A do "e" em uma vizinhança aberta B

do "el verificando as condições 1) e 2) da definição antª
rior.
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5 2 — Grupos de Lie e grupos de Lie locais

em um espaço de Banach.

DEFINIÇÃO 7.4

Seja X'um
espaço de Banach sobre o corpo dos números

complexos. Um grupo de Lie local eu X é um grupo topológico

local ($,U,V,W) onde; W é um aberto de X e as aplicações

$: V x V + W e x € U + x_1 € U são analíticas.

DEFINIÇÃO 8.4

Um grupo de Lie em X-ê um grupo topológico ($,U) oª
de, U é um aberto de X e as aplicações ó: U x U + U ' e

X E U + x_1 e U são analíticas.

'Observagão 1.4

É claro que todo grupo de Lie pode ser visto como um

grupo de Lie local ($,U,V,W)'onde U = V = W..

TEOREMA 3 . 4

Sejam (©,U,V,W)<: X um grupo de Lie local _
' e

W' € Va(e) onde Vª(e) é a coleção de todas as viáinhanças ª
ª e"bertas do

Existem U*,V' € Va(e) com U'<: U, V'c: V tais que

($,U',V',W') é um grupo de Lie local.
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Demonstragão

De fato, da continuidade de ©:,V * V +'W, existem P,—

Q € Va(e) tais que P(Q C W'. Tomemos V' = P Ó Q € Va(e).

Da continuidade de $: U X U + V, existem R,S € Va(e)

tais que R.S C.V'.
lTomemos Uf = (R(W S) o (R o S)_ € Vª(e). Assim

U' Ç U, V'C: V, W'CZ W e verifica—se facilmente que a quãdrª

pia (Ó,U',V',Wª) tem as propriedades 1) a 5) da definição

5.4, portanto é um grupo topológico local.

Sendo analítiCas as aplicações Ó: V' X V' + W' e

1x € U' + x— € U' vem'que ($,U',V',W') é um grupo de Lie lg
0cal.

.

DEFINIgÃO.9.4

Sejam, X e Y espaços de Banach complexos,

G = (Ó,U,V,W)<; X'e Gl = ($l,Ul,Vl,Wl)c: Y grupos de Lie 12

|| || “el" respectivamente.cais com unidades' e e

Um homomorfismo local de G em Gl é uma aplicação anª

lítica f, definida em uma vizinhança aberta A do e a valº
res numa vizinhança aberta B do el, tal que,

1) Se x,y € A e x.y € A =>$l(f(x),f(y)) € B

2) f($(x,y)) = Ól(f(x),f(y», para todo x,y € A tal
que x.y € A.
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DEFINIÇÃO 10.4

Um isomorfismo local de G em Gl & uma bijeção analíti
ca f: A € Va(e) 4 B € Va(el) com inversa analítica, verificag

do as condições 1) e 2) acima.

( DEFINIgÃo 11.4

Sejam G = (Ó,U)<: X'e Gl = (Ó1,Ul)c: Y grupos de Lie.

Um homomorfismo de G em Gl é uma aplicação analítica f: U—*Ul-

satisfazendo a cºndição 2) da definição 9.4.

Se f for inVersível e f_1 analítica direúos que f é

um isomorfismo de G em GI“

PROPOSIgÃO 7.4

Sejam, X e Y espaços de Banach complexos,

G = ($,U,V,W)C: X um grupo de Lie local, ch; Y aberto e

T: W + Wl uma bijeção analítica com inversa analítica. Nei

tas condições,

G (T o & o (T'lx T'l) T(U) T(V) T(W))T(W) I l ,

é um grupo de Lie local em Y e T é um_isomorfismo local de G

em GT(W)'

Demonstragão'

Sendo T: W + T(W) ? Wl um homeomorfismo, “ decorre
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que T(U) , T(V) são abertos em T(W) com T(U) (: T(V) : T(W).

Pondo E: T o q> o (T"1 >< T—l) vemos Aque

€(T(V) >< T(V)C T(W) , E(T(V)>< T(4U)) C T_(V) e que valem as

demais condições de definição do grupo de Lie local para

GT(W) = (€,T(U) ,TW) ,T(W)). É inteiramente óbvio que T é um

isomorfismo local de G em G x .T(w;
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5 3 — Ãlgebras e subalgebras de Lie — Ideais.

DEFINIÇÃO 12.4

Uma álgebra de Lie é um par (X.[ ']) onde, X é um

espaço de Banach complexo e, [.] ê uma aplicação bilinear e

contínua de X x X'em X com as propriedades:

1) [x,y] =-[y,x] (V x,'y 6 X)

2) [[XrY] ,z] + [[YrZLX] + [[ZrX]rY] = º

(V x,y,z e X).

A identidade 2) é chamada "identidade de Jacobi" e a

aplicação [ ] é usualmente chamada de colchete de Lie.

DÉFINIgÃO 13.4

Seja (X,[ ]Y uma álgebra de Lie. Uma subãlgebra 'de;-

Lie de (X,[ ]) é um subespaço vetorial E de X com as proprigf

dades:

1) E é fechado em X.

2) Se ny e E então [x,y] e E.

DEFINIgÃO 14.4

Um ideal de uma álgebra de Lie (X, [,J) é um subespª

ço vetorial E de X com as propriedades:
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1) E é fechado em X.

2) [x,y] e E (V x e X, y e E).

DEFINIºÃO 15.4

Sejam X = (XÍ[ , J) e Xl = (Xl'["íl) algebrasçde Lie.

Um homomorfismo de X em Xl é um homomorfismo f: X + X]. tal

que

(*) f(fx,'y]) = [f(><),f(y)]l (V x,y E X).

Um isomorfismo de X em X ê um isomorfismo contínuo1

f: X'+ Xl. verificando a condição (*) acima.
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5 4 — Transformações infinitesimais'

DEFINIgÃo 16.4

Sejam, X um espaço de Banaeh complexo e, Uc: X aberto

não vazio.

,
mConsideremos o espaço Óetorial'H(U,X) das aplicações

analíticas em U & valores em X, Se f, q e H(U,X) colocaremos

por definição,

[f,q] = f'q — q'f.. Temos o seguinte;

PROPOSIºÃO 8.4—

[ ]: H(U,X) x H(U,X) + H(U,X) & bilinear e tem as _se

guintes propriedades:

1) Em] 'i_--[q,f], “(v m e fumo.

2) UMM] +[[qrh]ff] +[[hrf]rq] = 0:

(fo,h,q'e H(U,X)).

Demonstração

A bilinearidade da aplicação [.] e a igualdade 1) são

de verificação imediata. Mostremos que vale 2). Com efeito tg

"mos:

[[f-th] + [&th] + [[hrqu] =
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[f,q]'hfh'.[f.,q]+[q,h]'f—fãEq-,h]+[h,f]'q—q'Eh.f] ='

(f'q—q'f)'h—h'(f'q—q'f)+(q'h-h'q)'f—f'(q'h—h'q) +

+ (h'f-f'h)'q-q'(h'f—f'h) =

(fnq+f|q'_qnf_qlfv)h,hl (f'q-q'f)+(q"h+q'h'—h"q-h'q')f _

“ f'(q'h—h'q)+(h"f+h'f'-f"h-f'h)q—q'(h'f-f'h) =

DEFINIgÃO 17.4

Sejam; X um espaço de Banach complexo e U CZX aberto

não vazio.

Uma transformação infinitesimal de U é uma aplicação

L: U + GL(X) verificando as condições:

1) As aplicações (x,h) 6 U x X + L(x)h e X
v e

'

l(g,h) G-U x x + E(x)h = (L(x))- h.e x são analíti
C&S .

2) O subespaço vetorial,
I(L,U) = [Lh e H(U,X) / h e x], é fechado

relativamente ao colchete de H(U,X), isto ê ,

[Lh,Lk] e I(L,U) (v h,k & X),.
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Observagão 2.4

Na definição acima estamos indicando por Lh a aplicª
ção x € U + L(x)h € X, para cada h fixado em X.

Lema 1.4

Seja U'C X aberto. Se L: U + GL(x) é tal que as apli
cações (x,h) e U >< )( + L(x)h e ); e'(x,h) e U x x + £(x)h-e x

são analíticas então tem-se:

(*) HX) [Lh,Lk] (X)

; e' (x) (L(x)h,L(x)k)-E'(X) (L<x>k,L(x>h) -,

(5! h, 1; e x, v 'x'e U)'.

Demonstração

Por definição,

[Lh,Lk] (x) = L'(x) (L(x)k,n) - L' (x) (L(x)h,k) ',

portanto,

(1) MX) [Lh,Lk] (x.) E(x)L' (x) (L(x)k,h)—£(X)L' (x) (L(x)h,k)
.

Diferenciando ambos os membros da igualdade

£(x)L(x)h = h com acréscimo L(x)k, obtem-se:

(2) E(X)L'(x)(L(x)k,h) = -£'(X)(L(X)k,L(X)h).

Analogamente, diferenciando—se ambos os membros da

igualdade £(x)L(x)k = k com acréscimo L(x)h, obtem—se:
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'(3) E(X)L'XX)(L(x)h,k) = -E'(x)(L(X)h,L(X)k)

Substituindo (2) e (3) em (1) obtemos & igualdade (*)

TEOREMA 4 . 4

Sejam, U : X aberto, e L: U + GL(x) tal que

(x,h) e U x x + L(x)h e x e (x,h) e U x x + E(x)h e x ' são

analíticos.

As seguintes afirmações são equivalentes:

Lai-Se r,s e X =>[Lr4LSI e I(L,U); isto ê_I(L,U) e fe

chado relativamente.ao colchete de H(U,X).

b) Para cada (x,y) fixo em U x'U, a aplicação,

(hILly)E(x)h%(k,L(y)E(X)k)º +1fs
,

a Py) uçy> e x (Dl(h,k) e X

simétrica.

c) A equação y'(x)h = L(y).£(x)h é completamente iª
tegrãvel em U x U;

*Demonstragão

O teorema de Frobenius nos dã a equivalência entre b)

e c). Basta então mostrarmos a equivalência entre a) e b).

a.) :> b)

Sejam, (x,y) e v x u, (h,k) e xª, r=E(x)h e s=£(x)k.
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Por hipótese existe p € X tal que,

E(z). [Lr,LS] .(z) =p (v 2 e U)

Em particular para z=x e â=y temªse:

(*) s(x)[Lr,Ls]' (x) = E(y)[Lr,Ls] (y)

Desenvolvendo o 1? membro de (*) segundo o lema 1.4 e

o 2? membro segundo a definição 16.4 e, substituindo-se r e s

reSpectivamente por £(x)h e E(x)k obtemos:

E'<x)(h,k'> — E'(X)(k,h)l -.—L

= £(y>£L'<y><L<y)e<x)k,e(x)h) - L'<y><L<y)s(x>h,s(x>k)> , de

onde vem que,

II
*(h,L'(y)E(x)h) kk,L(y>s<'x)k)

[& .

'

& PY] (x,y)
_

= L(y)£'(X)(h,k) + L'(y)(L(y)E(X)h,E(X)k) =

= mga-(gum + L'(y)(L(y)E(X)k,E(X)h) =

õ(1<,1c1(>,r>à-:(x>k) õ(h,L(y)E(x)h) Py] (x,y)

b)'=>a)

Sejam (x,y) e U2
, (r,s) e XZ, u=L(x)r e v=L(x)s .

Por hipótese temos:
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L(y)E' (x) (u.,v) + L' (y) (My) s<x>u,E<x)7v)

= L(y)£'(x)(v,u) + L (y)(L(y)£(X)V,£(x)u), de onde vem-

que

e' (x) (u.v) — E'(x) (mi)

-= £(y)fL'(y)(L(y)E(x)v,E(x)u) - L'(y)(L(y)E(x)u,E(x)v)]

Substituindo u e v na igualdade acima respectiVameº

te por L(x)r e L(x)s, obtemos:

E'(x)(L(x)r,L(x)s) - E'(X)(L(x)s,L(X)r) "=

= g(yHL (y) (L<y).s,rl) -' L' (y) mms»
Segue pelo lema 1.4 que

g(x) [Tªrªs-WF) = uy) [Lr'LS ]<y>

Isto signifioa que a aplicação

x e U + £(x)[ Lr,LS](x) e x é coastag

te, portanto existe p e X tal que,

E(x) [Lr,Ls] (x) = p v x'e U,

de onde vem que,

ELr,Ls] (X) = L(x) p V x e U,

' logo

[LDLS] e I(L,U)
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Lie de um grupo de Lie localJ

DEFINIÇÃO 18.4

Chamaremos de transformacão infinitesimal de um grupo
'

de Lie local (m,u,v;W)c: Xtã aplicação L: U + g(x,X) dada por

L(x) = ©y(x,e).

TEOREMA 5.4

A transformação infinitesimal de um grupo de Lie lo

cal (Ó,U,V,W)c: X tem as Seguintes propriedades:

1) LÇU) c GMX)

2) As aplicações (x,h) e U x X +.L(x)n e X
' e

(x,h) e U x x + £(x)h e.x, onde £(x) = (L(x))"1 v x e U, são

analíticas.

Demonstração

1) A propriedade associativa nos dá:

a(ó(x,y),z) = à(x,$(y,2))
.

(V x,y,z € U)

Diferenciando ambos os membros da igualdade acima,—

»com relação ã variável z e acréscimo h obtemos:

(I) $y($(x,y),z)h =_$Y(X'Ó(y'2)) $y(y,2)h
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A restrição de (I) ao sunconjunto

,[(x—l,x,e) € U3'/ x e U) nos da

""i .: . "'].(1) h
% $;çx ,x)f$y(x,e).h = $;(x ,x).L(X).h

A restrição de (I) ao spconjunto

f(x,x—1,x) e U3 / x e U] nos dã:

(2>._ h = $ª,(x,e)—<P;,(IX—l,><)h = Lix).c>ª<x'l,x>.h

De (1) e (2) vemos.que para cada x e U, L(x) ê inveg

sível e que sua inversa é dada por E(X)= (L(x))—1=Óá(x—l,x).

2) Conforme corolário 2.2, a'aplicação-

'º HS(km”) , _. ,

'

(XIYIkIh) € Ó(x,y)—$X(x,y)k+$y(x,y)h e X,

onde 9 = U * U X X'x X,'ê analítica.
Também são analíticas as aplicações:

“(X,h) e U x, x + (x,e,o,h)'_e'fz e (x,h) e U >< x + (x”l,x—,o,h)

€ 9. O resultado segue então pela composição.

DEFINIÇÃO-19.4

Sejam ($,U,V,W)<: X um grupo de Lie local e L sua

transformação infinitesimal. A equação diferencial
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Z'xy)h = L(z).£(y)h será chamada "equação de Lie"

do grupo ($,U,V,W).

TEOREMA 6.4

Seja ($,U,V,W)(: X um grupo de Lie local. Se U1 e

uma vizinhança aberta e simétrica do "e" com U1.U1CZ V, eg

tão a equação de Lie de ($,U,V,W) é completamente integrãvel
X Uem U1 1.

Demonstração
'

'—

Seja (yó,zo) 6 U1 x Ul' Mostremos que o Sistema:

Z'(y)h L<z).e<y>h

I(yo,zo)
Z(yo) = 2

tem solução analítica.
—l . . »Ponhamos xº = zoyo e consideremos a aplicaçao anª

lítica
y 6 U1 É-$(xº,y) 6 U. Afirmamos que E é solução de

I(yo,zº).

De fato, €(yo)=zo e restringindo a igualdade (I) do

teorema anterior ao subconjunto



_ 90 _

[(X01Y1e) € U X'U >< U / y 8 Ul]l

obtem—se:

©ª(©(xo,Y),e)h = Ó;(XOIYT' $;(yre)h

ou seja,

L(€(y).h = E'iy)h , de onde vem'

que,

€'(y) = L(€(y)).£(y)h ; o que prova & nbssa afirmª

ção.

Corolãrio 1.4

Se ($,U,V,W) X é um grupo de Lie local e U1 é uma.

Vizinhança aberta simétrica do "e" com Ul.Ulc: U, então.

L/U : Ul + GL(x) é uma transformação infinitesimal do coªl

junto Ul'
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5 6 - Construção de um grupo de Lie local a

partir de uma transformação infinite—

simal.

TEOREMA 7.4

Sejam, 52 C. X um aberto não vazio, L uma transformação

'infinitesimal de Q e, suponhamos que exista "e" € & tal que

L(e)=I
X . Nestas condições existe um grupo de Lie local em X

com unidade e” tendo L como transformação infinitesimal.

Demonstração

Conforme teorema'4.Á, a equação diferencial (*) *

Z'(y7,h # L(z).£(y)h é completamente integrãvel em 9 x 9 . SÉ.

jam (e,e) e 9 x 9 , p,> 0 e M > 1 constantes taiS' que

|L(z).£(y).h| s M.|h| (V'h e X, v(y,z) € B((e,e)v,p) =

= B(e,p) x B(e,p) 9 x 9).

Conforme o teorema 6.3, existe A tal que,

se

(Yo')zo') € B(e,DAl+l) x B(é,pAl+l) então a solução de

(*) pelo ponto (yo',zo') anotada por z(y,y0',z '), estã defi—
O

..
“

. i+l- . W! ..x - '! xnica para y 6 Bke,pA ), toma valores em bxe,pA3), (J=0,L)_;
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além disso é analítica a aplicação:

(y,yº',zo') e & ÉZ(y,yo',zo') e B(e,p)

onde

9 = B(e,pA) * B(e,pA) x B(e,pA)

Definamos ©,w: BZQe,pA) + B(e,p) por $(x,y)=Z(y,e,x)

e w(x,y)=Z(y,x,e). E claro que Q e w são analíticos como com

pcstas de analíticas;.alêm disso tem-se ©(x,e)=x e w(x,x)ée

V x e B(e,pA).n

Tomemos, U = B(e,pA2)(W A—1(B(e,pA2), onde A é “ a

aplicação analítica

' '

_x € B(e,pA) # A(x)=w(x,e) € B(e,p) ,

V = B(e,pA) e W = B(e,p). Mostramos que ($,U,V,W) ê um grº
'po de Lie local em X com unidade “e" tendo L como transforma-

ção infinitesimal.

1) E imediato que (MU >< U) c v'e «Mv >< V) & w.

2) Sejam x,ã,â 6 U. Verifica—se facilmente que as

aplicaçoes:

y edu + <b(d>(x,;<),y) ew
:

e

Y € U * $(X,$(ã,y)) é W

são soluções de (*) pelo ponto (e,$(x,ã)); portanfo



$lx;w(í,y = ©(ç(x,í),y) V y € U e em particular

©(x,$(í.í) $($(x,ãy,í).

3) É claro que ©(x,e) = x< V x.€ U. Por outro lado

as aplicações y € U + y € V e
.

y € U + $(e,y) € V são

soluções de (*), pelo ponto (e,e), portanto temos $(e,x) = x

VX€U.

4) Seja x € U. Definamos x_1 = whole). Mostremos que

$(x,x_l) = e e que. x"1 €,U.

As aplicações y
€

U + y € W
.

e

y 6 U + $(x,$(x,y)) € W são soluções de (*) pelo ponto (e,e);

portanto ©(x,$(x;yl) = y V y € U. Em particular,

a(x,w<x,e)> = mmª ) = e.;
Por outro lado, as aplicações y € V + $(x,y) € W

..
e

y € V + W(W(x,e),y) € W são soluções de (*) pelo"
.

ponto

(x_l,e), portanto $(x,yl ; W(w(x,e),y) V y €,V. Fazendo y=e

-1)-lobtemos x = (x ,; Assim de

»

x e U = B(e,pA2)çx'A'1(B(e,p42)) => X(x)'= x'1 e B(e,pA2) =»

x € B(e,pA2), de onde vem que,v II A >< v Il

x e B(e,pA2) n A"l(B(e,p_A2.)) = U

Senão ?: V X V ª-W e w: U + U analíticos vem

que (©,U,V,W) ê'um grupo de Lie local.
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Notemos que,

$Y(X,e) = L($(X,e)).£(e) = à(x) V x 6 U e portaº

to L é a transformação infinitesimal de (ÓIU,V,W).
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5 7 — Subgrupos a um parâmetro de um grupo de-Lie »

local.

DEFINIÇÃO 20.4

Um subgrupo a um parâmetro de um grupo de Lie local

($,U,V,WÍC: X é um par (g,Ér) onde, Br é uma bola de centro

na origem do E e raio r e q é uma aplicação analítica de Br

em U com a propriedade:

g(a+B) = Ó(g(ª),q(8)) v a,8 é lar/.2

Nouemos que.g(0) = g(0+0) = Ó(g(0),g(0)), portanto

,

g(O) = e.
'

Dois subgrupos a'um parâmetro (g,Br)'e (h,Bs) def“

(Ó,U,V,W) são consideradoe idênticos quaudo hàg em alguma bg

la Bp com 0 < 9 < min [r,s].

TEOREMA 8.4.
Sejam, (Ó,U,V,W)c: X um grupo de Lie local e & €.X.

Existe um úniCo subgrupo a um parâmetro (g;Br) de (©,Ú,V,W)

tal que g'(0)=a.

Demonstração

A equação diferencial
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(*) g'(a) = L(g).a é completamente integrãvel . em

c x U pois, bara cada (a,g) € € x U a aplicação

Px) (a,g) e x. é simª(w,z) e cº + [õíwnywam ô(Z,'L(q)az)

trica.
Indiquemos po; g(a,a) a solução de (*) que passa pelo

'ponto (0,e) e C x U,ª qual podemos supor definida em uma bola

B(O,r) = Br- Afiráamos que (g,Br) é um subgrupo a um parãmg

tro de (ª,U,V,W) com g'(0) = a.

De fato, sejam a,s Br/â' As aplicações

5 € Br * 9(0+B) e U e 8 € Br + à(g(a),g(8)) 6 V são

soluções de (*).passahdo pelo ponto (0,g(a)) € € x U, portan—

Itch) g(a+B) = '<p(g(a),g(B)). V 8 BI./2 , donde

.

g(a+E) = a(g(a),g(ã)).

Assim, (g,Br) ê hm subgrupo a um parâmetro ,de

($,U,V,W) e é claro que g'(0) = L(g(0)).a = L(e).a = a

Seja'(h,Bs) um subgrupo a um parâmetro de (©,U,V,W) -

tal que h'(0) = a.

Temos:

h(d+8) : $(h(a) 'h(8)) V (118 e Bs/2 |

donde;

' .—
a

.

:h (a) — [_SE h(a+8))B=0

)
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(à; (h(a),h(s>;h'(s>18=o =

L(h(a)).az portanto h é solução de (*) passando[[

pelo ponto (O,e) e C x U, de onde concluímos que h=g numa vi
zinhança de 0 S C e assim (g,Bry = (h,Bs).

Corolãrio 2.4

(g,Br) é um subgrupo a um parâmetro de ($,U,V,W) se,

e somente se,_g é solução da equação (*) pelo ponto (O,e) e

C “ U.

TEOREMA 9.4

Sejam ($,U) um grupo de Lie em X e (g,Br) um subgrg_
&

pº a um parâmetro de ($,U). Existe uma única aplicação anal;

tica &: C + U, tal que, ê/Br=g e ª(a+B) = $(ê(a),ê($))

va,Bec.

Demonstração

Definamos &: C + U por ª(º) = (gbª-).)p onde p é um

natural tal que % € Br' A definição acima não depende de p.

De fato, se q é outro natural tal que % € Br temos.

(ª. )p = L ? = º... pq :(q p) (g(qpq)) (g(pq)) .

= («pªnº = g<g>q
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A aplicação ê ê analítica em cada Subconjunto aberto

da forma p.Br. De fato ª/pBr é & composta das aplicações ana

líticas x 6 pBr + ª e Br e g: Br + U. Sendo.c = L) p_Br con
. p peN “.

cluimos que & ê analítica em C. É óbvio que ê/Br = g,. além

disso temoszf

“(W) = < (ªf-º»? =- (ª)? (º)? =9 g P 9 p 9
P ,

= Ó(6(a),õ(6)).

unicidade: Seja_h£ E + U com as propriedades h/Egr = g ;

.
' Mew-m '= $<h(a>,h<s>)'. .

Temos :

LQ)am) = «3%»? = (mg))? =-h(a) _daí . h :

Observação 3.4

Em vista do teorema acima não há perda de generalidª

de considerar os subgrupos a um parâmetro de um grupo de Lie

definidos em C.
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S 8 — Função exponencial — grupos de Lie locaisu

canônicos.

TEOREMA 10 .4

Seja_(©,U,VLW)c: X um grupo de Lie local. se p > 0

e M'> 1 são constantes tais que [L(g).al $ M.!al (V a e X ,

V 9 € Éieíp)cz U); então eàiste úma única aplicação analíti-

ca.

' '

E: B(0, % ªº) + U com as propriedades:

.l)E(0)=e

2) E' (0) = IX

3) E(a+s)x) = E(ax).E(sx), (v (1,3 e B<40,1) c &)

Demonstração

Para cada a € Xia equação diferencial,

(Iª) g'(a) = L(g).a, é completamente integrãvel em

€ x U, A solução de (Ia) pelo ponto (Oçe) € C x U, anotado -

por g(a;a) está definida em

[2 € € / Izl. a| < p %]

Se tomarmos [gl < % % vemos que g(a;a) estã defi

nido para |z| < 2.—
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A aplicação

(a,a) €'B(0,2) >< mapª-pg) + g(a;a) e U & analítica, de

onde vem pelo teorema de Hartogs que a aplicação
E - ea e B(O,% p %) + E(a) = g(l;0) 6 U e analltica.

Convém notar que E associa a cada a e B(0,% 0 %)c: X o

.

valor do subgrupo a um parâmetro determinado por a no ponto

a=1.

Note—se ainda que, fixado 6 com [BI & 1 aa aplicações :

a'e B(0,2)t: C + g(a;Ba) € U

(1 e B(0,2)Cl € +g(ag;a) € U

são subgrupos & um parâmetro de ($,U,V,W) ambos determinados

por Ba, portanto, conforme o teorema 8.4,

g(G;Ba) ; g(aB,a) (V a com [ª! <2).

Fazendo a=1 obtemos:

“g(l,Ba) = g(B,a5

Mostremos agora que E tem as propriedades 1) a 3) ací

ma.

l) qá(a;0) = L(g(a;0)).ª;(0,0) = O segue que g(ª;0) é

constante. Sendo g(0;0) = e vem que g(a;0) = e - (V a

com Ial <2), portanto)
E(O) = g(170) = e
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2) E'(0)h = [%E E(º+8h)16=0 = [gg q<lz8h>18=0. =

a . = , :(aê g(s.h»8=0 & (o,h> h

3) Sejam a,B e B(O,%)CZ c e x e B(O,% o %) C x.

Temos:

E(©+BÍX) = g(li(a+8)x) =

g((a+B);X) = g(a;x) . g(B;X) = '

q(l;aX) . q(l,8x) = B(ag) .E(Bx)

Unicidade

Seja F: B(O,% p %) +'U analítica com as propriedades

1) a 3) acima.
1. e _ .

Dado a € B(0,5 p E)' vemos por 3) que a aplicaçao

& e B(0,2) c c % P(aa) e U é um subgrupo à um parâmetro de

(Ó,U,V,W) com

d —
.

[33 P(d,a)]a=o — [F'(aa).a]a=0

= F'(O).a = &; portanto, em vista do , teoremá

8.4 temos que:

P(da) = E(as) (V a com la|< 2) de onde vem
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E(a) = E(l,a) = F(l.a) = F(a)

DEFINIÇÃO 21.4

Sejam, ($,U,V,W)c:_x um grupo de Lie local, p > 0 e

M > 1 constantes tais que'ÍL(g)a| $ Mlal (V a e X ,

v 9 e B(e,0)<: U). .VA aplicação
'

E
'

x e B(O,% p %)<: x + g(l,x) e U

serã chamada exponencial local de (Ó,U,V,W) determinada por

D e M.

TEOREMA 11.4

Se (Ó,U)<: X é um grupo de Lie então existe uma õni

ca aplicação analítica E: X.? U com as propriedades:

1) É(0) = e

l _.2) E (O) — Ix

3) E('(a+,s)"x) = É(ax)-É(Bx) , (v x e x, v (1,5 e a:).

Demonstração

Sejam p > 0 e M > 1 constantes tais que

|L(g).a| $ Mlal (V a E X, V g 6 B(e,pí<: U).

Consideremos o exponencial local:
E

X E B(O,% p %) -+ g(1;x) 6 U, determinada por O e M.
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Definamos E: X + U como segue:

)( P ..
.

.É(x) = (E(E)) onde p e um natural tal que

l 9e B(O,'ã' P.H).%Hx

A definição acima não depende de P' pois se q é outro
'1x ' enatural tal que q € B(0,2 p M)_ temos.

x x -

E _ P = __ P( (p)) (E(qpq))

.:.-Lm: .x__q='aq
_ mpg». (E( 1ml)) . (mqn.

A aplicação É é obviamente uma extensão de E portanto

valem as propriedades 1) e 2).

É é analítico em cada sunconjunto aberto dá forma

1'9 ',
_ ._P'B(0'Í p E) com P 6 N, pOlS de escreve al como composta das

aplicações analíticas:

l 9
—) + — e B(0,5 p E) 'e

"1eE '

»

x € B(0,ª-p É) + g(l,x) e U.

Sendo X = ªgà P'B(0'% D %) vem que É é analítico em

todo X.

Sejam G,B e C e x e X.

Temos: ,

É((u+8)x) = (E;—(ªfagª)? =
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(E(ª%))p (E(E%))p = E(ax).É(Bx), portanto vale 3).

gnicidade

Seja F: X + U com as propriedades 1) a 3) acima. Dado

x € X, as aplicaçõesr

& e C + P(ax) 6 U

& € a * É(ax) € U são subgrupos a um parâmetro

de ($,U) com

(Sã-&.- F(a>_<))a___0 [%])? É(ax)la=0 = x,
*

pºrtªntº : '

conforme o teorema 8.4 temos

F(ax) = É(ax) V a e C donde» vem que

P(x) ª É(x).

DEFINIgÃo 22.4

Seja (Ó,U) um grupo de Lie. A única aplicação de X em

U com as propriedades 1) a 3) do teorema anterior Serã chamada

"funçâo expohencial do grupo de Lie (Ó,U)" e anotado por expo.
U

A condição 2) garante—nos que exp ê localmente inver
U

sível na origem de X. Sua inversa local (em e) Serã anotada

por Log.
U
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DEFINIgÃo 23.4

;Dizemos que um grupo de Lie local (©,”U,V,W) É: X e

canônico quando as condições seguintes estiverem verificados:

a) e = 0

b) L(x).x =-x (V x 6 U)

Sejam, (©,U,V,W)c:.X um grupo de Lie local canônicos,

Existe a € X era >0 tal que |a|< ra =>aa € U.

0 par (farBra) onde, Bra = B(0,rà)c2 C e

fa é a aplicação a € Bra + aa € U, é um subgrupo'a um parâme-

tro de ($,U,V,W); pois:

(
%E F (a) = a = L(ua).a

<

É f (0)'= e
a

Tais subgrupos a um parâmetro serão chamados linea“

Egg.

Do exposto acima e pelo teorema 8.4 concluímos quex

todos os subgrupos & um parâmetro de um grupo de Lie local

canônico são lineares. O teorema seguinte mostra que a recã

proca também é verdadeira.
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TEOREMA 12.4'

! É
Seja (©,U,V,W)<Z X um grupo de Lie local. Se todos os

'seus subgrupos a um parâmetro forem lineares então ($,U,V,W) e

canônico.

Demonstragão

Sejam, a € X e (fa,Bra) () subgrupo linear a um parãmg

tro determinado por &. Temos:

e = fa(0) = 0,a ='0, de onde vem que vale a condição

a) da definição.

Por outro lado, sejam x 6 U e (fxrBrX) o subgrupo li
near & um parâmetro determinado por x. Temos:

d
'

_ ; ..EE fx(q) — x — L(ax).x (V a € Brx)

Fazendo a=l vem L(x).x =x e por tanto vale b).

TEOREMA 13.4'

Todo grupo de-Lie local (ÓIU,V,W):: X ê isomorfo & um

grupo de Lie local canônico;

Demonstragão

Sejam, p > 1 e M > 1 tais que |L(g)a| $ M|a| (Va € X,

V 9 € B(e,p)CZ U).

Consideremos a exponencial local
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1 º)C X E g(l;x) 6 U.X e B(0,'ê' p M

Sendo E'(O)(= I vem que E é localmente inversível'X

com inversa analítica, isto é, existem vizinhanças wl do zº

ro em X e W' do e em U tais que,

E/Wl: Wl + W' ê analítica com inversa analítica.

Seja ($,U',V',W') o grupo de Lie local determinado

por W' conforme o teorema 3.4. Decorre da proposiçaõf 7.4

que G _1
' = (cpl,E—1(U'),E-1(V.'),E_1(W')) onde

E (W') '

$i ='Enlo $ 0 (E x E), é um grupo de Lie local em X com uni

dade el=d, localmente isomorfo & ($,U',V',W') portanto, 19

calmente isomorfo a ($,U,V,W).

Para concluir a demonstração falta mostrar
_

que

Ll(x).x = x (V x € E_1(U')), onde, L é a transformação in1

finitesimal de G._l .' E (W')

Por hipótese temos:

amy) = E'lo M (E x E) (x,y>=<E'lo <p> (E(X).E(y))

(V x,y e E_1(U'), de onde vem que,

Ll(x).x = óíy(x,e1).x =
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= (E"1J(E(x) $”(E(x).x = (E"1)'(E(x».L(E(x)>.x.
Y

«

Sendo E' (X):X = [ g(l7X+BX) =.
B=0

Q1Q
m

='( g<1+B;x)> = [L(g'(l+8;x)).x] « =
B=O

.

' B=0
(LIQ:

ªm

= L(E(x)).x vem que

Ll(X).x = (E"1 o E>'<x) = x &
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5 9 - A álgebra de Lie de um grupo de Lie local.

TEORÉMA 14.4

Sejam ($,U,V,W) um grupo de Lie local num espaço de

Banach X e L sua transformação infinitesimal.
2" A aplicação [ ]Ó: X + X dado por

,

[h,k]$ = L'(e)(k,h) - L'(e)(h,k) vdefine uma estrutg

ra de álgebra de Lie em X.

'Demonstração

Seja Ul uma Vizinhança aberta e simétrica do "e" tal

que U .U C: U. Conforme o corolário 1.4, a restrição de L ao1 l

súbconjuntole_ê uma transformação infinitesimal do aberto U1,'

portanto o subespaço I(L1,Ul)= [Lhz Ul + X/h € Xlt: H(Úl,à) é.

fechado relativamente ao colchete de H(U1,X).

Consideremos a aplicação:

6 : X + I(Ll,Ul),dado por 6(h) = Lh. Verifica-se fg_

cilmente que 9 é um isomorfismo entre os espaços vetoriais X

e I(Ll'Ul)'

Definamos [,] : X2 + X por [h,k]l = 6-%([Lh,Lk]). De
1 _

monstra—se sem dificuldade que [.]1 é bilinear e que valem as



" 110-

propriedades:

1) [11,le ='[krhh

2) [[h,k]l,rjl +[[k,r]l,hjl +[[r,h]l.,k]l = o

(V h,k,r € X).

__ Afirmamoo que
[Ajl = [.]Ó.

Com efeito temos:

LÍhrle = [ªh,Lk] . Isto significa que:

L(x).[:h,k]l $.[thLkJ (x) (V x € Ul), de onde vem

que

[h,kjl = £(x).[Lh,Lk] (x) (V x 6 U;) pondo x=e tem—

ée

[h,k]l = L'(e> (19h) — L'(e)(h,k) = [h,kJÓ

- Sendo contínuas as aplicações:

(h,k) ,e xº + L' (e) (h,k) e x e (h,k) e; xº » L' (e) (k,h) ex

vem que [ ]Ó: X2 + X é contínua, portanto, X = (X, [.]Ó) é

uma álgebra de Lie.
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DEFINIÇÃO—24.4

Se é ='(©,U,V,W)CZ X ê um grupo de Lie local, então,

a álgebra de Lie.G = (X,[ ]Ó) construida acima, será chamada

& álgebra de Lie do grupo (cp,U,V,W).

'

TEOREMA 15.4

Se dois grupos de Lie locais são isomorfos então

suas álgebras de Lie são isomorfas.

Demonstragão

Sejam, X e Y espaços de Banach oomplexos,

-

Gª($;U,V,W)C.X e Glzç©1,Ul,Vl,Wl)<: Y' grupos de Lie locais

com unidades e" e " "" respectivamente e f um isomorfismo lg .el

cal de G em Gl'

Mostraremos que f'(e) é um isomorfismo entre as ãlgg

bras de Lie X = (X,[.]$| e V= (Y,[.]ôl) '_

Por hipotese existem A e Va(é) e B e Va(el) tais—

que f: A + B é uma bijeção analítica com inversa analítica sa

tisfazendo:

f(©(x,y)) = $l(f(x).f(y)) ,“

(v x,y e A ( à(x,y) e A)



Diferenciando ambos os membros da igualdade acima ,

com relação ã variável y e com acréscimo h no ponto y=e obtg

mos:

(l) f'(x)L(x).h = Ll(f(x)).f'(e).h
' onde, L e'Ll são respectivamente as transformações infinitº
simais de G e G1;

Diferenciando ambos os membros de (1) com acréscimo

k no ponto x=e, obtemos,

(2) f"<e>(k,h> + f'<e>L'(e)(k,h$

= Lí(el).Çf'(e)k,ff(e)h).
Permutahdo—se h e k obtemosá

(3) f"(e)(h,k) + f'(e)L'(e)(h,k) =

,= Lí(e1)(f'(e)h,f'(e)kY

De (2) e (3) obtemos por suBtração:

f'(e).(L'(e)(k,h) - L'(e2(h,k) =

= Lí(el)(f'(e)k,f'(e)h) — Lí(e1)(f'(e)hff'(e)k)

ou seja,

lf'(e). [h,k]$ =_Lf'(e)k,f'(e)h] ºl

)
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Como f'(e) € Isom (X,Y) e ê contínua segue que X e V

são isomorfas.

Lema 2.4

Seja (Ó,U,V,W)<Z X um grupo de Lie local canonico.

Para cada (º,h) e X2
, a aplicação

t é ny) + £(ty)(th) 6 X onde º(y) = [t e C / ty €>UI ê solª
ção da equação diferencial

.W'Kt) = h + [y,wjó pelo ponto (0,0) 6 C x X.

. Demonstração

Pelo teorema-5.4 e pelo lema 1.4 temos:

[r,s]qb = £(z) [Dr,LS] (Z) =

= £'(z) <L<z>r,L(z>s) — £'(z) (L(z)s,L(z)r),

(V r,s e X, V 2 € U).

, Fazendo z=r=ty e s=£(ty)h onde t 8 g(y) vem:

(l) [ty,E(ty)h]Ó= E'(ty)(L(ty)(ty)LL(ty).£(ty).h) -

— E'(ty)(L(ty)E(ty)h , L(ty)(ty) =

= E'(ty)(ty,h) — £'(ty)(h,ty) .

Por outro lado diferenciando-se ambos os membros da

igualdade EÇZ).z=2 , com acréscimo h, obtemos:
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£'(z)(h,z) + E(z).h = h

Fazendo z=ty com t 6 a(y) obtemos:

(2) £'(ty)(h,ty) + E(ty)h = h

De (1) e (ZY segue que,

h + [y,E(ty)(th)]$ = £'(ty)(ty,h) + E(ty)h =

_ d
— ãE-fE(ty)(th))

Sendo E(o.y)(o,h) = E(0).0 = 0, está concluida & dg -

' monstração.

TEOREMA 16.4
!

Sejam, X, Y espaços de Banach complexos,

G = (©,U,V,W)CL X e G1 = ($l,Ul,Vl,Wl)<1 Y grupos de Lie “19

cais. Se suas álgebras de Lie X = (X, [ Jó) e V = (Y'["]©l)

são isomorfos então G e G1 são isomorfos.

Demonstração

Podemos supor sem perda que G e G]- são canônicos.

Seja T um isomorfismo de X em V. Significa que T e Isom(X,Y),

.é contínua e T[h,k]$ = [Th,Tk]?l , (V h,k 6 X).

Pelo teorema de Banach (llll, pãg.34) Segue que T é

um homeomorfismo de X em Y. Logo, existem abertos A<: U e
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B c U1 tais que T: A + B ê analítica com inversa analítica..

Afirmamos que para cada (y,h) € A x X. tem—se:

(l)
_

T.(£.(y)h) ='£l(TY).(Th)

onde E e El são respectivamente,.transformação infinitesimai

invçrsa de G e G1.

Com êfeito, sejam (y,h)_€ A x X e

º(y) = [t 8 C / t.y'€ A] = [t e.c / t.(Ty) G B] .

De acordo com o lema 2.4, a aplicação:

t 6 a(y) + El(t.(Ty))(t.(Th)) € Y é solução da

equação diferencial,

<*> w'ct3 ll Th + [Ty,w]$l

pelo ponto (0,0) e C x Y.

'Por outro lado a aplicação

t € a(yf + T(E(ty)(th) € Y também é solução de

(*) pelo ponto (0,0) e C x Y, pois,

%% PKE(ty)(th?] =

|! T (h + [y, (ty)(thn ) =

= T.h + [Ty,T(£(ty)(th)Ú e
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é claro que T.(E(0.y)(0,h) = 0

Logo,

T(s('ty'> (th) = £l(t<Ty>.) (t. (Th))(v t e Q(y)). —Fazep_

do t=l na igualdade acima obtemos a fórmula (1).

De (1) decorre imediatamente

(2) 'T(L(y)h)- = L1(Ty)'(_Th).

'

Sejam x,y e A tais que (“x,y) = x.y e A. Considere

mos as funções:,

Z€A+T$(X,Z)GY e.—'

Z G A * Ól(TX,Tz) € Y

Temos:

Í d - _dE (TÍÓ(XIZ))h —

= T-(L($(X,Z)).E(Z)h) =

(I). <
.

. .

= L (T.<b(x,z)).£l(T.z)(Th)l .

T.$(x,0) = T.x
L

d
55 $1(Tx,Tz).h =

(II) ª = Ll($1,(TX,Tz)).£l(Tz)(Th)

$1(Tx,To) = Tx
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De (I) e (II) segue que T.$(x,y)-='©1(TX,Ty), de onde

vem que T é um isomorfismo de G em Gl'
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5 10 — Construção de um grupo de Lie local canôni

co a partir de uma álgebra de Lie.

TEOREMA 17.4
Se x = (X,[J])_ê uma álgebra de Lie então existe um

grupo de'Lie local canônico em X cuja álgebra de Lie é X.

Demonstração

Para cada (y,h) E X2 consideremos a equação diferen—

cial

(*) w'(tl = ? + [h,W] , a qual é completamente integrãvel

em C x X. A solnção de'(*) pelo ponto (6,0) e a x X serã anº

tado por W(t,y)h;

Sejam p-> O e M'> l constantes tais que

hª + BMW] Slhl +Mlylo' (Vh 6 x, v we B(o,p) CX)

Pelo corolário 4.3 , w(t.y)h está definido em

[2 e a / |z|(lÉLiªle£) < e ],
D

_ “L : º_º”Se tomarmos y em El — B(0'4M) e hlem 82 BÇO,4 ) vg

mos que W(t,y)h está definida para [tl < 2.

Mostremos que para (y,h) € B1 x X a solução W(t,y)É

também está definida para [tl < 2 .. Com efeito, seja p natª
ral tal que (%) € B2 e consideremos a aplicação:

)



—119 —

t e_ ( [tl < 2) ., pw(t,y) (i;-) e x.

Temos:

.

' h%[thyHgH =.p.â-Ewçt,y)l(5) =

. - Ah
= p % + |y,w(t,y> (E” =

<

' h: h + ly, pWUÍ-zy) (E) | I .e

hIh _ = O
? W(O )(p)

»

portanto w(t,y)h = p w(t,y)(%), donde se conclui que w(t,y)h

está definida paraªt e B = B(0,2,<: ªº.
A aplicação (t,y,h? e B x B2x X e—w(t,y)h'e X é

analítica pois, o 2? membro de (*) depenàe analítioamente àe'

y e h. Logo ê analítica a aplicação

(**) (y,h) e 32 x x- + w(1,y)h e x.

Afirmamos que (**) é linear em h para cadaY—fixo em

'BZ' De fato) sejam h, h' e X, A G C, e consideremos as apl;

cações:

t e B il w(t,y)h e x

t e B fº w(t,y)h + w(t,y)h' e x.+
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Temos:

fl(0) = f2(0? = O

fí(t) = Ah + [y,fl(t)]_

fê(t) = (h+5') + [y,f2(t)]

portahto,

mdt,y)(Ah) = l.cwt.y)h

li./(till) (h+h')_= W(É,Y)h + W(tIY)h'

azendo t=l ebtemos a linearidade (**).

Seja E: 52 + £(X,X) onde para cada y 6 Bl' El(y) é a

ablicação linear dada por El(y)h'= w(l,y)h , (V h 6 X).

Afirmamos que existe 6 > O tal que

[yl < a=>E(y) € GL(X). De fato, seja E com O <'s< l

tal que B(IX,E)cí GL(X). Da analiticidade de (**) e teorema

11.2, existe 5 > 0 com 0 < 6 < º— tal que,4M

[ª(y)h-E(y')h'| < e, (V (y,h), (y',h') e X x X com

ly-y'l < 6 , lh—h'l < 6).

Em particular, |E(y)h—E(0)h| < e, (V y com |y|< 5) ;



.|.de onde vem que "£(y) * ; < e para todo y com |y| < .6.XII

Seje L: B(O,6)+ GL(X) dado por L(x) = (E(x»m1. Moª

tremos que L é uma transformação infinitesimal de B(0,5).

Com efeito, decorre da analiticidade de (*É) que a

aplicação

(y,h) € B(O,6)x. X + E(y)h € X é analítica.

Por outro lado, sendo

_ -l _ _ _ “l _Líy)h — (Ely)) h — (IX (IX g(y))) _

= âBO (IX - E(y))n.h , vem qde_ —

(y,h) e B(0;ô) % x + L(y)h e x., é analítica.

Falta verificar que I(L,B(0,ô))ê fechado 'relativª
' mente ao colchete de'H(B(O,ô),X). Para isto mostremos.que vª

*

le a igualdade

íE.(y)r,E(y)s] = £'(y),(r,s.)-E"(y)(s,r) ,

(v r,$ e x, v y 6 B(0,é)Y

Seja

xm = (w(t.y)s);,r-(W(t,y)r);,S'[W(try)rrºº(try)5]'

. onde t e B = B(0,2)C: Ç. Temos:

X'(t) =



"122"

= (s+[y,w(t,y)s]);lr—(rà-[y,w(t,y)r5J;(5-%É([w(t,y)r,w(t,y)s] ) =

[y,(W(t,y)SYªr] + [r,w(t,y)s]

- [y,(w(t,y)r)ªs] — [s,W(t,y)r] *

- [w(t,y)r,s+[y,w(t,y)s]] , ,"

[r+[Y,w(t,y)r] , w(t,y)s]

[Y,(W(t,y)5);r] + [r,w(t,y)s] -

[y,(w(t,y)r,>;,s] — [s,w(t,y)r]

- [w(t,y)r,s] - [w(tIY)rl[YIW(tIY)s] "

[r,w(t,y)s] - [[y,w(t,y)f] , w(t,y)s] :

[y,í(W(t,y)S);r-(W(t,y)r)ªs-[W(t,y)r,W(t,y)S]]]

[y,X(t)]

Isto significa que a aplicação t G B + X(t) é 5013

ção do sistema:
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íXWt) [y,X]

(I)
,

xm)

Logo X(t?=0 (V t € B) pois, a função identicamente

II O

, nula é solução de (I). Fazendo t=l obtemos:

(W(1rY)S);r—(W(t,y)r)ªs-[w(1,y)r,w(1)y)s] = 0 ,,

de onde vem que

[£(y)r,£(y)8] = £'(y)(r,S)-£'_(y)-(s,r.).

Sejam h,k € X e_y e B(O,s). Pondo—se r=L(y)h e;

ssL(y)k na igualdade acima tem—Se pelo lema 1.4:

Lh,k] = E'(y)(L(y)h.L(y)k—E'(Y)(L(y)k,L(yj)h) =

= £(y)[Lh,Lk] (y), onde [,] é o colchete de H(B(0,ô),X)
H H '

Logo,

(Ds[Lh,Lk] = Lp onde p=[h,kl,portanto, I(L.B(0,õ))
H

.

fechada relativamente a [ ] . Assim L é uma transformação —

infinitesimal do aberto B(0,ô) e é óbvio que L(O)=IX.

Pelo teorema 7.4, existe um grupo de Lie local -'
G=(Ó,U,V,W) em X com Wk: B(O,6), tendo unidade e=0 e trans

formação infinitesimal L.
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A álgebra de Lie de G é evidentemente X pois,

[h,k] = L' (e) (k,h)-—L' (e) (h,k) = [h,kl
(pl

Dado a 6 U, seja ra > O tal que |t| < ra =>ta e U .

.
Consideremos a aplicação t € Bra=B(O,ra)<: C ?? eta e U.

Temos :

fà(t) ll DJ ll D.)+ r—-v SD (+ D) L...—l ll CD + 1—1 9) Hªi
m

.

rr |___:

fa(0) II O

Logo, w(t,a).a : ta (V t € Bra' Fazendo t=l obtg

mos £(a).a=a de onde decorre imediatamente que L(a).â : &,

portanto G é CanôniCO.
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SUBGRUPOS DE UM GRUPO DE LIE

5 l . Variedades Analíticas

DEFINIÇÃO 1.5

Seja M um conjunto. Uma carta em M é uma terna ($,UjE)

onde, U é uma parte de M, E é um espaço de Banach complexo:,

e $ é uma bijeção de U em ©(U), sendo $(U) aberto em E

DEFINIÇÃO 2.5
Um atlas analítico sobre M é uma coleção de cartas A =

(Óafua' Ea)ae I satlsfazendo as condlçoes:

Ál) k.)
Uu = M

_a e I

A2) Para quaisquer ae B em I, um(Ua(N UB) ê abeg

to em Ea'

A3) Para quaisquer a e Blem I, a aplicação

ou o 5% : %(Uan “&”"wa “B)

é analítica.

- 125 —
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ggFINIgÃo 3.5
Duas cartas (©,U,E) e ($,VIF) Com Ur? V # 9 sobre um

conjúnto M são compatíveis se, $(U O V) e w(UfW V) são aber-'

tos em E e em F respectivamente e a aplicação

«pow'l : Mun V) +<z><un v).

é um difeomorfismb analítico.

DEFINIgÃO 4.5
Uúa carta (w,V,F) diz—se compativel com um atlas A =

(Óa'pa7E )oc E I se, caga carta (Óa'ua' Ea) Gvkcom Uai? V # V

for compativel com (w,V,F).

DEFINIÇÃO 5.5

Dois atlas A e A* sobre um conjunto M são compativeis

se, cada carta de um deles for compativel com o outro atlas.

Verifica—se que a relação de compatibilidade entre ª
tlas analíticos é de equivalência. A classe de equivalência

determinada por um atlas analítico eerã anotada por A

DEFINIÇÃO 6.5
Uma variedade analítica é um par (M,A) onde M é um

conjunto e A é um atlas analítico sobre M.
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Se (M,U) e (N,V) são variedades analíticas então a cº
!

leção
va ? ( (waxwg), (UQXVB>-r (EaxFB))(a,B) e ixJ

define um atlas ahalítico sobre o conjunto MXN. Assim o par
(MXN, UxV) é uma variedade analítica.

TEOREMA— 1.5.

Seja (M, Ã) uma variedade analítica. Existe uma única

topologia T sobre M de modo que, se ($,U,F) E X então U eir

e $ é um homeomorfismo de U em $(U).

Demonstração

ConSideremos a ooleção

B = [ $l(9) / n é aberto em $(U) e ($,U,E) e Ã_]

A coleção Btem as propriedades:

(1) Se p e M, então existe c-e B'tal que p E C.

(2).Se ci, c2 e B e p e clrl'ç2 então existe C3 e B ,

tal que, p e c3c cln' cz.
.

De fato, se p 6 M existe uma carta Whª) eÃ, tal

que p € U, basta então tomar C = $1(U) que teremos (1).

Sejam C1' C2 e B e p e lei C2' Podemos escrever;

C = $l(ºl) onde 9 C; $(U) é aberto e (©,U,E) e Ã ,1

c = 51622) onde 92 : IMV) é aberto e (w,v,F)' e X
,
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Pondo-se

) e c = $ªª(W>-

temos que, C3 G B e- p E C3c; GliN C3 ,.0 que verifioa (2).

De acordo oom
( 12, pãg.70) é base de uma topº

logia r em M com a_propriedade: se ($,U,F) e É então U e T e

$ é um homeomorfismo de U em o(U).

Se T' é outra topologia em M com a propriedade ci
tada então T' terã B como base de abertos e portanto T = T'.

.*
DEFINIÇÃO 7.5

Sejam (M,w) e (N,?) variedades analíticas. - Dizemos

que uma aplicação f: M + N é analítica se, para cada ? e M %

xiStirem cartas ($,U,E) e É , (w,V,F) € 7, com ? € U - e

f(U)C: V tais quela aplicação w 0 f o d—l: $(U) + w(V) ê anª.
lítica.

,

A definição acima não depende das cartas escolhidas.

DEFINIÇÃO 8.5

Seja X um espaço de Banach complexo e (M,w) uma Vª

,riedade analítica com Mc: X.

Dizemos que (M,W) é uma subvariedade anaiítica de X

se cada carta ($,ULE) € É verificar as condições:



Sl) (;)—1: (“U) + X é analítica

sz) (chªrm): E + x é injetiva, v x emm)

83) ($—1)'(x).E é fechado na topologia de X,

'DEFINIgÃo'9.5

Seja (M,W) uma subvariedade analítica de um espaço de

' Banach X. O espaço tangente a M no ponto P, anotado por TMP é

o subespaço

TMP = (m—l)'($(P)).E , onde ($,U,E) é uma

carta em P'

Verifica-se quela definição acima não depende da ca;
ta considerada em P'

TEOREMA 2.5

Sejam, X-e Y espaços de Banach complexos e U C X a

berto. Se f:.U + Y é uma aplicação ahalítica, (M,w) e (N,V) ,

são subvariedades analíticas com Mc: U, f(M)c: N C.Y
_

e

f/M: M +N e analltica, entao, MP). TMp .TNHP) Vye M

Demonstração

Sejam p e M, Ç$;U,E) e W(w,v,F) e v cartas em P e

f(P) respectivamente. Denotemos por T a aplicação:
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(© ) (àfo)) : E + TM .ª ?

Sejam h 8 TMp e w e E tal que h = T(w').

Temos:

f'(P).h = f'(P).T(w) =

= fàp) («pªwwpÇw —=

_ “1 v

.

— (fo <i> ) (MP))“, =

= (wªl o(xp o' f o .cp'l))'(q>(P>_>.w =

_ "]- v
' -1 |

.

,

- (de ) (wapnwo f o q) ) (m)).w

Como (w 6 f o (pªl) ' (MP)).W 6 F. vem que,"

Vf'(P).h G'TNf(p).
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3 2 — Subgrupos e Subãlgebras de Lie

DEFINIÇÃO 10.5

Sejam, X um espaço de Banach complexo, G =-($,G) um

.grupo de Lie em X. Um subgrupo de Lie de G é uma subvariedade

“analítica-H de X, satisfazendo as condições:

SGl) H é um subgrupo de G. (no sentido algébrico)

SG2) “As aplicações

(pz'HxH—rH e er—rx— GH

são analíticas.

.LEMA l . 5

Sejam, X—e Y espaços de Banach, G = ($,G)<: X e

G = ($1,Gl)<: Y grupos de Lie, H C G e H
1 C Gl subgrupos del
Lie. Se f: H + H é um homomorfismo algébrico, analítico em e,

então f é analítica em H.

Demonstração

Por hipõtese existem cartas_(©,U,E) em e, (w,V,F)

em el = f(e) com f(U)<: V, tais que, a aplicação:

w 0 f o Ó—l : o(U) + w(V) ê analítica.
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Seja a G H e b=f(a) e H1.
As ternas ($ 0 Ta—l, aV,E) e (w 0 Tb—l, bV,F) são

cartas em a e em b respectivamente, com f(aU) = f(a).f(U)C1bV.
Tem—se:-

l
.

(w 0 Tb—li 0 f o_(a o Taªl)-

:, (w 0 Tb-l) 0 f 0 (Tá o o_l) = w 0 f o oil

-de onde vem que o primeiro membro ê analítico e, portanto,f ê

analítica. ' '-

PROPOSIÇÃQ 1.5

Sejam G = (©,G) um grupo de Lie em X e H um subgru

po de Lie de G. Se (Ó,W,E) ê uma carta em e, então, existe um

grupo de Lie local-em E,localmente homomorfo a G por meio de

Ó_l

Demonstração

Sendo É um grupo topológico.relativamente ã tºpolg

gia definida pela sua estrutura de variedade, existem ( confor

me teorema 2.4) abertos U e V em H tais que (©,U,V,W) É um grª

po tºpológico local contido em H. Sendo $ um homeomorfismo 'de

W em à(W) vem que os subconjuntos à(U) e g(V) são abertos em

o(W). Definindo—se E'ÁÓ(V)XÓ(V) + o(W) por:

amy» = (daºº > (Ó-l(x),$_l(Y))
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.;verifica—se que Gl= (& MU) ,4>(V),<b(W)) e um grupo de Lie 19

cal em E e que <i>—l : (MW) + G ê um homomorfismó local de G

em Gl'



5 3 — A subalgebra de Lie associada a um

subgrupo de Lie.

TEOREMA 3.5

Sejam G # (Ó,G) um grupo de Lie num espaço de Banª

ch X e H um subgrupo de Lie de G_. O espaço tangente TMe é uma

subalgebra de Lie da álgebra G = (X;[ ]).

Demonstração

Conforme proposição 1.5, se ($,w,E) ê carta em "e"

então existe um grupo de Lie local Gl = (E,$(U),©(V),©(W)) em

E tal que ê—li G1 4 G é um bomomorfismo local. Verifica - se

(como no teorema 15.4) que (Ó_1)'($(e)) = T 'é um homomorfis—

mo de álgebra de Lie Ql= (Epi ] )do grupo Gl na álgebra l'de

Lie G = (X,[ ]Ó)
ao grupo G;

E

É óbvio que THe é subespaço fechado de X e além dig l

so dados h, k_e THe = T.E existem x,y E E tais que h = T(x)

k = T(y) e daí

[ h,kj© =.FT(X5 ( T(y)] = T[x,y] e TMe

E

portanto THe ê subalgebra de Lie da álgebra G.

DEFINIÇÃO 11.5

A subalgebra de Lie H = (THe,[ ]Ó) da algebra G sg

rã chamada "a álgebra de Lie de H".
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5 4. Caracterização dos subgrupos de Lie conexos

TEOREMA 4.5

Seja G = (©,G) um grupo de Lie num espaço de _Banach
X e H um subgrupo de Lie conexo de G. Existe uma bola Br =

B(o;r) em THe tal que

H.= U (exp(Br))k
k=l G

Demonstração

Seja (ó,W;E) uma carta em e € H. Pela" proposição 1.5
existe um grupo de Lie local Gl = (€1,A1,B1,Cl) em E localmeg

te homomorfo & G por meio de Ó—l. Pela proposição 7.4, sendo

Ó

ção analítica com inversa analítica de E em THe, existe um

' T = (a_l)©(el) (onde e]. é o elemento unidade de G1) uma bijg

grupo de Lie local G2 = (52,A2,B2,C2) em THe, localmente 159.

morfo a G1 por meio de Tó; Pelo teoremal3.4, G2 é localmeª

te isomorfo a um grupo de Lie local canônico G3=(©3,A3,B3,C3)

em TH por meio de exp = E .e G $
2

Assim a aplicação

_-1 -1 .
$

— $ 0 Tô o EÓ . A3 + H

é um homomorfismo de G3 em H e é também um homeomorfismo de

F

C3 em FÓ(C3)<; H. Tomando-se r >o tal que Br = B(o,r) C; A3



vem pela proposição 4.4 que

00

UH k=l
k(F (Br) )

95

Para concluir a demonstração basta provar quefkfexp
G

emB.
Sejam L elL3 as transformações infinitesimais de G

e de G3 respectivamente. Afirmamos que em Bi PÓ satisfaz a

.equação diferencial abaixo

y'(x).h = L(y).£3(x).h
y(0) '= e

Com efeito, sendo F um homomorfismo temos:
º?

F (©3(x,y)) = QUE
4)

(X) IF.Ó (y).) (vm e Br)
dª

Diferenciando ambos os membros com relação ã variª
vel y e acréscimo h no ponto y = 0 , temos:

(x o.).h = <I>'(F
3 I

Y
Y

(F )'(x).<1> (x),e).(F )'(O).h.
(? $ 4)

Notando—se que,

—1
(#

| : 'J—
, |

(FÓ) (O).h SÓ o T 0 E4) ) (O).h
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$0 Tªl)'(ez).h = (Ó—l)'(el).T .h “=

obtemos a partir de (*)

(E$)'(x).vL3(x).h = L(FÓ(>É)).'h , daí

<f<FÓ)'<x).h = L(Fó(x)). E3(x).h'

LFó(0) = e

Sejâm x-€ Br e s_> l tal que, [al < 1 :) ax e'Br .

A apliCação:

a €_( |a|<l) + Pó(ax) € G

é um subgrupo & um parâmetro de G. De fato, temos,

-%5 ? F'(ax).x = L(F (ax));£3(ax).x =
$ $(ax)$

L(FÓ(ax).x

F$(0.x) : Pó(O) = e
.

Portantq, F (ax) = F (1.x) = exp(x) . Segue então»—$ $ G

“que F'(Br) = exp (B .o que conclui a demonstração
«» Gr).

>



Corolãrio 1.5

Sejam, G = ($,G) um grupo de Lie num espaço de Banach

X, (H,A) e (H*,A*) subgrupos de Lie conexos de G.

Se THe = THe* então (H,A) = (H*,A*).

Demonstração

Sejam ($,U,E)'€ A e (w,V,F)-€ A* cartas em "e".— Pelo

teorema anterior existem bolas Br e Br centradas na origem
' l ' 2

' do TH = TH* tais que
.

e _ e _

H* = XJ (exp(Br ))
- k

- * _

Tomando-se r = minírl,r23 vem que H = H . Mostremos —'

agora A : A*. Com as notações do teorema anterior temos

F = $ 0 T o E exp& $ $
.G/Br

“ 1
F = w 0 T' o E = expw w w G/B

daí segue que a aplicação:

óowªl = Tº'l o EQ o Ew'l o Tw ”(Dl
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um difeomorfismo analítico de W(exp Br) em o(exp Br)' Isto
- «G. - G

significa que a aplicação 1 : (H,A) + (H,A*) ê'um difeomor -
fismo analítico em "e". Sendo 1 um isomorfismo algébrico .sg

que pelo lema 1.5 que.i é um difeomorfismo analítico” de

(H,A) em (H,Á*) e portanto A: A*.

TEOREMA 5.5

Sejam, G = (Q,G) um grupo de Lie num espaço de Banach

X, H um grupo topológioo çom,H<i G subgrupo de ngo sentido

algébrico, e Z um subespaço fechado de X. *

Se existirem'abertos.Al em Z oontendo a origem e V

em H contendo e" tais que exp/ : A + V é um homeomorfis-
G A 1

l
mo, então exiSte uma estrutura de subgrupo de Lie em H com

TH = Z.e

Demonstração

Sabemos que exp ,ê um_difeomorfismo analítico de uma
' *G

' : .

vizinhança aberta A da origem do X numa vizinhança aberta B

do "e" € G. Podemos supor sem perda de generalidade que

AlCZ A.

Consideremos a coleção:
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& ll (©a=log/V o ca—l , aV , Z)ª G H

.
Para cada a e É, o subconjunto aV é aberto em H pois

a translação ºa/H : x 6 H + a.x € H é um homeomorfismo; Sendo

log/V : V + Al um homeomorfismo vem que a aplicação

$a = reg/V o oª-l : aV + Aly

ê.homeomorfismo. Decorre daí que, para quaisquer a e b e H,

$a (anW bV) é aberto em Z. ,

A aplicação:

(pa 0,4); : (bb(aVÚ bV) + cbá(aV('X bV)

ê analítica, pois

, —l
=v(log/V o_oa—l) o (log/V o ºb 1) —$a o agi

log 0 oa—lb o exª

Notandoªse que H = ku) aV temos que W é um atlas ªnª"'.aeH

lítico sobre H.

Afirmamos que (H,W) é uma subvariedade analítica de

X com THe = Z. Com efeito, para cada carta ($a, àV, Z) temos:



ê analítica, -

(*) (oãli'(x).h = (Ga o exp)'(x).h
.

G'

<I>g_(a, exp(x)) . exp'(x),h
- y G ' G

L (º(a, exp(x)). E (exp(x)).(exp'(x).h
G G

(VX e A1 e h e Z), portanto (Qãl) (x) é injetiva.-

Sendo Z fechado, vemos por (*) que

(VX e Al) (Ó;1)'(x). z

é fechado em X e também que

.. ”1 " "]- l ..
'

THe — (Óe ) (à(e)).Z (Óe ) (O)-Z — Z

a

Para conciuir a demonstração devemos provar que as

aplicações º : H x H + H e I : x e H fx;-l e H são . analitâ

cas,

Sejam a, b e H. Da continuidade das aplicações º e I

existem subconjuntos abertos V1' V2, V3 de V, tais que,

(I) (_aVl, bV2) C. abV
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I (aV3)CZ a'lv

As ternas ($a, aVl, Z), ($b, bV2, Z) e (Óab' abV, Z)

são cartas em a, b e ah respectivamente e tem—se

Óab 0 © o (oãl x egl) (x,y) = log (b_lexp(x).b exp(y))
'

G G

V (x,y) € (log Vl x log V2)' de onde se conclui que

Óab o é o (ógl x ógl) : (logVl x logVZ) + A1

é analítica.

Analogamente, as ternas ($a, av3, Z) » e

'— -l ' » ' - -l .

($a—l, a V, Z) sao cartas em a e em a respectivamente e

-1 _
- -1' -1,tem-se (ea 0 I 0 $ _1) (x) — log (a.(exp(x)) .a )

a -
.

V x € log(V3), portanto I : H + H ê analítica.

TEOREMA 6.5-'

Sejam, G = (©,G) um grupo de Lie num espaço de Banach

X e Z. = (Z,[ ] Ó) uma subalqebra de Lie da álgebra de Lie

X = (X,L ]ó) do grupo de G. Existe um subgrupo de Lie conexo

H de G cuja algebra de Lie ê Z.
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Demonstração

Conforme o teorema 17.4 existe um grupo de Lie local"

canonico Gl = (01,01, Vl' wl) em Z CUJa algebra de Lie e Z.

Consideremos o sistema:

í y' (x).h = L(y).El(x).h
(1)

] y<o>

são as transformações infinitesimais de G e de

II (D'

onde L e El

G1 respectivamente,

.Afirmamos que (I) tem solução analítica. De fato,

definindo-se f : U1 x.G + E(X,Z) por f(x,y) = L(y) El(x) tg

, mos que a aplicação:

(Xleh) € U]. x G x z + f(x,y)h e—x

ê analítica, linear em h fixados x e y, e que para . cada

(X,y) € Ul x G a aplicação:-

ô(h' fh) ª(k,fk)(h,k)€leZ ( Py](x,y)€X

ê simétrica, pois,

ª(mfh) à(k,:fk)[ PY] (XIY) :
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= L<y> g(x)» (mk) + My) (My) £1(x>h,gl<x)k>

Sendo [r,s ]= [r,s] (V£,s € Z)

ºl Ó

temos:

El(x) [Llr, Lls] (x) = E(y) [Lr, Ls] (Vx, y 6 U1 x G)

Desenvolvendo o'l? membro pelo lema lç4 e o 2? membro

pela definição 16.4 e pondo r = El(x)h, s = El(x)k obtemos a

simetria. A afirmação resulta então do teorema de Frobenius.

Denotemos por w a solução de (I) a qual podemos supor

definida numa bola_Cl centrada em 0 6 Z, com 0 e Clc: Ul'

Afirmamos que w = exp/CG,,l

De fato, sejam X E Cl'e s > 1 tal que

a 3 (lol < s)=>qx e Cl'

Consideremos a aplicação a € (|a|< s)=»qdax) e G

Temos:

, ª- w(ax) w'(ax).x = L(w(qx)).sl(x)lx =
da

< L(w(ax)).x

|I (D.w(0.x)
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portanto, a aplicação a + W(ax) é um subgrupo a um parâmetro

de G, logo, W(x) = w(1.x) = exp(x).
G

Afirmamos que W é um homomorfismo local de G1 eh G.

Com efeito, sejam X, y 6 C1 tais que ól(x,y) 6 C1'

Temos :

a
.

—— w<©l(x,y)).h =
ªy

.

| .

= IP'(<D1(XIY))-q)l (XrY).h =
Y

= L(IP(<Í>1(X)y)))..El(<1>l(x,y)).Ll(<I>1(x,y)).El(y).h '=

= L(w('<1>l(x,y)>).el<y).h.

Isto é,

3

[aª Ú(ÓL(X'Y)) h = L($(©l(x,y)))f51(y)h

(1) ,.
w(©l(x,0)) = Mx)

Por outro lado temos também:.

ª ºu (>* (

A

—
ÉY WX ! IP)/)).h —

.
.

= ºy (W(X), W(Y)).W'(Y).h =

>
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L(©(W(X), W(y))).E(W(Y)).L(w(y)) £l(y)=h =

L(©(W(x), W(y)). El(y).h.

Isto é,

Bªi-º(w(x),1D(y)).h = L(<I>(w(x), my»). El(y).h

-(2) '

.

(MMX), MG)) = lMX)

De (1) e (2) vem que W(©l(x,y)) = ÓXÚ(X), W(X)): POE

tanto W é um.homomorfísmo local de G1 em G.

Como se Sabe, existem abertos A e B em X, com O e A,

e e B<: G, tais que, exp/A : A + B é uma bijeção analítica
_

G

com inversa analítica. Podemos supor sem perda de generalidª

de que CIC“ A.

&

Indiguemos por Gl = (ºl, Al"Bl' Ci) o grupo de Lie (

local em Z determinado por Cl (conforme teorema 4.3).

É claro que Gl ê localmente homomorfo a G por meio

de w = exp/C
'

além disso, sendo w : C]. + w(Cl) um homeomor
G 1

' "

fismo temos que GW = (º, W(A1), W(Bl), W(Cl» é um grupo topº

lõgico local contido eva.

')
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'Pondo—se v = w(Al) = exp (Al) temos pela proposição
G

CP

6.4 que H = kªl vk possui estrutura algébrica de subgrupo de

G, além disso é possível definir_uma estrutura de grupo topo—

lõgico conexo em H tendo a coleção 8 das partes abertas de V

“como sistema fuudamental de vizinhanças abertas do "e".

. Sendo exp : Alc:.Z + V um homeomorfismo, vem pelo

teoreúa 5.5 que eXiste uma estrutura de subgrupo de Lie em

H tal que THe = Z.

c.q.d.



5 5. Caracterização dos subgrupos de Lie normais cone

XOS .

DEFINIÇÃO 12.5

Seja G = (9, G) um grupo de Lie num espaço de Banach

X. Dizemos que
'

um subgrupo de Lie H de G é normal em G.quaº

do as seguintes condições estiverem verificadas.

Nl) Para todo z e G, z.H.z-lc: H

NZ) A aplicação (x,z) e H x G'» z.x.z_l e H

ê analítica.

Lema 2.5

Seja G = (©,G) um grupo de Lie num espaço de 'Banach

X e H um subgrupo de Lie normal de G. A aplicação:

g . -1
+(x.,z) e'Gx G-

tem as seguintes propriedades

1) gª(e,z).THec: THe (vz e s) 'e

ZY gàz(e,e) (k,h) € THe (Vh € THe, Vk € X)
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3) g;z(e,e) (k,h) = [h,k] .
. &

Demons trag ão

l) Fixado ; e G, a aplicação Fz : G-+ G dada', por

'Fz(x) = z.x.z"'l ê analítica com FZ(H)<: H, Fz/ : H + H ana
H

lítica. Decorre ehtão do teorema 2.5, que F;(x).THx Cl THX ,

VX e H. Em particular para x = e temos

| = |gx(e,z).THe Fzíe) THec: THQ.

2) Sejam h € THe é k € X. Temos:b

g;z(e,é) (k,h) = [ga gâ(e,é + ak)h) e THe
Gªº

pois THê ê fechado.

3) Temosgª

g(x,z> = z.x.z'1 = º<©<z,x), z'1>

Diferenciando a igualdade acima com relação ã variª

vel x e acréscimo h no ponto x = e obtemos:

(*) g;(e,z>.H % ©i(2,Z—l).óç(z,e).h =
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= Q (2,2—1).L(z).h,

onde L é a transformação infinitesimal de G.

Notando-se que é; (2,2—1) ê inversível com inversa dª

da por Çª (e,z), obtemos a partir de (*):

"(*f) «1»? (9,2). gx(e,Z).hl. = L(z).hl

Diferenciando ambos os membros de (**) com acréscimo

k'no ponto 2 = e, obtemos:

(***) w;; (e,e).(k, g; (ene)h) + ºª (e,e).gàâ (e,e) (k,h) =

= L'(e) (E,h)

Notando—se que gá(e,e) = I , &; (e,e) = I ', .

e

%;he)0mm==ú;m£)(mm =LWa ma)

obtem-se a partir de (***)

gxz (e,e) (k,h) = L'(e) (k,h) — L'(e)(h,k) = [h,k]ç

Lema 3.5

Sejam X, Y espaços de Banach, G = (©,G)<3 X e
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Gl=(©l,Gl)<: Y grupos de Lie. Se f: G + G1 é um homomorfig

mo, então tem—se

f o exp = exp o f'(e)
G G1

Demonstração

Fixado x GNG, as aplicações

A

a e C *—%+ f o exp(ax) G G1
G

A2
a e C *——+ exp o f'(e)(ax) G G1 -

' VG
,

1

são subgrupos & um parâmetro de G com Nl(0) = Aê(0)=f'(e).xl
Segue do teorema 8.4 que kl = A2 . Fazendo-a= l obtemos &

tese.

TEOREMA 7.5

«Sejam G = (©,G) um grupo de Lie conexo num espaço de

Banach X e H um subgrupo de Lie conexo de G. São
.
equivaleª

tes as afirmações:

(a) .H é normal em G

(b) A álgebra de Lie de H ê um ideal da álgebra

de Lie de G.

Demonstração (a) => (b)

Consideremos & aplicação:
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9 -l '

(x,z) € GxG-——+ z.x.z e G

Se H é normal em G tem—se.pelo lema 2.5 :

= ' g '
.&,kjº gxz o,e)(k,h) e THe (v h e THe, V k e x)

0 que prova a implicação acima.

(b) =>(a)

Para cada 2 e G consideremos & aplicação FZ : G + G,

dada por: ' Fz(x) = g(x,z) = z.x.z-l ..Consideremos tag

bêm a aplicação F G + GL(X) dada por 'T(z) = q;(e,z) .

Com xelação ã composição GL(X) é um grupo de Lie no

espaço de Banaoh E(X,X) das aplicações lineares e cootínuas

de X em X. Verifica-se sém diíiculdades que F é um homomog.

fismo de G em GL(X,É) = (o,GL(X,X))

Temos então peloºlema 4.5 :

(l)
.

F o exp = exp
'

o fF'(e)
G GL(X)

Afirmamos que T(z).h e THe ,(V z e G, V h e THe)

De fato, sendo G conexo, existe uma vizinhança aberta

W da origem do X, tal que,
,

00

G =.U Vk .,k=l

onde V = exp(W).
G
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Assim, se (z,h) e GXTHe , existem WI,...Wn e W,tais

que, 2 = exp(w ).exp(w )...exp(w ).
G

1
G

2
G “

Sendo P um homomorfismo tem—se:

P(z).h = (T(exp(wlD.P(exp(w2)L..F(exp(wn))].h ,
.G G G

pórtanto basta mostrar que

P(exp(w)).h e TH , (v w e w, v h e TH )

G e , e

Por (1) tem—Se:

P(exp(w)).h = (exp (F'(e).w).h =
. G GL(X)

= ( x i— (r'_(e).w)ªj).h =
nao

.

ú!

_ l
4

. n
-.- ( 2 Tu" (6) .W) oh

não .
'

SendoTHe = (THe,[ Jó ) um ideal. de X = (X,[ ]º )

vem que,

(P'(e).w).h = gªé(e,e)(wfh) = Eh,w]º e THe

de onde se conclui que P(exp(w)).h € THe e assim
G

P(z).h € THe.

Afirmamos que z.H.z (: H.
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De fato, pelo lema 3.5 temos:

FZ o exp = exp o Fâ(e)
G G

_

00

| __

.
'

_U .

kNotando-se que F (e) — P(z) e que H — (exp(B )) ,- z- rk=l G

onde Br é uma bola com centro na origem do THe contida em

W, tem—se:

Fz(exg(Br)) = exª (Fê(e).Br) =

exp (P(z).Br) cj exp(THe)<:' H
G G

Dado aªe H temos que

a = exp(b ). exp(b )... exp(b )Gl,.G2.Gn
onde bi e Br 'para 1 = 1,...,n. Sendo FZ um homomorfismo

vem que

Fz(a)j= Fz(exp(bl)).Fz(exp(b2))...Fz(exp(bn)) € H ,
G G G

_ “l '

«logo, FZ(H) — z.H.z c; H.

Mostraremos agora que a aplicação
e;

,
_.

(x,z) e HxG “*** z.x.z € H

ê analítica. De acordo com o teorema de Hartogs basta provar

que as aplicações parciais
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Ez
—1

x e H + z.x.z e H

Ex
-1z e G + z.x.z e H

são analíticas. A aplicação Ez : H + Hhê um homomorfismo,

loâo conforme o lema 1,5 , basta mostrar que Ez ê analítica

em ei De acordo com o teorema 4.5, existe ama bola Br C; THe

tal que

»
H = L) Vk

, onde V = exp (Br)
- kál ' G

A aplicação linear P(z): THe + THe é contínua, pog

tanto ex1ste Brlc; THe, com 0<rl<r tal que P(z).nrlc; Br'

Pondo Vl = exp(Br temos que (log '

, V , TH ) e
-G 1) ' /v 1

.
e

l

(log/V ,V , THe) são cartas em e, com:

_
' -1 _ -l_ —

,ÇZ(V1) — ;.Vl.z - — z. exg(Brl). z — exÉ(I-Tz(e).Brl)==

exp(Pz(Brl) Clexp(Br)' # V "G
,

G

além disso a aplicação

log 0 E o exp = log 0 E o exp/v 2 G /Brl G ? G

1(onde Ez é a aplicação x e G + z.x.z_ e G) é analítica.

Portanto Ez : H + H ê analítica.
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Sejam z e G e (log , V , TH ) a carta em e cono /V e ,
—

siderada acima . Da continuidade da aplicação

(z,h) € GxTHe + r(z).h € THe

existem vizinhanças abertas Br = B(o,r2)c: THe com O<r2<r e
2

U do z tais que I'(Uz )'Br C. Brº Pondo V = exp(B ) te
o « o 2

mos H = &) (V)k. Vamos mostrar que para cada a 6 V2 a aplí

zeuZ ——-+ z.a.z e'H" '-

ê analítica.
De fato, se z e Uz' temos:

o

z.a.z—1 = z.e'xp(b)..z—1 = exp(P(z)b) € exp(Br) = V
-

. G G G

Assim, (log , V , TH ) é uma carta em 2 .a.z_l «e/V e o o

“a aplicação 'log 0 ga : Uz + Br'ê ahalítica. Portanto é anº
o .

lítica a aplicação ga : Uz + H.
o

Agora, fixado x arbitrariamente em H, temos que

€X(z) = z.x.z_ = (z.a1.z—l)...(z.an.z_l)

onde ª1""ªn € V2 e x = ª1"'ªn , daí decorre que Ex e

analítica em Uz ; Sendo zo arbitrário em G vem que ;x é anª
o

lítica em G.
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