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LIE GROUPS IN BANACH SPACES

SUMMARY

LUIZ FERNANDES GALANTE Adviser Prof. Dr.

Domingos Pisanelli

In this work we present the study Lie groups

defined in open subsets of one Banach Spaces.

The theory is developed by the method of dif
ferential equations which is based on the formulation of

Frobenius theorem due to Pisanelli |5].

The fundamental connexions between Lie
groups and Lie algebras, Lie subgroups and Lie subalgebras,

are presented.
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INTRODUGAO

O objetivo do presente trabalho é estudar os gru
pos de Lie definidos em subconjuntos abertos de um espago de
Banach. Tais grupos de Lie pertencem & categoria mais geral
dos grupos'de Lie locais, por esta razao a abordagem & feita

quase sempre em termos de_grupos locais,

O estudo & feito segundo o método das equagoes
diferenciais, o qual estd estruturado basicamente na formula-

¢30 do teorema de Frobenius dada por D. Pisanelli em [5].

Tal método tem a vantagem de possibilitar genera
lizagoes da teoria nos contextos dos espagos localmente conve-

xas e das escalas de Banach.

O presente trabalho esta baseado em um curso mi-
nistrado pelo professor Dr. Domingos Pisanelli, em 1975, no

IMEUSP, e também no excelente artigo de B. Maissen |8[.

Nos capitulos I, IT e III, desenvolvemos O neces
sario sobre analiticidade e equacOes diferenciais em espagos

de Banach para a compreensao do gue se segue.

O primeiro capitulo contém, em estilo exposité
rio, o minimo sobre funcgoes holomorfas de varias varidveis a

valores num espa¢o de Banach.

No capitulo II desenvolvemos a teoria das fun -
coes analiticas em espagos de Banach, seguindo o exposto em

Hille (|4]), Pisanelli (|5]) e Alexander ([3]).

No capitulo III demonstramos o teorema de Frobe-

nius em espagos de Banach. A demonstragao aqui apresentada, de



vida a D. Pisanelli ([5[), é surpreendente pelo fato de exibir .
explicitamente a solugao por uma série de polindmios homogéne-
os, os quais dependem somente do segundo membro da equagao e

das condigoes iniciais.

No capitulo IV iniciamos propriamente o estudo
dos grupos de Lie via transformagoes infinitesimais e teorema
de Frobenius. A fungéo egponencial e o0 relacionamento entre

grupos e algebra de Lie s3o estudadas neste capitulo.

No capitulo V estudamos o relacionamento entre
subgrupos e subalgebras de Lie. Uma caracterizacao dos subgru-
pos de Lie rnormais conexos em termos de ideais & apresentada

no final deste capitulo.



CAPITULO I

PROPRIEDADES BASICAS DAS FUNCOES HOLOMORFAS

DE VARIAS VARIAVEIS.

§ 1 - Fungoes holomorfas de varias variaveis

complexas a valores num espag¢o de Ba

nach.
DEFINICAO 1.1
Dados um pontb a = (al, ceer an),e ¢ e numeros reais
ry (L <3 < n), chamaremos o conjunto:

P = {(z,, ...; z ) € c/ [zj ~ ajj <r. (1 <3 g n)}

3

de polidisco aberto de céntro em a e raio ry (L <3 < n)

(1], pag. 193).

.

DEFINICAO 2.1

Dizemos que uma fungdo f definida em um aberto £ do

c" a valores num espago de Banach X & holomorfa em Q se, cor

- respondendo a cada a = (él, ceey an) € R, existir um polidis=
co aberto P com centra ém a e raio ry (1 €J < n), e uma sé

rie de potenciasy



absolutamente convergente em P, convergindo para f(z) .em P,

(|1}, pag.197).

Teorema 1.1 (Hartogé) .

Uma funcdo f definida num aberto @ do c" a valores
num espago de Banach X & holomorfa em @ se, e somente se, for

holomorfa separadamente em cada variavel.



§ 2 - Formulas de Cauchy e Desigualdade de

Cauchy

TEOREMA 2.1

Seja f uma funcao holomorfa definida em um aberto Q
do ¢ a valores num éspago de Banach X..Se P & um polidisco

_ n. .
fechado, com centro em w = (wl;...,wn) e C e raio

rj (L < j € n) contido em , tem-se:

l 10 .v.Qtr—i

N I‘X;:.XI‘ C ) .
(231) 1‘ .n (tl,zl)...(tn zn)

f(t) dt

a) f(z) =

para todo z = (zl,...,zn) € ﬁ, onde Tj (L€ j<n)ea cifcug

feréncia de centro em w e raio Ty

b) Para quaisquer inteiros ml,...,mn’> 0eze€eP, e

1+, . .+

xiste - mt f(z), € holomorfa, independente da ordem
1 " "n ' '

321...932

n.

de diferenciacgio, e vale a igualdade:




: [
! r
Myl J £(t) dt,...dt .
N . Xsoex] _ m1+l - mn+l
~(2wi) 1 no (tymzg) et (e m2)

onde rj (1 £ j £ n) tem o mesmo significado anterior

pag. 221).

TEOREMA 3,1

Com as notagoes do teorema anterior, tem-se

' . l aml+ * 00 + mn . ) - i
' ' m m £(z) N ,
ml. e mn. 1 ... n
A le 9z
< M '
: m m
r 1... r.n

para todo z € P, onde M = sup !f(t)!

t € Plx...xrn

SR



§ 3 - Séerie de Taylor

TEOREMA 4.1

Com as notagoes do teorema 2.1 tem-se:

f(z) = f(zl, cens Zn) =
g T 1 » 3™ £(z) .
' P L8 1 _ - m
m>0 my+...+m =m myle..m ! azll...azhn - (zl Wl) l...(z~w )'n

para todo z € p. (|1], pag. 221).

TEOREMA 5.1

uma sequéncia de fungoes holomorfas de
n n>0 .

um aberto do C" em um espago de Banach X. Se (fn) n con

A\

O
verge para uma fungao f:'Q + X e a convergéncia & uniforme em
todo subconjunto compacto de , entao f é holomorfa em Q.

(1], pag. 229). -



CAPITULO II

FUNCOES ANALITICAS EM ESPACOS DE BANACH.

§ 1 - Funcoes G-analiticas

Sejam X.e Y espagos de- Banach complexos e U um sub

-

conjunto aberto e nao vazio de X.

DEFINICAO 1.2

‘Dizemos que uma aplicagao f: U + Y & G-analitica em U

se, para cada x € U e h € X existir o limite

lit f(x + ah) - f(x)
a+0 o

Tal limite, qdando existir, serz chamado G-diferen
cial da funcao f no ponto x com acréscimo h e sera indicado

com uma das seguintes notagodes:

o

§E(x:h), &'£(x) ou ainda por £'{x).h

TEOREMA 1.2

Uma fungao f: U + Y & G-analitica em U se, e somente

se, para cada X € U e h € X, a aplicagao:

(*) a € D(x;h) + £f(x + oh) € Y & holomorfa no aberto



D (x;h) = {a€C/ x + gh € U}

Demonstracao

De fato, se f-& G-analitica em U, entao dados x € U ,

h € X, e o, € D(x;h), temos:

T

a=a

{%a‘ £(x + ah)} ]

lim' f(x + o h + qh) - f(x + oph) =

o+ 0 o

S Sf (X + aohflh),

portanto a aplicagao (*) & holomorfa em D(x;h). (|1],pag.226)
Réciprocamehte, se (*) & holomorfa em D(x, h), temos.

que existe {g— f(x + ah)} = 8f(x; h), portanto f & G-anall
da _ a=0 .

tica em U.

TEOREMA 2.2

Uma aplicagao f: U + Y & G-analitica em U se, e so

mente se, dados x € U e hy, ...,hn € X, a aplicagao:

€ holomorfa no aberto.



: n
n
D(x; hl;..., én) = {(a, ...,an) e C/x + iél aihi e u}

Demonstracao

Sejam X € U, hl, ...,hﬁ € X, e suponhamos que £ seja

G-analitica em U. Se € = (El, ooy En) € D(x; hl’ . hn) ’

e

"entao y = x + €;h; € U; portanto existe

i=1

e

lim f(y + ahi) - f(Y) = Gf(y; hi) =
a+Q ) a ‘ '

. n
= —E——-f(x + igl aihi) ) ) . i = l, * 00y n-‘
Bai ' ) . (el, s ey En)

Isto siginifica.que a aplicagdo (*) & parcialmente ho

lomorfa em D(x, h;, ..., h ), logo é holomorfé conforme teorgf

ma l.1l.

A reciproca & imediata.

TEOREMA 3.2

Se £:U +Y & G-analitica em U entao para cada x fixo

em U a aplicacao h € X + 8£f(x; h) € Y & linear.

. Demonstracao

Sejam x € U e hy, h, € X. Pelo teorema 2.2 a  aplica

cao: ¢



(ayroy) € Dix: hqy h,) = f(x}alhl+a2h2)
iomorfa, logd pelo teorema 4.1 temos:
fi{x + Glhl +-a2h2) =
m ! .
_ z 5 1 {a £(x+0 ho+ azhz)} " )m
m>0 m,+m,=m m,.m,. Jd - m 9. m 1

f(x) + éf(x;hl) ay

o

(l(al,az)l) € um infinitésimo de ordem superior

[(aysay) | = maxdn [, In, 3. -

Em particular, para a, =a, = 0  temos

f(x + a(h1+h2)) - f(x) =

T+ 6f(X;h2) 92 + 0»(,(a11a22')'_

€Y é& ho

m

1 . (az)

2

onde

a de

= a.{ﬁf(x;hl) + Gf(x;hz)} + 0(]a]) , portanto

Gf(xlhl+h2) =‘6f(xfh1) + Gf(xrhz)

Seja X € C. Se A = 0 vale trivialmente

de 'Gf(x;khl) AGf(x;hl); sed# 0 temos:

lim £(x + a(My)) - £(x) _

8f (x; hi)

a~+0 a

a igualda



- 10 =~

o gy fEeO)) - £

a+Q aA

AL SE(x; hl)

- TEOREMA 4.2

Se f: U + Y & G-analitica em U, entao para cada h fi

X0 em X a aplicacao x € U » &f(x, h) € Y & G-analitica em U.

Demonstracao ) "

De fato,.dados x € U e k € X, a aplicagao

(¢, B) € D(x; h; k) » £(x + ah + Bk) € ¥

& holomorfa em D(x; h; k), portanto existe a derivada ‘mista

)
{ d f(x + oh + Bk)}
. dRdaq a =
B =20
e temos:
2
{ 3 f(x + ah + Bk)} =
9B a = 0
: 8 =0
k

=g (6f(x; h))_
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DEFINICAO 2.2

Sejam, El’ ceny En' F espagos de Banach complexos e @

um subconjunto aberto e nao vazio de E = El X eae X En'

Dizemos que uma aplicacdo f: Q + F & parcialmente G-

analitica em Q'se, dados x = (xl, ooy Xn) e Q e

(hl, h2, ceay hn) € E, existirem os limites:

i .
lim f(X'th ) - f(X) i = 1’ s e 0y n ’

a0 o

onde

'hl =_1(0, RN h-[ o.o-, 0).

Tais limites, quando existirem serao indicados por
hi.' :
§ f(x) ou ainda por
X
i .
. gif(x; hi), ‘= 1, 2, vee, n

Com as notagoes acima temos o seduinte:

TEOREMA 5.2

f:  * F & G-analitica em @ se, e somente se & par

cialmente G~analitica em .
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Demonstracao

E inteiramente Obvio que se f & G-analitica entao &
parcialmente G-analitica. Suponhamos f parcialmente G-analiti

ca em Q. Sejam x = (Xl’ ceey Xn) €Qeh-= (hl, ooy hn) € E.
Afirmamos que a aplicagao:
* ] . : '
(*) (al,...,an) € A(x;h) » f(xl+alhl,...,xn+anhn) € F

e holomorfa no aberto.

- . ' . n .
al{x;h) = {(al,...,an) e C/ (xl+alhl,...,xn+anhn) € Q}

De fato, se € = (el;...,é“) € A(x;h) entao

y = (xl+elhl,.{l,xn+snhn) € Q, portanto existe

§ £lysh,) (L i

N

n) e temos:

8§ oy o_ed -
x;f(y'hi) —{aa f(y+ahi)} =
1 . a =0

3 o

(el}-o-,en)
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Isto significa que a aplicagao (*) & parcialmente ho
lomorfa portanto holomorfa pelo teorema 1.1.

Seque que a aplicagao

@ €D > f(x;+h,,...,x +0h ) € F & holomorfa no aber

1’

to D={a e¢/ (¢,...,2) € A(x,h)} e tem-se
(4. f(x.,+ah X +¢h )} = (L f(x+ah)} =
da 1 17***""n n da
‘ . . G:O. . o=()

= 8f(x;h).

Observacao 1.2

Podemos escrever h = hl+...+hn, entao pela linearida

de tem-se

n :
S£(x;h) = I, 8£(x;n) =

Corolario 1.2

Se P: X® » Y @ n-linear entdo P & G-analitico (n > 1)

Corolario 2.2

Se f: U » Y & G-analitica entio a aplicagao:



_14.—

(x,h) € uxXx » §f(x;h) € Y é G-analitica.

L}

TEOREMA 6,2

Se (fn-) n >0

Dy

uma sequéncia de funcoes G-analiticas

e continuas de U en Y e n§0 £ converge uniformemente em - U,
7

~entao a fungao limite & G-analitica e continua em U.

-

Demonstracao

Designemos por f a funcdo limite. Fixados x em U e h

rl' .
em X, a sequéncia de fungoes holomorfas (iEO £, (x+ah)) n>0

converge uniformemente em D (x;h) para a fungao f(x+0h) a
qual @ holomorfa em virtude do teorema 5.1, portanto f & G-

analitica.

A continuidade de f decorre do fato da mesma ser o 1i

. n
mite uniforme da sequéncia de fungdes continuas ( I £, (x))
i=0 n>0
e
DEFINICEO 3.2
Se £: U +» Y & G~analitica em U, definiremos por ‘re
corréncia a G-diferencial de ordem n dé f num ponto x com

acréscimos hl,...,hn € X, como segue:

le(nin ) = 66 (x:
s f(x,hl) = Gf(x,hl)



_15—
aff(x;hl,...,hn) = "™ e (sn i h )}

Definiremos tambem

Gof(x;h)

.f(x) e

8"f(x;h) = 8™f(x;h,...,h)

TEOREMA 7.2
Se f: U Y & G-analitica em U ent3o valem as igualda

des abaixo, para quaisquer que sejam x € U, hl”"hn’h e X.

a2 fixe Boan)) "= §€(x;h,)
N T o i)(b oy | SHEFIRY)
. Feeo sy

(L¢ i< n)

b) n n

0
. { ‘ D, f(X‘*‘_E aihi)} . =
da ... 00 =1 (0,...,0)
n

)

§ £(xshy,...,hy

gl
) {——— f(x+
aai...aa

n

I

@.h)}
* 0,...,0)

-
ne s
=

n gt
=6 f(x;h) = {7~ £(x+ah)}
: dan a =0
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Demonstracao

Faremos apenas a demonstracao de c); as demais $a0

imediatas. De acordo com b) basta mostrar que

n dn .
§ f(x;h) = {——H f (x+ah)} ‘
, do a=0

A igualdade acima vale para n = 1., Suponhamos n > 1 e

gue a mesm@ seja verdadeiro.para n - 1, Temos:

§% £(x;h) = 60 6™ 1 £(x;h)

Lt

= (L 6" £(x+gh;h) ) =
dag : ., B=0
n-1 .
= (4. [ dn-l f(x+8h+ah)] } =
dg da a=0 B=0
n-1
=& [ Lo s o] ) =
a8 " aa a=0 B=0
a gt
c = £(x+on)]  } =
{‘ aB [don—l ] G:B 6:0
a ra¥l
= {— |——— £(x+8h)]} =
as [den'l | B=0

dn
{~—3 f(x+Bh) }
dg

B=0
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Corolario 3.2

Se f: U > Y & G-analitico.em U, entao, para cada x fi

» ~ ’ n
x0 em U a aplicacgao (hl,...,hn) e x® » ¢ f(x,hl,...,hn) e Y

e n-linear e simetrica ( n > 1).

Demonstracao

s - . .,

A simetria decorre da igualdade b) do teorema ante
rior e da igualdade das derivadas mistas. A linearidade decor

re da definigao 3.2 e do teorema 3.2.

Corolario 4.2

Se f: U > Y & G-analitico em U entdo a aplicacgdo

(x,hyyee/h ) €U X X x.00x X > 6" £(x,h h)ey &

ll l'..'.’

G-analitica.

Demonstracao

A aplicagao acima & obviamente G~analitica em x. Em

cada hi € G-analitica por ser linear. O resultado decorre en

-

tao do teorema 5.2.

Observacao 2.2

Se P: X® + Y & uma aplicagdo n-linear e simétrica, de

n
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TEOREMA 8.2

A aplicagio B: X » Y & G-analitica em X e tem-se para
X, h e X:
0 sem>n

n-m

‘ m! P(X ’ hm)

se m_$ n

Demonstracao

Pela formula binomial de Newton temos:

il

P (x+oh) =P (x+ach,...,x+ah)

n n - o
= p:_Z‘O<(P) P P(xn,p, hP) ., onde

p(xn‘P,hP) = P(x,;..,x, h,...,h),' Decorre dai
. N -t ————
. n= P

que

. : m '
§™ 8(x:h) = {S— B(x+on)} -
dam a=0
n n m
= £ () P(x"P, nP){ &= (0P} ,
p=0 da™ - o=0

donde concluimos a tese.
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TEOREMA 9.2 (Taylor)
Se f: U > Y & G~analitica em U, entdo dados £ € U e

p > 0 tais que B({,p) < U tem-se:

f(g+h) = nEO %T §1 £(£,h) para todo h € X conm

In| < ».

Demonstracao

Seja h € X com lhl < p. Verifica-se facilmente que,
neste caso} D(&;h) contém a bola unitaria fechada.

p={aec / lal < 11 e que, tomando¥se

r = % d(d, front. D(§,h)), a bola

B(0,1+r) esta contida em D(&;h).

A funcdo @ € D(£;h) » f(E+oh) € Y & holomorfa,-entéo.

pelo teorema 4.1 tem-se:

f(€+aﬁ) =~"§0 lT {éﬁﬁ £(+8h)} . of _
' .n/ n. dB B:O
= n30 2r 6% £(£;m0” (v @ € B(0,1+r)).

Fazendo o = 1 obtemos a tese.
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TEOREMA 10.2 (Formulas de Cauchy)

Se f: U » Y & G-analitica entdo dados £ € Ue p > 0

tais que B(§,p) <. U, tem-se

. n ] _n! f (E+0oh)
a) & f(&;h) = - S = da
i

"para toda h € X com |h| < p (I' @ a circunferéncia |z]|= 1)

b) & f(g;hi,...,hn) =

n .
.2,
o J £(g+, 2o hy) dop...do
- 2 2
(2mi)?
. I‘n. R al LI BN 2 Cln

para quaisquer que séjam‘hl,...,hn € X

n
‘n
: < =T.x r
n
Demonstracio

a) Tal como na demonstragao do teorema anterior, a
bola B = B(0,l+r) estd contida em D(&;h);pelo teorema 2.1 te

mos entao:

&™ £ Y- '
g:h) = (S— £(5+an))

da® a=0

- nt [ f(etah) g

2mi an+1




1 |hi| < p. Verifica-se

llacie]

b) bgjam hl,...,nn € X gom i

que, neste caso, D(E, hl,...,hn) contém o polidisco.

n : ; .
P ={(al,...,gn) e»a: / |ai|<1/(1g ig n)} .
logo, pelo teorema 2.1 temos :
W n
6 E(Erhy,.ere b)) = [ f(E+ L. a,h)} =
s " Bal...aan i=l "ii
- ’ (0,...0)
n
£+ iél qihi) dél...gg
= \n 2 2
L I ’
1 n
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§ 2 ~ Desigualdades Fundanmentais

TEOREMA 11.2

Sejam f: U ~» Y G-analItipa‘e £ € U. Suponhamos que
existam M > 0 e p > 0 tais que [£(x)]| < M para todo

X € B(g,p) U. Nestas condigSes temos para todo n 3> 0.

a) (Desigualdade I)

hi.n

lén f(g,h)| < M n! (LEL) (¥h € x)

'b) (Desigualdade ITI)

i = | n.n
|6 £(g/hyseesh )] < M) Ihyl--o b |

°

(‘J’hl,ooo'hn e X)o

c) (Desigualdade III)

Para cada s com 0 < s < P/e, existe uma constante

»

K = K(s), tal que,

[£(x) - £(x")] < K|x-x'| (¥x, x' € B(§,s))

d) (Desigualdade 1IV)
Se 8§f(&;h) = 0 para todo h € X, entao existe s'
com 0 < s' < P/e tal que [f(x) - £(x")] < |x-x'|

(¥x # x' € B(E,8"))
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Demonstragao

a) Seja h € X. Se h = 0 a desigualdade I vale trivial
mente. Suponhamos entao h # 0. Para todo r com 0 < r< p te

rh ' .
mos ITETI < p, portanto pelo teorema 10.2 a) tem—sg:

n! jf(wv) a .

6" £(g;v)] = - < M.n!
. b 271 r Bn+l .
onde
rh -
v o= e,
- [h]

Sendo §" F(g;v) homogénea vem que

|5n f(g:;h) | ¢ M.n! (l%l)?.Fazendo r tender a p obte

‘mos a desigualdade I.

b) ngam hysev./h € X. Se a;gum'dos his for zero a

desigualdade II vale trivialmente. Suponhaﬁos entao hy #0 .

(1 £ 1< n). Para cada r com 0 < r < g , Os vetores
rhy o L
- < » Ll . N
V. (1 £ ig n) teem norma < = ;. logo i=1 |vi| < p '

LRy

portanto do teorema 10.2 b) vem que

n
|(5n f(g;V reeerV )I = | j l_l l = L L M,
1 n o2 2 |
(2'" ) r l LI an

ou seja,
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. Jlhyl-..h
r

l’uo.'hn) \<

Fazendo r tender a p obtemos a desigualdade II.
' n

¢) Seja s .com 0 < s < . Dados x = £+h e x' = E+h' em

o{o°

'B(E,s) temos pelo teorema 9.2:

. L | st . - §n ch!
() £ - £x) ] T L. |6 £(£;:h) £(E;n") |

Para cada n > 1, temos:

|s™ £(z:h) -s"£(g;h") | =
n v ,
= 56" e e, 2R <
$ |<D (k-1) . (n-k)
e Lle sEn™ P @menn, a7 <
< M (p_)n Ih_hll rzl Ihll (k"l) (n"'k) <
p k21 |h| S
£ M (g)n |h-h'|. n. s7°t =
- g |h-h" | nn+1 (g)n-l
De (*) obtemos entdo:
n+l - '
(%) £ - £xD ]« (3 5 B EYTH |bent] -



= K |h~h'| = K (x-x'), onde

K' M nn+l (§)n~l

‘ - nyl p nl o

d) Seja s' com 0 < s' < g. Supondo que S&f(&;h) = 0

para todo h € X, tem-se por .(**) do item anterior:

‘ n+l '
I£(x) - £(x") | ¢ ( I, MR (S5 L) jpopy)

n2 ¢ ni P

para todo x = &+h, x' = g+h' em B(g,s').

Tomando~-se s' suficientemente pequeno de modo . ue
peq

n+l 1 _’
z % EHT—-(%—)n 1 <1, obtemos
n>1 ¢

|[£(x) - £(x')| < |[h-h'| = [x-x']|

para todo x # x' € B(£;s")

DEFINICAO 4.2

Dizemos que uma aplicagao $: X + Y & um polindmio n-

homogéneo se existir P € § (Xn,Y) tal que P(x) = P (x™)

= P(x,...,X) ¥V x € X, onde g (x™,v) & o espago das aplica
LARARL

~ P _ n _
¢oes n-lineares simétricas e continuas de X em Y.
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Corolario 5.2

Se f: U+ Y & G-analitica e localmente‘limitado em U

entao:

1) Para cada x fixo em U a aplicagao

(hy,.../h ) € x® + 6"f(x;h

1 ’oon,hn) eY

1

e continuo (n 1).
2) Para cada x fixo em U a aplicacgao
- |
heXx»4§ f(x;h) €Y B

1 1

é um polindomio n-homogéneo.

ks

A demonstragao decorre do corolario 3.2 e do teorema

anterior.



§ 3 - Definicoes equivalentes de fungao

analitica em espacgos de Banach.

DEFINICAO 5.2

Uma funcdo f: U + Y & analitica sequndo Fréchet (F-

analitica) em U se,_correspondendo a cada £ € U . existir

T, € £(X.Y) tal que, para h numa vizinhanga conveniente da

3

origenm,
f(&;h) = £(&) + Tg.h+0(|h|) _ .

onde, o (|h|) & um infinitésimo de ordem superior a |h].
A aplicagao TE @ Unica e frequentemente ano®ada por

£'(%).

DEFINICAO 6.2

Uma aplicagdo f: U + Y & analitica sequndo Taylor (T

-analltigca) em U se, £ for G-analitica e continua.

DEFINICAO 7.2

Uma fungéo f: U+ Y & analitica sequndo Hille (H-ana

litica) em U se, f for G-analitica e localmente limitada.
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DEFINICAO 8.2

Una fungao f: U + Y & analitica segundo Weierstrass

(W-analitica) em U se, para cada £ € U existirem p >0 . e

uma sequéncia kPn)n de polindmios n-homogéneos de X em Y

EN

. tais que:

f(€+h)>ﬁ n§0 Pn(h) P uniformemente

. para &h € B(§,p) < U,

TEOREMA 12.2,

Sao equivalenfes és afirmagoes a respeito de ' - uma
’aélicagéo f: U > Y

a) £ & F-analitica

b) £ & T-analitica

c) £ & H-analitica

d) f @ W-analitica

Demonstracao

a) = b)

Sejam x € U e h € X. Por hipotese tem-se:

f(x+oh) = £(x) + T_.(oh) + 0(|ah]), de onde vem que

1im f(x+ah)-£(x) _ T, .h = Sf(x;h) ;
a-+Q a
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além disso € obvio que f & continua.

E imediato que b) = c)

c) = d)

Sejam, £ € U, p >0 e M > 0 constantes tais que
|£(x)]| ¢« M (Vv x € B(g,p) < U).
Pelos teoremas 9.2 e 10.2 a) tem-se

£(g+h) = n§0 %!

st £(&,h), uniformemente em
(|l < P, <P ). Sendo para cadan >0 Pn(h)'¥ %‘ﬁP f£(&,h)

um polindmio n-homogéneo, .seque o resultado.

d) = a)
Sejam, £ € U e h € X. Por hipdotese existem P >0
e uma sequéncia (ﬁn)neu.de polinomios n-homogéneos de X

em Y, tais que

f(&+h) = n§0 Pn(h) uniforﬁemente em B(g,p)c U

-

Conforme os teoremas 6.2 e 8.2 £ & G-analitica e

continua; alem disso tem-se

& £(g;h) = n! B (h) (¥n >0, Vhex

Sejam Ol < P e M constantes positivos tais que

[£(x) ]| £« M¥ x € B(&,py) = U.)



_30...
Temos:

| £(&+h) = £(E) = S£(&;h)|

N

0]
< TiT oy ar I @]
< ¥- z (_-LD-J-)n“l , donde vem
P, n22 Py’ - »
177 1 '

que, 1lim LEEHM-EEI=SE(EN]_

4

portanto £ & F-analitica em U.

Observacao 3.2 | '

»

No que segue a expressao "funcao analitica" significa

ra que £ & analitica segundo uma das definigoes dadas neste

paragrafo.

TEOREMA 13.2

Sejam, X, ¥, Z espacos de Banach complexos, U C X e
U'C Y abertos nio vazios. Se f£: U » U' e g: U' + Z s3o anall

ticas, entao, a aplicagao g o f: U + Z & analitica e tem-se:

(gof) ' (&) = g'(£(E)).£'(&)

para todo & € U. (121, pag. 216)
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TEOREMA 14.2 (Hartogs)

Sejam UC X, V< Y abertos nao vazios.'

Se f: U x V » 2 & analitica separadamente em cada variavel en

tao f @ analitico em U x V. (131, pag. 28)
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"§ 4 - O teorema da funcao inversa

TEOREMA 15.2

Sejam, U C X aberto com 0 € U e f: U + X analitica em

U com £(0) =0 e £'(0) = I, .
Existem vizinhancas abertas V e W da origem do X tais

. que £/V: V > W & uma bijegdo analitica com inversa analitica.

Demonstracao

Sejam p > 0 e M > 0 tais que

]f(x)l & M(¥ x € B(0,p) © U). Por hipotese
tem-se
£y =h + L 6" £05m)
n32 n. ‘
uniformemente em B(Ofpl)'dndevo < Dl < p.

Sy 1 n .
Ponhémqs A(h) —vn§2 ;T 8" £(0;h)

para h € B(O;pl); assim temos:

f(h) = h + Ath) W h € B(O,ol,-))'-

Pelo teorema 11.2 item d), existe s com 0 < s < fi
e
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tal que | Mh)=A(h') | < [t-h'{ (¥ h # h em B(0,s). Decorre dail
que f & injetiva em B(0,s).

Consideremos a série de poténcias

_ _ T
A(Z)' 3p*a1% 7 n2

=1, e a.-= l\—1—,-(-9—-)11 para n 2 2. Sua inversa € dada . por
n n:p,y . _ v

L
B(z) = _Z, b z", onde b, =1 e b, = _, ab_ ...b
n2l "m” ’ 1 k ml+...+mn»k n my) m, '
I<ngk
a qual possui raio de convergéncia r > 0. Podemos supor sem

perda que a convergéncia & uniforme em B(0,r).

Para cada n > 1 seja

.'3,!—-'

3'§n £(0,Hy,eeesh )

Pn(hl,o'o’hn) = l

e consideremos a sequéncia (Q ) de funcgoes analiticas -

> 1
de X em X dada por
Sy =y

Q (y) = R - P Q. (¥)se.e,Q (¥))
kY m_+...+m_=k oy ' M

1 n :

Ik
para k > 1.
Afirmamos que m§l Qm(y) converge uniformemente enm -

B(O,r).
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De fato temos:

10, )] = |y] =5y lylt.
| k-1
Qe W ¢ By [Y]

- Tem-se

; .
W ¢ 3wl o=k |
~ 1 n
l<ngk
< myt...m =k %T (2" |Q
l<ngk -
ml ‘e o 0 n l m
l<ngk
1 = X
Assim g (y) m31

) |y

Seja k > 1 e Suponhaﬁos que

R N PO (O DY B

W ].eelo, W] s
1 n

k k
|” = b, |yl

(Q (v)) é uma funcao analitica dg

finida em B(0,r) - (critério de Weierstrass e teorema 6.2).

Seja W = B(O,rl) com 0 < r, <r

e ponhamos V = g(W).

Mostremos que para tocdo y em B(O,rl) =W

fog (y) =vy.

1 tal que g(W) < B(0,s)

tem-se - |
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De fato temos,

fog(y) = i1 @n(q(y)) =

= I X L -
nzl Pn(mlél (le(y)""’ngl an(y))
(1)

I S N o
’ nzl (ml;l'.“mnzl Pn(le(y)I"'lan(Y)l))
(2)

= L . L =
T n2l (k?l my+...+m =k P O (y),...me (¥)))
n 1 . n 7
©(3)
_x DI : -
T k321 m+...+m =k Pn(Qm (Y)""'Qm (y)) =
71 n . 1. n (4)
1<ngk
= y.

A iqualdade (1) decorre da linearidade e continuidade
dos P_, (2) e (3) decorrem da cohvergéncia absoluta da seérie

L O ' =
I Pn(h). Quanto (4) basta notar que Pl(y) y e portanto,

PO () + £l+.._+mn=k Pn(le(Y),..i,an(y)) =

1Kk

=z . PO (y),.e..,0 (y)) = 0
m1+...+mn—k n ml mn
1<k .
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Sendo £/V: V » W uma bijecao com fog = I, vem que

*

(£/v) "t

= q/W, portanto o teorema esta demonstrado.

Corolario 6.2

Sejam, U X aberto e x, € U. Se f: U + Y & analitica

O

e £(x)) € Isom(X,Y) entao, existem vizinhancas abertas v, de

1 i e ' 2 L Yagiad T
X, e Wl de f(xo) tais que, f/vl. vy * W, e uma bijegao analil

tica com inversa analitica.

Demonstracao
Sejam as aplicagoes:

T ='(f'(X‘o))“l: Y » X; x € X’g X=X € X ;

YeEeyY E Y*f(xo) € Y. Ponhamos U' a(U).

(ToB) o f o a-l e

A aplicagao h: U' + X dada por h,

analitica e tem-se h(0) = 0, h'(0) = I ﬁogo pelo teorema an

X.
terior existem vizinhangas abertas Vl e W1 da origem do X

tais que h/Vl: v, W e bijecao analitica com inversa anali

1 '
(W,) e Vl = Q (Vl). Sendo

tica. Ponhamos W! = (ToB) 1

1

£/V] = (ToB) L oh o o : Vi *W] , @ h, e (ToB) bijegdes a

naliticas com inversas analiticas segue o resultado.



CAPITULO III

O TEOREMA :DE PROBENIUS

§ 1 - Diferenciais com acréscimos variaveis.

. Sejam X e Y espagos de Banach complexos e U um subcon

-

junto aberto e nao vazio de X..

TEOREMA 1.3

Se f: U » Y & G-analitica em U ent3o para cada n > 1

(d

a aplicagao

(*) (X,hl,...,hn)'e U Xx X XeouXx X > dnf(x;hl,...,hn; €Y é
analitica.
Demonstracao _ ,

Ja vimos - (corolario 5.2) que a aplicagao acima & G-
analitiéa.

Mostremos que a mesma & localmehte limitada.

Sejam égo’hlo’;"fhno) €U x X Xeooex X e

s = max {|hy_| see-s]hp |} . Sendo £: U »¥Y  analfti
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ca em U, existem M > 0 e p > 0 tais que

x| ¢« » (¥ x €B(E,p)

A desigualdade II (teorema 11.2) nos da:

n : n,n
|67 £(e,hyveesn) ] € M (7 |nyfoiin |
(¥ hl""’hn € X).
Em partic¢ular, para todo x € B (Eo,g) , temos que

B(x,§)<: B(go,p) ,” entac novamente a desigualdade II nos da:

| &" ‘f(x;hl,f..,hn) | < M(ZR) .Ihll... Ih

. . : p
(¥ hl"”’hn € Xe x € B(Eo,—z—)).

Assim,

| (x,hy,en0sh ) | € M(%rl)n (L) P

2

P )
v (x,h ""’hn) € B(Eo"g) x B(hlovf)x oo X B(hno,g),

1

portanto (*) & localmente limitada.

Corolario 1.3

Se f: U +Y e g: U » X sao analiticas entao também &

analitica a aplicagao x e U + &f(x;g(x)).
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Demonstracao .

A aplicagao acima se escreve como composto. das aplica

¢Oes analiticas: x € U » (x,9(x)) € U x X e

(x,h) € U x X » §f(x,h) € Y. O resultado se

gue entao pela regra da cadeia.

DEFINICAO 1.3

Sejam f: U > Y e f;: U » X (I<i¢n)fungdes ~analiticas

em U. Definiremos por recorrencia,

5 .
(6 £) «(x) = Gf(x;fl(x))

f £ W f f £
G .o h = st ts e

il

Definiremos tambem,

f_. 0
(s Y £ (x)

n

- Hh
J
®

{ (s

Observacao 1.3

Se n >'1, em geral nao se tem

f f

(6 P...5 T

£f) (x)

" f(x;fl(x),...,fn(x)). Adotare
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mos a terminologia seguinte: para cada x € U,

an(x;fl(x),...,fn(x)) sera chamado "G-diferencial de

orden 1 da fungao £ no ponto x con acréscinos £, (x),,..f (¥)°

£ f

e (6 D...6 1

f) (%) serda chamado "G-diferencial suceséiva de

‘ordem n da funcdo f no ponto X com acréscimos sucessivos .

gl(x),...,fn(xl.

Decorre do teorema 1.3 e corolario 1.3 que as aplica

' ¢oes:
X €U +6n.f(x;fl(x),...,fn(xﬁ ey e

f f :
X € U~(6 l...S-n f) (x) € Y sao analiticas em U.

' TEOREMA 2.3

Se f: U+Ye fl; fz: U + X sao analiticas em U e

£,

£ .
£,) (x) = (68 °£) (x) (Vxew), entao temos também,

(s 1

f. £ f2 fl

(5 18 %8) (x) = (8 £) (x) (¥ x €U,

Demonstracao

De fato,

£, £ f
(6 15 28) (x) = § +X) (85 (xif, (x)) =
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§2E(xi £, (%), £. ( 5
x;i £, X), 1 x)) + 8f(x; (8§ fz) (x))

= sz( i, (%), £,(x)) + SE(x; "2 )
= xifq (%), £, (x § k,(G_-fl) (x)

§ T£) (x) ¥ x € U)

Corolario 2.3

Se f: U»>Yef U+ X (l~s i & n) sao analiticas em

i:
. fi , fj .
Ue, (6 £4) (%) = (6 "£) (x) ((Lgi,jsn), ¥x€U) ep

tao tem-se

£ f

£ £ g (n) ‘o(1)

(*) (6 P...8 1£) (x) = (6 2 s £) (x)

(WxeUeOoe Sn).

Demonstracao

Basta notar que, de acordo com o teorema anterior o)
19 membro de (*) & invariante pelas - . transposigoes

(1,2),...,(1,n) as quais geram o grupo de permutagoes Sn'

TEOREMA 3.3

x

Se f: U~Y e g: U » X, sao analiticas em U, entao,pa
' . .gyn -
ra cada x € U e n > 1 natural, {(Gg) f} (x) € uma soma de G-

diferenciais de ordem k de f no ponto x, com acréscimos
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r,
{87 g} (x) (Lg i< k), onde
L
z =
P n
Demonstracao
O teorema & verdadeiro para n =1, pois

(89 £} (x) = Se(xiqx)) = 8e(x; 1 (69 %) (x).

Suponhamos n > 1 e que o teorema seja valido para n-1,

~ isto &; que {(Gg)nflg}.(x)'é uma soma de termos do tipo,

yl %

& £ {069 L g} (%) ,en.s (69) K g} (x)) " onde

v ™

k +

4108 < n-1.

Para concluir que vale para n, basta mostrar que a G-
diferencial de ordem 1 de cada parcela, com acréscimo g(x) é
da forma ‘desejada. De faﬁo, pela observacao 1.2. e pela regra

da cadeia temos:

Sk

| . |
89 ) Ke 1(89) gl ), eees (&) T3xN)} =

' S. S
6k+1f(x;{(6g) lg} (%) yoeu,{(69) K

gt ), (9% x)) +

k s,
+ L) 88 £lx,..., (6% 1M

i gl (x),...), o que demonstra

o teorema.
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§ 2 - Désigualdade fundamental para G-diferenciais

sucessivas.

TEOREMA 4,3

Sejam f: U » Y analitica e £ € U, Se fi: U-+X
(1 ¢ i< n) sao fungoes. analiticas em U e, MMypee s M sao

constantes positivas tais que, [£(x)| < Me |£, )| < My -

(L i< n) ¥ xe€eB(gpc U, entdo temos:

fn J':]. n.n
| (8 ,..6\ £) (&) ]'s M5 My...M

Demonstracao

Provemos inicialmente que para cada k natural com

£Of
=30 - B Kt ey

1< k< n-1 a fungao x € B,

satisfaz,
£ f
k 1 n,k
(*)y (8 "...8 f) (x)j < M(p) Myo.. M
(Vv x € Bk)
Com efeito, se k = 1 e x € B1 =.B(€,p-§) entao

B(x,g)C:'B(E,O), logo pela desigualdade II (teorema
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11.2) tem—se:
I(Gflf$(x) = |6£(x;f1(x))] < M(%).Ml ’
Suponhamos 1 < k & n-1 e que (%) sejé valida ¥ x € Bgk.
Se x € By =AB(€,D—(k+l)%) entao ka,%)f: B, » logo peia desi

gualdade II (teorema 11.2) temos:

K £ A b - £y .
8%+ 57k 57161 (x|

A

< A u..mr & nm
o 0

1 k k+l =

_ n k+l .
= M.v(a) Ml. . 'M'k+l'

isto & (*) vale para k+l. ’

Em particular temos,

£ £
| (s ® Lost £) (x)] ¢ M.(g-)“'l M. ..M

1 n-1

¥ x € Bn;l = B(A,%), entao pela desigualdade II tem-

se:

£ £ £ £ 4 £,
s Poos ey eyl =lts P Pl ey )] s
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Lema 1.3

1 CcX, U

<. Y abertos nao vazios e

Sejam U p)

f: Uy x u, > £(X,Y) tal que a aplicagao

(x,y,h) € Ul'x U2 x X+ f(x,y)h ey

& analitica. Indiquemos por Py a projecao candnica de X x Y
e paré cada h fixo em X indiquemos por fh a aplicacgao

(x,y) € U, x U

1 + f(x,y)h € Y.

2

Se para cada (x,y) € Ul X U2 fixo, a apliéagéo

2

+ {3 Py} (x,y) € Y for simétrica ,

(h,k) € X (h,£h) (K, £k)

entao, para cada (xo,yo) € Ul X U2 en >» 1 natural, a aplica
cao

(hll---lhn) e Xn P_p {G(hn'fhn)...G(hl'fhl)Py} (Xo’yo).e v é

n~linear simétrica e continua.

Pemonstracao

Simetria

Fixados 'hl,...,hn em X, as gplicaqaés

(x,v) 5xu; x U, *yyeu, e

(x,y) € Uy x Uy 31 (hy,£05,y)h;)  (lsign)
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sao analiticas, e por hipGtese tem-se:

f f.
(5 '€ Guy) = (8 £)) (x,y) (W(x,y) € Uy x Uy; 1si,3¢n)

portanto em virtude do corolario 2.3, temos que:

f f

(*) 6 M...s 1 Py) (x,y) @& invariante por permutagoes

dos indices 1,2,...,n.

]

Fazendo X = x_ , Yy =Y_ .em (*) concluimos que P, é

o

simetrica.

n-linearidade

Em vista da simetria basta provar que P, é linear na
12 variavel. Fixados entdo hyrevssh  em X, a aplicagao
(hy,fhy)  Yhp,Fhy) :

h; € X 5 {6 v e Py} (x,,¥0) € Y se escreve -

como composta das aplicagoes lineares:

(hy,k)  (hy,fhy) (hy, £hy)
(hllk) e X X Y g 6 (6 0016 Py)(XO,YO) e Y'

eh €X- (b, f£(x,y_)h;) €X x ¥, logo & Linear.

Continuidade

Consideremos em X x Y a norma do maximo. Sejam M > 1

e p > 0 tais que: |f(x,y)h| < M|h| (¥ (x,y) € B(x/¥,) e p)

Uy x Uz, ¥ h eXe sejam h),...,h € X tais q?e-lhil <1,
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(L< i< n). Temos:

|fi(x,y)[ = |(hi,f(x,y)h£| = max { hil‘,lf(x,y)hiﬁ}

s Mdng |l @ (x,y) € Blxy ), 0))

’IP'Y ) | = Iyl € ly-y | + 1y | = o+ ly, |

¥ (x,y) € B(xo,yo),o))

Da desigualdade fundamental (teorema 4.3) temos en

tao:
f £

[P, (preeesh) | = [0 Pis YRy ()]

n

S (p+|yol).(§) . ihg) e 01 ) s

< (p+|yo| )v(—g-)n._Mn » portanto P é continua.

Corolario 3.3

Com as notagoes do lema anterior temos

(h,£n) _
a) Pn(h) = { (8 ) Py} (x ,y,) é um pol?némio

n-homogeéneo de X em Y.

b) |Pn(h)| < p(n-1)""1 (E’I-UlL)“ (WheXenszl)
p



Demonstracao -

a) Imediato

(h,£h)
b) I8 ()] = (6 TR, ()]
~ (h,fh) __
= 0 (6 )" tn by |
< M) EHTE ™t -

48 -

o (n=1)"7 =T
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§ 3 - Teorema de Ffobenins

DEFINICAO 5.3

Sejam, A C X, BC Y abertos nao vazios . e

f: A x B » £(X,Y). : tal que a aplicacao

(k,y,h) €A XxB xX»f(x,y)hey & analitica.
Consideremos a equagao diferencial (*) y'(x)k = f(k,y)k

Dizemos que (*) & completamente integravel em A x B

quando, para cada (xo,yo) € A x B o sistema-

y'(x)k = £(x,y)k

I(xo, y-o) <

\ y ()

. tem solugdo analitica.

i
o]

TEOREMA 5.3 (Frobenius)

Sejam, A< X, Bc Y abertos nao vazios e

f: A x B + £(X;Y) tal que a aplicagéo‘

(x,y,h) € A xB x X » £(x,y)h € Y & analitica.

A fim de que a equagao diferencial y'(x)k = £(x,y)k
' seja completamente integravel em A x B, & necessario e sufici

ente que para cada (x,y) € A x B a funcao

(h,k) € X* » {6 $ Py Hx,y) € ¥

seja simétrica.
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Demonstragac

Necessidade

Suponhamos y'(x)k = £(x,y)k completamente integravel

em A x B, Dado (xo,yo) € A X B o sistema:

yr{x)k fi{x,y)k

Yy

y (%) =y,

-

tem solugao analitica. Significa que existem uma vizinhanga

aberta V do x_ e uma funcao analitica y: V- B  tal que

y' (k= £(x,y(x))k e y(x ) =y

Pela regra da cadeia temos:

(h,£h) (k,fk)

y"(xo)(h,k) = {6 § Py} (xo,yo)

Sendo y"(xo)(h,k) simétrica e (xo,yo) arbitrario

A X B concluimos o resultadé.

Suficiencia

em.

Suponhamos que para cada (x,y) € A x B a aplicagao:

(h,fh) (k,fk)

+ {38 5 Py }x,y) € Y

(h,k) € x°

seja simetrica. Seja (xo,yo) € A x B e mostremos que o

tema:

sis
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y'(x)k

s
i f(XIY)k

I(xo,yo)
y(xo)

i
<
o]

tem solugao analitica.

Sejam p > 0 e M > 1 tais que

|£(x,y)h] ¢ M|h| (v h € X, ¥(x,y) € BZxo,yo),p) =
B(x_,p) % Bly_,p) € A x B)
Conforme coroldrio 3.3, para cadan 0, -

pn(h)_=‘{ﬁT (8 ) PY} (XO,YO)

(3%

um polinomio n-homogéneo de X em Y verificando

: n-1 i
' -1) Ml/h],n .
B (h)] ¢pm aran 31
n-1 '
A (n-1) M|h|,n o
Sendo' po ) ~3 (_p )

para |h| <p %g , temos pelo critério de Weierstrass que a

- . % . 1
serie &, Pn(h) converge uniformemente em |h| < p.ﬁg ’ de

onde vem que

= L 2 = oy nida -
y(x_+h) = - P _(h) & uma fungao analitica definida

7
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1

em |h| < Prg  com y(x,) =y_.
Seja
n-1
—-— .l l (n-l) n
0 = suwla e (0,9)/]x] <« = fy =0 x|
para
lh] < p % . temos M;hl < 8, portanto
ly (x +h)=y ) | < I B (h)] < _
-1
g (m-1)""" M.|n|n
< ( )T < p
~ P n)l n! o) a
Isto significa que a funcao y(x) esta definida
B(Xo,p %)<: A e toma valores em B(yo,o)cz B. Mostremos

y'(xo+h)k,= f(xo+h,y(xo+h))k

8

para todo h € X com |h]| < p v

De fato, pelo teorema de Taylor temos:

r 1

' =
Yy (Xo+h)k n>0 o’

Y™ x ) (e,h, L h)

= Z
Sendo y (x+h) n50 ﬁn(h) vem que

< 1}

em

que
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n —_ 1] —
y (xo)(h,...,h) —_ﬁn(h).n. =

(h, fh)
= {(s )

n Py (xo,yo)} ; de onde concluimos

que

(h, £h) (k,£k)
n+l : — n .
Y (XO) (k,h,.... lh) - {(6 . ) 6 Py} (Xolyo),l

portanto,

(hlfh) n

(k, fy)
{(s )8 K

A

! =
y ‘xq+h)k %;

0. Py} (x sy ,)

Por outro lado, ainda pelo teorema de Taylor temos:

L™ £,y )

£(x_+h, y(x_+h))k = §;o =

X=X
‘ (e}

A regra da cadeia nos da:

{gh f(x,y(x))k}x=_x0 =

.y (% )h
f(grg)k + 3 © Elxg 700k =

Gh
X
{6(h,y'h) _ (h,y'n) (k,£fk)

fk} (x 0y ) =18 8 PY} (x5ry,)

e, uma indicagao trivial mostra que:
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h
{ )% £(x,y(x))k} x=x, =

= {(§ ) s Py}'(xo,yo)

portanto,

. 1 (hyy'y) , (k,fx)
£ (xo*th,y (xo+h) )k = L o = { (¢ )T 8 Py} (x51¥4)

I

=]

De acordo com o teorema 3.3

(h,fh) - (k,f¥) |
{(s )78 P:S‘,} (Rgr¥o) e

(h,y'y) "k, £y)
{(s h s k Py} (X0:¥o) sao somas de

. (k,fx) : .
- diferenciais de{§ P?} (x,y) no ponto (x,,ys) com acrés-

cimos respectivamente da forma

(h, f) . ' .
(s T () ) (xg.yy) e

(h'y'h) R .
{(s ) (h,y'Rn)} (x0:Yo)

Notando-se que:

(hrfh) .
{(s )L (h,£h) } (%0,¥0)

I
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(h,th) ri

= (0,{(s ) fh} (XO:YO) =

- - (h,fh) r., .. .
= (0,{(8 ) M) (xgiy,) =
= (0, Pri+l'(h) (ri+1)!) =

. ry '
=0,y ' (xg) (,...,n) =
Yisl.

(h,y'h)

=6 . T my'my o(xy)
concluimos que
y'(xo+h)k = f(xo+h, y(xo+h))k, portanto

y(xo+h) é solugao analitica de I(xo,yo).

Corolario 4.3

Com as notag¢oes do teorema anterior, suponhamos que

a equagao diferencial y'(x)k = f(x,y)k seja completamente -

integravel eva x B. ‘Temos:
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a) Para cada (xg,y,) € A X B, a solugdo de I (x4,Yo)
é Unica e e dada por:

L (h,£h) _
y(xgth) = I 2o {(8 DT R (t6,v0)

b) Se p >0 e M > 1 sao constantes tais que

a0

h| (vh € X, Vv(x,y) €B(Xg,P)xB(yo,P) < A x B),

|f(x,y)h| < M.

entao y(xo+h) estad definida para Ih| < ¢ % e toma valores em

B(yoﬁp)f

Demonstracao

a) Sejam, y(x) solugao de I(X,,y,) e V seu dominio ma
ximo de definigao.
A regra da cadeia nos da para cada n » 1l:

h ‘ (h’f-hi n . .
y (xg) (h,...,h) = { (8 ) Py} (X0:Yo) (¥ h e Xx),

portanto, pelo teorema de Taylor temos:

(h, £h)

(1) ylegth) = 5 o = { (8 )"

PY} (XO IYO)

para todo h tal que x,+h € V, de onde concluimos a unicida

de pois, o 29 membro de (1) sO depende de £ e de (Xg5,Yo)-
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b) A série do 29 membro de (1) & majorada por

n—

) (r}-l)

n30 n!

" nlyn
0
‘|h| < p ﬁ portanto, v (Xo+h) estad definida para

8
4 );

"~ Xoth € B(x,, T por outro lado} ja vimos

demonstragao do teorema anterior que,

Yk = £x,y(x)k - (¥ x € Blxg,0 o)) e

ue
que;

: -1 A \
(-1 mM.|h]\n
n>l n: ( 0 )yTep

|y (xg+h) -yo| €. P

(¥ h € X com |h| < p %) de onde conclui-se que

V 3 B(xg,P %) e que y(x) toma valores

B(Yorp)o

a qual converge quando

na

em
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§ 4 - Dependéncia das condigoes iniciais.

TEOREMA 6.3

Sejam, AC X, B C Y abertos nao vazios

'f:A x B » E(X,Y) tal que a aplicagao (x,y,h) € A x B x X >

> f(x,y)h € Y é analitica}‘ (xo,yo) € A xB e, suponhamos

que a equacao diferencial (*) y'(x)k = f(x,y)k seja com
pletamente integravel em A x B.

Se p'>0 e M > 1 sao constantes tais que

|£(x,y)h| < M|h| (Vh € X, ¥(x,y) € B(x,,P)xB(y,,p) C A XB ,
entao existe uma constante A, é qual depende apenas de M, tal
qué,

1) Se‘(xé',yo') € B((xo,yo),pp), a solucao de (*) pe

lo ponto (xof,yo') anotado por y (x;xo',yo'), esta definido -

em B(x,,pld) e toma valores em B(yy,p).
2) A aplicagao
(X,%X0',Y0") € 2 + Y (X,%5",¥0') € Blygsp) < Y, .

onde

Q = B(Xg, Pp) % B(xo,pA)X B(yo,pA) e analitica.

-
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3) Para cada natural j, se (xé,yé) € B(xo,yo),pAi+l)
entao y(x,xé,hé) esta definido em B(Xo,pAl+l); toma valores
em B(yy,pA) e além disso & analitica a aplicagao:

: 3
(x,x},v}) € q, » y(x,x ,v!) € B(Yo’pA ) ¥

onde

+1

- i+l i+l i
Ql = B(Xo,pA ) % B(Xo’pA ).x B(YO'PA ).

Demonstracao

| _ | o 3
1) Notemos que se (xo,yo) € B((xo,yo).p/Z) entao

v gty P . . e = y
B((xo,yo), ) B((xo,yo).p), logo 5 e M > 1 sao constantes

°

<

tais que

|£(x,y)h]| ¢ M|h| ' (¥ h € X) ,

(¥ (x,y) € B((xé,yéhg)), portanto, conforme corolario 4.3 a

solugao y(x,xé,yé) esta definida em B(x e toma valo

t P
0'2

e
M

res em B(y;,p/Z). Assim,

N

ly (x,x0,v2) - v |

s yGxlyl) = vl + lyg - vl < §,+ % - P

2o

Tomando-se A = % vem que
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’ P
B((XO,YOLpA)<: B((Xo,yo),z) e para cada

- —se B e B(x', P @
xO € B(xo,pA) tem—-se B(xo,pA)c_ B(xo, > M)' portanto, as solu

coes de (*) por pontos de B((xo,yd),pA)estéo definidas em

B(xo,pA) e tomam valores em B(yO,D).

+ VeQ: Q.+ X xX xY, da

2) As aplicagoes Py: Ql 1 a

das por P,(h,x,y) =y e Q(h,x,y) = (0,h,£(x,y)h), onde

Q = B(0,pA) x B(Xo,pA) x B(yo,pA) sao analiticas}'logo, para

cada n » 1, a aplicagao:

rd

(h,x,y) € Q

L {(GQ)n P3} (h,x,y) € ¥ & analitica.

Por outro lado temos:

(h, £) 2} o)

(W 2y) i) = £y = g

Q 6(h,fh) P

{(GQ)Z P3j’ (thI_Y) = 6 y-

G(h,fh))Z Py} (x,y) e por indugao segue

=. {(

que

(h,fh))n

(™ Py} (xy) = (6 Py} (x,y)
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Temos também:

(h,fh)
s P e, b y)
n. =
n-1 . n-1
< o (n-1) (Mlhl)n < pigﬂll___ (Mp)®
n! - P n!
v (h,x,y) € Q.
, _qyn=-1
Sendo MA < &8 = §>1 13—%%——— (MA)n < 1, portanto a
série )
| z 1 (h’fh)'n ' '
ns0 nr { (s ) Py} (x,y) converge uniformemente
’d .

9

em Q,, logo a fungao:

(h,x,y) € Ql +.y(xo+h,x,y) € B(yo,p)<: Y & analitica,

de onde se conclui que a funcao:

(f,xé,yé) €'fL->y(x,xé,yé) € Y & analitica.

3) Basta notar'que pAa e M > 0 sao constantes tais

que |£(x,y)h| < M.|h| (¥h € X, ¥(x,y) € B((x_,v_),A%). 0O re

sultado decorre entao de 1) e 2).



CAPITULO IV .

GRUPOS E ALGEBRAS DE LIE

§ 1 - Preliminares sobre grupos topoldgicos e

‘grupos topoldgicos locais.

DEFINICAO 1.4

Um grupo topoldgico' & uma terna (¢,G,T) onde, G &

um conjunto, ¢ & uma operagao sobre G relativamente a qual G

& um grupo e T & uma topologia sobre G tornando continuas as

‘aplicagoes:

$:GXG>G e XEG>X T €G

A continuidade das aplicagoes acima e equivalente 3
continuidade da aplicacao (x,y) € ¢ x G » xy-l € G. Num grupo
topologico as trahslagééé:

xjé_G 2 axeaq
X € qué X.a é G
sao homeomorfismos. Em vista disso a topologia de um grupo to

poldogico fica completamente determinada quando se conhece um

sistema fundamental de vizinhancas da unidade.
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PROPOSICAQ 1.4

Seja (¢,G,T) um grupo topoldgico. A coleg¢ao B de todas
as vizinhang¢as abertas da unidade "e" de G go?a‘das seguintes

propriedades:

1) se vy, V, €8>V Vy e B

-2) Se V

1 € Bex€ Vi entao existe V' € B

tal que X.V'c: V.

1

3) Se V1 € B, existe U € B tal que U.U-lc; \Y

4) Se V, € B e g €G, entao existe V € 8 tal que

L]

g.V.g—lc: Vl'

Demonstragao

1) Imediato : A .
2) Decorre da éontinuidade de Ox no ponto "e".

3) Decorre da continuidade da aplicagao

(x,y) € G x G ~ xym1 € G no ponto (e,e)

4) Decorre da continuidade da aplicagao

X €G-~ c:}.x.g—1 € G no ponto "e".
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TEOREMA 1.4

Seja (¢,G) um grupo algébrico e 8 uma éolegéo de pak
tes de G com as propriédades 1) a 4) da propoéigéo anﬁerior.
Existe uma Gnica topologia 1 sobre G de modo que, (¢,G, 1) &
um grupo topoldgico e; B & um sistema fuﬁdamental de vizinhan

¢as.abertas do elemento "e" de G.

-

Demonstracao

Seja para cada x € G,
B(x) ={ W< G / xVc W, para algum V € B}
B(x) tem as seguintés propriédades:

a) WeEB(x)z>x €W

b) Se W, W' € B(X)=>W N W' € B(x)

»

c) Se WEB(x) e WC W' < G, entao W' € B(x).
d) Se W € -B(x), existe U< W tal que U € B(y) ¥y € U.

Verificaremos épenas d); as demais sao imediatas. Se
jam W € B(x) e V € B tal que x.VC W. Tomemos U= x;V

Sey€e€U=x.V entdo x-ly € V, por 2) existe V' € B
tal que x-ly V';:.V e aésim y V!'< x V = U, portanto U € B(y).

Decorre que existe uma topologia 7 em.G, tal que

Y(x) = B(x) V x € G.
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Mostremos que relativamente a 1T & continua a aplicacgao

(*) (x,y) € G x G ~» x.y"l € G

"1) =

De fato, fixados x, e Y, em G, sejam W € B{XoY0o"

= V(xoyo—l) e V, € B tais que Xoyo—l VC W, Por 3)

existe v, € B tal que

-1
. VZ'VZ c Vlf donde,.

- - -1
¥o¥o (VZ'V;)C: XY Vi W

‘Por 4) existe v, € B tal que

3

1
YoeV3r¥y T Yy donde ,

-1 -1 -1

-1
(xo V3).(y -V, )<:-xoyo (V2‘V2 ) <

No)

ou seja, -

-1
(x, V3).(V2.yo) W

. ] 3 -1
Ainda por 4), existe V4 € B tal que yoV4yO - V2 P

de modo que,
(x_ Vy)(ly_ V )--1 W
o '3'Ygo V4 C W,

0 que prova a continuidade de (%*).
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Notemos que,
Bc Ble) = {Wc G/ existe V € B com Vc W},

portanto B & um sistema fundamental de vizinhangas abertas de

Unicidade

-,

Seja t' outra topologia em G tal que (¢,U,t) & um gru
po topologico tendo B como sistema fundamental de vizinhangas

abertas do "e". Mostremos que

V(%) =V (x¥) -
T Tt

De fato,

vix) = {Wc 6 / W o xV para algum V € B} — V(x).
T _ -

1

Por outro lado, se W € V(x)=>x ~ W € V(e) => existe
T ' .

T

V € B tal que x—lW D V=>x VC W, portanto, W € Vf(X)- Segue

que T=T'-

DEFINICAO 2.4

Num grupo topoldgico ($,G,T) uma vizinhanga V do "e"

com a propriedade V=V 1 é chamada vizinhanca simétrica do "e".

PROPOSIGAO 2.4

Num grupo topoldgico (¢,G,T), toda vizinhanca do "e"



- 67 -

cont2m uma vizinhanga simétrica do "e".

Demonstracao

Seja U € V(e). Da continuidade de ¢ existem P e Q

em V(e) tais que P.Q © U. Sejam W=PN Q e V =WN W~l.

Temos que V € V(e), V = V-1 » e

Vc V.V C P.QcC U

DEFINICAO 3.4

Um subgrupo algeébrico (¢,H) de um grupo topoldgico
(¢,G, 1), munido da topologia induzida sera chamado subgrupo

topologico de (4¢,G,T).

PROPOSICAO 3.4

_Seja (¢,G,1) um grupo topoldgico. Todo subgrupo. to

pologico aberto de (4,G,7) tambem é fechado.

Demonstracao

De fato, se (¢,H) & um subgrupo aberto de (4,G,T1),

entao,

K=U{xH/ x @ H} & abertoem Ge G-K = H, por

tanto, H & fechado em G.

PROPOSICAO 4.4

Se (¢,G,T) @ um grupo topoldgico conexo, entao

G=kU

[}

1 Uk , onde U é qualquer vizinhanga do "e".
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Demonstragao

Sejam'U € V(e) e V € V(e) simétrica aberta com VC U.

[+ .
Afirmamos que H = ﬁﬁl Vk e um subgrupo aberto de (¢,G,1). De

fato, Se x e y' € H existem naturais men tais que x € Vn e

1 -1l.,n

y € Vm, de modo que x.y € Vn+Q: Hex e (v = v? < H.
Sendo V aberto temos que V2 & aberto e por indugao se
gue que V' & aberto ¥ n > 1, portanto H & aberto.

O resultado segue entao da proposicao anterior e do

fato de (¢,G,t) Ser conexo, isto &,

m ° -

. o] k .
q=H=k\=)lvkck\=JlU < G, de onde vem
que
_
= U gk
G=,2, U

DEFINICRO 4,4

Um grupo topologico local & uma dqédrupla (6,U,V,W) ,
onde W & um espaéo topologico, U e V.séo abertos de W com
UCVcWe, ¢ & una aplicagao de V X V em W, verificando .as
condigoes:

1) ¢(ux Uy Vv

2) ¢(x,9(y,2)) = ¢(d(x,y),2) (¥ x,y,2 € U)

3) Existe um elemento "e" € U, tal que,
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d(x,e) = ¢(e,x) = x (v x € U)

1 1

4) Para cada x € U, existe x ~ € U, tal que ¢(x,x" ) =e

5) As aplicagoes ¢: V. xV + W e x €U » xteu sao

-*
continuas,

PROPOSICAO 5.4

Num grupo topoldgico local (¢,U,V,W) Valem as . seguin
tes propriedades:

a) «Hl-x wxeuw

b) ¢(x 1,x) = e (¥ x €U
c) O elemento "e" de 3) & unico.

d) O inverso x-1 de cada elemento x de U é& lnico.

e) U=yt
-1 = )
f) Ue = (Ue) , onde Ue e a componente conexa dpo e
em U,
Demonstracao
! -1,-1 _ .
a) Por 4) temos (x 7).(x 7) T~ = e. Multiplicando- am
‘ — -1,-1

bos os membros por x a esquerda obtemos (x 7) = Xo

b) Utilizando a) temos:

x—l.x = (x"l).(x_l)“l = e
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c) nga e' € U tal que_x.e' = e'.x = x para todo
X € U, Temos em particular, e' = e.e' = e'.e = e,

'd) Sejam x € U e x' € U t;is que ¢(x,x') = x.x' = e.
Tem-se

x' = e, x' = (x-l.x).x' = x—l.(x.x') = x-l;e = x—l

e) Decorre trivialmente de .a).

£) Da continuidade da aplicagio x € U ¥ xteu se

1

gue que (Ue)— = W(Ue) @ conexo e contém "e", portanto
-1 ...
(U) "< U, _
Por outro lado, sendo
U =‘[iU )*1]- temos
e e !
SN S _ -l
v, = [(U) "] < ()™, portanto u, = (U,)
TEOREMA 2.4

Sejam, (¢,G,T) um grupo topoldgico e W uma vizinhanga
aberta do e.

Existem abertos U e V em G tais que (¢,U,V,W) e um

grupo topoldogico local.

Demonstracao

Da continuidade de ¢ existem vizinhancas abertas P e
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Q do "e" tais que P.Q C W. Tomando-se V = P N Q tem-se V.V W.
Sendo V vizinhanga aberta do "e", novamente pela conti

nuidade de ¢, existem vizinhancas. abertas P' e Q' do "e" tais

que, P'.Q' © V. Tomando-se vy = P'N Q' e U

N
Vl V1 temos

‘que U & vizinhanca aberta do "e" e U.UC V. .. .. A quadrupla

- ($,U,V,W) verifica trivialmente as condicdes 1) a 5) da defini

-

cao 4.4, portanto & um grupo topologico local.

' PRoposzgzo 6.4

Sejam, (¢,G) um grupo algébrico e.W~um eébago topélégi
co contido eﬁ G. Suponhamos que existam abertos Ue V ..em W
'tais que (¢,U,V,W) € um-grupo topolégico'local.

Temos:

a) G, = %;& o & um subgrupo de (¢,G)

b) Existe em G. uma estrutura de grupo topoldgico, ten

U

do a colegao B das partes abertas de U que contém "e"” como sis

tema fundamental de vizinhangas abertas do "e".

c) Se U & conexo na topologia de W entao G, s€ra cone

U

XO0.

Demonstracao

a) Seja e; a unidade de Gy = (¢,U0,V,W) e . indiquemos



- 72 -

- *
por (z l) o inverso do elemento z € U em Gl'

Temos Z.e1 = 2z, portanto,

Por outro lado, 2”1 & o fnico elemento de (¢,G)  tal

. que ¢(z,z_l) = e.
._l* ..1*
Sendo ¢(z,(z 7)) = z.(z 7) = e; =e vem que
-~ * - . -
(z l) = g 1, portanto U = U l.
Dados X,y € GU existem naturais n e m tais que x € Un,
y € Um, logo x,y € Un+m;: GU e'x—l e-(U-l)n = Unc; GU’ donde

se conclui a afirmagao.

[

b) Basta mostrar que a colegcao B tem as propriedades -

- 1) = 4) do teorema 1l.4.

1) Imediato

2) Decorre-da continuidade da translagao 0.3 U > V.

3) Decorre da continuidade da aplicacao

$: U X U >V

4) Sejam Vl € e ge€acG temos g = ayr85...2

u’ n

onde a; €U  (1&4ig n).

A aplicagao x € U ~* ay.x.a; " €W & continua, .. logo
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existe A, € B tal que a,.A,.a "lc: \Y4

1 1°8108; Analogamente existe

1
- l . ~ .
A, € B tal que a,.A,.a, "C A, e, por indugao existe A € B,

-1 ,
tal que a A .a < Ay (¥ k' > 2).

Assim temos:
l .

9.2, .9 =

= a a A .a -1 a -1
1... n. n‘ n e &8 l C_

LK 2N J
?

c) Se U & conexo na topologia de W entao U & - conexo

na topologia de Gﬁ, seque da continuidade de ¢: GU X GU + GU

que uk € conexo em Gd (¥ k > 1), portanto Gy € conexo..

DEFINICAO 5.4

Sejam G = (¢,U,V,W) e Gy = (¢,,U;,V;,W,) grupos topo

1ogicos locais com unidades "e" e ey respectivamente.

Um homeomorfismo local de G em G; & uma aplicagao con

tinua f, definida em uma vizinhanga aberta A do e a valores

em uma vizinhanga aberta B do e, tal que
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1) Se x,y € A e ¢(x,y) € A=£>¢l(f(x),f(y)) € B

2) £(o(x,y)) = ¢l(f(x),f(y)) para todo x,y € A fal

que ¢(x,y) € A

DEFINICAO 6.4

Um isomorfismo local de G em G1 € um homeomorfismo f,

de uma vizinhanga aberta A do "e" em uma vizinhanca aberta B

do "e " verificando as condigdes 1) e 2) da definigdo ante

rior.
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§ 2 - Grupos de Lie e grupos de Lie locais

em um espago de Banach.

DEFINICAO 7.4

Seja X um espago de Banach sobre o corpo dos nimeros

complexos. Um grupo de Lie local em X € um grupo topolé@ico
local (¢,U,V,W) onde, W & um aberto de X e as aplicacoes

$: VXV +>Wex €U » x ! e U sdo analiticas.

DEFINICAO 8.4

Um grupo de Lie em X & um grupo topoldgico (¢,U) on

de, U e um aberto de X e as aplicagoes ¢: UxU=>U e

x €U +x 1 €U s3o analiticas.

‘Observacao 1.4

E claro que todo grupo de Lie pode ser visto como um

grupo de Lie local (4,U,V,W) onde U =V = W.

TEOREMA 3.4

Sejam (¢,U,V,W) C X ﬁm grupo de Lie local . e
W' € V_(e) onde V_(e) & a colegdo de todas as vizinhangas a
bertas do ﬁg".
Existem‘Ui,V' € Va(e) com U'cC U, V'c V tais que

(¢,U",V',W') @ um grupo de Lie local.



_76_

Demonstracao

De fato, da continuidade de ¢: V X V > W, existem P,

Q € V_(e) tais que P.Q c W'. Tomemos V' = P\ Q € v_(e).
Da continuidade de 9: U X U * V, existem R,S € Va(e)

tais que R.S C V',

1

Tomemos U' = (RN S) N (RN S) ~ e v, (e). Assim

U'c U, v'c V, W' C W e verifica-se facilmente que a quadru
pla (¢,U',V',W') tem as propriedades 1) a 5) da definicao

5.4, portanto & um grupo topoldgico local.

Sendo analiticas as aplicagoes ¢: V' x v' »> @' e

1

x €U' *x ~ €U' vemque ($,U',V',W') & um grupo de Lie lo

[

cal.

DEFINICAO 9.4

Sejam, X e Y espacos de Banach complexos,
G = (¢,U,V,W)<; X‘e Gy = (¢1,U1,V1,Wl)c: Y grupos de Lie 1o

n_n “el" respectivamente.

cais com unidades "e" e

Um homomorfismo local de G em G, € uma aplicagdo ana
litica f, definida em uma vizinhanga aberta A do e a valo

res numa vizinhanga aberta B do ey tal que,
l) Se x,y € A e x.y €A =>¢l(f(x),f(y)) € B

2) £(¢(x,y)) = ¢l(f(x),f(y», para todo x)y‘e A tal

que X.y € A.
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DEFINICAO 10.4

Um isomorfismo local de G em G, & uma bijegao analiti

ca f: A € Va(e) + B € Va(el) com inversa analitica, verifican

do as condigoes 1) e 2) acima.

_ DEFINICAO 11.4

Sejam G = (¢,U) < X' e G (¢1,Ul)c:.Y grupos de Lie.

l=

Um homomorfismo de G em G, & uma aplicagdo analitica f: U~»Uj:
satisfazendo a condigao 2) da definigao 9.4.
Se f for inversivel e £7! analitica direros que £ @&

um isomorfismo de G em GI'

PROPOSICAO 7.4

Sejam, X e Y espagos de Banach complexos,

G = (9,U,V,W) < X um grupo de Lie local, ch: Y aberto e
T: W > W, uma bijegao analitica com inversa analitica. Nes
tas condigoes,

G (T o $o (Tl ™4, T(v), T(V), TW)

T(W) 14 14 4
@ um grupo de Lie local em Y e T & um isomorfismo local de G
e

m GT(W)'

Demonstracao

Sendo T: W * T(W) = Wl um homeomorfismo, .. decorre



....78...

que T(U) , T(V) sao abertos em T(W) com T(U) € T(V) © T(W).

-1

Pondo §€: T o ¢ © (':[‘m1 x T ) vemos ‘que

g(T(V) x T(V)C T(W) , E(T(V)x T(U)) € T(V) e que valem as
demais condicoes de definigao do grupo de Lie local para
GT(W) = (E,T(U),T(V),T(W)). E inteiramente Obvio que T & um

isomorfismo local de G em G ‘e
T (W)
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§ 3 - Algebras e subalgebras de Lie - Ideais.

DEFINICAO 12.4

Uma algebra de Lie & um par (X.[ ]) onde, X & um
espago de Banach complexo e, [.]| & uma aplicagdo bilinear e

continua de X x X em X com as propriedades:
1 [xy] =-[y.x] (¥ x,y € X)
2) [[xsy] +2] + [[y,2]sx] + [[z,x],¥] = 0
(Vv x,v,2 e X).

A identidade 2) & chamada "identidade de Jacobi" e a

aplicacdo [ ] € usualmente chamada de colchete de Lie.

DEFINICAO 13.4

Seja (X,[ ]Y uma algebra de Lie. Uma subalgebra .dé;-
Lie de (X,][ ]) & um subespago vetorial E de X com as proprie-
dades:

1) E e fechado enm X.

2) Se x,y € E entao [x,y] € E.

DEFINICAO 14.4

Um ideal de uma algebra de Lie (X, [ ]) & um subespa

¢o vetorial E de X com as propriedades:
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1) E & fechado em X.

2) [%x,y] € E (W x € X, v € E).

DEFINICAO 15.4

Sejam X = (X([ -] e Xl = (Xl,[A.:]) algebras:.de Lie.
_ 1
Um‘homomorfismo de X em Xl € um homomorfismo f: X - Xl tal

que
(*)  £([x,y]) = [£Ex),£(0]; (¥ x,y € X).

Um isomorfismo de X em X, @ um isomorfismo continuo

1

£: X > Xy verificando a condigao (*) acima.
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§ 4 - Transformacoes infinitesimais

DEFINICAO 16.4

Sejam,_x um espago de Banaéh complexo e, UcC X aberto
nao vazio.
_ Consideremos o espago vetorial H(U,X) das éplicégSés
analiticas em U a valores‘em X, Se £, g€ ﬁ(U,X) colocaremos
por definigao,

[f,q] = f'q --q'f. Temos o seguinte:

PROPOSICAO 8.4

[ ]: H(U,X) x H(U,X) » H(U,X) € bilinear e tem as se

guintes propriedades:
1) [£.q) =-[a,£], (¥ £,q € H(U,X).
2) [[£,qa],b]) +[[a/n].£] +[[n,£].q] = O,

(v £,h,q € H(U,X)).

Demonstracao

A bilinearidade da aplicagao [.] e a igualdade 1) sao
de verificagao imediata. Mostremos que vale 2). Com efeito te

"mos:

[[£.q],h] + [[a,h] €] + [[n€]a] =
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[f,q]'h_—h'.[f.,q]+[q,h]'f-fi[q,h]+[h,f]'q-q’[h.f] =

(£'q-q'£) 'h-h' (£'q-q'£)+(q'h~h'q) '£-£' (q'h~h'q) +

1t

+ (h'f-£'h) 'q-q' (h'£-£'h) =

(fth+flq'__ql'f_qlf!)h_hl (f'q-q'f)+(q"h+q'h'—h"q—h'q')f -

= f£'(q'h-h'q)+(h"f+h'f'=£f"h-f'h)q~q' (h' f-£f'h) =
q : :

DEFINICAO 17.4

Sejam; X um espago‘de Banach complexo e U € X aberto
nao vazio.

Uma transformagao irfinitesimal de U & uma aplicagao
L: U =+ GL(X) verificando as condicoes: |

1) As aplicagoes (x,h) € ﬁ x X > L{x)h € X v e

1

(%,h) € U x X » £(x)h = (L(x)) "h € X s3o analiti

cas.

2) O subespago vetorial,
I(L,U) ={Lh € H(U,X) / h e X}, @& fechado
relativamente ao colchete de H(U,X), isto e ’

[th,1x] e 1(L,U) (W h,k € X).
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Observacao 2.4
Na definicao acima estamos indicando por Lh a aplica

¢do x € U > L(x)h € X, para cada h fixado em X.

Lema 1.4
Seja U c X aberto. Se L: U + GL(x) & tal que as apli
cagoes (x,h) € U X X > L(x)h € X e (x,h) € U x X » £(x)h € X

sao analiticas entiao tem-se:

(*)  £(x) [Lh,Lk] (x)
= €' (x) (L(x)h,L(x)k)-£"(x) (L(x)k,L(x)h) -,
(¥ h, k‘e X, ¥ x € U).

Demonstracao

Por definicao,

[Lh,Ik] (x) = L'(x) (L(x)k,h) - L' (x) (L(x)h,K) ,

portanto,

(1) £(x)[Lh,Lk](x) = £(x)L'(x) (L(x)k,h)-E(x)L" (x) (L(x)h,k)

~

Diferenciando ambos os membros da igualdade

£(x)L(x)h = h com acréescimo L(x)k, obtem-se:

(2) E(x)L"(x)(L(x)k,h) = -£'(x) (L{x)k,L(x)h).
Analogamente, diferenciando-se ambos os membros da

iqualdade £(x)L(x)k = k com acréscimo L(x)h, obtem-se:
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(3) E(X)L'"(x) (L{x)h,k) = =-£'(x) (L(x)h,L(x)k)

Substituindo (2) e (3) em (1) obtemos a igualdade (*)

TEOREMA 4.4

Sejam, U c X aberto, e L: U » GL(x) tal que

(x,h) € U * X > L(x)h € Xe (x,h) €U XX > £(x)h € X  sdo
analiticos.

As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

a) se r,s € k =>[Lr;Ls| € I(L,U); isto & I(L,U) & fe
chado relativamente. ao colcbete de H(U,X).

b) Para cada (x,y) fixo em U x U, a aplicagao,

(h,L(y) € (x)h)-(k,L(y) € (x)k)

2 (s § Py} (x,y) € X

[02))

(h,k) € X

simétrica.
c) A equagao y'{x)h = L(y).£(x)h & completamente in

tegravel em U x U.

Demonstracao

O teorema de Frobenius nos da a equivaléncia entre b)
e c). Basta entao mostrarmos a equivaléncia entre a) e b).
a) => b)

Sejam, (x,y) € U x U, (h,k) € X%, r=¢(x)h e s=E (x)k.
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Por hipotese .existe p € X tal que,

£(z). [Ly,Lg] (2) =p (v z € U)
Em particular para z=x e 2=y tem-se:
(*)  £(x) [Lr,Ls] (x) = €(y) [Lr,Ls] (¥)

Desenvolvendo o 1? membro de (*) segundo o lema 1.4 e
o 29 membro segundo a definicao 16.4 e, substituindo-se r e s

respectivamente por £(x)h e £(x)k obtemos:

£ (x) (h,K) - E'(x) (k,h) ‘=

= E(y){L'(y)(L(y)E(X)k,E(X)h) - L'(y) (L(y)E(x)h,E(x)k)} , de
onde vem que,

(h,L{y)E(0h)  (k,L(y)E(x)K)
(s 6

Py} (XIY) . =

= L(y)E'(x)(h,k) + L' (y) (L(y)£(x)h,E(x)k) =

= L{y)E'(x) (x,h) + L' (y) (LPEEK,EGN) =

(k,L(Y)E(x)K)  (h,L(y)E (x)h)

= {6 S Py} (x,y)

b) =>a)

Sejam (x,y) € U2 , (r,s) € Xz, u=L(x)r e v=L(x)s .

Por hipotese temos:
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L) E' (x) (u,v) + L (y) (L{y) & (x)u, & (x)v)

= L(y)E'(x)(v,u) + L (y)(L(y)E(x)v,E(x)u), de onde veml

que

£ (x) (U.v) - £'(x) (v.u)

E(WI{L' (y) (Wy)E(X)V,E(x)u) -~ L'(y) (L(y)E(x)u,E(x)v)}

Substituindo u e v na igualdade acima respectivamen

te por L(x)r e L(x)s, obtemos:

£'(x) (L(x)r,L(x)s) - £'(x) (L(x)s,L(x)xr) "=

= gy){n (y)(L(y)s,r; -IL'(y)(ka)r,S)}
Segue pelo lema 1.4 que
£(x) [L. L] (x) = E(y) B Lg 1(y)
Isto signifiéa que a aplicacao
x €U+ E(x)[ Ly,Lgl(x) €X & coﬁstag

te, portanto existe p € X tal que,

£(x) [L1g] (x) =p ¥ xe€U,

de onde vem que,
ELr,Ls] (x) = L(x) p ¥ x € U,
- logo

[Ly,n] € T(1,0)



§ 5 - Transformagdo infinitesimal e equagao de’

Lie de um grupo de Lie local.

DEFINICAO 18,4

Chamaremos de transformacao infinitesimal de um grupo

' de Lie local (9,U,V,W) C X & aplicagdo L: U * £(X,X) dada por

L(x) = ¢Y(x,e).

TEOREMA 5,4

A transformacao infinitesimal de um grupo de Lie 1lo

cal (¢,U,V,W) C X tem as sequintes propriedades:

1) L(U) C GL(X)

2) as aplicaQSes (x,h) € U x X » L(x)h € X ' e
(x,h) €U x X » £(x)h € X, onde £(x) = (L(x))" 1 ¥ x e U, sdo

analiticas.

Demonstracao

1) A propriedade associativa nos da:

d(d(x,y),2) = o({x,0(y,2)) ‘ (¥ x,y,2 € U)

Diferenciando ambos os membros da igualdade acima, -

- com relagao a variavel z e acréscimo h obtemos:

(I) ¢y(¢(x,y),z)h =_¢Y(X,¢(Y,Z)) ¢y(y,2)h
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A restrigao de (I) ao sunconjunto

{(x-l,x,e} € UB'/ %x € U} nos da

"'i ‘ ) ) -1
(1) h f ¢§$x ,x)f¢y(x,e).h = ¢§(x ,X).L(x).h
A restrigao-de (I) ao suconjunto

{(x,x—l,x) e o’ / x € U} nos da:

(2) h= ¢§(x,e).¢§(g‘l,x)h = L(x).¢§(x_l,x).h

De (1) e (2) vemos gque para cada x € U, L(x) & inver

sivel e que sua inversa & dada por £(x)= (L(x))_l=¢§(x-l,x).
2) Conforme coroldrio 2.2, a aplicagao.

oyem) e @ > 6% M i yy=0r vk, oy e X,

onde Q=U X U x X X X, & analitica.
Também sao analiticas as aplicagoes:

(x,h) €U XX + (x,e,0,h)°€ Qe (x,h) €U x X » (x ¥,%,0,h)

€ Q. 0 resultado segue entao pela composicgao.

DEFINICAO 19.4

Sejam (¢,U,V,W) < X um grupo de Lie local e L sua

transformagao infinitesimal. A equacao diferencial
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2'(y)h = L(z).£(y)h serd chamada "equacao de Lie"

do grupo (¢,U,V,W).

TEOREMA 6.4

Seja (¢,U,V,W) ¢ X um grupo de Lie local. Se U1 e

com U,.U

e 1°°1

uma vizinhanga aberta e simétrica do c v, en

tao a equacdo de Lie de (¢,U,V,W) & completamente integravel

em U, x U

1 1°

Demonstracao | | -

Seja (Yd’zo),e Ul X Ul’ Mostremos que o sistema:

Z'(y)h L(z).£{y)h

I(Yor2o)

n
N

Z(yo) o

tem solugao analitica.

Ponhamos X, = zoyol e consideremos a aplicagao ana
litica
y € Uy E'¢(Xo’y) € U, Afirmamos que § & solucao de
I(yo,zo).
De fato, E(yo)=zo e restringindo a igualdade (I) do

teorema anterior ao subconjunto
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{(XOtYIe) € UxUu, xU/vye€ Ul}

1

obtem-se:

¢§(¢(XorY).e)h = 6y (xo/¥). ¢/ (y,e)h
ou seja,

L(¢(y).h = E'ky)h ,  de onde vem"
que,

£'(y) = L(E(y)).E{(y)h ; o que prova a nossa afirma

cao.

Corolario 1.4

Se (¢,U,V,W) X & um grupo de Lie local e Ul € uma .
vizinhanca aberta simétrica do "e" com U0, < Uy ent3o
L/Ul : Ul + GL(x) & uma transformagao infinitesimal do con

junto Ul'
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§ 6 - Construcao de um grupo de Lie local a
partir de uma transformacgao infinite-

simal.

TEOREMA 7.4

Sejam, Q@ C X um aberto ngo.vazio, L uma transformagéo
~infinitesimal de Q e, suponhamos que exista "e" € Q tal que

L(e)=IX . Nestas condigoes existe um grupo de Lie local em X

com unidade "e" tendo L como transformacao infinitesimal.

Demonstracao

Conforme teorema 4.4, a equagao diferencial (*)
' (yY.h = L(z).E8(y)h & completamente integrivel em 2 x { . Sg‘

jam (e,e) € 8 x Q , p>0eM>1 constantes tais que

|L(z).€(y).h| ¢ M. |n| (¥'h € X, ¥(y,2z) €B((e,e),p) =

= B(e,p) x Ble,p) Qx Q).
Conforme o teorema 6.3, existe A tal que,

se

(v 'r2.') € Ble,06*Y) x B(e,08*™) entio a solucao de
(*) pelé ponfo (yo',zo') anotada por z(y,yo',zo'), esta defi-

- N ’ i+l- » -~ 7 -.\ y L] [N
nida para y € B(e,pA ), toma valores em b(e,pAJ}, {1=0,1);
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além disso & analitica a aplicagao:

(YIYO'IZO') € Q E Z(Y:Yo'rzo') € B(e,p)

onde

Q = Bl(e,pA) x B(e,pAd) x Ble,pd)

Definamos ¢, y: Bz{e,pA)>+‘B(e,§) porA¢(x,y)=Z(y,e,x)
e y(x,y)=2Z(y,x,e). E claro que ey sao analiticos como com
postas de analiticas; .além disso tem-se ¢(x}e)=x e w(x,x)ée
¥V x € Ble,ph).

Tomemos, U = B(e,pAz){W Aul(B(e,pAz), onde A\ & .. a

aplicacao analitica

- x € Ble,pd) » A(x)=¥(x,e) € Ble,p) ,

V = B(e,pA) e W = B(e,p). Mostremos que (¢,U,V,W) & um gru
'po de Lie local em X com unidade “e" tendo L como transforma-

cao infinitesimal,

1) E imediato que ¢(U X U) € V e ¢(V x V) & W.

2) Sejam x,i,i € U. Verifica-se facilmente que as
aplicagécs:
y ey » d(¢(x,%),y) € W : e
Yy €U > ¢(x,d(x,y)) é W

sao solucoes de (*) pelo ponto (e, d(x,x)); portanto



$(x,0(xX,y) = ¢le(x,x),y) ¥y € U e em particular

d(x, $(X.X) ¢(¢(x,§)‘,§).

3) E claro que ¢(x,e) = x- ¥ x.€ U. Por outro lado
as aplicacoes y € U »y € V e yEU ¢le,y) € V sao
solucgoes de (*), pelq ponto (e,e), portanto temos ¢(e,x) = x

¥ x € U,

4) Seja x € U. Definamos x 1= p(x,e). Mostremos que

Mm£1)=e ecwglfléﬁL
As aplicagoes y € U *y € W e
Yy €U » ¢(x,¥%(x,y)) € W sao solugoes de (*) pelo ponto (e,e);

portanto ¢(x,¥(x,y)) =y ¥ y € U. Em particular,

b(x, b(x,0)) = 0(x,x 1) =e.
Por outro lado, as aplicagdes y € V + ¢(x,y) € W e
y €V > ¥(¥(x,e),y) € W sdo solugoes de (*) pelo . ponto

(x-l,e), portanto ¢(x,y) = W(v(x,e),y) ¥ y € V. Fazendo y=e

obtemos x = (x“l)_;; Assim de
X € U = Bfe, QAZ) ﬂ )\—l(_B(e, pAz)) => A(x) = X_l € B(e, pAz) =)
X(x-l) = xhHt=xe B(e,pAz), de onde vem que,

x 1 ese,or?) n A"l(B(e,pAz.)) = U

Sendo ¢: V XV + W e Y: U + U analiticos vem

que (¢,U,V,W) & um grupo de Lie local.



Notemos que,

¢Y(X,e) = L(¢(x,e)).E(e) = L(x) ¥ x € U e portan

to L & a transformagao infinitesimal de (¢,U,V,W).
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§ 7 - Subgrupos a um parametro de um grupo de ‘Lie -

local.

DEFINICAO 20.4

Um subgrupo a um parametro de um grupo de Lie local

(¢,U,V,W)C: X & um par (G,Br) onde, B. é uma bola de centro

na origem do € e raio r e g & uma aplicacao analitica de Bp
em U com a propriedade:

g(a+B) = ¢(g(a),g(B)) ¥ a,B € Bry,

Notemos que .g(0)' = g(0+0) = ¢(g(0),g(0)), portanto

- g{0) = e,

Dois subgrupos a um parimetro (g,B,) ‘e (h,Bg) de' -

(¢,U,V,W) sio considerados idénticos quando h=g em alguma bo

la Bp com 0 < p< min {r,s}.

TEOREMA 8.4 .

Sejam, (¢,U,V,W) C X um grupo de Lie local e a € X.
Existe um nico suhgrupo a um parametro (g,By) de (9,U,V,W)

tal que g'(0)=a.

Demonstracao

A equagao diferencial
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(*) g'(w = L{g).a € completamente integravel . em
C x U pois, éara cada (w,g) € € x U a aplicagao

(w,2) € ¢ » {gWrklglan) ,(z,Lig)az)

Px}.(a,g) € X. é simé
trica.

Indiquemos.po; g(a,a) a solugao de (*) que passa pelo
'ponto (0,e) € € x U»a qual.podemos supor definida em uma bola
B(0,r}) = By. Afirﬁamos que (g,By) & um subgrupo a um parame
tro de (&,U,V,W) com g'(0) = a.

De fato, -sejam qo,RB Br/é' As apiicagSes

B € Byr »glatp) €U e B8 € By » ¢(g(a),g(B)) € V sao

solugoes de (*).passahdo pelo ponto (0,9{a)) € € x U, portan-

' tc; gl(at+p) = ‘cb(g(a),g(B)). v € Br/2 ’ donde

" glata) = ¢(g(a)rg(@)).
Assim, (g,By) & um subgrupo a um parametro ,de

(6,U,V,W) e & claro que g'(0) = L(g(0)).a = L(e).a = a

Seja (h,BS) um subgrupo a um parémetro de (4,0,V,W) -
tal que h'(0) = a.
Temos:

h(d+8) = ¢(h(a) Ih(B)) ¥ a/8 € Bs/2 ’

donde;

] -— a . =
h'(a) = {—SE h(a+8)}8=0

-
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= {¢§ (h(a),h(B)?h'(B)}8=O =

L(h(a)).a, portanto h & solugao de (*) passando

It

pelo ponto (0,e) € € x U, de onde concluimos que h=g numa vi

zinhanga de 0 € C e assim (g,By) = (h,Bg).

Corolario 2.4

(g,By) & um subgrupo a um parametro de (¢,U,V,W) se,
e somente se, g & solugao da equagao (*) pelo ponto (0,e) e

¢ x U,

TEOREMA 9.4

Sejam (¢,U) um grupo de Lie em X e (g,By) um subgru
PO a um parametro de ($,U). Existe uma Gnica aplicagao anali
tica §: € > U, tal que, §/B,.=g e g(o+B) = ¢(§(a),§(§))

v o,B €cC.,

Demonstracao

Definamos §: € > U por §(o) = (g(-g-))p onde p & um
natural tal que % € By. A definig2o acima nao depende de p.

De fato, se q & outro natural tal que % € B, temos.
(.g.. )p = o yyP = o yyPq =
(g p) (g(qpq)) (g(pq)) '

= gpFN¥ = g(@*
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A aplicacdo § & analitica em cada subconjunto aberto
da forma p.B,. De fato §/pBr € a composta das aplicagdes ana

liticas x € pBy - e Br e g: Br = U. Sendo. C = U P.Br con
: p pPEN -
cluimos que q € analitica em C. E Gbvio que §/B, = g,. além

disso temos:.

q + = 2:‘:.8. p = .g.p. .ﬁp =
g(a+B) = (g 5 )) g(p) g(p) '

= ¢(g(a),q(B)).
unicidade: Seja_hﬁ C + U com as propriedades h/By = g ;

"h(at8) = 4(h(a),h(B)). .

Temos:

Q»

gla) = (g(%))p = (h<g-))P =h(a) dal  h =

Observacao 3.4

Em vista do teorema acima nao ha perda de generalida

.

de considerar os subgrupos a um parametro de um grupo de Lie

definidos em C.
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§ 8 - Funcao exponencial - grupos de Lie locais

o

canonicos.

TEOREMA 10.4

Seja (¢,U,V,W) <« X um grupo de Lie local. se p >0
e M > 1 sao constantes tais que |L(g).a| s M.la| (¥ a e x |,

¥ g €Ble,p) © U), entdo existe uma Unica aplicagao analiti-

ca.
- : 1 P8 -
E: B(O, 5 E—) + U com as propriedades:
1) E (0) =e
! -
2) E (0)'— I,
3) E(o+B)x) = E(ox).E(Bx), (¥ a,8 € B(0,1) C @)
Demonstracao

Para cada a €vX.a equacao diferencial,
(Iz) g'(a) = L(g).a, & completamente integravel em
¢ x U, A solugSo de (I,) pelo ponto (O;e) € € x U, anotado -

por g(a;a) estd definida em

{zec/ |z|.|la] <op %}

Se tomarmos |g| < % % vemos que g(aj;a) esta defi

nido para |z| < 2.-
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A aplicagao

(a,a) € B(0,2) X B(O,%—p%) + gla;a) € U & analitica, de

onde vem pelo teorema de Hartogs que a aplicagao

E - -
Q) +~ E(a) = g(1;0) € U & analitica.

a € B(O,% p T

Convém notar que E associa a cada a € B(O,% P %)c: X o

~ valor do subgrupo a um parametro determinado por a no ponto

=1, I
Note=-se ainda' que, fixado B com IBI'S 1 aé aplicacoes :
o € B(0,2)?: € rg(a;Ba) €U
a € B§0,2)c: € ~g(apsa) €U

sao subgrupos a um pérémetro de (¢,U,V,W) ambos determinados

por Ra, portanto, confdrme o) teoremé 8.4,
g(o; fa) ; g (aB,a) (¥ o com ral <2).
Fazendo o=1 obtemos:
g(l,Ba) = g(B,as

Mostremos agora que E tem as propriedades 1) a 3) aci

ma.
1) q&(a;O) = L(g(a;O)).q;(0,0) = 0 segue que g(®;0) &
constante. Sendo g(0;0) = e vem que g(a;0) = e : (v a

com lal <2), portanto;
E(0) = g(1;0) = e
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2) BN (Oh = (S5 B+ by = (G5 9B Jp =

d . = ' =
{‘a“g g(B,h) }8=0 3 (Olh) h
. 1 1.8
3) Sejam o,B € B(O,i)ci Cex€ B(O’f p ﬁ) c X,

Temos:

I

E(('oa+B)VX) = g(1l; (a+B) x)

g((o+B);x) = glaix) . g(B;x) = -

g(l;ox) . g(1,8x) = E(ax) .E(gx)

Unicidade

6

Seja F: B(O,% p ﬁ) +' U analitica com as propriedades

1) a 3) acima.

Dado a € B(O,% o %), vemos por 3) que a aplicacdo

@ € B(0,2) c € * F(ca) € U & um subgrupo a um parametro de

(¢,U,V,W) com

{gg F(a,a))} = {F'(0a).a}

o=0 a=0

="F'(0).a = a; portanto, em vista do ..teorema
8.4 temos que:

F(aa) = E(ag) (Vv o com la|< 2) de onde vem
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E(a) = E(1l,a) = F(l.a) = F(a)

DEFINICAO 21.4

Sejam, (¢,U0,V,W) < X um grupo de'Lie local, p > 0 e

M > 1 constantes tais que‘lL(g)al < Mlal (v aeX ’
¥V g € Ble,P) < U). . A aplicagio
» E N
x € B(O,% pHcx gL eu

sera chamada exponencial local de (¢,U0,V,W) determinada por

P e M.

TEOREMA 11.4

Se (¢,U) < X & um grupo de Lie entao existe uma ﬁnl
ca aplicagéo‘analitica £: X > U com as propriedades:

1) B(0) = e

2) £'(0) =1

X

3) B((a+B)x) = Blox).B(Bx) , (¥ x € X, ¥ 0,8 € C).

Demonstracao

Sejam p > 0 e M > 1 constantes tais que

|L(g).a]l ¢« Mlal (Va€X, ¥g€ B(e,picz U).
Consideremos o exponencial local:

E
X € B(O,% p %) -* g(l;x) € U, determinada por P e M.
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Definamos B: X =+ U como segue:

B(x) = (E(ﬁ))P onde p € um natural tal.que

se T 1

)
e B(O'E P_ﬁ)'

A definigao acima nao depende de P, Pois se g & outro

X 1 e
natural tal que q e B(O,2 p ﬁ)_ temos.'

X X -
E(ENP = X 2P
( (P)) (E(qpq))

- (X PO _ X9 o (g% 9
g (£ 2% (2¢E)

A aplicagao £ & obviamente uma extensao de E portanto

valem as propriedades 1) e 2).
£ & analitico em cada sunconjunto aberto da forma
1 8 ) ) e .
P.B(O,g o ﬁ) com P '€ N, pois de escreve al como composta das

aplicacgoes analiticas:

1.8 +3‘-eB(o,%p

'2 P P

x € P.B{(0 ﬁ) ‘e

.1 @, E :
X € B(O,E-p ﬁ) > g(l,x) € U. ) .

Sendo X = ézi P.B(O,% p %) vem que B & analitico em
todo X.

Sejam 0,B € C e x € X.

Temos:

B((a+B)x) = (E(—‘%—’—X))P =
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(E(gg))p (E(Eg))p = f(ax).B(Bx), portanto vale 3).

Unicidade
Seja F: X > U com as propriedades 1) a 3) acima. Dado

X € X, as aplicagoesr

6 € C »F(ax) €U

a €C ~ B(ox) € U s3o subgrupos a um parametro

de (¢,U) com

d
{'a-" F(QX) }a___o

d ] -
5 {EE E(Otx)}m=0 = x, pgrtanto ,

conforme o teorema 8.4 temos

F(ax) = E(ox) ¥ o € € donde vem que

F(x) = E(x).

DEFINICRO 22.4

Seja (¢,U) um grupo de Lie. A Tnica aplicagao de X em

U com as propriedades 1) a 3) do teorema anterior sera chamada

"funcao expohencial do grupo de Lie (¢,U)" e anotado por exp-'
)

A condigao 2) garante-nos que exp € localmente inver
U

sivel na origem de X. Sua inversa local (em e) sera anotada

por Log.
)
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DEFINICAO 23.4

-

Dizemos que um grupo de Lie local (¢,U,V,W) c X e
canonico quando-as condigoes seguintes estiverem verificados:

a) e =0

b) L(x).x = x (v x € U)

Sejam, (¢,U,V,W) <. X um grupo de Lie local canonicos,
Existe a € X e ry >0 tal que la| < ry =>qa € U.

O par (fa,Bra) onde, By, = B(0,rg)< € e
f_ @ a aplicagao a € By, > 0a € U, & um subgrupo ‘a um parame-

a

tro de (¢,U,V,W); pois:

< 4a o
I Fa(a) = a = L(ga).a
<
{ £ (0) = e
a
Tais subgrupos a um parametro serao chamados linea-
res.
Do exposto acima e pelo teorema 8.4 concluimos que
todos os subgrupos a um parametro de um grupo de Lie local

canonico sao lineares. O teorema seguinte mostra que a reci

proca também & verdadeira.
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TEOREMA 12.4°

\ "
Seja (¢,U,V,W) € X um grupo de Lie local. Se todos os

-

seus subgrupos a um parametro forem lineares entao (¢,U,V,W) &

canonico.

Demonstragao

Sejam, a € X e (£,,By ) o subgrupo linear a um parame

tro determinado por a. Temos:

e = fa(O) = O;a ='0, de onde vem que vale a condigéo

a) da definicao.
Por éutIO‘lado, seﬁam x.e Ue (f4,Br,) 0 subgrupo 1i
near a um parametro determinado por x. Temos:
g— f () = x = L(ox).x (¥ a € Bp)
o X
Fazendo o=1 vem L(x);x =§ e por tanto vale b).

TEOREMA 13.4

Todo grupo de Lie local (¢,U,V,W) < X e isomorfo a um

grupo de Lie local canonico.

Demonstracao

Sejam, p > 1 e M > 1 tais que |[L(g)la] ¢ M|a| (¥a € X,
¥ g € B(e,p) <= U).

Consideremos a exponencial local
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L fi)CXEg(l;x) € U.

X € B(OIE p M

Sendo E'(O)‘= I, vem que E & ‘localmente inversivel

X

-

com inversa analitica, isto &, existem vizinhangas Wy do ze

ro em X e W' do "e" em U tais que,

E/Wl: W, -~ W' & analitica com inversa analitica.

Seja (¢,U',V',W') o grupo de Lie local determinado

por W' conforme o teorema 3.4. Decorre da proposigao: 7.4

que 6 _; = (4,8 L, g wnEhwn) onde
E “(W') ’

¢y = 1 ¢ o (E x E), & um grupo de Lie local em X com uni

dade el=d, localmente isomorfo a (¢,U',V',W') portanto, lo
calmente isomorfo a (¢,U,V,W).

Para concluir a demonstragao falta mostrar que

Ll(x).x =x (¥ x € E_l(U')), onde, L, & a transformagao in

1
finitesimal de G._l .
‘ E “(W*)
Por hipotese temos:
_ 1 Ny ol
4 (x,y) = E "0 ¢ o (E x E)(x,y)=(E "o ¢)(E(x).E(y))

(Vv x,y € E—l(U'), de onde vem que,

Ll(x).x = ¢iy(x,e1).x =
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= (E—lf(E(x) P (E(x).x = (E™1) ' (B(x)) .L(E(x)).x .
Ng
!

Sendo E'(x).x = {gE g{1; x+Bx) =

=0
={g‘g g(l+B;x)} = {L(Cj(l'*‘B,'X)).X} _ =
B8=0 - B=0
= L(E(x)).x vem que

Lo(x).x = (E° 0 E)'(x) = x .
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§ 9 - A algebra de Lie de um grupo de Lie local.

TEOREMA 14.4

Sejam (¢,U,V,W) um grupo de Lie local num espago de
Banach X e L sua transformacao infinitesimal.

- A aplicagao | ]¢: x* » X dado por

)

[h,k]¢ = L'(é)(k,h) - L'(e) (h,k) 'define uma éstrutg

ra de algebra de Lie em X.

* Demonstracao

Seja U; uma vizinhanga aberta e simétrica do "e" tal
gue Ul.UlC: U. Conforme o corolario l.4, a restrigao de L ao
sﬁbconjunto‘Ul.é uma transformag§o»infinitesimal do aberto Ul,'
portanto o subespago.I(Ll,U1)= {Lh: U, - X/h € X}c H(?l,k) &
fechado relativamente ao colchete de H(Ul,X).

Consideremos a aplicacao:

8 : X » I(L;,U;},dado por 8(h) = Lh. Verifica-se fa

cilmente que 8 & um isomorfismo entre os espagos vetoriais X

e I(L;,U;).
Definamos [.] : x? + x por [h,k]; = 9-¥([Lh,Lk]). De
1 i

monstra-se sem dificuldade que [.]1 é bilinear e que valem as
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propriedades:
D ]y = bonly
2) [boxdyox]y + [Beoe]yondy + ]y k], = o
(¥ h,k,r € X).
N Afirmamo§ gue [A]l = [,]¢.
Com efeito temos:

L[h’k]l = [}h,Lk] . Isto significa que:

L(x).[ﬁ,k]l 5.[Lh!LkJ (x) (Vv x € Ul), de onde vem

que |
[hk] =‘£(x).[Lh,Lk] (x) (Vv x € U;) pondo x=e tem-
se |
A[h,k]l = L'ée) (k,h? - L'(e) th,k) = [h,k]¢
- Sendo continuas as aplicagoes:
(h,k) € x> > L'(e) (h,k) € X e (h,k) € X° » L' (e) (k,h) € X

-

vem que [ ]¢: x? + X & continua, portanto, X = (X, [.]¢) é

uma algebra de Lie.
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DEFINICAO. 24.4

Se G = (¢,U,V,W) C X & um grupo de Lie local, entao,
a algebra de Lie.G = (X, ] ]¢)'construida acima, sera chamada

a algebra de Lie do grupo (¢,U,V,W).

' TEOREMA 15.4

Se dois grupos de Lie locais sao isomorfos entao

Ve

suas algebras de Lie sao isomorfas.

Demonstracao

Sejam, X e Y espagos de Banach complexos,

‘ G=($;U,V,Wc X e Gl;<¢l'Ul’Vlle)<: Y grupos de Lie locais

"e e

com unidades ey respectivamente e f um isomorfismo lqg

cal de G em Gl‘

Mostraremos qué £f'(e) & um isomorfismo entre as alge
bras de Lie X = (X,[.]¢| e V= (Y;[']él) ._

Por hipétese existem A € V,(e) e B € Vy(eq) tais .
que f: A » B & uma bijecdo analitica com inversa analiticé sa

tisfazendo:

f(¢(xfy)) = ¢l(f(x).f(y)) .

(¥ x,y € A/ ¢(x,y) € A)



Diferenciando ambos os membros da igualdade acima ,
com rela¢ao a variavel y e com acréscimo h no ponto y=e obte

mos :
(1) £' (x)L(x).h = L; (£(x)).£f'(e).h

" onde, L e‘Ll sao respectivamente as transformagaes infinite

simais de G e Gl;

-

Diferenciando ambos os membros de (1) com acréscimo

k no ponto x=e, obtemos,

(2)

£"(e) (k,h) + £'(e)L' (e) (k,h)

= Li(el).(f'(e)k,ff(e)h).

Permutahdo—se h e k obtemos:
(3) f"(e) (h,k) + £'(e)L'(e) (h,k) =

.= Ly(ep) (£'(e)h, £’ (e)k)
De (2) e (3) obtemos por subtragdo:
f'(e).(L'(e) (k,h) - L'(ez(h,k) =
= L1(ey) (£' (@)k,£' (e)h) - Lj(e1) (£' (e)h ' (e)k)
ou seja,

E'(e). [h,k]¢ = [£'(e)k ,£' (e)h] o1

-
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Como f'(e) € Isom (X,Y) e & continua segue que X e VY

sao isomorfas.

Lema 2.4
Seja (4,U,V,W) < X um grupo de Lie local canénico.
Para cada (i,h)‘e x2 , a aplicacao

t é Q}y) + £(ty) (th) € X onde Q(y) ={t e € / ty €>U} é solu

cao da equagao diferencial

W'{t) = h + [y,w]¢ pelo ponto (0,0) € € x X,

. Demonstracao

Pelo teorema 5.4 e pelo lema 1.4 temos:

[r,s]¢ = £(z) [Lr,Lg] (2) =

= £'(2) (L(z)r,L(z)s) - £'(z) (L(z)s,L(z)r),

(vr,s€X, ¥z€eU,

. Fazendo'z=r=ty-e s=£(ty)h onde t € Q(y) vem:

(1) [ty,E(ty)h]¢= £' (ty) (L(ty) (ty))L(ty).£(ty).h) -
- £V (ty) (L(ty)E(ty)h , Lty) (ty) =
= £'(ty) (ty,h) - £'(ty) (h,ty) .

Por outro lado diferenciando-se ambos 0s membros da

igualdade £(z).2z=2z , com acréscimo h, obtemos:
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£'(z)(h,z) + £(z).h =h
Fazendo z=ty com t € Q(y) obtemos;
(2) £'(ty) (h,ty) + £(ty)h = h
De (1) e (2) segue que,

h + [y,e(ty) (th)] = £'(ty) (ty,h) + £(ty)h =

¢
_da
= EE'{E(ty)(th)}

Sendo £(o.y) (o,h) = £(0).0 = 0, estad concluida a de -

" monstragao.

TEOREMA 16.4

£

Sejam, X, Y espacos de Banach complexos,

G = (¢,U,V,W)C X e Gy = (¢1,U1,V1,Wl)<1 Y grupos de Lie 1o
cais. Se suas algebras de Lie X = (X, | ]¢) eV = (Y'["]¢l)

sao isomorfos entao G e Gy sao isomorfos.

Demonstracao

Podemos supor sem perda que G e Gl sao candnicos.

Seja T um isomorfismo de X em Y. Significa que T € Isom(X,Y),
& continua e T[h,k]¢ = [Th'Tk]?l (¥ bk €X).
Pelo teorema de Banach (|11|, pag.34) segue que T &

um homeomorfismo de X em Y. Logo, existem abertos AC U e
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BcC Uy tais que T: A » B & analitica com inversa analitica.

Afirmamos que para cada (y,h) € A x X tem-se:

(1) T(£.(p)h) =E (Ty). (Tn)

onde £ e £, sao respectivamente,. transformacao infinitesimal
inversa de G e Gy.
Com efeito, sejam (y,h) € A x X e

Qly) ={tecCc/ t.y €A} ={tec/ t.(Ty) € B} .

De acordo com o lema 2.4, a aplicagao:

t € ly) » £7(t.(Ty)) (t.(Th)) € Y & solugao da

equacao diferencial,

(%) W' (£)

1]

Th + [Ty,w]¢l

pelo ponto (0,0) € € x Y.
Por outro lado a aplicagao

t € aly) - T(E(ty) (th) € Y também & solugdo de

(*) pelo ponto (0,0) € C x Y, pois,

IQJ

T [HE (ty) (th)} =

ey

[

T (h + [y, (ty)(th)]) =

T.h + [Ty, T(E(ty) (th))] e
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& claro que T.(£(0.y){0,h) = 0

Logo,

T(E(ty) (th) = £, (£(T,)) (t. (TRV £ € qly)). Fazen
do t=1 na iguéldade acima obtemos a formula (1).

De (1) decorre imediatamente
(2) TL(y)h) =L (Ty) (Th) .
 Sejam x,y € A tais que ¢{x,y) = x.y € A. Considere

mos as fungoes:

Z €A *To(x,z) €Y e. -

Z € A > ¢l(TX,TZ) € Y

Temos :
e . _
33 (Tﬂ¢(X,Z))h =
= T.(L(¢$(x,2)).£(z)h) =
(1) < o
= I (T.¢(x,z)).£l('r.z)_ (Th)
1 .
T.$(x,0) = T.x
L
d
T ¢1(Tx,Tz).h =
(1I) < = Ll(¢l,(Tx,Tz)).£l(Tz)(Th)

¢1(TX,TQ) = Tx




e
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De (I) e (II) segue que T.¢(x,y)-='¢l(TX,Ty), de onde

vem que T & um isomorfismo de G em Gl'
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§ 10 - Construcgdo de um grupo de Lie local candni

co a partir de uma dlgebra de Lie.

TEOREMA 17.4

Se X = (X,[.]) & uma algebra de Lie entdo existe um

grupo de Lie local candnico em X cuja algebra de Lie & «x.

Demonstracao

Para cada (y,h) € X2 coﬁsideremoé a equagao diferen-
cial
(*) w'(t; =y + [h,W]', a qual & completamente integravel
em C x X, A'solﬁgéo de ' (*) pelo;ponto (6,0) € € x X sera ano
tado por W(t,y)h;

Sejam p-> 0 e M > 1 constantes tais que

Ih + [y,w]|<|h| + Mly]lp, (¥hex, vweB(,pcX

Pelo corolario 4.3 , w(f.y)h esta definido em
{zec/ |z|(lELiMleE) <9 }.

p

- 80,2 - 8(0.29
Se tomarmos y em B1 = B(O'éM) e h_em B2 B(O,4 ) ve

mos que W(t,y)h esta definida para |t| < 2.
Mostremés que para (y,h) € B, x X a solugao w(t,y)l{

também esta definida para |[t| < 2 .. Com efeito, seja p natu

ral tal que (%) € B, e consideremos a aplicagao:

-~
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€ e (fe] < 2) »pult,y) () e x.
Temos:

5 (poten) ) = p.Gg wen ) =

dt
h ' " h
=p gt lyewty) 5] =
<
- h
= h + |y, pw(tIY) ("é) I 7 e

h
,h - = 0
P{w(o )(p) »

N

portanto w(t,y)h = p w(t,y)(g), donde. se coﬁclui que w(t,y)h
esta definida‘para“t € B = 5(0,2;<: C.

A aplicagéo (t,y,h? € B xB,xX > wl(t,y)h € X é
analitica pois, o 29 membro‘de (*) depende anélitiqamente ae'
y e h. Logo & analitica a aplicacao

(**)  (y,h) € B,

x X'+ w(l,y)h € X.
Afirmamos que (**) & linear em h para caday fixo em
'BZ' De fato; sejam h, h' € X, A € C, e consideremos as apli

cagoes:

ten 1 u,ynex

teB £2 ,(t,y)h + wit,y)n' € X.

-+
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Temos:
fl(O) = fz(O? =0
£1(t) = Ah + [‘y,fl(t)]_
£1(t) = (h+h") + [y, £,(0)]
portahto,

w(t,y) {(xh) = X.w(t.y)h
UJ‘(tIY) (h+h').= W(:t,Y)h + w(tIY)h'

Fazendc t=1 cbtemos a linearidade (**),

Seja £: 52 + £(X,X) onde para cada y € Byy El(y) é a
ablicagéo linear dada por El(y)h'= w(l,y)h , (¥ h € X).

Afirmamos que existe § > 0 tal que

ly| < 8=>E£(y) € GL(X). De fato, seja € com 0 < €<1

tal que B(IX,E)cj GL(X). Da analiticidade de (**) e teorema

11.2, existe § > 0 com 0 < § < %ﬁ tal que,

|[E(y)h-E(y")h'| < e, (¥ (y,h), (y',h') € X x X com
y=y'l < 6 . |n-h'| < 8.

Em particular, |[£(y)h-£(0)h| < g, (¥ ypcom ly|< 8) ;



-

de onde vem que ||[£{y) - I < ¢ para todo y com |y| < .S§.

x |
Sejg L: B(0,d8) » GL(X) dado por L(x) = (E(x»~1. Mos
tremos que L & uma transformagéo}infinitesimal de B(0,4).
Com efeito, decorre da analiticidade de (*f) que a
aplicacao
(v,h) € B(0,8)x X > £(y)h € X é apalitica.

Por outro lado, sendo

- -1 - - -1 _
L{y)h = (E(y)) "h = (I = (Iy g(y))) =
= E?O (IX - eyN™h , vem qqé" -
(y,h) € B(0,9) x ¥ L{y)h € X = & analitica.

Falta verificar que I(L,B(0,6)) & fechado - relativa
- mente ao colchete de H(B(0,6),X). Para isto mostremos que va |

le a igualdade
[e(y)r, E(y)s] = £'(y) (r,s)-£'y) (s,r) ,
(% r,é € X, ¥yé€B(,8))
Seja
X(£) = @(t.y)s) r=(0(t,y)r) gs=[wit,y)r,wit,y)s]
~onde t € B = B(0,2)C @. Temos:

X' (t) =
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= (s+'&,uﬁtry)s])§r-(r+{y,uwt,y)rﬂ;s-%g([w(t,y)r,w(t,y)s] ) =

[y,(w(t,y)sf§r] + [r,w(t,y)s] -
- [y,(w(t,y)r)§s] - [s,w(t,y)r] -
- [w(t,y)r,s+[y,w(t,y)s]] v ‘-b

[r+[y,wit,y)x] , w(t,y)s]

= [Y,(W(t,y)5)§r] + [r,w(t,y)s] -

- [y,(w(t,y)r)és] - [s,w(t,y)r]
- [W(t,y)r,s] - [W(tly)r,[y,w(t,y)s] -

- [r,wit,y)s] - [[y,wit,v)r] , wit,y)s] =

= [Y:{(W(t,Y)S)§r-(W(tpy)r)§s—[w(t,y)r,w(t,y)s]}]

= [y.x(t)]

Isto significa que a aplicagao t € B + X(t) & solu

¢ao do sistema:
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(X'(t) [y, X]

(1)
| X(0)

Logo X(t?=0 (v t € B) pois, a funcao identicamente

il
o

. nula & solugdo de (I). Fazendo t=1 obtemos:

(W(er)S);r-(w(t,y)r);s-[w(l,y)r,w(l}y)s] =0,

de onde vem que

[Er,Ely)s] = €'(y)(r,s)-E'(y)(s,x).

Seﬁam h,k € Xey € B(0,s). Pondo-se r=L(y)h e

s=L(y)k na igualdade acima tem-se pelo lema 1.4:

[h,k] = €' (y) (L{y)h.L(y)k=E" (y) (L{y)k,Ly)h) =

= £(y)[Lh,Lk] (y), onde [,] & o colchete de H(B(0,$),X)
H H '

Logo,

s

[Lh,Lk] = Lp onde p=|h,k|,portanto, I(L.B(0,8))
H .

fechada relativamente a [ ] . Assim L & uma transformagéo

infinitesimal do aberto B(0,8) e & obvio que L(O)=IX.

Pelo teorema 7.4, existe um grupo de Lie local -~

G=(¢,U,V,W) em X com W< B(0,8), tendo unidade e=0 e trans

formacao infinitesimal L.
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A algebra de Lie de G e evidentemente X pois,

[h,k] = L'(e)(k,h)-L'(e) (h,k) = [h,k]"
o1

Dado a € U, seja ry > 0 tal que |[t| < r; =>t, € U .

~ Consideremos a aplicagao t € Bra=B(0,xrg) < C ?f .ty € U.

Temos:

£1(8)

il
o
1
jo!]
+
—
jo})
(-f.
2}
(W
|
o))
+
—
o]
Hh
m .
<
("

£,(0)

il
o

Logo, w(t,a).a = ta (¥ t € Bra' Fazendo t=1 obte

mos £(a).a=a de onde decorre imediatamente que L(a).a = a,

portanto G & ¢andnico.



CAPITULO V

SUBGRUPOS DE UM GRUPO DE LIE

§ 1 . Variedades Analiticas

DEFINICAO 1.5

Seja M um conjunto. Uma carta em M & uma terna (¢,U,E)
ondé, U & uma parte de M, E & um espago de Banach complexo:,

e ¢ & uma bijegdo de U em ¢(U), sendo ¢(U) aberto em E

DEFINICAO 2.5

Um atlas analitico sobre M & uma colegao de cartas A =

(6,/U0yr Ea)ae ; satisfazendo as condigoes:
a;) U u, = M
o €I

A,) Para quaisquer ae 8 em I, ¢G(Ua(\ UB) é aber
to em Ea‘

A Para quaisquer o e B em I, & aplicagao

3)
0q © 5+ 05U N Ug) =>4 (U N Up)

e analitica.
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DEFINICAQO 3.5

Duas cartas (¢,U,E) e (y,V,F) com UN V # # sobre uﬁ
conjunto M sao compativeis se, ¢(UN V) e Y(UN V) sado aber-

tos em E e em F respectivamente-e a aplicagao

e w'l s Y(UN V) > e(UA V)

é um difeomorfismo analitico.

DEFINICAO 4.5

Uma carta (¢,V,F) diz-se compativel com um atlas A =
(¢a,pa,Ea)a e 1 Ser ca@a carta (¢a’Ua' Ea) € A com Ua{\ V#G

for compativel com (y,V,F).

DEFINICAO 5.5

Dois atlas A e A* sobre um conjunto M s3o compativeis

se, cada carta de um deles for compativel com o outro atlas.

Verifica-se que a relagao de compatibilidade entre a

tlas analiticos & de equivaléncia. A classe de equivaléncia

determinada por um atlas analitico serd anotada por A

DEFINICAO 6.5

Uma variedade analitica &€ um par (M,A) onde M & um

conjunto e A & um atlas analitico sobre M.
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se (M,U) e (N,V) sao variedades analiticas entao a co

»

legao »
Uxv = ( (¢a¥¢8), (UaxVB)" (EaxFB))(a,B) e IxJ
define um atlas analitico sobre o conjunto MxN. Assim.o par

(MxN, UxV) & uma variedade analitica.

,

TEOREMA- 1.5

Seja (M, A) uma variedade analitica. Existe uma Unica
topologia T sobre M de modo que, se (¢,U,F) € A entio U €1

e ¢ & um homeomorfismo de U em ¢ (U).

Demonstracao

Consideremos a colegao
B = { 51(9) / Q & aberto em ¢(U) e (¢,U,E) € 7(‘}

A colegao Btem as propriedades:

(1) Se p € M, entao existe C € B tal que p € C.
(2) seCy, C, €Bep €C N C, entao existe C3 € B,

tal que, p € C3C Clﬂ Cz.

De fato, se p € I existe wa carta (¢,U,E) €4, tal

que p € U, basta entao tomar C = 51(U) que teremos (1).

Sejam Cy, C, € Bepet€ Clﬂ C,. Podemos escrever:

C, = 61(91) onde 2, C ¢(U) e aberto e (¢,U,E) € x,

1

C, = @1(92) onde 92 C V(V) é aberto e (¢,V,F) € A .
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Pondo-se

) e C,=¢tw

temos que, C3 € B e p € C3c; Cl 0 C3 , O gque verifica (2)

De acordo com ( 12, pag.70) € base de uma topo

logia T em M com a propriedade: se (¢,U,F) € A entao UE T e

¢ & um homeomorfismo de U em ¢(U).

Se 1' & outra topologia em M com a propriedade ci

tada entao 1' terd B como base de abertos e portanto T = 1'.

 DEFINICRO 7.5

Sejam (M,W) e (N,V) variedades analiticas. - Dizemos
que uma aplicagao f: M » N & analitica se, para cada p € M e
xistirem cartas (¢,U,E) € W , (y,V,F) € V, com p € U . e
£(U)C V tais que a éplicagéo pofo ¢—1: o(U) » (V) & ana
litica. |

A definicao acima n3o depende das cartas escolhidas.

DEFINICAO 8.5

Seja X um espago de Banach complexo e (M,W) uma va
‘riedade analitica com MC X.
Dizemos que (M,W) & uma subvariedade analitica de X

se cada carta (¢,U,E) € W verificar as condigoes:



$;) (p-l: ¢(U) » X & analitica

S,) (6 1) '(x): E > X & injetiva, V¥ x € ¢(U)

83) (¢—1)'(x).E e fechado na topologia de X.

'DEFINICAO 9.5

Seja (M,W) uma subvariedade analitica de um espago de
- Banach X. O espago tangente a M no ponto P, anotado por TMp é

o subespaco

w - (1" (4(p)).E , onde (¢,U,E) & uma
carta em P-
Verifica-se que a definicao acima ndo depende da car

ta considerada em P‘

TEOREMA 2.5

Sejam, X e Y espacos de Banach complexos e UC X

i

berto. Se £: .U - Y & uma aplicacao ahqlitica, M, W e (N,D) ,

sao subvariedades analiticas com Mc U, fM)c NcC Y e

f/M: M + N e analitica, entao, f'(P). TMP ‘TNf(P) VpEN

Demonstracao

Sejam P € M, (0,U,E) € T(V,V,F) € V cartas en P e

f(p) respectivamente. Denotemos por T a aplicagao:
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-1
(6 ) (¢(D)) : E » T™M .
* P

Sejam h € TMp ewePE tal que h = T(w).

Temos:
£1(p).h = £'(p).T(w) =
= £9p) (471 6o (p)ow =
= -1, .
= (fo ¢ )" (pw =
= (W oo £0.47) (4(p)w =
= -1, : =l |
= W WE@N . W o £ o ¢ ) (b(p)).w
Como (VY ofo ¢"l)'(¢(P)).w eF vem que,

‘f' (p) .h € 'TNf (p)°
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§ 2 - Subgrupos e Subalgebras de Lie

DEFINICAO 10.5

Sejam, X um espaco de Banach complexo, G =. (¢,G) um
.grupo de Lie em X. Um subgrupo de Lie de G & uma subvariedade

"analitica-H de X, satisfazendo as condigoes:

© 5Gy) H é um subgrupo de G. (no sentido algébrico)
SG,) .As aplicagdes

¢:*HxH » H e X€H+x €H

sao analiticas.

LEMA 1.5
Sejam, X e Y espagos de Banach, G = (¢,G) < X e
Gy = (¢1,Gl)<: Y grupos de Lie, H € G e H; C G, subgrupos de

1
Lie. Se f: H - H & um homomorfismo algébrico, analitico em e,

entiao £ & analitica em H.

Demonstracao

Por hipotese existem cartas (¢,U,E) eme, (¢,V,F)

em e; = f(e) com f(U)c: V, tais que, a aplicagao:

pofo ¢—l : (U) > Yv) e analitica.
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Seja a € He b=f(a) € Hl'

As ternas (¢ o t_-1, av,E) e (V o T,-1, bV,F) sao

b
cartas em a e em b respectivamente, com f(aU) = f£(a).£f(U)C bV.

Tem-~se:

1

]

| (v o Tb—l) o f o‘(¢ o Ta"l)-

= (¥ o Tb-l) ofo (Ta o ¢-l) =yo fo ¢‘l

de onde vem que o .primeiro membro e analitico e, portanto,f e

analitica. ' e

PROPOSICAO 1,5

Sejam G = (%,G) um grupo de Lie em X e H um subgru
po de Lie de G. Se (¢,W,E) & uma carta em e, entdo, existe um
grupo de Lie local em E, localmente homomorfo a G por meio de

¢-l

Demonstracao

Sendo H um grupo topolégicé.relativamente a topolo
gia definida pela sua estrutura de variedade, existem ( confor
me teorema 2.4) abertos Ue V em H tais que k@,U,V,W) é um gru
po topoldgico local contido em H. Sendo ¢ um homeomorfismo bde
Wem ¢(W) vem que 55 subconjuntos ¢$(U) e ¢(V) sao abertos eé
@(W). Definindo-se £’£¢(V)X¢(V) + ¢ (W) por:

Elxoy) = (600) (671w, 67 (y))
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-

verifica-se que G,= (&, ¢(U),¢(V),$(W)) & um grupo de Lie lo
cal em E e que ¢ 1 : ¢(W) + G & um homomorfismo local de G

em Gl'



§ 3 - A subalgebra de Lie associada a um

subgrupo de Lie.

TEOREMA 3.5

Sejam G = (¢,G) um grupo de Lie num espago de Bana
ch X e H um subgrupo de Lie de G. O espago tangente T™g € uma

subaléebra de Lie da algebra G =(x:[ D.

Demonstracao

Conforme prbposigéo 1.5, se (o,w,E) & carta em "e"
entao existe um grupo de Lie local Gy = (E,¢(U),¢(V),¢(W)) em
E tal que‘¢-l;‘Gl > G @ um gcmomorfismp local. Verifica'- se
(como no teorema 15.4) que (¢—1)'(¢(e)) = T & um homomorfis-
mo de élgebra.de Lie §l= (E;t 1 )do gfupo Cl na‘élgebra de
Lie 6= (X, ] ]¢) ao grupo G. -

E obvio qué THy € subespago fechado de X e além dis :

so dados h, k‘e'THe,= T.E existem x,y € E tais que h = T (x)

k = T(y) e dai

[’h,kj¢ =.[r(xj ' T(y)] = T[xy] € TMg

¢

portanto TH, & subalgebra de Lie da algebra G.

DEFINICAO 11.5

A subalgebra de Lie H = (THe, [ ]¢) da algebra G se

ra chamada "a #@lgebra de Lie de H".
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§ 4. Caracterizagao dos subgrupos de Lie conexos

TEOREMA 4.5

Seja G = (¢,G) um grupo de Lie num espago de . Banach

X e H um subgrupo de Lie conexo de G. Existe uma bola Br =

B(o,r) em THe tal que

i = U (exp ()"
k=1 G

Demonstracao

Seja (¢,W,E) uma carta em e € H. Pela proposicao 1.5

existé um grupo de Lie local Gl = (El,Al,Bl,Cl) em E localmen

te homomorfo a G por meio de ¢—l. Pela proposicac 7.4, sendo

Ty = (¢-l)¢(el) (onde ey € o elemento unidade de Gy) uma bije

¢ao analitica com inversa analitica de E em TH_,, existe um

grupo de Lie local G2 = (EZ,AZ,BZ,CZ) em THe, localmente iso .

morfo a Gl por meio de T¢; Pelo teoremai3.4, G2 é ldcalmeg
te isomorfo a um Qrupo de Lie local candnico G3=(¢3,A3,B3,C3)
em TH_ por meio de exp = E, .
e G ¢
2

Assim a aplicagao

= 4l -1 .
F¢ = ¢ (o} T¢ o} E¢ : A3 + H

e um homomorfismo de G3 em H e &€ também um homeomorfismo de

C, em F¢(C3)c; H., Tomando-se r >o tal que B. = B(o,r) C Aq



vem pela proposicao 4.4 que

00

),

H =12

k
(F ,(Br) )

¢
Para concluir a demonstragao basta provar que F =exp
G

em B_. |
Sejam L e L, as transformagoes infinitesimais de G

e de G3 respectivamente. Afirmamos que em Bt Fo satisfaz a

. equagao diferencial abaixo

y'(x).h = L(y).&5(x).h

y(0) = e

Com efeito, sendo F, um homomorfismo temos:

¢

F (<I>3(x,y)) = o(F

® (x) 'F_

b (¥)  (¥x,y € B)

¢

Diferenciando ambos os membros com relagao a varia

vel y e acréscimo h no ponto y = 0 , temos:

(x,0).h = o' (F
3 !
y Y

(F.)'(x).0 (x),e).(F,)"'(0).h

¢ ¢ ¢

Notando~-se que,

-1
¢

' = -1 ; !
(F¢) (0).h f¢ oT ™~ o E¢ )'(0).h |
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= 6ot hte = (67h (e TR

1

(T, o T,

p o )fh f h

obtemos a partir de (*)

(E¢)'(x) .VL3(x).h = L(F,(x)).h , dail

¢

<f(F¢)'<x).h = L(F,(x)). Ey(x).h°

LF&(O) = e

Sejém x-€B.es >1 tal que, la] <1 = ox €B. .

A aplicagao:

o € ( |a|<l) » Fylax) € G

& um subgrupo a um parametro de G. De fato, temos,

’%& r F!(ax).x = L(F, (ox)) .£5(ax).x =

¢ ¢

(ax)

¢

L(F¢(ax).x

F¢(O.x) = F¢(0) = |

N
]

Portanto, F, (ax) = F, (1.x) = exp(x) . Segue entao_ -

: ¢ 2

‘que F'(Br) = exp (B 0 que conclui a demonstragao

b g B

Eadl



Corolario 1.5

Sejam, G = (¢,G) um grupo de Lie num'espago de Banach
X, (H,A) e (H*,A*) subgrupos de Lie conexos de G.

Se THe = THe* entao (H,A) = (H*,A¥*),

Demonstracao

Sejam (¢,U,E) € A e (y,V,F) - € A* cartas em "e". Pelo

teorema anterior existem bolas B e B, centradas na origem
' 1 2

- do TH_ = TH* tais que
' e . e :

H* = \J (exp(B. ))
-k

. * _ '
Tomando-se r = min{rl,r2§ vem que H = H . Mostremos -’
agora A = A*, Com as notagoes do teorema anterior temos

.

Fg = ¢_l o T¢_l o Ey = egg/B

r

Fy =19 .o Ty ~ O Ey = exp
v v v P/

dal segue que a aplicagao:

boy T = T¢'l o Ey O Ew’l o Ty

(']
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um difeomorfismo analitico de y{exp Br) em ¢ (exp Br)' Isto
: G - G
significa que a aplicagcdo i : (H,A) » (H,A*) & um difeomor -

fismo analitico em "e". Sendo i um isomorfismo algébrico se
gue pelo lema 1.5 que.i & um difeomorfismo analitico de

(H,A) em (H,A*) e portanto AZ A%,

TEOREMA 5.5

Sejam, G = (¢9,G) um grupo de Lie num espago de Banach

X, H um grupo topoldgico com H < G subgrupo de G. no sentido

algébrico, e 2 um subespac¢o fechado de X.

em Z contendo a origem e V

Se existirem’abertos.Al

em H contendo "e" tais que exp/ : A, > V @& um homeomorfis-
G'A

1
1
mo, entdo.existe uma estrutura de subgrupo de Lie em H  com

TH = 1Z.
e

Demonstracao

Sabemos que exp @ & um difeomorfismo analitico de uma
‘ G : : -
vizinhangca aberta A da origem do X numa vizinhanca aberta B
do "e" € G. Podemos supor sem perda de generalidade que

AlCZ A.

Consideremos a colegao:
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=
i

(¢a=;log/V o ca-l , av , Z)a € u

-

Para cada a € H, o subconjunto av & aberto em H pois

a translagao Oa/m ¢ X € H+ a.x € H & um homeomorfismo. Sendo

log/V : V > Al um homeomorfismo vem que a aplicagao
¢a = l’og/V o oa-l : av » AL.

€& homeomorfismo. Decorre dal que, para quaisquer a e b € H,
95 (aVMN bV) & aberto em Z. i

A aplicacgao:

by 000 : 6, (aV N bY) > ¢_(av N bv)

é analitica, pois

, -1
(log/V o 0,-1) o (log/, o 0,-1) = -

.

log o oa-lb o exg

Notando-se que H = kd) av temos que ¥ e um atlas ana-
. a€H

litico sobre H.
Afirmamos que (H,W) & uma subvariedade analitica de

X com THe = Z., Com efeito, para cada carta (¢a, éV, Z) temos:



é analitica, -

(*) (¢;lj'(x).h = (Ga o exp)'(x).h =
_ G-

¢: (a, exp(x)) . exp'(x).h
.o G ' G

L (¢(a, exp(x)). £ (exp(x)).(exp'(x).h
G G

(vx € A e h € Z), portanto (¢;l) (x) @ injetiva.-

Sendo Z fechado, vemos por (*) que

(vx € A;) (¢;1) '(x). 2

é fechado em X e também que

— -1, -1, = '
TH, = (¢e )" (¢ (e)).2 (¢e )'(0).2 = 2

’

Para concluir a demonstragao devemos provar que  as
aplicacoes ¢ : Hx H>He I : x € H ->’x-"l € H sao . analiti
cas.

Sejam a, b € H. Da continuidade das aplicacoes ¢ e I

existem subconjuntos abertos Vl’ V2, V, de V,_tais que,

3

® (_aVl, bV2) C abVv
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I (av3)C aly

As ternas'(¢a, aVl, Z), (¢b, bVZ’ Z) e (¢ab' abv, 2)

sao cartas em a, b e ab respectivamente e tem-se

¢ab o %o (¢;l X ¢;l) (x,y) = log (b-lexp(x).b exp(y))
‘ G G

¥ (x,y) € (log Vl x log Vz),'de onde se conclui que

4, O 0 o'(¢;l N ¢;1) : (logv; x logV,) - A,

e analitica.
Analogamente,. as ternas (¢a, aV3, Z) - e

1

- _ . . . i -1 ]
(¢a-l, a "V, Z) sao cartas em a e em a - respectivamente e

.tem-se (¢a oIo ¢-}l) (x) = lbg (a.(eXp(x))_l.a_l)
, a : .

¥ x € log(VB), portanto I : H + H & analitica.

TEOREMA 6.5

Sejam, G = (¢,G) um grupo de Lie num espago de Banach
X e 1= (2]],) wa subalgebra de Lie da dlgebra de Lie

X = (x,[ ]¢) do grupo de G. Existe um subgrupo de Lie conexo

H de G cuja algebra de Lie & Z.
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Demonstracao

Conforme o teorema 17.4 existe um grhpb de Lie local’
canonico Gl = (¢l,Ul, Vl' wl) em Z cuja algebra de Lie e Z.

Consideremos o sistema:

( y'(x).h = L(y).£, (x).h

(1)
1 v (0)

sap as transformagoes infinitesimais de G e de

]
o

onde L e El

Gl respecﬁivamente,

. Afirmamos que -(I) tem'solugao analitica. De fato,

definindo-se £ : Uy x.G » £(X,2) por f(x,y) = L(y) El(x) te

. mos que a aplicagao:

(folh) 6 Ul

x G x 2+~ f(x,y)h € X
@ analitica, linear em h fixados x e y, e que para . cada

(x,y) € U x Ga aplicacao: -

ﬁ(h, fh) é(k,fk)

(h,k) €2 x2 { Py} (x,y) € X

e simétrica, pois,

5 (b, £h) 4 (k, £k)

{ Py} (X,y) =



- l44 -

= L(y) E](x) (h,k) + L'(y) (L(y) £, (x)h, &, (x)k)

temos:

£, (x) [n;r, Lls] (x) = £(y) [Lr, Ls] (vx, y € U x G)
Desenvolvendo o 1?2 membro pelo lema 1.4 e o 29 membro

pela definicao 16.4 e pondo r = £,(x)h, s = £, (x)k obtemos a

simetria. A afirmacao resulta entdo do teorema de Frobenius.

Denotemos por y a solugao de (I) a qual podemos supor

definida numa bola C; centrada em 0 € Z, com 0 € c < U;.

Afirmamos que { = exp/,
Gl

De fato, sejam x € C; e s > 1 tal que

a € (o] < s)=>ax € C;.

Consideremos a aplicagao o € (|al< s) = y(ax) € G

Temos:

~

L ylex) = p*(ax).x = Lip(ax)) . (x).x =

da

$ L(y(ax)).x

"
o .

v (0.x)
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portanto, a aplicagao a« + y(ax) & um subgrupo a um parametro

de G, logo, Y(x) = yY(l.x) = exp(x).
G

Afirmamos que ¥ & um homomorfismo local de Gl em G.

Com efeito, sejam x, y € Cy tais que @l(x,y) € Cy»

Temos :

X ‘
— ¥(®, (x,y)).h =
dy

= IP'(CI)]_(X’Y))'@]_ (x,y).h =
Y

L(Y(@) (x,))) € (8 (x,)) .1y (&) (x,)) £ (y) b =
= L(V(®;(x,¥))).€ (y).h.

Isto &,

9
{5; w(@L(x,y)).h = L(w(él(x,y)))fsl(y)h
(1) .
v(e,(x,0)) = ¥(x)

Por outro lado temos também:'
? S(Y(x), I h o=
%Y vix), ¢ Y)).h =

: .
= ¢y Wx), v(y)).v*(y).h =
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L(e(p(x), vi{y))).2(yply)).L(y)) £, {y).h =

L(o(p(x), v(y)). El(y).h.

Isto &,
r—é%b(q)(x), ‘P‘i.’”'hf L(2(y(x), $y))). £ (¥).h
(2) =< - |
2(p(x), ¥(0)) = y(x)
.
De (1) e'(2) vem que $(&,(x,y)) = ¢(u(x), ¥(x)), por

tanto Yy & um homomorfismo local de G, em G.

Como se Sabe, existem abertos A e Bem X, com 0 € A,

e € BC G, tais que, exp/, : A+ B & uma bijégéo analitica
G

com inversa analitica. Podemos supor sem perda de generalida

de que ClC. A,

-~

Indiguemqs por G, = (@l, Ajyr By Ci) o grupo de Lie .
local em Z determinado por Cl (conforme teorema 4.3).

E claro que Gl e localmente homomorfo a G por meio
de ¢ = exp/C  além disso, sendo ¢ : Cl > w(cl) um homeomor

G "1 ‘ | - -

fismo temos que G¢ = (9, w(Al), w(Bl), w(Cl» & um grupo topo

logico local contido em G.



- 147 -

Pondo-se V = y(A,) = exp (3,) temos pela proposigdo
G

@®

6.4 que H = kil Vk possui estrutura algébrica de subgrupo de

G, além disso & possivel definir uma estrutura de grupo. topo-
18gico conexo em H tendo a colecao B das partes abertas de V
~como sistema fuﬁdamental de vizinhangas abertas do "e".

. Sendo exﬁ : Alc:<Z -~ V um hgmeomorfismo, vem pelo

teorema 5.5 que existe uma estrutura de subgrupo de Lie em

H tal que THe = 2.

c.q.d.



§ 5. Caracterizagdo dos subgrupos de Lie normais cone

X0s.

DEFINICAO 12.5

Seja G = (¢, G) um grupo de Lie num espa¢o de Banach

X. Dizemos que um subgrupo de Lie H de G € normal em G.quan

do as seguintes condigoes estiverem verificadas.

Nl) Para todo z € G,vz.H.z-lc:'H

Nz) A aplicagdo (x,z) € H x G =» z.x.z_l e H

e analitica.

Lema 2.5

Seja G = (¢,G) um grupo de Lie num espago de ' Banach

X e H um subgrupo de Lie normal de G. A aplicagao:

(x,2) €Gx G I z.x.z L € H

tem as seguintes propriedades
] “a
1) gx(e,z).THeCZ TH, (vz € G)

2) giz(e,e) (k,h) € THe (vh € THe, vk € X)
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3) g}, (e,e) (k,h) = [h,x] .
: ®

Demonstracao
1) Fixado z e G, a aplicagao F, : G» G dada . por
Fo(x) = z.x.z ' & analitica com FZ(H)<: H, Fz/ : H> H ana

H

litica. Decorre ehtéo do teorema 2.5, que F;(x).THX C TH, ,

¥x € H. Em particular para x = e temos

' = !
gx(e,z).THe Fz(e) THeCZ THG-

2) Sejam h € THe e k € X. Temos:

(e,e) (k,h) = (& g!(e,e + ak)h) € TH,

A

pois THy & fechado.

3) Temos: -

g(x,2) = z.x.2 L = a(olz,x), 2z 1)

Diferenciando a igualdade acima com relagao a varia

vel x e acrescimo.h no ponto x = e obtemos:

(*) gy (e,2).h - @;(z,z‘l).¢§(z,e).h =
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= ¢ (z,zul).L(z).h,

onde L & a transformagao infinitesimal de G.

-1, - . .
Notando-se que @; (z,z =) e inversivel com inversa da

da por @; (e, z), obtemos a partir de (*):

'(*f) oy (e/2). gy (e,2).h = L(z).h

Diferenciando ambos os membros de (**) com acréscimo

k no ponto z = e, obtemos:

(#%%) @ " (e,e).(k, gl (e,e)h) + 8! (e,e).qg!! (e,e) (k,h) =

= L'(e) (k,h)

Notando-se que g, (e,e) = I, , ¢! (e,e) =1

byy(ere) () = 3. (e,e) (h,k) = L'(e) (hk)

obtem~se a partir de (**%*)

g

<z (€re) (k;h) =L'(e) (k,h) - L'(e) (h,k) =v[h,k]¢

Lema 3.5

Sejam X, Y espagos de Banach, G = (¢,G) € X e
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Gl=(¢l,Gl)<: Y grupos de Lie. Se f: G » G e um homomorfis

mo, entao tem-se

f o exp = exp o £f'(e)
G Gl

Demonstracao

Fixado x € G, as aplicagdes

A
e €C —f¥+ f o explax) € Gy
G
)
o € C — exp o £'(e) (ax) € Gy -
v G :
1

sao subgrupos a um parametro de G, com Ny (0) = A5(0)=£"(e) .x

1

Segue do teorema 8.4 que A; =\, . Fazendo.o= 1 obtemos a

tese.

TEOREMA 7.5

Sejam G = (¢,G) um grupo de Lie conexo num espago de
Banach X e H um subgrupo de Lie conexo de G. Sao equivalen
tes as afirmagoes:

(a) H & normal em G

(b) A algebra de Lie de H & um ideal da algebra

de Lie de G.

Demonstracao (a) => (b)

Consideremos a aplicacao:
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g9 -1 '
(x,2) € GXG —> z.X.Z e G

Se H & normal em G tem-se pelo lema 2.5 :

= ' ‘ :
[h,kl@ gl (e,e) (ki) € TH, (VheTH, vkex

0 que prova a implicacao acima.

(b) =>(a) 

Para cada z € G consideremos a aplicagao F, : G *G,
dada por: CF,(x) = gl(x,2) = z.x.2 L . Consideremos tam
bém a aplicagao T : G * GL(X) dada por 'f(é) =»q;(e,z) '.

| Com }elagéo a composigao GL(X) & um grupo de Lie no

espago de Banadh £(X,X) das aplicagSes'lineares e coﬂtinuas
de X em X. Verifica-se sem dificuldades que [ € um  homomor,
| fismo dé G em GL(X,X) = (0,GL(X,X))

Temos entao pelo lema 4.5 :

(1) F''oexp=exp © fF'(éX
G GL (X)

Afirmamos que T'(z).h € THe ,(¥ 2z € G, ¥he THe)

De fato, sendo G conexo, existe uma vizinhanga aberta

W da origem do X, tal que,
' =2
G=.U Vk.’
k=1

onde V = exp(W).
G
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Assim, se (z,h) € GXTHe , existem WyresoW € W,tais

que, z = exp(w,).exp(w,)...exp(w.).
¢ ! ¢ 2 ¢ "

Sendo ' um homomorfismo tem=-se:

I'(z).h = {T(exp(wln.r(exp(wz)x..F(exp(wn))}.h ’
.G G G

portanto basta mostrar que

T(exp(w)).h € TH, (Vwe€W, ¥he€TH)
G e . e

Por (1) tem=~se:

F'(exp(w)).h = (exp (I''(e).w).h =

G GL (X)
=(t = (') =
nxo ni '
1 ., n
= ( h) -—ﬁ—'r(r (E).W) .h
n*o . °

Sendo.THQ = (THe,[ ]¢ ) um ideal. de X = x, [ ]¢ )

vem que,

(T'(e).w).h = g}’ (e,e) (w,h) = [hw], e TH,

de onde se conclui que T(exp(w)).h € TH, e assim
G

r(z).h € THe.

Afirmamos que z.H.z C H.



- 154 -

De fato, pelo lema 3.5 temos:

F, o exp = expo Fé(e)
G G .
<o
' = [ ) — U k
Notando-se que Fz(e) = I'(z) e que H = (exp(Br)) ’
' ’ k=1 G

onde B_ & uma bola com centro na origem do TH, contida em

W, tem-se:

Fz(exg(Br)) = exg (F;(e).Br) =

exp (F(zj.Br) - exp(THe)c:' H
G G

Dado a € H-temos que

a = exp(b,). exp(b,)... exp(b_)
¢ ' ¢ ¥ g™

onde bi e Br 'para i=1,...,n. Sendo Fz um homomor£fismo

vem que

Fz(exp(bl)).Fé(exp(bz))...Fz(exp(bn)) € H ,

F_(a):
z G G G

z.H.z-lc; H;

. logo, FZ(H)

Mostraremos agora que a aplicagao
3 =
(x,2) € HxG —™* 2z.X.Z € H

e analitica. De acordo com o teorema de Hartogs basta provar

que as aplicagoes parciais
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£, .
X € H > Z.X.Z € H
Ex 1
z € G > Z.X.2 € H

sao analiticas. A aplicagao £, + H =~ H & um homomorfismo,
loéo conforme o lema 1.5 , basta mostrar que Ez & analitica
em e. De acordo cém o teorema 4.5, existe gma bola Br C THe
tal que

L) Vk ’ onde V = exp (Br)
k=1 G

A aplicagao linear I'(z): TH, » TH, & continua, por

tanto existe Br cC THe, com O<r

. <r tal que I‘(z).Br c. Br'

1 1

Pondo v, = exp(Br

temos que (log , V ’ TH ) e

V1

(log/V 'V, THe) sao cartgs em e, com:

_ . 1 _ -1 :
gz(vl) = 2z2.Vy.2 7 =z, exg(Brl). z = exp(?é(e).Brl)=
G
= exp(Pz(Brl) C:exp(Br)' = VvV ,-
G G
além disso a aplicagao
log 0o §_ O exp = log o §_ O exp
A /Brl G 2 G

(onde §, & a aplicagao x € G > z.x.z © € G) & analitica.

Portanto g, : H > H & analitica.
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Sejam.z_ € G e (log , V, TH ) a carta em e con
o /V e , -

siderada acima . Da continuidade da aplicacao

(z,h) € GxTHe + r(z).h € THe

existem vizinhangas abertas B = B(o,r,) TH, com 0<r,<r e
2

U_ do z, tais que I‘(UZ )'Br

c Br’ Pondo V, = exp(B_ ) te
o - o 2

2 ¢ T2

mos H = kj (V)k. Vamos mostrar que para‘cada a € V2 a apli

€ analitica.

De fato, se z e'UZV temos:
o

z.a.z T = z.exP(b).z-l = exp(r(z)b) € exp(B) = V

G G G
. . - _1
Assim, (log , V , TH ) € uma carta em z_.a.z e
/y e o o
a aplicagao log o g, U, » Br'é analitica. Portanto & ana
° :
litica a aplicagao g, : U, » H.
o

Agora, fixado x arbitrariamente em H, temos que

)

gx(z) = z.x.2° % = (z.al.z—l)...(z.an.z-

onde 8yreeedy € vV, e x= ayeeedy o dal decorre que £ e

analitica em U, : Sendo z arbitrario em G vem que & é ana
o

litica em G.
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