
UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO

INSTITUTO DE CIENCIAS MATEMÁTICAS DE SÃO CARLOS

TEOREMAS DE COMPARAÇÃO E APLICAÇÓES Ã ESTABILIDADE DE

CONJUNTOS ASSINTOTICAMENTE AUTO-INVARIANTES

Antonio Marcos—;_Vila

ORIENTADOR:

Prof. Dr. Antonio Fernandeé Izé

Dissertação apresentada ao Instituto de
Ciências Matemáticas de São Carlos da
Unív'ersídade de São Paulo, para obtenção
do título de ”Mestre em Matemática”.

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA

SÃO CARLOS
'

1976



Aos meus pais,
ã Vera e ao

Fabiano.



Somos profundamente gratos

ao Prof. Dr. Antonio Fernandes Izê, pela orientação
segura e estimulante em todo o desenvolvimento deste trª
balho,

ao Prof. Dr. Nelson Onuchic, sempre pronto a prestar
—nos 0 seu valioso auxílio,

aos colegas do ICMSC, pela amizade e colaboração,

aos colegas da FFCL de Araraquara, pelo incentivo e

pela consideração de que sempre fui alvo,

aos colegas da FFCL de Guaxupé, pelo apoio e compre-

ensão que sempre recebi.



Comparison Theorems and Applications
to Stability of Asymptotically Self-
Invariant Sets.

Antonio Marcos Vila

Adviser : Prof. Dr. Antonio Fernandes Izê

In many prOblems, like those relative to adaptive
control systems, it is necessary to consider the stability
of sets which are not self-invariant in the usual sense. To

describe such situations, La Salle and Rath,:k11963,inmxúu&£
the notion of eventual stability. Later,.h11965,Iahàúmúquúham
and Leela [B.b], stablished the notion of asymptotically self -
invariant set and obtained some results on stability of such

sets. 'Roughly speaking, an asymptotically self-invariant set-
is invariant only if the solutions of the given differential
equation start at an infinite time.

Recently, Bernfeld, Lakshimikantham and Leela [l] ,

based on'a paper of Rashbaev [On the stability of first
approximation of Solutions of a system of differential eauúions

with retarded arguments - Isv. Akad. Nauk — SSSRS - l97l—pp 63/66]

extended Fashbaev's investigations to perturbed functional differential
equations presupposing that the unperturbed equation.presentssxne
non—uniform-exponential asymptotic stability property relative to
an asymptotically self—invariant set ú=0.



In this work, our main objective is to extend the
results obtained by Bernfeld, Lakshimikantham and Leela to
perturbed functional differential equations of neutral type:

ª— D(t,yt) = f(t,yt) + R(t,yt) ,dt

for which the operator D(t,w) is defined by

º(tIW) = lp<º> "' g(trªp) I

where (g(t,w) is linear in w , following Hale [4a] , Izê [5]
and

,

Onúchic [10] .
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INTRODUÇÃO

Bnnuius problemas, como os ligados a sistemas de con
trole adaptativos, surge a necessidade de se considerar a es—

tabilidade de conjuntos que não são invariantes no sentido u—

sual. Para descrever tais situações, La Salle e Rath introdu—

ziram, em 1963, a noção de estabilidade eventual. Posterior
mente, em 1965, Lakshimikantham e Leela [8.b] estabeleceram
a noção de conjunto assintoticamente auto—invariante e obtive
ram alguns resultados relativos ã estabilidade de tais conjuª
tos. Grosseiramente falando, um conjunto assintoticamente au—

to—invariante é invariante somente se as soluções da equação

diferencial em consideração tem instante de partida infinito.
Mais recentemente, Bernfeld, Lakshimikantham, e Le-

ela [l], apoiados sobre um trabalho de Rashbaev Eón the stabi
lity of first approximation of solutions of a system of diffg
rential equations with retarded argumente — Isv, Akad.Nauk -
SSSR 5 — 1971 — pp; 63-66] estenderam a investigação deste ao
erame do comportamento de equações diferenciais funcionaiscan
retardamento perturbadas, pressupondo que a equação não per —

turbada apresente alguma propriedade de estabilidade exponen-
cial não—uniforme relativamente a um conjunto assintoticamen-
te auto—invariante w=0 .

Neste trabalho, o nosso objetivo consiste em exten -
der os resultados obtidos por Bernfeld, Lakshimikantham e Le-

ela â equações de tipo neutro perturbadas:

Ji— D(t,yt) = f(t,yt) + R(t,yt)dt



nas quais o operador D(t,w) apresenta—se sob a forma

D(t,lP) : WU” ' g(tllp)l
com g(t,w) linear em m, inspirando—nos em Hale [4a], Izê [5]

e Onuchic [10].

No capítulo 1, apresentamos a noção de equação dife—

rencial funcional de tipo neutro, exemplos e destacamos al-
guns resultados a serem usados posteriormente.

No capítulo 2, abordamos as noções de conjunto assiª
toticamente auto-invariante, equiestabilidade e estabilidade e
quiexponencial assintótica.

Finalmente, o último capítulo é dedicado ao exame

de diferentes tipos de perturbação.



CAPÍTULO I

Neste capítulo, introduziremos & notação a ser usada

ao longo deste trabalho, destacaremos a noção de equação di—

ferencial funcional do tipo neutro bem como estabeleceremos al
guns resultados a serem utilizados posteriormente.

51. Equações Diferenciais Funcionais

Usaremos os símbolos R, En para indicar, respecti-
vamente, o conjunto dos numeros reais e um espaço vetorial ,

.l.
Dado um número real r > O, o espaço de Banach das aplicaçoês
[real ou complexo] n—dimensional, com norma

definidas e continuas em [—r; 0] e com valores em Eª, munido

da tºpologia da convergência uniforme, será indicado com o

simbolo C([-r; O], En) ou simplesmente C. A norma de um

elemento x e C serã denotada por:

| X ll = sup IMS)!

—r $ 5 $ 0

Dado H, 0 < H $ + º , colocaremos: CH: [? e C! I?“ < H]:

Naturalmente, no caso em que H =*“ , temos:. CH= Cm= C

Se to e A são números reais quaiquer, com A > 0 ,

e se x 6 C([to — r; to + A], En), então para cada te[t0;tº + A],

indicaremos com xt o elemento de C definido por;

xt(6) = x(t + e) , para -r < 6 $ 0



Definigão 1,1

“&

Seja U“ um aberto de R x C e sejam D,f: U-—'En fun—

ções contínuas. A relação:

-ª— D(t,xt) = f(t,xdt t) (1,1)

serâ chamada equação diferencial funcional.
No caso em que r=0, (1,1) reduz-se a uma equação diferencial o;
dinãria;

Definição 1,2

Diz—se que uma função x é solução de (I,l) se e someª
te se existem números reais to e A, com A>0 , tais que

x e C([tº—r;tO+AJ, E ) , (t,xt) e U para todo t e [tº;tº+A],D(t,xt)
ê continuamente diãaxmcuàmi e satisfaz (1,1) para todo t e ]to;Q;A[.

Dados tº e R e aº e C, com (to'ªo) e U, diz—se que uma

função x= x(t,tº,wº) é uma solução de (1,1) com função inicial
O no instante to ou; simplesmente, uma solução de (1,1) atravéso
de (tº,$º), se e somente se existe um número real A>0 tal que

x(t,tº,wº) & solução de (1,1) no intervalo [tº-r; to+A] 'e

A equação (I;l) & um tipo bem geral de equação diferen-
cial que inclui:

(a) as equações difezenoiais ordinárias: & = f(t,x), caso em



que r = 0.

(b) as equações com retardamento: à(t) = f(t, xt) , onde o

operador D(t, m) é dado por: D(t, #)= W(O).

. o
(c) as equações integro-diferenciais: x(t) J g(t,6,x(t + e))de

' ºr
onde: D(t: W)= $(0)

O

f(t, x») = J g(t,6, Me).) de'I
(d) as equações integrais do tipo de Volterra:

tX(t) g(t) + J a(t,s,x(s)) ds
0

com x(0)_ g(O). Para equações deste tipo, temos:

o
D(.t,w)= MO) — g(t) — ] a(t,t + u, w(u))du

-t
f(tr$) ª º

(e) as equações com adiantamento —º— x(t - r) = f(t, xt).dt

onde D(t,w) = W(—r).

Esta denominação provém do fato de que a derivada de

x no “instante" t - r é dada em termos dos valores de x nos

”instantes posteriores“ do intervalo [t - r ;t].

(f) as equações do tipo misto —ª— x(t - E—) = f(t, xt),dt 2

onde D(t,w) = $(' -3L4.
2
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/

Para estas equações, a derivada de x no "instante"
t — —£— é determinada pelos "valores futuros" de x em2

[t — —£— ;t] e pelos "valores passados" de x em [t—r;t— —%j].
2

.

O problema do valor inicial para a equação (1,1) nem

sempre apresenta solução. Isto ocorre, por exemplo, com as
equações do tipo adiantado e do tipo misto. A fim de se evitar
inconvenientes como este, devemos impor condições adequadas so-
bre o operador D(t,w) de modo a excluir as equações que apre—

sentam anormalidades como a mencionada acima.

52, Equações Diferenciais Funcionais do Tipo Neutro

.Consideremos uma equação diferencial funcional:

—ª— D(t,xt) = f(t,xt) (1,2)
dt

e admitamos que:

(i) D,f : U——vEn são contínuas no aberto Uc:R x C ;

(ii) D(t,$) tem derivada de Frêchet continua, Dó(t,w), em re—

lação a m, no aberto U. Além disso, de acordo com o teg
»rema da representação de Riesz, existe uma matriz u(t,w,e) , n x n,
(t,w)e U e se [—r;0], de variação limitada em 6, tal que:

o

%(tnv) w=f [deu(t,w,e)]ú»(e) , V(t,m)e U ,w ec .

"I'



Definigão 1,3

Diz—se que (1,2) é uma equação diferencial funcional
de tipo neutro se e somente se:

a) as aplicações D,f: U-+ En satisfazem (i) e (ii) :

b) D é atômica em zero sobre U, isto é:

(iii) a matriz A(t,w) = u(t,w,0+) - u(t,w,0-) é contínua em

t,w e inversivel para todo (t,w) E R x C.

(iv) existe uma função escalar y(t,w,s), continua para (t,w)e U,

3 > 0, com y(t,w,0) = 0 e tal que

0
H [deu(t,w,e)]w(o) - Mamma) s 'Y(t,'st) supIWG')!
—s

' ºssºáº

As equações do tipo adiantado —ª— x(t—r)= f(t,xt)dt
não são de tipo neutro. Com efeito, para estas equações temos

que;

O

º(tl'p)= II“-r) : J [de “(tre)le(G) !

-r
onde:

u(t,e)=J 0, se = —r

I, se —r<G$0

A(t)-"' u(t,0+) — u(t,0') = o

Como A(t) ê não—inversível, o operador D(t,W) não é atômico em

zero. Portanto, a equação considerada não é de tipo neutro.



Analogamente, pode-se verificar que as equações de

tipo misto não são de tipo neutro.

Um caso particular, mas importante, de equação di—

ferencial funcional de tipo neutro ocorre quando o operador
D(t,w) satisfaz às condições:

a) D(t,w) é linear em 0. Então, segundo o teorema da reprg
sentação de Riesz, temos que:

O

D<t,w) = j [de-u(t,0)] wçe) , V(t.w) e R.x c .

"r
'onde u(t,e) é uma matriz n x n , de variação limitada em e

e a matriz A(t) = u(t,0+) - u(t,0-) é contínua e inversivel
para todo t e R.

0
b) | [ [dO u(t.e>] w<e> - A(t) w(0>l < Y(t,s) sup|w(e)l,onde

-s —ssO$0

7(t,s) ê contínua para todo t e R, 5) 0 e y(t,0) = 0.

As equações com retardamento estão nesta classe. Com efeito ,

para estas equações o operador D(t,w) é linear, apresentandº
-se sob a forma:

O

D<t,w> = w<o> = [ [d6 u<t,e>] w<e) ,
'E'

onde:

(1) u(t,6) =J'O, se -r$6<0

I, se O = O



A(t) = u(t,0+) — u(t,0') = I (inversível para todo t)-

0- -(ii) ! J LdG u(t,GU w<e> — Iw(o>l= ! w<o> - w(0)l
._s A

_

$Y(t:S)— suplW(ªl :

—s< 94 o

para qualquer função y(t,s), positiva, continua para t e R ,

szo e y(t,0)= 0.

Também estão nesta classe as equações da forma:

—ª— [B(t).x(t) + c<t> g(t—r)1= f(t,xt) ,
dt '

onde B(t), C(t) são matrizes contínuas n x n, f: U<:R.x C—-—En

ê contínua e B(t) ê inversível para todo t. Para estas equg
ções temos que:

'0 .

D(t,w) = B(t) W(0) + C(t) w(-r)= J deu(t,6)w(e) ,

-r
onde: 0, se 0.3 -r '

'

“(t16)=
C(t), se —r<6<0

B(t)+C(t), se são

A(t) = u(t,0+) - u(t,o') = B(t)“

0
l [ [deu(t,e>]w(e) - A(t)w(0)l=l B(t)w(o>- A(t)W(0)|= º
“S
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A classe das equações de tipo neutro inclue também

as equações integrais do tipo de Volterra.
Neste trabalho, consideraremos sistemas de tipo neº

tro:

& D(t,xt) = f(t,xt)'dt

e sistemas perturbados:

——d — f ) + R(t )

nas quais o operador D(t,w) apresenta-se sob a forma:

D(t,Ú) w(0) ' g(t,w) ,

onde:

0
(i) ' g(tHP) J [de—“(tre)]lp(e) ' V(trlp) :(tltp)e |R X C :

-r

sendo que u(t,º) é uma matriz nxn de variação limitada em e;

(ii) existe uma função escalar £(s), estritamente crescente em

[O;r] , com £(0)=0 e tal que:

0
Í J [de u(tuº)]W(9)| & £(s).sup|w(e)| , t e R

-s ,

—s$6$0



011.

53. Generalidades

Neste parágrafo serão abordados alguns resultados a
serem utilizados nos capítulos posteriores.

'. Para facilitar a notação em algumas definições e teº
remas futuros, introduziremos duas classes de funções escala -
res através da:

Definição Iz4

Colocaremos:

45 =( A € C(R+,R+) | A é decrescente e lin1A(t) = O)

t++oo

35 =(H € C(R+,R+,R+)llinx[sup H(t,to)]= 0, para algum To;0]
++t “ to>Tº

Aí Lema 1,1

'Se H: K+ x [O; a [——m.ê uma função limitada, então

sup lini“ H(T,h) = ííãi sup H(T,h)
. +
Tªº hªº *

' h+of T ;0

Prova

Inicialmente, para cada he [O)aE , temos que:
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H(1',h)s'sup H(1,h) , para qualquer 1'3 0.
130

Segue-se daí que:

lin1H(1',h)$ lin» sup H(1,h) , para qualquer 1'3 0

h+0+
.

h+0+ 130

Assim:

sup lin—H(1',h)s Íiãisup H(1,b)
1'30 h+0+ h+0 130

Vamos mostrar agora que vale a desigualdade no sentido
oposto. Para isto, utilizaremos uma propriedade da noção de li-
mite superior de'uma função.

Seja e>0 aum número real qualquer.

Afirmamos que existe um 6=$(€)>0 tal que:

Vh, 0<h<6 => sup H(1,h) < sup lim H(1,h)+e

130 130 hf>0+

Com efeito, suponhamos que isto'não ocorra. Logo, para qualquer
6> O , existe um h, 0<11<6 , tal que:

sup H(1,h)> sup Íiãí H(1,h) +e

130 130 h+0+

Em particular, existe uma sequência (hn) , com 0<=hn< % , tal
que:

Sup H(1,hn)> sup lina H(1,h) +£ , para cada natural n.
130 130 h+o+ ”
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Deste fato segue que:

sup H(T,hn)> lina H(T',h) +e, para cada natural n e
+Tãº h+0 T,)O.

Esta desigualdade garante que: para cada natural n existe um

Tn>0 de modo que:

H(Tnlhn) > linu H(T',h) +e , qualquer que seja T') O.

h+o+

ou:
lin1 [H(r',h) — H(Tn,hn)]<-ee , qualquer que seja 1'20.
h+0+

Com base numa propriedade da noção de limite superior,
podemos afirmar que, para o s>0 considerado, existe um

º=ºTe)>O tal que:

'
e eVh, 0<11< ª ªe H(T',h) — H(Tn,hn)< —e+ 5 = - 7

para cada natural n e T')Ó.

Escolhamos um natural n suficientemente grande a fim de que

0< hn< f. Então:

H(T',hn) < H(Tn,hn) — %w<H(tn,hn) , para qualquer

T';0.
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Em particular temos que H(Tn,hn) < H(Tn,hn) , o que consti —

tui um absurdo.
Assim,;aafirmação feita & verdadeira. Dela decorre

que:

lina sup H(t,h) ( sup linm H(T,h) ,

n+o TBO Tao h+0+

o que completa a prova.

o próximo resultado é fundamental para a validade do

teorema (III-3) do capítulo III. Ele acha-se demonstrado em

[12], pg 18, de modo que nos limitaremos a destacar o seu enun-
ciado.

Teorema I£2

Consideremos a equação diferencial escalar:

ªº : g(tlu)
dt

u(to) =110 ,

onde g: A+R & contínua e A = [(tm) €R2 Ito StS to + ª: lª] < 13, b>0T

Suponhamos que a solução maximal u(t) desta equação permaneça em

A para todo t e[tº;tº + a[.
Se uma função x(t), contínua, satisfaz às condições:

_



Cls.

h '.(i) à(t) = l—ixã -l- Fx(t+h) — x(t)]s g(t,x(t)>, Vt, t e[to,to+a[,
“ +h+0

(ii) x(tº)= Lªlº '

então:

x(t)$ u(t) , para todo t e[to;tº+a[ ,

Os lemas seguintes são devidos a Strauss e Yorke [ll].
Lema Iz3

Se y: R++R é uma função contínua e positiva, então:

t_ t '

] Y(S)dS ªí P(5)ds I Vt! t3t0?1 !

tº tº-l

onde: .

t+l
p(t) = [ Y(s)ds, t e Rt +

Lema 1,4

Se y: R+-*ª é uma função contínua e positiva, então pª
ra qualquer número real a>0 tem—se que:

t ea(s+l)t
[ eºks Y(S)ds & J p(s)ds , Vt, t>to;1 ,
t'o to-l

onde:

p(t) = j£+l y(s) ds , t e R+ .t ,
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Lema. 1,5

Se Y: R++ R é uma função contínua e positiva e se
t+l '

p(t) = Í y(s)ds + 0 quando t+w, então, para qualquer númg
t .

ro real a>0 , tem-se:

Lema I£6

Seja y: R++ R uma função contínua e positiva e su?
. t+l

ponhamos que a função p(t) = J. y(s)ds seja limitada em E+.
; t- '

Então, dado 6>O , existe um A= A(õ)> O tal que:

eªõt J eºSS y(s)ds < A, Vt, t>to>l.t .

o
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CAPÍTULO, II

Neste capítulo, abordaremos as noções de conjunto as—

sintoticamente autoªinvariante, de equiestabilidade e de estabi
lidade equiexponencial assintótica. Além disso, apresentaremos
exemplos para ilustrar estas noções.

451. Conjunto assintoticamente auto—invariante, equiestabilidade
e estabilidade equiexponencial assintótica.

Consideremos a equação diferencial funcional:

d — - .

'
-

&' D(tlx.t) "' f(t'xt - (1111)

bem como a súa perturbada:

d
'

_—ãzn(t,yt) _ f(t,yt) + R(t,yt) (11,2)

'e suponhamos que as seguintes condições estejam satisfeitas:

(i) Dyf,R : E+ x CH +.En são aplicações contínuas el f leva
conjuntos [0,5] x CH em conjuntos limitados do E" , para

« 1
' todot, Hl , com 0<Ç<ºº , 0<H1<H .

(ii) D*(t,ip_) = 1,0(0) — g(t,lp) , onde :

“' O

gm») =] [demnmlwa , t em ,a) e ºu .
'. -r _

'
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sendo que u(t,e é uma matriz nxn de variação limitada em e.

(iii) exiSte uma função escalar £(s), estritamente crescente em

[O;r], com £(0)= O e tal que:

UO .[deu(t,e)]xp(e)[ <z(s).suplw(e)|, Vt,t ea.
-s -s<6<0

Vamos indicar com x(t,to,xo) e y(t,to,yº) soluções
quaisquer das equações (11.1), (11,2), respectivamente, passando

pelo ponto (to,wo).

As definições seguintes são estabelecidas para a equa—

ção (11,1), mas, naturalmente, elas também se aplicam a (11,2).
Caso não tenhamos unicidade de soluções para (11,1), exigiremos
que as condições contidas nessas definições sejam satisfeitas
por todas as soluções.que passam pelo ponto (tº,wº).

Definição 11.1

Diz-se que o conjunto w=0' ê assintoticamente auto-iª
variante em relação ã equação (11,1) se e somente se existe uma

função 'A Gê tal que, para qualquer tºzo , toda solução x(t,tº,0)
de (11,1) está definida no futuro e satisfaz:

|1xt(to,0)'us_x(tº) , Vt , tatº .

Decorre imediatamente desta definição 0 se-
guinte fato:
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"Se o conjunto W=º ê assintoticamente auto
-invariante em relação a (11,1), então, para qualquer sequência
decrescente (ep), com. ep>0 e ep+ 0 quando p+00 , existe uma

sequência crescente tp(e) , com tp(e)+m , quando p+ºº , tal
que, para qualquer natural p e qualquer toatp(e), toda solª
ção x(t,tº,0) de (II.l$ satisfaz:

nxt(to,0)n < ep , Vt , tzto ."

Com efeito, como lim à(t) = 0, então para cada ep >0 de uma
t+oo .

sequência (ep). na condição acima, existe um tp(e), tal que:

à(t) < ep , Vt, tatp(e). Desta forma, temos uma sequência

(tp(e)) de números reais que, sem perda de generalidade, pode -

mos considerar crescente e com tp(e) +'w quando p + « . —Alêm

disso, para qualquer natural p e qualquer toztp(e), temos:

th(tº.0)N & x(to) < ep , Vt , t;tº .

Para ilustrar a noção de conjunto assintoticamente au
to invariante, de uma maneira bem simples, consideremos a'equa-

—tção diferencial ordinária i = x +_e . A solução que. passa
pelo ponto (tº,0) é dada por: x(t,to,0)= (t-tº). e_t,'Vt,,t3tº.
amb tº,+ l' ê'o único ponto de máximo local da função

'g: t + (t-to) e"t
,

podemos escrever que:

-(to + l)lx(t,tº,0)l < e , Vt , tzt .
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Deste modo, existe A € 13, definida por A(t) =e_(t+l) tal
que:”

lx(t,to,0)l & A(to) , Vt, t; to .

Definição 11,2

DiZªSe que o conjunto w=0 ê equiestâvel se e somente

se existem funções K e C(R+,R+) , q e &? , tais que, para
qUaiSquer to e R 00 € CH , toda solução x(t,t0, Wº) de+ '
(11,1) está definida no futuro e satisfaz:

Ixt(tº,wó>u $ x(tó)uwon + q (to) . Vt. tztº .

Destacamos abaixo alguns fatos decorrentes desta defi-
nição:

a) se o cºnjunto mão é equieStãvel, então ele é assintóticamente
auto—invariante em relação ã equação (11,1).

b) se x(t)E O ê solução de (11,1) e se q (t)50, & definição
aciâa reduz-ee ã eqúiestabilidade da solução trivial X(t)50.
Com efeito, neste caáo, dadó £>0 , podemoà tomar 6= “É“

_ ,
K(tº)

uma Vez que se pode supor K(to)>0.

Daí, lwól < õ-àuxt(tº,wº)u < e , Vt, t>tº .

c) se o conjunto w=0 ê equiestãvel, então, dado ê>0 , existe um

c=ç(e) e, para todo tº>C(e) existe um 8á8(ê,tº)> b , tãià
que:
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Nºll < 6 * Íxt(tº,wº)|| < e , Vt, t)to .

De fato, dado e>0 , existe um Ç=Ç(€) tal que

q (t) < % , Vt . t>c

Por outro lado, dado tº>ç(e) , podemos tomar 5: ÍTÍTEZT

Assim:

_L-pâze' Vt3t0_Hw | < 6-* Ix (t ,w )" < K(t ).º t º º º 2.K(tº) 2

Esta propriedade significa que o conjunto w=0 ê eventualmen-

te estãvel relativamente ã equação (11,1).

Definição II.3

Diz—se que o conjunto w=0 ê equiexponencialmente assin—

totiçamente estável se e somente se existem funções K e C(R+,R+) ,

H e 2 , com H(t,t)=0 para qualquer t e K+, H(t,to).sp(to) para
valgum p 6 13 e um número real a>0 , tais que, para quaisquer
to € E+, wº e CH' toda solução x(t,to,wo) de (11,1) está definida
no futuro e satisfaz:

Ixt(tº,wo)" < x(to).e'ª(t'to)|wºu + H(t,to), Vt, tgto .

Decorre desta definição que:

d) se o conjunto $=0 ê equiexponencialmente aSsintoticamente estª
vel, então ele é equiestãvel.
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e) se x(t)50 é solução de (11,1) e se H(t,to)50, a definição
acima reduz-se ã estabilidade equiexponencial assintótica
da solução trivial x(t)EO. Com efeito, dados e>0, to 6 E+,

_ € .podemos tomar 6— k(t ) . Daí.

-a(t-tº)“lººol < 5ª let(to:wo)l < e.e , Vt, tatº.

52. Um exemplo.

Apresentaremos agora um exemplo mais trabalhado para
ilustrar as definições anteriores.

Consideremos a equação diferencial funcional linear

à(t) AA(t).xkt) + B(t).x(t-r) (11.3)

t = wº

onde A(t) e B(t) são matrizes nxn, contínuas em R+.
Consideremos também a equação:

.l 9(t) = -y(t).A(t) — ykt+r)B(t+r) “

(11.4)

que será chamada adjunta da equação (II.3), bem como a eduação

não homogênea:

à(t) = A(t)x(t) + B(t)x(t-r) + W(t) , (11.5)

onde W € C(R+, Rn),

Para cada t e R+ fixado, podemos construir uma matriz Y(s,t),
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nxn, que satisfaça (11.4) para s<t e com Y(t,t)"= I.
Com efeito, inicialmente colocamos:

Y(s,t) = O , Vs, s>t.

Agora, para t-r $ s<t , exigimos que Y(s,t) satisfaça ã equa-
ção adjunta:

_ÃXÁÉLEÃ : _ Y(s,t) A(s)
as

.Y(t,t) = I.

Portanto, em [t-r;t] , a matriz Y(s,t) é determinada por
uma equação linear ordinária, bem como satisfaz (11.4). Vamos

indicar com U(s) a matriz Y(s,t) construida nesta etapa.
+

Para ,t-2r$s<t-r, exigimos que Y(s,t) satisfaça ã equação:

_ÉXÁÉLEl = —Y(s,t) A(s) — U(s+r)B(s+r)
as

U(t—r)

O processo pode ser continuado, seguindo-se o modelo acima, com

o que acabaremos por construir a matriz Y(s,t).

A seguir, multiplicando (11.5) , membro a membro, pela matriz

Y(s,t) construída e integrando, obtemos:
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t tt .
[ Y(s,t) x(s)ds = J Y(s,t)A(.s)x(s)ds + J Y(s.t)B(s)x(s—r)ds +

t to - o
_

o

t
+ J Y(s,t) w(s)ds .

to

tY(t,t).x(t) e Y(tº,t).x(to) - [ —âªlªLªl x(s)ds =
' t 85o

t t
= [ Y(s,t) A(s) x(s)ds + J Y(s,t)B(s)x(s—r)ds +

to to
At '

+ [ Y(s,t) w(s)ds
to

Daí, como: M = -Y(s,t)A(s$ - Y(s+r,t) B(s+r) ,
as

resulta:

t t
x(t,tº,'Pº) = Y(to,t) x(tº) fj Y(s+r,t)B(s+r) x(s)ds - J Y(s,t)A(s)x(s)ds

t to o

t t .
—

+ I Y(s,t) Ms) x(s)ds + J Y'(s,t)'B(s)x(s-r)ds +
t to ' ' ' o

1:

+ J Y(s,t) w(s) ds
to
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t
x(t,to,xpo)= Y(to,t) x(tº) - [ Y(s+r,t) B(s+r) x(s)ds +

to

t—r t
+ [ Yls+rnn B(s+r)>ds)ds + J Y(snn st)dst -r t0 0

,tx(t,to,lpº) = Y(to,t) x(to) + J º Y(s+r,t) B(s+r) x(s) ds
to'r

t .

- ] Y(s+r,t) B(s+r) x(s) ds
t—r

t
+ J Y(s,t) W(s) ds

tb

Considerando que Y(s+r,t)=0 para t-r<sst, vem:

t t
x(t,to,w5)= Y(tº,t).W(O) + ] º Y(s+r,t) B(s+r)w (s)ds + J Y(s,t)w(s) ds,

_ o A

. to—r tº _

t>to.

Assim, passamos a dispor de uma maneira de exprimir uma solução da

equação perturbada (11.5).
Suponhamos, a seguir, que estejam satisfeitas as seguintes condi —

ções:

(i) ||B(t)|| < B , para tostgto + r0
.



(ii) |Y(s,t)“ < o.eªs'ºª(t's) , tzs>0 , ondeo>1, a>0,

e 890.

Então:

|X(tptº,lpo)| < º'eBtº.." a(t—to) ' wº " +

', t .

+10. c'eB(S+r) ' a(t—s-r)
. Bºllpoll ds

t '
'

+ ] (Less-'º“t s) lw(s)lds, Vt, tãtºt0

- - ,

,
_ t

“(tvª "9 )lªºéeªfºllw le “(t-to) + «m .um leªº”)! . e “ªí º Jªw-ªas +
O O g O , ?»O O

tº—r
eu,

t+J e-Mt's) º_eBs |“st , tªtot0
B 44ª+8h7

.

|x(t,to,.po)| $ ººªBtº—Íl +...º___:8___] Wouº e—au: to) +
a .

t . .

+ ] e_º(t-S)o.eBS |W(s)|ds.
,to

Fixeúps,momentaneamente um tato. Logo, para t—rg t'st , teus

Bt
B 'é(a+B)r

Ix-(t',tº,wo)| < 0. e o [1 + º- ] “ºo" eme-tº) +
a+B

t' ._+Í Jº“: 5) o.eBs|w(s)|ds.
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|x(t',to,wo)l < 0 .eBto [1 + _i___.]" IPOI e-ºNt-tº). eem:-t ) +
oz + 5

t _ _ _.+ [ e “(tª” eº“t t )cí. eBs hus)lds
to

Segue-se deste resultado que:

B (aáB)rt . -a t-tth(to,'00)|| Sº. eBo [1+ 0 is ]M'Pºll.e
( o)eºªr +

&

.<5. eBs . hds)l ds , t)to .
o

(u+B)rColocando: B . e
Kun = º D.+ º ] ênHBu ,116 iª

a + B

y(s) = o . ear+Bs |w(s)[ ,
'

s e na

t —aurs)H(t,t ) = e Y(s) ds t,t e [R
o t' º +

O

obtemos:

-a(t-t )

th(to,$o)|| s _K(tó) . llxpº||. ; o +H(1:,to) , Vt, tzto.



Suponhamos adicionalmente que w(t) seja tal que:

t+1
J y(s) ds + 0 quando t + «
1:

Então:
t

lim [ e “(t 5) y(s) ds = O .

t+ºº 1

Como: t t _
sup H(t,tº) = sup [ e'?“ ª) ns) ds= í e'º“t ª) Hs) as,t 1o
tº? 1 to) 1

resulta: lim [sup H(t,tº)] = O

t+w tº; 1

K

Por outro lado, segundo o lema (1.4), para “tº 31 temos que:

t &

H(t,'to) = e—ºt J eas y(s) ds 5 e—at [ eMSH') p(s) ds, onde
t t —1
o o

s+l
“

P(S) = [ Y(u) du.

Para Oçtºgl , podemos estender Y por continuidade a [—1;QJ ,de
modo a manter vãlkkia desigualdade acima. Assim, para todo

tº>0 , podemos escrever que:

_ . t a
H(t,tº).$ e ªt . sup p(s) J ea(s+l) ds =.JÉ. , a(to) ,

tb—l &
,

tº-lss<ºº



onde:

(1) a(tº) =sup P(s)

to-l$s<w.

.— ea(ii) a funçao A: R++ R , definida por A(t)= ——— a(t) está
a

na classe &5.

Estes resultados mostram que o conjunto w=0 ê equiexponencial-
mente assintoticamente estável relativamente ã equação perturba—

da (11.5).

Para finalizar, convém observar que se x(t,to,wº) e x(t,t0,wo)
são duas soluções quaisquer da equação não perturbada (11.3), en

tão, de acordo.com as suposições feitas, podemos escrever que:

"Mt—to), Vt, t ; t ."xt(to'wo) - xtmo'wo)ª & K(to) "wo;wo| e o
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CAPITULO III

Neste capítulo, procuramos estabelecer alguns resul—

tados relativos ao sistema perturbado

ª— D(t,yt) = f(t,yt) + R(t,yt) (111.2)
dt

do sistema:

d _— D(t,xt) - f(t,xt) (111.1)
dt “ '

.

Para isto, primeirãmente efetuaremos uma extensão de um princi
pio de comparação devido a Hale [4a].>

51. Um teorema de comparação

Lema III.l

Suponhamos que:

Alº) existam funções K e C(R+,R+) , H € ib , com H(t,t)=0
para qualquer t 6 R+ ev H(t,t0) < p(to) para algum

p e é , a € C(IR+,IR+), com & (t) contínua para todo

t e R+, tais que, para quaisquer tº e E+, wo e CH' tem—se:



.31.

líxt(to,wo) |! < K(to) . e'[ª(t)—ºº(to)] “wºn + H(t,to) , Vt, tztº ,

onde x(t,to,wo) indica uma solução de (111.1) passando pg
10 ponto (to'wo) ;

A2,) a função H seja parcialmente diferenciável relativamente

—8H(t+c,t) _a t e sup ————-————. eªw“) “(t)<n(t) ,Vt, telR ,o +
CBO ato

t+l
onde n 6 C(R+,R+) e J n(s)ds + 0 quando t+ºº .

t

A quaisquer duas soluções x(t,to,wº), x(t,to,Wº) de (III.1)3.)

satisfaçam:

llxt(tº,wo>— xt(to,wo) ll < x(to) . ç'[ª(t)'ª(to)3 Hwºfwºll " Vt: t>tº -

Nestas condições, existe um funcional V: R+x CH +R, contínuo ,

tal que:

a) |th < m) < xm nan.

b)
.

.|v<t,wl> - v<t,w2>l < K<t>l|w1—w2!l

c) Wma) < —&(t) wma) + n(t)
(111.1)

&) Iºmmi < (1 + urthm
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Prova

Inicialmente, colocamos:

Wal») = sup Úlxt+Ç(t,up)|| - H(t+Ç't)] ea(t+c)— a(t)

CBO

Vamos mostrar agora que V(t,w) está bem definido. Para isto.,
notamos que :

V(t:'P) ? ["Xt+c (t,;P)" — H(t+Ç,t)] eu (t+Ç)'—G(t)
& ' VCI; eR+

Logo, em particular:

V(t.'0) > llxt(t.10)ll'- amt)“ = llwll

Por outro lado, como

[th+Ç(t,IP)ll — H(t+c,t)] aª(t+ª)'ºª(t) < K(t) um“, vc, ; e IR+

'segundo a hipótese Al , então:

V(t,t0)= sup [Ixt+Ç (tmn - H(t+c,t)] eªt”) ' “(t) 5 KM IIIPII .

caº

Quanto ã propriedade (b), temos:
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WWW ' “tr-192) I = | sup [lxt+c(tnpl)ll— H(t+Ç,—t)J efª-“*º ' “(t) -
DO

- supílxt+c (t,w2) - H(t+Ç,t)] eu(t+;) - “(t)!
Cãº

< ª“? "xt+c(t.t01) - “WWW emm 'a (t)

caº

Segue-se, pela hipótese A3, que

|v(t,al) - V(t,w2)| < sup[x(t). e'[ª(t+ª) ' º(ª)] |“, .,, “Mªc)-uu] :
90 1 º

: K(t) Wflpzll

vamos passar ã.verificação da—prºpriedade (c). wanna:

wc.») = í'fm % [V(t+h, xt+h<tm> - vaum]
(111,1) h+o+ '

=11m fs »: (. _(t, “ª,“ ª(tª'h'IÇ)-a(t+h)_
M)+ :; [' tªva “Mªta ”'ª'( C )I eº'h—

"ªº" xt+ç (WWII — H(t+Ç,-t)J eª(t+c)—a(t) .]

Çãº

Como a hipótese A3 garante unicidade de soluções para a equação

(111.1), temos que:

xt+h+ç(t+h' xt+h (t'w) : xt+h+c(t'w)
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Logo:

' _ —.— l 'V(t:lP)- llm Tl [sup HX'H'Ç (t'w) " .. H(t+Ç, t+h) ] ea(t+Ç) —a(t+h) _
(111.1) h->O+ 9h

' sªp Blºgadªº) " ' H(t+c,t+h)] eºªªªª)“ att) ] '

Ç>0

vmws fix—nã [sup [u ea<t+c> — a(t+h)
+

(trip) " ' H(t+ç,t+h)—|xt+ç

"ªº ÚIXt+Ç<w>u — mmm] ea<t+c> me»)
caº

' “T“ 1Vºltª?) < lm 5 ísuvÍllxt+Ç(t.tD)ll - H(t+z;,t+h)] eªt”) ' “(tªl)
(III. 1) bro+ 530

& (t+c) - a (t+-h)"S“P["Xt+Ç<trw>N ' H(t+ç,t)] e +

C?0 '

+ sup “Kªgªn” || - H(t,+c,t)] eª(t+c) - a(t+h)
Cãº

”

_ suPÚXt+Ç (t,!p) " — H(t+Çlt)] ea(t+Ç)—a(t)]
Cãº

. — l “
V (titº) $ limH ( Sllp[H(t+Ç,t) _ H(t+Çlt+h)J eau-jc) _ a(t'l'h) +

+suFlix (tnh) 'Ht a<t+c)- t _

CBO

[ t+; " ( +Çrt)] e “( )(ea(t) a(t+h) _ l)]
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(uma) & l_im sup “(tºrciª - H<t+<:,t+h> ea(t+Ç) -— a(t+h) +

(111.1) h+o+çzo h

___ ea(t) — ª(t+h) —1+ V(t,w). llm+ v

h+0 h

Uma vez que:

__ o:,(t) - a(t+h) _ __ “a(t+h) _ a(t) _lim e 1 =;_ 13“ _É________É___ . 1hn———£——-—

mo+ h %* h h+o+ aªªh)

,Lx
= - [eam] .

1 = —&(t) .eu“) .e—a(t)
eoc(t)

= - & (t) ,

obtemos:

(f(tAp) $ l_i_m [sup H(t+Ç't) " H(t+Ç—Lt+h). ea(t+Ç) ' a(t+h)]
(111.1) moª“ tao h

- &(t). vma)

Segundo a hipótese A2, podemos escrever que:

máfiª-tªlº— eºª(t+ª)' ºm]: SUN—13“ H<t+c,t) - H(t+c,t+h) ) ecz(t+2;) - a(t)
Cªº ªt caº h+0+ h

O

sup< le “t+ 't)'H(t+ t+h) eª(t+C)-oz(t+h))

r,;o h+0+ h

n(t) , Vt. t e G+bx
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Logo, para cada C E R+ , temos:

iii ( H(t+ç,t) 'H(tfÇ,t+h)
_ ea(t+Ç)-a(t+h)) &

moª” h
na) ,vt.t:emg

Então, dado s= l , existe um 6>0 tal que:

H(t+2;,t) " H(t+jut+h) eu(t+Ç) - a(tªlh)
h

vn, 0<h<6 =>“ & n(t)+1 , Vt,t e R+

Devido a esta limitação para a função:

H(t+.z;1t) - H(t+;,t+h) ea(£+;) - a(t+h)
h

“:h)r*

no conjunto R+ x ]0;ô[, o lema I.l nos permite escrever!

.

le sup [H(t+c,t) - H(t+c,t+h)
. ea(t+z;) - a(t+h)] :

mo" 90 h

= sup "135, [H(t+c,t) - H<t+c,t+h)
_ eoz(t+r,)-c>z(t+h)]

cao h+0+ h

Bortanto, em vista destes resultados, temos:

à(t,w) < -á(t). V(t,w) + n(t) , V(t,w), (t.w) e m+ x c
(111.2)

H
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Quanto ã propriedade (d), temos:

0-

town = Wo) -[ [de u<t,e)]w(e)| s lha“ + z<r>lw||= (1 + g(x))llwn .

-r

Vamos mostrar agora que o funcional V(t,w) é contínuo.
Para isto, sejam w,w € CH e g>o . Temos:

Mwm») — vmª)! < |V(t+g,w) — v<t+a,xp) |

+ |V<t+€,xm — V(t+€, xt+€(t,tp))|

+ |V(t+€,xt+g(t,w)> — V(t,xp)i

+|V(t+€.w) - V(tAD)l & K(t+€)|l ªª- lP H

+ K<t+€) II no - xt+€<tup> ||

+ |V<t+€,xt+€<t,w)) - V(t,w)|

ºbservamos, a seguir, que:

(i) o termo K(t+E)Hw—1D“ êarbitrariamente pequeno, desde que

«E e II w—«oll o sejam;

(ii) a aplicação €h+ xt+g(t,w) é contínua. Portanto, o termo

K(t+£) || xp - xt+€(t,tp) || pode ser tornado arbitrariamentepg
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queno.

Resta examinar, portanto, a "pequenez“ do terceiro termo. Da.

definição do funcional V(t,w) , temos:

|v<t+e, xt+€<t,w> - V(t,w>| =

=|SUPÍHXt+E+Ç<t+€, xt+€(t.w»u - H(t+g+;, t+gj] eªít+€+c) — a<t+a)

Ç20

_amUajgth!-rue£mg,eaww3—cuul
CBO

$ supíuxt+c(trw)" ' H(t+Ç,t+€) ] ea(t+ç) — G(t+€)

caí

' ªªPÚ'xtch (tw) n - mmm]. eªw) - «(t),
Cãº

Colocando agora:

ª<€>= sup[N Xt+c(t,W)H - H<t+ç,t>] eª<t+c> — a(t)
!

C?€

obtemos:

(iii) a<º)= supLth+Ç<t,w)u — H<t+c,t)] ea(t+C) ' é<t>'
C?0
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(iv) 'V(t+ª' Xt+€(t'w)) ' V<tlw>l <la(a). eª(t) ' ª<t+€> +

+ SUP[H(t+Ç,t)-H(t+ç,t*£,]eª(t+Ç)-a(t+g)
CBE

* a(º)|

Enfim, notando que a(g) é uma função decrescente, com aEn+a(o)

quando E+0, e que:

sup[H(t+c,t) - H(t+?;,t +E)] ea(t+c) - d(t+€)

CBN

“*º Qwªdo €+0
'

concluímos que o termo |V(t+g,xt+g(t,w)) — V(t,w)| pode ser

tornado arbitrariamente pequeno.
Em vista destes resultados, pode—se afirmar que o funcional
V(t,$) é contínuo.

Observação

No lema anterior, definimos um funcional V:R+xCH+R ,

colocando:

4 + _V(t,w) = sulelxt+Ç<tan — H(t+ç,t)] eº“t “ “(t)

Cãº

Se tivéssemos colocado:

V(t,v)= sup th+Ç(t,w)" aª(t+Ç) - a(t)

Cãº
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e tivéssemos exigido que f(t,w) fosse linear em w, teríamos
obtido todas as propriedades (a), (b), (c) e (d), exceto a li
mitação superior. Com efeito, neste caso, teríamos chegado ã

desigualdade:

v(t,w) < mumu + sup H<'t+c.t)- eº(t+ª)'º,“t)
C>0

mas não poderíamos garantir que o supremo acima fosse finito.»
Para ilustrar esta situação, consideremos as funções H' e a'
definidas por:

t
H(t,to) : J e—a(t-S) Y(S) nds :. a(t)= )Xt ! ()t>º)

t .

o

e suponhamos que:

_ -Asy(s%- e , vs, s4zmg .

Então:

(i)
.

sup —aH(t+c,t) ea(t+c) - a(t) : e—Xt
, Vt, t €me

-

cao
. ato

(ii) supEH(t+ç,t) eªw,“- a(t)]= e—Ãt

caº
'

' 90
. SKJÇ=+-Q,Vt,t,eãg

Para os próximos resultados, admitiremos que o sistema

”perturbado (III-2) possui uma única solução passando através
de cada ponto (to,wº) € R+XCH
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Lema III.2

Suponhamos que as hipóteses A1' A2 e A3 do lema ante-
rior estejam satisfeitas e seja V(t;D) o funcional definido
neste mesmo lema. Entãoí

Wup) < — &(t) V(t,tj)) + Mt) +__K_(_É)__ humm , ww»), (tm e IR,,xcH,

(III-2) l ' ª(ho)

para algum ho' 0<hO<r .

P rova

Sejam x(t+;,t,w) e y(t+ç,t,w) soluções das equações

(III-l) -e (III—2) respectivamente. Temos:

Wup) = 1Tm

(m 2) “+
[V(t+h, Yt+h(t'º)) - veem]SH“

= lim % [V(t+h, yt+h(t,lp)) - V(t+h, xt+h(t,w)) +

+ v<t+h, xt+h(t,w>) - v<t,w> ]

“T“ 1
< 1 & [V(t+h, x (tm)) — ww] +

h#0
t+h

+ fin % [V(t+h, yt+h<t,w))— v<t+h, xt+h(t,xmj
háº+
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Introduzindo a desigualdade (b) do lema III.l, obtemos:

x'ntnp) $ (uma) + Eu & K<t+h>|| yt+h<t,w) — xt+h(t,xp)n

(III—2) (III.—D h->0+

< -&(t) vma) + n(t) + K(t). Em ª ||yt+h(t,w) — xt+h(t,w)|l (nx—3)
+ hb&O

Observemos agora que:

t+h
D(t+h, xt+h(t,1p)) = D(t,tp) + [ f(s, K.S(tnBH ds , h20

t .

t+h ' t+h
D<t+h, yt+h(t,w)> = mm» + Jt f(s,ys(t,w»as + L: R(s, ys(tAP)) ds

Como o operador D é linear, temos que:

netmytªm) - xt+h<t,w)) = L; [f(s.ys<t,w)) — f(s,xs(t,w))]ds

t+h
+ [ R<s,ys(t,w> )ds

Mas: t

D(t+hryt+h (tdº) . " xt+h (trªm): Y(t+h,t,lP)—X(t+h,t,lp)'g(t+h,Yt+h ('til?) ' xt+h ('t-Ap” &

Segue-se, pois:
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y<t+h,t,w) — x(t+h,t,w> = g<t+h.yt+h<t,w> — xt+h<ªc,w>) +

t+h
+j [f(s,ys<t,w))—f<s,xs(t,w>>]ds +
t

t+h
_

+ [ R<s,ys<t,w» ds
t

Por outro lado, para Oshsr , temos:

0

|g(t+hryt+h (trªp) " xt+h 02,19)”: [J'-r [de “(trºu [Yt+h(9)" Xt+h (e)] I

0
= lí

h
[de“(t'GÚ [yt+h(e) ' xt+h(e)]|

|q(t+h,yt+h(t,tp) - xt+h<t,w>| & Mh) || yt+h(t,w> - xt+h(t.w> ||

Assim:

1y(t+h,t,w) —”x(t+h,fz,xp)| < uh) |lyt+h(t,w> — xt+h(t.w> II +

t+h
+ J lf(s,ys(t,x0)) — f(s,xs(t,w))| ds +_
t

t+h
_

+ J |R(s, ys(t,ªº))l ds ,
t

para Oshgr .



Deste modo, para todo

h', Osh'sh , temos que:

|y<t+h',t,w) - x(t+h',t,w)|$ £(h')||yt+h.(t,w)-xt+h.(trº)|| +

t+h' '

,+í (f(s.ys<t,w>>—f<s,xs<t,w)>las+t .

t+h'
+ I |R(s,ys(t,w)l ds
t

< z(h).| yt+h(t,w>—xt+h(t.w)ll +

t+h.
+ [ |f(Sle(tllp))'f(slxs(tllp))| ds +
t ,

t+h
+ J |R(s,ys(t,w))| ds
t

Segue—se daí que:
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llyt+h(t,w> — xt+h(t,w> n = sup ! y<t+h',t,np>— x<t+h',t,w> | <

Osh'shsr

& um li yt+h(t,w) - xt+h(t,w>ll +“

t+h
+J ifh'%&M)-Haªwmna+t

t+h
+ í ! Ius, ys(t,w)) | ds
t

Como 2(0)=0 e Run êcontínua, então, dado e _ l, existe um

ho , 0<ho$r , tal que:

Vh, OshShO à=à l(h)< 1

Portanto, para Oshsho, podemos escrever:

t+h
(Mamºnayt+h(t.w)—xt+h(t,w>|l< Jt |f(s,ys(t,w»— f(s,xs(t,lP))| ds +

+
t+h
J |R(s,ys mw» | ds
t

l t+h
ll yt+h<t,w>- xt+h<t,w>ll s [ [ lf(s.ys<t,w))— f(s.xs(t,w»l ds +

“ l—£(ho) t

_

t+h
+] | R<s, ys(t,w»l ds]
t

Enfim, levando este resultado para (III-3), obtemos:
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' ' K(t) — 1 ““
V(t.'0) < —a(t) V(t,xp) + n(t) +1im+ZEU |f(s.ys(t,np))-f(s.xs(t.w))| ds +

(111.2)
' l"Mªc) mo

+ R(s, y (tm ds
t S

K(t)hm» <—&(t) V(t,w)+n<t> + . [|f(t,yt(t.ln)) — f(tmt(t.'0)| +
(III-2)

.

1-9.(ho) -

+ à(t, mm» |]

KIM!) são:). Wma) + nm + J—(t—L— lR<t,w)| '-

(III-2) 1” “no) '

Observação:

A fim de facilitar a notação para resultados posterio-
res, colocaremos:

o
_

1 - £(ho)

Convém notar que 0<pº<l .
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Teorema IIIf3

Suponhamos que as hipóteses A1, A2, e A3 do lema rUêl
esteJam satisfeitas e que:

A4.) exista uma função w(t,u) e C(R+xR+,R+), crescente em u

para cada t € E+, tal que:

lR<t,w)l < menu:") , vamp), (tw) e mxCH

Seja u(t,tdwo) a solução maximal do problema:

& = —&(t).u + pº . K(t).w(t,u) + n(t)

(III—4)
u(tº) = v<to,xuº) ,

onde V(t,w) êgo funcional definido no lema III-l.
Suponhamos ainda que: u(t,tº,wo) < H, Vt, tzt
Nestas condições, a solução y(t,t0,wo) da equação (III—2) sa—

tisfaz:

||Yt(to ,tpo )u< u(t,to, «nº ) , Vt, tªto

Prova

Do lema anterior e da hipótese A4, obtemos:

V(t,yt(tº ,wº))< —&(t) V(t,ytz(to,tpº)) + po .K(t). w(t,|lyttto,wo)ll) + n(t) ,

(III—2)

!
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para t0<t<t+ , onde [tº;t+[ e o maximo intervalo de existen-

cia ã direita da solução y(t,to,wº) da equação (111.2).

Considerando agora que:

Nyt(tM,w )“ < V(t,yt(to ,wº )) , Vt, t e Egº;t+[

e que w(t,u) é crescente em u para cada t fixo, vem:

€:(t,yt<tº,wº)> s —&(t> V(t,yt(tº,tpo)) + pº. Km «»(t, v<t,yt(tº,wº» + n(t) ,

(III-2)

para t e [to;t+ .

(bl0 resultado acima aliado ao fato de que u(t,tº,wo)
solução maximal de (III-4) nos permite escrever que:

v<t,yt(to ,wº ))<& u(t, tonpo) , Vt, t e [tº, t+[

e daí:

llyt(tº ,00 >" < u(t,to,wº) , Vt, t e [tº: t+[ .

- Afirmamos agora que .t+ = w. Com efeito, se t+< &, então,como

u(t,tº,wo) e limitada em [tº,t+] , existe um H1,0<H1<H,tal que

u(t,to,wo) & Hl , Vt, t e [to;t+] . Deste fato e da desigualdª

de anterior obtemos:

"Yt(tºor'p ) " $ HI < Hi Vt? t € Etc; +E
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Decorre desta limitação que t+= m , o que constitui uma contrª
dição. Assim, devemos ter:

“ yt<to,wº) |! < u(t,to.wº) , Vt, t > *:O

Teorema III-4

Suponhamos que o conjunto w=0 seja equiexponencial -
mente assintoticamente estável relativamente ã equação (III-l) ,

isto é, que existam funções K € C(R+,R+) , H € 9 , com HttAD=0

para qualquer t € E+ e H(t,to) $ p(to) para algum p e (ª , e

um número real a>0, tais que, para quaisquer toao e 00 € CH '

tem-se:

Uxt(tº,wo)u & K(to). e'ª(tªto)u ªo" + H(t,tº) , Vt>to .

Suponhamos ainda que as hipóteses A2 e A3 do lema III-l e a

hipótese A4 do teorema III—3 estejam satisfeitas.
Se o conjunto u=0 ê equiestãvel (equiexponencialmente assinto—

ticamente estável) relativamente ã equação:

& = — au + po. K(t) w(t,u) + n(t) (III-5)

então o conjunto w=0 ê equiestãvel (equiexponencialmente assig
toticamente estãvel) relativamente ã equação (III—2).

Prova

Como o conjunto u 0 é equiestãvel relativamente ã
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equação (III—5), existem funções L e C(R+,R+) e a €.é tais
que, para quaisquer toe E+ e uo €.R , tem-sez'

|u(t,to,uo)| < L(to) . Iuol + a(to) , Vt, t ato

Em particular, dados tO e«m+ e wo € C a solução maximalH '

u(t,to, 1,00) da equação (III-5), com condição inicial u(to)= V(tº,lpo),
tambêm satisfaz:

hutfgyuo)| < IAtoL Vºãfwb)4' aub) ,Vt,t;g3

OU

|u(t,to,xpó)| < Kb(to).Lr(to)||tpº|' + a(to) , Vt, tato .

Observamos agora que a fim de utilizarmos o teorema anterior vi-.
sando obter informações sobre a solução" y(t,to,wº) da equação

perturbada (III-2), devemos ter-que:

|u(t,to,wo)| < H , Vt, tatº (III-6)

Por outro lado, a nossa definição de equiestabilidade exige a

manipulação de funções iniciais wo de todo o espaço CH' Estes
dois fatos não nos deixam outra alternativa senão a de tomar

H= + a a fim de que a condição (III-6) se verifique para qualquer

wº € CH'
. .

Deste modo, de acordo com o teorema anterior, podemos gª
rantir que a solução y(t,tº,wo) da equação (III-2) satisfaz:

llyt<tºnpº>l|| < me). Mtº) ilwoll + a(to) , Vt: tato -
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A seguir, estabelecemos alguns resultados concernen-
tes ã equação (III—2), impondo certas condições sobre o termo

perturbador R(t,w).

52. Efeito de perturbações

Teorema III—5

Suponhamos que o conjunto w=0 seja equiexponencial -
mente assintoticamente estável relativamente â equação (III-l),
isto é, que existam funções K € C(IR+,|R+), H e €: , com H(t,t)=0

para qualquer t € R+ e H(t,tº) & p(to) para algum p e 15 ,

e um número real a>0, tais que, para quaisquer tºao elpo e C,

barse:

ahrto)""Xt(tº,lpº)u & K(to) . e" upo" + H(t,tº) , Vt, tzto .

Suponhamos também que estejam satisfeitas as hipóteses A2 e A3 do

lema III-l e que:

A5.) Iman»! & b(t).llnpll , vma) ,(tnD) e R+xc,onde b=R++R

é uma função contínua que satisfaz â condição:

__. l t+v
lim ; J K(s) b(s) ds < ª- (III-7)

t 0(t.v)+(ºº,ºº) 0

Então, o conjunto w= O é equiexponencialmente assintoticamente
estável relativamente ã equação (III—2).
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“w.—.

Prova .?
.

'

_

.

ª“

A função w: R+ x R++R definida por:

w(t,s) = b(t).s

ê contínua, ê crescente na variável s para cada t e R+ e

satisfaz:

|R(t,w>'l s manu)!» , WW) ,» (um e «+ x c .

Consideremos agora a equação diferencial escalar:

£: II -a u + pº. K(t). w(t,u) + n(t)

“a u + pº. K(t).b(t). u + n(t) (III-8)

Como a função b(t) satisfaz ã condição (III-7), a solução
v(t)50 da equação:

& = -a v + pº. K(t). v ,
.

.. ,

.

(III—9)

ê uniformemente assintoticamente estável. Além disso, uma vez que

esta equação é linear, v(t)EO ê exponencialmente estável.

Por outro lado, para cada 5 e R+, indiquemos com v(t,s).
, a__ solução da equação (III-9) satisfazendo: v(s,s) = 1 .

Nesta situação, a solução u(t,to,uº) da equação (III—8) satis-



faz:

tuwmd%)=wm%m%+í VWôLM9Á81WIÚ%vt0

Ora, como a solução v(t)EO da equação (III—9) ê exponencial-
mente estãvel, existem constantes k, º>0 tais que:

|v(t,s) | < k. e-º(t—s) , Vt, tZSZO .

Daí, temos que:

-0(t-t ) t -o (t—S)Iuwm,u)|sk£ o|u|+ ke .nGm& Wu at.o o o t o
o

Mostramos assim que, para quaisquer to e R+ e uo elR, a

solução u(t,tº,uº) da equação (III-8) satisfaz:

o(t-t )
|u(t,to,uo)l < J(to). e o luº] + I(t,tº), Vt, tato ,

onde:

(1) um =k , tem+

t
I(t,to) = [t k.e'º(t'5).n(s).ds. , (t,to) e IR+ x ªr

0

(ii) a função I(t,to) satisfaz às condições:
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lim [sup 1(t,to)] = o

t+ºº' teal

. s+l
k.eº sup. J n(u) du e [9

sI(t4tº) & Alto), onde Aúà=
-

.

. o t—lss<ºº

Isto significa que o conjunto u=0 -ê equiexponencialmente assiª
toticamente estável relativamente ã equação (11158). Portanto ,

segundo o teorema III-4, o conjunto w=0 ê equiexponencialmente
assintoticamente estável em relação ã equação (III—2).

à

Corolario III-6

Suponhamos satisfeitas todas as hipóteses do teorema INES,

exceto A5, que será substituída por:.

A6.) |R(t,xD)| & b(t) |W" , Wup) ,(t,xp) eua+ x c., onde b:R++R+ & uma

função contínua que satisfaz ã condição:

[ K(t) . b(t).dt < m -

'

(III—10)
0

Então o conjunto w=0 ê equiexponencialmente assintoticamente eg

tãvel relativamente ã equação (III—2).

Prova

Como a função b:lR++R+ satisfaz (III-10), ela também sa-
tisfaz (III—7). Segue-se) pelo teorema (III—5), que o conjunto
w=0 ê equiexponencialmente assintoticamente estãvel relativamen—
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te ã equação (III—2).

Corolãrio 111-7

Suponhamos satisfeitas todas as hipóteses do teorema
III-5, exceto A5, que será substituída por:

A7-) IR(t,w>l < bmnwn , Wup) , (t,tP) eua+ x c , onde b=m++R+

é uma função contínua que satisfaz ã condição:

lim b(t) = O (III-ll)
t+oo

Então o conjunto $=0 ê equiexponencialmente assintoticamente
estãvel relativamente ãequação (III—2).

Prova

Como a função b:R++R satisfaz (11141), ela também satig
faz (III-7). Então, segundo o teorema (III-5), o conjunto w = 0

é equiexponencialmente assintoticamente estãvel relativamente ã

equação (III-2).
Os próximos resultados dizem respeito ao sistema:

d
Ét' D(t,yt) = f(t,yt) + R(t,yt) + S(t,yt) (III-12)

o qual admitiremos sujeito ã exigência:
"o sistema (III—12) possui uma única solução
passando através de cada ponto (toiwo) e E+ x C“.
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Nosso primeiro resultado contêm o teorema III—5 como caso pag

ticular.

Teorema III—8

Suponhamos que o conjunto 1p=o seja equiexponencial
mente assintoticamente estãvel relativamente ã equação (III—l),
isto é, que existam funções K e C(IR+,IR+) , H eg , canH(t,t)= o

'para qualquer t e R+ e H(t,to) & p(to) para algum p e Áê, e um

número real a>0 , tais que, para quaisquer to e E+ elwo e C,

tem—se:

—aurto)let(to,lpo)ll & K(to). e ]le" + H(t,to) , Vt, tato .

Suponhamos também que estejam satisfeitas as hipóteses A2, A do3

lema III—l, a hipótese A5 do teorema III-5 e que

A7.) |S(t,w)| <c<t> ,V(t,w) , (tm e rR+xc , onde c: R+-*R+ ê

ina função contínua que satisfaz ã condição:

t+1
J K(s). o(sL ds + 0 quando t-rºº ,t

Então o conjunto w=0 ê equiexponencialmente assintoticamente
'estãvel relativamente ã eQuação (III—12).

Prova:

A função m: R+ x R++R , definida por:

m(t,s) = b(t).s + o(s)
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é contínua, é crescente na variável s para cada t e R+ e

satisfaz:

|R(t,ID) + S(t,w)| < malho") , Wup) , (tw) em+ xc

Consideremos, & seguir, a equação diferencial escalar:

11 = - onu + póK(t).w(t,u) + Mt)

- au + po. K(t). b(t).u + pº. K(t).c(t) + n(t) ,
.
(III-13)

a qual pode ser considerada como perturbada da equação:

& = - av + po . K(t).b(t).v . (III-14)

Como vimos no teorema III—5, a solução v(t)50 desta última ê

exponencialmente estável. Portanto, se para cada s?o, indicar-
mos com v(t,s3 & solução de (III—13) satisfazendo v(s,s)= l ,

podemos afirmar que existem constantes k,o>0 tais que:

-o(t-s)|v(t,s)l < k. e , Vt, taszo .

Agora, dados to e m+ e'u e R, Como a solução u(tfgyub)
, o

de (III—12) pode ser expressa por:

t
'

.

u(t,tº,ub)= v(t,to).ub + J v(t,s).[b0. K(s).c(s) + n(s)] ds , Vtztº ,
to

obtemos:
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'ºtftlultA%yuo)|5 ]s e
( o)|ubl +

t
+ [ k. e'º(t'3)[po . K<s>.c<s) + MS)] as , Vt, Qtot0

ou:

-º(t-t )
Íu(t,tº,uo)| & J(tº) . e o [uol + I(t,to) , Vt, tzto ,

onde:

J(t) =k, t GIR+

t _

I(t,to)=J k. e'º(t'º')[pO . K(s). c(s) + n(s)]ds, (t,to) en+ xIR+.
to

Além disso, a função I(t,t0) satisfaz às condições:

lim [sup 1(t,to)] = o

t-wº teal

k.eo s+l
Mt)= . sup [ [po-K(E)C(E)+n(€)] de auê

Portanto, o conjunto” 'u=o ê equiexponencialmente assintoticamente

estável relativamente ã equação (III-12). Segue-se que o conjuª
to w= 0 também o é em relação a (III—12).



Teorema III—9

Suponhamos que o conjunto Ú= 0 seja equiexponencial—
mente assintoticamente estável relativamente ã equação (III-l),
isto é, que existam funções K e C(R+,IR+) , H e 9 , H(t,t)=0 pª
para qualquer t € R+ e H(t,tº) $ p(tº) para algum p € 15,
um número real a>0, tais que, para quaisquer to € R+, ªo e CH

tem-se:

-a (t..t )
“xt (to HPO) || & K(tº). e o l|w0||+H(t,to) ,Vt, 1:91:o

;uponhamos também que estejam satisfeitas as hipóteses A2, A3

do lema III-l, A5 do teorema III—5 e que:

A8.) |S(t,10)| < c(t) , V(t,t0) , (tuº) GNR+ x CH , onde c: IR++R+

t+l
é uma função contínua e j K(s). c(s).ds ê limitadaan

t
R+ .

Nestas condições, existe uma constante B>0 tal que, para todo

to € R+, existe um 6 =6(to)>0 e um T= T(tº,6) de modo que:

MORI < 6 => a solução y(t,to,100) da equação (m:—12) satisfaz:

ll Yt(to APO )“ < B , Vt, tzto+T .

A função w: R+ x R+ + R , definida por:

w(t,s) = b(t).s + c(s)



é contínua, é crescente na variável s para cada t e R+ e

satisfaz:

|R<t.w> + su:,w) | < muitº") ,V(t,w> , (tm e IR+ xcH

Consideremos,a seguir, a equação diferencial escalar:

u = - ou + pO . K(t). w(t,u) + n(t)

— au+ po . K(t).b(t).u + pº.K(t).c(t) + n(t)
'

(III—15)

Como vimos na prova do teorema anterior, existem constantes

k, º>0 tais que, dados to e R+ e 110 e R, a solução u(t,tº,uo)
da equação acima, satisfaz:

t
|u(t,to,uº)l 5 k. Jºªº—to) Iuºl +J k.e—º(t's) [po.K(s).c(s) + n(s)J ds,

to

Vt,t3tº .

Em particular, dados tº e E+ e vo € CH, & solução maximal

u(t,to,wo) da equação (111.15) “satisfaz:

t _ _
|u(t,tº,wº)| < k.K(tº).e_ º(t'to)i|wº|| + L: k.e º(t s)[pº.K(s),c(s)+n(s)] ds,

O

Vt, tzto .

t+l
Por outro lado, como a função t + [ n(s)ds ê limi-

' t
tada em K+, uma vez que:
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t+l
lim [ T1(S) ds 0:

t
t+co

reauta que a função E: R++R+ , definida por:

t+l
E&)=j [OWKGLCS)+n$U ds

t
também é limitada. Deste modo, segundo o lema I.6,para o

o>0 acima existe um número real A= A(c)>0 tal que:

t
e ºtí eºs E(s)ds = J e º“ ª) E(s)ds < A , Vt, tztozo.

t to
O

Segue—se que:

_º -[u(t,to,lpo) [ < k. I((to). e (t to) "ªo" + k.A , Vt, tgtoao.

Vamos tomar: H>k.A e 6 < —ª—:—ªª-—
k. K(t )

0

Então:

!le" < Mto) =? lu(t,to,lpo) | < H , Vt, tato .

Portanto, de acordo com o teorema III-3, a solução y(t,to,wº)
da equação (III—2) satisfaz:

llyt(to,wo) II S k.K(to)- gºªl—tº) WO“ + k.A , Vt, tzto .



A seguir, podemos escolher um T = T(tº,6), de modo que:

k.K(tO). e'ºT . 6 < 1

Enfim, colocando B = l+ k.A, obtemos:

Wº! < 6 * Uyt(tº.tvº)|| < B , Vt, t)to+'1' .
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