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RESUMO

DE SOUZA, A. B. Estabilidade de Lyapunov de sistemas impulsivos. 2022. 101 p. Disserta-
¢do (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacdo,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

O objetivo deste trabalho € estudar a estabilidade de Lyapunov de sistemas impulsivos. Inicial-
mente, apresentamos a noc¢ao de estabilidade sujeita a critérios topoldgicos, como compacidade
e conexidade, ressaltando algumas semelhangas e diferencas com os sistemas sem impulsos. Em

seguida, destacamos que em muitos casos, podemos obter estabilidade de sistemas impulsivos,

via fun¢des de Lyapunov.

Palavras-chave: Estabilidade, estabilidade de Lyapunov, sistemas impulsivos.






ABSTRACT

DE SOUZA, A. B. Lyapunov Stability of impulsive systems. 2022. 101 p. Dissertacao (Mes-
trado em Ci€ncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Univer-
sidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2022.

The aim of this work is to study the Lyapunov stability of impulsive systems. Initially, we present
the notion of stability subject to topological criteria, such as compactness and connectedness,
highlighting some similarities and differences with non-impulsive systems. Then, we emphasize

that in many cases, we can obtain stability of impulsive systems, via Lyapunov functions.

Keywords: Stability, Lyapunov stability, impulsive systems.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Podemos dizer, que muitos processos de evolugdo - que intuitivamente descrevem o com-
portamento de determinado fendmeno em func¢do do tempo - sdo caracterizados por mudangas
abruptas de estado, e podem ser modelados, por exemplo, pela teoria dos sistemas dindmicos
impulsivos, como € o caso de fendmenos bioldgicos, fisicos e metereoldgicos, veja (BONOTTO;
DEMUNER, 2020). Em outras palavras, tais modelos descrevem a ocorréncia de impacto, arre-
messo, irregularidade ou descontinuagdo de solucdes, que sugerem mudancas instantaneas no

comportamento de determinado processo.

Nos ultimos anos, a teoria de sistemas dindmicos impulsivos, tem sido desenvolvida
intensamente, como pode ser constatado nos trabalhos (CIESIELSKI, 2000), (CIESIELSKI,
2004a), (BONOTTO; JR, 2010), (BONOTTO; DEMUNER, 2013), (BONOTTO; FERREIRA,
2015), (BONOTTO; GIMENES; SOUTO, 2016), (BONOTTO; SOUTO, 2019), assim como em

muitos outros estudos.

A nocao de estabilidade de conjuntos tem um lugar de destaque na teoria de sistemas
dindmicos, tanto discretos quanto continuos, e nos diz intuitivamente se é possivel ficar sufi-
cientemente proximo de um conjunto, ao longo do tempo, quando iniciamos na vizinhanga
desse conjunto. Podemos intuir tal ideia na estabilidade de solugdes periddicas ou singulares
de um sistema de equacdes diferenciais, isto €, uma solugdo € estavel quando toda solugao
com valores iniciais proximos a ela, estd definida para todo tempo e permanece, para sempre,
tdo proxima quanto se queira, (SOTOMAYOR, 2011). Como apresentada em (CIESIELSKI,
2004a), a estabilidade de conjuntos no contexto de sistemas impulsivos € definida como uma
generalizacdo da estabilidade de conjuntos em sistemas dinAmicos continuos (BHATIA; SZEGO,
1970).

O objetivo deste trabalho, € estudar a estabilidade de conjuntos no contexto de sistemas
impulsivos. Mostraremos que o estudo da estabilidade em sistemas impulsivos, se d4 por dois

caminhos, muitas vezes mutuamente exclusivos: via propriedades topoldgicas e via existéncia
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de func¢des de Lyapunov, que € o tema central dessa dissertacao. Tal estratégia, € inspirada no
método direto de Lyapunov que foi utilizado no estudo da estabilidade de solu¢des de equacdes
diferenciais e suas propriedades qualitativas (HALE, 1969), e consiste de obter fungdes escalares
nao negativas que, dentre outras propriedades, decrescem ao longo de solu¢des, (BONOTTO;
SOUTO, 2019), e indicam como tais solugdes se comportam ao entrarem em um conjunto
fechado, por exemplo, (BONOTTO; JR, 2010). Historicamente, o método direto de Lyapunov
foi utilizado no estudo de sistemas conservativos, em que uma tal funcao de Lyapunov descreve
a energia potencial e dd condicdes para a estabilidade de um sistema de equacdes diferenciais

ordinarias.

O presente trabalho estd divido em quatro capitulos e trés apéndices. Os resultados
principais estdo apresentados nos artigos (CIESIELSKI, 2004a), (BONOTTO; JR, 2010) e
(BONOTTO; SOUTO, 2019).

O Capitulo 2 apresenta os conceitos basicos da teoria de sistemas impulsivos, com énfase
em especial na condi¢do forte de tubo que tem um papel fundamental na teoria dos sistemas

dindmicos impulsivos, e em particular na teoria de estabilidade.

No Capitulo 3, estudamos a estabilidade de conjuntos compactos utilizando critérios
topoldgicos, com destaque ao Teorema de Ura que trata-se da equivaléncia 1) <= 6) do
Teorema 3.2.1. Ainda neste sentido, apresentamos algumas alternativas para estudar a estabilidade
de conjuntos relativamente compactos, bem como discutimos a estabilidade das componentes
conexas de um conjunto compacto, salientando que a equivaléncia entre estabilidade de um
conjunto compacto e a estabilidade de suas componentes, ndo vale em geral para sistemas

impulsivos, contrastando com o fato de que vale no caso de sistemas sem impulsos.

O Capitulo 4 dedica-se ao estudo da estabilidade de Lyapunov no contexto de sistemas
impulsivos. Destacamos que em muitos casos podemos abrir mao de propriedades topologicas
e avaliar a estabilidade via a existéncia de fun¢des de Lyapunov. Um exemplo notdvel neste
sentido, é o Teorema 4.2.4, que diz o seguinte: dado um espaco métrico (X,d) qualquer e um
subconjunto A C X, a existéncia de uma fun¢do continua que se anula em tal conjunto e nao
é constante em alguma 6rbita que comega em A, implica que tal conjunto A é instavel. Como
aplicacdo desse resultado, o Exemplo 4.2.5 nos mostra que o anél A[0; 1,2] (que nio é compacto

em L,[0, 1]) € instdvel.

Finalizamos o presente trabalho, com a apresentacdo de trés apéndices que abordam
aspectos tedricos dos sistemas impulsivos. Tais resultados sdo fundamentais para a obtencao dos
resultados principais de estabilidade. No Apéndice A, exibimos o estudo da continuidade da
funcdo de impacto, onde é possivel observar a relevincia da condi¢do forte de tubo na teoria de
sistemas impulsivos. O Apéndice B trata de propriedades de convergéncia do fluxo impulsivo.
O Apéndice C caracteriza o conjunto limite e o conjunto prolongado, além de explorar suas

invariancias. Um Teorema do tipo Alfandega é apresentado para sistemas impulsivos.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo, veremos os elementos basicos da teoria de estabilidade em sistemas
impulsivos. A referéncia utilizada na discussdo dos resultados ¢ (BONOTTO; SOUTO, 2019).

2.1 Sistemas impulsivos

Definicdo 2.1.1. Seja (X,d) um espago métrico. Um sistema semidindmico (SSD) em X é

dado por uma tripla (X, 7,R ) em que:

i) m:X xR4 — X é uma aplicacdo continua em X x R .
ii) m(x,0)=x, paratodo x € X.

iit) w(m(x,t),s) =m(x,t+s) paratodosx € X et,s € R,.

Um exemplo que motiva o estudo de sistemas semidindmicos € dado por equacdes

diferenciais autdonomas.

Exemplo 2.1.2. Considere a equagao diferencial autonoma

X' = f(x),
f:RI R4 feCY(RY).

Para cada x € R?, considere a solugio ¢(-,x) de x' = f(x) que passa pelo ponto xemt =0 e
estd definida em R ;. Defina a aplicacdo 7: RY x R, — R? pela lei

m(x,1) = @(t,x),
para todo (7,x) € RY x R,

Note que o item ii) da Defini¢do 2.1.1 estd satisfeito. O item iii) segue da unicidade das

solugdes e o item i) segue pela dependéncia continua do fluxo, em relac@o as condigdes iniciais.
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Definicao 2.1.3. Seja (X, 7, R, ) um SSD. Dados D C X e A C R, o passado de D no intervalo
de tempo A € dado por

F(D,A)={z€X: n(z,t) €D, VteEA}.
Observacao 2.1.4. A Figura 1 representa o passado de x € X no tempo ¢ € R, de acordo com a

Defini¢do 2.1.3.

F(x,t)2y

F(x,t)>y

F(xt)>y
F(x,t)3y

Figura 1 — Passado de x no tempo t.

Definicao 2.1.5. Seja (X, 7,R;) um SSD. Um sistema impulsivo (SI) em X é dado por uma
quintupla (X, 7,Ry,M,I) em que:

i) M CX,M+#0eM =M (conjunto impulso).
ii) I:M — X é continua (fun¢éio impulso).
iii) paratodo x € M, existe & > 0 tal que F(x,(0,&)) "M =0e m(x,(0,&))NM =0.
Observacao 2.1.6. A Figura 2 representa a condigdo iii) da Defini¢do 2.1.5. Intuitivamente,

temos que as 6rbitas continuas do sistema (X, 7, R ) entram transversais a M.

M
£(x,(0,&))

e

F(x,(0,&))

Figura 2 — Transversalidade das 6rbitas continuas em M.

Definicao 2.1.7. Seja (X,7,R,M,I) um SI. Dado x € X, a funcdo impacto de x dada por
¢ : X — (0,0] é definida pela lei

s, se T(x,s) €M e m(x,t)¢ M, parate(0,s),

o0 se (Uo7 (x,1)) M = 0.

¢ (x) =
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Observacao 2.1.8. Segue da Proposi¢do A.0.1 que ¢ estd bem definida. Note ainda, que ¢ (x)

representa 0 menor tempo positivo tal que a 6rbita continua de x encontra M.

2.2 A orbita impulsiva

Em sistemas dinamicos sem impulsos, dado x € X, estamos interessados em saber o que
acontece com a érbita 7(x, -) quando o tempo evolui. Com este mesmo objetivo definimos agora

a 6rbita impulsiva de x € X.

Definicfo 2.2.1. Seja (X, 7,R,M,I) um SI. A érbita impulsiva de x € X é dada pela aplica¢do
(x,-):[0,T(x)) — X,

definida num intervalo [0, T'(x)), construida indutivamente da seguinte forma:

e Se ¢(x) = oo, entdo T(x,t) = m(x,t), paratodor € R,.

e Se ¢ (x) < oo, entdo definimos

R(x,t) = { 7(x,1) se 0<7<o(x),
(r(x,0(x))) se t=0¢(x).

Sejam x§ =x, x; = 7(x,9(x)) e x| =1I(x).
e Se ¢(x]) = oo, entdo 7(x,r) = 7 (x,r — ¢(x)), para todo > ¢(x).

e Se ¢(x]) < oo, definimos

ﬂxﬂi{ 7 (1 =0(x) se () <1< P(x)+o0x).
U LG 0) se 1=0@) o).

Sejam xp = (x|, 9 (x])) e x5 =1(x2).
Continuando com este raciocinio, vamos supor que x; = T(x 1,9 (x; ;) e x =1(x),
k € N, estejam definidos.
e Se ¢(x;") = oo, entdo definimos
k=1

fi(x,1) —n(xk,t Z(p ),paratod0t22¢(x+)

i=0

e Porém, se ¢(x;") < oo, definimos

k—1 k—1 k
w(xa- L o) s E o) <1< L o))

ﬁ?(x,t) - i=0 i=0 i=0

I(n(xZ,¢(xZ))) se r= i o (x).
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Sejam x4 = (7, 0(x))) e x| =1(x;). Defina

Y ¢(x) se paratodok €Ny, ¢(x;) <eoo
T(x) = keN
oo se existe k € Ny tal que ¢(x]) = oo.

Observacao 2.2.2. A Proposi¢do B.0.1 implica que para quaisquer x € X e t,s € R, tais que
t+s5€[0,T(x)),
(7 (x,1),8) = A(x,0 +5),

que € a propriedade de concatenagdo para a Orbita impulsiva. A Figura 3 representa a evolucao

de uma 6rbita impulsiva.

M
/ )

IM) «x o=, 9())

B=m(xy,0(x;))

Xep1=7(x,0(x))

x]:rl i[(kar])

Figura 3 — Orbita impulsiva de x € X.

2.3 A condicao STC

Como apresentado em (CIESIELSKI, 2004b), uma propriedade importante da teoria
de sistemas impulsivos, é quando um ponto x € M satisfaz a condicao de tubo forte (STC).
Intuitivamente, isto significa que podemos obter uma caixa de fluxo que € uma vizinhacga de

x € M, veja Figura 9. Esta condi¢do de tubo ird garantir boas propriedades para o fluxo impulsivo.

Definicao 2.3.1. Seja (X,7,R;,M,I) um SI. Dado x € X, uma A-secfo através de x é um

conjunto § C X satisfazendo as seguintes propriedades:
a) xeS=S.
b) Existem L=L C X e A > 0, tais que F(L,A) =S.
c¢) F(L,[0,2A]) é vizinhanga de x.

d) F(L,u)NF(L,v)=0,para0 < u <V < 2A.

O conjunto F(L,[0,2A]) é chamado de caixa de fluxo.
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Definicdo 2.3.2. Sejam (X,7,R,M,I) um SIe x € X. O ponto x satizfaz STC se existe uma
A-secdo através de x tal que
S=MnNF(L,[0,21]).

Exemplo 2.3.3. Considere X = R,

w(x,t) =x+t, xeR e >0,
M ={1},
I: M—TR, I(1)={0}.

Figura 4 — Sistema impulsivo (X, 7, R, ,M,I).

Entdo (X,7,R,M,I) é um sistema impulsivo, uma vez que (X,R, ) é um sistema
semidinamico, @ # M = M e I é continua, pois estd definida em um conjunto discreto. Note que a
condigdo iii) da Defini¢do 2.1.5 estd satisfeita com & = % A Figura 4 representra (X, 7w, R, M,I).
Mais ainda, S = M é uma A-se¢do através de 1 tal que 1 satisfaz STC. De fato, S satisfaz os

quatro itens da Defini¢do 2.3.1, pois:

a) 1eS=S.
b) Tome L= {2} e A = 1. Entdo

F2,1)={zeX: m(z,1)=2}={z€X: z+1=2} =M=S5.

c) Temos que 1 € F(2,[0,2])° ={z€ X : n(z,t) =2, t€[0,2]}°=(0,2).
d) Dados u,v € [0,2], tais que u # v temos

F,u)nFQ2,v)={2—u}n{2—-v}=0.

Além disso, S satisfaz a Defing¢do 2.3.2, pois F(2,[0,2])NM = {1} =S.

Observacao 2.3.4. Um fato muito importante que serd utilizado nesse trabalho € o seguinte:
suponha que x € M satisfaga a condigdo STC e seja (x,) C X uma sequéncia. Como x satisfaz
STC, pela Defini¢do 2.3.1 existe uma caixa de fluxo F(L,[0,21]) através de x. Pelo item c)
da mesma, tome § > 0 tal que B(x,0) C F(L,[0,2A]). Defina H; = F(L,(A,21))NB(x,5) e
H, =F(L,[0,A))NB(x,6), veja Figura 9.

e Se H; 3 x, "Ry EeM — O (xp) "_>—+>°°0;
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eSe H)3x," 25" xeM = ¢(x,) "5 ¢(x).

Este € o contetido do Teorema A.0.7.

F(L,(A,24]) F(L,[0,A])
Figura 5 - Hy = F(L,(A,2A))NB(x,0) e H, = F(L,[0,A)) NB(x,d).

2.4 Invariancia e conjuntos limites

A noc¢ao de invariancia em sistemas impulsivos € andloga a dada para sistemas sem
impulsos, como pode ser observado em (BHATIA; SZEGO, 1970), e assim como neste caso,

tem um papel importante no estudo da estabilidade.

Definicdo 2.4.1. Seja (X, n,R;,M,I) um SI. Um conjunto A C X é fi-invariante, se para todo
teRy,,
f(A,1) CA.

Em sistemas dindmicos sem impulso, se A C X é m-invariante entdo A é m-invariante.
Entretanto, esse fato ndo ocorre, em geral, em sistemas dindmicos impulsivos. Veja o préximo

exemplo.

Exemplo 2.4.2. Considere o Exemplo 2.3.3. O conjunto A = [0, 1) é -invariante. De fato, sejam
x€0,1)et>0.Se0<t< ¢(x)entdo

f(x,t) = mw(x,t) € A.
Se t > ¢(x), pela definicdo de 6rbita impulsiva (Defini¢do 2.2.1), existe k € N tal que ¢ €

[Zﬁ‘;& o), X, ¢(x,.+)). Dai, ou #(x,) = 0 ou

k—1 k—1
A t)=xf+1=Y 0(x) =0+1—Y () <o(x)) =1, (2.1)
i=0 i=0

uma vez que, x;” € I(M) = {0}, para todo k > 1. Mas A = [0, 1] ndo € Z-invariante, pois ¢ (1) = oo,
logo 7 (A, [0,0)) C [0,00).

Assim como em sistemas dinamicos sem impulsos, alguns conjuntos especiais estao

relacionados com o conceito de estabilidade no contexto de sistemas impulsivos. Tais conjuntos
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sdo inspirados do caso ndo impulsivo dado por (BHATIA; SZEGO, 1970). O primeiro destes
conjuntos que apresentaremos € o conjunto dmega limite, que esta relacionado com a no¢do de

ft-atrator (Defini¢ao 3.1.7) e -estabilidade assintética (Defini¢cao 3.1.8).

Definicio 2.4.3. Seja (X, ,R,M,I) um SI. O conjunto 6mega limite de A C X é dado por

') =N U#r@A ).

t>01t>t

O outro conjunto especial que abordaremos neste trabalho € o conjunto prolongado, que
entre outras coisas esta relacionado com o Teorema de Ura, (CIESIELSKI, 2004b), que € a

equivalécia entre 1) e 6), dada pelo Teorema 3.2.1.

Definicio 2.4.4. Seja (X, m,R,M,I) um SI. O conjunto prolongado de A C X é dado por

DHA) =) J#(B(Ae),1).

e>01>0

Os préximos conjuntos que apresentaremos, estdo relacionados com as nogoes de 7-

atrator e estabilidade assintética, respectivamente, dadas pelas Definicoes 3.1.7 e 3.1.8.

Definicio 2.4.5. Seja (X, 7, R, M,I) um SI. A regido de atracio de A C X é dada por
PA)={xeX: 0#L"(x) CA}.

Definicio 2.4.6. Seja (X, m,R,M,I) um SI. A regido de atracdo fraca de A C X é dada por

Py(A) ={xeX: LT (x)NA #0}.

No que segue, apresentamos um exemplo com as descricdes dos conjuntos dmega limite

e prolongado e das regides de atragdo e atragdo fraca.
Exemplo 2.4.7. Considere ainda o Exemplo 2.3.3 ¢ A = [0, 1). Ento,
a) L*([0,1)) = [0,1]. De fato, dado t > 0 segue de (2.1) que
7([0,1),[t,00)) C ®(]0,1),[0,°0)) C [0, 1). (2.2)

Por outro lado, dados x € [0,1) e t > 0, como (])(x,j) =1, para todo k > 1, tem-se

k—1
Y. ¢(x;")+x > para algum k > 1. Entdo, como x < ¢(0) = 1
i=0

k=1
7 (x, Y o(x) +x> = 7(0,x) = w(0,x) = x. (2.3)
i=0
Segue de (2.3) que [0,1) C @ ([0,1),[t,0)), para todo ¢ > 0, e com (2.2) temos

Lr([0,1) = J#(0,1),7) = ([0,1] =[0,1].

t>01>t t>0
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b) D™ ([0,1)) = [0,0). De fato, sejam a € (0,1) e € > 0 tais que € < 1 = inf{|a,|1 — al}.
Segue que
7 (B(a,€),[0,)) = [0,1]. (2.4)
De fato, dado x € [0, 1], segue que 7#(a,¢(a)+x) = 7(0,x) = w(0,x) = x, donde x €
7 (B(a,€),[0,0)). Por outro lado, como B(a,&) C (0,1), temos pelo Exemplo 2.4.2 que
f(B(a,¢€),[0,)) C [0,1) C [0,1]. Assim a igualdade (2.4) é vdlida. Portanto, se a € (0,1)
entdo por (2.4) temos

= U#aBa,e),0)= () JaB = () 0,1]=[0,1]. (2.5)

£>01>0 e€(0,n) t>0 e€(0,n)

Além disso, para € € (O, 1), temos JT(B(O,S), [O,oo)) = (—¢,1) que implica em

= (] U=s = () [-&1]=10,1]. (2.6)

€€(0,1) t>0 €€(0,1)

= U#B®,€),1) = [ [0,00) = [0,00). 2.7)

e>01>0 >0

Por fim,

Portanto, uma vez que A = [0, 1] é compacto, segue da Proposigdo C.0.2 e de (2.5), (2.6) e

(2.7), que
L D" (a) =[0,).
a€l0,1]
k=1
c¢) P([0,1)) = (—o0,1). Com efeito, dado x € (—oo,1) tome 7 = ¥ ¢(x;") para k € N e
i=0

fo = 0. Como ¢(x;") = 1, para todo k € N, segue que # puaregNs Zx,f) =0"— gmarell})

donde da Proposigdo C.0.1, 0 € L™ (x) # 0. Ainda, dado y € L*(x), da Proposigdo C.0.1,
existe (f,) C Ry tal que 7, "2 e 7(x,ty) "2%°y. E como x < 1, existe ng € N tal que
(x,t,) € [0,1], para todo n > ng. Portanto, y € [0,1] e Lt (x) C [0,1], donde x € P([0,1)).
Por outro lado, se x € P([0,1)) temos pela Proposigdo C.0.1 que existemy € X e (t,) C R,
com t, "5 oo e 7 (x,ty) "ZH° . Agora, note que se x > 1 entdo f(x,ty) = w(x,ty) =
x+1, "5 oo, Portanto, P([0,1)) C (—oo, 1).

d) P,([0,1)) = (—oo,1). De fato, dados x € (—oo,1) e Ujp,1) vizinhanga do conjunto [0, 1),

n—1 oo
tomet, = Y ¢(x;), n € N. Entdo 1, "2 e F(x, 1) € [0,1) C U1, paratodo n > 1.
i=0

Por outro lado, para x > 1, tem-se 7 (x,t,) = w(x,t,) =x+1, marep qualquer que seja a

sequéncia t,, "7 0. Assim P,([0,1)) C (—oo,1).

2.5 Hipéteses adicionais

Seja (X, m,R,M,I) um SI. Ao longo deste trabalho, vamos considerar hipéteses adicio-
nais que serdo necessarias para estabelecer os resultados principais. Deixaremos explicito em

cada capitulo, quais estaremos utilizando. Sao elas:
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(H1) Para todo x € M, x satisfaz STC.
(H2) MNI(M) = 0.
(H3) Paratodox e X, T(x) =R;.

(H4) Paratodo x € X, ¢(x) < co.

A Hipétese (H1), segundo (BONOTTO; SOUTO, 2019), controla como a érbita continua
entra ou sai do conjunto impulsivo M - veja a Secdo 2.3 - e confere boas propriedades de

convergéncia para a fungao ¢, como apresentadas no Apéndice A.

A Hipétese (H2), nos diz intuitivamente que quando a drbita continua encontra o conjunto

impulsivo M, entdo ela é arremessada para fora dele.

A Hipétese (H3) tem sua importincia no estudo do comportamente assintético das
orbitas impulsivas, (BONOTTO; SOUTO, 2019), que intuitivamente, é o estudo do que acontece

com 7(x,-) com o passar do tempo.

A Hipétese (H4) nos diz que qualquer elemento x € X encontra o conjunto impulsivo M

em tempo finito.
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CAPITULO

ESTABILIDADE

A nocdo de estabilidade em sistemas impulsivos, estd ligada a no¢do de estabilidade
de solugdes periddicas ou singulares de um sistema de equagdes diferenciais: a grosso modo,
uma solugdo y é estdvel quando toda solu¢do com valores iniciais préximos a y(0), estd
definida para todo tempo e permanece, para sempre, tdo proxima quanto se queira da solugao
v, (SOTOMAYOR, 2011). Neste capitulo, apresentaremos as definicdes de estabilidade para
sistemas impulsivos - que sdo inspiradas nas defini¢des dadas no caso sem impulso, como
podemos observar em (BHATIA; SZEGO, 1970) - e apresentaremos varios resultados abordados
em (CIESIELSKI, 2004b) e (BONOTTO; SOUTO, 2019), que os relacionam com condi¢des

topoldgicas. Para este capitulo assumiremos as hipdteses adicionais (H1), (H2) e (H3).

3.1 Estabilidade de conjuntos

Nas seguintes defini¢des, consideremos (X, 7, R, M,I) um SL

Definicfo 3.1.1. Um conjunto A C X é f-estavel, se dados € >0 e x € A, existe § = §(g,x) >0
tal que

7(B(x,6),[0,00)) C B(A,€).

Defini¢ao 3.1.2. Um conjunto A C X é uniformemente 7-estavel, se dado € > 0, existe 6 =
d(€) > 0 tal que
%(B(A,0),[0,0)) C B(A,€).

Definicao 3.1.3. Um conjunto A C X € orbitalmente 7-estavel se dada Uy, vizinhanga de A,

existe Vy, vizinhanca de A, tal que

(Vi [0,00)) C Vi C Ua.
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Definicao 3.1.4. Um conjunto A C X é BH 7-estavel (7T-estdvel no sentido de Bhatia e Hajek)

se dados x € A e y ¢ A, existem vizinhangas V, de x e W, de y, tais que
W, N 7&(Vy,[0,00)) = 0.

Definicao 3.1.5. Um conjunto A C X € equi 7-estavel se dado x ¢ A, existe 6 = §(x) > 0 tal

que

x ¢ F(BA,5),[0,%)).
Defini¢ao 3.1.6. Um conjunto A C X é f-atrator fraco, se B, (A) é vizinhaga de A.
Definiciio 3.1.7. Um conjunto A C X é Z-atrator, se P(A) é vizinhaca de A.

Definicao 3.1.8. Um conjunto A C X € assintoticamente 7-estavel se ¢ 7-atrator fraco e
orbitalmente 7-estdvel.

Exemplo 3.1.9. Considere o sistema impulsivo dado no Exemplo 2.3.3 e A = [0, 1). Entéo:

a) A é f-estavel. De fato, dados x € A\ {0} e € > 0, tome & = min{x, 1 — x}. Entdo, do
Exemplo 2.4.2,
7(B(x,0),[0,00)) C (A,[0,00)) CA C B(A,€).
Se x =0, tome § = 5. Seja y € B(0,5). Se y <0, tome ¢t = —y, assim 7(y,[0,t]) =
m(y,[0,7]) C B(A,€) e #(y,t) € A, consequentemente, 7(y,[0,o0)) C B(A,€). Se y > 0,
entdo 7(y,[0,0)) C A. Portanto, (B(0,6),[0,)) C B(A,¢€).

b) A ndo é uniformemente T-estavel. De fato, tome € =1, >0,x =1+ %. Entdo,

o o
d(X,A)—1+§—1—§<6,

e para todo t > 0,
0
R(x,t) =m(x,t) =1+ ) +1.
Logo tomando r =1,

d(ﬁ(x,l),A)zlJrngl—l:lJrg>1 — #(x,1) ¢ B(A,g).

¢) A é orbitalmente 7-estdvel. De fato, seja Uy uma vizinhanga de A. Entdo existe & € tx tal
que A C & C Uy. Logoexiste n >0tal que A C (—n,1) C & C Uy. Defina V4 = (—1n,1).
Pelo item b) do Exemplo 2.4.7, #((—n,1),[0,00)) = (=1, 1) C Uy.

d) A ndo é BH f-estavel. De fato, tome x = %, y=1e 0 > 0.Peloitem b) do Exemplo 2.4.7,
#(3,[0,00)) = [0,1), donde

0£B(1,5)N% (%,[o,cxo) C B(1,8)n7 (B (%,5) ,[o,oo>) .
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e) A ndo é equi -estavel. De fato, tome x = 1 ¢ A. Note que para todo 6 > 0 e para todo
x€B(A, ), temos x € T(B(A,9),[0,00)) C #(B(A,9d),[0,)).

f) A é %-atrator fraco e f-atrator, pois pelos itens c¢) e d) do Exemplo 2.4.7 temos P,,(A) =
P(A) = (—oo, 1).

g) A é assintéticamente 7-estdvel devido ac) e a f).

3.2 Estabilidade de conjuntos compactos

O primeiro teorema sobre estabilidade nos diz que mediante a hipdtese de compacidade,
podemos caracterizar muitas das definicdes de estabilidade que definimos. A equivaléncia

1) <= 6) do Teorema 3.2.1 é conhecida como o Teorema de URA.

Teorema 3.2.1. Sejam (X, 7,R;,M,I) um SI, X localmente compacto e A C X compacto. Sdo

equivalentes:

1) A é f-estdvel;

2) A é orbitalmente 7-estdvel,
3) A é BH f-estével;

4) A é uniformemente 7-estdvel;
5) A éequi -estdvel,

6) DT(A) = A;

Demonstracdo. Primeiramente, mostremos a equivaléncia 4) <= 5).

4) = 5) Sejax ¢ A =A. Entdo existe € > 0 tal que x ¢ B(A, €). Sendo A uniformemente
ft-estével, existe 8 > 0 tal que T(B(A,8),[0,00)) C B(A,5) donde

fr(B(A,S),[O,oo))CB(A,%) CB(A,e) — x¢ 7(B(A,5),[0,%)).

5) = 4) Como A é compacto e X localmente compacto, existe ¥ > 0 tal que B[A, Y]
¢ compacto. Seja € € (0,7). Entdo S(A,€) C BJ|A,y] é compacto. Dado x € S(A,€), isto &,
d(x,A) =€ >0, segue que x ¢ A = A e como A é equi %-estdvel, existe 8, = (x) > 0 tal que
x ¢ (B(A, ), [0,00)). Tome ¥ > 0 tal que B(x, %) N7T(B(A, &), [0,)) = 0. Da compacidade
de S(A,¢€), existem d € Ne x; € S(A,€),i=1,...,d, tais que S(A, &) C UL, B(xi, %) com

B(xi, %, ) N7(B(A, dy;),[0,0)) =0, i=1,....d.
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Por outro lado, como M N B[A, y] é compacto e I € continua, segue que /(M NB[A,7])
também é compacto. Para cada z € I(M N B[A,7]) \ B(A, €), existe o, = a(z) > 0 tal que z ¢
(B(A,a;),[0,0)). Tome fB; > 0 tal que B(z,f;) N7(B(A, at;),[0,00)) = 0. Pela compacidade,
existem p € Ne z; € IMNB[A,y]) \B(A,¢€),i =1,...,p, tais que M NBIA,y]) \ B(A,¢€) C
UL, B(zi,B,,) com

B(z;,B.,)N#(B(A, a,),[0,00)) =0, i=1,....p.

Seja 6 = min{dy,,..., 6y, 0, .., &, }. Entdo
fi(B(A,8),[0,)) C B(A,¢€).

Agora, mostremos a equivaléncia 1) <= 4).

1) = 4) Seja € > 0. Sendo A 7-estdvel, dado x € A, existe O, = O,(x,€) > 0 tal que
7(B(A,dy),[0,00)) C B(A,¢€). (3.1)

Como A C Uyeq B(x, Ox), segue da compacidade de A que existemd e Nex; €A, i=1,....,d,

tais que
d
A C | JB(x,6y). (3.2)
i=1
Assim, existe § > 0 tal que
d
B(A,8) C | JB(x,8,). (3.3)

i=1
Do contrdrio, para cada n € N, existiria x, € B(A, %) tal que d(x,,x;) > Oy, para todo i €

{1,...,d}. Desta forma, para cada n € N, existe y, € A tal que

1 2
(o, yn) < (o, A) <~ (3.4)

Logo, como A é compacto, sem perda de generalidade, podemos assumir que y, pmareytyc A,
donde (3.4) implica que x, "2%° x € A. Mas, como d(-,x;) é continua, para cadai € {1,...,d},
obtemos d(x,x;) > &, donde (3.2) implica x ¢ A. Portanto, (3.3) e (3.1) implicam

T

#(B(A,8),[0,%0)) C | | #(B(x,8,,),[0,%)) C B(A,€).

1

4) = 1) Sejam x € A e € > 0. Sendo A uniformemente 7T-estavel, existe 6 > 0 tal que

#(B(x,8),[0,0)) C #(B(A,5),[0,%)) C B(A,¢).

No que segue, mostraremos que 1) = 2) = 3) = 6) = 1).
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1) = 2) Dado U, vizinhanga de A, como A é compacto, existe € > 0 tal que B(A, &) C
Uy. Como 1) implica 4), existe § = 6(€) > 0 tal que 7(B(A,5),[0,)) C B(A,€) C Uy. Note
que V4 = 7(B(A,0),[0,°0)) é uma vizinhanga -invariante de A e

#(V4,[0,0)) C Vi = #(B(A, 8),[0,00)) C B(A, €) C Up.

2) = 3) Sejam x € A e y ¢ A. Como A é compacto e {y} é fechado, temos que
d(y,A) =n > 0. Logo,

n n
B(A,-)mB( ,-):m. 3.5
> %5 (3.5)
Por hipétese, existe uma vizinhanca V4 de A tal que
(V4. [0,90)) C Vi cB(A,g). (3.6)

Segue de (3.5) e (3.6) que
B (%g) mﬁ:(VAv [0700)) =0.

3) = 6) Dado y € A e tomando x, =y et, =0, para todo n € N, temos da Proposi¢do
C.0.1 que y € D" (A). Por outro lado, sejam

y¢A, x€A, (x,)CX com x,"=5"x e (,) CR. (3.7)
Da hipdtese, existem vizinhangas Wy de y e V, de x tais que
Wy, N7 (Vy,[0,00)) = 0. (3.8)
Assim de (3.7), existe N € N tal que para todon > N,
Xn €V € R(xp,ty) € T(Vy,[0,00)). (3.9

Logo de (3.9) em (3.8), #(xp,2,) "4y, donde da arbitrariedade de y ¢ A, (1,) C Ry e (x,) C X
e pela Proposi¢do C.0.1, resulta em y ¢ D™ (x). Agora, da arbitrariedade de x € A, compacidade
de A e Proposi¢io C.0.2, concluimos que y & [J,eq DT (x) = DT (A).

6) = 1) Suponhamos que existam x € A, & > 0 e sequéncias (x,) C X e (t,) C Ry
tais que
n——+oo ~
Xn — x e f(xy,t,) ¢ B(A,&),neN. (3.10)

Como X é localmente compacto, existe € < & tal que B(A, €) é compacto.
Se existem subsequéncias (t,,) C (t,) e (xn,) C (x,) tais que t,, < @(x,,), temos da

Defini¢do de 6rbita impulsiva (Defini¢cdo 2.2.1) que,

7 (g (0,20 ]) = (X, [0, 1, ]).- (3.11)

Segue da continuidade de 7, (3.10), (3.11) e do Teorema da Alfandega que existe s,, € [0, t,,k],
para cada k € N, com
R (Xn,,8n,) € S(A, €). (3.12)
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Da compacidade de B(A,€), S(A, €) é compacto. Assim, usando (3.12), sem perda de genera-
lidade, podemos assumir que 7 (xp, , Sy, ) pmary y € S(A,¢€), donde y ¢ A. Mas pela Proposigéo
C.0.1, obtemos y € D™ (A), donde D" (A) # A o que é uma contradigfo.

Por outro lado, se existem subsequéncias (,,) C (t,) € (xn,) C (x,) tais que ¢ (x,) < .,
podemos definir
Ay, ={s>0: 7(x,,,s) € B(A,€)}.

Entdo (3.10) implica que existe K € N tal que para todo k > K,
Ro(xn,,0) =xp, € B(A,€) = 0€A,,. (3.13)

Defina
Sp, = inf{s >0: 5 € [0,T (x1,))\An, }-

Entdo s,, estd bem definido, pois da hipétese adicional (H3), T'(x,, ) = oo, donde (3.10) implica
ty, € {s>0:5€[0,T(xn,))\An}, para todo k € N. Segue que para todo k € N,

t(Xn,,Sn,) & B(A,€). (3.14)

Com efeito, para cada k € N, seja (r;) C (s,,,°°) uma sequéncia tal que r; imary Sn,- Note que
(rj) C[0,T(xn,))\An,, ou seja, d(&(x,,,rj),A) > € para todo j € N. Como ¢ (x,,) < t,, < oo,

segue pela Proposi¢do B.0.7 que & (xy,,7;) guarg 7t(Xn, ,Sn, ). Portanto, d (7 (xp,,sn,),A) > €.

Também, para todo § € (0, €), existe K| > K, tal que para todo k > K|
(%, [0,5n,)) C B(A, 5). (3.15)

Caso contrério, existiria 6y > 0 e uy,, € [0,sy, ), k € N, tais que

o (Xn,,un,) €C=B(A,e)N(X\B(A,&)) CB(A,¢).
Como C é fechado e B(A, €) é compacto, C também é compacto. Logo, sem perda de generalidade,
podemos assumir que 7 (Xy, , iy, ) gmary y € C, e assim y ¢ A. Mas pela Proposic¢io C.0.1, temos
quey € D" (A), donde D' (A) # A o que é uma contradigdo. Isso mostra a validade de (3.15).

Consequentemente, dado 0 € (0, €), segue de (3.13), (3.14), (3.15) e da definigdo de s,
que para todo k > K|,

7o(xn,,[0,80,)) CB(A,8) e @(xy,sn,) ¢ B(A,€) DB(A,H),

donde #(xy,,-) ndo é continua em s,,. Assim podemos afirmar que &(xy,,s,,) = I(yn,) para

Yn, € MNB(A, ), para todo k > Ki. Como M N B(A, §) é compacto, pois M N B(A,8) C B(A, €),
o qual é compacto, podemos assumir que yy, gmary y € B(A,8) N M. Segue da continuidade da
I que I(yy,) guary I(y) ¢ B(A,¢€) ja que (3.14) implica I (y,, ) = (X, ,5n,) ¢ B(A,€), e portanto
I(y) ¢ A. Mas pela Proposicio C.0.1, I(y) € D' (A), donde D (A) # A. Contradigdo. Portanto,

A € f-estavel. ]
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Exemplo 3.2.2. Considere o sistema impulsivo do Exemplo 2.3.3. Pelo item ») do Exemplo
2.4.7,[0,00) = DT ([0,1)), donde DT (]0,1]) # [0, 1]. Logo, pelo Teorema 3.2.1, A = [0, 1] ndo
é m-estavel, orbitalmente 7-estavel, BH 7i-estavel, uniformemente 7T-estavel, assintoticamente

fi-estdvel e nem equi #-estavel. Também A ndo é f-atrator e nem f-atrator fraco, pois L™ (1) = 0.

O Exemplo 3.2.2 juntamente com o Exemplo 3.3.4 sugere, como argumenta (BONOTTO;
SOUTO, 2019), que o conjunto impulsivo M pode ser responsavel pela instabilidade.

O préximo exemplo mostra que a compacidade € essencial no Teorema 3.2.1.

)
((x,y),t) = (xe f,ye'), x< —1,t €R,
n((x,y),t) =(t+x,y), x> —1,t €R,
M={(-1,y): yeR},

Note que M = M e I é continua. Dado (—1,y) € M, tome €1, = 1. Segue que (X, 7, Ry, M,1I)
satisfaz as condi¢des da Defini¢ao 2.1.5, isto €, define um SI. Além disso, dado (—1,y) € M,
(—1,y) satisfaz STC. De fato, defina

S={-1}x[y—1,y+1] e L={0}x[y—1,y+1].

Entdo para A = 1, § = F(L,A). Também, [—e,0] x [y — 1,y + 1] C F(L,|[0,2]) pois, dado
(u,v) € [—e,0] x [y—1,y+ 1], se u € [—1,0] entdo n((«,v),t) = (t +u,v) € L o que implica
t=-u€c|0,2].Seuc[—e,—1), w((u,v),t) = (ue',ve') € M implica u = —¢', donde 0 < 7 < 1.
Logo verificamos os itens a),b) e ¢), da Defini¢do 2.3.1. O item d) se verifica pois, o fluxo 7
corresponde a uma EDO autdénoma, donde as drbitas ndo se intersectam. A Figura 6 representa
(X, 7, Ry, M.I).

Considere, agora, o conjunto A = R. Entdo A é 7-estdvel mas ndo € uniformemente
f-estavel. De fato, sejam 6 > 0 e € = 1. Assim (—2,2) ¢ B(A, 1). Notemos que

d(r((=2,2),1),A) =d((—=2¢7",2¢),A) == 0.

Tome 7 < 0 tal que (x1,y1) = n((—2,2),7) € B(A, ), donde
ﬁ:((xl >y1)> _T) = 7[(77:((_272)7 T)’ _T) = (_272)
e A nio € uniformemente 7T-estavel.

Por outro lado seja € > 0. Considere (xp,0) € A com xo > —1. Tome

5= min{g,d((xO,O),(—l,O))} — min{g,x0+ ).

Assim, dado (x,y) € B((x9,0), ) temos que para todo ¢ > 0,

Z((x,y),1) = (x+1,y) € B(A, €).
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Considere, agora, (xg,0) € A com xy < —1. Temos que dado (x,y) € X com x < —1,
n((x’y)7¢(X,y)) — (e_¢(x7y)x76¢(x7y)y) — (—1,€¢(x’y)y> — e_¢(x7y)x — _1,

ou seja,
o(x,y)=In(—x) e ed’(x’”y = —Xx). (3.16)

Desta forma, escolha § = £~ > 0. Dado (x,y) € B((x0,0), ), segue que
£
max{(ys ol ) < /o 07 =d((0), (0,0)) < 5 <

E
x| <e+lxo|=€e—x0 e |y < ;
€ —Xp

logo,

donde (3.16) implica

E

e isso garante que 7((x,y),t) € B(A,€), para todo ¢ > 0. Por fim para (—1,0) € A, tome 0 =

min{%, ;% }. Portanto, A é Z-estédvel.

M y (M)

// ________ —x

Figura 6 — A = R é 7T-estdvel mas nédo € uniformemente 7-estavel.

3.3 Estabilidade de conjuntos relativamente compactos

Nos proximos trés teoremas, veremos algumas alternativas do Teorema 3.2.1, em que as
hipéteses de compacidade serdo enfraquecidas. Tais alternativas, foram dadas por (BONOTTO;
SOUTO, 2019).

Teorema 3.3.1. Sejam (X, 7,R,,M,I) um SIe A C X tal que A compacto. Entdo, A é uniforme-

mente 7-estavel, se e somente se, A € orbitalmente 7T-estavel.

Demonstragdo. Suponhamos que A seja orbitalmente 7i-estavel. Seja € > 0. Como A C B(A, €) €
Ty, entdo existe Vi C B(A, €) tal que

(Vg [0,00)) C V. (3.17)
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Como A é compacto, existe § = 6(€) < € tal que B(A, §) C V4. Segue de (3.17) que

#(B(A,8),[0,00)) C #(V4,[0,0)) C V5 C B(A,€) = B(A,€).

Por outro lado, suponhamos que A seja uniformemente 7-estavel. Tome Uz uma vizi-
nhanga de A. Como A € compacto, existe € > 0 tal que B(A, €) C Uz. Sendo A uniformemente
f-estdvel, existe 6 = d(¢g) > 0 tal que

(B(A,8),[0,0)) = #(B(A,5),[0,)) C B(A,€) = B(A,€) C Us. (3.18)
Tome Vi = #(B(A, 8),[0,0)). Entdo 7(V, [0,00)) C Vi € (3.18) implica Vi C Uy. O
Teorema 3.3.2. Sejam (X, 7, R, M,I) um SIe A C X. Suponha que A seja compacto e uniforme
fi-estdvel. Entdo, DT (A) = A.
Demonstragdo. Note que
AcCD"(A). (3.19)

De fato, dado y € A, tome x, =y e t, = 0 para todo n € N. Segue que d(x,,A) =d(y,A) =0
e T(yty) =y "Z% 3, donde da Proposicdo C.0.1 vale (3.19). Também, da Definigdo 2.4.4,

obtemos

= U#BA,e),t) = D*(A)=D*(A). (3.20)

e>01>0

Segue de (3.19), (3.20) e da defini¢do de A que A C D (A).

Por outro lado, sejam y € DT(A) e € > 0. Como A é compacto, a Proposi¢io C.0.2
implica que

(A)=JD*(a). (3.21)

acA

Logo de (3.21), existe a € A tal que y € D" (a). Pela Proposicdo C.0.1, existem sequéncias
(an) C X e (t,) C Ry tais que

an — a e R(apt,) — y. (3.22)
Como A é uniformemente 7-estdvel, existe = d(&) > 0 tal que

#(B(A,5),[0,)) C B (A,%). (3.23)

Segue de (3.22) que existe N € N tal que, para todo n > N, a, € B(A,§), donde (3.23) implica
S
#(an,1a) € F(B(A, 5),[0,00)) C B <A,§> .

Logo, y € B(A, §) £) C B(A,¢). Da arbitrariedade de € > 0, concluimos que y € (=0 B(A,€) =
A. ]
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Teorema 3.3.3. Sejam (X,7,R,M,I) um SI, X localmente compacto e A C X tal que A é

compacto. Entdo, D™ (A) = A, se e somente se, A é uniformemente 7-estavel.

Demonstragdo. Seja € > 0. Como A é compacto, a Proposicdo C.0.2 implica que

D*(A)=|JD"(a) =D (A). (3.24)
acA
Supondo DT (A) = A, segue que D" (A) = A. Logo, pelo Teorema 3.2.1 obtemos que A é

uniformemente 7-estdvel. Desta forma, existe 6 = 6(€) > 0 tal que

#(B(A,8),]0,0)) = #(B(A, §),[0,0)) C B(A,€) = B(A, ).

Por outro lado, se A é uniformemente 7-estavel, como A é compacto, segue do Teorema
3.3.2que DT(A) = A. O

O préximo exemplo € uma aplicagdo dos Teoremas 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3, e nos mostra

mais uma vez como o conjunto impulsivo pode ser responsavel pela instabilidade.
Exemplo 3.3.4. Sejam X = R?, A = [0,2) x {0} e

n((x,y),1) = (x+1,), 120, (x,y) € R,
M ={(x,y) € R?: x =2},
1(2,y) =(0,5),y€eR.

Note que M = M e I é continua em M. Como o fluxo 7 corresponde a uma EDO autdénoma, as
Orbitas ndo se intersectam. Logo dado z € M, basta tomar €, = 1, que as condi¢des da Defini¢do
2.1.5 estdo satisfeitas, isto é, (X, m,R,,M,I) é um SI. Note também que M satisfaz STC. De
fato, tome L ={(3,y): ye R}, S={2} x[y—1,y+1] e A = 1. Logo S é uma A-sec@o através
de z que satisfaz a Defini¢do 2.3.2. A Figura 7 representa o sistema (X, 7, R, M,I).

i) P(A)={(x,y) € R?: x < 2}. De fato, se (x,y) € P(A) com x > 2, pela Proposi¢io C.0.1,
existem (1,) C Ry e (u,v) € R?, tais que £, "= oo e

A((0),10) = T((0,3)tn) = (X1, y) "5 (u,v),

mas
n—+o0

17(Ce,y)s ta)) | = N7, 3)s ta)) | = ([ et D) |7 oo

Segue que P(A) C {(x,y) : x < 2}. Por outro lado, dado z = (x,y), x < 2 tome ; =
Z?;OI ¢(z), k € N. Como ¢(z;) = 2 para todo i, 2 o, Além disso, como x < 2
temos

R(zt) =z = (0, %) gmarel}) (3.25)
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donde, pela Proposi¢do C.0.1, 0 € L (z) # 0. Também, sejam (u,v) € L*(z) e € > 0.
Entdo, pela Proposi¢ao C.0.1, existe uma sequéncia (z,) C R tal que

"2 e f(z,tn) "5 (u,v). (3.26)

+ k—)+

Como #, "= e ¢ de (3.25), z; 0, tome k, € N tal que ||z;” |l<ee

CE% g Q.

Segue que,

ft(z,tn):ﬂ<<0,#> ) ( <,-+>,%),
(03

d(#(z),A) =I5 = |
Portanto, (3.26) e (3.27) implicam (u,v) € A.

ou seja,

)H <e. (3.27)

ii) A é t-estavel. De fato, sejam € > 0 e zg = (x,0) € A. Como x( < 2 temos que
d(z0,2
5£min{£, (Zg, >}>O.

Dado z = (x,y) € B(z0,6), para 0 < < ¢(z) tem-se

d(7t(z,1),A) =d(m(z,1),A) =|y| <e = 7(z,]0,¢(z)) C B(A,¢).

Para z € B(z9,6) et > ¢(z), temos que x < 2, donde existe k € N tal que

k—1 k
re(Z¢@%ZMiQ-

ou seja,
(z,[9(2),0)) C B(A,€).
Portanto, (B(zo0,9),[0,00)) C B(A,€).

iii) A ndo é fi-estdvel. De fato, tome (2,0) €A, 8 >0e & = 1. Sejax € (2,2+ ). Entdo, x > 2
donde, para todo ¢t > 0,

7((x,0),1) = m((x,0),7) = (x+1¢,0). (3.28)
Tome ¢ > 0 tal que x+¢ > 3. Portanto, (3.28) implica

d(F((x,0),),A) =x+1—2>1 = #((x,0),1) ¢ B(A, 1).
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iv) A ndo é uniformemente 7-estavel. De fato, como iii) implica que A ndo é %-estével, sendo
compacto e X localmente compacto, o Teorema 3.2.1 mostra que A ndo é orbitalmente

7t-estavel. Segue do Teorema 3.3.1 que A ndo € uniformemente 7-estavel.

v) DT(A) # A. De fato, sendo X localmente compacto e A compacto, como iv) implica que A

ndo € uniformemente 7-estdvel temos o resultado pelo Teorema 3.3.3.

(M) M
7 —>—>—>
<1

o
22

i R

A

Figura 7 — Instabilidade gerada pelo conjunto impulsivo.

3.4 Estabilidade de componentes

Como podemos observar em (BHATIA; SZEGO, 1970), em sistemas dindmicos sem
impulso, um conjunto compacto € estavel se, e somente se, suas componentes conexas o sdo. Isto
ndo ocorre em sistemas impulsivos. Mais ainda: a condicao STC, que tem grande importancia
na teoria dos sistemas dindmicos impulsivos, (CIESIELSKI, 2004b), ndo implica, em geral, na
estabilidade de componentes conexas. E necessério e essencial que a componente conexa seja

isolada e invariante pela fung¢dao impulso.
Exemplo 3.4.1. Considere X = {(x,y) € R?: 1 <x?>+y*> <4}e

7((x,y),t) = (xcost —ysint,xsint + ycost), (x,y) € X, t >0,
M={0} x [-2,—1],

Note que M = M e I é continua em M. Dado (0,y) € M, temos que 7((0,y),t) = (—ysint,ycost).
Desta forma, basta tomar £ ) = Z que as condi¢des da Definigdo 2.1.5 estdo satisfeitas, isto €,
(X,m,R:,M,I) é um SI. Ainda, todo ponto de M satisfaz STC. De fato, seja (0,y) € M e defina

S=M, L=[1,2]x {0} e /Iig.
Assim,S=S,L=1Le F(L,A) =S, pois

0,y) €S — n<(o,y>,§) €L — (0,y) € F(L,A)
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(u,v) € F(L,A) = (—vu)=(V,0), v €[1,2] = (u,v) €S.
Agora, note que {(x,y) € X : y < 0} C F(L, [0, x]), pois tomando ¢ = cot ™! (5°) € 0, 7] tem-se
(xcost — ysinz,xsint +ycost) € L.

Ainda, como o fluxo 7 corresponde a uma EDO autdnoma, as 6rbitas ndo se intersectam donde,
para quaisquer U,V € [0, 7],
F(L,u)NF(L,v)=0.

Por fim, M C {(x,y) € X : y <0} C F(L,[0,x]), donde S =MNF(L,[0,n]). Segue que S € uma
Z-secdo que satisfaz STC (Defini¢do 2.3.2). A Figura 8 representa o sistema (X, 7, R, M,T).

(M)

L)) Ja

M

Figura 8 — A; UA; € f-estavel mas sua componente A ndo o €.

O conjunto A = A1 UA; com
Ar={xy)eX: x>+ =1} e Ar={(x,y) X : x> +y* =4},

¢é f-estavel (veja Exemplo 4.1.8), enquanto A; ndo o €. De fato, sejam (0,—1) € A, € = % e
6 > 0. Assim
d((0,—1);,A1) =d((0,2),(0,1)) =1 >¢

(0,—1)} € #(B(A1,9),[0,%)),

0 que mostra que A1 ndo é 7T-estavel.

O préximo resultado nos diz que a instabilidade das componentes, no Exemplo 3.4.1,
vem do fato de que /(M NA;) Z A;.

Teorema 3.4.2. Sejam (X,7,R,M,I) um SI, X localmente compacto, A C X compacto 7-
estavel e E C A uma componente conexa isolada tal que /(M NE) C E. Entdo E é 7-estavel.
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Demonstracdo. Se E nao for T-estavel, entdo existem x € E, € > 0, (x,) C X e (t,) C R, tais
que

n—r+oo

Xn — x e f(xp,t,) ¢ B(E,€), n€N. (3.29)

Como A é compacto e E = E, segue que E também é compacto. Agora, como X é localmente

compacto, sem perda de generalidade, podemos assumir que B(E, €) é compacto. Pela defini¢ao

de componente isolada, existem U,V € Ty tais que
ECU, AAECV e VNU=0. (3.30)

Assim (3.30) implica d(E,V) > 0, donde sem perda de generalidade, podemos considerar

B(E,e)NV =0. (3.31)

Note que, para todo n € N,
O (x,) < oo. (3.32)

Do contrdrio, utilizando (3.29), a menos de subsequéncia, terfamos 7 (x,,t,) = &(x,,t,) ¢ B(E,€)
ex, €B(E,¢),n € N. Logo, como 7 é continua, segue do Teorema da Alfandega que existe
(sn) C R, tal que 7(xy,,s,) € S(E,€), n € N. Como B(E, €) é compacto, S(E, €) o é, donde sem
perda de generalidade, obtemos 7(x,,s,) "~y € S(E,€) C B(E, €). As condi¢des (3.30) e
(3.31) implicam que y ¢ A. No entanto, (3.29) juntamente com as Proposi¢des C.0.1 ¢ C.0.2 e o
Teorema 3.2.1. implicam que y € D™ (x) C D™ (A) = A. Contradigdo. Portanto a condigdo (3.32)
¢ valida.

Além disso, (3.30) implica A C W = B(E, &) UV. Da f-estabilidade de A, existe 6 > 0
tal que Z(B(x,0),[0,00)) C W. Podemos assumir de (3.29) que

R(xp,[0,00)) CW e {t€Ry: R(xy,t) €V} O, (3.33)
para todo n € N. Defina
up, =inf{t e Ry : A(xy,t) €V}, neN,

que esta bem definido por (3.33). Note que u, > 0 para todo n € N. Ja de (3.29) e (3.31),
xn &V, € pela continuidade de T podemos encontrar 1, € (0, ¢ (x,)) tal que #(x,,(0,1,)) NV =
7t(xn,(0,1,)) NV =0, n € N. Segue de (3.33) e da defini¢do de u,, que

7(xn,[0,u,)) CB(E,€) e #(xp,u,) €V, (3.34)

para cada n € N. Logo, de (3.34), temos que 7(x,,u,) = (xn)z; = I(gq,) para algum ¢, € M.

Assim, pela continuidade de 7 e de (3.34), concluimos que g, € B(E,€). Da compacidade,

podemos assumir que

gn 25"y € MNB(E,¢). (3.35)
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Como M NI(M) = 0 (hipétese (H2)), existe v, € (0,u,) tal que
7K (xp, (Viyun)) MM =0, n € N. (3.36)

Seja s, € (vp,u,) tal que u, — s, "Z%° 0 e considere Vn = &(Xn,8,), n € N. De (3.34), y, €
B(E,e) C B(E,€), e da compacidade de tal conjunto, y, "—5° y € B(E,€) a menos de sub-
sequéncia. Segue das Proposi¢des C.0.1, C.0.2 e de (3.29), que y € D™ (x) C DT(A) = A. Porém,

como (3.30), (3.31) e B(E,e) N (A \ E) = 0 sdo validos, temos y € E. Ainda, de (3.35),

n——+oo

V3 A(xp,un) =1(qn) — 1(y),

logo I(y) € V.Mascomoy € ENM e I(MNE) C E (por hipétese), segue que I(y) € E C B(E, €)
contradizendo (3.31).

Portanto, E é fT-estavel. O]

A hipétese da componente ser isolada no Teorema 3.4.2 € essencial. Vejamos o seguinte

exemplo.
Exemplo 3.4.3. Considere X = {(x,y) € R2: 1 <x*+y*< 4} e o sistema

m((x,y),t) = (xcost — ysint,xsint +ycost), t > 0, (x,y) € X,
M = {0} x [1,2],
1(0,y) = (0,y—3), 1 <y <2.

Entdo M = M e I é continua em M. Dado (y,0) € M tome €0,) = % que as condicdes da
Defini¢do 2.1.5 estdo satisfeitas, isto é, (X,m,R,M,I) é um SI. E, como no Exemplo 3.4.1,
cada ponto de M satisfaz STC. Defina Ay = {(x,y) : x> +y*> = «?}, « € [1,2], e considere o
conjunto
A=A UAU (UAH;> U (UA”> :
n=2 n=3

Temos que A e Ay ndo sdo isoladas. De fato, suponhamos que existam € >0eV € 1y

tais que A\A; CV e B(A;,€)NV = 0. Tome n € N tal que % < €. Assim, dado (x,y) €A

obtemos

1+1s

1 1
d((x,y),A1)=1+-—1=-<€ = A 1 CB(A,€) = B(A1,€)NV #0.
n n n
Portanto, A; € isolado. Analogamente, A, nao € isolada.

Note, também, que A UA», A% e A1+l UA,_ 1, para cada n > 3, sdo conjuntos 7-
invariantes, pois esses conjuntos sdo 7-invariantes e (0, 1) = (0, —2),1(0,2) = (0,—1),1(0,3) =
(Oa_%)’ 1(07 1 +yll) = (Oa_2+%) 61(052_ %) = (07_1 - %)

Além disso, o compacto A é -estdvel. Com efeito, sejam € > 0 e (xq,yp) € A. Conside-

remos o caso em que (Xo,yo) €A, .1 para algum n € N. Note que, para todo k € Ny, temos

T ((x;kay;k% [07 (P(x;_kay;k)) C A1+%
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n n n n
(15 Yor1)5 1050 (X1 1Yk 1)) CA, 1.

1
n

Assim, tomando § = &, se (x,y) € B((x0,Y0),0) segue que

((x,y),10,%0)) C B(A

1.1,8)UB (A, 1,8) CB(Ae).

De mesma forma, se (xg,yo) € Az_ 1 para algum n € N, entdo dado € > 0, basta tomar 6 = &,

que se (x,y) € B((x0,y0),0) entdo
#((x,y),[0,%)) C B <A1+%,8) UB (AH,(S) c B(A,s) .

Entretanto, A; e A, ndo sdo 7-estdveis. De fato, considere B(Al,}t) e 0 > 0. Tome
(1,0) € Ay e considere ng € N, ng > 2, tal que (1 + n]—O,O) € B((1,0),8). Assim,

ﬁ<(1+nio,0),g) :1(0,1+ni0) - (0,—2+n—10) géB(A],%).

Analogamente, considere B(A2, 1) € 8 > 0. Tome (2,0) € A, e considere ng € N, ng > 2,
tal que (2 — %70) € B((1,0),0). Assim,

(2 sl ) -L)en(nd)

Teorema 3.4.4. Sejam (X, 7,R.,M,I) um SI e A C X compacto. Se qualquer componente
conexa E de A é f-estavel, entdo A é -estavel.

Demonstragdo. Sejam € > 0, x € A e A, uma componente conexa que contém x. Como A, é
f-estdvel e A D Ay, existe 0 > 0 tal que

7(B(x,8),[0,)) C B(Ar,€) C B(A,e).
Portanto, A é ft-estavel. ]

Agora podemos apresentar condi¢des para que a estabilidade das componentes de um
conjunto seja equivalente a estabilidade do conjunto todo, como no caso sem impulso, dado por
(BHATIA; SZEGO, 1970). A demonstracdo do préximo teorema segue dos Teoremas 3.4.2 e
34.4.

Corolario 3.4.5. Sejam (X,7,R;,M,I) um SI, X localmente compacto e A C X compacto.
Suponha que toda componente conexa E de A seja isolada e [-invariante, isto é, [ MNE) C E.

Entdo A é 7-estdvel se, e somente se, cada componente conexa de A é T-estdvel.
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CAPITULO

ESTABILIDADE DE LYAPUNQV

No Capitulo 3, definimos alguns conceitos de estabilidade para sistemas impulsivos,
relacionando-os com critérios topoldgicos dados pela literatura, como a compacidade. Alter-
nativamente, neste capitulo, veremos que na maioria dos casos, podemos substituir aquelas
condi¢des topoldgicas pela existéncia de fungdes de Lyapunov. Tal estratégia, € inspirada no
método direto de Lyapunov, para o estudo de estabilidade de solugdes de equacdes diferenciais e
suas propriedades qualitativas (HALE, 1969), e consiste de obter fungdes escalares ndo negati-
vas que, entre outras coisas, decrescem ao longo de solucoes, (BONOTTO; SOUTO, 2019), e
indicam como tais solu¢des se comportam ao entrarem em um conjunto fechado, por exemplo,
(BONOTTO; JR, 2010).

Os resultados apresentados nesse capitulo foram estabelecidos nos trabalhos (BONOTTO;
JR, 2010) e (BONOTTO; SOUTO, 2019), e se utilizam das hipdteses adicionais (H1), (H2) e
(H3). Para os Teoremas 4.1.3,4.1.4,4.1.6,4.1.7 e o Lema 4.3.5 assumiremos também a hipStese
adicional (H4).

4.1 Estabilidade de conjuntos fechados

Inicialmente, vamos apresentar dois resultados auxiliares.

Lema 4.1.1. Sejam (X,7,R.,M,I) um SIe y : X — R, uma funcdo satisfazendo as condicdes:

i) Dadosxe X\Me0<t<¢(x) = y(n(x1)) < y(x).

ii) y(I(x)) < y(x), paratodo x € M.

Entdo y(#(x,)) < y(x) paratodoxe X \M et > 0.
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Demonstragdo. Sejamx € X \M et >0.Set < ¢(x) entdo y(7(x,t)) < y(x) paratodor € R..

0)
Y(&(x.1)) = y(mlx 1)) < y(x).
Porém, se t > ¢(x) entdo Z O(x") <t< Z ¢ (x;") para algum k € N. Como x,j ¢ M para todo
keN, poisMNI(M) = (/) (hlpotese (H2)) segue que

W) = (n <xk . 2 o(x )) 2 yixt) = wI() 2 i) £ v,

]

Lema 4.1.2. Sejam (X,7,R;,M,I) um SI e y : X — R, uma funcdo continua em X \ M

satisfazendo as condi¢des:

i) DadosxeX\Me0<t<¢(x) = y(n(x,1)) < y(x);

ii) y(I(x)) < y(x), para todo x € M.
Se y for continua em z € M entdo Y (7(z,t)) < y(z) para todo ¢ > 0.

Demonstracdo. Seja z € M tal que ¥ € continua em z. Pela condicdo iii) da Defini¢do 2.1.5,
existe € > 0 tal que 7(z, (0,€,)) "M = 0. Seja (A,,) C (0,€,) tal que A, "=55" 0. Defina w, =
m(z,An) = ®(z,An), n € N. Como w, ¢ M, n € N, segue do Lema 4.1.1 que

V(T (wn,t)) < w(wy),

paratodot > 0en € N. Logo,

paratodot >0en e N.

Note que wy, "=5° z e #(z,t + An) "—=5° 7(z,1) (veja Proposicdo B.0.7). Lembre-se

que 7(z,7) ¢ M para todo ¢ > 0, pois pela hipétese (H2) temos M NI(M) = (. Dai, segue da

continuidade de y em X \ M e em 7z que

V(7(z,1)) < w(2),

paratodo ¢t > 0. ]

O préximo resultado caracteriza a -estabilidade (Defini¢ao 3.1.1) de conjuntos fechados.

Teorema 4.1.3. Sejam (X, 7,R;,M,I) um Sl e A C X um subconjunto fechado. Entdo, A é

7t-estavel, se e somente se, existe uma funcdo v : X — R tal que:
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a) yécontinuaem X \ (M\A) = (X\M)UA.

b) Paratodo € > 0, existe 0 > 0 tal que, se d(x,A) >eex¢ M — y(x) > 6.

c¢) Dada uma sequéncia (w,) C X, com w, "Ry A = v(w,) Lnaral}

d) Dadosx € X\Me0<t<¢(x) = y(m(x,1)) < y(x);
e) y(I(x)) < y(x), paratodo x € M.
Demonstragdo. (<=) Sejam & >0ex €A =A=A°UJA. Podemos assumir que X \ B(A, €) # 0.

Defina
uiinf{l//(w)eR+:w¢M e d(w,A)zg}. @.1)

Note que u > 0, pois do contrério existiria uma sequéncia (w,) C X com w, ¢ M e d(w,,A) > 5,

n € N, tal que y(wy) "Z%°0. Por outro lado, a condi¢do b) implica que existe 6 > 0 tal que
v(wy,) > 6 >0, n € N. Contradigdo. Portanto, u > 0.

Suponha inicialmente que x € A°. Definindo w,, = x, para n € N, temos wy, "I x e A,
donde a) e ¢) implica y(x) = 0. Como y é continua em x (condi¢@o a)), para u > 0, existe
6 > 0 tal que

YyEB(x,0) CA = y(y) < U. 4.2)

Afirmamos que
#(B(x,8),[0,00)) C B(A,€). (4.3)

De fato, do contrério, existiriam z € B(x, ) e t; € (0,00) tais que
7(z,t1) ¢ B(A,€). 4.4)

Note que y(z) < e @(z,t1) ¢ M jaque MNI(M) = 0. Dai, de (4.1) e (4.4), obtemos

v(#(z,11)) > 1. (4.5)

Como y € continua em z, pois z € A, segue dos Lemas 4.1.1 e 4.1.2 que

v(f(z,11)) < yw(z) < u,

contradizendo (4.5). Portanto, (B(x,d),[0,00)) C B(A,€).

Suponha agora que x € dA. Entéo existe uma sequéncia (w,) C X tal que wy, mareyty
A condigdo ¢) implica que y(wy,) "2%°0, e a condigdo a) implica que y(x) = 0. Logo, como
M° =0, existe 6 >0, 6 < €, tal que

yEB(x,6)\M = y(y) <p. (4.6)

Afirmamos, neste caso, que
7(B(x,8),[0,00)) C B(A,€). “4.7)
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Do contrdrio, existem w € B(x,8) e 1, € (0,0) tais que

#(w,12) & B(A, ). 4.8)

Note que T(w,12) ¢ M ja que MNI(M) = 0. Dai, de (4.1) e (4.8), obtemos

y(E(w,12)) > W 4.9)
Sew € B(x,8) \ M entdo y(w) < u. Logo, pelo Lema 4.1.1

V(Z(w,tw)) < y(w) <,

contradizendo (4.9).

Sew € B(x,8) M, existe T € (0,¢(w)) tal que

#(w, (0,7)) = m(w,(0,7)) C B(x,8)\ M. (4.10)

Segue de (4.10) e (4.6) que para t* € (0,7) N (0,12),

)
W(E(n.02)) = WERE) b 1) S w(ERon) < 1,

contradizendo (4.9). Portanto, 7(B(x,0),[0,00)) C B(A,€).

(=) Defina v : X — R por

d(m(x) 1),A)
SUPg>0 (SUPogt@(x,j) W) sex ¢ M,

y(I(x)) sex € M.

y(x) =

a) Sejamx ¢ M e wy, "ZH° x. Como M = M, podemos assumir sem perda de generalidade,

que w, ¢ M para todo n € N. Para k = 1, segue das continuidades de ¢ (Teorema A.0.6)
emX\M,IemMemwemX xR, que

(wa) = 1(T(wn, 9 (W) "= I(7(x, §(x))) = x] - (4.11)

Suponha (4.11) vélido para k — 1, k > 1. Novamente, como ¢ é continua em X \ M, [ em

MermemX xR, entdo

(W) = 1(E((wa)i 1, (W) 1)) "= H(m (9 (1)) = 5 (4.12)

Portanto, (wy); fmary x; para todo k € N. Como M NI(M) = 0, segue que x;” ¢ M para

todo k € N, donde, sem perda de generalidade, podemos assumir que (w,,),zL ¢ M para

todos n,k € N. Logo, pelo Teorema A.0.6,

O(wa)) "5 0(x7), ke N,
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Assim,

wp  AEOREDA) e d(aGE0.4)
0<t<e((wn)}") L+d(m((wa)f1),A) 0<1<9(x] o 1+d(m (,1),4)

Portanto,

( d(m((wn)51),A) )Hw ( d(m(xf,1),A) )

sup
k>0

sup — sup sup
ogtg(p((wn)k*) 1 +d(n(<wn)]—:7t)a‘4> k>0 0<[<¢( ) l+d< (xk ) )7A)

isto é,
W) "5y ().

Agora, sejax € MNA. Dado € > 0, segue da 7-estabilidade de A que existe = &(x,€) >0
tal que
(B(x,6),[0,0)) C B(A,€).

Como & > 0 é arbitrario, obtemos 7(x, [0,0)) C A = A. Portanto, 7(x;",7) € A para todo
1 €10,0(x;)) e k € No. Logo,
d(m(x,1),A) =0, (4.13)

paratodot € [0,9(x;")) e k € No.

Como x € M, x{ ¢ M (pois MNI(M) = 0) e (x{);” = x;, |, para todo k € Ny, segue de
(4.13) que

w(x) = y(I(x) = y(x])

= Sup ( sup d(n((XIL):J),A) )>

k=20 \0<r<o((x});) Ld(m((x]){,1),A

4.14)

:sup sup d( (x[;:_]ut)?A)
k=0 \ 0<r<¢(x], )H‘d( (xk+17t)7A)

Considere por fim X > z, "2 xe e > 0. A #-estabilidade de A implica que 7(zy, [0,00)) C

B(A, €) para n suficientemente grande. Logo, existe ny € N tal que

n((zn)y 1)) € B(A,€),

para todo ¢ € [0,9((zx); )], k € No e n > ng. Consequentemente,

Sup( sup d<n<<zn>;:,r>,A>))<8

k>0 \o<r<o((z) 1 HA(@((zn)g1),A

sup
k>0

sup

( A(m((()})i 0):A) ) _
0<i<o(((zy ) 1 HA@(((z0) 1) 1),A)
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d(m((zp)i,,1),A
~ sup sup (7((zn)g 1 151),A) e

k20 \ 0<i<9((z);,,) 1 T4 (@) 151),4)

ou seja, W(z,) < € paran > ng. Isto mostra que Y(z,) "= y(x) = 0, devido a (4.14).

b) Considere x ¢ M, € >0e d(x,A) > &. Tomando 6 = %

+e

d(m(xj,0),A)  d(x,A)
1+d(n(xg,0),4)  1+d(x,A) ~

X+
y(x) = sup ( sup d(mlx,1),4) ) > 9.

keN \ 0<r<¢(x )l‘l’d( (xka >7A)

logo

¢) Sejamx € A e X 5w, "= x. Pela definicdo de v e (4.13), y(x) = 0. Entdio pelo item a),
y(wn) — y(x)=0.

d) Sejamx € X\ M, s € [0,¢(x)] e y = m(x,s). Suponha s < ¢(x). Note que ¢(y) = ¢ (x) —s.
Parak =1,

Y =1(m(y, () =I(m(n(x,s),¢(x) = s5))) = [(7(x,(x))) = x]".

Indutivamente, obtemos y,:’ = x,j para todo k € N. Assim, dado k € N,

d(m(x;,1),4) d(m(y,1),A)

Sup = up ¥ . (415)

0<r<o(x) I+d(n (xk 1),A) 0<r<o(v}) 1+d(nm(y;,1),A)

Agora, se k =0 tem-se ¢(yJ) = ¢ (y) < ¢(x) = ¢(x;). Logo,
d(m(yg,1),A d(m(xg A
sup ( (y() a_i)v ) _ sup (TE(XO f_—"s)? )
O<t<(])( ) 1 +d( (y() 7t)7A) O§t§¢(xa')—s 1 +d(ﬂ’-(x0 7t +S)7A)
a,’(7r()car 1),A)

< sup (4.16)

o<r<o(xi) 1 Td(T m(xg,1),A)

De (4.15) e (4.16), concluimos que y(7(x,7)) < y(x) sempre que 0 <7 < @ (x). Por outro
lado, como 7(x, ¢ (x)) € M,

X, 0(x X xF) =su su d(n’(x,f,t) 4)
Y(r(x, () = W (x(x,0 () = W(x7) k;;(m@f; L T+d(x (xk,>,A>)

d(m(x],1),A)
< sup sup = y(x).
k>0 <O<z<¢( ) 1+d( (xk ) )7A>

Portanto, y(m(x,t)) < y(x) para todo ¢ € [0, @ (x)].
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e) Sejax € M. Pela defini¢do da y, temos que y(I(x)) = y(x).
O teorema estd provado. 0

O proximo resultado caracteriza a equi 7-estabilidade (Definicao 3.1.5) de conjuntos

fechados, que satisfazem uma condi¢do de controle da func¢ao impulso.

Teorema 4.1.4. Sejam (X, w,R,M,I) um SI e A C X um fechado. Suponha que I(M \ A) C
(X\A)\M ed(I(x),A) <d(x,A), para todo x € M. Entdo, A é equi 7-estdvel se, e somente se,

existe uma funcdo y : X — R satisfazendo as condicdes:

a) y é semicontinua inferiormente em X \ (M \ A).

b) y(x)=0sexcAey(x)>0sex¢ MUA.

c) Paratodo € > 0, existe 6 > O tal que se d(x,A) <3 = y(x) <e.
d) Dadosx e X\Me0<t<¢(x) = y(m(x,1)) < y(x).

e) y(I(x)) < y(x), paratodo x € M.

Demonstragdo. (<=) Sejax ¢ AUM. Como A = A e {x} é compacto, defina € = d(x,A) > 0.
Entdo por b), temos que 1 = y(x) > 0 e assim, devido a c), existe &y > O tal que
s
>

dy,A) <o = y(y) < (4.17)

Afirmagdo: x ¢ T(B(A,d),[0,0)) para § < min{dy,€}.
De fato, do contrério, existiriam sequéncias (y,) C B(A,d) e (T,,) C R, tais que

n—r—+oo

A(yn, ) —> x. (4.18)
Sem perda de generalidade, podemos assumir que, para todo n € N,
yn & M. (4.19)

De fato, suponha que y, € M para todo n € N. Se, a menos de subsequéncia, 7;,, = 0, para todo
n € N, segue de (4.19) que y, = #(yn, Tp) "2 xeMo que é uma contradi¢do pois x & M.
Assim, podemos assumir que 7, > 0, para todo n € N. Dai, pela continuidade da 7, para cada

n € N, existe 7, > 0 tal que
7T(yn,t) € B(A,8) se t€10,7,. (4.20)
Tome 7, < min{¢(y,), Ty, Tn}, com T, > 0, e defina y,, = 7(y,,T,), n € N. Entéo de (4.20),

concluimos que y), € B(A,5) \ M. Além disso, tomando s, = T,, — T},, segue que

n—r—+o0

A(,ysn) = "(Z(yn, T)), T —T)) = Fyn, T,)) — x.
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Assim podemos assumir que (4.19) seja vélido.

Além disso, podemos assumir que 7 (yy,,T,) ¢ M para todo n € N devido a (4.18). Logo,

a condi¢do a) implica que existe N € N tal que

2
VEOLT)) > yx) - & = 5 < y(E0wLT)), @21)

paratodon > N. Pelo Lema 4.1.1 e (4.17), temos

V(T (yn, Tn)) < W(yn) < %7

para todo n € N, o que contradiz a condi¢do (4.21). Assim a Afirmagao estd provada.

Suponhamos, agora, que x ¢ A e x € M. Seja § > 0. Suponhamos por contradi¢do que
x € f(B(A,),[0,)). Entdo existem sequéncias (w,) C B(A, ) e (t,) C R tais que

(W ty) =5 x. (4.22)

Como x € M satisfaz STC, existe um A-tubo F(L,[0,21]) através de x. Pela propriedade de tubo
existe n > 0 tal que B(x,n) C F(L,[0,2A]). Defina

Hy=B(x,n)NF(L,(A,21]) e H>=B(x,n)NF(L,[0,1]).

Se, a menos de subsequéncia, T (wy,t,) € H) para todo n € N, o Teorema A.0.7 implica que

donde

isto €,
F(Wnstn+ O (R, 1)) "=5" 1(x) & M.

Logo, I(x) € @#(B(A,),]0,0)). Mas por hipétese, (M \ A) C (X \A)\ M, donde I(x) ¢ AUM.
Pelo caso anterior, existe 0; > 0 tal que I(x) ¢ #(B(A, 81),]0,0)). Como 6 foi tomado arbitrario,

obtemos uma contradi¢do.

Se, a menos de subsequéncia, 7(wy,t,) € H, para todo n € N. Tome ¢ € (0,¢(x))

tal que m(x,7) ¢ A. Entdo, o Teorema A.0.7 implica que ¢ (7 (wy,1,)) jmare ¢(x). Logo 1 €

(0,0 (7 (wp,t,))) para n suficientemente grande, donde,
R Wasty 1) = TR (Wi 1), 1) = T(FH(Wns 1), 1) "=5° 7(x,1) ¢ AUM. (4.23)

Porém, pelo caso anterior, existe &, > 0 tal que

n(x,1) ¢ T(B(A, &), [0,%)),
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que contradiz (4.23) ja que 0 € arbitrério.

(=) Defina y : X — R pela lei

sup{d >0: x ¢ (B(A,5),[0,00))} se x¢& MNA,
V(x) = sup{8 >0: I(x) ¢ #((B(A,5),[0,%0))} se x&MCNA,

0 se x €A.

a) Sejax € A, logo y(x) = 0. Entdo qualquer que seja a sequéncia wy, "5 x segue que
liminfy(w,) > 0= y(x).

Agora, sejamx ¢ (AUM) e X \M > w, "ZE x. Como A é equi F-estével, existe & > 0 tal

que x ¢ T(B(A,d),[0,0)). Segue da defini¢ao da w que x ¢ T(B(A, y(x)),[0,c0)). Entdo,

sem perda de generalidade, podemos assumir que w, ¢ (B(A, y(x)),[0,o0)), para todo

n €N, e assim
liminfy(w,) > y(x).

b) Se x € A, por defini¢do de y, y(x) =0. Se x ¢ AUM, como A é equi 7-estdvel, existe
0 > 0tal que x ¢ T(B(A,6),[0,)), donde pela defini¢do de v,

w(x) >8> 0.

c¢) Note que y(x) < d(x,A), para todo x € X. De fato, se x € A, entdo y(x) =0=d(x,A). Se
x ¢ MUA, segue da defini¢do de y, que

w(x) < d(x,A). (4.24)
Se x € M\ A, temos que I(x) ¢ AUM, pois por hipétese (M \A) C (X \A)\ M, donde
y(x) =y(I(x)) <d(I(x),A) <d(x,A). (4.25)
Dado € > 0, tome § = &, daf se d(x,A) < & obtemos y(x) < d(x,A) < €.

d) Seja x ¢ M. Se x € A entdo temos 7(x,[0,00)) C A, do contrério, existe ¢ > 0 tal que
f(x,t) ¢ A, donde da equi 7T-estabilidade de A existe 6 > 0 tal que

(x,1) & T(B(A,8),[0,0)) = 7(x,1) ¢ A(B(A,9),[0,00)),
o que é um absurdo, pois x € A. Logo, pela defini¢do da y, para todo ¢ € [0, ¢ (x)]

w(n(x.1) = 0= y().

Se x ¢ A=A, como {x} é compacto, temos que u = d(x,A) > 0. Suponha que exista
t € (0,¢(x)) tal que
Y(m(x,1)) > y(x). (4.26)
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Segue de (4.26) e da defini¢do da v, que existe oy > 0 tal que

x € ABA,%),[0,)) ¢ n(x,1) ¢ F(B(A, &), 0,%))- (4.27)

Logo de (4.27), existem sequéncias (w,) C B(A, &) e (t,) C Ry tais que

(W ty) =57 x. (4.28)

Como x ¢ M e temos (4.28), a Proposi¢do B.0.3 implica que existe (g,) C R tal que

oo
g —50e

F(Waot + En+ 1) = F(FR(Wnstn) 1+ €1) "= T(x,1),

ou seja, m(x,r) € T(B(A, &), [0,0)), contradizendo (4.27). Logo, y(7m(x,1)) < y(x), para
todo 0 <7 < @(x).

Agora, suponha que y/(7(x,¢(x))) > y(x). Entdo existe §; > 0 tal que

x € T(B(A,81),[0,)) e I(n(x,0(x))) & Z(B(A,81),[0,)). (4.29)

Logo de (4.29), existem sequéncias (z,) C B(A, 81) e (s,) C R4 tais que

n— o0

A(zny$n) — x. (4.30)

Como x ¢ M e temos (4.30), a Proposi¢do B.0.3 implica que existe (¢,) C R tal que

—o0
a, =5 0e

720 O (%) + O+ 50) = (R (2050), 0 (6) + ) "= 7(x, 9 (x)) = I(7(x, 9 (x))),

ouseja, I(m(x,9(x))) € T(B(A, d1),[0,0)), contradizendo (4.29). Assim, y(7(x, 9 (x))) <
y(x).
Portanto, y(7(x,7)) < y(x), para todo 0 <t < ¢(x).

e) Sejax € M. Se x ¢ A entdo

W(x) =sup{d6 >0: I(x) ¢ T+ (B(A,9)} = y(I(x)),

pois I(x) ¢ M ja que M\ A) C (X\A)\ M. Se x € A, segue do item d) que I(x) €
f(x,[0,00)) C A, donde y(x) =0 = y(I(x)).

]

O proximo resultado serd importante para caracterizarmos a 7T-estabilidade uniforme de

conjuntos fechados.

Lema 4.1.5. Sejam (X, 7,R,M,I) um SI e A C X um conjunto fechado. Suponha que exista
um fungdo v : X — R, tal que:
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a) yécontinuaem X \ (M\A).
b) Paratodo € > 0, existe 6 > Otal que se d(x,A) > eex¢M — y(x)>6.
c¢) Paratodo € >0, existe § >0talque d(x,A) <8 — y(x)<e.

d) Existe & > 0, tal que dadost € Ry ew € B(A,80) \M = y((w,1)) < y(x).
Entdo existe 8 € (0, &), tal que Z(B(A,d),[0,)) C B(A, &).

Demonstragdo. Suponha que dada (8,) C R, tal que 9, "ZE 0, para todo n € N, existem
wn € B(A, ;) e T, € (0,00) tais que

ﬁ'-(wmfn) ¢B(A750)' 4.31)

Defina
pu=inf{yw)eRy:w¢M e dwA)>d}.

Note que b) implica p > 0. Segue de ¢) que existe < & tal que

dyA)<n — () <. (4.32)
Como 8, "=75° 0, existe N € N tal que wy € B(A,8y) C B(A,n), donde (4.32) implica
u
y(wy) < R (4.33)
Se wy ¢ M, entdo wy € B(A, &) \ M, donde de d) e (4.33), obtemos
V(RO ) < W) < 5 < . (4.34)

Contudo (4.31) implica d(7&(wy, tv),A) > 8. Como M NI(M) = 0, segue que T(wy, Ty) ¢ M
donde pela defini¢ao de u,

y(Z(wh,v)) > W, (4.35)
contradizendo (4.34).

Se wy € M, tome &y < min{ Ty, ¢ (wy)} tal que w(wy, €y) € B(A, d), dai
A(wy,en) =(wn,en) € (B(A,0y)\M) C (B(A,n)\M). (4.36)

Logo, utilizando (4.33), (4.36), d) e o fato de que 7 (wy,&nv) ¢ M, obtemos

W(ﬁ(wl\’?rN)) = W(ﬁ(ﬁ(WNagN)7TN_8N)) < l//(ﬁ(WN,SN» < l[/(wN) < % < U,

contradizendo (4.35). [

Agora podemos apresentar uma caracterizagdo para a f7-estabilidade uniforme (Definicao

3.1.2) de conjuntos fechados.
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Teorema 4.1.6. Sejam (X,7,Ry,M,I) um SI e A C X um conjunto fechado. Entéo, A € unifor-

memente 7T-estdvel se, e somente se, existe uma funcdo y : X — R tal que:

a) yécontinuaem X \ (M\A).
b) Para todo € > 0, existe >0 tal que se d(x,A) >eex¢ M —> y(x) > 0.
c¢) Paratodo € >0, existe 0 >0talquese d(x,A) <8 = wy(x)<e.
d) Dadosx e X\Me0<t<¢(x) = y(n(x,1)) < y(x).
e) Paratodox e M, y(I(x)) < y(x).
Demonstragdo. (<=) Seja € > 0. As condi¢des d) e e) implicam
x€B(A,e)\M = wy(&(x,1)) <wy(x), paratodo t>0.
Note que estamos nas hipdteses do Lema 4.1.5, com &) = €. Portanto, existe d € (0, €], tal que
f(B(A,8),[0,)) C B(A,€).

(=) Como A € uniformemente 7-estdvel, segue que A é 7-estavel. Definindo

d(n(x 1),A)
SUPx>0 (Suposrgwxz)—1+d(n(kx,j,t),A)) se x¢ M,

v(I(x)) se xeM,

() =

segue do Teorema 4.1.3 que basta mostrarmos a condi¢do ¢). Para tanto, seja € > 0. Como
A é uniformemente 7-estdvel, existe § = §(¢g) > 0 tal que Z(B(A,d),[0,00)) C B(A,¢€). Logo,
f(x,[0,0)) C B(A,¢€) paratodo x € B(A, §). Consequentemente,

(1), w((I(x)) 1) € B(A, €),
para quaisquer r > 0, k € Ng e x € B(A, 6). Portanto, d(x,A) < 0 implica y(x) < €. O

No ultimo resultado dessa sec@o, vamos caracterizar a 7-estabilidade assintética (De-
finicdo 3.1.8). No entanto, além de assumir a existéncia de uma fung¢do de Lyapunov, vamos

considerar hipéteses de compacidade.

Teorema 4.1.7. Sejam (X, 7, R, M,I) um SI, X locamente compacto e A C X compacto. Entéo,

A ¢ assintoticamente 7-estdvel, se e somente se, existe Y : X — R tal que:

a) yécontinuaem X \ (M \A).
b) Paratodo € > 0, existe § > O tal que se d(x,A) > eex¢ M — y(x) > 6.

¢) Paratodo € > 0, existe & > 0 tal que se d(x,A) <6 — y(x) <e.
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d) Dadosxe X\M e 0<r<¢(x) = y(n(x1)) < y(x).

e) Paratodox e M, y(I(x)) < y(x).
t—stoo

f) Existe 6 >0talquesex € B(A,6)\A = y(&(x,1)) — O.

Demonstragdo. (<=) Segue dos itens a), b), c¢), d) e e), e do Teorema 4.1.6 que A é uniforme-
mente 7T-estavel. Logo, pelo Teorema 3.2.1, A é orbitalmente 7-estavel. Como A é compacto
e -estavel entdo (A, [0,0)) C A. Assim dados x € A e uma vizinhanga Uy de A, tome 1, = n,

n € N. Entdo 1, " e para quaisquer n € Ne x € A,
fi(x,ty) € B(A,[0,00)) CAC Uy = x€ B (A),

ou seja, A C B, (A). Além disso, devemos ter B(A, ) \ A C B, (A), pois caso contrdrio, existiria
x € (B(A,8)\A)N (X \ By (A)). Dai, por defini¢do de B (A), existem vizinhanga V4 e T € R
tais que

R(x,[T,00)) N V4 =0.
Como A é compacto, existe i > 0 tal que d(7(x,7),A) > u para todo ¢ € [7,%0). Ainda, sendo
MNI(M) =0, temos que 7(x,7) ¢ M. Portanto, a condi¢do b) implica na existéncia de & > 0
tal que

v(7(x,1)) > 0 >0,

e isso contradiz a condigdo f). Assim, A 7T-atrator fraco.

(=) Defina y : X — R por

d(m(xf1),A)
SUPx>0 (SUPogzgq)(x,j) W) se x¢&M,

y(I(x)) se xE€M.

y(x) =

Sendo A assintoticamente 7-estavel, temos que A € orbitalmente 7-estdvel. Logo, pelo Teorema
3.2.1, A é uniformemente 7T-estavel. Entdo os itens a), b), ¢), d) e e) estdo verificados de acordo

com o Teorema 4.1.6. Como ISV‘; (A) é uma vizinhanga do compacto A, existe 0 > 0 tal que
B(A,8) C Py (A). (4.37)

Sejam x € B(A,8)\ A, (t,) C Ry com 1, "=5" co e £ > 0. De (4.37), segue que x € P (A) donde
existe T € R tal que
#(x,[r,)) C B(A, €). (4.38)

De fato, como A € orbitalmente 7T-estavel, existe uma vizinhanga 7-invariante V4 de A tal que
7 (V4,[0,00)) C V4 C B(A,€). Agora, como x € B, (A), ou seja, Lt (x) NA # 0, existe r > 0 tal
que 7 (x,r) € V4. Assim, (x, [r,0)) C V4 C B(A,€). Logo, (4.38) implica

(7 (x,1))f s (R(x,ta)), € B(A,€),
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para quaisquer t,, > T, k € Ny. Assim, se t, > 7T e k € Ny, obtemos

d(w((7(x,1,));,1),A)) < & paratodo 1€ [0,0((7(x,2,))])],

d(m(([(7(x,12)))],1),A)) <€ paratodo 1€ [0, ((I(F(x,t,)))})].

Portanto vale o item f). O

O Exemplo 4.1.8 trata-se de uma aplicacido do Teorema 4.1.3. Ele apresenta um critério
de estabilidade para o conjunto A do Exemplo 3.4.1.

Exemplo 4.1.8. Considere o sistema impulsivo do Exemplo 3.4.1 e o conjunto A = A UA; em
que
Ar={Ey) X4y =1} e A= {(xy) €X:x'4)" =4},

Defina y : X — R por
0 se /x2+y?=1,
/2 L2 < 3
W se 1< X +y Si’
v(x,y) = o
VI se 3 < /a2y <2,

se /xZ+y2=2.

Mostremos que A = A} UA; é T-estdvel de acordo com o Teorema 4.1.3. De fato,

a) Entdo y é continuaem X \ (M\ A).
b) Sejam € >0 e (x,y) € X tais que (x,y) ¢ M e d((x,y),A) > €. Tome § = min{ £, %

Tre’ 3 J-
Sel</x24+y2< %, entdo

1 1 VX2 4y?2—1 £
,/xz_i_yz_l 28 E S _— ll/(_x7y): X +y 2 26
1/x2+y2 1+8 1/x2—|—y2 1+€

Se 3 < \/x2+)2 <2, entdod((x,y),A) =2—/x2+y2 > ee2<3—/x2+y2 < 3,logo

_ 2 2
2oV Ay S22
3_ x2+y2 3

= Y(xy) =
¢) Dada (wy,k,) C X tal que (wp,ky) "= (x,y) € A temos que W (wy, k) "= 0, devido
ao item a).

d) Note que o sistema sem impulsos é gerado pelo sistema de EDOs X' = —y e y/ = x. Seja
(x,y) €X.Se 1< \/x2+y2 < 3 entdo

—X X
v (x,y) = > + Y =0.

(x2+y2) /X2_|_y2 (x2_|_y2) /x2+y2 o




4.1. Estabilidade de conjuntos fechados 61
Se 3 < \/x2+y? < 2entdo
Ay —Xxy

Y S B VAR | @B VR T

Segue, via integragdo, que dados (x,y) ¢ M et € [0,¢(x,y)]

=0.

y(r((x,y),1) = wlx,y).

e) Se (0,y) € M, comy € [—2,—3], entdo

y+2 _2-l
10,9) = w(0,y+3) =22 = =1 _ 0. y).
v(1(0,y)) = y(0,y+3) Vi3 3] v(0,y)
Se (0,y) € M, com y € [—3,—1], entdio
—y—1 |y -1
WlI(0) = w(0y+3) = = Pt — o)

Portanto, pelo Teorema 4.1.3,A = A UA, € fT-estavel.

O préximo exemplo tima aplicagdo do Teorema 4.1.7 , como critério de estabilidade

assintotica.

Exemplo 4.1.9. Considere em X = R? x {0,1} o sistema

( ./

X = —x,
Yy =-y,
M = MyUM,,
I(x7y70) = (x7y7 1)7 (x7y70) € MO)
L I(X,y, 1) = ()C,y,O), (x7ya 1) GMla
com
1
Mo={(x,y,2): X*+y*=1,z=0} e M;= {(x,y,z) Py = i l}.
Note que M = M, I é continua em M e o fluxo 7, dado pelas equagdes X' = —x ey’ = —y, tem as

propriedades de existéncia, unicidade, dependéncia continua e as solugdes estdao definidas em RR.
Tome g, , ) = %, para (x,y,z) € M. Segue que as condi¢des da Defini¢do 2.1.5 estdo satisfeitas,
isto é, (X, m,R,M,I) é um SL

Considere o conjunto A = AgUA 1, em que
Ao ={(x,y): > +y* <1} x{0} e A ={(x,y):x>+y* <1} x {1}

No que segue, mostraremos que A € assintoticamente 7-estdvel utilizando o Teorema 4.1.7. De
fato, defina a funcdo y : X — R, por
2 2_
—Vx;yzl se 1</x2+y? e z€{0,1},
v(xyz)=q V¥
0 se Vx2+y2<1le z€{0,1}.
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a) y é continua em X.

b) Sejam € > 0e (x,y,z) € X tais que d((x,y,2),A) > € e (x,y,z) ¢ M. Como d((x,y,z),A) >
g, devemos ter \/x>+y? > 1 ez € {0,1}. Tome 6 = {%5. Entdo

1 1 VaxZ4y2—1 €
Va24yr—1>e = < = y(xy2) =5 i > =
Vx24y2 T 1+eE Va2 +y? l+¢€

c) Sejae € (0,1). Sed((x,y,0),A0) < 155 e Vx> +y? < 1, segue que Y(x,y,0) =0 < €. E,
se /x2+y% > 1, entdo

VX2 +yr—1 & 1 €
y(x,y,0) = < < =&
VAT /a2y it

Analogamente, se d((x,y,1),A;) < t5; entdo obtemos y(x,y,1) < €

d) Seja (X(),y(),()) ERZX {0}.Caso \/ x3+y(2) > 1, temos n((XO;y()?O)at) = (X(I,XO),y([,yo),O)
€
al// N oy, x(—x)+y(—y)

¥ (((x0,30,0),0)) = Z o'+ 50y = (VA% +y?)3

para todo 7 > 0. Se y/x3 +y3 < 1, entdo 7((x0,0,0),7) € Ag paratodor >0 e

<0, (4.39)

W(n((x();y()?())at)) = O, t>0. (440)
Portanto, se (xg,vo,0) € R? x {0}, segue de (4.39) e (4.40), que para todo t > 0
v (7((x0,¥0,0),1)) <0,

donde via integragao,
W(ﬂ:((x()?y()vo)?t)) < ll/((x()ay()ao))a
paratodo ¢t > 0.

Analogamente, podemos mostrar que W (7 ((xo,yo,1),7)) < w((x0,y0,1)), para todo (xg,yo,1) €
R2x {1}et>0.

e) Seja (x,y,z7) € M.ComoM C Ael(M) C A, temos y(I(x,y,z)) =0 = y(x,y,2).

f) Note que se (xo,y0,0) € (R? x {0})\ Ag entdo

1 .
(p(X(),y(),O) = Eln(x(2)+y%) - gl

c
1 [ 4xp+4
0| = 1) =t 5 HoFWo ) Ly,
R IRVET R x5+ 53
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Assim,
(xoe ", y0e",0) se 0<r</y,
#((x0,50,0),t) = ﬁe*(t*&) \/)% (tm’l) se {1 <t </y,
et g ) = o
Portanto,

ﬁ-((-x()ay()ao)’ )t_>+°° (O 0 0)
Analogamente, se (xo,yo,1) € (R? x {1})\ A; entdo
1 2 2y =
¢(x0,y0,1) = 7 In[4(xg+y5)] = &3,

dai

(x0e™",yoe ", 1) se 0<1<b,
7 ((x0,y0,1) ( =t Y __ —(f—53),0> se 1> /3.

Logo, 7((x0,y0,1),1) =5 (0,0,0).

Portanto, pelo Teorema 4.1.7, A € assintoticamente 7T-estdvel.

4.2 Estabilidade de conjuntos da forma A\ M

Nesta secdo iremos apresentar resultados relativos a estabilidade de conjuntos da forma
A \M, A C X. Como argumenta (BONOTTO; SOUTO, 2019), um motivo para tal empreitada
¢ o fato de que, o atrator global no sentido (BONOTTO et al., 2015) € dado por um conjunto
a/ C X que satisfaz a propriedade &7 = .o/ \ M.

O primeiro resultado nesse sentido, nos diz que sob hipéteses de controle na funcao
impulso e a existéncia de uma fungdo de Lyapunov, temos a estabilidade de A\ M, para A C X,
sem pedir entre outras coisas, hipdteses sobre a limitacdo de A, (BONOTTO; SOUTO, 2019).

Teorema 4.2.1. Sejam (X, 7,R,M,I) um Sl e A C X tais que:

a) Existe ry > 0 tal que para todo r € (0,ry), I(B(A,r)NM) C B(A,r).
b) Existem ¥ > 0 e uma vizinhanga Uy de A tais que B(A,y) C Uga.
c¢) Existe uma fung¢do V : Uy — R, continua em Uy \ M, tal que

cl) xeA = V(x)=0.

c2) Dada (x,) C Uy, tal que V(x,) ") — d(x,,A) Cnarei)
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c3) Existe K > 0 tal que, dados x € Uy \ M e t > 0, com #(x,[0,t]) C Uy, temos
V(& (x,t)) < KV(x).

Entdo A \ M é %-estdvel.
Demonstragdo. Suponha que existam € > 0 e x € A\ M, tais que para todo n € N, existam

x, € X et, € R, satisfazendo

n——+too

Xn —> x e f(xn,ty) & B(A,€). (4.41)

Como x € A\ M, sem perda de generalidade, podemos assumir que x, ¢ M, para todo n € N,

donde ¢) e c1) implicam
n—r—+o0

V(x) "5V (x) =0. (4.42)

De (4.41)e A = ﬂn>OB(A, n) C B(A, €), podemos também assumir que, para todo n € N,
X, € B(A€). (4.43)

Tome & = B(A, €). Podemos assumir, sem perda de generalidade, que € < min{y,ro}, daf a)

implica em

I(B(A,e)NM) C B(A,¢€),

donde (4.41) e (4.42), implicam pela Proposic¢do C.0.7, na existéncia de uma sequéncia (7,,) C R
tal que
Tn <tpy, T(xn,[0,74)) CB(A,€) e T(xn, %) € S(A,€)\M, neN. (4.44)

Segue de (4.43) e b) que x, € B(A,€) C U4 \ M, paratodo n € N, e (4.44) e b) implicam
7(xn,[0,7,])) CUs, neN.

Agora, ¢3) e (4.42) implicam

n— o0

V(7 (s 1)) < KV () 25570,

donde ¢2) conclui na seguinte contradi¢do

0 < & <d(f(xy, T),A) "=570.

Portanto, A \ M é #-estavel. O

Analogamente ao Teorema 4.2.1, obteremos agora um critério para a 7-estabilidade
orbital de A\ M, para A C X, via controle da fungiio impulso e a existéncia de uma fungio de
Lyapunov. No entanto, adicionalmente, precisaremos controlar os elementos do complementar
de A\ M.

Teorema 4.2.2. Sejam (X,7,R,M,I) um Sl e A C X tais que:
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a) Existe rp > 0 tal que para todo r € (0,ry), I(B(A,r)NM) C B(A,r).
b) Existem Uy, 0" € 7x e a € (0,rp) tais que

A\MCO* CUy e d(z,A)>a, se z¢ 0.

c¢) Existe uma func¢do V : Uy — R, continua em Uy \ M, tal que.

cl) xeA = V(x)=0.
c2) Dada (x,) C Uy tal que V(x;,) "R — d(x,,A) 2R,
c3) Dadosx € Us\M et >0, com 7(x,[0,1]) C Uz, V(Z(x,1)) < V(x).

Entdo A \ M ¢ orbitalmente %-estdvel.

Demonstragdo. Seja Uy, ), uma vizinhanga de A\ M. Entdo existe 0’ € Ty talque A\M C 0’ C
Uz - Defina & = 0" NB(A,@). Note que b) implica B(A, o) C . Logo, por b), obtemos

A\M CACB(A,a)=B(A,a) C 0" C Uy.
Consequentemente,
AA\MCOCUzyNUz e 240 = d(z,A) > . (4.45)

Além disso, existe B € (0, ) tal que

S(A,B)N(X\M) # 0. (4.46)
Do contrario,
Tx O B A OC U
(0,0

donde M° # 0, contradicao.
Defina 0y = {z€ 0 : d(z,A) < B} = B(A,B)N . Entdo

O €tx € Z\MC 0, 4.47)
devido a (4.45). Dado z € A\ M, d(z,A) = d(z,A) = 0 < B. Ainda,
1(0'NM) C O}. (4.48)

De fato, seja x € 01 "M = B(A,B)N O NM. Entio x € 6 NB(A,B) M. Assim a) implica
I(x) € B(A,B), pois B < a < rp. Segue que d(I(x),A) < B. Logo, I(x) € O, pois do contrério
(4.45) implicaria d(I(x),A) > o > B.

Note que, se z € B(A, ), isto é, d(z,A) < B < «, entdo usando (4.45) obtemos z € 0.
Logo, B(A,B) C 0, e assim 0 = B(A,)N ¢ = B(A,3), donde

2€d6\M =S(A,B)\M — d(z,A) = B. (4.49)



66 Capitulo 4. Estabilidade de Lyapunov

Defina
p=inf{V(z): z€d0O, \M}.

Entdo, de B < a e (4.45), temos d 01 \ M C Uy. Também por (4.46), 001 \M = S(A, B)\ M # 0,
donde {V(z): z€ d0 \M} # 0. Ainda u > 0, pois caso contrério, existiria uma sequéncia
(va) C O \M C Uy tal que V(vy) "Z%°0, donde c2) e (4.49) implicariam na contradi¢éo

n——+oo

0< B =d(vsA)"250.
Defina
K={z€e O)\M:V(z) <u}.

Entdo,
A\M CK. (4.50)

De fato, dado z € A\ M, de (4.47) temos z € 0, donde z € O \ M. Se z € A, entdo c1) implica
V(z) =0 < u,donde z € K. Se z € JA, existe (z,) C A\ M tal que z, "~ z donde ¢) implica
V(z) =0 < u, etemos z € K. Assim, A\M C K.

Note, também, que
7(K,[0,00)) C K. 4.51)

De fato, seja x € K. Temos 7(x,[0,o0)) C ), pois caso contrério, &(x,ty) ¢ O para algum
fo > 0, e juntamente com (4.48) e a Proposicdo C.0.7, poderiamos obter T € (0,1y] tal que

#(x,]0,1)C Oy e #(x,T)€IO\M,

donde 7(x,[0,7]) C Uz. Agora, do fato que x € K C Uz \ M, segue de c3) e da definicdo de u
que
u<V(a(x, 7)) <V(x) <.

Além disso, 7(x,t) ¢ M para todo t > 0, pois x ¢ M e estamos assumindo a hipétese (H2).
Novamente, pela condicdo ¢3), V(&(x,t)) < V(x) < u paratodo ¢t > 0 jd que 01 C Uy. Assim

(4.51) é vélido. Assim, K € Tx € uma vizinhanga 7Z-invariante.

Usando (4.50) e a definicdo de K, concluimos que
A\MCKCO\MC O CUyy,
donde temos a tese. [

Para conjuntos compactos temos o seguinte coroldrio do Teorema 4.2.2.

Corolario 4.2.3. Sejam (X,7,R,M,I) um SI e A C X compacto tais que:

a) Existe ry > 0 tal que para todo r € (0,rg), I(B(A,r)NM) C B(A,r).

c¢) Existe uma fungdo V : Uy — R, continua em U \ M, tal que:
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cl) xeA = V(x)=0.
¢2) Dada (x,) C Uy tal que V (x,) ") — d(xp,A) Lnarei)

c3) Dadosx € Us\M et >0, com #(x,[0,t]) CU; = V(&(x,1)) <V (x).
Entdo A \ M é orbitalmente T-estdvel.

Demonstracdo. Basta verificar que a condigdo b) do Teorema 4.2.2 estd satisfeita. Sendo A
compacto, existe & € (0,rg) tal que A C B(A, o) C Uy. Tome 0 = B(A, ) \ M. Entdo,

A\MCO0*CU; e d(z,A)>a, se z¢ 0",

ou seja, a condi¢do b) do Teorema 4.2.2 estd satisfeita. [

No préximo resultado, apresentamos um critério de instabilidade para A, com A C X,
via funcdo de Lyapunov, que logo em seguida, serd aplicado no nosso primeiro exemplo em

dimensdo infinita.

Teorema 4.2.4. Sejam (X, 7,R,M,I) um SI, A C X e V : Uy — R uma fungdo continua em
Uz \ M tais que:

a) xeA = V(x)=0.

b) Existema € A e s> 0 tais que V(7 (a,s)) > 0.
Entio A ndo é #-estdvel.

Demonstragdo. Se A é fi-estdvel, dado € > 0, existe § = 8(a, €) > 0 tal que

#(B(a,8),[0,00)) C B(A,€) = 7(a,[0,%0)) C [| B(A,€) =4,
e>0
donde 7(a,s) € A\ M, pois M NI(M) = 0 pela hipétese (H2). Logo, 7(a,s) € Uz \ M. Da
continuidade de V obtemos V (7 (a,s)) = 0, contradizendo b). O

Exemplo 4.2.5. Considere X = L,[0, 1], o operador A : X — X dado por (A@)(7) = —7¢(T)eo

sistema
x = Ax,
(%) M={xeX: |x|,=1},
I:M—X,

1()ll2 < el - [l2, & € (0,1).

Note que (U(7)9)(7) = e " ¢(7) é solugdo de (x) e, para quaisquerr € Re ¢ € X,

n(e,t) =U(t)g.
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é o fluxo gerado pela equagdo x' = Ax. Além disso, dado ¢ € M tome &, = 1. Assim, para
t € (0,1), temos

o= ol — ([ e loeraz) < ([ oceraz) -1

eparat € (—1,0), temos

o0l 1ol ( [ e Floeac) > ([ locoraz) -1

donde n(¢,(0,1))NM = n(¢,(—1,0)) "M = 0. Portanto, (X,7,R,M,I) é um SI. O conjunto
impulsivo M satisfaz STC (tome L = 7(S, 1), sendo S = M, e note que {g € L»[0,1]: 2 < ||g||] <
2} CF(L,[0,2])) e MNI(M) =0, pois [[I(-)]2 < e]| - |2, @ € (0, 1).

Sejam A =A[0;1,2] ={xe X : 1 <|x||2 <2}eV:B(0,3) - R, dada por

infyeq ||@ —al|2 se O ¢A,
0 se @ cA.

Vip) =
Mostraremos que o conjunto A instdvel utilizando o Teorema 4.2.4. De fato, como
inf [|@ —all2 — inf |y —all2| < sup|ll¢—all2— [y —all2| < [lo — ]|,
acA acA acA
segue que V € continua em By, (0,3) \ M. Além disso:

a) V(A) = {0}, pela defini¢do de V.

b) f=1eMCA=A.Parat >0et€[0,1], temos 27t >0 e

1 3 1 3
H7t(1,t)H2:</ e2”|1\2d’5> <(/ ldr) 1,
0 0

donde, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

1

1 2
Im(1,6)|]> = (/ e—2n|1|2d1) Ty
0
Logo, ¢(1) = oo e paras = 1temos 7(1,1) ¢ A. Portanto, da defini¢do de V,
V(#(1,1)) = inf |7(1,1) —all2 > inf [lall — [|Z(1,1)[]2 > 1 = [|Z(1,1)[[> > 0.
acA acA
Portanto, pelo Teorema 4.2.4, o conjunto A € instavel.

Como aplicagdo do Teorema 4.2.2, mostraremos a seguir que o conjunto B[0, 1]\ M

apresentado no Exemplo 4.2.5, é orbitalmente 7T-estavel.
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Exemplo 4.2.6. Considere o sistema impulsivo do Exemplo 4.2.5. Sejam A = B[0,1] e V :
Br,(0,3) — R, dada por

lplla—1  se @ ¢A,
0 se @ cA.

Vie) =
Segue do Teorema 4.2.2 que A \ M ¢é orbitalmente 7-estavel. De fato,

a) Tome rg = % Entdo dado r € (0,rp), temos que B(0,r)NM =0 paratodo 0 <r < 1le

B(0,r)NM = M para 1 <r < ry. Logo I(B(0,r)NM) C B(0,r), pois I é contrag@o.

b) Defina Uy = By,(0,3), 0* =B,(0,2) e B = 1. Entdo
A\MC 0" CU; e d(z,A)>B, se z¢ 0.

c) V é continua em By, (0,3)\ M, pois || - |2 0 é.
cl) V(A) = {0}, por defini¢do de V.

c2) Seja (¢,) C Uj uma sequéncia tal que V (¢,) "Z5°0. Se (¢,) C A (a menos de subsequén-

cia) entéo d(¢@,,A) = 0, para todo n € N. Se (¢,) C U4 \ A entdo d(¢,,A) = ||@,]| — 1 =

n——+o0

V(p,) — 0.
¢3) Por fim, ||7(@,1)|]2 < ||@]|2, para todo r > 0. Como |[I(¢)]]2 < ||@]|2, segue que

V(#(@,1) = [I7(@.0)[l2 < [[oll2 = V(9),

para todo ¢t > 0.

4.3 Estabilidade de 7-atratores

Nesta secdo iremos obter um critério para a -atracao (Defini¢cao 3.1.7) de um subcon-
junto A C X. Como dissemos no inicio deste capitulo e podemos observar ao longo dos teoremas
anteriores, funcdes de Lyapunov decrescem ao longo de solugdes. Agora veremos mais uma

possivel caracteristica de tais fungdes: elas podem nao ser constante ao longo de solucdes.

Lema 4.3.1. Sejam (X, 7,R,M,I)um Sle A C X tais que:

a) Existe uma fungéo V : Uz — R, continua em UZ\M , satisfazendo as condicoes:

al) Dadosx € Uy \M et >0 com 7(x,[0,]) C Uy, tem-se V(7(x,1)) < V(x).
a2) Dadosy € Lt (x)N (Ug\A) et > 0 tais que, &(y, [0,7]) C L* (x) N (Uz \ A), existem

11, € [0,1] satisfazendo

V((y,1n1)) # V(Z(y,12))-
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b) Existem K € tx, com K compacto e #(K,[0,)) C K, e 0 € Ty tais que

KCKC O CUy
Entdo K C P(A).

Demonstracdo. Sejam x € K e t, = n, para todo n € N. Do item b), sem perda de generalidade,

podemos assumir que 7(x,,) fmare y € K. Logo, pela Proposicdo C.0.1, dado x € K
LT (x) #0. (4.52)

Assim, dado y € L (x), pela Proposi¢do C.0.1, existe uma sequéncia (t,) C R} com t, frage

tal que 7 (x,1,) {maresty Logo b) implica y € K, e assim, para todo x € K, obtemos

LT (x) CK. (4.53)

Afirmacdo 1: LT (x) \M C A.

De fato, sejay € LT (x) \ M. Pela Proposigdo C.0.1, existe uma sequéncia (s,) C R tal

que

sn' =500 e R(x,5n) =5y, (4.54)

Suponha, por contradi¢do, que y ¢ A. Desta forma, existe ¢ > 0 tal que
#(y,[0,7])NA =0, (4.55)

jdque (3,0, (y))) = 7(1,[0,¢(y))) e 7 é continua.

Como y € L™ (x) \ M, pela Proposi¢io C.0.4, #(y,s) € L™ (x) \ M para todo s € [0,1],
donde pela Proposicdo C.0.1, para cada s € [0,1], existe (#,) C R tal que

=500, 1, < sp e fi(x,ty) "= &(y,s). (4.56)

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que 7 (x,t,), & (x,s,) ¢ (AUM), paratodon € N,
devido a (4.54) e (4.56), respectivamente. Também, de (4.53) e b), temos que 7(x,s,) € Uy e
7t(x,t,) € Uy, para todo n suficientemente grande. Em sintese,

ﬁ(x7tn)7 ﬁ-(xasn) S UK\ (AUM)7 (457)

para n suficientemente grande. Como (7 (x,t,),s, —t,) = #(x,sy), condition al) e (4.57) im-
plicam
V(7(x,8,)) = V(T(T(x,t0), 80 —1n)) < V(7T(x,1,)),

donde a) e (4.57) implica

V(y) = lim V(7 (x,s,)) < im V(7 (x,2,)) = V(Z(y,s)) < V(y),

n—soo n—oo
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isto €,
V(y) = #(y,s), forall se[0,z].

Assim, 7(y,[0,7]) C LT (x) N (Uz\A) e V(y) = &(y,s), for all s € [0,], contradizendo a2).
Portanto, LT (x) \M C A.

Afirmacdo 2: L1 (x)NM C A.
Sey e LT (x)NM. Como y € M satisfaz STC, existe um A-tubo F(L,[0,21]) através de
y. Pela propriedade de tubo existe 1 > 0 tal que B(y,n) C F(L,[0,2A]). Defina
Hy = B(ym)NF(L(L2A)) e Hy=B(y.)NF(L[0,A]).

Pela Proposicao C.0.1, existe uma sequéncia (s,) C R tal que

sn' =500 e (x,5n) =5y, (4.58)

Suponha, a menos de subsequéncia, que #(x,s,) € H; para todo n € N. De (4.58),

podemos assumir que s, > /zl para todo n € N, donde b) implica, sem perda de generalidade,

K>7# <x, Sy — %) "2 e K. (4.59)
Note, também, que
F(L,(A2A)NM =0 (4.60)

devido a condi¢ao STC.
Como 7(x,s,) = (T (x,s, — ’21), %), podemos concluir que

o(#(xon-5)) =5+ ol 4.61)

para todo n € N.

Agora, mostremos que
7¢ M. (4.62)

De fato, como 7(x,s,) € F(L,(A,21]), pela defini¢do de tubo, para cada n € N, existem A, €
(A,2A] e A € [A,22] tais que A, "= A e

L3 n(fK(x,sn),An)

logo A = L. Por outro lado, (4.61) implica

ey o R A N Ny o A
X,8n) = X, 8n AN A X,8n 2 )2 )
€, portanto,

L> n(ﬁ.(x’sn)’kn) =7 (ﬁ. (X,Sn - &) ;& +Azn) ni‘x’ T (Z,%) c L7
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ou seja,
z€ F(L,(A,2A]).

De (4.60) segue que (4.62) vale. Dai, usando (4.61), a continuidade de ¢ em X \ M e o Teorema
A.0.7, obtemos

| >

6(2) = lim ¢ (n (—%)) =2 4 lim 0(7(x.5,)) =

n—soo n—eo

Agora, de (4.58), (4.59), (4.61) e da continuidade de 7, obtemos

~ Ry A A i ~ _& & n—r+o0 & o
n(x,sn)—ﬂ?<7r(x,sn—§>,5>—n(ﬂ<x,sn 2),2> — n(z,z)—y. (4.63)

Note que de (4.59) e (4.62) temos z € L (x) \ M, e assim, da Proposi¢do C.0.4,

T <z, {0, %)) =7 (z, {0, %)) CLT(x)\M, (4.64)

e assim, pela Afirmacdo 1, temos que

() -5(:p2)

donde, por (4.63), obtemos y = 7(z, %) € A. Neste caso, concluimos que L (x) "M C A.

Suponha agora, a menos de subsequéncia, que 7(x,s,) € H, para todo n € N. Entdo pelo
n——4oo

Teorema A.0.7, ¢ (7(x,s5,)) "= ¢(y), donde dado € (0,9(y)),
R, 50+ 1) = F(R(x,50),) = TR (x,0),0) "= T(0,1).
Logo, pela Proposigao C.0.1,
A1) =7n(y,1) €LT(x)\M, 1 €(0,0()).

Pela Afirmagdo 1, 7(y, (0,9 (y)) = #(y, (0,9 (y)) C A, donde y € A. Assim, L™ (x) "M C A.
Conclusdo, K C P(A). O

Teorema 4.3.2. Sejam (X, 7,R,M,I) um Sl e A C X tais que:

a) Existe uma func¢do V : Uy — R4, continua em Uy \ M, satisfazendo:

al) Dadosx € Uy \M et >0, com 7(x,[0,¢]) C Uy, tem-se V(7 (x,1)) < V(x).

a2) Dadosy € LT (x)N (Ug\A) e > 0, tais que 7(y,[0,7]) C LT (x) N (Ug\ A), existem
11,1 € [0,1] satisfazendo
V<ﬁ’-(y7t1) 7A V(ﬁ’-(y:tZ)‘

b) Existem K € Ty, com K compacto € #(K,[0,)) C K, e 0 € 1x tais que

ACKCKC O CUy.
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Entdo A € 7-atrator.
Demonstragdo. Estamos nas hipéteses do Lema 4.3.1, donde tx > K C P(A). O

O coroldrio a seguir € uma aplicacdo do Corolario 4.2.3 e do Teorema 4.3.2.

Corolario 4.3.3. Sejam (X,7,R,M,I) um SI, X localmente compacto, A C X e A compacto

tais que:

a) Existe ro > 0 tal que para todo r € (0,rg), I(B(A,r)NM) C B(A,r).
b) Existe uma fungdo V : Uy — R, continua em Uy \ M, tal que:

bl) xeA = V(x)=0.

b2) Dada (x,) C Uy tal que V(x,) =50 = d(x,,A) "5 0;

b3) Dados x € Uz \ M e1 > 0, com (x,[0.1]) € Uy, tem-se V (i(x.1)) < V().
)

b4) Dadosy € L (x) N (Uz\A) et > 0 tais que 7(y,[0,7]) C LT (x) N (U \ A), existem
t1,t € [0,t] com
V(#(y.n)) # V(a(yn).

Entdo A \ M é orbitalmente 7-estdvel e A é f-atrator.

Demonstrag¢do. Como A é compacto o Coroldrio 4.2.3 se aplica, donde A\ M ¢é orbitalmente

T-estavel.

Mostremos agora que A é F-atrator. Como X é localmente compacto e A compacto, existe

o € (0,rp) tal que

B(A,o0) CU; e B(A,a) é compacto. (4.65)
Defina
o
u= inf{V(z) L ze S(A,E> }
A condic@o b2) implica que p > 0. Defina agora

Ki{x€B<A,%> \M: V() < p}.

Entao
7(K,[0,00)) C K. (4.66)

De fato, seja x € K. Se existir fo > 0 tal que &(x,#) ¢ B(A, %), entdo, por a), estamos nas
hipéteses da Proposi¢ao C.0.7, donde existe T € (0, 1]

#(x,[0,7)) C B (A, %) e #(x,7) € IB (A, %) \ M. (4.67)
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Logo (4.67) implica 7 (x, [0, 7]) C U;. Agora usando a defini¢do de K, o fato de que x € Uy \ M,

b3) e a defini¢do de p, concluimos que
H<V(Z(x,T)) <V(x) <p.

Contradigdo. Portanto, 7(x,[0,e0)) C B(A, %).

Por fim, como M NI(M) = 0, temos que 7(x, [0,0)) "M = 0, para todo x € K. Assim,
por b3), obtemos que (4.66) é vdlida. Como K C B(A, ) K é compacto e

ACKCKCB(A,a) C Uy,
e juntamente com (4.66), segue do Teorema 4.3.2 que A € 7-atrator. L

Exemplo 4.3.4. Seja (R?, x,R,,M,I) um SI tal que (R?,,R ) é gerado pelo sistema

x(0) = xo,

em que f € C!'(R?) e xo € R?. Vamos assumir que ||[1(x) —I(y)|| < n|jx—|

, para todos x,y € M,
comn € (0,1).

Suponhamos ainda que o SI (R?, 7, R, M,I) satisfaga as hipéteses adicionais (H1),
(H2) e (H3). Sejam V € C' (R4, R, ) e A C RY um limitado tais que:
i) V(x) =0 <= x€A.
ii) Existe a > 0 tal que parax ¢ A, VV (x) - f(x) < —aV(x).
iii) Paratodox € M\ A, V(I(x)) < V(x);

iv) Paratodox € ANM, V(I(x)) =V (x).

Entio, o Coroldrio 4.3.3 implica que A \ M é orbitalmente 7-estdvel e A é #-atrator. De fato,

a) Se ANM = 0, segue do fato de A ser compacto que existe ry > 0 tal que B(A,rg) "M = 0,

donde I(B(A,r)NM) C B(A,r) para todo r € (0,r). Se ANM # 0, dado x € AN M segue
de i) e iv) que V(I(x)) = V(x) = 0, donde i) implica I(x) € A. Assim

I(ANM) C A. (4.68)

Também,

I (B (ZmM, %)) CB(I(ANM),r), r>0. (4.69)
De fato, dadostB(ZﬂM,%) ey=1(x'),comx’ € ANM, temos

17Ge) =yl = [[1(x) = 1) < mfle =,
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b)

b1)

b2)

b3)

b4)

logo,

inf  I(x)—y[[<n inf |x—¥|[<—n=r r>0.
yeI(ANM) X' €ANM n

Consequentemente, segue de (4.68) e (4.69),

1<B (ZﬂM,%)) CBUANM),r) C BA,r)=B(A,r), r>0.  (4.70)

Como

MAAQMCB@mMﬂmMcB(Ewm%)mM,

segue por (4.70),

1(B(A,r) N M) CI(B <ZﬂM,%) mM) C B(A,r), r> 0.

Dados 7y, it > 0 defina
Ug ={x€B(A,7): V(x) < u}.

Note, em particular, que V\UX é continua, ja que V € C' (R4, R ).
Se x € A C A, pela defini¢io de V, obtemos V (x) = 0.

Se (x,) C Uy é uma sequéncia tal que d(x,,A) "Z4% 0, entdio existem € > 0 e (Xn,) C ()
tais que, para todo k € N,
d(x,,,A) > €.

Como A é limitado temos que B(A, y) é compacto em R?. Assim, podemos assumir que

X, "= x € B(A, 1)\ A e, da continuidade da V e b1), V (x,,) “ 247 0.

Sejam x € Uy \ M e t > 0 tais que 7(x, [0,¢]) C Uz. Como

SV ((x,5)) = YV (1(x,5)) - (7(x.5)) < ~aV (7(x,5)),

para todo s € [0,1], segue da desigualdade de Gronwall que

V(r(x,s)) <e *V(x) <V(x),

para todo s € [0,¢]. Porém, pela condi¢@o iii), sabemos que V (I(x)) < V(x) sempre que x €
M\ A. Desta forma, concluimos que V (7 (x,t)) < V(x) para todo ¢ > 0 tal que %(x, [0,#]) C
Uy

Sejax € Uz tal que LT (x) N Uy \A#0. Tome y € L*(x) N Uz \A et > 0 tais que
7(y,10,¢]) C L™ (x) N Uz \A.

Como y ¢ A, a condigdo ii) implica que para s € [0,7],

SV (r(:5)) = YV (R0:5)) - F(7(55)) < ~aV (7(3,5)).

Pela prova do item b3), concluimos que

V(7 (x,s)) <V(x), paratodo s € [0,z].
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O préximo passo, € apresentar a reciproca do Corolario 4.3.3, que € o Coroldrio 4.3.7.

Lema 4.3.5. Sejam (X,7,R,M,I) um Sle A C X tal que A compacto, A é f-atrator e A\ M é
fi-estdvel. Entdo a fungdo W : P(A) — R definida por:
sup,cg, d(%(x,1),A) se x€P(A)\M,

W= d(x,A) se xeP(A)NM

satisfaz as seguintes condi¢des:
i) E continua em P(A) \ M.
ii) Se A é fi-estdvel = W é continua em P(A)\ (M \ A).
iii) x€A = W(x) =0.
iv) Dada (x,) C P(A) tal que W(x,) "=5°0 = d(x,,A4) "=570.
v) Dados x € P(A)\M et € Ry, entdo W (7 (x,t)) < W(x).
Demonstragdo. A fungdo W estd bem definida. De fato, dado x € P(A) \ M, por defini¢do
0 # L™ (x) C A. Assim, pela Proposi¢do C.0.5, obtemos LT (x) \ M # 0. Sejay € LT (x) \ M, dai
pela Proposi¢do C.0.1, existe (¢,) C R tal que
"5 e R(x,ty) =5y 4.71)
Como A\ M é fi-estavel e y € LT (x) \M C A\ M, existe § = &(y,1) > 0 tal que
7(B(y,8),[0,%0)) C B(A,1). 4.72)

Logo de (4.71) e (4.72), existe N € N tal que 7(x,1,) € B(y,0), para todo n > N, donde (4.72)
implica
R(x,[ty,0)) CB(A,1) = W(x) <sup{d (&(x,[0,ty]),A),1} < co.

i) Seja (wy) C P(A) com w, "= x € P(A) \ M. Como M N I(M) =0, I é continua em M ¢
¢ é continua em X \ M (Teorema A.0.6 ) segue, para todo k € N, que

(W)l =T (w((wa)_p, 0(wn) 1)) =571 (7, 9 (5 )))) =7,

O ((wa)) "= o (x)),

k
sup d(m((wa){,1),A) =5 sup  d(x(x,1),A)
0<r<¢((wn){)) 0<r<9(x)
c
SUP( sup d(%((wn);?,t),A)) = Sup< sup d(m (xk,),A)>-
keNo \0<r<o((wa){)) keNo \0<r<¢(x;)
Portanto,
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ii) Sejax € P(A)\ (M\A).Entio oux € P(A)\ M oux € P(A)NA. Pelo item i), basta verificar
a continuidade em x € ANM N P(A). Sejam (z,) C P(A) com z, "% xe e >0.Como A

é -estavel, existe & = §(x, €) tal que
#(B(x,8),[0,%)) C B(A,¢),

donde existe ng € N tal que #(z,,[0,0)) C B(A, €) para todo n > ng. Assim W(z,) < &,

para todo n > ng. Portanto,

W(z) "=570 = d(x,A) = W(x).

iii) Sejax € A. Se x € M entdo x € P(A) "M e, por defini¢io, W (x) = d(x,A) = 0. Se x ¢ M,
entdo x € A\ M. Como A\ M é fi-estavel, dado € > 0, existe § > 0 tal que

#(x,[0,00)) C #(B(x,8),[0,0)) C B(A,€).
Logo,

£(x,[0,00)) C [ B(A,€) = A4,

>0
consequentemente,

W(x) = sup d(&(x,t),A) = sup d(7(x,t),A) =0.

teR4 teRy

iv) Dada uma sequéncia (x,) C P(A) tal que W(x;,) "2%° 0, segue da defini¢io de W, a
seguinte convergéncia
d(xn,A) < W(x,) "=55°0.

v) Sejam x € P(A)\ M. Como M NI(M) = 0, segue que %(x,s) ¢ M para todo s > 0. Pela
Proposigio C.0.6, 7(x,s) € P(A) \ M para todo s > 0. Assim,

W(#(x,s)) = sup d(7(7(x,s),t),A) = supd(&(x,1),A) < sup d(7(x,1),A) = W(x).

teR, t>s teRy
[

Teorema 4.3.6. Sejam (X, 7,R,,M,I) um SI e A C X um subconjunto tal que A é compacto, A
é f-atrator e A\ M é fi-estavel. Suponha que exista ry > 0 tal que

I <B(A,r) ﬂM) C B(A,r), paratodo r€ (0,rg).

Entdo, existe uma fun¢do V : Uy — R, satisfazendo as seguintes condigdes:

a) V é continua em Uy \ M.

b) sexecA = V(x)=0.
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n—+oo

¢) Dada (x,) C Uy tal que V(x,) "=5°0 = d(x,,A) "=5°0;

d) Dadosx € Uy \ (MUA) et € Ry, com #(x,[0,t]) CUs \ (MUA), entdo V(7 (x,2)) < V(x).
Demonstragdo. Seja Uy = P(A) e defina a fungdo V : P(A) — R pela lei

W)+ o W(k(x,1))exp(—T)dT  se x€P(A)\M,
V(x) =41 se x€ (P(A)\A)NM
0 se xeANM,
em que W : P(A) — R é a fungio dada no Lema 4.3.5. Assim, V estd bem definida.

Inicialmente, notemos que da Proposi¢ao C.0.6, temos

fi(x,[0,00)) C P(A), paratodo x € P(A).
A funcdo 7+ W(&(x, 7)) é mensuravel para todo x € P(A) \ M, pois se x € P(A) \ M

entdo &(x,t) € P(A)\ M paratodot >0, m({7: &(x,-) ¢ C°}) =0e W é continua em P(A) \ M.

Além disso, pela condi¢do v) do Lema 4.3.5, obtemos
/ W(7(x,7))exp(—7 d‘L’S/ W(x)exp(—1)dT < oo,
0

para todo x € P(A)\ M.

a) Seja (x,) C P(A) tal que x, "=55" x € P(A) \ M. Para T # 1;(x), para todo k € N, temos da
Proposi¢do B.0.5 e da condi¢@o i) do Lema 4.3.5 que

n——+oo

W((x,, 7)) — W(ZE(x,T)),

consequentemente,
—1 n— +

W (7 (xp,7))e "= W (&(x,7))e " (4.73)

n—>+o0

Também, a condicdo i) do Lema 4.3.5 implica que W (x,) — W(x), donde W (x,) < C,
para algum C > 0, e para todo n € N. Segue do item v) do Lema 4.3.5, que

W (Z(xp,7))e " <W(xy)e © < Ce ® e L(]0,0)), T—qtp. 4.74)

Portanto, as condicdes (4.73) e (4.74) implicam as hipéteses do Teorema da Convergéncia

Dominada, donde
/W (6, 7)) exp (—)d7 "5 / W(#(x, 7)) exp (—1)dt
0

Portanto, V (x,) "Ry (x).
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b) Sejax € A. Se x € M entdo por defini¢io V (x) = 0. Se x ¢ M entdox € P(A)\M e W (x) =0

pelo item #ii) do Lema 4.3.5. Usando a condi¢do v) do Lema 4.3.5, obtemos
—1—/ 7))exp(—7 d‘rg/ W(x)exp(—1)dt=0.
0

c¢) Suponha que (x,) C P(A) seja uma sequéncia tal que V (x,) "25°0. Se (x,) admite uma
subsequéncia (x,, ) C M, segue da defini¢do da V que x,, € ANM paratodo k € N, e assim,

d(xp,,A) = 0 para todo k € N.
Agora, se (x,) admite uma subsequéncia (x,, ) C P(A) \ M, entdo

koo

W (o) + /O W (. 7)) exp (— 1) T 0.

Como W (x,,) > 0e [y"W(&(xn,,T))exp(—7)dt > 0, para todo k € N, segue que

W (x,,) =57 0.
Logo, pela condi¢do iv) do Lema 4.3.5, tem-se d(x,, ,A) gmarel)}

Portanto, segue de ambos os casos que d(x,,A) "=25" 0.
d) Suponhamos que, existam xo € P(A)\ (M UA) e s > 0 tais que
t(x0,[0,5]) C P(A)\ (MUA) e V(7(xo,s)) =V (xp). (4.75)
Segue de (4.75) e da definicdo de V que
W (% (x0,5)) — W (xo) + / 7(x0,5+ 7)) — W (% (x0,7))] exp (=7)d7 = 0.

Logo,
W (& (x0,5+ 7)) = W(R(x0,7T)), T—qtp. (4.76)

Afirmacao 1: Para todo ¢ > 0, temos
W (7 (xp,s+1)) = W(&(xo,1)). 4.77)
De fato, do contrério, utilizando a condi¢do v) do Lema 4.3.5, existe T > 0 tal que
W(#(xp,s+ 7)) < W(&(x0,7))- (4.78)

Para s > 0, tem-se m([7,7+s]) =s>0e

m (B <r, %) N[z, T+s]) >0, (4.79)

para todo n € N. Logo de (4.76) e (4.79), existe uma sequéncia (7,) C R satisfazendo

T, 2, > 1. t+s—1,>0tal que, para todo n € N,

W (#(x0,5+ T)) = W (#(x0, T))- (4.80)
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Como 7, > te 17, < T+s, n €N, segue da condigdo v) do Lema 4.3.5 a seguinte estimativa
W (7 (x0,5+Tn)) = W(R(Z(x0,T+5), T — 7)) < W(Z(x0,T+5)) < W(Z(x0,7T)),
donde, utilizando (4.80), concluimos
W (7 (x0,s+ 7)) = W(&(x0,T)), (4.81)

para todo n € N. Agora, note que, como 1, > 7, n € N, e xo ¢ M, pela Proposi¢do B.0.6,
existe (8,) C R4, By "Z5°0 com

7 (x0, B+ Ta) "5 R (x0,T) ¢ M,
donde das condicdes i) e v) do Lema 4.3.5 e (4.81), obtemos
W(t(x0, 7)) = lim W (E(s0. B, + %) < lim W (#(10,5) = W (A(s0.5+ ),

contradizendo (4.78). Portanto, a Afirmacgao 1 € vdlida. Consequentemente,

W (7 (xp,ns)) =W(xp), paratodo neN. (4.82)

Afirmacao 2: Dado € > 0, existe 79 > 0 tal que
ﬁ(x07 [t()?oo)) - B(A? 8)' (483)

De fato, como xo € P(A) = {x € X : 0 # L(x) C A}, temos que L(x() # 0, donde pela
Proposigdo C.0.5, L(xg) \ M # 0. Seja y € L(xo) \ M. Entdo pela Proposicdo C.0.1, existe

uma sequéncia (t,) C R tal que
A(x0,10) "=y €A\ M. (4.84)
Seja € > 0. Como A\ M é %-estdvel, existe § > 0 tal que
T(B(y,6),(0,%0)) C B(A, ),

donde (4.84) implica na existéncia de um natural ny > 0 tal que 7 (xo,?,) € B(y,d), para
todo n > ng. Assim,

ﬁ:(ﬁ(xo?tno)a [0,0)) C B(A, ¢),
ou seja,

7L(x0, [tny,°)) C B(A, ).

Assim, a menos de subsequéncia, a compacidade de A e a Proposicdo C.0.1, implicam

— o0 =

#(xo,ns) "= a € L(xp). (4.85)
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Sea € L(xg) \M entdoa € A\ M, pois xo € P(A) ={x€ X : 0 # L(x) CA}. Assim, existe
uma sequéncia (a,) C A tal que a, ey ¢ M, donde as condigdes i) ¢ iii) do Lema 4.3.5

implicam
n— oo

0=W(a,) — W(a) = W(a)=0.
Logo, de (4.82), (4.85) e item i) do Lema 4.3.5, obtemos

n—y+oo

W(xo) =W (@t(xg,ns)) — W(a) =0 = W(xp) =0,
o que é um absurdo, pois xo & A e pela definicio de W,

W (xp) > d(x0,A) = d(x0,A) > 0.

Agora consideremos o caso a € L(xg) N M. Como a € M satisfaz STC, existe um A-
tubo F(L,[0,2A]) através de a. Pela propriedade de tubo existe n > 0 tal que B(a,n) C
F(L,[0,24]). Defina

Hi = B(a,n)NF(L,(A,21]) e Hs=B(a,n)NF(L,[0,A)]).

(>

Se 7 (xo,ns) € Hy, amenos de subsequéncia, segue do Teorema A.0.7 que ¢ (7% (xq, ns)) "—

0. Desta forma,

7(x0,ns+ ¢ (7 (xo,n5)) = (7 (x0,ns), ¢ (7 (x0,n5))) = 1(7(F (x0,15), ¢ (7 (x0,15)))) "= (),

e assim pela Proposicido C.0.1,1(a) € L(xg) \M C A\M e W (I(a)) = 0. Mas (4.77) implica
W (7t (xg,ns + @ (R(xp,ns)))) = W (& (x0, (7 (x0,n5)))), neN,
donde xo ¢ M e ¢ (7(xo,ns)) "Z%° 0, implicam pela Proposicdo B.0.2
n——+oo

W (7 (x0,ns + ¢(7(x0,n5)))) = W (Z(x0, ¢ (Z(x0,n5)))) — W(x0).

A condigdo i) do Lema 4.3.5 implica W (xg) = W (I(a)) = 0, contradizendo a defini¢do de
W, uma vez que xy ¢ A.

Se 7(xo,ns) € Ha, a menos de subsequéncia, segue do Teorema A.0.7 que ¢ (% (xo, ns)) "=

¢ (a). Pela Observagdo B.0.4, existe uma sequéncia (g,) C R tal que g, "ZX0e
~ ~ n——+oo o
f(xp,ns+s+¢&,) = &(A(x0,ns),s+ &) — #(a,s),
donde pela Proposi¢ao C.0.1,
fi(a,s) € L(xo) \M CA\M = W(#(a,s)) =0.
Mas (4.77) implica que

W (& (x0,ns+ &, +5)) = W(R(x0,&n))-
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Logo, pela Proposicdo B.0.2, obtemos

n——+oo

W (& (xo,ns+ &, +5)) = W(R(x0,€)) — W(xo),
e, assim, concluimos que W (xp) = W(#(a,s)) = 0. Mas isso contradiz a defini¢do de W,

uma vez que xo ¢ A.

Em ambos os casos chegamos a uma contradicio. Portanto, (4.75) nao pode ocorrer. [

Para finalizar este capitulo, apresentamos o Corolério 4.3.7, que € a reciproca do Coroldrio
4.3.3.

Corolario 4.3.7. Sejam (X, 7,R,,M,I) um Sl e A C X um subconjunto tal que A é compacto,

A é fi-atrator e A\ M é orbitalmente #-estdvel. Suponha que exista ry > 0 tal que
I(B(A,r)NM) C B(A,r),
para todo r € (0, rp). Entdo existe uma funcdo V : Uy — R satisfazendo as seguintes condigdes:

a) V é continua em Uy \ M.

b) Sexe A = V(x)=0;

n—r—+oo

"ZER0 = d(x,,A) "=570;

c¢) Dada (x,) C Uz com V(x,) —
d) Dados x € Uy \M et >0, com 7(x,[0,7]) C Uy, entdo V(7 (x,1)) < V(x);

e) Dados y € L (x) N (U \A) e t € Ry tais que 7(y,[0,7]) C LT (x) N (Ug\A), existem
11,1 € [0,1] satisfazendo

( (yvtl)) 7& V( (yaZZ))

Demonstragédo. Considere Uy = P(A) e a fungdo V : P(A) — R, definida no Teorema 4.3.6. Os
itens a),b) e ¢) seguem dos itens a),b) e ¢) do Teorema 4.3.6. O item e) segue pelo item d) do

Teorema 4.3.6.

Para demonstrar o item d), sejam dados x € Uy \ M e t > 0 tais que 7(x, [0,7]) C Uy,
temos que 7(x, T) ¢ M para todo T > 0, pois M NI(M) = 0. Segue do item v) do Lema 4.3.5, que

V(#(x,1)) = W(F(x,1)) +/ W(#(x,t +7))e fdr:W(fz(x,z))+/0°°W(fz(ﬁ(x,r),z))e—fdr

X+ /0 TW(R(x,1))e T = V().
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APENDICE

A CONTINUIDADE DA FUNCAO ¢

Apresentaremos aqui, resultados sobre a continuidade da funcdo ¢ (veja Definicao 2.1.7),
que possui muitas aplicagdes em sistemas impulsivos (CIESIELSKI, 2004a) e, em geral, tem um
papel fundamental em na teoria de estabilidade. Para tanto, assumiremos que o SI (X, 7w, R, M, 1)
satisfaz a hipétese adicional (H1). As referéncias utilizadas neste apéndice sao (CIESIELSKI,
2004a) e (CIESIELSKI, 2000).

O primeiro resultado verifica a boa defini¢do da funcdo de impacto ¢.

Proposicao A.0.1. A fun¢do ¢ apresentada na Defini¢do 2.1.7 estd bem definida.

Demonstragdo. Dado x € X, temos que se (U, 7(x,7)) "M # 0, entdo existe s > 0 tal que
w(x,s)eM e m(x,t)¢EM, te€(0,s).
De fato, caso contrdrio, existe uma sequéncia (s,) C R tal que s, "0 e
n(x,sp) €M, neN. (A.1)

Como M = M e & é continua, a condi¢do (A.1) implica x € M. Mas do item iii) da Defini¢do
2.1.5, existe €, > 0 tal que
7(x,(0,&))NM =0, (A.2)

€ Como s, "0, existe np € N tal que s, € (0,€,) para n > ng, donde por (A.2), m(x,s,) ¢ M
para n > ng, contradizendo (A.1). OJ

O préximo resultado auxiliar nos diz que dado uma A-se¢io (Definig¢do 2.3.1), podemos
obter outras se¢des diminuindo A. Tal resultado foi introduzido por (CIESIELSKI, 2000).

Proposicdo A.0.2. Se S é A-se¢do através de x entdo, dado n € (0,4], S é n-se¢do em x.

Demonstragdo. Defina Ly = F(L,,A —1). Entdo vale as condi¢des da Defini¢do 2.3.1, pois:



84

APENDICE A. A continuidade da funcdo ¢

a)
b)

Como S é A-seciio através de x, temos que S =S e x € S.

Como Ly =F(Ly,A—1n)={z€X: w(z,A—n) €L, }, wécontinua e L) = L,, segue
que Ly = Zn- Ainda, pela Definicdo 2.1.3, temos

F(Ly,n)={zeX: n(z,n) €Ly} =
—{zeX:na(m(zn),A-n)ely={zeX: m(z,A) €L} =F(Ly,A) =S.

Primeiramente, mostremos que

F(L;,[0,A —nUA+1,24]) = F(Ly,[0,A —nUA +1,24]).  (A3)

De fato, seja (x,) C F(Ly,[0,A —1]U[A +1,2A]) uma sequéncia tal que x, "~ x* € X.
Pela Definic¢do 2.1.3, 7(x,,1,) € L) para algum ¢, € [0,A —n]U[A +n,2A4]. Sem perda

de generalidade, vamos assumir que 7, € [0,A — 1] para todo n € N. Como [0,A — 1]
€ compacto, podemos assumir também que ¢, " re [0,A —n]. Como x, fmarg x*,
L; = L; e 7 é continua, entdo 7(x*, T) € Ly, ou seja, x* € F(Ly,[0,A —n]U[A +n,24]).

Agora, tome x € S = F(Ly,A). Como A ¢ [0,A —n]U[A +1n,24], segue do item d) da
Defini¢do 2.3.1 que x ¢ F(L;,[0,A —n]U[A +n,2A]). Dai, por (A.3), existe & > 0 tal
que

B(x,e1) NF(Ly,[0,A —n]U[A +7,24]) = 0. (A4)

Também, pelo item ¢) da Defini¢do 2.1.3, existe & > 0 tal que
B(x,&) C F(Ly,[0,2A]). (A.5)

Portanto, de (A.4) e (A.5), existe € > 0 tal que B(x,€) C B(x, &) N B(x, & ). Consequente-
mente,
B(X,S) - F(Ln7 [07217])7

pois dado y € B(x,¢), segue de (A.5) que existe ¢ € [0,21] tal que 7(y,7) € L) . Tome
s =t+mn —A.Entdo s € [0,2n], jd que (A.4) implica A — 1 <t < A + 7. Logo,

”(”(%H‘Tl—l)al—n) :ﬂ(y,t) eLl = )’GF(Lm[O»Zn])
Dados u, v € [0,2n], temos F(Ly,-) = F(F(Ly,A —n),-) = F(Ly,A —n +-). Entdo
F(LT'qu) N F(Lnav):F(Llyl_nﬂL.u)mF(Lbl_n*‘V):@,

pois S é uma A-se¢do através de x.

O préximo resultado, € uma importante consequéncia da Proposi¢dao A.0.2.
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Proposicao A.0.3. Se S é A-secio através de x que satisfaz STC entdo, dado 1 € (0, 4], temos

que S € n-se¢do através de x que satisfaz STC.

Demonstragdo. PelaProposi¢do A.0.2, S é n-se¢do através de x. Mais ainda, S = F (Ly, [0,21]) N
M. De fato, dado y € F(Ly,[0,2n]) "M temos que 7(y,t) € Ly = F(Ly,A — 1), para algum
t €10,2n]. Logo, n(y,t +A —n) = w(xw(y,t),A —n) € L,. Portanto, y € F(L,,[0,2A4]NM = S,
jdquer+A—n <2n+A—n=24+n <2A.Poroutro lado, dadoy € F(Ly,n) =S C M temos
yEMer(y,n) € Ly. Portanto y € F(Ly,[0,2n]) N M. O

Passaremos agora, a apresentar alguns resultados de continuidade da funcdo impacto
¢. Como é possivel observar, a condicdo STC (Defini¢do 2.3.2), tem papel fundamental nos

resultados que seguem, o que exemplifica sua importancia em sistemas impulsivos.

Teorema A.0.4. Se x € M entdo ¢ ¢ semicontinua superiormente x.

Demonstragdo. Sejam x € X, (x,) C X tais que xy, "X xee>0.Se ¢ (x) = oo, entdo

limsup ¢ (x,) < oo = 9 (x).

Se ¢(x) < oo, segue da defini¢do da fungdo ¢ que y = w(x,¢(x)) € M e w(x,(0,¢(x)) "M =
0. Como y € M satisfaz STC, podemos tomar uma A-se¢do S através de y. Sem perda de
generalidade, considere € < min{¢(x),A }. Pela Proposicao A.0.3, S € uma e-se¢do através de y.
Em particular, do item ¢) da Defini¢do 2.3.1, existe & € 1x tal que y € & C F(L,[0,2¢]), donde
existe 0 > 0 tal que

n(B(x,8),¢(x)) C 0 C F(L,[0,2¢]), (A.6)

ja que 7 é continua. Como x, fmareyhy (A.6) implica que existe ng tal que 7(x,,9(x)) € O C
F(L,[0,2¢€]) se n > ng. Segue da Defini¢do 2.1.3, para n > ng, que existe #, € [0,2¢] tal que

(7 (s O (x) + 1y — €),€) = T, §(x) + 1) = T(A (30, §(x)), 1) € L, (A7)

ou seja, (x,, d(x) —e+1,) € F(L,€) =S C M, donde segue da definicdo da ¢ (Definigdo 2.1.7
) e (A7),
O(xn) <O(x)+1,—<P(x)+2e—e=0¢(x)+€ n>n.

Portanto, limsup ¢ (x,,) < ¢(x). O

Teorema A.0.5. Se x ¢ M entdo ¢ é semicontinua inferiormente em x.

Demonstracdo. Seja (x,) C X uma sequéncia tal que x, "Z1° x. Suponha que ¢ (x) =comas T =
liminf ¢ (x,) < o. Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢ (x;,) "5 T, Como M =
M, obtemos 7 (x,,, d (x,)) fmary m(x,T) € M.Logo, oo = ¢(x) < T < e 0 que é uma contradigo.
Portanto,

liminf @ (x,,) = o0 = @(x).
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Agora, suponha que ¢(x) < o. Seja (x,) C X uma sequéncia tal que x, "ZH° % mas

liminf¢(x,) =T < ¢(x). A menos de subsequéncia, vamos assumir que ¢ (x;) "ZX° T. Ento

existe np € N tal que x, ¢ M e ¢(x,) < oo para n > ng. Como 7(x,, ¢ (x,)) € M, & continua e
M = M, obtemos 7t(x,T) € M dondexe Mse T =0o0u ¢(x) <T < ¢(x) se T > 0, o que é uma

contradi¢cdo. Assim, concluimos que
liminf @ (x,) > ¢ (x).

]

Como consequéncia dos Teoremas A.0.4 e A.0.5, temos que a condi¢do STC implica na

continuidade da func¢io impacto ¢, fora do conjunto impulsivo M.

Teorema A.0.6. A funcdo ¢ é continua em X \ M.

Demonstracdo. Seja x € X \ M. Pelo Teorema A.0.4, ¢ é semicontinua superiormente em x e

pelo Teorema A.0.5, ¢ € semicontinua inferiomente em x. O]

No que segue, apresentamos um resultado de convergéncia da funcao ¢, que é funda-

mental para tratar de estabilidade em sistemas impulsivos.

Teorema A.0.7. Sejam x € M, S uma A-se¢ao através de x que satisfaz STC e 6 > 0 tal que
B(x,8) C F(L,[0,2A]). Considere os conjuntos

Hi = F(L,(A,2A))NB(x,8) e H,=F(L,[0,A])NB(x,).

F(L,(A,2]) F(L,[0,4])

Figura 9 — Hy = F(L,(A,2A)) NB(x,8) e H = F(L,[0,A)) NB(x,5).

As seguinte afirmacdes sdo vélidas.

a) Dada uma sequéncia (x,) C Hj tal que x, "Ry — ¢ (x2) e,

b) Dada uma sequéncia (x,) C H, tal que x;, TR = O (xp) jmarg O (x).
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Demonstra¢do.  a) Como x, € Hy, para todo n € N, segue que 7(x,,A,) € L paratodon € N

b)

com A, € (A,21]. Assim,
(7w(xp, Ay —A),A) = w(xn, Ay) €L,

donde 7(xy, Ay —A) € F(L,A) =S=MNF(L,[0,24]) C M, para todo n € N, jd que x
satisfaz STC. Consequentemente, da definicdao de ¢ (Defini¢do 2.1.7),

0<@(xy) <A —A, neN. (A.8)

Como A, € [A,22], podemos assumir que A, "—5° ¢ € [A,24]. Como 7(x,,A,) e L=Le

7 é continua, segue que 7(x,#) € L. Assim, x € F(L,t)NS. Como S é uma A-se¢do através

de x, concluimos que r = A. Dai A, "2 A e, de (A.8), obtemos ¢ (x;) "2,

Seja (x,) C Hy uma sequéncia tal que x, "~ x € M. Note que 7(x, (0,A]) "M = 0, pois
x satisfaz STC, e w(x,A) € L. Como (x,) C H,, também temos

T(xn, (0, T, ) "M =0 e m(x,,T,) €L,
para algum 7, € [0,A], n € N. Sejam w = w(x, A1) e w,, = w(x,, Tp,), n € N. Dai,

dx)=A+0(w) e @xn)=T,+¢(w,), neN.

Afirmacao: 7, fmareyy
De fato, como [0,A] é compacto, podemos assumir que 7, "R T € [0,A]. Segue da
continuidade da 7 e do fato de L ser fechado que

(x,T*)eL = x€ F(L,T").

Como F(L,A)=Sex €S, obtemos x € F(L,T*)NF(L,A). Pela condi¢do d) da Defini¢do
2.3.1, devemos ter T* = A. Isso prova a afirmacéo.

. —+oo
Assim, T, =5 L e

Wa = 0(xtn, T) "= w(x,A) = w & M.

Pelo Teorema A.0.6, obtemos ¢ (w,) "=~ ¢ (w). Portanto,

0 (xn) = Ty +d(wn) "5 A+ 9(w) = $(x).
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PROPRIEDADES DE CONVERGENCIA DE 7

Tendo em vista a Defini¢cdo 2.2.1, € razodvel esperar que 7 ndo seja continua. No entanto,
como apresentaremos aqui, existem resultados sobre a convergéncia da fun¢do 7 que sado uteis
para o estudo da estabilidade. No que segue, assumiremos que o SI (X, 7, R, M, 1) satisfaz as
hipétese adicionais (H1), (H2) e (H3). As referéncias utilizadas neste apéndice sdo (BONOTTO
et al., 2015) e (BONOTTO; GIMENES; SOUTO, 2016).

O primeiro resultado € a propriedade de concatenagdo - ou propriedade de semigrupo -

para a func¢do 7.
Proposicao B.0.1. Para quaisquerx € X et,s € [0,7(x)),comt+s € [0,T(x)),
A(T(x,2),8) = T(x,1+5).
Demonstracdo. Sejax € X. Se ¢(x) = o entdo & = 7, donde temos a tese, pela defini¢do de
(X,m,R;) (Definigdo 2.1.1).
Se ¢ (x) < oo, tomet,s € [0,T(x)) comt+s € [0,T(x)). Definay = 7(x,). Pela Defini¢do

2.2.1, existem k, [ € Ny tais que

t=n(x)+1, 0<1' <o(x) e @(x,1t) =nm(x;,1") (B.1)

s=0(y)+s', 0<s' <o) e 7(y,s) =0y ,s"), (B.2)
sendo fo(x) =to(y) =0e
j—1 j—1
) =Y o(x") e ;(») =) (), para j>1.
i=0

i=0

Note que (B.1) implica ¢(y) = ¢(x;") —¢’, donde y}“ = x,:Lj para todo j € {1,...,l}. De
fato, por defini¢do, temos y{" = I(n(y,¢(v))) e x ", = I(m(x ,0(x())). Mas n(y,¢(y)) =
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m(rw(xf 1), 0(x0) —1') = m(x7,0(x)) donde temos y = x, . Supondo, para j < I, vale

+ ot 3
Vi =%kt entao

yl+ = I(”(y;r—lv‘p()’;r—l))) =1(7T(XI+1_1’¢(XZ+1—1))> ZXZH'

Logo, concluimos
k+1-1

-1
ny)=Y o07) =Y o)1
i=0 j=k

Consequentemente,
t+s=tx)+t'+150)+5 =t (x)+5, (B.3)

com 0 <" < ¢(y) = ¢(x,,). Isso mostra que
T(x,t+5) =n(x ). (B.4)
Assim, (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4) implicam
T(7(x,1),5) = 7y, s) = n(y),s') = m(x,,s") = Alx, 1 +5).

]

A partir de agora, investigaremos a convergéncia da funcdo 7. Como dissemos anterior-
mente, € esperado que tal funcdo ndo seja continua, mas, em alguns casos, € possivel fazer uma

corre¢do na varidvel temporal, e obter certos tipos de convergéncia.

n——o0
—

Proposicio B.0.2. Sejam x € X\ M, (x,) C X e (o) C Ry tais que x, "—5° x ¢ 0, 0.

Entao,

7T (xn, O) "5k

Demonstracdo. Se ¢(x) = oo, 0 resultado é vélido pela continuidade da 7. Suponha ¢ (x) < eo.

2 , . —>+o0 .
Do Teorema A.0.6, ¢ é continua em X \ M. Por esse motivo, como x;, marey ¢ M, existe ny € N

tal que

3¢(x)
2 )

¢ (x)
> < O(xy) <

para todo n > ng. Agora, como o, imary 0, podemos assumir que 0 < o, < ¢(x,), para n > ny,

pois ¢ (x,) > @ > 0. Da continuidade de 7, obtemos

7 (%, ) = T0(%n, O) "= 7(x,0) = x.
0

Proposicio B.0.3. Sejam x € X \ M e (x,) C X tais que x, "Z1° x. Entdo, dado t € R, existe
(g,) C Ry tal que g, "ZE0e

F(xXp,t 4 8) "= 7 (x,1).
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Demonstracdo. Suponhamos, inicialmente, que ¢ (x) = +o. Segue do Teorema A.0.6 que ¢ é

continua em X \ M, donde, existe ng € N tal que ¢(x,) > ¢, para todo n > ng. Logo,
~ n——-oo ~
R(xp,t) = w(xp,t) — 7w(x,t) = &(x,1).

Neste caso, bastar tomar &, = 0, para todo n € N.

Agora, suponhamos que ¢ (x) < 4oo. Assim, existe k € Ny tal que 7 € [t (x), 11 (%)),

donde
f(x 1) =m(x,t"), t=n(x)+1, 0<1' <o(x), (B.5)
k=1
em que fo(x) =0en(x) =) o(x])sek>1.
j=0

Da continuidade de 7 em X x R, ¢ em X \ M (Teorema A.0.6),IemMeMNI(M) =0,
obtemos ¢ (x;,) gmare o(x)e,para j=1,...,k,

0((6)T) = OU(E((x) 1, 0 () 1)) =5 0(U(R(xT 1 0(x ) = 0(x)).  (B.6)
Dai,

k—1
() = Y o)) =5 e (x). (B.7)
Jj=0

Defina €, = 13.(x,) — tx(x) + |tx (xn) — 1x(x)|, n € N. De (B.7), tem-se &, "2%70. Agora, de (B.5)
e (B.6), existe ny € N tal que se n > ny,

' < o((xn)]). (B.8)
De (B.5), (B.8) e da defini¢do de €,, para n > no,
72 (o, e (x) 1"+ () — (%) + [t () — 24 (x) )

R (Xnyt + &) = (X,
2 (st + 11 (n) + (11 (n) — 1 (2) )
(7
(n

(B.9)

I
(\41

(6, "+ 1 (xn)), 11 () — ()]
()i 51"), [t (m) — 1 (0)1).
Como 7(x;",1') ¢ M, pois I(M) "M = 0, segue de (B.5) que

w((x) 1) "5 w1 = 7 (x,0).

Assim, dessa ultima convergéncia, juntamente com (B.9) e a Proposicao B.0.2, obtemos

(st + &) "5 #(m(x],1),0) = #(x,1).

]

Observacio B.0.4. Sejam x € M, S uma A-secdo através de x que satisfaz STC e 6 > 0 tal
que B(x,6) C F(L,[0,2A]). Considere o conjunto Hy = F(L,[0,A]) NB(x,d). Sejam t € R

e (x,) C H, uma sequéncia tal que x, "2 x Analogamente a prova da Proposi¢cdao B.0.3,

podemos obter uma sequéncia (f3,) C R tal que 3, "ZX0e

) n—>+°° (

7K (xp,t + B x,1).
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Agora, veremos que dado x € X \ M, a fun¢do 7(x,-) é descontinua no maximo, em um

conjunto enumeravel, como sugere a defini¢do de 6rbita impulsiva (Definicdo 2.2.1).

Proposiciio B.0.5. Sejam x € X\ M, t € R, (x,) C X e (A,) C Ry, tais que x, "=5" x, 1 #

k—1 n—r—+o0 ~
Y ¢(x;), paratodo k € N, e A, "— t. Entdo,
i=0

7 (%, An) "5 7 (x,1).

Demonstragdo. Set = 0, o resultado segue pela Proposi¢ao B.0.2. Se t > 0, seja k € Ny tal que

1e(x) <t <ty (x),

k=1 oo
emquefo(x) =0ef(x) = ¥ ¢(x;") se k> 1. Como fizemos em (B.6), segue que ¢ ((xn);r) fars
i=0

xT),paratodo j=0,1,2,...,k. Como A, "2t existe ng € Ntal que A, € (t(xn), 151 (xn)),
J

para todo n > ng. Como #(xy,) farelh (x), concluimos
~ oo ~
7 (X, M) = ()53 A — 11 (30)) "= (7, — (%)) = R (x,1).

]

Analogamente a Proposi¢ao B.0.3, o préximo resultado é mais um tipo de corre¢do que

€ possivel ser feito na varidvel temporal, de maneira que se obtém convergéncia.

Proposicio B.0.6. Sejamx € X\ M, 1 € Ry, (x,) C X e (A,) C Ry, tais que x, "—=5 " x, A, "= ¢

e A, >t para todo n € N. Ento, existe (f3,) C R tal que 3, "ZH0e

(X, A+ B) "5 R (x,1).

Demonstracdo. Como paracadan € N, A, >1,e A, ot t, podemos escrever A, =t + a,, com

ay, "Z1°0. Pela Proposi¢do B.0.3, existe uma sequéncia (g,) C Ry tal que g, "2 0e

F(Xps A — Oty + €0) = R(xn 1+ €) "= F(x,0) & M, (B.10)

n——+o0

pois I(M) M = 0. De (B.10) e || marey)} segue da Proposicao B.0.2 que

7 (Xpy A+ | Q| — Oy + €)= F(F (X, A — U + €0), || ) =57 F(x,1).
Defina 3, = |o,| — 0, + €, > 0, n € N. O
Proposicao B.0.7. Sejam x € X, € R, e (t,) C R, uma sequéncia tais que ¢, " e th >t,

n € N. Entdo,

7(x, 1) "5 7 (x,1).
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Demonstragdo. Se ¢(x) = oo, o resultado segue da continuidade da 7. Suponhamos que O(x) <
. Entdo, existe k € Ny, tal que 7(x) <t < f541(x), em que fp(x) = 0 e 1 (x) = ): P (x) se

k > 1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que t,, € [f;(x),#11(x)), para todo neN.
Segue da defini¢do de drbita impulsiva (Definicdo 2.2.1) e da continuidade da 7,

k-1
R(x,ty) =7 (x,j,t,,— ;)¢(xi+)> nte (xk . Z o(x ) 1),
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APENDICE

CONJUNTOS LIMITE E PROPRIEDADES DE
INVARIANCIA

Neste apéndice, apresentaremos resultados sobre conjuntos limites e invariancia. Para
tanto, assumiremos que o SI (X, 7w, R, M, ) satisfaca as hipéteses adicionais (H1), (H2) e (H3).
As referéncias utilizadas nesse apéndice sdo (BONOTTO; DEMUNER, 2013), (BONOTTO;
GIMENES; SOUTO, 2016), (BONOTTO; SOUTO, 2019) e (BONOTTO; FERREIRA, 2015).

O primeiro resultado neste sentido € dar uma caracterizacdo via sequéncias para o

conjunto 6mega limite e o conjunto prolongado, das respectivas Defini¢cdes 2.4.3 e 2.4.4.

Proposicao C.0.1. SejamA CXeyeX.

a) y € LT (A) se, e somente se, existem sequéncias (x,) C A e (t,) C R, tais que

oo - oo
t, T e ﬂ(xn,t,,)n—> s

b) y € D" (A) se, e somente se, existem sequéncias (x,) C X e (t,) C R, tais que

Demonstragdo.  a) Sey € LT(A), da Defini¢do 2.4.3, para todo n € N, tem-se y € U (A, 7).
™>n
Assim, dado n € N existe y, € >, (A, T) com

1 N
d(ymy) < ;l € Yn= n'(xnafn)a X, €A, T, >n.

Por outro lado, dado ¢t > 0, como ¢, o oo, existe ng € N tal que ,, > ¢ para todo n > ny.
Dai, T(xp,t,) € U (A, T) para todo n > ng. Logo, y € LT (A).

>t
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- 1
b) Seye€ D (A), da Defini¢do 2.4.4, para todo n € N, tem-se y € U 7T <B (A, —> ,t) . Segue
n
>0

1
que, para todo n € N, existe y, € U 7T (B <A, —) ,t) tal que
n

t>0

1 1
d(yn,y) < o Yn = R(xn,tn), xn €A, d(x,,A) < . e t,>0.
Por outro lado, dados € > 0 e r > 0, existe ny € N tal que x,, € B(A, €), para todo n > ny.

Assim 7 (x,,1,) € U 7(B(A,€),t), para n > ng. Portanto, y € D (A).
t>0

]

No caso de conjuntos relativamente compactos, podemos caracterizar o conjunto prolon-

gado, conhecendo o conjunto prolongado dos elementos de seu fecho.

Proposi¢io C.0.2. Seja A C X com A compacto. Entdo,

DT (A)= U D" (a).
acA
Demonstragéo. Sejay € DT (A). Pela Proposi¢io C.0.1, existem sequéncias (x,) C X e (t,) C R,
tais que d(x,,A) "ZE0e 7 (xnyty) "Z%y. Da definigdo de d (x,A), para cada n € N, existe
a, € A tal que
1 _
d(x,an) < Z%—d(x,,,A). (C.1)
Como A é compacto, a menos de subsequéncia, podemos assumir que a, "Z1° 4 e A. De (C.1)
vem

n—r o0

d(xp,a) < d(xp,a,)+d(an,a) A 0,
donde pela Proposi¢io C.0.1,y € D™ (a), a € A.

Por outro lado, pela Proposi¢do C.0.1, temos (J,.s D" (a) C D (A). Como d(-,A) =
d(-,A), temos D" (A) = Dt (A). Portanto, J,.5 D" (a) C D" (A) = D" (A). O

Do Exemplo 2.3.3, sabemos que para sistemas dindmicos sem impulsos, se A C X é
invariante entdio A o é, o que nio ocorre em sistemas impulsivos. No entanto, o préximo resultado
nos diz o que aquele exemplo sugere: a invaridncia de A em sistemas impulsivos, supondo A C X

invariante, s6 pode ser destruida por elementos do conjunto impulsivo M.

Proposi¢io C.0.3. Se A C X é Z-invariante, entdo A \ M é fi-invariante.

Demonstragédo. Sejam a € A\ M et > 0. Entdo existe uma sequéncia (x,) C A tal que x,, fmarey

Pela Proposicao B.0.3, existe uma sequéncia (g,) C R tal que &, "ZE0e

AD R(xp,t + &) "= #(ay1),
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ja que A é f-invariante. Portanto, usando o fato de que I(M) M = 0, segue que 7(a,t) €
A\M. O

Proposi¢io C.0.4. Os conjuntos LT (A)\ M e D™ (A)\ M sdo #-invariantes.

Demonstracdo. Sejamy € LT(A)\ M et > 0. Pela Proposic¢io C.0.1, existem sequéncias (x,) C

Ae (1,) C Ry tais que 1, " e 7 (xn, 1) "ZH° 5. Como y ¢ M, segue da Proposic¢ao B.0.3,
. n——+oo

que existe (g,) C Ry talqueg, — Oe

R (Xpstn + 1+ €) = F(A(tn 1), 1 + &) "= 7y, 1). (C.2)

Como t, +1+8&, "—5 o e (x,) C A, pela Proposicdo C.0.1 e (C.2) implicam 7(y,z) € LT(A).
Como I(M)NM = 0, segue que %(y,t) € L*(A)\ M. Portanto, L™ (A) \ M é #-invariante.

Sejam y € D*(A)\ M e t > 0. Pela Proposi¢io C.0.1, existem sequéncias (x,) C A e
(tn) C Ry tais que d(x,,A) "=5° 0 e 7 (x, 1,) "=~ y. Como y & M, segue da Proposicdo B.0.3,
que existe (g,) C Ry tal que g, "2 0e

R (st +1 + €0) = F(R (X, 1), 1 + &) "5 F(y,1). (C.3)

Como (t, +1+¢€,) C R4 e (x,) C A, aProposi¢do C.0.1 e a condicdo (C.3) implicam 7 (y,t) €
DT (A). Como I(M)NM = 0, segue que % (y,t) € DT (A)\ M. Portanto, D" (A) \ M é f-invariante.
[

O préximo resultado nos diz que se o conjunto dmega limite de um ponto € nao vazio,
entdo o é tirando os pontos do conjunto impulsivo M. Em particular, tal resultado € uma aplicagdo

do estudo da continuidade da func¢do impacto, que se expressa neste trabalho, no Teorema A.0.7.

Proposicio C.0.5. Se LT (x) # 0, x € X, entdo L™ (x) \ M # 0.

Demonstracdo. Se L™ (x) "M = 0, entdo o resultado estd provado. Por outro lado, suponha que
existay € LT (x) N M. Como y € M satisfaz STC, existe um A-tubo F(L,[0,21]) através de y.
Pela propriedade de tubo existe 1 > 0 tal que B(y,n) C F(L,[0,2A]). Defina

Hy = B(y,n)NF(L,(,24]) e Hy=B(y,n)NF(L[0,1]).

Pela Proposi¢do C.0.1, existe uma sequéncia (t,) C R4 com t, T e 7(x,t,) gmareyt

Se, a menos de subsequéncia, (x,t,) € H; para todo n € N entdo, pelo Teorema A.0.7,
O (7(x,1,)) "=557 0, donde

R+ O (R (x, 1)) = R(R(x, 1), (R (x,1))) = H(T(R(x, ), 9 (R (x,100)))) "5 1().

Como t, + ¢ (7 (x,1,)) "=35" 00 e MNI(M) = 0, segue pela Proposicdo C.0.1 que I(y) € L (x) \
M.
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Se, a menos de subsequéncia, T (x,t,) € H, para todo n € N, do Teorema A.0.7, obte-
mos ¢ (7(x,1,)) jmare ¢(y). Também, como y € M, existe €, > 0 tal que 7(y, (0,&]) "M =0
(Defini¢do 2.1.5) e &, < ¢(y). Logo existe ng € N tal que &, < ¢(7(x,1,)), para todo n > ny.
Entao

A1+ &) = AR (x,10), &) = T(R(x,10), &) "= 7(y,8y),

jd que 7 é continua, e assim, como 7, + &, "= oo, da Proposi¢do C.0.1, w(y,&,) € LT (x)\M. O

O proximo resultado lida com a invariancia da regido de atracao.

Proposi¢iio C.0.6. Dado A C X, os conjuntos P(A) e P(A) \ M sdo F-invariantes.

Demonstracdo. Sejam x € P(A) e t > 0. Entdo, pela Defini¢do 2.4.5, 0 # L (x) C A. Como
consequéncia da Proposigdo C.0.1, obtemos L™ (x) = L™ (#(x,t)), donde #(x,t) € P(A), e este é

fi-invariante. Mas assim, da Proposicdo C.0.3, P(A) \ M é #-invariante. O

Para finalizar este apéndice, apresentamos uma tipo de Teorema da Alfindega para

sistemas impulsivos, sob controle na fun¢ao impulso.

Proposiciio C.0.7. Sejam & € Ty, x € O e ty > 0, tais que &(x, %) ¢ ¢. Suponha que (O NM) C
0. Entio, existe T € (0,1 tal que,

Z(x,[0,7)C O e R(x,T)€EIC\M.

Demonstragdo. Defina T = inf{r > 0: @(x,t) ¢ O'}. Como #(x,ty) ¢ O, ty > 0, T estd bem
definido. Como & € tx e & continua, existe € € (0, ¢(x)) tal que

#(x,[0,€)) = 7(x,[0,€)) C O. (C.4)

Assim 7 > 0, pois do contrdrio existiria (,) C R, tal que #, "= 0 e 7(x,,) ¢ O, para todo
n € N. Mas assim, existe ng € N tal que #,, < €, para n > ng, donde temos uma contradicao com
(C.4).

Também, devemos ter T # Y'~_o ¢ (x;"), para todo k € Ny. Do contrério, se T = Y'X_, ¢ (x;")
para algum k € Ny, entdo (x,7) =7 (x, Zf:o [0j (x;L)) = x;“H e, da minimalidade de 7, segue que
m(xh,(0,9(x)) CO. (C.5)
Dai, xi 1 = (x,9(x))) € ONM. Como I(6NM) C 0, segue que x| = I(x11) € O eisso
contradiz a definicdo de 7.
Portanto, podemos tomar k € Ny tal que
k k+1

m=)y) ¢@x)<t< ;Mxi*)ﬁnz-

i=0
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Logo, pela defini¢do de 7, obtemos

Z(x,[0,m)) C O, &(x,[n1,7)) =n(x,[0,t—m))C O e &(x,7)=n(x,7—1M)¢ 0.
(C.6)
Logo (C.6) implica 7(x,[0,7)) C &, e como 7(x;",-) é continua em [0, 7 —1;], do Teorema da
Alfandega,
Z(x,7) =7n(x ,T—m) € IO.

Por fim, como M NI(M) = 0 segue que &(x,T) € dO \ M. O
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