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RESUMO

DE SOUZA, A. B. Estabilidade de Lyapunov de sistemas impulsivos. 2022. 101 p. Disserta-
ção (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação,
Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2022.

O objetivo deste trabalho é estudar a estabilidade de Lyapunov de sistemas impulsivos. Inicial-
mente, apresentamos a noção de estabilidade sujeita a critérios topológicos, como compacidade
e conexidade, ressaltando algumas semelhanças e diferenças com os sistemas sem impulsos. Em
seguida, destacamos que em muitos casos, podemos obter estabilidade de sistemas impulsivos,
via funções de Lyapunov.

Palavras-chave: Estabilidade, estabilidade de Lyapunov, sistemas impulsivos.





ABSTRACT

DE SOUZA, A. B. Lyapunov Stability of impulsive systems. 2022. 101 p. Dissertação (Mes-
trado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Univer-
sidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2022.

The aim of this work is to study the Lyapunov stability of impulsive systems. Initially, we present
the notion of stability subject to topological criteria, such as compactness and connectedness,
highlighting some similarities and differences with non-impulsive systems. Then, we emphasize
that in many cases, we can obtain stability of impulsive systems, via Lyapunov functions.

Keywords: Stability, Lyapunov stability, impulsive systems.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Podemos dizer, que muitos processos de evolução - que intuitivamente descrevem o com-
portamento de determinado fenômeno em função do tempo - são caracterizados por mudanças
abruptas de estado, e podem ser modelados, por exemplo, pela teoria dos sistemas dinâmicos
impulsivos, como é o caso de fenômenos biológicos, físicos e metereológicos, veja (BONOTTO;
DEMUNER, 2020). Em outras palavras, tais modelos descrevem a ocorrência de impacto, arre-
messo, irregularidade ou descontinuação de soluções, que sugerem mudanças instantâneas no
comportamento de determinado processo.

Nos últimos anos, a teoria de sistemas dinâmicos impulsivos, tem sido desenvolvida
intensamente, como pode ser constatado nos trabalhos (CIESIELSKI, 2000), (CIESIELSKI,
2004a), (BONOTTO; JR, 2010), (BONOTTO; DEMUNER, 2013), (BONOTTO; FERREIRA,
2015), (BONOTTO; GIMENES; SOUTO, 2016), (BONOTTO; SOUTO, 2019), assim como em
muitos outros estudos.

A noção de estabilidade de conjuntos tem um lugar de destaque na teoria de sistemas
dinâmicos, tanto discretos quanto contínuos, e nos diz intuitivamente se é possível ficar sufi-
cientemente próximo de um conjunto, ao longo do tempo, quando iniciamos na vizinhança
desse conjunto. Podemos intuir tal ideia na estabilidade de soluções periódicas ou singulares
de um sistema de equações diferenciais, isto é, uma solução é estável quando toda solução
com valores iniciais próximos a ela, está definida para todo tempo e permanece, para sempre,
tão próxima quanto se queira, (SOTOMAYOR, 2011). Como apresentada em (CIESIELSKI,
2004a), a estabilidade de conjuntos no contexto de sistemas impulsivos é definida como uma
generalização da estabilidade de conjuntos em sistemas dinâmicos contínuos (BHATIA; SZEGÖ,
1970).

O objetivo deste trabalho, é estudar a estabilidade de conjuntos no contexto de sistemas
impulsivos. Mostraremos que o estudo da estabilidade em sistemas impulsivos, se dá por dois
caminhos, muitas vezes mutuamente exclusivos: via propriedades topológicas e via existência
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de funções de Lyapunov, que é o tema central dessa dissertação. Tal estratégia, é inspirada no
método direto de Lyapunov que foi utilizado no estudo da estabilidade de soluções de equações
diferenciais e suas propriedades qualitativas (HALE, 1969), e consiste de obter funções escalares
não negativas que, dentre outras propriedades, decrescem ao longo de soluções, (BONOTTO;
SOUTO, 2019), e indicam como tais soluções se comportam ao entrarem em um conjunto
fechado, por exemplo, (BONOTTO; JR, 2010). Historicamente, o método direto de Lyapunov
foi utilizado no estudo de sistemas conservativos, em que uma tal função de Lyapunov descreve
a energia potencial e dá condições para a estabilidade de um sistema de equações diferenciais
ordinárias.

O presente trabalho está divido em quatro capítulos e três apêndices. Os resultados
principais estão apresentados nos artigos (CIESIELSKI, 2004a), (BONOTTO; JR, 2010) e
(BONOTTO; SOUTO, 2019).

O Capítulo 2 apresenta os conceitos básicos da teoria de sistemas impulsivos, com ênfase
em especial na condição forte de tubo que tem um papel fundamental na teoria dos sistemas
dinâmicos impulsivos, e em particular na teoria de estabilidade.

No Capítulo 3, estudamos a estabilidade de conjuntos compactos utilizando critérios
topológicos, com destaque ao Teorema de Ura que trata-se da equivalência 1) ⇐⇒ 6) do
Teorema 3.2.1. Ainda neste sentido, apresentamos algumas alternativas para estudar a estabilidade
de conjuntos relativamente compactos, bem como discutimos a estabilidade das componentes
conexas de um conjunto compacto, salientando que a equivalência entre estabilidade de um
conjunto compacto e a estabilidade de suas componentes, não vale em geral para sistemas
impulsivos, contrastando com o fato de que vale no caso de sistemas sem impulsos.

O Capítulo 4 dedica-se ao estudo da estabilidade de Lyapunov no contexto de sistemas
impulsivos. Destacamos que em muitos casos podemos abrir mão de propriedades topológicas
e avaliar a estabilidade via a existência de funções de Lyapunov. Um exemplo notável neste
sentido, é o Teorema 4.2.4, que diz o seguinte: dado um espaço métrico (X ,d) qualquer e um
subconjunto A ⊂ X , a existência de uma função contínua que se anula em tal conjunto e não
é constante em alguma órbita que começa em A, implica que tal conjunto A é instável. Como
aplicação desse resultado, o Exemplo 4.2.5 nos mostra que o anél A[0;1,2] (que não é compacto
em L2[0,1]) é instável.

Finalizamos o presente trabalho, com a apresentação de três apêndices que abordam
aspectos teóricos dos sistemas impulsivos. Tais resultados são fundamentais para a obtenção dos
resultados principais de estabilidade. No Apêndice A, exibimos o estudo da continuidade da
função de impacto, onde é possível observar a relevância da condição forte de tubo na teoria de
sistemas impulsivos. O Apêndice B trata de propriedades de convergência do fluxo impulsivo.
O Apêndice C caracteriza o conjunto limite e o conjunto prolongado, além de explorar suas
invariâncias. Um Teorema do tipo Alfândega é apresentado para sistemas impulsivos.



21

CAPÍTULO

2
PRELIMINARES

Neste capítulo, veremos os elementos básicos da teoria de estabilidade em sistemas
impulsivos. A referência utilizada na discussão dos resultados é (BONOTTO; SOUTO, 2019).

2.1 Sistemas impulsivos

Definição 2.1.1. Seja (X ,d) um espaço métrico. Um sistema semidinâmico (SSD) em X é
dado por uma tripla (X ,π,R+) em que:

i) π : X ×R+ → X é uma aplicação contínua em X ×R+.

ii) π(x,0) = x, para todo x ∈ X .

iii) π(π(x, t),s) = π(x, t + s) para todos x ∈ X e t,s ∈ R+.

Um exemplo que motiva o estudo de sistemas semidinâmicos é dado por equações
diferenciais autônomas.

Exemplo 2.1.2. Considere a equação diferencial autônoma{
x′ = f (x),

f : Rd → Rd, f ∈C1(Rd).

Para cada x ∈ Rd , considere a solução ϕ(·,x) de x′ = f (x) que passa pelo ponto x em t = 0 e
está definida em R+. Defina a aplicação π : Rd ×R+ → Rd pela lei

π(x, t) .
= ϕ(t,x),

para todo (t,x) ∈ Rd ×R+.

Note que o item ii) da Definição 2.1.1 está satisfeito. O item iii) segue da unicidade das
soluções e o item i) segue pela dependência contínua do fluxo, em relação as condições iniciais.
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Definição 2.1.3. Seja (X ,π,R+) um SSD. Dados D ⊂ X e ∆ ⊂R+, o passado de D no intervalo
de tempo ∆ é dado por

F(D,∆)
.
= {z ∈ X : π(z, t) ∈ D, ∀ t ∈ ∆}.

Observação 2.1.4. A Figura 1 representa o passado de x ∈ X no tempo t ∈R+, de acordo com a
Definição 2.1.3.

F(x,t)∋y

F(x,t)∋y

F(x,t)∋y

F(x,t)∋y

x

Figura 1 – Passado de x no tempo t.

Definição 2.1.5. Seja (X ,π,R+) um SSD. Um sistema impulsivo (SI) em X é dado por uma
quíntupla (X ,π,R+,M, I) em que:

i) M ⊂ X , M ̸= /0 e M = M (conjunto impulso).

ii) I : M → X é contínua (função impulso).

iii) para todo x ∈ M, existe εx > 0 tal que F(x,(0,εx))∩M = /0 e π(x,(0,εx))∩M = /0.

Observação 2.1.6. A Figura 2 representa a condição iii) da Definição 2.1.5. Intuitivamente,
temos que as órbitas contínuas do sistema (X ,π,R+) entram transversais a M.

M

F(x,(0,εx))

π(x,(0,εx))

x

Figura 2 – Transversalidade das órbitas contínuas em M.

Definição 2.1.7. Seja (X ,π,R+,M, I) um SI. Dado x ∈ X , a função impacto de x dada por
φ : X → (0,∞] é definida pela lei

φ(x) .
=

s, se π(x,s) ∈ M e π(x, t) /∈ M, para t ∈ (0,s),

∞ se (
⋃

t>0 π(x, t))∩M = /0.
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Observação 2.1.8. Segue da Proposição A.0.1 que φ está bem definida. Note ainda, que φ(x)

representa o menor tempo positivo tal que a órbita contínua de x encontra M.

2.2 A órbita impulsiva
Em sistemas dinâmicos sem impulsos, dado x ∈ X , estamos interessados em saber o que

acontece com a órbita π(x, ·) quando o tempo evolui. Com este mesmo objetivo definimos agora
a órbita impulsiva de x ∈ X .

Definição 2.2.1. Seja (X ,π,R+,M, I) um SI. A órbita impulsiva de x ∈ X é dada pela aplicação

π̃(x, ·) : [0,T (x))→ X ,

definida num intervalo [0,T (x)), construída indutivamente da seguinte forma:

• Se φ(x) = ∞, então π̃(x, t) .
= π(x, t), para todo t ∈ R+.

• Se φ(x)< ∞, então definimos

π̃(x, t) .
=

{
π(x, t) se 0 ≤ t < φ(x),

I (π(x,φ(x))) se t = φ(x).

Sejam x+0 = x, x1
.
= π(x,φ(x)) e x+1

.
= I(x1).

• Se φ(x+1 ) = ∞, então π̃(x, t) .
= π

(
x+1 , t −φ(x)

)
, para todo t ≥ φ(x).

• Se φ(x+1 )< ∞, definimos

π̃(x, t) .
=

{
π
(
x+1 , t −φ(x)

)
se φ(x)≤ t < φ(x)+φ(x+1 ),

I
(
π(x+1 ,φ(x

+
1 ))
)

se t = φ(x)+φ(x+1 ).

Sejam x2
.
= π(x+1 ,φ(x

+
1 )) e x+2

.
= I(x2).

Continuando com este raciocínio, vamos supor que xk
.
= π(x+k−1,φ(x

+
k−1)) e x+k

.
= I(xk),

k ∈ N, estejam definidos.

• Se φ(x+k ) = ∞, então definimos

π̃(x, t) .
= π

(
x+k , t −

k−1

∑
i=0

φ(x+i )

)
, para todo t ≥

k−1

∑
i=0

φ(x+i ).

• Porém, se φ(x+k )< ∞, definimos

π̃(x, t) .
=


π

(
x+k , t −

k−1
∑

i=0
φ(x+i )

)
se

k−1
∑

i=0
φ(x+i )≤ t <

k
∑

i=0
φ(x+i )),

I
(
π(x+k ,φ(x

+
k ))
)

se t =
k
∑

i=0
φ(x+i ).
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Sejam xk+1
.
= π(x+k ,φ(x

+
k )) e x+k+1

.
= I(xk). Defina

T (x) .
=

 ∑
k∈N

φ(x+k ) se para todo k ∈ N0, φ(x+k )< ∞

∞ se existe k ∈ N0 tal que φ(x+k ) = ∞.

Observação 2.2.2. A Proposição B.0.1 implica que para quaisquer x ∈ X e t,s ∈ R+, tais que
t + s ∈ [0,T (x)),

π̃(π̃(x, t),s) = π̃(x, t + s),

que é a propriedade de concatenação para a órbita impulsiva. A Figura 3 representa a evolução
de uma órbita impulsiva.

M

I(M) x

x1
.
=π(x,φ(x))

x+1
.
=I(x1)

x2
.
=π(x+1 ,φ(x

+
1 ))

x+2
.
=I(x2)

x3
.
=π(x+2 ,φ(x

+
2 ))

x+k
.
=I(xk)

xk+1
.
=π(x+k ,φ(x

+
k ))

x+k+1
.
=I(xk+1)

Figura 3 – Órbita impulsiva de x ∈ X .

2.3 A condição STC
Como apresentado em (CIESIELSKI, 2004b), uma propriedade importante da teoria

de sistemas impulsivos, é quando um ponto x ∈ M satisfaz a condição de tubo forte (STC).
Intuitivamente, isto significa que podemos obter uma caixa de fluxo que é uma vizinhaça de
x ∈ M, veja Figura 9. Esta condição de tubo irá garantir boas propriedades para o fluxo impulsivo.

Definição 2.3.1. Seja (X ,π,R+,M, I) um SI. Dado x ∈ X , uma λ -seção através de x é um
conjunto S ⊂ X satisfazendo as seguintes propriedades:

a) x ∈ S = S.

b) Existem L = L ⊂ X e λ > 0, tais que F(L,λ ) = S.

c) F(L, [0,2λ ]) é vizinhança de x.

d) F(L,µ)∩F(L,ν) = /0, para 0 ⩽ µ < ν ⩽ 2λ .

O conjunto F(L, [0,2λ ]) é chamado de caixa de fluxo.



2.3. A condição STC 25

Definição 2.3.2. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e x ∈ X . O ponto x satizfaz STC se existe uma
λ -seção através de x tal que

S = M∩F(L, [0,2λ ]).

Exemplo 2.3.3. Considere X .
= R,

π(x, t) .
= x+ t, x ∈ R e t ≥ 0,

M .
= {1},

I : M → R, I(1) .
= {0}.

0 1

I

Figura 4 – Sistema impulsivo (X ,π,R+,M, I).

Então (X ,π,R+,M, I) é um sistema impulsivo, uma vez que (X ,R+,π) é um sistema
semidinâmico, /0 ̸= M = M e I é contínua, pois está definida em um conjunto discreto. Note que a
condição iii) da Definição 2.1.5 está satisfeita com ε1

.
= 1

2 . A Figura 4 representra (X ,π,R+,M, I).
Mais ainda, S .

= M é uma λ -seção através de 1 tal que 1 satisfaz STC. De fato, S satisfaz os
quatro itens da Definição 2.3.1, pois:

a) 1 ∈ S = S.

b) Tome L .
= {2} e λ

.
= 1. Então

F(2,1) = {z ∈ X : π(z,1) = 2}= {z ∈ X : z+1 = 2}= M = S.

c) Temos que 1 ∈ F(2, [0,2])◦ = {z ∈ X : π(z, t) = 2, t ∈ [0,2]}◦ = (0,2).

d) Dados µ,ν ∈ [0,2], tais que µ ̸= ν temos

F(2,µ)∩F(2,ν) = {2−µ}∩{2−ν}= /0.

Além disso, S satisfaz a Definção 2.3.2, pois F(2, [0,2])∩M = {1}= S.

Observação 2.3.4. Um fato muito importante que será utilizado nesse trabalho é o seguinte:
suponha que x ∈ M satisfaça a condição STC e seja (xn)⊂ X uma sequência. Como x satisfaz
STC, pela Definição 2.3.1 existe uma caixa de fluxo F(L, [0,2λ ]) através de x. Pelo item c)

da mesma, tome δ > 0 tal que B(x,δ ) ⊂ F(L, [0,2λ ]). Defina H1
.
= F(L,(λ ,2λ ))∩B(x,δ ) e

H2
.
= F(L, [0,λ ))∩B(x,δ ), veja Figura 9.

• Se H1 ∋ xn
n→+∞−→ x ∈ M =⇒ φ(xn)

n→+∞−→ 0;
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• Se H2 ∋ xn
n→+∞−→ x ∈ M =⇒ φ(xn)

n→+∞−→ φ(x).

Este é o conteúdo do Teorema A.0.7.

F(L,(λ ,2λ ])F(L,(λ ,2λ ]) F(L, [0,λ ])F(L, [0,λ ])

LM

H1 H2

B(x,δ )

x

Figura 5 – H1
.
= F(L,(λ ,2λ ))∩B(x,δ ) e H2

.
= F(L, [0,λ ))∩B(x,δ ).

2.4 Invariância e conjuntos limites
A noção de invariância em sistemas impulsivos é análoga a dada para sistemas sem

impulsos, como pode ser observado em (BHATIA; SZEGÖ, 1970), e assim como neste caso,
tem um papel importante no estudo da estabilidade.

Definição 2.4.1. Seja (X ,π,R+,M, I) um SI. Um conjunto A ⊂ X é π̃-invariante, se para todo
t ∈ R+,

π̃(A, t)⊂ A.

Em sistemas dinâmicos sem impulso, se A ⊂ X é π-invariante então A é π-invariante.
Entretanto, esse fato não ocorre, em geral, em sistemas dinâmicos impulsivos. Veja o próximo
exemplo.

Exemplo 2.4.2. Considere o Exemplo 2.3.3. O conjunto A .
= [0,1) é π̃-invariante. De fato, sejam

x ∈ [0,1) e t ≥ 0. Se 0 ≤ t < φ(x) então

π̃(x, t) = π(x, t) ∈ A.

Se t ≥ φ(x), pela definição de órbita impulsiva (Definição 2.2.1), existe k ∈ N tal que t ∈[
∑

k−1
i=0 φ(x+i ),∑

k
i=0 φ(x+i )

)
. Daí, ou π̃(x, t) = 0 ou

π̃(x, t) = x+k + t −
k−1

∑
i=0

φ(xk
i ) = 0+ t −

k−1

∑
i=0

φ(xk
i )< φ(x+k ) = 1, (2.1)

uma vez que, x+k ∈ I(M) = {0}, para todo k ≥ 1. Mas A= [0,1] não é π̃-invariante, pois φ(1) =∞,
logo π̃

(
A, [0,∞)

)
⊂ [0,∞).

Assim como em sistemas dinâmicos sem impulsos, alguns conjuntos especiais estão
relacionados com o conceito de estabilidade no contexto de sistemas impulsivos. Tais conjuntos
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são inspirados do caso não impulsivo dado por (BHATIA; SZEGÖ, 1970). O primeiro destes
conjuntos que apresentaremos é o conjunto ômega limite, que está relacionado com a noção de
π̃-atrator (Definição 3.1.7) e π̃-estabilidade assintótica (Definição 3.1.8).

Definição 2.4.3. Seja (X ,π,R+,M, I) um SI. O conjunto ômega limite de A ⊂ X é dado por

L̃+(A) .
=
⋂
t≥0

⋃
τ≥t

π̃(A,τ).

O outro conjunto especial que abordaremos neste trabalho é o conjunto prolongado, que
entre outras coisas está relacionado com o Teorema de Ura, (CIESIELSKI, 2004b), que é a
equivalêcia entre 1) e 6), dada pelo Teorema 3.2.1.

Definição 2.4.4. Seja (X ,π,R+,M, I) um SI. O conjunto prolongado de A ⊂ X é dado por

D̃+(A) .
=
⋂
ε>0

⋃
t≥0

π̃(B(A,ε), t).

Os próximos conjuntos que apresentaremos, estão relacionados com as noções de π̃-
atrator e estabilidade assintótica, respectivamente, dadas pelas Definições 3.1.7 e 3.1.8.

Definição 2.4.5. Seja (X ,π,R+,M, I) um SI. A região de atração de A ⊂ X é dada por

P̃(A) .
= {x ∈ X : /0 ̸= L̃+(x)⊂ A}.

Definição 2.4.6. Seja (X ,π,R+,M, I) um SI. A região de atração fraca de A ⊂ X é dada por

P̃w(A)
.
= {x ∈ X : L̃+(x)∩A ̸= /0}.

No que segue, apresentamos um exemplo com as descrições dos conjuntos ômega limite
e prolongado e das regiões de atração e atração fraca.

Exemplo 2.4.7. Considere ainda o Exemplo 2.3.3 e A .
= [0,1). Então,

a) L̃+([0,1)) = [0,1]. De fato, dado t ≥ 0 segue de (2.1) que

π̃ ([0,1), [t,∞))⊂ π̃([0,1), [0,∞))⊂ [0,1). (2.2)

Por outro lado, dados x ∈ [0,1) e t ≥ 0, como φ(x+k ) = 1, para todo k ≥ 1, tem-se
k−1
∑

i=0
φ(x+i )+ x ≥ t para algum k ≥ 1. Então, como x < φ(0) = 1

π̃

(
x,

k−1

∑
i=0

φ(x+i )+ x

)
= π̃(0,x) = π(0,x) = x. (2.3)

Segue de (2.3) que [0,1)⊂ π̃ ([0,1), [t,∞)), para todo t ≥ 0, e com (2.2) temos

L̃+([0,1)) .
=
⋂
t≥0

⋃
τ≥t

π̃([0,1),τ) =
⋂
t≥0

[0,1] = [0,1].
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b) D̃+([0,1)) = [0,∞). De fato, sejam a ∈ (0,1) e ε > 0 tais que ε < η
.
= inf{|a|, |1− a|}.

Segue que
π̃ (B(a,ε), [0,∞)) = [0,1]. (2.4)

De fato, dado x ∈ [0,1], segue que π̃(a,φ(a) + x) = π̃(0,x) = π(0,x) = x, donde x ∈
π̃ (B(a,ε), [0,∞)). Por outro lado, como B(a,ε)⊂ (0,1), temos pelo Exemplo 2.4.2 que
π̃(B(a,ε), [0,∞))⊂ [0,1)⊂ [0,1]. Assim a igualdade (2.4) é válida. Portanto, se a ∈ (0,1)
então por (2.4) temos

D̃+(a) =
⋂
ε>0

⋃
t≥0

π̃(B(a,ε), t) =
⋂

ε∈(0,η)

⋃
t≥0

π̃(B(a,ε), t) =
⋂

ε∈(0,η)

[0,1] = [0,1]. (2.5)

Além disso, para ε ∈ (0,1), temos π̃(B(0,ε), [0,∞)) = (−ε,1) que implica em

D̃+(0) =
⋂

ε∈(0,1)

⋃
t≥0

π̃(B(0,ε), t) =
⋂

ε∈(0,1)
[−ε,1] = [0,1]. (2.6)

Por fim,
D̃+(1) =

⋂
ε>0

⋃
t≥0

π̃(B(1,ε), t) =
⋂
ε>0

[0,∞) = [0,∞). (2.7)

Portanto, uma vez que A = [0,1] é compacto, segue da Proposição C.0.2 e de (2.5), (2.6) e
(2.7), que

D̃+([0,1)) =
⋃

a∈[0,1]
D̃+(a) = [0,∞).

c) P̃([0,1)) = (−∞,1). Com efeito, dado x ∈ (−∞,1) tome tk
.
=

k−1
∑

i=0
φ(x+i ) para k ∈ N e

t0 = 0. Como φ(x+k ) = 1, para todo k ∈ N, segue que tk
k→+∞−→ ∞ e π̃(x, tk) = 0 k→+∞−→ 0,

donde da Proposição C.0.1, 0 ∈ L̃+(x) ̸= /0. Ainda, dado y ∈ L̃+(x), da Proposição C.0.1,
existe (tn)⊂ R+ tal que tn

n→+∞−→ ∞ e π̃(x, tn)
n→+∞−→ y. E como x < 1, existe n0 ∈ N tal que

π̃(x, tn) ∈ [0,1], para todo n ≥ n0. Portanto, y ∈ [0,1] e L̃+(x)⊂ [0,1], donde x ∈ P̃([0,1)).

Por outro lado, se x ∈ P̃([0,1)) temos pela Proposição C.0.1 que existem y ∈ X e (tn)⊂R+

com tn
n→+∞−→ ∞ e π̃(x, tn)

n→+∞−→ y. Agora, note que se x ≥ 1 então π̃(x, tn) = π(x, tn) =

x+ tn
n→+∞−→ ∞. Portanto, P̃([0,1))⊂ (−∞,1).

d) P̃w([0,1)) = (−∞,1). De fato, dados x ∈ (−∞,1) e U[0,1) vizinhança do conjunto [0,1),

tome tn
.
=

n−1
∑

i=0
φ(x+i ), n ∈ N. Então tn

n→+∞−→ ∞ e π̃(x, tn) ∈ [0,1)⊂U[0,1), para todo n ≥ 1.

Por outro lado, para x ≥ 1, tem-se π̃(x, tn) = π(x, tn) = x+ tn
n→+∞−→ ∞ qualquer que seja a

sequência tn
n→+∞−→ ∞. Assim P̃w([0,1))⊂ (−∞,1).

2.5 Hipóteses adicionais
Seja (X ,π,R+,M, I) um SI. Ao longo deste trabalho, vamos considerar hipóteses adicio-

nais que serão necessárias para estabelecer os resultados principais. Deixaremos explícito em
cada capítulo, quais estaremos utilizando. São elas:
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(H1) Para todo x ∈ M, x satisfaz STC.

(H2) M∩ I(M) = /0.

(H3) Para todo x ∈ X , T (x) = R+.

(H4) Para todo x ∈ X , φ(x)< ∞.

A Hipótese (H1), segundo (BONOTTO; SOUTO, 2019), controla como a órbita contínua
entra ou sai do conjunto impulsivo M - veja a Seção 2.3 - e confere boas propriedades de
convergência para a função φ , como apresentadas no Apêndice A.

A Hipótese (H2), nos diz intuitivamente que quando a órbita contínua encontra o conjunto
impulsivo M, então ela é arremessada para fora dele.

A Hipótese (H3) tem sua importância no estudo do comportamente assintótico das
órbitas impulsivas, (BONOTTO; SOUTO, 2019), que intuitivamente, é o estudo do que acontece
com π̃(x, ·) com o passar do tempo.

A Hipótese (H4) nos diz que qualquer elemento x ∈ X encontra o conjunto impulsivo M

em tempo finito.





31

CAPÍTULO

3
ESTABILIDADE

A noção de estabilidade em sistemas impulsivos, está ligada a noção de estabilidade
de soluções periódicas ou singulares de um sistema de equações diferenciais: a grosso modo,
uma solução ψ é estável quando toda solução com valores iniciais próximos a ψ(0), está
definida para todo tempo e permanece, para sempre, tão próxima quanto se queira da solução
ψ , (SOTOMAYOR, 2011). Neste capítulo, apresentaremos as definições de estabilidade para
sistemas impulsivos - que são inspiradas nas definições dadas no caso sem impulso, como
podemos observar em (BHATIA; SZEGÖ, 1970) - e apresentaremos vários resultados abordados
em (CIESIELSKI, 2004b) e (BONOTTO; SOUTO, 2019), que os relacionam com condições
topológicas. Para este capítulo assumiremos as hipóteses adicionais (H1), (H2) e (H3).

3.1 Estabilidade de conjuntos

Nas seguintes definições, consideremos (X ,π,R+,M, I) um SI.

Definição 3.1.1. Um conjunto A ⊂ X é π̃-estável, se dados ε > 0 e x ∈ A, existe δ = δ (ε,x)> 0
tal que

π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

Definição 3.1.2. Um conjunto A ⊂ X é uniformemente π̃-estável, se dado ε > 0, existe δ =

δ (ε)> 0 tal que

π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

Definição 3.1.3. Um conjunto A ⊂ X é orbitalmente π̃-estável se dada UA, vizinhança de A,
existe VA, vizinhança de A, tal que

π̃(VA, [0,∞))⊂VA ⊂UA.
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Definição 3.1.4. Um conjunto A ⊂ X é BH π̃-estável (π̃-estável no sentido de Bhatia e Hajek)
se dados x ∈ A e y /∈ A, existem vizinhanças Vx de x e Wy de y, tais que

Wy ∩ π̃(Vx, [0,∞)) = /0.

Definição 3.1.5. Um conjunto A ⊂ X é equi π̃-estável se dado x /∈ A, existe δ = δ (x)> 0 tal
que

x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞)).

Definição 3.1.6. Um conjunto A ⊂ X é π̃-atrator fraco, se P̃w(A) é vizinhaça de A.

Definição 3.1.7. Um conjunto A ⊂ X é π̃-atrator, se P̃(A) é vizinhaça de A.

Definição 3.1.8. Um conjunto A ⊂ X é assintoticamente π̃-estável se é π̃-atrator fraco e
orbitalmente π̃-estável.

Exemplo 3.1.9. Considere o sistema impulsivo dado no Exemplo 2.3.3 e A .
= [0,1). Então:

a) A é π̃-estável. De fato, dados x ∈ A \ {0} e ε > 0, tome δ
.
= min{x,1− x}. Então, do

Exemplo 2.4.2,
π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ π̃(A, [0,∞))⊂ A ⊂ B(A,ε).

Se x = 0, tome δ
.
= ε

2 . Seja y ∈ B(0,δ ). Se y ≤ 0, tome t .
= −y, assim π̃(y, [0, t]) =

π(y, [0, t]) ⊂ B(A,ε) e π̃(y, t) ∈ A, consequentemente, π̃(y, [0,∞)) ⊂ B(A,ε). Se y > 0,
então π̃(y, [0,∞))⊂ A. Portanto, π̃(B(0,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

b) A não é uniformemente π̃-estável. De fato, tome ε = 1, δ > 0, x = 1+ δ

2 . Então,

d(x,A) = 1+
δ

2
−1 =

δ

2
< δ ,

e para todo t ≥ 0,

π̃(x, t) = π(x, t) = 1+
δ

2
+ t.

Logo tomando t = 1,

d(π̃(x,1),A) = 1+
δ

2
+1−1 = 1+

δ

2
> 1 =⇒ π̃(x,1) /∈ B(A,ε).

c) A é orbitalmente π̃-estável. De fato, seja UA uma vizinhança de A. Então existe O ∈ τX tal
que A ⊂ O ⊂UA. Logo existe η > 0 tal que A ⊂ (−η ,1)⊂ O ⊂UA. Defina VA

.
= (−η ,1).

Pelo item b) do Exemplo 2.4.7, π̃((−η ,1), [0,∞)) = (−η ,1)⊂UA.

d) A não é BH π̃-estável. De fato, tome x .
= 1

2 , y .
= 1 e δ > 0. Pelo item b) do Exemplo 2.4.7,

π̃(1
2 , [0,∞)) = [0,1), donde

/0 ̸= B(1,δ )∩ π̃

(
1
2
, [0,∞)

)
⊂ B(1,δ )∩ π̃

(
B
(

1
2
,δ

)
, [0,∞)

)
.
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e) A não é equi π̃-estável. De fato, tome x .
= 1 /∈ A. Note que para todo δ > 0 e para todo

x ∈ B(A,δ ), temos x ∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ π̃(B(A,δ ), [0,∞)).

f ) A é π̃-atrator fraco e π̃-atrator, pois pelos itens c) e d) do Exemplo 2.4.7 temos P̃w(A) =

P̃(A) = (−∞,1).

g) A é assintóticamente π̃-estável devido a c) e a f).

3.2 Estabilidade de conjuntos compactos

O primeiro teorema sobre estabilidade nos diz que mediante a hipótese de compacidade,
podemos caracterizar muitas das definições de estabilidade que definimos. A equivalência
1) ⇐⇒ 6) do Teorema 3.2.1 é conhecida como o Teorema de URA.

Teorema 3.2.1. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI, X localmente compacto e A ⊂ X compacto. São
equivalentes:

1) A é π̃-estável;

2) A é orbitalmente π̃-estável;

3) A é BH π̃-estável;

4) A é uniformemente π̃-estável;

5) A é equi π̃-estável;

6) D̃+(A) = A;

Demonstração. Primeiramente, mostremos a equivalência 4) ⇐⇒ 5).

4) =⇒ 5) Seja x /∈A=A. Então existe ε > 0 tal que x /∈B(A,ε). Sendo A uniformemente
π̃-estável, existe δ > 0 tal que π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B

(
A, ε

2

)
donde

π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B
(

A,
ε

2

)
⊂ B(A,ε) =⇒ x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞)).

5) =⇒ 4) Como A é compacto e X localmente compacto, existe γ > 0 tal que B[A,γ]

é compacto. Seja ε ∈ (0,γ). Então S(A,ε) ⊂ B[A,γ] é compacto. Dado x ∈ S(A,ε), isto é,
d(x,A) = ε > 0, segue que x /∈ A = A e como A é equi π̃-estável, existe δx = δ (x)> 0 tal que
x /∈ π̃(B(A,δx), [0,∞)). Tome γx > 0 tal que B(x,γx)∩ π̃(B(A,δx), [0,∞)) = /0. Da compacidade
de S(A,ε), existem d ∈ N e xi ∈ S(A,ε), i = 1, . . . ,d, tais que S(A,ε)⊂

⋃d
i=1 B(xi,γxi) com

B(xi,γxi)∩ π̃(B(A,δxi), [0,∞)) = /0, i = 1, . . . ,d.
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Por outro lado, como M ∩B[A,γ] é compacto e I é contínua, segue que I(M ∩B[A,γ])

também é compacto. Para cada z ∈ I(M ∩B[A,γ]) \B(A,ε), existe αz = α(z) > 0 tal que z /∈
π̃(B(A,αz), [0,∞)). Tome βz > 0 tal que B(z,βz)∩ π̃(B(A,αz), [0,∞)) = /0. Pela compacidade,
existem p ∈ N e zi ∈ I(M ∩B[A,γ]) \B(A,ε), i = 1, . . . , p, tais que I(M ∩B[A,γ]) \B(A,ε) ⊂⋃d

i=1 B(zi,βzi) com

B(zi,βzi)∩ π̃(B(A,αzi), [0,∞)) = /0, i = 1, . . . , p.

Seja δ = min{δx1, . . . ,δxd ,αz1, . . . ,αzp}. Então

π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

Agora, mostremos a equivalência 1) ⇐⇒ 4).

1) =⇒ 4) Seja ε > 0. Sendo A π̃-estável, dado x ∈ A, existe δx = δx(x,ε)> 0 tal que

π̃(B(A,δx), [0,∞))⊂ B(A,ε). (3.1)

Como A ⊂
⋃

x∈A B(x,δx), segue da compacidade de A que existem d ∈ N e xi ∈ A, i = 1, . . . ,d,
tais que

A ⊂
d⋃

i=1

B(x,δxi). (3.2)

Assim, existe δ > 0 tal que

B(A,δ )⊂
d⋃

i=1

B(x,δxi). (3.3)

Do contrário, para cada n ∈ N, existiria xn ∈ B(A, 1
n) tal que d(xn,xi) ≥ δxi , para todo i ∈

{1, . . . ,d}. Desta forma, para cada n ∈ N, existe yn ∈ A tal que

d(xn,yn)< d(xn,A)+
1
n
<

2
n
. (3.4)

Logo, como A é compacto, sem perda de generalidade, podemos assumir que yn
n→+∞−→ x ∈ A,

donde (3.4) implica que xn
n→+∞−→ x ∈ A. Mas, como d(·,xi) é contínua, para cada i ∈ {1, . . . ,d},

obtemos d(x,xi)≥ δxi , donde (3.2) implica x /∈ A. Portanto, (3.3) e (3.1) implicam

π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂
d⋃

i=1

π̃(B(x,δxi), [0,∞))⊂ B(A,ε).

4) =⇒ 1) Sejam x ∈ A e ε > 0. Sendo A uniformemente π̃-estável, existe δ > 0 tal que

π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

No que segue, mostraremos que 1) =⇒ 2) =⇒ 3) =⇒ 6) =⇒ 1).
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1) =⇒ 2) Dado UA vizinhança de A, como A é compacto, existe ε > 0 tal que B(A,ε)⊂
UA. Como 1) implica 4), existe δ = δ (ε)> 0 tal que π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε)⊂UA. Note
que VA

.
= π̃(B(A,δ ), [0,∞)) é uma vizinhança π̃-invariante de A e

π̃(VA, [0,∞))⊂VA = π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε)⊂UA.

2) =⇒ 3) Sejam x ∈ A e y /∈ A. Como A é compacto e {y} é fechado, temos que
d(y,A) = η > 0. Logo,

B
(

A,
η

2

)
∩B
(

y,
η

2

)
= /0. (3.5)

Por hipótese, existe uma vizinhança VA de A tal que

π̃(VA, [0,∞))⊂VA ⊂ B
(

A,
η

2

)
. (3.6)

Segue de (3.5) e (3.6) que
B
(

y,
η

2

)
∩ π̃(VA, [0,∞)) = /0.

3) =⇒ 6) Dado y ∈ A e tomando xn
.
= y e tn

.
= 0, para todo n ∈ N, temos da Proposição

C.0.1 que y ∈ D̃+(A). Por outro lado, sejam

y /∈ A, x ∈ A, (xn)⊂ X com xn
n→+∞−→ x e (tn)⊂ R+. (3.7)

Da hipótese, existem vizinhanças Wy de y e Vx de x tais que

Wy ∩ π̃(Vx, [0,∞)) = /0. (3.8)

Assim de (3.7), existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N,

xn ∈Vx e π̃(xn, tn) ∈ π̃(Vx, [0,∞)). (3.9)

Logo de (3.9) em (3.8), π̃(xn, tn)
n→+∞↛ y, donde da arbitrariedade de y /∈ A, (tn)⊂R+ e (xn)⊂ X

e pela Proposição C.0.1, resulta em y /∈ D̃+(x). Agora, da arbitrariedade de x ∈ A, compacidade
de A e Proposição C.0.2, concluímos que y /∈

⋃
x∈A D̃+(x) = D̃+(A).

6) =⇒ 1) Suponhamos que existam x ∈ A, ε0 > 0 e sequências (xn) ⊂ X e (tn) ⊂ R+

tais que
xn

n→+∞−→ x e π̃(xn, tn) /∈ B(A,ε0), n ∈ N. (3.10)

Como X é localmente compacto, existe ε < ε0 tal que B(A,ε) é compacto.

Se existem subsequências (tnk) ⊂ (tn) e (xnk) ⊂ (xn) tais que tnk < φ(xnk), temos da
Definição de órbita impulsiva (Definição 2.2.1) que,

π̃(xnk , [0, tnk ]) = π(xnk , [0, tnk ]). (3.11)

Segue da continuidade de π , (3.10), (3.11) e do Teorema da Alfândega que existe snk ∈ [0, tnk ],
para cada k ∈ N, com

π̃(xnk ,snk) ∈ S(A,ε). (3.12)
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Da compacidade de B(A,ε), S(A,ε) é compacto. Assim, usando (3.12), sem perda de genera-
lidade, podemos assumir que π̃(xnk ,snk)

k→+∞−→ y ∈ S(A,ε), donde y /∈ A. Mas pela Proposição
C.0.1, obtemos y ∈ D̃+(A), donde D̃+(A) ̸= A o que é uma contradição.

Por outro lado, se existem subsequências (tnk)⊂ (tn) e (xnk)⊂ (xn) tais que φ(xnk)≤ tnk ,
podemos definir

∆nk
.
= {s ≥ 0 : π̃(xnk ,s) ∈ B(A,ε)}.

Então (3.10) implica que existe K ∈ N tal que para todo k ≥ K,

π̃(xnk ,0) = xnk ∈ B(A,ε) =⇒ 0 ∈ ∆nk . (3.13)

Defina
snk

.
= inf{s ≥ 0 : s ∈ [0,T (xnk))\∆nk}.

Então snk está bem definido, pois da hipótese adicional (H3), T (xnk) = ∞, donde (3.10) implica
tnk ∈ {s ≥ 0 : s ∈ [0,T (xnk))\∆nk}, para todo k ∈ N. Segue que para todo k ∈ N,

π̃(xnk ,snk) /∈ B(A,ε). (3.14)

Com efeito, para cada k ∈ N, seja (r j)⊂ (snk ,∞) uma sequência tal que r j
j→+∞−→ snk . Note que

(r j) ⊂ [0,T (xnk))\∆nk , ou seja, d(π̃(xnk ,r j),A) ≥ ε para todo j ∈ N. Como φ(xnk) ≤ tnk < ∞,

segue pela Proposição B.0.7 que π̃(xnk ,r j)
j→+∞−→ π̃(xnk ,snk). Portanto, d(π̃(xnk ,snk),A)≥ ε .

Também, para todo δ ∈ (0,ε), existe K1 ≥ K, tal que para todo k ≥ K1

π̃(xnk , [0,snk))⊂ B(A,δ ). (3.15)

Caso contrário, existiria δ0 > 0 e unk ∈ [0,snk), k ∈ N, tais que

π̃(xnk ,unk) ∈C .
= B(A,ε)∩ (X \B(A,δ0))⊂ B(A,ε).

Como C é fechado e B(A,ε) é compacto, C também é compacto. Logo, sem perda de generalidade,
podemos assumir que π̃(xnk ,unk)

k→+∞−→ y ∈C, e assim y /∈ A. Mas pela Proposição C.0.1, temos
que y ∈ D̃+(A), donde D̃+(A) ̸= A o que é uma contradição. Isso mostra a validade de (3.15).

Consequentemente, dado δ ∈ (0,ε), segue de (3.13), (3.14), (3.15) e da definição de snk

que para todo k ≥ K1,

π̃(xnk , [0,snk))⊂ B(A,δ ) e π̃(xnk ,snk) /∈ B(A,ε)⊃ B(A,δ ),

donde π̃(xnk , ·) não é contínua em snk . Assim podemos afirmar que π̃(xnk ,snk) = I(ynk) para
ynk ∈ M∩B(A,δ ), para todo k ≥ K1. Como M∩B(A,δ ) é compacto, pois M∩B(A,δ )⊂ B(A,ε),
o qual é compacto, podemos assumir que ynk

k→+∞−→ y ∈ B(A,δ )∩M. Segue da continuidade da
I que I(ynk)

k→+∞−→ I(y) /∈ B(A,ε) já que (3.14) implica I(ynk) = π̃(xnk ,snk) /∈ B(A,ε), e portanto
I(y) /∈ A. Mas pela Proposição C.0.1, I(y) ∈ D̃+(A), donde D̃+(A) ̸= A. Contradição. Portanto,
A é π̃-estável.
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Exemplo 3.2.2. Considere o sistema impulsivo do Exemplo 2.3.3. Pelo item b) do Exemplo
2.4.7, [0,∞) = D̃+([0,1)), donde D̃+([0,1]) ̸= [0,1]. Logo, pelo Teorema 3.2.1, A .

= [0,1] não
é π̃-estável, orbitalmente π̃-estável, BH π̃-estável, uniformemente π̃-estável, assintoticamente
π̃-estável e nem equi π̃-estável. Também A não é π̃-atrator e nem π̃-atrator fraco, pois L̃+(1) = /0.

O Exemplo 3.2.2 juntamente com o Exemplo 3.3.4 sugere, como argumenta (BONOTTO;
SOUTO, 2019), que o conjunto impulsivo M pode ser responsável pela instabilidade.

O próximo exemplo mostra que a compacidade é essencial no Teorema 3.2.1.

Exemplo 3.2.3. Considere X = {(x,y) : y ≥ 0} e o sistema
π((x,y), t) = (xe−t ,yet), x <−1, t ∈ R,
π((x,y), t) = (t + x,y), x ≥−1, t ∈ R,
M = {(−1,y) : y ∈ R},
I(−1,y) = (1,y), y ∈ R.

Note que M = M e I é contínua. Dado (−1,y) ∈ M, tome ε(−1,y)
.
= 1. Segue que (X ,π,R+,M, I)

satisfaz as condições da Definição 2.1.5, isto é, define um SI. Além disso, dado (−1,y) ∈ M,
(−1,y) satisfaz STC. De fato, defina

S .
= {−1}× [y−1,y+1] e L .

= {0}× [y−1,y+1].

Então para λ
.
= 1, S = F(L,λ ). Também, [−e,0]× [y − 1,y + 1] ⊂ F(L, [0,2]) pois, dado

(u,v) ∈ [−e,0]× [y− 1,y+ 1], se u ∈ [−1,0] então π((u,v), t) = (t + u,v) ∈ L o que implica
t =−u ∈ [0,2]. Se u ∈ [−e,−1), π((u,v), t) = (ue−t ,vet)∈ M implica u =−et , donde 0 < t ≤ 1.
Logo verificamos os itens a),b) e c), da Definição 2.3.1. O item d) se verifica pois, o fluxo π

corresponde a uma EDO autônoma, donde as órbitas não se intersectam. A Figura 6 representa
(X ,π,R+,M, I).

Considere, agora, o conjunto A .
= R. Então A é π̃-estável mas não é uniformemente

π̃-estável. De fato, sejam δ > 0 e ε = 1. Assim (−2,2) /∈ B(A,1). Notemos que

d(π((−2,2), t),A) = d((−2e−t ,2et),A) t→−∞−→ 0.

Tome τ < 0 tal que (x1,y1)
.
= π((−2,2),τ) ∈ B(A,δ ), donde

π̃((x1,y1),−τ) = π(π((−2,2),τ),−τ) = (−2,2)

e A não é uniformemente π̃-estável.

Por outro lado seja ε > 0. Considere (x0,0) ∈ A com x0 >−1. Tome

δ = min
{

ε

2
,d((x0,0),(−1,0))

}
= min

{
ε

2
,x0 +1

}
.

Assim, dado (x,y) ∈ B((x0,0),δ ) temos que para todo t ≥ 0,

π̃((x,y), t) = (x+ t,y) ∈ B(A,ε).
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Considere, agora, (x0,0) ∈ A com x0 <−1. Temos que dado (x,y) ∈ X com x <−1,

π((x,y),φ(x,y)) = (e−φ(x,y)x,eφ(x,y)y) = (−1,eφ(x,y)y) =⇒ e−φ(x,y)x =−1,

ou seja,
φ(x,y) = ln(−x) e eφ(x,y)y =−xy. (3.16)

Desta forma, escolha δ
.
= ε

ε−x0
> 0. Dado (x,y) ∈ B((x0,0),δ ), segue que

max{|y|, |x− x0|} ≤
√
|x− x0|2 + y2 = d((x,y),(x0,0))<

ε

ε − x0
≤ ε,

logo,
|x|< ε + |x0|= ε − x0 e |y|< ε

ε − x0
,

donde (3.16) implica
|eφ(x,y)y|= |xy|< (ε − x0)

ε

ε − x0
= ε,

e isso garante que π̃((x,y), t) ∈ B(A,ε), para todo t ≥ 0. Por fim para (−1,0) ∈ A, tome δ =

min{ ε

2 ,
ε

ε+1}. Portanto, A é π̃-estável.

x

yM I(M)

Figura 6 – A = R é π̃-estável mas não é uniformemente π̃-estável.

3.3 Estabilidade de conjuntos relativamente compactos
Nos próximos três teoremas, veremos algumas alternativas do Teorema 3.2.1, em que as

hipóteses de compacidade serão enfraquecidas. Tais alternativas, foram dadas por (BONOTTO;
SOUTO, 2019).

Teorema 3.3.1. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X tal que A compacto. Então, A é uniforme-
mente π̃-estável, se e somente se, A é orbitalmente π̃-estável.

Demonstração. Suponhamos que A seja orbitalmente π̃-estável. Seja ε > 0. Como A⊂B(A,ε)∈
τX , então existe VA ⊂ B(A,ε) tal que

π̃(VA, [0,∞))⊂VA. (3.17)
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Como A é compacto, existe δ = δ (ε)< ε tal que B(A,δ )⊂VA. Segue de (3.17) que

π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ π̃(VA, [0,∞))⊂VA ⊂ B(A,ε) = B(A,ε).

Por outro lado, suponhamos que A seja uniformemente π̃-estável. Tome UA uma vizi-
nhança de A. Como A é compacto, existe ε > 0 tal que B(A,ε)⊂UA. Sendo A uniformemente
π̃-estável, existe δ = δ (ε)> 0 tal que

π̃(B(A,δ ), [0,∞)) = π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε) = B(A,ε)⊂UA. (3.18)

Tome VA
.
= π̃(B(A,δ ), [0,∞)). Então π̃(VA, [0,∞))⊂VA e (3.18) implica VA ⊂UA.

Teorema 3.3.2. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X . Suponha que A seja compacto e uniforme
π̃-estável. Então, D̃+(A) = A.

Demonstração. Note que

A ⊂ D̃+(A). (3.19)

De fato, dado y ∈ A, tome xn
.
= y e tn

.
= 0 para todo n ∈ N. Segue que d(xn,A) = d(y,A) = 0

e π̃(y, tn) = y n→+∞−→ y, donde da Proposição C.0.1 vale (3.19). Também, da Definição 2.4.4,
obtemos

D̃+(A) =
⋂
ε>0

⋃
t≥0

π̃(B(A,ε), t) =⇒ D̃+(A) = D̃+(A). (3.20)

Segue de (3.19), (3.20) e da definição de A que A ⊂ D̃+(A).

Por outro lado, sejam y ∈ D̃+(A) e ε > 0. Como A é compacto, a Proposição C.0.2
implica que

D̃+(A) =
⋃
a∈A

D̃+(a). (3.21)

Logo de (3.21), existe a ∈ A tal que y ∈ D̃+(a). Pela Proposição C.0.1, existem sequências
(an)⊂ X e (tn)⊂ R+ tais que

an
n→+∞−→ a e π̃(an, tn)

n→+∞−→ y. (3.22)

Como A é uniformemente π̃-estável, existe δ = δ (ε)> 0 tal que

π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B
(

A,
ε

2

)
. (3.23)

Segue de (3.22) que existe N ∈ N tal que, para todo n ≥ N, an ∈ B(A,δ ), donde (3.23) implica

π̃(an, tn) ∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B
(

A,
ε

2

)
.

Logo, y ∈ B(A, ε

2) ⊂ B(A,ε). Da arbitrariedade de ε > 0, concluímos que y ∈
⋂

ε>0 B(A,ε) =

A.
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Teorema 3.3.3. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI, X localmente compacto e A ⊂ X tal que A é
compacto. Então, D̃+(A) = A, se e somente se, A é uniformemente π̃-estável.

Demonstração. Seja ε > 0. Como A é compacto, a Proposição C.0.2 implica que

D̃+(A) =
⋃
a∈A

D̃+(a) = D̃+(A). (3.24)

Supondo D̃+(A) = A, segue que D̃+(A) = A. Logo, pelo Teorema 3.2.1 obtemos que A é
uniformemente π̃-estável. Desta forma, existe δ = δ (ε)> 0 tal que

π̃(B(A,δ ), [0,∞)) = π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε) = B(A,ε).

Por outro lado, se A é uniformemente π̃-estável, como A é compacto, segue do Teorema
3.3.2 que D̃+(A) = A.

O próximo exemplo é uma aplicação dos Teoremas 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3, e nos mostra
mais uma vez como o conjunto impulsivo pode ser responsável pela instabilidade.

Exemplo 3.3.4. Sejam X = R2, A = [0,2)×{0} e
π((x,y), t) = (x+ t,y), t ≥ 0, (x,y) ∈ R2,

M = {(x,y) ∈ R2 : x = 2},
I(2,y) = (0, y

2), y ∈ R.

Note que M = M e I é contínua em M. Como o fluxo π corresponde a uma EDO autônoma, as
órbitas não se intersectam. Logo dado z ∈ M, basta tomar εz

.
= 1, que as condições da Definição

2.1.5 estão satisfeitas, isto é, (X ,π,R+,M, I) é um SI. Note também que M satisfaz STC. De
fato, tome L .

= {(3,y) : y ∈ R}, S .
= {2}× [y−1,y+1] e λ

.
= 1. Logo S é uma λ -seção através

de z que satisfaz a Definição 2.3.2. A Figura 7 representa o sistema (X ,π,R+,M, I).

i) P̃(A) = {(x,y) ∈ R2 : x < 2}. De fato, se (x,y) ∈ P̃(A) com x ≥ 2, pela Proposição C.0.1,
existem (tn)⊂ R+ e (u,v) ∈ R2, tais que tn

n→+∞−→ ∞ e

π̃((x,y), tn)) = π((x,y), tn) = (x+ tn,y)
n→+∞−→ (u,v),

mas

∥π̃((x,y), tn))∥= ∥π((x,y), tn))∥= ∥(x+ tn,y)∥
n→+∞−→ ∞.

Segue que P̃(A) ⊂ {(x,y) : x < 2}. Por outro lado, dado z = (x,y), x < 2 tome tk
.
=

∑
k−1
i=0 φ(z+i ), k ∈ N. Como φ(z+i ) = 2 para todo i, tk

k→+∞−→ ∞. Além disso, como x < 2
temos

π̃(z, tk) = z+k =
(

0,
y

2k−1

)
k→+∞−→ 0, (3.25)
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donde, pela Proposição C.0.1, 0 ∈ L̃+(z) ̸= /0. Também, sejam (u,v) ∈ L̃+(z) e ε > 0.
Então, pela Proposição C.0.1, existe uma sequência (tn)⊂ R+ tal que

tn
n→+∞−→ ∞ e π̃(z, tn)

n→+∞−→ (u,v). (3.26)

Como tn
n→+∞−→ ∞ e de (3.25), z+k

k→+∞−→ 0, tome kn ∈ N tal que ∥z+kn
∥< ε e

tn ∈

(
kn−1

∑
i=0

φ(z+i ),
kn

∑
i=0

φ(z+i )

)
.

Segue que,

π̃(z, tn) = π

((
0,

y
2kn−1

)
, tn −

kn−1

∑
i=0

φ(z+i )

)
=

(
tn −

kn−1

∑
i=0

φ(z+i ),
y

2kn−1

)
,

ou seja,
d(π̃(z, tn),A) = ∥z+kn

∥=
∥∥∥(0,

y
2kn−1

)∥∥∥< ε. (3.27)

Portanto, (3.26) e (3.27) implicam (u,v) ∈ A.

ii) A é π̃-estável. De fato, sejam ε > 0 e z0 = (x0,0) ∈ A. Como x0 < 2 temos que

δ
.
= min

{
ε,

d(z0,2)
2

}
> 0.

Dado z = (x,y) ∈ B(z0,δ ), para 0 ≤ t < φ(z) tem-se

d(π̃(z, t),A) = d(π(z, t),A) = |y|< ε =⇒ π̃(z, [0,φ(z))⊂ B(A,ε).

Para z ∈ B(z0,δ ) e t ≥ φ(z), temos que x < 2, donde existe k ∈ N tal que

t ∈

(
k−1

∑
i=0

φ(z+i ),
k

∑
i=0

φ(z+i )

)
.

Daí,

π̃(z, t) = π

((
0,

y
2k−1

)
, t −

k−1

∑
i=0

φ(z+i )

)
=

(
t −

k−1

∑
i=0

φ(z+i ),
y

2k−1

)
,

que nos leva
d(π̃(z, t),A) = ∥z+k ∥=

∥∥∥(0,
y

2k−1

)∥∥∥≤ |y|< ε,

ou seja,
π̃(z, [φ(z),∞))⊂ B(A,ε).

Portanto, π̃(B(z0,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

iii) A não é π̃-estável. De fato, tome (2,0)∈ A, δ > 0 e ε = 1. Seja x ∈ (2,2+δ ). Então, x > 2
donde, para todo t ≥ 0,

π̃((x,0), t) = π((x,0), t) = (x+ t,0). (3.28)

Tome t > 0 tal que x+ t > 3. Portanto, (3.28) implica

d(π̃((x,0), t),A) = x+ t −2 > 1 =⇒ π̃((x,0), t) /∈ B(A,1).
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iv) A não é uniformemente π̃-estável. De fato, como iii) implica que A não é π̃-estável, sendo
compacto e X localmente compacto, o Teorema 3.2.1 mostra que A não é orbitalmente
π̃-estável. Segue do Teorema 3.3.1 que A não é uniformemente π̃-estável.

v) D̃+(A) ̸= A. De fato, sendo X localmente compacto e A compacto, como iv) implica que A

não é uniformemente π̃-estável temos o resultado pelo Teorema 3.3.3.

MI(M)
z

z1

z+1 z2

z+2 z3z+k zk+1z+k+1

A

Figura 7 – Instabilidade gerada pelo conjunto impulsivo.

3.4 Estabilidade de componentes
Como podemos observar em (BHATIA; SZEGÖ, 1970), em sistemas dinâmicos sem

impulso, um conjunto compacto é estável se, e somente se, suas componentes conexas o são. Isto
não ocorre em sistemas impulsivos. Mais ainda: a condição STC, que tem grande importância
na teoria dos sistemas dinâmicos impulsivos, (CIESIELSKI, 2004b), não implica, em geral, na
estabilidade de componentes conexas. É necessário e essencial que a componente conexa seja
isolada e invariante pela função impulso.

Exemplo 3.4.1. Considere X = {(x,y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4} e
π((x,y), t) = (xcos t − ysin t,xsin t + ycos t), (x,y) ∈ X , t ≥ 0,
M = {0}× [−2,−1],
I(0,y) = (0,y+3),−2 ≤ y ≤−1.

Note que M =M e I é contínua em M. Dado (0,y)∈M, temos que π((0,y), t) = (−ysin t,ycos t).
Desta forma, basta tomar ε(0,y)

.
= π

2 que as condições da Definição 2.1.5 estão satisfeitas, isto é,
(X ,π,R+,M, I) é um SI. Ainda, todo ponto de M satisfaz STC. De fato, seja (0,y) ∈ M e defina

S .
= M, L .

= [1,2]×{0} e λ
.
=

π

2
.

Assim, S = S, L = L e F(L,λ ) = S, pois

(0,y) ∈ S =⇒ π

(
(0,y),

π

2

)
∈ L =⇒ (0,y) ∈ F(L,λ )
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e
(u,v) ∈ F(L,λ ) =⇒ (−v,u) = (v′,0), v′ ∈ [1,2] =⇒ (u,v) ∈ S.

Agora, note que {(x,y) ∈ X : y < 0} ⊂ F(L, [0,π]), pois tomando t .
= cot−1(−x

y ) ∈ [0,π] tem-se

(xcos t − ysin t,xsin t + ycos t) ∈ L.

Ainda, como o fluxo π corresponde a uma EDO autônoma, as órbitas não se intersectam donde,
para quaisquer µ,ν ∈ [0,π],

F(L,µ)∩F(L,ν) = /0.

Por fim, M ⊂ {(x,y) ∈ X : y ≤ 0} ⊂ F(L, [0,π]), donde S = M∩F(L, [0,π]). Segue que S é uma
π

2 -seção que satisfaz STC (Definição 2.3.2). A Figura 8 representa o sistema (X ,π,R+,M, I).

A1 A2

M

I(M)

Figura 8 – A1 ∪A2 é π̃-estável mas sua componente A1 não o é.

O conjunto A .
= A1 ∪A2 com

A1
.
= {(x,y) ∈ X : x2 + y2 = 1} e A2

.
= {(x,y) ∈ X : x2 + y2 = 4},

é π̃-estável (veja Exemplo 4.1.8), enquanto A1 não o é. De fato, sejam (0,−1) ∈ A, ε = 1
2 e

δ > 0. Assim
d((0,−1)+1 ,A1) = d((0,2),(0,1)) = 1 > ε

e
(0,−1)+1 ∈ π̃(B(A1,δ ), [0,∞)),

o que mostra que A1 não é π̃-estável.

O próximo resultado nos diz que a instabilidade das componentes, no Exemplo 3.4.1,
vem do fato de que I(M∩A1) ̸⊂ A1.

Teorema 3.4.2. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI, X localmente compacto, A ⊂ X compacto π̃-
estável e E ⊂ A uma componente conexa isolada tal que I(M∩E)⊂ E. Então E é π̃-estável.
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Demonstração. Se E não for π̃-estável, então existem x ∈ E, ε > 0, (xn)⊂ X e (tn)⊂ R+ tais
que

xn
n→+∞−→ x e π̃(xn, tn) /∈ B(E,ε), n ∈ N. (3.29)

Como A é compacto e E = E, segue que E também é compacto. Agora, como X é localmente
compacto, sem perda de generalidade, podemos assumir que B(E,ε) é compacto. Pela definição
de componente isolada, existem U,V ∈ τX tais que

E ⊂U, A\E ⊂V e V ∩U = /0. (3.30)

Assim (3.30) implica d(E,V )> 0, donde sem perda de generalidade, podemos considerar

B(E,ε)∩V = /0. (3.31)

Note que, para todo n ∈ N,

φ(xn)< ∞. (3.32)

Do contrário, utilizando (3.29), a menos de subsequência, teríamos π(xn, tn) = π̃(xn, tn) /∈B(E,ε)

e xn ∈ B(E,ε), n ∈ N. Logo, como π é contínua, segue do Teorema da Alfândega que existe
(sn)⊂ R+ tal que π(xn,sn) ∈ S(E,ε), n ∈ N. Como B(E,ε) é compacto, S(E,ε) o é, donde sem
perda de generalidade, obtemos π(xn,sn)

n→+∞−→ y ∈ S(E,ε) ⊂ B(E,ε). As condições (3.30) e
(3.31) implicam que y /∈ A. No entanto, (3.29) juntamente com as Proposições C.0.1 e C.0.2 e o
Teorema 3.2.1. implicam que y ∈ D̃+(x)⊂ D̃+(A) = A. Contradição. Portanto a condição (3.32)
é válida.

Além disso, (3.30) implica A ⊂W .
= B(E,ε)∪V . Da π̃-estabilidade de A, existe δ > 0

tal que π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂W . Podemos assumir de (3.29) que

π̃(xn, [0,∞))⊂W e {t ∈ R+ : π̃(xn, t) ∈V} ̸= /0, (3.33)

para todo n ∈ N. Defina

un
.
= inf{t ∈ R+ : π̃(xn, t) ∈V}, n ∈ N,

que está bem definido por (3.33). Note que un > 0 para todo n ∈ N. Já de (3.29) e (3.31),
xn /∈V , e pela continuidade de π podemos encontrar ηn ∈ (0,φ(xn)) tal que π̃(xn,(0,ηn))∩V =

π(xn,(0,ηn))∩V = /0, n ∈ N. Segue de (3.33) e da definição de un, que

π̃(xn, [0,un))⊂ B(E,ε) e π̃(xn,un) ∈V, (3.34)

para cada n ∈ N. Logo, de (3.34), temos que π̃(xn,un) = (xn)
+
kn
= I(qn) para algum qn ∈ M.

Assim, pela continuidade de π e de (3.34), concluímos que qn ∈ B(E,ε). Da compacidade,
podemos assumir que

qn
n→+∞−→ y ∈ M∩B(E,ε). (3.35)
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Como M∩ I(M) = /0 (hipótese (H2)), existe vn ∈ (0,un) tal que

π̃(xn,(vn,un))∩M = /0, n ∈ N. (3.36)

Seja sn ∈ (vn,un) tal que un − sn
n→+∞−→ 0 e considere yn

.
= π̃(xn,sn), n ∈ N. De (3.34), yn ∈

B(E,ε) ⊂ B(E,ε), e da compacidade de tal conjunto, yn
n→+∞−→ y ∈ B(E,ε) a menos de sub-

sequência. Segue das Proposições C.0.1, C.0.2 e de (3.29), que y ∈ D̃+(x)⊂ D̃+(A) = A. Porém,
como (3.30), (3.31) e B(E,ε)∩ (A\E) = /0 são válidos, temos y ∈ E. Ainda, de (3.35),

V ∋ π̃(xn,un) = I(qn)
n→+∞−→ I(y),

logo I(y)∈V . Mas como y ∈ E∩M e I(M∩E)⊂ E (por hipótese), segue que I(y)∈ E ⊂ B(E,ε)

contradizendo (3.31).

Portanto, E é π̃-estável.

A hipótese da componente ser isolada no Teorema 3.4.2 é essencial. Vejamos o seguinte
exemplo.

Exemplo 3.4.3. Considere X = {(x,y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4} e o sistema
π((x,y), t) = (xcos t − ysin t,xsin t + ycos t), t ≥ 0,(x,y) ∈ X ,

M = {0}× [1,2],
I(0,y) = (0,y−3), 1 ≤ y ≤ 2.

Então M = M e I é contínua em M. Dado (y,0) ∈ M tome ε(0,y)
.
= π

2 que as condições da
Definição 2.1.5 estão satisfeitas, isto é, (X ,π,R+,M, I) é um SI. E, como no Exemplo 3.4.1,
cada ponto de M satisfaz STC. Defina Aα

.
= {(x,y) : x2 + y2 = α2}, α ∈ [1,2], e considere o

conjunto

A .
= A1 ∪A2 ∪

(
∞⋃

n=2

A1+ 1
n

)
∪

(
∞⋃

n=3

A2− 1
n

)
.

Temos que A1 e A2 não são isoladas. De fato, suponhamos que existam ε > 0 e V ∈ τX

tais que A\A1 ⊂V e B(A1,ε)∩V = /0. Tome n ∈ N tal que 1
n < ε . Assim, dado (x,y) ∈ A1+ 1

n
,

obtemos

d((x,y),A1) = 1+
1
n
−1 =

1
n
< ε =⇒ A1+ 1

n
⊂ B(A1,ε) =⇒ B(A1,ε)∩V ̸= /0.

Portanto, A1 é isolado. Analogamente, A2 não é isolada.

Note, também, que A1 ∪ A2, A 3
2

e A1+ 1
n
∪ A2− 1

n
, para cada n ≥ 3, são conjuntos π̃-

invariantes, pois esses conjuntos são π-invariantes e I(0,1)= (0,−2), I(0,2)= (0,−1), I(0, 3
2)=

(0,−3
2), I(0,1+ 1

n) = (0,−2+ 1
n) e I(0,2− 1

n) = (0,−1− 1
n).

Além disso, o compacto A é π̃-estável. Com efeito, sejam ε > 0 e (x0,y0) ∈ A. Conside-
remos o caso em que (x0,y0) ∈ A1+ 1

n
para algum n ∈ N. Note que, para todo k ∈ N0, temos

π
(
(x+2k,y

+
2k), [0,φ(x

+
2k,y

+
2k)
)
⊂ A1+ 1

n
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e
π
(
(x+2k+1,y

+
2k+1), [0,φ(x

+
2k+1,y

+
2k+1)

)
⊂ A2− 1

n
.

Assim, tomando δ = ε , se (x,y) ∈ B((x0,y0),δ ) segue que

π̃((x,y), [0,∞))⊂ B(A1+ 1
n
,δ )∪B

(
A2− 1

n
,δ
)
⊂ B(A,ε) .

De mesma forma, se (x0,y0) ∈ A2− 1
n

para algum n ∈ N, então dado ε > 0, basta tomar δ = ε ,
que se (x,y) ∈ B((x0,y0),δ ) então

π̃((x,y), [0,∞))⊂ B
(

A1+ 1
n
,δ
)
∪B
(

A2− 1
n
,δ )⊂ B(A,ε

)
.

Entretanto, A1 e A2 não são π̃-estáveis. De fato, considere B(A1,
1
4) e δ > 0. Tome

(1,0) ∈ A1 e considere n0 ∈ N, n0 ≥ 2, tal que (1+ 1
n0
,0) ∈ B((1,0),δ ). Assim,

π̃

((
1+

1
n0

,0
)
,
π

2

)
= I
(

0,1+
1
n0

)
=

(
0,−2+

1
n0

)
/∈ B
(

A1,
1
4

)
.

Analogamente, considere B(A2,
1
4) e δ > 0. Tome (2,0) ∈ A2 e considere n0 ∈N, n0 ≥ 2,

tal que (2− 1
n0
,0) ∈ B((1,0),δ ). Assim,

π̃

((
2− 1

n0
,0
)
,
π

2

)
= I
(

0,2− 1
n0

)
=

(
0,−1− 1

n0

)
/∈ B
(

A1,
1
4

)
.

Teorema 3.4.4. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X compacto. Se qualquer componente
conexa E de A é π̃-estável, então A é π̃-estável.

Demonstração. Sejam ε > 0, x ∈ A e Ax uma componente conexa que contém x. Como Ax é
π̃-estável e A ⊃ Ax, existe δ > 0 tal que

π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ B(Ax,ε)⊂ B(A,ε).

Portanto, A é π̃-estável.

Agora podemos apresentar condições para que a estabilidade das componentes de um
conjunto seja equivalente a estabilidade do conjunto todo, como no caso sem impulso, dado por
(BHATIA; SZEGÖ, 1970). A demonstração do próximo teorema segue dos Teoremas 3.4.2 e
3.4.4.

Corolário 3.4.5. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI, X localmente compacto e A ⊂ X compacto.
Suponha que toda componente conexa E de A seja isolada e I-invariante, isto é, I(M∩E)⊂ E.
Então A é π̃-estável se, e somente se, cada componente conexa de A é π̃-estável.
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CAPÍTULO

4
ESTABILIDADE DE LYAPUNOV

No Capítulo 3, definimos alguns conceitos de estabilidade para sistemas impulsivos,
relacionando-os com critérios topológicos dados pela literatura, como a compacidade. Alter-
nativamente, neste capítulo, veremos que na maioria dos casos, podemos substituir aquelas
condições topológicas pela existência de funções de Lyapunov. Tal estratégia, é inspirada no
método direto de Lyapunov, para o estudo de estabilidade de soluções de equações diferenciais e
suas propriedades qualitativas (HALE, 1969), e consiste de obter funções escalares não negati-
vas que, entre outras coisas, decrescem ao longo de soluções, (BONOTTO; SOUTO, 2019), e
indicam como tais soluções se comportam ao entrarem em um conjunto fechado, por exemplo,
(BONOTTO; JR, 2010).

Os resultados apresentados nesse capítulo foram estabelecidos nos trabalhos (BONOTTO;
JR, 2010) e (BONOTTO; SOUTO, 2019), e se utilizam das hipóteses adicionais (H1), (H2) e
(H3). Para os Teoremas 4.1.3,4.1.4, 4.1.6, 4.1.7 e o Lema 4.3.5 assumiremos também a hipótese
adicional (H4).

4.1 Estabilidade de conjuntos fechados

Inicialmente, vamos apresentar dois resultados auxiliares.

Lema 4.1.1. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e ψ : X →R+ uma função satisfazendo as condições:

i) Dados x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x) =⇒ ψ(π(x, t))≤ ψ(x).

ii) ψ(I(x))≤ ψ(x), para todo x ∈ M.

Então ψ(π̃(x, t))≤ ψ(x) para todo x ∈ X \M e t ≥ 0.
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Demonstração. Sejam x ∈ X \M e t ≥ 0. Se t < φ(x) então ψ(π̃(x, t))≤ ψ(x) para todo t ∈R+.

ψ(π̃(x, t)) = ψ(π(x, t))
i)
≤ ψ(x).

Porém, se t ≥ φ(x) então
k−1

∑
i=0

φ(x+i )≤ t <
k

∑
i=0

φ(x+i ) para algum k ∈ N. Como x+k /∈ M para todo

k ∈ N, pois M∩ I(M) = /0 (hipótese (H2)), segue que

ψ(π̃(x, t)) = ψ

(
π

(
x+k , t −

k−1

∑
i=0

φ(x+i )

))
i)
≤ ψ(x+k ) = ψ(I(xk))

ii)
≤ ψ(xk)

i)
≤ ψ(x).

Lema 4.1.2. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e ψ : X → R+ uma função contínua em X \M

satisfazendo as condições:

i) Dados x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x) =⇒ ψ(π(x, t))≤ ψ(x);

ii) ψ(I(x))≤ ψ(x), para todo x ∈ M.

Se ψ for contínua em z ∈ M então ψ(π̃(z, t))≤ ψ(z) para todo t ≥ 0.

Demonstração. Seja z ∈ M tal que ψ é contínua em z. Pela condição iii) da Definição 2.1.5,
existe εz > 0 tal que π(z,(0,εz))∩M = /0. Seja (λn) ⊂ (0,εz) tal que λn

n→+∞−→ 0. Defina wn =

π(z,λn) = π̃(z,λn), n ∈ N. Como wn /∈ M, n ∈ N, segue do Lema 4.1.1 que

ψ(π̃(wn, t))≤ ψ(wn),

para todo t ≥ 0 e n ∈ N. Logo,

ψ(π̃(z, t +λn))≤ ψ(wn),

para todo t ≥ 0 e n ∈ N.

Note que wn
n→+∞−→ z e π̃(z, t + λn)

n→+∞−→ π̃(z, t) (veja Proposição B.0.7). Lembre-se
que π̃(z, t) /∈ M para todo t > 0, pois pela hipótese (H2) temos M ∩ I(M) = /0. Daí, segue da
continuidade de ψ em X \M e em z que

ψ(π̃(z, t))≤ ψ(z),

para todo t ≥ 0.

O próximo resultado caracteriza a π̃-estabilidade (Definição 3.1.1) de conjuntos fechados.

Teorema 4.1.3. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X um subconjunto fechado. Então, A é
π̃-estável, se e somente se, existe uma função ψ : X → R+ tal que:
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a) ψ é contínua em X \ (M \A) = (X \M)∪A.

b) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que, se d(x,A)≥ ε e x /∈ M =⇒ ψ(x)≥ δ .

c) Dada uma sequência (wn)⊂ X , com wn
n→+∞−→ x ∈ A =⇒ ψ(wn)

n→+∞−→ 0.

d) Dados x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x) =⇒ ψ(π(x, t))≤ ψ(x);

e) ψ(I(x))≤ ψ(x), para todo x ∈ M.

Demonstração. (⇐=) Sejam ε > 0 e x∈A=A=Ao∪∂A. Podemos assumir que X \B(A,ε) ̸= /0.
Defina

µ
.
= inf

{
ψ(w) ∈ R+ : w /∈ M e d(w,A)≥ ε

2

}
. (4.1)

Note que µ > 0, pois do contrário existiria uma sequência (wn)⊂ X com wn /∈ M e d(wn,A)≥ ε

2 ,
n ∈ N, tal que ψ(wn)

n→+∞−→ 0. Por outro lado, a condição b) implica que existe δ > 0 tal que
ψ(wn)≥ δ > 0, n ∈ N. Contradição. Portanto, µ > 0.

Suponha inicialmente que x ∈ Ao. Definindo wn
.
= x, para n ∈ N, temos wn

n→+∞−→ x ∈ A,
donde a) e c) implica ψ(x) = 0. Como ψ é contínua em x (condição a)), para µ > 0, existe
δ > 0 tal que

y ∈ B(x,δ )⊂ A =⇒ ψ(y)< µ. (4.2)

Afirmamos que
π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε). (4.3)

De fato, do contrário, existiriam z ∈ B(x,δ ) e t1 ∈ (0,∞) tais que

π̃(z, t1) /∈ B(A,ε). (4.4)

Note que ψ(z)< µ e π̃(z, t1) /∈ M já que M∩ I(M) = /0. Daí, de (4.1) e (4.4), obtemos

ψ(π̃(z, t1))≥ µ. (4.5)

Como ψ é contínua em z, pois z ∈ A, segue dos Lemas 4.1.1 e 4.1.2 que

ψ(π̃(z, t1))≤ ψ(z)< µ,

contradizendo (4.5). Portanto, π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

Suponha agora que x ∈ ∂A. Então existe uma sequência (wn) ⊂ X tal que wn
n→+∞−→ x.

A condição c) implica que ψ(wn)
n→+∞−→ 0, e a condição a) implica que ψ(x) = 0. Logo, como

Mo = /0, existe δ > 0, δ < ε , tal que

y ∈ B(x,δ )\M =⇒ ψ(y)< µ. (4.6)

Afirmamos, neste caso, que
π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε). (4.7)
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Do contrário, existem w ∈ B(x,δ ) e t2 ∈ (0,∞) tais que

π̃(w, t2) /∈ B(A,ε). (4.8)

Note que π̃(w, t2) /∈ M já que M∩ I(M) = /0. Daí, de (4.1) e (4.8), obtemos

ψ(π̃(w, t2))≥ µ. (4.9)

Se w ∈ B(x,δ )\M então ψ(w)< µ . Logo, pelo Lema 4.1.1

ψ(π̃(w, tw))≤ ψ(w)< µ,

contradizendo (4.9).

Se w ∈ B(x,δ )∩M, existe τ ∈ (0,φ(w)) tal que

π̃(w,(0,τ)) = π(w,(0,τ))⊂ B(x,δ )\M. (4.10)

Segue de (4.10) e (4.6) que para t∗ ∈ (0,τ)∩ (0, t2),

ψ(π̃(w, t2)) = ψ(π̃(π̃(w, t∗), t2 − t∗))
d)
≤ ψ(π̃(w, t∗))< µ,

contradizendo (4.9). Portanto, π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

(=⇒) Defina ψ : X → R+ por

ψ(x) =

supk≥0

(
sup0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k ,t),A)
1+d(π(x+k ,t),A)

)
se x /∈ M,

ψ(I(x)) se x ∈ M.

a) Sejam x /∈ M e wn
n→+∞−→ x. Como M = M, podemos assumir sem perda de generalidade,

que wn /∈ M para todo n ∈ N. Para k = 1, segue das continuidades de φ (Teorema A.0.6)
em X \M, I em M e π em X ×R+ que

(wn)
+
1 = I(π(wn,φ(wn)))

n→+∞−→ I(π(x,φ(x))) = x+1 . (4.11)

Suponha (4.11) válido para k−1, k ≥ 1. Novamente, como φ é contínua em X \M, I em
M e π em X ×R+, então

(wn)
+
k = I(π((wn)

+
k−1,φ((wn)

+
k−1)))

n→+∞−→ I(π(x+k−1,φ(x
+
k−1))) = x+k . (4.12)

Portanto, (wn)
+
k

n→+∞−→ x+k para todo k ∈ N. Como M∩ I(M) = /0, segue que x+k /∈ M para
todo k ∈ N, donde, sem perda de generalidade, podemos assumir que (wn)

+
k /∈ M para

todos n,k ∈ N. Logo, pelo Teorema A.0.6,

φ((wn)
+
k )

n→+∞−→ φ(x+k ), k ∈ N0.



4.1. Estabilidade de conjuntos fechados 51

Assim,

sup
0≤t≤φ((wn)

+
k )

d(π((wn)
+
k , t),A)

1+d(π((wn)
+
k , t),A)

n→+∞−→ sup
0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k , t),A)
1+d(π(x+k , t),A)

.

Portanto,

sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ((wn)
+
k )

d(π((wn)
+
k , t),A)

1+d(π((wn)
+
k , t),A)

)
n→+∞−→ sup

k≥0

(
sup

0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k , t),A)
1+d(π(x+k , t),A)

)
,

isto é,
ψ(wn)

n→+∞−→ ψ(x).

Agora, seja x∈M∩A. Dado ε > 0, segue da π̃-estabilidade de A que existe δ = δ (x,ε)> 0
tal que

π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

Como ε > 0 é arbitrário, obtemos π̃(x, [0,∞))⊂ A = A. Portanto, π(x+k , t) ∈ A para todo
t ∈ [0,φ(x+k )) e k ∈ N0. Logo,

d(π(x+k , t),A) = 0, (4.13)

para todo t ∈ [0,φ(x+k )) e k ∈ N0.

Como x ∈ M, x+1 /∈ M (pois M ∩ I(M) = /0) e (x+1 )
+
k = x+k+1, para todo k ∈ N0, segue de

(4.13) que

ψ(x) = ψ(I(x)) = ψ(x+1 )

= sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ((x+1 )
+
k )

d(π((x+1 )
+
k , t),A)

1+d(π((x+1 )
+
k , t),A)

)

= sup
k≥0

 sup
0≤t≤φ(x+k+1)

d(π(x+k+1, t),A)

1+d(π(x+k+1, t),A)

= 0.

(4.14)

Considere por fim X ∋ zn
n→+∞−→ x e ε > 0. A π̃-estabilidade de A implica que π̃(zn, [0,∞))⊂

B(A,ε) para n suficientemente grande. Logo, existe n0 ∈ N tal que

π((zn)
+
k , t)) ∈ B(A,ε),

para todo t ∈ [0,φ((zn)
+
k )], k ∈ N0 e n ≥ n0. Consequentemente,

sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ((zn)
+
k )

d(π((zn)
+
k , t),A)

1+d(π((zn)
+
k , t),A)

)
< ε

e

sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ(((zn)
+
1 )

+
k )

d(π(((zn)
+
1 )

+
k , t),A)

1+d(π(((zn)
+
1 )

+
k , t),A)

)
=
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= sup
k≥0

 sup
0≤t≤φ((zn)

+
k+1)

d(π((zn)
+
k+1, t),A)

1+d(π((zn)
+
k+1, t),A)

< ε,

ou seja, ψ(zn)< ε para n ≥ n0. Isto mostra que ψ(zn)
n→+∞−→ ψ(x) = 0, devido a (4.14).

b) Considere x /∈ M, ε > 0 e d(x,A)≥ ε . Tomando δ
.
= ε

1+ε
,

d(π(x+0 ,0),A)
1+d(π(x+0 ,0),A)

=
d(x,A)

1+d(x,A)
≥ δ ,

logo

ψ(x) = sup
k∈N

(
sup

0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k , t),A)
1+d(π(x+k , t),A)

)
≥ δ .

c) Sejam x ∈ A e X ∋ wn
n→+∞−→ x. Pela definição de ψ e (4.13), ψ(x) = 0. Então pelo item a),

ψ(wn)
n→+∞−→ ψ(x) = 0.

d) Sejam x ∈ X \M, s ∈ [0,φ(x)] e y .
= π(x,s). Suponha s < φ(x). Note que φ(y) = φ(x)− s.

Para k = 1,

y+1 = I(π(y,φ(y)) = I(π(π(x,s),φ(x)− s))) = I(π(x,φ(x))) = x+1 .

Indutivamente, obtemos y+k = x+k para todo k ∈ N. Assim, dado k ∈ N,

sup
0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k , t),A)
1+d(π(x+k , t),A)

= sup
0≤t≤φ(y+k )

d(π(y+k , t),A)
1+d(π(y+k , t),A)

. (4.15)

Agora, se k = 0 tem-se φ(y+0 ) = φ(y)≤ φ(x) = φ(x+0 ). Logo,

sup
0≤t≤φ(y+0 )

d(π(y+0 , t),A)
1+d(π(y+0 , t),A)

= sup
0≤t≤φ(x+0 )−s

d(π(x+0 , t + s),A)
1+d(π(x+0 , t + s),A)

≤ sup
0≤t≤φ(x+0 )

d(π(x+0 , t),A)
1+d(π(x+0 , t),A)

. (4.16)

De (4.15) e (4.16), concluímos que ψ(π(x, t))≤ ψ(x) sempre que 0 ≤ t < φ(x). Por outro
lado, como π(x,φ(x)) ∈ M,

ψ(π(x,φ(x))) = ψ(I(π(x,φ(x))) = ψ(x+1 ) = sup
k≥1

(
sup

0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k , t),A)
1+d(π(x+k , t),A)

)

≤ sup
k≥0

(
sup

0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k , t),A)
1+d(π(x+k , t),A)

)
= ψ(x).

Portanto, ψ(π(x, t))≤ ψ(x) para todo t ∈ [0,φ(x)].
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e) Seja x ∈ M. Pela definição da ψ , temos que ψ(I(x)) = ψ(x).

O teorema está provado.

O próximo resultado caracteriza a equi π̃-estabilidade (Definição 3.1.5) de conjuntos
fechados, que satisfazem uma condição de controle da função impulso.

Teorema 4.1.4. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X um fechado. Suponha que I(M \A) ⊂
(X \A)\M e d(I(x),A)≤ d(x,A), para todo x ∈ M. Então, A é equi π̃-estável se, e somente se,
existe uma função ψ : X → R+ satisfazendo as condições:

a) ψ é semicontínua inferiormente em X \ (M \A).

b) ψ(x) = 0 se x ∈ A e ψ(x)> 0 se x /∈ M∪A.

c) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se d(x,A)≤ δ =⇒ ψ(x)≤ ε .

d) Dados x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x) =⇒ ψ(π(x, t))≤ ψ(x).

e) ψ(I(x))≤ ψ(x), para todo x ∈ M.

Demonstração. (⇐=) Seja x /∈ A∪M. Como A = A e {x} é compacto, defina ε
.
= d(x,A)> 0.

Então por b), temos que µ
.
= ψ(x)> 0 e assim, devido a c), existe δ0 > 0 tal que

d(y,A)≤ δ0 =⇒ ψ(y)≤ µ

2
. (4.17)

Afirmação: x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞)) para δ < min{δ0,ε}.

De fato, do contrário, existiriam sequências (yn)⊂ B(A,δ ) e (Tn)⊂ R+ tais que

π̃(yn,Tn)
n→+∞−→ x. (4.18)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que, para todo n ∈ N,

yn /∈ M. (4.19)

De fato, suponha que yn ∈ M para todo n ∈ N. Se, a menos de subsequência, Tn = 0, para todo
n ∈ N, segue de (4.19) que yn = π̃(yn,Tn)

n→+∞−→ x ∈ M o que é uma contradição pois x /∈ M.
Assim, podemos assumir que Tn > 0, para todo n ∈ N. Daí, pela continuidade da π , para cada
n ∈ N, existe τn > 0 tal que

π(yn, t) ∈ B(A,δ ) se t ∈ [0,τn]. (4.20)

Tome T ′
n < min{φ(yn),Tn,τn}, com T ′

n > 0, e defina y′n
.
= π(yn,T ′

n), n ∈ N. Então de (4.20),
concluímos que y′n ∈ B(A,δ )\M. Além disso, tomando sn

.
= Tn −T ′

n, segue que

π̃(y′n,sn) = π̃(π̃(yn,T ′
n),Tn −T ′

n) = π̃(yn,Tn)
n→+∞−→ x.
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Assim podemos assumir que (4.19) seja válido.

Além disso, podemos assumir que π̃(yn,Tn) /∈ M para todo n ∈ N devido a (4.18). Logo,
a condição a) implica que existe N ∈ N tal que

ψ(π̃(yn,Tn))> ψ(x)− µ

3
=⇒ 2µ

3
< ψ(π̃(yn,Tn)), (4.21)

para todo n ≥ N. Pelo Lema 4.1.1 e (4.17), temos

ψ(π̃(yn,Tn))≤ ψ(yn)≤
µ

2
,

para todo n ∈ N, o que contradiz a condição (4.21). Assim a Afirmação está provada.

Suponhamos, agora, que x /∈ A e x ∈ M. Seja δ > 0. Suponhamos por contradição que
x ∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞)). Então existem sequências (wn)⊂ B(A,δ ) e (tn)⊂ R+ tais que

π̃(wn, tn)
n→+∞−→ x. (4.22)

Como x ∈ M satisfaz STC, existe um λ -tubo F(L, [0,2λ ]) através de x. Pela propriedade de tubo
existe η > 0 tal que B(x,η)⊂ F(L, [0,2λ ]). Defina

H1
.
= B(x,η)∩F(L,(λ ,2λ ]) e H2

.
= B(x,η)∩F(L, [0,λ ]).

Se, a menos de subsequência, π̃(wn, tn) ∈ H1 para todo n ∈ N, o Teorema A.0.7 implica que

φ(π̃(wn, tn)))
n→+∞−→ 0,

donde

π̃(π̃(wn, tn),φ(π̃(wn, tn))) = I(π(π̃(wn, tn),φ(π̃(wn, tn))))
n→+∞−→ I(x) /∈ M,

isto é,

π̃(wn, tn +φ(π̃(wn, tn)))
n→+∞−→ I(x) /∈ M.

Logo, I(x) ∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞)). Mas por hipótese, I(M \A)⊂ (X \A)\M, donde I(x) /∈ A∪M.
Pelo caso anterior, existe δ1 > 0 tal que I(x) /∈ π̃(B(A,δ1), [0,∞)). Como δ foi tomado arbitrário,
obtemos uma contradição.

Se, a menos de subsequência, π̃(wn, tn) ∈ H2 para todo n ∈ N. Tome t ∈ (0,φ(x))
tal que π(x, t) /∈ A. Então, o Teorema A.0.7 implica que φ(π̃(wn, tn))

n→+∞−→ φ(x). Logo t ∈
(0,φ(π̃(wn, tn))) para n suficientemente grande, donde,

π̃(wn, tn + t) = π̃(π̃(wn, tn), t) = π(π̃(wn, tn), t)
n→+∞−→ π(x, t) /∈ A∪M. (4.23)

Porém, pelo caso anterior, existe δ2 > 0 tal que

π(x, t) /∈ π̃(B(A,δ2), [0,∞)),
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que contradiz (4.23) já que δ é arbitrário.

(=⇒) Defina ψ : X → R+ pela lei

ψ(x) =


sup{δ > 0 : x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞))} se x /∈ M∩A,

sup{δ > 0 : I(x) /∈ π̃((B(A,δ ), [0,∞))} se x /∈ Mc ∩A,

0 se x ∈ A.

a) Seja x ∈ A, logo ψ(x) = 0. Então qualquer que seja a sequência wn
n→+∞−→ x segue que

liminfψ(wn)≥ 0 = ψ(x).

Agora, sejam x /∈ (A∪M) e X \M ∋ wn
n→+∞−→ x. Como A é equi π̃-estável, existe δ > 0 tal

que x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞)). Segue da definição da ψ que x /∈ π̃(B(A,ψ(x)), [0,∞)). Então,
sem perda de generalidade, podemos assumir que wn /∈ π̃(B(A,ψ(x)), [0,∞)), para todo
n ∈ N, e assim

liminfψ(wn)≥ ψ(x).

b) Se x ∈ A, por definição de ψ , ψ(x) = 0. Se x /∈ A∪M, como A é equi π̃-estável, existe
δ > 0 tal que x /∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞)), donde pela definição de ψ ,

ψ(x)≥ δ > 0.

c) Note que ψ(x)≤ d(x,A), para todo x ∈ X . De fato, se x ∈ A, então ψ(x) = 0 = d(x,A). Se
x /∈ M∪A, segue da definição de ψ , que

ψ(x)≤ d(x,A). (4.24)

Se x ∈ M \A, temos que I(x) /∈ A∪M, pois por hipótese I(M \A)⊂ (X \A)\M, donde

ψ(x) = ψ(I(x))≤ d(I(x),A)≤ d(x,A). (4.25)

Dado ε > 0, tome δ = ε , daí se d(x,A)≤ δ obtemos ψ(x)≤ d(x,A)≤ ε .

d) Seja x /∈ M. Se x ∈ A então temos π̃(x, [0,∞)) ⊂ A, do contrário, existe t > 0 tal que
π̃(x, t) /∈ A, donde da equi π̃-estabilidade de A existe δ > 0 tal que

π̃(x, t) /∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞)) =⇒ π̃(x, t) /∈ π̃(B(A,δ ), [0,∞)),

o que é um absurdo, pois x ∈ A. Logo, pela definição da ψ , para todo t ∈ [0,φ(x)]

ψ(π(x, t)) = 0 = ψ(x).

Se x /∈ A = A, como {x} é compacto, temos que µ
.
= d(x,A) > 0. Suponha que exista

t ∈ (0,φ(x)) tal que
ψ(π(x, t))> ψ(x). (4.26)
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Segue de (4.26) e da definição da ψ , que existe δ0 > 0 tal que

x ∈ π̃(B(A,δ0), [0,∞)) e π(x, t) /∈ π̃(B(A,δ0), [0,∞)). (4.27)

Logo de (4.27), existem sequências (wn)⊂ B(A,δ0) e (tn)⊂ R+ tais que

π̃(wn, tn)
n→+∞−→ x. (4.28)

Como x /∈ M e temos (4.28), a Proposição B.0.3 implica que existe (εn) ⊂ R+ tal que
εn

n→+∞−→ 0 e
π̃(wn, t + εn + tn) = π̃(π̃(wn, tn), t + εn)

n→+∞−→ π(x, t),

ou seja, π(x, t) ∈ π̃(B(A,δ0), [0,∞)), contradizendo (4.27). Logo, ψ(π(x, t))≤ ψ(x), para
todo 0 ≤ t < φ(x).

Agora, suponha que ψ(π(x,φ(x)))> ψ(x). Então existe δ1 > 0 tal que

x ∈ π̃(B(A,δ1), [0,∞)) e I(π(x,φ(x))) /∈ π̃(B(A,δ1), [0,∞)). (4.29)

Logo de (4.29), existem sequências (zn)⊂ B(A,δ1) e (sn)⊂ R+ tais que

π̃(zn,sn)
n→+∞−→ x. (4.30)

Como x /∈ M e temos (4.30), a Proposição B.0.3 implica que existe (αn) ⊂ R+ tal que
αn

n→+∞−→ 0 e

π̃(zn,φ(x)+αn + sn) = π̃(π̃(zn,sn),φ(x)+αn)
n→+∞−→ π̃(x,φ(x)) = I(π(x,φ(x))),

ou seja, I(π(x,φ(x)))∈ π̃(B(A,δ1), [0,∞)), contradizendo (4.29). Assim, ψ(π(x,φ(x)))≤
ψ(x).

Portanto, ψ(π(x, t))≤ ψ(x), para todo 0 ≤ t ≤ φ(x).

e) Seja x ∈ M. Se x /∈ A então

ψ(x) = sup{δ > 0 : I(x) /∈ π̃+(B(A,δ )}= ψ(I(x)),

pois I(x) /∈ M já que I(M \A) ⊂ (X \A) \M. Se x ∈ A, segue do item d) que I(x) ∈
π̃(x, [0,∞))⊂ A, donde ψ(x) = 0 = ψ(I(x)).

O próximo resultado será importante para caracterizarmos a π̃-estabilidade uniforme de
conjuntos fechados.

Lema 4.1.5. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X um conjunto fechado. Suponha que exista
um função ψ : X → R+ tal que:
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a) ψ é contínua em X \ (M \A).

b) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se d(x,A)≥ ε e x /∈ M =⇒ ψ(x)≥ δ .

c) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que d(x,A)≤ δ =⇒ ψ(x)≤ ε .

d) Existe δ0 > 0, tal que dados t ∈ R+ e w ∈ B(A,δ0)\M =⇒ ψ(π̃(w, t))≤ ψ(x).

Então existe δ ∈ (0,δ0], tal que π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,δ0).

Demonstração. Suponha que dada (δn) ⊂ R+ tal que δn
n→+∞−→ 0, para todo n ∈ N, existem

wn ∈ B(A,δn) e τn ∈ (0,∞) tais que

π̃(wn,τn) /∈ B(A,δ0). (4.31)

Defina
µ

.
= inf{ψ(w) ∈ R+ : w /∈ M e d(w,A)≥ δ0} .

Note que b) implica µ > 0. Segue de c) que existe η < δ0 tal que

d(y,A)≤ η =⇒ ψ(y)≤ µ

2
. (4.32)

Como δn
n→+∞−→ 0, existe N ∈ N tal que wN ∈ B(A,δN)⊂ B(A,η), donde (4.32) implica

ψ(wN)≤
µ

2
. (4.33)

Se wN /∈ M, então wN ∈ B(A,δ0)\M, donde de d) e (4.33), obtemos

ψ(π̃(wN ,τN))≤ ψ(wN)≤
µ

2
< µ. (4.34)

Contudo (4.31) implica d(π̃(wN ,τN),A)≥ δ0. Como M∩ I(M) = /0, segue que π̃(wN ,τN) /∈ M

donde pela definição de µ ,
ψ(π̃(wN ,τN))≥ µ, (4.35)

contradizendo (4.34).

Se wN ∈ M, tome εN < min{τN ,φ(wN)} tal que π(wN ,εN) ∈ B(A,δN), daí

π̃(wN ,εN) = π(wN ,εN) ∈ (B(A,δN)\M)⊂ (B(A,η)\M) . (4.36)

Logo, utilizando (4.33), (4.36), d) e o fato de que π̃(wN ,εN) /∈ M, obtemos

ψ(π̃(wN ,τN)) = ψ(π̃(π̃(wN ,εN),τN − εN))≤ ψ(π̃(wN ,εN))≤ ψ(wN)≤
µ

2
< µ,

contradizendo (4.35).

Agora podemos apresentar uma caracterização para a π̃-estabilidade uniforme (Definição
3.1.2) de conjuntos fechados.
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Teorema 4.1.6. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X um conjunto fechado. Então, A é unifor-
memente π̃-estável se, e somente se, existe uma função ψ : X → R+ tal que:

a) ψ é contínua em X \ (M \A).

b) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se d(x,A)≥ ε e x /∈ M =⇒ ψ(x)≥ δ .

c) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se d(x,A)≤ δ =⇒ ψ(x)≤ ε .

d) Dados x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x) =⇒ ψ(π(x, t))≤ ψ(x).

e) Para todo x ∈ M, ψ(I(x))≤ ψ(x).

Demonstração. (⇐=) Seja ε > 0. As condições d) e e) implicam

x ∈ B(A,ε)\M =⇒ ψ(π̃(x, t))≤ ψ(x), para todo t ≥ 0.

Note que estamos nas hipóteses do Lema 4.1.5, com δ0
.
= ε . Portanto, existe δ ∈ (0,ε], tal que

π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

(=⇒) Como A é uniformemente π̃-estável, segue que A é π̃-estável. Definindo

ψ(x) =

supk≥0

(
sup0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k ,t),A)
1+d(π(x+k ,t),A)

)
se x /∈ M,

ψ(I(x)) se x ∈ M,

segue do Teorema 4.1.3 que basta mostrarmos a condição c). Para tanto, seja ε > 0. Como
A é uniformemente π̃-estável, existe δ = δ (ε)> 0 tal que π̃(B(A,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε). Logo,
π̃(x, [0,∞))⊂ B(A,ε) para todo x ∈ B(A,δ ). Consequentemente,

π(x+k , t), π((I(x))+k , t) ∈ B(A,ε),

para quaisquer t ≥ 0, k ∈ N0 e x ∈ B(A,δ ). Portanto, d(x,A)< δ implica ψ(x)≤ ε .

No último resultado dessa seção, vamos caracterizar a π̃-estabilidade assintótica (De-
finição 3.1.8). No entanto, além de assumir a existência de uma função de Lyapunov, vamos
considerar hipóteses de compacidade.

Teorema 4.1.7. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI, X locamente compacto e A ⊂ X compacto. Então,
A é assintoticamente π̃-estável, se e somente se, existe ψ : X → R+ tal que:

a) ψ é contínua em X \ (M \A).

b) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se d(x,A)≥ ε e x /∈ M =⇒ ψ(x)≥ δ .

c) Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se d(x,A)≤ δ =⇒ ψ(x)≤ ε .
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d) Dados x ∈ X \M e 0 ≤ t ≤ φ(x) =⇒ ψ(π(x, t))≤ ψ(x).

e) Para todo x ∈ M, ψ(I(x))≤ ψ(x).

f) Existe δ > 0 tal que se x ∈ B(A,δ )\A =⇒ ψ(π̃(x, t)) t→+∞−→ 0.

Demonstração. (⇐=) Segue dos itens a), b), c), d) e e), e do Teorema 4.1.6 que A é uniforme-
mente π̃-estável. Logo, pelo Teorema 3.2.1, A é orbitalmente π̃-estável. Como A é compacto
e π̃-estável então π̃(A, [0,∞))⊂ A. Assim dados x ∈ A e uma vizinhança UA de A, tome tn

.
= n,

n ∈ N. Então tn
n→+∞−→ ∞ e para quaisquer n ∈ N e x ∈ A,

π̃(x, tn) ∈ π̃(A, [0,∞))⊂ A ⊂UA =⇒ x ∈ P̃+
W (A),

ou seja, A ⊂ P̃+
W (A). Além disso, devemos ter B(A,δ )\A ⊂ P̃+

W (A), pois caso contrário, existiria
x ∈ (B(A,δ )\A)∩

(
X \ P̃+

W (A)
)
. Daí, por definição de P̃+

W (A), existem vizinhança VA e τ ∈ R+

tais que

π̃(x, [τ,∞))∩VA = /0.

Como A é compacto, existe µ > 0 tal que d(π̃(x, t),A)≥ µ para todo t ∈ [τ,∞). Ainda, sendo
M∩ I(M) = /0, temos que π̃(x, t) /∈ M. Portanto, a condição b) implica na existência de δ0 > 0
tal que

ψ(π̃(x, t))≥ δ0 > 0,

e isso contradiz a condição f ). Assim, A π̃-atrator fraco.

(=⇒) Defina ψ : X → R+ por

ψ(x) =

supk≥0

(
sup0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k ,t),A)
1+d(π(x+k ,t),A)

)
se x /∈ M,

ψ(I(x)) se x ∈ M.

Sendo A assintoticamente π̃-estável, temos que A é orbitalmente π̃-estável. Logo, pelo Teorema
3.2.1, A é uniformemente π̃-estável. Então os itens a), b), c), d) e e) estão verificados de acordo
com o Teorema 4.1.6. Como P̃+

W (A) é uma vizinhança do compacto A, existe δ > 0 tal que

B(A,δ )⊂ P̃+
W (A). (4.37)

Sejam x ∈ B(A,δ )\A, (tn)⊂R+ com tn
n→+∞−→ ∞ e ε > 0. De (4.37), segue que x ∈ P̃+

W (A) donde
existe τ ∈ R+ tal que

π̃(x, [τ,∞))⊂ B(A,ε). (4.38)

De fato, como A é orbitalmente π̃-estável, existe uma vizinhança π̃-invariante VA de A tal que
π̃(VA, [0,∞))⊂VA ⊂ B(A,ε). Agora, como x ∈ P̃+

W (A), ou seja, L̃+(x)∩A ̸= /0, existe r > 0 tal
que π̃(x,r) ∈VA. Assim, π̃(x, [r,∞))⊂VA ⊂ B(A,ε). Logo, (4.38) implica

(I(π̃(x, tn)))+k , (π̃(x, tn))
+
k ∈ B(A,ε),
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para quaisquer tn ≥ τ , k ∈ N0. Assim, se tn ≥ τ e k ∈ N0, obtemos

d(π((π̃(x, tn))+k , t),A))< ε para todo t ∈ [0,φ((π̃(x, tn))+k )],

e
d(π((I(π̃(x, tn)))+k , t),A))< ε para todo t ∈ [0,φ((I(π̃(x, tn)))+k )].

Portanto vale o item f ).

O Exemplo 4.1.8 trata-se de uma aplicação do Teorema 4.1.3. Ele apresenta um critério
de estabilidade para o conjunto A do Exemplo 3.4.1.

Exemplo 4.1.8. Considere o sistema impulsivo do Exemplo 3.4.1 e o conjunto A .
= A1 ∪A2 em

que
A1

.
= {(x,y) ∈ X : x2 + y2 = 1} e A2

.
= {(x,y) ∈ X : x2 + y2 = 4}.

Defina ψ : X → R+ por

ψ(x,y) =



0 se
√

x2 + y2 = 1,√
x2+y2−1√

x2+y2
se 1 <

√
x2 + y2 ≤ 3

2 ,

2−
√

x2+y2

3−
√

x2+y2
se 3

2 <
√

x2 + y2 < 2,

0 se
√

x2 + y2 = 2.

Mostremos que A = A1 ∪A2 é π̃-estável de acordo com o Teorema 4.1.3. De fato,

a) Então ψ é contínua em X \ (M \A).

b) Sejam ε > 0 e (x,y) ∈ X tais que (x,y) /∈ M e d((x,y),A)≥ ε . Tome δ = min
{

ε

1+ε
, 2ε

3

}
.

Se 1 <
√

x2 + y2 ≤ 3
2 , então

√
x2 + y2 −1 ≥ ε =⇒ 1√

x2 + y2
≤ 1

1+ ε
=⇒ ψ(x,y) =

√
x2 + y2 −1√

x2 + y2
≥ ε

1+ ε
≥ δ .

Se 3
2 <

√
x2 + y2 < 2, então d((x,y),A) = 2−

√
x2 + y2 ≥ ε e 2 < 3−

√
x2 + y2 < 3

2 , logo

=⇒ ψ(x,y) =
2−
√

x2 + y2

3−
√

x2 + y2
≥ 2ε

3
≥ δ .

c) Dada (wn,kn)⊂ X tal que (wn,kn)
n→+∞−→ (x,y) ∈ A temos que ψ(wn,kn)

n→+∞−→ 0, devido
ao item a).

d) Note que o sistema sem impulsos é gerado pelo sistema de EDOs x′ =−y e y′ = x. Seja
(x,y) ∈ X . Se 1 <

√
x2 + y2 ≤ 3

2 então

ψ
′(x,y) =

−xy

(x2 + y2)
√

x2 + y2
+

xy

(x2 + y2)
√

x2 + y2
= 0.
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Se 3
2 <

√
x2 + y2 < 2 então

ψ
′(x,y) =

xy

(x2 + y2)[3−
√

x2 + y2]2
+

−xy

(x2 + y2)[3−
√

x2 + y2]2
= 0.

Segue, via integração, que dados (x,y) /∈ M e t ∈ [0,φ(x,y)]

ψ(π((x,y), t)) = ψ(x,y).

e) Se (0,y) ∈ M, com y ∈ [−2,−3
2 ], então

ψ(I(0,y)) = ψ(0,y+3) =
y+2
y+3

=
2−|y|
3−|y|

= ψ(0,y).

Se (0,y) ∈ M, com y ∈ [−3
2 ,−1], então

ψ(I(0,y)) = ψ(0,y+3) =
−y−1
−y

=
|y|−1
|y|

= ψ(0,y).

Portanto, pelo Teorema 4.1.3, A = A1 ∪A2 é π̃-estável.

O próximo exemplo úma aplicação do Teorema 4.1.7 , como critério de estabilidade
assintótica.

Exemplo 4.1.9. Considere em X = R2 ×{0,1} o sistema

x′ =−x,

y′ =−y,

M .
= M0 ∪M1,

I(x,y,0) .
= (x,y,1), (x,y,0) ∈ M0,

I(x,y,1) .
= (x,y,0), (x,y,1) ∈ M1,

com

M0 = {(x,y,z) : x2 + y2 = 1, z = 0} e M1 =

{
(x,y,z) : x2 + y2 =

1
4
, z = 1

}
.

Note que M = M, I é contínua em M e o fluxo π , dado pelas equações x′ =−x e y′ =−y, tem as
propriedades de existência, unicidade, dependência contínua e as soluções estão definidas em R.
Tome ε(x,y,z) =

1
2 , para (x,y,z) ∈ M. Segue que as condições da Definição 2.1.5 estão satisfeitas,

isto é, (X ,π,R+,M, I) é um SI.

Considere o conjunto A .
= A0 ∪A1, em que

A0
.
= {(x,y) : x2 + y2 ≤ 1}×{0} e A1

.
= {(x,y) : x2 + y2 ≤ 1}×{1}.

No que segue, mostraremos que A é assintoticamente π̃-estável utilizando o Teorema 4.1.7. De
fato, defina a função ψ : X → R+ por

ψ(x,y,z) =


√

x2+y2−1√
x2+y2

se 1 <
√

x2 + y2 e z ∈ {0,1},

0 se
√

x2 + y2 ≤ 1 e z ∈ {0,1}.
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a) ψ é contínua em X .

b) Sejam ε > 0 e (x,y,z) ∈ X tais que d((x,y,z),A)≥ ε e (x,y,z) /∈ M. Como d((x,y,z),A)≥
ε , devemos ter

√
x2 + y2 > 1 e z ∈ {0,1}. Tome δ = ε

1+ε
. Então

√
x2 + y2−1 ≥ ε =⇒ 1√

x2 + y2
≤ 1

1+ ε
=⇒ ψ(x,y,z) =

√
x2 + y2 −1√

x2 + y2
≥ ε

1+ ε
= δ .

c) Seja ε ∈ (0,1). Se d((x,y,0),A0)<
ε

1−ε
e
√

x2 + y2 ≤ 1, segue que ψ(x,y,0) = 0 < ε . E,
se
√

x2 + y2 > 1, então

ψ(x,y,0) =

√
x2 + y2 −1√

x2 + y2
<

ε

1−ε√
x2 + y2

<
ε

1−ε

ε

1−ε
+1

= ε.

Analogamente, se d((x,y,1),A1)<
ε

1−ε
então obtemos ψ(x,y,1)< ε .

d) Seja (x0,y0,0)∈R2×{0}. Caso
√

x2
0 + y2

0 > 1, temos π((x0,y0,0), t)
.
=(x(t,x0),y(t,y0),0)

e

ψ
′(π((x0,y0,0), t)) =

∂ψ

∂x
x′+

∂ψ

∂y
y′ =

x(−x)+ y(−y)

(
√

x2 + y2)3
< 0, (4.39)

para todo t ≥ 0. Se
√

x2
0 + y2

0 ≤ 1, então π((x0,y0,0), t) ∈ A0 para todo t ≥ 0 e

ψ(π((x0,y0,0), t)) = 0, t ≥ 0. (4.40)

Portanto, se (x0,y0,0) ∈ R2 ×{0}, segue de (4.39) e (4.40), que para todo t ≥ 0

ψ
′(π((x0,y0,0), t))≤ 0,

donde via integração,

ψ(π((x0,y0,0), t))≤ ψ((x0,y0,0)),

para todo t ≥ 0.

Analogamente, podemos mostrar que ψ(π((x0,y0,1), t))≤ψ((x0,y0,1)), para todo (x0,y0,1)∈
R2 ×{1} e t ≥ 0.

e) Seja (x,y,z) ∈ M. Como M ⊂ A e I(M)⊂ A, temos ψ(I(x,y,z)) = 0 = ψ(x,y,z).

f ) Note que se (x0,y0,0) ∈ (R2 ×{0})\A0 então

φ(x0,y0,0) =
1
2

ln(x2
0 + y2

0)
.
= ℓ1

e

φ

 x0√
x2

0 + y2
0

,
y0√

x2
0 + y2

0

,1

= ℓ1 +
1
2

ln

4x0 +4y0√
x2

0 + y2
0

 .
= ℓ2.
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Assim,

π̃((x0,y0,0), t)=


(x0e−t ,y0e−t ,0) se 0 ≤ t < ℓ1,(

x0√
x2

0+y2
0
e−(t−ℓ1), y0√

x2
0+y2

0
e−(t−ℓ1),1

)
se ℓ1 ≤ t < ℓ2,(

x0

2 4
√

x2
0+y2

0
√

x0+y0
e−(t−ℓ2), y0

2 4
√

x2
0+y2

0
√

x0+y0
e−(t−ℓ2),0

)
se t > ℓ2.

Portanto,
π̃((x0,y0,0), t)

t→+∞−→ (0,0,0).

Analogamente, se (x0,y0,1) ∈ (R2 ×{1})\A1 então

φ(x0,y0,1) =
1
2

ln[4(x2
0 + y2

0)]
.
= ℓ3,

daí

π̃((x0,y0,1), t) =

 (x0e−t ,y0e−t ,1) se 0 ≤ t < ℓ3,(
x0

2
√

x2
0+y2

0
e−(t−ℓ3), y0

2
√

x2
0+y2

0
e−(t−ℓ3),0

)
se t ≥ ℓ3.

Logo, π̃((x0,y0,1), t)
t→+∞−→ (0,0,0).

Portanto, pelo Teorema 4.1.7, A é assintoticamente π̃-estável.

4.2 Estabilidade de conjuntos da forma A\M

Nesta seção iremos apresentar resultados relativos a estabilidade de conjuntos da forma
A\M, A ⊂ X . Como argumenta (BONOTTO; SOUTO, 2019), um motivo para tal empreitada
é o fato de que, o atrator global no sentido (BONOTTO et al., 2015) é dado por um conjunto
A ⊂ X que satisfaz a propriedade A = A \M.

O primeiro resultado nesse sentido, nos diz que sob hipóteses de controle na função
impulso e a existência de uma função de Lyapunov, temos a estabilidade de A\M, para A ⊂ X ,
sem pedir entre outras coisas, hipóteses sobre a limitação de A, (BONOTTO; SOUTO, 2019).

Teorema 4.2.1. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X tais que:

a) Existe r0 > 0 tal que para todo r ∈ (0,r0), I(B(A,r)∩M)⊂ B(A,r).

b) Existem γ > 0 e uma vizinhança UA de A tais que B(A,γ)⊂UA.

c) Existe uma função V : UA → R+, contínua em UA \M, tal que

c1) x ∈ A =⇒ V (x) = 0.

c2) Dada (xn)⊂UA, tal que V (xn)
n→+∞−→ 0 =⇒ d(xn,A)

n→+∞−→ 0.
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c3) Existe K > 0 tal que, dados x ∈ UA \ M e t ≥ 0, com π̃(x, [0, t]) ⊂ UA, temos
V (π̃(x, t))≤ KV (x).

Então A\M é π̃-estável.

Demonstração. Suponha que existam ε > 0 e x ∈ A \M, tais que para todo n ∈ N, existam
xn ∈ X e tn ∈ R+ satisfazendo

xn
n→+∞−→ x e π̃(xn, tn) /∈ B(A,ε). (4.41)

Como x ∈ A \M, sem perda de generalidade, podemos assumir que xn /∈ M, para todo n ∈ N,
donde c) e c1) implicam

V (xn)
n→+∞−→ V (x) = 0. (4.42)

De (4.41) e A =
⋂

η>0 B(A,η)⊂ B(A,ε), podemos também assumir que, para todo n ∈ N,

xn ∈ B(A,ε). (4.43)

Tome O
.
= B(A,ε). Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ε < min{γ,r0}, daí a)

implica em
I(B(A,ε)∩M)⊂ B(A,ε),

donde (4.41) e (4.42), implicam pela Proposição C.0.7, na existência de uma sequência (τn)⊂R+

tal que
τn ≤ tn, π̃(xn, [0,τn))⊂ B(A,ε) e π̃(xn,τn) ∈ S(A,ε)\M, n ∈ N. (4.44)

Segue de (4.43) e b) que xn ∈ B(A,ε)⊂UA \M, para todo n ∈ N, e (4.44) e b) implicam

π̃(xn, [0,τn])⊂UA, n ∈ N.

Agora, c3) e (4.42) implicam

V (π̃(xn,τn))≤ KV (xn)
n→+∞−→ 0,

donde c2) conclui na seguinte contradição

0 < ε ≤ d(π̃(xn,τn),A)
n→+∞−→ 0.

Portanto, A\M é π̃-estável.

Analogamente ao Teorema 4.2.1, obteremos agora um critério para a π̃-estabilidade
orbital de A\M, para A ⊂ X , via controle da função impulso e a existência de uma função de
Lyapunov. No entanto, adicionalmente, precisaremos controlar os elementos do complementar
de A\M.

Teorema 4.2.2. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X tais que:
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a) Existe r0 > 0 tal que para todo r ∈ (0,r0), I(B(A,r)∩M)⊂ B(A,r).

b) Existem UA, O∗ ∈ τX e α ∈ (0,r0) tais que

A\M ⊂ O∗ ⊂UA e d(z,A)≥ α, se z /∈ O∗.

c) Existe uma função V : UA → R+, contínua em UA \M, tal que.

c1) x ∈ A =⇒ V (x) = 0.

c2) Dada (xn)⊂UA tal que V (xn)
n→+∞−→ 0 =⇒ d(xn,A)

n→+∞−→ 0.

c3) Dados x ∈UA \M e t ≥ 0, com π̃(x, [0, t])⊂UA, V (π̃(x, t))≤V (x).

Então A\M é orbitalmente π̃-estável.

Demonstração. Seja UA\M uma vizinhança de A\M. Então existe O ′ ∈ τX tal que A\M ⊂O ′ ⊂
UA\M. Defina O

.
= O ′∩B(A,α). Note que b) implica B(A,α)⊂ O∗. Logo, por b), obtemos

A\M ⊂ A ⊂ B(A,α) = B(A,α)⊂ O∗ ⊂UA.

Consequentemente,

A\M ⊂ O ⊂UA\M ∩UA e z /∈ O =⇒ d(z,A)≥ α. (4.45)

Além disso, existe β ∈ (0,α) tal que

S(A,β )∩ (X \M) ̸= /0. (4.46)

Do contrário,
τX ∋ B(A,α)\A =

⋃
β∈(0,α)

S(A,β )⊂ M,

donde Mo ̸= /0, contradição.

Defina O1
.
= {z ∈ O : d(z,A)< β}= B(A,β )∩O . Então

O1 ∈ τX e A\M ⊂ O1, (4.47)

devido a (4.45). Dado z ∈ A\M, d(z,A) = d(z,A) = 0 < β . Ainda,

I(O1 ∩M)⊂ O1. (4.48)

De fato, seja x ∈ O1 ∩M = B(A,β )∩O ∩M. Então x ∈ O ∩B(A,β )∩M. Assim a) implica
I(x) ∈ B(A,β ), pois β < α < r0. Segue que d(I(x),A)< β . Logo, I(x) ∈ O , pois do contrário
(4.45) implicaria d(I(x),A)≥ α > β .

Note que, se z ∈ B(A,β ), isto é, d(z,A) < β < α , então usando (4.45) obtemos z ∈ O .
Logo, B(A,β )⊂ O , e assim O1 = B(A,β )∩O = B(A,β ), donde

z ∈ ∂O1 \M = S(A,β )\M =⇒ d(z,A) = β . (4.49)
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Defina
µ

.
= inf{V (z) : z ∈ ∂O1 \M} .

Então, de β < α e (4.45), temos ∂O1 \M ⊂UA. Também por (4.46), ∂O1 \M = S(A,β )\M ̸= /0,
donde {V (z) : z ∈ ∂O1 \M} ̸= /0. Ainda µ > 0, pois caso contrário, existiria uma sequência
(vn)⊂ ∂O1 \M ⊂UA tal que V (vn)

n→+∞−→ 0, donde c2) e (4.49) implicariam na contradição

0 < β = d(vn,A)
n→+∞−→ 0.

Defina
K .
= {z ∈ O1 \M : V (z)< µ}.

Então,
A\M ⊂ K. (4.50)

De fato, dado z ∈ A\M, de (4.47) temos z ∈ O1, donde z ∈ O1 \M. Se z ∈ A, então c1) implica
V (z) = 0 < µ , donde z ∈ K. Se z ∈ ∂A, existe (zn)⊂ A\M tal que zn

n→+∞−→ z donde c) implica
V (z) = 0 < µ , e temos z ∈ K. Assim, A\M ⊂ K.

Note, também, que
π̃(K, [0,∞))⊂ K. (4.51)

De fato, seja x ∈ K. Temos π̃(x, [0,∞)) ⊂ O1, pois caso contrário, π̃(x, t0) /∈ O1 para algum
t0 > 0, e juntamente com (4.48) e a Proposição C.0.7, poderíamos obter τ ∈ (0, t0] tal que

π̃(x, [0,τ))⊂ O1 e π̃(x,τ) ∈ ∂O1 \M,

donde π̃(x, [0,τ])⊂UA. Agora, do fato que x ∈ K ⊂UA \M, segue de c3) e da definição de µ

que
µ ≤V (π̃(x,τ))≤V (x)< µ.

Além disso, π̃(x, t) /∈ M para todo t ≥ 0, pois x /∈ M e estamos assumindo a hipótese (H2).
Novamente, pela condição c3), V (π̃(x, t))≤V (x)< µ para todo t ≥ 0 já que O1 ⊂UA. Assim
(4.51) é válido. Assim, K ∈ τX é uma vizinhança π̃-invariante.

Usando (4.50) e a definição de K, concluímos que

A\M ⊂ K ⊂ O \M ⊂ O ⊂UA\M,

donde temos a tese.

Para conjuntos compactos temos o seguinte corolário do Teorema 4.2.2.

Corolário 4.2.3. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X compacto tais que:

a) Existe r0 > 0 tal que para todo r ∈ (0,r0), I(B(A,r)∩M)⊂ B(A,r).

c) Existe uma função V : UA → R+, contínua em UA \M, tal que:
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c1) x ∈ A =⇒ V (x) = 0.

c2) Dada (xn)⊂UA tal que V (xn)
n→+∞−→ 0 =⇒ d(xn,A)

n→+∞−→ 0.

c3) Dados x ∈UA \M e t ≥ 0, com π̃(x, [0, t])⊂UA =⇒ V (π̃(x, t))≤V (x).

Então A\M é orbitalmente π̃-estável.

Demonstração. Basta verificar que a condição b) do Teorema 4.2.2 está satisfeita. Sendo A

compacto, existe α ∈ (0,r0) tal que A ⊂ B(A,α)⊂UA. Tome O∗ .
= B(A,α)\M. Então,

A\M ⊂ O∗ ⊂UA e d(z,A)≥ α, se z /∈ O∗,

ou seja, a condição b) do Teorema 4.2.2 está satisfeita.

No próximo resultado, apresentamos um critério de instabilidade para A, com A ⊂ X ,
via função de Lyapunov, que logo em seguida, será aplicado no nosso primeiro exemplo em
dimensão infinita.

Teorema 4.2.4. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI, A ⊂ X e V : UA → R+ uma função contínua em
UA \M tais que:

a) x ∈ A =⇒ V (x) = 0.

b) Existem a ∈ A e s > 0 tais que V (π̃(a,s))> 0.

Então A não é π̃-estável.

Demonstração. Se A é π̃-estável, dado ε > 0, existe δ = δ (a,ε)> 0 tal que

π̃(B(a,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε) =⇒ π̃(a, [0,∞))⊂
⋂
ε>0

B(A,ε) = A,

donde π̃(a,s) ∈ A \M, pois M ∩ I(M) = /0 pela hipótese (H2). Logo, π̃(a,s) ∈ UA \M. Da
continuidade de V obtemos V (π̃(a,s)) = 0, contradizendo b).

Exemplo 4.2.5. Considere X = L2[0,1], o operador A : X → X dado por (Aϕ)(τ) =−τϕ(τ) e o
sistema

(∗)


x′ = Ax,

M = {x ∈ X : ∥x∥2 = 1},
I : M → X ,

∥I(·)∥2 ≤ α∥ · ∥2, α ∈ (0,1).

Note que (U(t)ϕ)(τ) = e−τtϕ(τ) é solução de (∗) e, para quaisquer t ∈ R e ϕ ∈ X ,

π(ϕ, t) .
=U(t)ϕ.
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é o fluxo gerado pela equação x′ = Ax. Além disso, dado ϕ ∈ M tome εϕ = 1. Assim, para
t ∈ (0,1), temos

∥π(ϕ, t)∥2 = ∥U(t)ϕ∥2 =

(∫ 1

0
e−2τt |ϕ(τ)|2dτ

) 1
2

<

(∫ 1

0
|ϕ(τ)|2dτ

) 1
2

= 1,

e para t ∈ (−1,0), temos

∥π(ϕ, t)∥2 = ∥U(t)ϕ∥2 =

(∫ 1

0
e−2τt |ϕ(τ)|2dτ

) 1
2

>

(∫ 1

0
|ϕ(τ)|2dτ

) 1
2

= 1,

donde π(ϕ,(0,1))∩M = π(ϕ,(−1,0))∩M = /0. Portanto, (X ,π,R+,M, I) é um SI. O conjunto
impulsivo M satisfaz STC (tome L = π(S,1), sendo S = M, e note que {g ∈ L2[0,1] : 3

4 < ∥g∥2 <
5
4} ⊂ F(L, [0,2])) e M∩ I(M) = /0, pois ∥I(·)∥2 ≤ α∥ · ∥2, α ∈ (0,1).

Sejam A .
= A[0;1,2] = {x ∈ X : 1 ≤ ∥x∥2 ≤ 2} e V : BL2(0,3)→ R+ dada por

V (ϕ) =

infa∈A ∥ϕ −a∥2 se ϕ /∈ A,

0 se ϕ ∈ A.

Mostraremos que o conjunto A instável utilizando o Teorema 4.2.4. De fato, como∣∣∣∣ inf
a∈A

∥ϕ −a∥2 − inf
a∈A

∥ψ −a∥2

∣∣∣∣≤ sup
a∈A

∣∣∥ϕ −a∥2 −∥ψ −a∥2
∣∣≤ ∥ϕ −ψ∥2,

segue que V é contínua em BL2(0,3)\M. Além disso:

a) V (A) = {0}, pela definição de V .

b) f ≡ 1 ∈ M ⊂ A = A. Para t > 0 e τ ∈ [0,1], temos 2τt ≥ 0 e

∥π(1, t)∥2 =

(∫ 1

0
e−2τt |1|2dτ

) 1
2

<

(∫ 1

0
1dτ

) 1
2

= 1,

donde, pelo Teorema da Convergência Dominada,

∥π(1, t)∥2 =

(∫ 1

0
e−2τt |1|2dτ

) 1
2 t→+∞−→ 0.

Logo, φ(1) = ∞ e para s .
= 1 temos π̃(1,1) /∈ A. Portanto, da definição de V ,

V (π̃(1,1)) = inf
a∈A

∥π̃(1,1)−a∥2 ≥ inf
a∈A

∥a∥2 −∥π̃(1,1)∥2 ≥ 1−∥π̃(1,1)∥2 > 0.

Portanto, pelo Teorema 4.2.4, o conjunto A é instável.

Como aplicação do Teorema 4.2.2, mostraremos a seguir que o conjunto B[0,1] \M

apresentado no Exemplo 4.2.5, é orbitalmente π̃-estável.
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Exemplo 4.2.6. Considere o sistema impulsivo do Exemplo 4.2.5. Sejam A .
= B[0,1] e V :

BL2(0,3)→ R+ dada por

V (ϕ) =

 ∥ϕ∥2 −1 se ϕ /∈ A,

0 se ϕ ∈ A.

Segue do Teorema 4.2.2 que A\M é orbitalmente π̃-estável. De fato,

a) Tome r0
.
= 3

2 . Então dado r ∈ (0,r0), temos que B(0,r)∩M = /0 para todo 0 < r < 1 e
B(0,r)∩M = M para 1 ≤ r < r0. Logo I(B(0,r)∩M)⊂ B(0,r), pois I é contração.

b) Defina UA
.
= BL2(0,3), O∗ .

= BL2(0,2) e β = 1. Então

A\M ⊂ O∗ ⊂UA e d(z,A)≥ β , se z /∈ O∗.

c) V é contínua em BL2(0,3)\M, pois ∥ · ∥2 o é.

c1) V (A) = {0}, por definição de V .

c2) Seja (ϕn)⊂UA uma sequência tal que V (ϕn)
n→+∞−→ 0. Se (ϕn)⊂ A (a menos de subsequên-

cia) então d(ϕn,A) = 0, para todo n ∈ N. Se (ϕn)⊂UA \A então d(ϕn,A) = ∥ϕn∥−1 =

V (ϕn)
n→+∞−→ 0.

c3) Por fim, ∥π(ϕ, t)∥2 ≤ ∥ϕ∥2, para todo t ≥ 0. Como ∥I(ϕ)∥2 ≤ ∥ϕ∥2, segue que

V (π̃(ϕ, t)) = ∥π̃(ϕ, t)∥2 ≤ ∥ϕ∥2 =V (ϕ),

para todo t ≥ 0.

4.3 Estabilidade de π̃-atratores
Nesta seção iremos obter um critério para a π̃-atração (Definição 3.1.7) de um subcon-

junto A ⊂ X . Como dissemos no início deste capítulo e podemos observar ao longo dos teoremas
anteriores, funções de Lyapunov decrescem ao longo de soluções. Agora veremos mais uma
possível característica de tais funções: elas podem não ser constante ao longo de soluções.

Lema 4.3.1. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X tais que:

a) Existe uma função V : UA → R+, contínua em UA \M, satisfazendo as condições:

a1) Dados x ∈UA \M e t ≥ 0 com π̃(x, [0, t])⊂UA, tem-se V (π̃(x, t))≤V (x).

a2) Dados y ∈ L̃+(x)∩
(
UA \A

)
e t ≥ 0 tais que, π̃(y, [0, t])⊂ L̃+(x)∩

(
UA \A

)
, existem

t1, t2 ∈ [0, t] satisfazendo

V (π̃(y, t1)) ̸=V (π̃(y, t2)).
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b) Existem K ∈ τX , com K compacto e π̃(K, [0,∞))⊂ K, e O ∈ τX tais que

K ⊂ K ⊂ O ⊂UA.

Então K ⊂ P̃(A).

Demonstração. Sejam x ∈ K e tn
.
= n, para todo n ∈ N. Do item b), sem perda de generalidade,

podemos assumir que π̃(x, tn)
n→+∞−→ y ∈ K. Logo, pela Proposição C.0.1, dado x ∈ K

L̃+(x) ̸= /0. (4.52)

Assim, dado y ∈ L̃+(x), pela Proposição C.0.1, existe uma sequência (tn)⊂ R+ com tn
n→+∞−→ ∞

tal que π̃(x, tn)
n→+∞−→ y. Logo b) implica y ∈ K, e assim, para todo x ∈ K, obtemos

L̃+(x)⊂ K. (4.53)

Afirmação 1: L̃+(x)\M ⊂ A.

De fato, seja y ∈ L̃+(x)\M. Pela Proposição C.0.1, existe uma sequência (sn)⊂ R+ tal
que

sn
n→+∞−→ ∞ e π̃(x,sn)

n→+∞−→ y. (4.54)

Suponha, por contradição, que y /∈ A. Desta forma, existe t > 0 tal que

π̃(y, [0, t])∩A = /0, (4.55)

já que π̃(y, [0,φ(y))) = π(y, [0,φ(y))) e π é contínua.

Como y ∈ L̃+(x) \M, pela Proposição C.0.4, π̃(y,s) ∈ L̃+(x) \M para todo s ∈ [0, t],
donde pela Proposição C.0.1, para cada s ∈ [0, t], existe (tn)⊂ R+ tal que

tn
n→+∞−→ ∞, tn ≤ sn e π̃(x, tn)

n→+∞−→ π̃(y,s). (4.56)

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que π̃(x, tn), π̃(x,sn) /∈ (A∪M), para todo n ∈ N,
devido a (4.54) e (4.56), respectivamente. Também, de (4.53) e b), temos que π̃(x,sn) ∈UA e
π̃(x, tn) ∈UA, para todo n suficientemente grande. Em síntese,

π̃(x, tn), π̃(x,sn) ∈UA \ (A∪M) , (4.57)

para n suficientemente grande. Como π̃(π̃(x, tn),sn − tn) = π̃(x,sn), condition a1) e (4.57) im-
plicam

V (π̃(x,sn)) =V (π̃(π̃(x, tn),sn − tn))≤V (π̃(x, tn)),

donde a) e (4.57) implica

V (y) = lim
n→∞

V (π̃(x,sn))≤ lim
n→∞

V (π̃(x, tn)) =V (π̃(y,s))≤V (y),
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isto é,
V (y) = π̃(y,s), for all s ∈ [0, t].

Assim, π̃(y, [0, t]) ⊂ L̃+(x)∩
(
UA \A

)
e V (y) = π̃(y,s), for all s ∈ [0, t], contradizendo a2).

Portanto, L̃+(x)\M ⊂ A.

Afirmação 2: L̃+(x)∩M ⊂ A.

Se y ∈ L̃+(x)∩M. Como y ∈ M satisfaz STC, existe um λ -tubo F(L, [0,2λ ]) através de
y. Pela propriedade de tubo existe η > 0 tal que B(y,η)⊂ F(L, [0,2λ ]). Defina

H1
.
= B(y,η)∩F(L,(λ ,2λ ]) e H2

.
= B(y,η)∩F(L, [0,λ ]).

Pela Proposição C.0.1, existe uma sequência (sn)⊂ R+ tal que

sn
n→+∞−→ ∞ e π̃(x,sn)

n→+∞−→ y. (4.58)

Suponha, a menos de subsequência, que π̃(x,sn) ∈ H1 para todo n ∈ N. De (4.58),
podemos assumir que sn >

λ

2 para todo n ∈ N, donde b) implica, sem perda de generalidade,

K ∋ π̃

(
x,sn −

λ

2

)
n→+∞−→ z ∈ K. (4.59)

Note, também, que
F(L,(λ ,2λ ])∩M = /0 (4.60)

devido a condição STC.

Como π̃(x,sn) = π̃(π̃(x,sn − λ

2 ),
λ

2 ), podemos concluir que

φ

(
π̃

(
x,sn −

λ

2

))
=

λ

2
+φ(π̃(x,sn)), (4.61)

para todo n ∈ N.

Agora, mostremos que
z /∈ M. (4.62)

De fato, como π̃(x,sn) ∈ F(L,(λ ,2λ ]), pela definição de tubo, para cada n ∈ N, existem λn ∈
(λ ,2λ ] e λ ∈ [λ ,2λ ] tais que λn

n→+∞−→ λ e

L ∋ π(π̃(x,sn),λn)
n→+∞−→ π(y,λ ) ∈ L,

logo λ = λ . Por outro lado, (4.61) implica

π̃(x,sn) = π̃

(
π̃

(
x,sn −

λ

2

)
,
λ

2

)
= π

(
π̃

(
x,sn −

λ

2

)
,
λ

2

)
,

e, portanto,

L ∋ π(π̃(x,sn),λn) = π

(
π̃

(
x,sn −

λ

2

)
,
λ

2
+λn

)
n→+∞−→ π

(
z,

3λ

2

)
∈ L,
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ou seja,
z ∈ F(L,(λ ,2λ ]).

De (4.60) segue que (4.62) vale. Daí, usando (4.61), a continuidade de φ em X \M e o Teorema
A.0.7, obtemos

φ(z) = lim
n→∞

φ

(
π̃

(
x,sn −

λ

2

))
=

λ

2
+ lim

n→∞
φ(π̃(x,sn)) =

λ

2
.

Agora, de (4.58), (4.59), (4.61) e da continuidade de π , obtemos

π̃(x,sn) = π̃

(
π̃

(
x,sn −

λ

2

)
,
λ

2

)
= π

(
π̃

(
x,sn −

λ

2

)
,
λ

2

)
n→+∞−→ π

(
z,

λ

2

)
= y. (4.63)

Note que de (4.59) e (4.62) temos z ∈ L̃+(x)\M, e assim, da Proposição C.0.4,

π

(
z,
[

0,
λ

2

))
= π̃

(
z,
[

0,
λ

2

))
⊂ L̃+(x)\M, (4.64)

e assim, pela Afirmação 1, temos que

π

(
z,
[

0,
λ

2

))
= π̃

(
z,
[

0,
λ

2

))
⊂ A,

donde, por (4.63), obtemos y = π(z, λ

2 ) ∈ A. Neste caso, concluímos que L̃+(x)∩M ⊂ A.

Suponha agora, a menos de subsequência, que π̃(x,sn) ∈ H2 para todo n ∈ N. Então pelo
Teorema A.0.7, φ(π̃(x,sn))

n→+∞−→ φ(y), donde dado t ∈ (0,φ(y)),

π̃(x,sn + t) = π̃(π̃(x,sn), t) = π(π̃(x,sn), t)
n→+∞−→ π(y, t).

Logo, pela Proposição C.0.1,

π̃(y, t) = π(y, t) ∈ L̃+(x)\M, t ∈ (0,φ(y)).

Pela Afirmação 1, π(y,(0,φ(y)) = π̃(y,(0,φ(y))⊂ A, donde y ∈ A. Assim, L̃+(x)∩M ⊂ A.

Conclusão, K ⊂ P̃(A).

Teorema 4.3.2. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X tais que:

a) Existe uma função V : UA → R+, contínua em UA \M, satisfazendo:

a1) Dados x ∈UA \M e t ≥ 0, com π̃(x, [0, t])⊂UA, tem-se V (π̃(x, t))≤V (x).

a2) Dados y ∈ L̃+(x)∩
(
UA \A

)
e t ≥ 0, tais que π̃(y, [0, t])⊂ L̃+(x)∩

(
UA \A

)
, existem

t1, t2 ∈ [0, t] satisfazendo
V (π̃(y, t1) ̸=V (π̃(y, t2).

b) Existem K ∈ τX , com K compacto e π̃(K, [0,∞))⊂ K, e O ∈ τX tais que

A ⊂ K ⊂ K ⊂ O ⊂UA.
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Então A é π̃-atrator.

Demonstração. Estamos nas hipóteses do Lema 4.3.1, donde τX ∋ K ⊂ P̃(A).

O corolário a seguir é uma aplicação do Corolário 4.2.3 e do Teorema 4.3.2.

Corolário 4.3.3. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI, X localmente compacto, A ⊂ X e A compacto
tais que:

a) Existe r0 > 0 tal que para todo r ∈ (0,r0), I(B(A,r)∩M)⊂ B(A,r).

b) Existe uma função V : UA → R+, contínua em UA \M, tal que:

b1) x ∈ A =⇒ V (x) = 0.

b2) Dada (xn)⊂UA tal que V (xn)
n→+∞−→ 0 =⇒ d(xn,A)

n→+∞−→ 0;

b3) Dados x ∈UA \M e t ≥ 0, com π̃(x, [0, t])⊂UA, tem-se V (π̃(x, t))≤V (x).

b4) Dados y ∈ L̃+(x)∩
(
UA \A

)
e t ≥ 0 tais que π̃(y, [0, t])⊂ L̃+(x)∩

(
UA \A

)
, existem

t1, t2 ∈ [0, t] com

V (π̃(y, t1)) ̸=V (π̃(y, t2)).

Então A\M é orbitalmente π̃-estável e A é π̃-atrator.

Demonstração. Como A é compacto o Corolário 4.2.3 se aplica, donde A \M é orbitalmente
π̃-estável.

Mostremos agora que A é π̃-atrator. Como X é localmente compacto e A compacto, existe
α ∈ (0,r0) tal que

B(A,α)⊂UA e B(A,α) é compacto. (4.65)

Defina

µ
.
= inf

{
V (z) : z ∈ S

(
A,

α

2

)}
.

A condição b2) implica que µ > 0. Defina agora

K .
=
{

x ∈ B
(

A,
α

2

)
\M : V (x)< µ

}
.

Então

π̃(K, [0,∞))⊂ K. (4.66)

De fato, seja x ∈ K. Se existir t0 > 0 tal que π̃(x, t0) /∈ B(A, α

2 ), então, por a), estamos nas
hipóteses da Proposição C.0.7, donde existe τ ∈ (0, t0]

π̃(x, [0,τ))⊂ B
(

A,
α

2

)
e π̃(x,τ) ∈ ∂B

(
A,

α

2

)
\M. (4.67)



74 Capítulo 4. Estabilidade de Lyapunov

Logo (4.67) implica π̃(x, [0,τ])⊂UA. Agora usando a definição de K, o fato de que x ∈UA \M,
b3) e a definição de µ , concluímos que

µ ≤V (π̃(x,τ))≤V (x)< µ.

Contradição. Portanto, π̃(x, [0,∞))⊂ B(A, α

2 ).

Por fim, como M∩ I(M) = /0, temos que π̃(x, [0,∞))∩M = /0, para todo x ∈ K. Assim,
por b3), obtemos que (4.66) é válida. Como K ⊂ B(A, α

2 ), K é compacto e

A ⊂ K ⊂ K ⊂ B(A,α)⊂UA,

e juntamente com (4.66), segue do Teorema 4.3.2 que A é π̃-atrator.

Exemplo 4.3.4. Seja (Rd,π,R+,M, I) um SI tal que (Rd,π,R+) é gerado pelo sistemax′ = f (x),

x(0) = x0,

em que f ∈C1(Rd) e x0 ∈Rd . Vamos assumir que ∥I(x)− I(y)∥ ≤ η∥x−y∥, para todos x,y ∈ M,
com η ∈ (0,1).

Suponhamos ainda que o SI (Rd,π,R+,M, I) satisfaça as hipóteses adicionais (H1),
(H2) e (H3). Sejam V ∈C1(Rd,R+) e A ⊂ Rd um limitado tais que:

i) V (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ A.

ii) Existe α > 0 tal que para x /∈ A, ∇V (x) · f (x)≤−αV (x).

iii) Para todo x ∈ M \A, V (I(x))<V (x);

iv) Para todo x ∈ A∩M, V (I(x)) =V (x).

Então, o Corolário 4.3.3 implica que A\M é orbitalmente π̃-estável e A é π̃-atrator. De fato,

a) Se A∩M = /0, segue do fato de A ser compacto que existe r0 > 0 tal que B(A,r0)∩M = /0,
donde I(B(A,r)∩M)⊂ B(A,r) para todo r ∈ (0,r0). Se A∩M ̸= /0, dado x ∈ A∩M segue
de i) e iv) que V (I(x)) =V (x) = 0, donde i) implica I(x) ∈ A. Assim

I(A∩M)⊂ A. (4.68)

Também,

I
(

B
(

A∩M,
r
η

))
⊂ B(I(A∩M),r), r > 0. (4.69)

De fato, dados x ∈ B
(

A∩M, r
η

)
e y = I(x′), com x′ ∈ A∩M, temos

∥I(x)− y∥= ∥I(x)− I(x′)∥ ≤ η∥x− x′∥,
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logo,
inf

y∈I(A∩M)
∥I(x)− y∥ ≤ η inf

x′∈A∩M
∥x− x′∥ ≤ r

η
η = r, r > 0.

Consequentemente, segue de (4.68) e (4.69),

I
(

B
(

A∩M,
r
η

))
⊂ B(I(A∩M),r)⊂ B(A,r) = B(A,r), r > 0. (4.70)

Como
B(A,r)∩M ⊂ B(A∩M,r)∩M ⊂ B

(
A∩M,

r
η

)
∩M,

segue por (4.70),

I(B(A,r)∩M)⊂ I
(

B
(

A∩M,
r
η

)
∩M

)
⊂ B(A,r), r > 0.

b) Dados γ,µ > 0 defina
UA

.
= {x ∈ B(A,γ) : V (x)< µ}.

Note, em particular, que V |UA
é contínua, já que V ∈C1(Rd,R+).

b1) Se x ∈ A ⊂ A, pela definição de V , obtemos V (x) = 0.

b2) Se (xn)⊂UA é uma sequência tal que d(xn,A)
n→+∞↛ 0, então existem ε > 0 e (xnk)⊂ (xn)

tais que, para todo k ∈ N,
d(xnk ,A)≥ ε.

Como A é limitado temos que B(A,γ) é compacto em Rd . Assim, podemos assumir que
xnk

k→+∞−→ x ∈ B(A,γ)\A e, da continuidade da V e b1), V (xnk)
k→+∞↛ 0.

b3) Sejam x ∈UA \M e t > 0 tais que π(x, [0, t])⊂UA. Como

d
ds

V (π(x,s)) = ∇V (π(x,s)) · f (π(x,s))≤−αV (π(x,s)),

para todo s ∈ [0, t], segue da desigualdade de Gronwall que

V (π(x,s))≤ e−αsV (x)<V (x),

para todo s ∈ [0, t]. Porém, pela condição iii), sabemos que V (I(x))<V (x) sempre que x ∈
M\A. Desta forma, concluímos que V (π̃(x, t))<V (x) para todo t > 0 tal que π̃(x, [0, t])⊂
UA.

b4) Seja x ∈UA tal que L̃+(x) ∩ UA \A ̸= /0. Tome y ∈ L̃+(x) ∩ UA \A e t > 0 tais que

π̃(y, [0, t])⊂ L̃+(x) ∩ UA \A.

Como y /∈ A, a condição ii) implica que para s ∈ [0, t],

d
ds

V (π(y,s)) = ∇V (π(y,s)) · f (π(y,s))≤−αV (π(y,s)).

Pela prova do item b3), concluímos que

V (π̃(x,s))<V (x), para todo s ∈ [0, t].
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O próximo passo, é apresentar a recíproca do Corolário 4.3.3, que é o Corolário 4.3.7.

Lema 4.3.5. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X tal que A compacto, A é π̃-atrator e A\M é
π̃-estável. Então a função W : P̃(A)→ R+ definida por:

W (x) .
=

supt∈R+
d(π̃(x, t),A) se x ∈ P̃(A)\M,

d(x,A) se x ∈ P̃(A)∩M,

satisfaz as seguintes condições:

i) É contínua em P̃(A)\M.

ii) Se A é π̃-estável =⇒ W é contínua em P̃(A)\ (M \A).

iii) x ∈ A =⇒ W (x) = 0.

iv) Dada (xn)⊂ P̃(A) tal que W (xn)
n→+∞−→ 0 =⇒ d(xn,A)

n→+∞−→ 0.

v) Dados x ∈ P̃(A)\M e t ∈ R+, então W (π̃(x, t))≤W (x).

Demonstração. A função W está bem definida. De fato, dado x ∈ P̃(A) \ M, por definição
/0 ̸= L̃+(x)⊂ A. Assim, pela Proposição C.0.5, obtemos L̃+(x)\M ̸= /0. Seja y ∈ L̃+(x)\M, daí
pela Proposição C.0.1, existe (tn)⊂ R+ tal que

tn
n→+∞−→ ∞ e π̃(x, tn)

n→+∞−→ y. (4.71)

Como A\M é π̃-estável e y ∈ L̃+(x)\M ⊂ A\M, existe δ = δ (y,1)> 0 tal que

π̃(B(y,δ ), [0,∞))⊂ B(A,1). (4.72)

Logo de (4.71) e (4.72), existe N ∈ N tal que π̃(x, tn) ∈ B(y,δ ), para todo n ≥ N, donde (4.72)
implica

π̃(x, [tN ,∞))⊂ B(A,1) =⇒ W (x)≤ sup{d (π̃(x, [0, tN ]),A) ,1}< ∞.

i) Seja (wn)⊂ P̃(A) com wn
n→+∞−→ x ∈ P̃(A)\M. Como M∩ I(M) = /0, I é contínua em M e

φ é contínua em X \M (Teorema A.0.6 ) segue, para todo k ∈ N, que

(wn)
+
k = I

(
π((wn)

+
k−1,φ((wn)

+
k−1))

) n→+∞−→ I
(
π(x+k−1,φ(x

+
k−1))

)
= x+k ,

φ((wn)
+
k )

n→+∞−→ φ(x+k ),

sup
0≤t≤φ((wn)

+
k ))

d(π((wn)
+
k , t),A)

n→+∞−→ sup
0≤t≤φ(x+k )

d(π(x+k , t),A)

e

sup
k∈N0

(
sup

0≤t≤φ((wn)
+
k ))

d(π((wn)
+
k , t),A)

)
n→+∞−→ sup

k∈N0

(
sup

0≤t≤φ(x+k )
d(π(x+k , t),A)

)
.

Portanto,
W (wn)

n→+∞−→ W (x).
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ii) Seja x ∈ P̃(A)\(M\A). Então ou x ∈ P̃(A)\M ou x ∈ P̃(A)∩A. Pelo item i), basta verificar
a continuidade em x ∈ A∩M∩ P̃(A). Sejam (zn)⊂ P̃(A) com zn

n→+∞−→ x e ε > 0. Como A

é π̃-estável, existe δ = δ (x,ε) tal que

π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε),

donde existe n0 ∈ N tal que π̃(zn, [0,∞)) ⊂ B(A,ε) para todo n ≥ n0. Assim W (zn) < ε ,
para todo n ≥ n0. Portanto,

W (zn)
n→+∞−→ 0 = d(x,A) =W (x).

iii) Seja x ∈ A. Se x ∈ M então x ∈ P̃(A)∩M e, por definição, W (x) = d(x,A) = 0. Se x /∈ M,
então x ∈ A\M. Como A\M é π̃-estável, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

π̃(x, [0,∞))⊂ π̃(B(x,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε).

Logo,
π̃(x, [0,∞))⊂

⋂
ε>0

B(A,ε) = A,

consequentemente,

W (x) = sup
t∈R+

d(π̃(x, t),A) = sup
t∈R+

d(π̃(x, t),A) = 0.

iv) Dada uma sequência (xn) ⊂ P̃(A) tal que W (xn)
n→+∞−→ 0, segue da definição de W , a

seguinte convergência
d(xn,A)≤W (xn)

n→+∞−→ 0.

v) Sejam x ∈ P̃(A) \M. Como M ∩ I(M) = /0, segue que π̃(x,s) /∈ M para todo s ≥ 0. Pela
Proposição C.0.6, π̃(x,s) ∈ P̃(A)\M para todo s ≥ 0. Assim,

W (π̃(x,s)) = sup
t∈R+

d(π̃(π̃(x,s), t),A) = sup
t≥s

d(π̃(x, t),A)≤ sup
t∈R+

d(π̃(x, t),A) =W (x).

Teorema 4.3.6. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X um subconjunto tal que A é compacto, A

é π̃-atrator e A\M é π̃-estável. Suponha que exista r0 > 0 tal que

I
(

B(A,r)∩M
)
⊂ B(A,r), para todo r ∈ (0,r0).

Então, existe uma função V : UA → R+ satisfazendo as seguintes condições:

a) V é contínua em UA \M.

b) se x ∈ A =⇒ V (x) = 0.
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c) Dada (xn)⊂UA tal que V (xn)
n→+∞−→ 0 =⇒ d(xn,A)

n→+∞−→ 0;

d) Dados x ∈UA \(M∪A) e t ∈R+, com π̃(x, [0, t])⊂UA \(M∪A), então V (π̃(x, t))<V (x).

Demonstração. Seja UA = P̃(A) e defina a função V : P̃(A)→ R+ pela lei

V (x) .
=


W (x)+

∫
∞

0 W (π̃(x,τ))exp(−τ)dτ se x ∈ P̃(A)\M,

1 se x ∈
(
P̃(A)\A

)
∩M,

0 se x ∈ A∩M,

em que W : P̃(A)→ R+ é a função dada no Lema 4.3.5. Assim, V está bem definida.

Inicialmente, notemos que da Proposição C.0.6, temos

π̃(x, [0,∞))⊂ P̃(A), para todo x ∈ P̃(A).

A função τ 7→ W (π̃(x,τ)) é mensurável para todo x ∈ P̃(A) \M, pois se x ∈ P̃(A) \M

então π̃(x, t) ∈ P̃(A)\M para todo t ≥ 0, m({τ : π̃(x, ·) /∈C0}) = 0 e W é contínua em P̃(A)\M.

Além disso, pela condição v) do Lema 4.3.5, obtemos∫
∞

0
W (π̃(x,τ))exp(−τ)dτ ≤

∫
∞

0
W (x)exp(−τ)dτ < ∞,

para todo x ∈ P̃(A)\M.

a) Seja (xn)⊂ P̃(A) tal que xn
n→+∞−→ x ∈ P̃(A)\M. Para τ ̸= tk(x), para todo k ∈ N, temos da

Proposição B.0.5 e da condição i) do Lema 4.3.5 que

W (π̃(xn,τ))
n→+∞−→ W (π̃(x,τ)),

consequentemente,

W (π̃(xn,τ))e−τ n→+∞−→ W (π̃(x,τ))e−τ . (4.73)

Também, a condição i) do Lema 4.3.5 implica que W (xn)
n→+∞−→ W (x), donde W (xn)≤C,

para algum C ≥ 0, e para todo n ∈ N. Segue do item v) do Lema 4.3.5, que

W (π̃(xn,τ))e−τ ≤W (xn)e−τ ≤Ce−τ ∈ L1([0,∞)), τ −qt p. (4.74)

Portanto, as condições (4.73) e (4.74) implicam as hipóteses do Teorema da Convergência
Dominada, donde∫

∞

0
W (π̃(xn,τ))exp(−τ)dτ

n→+∞−→
∫

∞

0
W (π̃(x,τ))exp(−τ)dτ

Portanto, V (xn)
n→+∞−→ V (x).
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b) Seja x∈A. Se x∈M então por definição V (x) = 0. Se x /∈M então x∈ P̃(A)\M e W (x) = 0
pelo item iii) do Lema 4.3.5. Usando a condição v) do Lema 4.3.5, obtemos

V (x) =W (x)+
∫

∞

0
W (π̃(x,τ))exp(−τ)dτ ≤

∫
∞

0
W (x)exp(−τ)dτ = 0.

c) Suponha que (xn)⊂ P̃(A) seja uma sequência tal que V (xn)
n→+∞−→ 0. Se (xn) admite uma

subsequência (xnk)⊂ M, segue da definição da V que xnk ∈ A∩M para todo k ∈N, e assim,
d(xnk ,A) = 0 para todo k ∈ N.

Agora, se (xn) admite uma subsequência (xnk)⊂ P̃(A)\M, então

W (xnk)+
∫

∞

0
W (π̃(xnk ,τ))exp(−τ)dτ

k→+∞−→ 0.

Como W (xnk)≥ 0 e
∫

∞

0 W (π̃(xnk ,τ))exp(−τ)dτ ≥ 0, para todo k ∈ N, segue que

W (xnk)
k→+∞−→ 0.

Logo, pela condição iv) do Lema 4.3.5, tem-se d(xnk ,A)
k→+∞−→ 0.

Portanto, segue de ambos os casos que d(xn,A)
n→+∞−→ 0.

d) Suponhamos que, existam x0 ∈ P̃(A)\
(
M∪A

)
e s > 0 tais que

π̃(x0, [0,s])⊂ P̃(A)\ (M∪A) e V (π̃(x0,s)) =V (x0). (4.75)

Segue de (4.75) e da definição de V que

W (π̃(x0,s))−W (x0)+
∫

∞

0
[W (π̃(x0,s+ τ))−W (π̃(x0,τ))]exp(−τ)dτ = 0.

Logo,
W (π̃(x0,s+ τ)) =W (π̃(x0,τ)), τ −qt p. (4.76)

Afirmação 1: Para todo t ≥ 0, temos

W (π̃(x0,s+ t)) =W (π̃(x0, t)). (4.77)

De fato, do contrário, utilizando a condição v) do Lema 4.3.5, existe τ ≥ 0 tal que

W (π̃(x0,s+ τ))<W (π̃(x0,τ)). (4.78)

Para s > 0, tem-se m([τ,τ + s]) = s > 0 e

m
(

B
(

τ,
1
n

)
∩ [τ,τ + s]

)
> 0, (4.79)

para todo n ∈ N. Logo de (4.76) e (4.79), existe uma sequência (τn)⊂ R+ satisfazendo
τn

n→+∞−→ τ , τn ≥ τ , τ + s− τn ≥ 0 tal que, para todo n ∈ N,

W (π̃(x0,s+ τn)) =W (π̃(x0,τn)). (4.80)
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Como τn ≥ τ e τn ≤ τ +s, n ∈N, segue da condição v) do Lema 4.3.5 a seguinte estimativa

W (π̃(x0,s+ τn)) =W (π̃(π̃(x0,τ + s),τn − τ))≤W (π̃(x0,τ + s))≤W (π̃(x0,τn)),

donde, utilizando (4.80), concluímos

W (π̃(x0,s+ τ)) =W (π̃(x0,τn)), (4.81)

para todo n ∈ N. Agora, note que, como τn ≥ τ , n ∈ N, e x0 /∈ M, pela Proposição B.0.6,
existe (βn)⊂ R+, βn

n→+∞−→ 0 com

π̃(x0,βn + τn)
n→+∞−→ π̃(x0,τ) /∈ M,

donde das condições i) e v) do Lema 4.3.5 e (4.81), obtemos

W (π̃(x0,τ)) = lim
n→∞

W (π̃(x0,βn + τn))≤ lim
n→∞

W (π̃(x0,τn) =W (π̃(x0,s+ τ)),

contradizendo (4.78). Portanto, a Afirmação 1 é válida. Consequentemente,

W (π̃(x0,ns)) =W (x0), para todo n ∈ N. (4.82)

Afirmação 2: Dado ε > 0, existe t0 > 0 tal que

π̃(x0, [t0,∞))⊂ B(A,ε). (4.83)

De fato, como x0 ∈ P̃(A) .
= {x ∈ X : /0 ̸= L̃(x) ⊂ A}, temos que L̃(x0) ̸= /0, donde pela

Proposição C.0.5, L̃(x0)\M ̸= /0. Seja y ∈ L̃(x0)\M. Então pela Proposição C.0.1, existe
uma sequência (tn)⊂ R+ tal que

π̃(x0, tn)
n→+∞−→ y ∈ A\M. (4.84)

Seja ε > 0. Como A\M é π̃-estável, existe δ > 0 tal que

π̃(B(y,δ ), [0,∞))⊂ B(A,ε),

donde (4.84) implica na existência de um natural n0 > 0 tal que π̃(x0, tn) ∈ B(y,δ ), para
todo n ≥ n0. Assim,

π̃(π̃(x0, tn0), [0,∞))⊂ B(A,ε),

ou seja,

π̃(x0, [tn0,∞))⊂ B(A,ε).

Assim, a menos de subsequência, a compacidade de A e a Proposição C.0.1, implicam

π̃(x0,ns) n→+∞−→ a ∈ L̃(x0). (4.85)



4.3. Estabilidade de π̃-atratores 81

Se a ∈ L̃(x0)\M então a ∈ A\M, pois x0 ∈ P(A) .
= {x ∈ X : /0 ̸= L̃(x)⊂ A}. Assim, existe

uma sequência (an)⊂ A tal que an
n→+∞−→ a /∈ M, donde as condições i) e iii) do Lema 4.3.5

implicam
0 =W (an)

n→+∞−→ W (a) =⇒ W (a) = 0.

Logo, de (4.82), (4.85) e item i) do Lema 4.3.5, obtemos

W (x0) =W (π̃(x0,ns)) n→+∞−→ W (a) = 0 =⇒ W (x0) = 0,

o que é um absurdo, pois x0 /∈ A e pela definição de W ,

W (x0)≥ d(x0,A) = d(x0,A)> 0.

Agora consideremos o caso a ∈ L̃(x0)∩M. Como a ∈ M satisfaz STC, existe um λ -
tubo F(L, [0,2λ ]) através de a. Pela propriedade de tubo existe η > 0 tal que B(a,η)⊂
F(L, [0,2λ ]). Defina

H1
.
= B(a,η)∩F(L,(λ ,2λ ]) e H2

.
= B(a,η)∩F(L, [0,λ ]).

Se π̃(x0,ns)∈H1, a menos de subsequência, segue do Teorema A.0.7 que φ(π̃(x0,ns)) n→+∞−→
0. Desta forma,

π̃(x0,ns+φ(π̃(x0,ns))= π̃(π̃(x0,ns),φ(π̃(x0,ns)))= I(π(π̃(x0,ns),φ(π̃(x0,ns)))) n→+∞−→ I(a),

e assim pela Proposição C.0.1, I(a)∈ L̃(x0)\M ⊂A\M e W (I(a)) = 0. Mas (4.77) implica

W (π̃(x0,ns+φ(π̃(x0,ns)))) =W (π̃(x0,φ(π̃(x0,ns)))), n ∈ N,

donde x0 /∈ M e φ(π̃(x0,ns)) n→+∞−→ 0, implicam pela Proposição B.0.2

W (π̃(x0,ns+φ(π̃(x0,ns)))) =W (π̃(x0,φ(π̃(x0,ns)))) n→+∞−→ W (x0).

A condição i) do Lema 4.3.5 implica W (x0) =W (I(a)) = 0, contradizendo a definição de
W , uma vez que x0 /∈ A.

Se π̃(x0,ns)∈H2, a menos de subsequência, segue do Teorema A.0.7 que φ(π̃(x0,ns)) n→+∞−→
φ(a). Pela Observação B.0.4, existe uma sequência (εn)⊂ R+ tal que εn

n→+∞−→ 0 e

π̃(x0,ns+ s+ εn) = π̃(π̃(x0,ns),s+ εn)
n→+∞−→ π̃(a,s),

donde pela Proposição C.0.1,

π̃(a,s) ∈ L̃(x0)\M ⊂ A\M =⇒ W (π̃(a,s)) = 0.

Mas (4.77) implica que

W (π̃(x0,ns+ εn + s)) =W (π̃(x0,εn)).
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Logo, pela Proposição B.0.2, obtemos

W (π̃(x0,ns+ εn + s)) =W (π̃(x0,εn))
n→+∞−→ W (x0),

e, assim, concluímos que W (x0) =W (π̃(a,s)) = 0. Mas isso contradiz a definição de W ,
uma vez que x0 /∈ A.

Em ambos os casos chegamos a uma contradição. Portanto, (4.75) não pode ocorrer.

Para finalizar este capítulo, apresentamos o Corolário 4.3.7, que é a recíproca do Corolário
4.3.3.

Corolário 4.3.7. Sejam (X ,π,R+,M, I) um SI e A ⊂ X um subconjunto tal que A é compacto,
A é π̃-atrator e A\M é orbitalmente π̃-estável. Suponha que exista r0 > 0 tal que

I(B(A,r)∩M)⊂ B(A,r),

para todo r ∈ (0,r0). Então existe uma função V : UA → R+ satisfazendo as seguintes condições:

a) V é contínua em UA \M.

b) Se x ∈ A =⇒ V (x) = 0;

c) Dada (xn)⊂UA com V (xn)
n→+∞−→ 0 =⇒ d(xn,A)

n→+∞−→ 0;

d) Dados x ∈UA \M e t ≥ 0, com π̃(x, [0, t])⊂UA, então V (π̃(x, t))≤V (x);

e) Dados y ∈ L̃+(x)∩
(
UA \A

)
e t ∈ R+ tais que π̃(y, [0, t]) ⊂ L̃+(x)∩

(
UA \A

)
, existem

t1, t2 ∈ [0, t] satisfazendo
V (π̃(y, t1)) ̸=V (π̃(y, t2)).

Demonstração. Considere UA = P̃(A) e a função V : P̃(A)→R+ definida no Teorema 4.3.6. Os
itens a),b) e c) seguem dos itens a),b) e c) do Teorema 4.3.6. O item e) segue pelo item d) do
Teorema 4.3.6.

Para demonstrar o item d), sejam dados x ∈ UA \M e t ≥ 0 tais que π̃(x, [0, t]) ⊂ UA,
temos que π̃(x,τ) /∈ M para todo τ ≥ 0, pois M∩ I(M) = /0. Segue do item v) do Lema 4.3.5, que

V (π̃(x, t)) =W (π̃(x, t))+
∫

∞

0
W (π̃(x, t + τ))e−τdτ =W (π̃(x, t))+

∫
∞

0
W (π̃(π̃(x,τ), t))e−τdτ

≤W (x)+
∫

∞

0
W (π̃(x,τ))e−τdτ =V (x).
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APÊNDICE

A
A CONTINUIDADE DA FUNÇÃO φ

Apresentaremos aqui, resultados sobre a continuidade da função φ (veja Definição 2.1.7),
que possui muitas aplicações em sistemas impulsivos (CIESIELSKI, 2004a) e, em geral, tem um
papel fundamental em na teoria de estabilidade. Para tanto, assumiremos que o SI (X ,π,R+,M, I)

satisfaz a hipótese adicional (H1). As referências utilizadas neste apêndice são (CIESIELSKI,
2004a) e (CIESIELSKI, 2000).

O primeiro resultado verifica a boa definição da função de impacto φ .

Proposição A.0.1. A função φ apresentada na Definição 2.1.7 está bem definida.

Demonstração. Dado x ∈ X , temos que se (
⋃

t>0 π(x, t))∩M ̸= /0, então existe s > 0 tal que

π(x,s) ∈ M e π(x, t) /∈ M, t ∈ (0,s).

De fato, caso contrário, existe uma sequência (sn)⊂ R+ tal que sn
n→+∞−→ 0 e

π(x,sn) ∈ M, n ∈ N. (A.1)

Como M = M e π é contínua, a condição (A.1) implica x ∈ M. Mas do item iii) da Definição
2.1.5, existe εx > 0 tal que

π(x,(0,εx))∩M = /0, (A.2)

e como sn
n→+∞−→ 0, existe n0 ∈ N tal que sn ∈ (0,εx) para n ≥ n0, donde por (A.2), π(x,sn) /∈ M

para n ≥ n0, contradizendo (A.1).

O próximo resultado auxiliar nos diz que dado uma λ -seção (Definição 2.3.1), podemos
obter outras seções diminuindo λ . Tal resultado foi introduzido por (CIESIELSKI, 2000).

Proposição A.0.2. Se S é λ -seção através de x então, dado η ∈ (0,λ ], S é η-seção em x.

Demonstração. Defina Lη

.
= F(Lλ ,λ −η). Então vale as condições da Definição 2.3.1, pois:
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a) Como S é λ -seção através de x, temos que S = S e x ∈ S.

b) Como Lη

.
= F(Lλ ,λ −η) = {z ∈ X : π(z,λ −η) ∈ Lλ}, π é contínua e Lλ = Lλ , segue

que Lη = Lη . Ainda, pela Definição 2.1.3, temos

F(Lη ,η) = {z ∈ X : π(z,η) ∈ Lη}=

= {z ∈ X : π(π(z,η),λ −η) ∈ Lλ}= {z ∈ X : π(z,λ ) ∈ Lλ}= F(Lλ ,λ ) = S.

c) Primeiramente, mostremos que

F(Lλ , [0,λ −η ]∪ [λ +η ,2λ ]) = F(Lλ , [0,λ −η ]∪ [λ +η ,2λ ]). (A.3)

De fato, seja (xn)⊂ F(Lλ , [0,λ −η ]∪ [λ +η ,2λ ]) uma sequência tal que xn
n→+∞−→ x∗ ∈ X .

Pela Definição 2.1.3, π(xn, tn) ∈ Lλ para algum tn ∈ [0,λ −η ]∪ [λ +η ,2λ ]. Sem perda
de generalidade, vamos assumir que tn ∈ [0,λ −η ] para todo n ∈ N. Como [0,λ −η ]

é compacto, podemos assumir também que tn
n→+∞−→ τ ∈ [0,λ −η ]. Como xn

n→+∞−→ x∗,
Lλ = Lλ e π é contínua, então π(x∗,τ) ∈ Lλ , ou seja, x∗ ∈ F(Lλ , [0,λ −η ]∪ [λ +η ,2λ ]).

Agora, tome x ∈ S = F(Lλ ,λ ). Como λ /∈ [0,λ −η ]∪ [λ +η ,2λ ], segue do item d) da
Definição 2.3.1 que x /∈ F(Lλ , [0,λ −η ]∪ [λ +η ,2λ ]). Daí, por (A.3), existe ε1 > 0 tal
que

B(x,ε1)∩F(Lλ , [0,λ −η ]∪ [λ +η ,2λ ]) = /0. (A.4)

Também, pelo item c) da Definição 2.1.3, existe ε2 > 0 tal que

B(x,ε2)⊂ F(Lλ , [0,2λ ]). (A.5)

Portanto, de (A.4) e (A.5), existe ε > 0 tal que B(x,ε)⊂ B(x,ε1)∩B(x,ε2). Consequente-
mente,

B(x,ε)⊂ F(Lη , [0,2η ]),

pois dado y ∈ B(x,ε), segue de (A.5) que existe t ∈ [0,2λ ] tal que π(y, t) ∈ Lλ . Tome
s .
= t +η −λ . Então s ∈ [0,2η ], já que (A.4) implica λ −η < t < λ +η . Logo,

π(π(y, t +η −λ ),λ −η) = π(y, t) ∈ Lλ =⇒ y ∈ F(Lη , [0,2η ]).

d) Dados µ,ν ∈ [0,2η ], temos F(Lη , ·) = F(F(Lλ ,λ −η), ·) = F(Lλ ,λ −η + ·). Então

F(Lη ,µ) ∩ F(Lη ,ν) = F(Lλ ,λ −η +µ)∩F(Lλ ,λ −η +ν) = /0,

pois S é uma λ -seção através de x.

O próximo resultado, é uma importante consequência da Proposição A.0.2.
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Proposição A.0.3. Se S é λ -seção através de x que satisfaz STC então, dado η ∈ (0,λ ], temos
que S é η-seção através de x que satisfaz STC.

Demonstração. Pela Proposição A.0.2, S é η-seção através de x. Mais ainda, S=F(Lη , [0,2η ])∩
M. De fato, dado y ∈ F(Lη , [0,2η ])∩M temos que π(y, t) ∈ Lη = F(Lλ ,λ −η), para algum
t ∈ [0,2η ]. Logo, π(y, t +λ −η) = π(π(y, t),λ −η) ∈ Lλ . Portanto, y ∈ F(Lλ , [0,2λ ]∩M = S,
já que t+λ −η < 2η +λ −η = λ +η < 2λ . Por outro lado, dado y ∈ F(Lη ,η) = S ⊂ M temos
y ∈ M e π(y,η) ∈ Lη . Portanto y ∈ F(Lη , [0,2η ])∩M.

Passaremos agora, a apresentar alguns resultados de continuidade da função impacto
φ . Como é possível observar, a condição STC (Definição 2.3.2), tem papel fundamental nos
resultados que seguem, o que exemplifica sua importância em sistemas impulsivos.

Teorema A.0.4. Se x ∈ M então φ é semicontínua superiormente x.

Demonstração. Sejam x ∈ X , (xn)⊂ X tais que xn
n→+∞−→ x e ε > 0. Se φ(x) = ∞, então

limsupφ(xn)≤ ∞ = φ(x).

Se φ(x) < ∞, segue da definição da função φ que y .
= π(x,φ(x)) ∈ M e π(x,(0,φ(x))∩M =

/0. Como y ∈ M satisfaz STC, podemos tomar uma λ -seção S através de y. Sem perda de
generalidade, considere ε < min{φ(x),λ}. Pela Proposição A.0.3, S é uma ε-seção através de y.
Em particular, do item c) da Definição 2.3.1, existe O ∈ τX tal que y ∈ O ⊂ F(L, [0,2ε]), donde
existe δ > 0 tal que

π(B(x,δ ),φ(x))⊂ O ⊂ F(L, [0,2ε]), (A.6)

já que π é contínua. Como xn
n→+∞−→ x, (A.6) implica que existe n0 tal que π(xn,φ(x)) ∈ O ⊂

F(L, [0,2ε]) se n ≥ n0. Segue da Definição 2.1.3, para n ≥ n0, que existe tn ∈ [0,2ε] tal que

π(π(xn,φ(x)+ tn − ε),ε) = π(xn,φ(x)+ tn) = π(π(xn,φ(x)), tn) ∈ L, (A.7)

ou seja, π(xn,φ(x)− ε + tn) ∈ F(L,ε) = S ⊂ M, donde segue da definição da φ (Definição 2.1.7
) e (A.7),

φ(xn)≤ φ(x)+ tn − ε ≤ φ(x)+2ε − ε = φ(x)+ ε, n ≥ n0.

Portanto, limsupφ(xn)≤ φ(x).

Teorema A.0.5. Se x /∈ M então φ é semicontínua inferiormente em x.

Demonstração. Seja (xn)⊂X uma sequência tal que xn
n→+∞−→ x. Suponha que φ(x) =∞ mas T .

=

liminfφ(xn)< ∞. Sem perda de generalidade, podemos assumir que φ(xn)
n→+∞−→ T . Como M =

M, obtemos π(xn,φ(xn))
n→+∞−→ π(x,T ) ∈ M. Logo, ∞ = φ(x)≤ T < ∞ o que é uma contradição.

Portanto,
liminfφ(xn) = ∞ = φ(x).
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Agora, suponha que φ(x) < ∞. Seja (xn) ⊂ X uma sequência tal que xn
n→+∞−→ x mas

liminfφ(xn) = T < φ(x). A menos de subsequência, vamos assumir que φ(xn)
n→+∞−→ T . Então

existe n0 ∈ N tal que xn /∈ M e φ(xn) < ∞ para n ≥ n0. Como π(xn,φ(xn)) ∈ M, π contínua e
M = M, obtemos π(x,T ) ∈ M donde x ∈ M se T = 0 ou φ(x)≤ T < φ(x) se T > 0, o que é uma
contradição. Assim, concluímos que

liminfφ(xn)≥ φ(x).

Como consequência dos Teoremas A.0.4 e A.0.5, temos que a condição STC implica na
continuidade da função impacto φ , fora do conjunto impulsivo M.

Teorema A.0.6. A função φ é contínua em X \M.

Demonstração. Seja x ∈ X \M. Pelo Teorema A.0.4, φ é semicontínua superiormente em x e
pelo Teorema A.0.5, φ é semicontínua inferiomente em x.

No que segue, apresentamos um resultado de convergência da função φ , que é funda-
mental para tratar de estabilidade em sistemas impulsivos.

Teorema A.0.7. Sejam x ∈ M, S uma λ -seção através de x que satisfaz STC e δ > 0 tal que
B(x,δ )⊂ F(L, [0,2λ ]). Considere os conjuntos

H1
.
= F(L,(λ ,2λ ])∩B(x,δ ) e H2

.
= F(L, [0,λ ])∩B(x,δ ).

F(L,(λ ,2λ ]) F(L, [0,λ ])

LM

H1 H2

B(x,δ )

x

Figura 9 – H1
.
= F(L,(λ ,2λ ))∩B(x,δ ) e H2

.
= F(L, [0,λ ))∩B(x,δ ).

As seguinte afirmações são válidas.

a) Dada uma sequência (xn)⊂ H1 tal que xn
n→+∞−→ x =⇒ φ(xn)

n→+∞−→ 0;

b) Dada uma sequência (xn)⊂ H2 tal que xn
n→+∞−→ x =⇒ φ(xn)

n→+∞−→ φ(x).
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Demonstração. a) Como xn ∈ H1, para todo n ∈ N, segue que π(xn,λn) ∈ L para todo n ∈ N
com λn ∈ (λ ,2λ ]. Assim,

π(π(xn,λn −λ ),λ ) = π(xn,λn) ∈ L,

donde π(xn,λn −λ ) ∈ F(L,λ ) = S = M ∩F(L, [0,2λ ]) ⊂ M, para todo n ∈ N, já que x

satisfaz STC. Consequentemente, da definição de φ (Definição 2.1.7),

0 < φ(xn)≤ λn −λ , n ∈ N. (A.8)

Como λn ∈ [λ ,2λ ], podemos assumir que λn
n→+∞−→ t ∈ [λ ,2λ ]. Como π(xn,λn) ∈ L = L e

π é contínua, segue que π(x, t) ∈ L. Assim, x ∈ F(L, t)∩S. Como S é uma λ -seção através
de x, concluímos que t = λ . Daí λn

n→+∞−→ λ e, de (A.8), obtemos φ(xn)
n→+∞−→ 0.

b) Seja (xn)⊂ H2 uma sequência tal que xn
n→+∞−→ x ∈ M. Note que π(x,(0,λ ])∩M = /0, pois

x satisfaz STC, e π(x,λ ) ∈ L. Como (xn)⊂ H2, também temos

π(xn,(0,Tn])∩M = /0 e π(xn,Tn) ∈ L,

para algum Tn ∈ [0,λ ], n ∈ N. Sejam w = π(x,λ ) e wn = π(xn,Tn), n ∈ N. Daí,

φ(x) = λ +φ(w) e φ(xn) = Tn +φ(wn), n ∈ N.

Afirmação: Tn
n→+∞−→ λ .

De fato, como [0,λ ] é compacto, podemos assumir que Tn
n→+∞−→ T ∗ ∈ [0,λ ]. Segue da

continuidade da π e do fato de L ser fechado que

π(x,T ∗) ∈ L =⇒ x ∈ F(L,T ∗).

Como F(L,λ ) = S e x ∈ S, obtemos x ∈ F(L,T ∗)∩F(L,λ ). Pela condição d) da Definição
2.3.1, devemos ter T ∗ = λ . Isso prova a afirmação.

Assim, Tn
n→+∞−→ λ e

wn = π(xn,Tn)
n→+∞−→ π(x,λ ) = w /∈ M.

Pelo Teorema A.0.6, obtemos φ(wn)
n→+∞−→ φ(w). Portanto,

φ(xn) = Tn +φ(wn)
n→+∞−→ λ +φ(w) = φ(x).
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APÊNDICE

B
PROPRIEDADES DE CONVERGÊNCIA DE π̃

Tendo em vista a Definição 2.2.1, é razoável esperar que π̃ não seja contínua. No entanto,
como apresentaremos aqui, existem resultados sobre a convergência da função π̃ que são úteis
para o estudo da estabilidade. No que segue, assumiremos que o SI (X ,π,R+,M, I) satisfaz as
hipótese adicionais (H1), (H2) e (H3). As referências utilizadas neste apêndice são (BONOTTO
et al., 2015) e (BONOTTO; GIMENES; SOUTO, 2016).

O primeiro resultado é a propriedade de concatenação - ou propriedade de semigrupo -
para a função π̃ .

Proposição B.0.1. Para quaisquer x ∈ X e t,s ∈ [0,T (x)), com t + s ∈ [0,T (x)),

π̃(π̃(x, t),s) = π̃(x, t + s).

Demonstração. Seja x ∈ X . Se φ(x) = ∞ então π̃ = π , donde temos a tese, pela definição de
(X ,π,R+) (Definição 2.1.1).

Se φ(x)<∞, tome t,s∈ [0,T (x)) com t+s∈ [0,T (x)). Defina y .
= π̃(x, t). Pela Definição

2.2.1, existem k, l ∈ N0 tais que

t = tk(x)+ t ′, 0 ≤ t ′ < φ(x+k ) e π̃(x, t) = π(x+k , t
′) (B.1)

e

s = tl(y)+ s′, 0 ≤ s′ < φ(y+l ) e π̃(y,s) = π(y+l ,s
′), (B.2)

sendo t0(x) = t0(y) = 0 e

t j(x)
.
=

j−1

∑
i=0

φ(x+i ) e t j(y)
.
=

j−1

∑
i=0

φ(y+i ), para j ≥ 1.

Note que (B.1) implica φ(y) = φ(x+k )− t ′, donde y+j = x+k+ j para todo j ∈ {1, . . . , l}. De
fato, por definição, temos y+1 = I(π(y,φ(y))) e x+k+1 = I(π(x+k ,φ(x

+
k ))). Mas π(y,φ(y)) =
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π(π(x+k , t
′),φ(x+k )− t ′) = π(x+k ,φ(x

+
k )) donde temos y+1 = x+k+1. Supondo, para j < l, vale

y+j = x+k+ j então

y+l = I(π(y+l−1,φ(y
+
l−1))) = I(π(x+k+l−1,φ(x

+
k+l−1))) = x+k+l.

Logo, concluímos

tl(y) =
l−1

∑
i=0

φ(y+i ) =
k+l−1

∑
j=k

φ(x+j )− t ′.

Consequentemente,
t + s = tk(x)+ t ′+ tl(y)+ s′ = tk+l(x)+ s′, (B.3)

com 0 ≤ s′ < φ(y+l ) = φ(x+k+l). Isso mostra que

π̃(x, t + s) = π(x+k+l,s
′). (B.4)

Assim, (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4) implicam

π̃(π̃(x, t),s) = π̃(y,s) = π(y+l ,s
′) = π(x+k+l,s

′) = π̃(x, t + s).

A partir de agora, investigaremos a convergência da função π̃ . Como dissemos anterior-
mente, é esperado que tal função não seja contínua, mas, em alguns casos, é possível fazer uma
correção na variável temporal, e obter certos tipos de convergência.

Proposição B.0.2. Sejam x ∈ X \M, (xn) ⊂ X e (αn) ⊂ R+ tais que xn
n→+∞−→ x e αn

n→+∞−→ 0.
Então,

π̃(xn,αn)
n→+∞−→ x.

Demonstração. Se φ(x) = ∞, o resultado é válido pela continuidade da π . Suponha φ(x)< ∞.
Do Teorema A.0.6, φ é contínua em X \M. Por esse motivo, como xn

n→+∞−→ x /∈ M, existe n0 ∈N
tal que

φ(x)
2

< φ(xn)<
3φ(x)

2
,

para todo n ≥ n0. Agora, como αn
n→+∞−→ 0, podemos assumir que 0 ≤ αn < φ(xn), para n ≥ n0,

pois φ(xn)>
φ(x)

2 > 0. Da continuidade de π , obtemos

π̃(xn,αn) = π(xn,αn)
n→+∞−→ π(x,0) = x.

Proposição B.0.3. Sejam x ∈ X \M e (xn)⊂ X tais que xn
n→+∞−→ x. Então, dado t ∈ R+, existe

(εn)⊂ R+ tal que εn
n→+∞−→ 0 e

π̃(xn, t + εn)
n→+∞−→ π̃(x, t).
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Demonstração. Suponhamos, inicialmente, que φ(x) = +∞. Segue do Teorema A.0.6 que φ é
contínua em X \M, donde, existe n0 ∈ N tal que φ(xn)> t, para todo n ≥ n0. Logo,

π̃(xn, t) = π(xn, t)
n→+∞−→ π(x, t) = π̃(x, t).

Neste caso, bastar tomar εn
.
= 0, para todo n ∈ N.

Agora, suponhamos que φ(x) < +∞. Assim, existe k ∈ N0 tal que t ∈ [tk(x), tk+1(x)),
donde

π̃(x, t) = π(x+k , t
′), t = tk(x)+ t ′, 0 ≤ t ′ < φ(x+k ), (B.5)

em que t0(x)
.
= 0 e tk(x)

.
=

k−1

∑
j=0

φ(x+j ) se k ≥ 1.

Da continuidade de π em X ×R+, φ em X \M (Teorema A.0.6 ), I em M e M∩ I(M) = /0,
obtemos φ(xn)

n→+∞−→ φ(x) e, para j = 1, . . . ,k,

φ((xn)
+
j ) = φ(I(π((xn)

+
j−1,φ((xn)

+
j−1)))

n→+∞−→ φ(I(π(x+j−1,φ(x
+
j−1))) = φ(x+j ). (B.6)

Daí,

tk(xn) =
k−1

∑
j=0

φ((xn)
+
j )

n→+∞−→ tk(x). (B.7)

Defina εn
.
= tk(xn)− tk(x)+ |tk(xn)− tk(x)|, n ∈ N. De (B.7), tem-se εn

n→+∞−→ 0. Agora, de (B.5)
e (B.6), existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0,

t ′ < φ((xn)
+
k ). (B.8)

De (B.5), (B.8) e da definição de εn, para n ≥ n0,

π̃(xn, t + εn) = π̃(xn, tk(x)+ t ′+ tk(xn)− tk(x)+ |tk(xn)− tk(x)|)

= π̃(xn, t ′+ tk(xn)+ |tk(xn)− tk(x)|)

= π̃(π̃(xn, t ′+ tk(xn)), |tk(xn)− tk(x)|)

= π̃(π((xn)
+
k , t

′), |tk(xn)− tk(x)|).

(B.9)

Como π(x+k , t
′) /∈ M, pois I(M)∩M = /0, segue de (B.5) que

π((xn)
+
k , t

′)
n→+∞−→ π(x+k , t

′) = π̃(x, t).

Assim, dessa última convergência, juntamente com (B.9) e a Proposição B.0.2, obtemos

π̃(xn, t + εn)
n→+∞−→ π̃(π(x+k , t

′),0) = π̃(x, t).

Observação B.0.4. Sejam x ∈ M, S uma λ -seção através de x que satisfaz STC e δ > 0 tal
que B(x,δ ) ⊂ F(L, [0,2λ ]). Considere o conjunto H2

.
= F(L, [0,λ ])∩B(x,δ ). Sejam t ∈ R+

e (xn) ⊂ H2 uma sequência tal que xn
n→+∞−→ x. Analogamente a prova da Proposição B.0.3,

podemos obter uma sequência (βn)⊂ R+ tal que βn
n→+∞−→ 0 e

π̃(xn, t +βn)
n→+∞−→ π̃(x, t).
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Agora, veremos que dado x ∈ X \M, a função π̃(x, ·) é descontínua no máximo, em um
conjunto enumerável, como sugere a definição de órbita impulsiva (Definição 2.2.1).

Proposição B.0.5. Sejam x ∈ X \M, t ∈ R+, (xn) ⊂ X e (λn) ⊂ R+, tais que xn
n→+∞−→ x, t ̸=

k−1
∑

i=0
φ(x+i ), para todo k ∈ N, e λn

n→+∞−→ t. Então,

π̃(xn,λn)
n→+∞−→ π̃(x, t).

Demonstração. Se t = 0, o resultado segue pela Proposição B.0.2. Se t > 0, seja k ∈ N0 tal que

tk(x)< t < tk+1(x),

em que t0(x) = 0 e tk(x) =
k−1
∑

i=0
φ(x+i ) se k ≥ 1. Como fizemos em (B.6), segue que φ((xn)

+
j )

n→+∞−→

φ(x+j ), para todo j = 0,1,2, . . . ,k. Como λn
n→+∞−→ t, existe n0 ∈N tal que λn ∈ (tk(xn), tk+1(xn)),

para todo n ≥ n0. Como tk(xn)
n→+∞−→ tk(x), concluímos

π̃(xn,λn) = π((xn)
+
k ,λn − tk(xn))

n→+∞−→ π(x+k , t − tk(x)) = π̃(x, t).

Analogamente a Proposição B.0.3, o próximo resultado é mais um tipo de correção que
é possível ser feito na variável temporal, de maneira que se obtêm convergência.

Proposição B.0.6. Sejam x∈X \M, t ∈R+, (xn)⊂X e (λn)⊂R+, tais que xn
n→+∞−→ x, λn

n→+∞−→ t

e λn ≥ t para todo n ∈ N. Então, existe (βn)⊂ R+ tal que βn
n→+∞−→ 0 e

π̃(xn,λn +βn)
n→+∞−→ π̃(x, t).

Demonstração. Como para cada n ∈N, λn ≥ t, e λn
n→+∞−→ t, podemos escrever λn = t +αn, com

αn
n→+∞−→ 0. Pela Proposição B.0.3, existe uma sequência (εn)⊂ R+ tal que εn

n→+∞−→ 0 e

π̃(xn,λn −αn + εn) = π̃(xn, t + εn)
n→+∞−→ π̃(x, t) /∈ M, (B.10)

pois I(M)∩M = /0. De (B.10) e |αn|
n→+∞−→ 0, segue da Proposição B.0.2 que

π̃(xn,λn + |αn|−αn + εn) = π̃(π̃(xn,λn −αn + εn), |αn|)
n→+∞−→ π̃(x, t).

Defina βn
.
= |αn|−αn + εn ≥ 0, n ∈ N.

Proposição B.0.7. Sejam x ∈ X , t ∈ R+ e (tn)⊂ R+ uma sequência tais que tn
n→+∞−→ t e tn ≥ t,

n ∈ N. Então,

π̃(x, tn)
n→+∞−→ π̃(x, t).
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Demonstração. Se φ(x) = ∞, o resultado segue da continuidade da π . Suponhamos que φ(x)<

∞. Então, existe k ∈ N0, tal que tk(x) ≤ t < tk+1(x), em que t0(x) = 0 e tk(x) =
k−1
∑

i=0
φ(x+i ) se

k ≥ 1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que tn ∈ [tk(x), tk+1(x)), para todo n ∈ N.
Segue da definição de órbita impulsiva (Definição 2.2.1) e da continuidade da π ,

π̃(x, tn) = π

(
x+k , tn −

k−1

∑
i=0

φ(x+i )

)
n→+∞−→ π

(
x+k , t −

k−1

∑
i=0

φ(x+i )

)
= π̃(x, t).





95

APÊNDICE

C
CONJUNTOS LIMITE E PROPRIEDADES DE

INVARIÂNCIA

Neste apêndice, apresentaremos resultados sobre conjuntos limites e invariância. Para
tanto, assumiremos que o SI (X ,π,R+,M, I) satisfaça as hipóteses adicionais (H1), (H2) e (H3).
As referências utilizadas nesse apêndice são (BONOTTO; DEMUNER, 2013), (BONOTTO;
GIMENES; SOUTO, 2016), (BONOTTO; SOUTO, 2019) e (BONOTTO; FERREIRA, 2015).

O primeiro resultado neste sentido é dar uma caracterização via sequências para o
conjunto ômega limite e o conjunto prolongado, das respectivas Definições 2.4.3 e 2.4.4.

Proposição C.0.1. Sejam A ⊂ X e y ∈ X .

a) y ∈ L̃+(A) se, e somente se, existem sequências (xn)⊂ A e (tn)⊂ R+, tais que

tn
n→+∞−→ ∞ e π̃(xn, tn)

n→+∞−→ y;

b) y ∈ D̃+(A) se, e somente se, existem sequências (xn)⊂ X e (tn)⊂ R+, tais que

d(xn,A)
n→+∞−→ 0 e π̃(xn, tn)

n→+∞−→ y.

Demonstração. a) Se y ∈ L̃+(A), da Definição 2.4.3, para todo n ∈N, tem-se y ∈
⋃
τ≥n

π̃(A,τ).

Assim, dado n ∈ N existe yn ∈
⋃

τ≥n π̃(A,τ) com

d(yn,y)<
1
n

e yn = π̃(xn,τn), xn ∈ A, τn ≥ n.

Por outro lado, dado t ≥ 0, como tn
n→+∞−→ ∞, existe n0 ∈ N tal que tn ≥ t para todo n ≥ n0.

Daí, π̃(xn, tn) ∈
⋃
τ≥t

π̃(A,τ) para todo n ≥ n0. Logo, y ∈ L̃+(A).
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b) Se y ∈ D̃+(A), da Definição 2.4.4, para todo n ∈N, tem-se y ∈
⋃
t≥0

π̃

(
B
(

A,
1
n

)
, t
)

. Segue

que, para todo n ∈ N, existe yn ∈
⋃
t≥0

π̃

(
B
(

A,
1
n

)
, t
)

tal que

d(yn,y)<
1
n
, yn = π̃(xn, tn), xn ∈ A, d(xn,A)<

1
n

e tn ≥ 0.

Por outro lado, dados ε > 0 e t ≥ 0, existe n0 ∈ N tal que xn ∈ B(A,ε), para todo n ≥ n0.
Assim π̃(xn, tn) ∈

⋃
t≥0

π̃(B(A,ε), t), para n ≥ n0. Portanto, y ∈ D̃+(A).

No caso de conjuntos relativamente compactos, podemos caracterizar o conjunto prolon-
gado, conhecendo o conjunto prolongado dos elementos de seu fecho.

Proposição C.0.2. Seja A ⊂ X com A compacto. Então,

D̃+(A) =
⋃
a∈A

D̃+(a).

Demonstração. Seja y∈ D̃+(A). Pela Proposição C.0.1, existem sequências (xn)⊂X e (tn)⊂R+

tais que d(xn,A)
n→+∞−→ 0 e π̃(xn, tn)

n→+∞−→ y. Da definição de d(xn,A), para cada n ∈ N, existe
an ∈ A tal que

d(xn,an)<
1
n
+d(xn,A). (C.1)

Como A é compacto, a menos de subsequência, podemos assumir que an
n→+∞−→ a ∈ A. De (C.1)

vem
d(xn,a)< d(xn,an)+d(an,a)

n→+∞−→ 0,

donde pela Proposição C.0.1, y ∈ D̃+(a), a ∈ A.

Por outro lado, pela Proposição C.0.1, temos
⋃

a∈A D̃+(a) ⊂ D̃+(A). Como d(·,A) =
d(·,A), temos D̃+(A) = D̃+(A). Portanto,

⋃
a∈A D̃+(a)⊂ D̃+(A) = D̃+(A).

Do Exemplo 2.3.3, sabemos que para sistemas dinâmicos sem impulsos, se A ⊂ X é
invariante então A o é, o que não ocorre em sistemas impulsivos. No entanto, o próximo resultado
nos diz o que aquele exemplo sugere: a invariância de A em sistemas impulsivos, supondo A ⊂ X

invariante, só pode ser destruída por elementos do conjunto impulsivo M.

Proposição C.0.3. Se A ⊂ X é π̃-invariante, então A\M é π̃-invariante.

Demonstração. Sejam a ∈ A\M e t ≥ 0. Então existe uma sequência (xn)⊂ A tal que xn
n→+∞−→ a.

Pela Proposição B.0.3, existe uma sequência (εn)⊂ R+ tal que εn
n→+∞−→ 0 e

A ∋ π̃(xn, t + εn)
n→+∞−→ π̃(a, t),
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já que A é π̃-invariante. Portanto, usando o fato de que I(M)∩M = /0, segue que π̃(a, t) ∈
A\M.

Proposição C.0.4. Os conjuntos L̃+(A)\M e D̃+(A)\M são π̃-invariantes.

Demonstração. Sejam y ∈ L̃+(A)\M e t ≥ 0. Pela Proposição C.0.1, existem sequências (xn)⊂
A e (tn)⊂ R+ tais que tn

n→+∞−→ ∞ e π̃(xn, tn)
n→+∞−→ y. Como y /∈ M, segue da Proposição B.0.3,

que existe (εn)⊂ R+ tal que εn
n→+∞−→ 0 e

π̃(xn, tn + t + εn) = π̃(π̃(xn, tn), t + εn)
n→+∞−→ π̃(y, t). (C.2)

Como tn + t + εn
n→+∞−→ ∞ e (xn)⊂ A, pela Proposição C.0.1 e (C.2) implicam π̃(y, t) ∈ L̃+(A).

Como I(M)∩M = /0, segue que π̃(y, t) ∈ L̃+(A)\M. Portanto, L̃+(A)\M é π̃-invariante.

Sejam y ∈ D̃+(A) \M e t ≥ 0. Pela Proposição C.0.1, existem sequências (xn) ⊂ A e
(tn)⊂ R+ tais que d(xn,A)

n→+∞−→ 0 e π̃(xn, tn)
n→+∞−→ y. Como y /∈ M, segue da Proposição B.0.3,

que existe (εn)⊂ R+ tal que εn
n→+∞−→ 0 e

π̃(xn, tn + t + εn) = π̃(π̃(xn, tn), t + εn)
n→+∞−→ π̃(y, t). (C.3)

Como (tn + t + εn)⊂ R+ e (xn)⊂ A, a Proposição C.0.1 e a condição (C.3) implicam π̃(y, t) ∈
D̃+(A). Como I(M)∩M = /0, segue que π̃(y, t)∈ D̃+(A)\M. Portanto, D̃+(A)\M é π̃-invariante.

O próximo resultado nos diz que se o conjunto ômega limite de um ponto é não vázio,
então o é tirando os pontos do conjunto impulsivo M. Em particular, tal resultado é uma aplicação
do estudo da continuidade da função impacto, que se expressa neste trabalho, no Teorema A.0.7.

Proposição C.0.5. Se L̃+(x) ̸= /0, x ∈ X , então L̃+(x)\M ̸= /0.

Demonstração. Se L̃+(x)∩M = /0, então o resultado está provado. Por outro lado, suponha que
exista y ∈ L̃+(x)∩M. Como y ∈ M satisfaz STC, existe um λ -tubo F(L, [0,2λ ]) através de y.
Pela propriedade de tubo existe η > 0 tal que B(y,η)⊂ F(L, [0,2λ ]). Defina

H1
.
= B(y,η)∩F(L,(λ ,2λ ]) e H2

.
= B(y,η)∩F(L, [0,λ ]).

Pela Proposição C.0.1, existe uma sequência (tn) ⊂ R+ com tn
n→+∞−→ ∞ e π̃(x, tn)

n→+∞−→ y.
Se, a menos de subsequência, π̃(x, tn) ∈ H1 para todo n ∈ N então, pelo Teorema A.0.7,
φ(π̃(x, tn))

n→+∞−→ 0, donde

π̃(x, tn +φ(π̃(x, tn))) = π̃(π̃(x, tn),φ(π̃(x, tn))) = I(π(π̃(x, tn),φ(π̃(x, tn))))
n→+∞−→ I(y).

Como tn +φ(π̃(x, tn))
n→+∞−→ ∞ e M∩ I(M) = /0, segue pela Proposição C.0.1 que I(y) ∈ L̃+(x)\

M.
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Se, a menos de subsequência, π̃(x, tn) ∈ H2 para todo n ∈ N, do Teorema A.0.7, obte-
mos φ(π̃(x, tn))

n→+∞−→ φ(y). Também, como y ∈ M, existe εy > 0 tal que π(y,(0,εy])∩M = /0
(Definição 2.1.5) e εy < φ(y). Logo existe n0 ∈ N tal que εy < φ(π̃(x, tn)), para todo n ≥ n0.
Então

π̃(x, tn + εy) = π̃(π̃(x, tn),εy) = π(π̃(x, tn),εy)
n→+∞−→ π(y,εy),

já que π é contínua, e assim, como tn+εy
n→+∞−→ ∞, da Proposição C.0.1, π(y,εy)∈ L̃+(x)\M.

O próximo resultado lida com a invariância da região de atração.

Proposição C.0.6. Dado A ⊂ X , os conjuntos P̃(A) e P̃(A)\M são π̃-invariantes.

Demonstração. Sejam x ∈ P̃(A) e t ≥ 0. Então, pela Definição 2.4.5, /0 ̸= L̃+(x) ⊂ A. Como
consequência da Proposição C.0.1, obtemos L̃+(x) = L̃+(π̃(x, t)), donde π̃(x, t) ∈ P̃(A), e este é
π̃-invariante. Mas assim, da Proposição C.0.3, P̃(A)\M é π̃-invariante.

Para finalizar este apêndice, apresentamos uma tipo de Teorema da Alfândega para
sistemas impulsivos, sob controle na função impulso.

Proposição C.0.7. Sejam O ∈ τX , x ∈O e t0 > 0, tais que π̃(x, t0) /∈O . Suponha que I(O∩M)⊂
O . Então, existe τ ∈ (0, t0] tal que,

π̃(x, [0,τ))⊂ O e π̃(x,τ) ∈ ∂O \M.

Demonstração. Defina τ
.
= inf{t > 0 : π̃(x, t) /∈ O}. Como π̃(x, t0) /∈ O , t0 > 0, τ está bem

definido. Como O ∈ τX e π contínua, existe ε ∈ (0,φ(x)) tal que

π̃(x, [0,ε)) = π(x, [0,ε))⊂ O. (C.4)

Assim τ > 0, pois do contrário existiria (tn) ⊂ R+ tal que tn
n→+∞−→ 0 e π̃(x, tn) /∈ O , para todo

n ∈ N. Mas assim, existe n0 ∈ N tal que tn < ε , para n ≥ n0, donde temos uma contradição com
(C.4).

Também, devemos ter τ ̸=∑
k
i=0 φ(x+i ), para todo k ∈N0. Do contrário, se τ =∑

k
i=0 φ(x+i )

para algum k ∈N0, então π̃(x,τ) = π̃
(
x,∑k

i=0 φ(x+i )
)
= x+k+1 e, da minimalidade de τ , segue que

π(x+k ,(0,φ(x
+
k ))⊂ O. (C.5)

Daí, xk+1 = π(x+k ,φ(x
+
k )) ∈ O ∩M. Como I(O ∩M)⊂ O , segue que x+k+1 = I(xk+1) ∈ O e isso

contradiz a definição de τ .

Portanto, podemos tomar k ∈ N0 tal que

η1
.
=

k

∑
i=0

φ(x+i )< τ <
k+1

∑
i=0

φ(x+i )
.
= η2.
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Logo, pela definição de τ , obtemos

π̃(x, [0,η1))⊂ O, π̃(x, [η1,τ)) = π(x+k , [0,τ −η1))⊂ O e π̃(x,τ) = π(x+k ,τ −η1) /∈ O.

(C.6)
Logo (C.6) implica π̃(x, [0,τ))⊂ O , e como π(x+k , ·) é contínua em [0,τ −η1], do Teorema da
Alfândega,

π̃(x,τ) = π(x+k ,τ −η1) ∈ ∂O.

Por fim, como M∩ I(M) = /0 segue que π̃(x,τ) ∈ ∂O \M.
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