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RESUMO

CHOQUEHUANCA, J. R. Harménicos esféricos e funcoes definidas positivas. 2022. 84 p.
Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2022.

Estudamos sistematicamente os espacos harmdnicos esféricos, os quais fornecem uma decom-
posi¢do ortogonal para os espagos de Hilbert L2(S?) das fungdes de quadrado integravel sobre
a esfera unitdria real d-dimensional S¢. Também estudamos propriedades dos polindmios de
Legendre associados ao parametro d e de fungdes definidas positivas, com enfoque especial
nas funcdes definidas positivas em S¢ (d > 2). Estas funges possuem uma expansio em série
de polindmios de Gegenbauer associados ao pardmetro (d — 1)/2, os quais sdo miltiplos dos
polindmios de Legendre associados a (d + 1), e surgem em diversas aplicagdes, como por exem-
plo em geoestatistica e em problemas de interpolagdo. Como uma aplicagdo, apresentamos o
operador integral e o operador diferencial, do tipo Montée e Descente, que quando aplicados em
uma funcdo definida positiva em S¢, preservam a propriedade de positividade definida alterando

porém a dimensdo da esfera para d + 2 e d — 2, respectivamente.

Palavras-chave: Espacos Harmdnicos Esféricos, Polindmios de Gegenbauer, Funcdes Definidas

Positivas, Esferas, Operadores Integrais e Diferenciais.






ABSTRACT

CHOQUEHUANCA, J. R. Spherical harmonic spaces and positive definite functions. 2022.
84 p. Dissertacdao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e
de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

We systematically study the spherical harmonic spaces, which provide an orthogonal decompo-
sition for the Hilbert spaces L?(S?) of the square integrable functions defined in the unit real
d-dimensional sphere S¢. We also study some properties of the Legendre polynomials associated
to the parameter d and of positive definite functions, with emphasis on the positive definite
functions on S¢ (d > 2). These functions can be expanded in series of Gegenbauer polynomials
associated to the parameter (d — 1)/2, which are multiples of the Legendre polynomials associ-
ated to (d + 1), and arise in several application, for instance in geostatistics and in interpolation
problems. As an application, we present integral and differential operators, called of Montée and
Descente, which, applied to a positive definite function on S¢, preserve the positive definiteness

property but changing the dimension of the sphere to d 42 or d — 2, respectively.

Keywords: Spherical Harmonic Spaces, Gegenbauer Polynomials, Positive Definite Functions,

Spheres, Integral and Differential Operators.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em matemadtica como também nas ciéncias fisicas, os harmonicos esféricos sdo fungdes
especiais definidas na superficie de uma esfera. Eles sdo frequentemente empregados na reso-
lucdo de equagdes diferenciais parciais em muitos campos cientificos e surgem em diversas
aplicagdes tais como em fisica atdmica, eletrostdtica e mecanica quantica. Também sao de
grande importincia na Teoria do Potencial e na Anélise Esférica onde, por exemplo, harmdnicos
esféricos associados a esferas foram usados para obter a completa caracterizacdo das fungdes
zonais continuas estritamente definidas positivas sobre esferas reais (CHEN; MENEGATTO;
SUN, 2003). O Teorema da Adig¢do para polindmios de Legendre teve grande importancia no

método utilizado por Chen, Menegatto e Sun para a resolucdo deste problema.

Fungdes definidas positivas e suas generalizacOes surgem em diversas dreas e sdo objeto
de muita pesquisa desde a década de 1930. Tais funcdes aparecem, por exemplo, em Teoria da
Aproximacao, Andlise de Fourier, Teoria de Probabilidades, Teoria de Operadores, Equacoes
Integrais, Problemas de Valores de Contorno para Equacdes Diferenciais Parciais e Estatistica
Espacial. A teoria de funcdes definidas positivas e algumas de suas aplicagdes podem ser
encontradas em (BERG, 2008; BERG; CHRISTENSEN; RESSEL, 1984; FASSHAUER, 2011;
NARCOWICH, 1998; SASVARI, 1994). Na primeira metade do século XX, a teoria das funcdes
definidas positivas se desenvolveu com a contribui¢do de varios matematicos importantes,
como J. Mercer, que utilizou tais funcdes na teoria de equagdes integrais, I. J. Schoenberg, G.
Szego e S. Bergman. Tais fungdes entraram como importante ferramenta no estudo de Anélise
Harmonica e podem ser encontradas em artigos por Caratheodory, Herglotz, Bernstein and
Matthias, culminando nos bem conhecidos Teorema de Bochner de 1933 para fun¢des definidas
positivas em espacos Euclideanos (BOCHNER, 1933) e Teorema de Schoenberg de 1942 para
funcdes definidas positivas em esferas reais (SCHOENBERG, 1942).

Vale destacar que em muitas dreas de atuacdo, tais como Geofisica, Geoestatistica,

Metereologia, Oceanografia, a superficie terrestre € o ambiente onde muitos problemas estao
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formulados (FASSHAUER; SCHUMAKER, 1998; FREEDEN; MICHEL; NUTZ, 2002), a qual

é modelada matematicamente pela esfera S? do espaco Euclideano R.

Em Geoestatistica ou Estatistica, fun¢cdes definidas positivas aparecem com o nome de
covariancia e fungdes definidas positivas na esfera real d-dimensional S? do espaco Euclideano
R*1 530 funcdes de autocorrelacdo de campos Gaussianos isotrépicos em S¢ e entdo conhe-
cer funcdes de covariancia muitas vezes torna-se fundamental (EMERY; ARROYO; MERY,
2021). Também, fungdes definidas positivas no produto S¢ x R ou no produto S x SK (d,k > 1)
sdo diversas vezes consideradas, visto que a natureza de muitos problemas praticos envolve
espago-tempo ou espaco-espaco, os quais sdo modelados matematicamente pelos espacos S¢ x R
e S9 x Sk, respectivamente (BINGHAM; SYMONS, 2017; PORCU; BEVILACQUA; GEN-
TON, 2016). Na verdade funcdes definidas positivas que sio estritamente positivas definidas
podem fornecer solugdes Unicas para problemas de interesse direto da sociedade tais como o de
melhorar os sistemas de previsdo de desastres naturais como terremotos, tsunamis e furagdes.
Também, problemas de interpolagc@o no contexto esférico sdo muito considerados e um método
de interpolacdo que gerou muita pesquisa pode ser formulado da seguinte forma (CHENEY,
1995): dados n pontos distintos x1,x2,...,x, em S¢ e uma funcdo 4 : SY — R, o problema de

interpolagdo requer encontrar uma fungio continua s : S* — R da forma (para alguma funcio f)

n
S(X):ZAJ‘]“(XXJ), XGSd, 2’172’27"'72%61K7
j=1
de modo que

s(xi) =h(x;), i=1,2,...,n.

Se escolhemos f sendo positiva definida em S?, entdo a matriz de interpolacio obtida do sistema
acima pode ser singular e o problema de interpolacdo pode nao ter solucdo tnica. Mas se f é
estritamente positiva definida, entdo o problema de interpolagdo tem uma tnica solucao para
qualquer ndmero de pontos n e quaisquer n pontos dados. (BACHOC et al., 2020; DALEY;
PORCU, 2014; DU; MA; LI, 2013; LIGHT; CHENEY, 1992) e nos trabalhos citados neles.

Diversos problemas préticos, bem como a encantadora teoria, motivaram e motivam até
os dias atuais diversos pesquisadores a investigar caracterizacoes, propriedades e construgdes de

funcdes definidas positivas em diversos contextos.

Neste trabalho fazemos um estudo sistematico de conceitos citados anteriormente e
apresentamos no ultimo capitulo nosso principal objetivo: uma aplicacdo de como construir
fungdes definidas positivas em esferas reais. O trabalho estd, essencialmente, dividido em quatro

partes:

No Capitulo 2, apresentamos notagdes e definicdes bésicas, definimos e abordamos
propriedades dos espacos harmonicos esféricos. Apresentamos o importante exemplo de um
polindmio homogéneo harmonico esférico: harmonico de Legendre. O polindmio de Legendre €
definido.
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No Capitulo 3, estudamos diversas propriedades dos polindmios de Legendre e definimos
os polindmios de Gegenbauer. Apresentamos a relacdo entre tais polindmios, a qual permite
concluir importantes propriedades dos polindmios de Gegenbauer que serdo uteis para o proposito

principal do trabalho.

No Capitulo 4, os conceitos de matrizes e fun¢des definidas positivas sdo abordados.
Estudamos algumas de suas propriedades e apresentamos exemplos. Destacamos em especial as

fungdes continuas definidas positivas em esferas reais.

No Capitulo 5, apresentamos o objetivo principal de nosso trabalho: baseado no artigo
de Beatson e zu Castell (BEATSON; CASTELL, 2017), apresentamos operador integral e
operador diferencial, chamados Montée e Descente, que aplicados as fungdes definidas positivas
(respectivamente, estritamente definidas positivas) em esferas reais preservam tal propriedade

mudando (de dois passos) a dimensdo da esfera inicialmente considerada.
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CAPITULO

HARMONICOS ESFERICOS

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar os espacos harmonicos esféricos de diferentes
ordens e os polindmios de Legendre. Na Secdo 2.1, apresentamos as notagdes, defini¢des e
resultados elementares que serdo usados ao longo da dissertacdo. Na Secao 2.2, apresentamos
os espagos dos polindmios homogéneos e dos polindmios harmoénicos juntamente com alguns
resultados e exemplos, destacando o importante exemplo do polindmio de Legendre na Secdo
2.2.1. Na Secao 2.3, definimos os espagos harmonicos, provamos que € irredutivel e apresentamos
o Teorema da Adicdo. A principal referéncia que utilizamos neste capitulo é (ATKINSON; HAN,
2012).

2.1 Notacoes e definicoes basicas

Nesta secdo apresentaremos algumas notacdes e definicdes basicas, bem como resultados
preliminares pertinentes que serdo usados ao longo do trabalho. Colocaremos somente algumas
poucas demonstracdes que consideramos necessarias. Demonstracdes e mais detalhes podem ser
encontrados em (ATKINSON; HAN, 2012, p.3-9).

Iniciamos com as seguintes notacoes:
N : representa o conjunto dos nimeros inteiros positivos;
Np: representa o conjunto dos niimeros inteiros nao negativos;
R : representa o conjunto dos nimeros reais;
R : representa o conjunto dos nimeros reais positivos;

Rg : representa o conjunto dos ndmeros reais nao negativos.

Em nosso trabalho, usaremos d € N para representar a dimensao do espago Euclidiano:
RY:={x=(x1,...xq)’; x;€R,1<j<d}. (2.1)

Definiciio 2.1.1 (Produto interno real). O produto interno usual em R? é a fungio - : R¢ x R - R
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definida por:
d

(x,y)b—>x-y:: XiYj, (22)
j=1

onde x = (x1,x2,...,x4)T e y= (y1,¥2,....y4)T . A norma de x € R? é dada por:

1

x| := (x-x)2. (2.3)

Em R9 usaremos a base candnica:
er:=(1,0,..007,..., e;:=(0,0,....,1)T, (2.4)

e consequentemente, x € R pode ser escrito como:
d
x= ijej. 2.5)
J=1

Para x € R, a parte inteira de x serd denotada por [x]. O simbolo M,,,,(C) denotard o conjunto das
matrizes n X m com entrada complexas, no caso m = n escreveremos M, (C). Semelhantemente
M, (R) sdo as matrizes n x m com entradas reais. Se A € M,,,(C), denotaremos por A* a matriz
transposta conjugada de A. Se A € M,,,(R), a matriz transposta conjugada é denotada por A” .

No espaco vetorial complexo C”" qualquer elemento x € C" é também um elemento de M,,; (C).
Definicao 2.1.2 (Produto interno complexo). O produto interno usual em C” é dado por:

X1
x.y::y*x:<y_17 7y_n> =

Xn

x;y;, x,yeC" (2.6)

n
J=1

Ao longo deste trabalho usaremos a mesma notagdo para indicar os produtos internos

real e complexo. Isso ndo serd motivo de confusdo pelo contexto.

Algumas vezes serd util indicar explicitamente a dimensao do espaco na notagdo do

vetor, e entdo poderemos escrever x(;) em lugar de x. Assim

X(g) = X(d—1) T Xa€d; (2.7)
onde x(;_1) = (x1,--+,Xxq-1,0)T € R?. Por conveniéncia, também usaremos o simbolo X(d—1)
para indicar o vetor (d — 1)-dimensional (xp,...,x;_1)7. Isso ndo vai causar confusdo no contexto.

Iremos frequentemente usar a esfera unitéria, (d — 1)-dimensional em R4, denotada por:
sl = {geRd; ]5\:1}. 2.8)

Podemos descrever um ponto x € R? em coordenadas polares, na forma x = r&, onde
r=|xle&eS¥!com

E=teq+(1-1)"28 ), para re[-11], e §upest (2.9)
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Denotamos por C(S¢~1) o espaco das fungdes continuas a valores complexos (ou reais)

em S?~!. Este é um espaco de Banach com a norma candnica

1flleo := sup{| f(§)] : £ €S} (2.10)

O usual espago C([—1,1]) das fun¢des continuas definidas no intervalo [—1, 1] também sera

requisitado ao longo do trabalho.

Denotamos por L' (S¥~1) o espago das fungdes integraveis a valores complexos (ou reais)
em S?1, ou seja,

LE ) = {9 0 [ st ) <o @1

e por Lz(Sd - l) o espaco das fun¢des de quadrado integraveis a valores complexos (ou reais) em

S9! ou seja,
L2(S471 = {f LR <c;/Sd_l I£(m)2ds? 1 (n) < oo} : (2.12)

O espacgo LZ(Sd_l) € um espaco de Hilbert com o produto interno candnico:

(.9t = [, S(mem)as’(m), @.13)

e anorma em L?(S9~!) serd denotada por || - |gi-1.

A notagdo dS?~! serd usada para o elemento de superficie (d — 1)-dimensional sobre
a esfera unitaria S?~! (medida de Lebesgue esférica). A férmula a seguir fornece uma relagio
entre os elementos de superficie sobre diferentes valores de d e serd bastante titil (veja em
(ATKINSON; HAN, 2012, p.7)):

ds? ' = (1-2) T dtds® 2, para d>3, te[-1,1] (2.14)

A funcdo Gamma I serd usada frequentemente ao longo deste trabalho. A seguir defini-
mos e listamos algumas de suas propriedades que serdo utilizadas. As demonstragdes podem ser
encontradas em (ATKINSON; HAN, 2012).

Definicao 2.1.3. A funcao Gamma I € definida por:

[(x):= / rleldr, xeR,. (2.15)
0

Obviamente temos I'(1) = 1, além disso
IF'x+1)=xI'(x), xeRy, (2.16)

0 que implica
I'(n+1)=n!, neNy, (2.17)
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ou seja, a fungdo I" estende o operador fatorial de inteiros positivos a nimeros reais positivos.

Fica também definido o valor,

r (1) = /7. (2.18)

E ttil também notar:

['(x+n)

e =x(x+1)(x+2)---(x+n—1), para xeR,, nelN (2.19)

A férmula (2.14) resulta ser util para calcular a drea de superficie de uma esfera unitéria
que € dada por:
1S9 = dsi=t, d>3. (2.20)

Sd-1

Na verdade temos (ver (ATKINSON; HAN, 2012, p.7))

gt = YL D2

y d>3, |S'|=2n, (2.21)
I'(%)

onde |Sl| € o perimetro do circulo unitdrio. Além disso, da relagio (2.21) decorre que

d
T2

s =

d>2. 2.22)
F(%)

O conjunto Q¢ representara o conjunto das matrizes ortogonais de entradas reais e ordem

d, explicitamente,

04 :={AeMyR); AAT =1;}

onde I; é a matriz identidade de ordem d. Nio € dificil ver que det(A) = +1 para qualquer
A €0

Observacio 2.1.4. O produto interno usual em R? possui a propriedade de invariancia em

relacdo aos elementos de O, isto &,
Ax-Ay=x-y, Vx,yeRY VAecO (2.23)

Observacio 2.1.5. O produto interno usual em L?(S?~!) é invariante com relacio a elementos
de 04,
De fato, dada A € Q¢,

(FoAgois = [ FlamglAmds’ (m)
= [, ram)san)as’ ) (2.24)

= /Sdlf(é)mdsd‘l(c) =(f.8)ga-1, [f.g€L*(S™ ).
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Para qualquer vetor nio nulo 1 € R¢, consideraremos
0(n):={A€0% An=n}

o subconjunto das matrizes ortogonais que deixa invaridvel o subespago gerado por 1, span{n} :=
{on : a € R}.

Definicdo 2.1.6. Sejam f : R — C uma fungdo e A € My (R) uma matriz , definimos f4 : R¢ — C

como Segue
fa(x) = f(Ax), VxeR9

Usaremos frequentemente a definicdo acima para matrizes ortogonais. Encerramos a

secdo com o seguinte resultado que serd usado na constru¢do dos harmonicos de Legendre.

Proposiciio 2.1.7. Se f4 = f para qualquer A € Q¢, entdo o valor f(x) depende de x mediante

|x|, isto é, f é constante numa esfera de raio |x]|.

Demonstragdo. Dados x,y € R? tais que |x| = |y|, pode-se achar uma matriz A € O tal que
Ax =y. Assim
f(x) = falx) = f(Ax) = f ().

Observacio 2.1.8. Notemos que o conjunto Q?(e,) na verdade é da forma

Ar 0 d—1
;. A eQ )

A O
De fato, é claro que qualquer matriz da forma ( ! 1) pertence a Q¢ sempre que A; € Q91

OT

A outra incluso ndo é mais dificil. Dado A € Q4 (eq) de entradas a;;, e jd que Aey = e4 temos

dig = ... = d(g_1)q = 0 e agg = 1. Se cumpre também que e; = ATe,, e de forma semelhante
A O
como se fez em A, se deduz que a;; = ... = Ag(a—1) = 0,eayy;=1. AssimA = (0; 1) . Além

A O
disso, det(A) = ldet(A;) = £1. Logo, se conclui que A € { <071, 1) ; A€ @d} .

Da observacdo anterior segue:

Corolirio 2.1.9. Se f, = f para qualquer A € 0% (e ), entdo o valor f(x) depende de x mediante

|x(d71)| € Xq.

Finalizamos esta secdo com seguintes definicoes:
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Definiciio 2.1.10. Considere um subespago V de fungdes definidas em R? ou sobre um subcon-
junto de R?. O espago V é dito invariante se para toda f € V e para toda A € Q¢, temos que
faevV.

O espaco V € chamado de redutivel se puder ser escrito como soma de dois subespagos
invariantes nao triviais V| e V, com V; ortogonal a V, (denotado por V| L V5, significando que

(f,g) =0paratoda f € V| e g € V,). Dizemos que V é irredutivel se este ndo for redutivel.

Finalmente, V € dito primitivo se € invariante e também irredutivel.

Nos Capitulos 2 e 3 veremos que os espacos harmonicos esféricos sdo espacos irredutiveis
e primitivos, respectivamente. Sua constru¢do depende dos espacos dos polindmios homogéneos

e dos polindmios harmonicos os quais apresentamos na proxima se¢ao.

2.2 Espaco dos Polinémios Homogéneos Harmonicos

Comegamos definindo o espaco de todos os polindmios homogéneos H? de grau n em d

variaveis (d > 2).

Definicfio 2.2.1. O espaco dos polindmios homogéneos H¢ consiste de todas as fungdes da
forma
H X], -y X Z aj,... ldxl XZZ7 ajy,...ig € C; (225)

\ n

onde 1 <ij,...,ig <n, ig) = (11,...,zd) elig)|=ir+...+ia.
Exemplo 2.2.2. Os seguintes exemplos ilustram os espacos dos polindmios homogéneos de grau
2 em 2 e 3 varidveis, respectivamente:

H3 = {a1x} +apx1x2 +a3x} s a; € C},

H% = {alx% + arx1x2 + azx1x3 +a4x% + asxx3 +a6x% raj € C}.

Nio é dificil ver que H? é um espaco invariante, cuja dimensio (veja (ATKINSON;
HAN, 2012, pag. 13)) € dada por

d—1
dimHif:<nj; 1 ) (2.26)

Qualquer polindmio H, € ]HI,ZZ pode ser escrito da forma (2.25), e naturalmente definimos

Hy(V) := H, (i i) Y a2 2.27)

’ Uyeeesld i1 g
aXI axn |i(d) ‘:i’l a)Cl axn

Dados quaisquer dois polinémios em HY,

o i
Z Qiy,....ig% xd , e Hy(x):= biy... 7ldxl1 xdd’
lig)|=n ligg)|=n
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definimos o produto interno (-, ) : HY x H¢ — C por

(H, Hy) g = Ha(V)Hy ().

A seguir vamos introduzir o espago dos polindmios homogéneos harmonicos. Para isso

lembramos que:

Definiciio 2.2.3. Uma funcio f definida em um subconjunto de R? cujo operador Laplaciano é

nulo, ou seja,
32
@ f=Af= Z f 0, (2.28)

€ chamada de fun¢ao harménica.

O seguinte lema mostra que, ser harmdnica € uma propriedade invariante para funcoes.

Lema 2.2.4. Se Af =0, entdio Afy =0, para toda A € Q<.

Demonstragdo. Ver (ATKINSON; HAN, 2012, p.15). O]

Definicao 2.2.5. O espaco dos polindmios homogéneos harménicos de grau n em d varia-

veis, denotado por Y, (R?), consiste de todos os polindmios em H¢ que sio harmédnicos.

Exemplo 2.2.6. Vamos considerar distintos casos:

1. Sen=0oun=1,entio Y,(RY) = HY.

n
2. Y,(RY) =@parad=1en>2.

3. Y = {a(x} —x3) + bxixp;a,b € C}.

4. Para d =2, os polindmios da forma (x; + ix;)" pertencem a Y,,(Rz).

5. Para d = 3, qualquer polindmio da forma (x3 + ix; cost + ixpsint¢)”, com ¢t € R fixo,
pertence a Y,,(R?).

A seguir forneceremos uma relagdo entre a dimensao dos espagos homogéneos e a
dimensio de Y,(R%).

Lema 2.2.7. Seja N, 4 := dimY,,(R?), paran > 1 e d > 2. Entdo N, 4 = dimH% "' +dimH? "],
Explicitamente,
(2n+d—2)(n+d—3)
Nn,d -
n!(d—2)!

(2.29)
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Demonstragdo. Primeiramente observe que qualquer polinémio H, € HY pode ser expresso da

forma: .
Hy(x1, .0 xg) = Zoxghn_j(xl, .Xg—1), onde h, j=HI} (2.30)
Entao, aplicando o operador La;J)Iaciano, temos
A(d)Hn(xl,...,xd) =A@ i‘bxéhn_j(xl, s Xd—1)- (2.31)
j=
Assim,
A@yHn(xq)) =

0 82 Odfl 2 82 . 1dfl 82
= xda—xczihn(x(dq)) +xg E’l a_x?hn(x(dl)) + a_xczixdhnfl(x(dfl)) +xy4 ]_Zl a_x?hnl(x(dl))

'

=0
02 ) 2d—1 02
——x5h,_ B 2, -
+ axzxd Z(X(d 1))+xdj; 8)65 z(x(d 1))
92 ) 2a’—l 02
+ ..-—|—a—x‘21x2_ hz(x(d_l))—i—xz_ . 1ﬁh2(x(d—l))
J= J
82 -1 _1d—1 82 82 d—1 82
+ 8_x‘21xd ]’ll(x(d—l))+xd “ 3_x§hl(x(d_l))+Txﬁxdho(x(d_l))—i—xdj; 8_x§ho(x(d_1))'
Reagrupando,
A(Ul)l'ln(x(d)) =

n n—2 82

-2
= L Ay Fa) + Y 5 ¥k (X))
J=0 k=2 9Xq

-2 n—2
= Zz)xéA(dfl)hn—j(x(dfl)) + kZ k(k — D)X 2Ry i (x(4-1))

J )
n—-2 n—4 .

= ;)xsz(d—l)hnj(x(d—l)) + :6(1 +2)(j+2 = Dxjhy(j12)(Xa-1))
J= J=
n—2 .

= Y [A—tyhnj(xa—1y) + (G +2) (G +2 = Dxhn_j—2) (xa—1))],
=0

onde na pendltima igualdade consideramos j = k — 2 no segundo somatdrio. Se H, € Y,,(R?),
entdo Ay H, =0e

! A hp—
(G+2)(+1)

Consequentemente H,, € Y,,(Rd) € determinado unicamente por h, € Hﬁ_l eh,_1 € ng na

hn,j,Q = — 0 S ] S n—2. (2.32)

expressao (2.30). Assim podemos concluir, pela férmula (2.26), que:
(2n+d—-2)(n+d-3)

o rrd—1 | i mrd—1
Npqg =dimH, " +dimH, ~, = nl(d—2)!

(2.33)

]
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2.2.1 Harménicos de Legendre e Polinémios de Legendre P¢

Vamos ver agora um exemplo importante de polinomio homogéneo harmdnico: o harmo-

nico de Legendre.

Definicao 2.2.8. Sejam d > 2 e n > 0, um harménico de Legendre de grau n em d variaveis

€ um polindmio L, 4 : R? — R que cumpre as trés condigdes abaixo:

Lyg € Yu(RY), (2.34)
Ly g(Ax) = L, g(x), VA€ 0Q9(es),Vx € RY, (2.35)
and(ed) =1. (236)

Afirmamos que na verdade existe um tnico polindmio L, 4 que satisfaz as trés condi¢des
acima.

De fato, pela condicao (2.35) e Observagado 2.1.8, temos

A, 0OF _ Ax(
el (3 D)) ((72) o

E obvio que pela condigdo (2.34), L, 4 € ]I-]Iﬁ . Logo, L, 4 poder ser escrito da forma (2.30), e

obtemos:

LndAx Zxdn]Alxdl Zxdn] dl
j=1

onde h,_; € Hg:} e a ultima igualdade ocorre pela condi¢do (2.35). Se compararmos as ultimas
duas somatdrias da equagdo acima temos /y,— j(A1x(y_1)) = hn—j(x(4_1)), paratodo A € o1,
X(d-1) € R?=1 0 < j < n. Entdo, pela Proposi¢do 2.1.7, hp—j depende de x(4_p) através de
|X(d71)|-

Para j = n, existe co € R tal que ho(x(4_1)) = c0|x(d_1)|0.

Para j =n—1, hi(x4_1)) = 0, pois ndo existe nimero racional k tal que \x(d_l)]k seja um
polindmio de grau 1.

Para j =n —2, existe ¢ € R tal que hy(x(4_1)) = c1 |x(d,1)|2 ¢ um polindmio homogéneo de
grau 2, e assim por diante.

Logo,

(2.38)

) alxaoy*, n—j=2k, c€eR,
" '(X(d‘”)_{ 0, n—j=2k+1.

Assim, a verdadeira forma de L, 4(x) é

1. Se n é impar, temos L, 4(x) = Zj:1737._7nx£hn_j(x(d_1)).

2. Se n é par, temos L, 4(x) = Zj:O,Z,....,nxéhnfj(x(d—l))-
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De forma geral

Lya(x) = Z xilhn— i(Xa=1))

j=nn—2,..p

= Xjho(X(g—1)) + X 2o (x(a—1)) + -+ Xk p(x(a_1))

= X?ZCO +XZ_201 ‘x (d—1) ’2 +... —i—xgc[%] ’x(d—l) |2[%] (2.39)

— an 2kck|x ’2k7

onde p=1senépare p =0 sen for impar.
Agora vamos encontrar os valores dos coeficientes ¢ na dltima expressio acima. Como L, 4
€ Yn(Rd), por (2.32), temos

h __n(nl—l)A(d Hha,
"= _m% b (2.40)
hn—p—2 1 (d—1)ltn—p
(p+2)(p+1)
Pela equacdo (2.38),
clxa_n’ = _ﬁA(d—l)cl a1l
cilxg_n = _mA(d—l)C2|x(d—l)|4a )
cra)1xa-nl™ 2[3]-2 = _mA(d—l)c[;]’x(d—l)yz[g]
Entao,
1

_ n
cr1|xn P = - Ag-nerlxa-n ™, k=1,.., [—} . (242)

(n—2k+2)(n—2k+1)

Agora ndo € dificil ver que Ay_y)|x(g_1) 1k = 2k(2k +d — 3)|x4_1|*72, 0 que implica que as
equacdes de (2.42) ficam

(n—2k+2)(n—2k+1)
2k(2k+d —3)

Ck = —

ot k=1,. [g] . (2.43)
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Pela condi¢do (2.36), obtemos co = 1. Portanto indutivamente, a equagdo anterior implica que

(n—2k+2)(n—2k+1),  (n=2(k—1)+2)(n—2(k—1)+1)
wkrd—3 VT e Dee-Drd—3)
(n—=242)(n—2+1)
< DT
(1) (n—=2k+1)(n—2k+2)(n—2k+3)...(n—1)(n)
2kk(k—1)...1(2k+d —3)(2k+d—5)...(2(1) +d —3)

cr=(-1)

= (- )k (n)! li 1
(n=2k) K45 (ke 51— 1) (k+ 451 —2) . (45h)
A n 1 T(4R)
B (n—2k)! K14k Dk 451
Assim,
 (=Dfar T(SE B n
CT kA T o1y P k=0,1,... [E] (2.44)

(5]

Tendo achado todos os coeficientes {cx};>, temos a unicidade do polindmio harmonico de

Legendre, e podemos escrever a equagdo (2.39) como segue:

xe R4 (2.45)

d— 1) [%] . ’X(d—l)‘Zk(xd>n_2k

_ a—1 _1\k
Ln7d(X)—”!F< > kz(,)( )4kkg(n_2k)!1"(k+%)7

Definicdo 2.2.9. Seja & € S¢~!, definimos o polindmio de Legendre de grau n associado ao
indice d, por
Pt):=L,4(E), onde t=e4-& d>2, n>0, (2.46)

ou seja, P¢ é a restricio do polindmio harmdnico de Legendre 2 esfera unitria.

Pela identidade (2.45), temos

[5] 2k n—2k
din d—1 ok (1—17)%¢ B
Pn(t)—n!F<—2 )k;)( 1) 20T B te-1,1]. (2.47)

Vale a pena destacar que o polindmio de Legendre P. associado ao indice d = 3 é
o polindmio de Legendre standard encontrado em grande parte da literatura de polindmios
ortogonais (veja (ATKINSON; HAN, 2012, p. 19)). No decorrer do texto, seguindo (ATKINSON;
HAN, 2012; MULLER, 1998), chamaremos P,f também de polindmios de Legendre.

Observacao 2.2.10. Por (2.36), o polinomio de Legendre satisfaz a propriedade
PA1)=1. (2.48)
Observacio 2.2.11. Jd que L, ; € HY, escrevendo x € RY como em (2.9), temos

Lya(x) = Ly a(réa)) = "Lya(Ea) = r"PL (). (2.49)



32 Capitulo 2. Harménicos esféricos

2.3 Harménicos Esféricos Y¢

Esta secdo € talvez a mais relevante pois apresentamos os espagos harmonicos esféricos,
algumas de suas propriedades e o importante Teorema da Adi¢ao que nos ajudard a desenvolver

nossa teoria.

Definicdo 2.3.1. O espaco dos polindmios homogéneos harmdnicos Y, (R¢) restrito a esfera
S4=1 ¢ chamado espaco dos harménicos esféricos de grau z em d varidveis e o denotaremos

por Y¢. Qualquer fun¢iio em Y serd chamada de harménico esférico de grau n em d varidveis.

Observacdo 2.3.2. Pela defini¢io, vemos que qualquer harmdnico esférico ¥, € Y¢ estd relacio-
nado com um harménico homogéneo H, € Y, (R?) da seguinte forma: para x € R? com x = |x|§
e & esi

H,(x) = Ha(|x|G) = [x["Ya (). (2.50)

Assim, a dimensio de Y? é a mesma de Y,(R“) dada em (2.29).

Definiciio 2.3.3. Dado £ € S?~!, dizemos que a funcio f : SY~! — C é invariante com relacio
a0 (&) se
f(An)=f(m), VA0 &), wnes (2.51)

Teorema 2.3.4. Sejam Y, € Y¢ e £ € S¢~!. Entio ¥, ¢ invariante com relagio a Q%(&) se, e
somente se
Yu(n) =Y(&)R(E-m), vnesT!, d>2, n>o0. (2.52)

Demonstracdo. (=) Consideremos A; € O tal que & = A;ey, e denotemos

Y,(n) :=Y,(Am), ne S

a) Afirmamos que Y, é invariante com relacdo a Q%(eq), ou seja Y,(An) = Y,(n), para toda
A€ @d(ed).
De fato, dada A € Q%(e4), como ¥, é invariante com relagio a Q%(&), e A|AAT € O9(&) temos:

Y,(AN) = Ya(A1AN) = Y,(A1AATA1N) = Yo(A1n) = Ya(n).

b)Y, cumpre as duas primeiras condicoes da defini¢cdo do polindémio harménico de Legendre
(2.34) e (2.35):

1. IZL € harmonico pois 17,1 =Y, 0Ay;

2. Pela afirmacio a) ¥, é invariante com relacio a Q¢ (eq).

Entdo, como no procedimento realizado na Secao 2.2.1, obtemos que Y, é da forma:

_ (3]
Y,(x) = Z ck\x(d_l)\zkxzfzk, x=(x1,...,xq)7. (2.53)
k=0
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Notemos que I?;l(ed) = cp e segundo (2.43), todos os coeficientes {ck},[{i/]z} sdao multiplos de cy.

Logo a verdadeira aparéncia de Y, é
I?;l(x) = coxly + coby |x(d,1) |2)CZ_2 + .. Fcobpy ) |x(d,1) |2["/2}x:;_2[n/2]. (2.54)
Por outro lado,
L (%) = 1+ b [ gy P72 o bp g gy [P/ 2202, (2.55)

Consequentemente,
Y, (x) = coLnq(x). (2.56)
Como Y, (e4) = ¢, segue que:

Y,(n) = Yoleq)Lna(n) = Ya(eq)PE(n -eq), neS L. (2.57)

Pela defini¢do de Y, e a invariancia do produto interno (veja (2.23)) com relagdo as matrizes

ortogonais, temos

I
N

Ya(n) =Ya(ATn
Yu(ea) P (AT - eq)
(Areq)PL(n-Areq)
(

1
E)PI(n-&).

I
N
S A —

(2.58)

I
&=

~—

I
=

(<=) Seja A € O4(E). Se Y,(n) = Y,,(E)PL(E -m) para todo 1 € SY~!, entdo, em particular,
para An € S?~! obtemos:

Ya(An) =Yu(&)F(E-An)
— d .
~ L (EPIAE An) .
=Ya(E)F ()
— Yn(n)
Portanto, ¥, é invariante com relagio a Q¢ (&). O]

Teorema 2.3.5 (Teorema da Adi¢ao). Seja {Yj; 1< < Nn7d} uma base ortonormal de Yﬁf , isto
é,

/Sd_l Y;(m)Ye(n)ds*'(n) = 8jx, 1< j.k < Nua, (2.60)

onde Jjx € a fungdo Delta de Kronecker dada por §;; = 1 e §;; = 0 se i # k. Entdo,

— Ny
LYY = g ppiE-m), ¥enest d=2, nel, (2.61)
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Demonstra¢do. Como Yﬁ € invariante, parak =1,2,...,N, 4, temos Y; 0A € Yﬁ paratoda A € 0“.

Logo, para 1 < j <N, 4, existem constantes c;; € C tais que

Ag) = fcijj(i)- (2.62)
j=1

Em virtude da propriedade de invariancia do produto interno (-,-)gs—1 com relagdo aos elementos

de O (veja a Observagio 2.1.5), obtemos:

/S  YVAERAZ)dS (&) = / Y;(n)Ye(m)ds?—'(n) = 8. (2.63)

gd-1

Assim, por (2.62) temos

Nn,d Nn,d
Ojk —/ Z cilVi | | Y. ckmYm dsi! = Z CIChkm /d 1Y1Ymd5d_1 =Y cicu.
m=1 Lm=1 S =1
(2.64)
Entdo, a matriz C := (cj;) é tal que CC* = I, ou seja, a matriz C € unitdria. Logo, também vale
C*C =1, isto é,

Nn,d
Z CjICjk = Ol (2.65)
j=1
Agora vamos considerar a funcao
n,d
)= ) Y(&)y;(m), &mes (2.66)
=1
Para qualquer A € O, se usamos a expressio (2.62) e a propriedade (2.65), temos
Nya Ny d n d
Y(AE,An) = Z Y;(AE)Y;(An) Z cixiYe(€ Z Y (€ =Y(&,n). (2.67)
JkI=1

Consequentemente, para & fixo, Y (€,-) € Y¢ & invariante com relagio a Q¢ (). Pelo Teorema
234

Y(§,m) =Y(§,E)P/(& ). (2.68)
De forma semelhante temos a igualdade:
Y(&.m) =Y(n,n)F{(&-n). (2.69)

Assim Y(&,E) = Y(n,n) é uma constante em S?~!. Agora vamos encontrar essa constante

integrando sobre S?~! a seguinte igualdade:

Nn,d
=Y V(&) (2.70)
j=1
Obtemos por (2.60):
Np.a
Y(E,&)[si- 1\—2/“ &) S =Ny g. @.71)
Portanto, Y (§,&) = ISd 1| Substituindo em (2.68) obtemos o resultado desejado. ]
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Como uma aplicacdo do Teorema da Adi¢do temos a irredutibilidade dos harmonicos

esféricos mostrado no seguinte resultado.

Teorema 2.3.6. Para qualquer n € Ny e qualquer d € N, o espaco dos harmdnicos esféricos Y¢

¢ irredutivel.

Demonstragdo. Vamos provar por contradicdo. Suponhamos que
YE=V,4+Vy, com V;#0,V,#0, VLV,

Escolhemos uma base ortogonal {Yl, s YN, d} de modo que as N primeiras fungdes {Y1,..., Yy }
gerem V| e o restante das fungdes { Y1, ..., Yy, , } gerem V5.

Pelo Teorema da Adigdo 2.3.5, para & € S9! fixo, existem funcdes 1 — P,‘l{ (&-n)en—
P,Z ,(&-1) que pertencem a V; e a V; respectivamente. Como V; L V,, obtemos

/Sdl Bl (& -m)Pd,(&-m)dsT (n) =0, vEesT. (2.72)

a) Afirmamos que para qualquer & € S~ fixo , a fungdo n — P,fl (& -n) é invariante com
relagdo a O4(§).
De fato, se A € Q¢(€), temos também A7 € Q4 (&). Entdo

Pd(&-An) =P (ATE ) =P (E-m). (2.73)
Pelo Teorema 2.3.4,
P(E-m) =P (E-E)PIE -n) =PI ). (2.74)
4]

Semelhantemente Pf’z(é 1) = P4(E -n). Dai, segue que a integral em (2.72) é igual a Ny O

que € uma contradi¢do. [
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CAPITULO

POLINOMIOS DE LEGENDRE E DE
GEGENBAUER

Nosso objetivo neste capitulo € apresentar os polindmios de Gegenbauer e algumas de
suas propriedades. Na Secdo 3.1, definimos e provamos algumas propriedades de um operador
projecdo sobre os espacos harmodnicos, o qual auxiliard obter a ortogonalidade dos espacos
harmonicos (de graus distintos) e como consequéncia dos polindmios de Legendre (de graus
distintos). Na Secdo 3.2, provamos a Férmula de Funk-Hecke, a qual pode auxiliar no cdlculo
de integrais sobre a esfera e também permitird concluir sobre a ortogonalidade dos polindmios
de Legendre. Na Sec¢do 3.3, apresentamos algumas férmulas que envolvem os polindmios de
Legendre, em particular sua derivada. Finalmente na Secao 3.4, definimos e provamos alguns
resultados sobre os polindmios de Gegenbauer. A principal referéncia que utilizamos neste
capitulo é (ATKINSON; HAN, 2012).

3.1 Operador Projecdo sobre Y¢ e Ortogonalidade dos

Polindmios de Legendre

Nesta secdo apresentaremos o operador proje¢do que nos permitird concluir que espagos
harmonicos esféricos de graus distintos sdo ortogonais entre si € como uma consequéncia

obteremos a ortogonalidade dos polindmios de Legendre.

Consideremos o cldssico problema de encontrar a melhor aproximagdo em YZ para uma
fungdo f € L2(S47 1) :
inf{uf—YHLz(Sd_l); Ye\yg}. (3.1)

Em termos da base ortonormal {Y 1< j< de} de Yg a solucdo deste problema é:

Nnﬁd

Pnaf(&) =Y (f,Y)s, Yi(&). (3.2)

J=1
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Esta é a projecdo de f sobre Y¢ e estd bem definida para f € L'(S?~!). A desvantagem de
usar esta formula € a exigéncia de conhecer explicitamente uma base ortonormal de Yﬁf . Mas
podemos evitar tal problema aplicando o Teorema da Adi¢do 2.3.5 para reescrever o lado direito

de (3.2) da seguinte forma:

Nya
Poaf(&) = Zl(f, Nsa-1Y(&)
p=

—Z

(mY;(n)ds*~ (m)Y;(&)

Sd— l
-y [ AT mas” o)
J=1 (3.3)
Nn,d
- [ zlfmw,(é) (s (n)
J:
Nua
= [, 1 2 Y, (mds* (n)
N, ~
= TG T] o SODRIE -mds™ ().
Entdo, naturalmente temos a defini¢do:
Definicdo 3.1.1. A projecdo de f € L'(S?~1) sobre Y¢ ¢ dada por
N, _ _
Pnaf (€)= 15T [, BE- I (mdsT (). §es (3.4)
O operador &, ; é obviamente linear:
Pra(of +Bg) = 0Pyaf +BPnag, a.BeC, VfgeL'(S™). (3.5

Proposicio 3.1.2. O operador proje¢do &, ; e uma transformacdo ortogonal comutam, isto &,
Prafa=(Ppaf)a, VfeL(Sh), vAe0’ (3.6)

Demonstracdo. Dada A € O, temos

Pal(&) = ZuaFoA)E) = g [ PEmysAm)as’ )

N, -
- |Sdf11| Sd?le(Aé ‘An)f(Arl)de 1(77)

- 5 [ PAE O Qas D)

= (Puaf) (AE) = (Paf)a(E), VEeST

(3.7




3.1. Operador Projecio sobre Y¢ e Ortogonalidade dos Polinémios de Legendre 39

Uma 1til consequéncia da Proposi¢do 3.1.2 € o seguinte resultado.

Corolario 3.1.3. Se V é um espago invariante, entdo &, ;V := {@n,d f:fe V} ¢ um subespago

invariante de Y¢.

Demonstragdo. Como (2, 4f) oA = P, 4(foA) e foA €V para toda A € O, temos que
(gzmdf) 0A € ﬂn’dV. ]

No que segue vamos assumir que V é um subespaco de C(S¢~!) equipado com o produto

interno (-,-)ga-1.

Observacdo 3.1.4. Como Y? é irredutivel (veja o Teorema 2.3.6), se V é um espaco invariante,
entio ou V é ortogonal ao espago Y¢ ou Py aV = Y4, De fato,

a) Afirmamos que P, 4V =0 ou P, 4V = Y4,

De fato, sabemos que &, ;V € um subespaco invariante de Y¢. Suponhamos que P aV € um

subespaco nio trivial de Y¢. Entdo, temos que
Yy = PuaV+(ZuaV)*, (3.8)

onde (,@Mi\/)L é um subespaco invariante ndo trivial de Y¢. Para verificar isso, seja g €
(2,4V)*+. Devemos provar que (goA, f)ss1 = 0, para toda f € #,,V e A € 0. Dado

arbitrario A € 07, temos

(g0A, f)ga1 = (g0AAT, foAT)gu 1 = (g, f0AT )ga1 = 0. (3.9)

Assim goA € (2, ,V)*, o que implica (2, ,V)* €é invariante. Mas isso é absurdo, pois Y¢ ¢
irredutivel. Entdo a tinica coisa que pode acontecer é que: ou &, 4V = 0ou &, ;V = \Yg.

b) No caso que P, 4V = 0 temos que V é ortogonal a Y.

Suponha que &, 4V = 0, e sejam {V;} jeyy uma base ortogonal de Ve {V;;1 <k <N, 4} uma
base ortogonal de Y¢. Para j € M

Nn,d
PnaVi= Y, (Vj,Y)gi-1Yi =0, (3.10)
k=1

isto €, (Vj,Yk)Sd—l =0,para jeMel <k<N,y. Portanto V L YZ.

Teorema 3.1.5. Se V é um subespaco primitivo de C(S?~!), entdo ou V L Y¢ ou Pp.q € uma

bijecio de V a Y? e neste tltimo caso V = Y¢.

Demonstracdo. Como V € primitivo, temos que V € invariante. Pela Observagdo 3.1.4 temos
queou V L Yg ou &, 4V = Yﬁf, isto &, &, 4 € sobrejetora. Portanto para provar o resultado falta
mostrar que no caso de &2, 4 ser sobrejetora, entdo tem-se que &, 4 € injetora e que V C YZ.
Suponhamos entio que V /. Y9 e P aV = Y4,
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a) Afirmamos que &, 4 € injetora.

De fato, seja {¥;;1 < k <N, 4} uma base ortonormal de Y4, Temos

kerPp g ={f €V; P, qaf =0}
Nn,d

:{fGV;];(f,Yk)SdIYkZO} 3.11)

= {f ev; (faYk)Sd*I = 071 <k SNn,d}
- {0}7

pois V [ Y¢. Portanto P,.q € uma bijecdo, e sendo assim V e Y¢ tém a mesma dimensio
Ny = dim(Y?). Seja {V};1 < j < N, 4} uma base ortonormal de V. Como V € invariante, para

qualquer A € O podemos escrever

Nn,d
Vi(A&) =Y cyVi(§), cieC. (3.12)
k=1

Observe que (cj;) € uma matriz unitdria, conforme feito na prova do Teorema da Adigdo 2.3.5.

Por outro lado, considere a funcao

Ny,
V(E.m) = Z?VA&)W~ (3.13)
j=
Novamente como na prova do Teorema da Adi¢do 2.3.5 temos
V(AE,An) =V (E,n), VAeO“. (3.14)
Agora, dados £,1 € S9!, podemos achar A € 0 tal que
AE =ey, An=teg+(1—12)"e4 1, com 1=E-n. (3.15)

Entdo, V(E,1n) = V(AE,AN) =V (eg,teq+ (1 —12)"/?e4_1) é uma funcio de t = & - 7).
Isto significa, que V(&,n) =V (n,&), e consequentemente:

Nn,d Nn,d
V(E.,n)= Y Vi(§)Vi(n) = Y Vi(mVi(§) =V(n,&) =V(E.n). (3.16)
j=1 j=1
Agora vamos definir a fun¢do F; por
Fy(t) =V(eg,teq+ (1 =) ey 1), te[-1,1]. (3.17)

b) Afirmamos que para & fixo, a aplicagdo N — Fy(& - 1) é uma fungdo em V.
De fato,

Npa Np.a
Fy(&-1) =V(eq,An) = Z. Vj(eq)Vj(An) = Z] Vj(eq)Vj(An). (3.18)
Jj= Jj=
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Entdo, n — Fy(§-n) € V.
c) Afirmamos que para ( fixo, a aplica¢dao 1 — P,fl (§-n) é uma fungdo em Yﬁf.

De fato, basta observar que

PY&E-m) =P(es-AN) = Ly a(AN) =Y, 4(AN).

Logo, n— (¢ -n) € Y.

Agora considere a funcao

0(8.0)= [ FaCmP(C-mas™ (). (3.19)

Facilmente vemos que ¢ (AE,An) = ¢(&, §) para toda matriz A € Q7. Assim, semelhantemente
como se deduz que V é uma fungdo que depende somente de t = & - 1, temos que ¢ (&, &)

depende somente de & - {. Isso significa que

9(.8) =9(C.c). (3.20)

Isto vai ajudar-nos mais adiante.

d) Para & fixo, ¢(&,-) é um muiltiplo de &, 4 (Fd(ﬁ,-)>.
De fato,

S
Nnd

i

00 = [, RE MBI mas () = — 24 (RED). G2

e) Afirmamos que @ pertence a'V e YZ.
De fato, dados &, 1 € S?~! lembremos que existe A € Q¢! satisfazendo (3.15). Parat = £ - 7,

temos

Fy(§-m) =V (eatea+(1—1%)2e4 1) = V(AE,An) = V(E,n). (3.22)

Por (3.13) e pelo Teorema da Adi¢do 2.3.5, temos

0(E.) = [, FaEmEBIC-mas” ()

‘Sd 1‘ Npa Np.a _
" ZV Vi(n) Y. %(§)Yi(n)ds*™" (n)
k=1
‘Sdil‘ N (3.23)
= kzlv,(e:)yk(g Sd_IVj(U)Yk(n)de_l(n)
n, J=
|Sd—l| Npa
= kzl(v,,Yk)Sd-IVJ(é)Yk(C)
E J=

Como ¢(G, &) = ¢(&,&) temos

— Z (Vi Yi)ga1Vi(E )i (§) = —— Z (Vi Yi)saVi(O)Yi(E).  (3.24)
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Se deixarmos fixo &, vemos que ¢(&,-) é uma funcio em Y¢ e em V.

Agora, vamos usar o fato de que V(§,mn) =V (E,n) = Zyi"f Vi(§)V;i(n) na equagdo
(3.19) e pelo mesmo procedimento que se fez para obter (3.23), obtemos:

|Sd_1‘ Ny
0.0 =5 LV Ho Vi (E(Q), (3.25)
na g, j=1
f) Afirmamos que Y¢ NV # 0.
De fato, da expressdo de ¢ em (3.25) e a identidade (3.2), temos que
‘Sd—l‘ Nud o
05,0 = — X ZnaVil§)Vi(5)- (3.26)
nd =1

Como &, 4V = Y4 temos que, para algum j € {1,2,...,N, 4}, P, 4V, # 0, € naturalmente ¢ = 0.
Portanto, 0 # Y¢ NV é um subespago ndo trivial de Y¢, mais ainda Y¢ NV ¢ invariante.
g) Afirmamos que Y¢ NV = V.
De fato, suponhamos que Y¢ NV # Y. Entdo, temos que (Y¢ NV)+ é um subespago nio trivial
invariante e

Y4 =YINV+(YNV)L (3.27)
Assim, YZ ¢ redutivel, o que € um absurdo. Logo, YZ NV = YZ, e consequentemente Yﬁf c V.
Como dimY¢ = dimV, segue que V = Y¢. [

Observacdo 3.1.6. Os espacos harmonicos esféricos Y¢ sio completos em C(S?~!) e em
L%(S91), ou seja, combinagdes lineares dos harmdnicos esféricos sio densos em C(S¢) e em
L?(S%) (ATKINSON; HAN, 2012, Theorem 2.31 e p.70).

Observamos que o Teorema 3.1.5 juntamente com a Observacio 3.1.6, permite-nos
concluir que {Y? : n € Ny} é o tinico sistema de espacos primitivos em C(S?~!), pois qualquer

espaco primitivo ndo idéntico a algum YZO é ortogonal a todos Y¢ e portanto & trivial.

Se consideramos o espago primitivo V = Y¢, segundo o Teorema 3.1.5, temos Y¢, | Y¢

sempre que m 7 n. Para guardar este resultado importante escrevemos o seguinte corolario.

Corolario 3.1.7. Se m # n, entio Y¢ | Y.

Observamos que a ortogonalidade dos espacos harmonicos esféricos de ordens distintas
dada no Coroldrio 3.1.7 juntamente com o fato destes espagos serem densos em Lz(Sd ) permite
obter a seguinte decomposicao ortogonal (ATKINSON; HAN, 2012, Theorem 2.38):

L2(Sd) _ @Yzﬂrl.
n=0

Outra consequéncia do Coroldrio 3.1.7 € a ortogonalidade dos polindmios de Legendre

de graus distintos: como & — PZ(& - ) é uma fungido em Y¢ obtemos

/Sdlpf(é'C)Pﬁ(‘g’-C)de_l(é) =0, m# n. (3.28)
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Pela férmula (2.14), temos

L ( / 11 AQLAGIE —r2>‘123dr) as'2(&) =152 | IIP;’ (OPA)(1—13) T dr. (3.29)

Assim, parad > 3,
/ PUOPLY (1 —2) 2 dr =0, m+#n. (3.30)
Observacao 3.1.8. Dado que um polindmio p,, de grau m menor que n pode ser expresso como

combinacao linear de polindmios de Legendre, segue que p,, é ortogonal ao polindmio de
Legendre P, isto é

d—3

1
/1pm(t)P,fl(t)(l—t2)2dt:O, m<n. (3.31)

Até o momento obtivemos que polindmios de Legendre de graus diferentes sdo ortogonais
em [—1,1] em relagdo a fungdo peso w(r) = (1 — t2) . Na préxima se¢do encontraremos o

valor da integral em (3.30) quando n = m.

3.2 Foérmula de Funk—Hecke

A férmula de Funk-Hecke é muito util para resolvermos integrais sobre S?~!. Para

comecar vamos introduzir o espaco L% d-3) /2(— 1,1) como segue,

L%d_3)/2(—1, 1):= {f mensurdvel em (—1,1); ||f||L1d WNER) < 00} , (3.32)

com a norma dada por
112}, a1 / FOI0 =)D ar, (3.33)

Se f € C([—1,1]), entdo f é mensurével em (—1,1). E como f € C([—1,1]) possui
mdximo em [—1, 1], e a integral j;l (1 —t2) "2 sempre é limitada para d > 2, temos que

C([=1,1]) CLiy_3),5(—1,1).
Dados f € L(1d73)/2(—1, 1) e & € S9!, definimos

fe(m)=fE-n), nesi (3.34)
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a) Afirmamos que P, 4 f¢ é invariante com relagdo a Q4 (&).
De fato, dada A € Q9 (), pela Proposicio 3.1.2, temos

(Ppafe)a) = Puna(fe 0A)(N) = (Pnafe)(An)

= i [ PO ©as T ©)

= 5 [ P D760 ©)

=5 [ RaATORE AT ) 63
_ % [, Pl -ATO fy (AT D)as" ()

- |gd";"l| [ P fe(0)ds" ().

= Pnafe(N).

Isto prova a afirmacao.

Como &, 4f¢ € Y4 e a afirmacio a) é valida, pelo Teorema 2.3.4, temos

Prafe (M) = (Praf) OFIEN) = gl plEom), ynes®™ 336)

onde

M= [ PUE-QSE-Das™ (), (337)
S

isto &, P, 4f¢ ¢ miltiplo de P (&-).

Fazendo & = e, na equacéo (3.37) obtemos:
élef(ed'C) fleq-8)ds*" =4, (3.38)

Escrevendo § =te;+ (1 —tz)l/z{_f(d_l), onde {(4_1) € S92t =e,-{, e usando a férmula (2.14)
podemos reescrever A, em (3.38) como

1 d-3
L[ Pitea (teat (1= 200 ) flea (vea+ (1 =) PG ) (1= )T deds?>,
(3.39)
Logo, € claro que

_// PO =) drds™ =[8" 2|/ PUF() (1) T dr. (3.40)
S

Aplicando a defini¢dao de projecdo em (3.36) temos:

WEEm) = [ P 0f(E- Das' Q). (341
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Multiplicando a equagdo (3.41) por ¥, € Y¢ e integrando sobre S¢~! com relagio a 17, obtemos:

/l”/gd_lpfil(g'n)Yn(n)de_l(n):/Sd_l/gd_lpff(n'é)f@'C)de_l(C)Yn(n)de—l(n)
:/Sd l/d B0 f(E - OYa(m)dsTH (E)ds ()
‘/Sd L B € Enmas’ mas ¢)

Sd-1 U C)/ ”<nC) Y,(1)ds?~! (n)ds~!({).
(3.42)

Como P4(n-&) =P4({-n), entdo

Mo [, BAEMGmAsT o = [ £E-0) [ PC b mas (nas ! ©).

(3.43)
Aplicando o Teorema da Adigdo 2.3.5,
d—1 41 d—1
L B mmas = [ o LT s’ )
541 e T d—1
— S X [ Tmrnas i)
Nf’ld — Sd 1
@ U= (3.44)
|Sd—1|Nnd
Y, Yi)ea 1Y
Nud J;( _I)Sd 1 J(C)
5|
=5 Q)
Assim,
S 1
L, PCmnmas m =S, vevi, gestl @4s)
Sd*l Nl’l,d
Aplicando esta formula em ambos lados da equagdo (3.43) temos:
MYa(§) = [ f(&-E)Ya(£)ds™ 1 (Q). (3.46)

§d-1

Da andlise feita até aqui temos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.1 (Férmula de Funk-Hecke). Sejam f € Lgd73)/2(_1= 1),EesS¥ ey, c Y

Entao,
W& = [ SE- OB, (3.47)

onde a constante A, é dada por

D = [S972] /_ 11 PUOFO(1— ) F dr. (3.48)
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Como para 1 € S?~! fixo, ¥, = P¢(n-) pertence a Y¢, pela Férmula de Funk-Hecke

temos:
Corolario 3.2.2. Sejam f € L(1d73)/2(—1, 1) e n € S?~! fixo. Entio,

L SEOPIM-Qds T E) = Pl -E), VEEST neNo  (349)

onde A, estd dada pela equacio (3.48).

Observacao 3.2.3. Tomando f = Pr‘f em (3.47) obtemos:
ME) = [ PG T (s (), (3.50)
onde a constante A, é dada por
A, = [S4- 2|/ 21— ar. (3.51)

Fazendo { = & na equacdo (3.45) vemos que:

4]
Nnd

)

W(E) = [, PE-mY(mds’ () (3.52)

Das equacdes (3.50) e (3.52) evidentemente segue A, = i N I . Substituindo-se em (3.51) obtemos

1 d—1
2 N S
/_I[P,i’(t)] (1—27) > dr = SN, (3.53)

O que completa os valores da integral na equagdo (3.30) para o caso n = m.

Para d > 3, introduzimos o produto interno (-,-), com rela¢do a fungdo peso w(r) =

(1—t ) Sejam f.geLl (d— 3)/2( 1, 1), o produto interno peso é dado por

(f,8)a —/ f(H)g(n)(1 =1 ar. (3.54)
Dizemos f é ortogonal a g em [—1, 1] com relagdo a funcéo peso w quando:
1 2 d-3
/ F(De)(1 =) T di = 0. (3.55)
-1

Uma das vantagens que oferece a ortogonalidade dos espagos Yﬁ (Corolério 3.1.7) pode
ser vista na ortogonalidade dos polinomios de Legendre P¢ com relacio ao produto interno (-, )y
obtida na equacdo (3.30). Além disso, o Teorema de Funk-Hecke 3.2.1 fornece informagdo sobre
o valor (P, P4), quando n e m sdo iguais (equagio (3.53)). Assim, nfio poderiamos deixar de

exibir claramente a ortogonalidade dos polinomios de Legendre no seguinte resultado importante.
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Proposicao 3.2.4. Para d > 3 fixo, os polindmios de Legendre associados a d s@o ortogonais
em [—1,1] com relagdo a fungdo peso w(z) = (1 — tz)%, e cumpre com a seguinte relagdo de
ortogonalidade

/1 Pd(t)Pd(t)(l—tz)%dt—ﬂ5 m,n €N (3.56)
1 n m - |Sd72|Nn7d nm 5 05 .

onde 8, é a funcdo Delta de Kronecker.

Observacao 3.2.5. Usando as férmulas (2.21) e (3.56) temos

/ N0 R R (3.57)

n

—1 del—‘(%{)

3.3 Algumas Férmulas e a Derivada de P!

O objetivo desta secdo € obter uma expressdao para a derivada de um polindmio de

Legendre, mas este resultado ndo € imediato e antes vamos apresentar algumas ferramentas.

Teorema 3.3.1 (Férmula de Rodrigues). Sejam d > 2, n € Ny. O polindmio de Legendre associ-

ado a d satisfaz a equacdo

Pd(t) = (=1)"Rya(1-1*)7 (—)n(l — S e -1, (3.58)

r(%
3.59
Demonstragdo. Ver (ATKINSON; HAN, 2012, p.37). O]

A férmula de Rodrigues para o polindmio de Legendre standard pode ser recuperada a
partir da equacdo (3.58). Para mais detalhes ver (ATKINSON; HAN, 2012, p.38)

Como uma aplicagdo da Férmula de Rodrigues temos um resultado que € util para

resolver integrais que envolvem polindmios de Legendre.

Proposicao 3.3.2. Sejam d > 2, n € Ny. Se f é uma fungdo em C([—1,1]) com derivadas

continuas até ordem n, entdo

/1 FOPRYD)(1—13) T dt = Ry g /1 FOOQ -2, d=3, (3.60)
—1 -1

onde a R, 4 € a constante de Rodrigues dada em (3.59).



48 Capitulo 3. Polindomios de Legendre e de Gegenbauer

Demonstracdo. Pela Férmula de Rodrigues (3.58), o lado esquerdo de (3.60) € igual a

d

1 " d—3
L (1R [ 10 (5) 0P G

Fazendo integracdo por partes n vezes nessa integral, temos

I= (—1)"Rya | 100 (i)nl aoppet| [ 1o (%)1 (1-2y

dt
—1

/ (1= 3dt}

= (1)'Ryg {f( (1 -2y

—Rnd/ FM ) (1 -1 )"+d23dt.

[
Teorema 3.3.3. Paran € Nype d > 3,
e 2\1/2 244
Pl) = 7 t+i(1 =) 25" (1 =) 7T ds, re]-1,1]. (3.62)
~1
Demonstragcdao. Ver (ATKINSON; HAN, 2012, p.39,40). ]
Da férmula (2.22), temos que P¢ também pode ser expresso da seguinte forma
| =t 1 B
PA(1) = #/ t+i(1— )25 (1 -2 T ds, te[-1,1]. (3.63)
Var(452) J-1
Proposicao 3.3.4. Paran > 1 e d > 2, escreva o polindbmio de Legendre na forma
PA(t) := ap gt" +1tgm, (3.64)

onde rgm denota o termo de grau menor que 7. Entdo, o coeficiente principal a,, 4 de P? ¢ dado

por
2" I0(d — DI (n+ 42
pg = L@ Dlnt T77) (3.65)
[($)T(n+d —2)

Demonstragdo. Como tgm € ortogonal a Pnd (ver Observagdo 3.1.8), temos que

[ R0 R a= [ ar +gmplo () S

| (3.66)
d—3
— an‘d/ "PL(1—12)7 dr.
-1
Pela equacdo (3.57) o lado esquerdo de (3.66) € igual a:
(=L
(s .

Nn,dr(%)
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Pela Proposicdo 3.3.2, vemos que o lado direito de (3.66) € igual a:

1 _
R an! / (1—2) T ar, (3.68)
-1

onde R, 4 € a constante de Rodriguez.

. . . ~ 1
Vamos resolver a integral acima fazendo a mudanca de varidvel s = 2. Entdo, df = %s 2ds e

1(1— n+=5=
/(1—t Y+ dr = 2/ 2yttt g o [ ULZSST
0 282
(3.69)
1 d—1
T i e e
Entdo, usando (3.67), (3.68) e (3.69), a equacgdo (3.66) torna-se
(=t r(Hrm+ 4L
LT _ iRy gmZ 2L ) (3.70)
Npal'(5) [(n+5)
Mas o valor da constante de Rodriguez R, 4 € dado em (3.59), logo temos
a1 d—1 1 d—1
IF()IN(5%) r'(7) n'F(z)Fn—k ) (3.71)

2
=a, !
Npal'(4) D+ T(n+d)
Fazendo algumas simplifica¢Oes e substituindo o valor de N,, 4 dado em (2.29) temos:

n 4 (d—
nd = dzr(Hz)(d 2 (3.72)
T T(4)(2n+d—2)(n+d-3)!

Além disso, por (2.16) e (2.17), temos

F<n+§) :F(n+%l—1) (n+§—1), 'd—1)=(d-2)!, T'(n+d—-2)=(n+d-3)!,

poisn+‘§1—1>O,d—2€Noen+d—3GNO.Portanto,

2T Dh(n+ 42) 3.73)
T (n+d—2) '

]

A Proposicao 3.3.4 é uma ferramenta muito util para obter a derivada de um polindmio
de Legendre. Na verdade a derivada de um polinomio de Legendre, pode ser expresso em termos

de outro polindmio de Legendre como vemos a seguir.

Proposicao 3.3.5. Paran>1ed > 2,

PT2(1). (3.74)
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Demonstracdo. Uma aplicac¢do da férmula (3.73) implica que
apad N +d—2

= (3.75)
An—1,d+2 d—1

Definindo o polindmio
P(t):= (d—1)(PY)(t) —n(n+d —2)PIH(1), (3.76)

devemos demonstrar que P = 0.

Note que o polindmio P € de grau menor ou igual a n — 2, pois o coeficiente principal da primeira
parcela € o inverso aditivo do coeficiente principal da segunda parcela.

a) Afirmamos que para k < n— 2, temos <(P,§1)’,P]f+2) =0.

d+2
De fato, integrando por partes,

AN/ pd+2 _ by pd 2 %G
(edy.p?) = [ (B 0RO -0

-1
! d—1

R —

= [ B [E o0 -2 B 0@ 0 -2 a

~1
= [ B [y 00 ) - @ B -2

= B0 -2 R0

Como a expressao dentro dos colchetes é um polindmio de grau < n — 1, segue pela Observacio
3.1.8 que a integral é nula, portanto ((Pf ) ,P,flJrz) = 0.

b) Afirmamos que P é ortogonal a todo polinémio de grau < n— 2, isto com relacdo ao produto
interno (+,*)g12 -

De fato, primeiramente veja que, para k < n— 2,

(Prt?) = @=D(BY©O.R0)  —nln+d=2) (BE20.F20) =0,

2 d+2
(3.77)

Seja P, um polindmio de grau < n — 2. Como B, pode ser escrito como combinacdo linear de
polindmios de Legendre de graus menores ou iguais a n — 2, entdo (P, Py) ., = 0.
Assim, o polindmio P € de grau < n—2 e € ortogonal a todo polindmio de grau < n—2 com

relac@o ao produto interno peso (-, ), 2. Portanto, P deve ser o polindmio nulo. [

3.4 Polinomios de Gegenbauer

Nesta secdo apresentamos os polindmios de Gegenbauer e algumas de suas propriedades,

as quais serdo amplamente usadas nos Capitulos 4 e 5.

Definicao 3.4.1 (Polindmio de Gegenbauer). Para A > 0, n € Ny, definimos

_ (n+22-1\T(A+3) ! _ i -
cr ) ._( ; )\/ET(Z)/I[H—zU—tz)s] (1—s)*"ds (3.78)

como sendo o polindmio de Gegenbauer de grau  associado ao parimetro A.
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Observacao 3.4.2. Afirmamos que ij de fato € um polindmio de grau n. Lembrando do Teorema

do bindmio de Newton, temos
t+i(1—2)s =Y (") (=2 sy, (3.79)
=0 \J
Para j = 2k + 1 temos [, s%*1(1 —s2)2~1ds = 0, pois s>*!(1 —s2)*~! ¢ um funcfio impar.

Assim podemos reescrever (3.78) da forma:

Cr/}(t) — <n+27t o 1) w/ll Xn" (n) t"*j(l —tz)j/z(is)j(l —Sz)kflds
115

n V() J
(n+22-1\T(A+3) & (n) ., L .
_< n )\/ﬁr(j)jo,zz}...,p<j>t ](I_IZ)]z/l(m)J(l_sz) -
(n+2A-1\T(A+3) & (n) ., g b -
() B C) e [
(3.80)

onde p =n—1 se n é impar ou p = n se n for par. Na verdade temos:

Aoy (nt2A—1 TA+DE (0 ke vk [ o2k 2A—1
Cn(t)_< ’ >—\/EF(%),§0 I G (BT RC) /_1s (1— ) 1ds. (3.81)

Note que parak =0, 1,..., [n/2], a expressio 1" 2K(1 —¢2)

¢ um polindmio de grau n, cujo termo
de graun é
=Dk, k=0,1,...,[n/2].

Logo, o coeficiente de " em (3.81) é

n+2h-1 MWZ] n b 2\A-1
( n )\/ﬁr(l)gz) 2% /_1S (1=-57)"""ds, (3.82)

pois a funcdo s?F(1 — sz)%’1 ¢ par ndo nula, o que implica que a integral acima € positiva.

Portanto C,’} € um polindmio de grau n.

Mostramos agora um resultado que relaciona os polindmios de Gegenbauer com 0s

polindmios de Legendre.

Corolario 3.4.3. Parad > 3 e n € Ny,
d=2 d—3
Co? (1) = <n+ )P,f(t). (3.83)

Demonstragdo. Pela definicao de polindmios de Gegenbauer e a identidade (3.63), segue que

g (n—f—j—?)) %/Z[ﬂri(l — ) 251 - )T ds = <"+Z_3> Pi(o).

N
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A seguir descrevemos os polindmios de Chebychev de primeiro e segundo tipo. Sera util

conhecé-los para posteriormente obter a derivada dos polindomios de Gegenbauer.
Definicao 3.4.4. Para n € Ny, o polindmio de grau n dado por

T,(x) = cos (narccosx), ou T,(cost)=cos(nt), (3.85)
¢ chamado polinomio de Chebychev de primeiro tipo.

Definicao 3.4.5. Para n € Ny, o polindmio de grau n dado por

1 1)t
Un(x) = sen((n+ )arccosx), ou U (cost) = sen((n+1) )7 (3.86)
sen(arccosx) sen(t)
¢ chamado polinomio de Chebychev de segundo tipo.
Naio ¢ dificil ver que a derivada de 7;, é dada por
dT,
ZI(X) —nUp_1(x), n>1. (3.87)

Os polindmios de Chebychev mantém uma relagdo com os polindmios de Gegenbauer, como

vemos a seguir:

T(x) = gCg(x), n>1. (3.88)

U,(x) =Cl(x), n>1. (3.89)

Vale destacar que as férmulas envolvendo o polindmio de Gegenbauer associado a A = 0 devem
ser entendidas em termos do limite (SZEGO, 1959, p- 80):

. ct (x)
0 . n
C,(x):= Algl()l+ 1 (3.90)

n

Como aplicacdo imediata da derivada de P? e as identidades (3.87), (3.88) e (3.89) temos
-2

a derivada de C,’} no caso particular em que A = dT

Proposicao 3.4.6. Sejad > 2, e sendo A = %. Entdo para n € Ny temos:

' 2ACH1), se A >0
Cr) (1) = ol 91
( ”> (t) { 2C! (1), se A=0. G1

n—1
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Demonstragdo. a) Prova para o caso A > 0. Pelas igualdades (3.83) e (3.74)

(@) 0=(c7) = (”*ff”) (=)

_ [(n+d=3\nn+d-2)
—< ] )Tpf”“

_ (n+d-3)'n(n+d-2)

T oald-3)! d-1 PR ()
__ (n—d-2)!(d-2)

a (”_1>!(d—1)(d—2)(d_3)!Prilj12(t)
(n4+d—2)! d+2(l‘)
(n—1)!(d—1)1" "1

—(d—-2) (”MIZ) PH(r),

— (d—2)

n—

Novamente por (3.83),

n—1

(c,%)/(t) = (d—2)C2_ (1) = 2A.C*)(1). (3.92)

b) Prova para o caso A =0 ou d = 2.
Pelas identidades (3.87), (3.88) e (3.89) temos:

%Cg(t) = % |:%Tn(x):| = %%T (t)= %”Un—l(t) = 2U,1(t) = 2C,_1 (0).

3.4.1 Ortogonalidade dos Polinémios de Gegenbauer

Da ortogonalidade dos polindmios de Legendre e em virtude da relacdo destes com
os polindmios de Gegenbauer se deduz a ortogonalidade dos polindmios de Gegenbauer. No
Capitulo 4, veremos que, quando d > 3, os polindmios de Gegenbaur associados ao indice
(d —2)/2 estdo totalmente relacionados com as fungdes definidas positivas em S?~! (Teorema
de Schoenberg 4.3.10).

Para d > 3, n # m, e considerando (3.83) e (3.56) temos

d— d— d—3 — - I d-3
/ G ()G ()(1—2) T ar :<”+d 3) (m+d 3)/ B (1)Py(1)(1—1%) dt =0.
n m ~1
(3.93)

Colocando A = podemos reescrever a igualdade acima como

1 1
/1cg(t)c,ﬁ(t)(1 — ) 2dt =0, m#n. (3.94)
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Considerando agora as identidades (3.83) e (3.53), obtemos

[ e o] a-aSa= () [ e a s a

n -1

(3.95)
_ (n+d—3\* s
N n |Sd_2|Nn,d.
Tomando A = % obtemos
! 2 | n+d—3\*> |
ol =) 2dr = S 3.96
[ fero) a=pta= (") SER (.96
Em resumo,
1 2 d—1
SR} 21 n+d—3\" [S7|
1-— dt = _— .97
[ ciwcioa-cp-ta= (") S s o

onde J,,, é a fungdo Delta de Kronecker.

Finalizamos este capitulo com as seguintes formulas que envolvem os polindmios de

Gegenbauer e que serdo usadas no Capitulo 5.

* Relacdo diferencial (veja (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965), férmula 22.8.2):

(1 —xz)%c,%_l(x) = —(n—1)xC* |(x)+(n+22)C} ,(x), A>0,n>2. (3.98)

* Relacdo de recorréncia com respeito ao grau n (veja (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965),
féormula 22.7.3):

(n4+1)CH  (x) = 2n+A)CHx) + (n+24 —1)C | (x), A>0n>1.  (3.99)

* Relacdo de recorréncia de trés termos (veja (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1965), férmula
22.7.23):

(n+2)Cy () = A= D[Cr () =Cry ()], A>1n>1 (3.100)
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CAPITULO

FUNCOES DEFINIDAS POSITIVAS

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre matrizes e func¢des definidas positivas. Na
Secdo 4.1, expomos a defini¢do e alguns resultados sobre matrizes definidas positivas. Na Secdo
4.2, apresentamos o conceito de nicleos definidos positivos o qual estd relacionado com o de
matrizes definidas positivas. Na Secdo 4.3 apresentamos o conceito de fun¢des definidas positivas
que por sua vez estd relacionado ao de nicleos definidos positivos. Nosso principal objetivo esta
relacionado com as func¢des definidas positivas em esferas reais e neste contexto, os principais
resultados que usaremos encontram-se em (SCHOENBERG, 1942; XU; CHENEY, 1992; CHEN;
MENEGATTO; SUN, 2003). As principais referéncias para os resultados apresentados neste
capitulo sao (BERG; CHRISTENSEN; RESSEL, 1984) e (HORN; JOHNSON, 2013).

4.1 Matrizes Definidas Positivas

Definicio 4.1.1. Uma matriz A = (aj)’ ;_; € My(C) é chamada definida positiva se para cada

conjunto {cy,...,c,} € C,

n
c*Ac = Z cickajx >0, 4.1)
k=1

onde ¢ = (cy,...,cy)T € C"e c* = (¢1,...,Cn). Se c*Ac > 0 para todo ¢ € C"\ {0} , a matriz A

é chamada estritamente definida positiva.

A soma dupla na equacdo (4.1) € também chamada por alguns autores de forma quadra-

tica.
Definicio 4.1.2. Uma matriz A = (ax);,_; € Mx(C) ¢ Hermitiana se A =A™, isto ¢,
ajj =aj, 1<jk<n.

Claramente os elementos da diagonal principal de uma matriz Hermitiana sdo reais. Um

exemplo de matriz Hermitiana bem simples € o que segue:
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1 1—i 2—i
A=1|1+i 2 3+2i
24+i 3-2i 3

Observacio 4.1.3. Toda matriz A € M,(C) definida positiva ¢ hermitiana, isto é, se A = (¢ 5)
é definida positiva, entio b = ¢, e a,d € R. De fato, considerando (1,0)” € C? e (0,1) € C?

09w o0 )

o que implica a,d € R.

temos:

Agora vamos considerar (1,1)7 € C2. Assim,
a b\ (1
og<1 1) —atbtctd, (4.2)
c d 1

Im(b) = —Im(c). 4.3)

o que implica que
Por outra parte, considerando (1,i)7 € C? temos,

0< (1 i) (‘C’ Z) (—11) —a—ib+ic+d, (4.4)

Re(b) = Re(c). 4.5)

o que implica que

Logo, (4.3) e (4.5) implicam b =¢.

b
Lema 4.1.4. A matriz hermitiana <Z d) € definida positiva se, e somente sea > 0,d >0e

det @b > 0.
b d

Demonstragdo. Como a matriz é Hermitiana, pela Observacdo 4.1.3 é claroque a > 0ed > 0.
Sea=0ed >0, entdo det(z

emque a > 0,b=0o0ua=0,d =0 segue de forma semelhante. Resta o caso em que a,d > 0.

B o 00 , . ..
d> >0se, esomentese b =0, ¢ (0 d) € definida positiva. Os casos
Tome z,w € C e temos,

a b w _ _ _ T =
(w z) | =wwa+wzb+7wb +7zd
b d] \z

= |w|?a+ |z|*d +Wzb + Zwb.
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Somando convenientemente [b|?|z|? e o seu inverso aditivo no lado direito da igualdade acima,

temos

5\ (v bt bt ) 1
<w Z> ) ") = alwP +wzb + b+~ [b[zl? + [2d — (bl
b d)\z “ ¢

— 1 1 2
=a <|w|2 +25b 4 — bz + —2|b|2|z|2) + E(ad— |b|2)
a a a a

b b 2
=a <w+ —Z) (w+ —z) + i (ad — \b|2)
a a a

2
=alw+—2 +—(ad—|b|2).
a a
Portanto, a matriz (Z 2) ¢ definida positiva se, e somente se, (ad — |b\2) > 0, ou seja det(g g) >
0. O

Vimos até agora algumas propriedades interessantes para matrizes de ordem 2. Na
verdade essas propriedades valem para matrizes de ordem n > 2 como mostra a proposicao

abaixo.

Proposicio 4.1.5. Seja n > 2. Qualquer matriz A = (a ) € M, (C) positiva definida, satisfaz as
seguintes propriedades:

(i) A € uma matriz hermitiana, ou seja aj; = a; para 1 < j,k <n.

(ii) Os elementos da diagonal de A sdo todos ndo negativos.

(iii) As matrizes A = (a_Jk)? 1 ,AT e A* sdo positivas definidas também.

(iv) \ajk\z <ajja paral < jk <n.

(v) A € M, (R) é positiva definida se, e somente se, A for simétrica, e ):;? i—1djdraj > 0 para
todon €N, {dy,...,d,} CR.

Demonstragdo. Prova de (i). Sejamx = e +ei ey =ej+ieponde j k€ {1,2,...,n}. E verdade

que
0<x*Ax= (ajl +ap ... aj,,+akn)x: ajj+agj+aji + ag- (4.6)

Entdo, a4 a i, € um nimero real sempre que Im(ay;) = —Im(a ). Também
OSy*Ay:ajj—iakj+iajk+akk. 4.7)

Logo, —iay + iaj; deve ser um nimero real implicando Re(ay ;) = Re(a ). Portanto, a j = a;.
Prova de (ii). Como A € positiva definida, tem-se 0 < eijej =ajj,paratodo j € {1,....n}.

Prova de (iii). Seja ¢ = (cy,...,c,)T € C" e defina d = ¢. Temos:
cAc="Y Tierag =Y didwagj=d*Ad > 0. (4.8)
Jrk=1 Jk=1

Os outros casos seguem de maneira analoga.

Prova de (iv). A prova segue como a do Lema 4.1.4.
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Prova de (v). A suficiéncia é imediata, entdo vamos lidar com a necessidade. Sejam n € N, e

{c1,...,cn} € C. Suponha que ¢; =a;+ib; para j = 1,...,n entdo,

[(ajax+bjby) +i(ajby —axbj)laji

n
Y ciaap =
j 1

Jik=1 J

(ajak + bjbk)ajk +i Z (ajbk — akbj)ajk.
1 k=1

™= s

J

A primeira parcela do lado direito da expressdo acima € ndo negativa por hipdtese. A segunda

parcela € nula, pois A € simétrica. ]

Uma matriz A € M,,(C) é positiva definida se, e somente se A for hermitiana, e seus
autovalores sao todos maiores ou iguais a zero. A seguir indicamos um esboco da demonstragao

sem muitos detalhes por ndo ser o foco principal deste trabalho.

Teorema 4.1.6. Se A é uma matriz Hermitiana em M,,(C), tem-se:
(i) A tem n autovalores reais;

(ii) Se em adicdo A € definida positiva, entdo, cada autovalor € ndo negativo.

Demonstragdo. Prova de (i): E sabido que matrizes em M,,(C) tém pelo menos n autovalores. O
restante da prova pode-se ver em (HORN; JOHNSON, 2013, Observagado 1.2.4; Teorema 4.1.1).
Prova de (ii): Seja A um autovalor de A, entdo Av = Av para algum v € C"\{0}. Multiplicando

essa equagdo por v* temos:

0 <v*'Av=A|v|?, (4.9)

implicando A > 0. O

O resultado a seguir fornece uma descomposi¢ao para matrizes Hermitianas.

Teorema 4.1.7. Uma matriz A € M,,(C) é Hermitiana, se e somente se, existe uma matriz unitaria
U € M,,(C) e uma matriz diagonal D € M, (C), cujas entradas sdo os autovalores de A (incluindo
multiplicidades) tais que A = U*DU..

Demonstragcdo. Veja (HORN; JOHNSON, 2013, Teorema 4.1.5). ]

O Teorema 4.1.7 apresenta informagao bastante util quanto as entradas da matriz diagonal.
Adicionalmente, em virtude do Teorema 4.1.6, essas entradas sdo ndo negativas sempre que A

for definida positiva.

O préximo resultado mostra que toda matriz definida positiva pode ser escrita como uma

matriz Gram.
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Teorema 4.1.8. Seja A = (aj)’},_, € M;(C) uma matriz definida positiva . Entdo, existem

X1,X2,...,x, € C" tais que
ajp =X xj =xx5, 1< jk<n. (4.10)

Por outro lado, para cada n € N e xy,...,x, € C", a matriz (x - x;)%,_; € My(C) € definida

positiva.

Demonstragdo. Pela Proposicdo 4.1.5 se A € definida positiva, entdao A € Hermitiana, e pelo
Teorema 4.1.7 temos
A=U"DU, (4.11)

onde D = diag(Ay,...,A,) é uma matriz diagonal cujas entrada A1, ..., A, sdo nimeros reais nao
negativos, e U é uma matriz unitdria. Entdo, D = NN, onde N = diag(\/A1,...,N/An) € My, (C).
Assim,

A=U*DU = U*NNU = [NU]*[NU]. (4.12)

Escrevendo x; € C" como a j-ésima coluna de NU, para j = 1,...,n, temos

X
A= | () = (e = (e (4.13)

0 que mostra a primeira parte do teorema.
Se A = (x -xj);f -1 € M, (C), onde x1, ..., x, € C", entdo a matriz A ¢ definida positiva pois dado

{c1,...,cn} T C", segue que

n n
c*Ac = Z Cick(xg-xj) = Z (crxk - ¢jx;)
Jk=1 jk=1

2 (4.14)

n n n

= chxk . chxj = cjxj| =0.

k=1 j=1 j=1
Se A € M,(R) podemos proceder como na prova anterior. A diferenca é que xj,...,x, serdo
elementos de R”. O

Definicao 4.1.9. Sejam A = (ajk)}},kzl e B= (bjk)?k:l matrizes em M, (C). O produto de
Hadamard (ou Schur) de A e B é a matriz A ©® B € M,,(C) definida por

AOB= (ajkbjkmk:l- (4.15)

O seguinte resultado mostra que produto Hadamard de matrizes definidas positivas é
definida positiva. Este resultado € colocado aqui para verificar depois na Se¢do 4.2, que o produto

de nucleos definidos positivos € de novo um nicleo definido positivo.
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Proposi¢iio 4.1.10. Sejam A = (a;x)’; ,_; € B=(bx)"} ,_ matrizes positivas definidas em M, (C).
Entdo, A ® B € positiva definida.

Demonstracdo. Temos que mostrar que dado {cy,...,c,} C C,

n
Y cickajibj > 0. (4.16)
jk=1

De fato, como A € definida positiva, pelo Teorema 4.1.8, existem x1,...,x, € C", tais que
ajp =X xj =X x5, 0< j,k<n. 4.17)

Escrevendo x; = (x,i, ...,xg)T € C", aequacdo (4.17) se torna na verdade em

ap=(f .. ¥)|: Zx XD (4.18)

o

Substituindo (4.18) em (4.16) e usando o fato que B € definida positiva temos

n n

c*A®Bc = Z c_jckix_i?xfb i Z ckx xk i i <c1x> ckxk)b]k>0

jk=1 p=1 jk=1 p=1jk=1
(4.19)

0 que queriamos mostrar. O]

4.2 Nicleos Definidos Positivos

Nesta sec@o apresentamos os nucleos definidos positivos e descrevemos algumas de suas
propriedades. O estudo deles esta baseado quase integralmente no conceito de matriz definida
positiva e suas propriedades. Dito conceito também € importante para definir fungdes definidas

positivas.
Seja X um conjunto qualquer nio vazio. Para os fins deste trabalho, um niicleo em X
nada mais € do que uma func¢do a valores complexos definida no produto cartesiano X x X,

0:XxX—>C, (x,y)— o(x,y). (4.20)

Definicao 4.2.1. Dizemos que ¢ : X x X — C é um nicleo definido positivo em X se para
todon € N, e {x1,...,x,} C X a matriz

Plx) o Pl
A= (0(xj,x0))] g = : s : 4.21)
(P('xna-xl) (P(xnu-xn)
¢ definida positiva. Se A for estritamente definida positiva, o nicleo ¢ é chamado de estritamente

definido positivo em X.
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Definicio 4.2.2. Se X for finito, digamos X = {x,...,x, }, entdo ¢ é um niicleo definido positivo

em X se, e somente se a matriz
(@(xj,%0))] k=1

¢ definida positiva.

Exemplo 4.2.3. O niicleo ¢ : X x X — C € definido positivo em X se, e somente se para todo

subconjunto finito Xo C X a restricdo @|x,xx, ¢ um nticleo definido positivo em Xj.

De fato, suponhamos que Xo = {x1,...,x,} C X. Como ¢ é um nicleo definido positivo
em X, temos em particular
m
Y cieo(xj.xi) > 0. (4.22)
k=1
Inversamente, sejam n € N e X,, = {x,...,x,} C X.Jad que ¢|x, «x, € um nicleo definido positivo
em X, temos
n n
Y ciao(xjx) = Y cierdlx,xx, (xj,xc) > 0. (4.23)
k=1 jk=1
Observacao 4.2.4. Nas defini¢des acima € suficiente considerar elementos xi, ..., x, € X mutua-
mente distintos.
De fato, se {xi,...,x,} sdo arbitrdrios e {xq1,...,Xqp} € 0 subconjunto de todos os elementos

mutuamente distintos de {xi,...,x, }, entdo

n p
Y, ciao(xjx) = Y, didip(xaj, Xax) (4.24)
J k=1 Jjk=1
onde
dk - Z Ci, k - 1, P
{izxi=xor}
O seguinte resultado € uma consequéncia natural da Proposicdo 4.1.5, pelo que omitimos
a prova.

Corolario 4.2.5. Se ¢ : X x X — C é um nucleo definido positivo em X, entdo cumpre-se:

(i) @ é Hermitiano (ou seja @(x,y) = @(y,x) para todo x,y € X ).

(ii) @ é ndo negativo na diagonal {(x,x);x € X}, isto é, ¢(x,x) > 0 para todo x € X.

(iii) ¢ € um nucleo definido positivo em X.

(iv) |@(x,y)]> < @(x,x)9(y,y), para todo x,y € X (Propriedade de dominancia da diagonal).

(v) @ : X x X — R é um nicleo definido positivo em X se, e somente se, ¢ € simétrico e

Z;?’kzlajak(p(xj,xk) >0 paratodon € N{aj,...,a,} CR, {x1,....,0,} CX.

A seguinte proposi¢do apresenta propriedades de fechamento em relacido aos ntcleos

positivos definidos, que serd usada frequentemente neste trabalho.
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Proposicao 4.2.6. Sejam @, ¢, : X x X — C nucleos definidos positivos em X, e a,b > 0. Entdo
as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

(i) a@1 + b, € um nicleo definido positivo em X.

(ii) @1¢, é um nucleo definido positivo em X.

(iii) O limite pontual de uma sequéncia de nticleos definidos positivos em X € definido positivo
em X.

(iv) O ntcleo constante (x,y) — C é definido positivo em X, se e somente se C > 0.

Demonstracdo. Sejamn € N, {cy,...,cy} CCe {x1,...,x,} CX.
Prova de (i). Pelo fato de a,b > 0 e @1, ¢, serem nucleos definidos positivos em X, temos:

n

Z cick [a@y(xj,x0) +b@a(xj,x0)] =a Y ceri(xj,x%)+b Z cickpa(xj,xx) > 0. (4.25)
Jk=1 Jk=1 Jok=1

Prova de (ii). Temos que provar que }i_; ¢;Cx@i (xj,xk)@2(xj,x%) > 0. Isto € equivalente a

mostrar que para cada n € N a matriz

(@1(xj,%%)) k=1 © (@2(x75 k)] =1 (4.26)

¢ definida positiva, o que segue da Proposicao 4.1.10.
Prova de (iii). Seja (@n)y_,; uma sequéncia de nicleos definidos positivos em X, tal que

limy . @y = @. Note que:

n
ay =Y, cicron(xj,x) >0, VN >1. (4.27)
Jk=1

Como (qu) _ converge pontualmente para ¢ temos,

n
lim ay = lim Z CickPn (xj,xk) = Z cjck hm (pN(xj,xk Z CickP(xj,xi) =

N—oo N=ree 921 k=1 k=1
(4.28)
isto €, a sequéncia nio negativa (aN) _ € convergente. Portanto, a = limy .. ay > 0.
Prova de (iv). Note que Zj,k:l cjckC = C|Zj:l cj]2 > 0 se, e somente se C > 0. O

Exemplo 4.2.7. Se f : X — C é uma funcdo arbitraria, entdo ¢(x,y) := f(x)f(y) € um nicleo
definido positivo em X. De fato, dado n € N, {cy,...,c,} CC, {x1,...,x,} C X, temos:

2

n n
Z cicr(xj,x;) = Z cicrf( x] Z (x}) ch
j=1 k=1

Jik=1 jk=1

(4.29)

Exemplo 4.2.8. O nicleo ¢ : R x R — R dado por ¢(x,y) := cos (x —y) é um niicleo definido
positivo em R, pois podemos reescrevé-lo como soma de nucleos definidos positivos em R da

forma do exemplo anterior.



4.2. Niicleos Definidos Positivos 63

Definicdo 4.2.9. Uma fungio f : RY — R é dita ser de base radial se depende somente da
distancia entre a entrada e algum ponto fixo C chamado centro, isto &, se existir fun¢ao univariante

escalar ndo negativa g : Rar — R tal que,
fx)=sg(lx=Cl), xeR? (4.30)
No caso em que C ¢é a origem, f(x) = g(||x||) e f é chamada de funcao radial.

Definicdio 4.2.10. A funcio ¢ : R? x R? — C é chamada de niicleo de base radial se,

@(x,y) = f(x—y), xyeR’ (4.31)

onde f é uma funcao de base radial. Se a funcdo f € radial @ é chamado de nidcleo radial.

Muitos dos trabalhos sobre nticleos definidos positivos na teoria da aproximagao se con-
centram nos chamados niicleos de base radial. Em outros campos, como teoria da probabilidade
e estatistica, esses nicleos de grande importancia sao chamados de isotropicos. Tais nicleos
sdo rotacionalmente (e também translacionalmente) invariantes, isto é, suas curvas de nivel (ou
mais geralmente hiper-superficies de nivel) sdo circulos (hiperesferas) e podem ser expressos em

termos de uma fun¢do univariante escalar ndo negativa g : ]R(J{ — R, ou seja,

o(x,y) =g(lx—yl)), xyeR (4.32)

Um tipico exemplo de um ntcleo radial (ou isotrépico) € o niicleo de multivaridvel Gaussiano

2.2

o(xy) i=g(lx—y) = €FP xyeR!, gt)=eE". (4.33)

Outro dominio X de grande importincia é a esfera unitaria S*> em R> cujas funcdes
definidas positivas em S? resultam ser de grande utilidade para muitas aplicacdes geofisicas.
Neste caso, o andlogo de um nucleo radial é dado por um assim chamado niicleo zonal que pode

ser escrito em termos de uma fungdo univariante escalar, como vemos na seguinte definicao.

Destacamos que a partir deste momento consideraremos a esfera S¢ no espaco Euclideano
(d + 1)-dimensional. Alertamos que alguns resultados do Capitulo 3 que foram enunciados para
d > 3 serdo utilizados daqui por diante para d > 2, o que estd em conformidade devido a diferenca

da dimensao da esfera considerada em ambos lugares.

Definicio 4.2.11. Seja d € N. O niicleo ¢ : S¢ x S¢ — R é chamado de niicleo zonal se existir

uma funcdo univariante escalar, g : [—1,1] — R, tal que

@(x,y) =glx-y). (4.34)

A fun¢do g é chamada funcio zonal ou parte isotrépica de ¢@.
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Observacao 4.2.12. A analogia com a formulacao radial € fornecida pelo fato de podermos
considerar a distancia geodésica 6 em S4, isto é, a distAncia mais curta ao longo de um "arco
circular”, entre dois pontos x,y € S¢, que é dada por 0 (x,y) = arccos (x-y). Em poucas palavras
o chamado nicleo zonal poderia ser visto como um nicleo radial: podemos reescrever a equagao
(4.34) da forma

¢(x,y) =g(0(x,y)),  g=gocos, g:[0,7] >R, (4.35)
onde a funcdo g é uma func¢do univariante escalar nao negativa.

Definicdo 4.2.13. Sejam d € Ne ¢ : S¢ x S — C um niicleo. O niicleo ¢ é isotrépico, ou
rotacionalmente invariante, se para cada matriz ortogonal A € Q¢! a seguinte igualdade se

satisfaz:
¢ (Ax,Ay) = @(x,). (4.36)

Lema 4.2.14. Sejamd € Ne ¢ : S¢ x S? — C um niicleo isotrépico, entdo existe uma fungio
f:[~1,1] = C tal que @(x,y) = f(x-y) para todo x,y € S?. Além disso o niicleo ¢ é continuo

se, e somente se f é continua.

Demonstragdo. Defina f : [—1,1] — C dada por f(¢) = ¢((1,0,...,0),(t,v/1—12,0,...,0)).
Tome x,y € S? e sejat = x-y € [~1,1]. Existe A € O“*! tal que

Ax=(1,0,...,.007 e Ay=(r,v/1-12,0,...,0)T. (4.37)
Como ¢ € isotropico,
P(x,y) = @(Ax,Ay) = f(x-y). (4.38)

O que mostra a primeira parte do lema.
Se f é continua, a igualdade (4.38) implicara que ¢ € continua. Se ¢ € continua, claramente
a fungdo f, que é a composi¢do da fung¢do continua t — ((1,0,...,0), (¢,V/1 —12,0,...,0)) € @,

também é continua. ]

O lema acima diz que todo nicleo isotrdpico € zonal, e claramente todo niicleo zonal é

isotrépico, portanto as duas defini¢cdes anteriores sdo equivalentes.

4.3 Funcoes Definidas Positivas

Nesta secdo definimos fun¢des definidas positivas em dois contextos: na reta real R e na
esfera S9, d > 2, relacionando tal conceito com o de nicleos definidos positivos em X para os
particulares casos X = R, S?. Apresentamos exemplos e destacamos o caso X = S¢, o qual é de

interesse para o objetivo principal deste trabalho.

M. Mathias, em 1923 (MATHIAS, 1923), foi o primeiro em definir e estudar a proprieda-
des de fung¢des positivas definidas na reta.
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Definicao 4.3.1. Uma funcdo f : R — C ¢ dita ser definida positiva em R se para qualquer
neN, {xy,...,x,} CRe{cy,...,cn} CC, vale:

n
Y, corf(xj—xi) >0, (4.39)
k=1

equivalentemente, se o niicleo ¢ : R x R — C, dado por ¢(x,y) := f(x—y) é definido positivo
em R.

Exemplo 4.3.2. Considere / um subconjunto qualquer de R. A fun¢do caracteristica yj, isto &,

1, xel,

XI(X)I{ 0, xél (4.40)

¢ definida positiva em R.

Nosso interesse estd no estudo de fungdes definidas em S?. O Capitulo 5 serd dedicado a

apresentar um método que permite construir fungdes continuas definidas positivas neste contexto.

No que segue, consideramos sempre d > 2, pois o caso d = 1 deve ser analisado de
forma independente em parte do estudo realizado no Capitulo 5 e por demandar ainda mais

ferramentas ndo o incluiremos em nosso trabalho.

Definicio 4.3.3. Uma funcio g : [0, 7] — R é definida positiva em S¢ se o niicleo ¢ : S¢ x S? —
R, dado por:
¢(x,y) :=g(6(x,y)), (4.41)

¢ definido positivo, equivalentemente se para todon € N, {x,...,x,} C S9, a matriz

(8(6(xj,3))) (4.42)

é definida positiva. Se o nicleo ¢ é estritamente definido positivo em S¢, a fungio g é chamada
de estritamente definida positiva S¢.

Alternativamente, podemos considerar as fungdes definidas positivas em S¢ definidas no
intervalo [—1, 1] como descrevemos na proxima defini¢do. Na literatura os autores consideram a

forma mais conveniente nas suas redagoes.
Definiciio 4.3.4. Uma funcio f : [—1,1] — C é definida positiva em S? se o niicleo ¢ : S? x
S? — C, dado por:

¢(x,y) = f(cos (6(x,y))) = f(x-y) (4.43)

é definido positivo em S¢.

Um conjunto importante de fungdes a ser considerado € o das funcdes continuas. Mas
é claro que ndo todas as fun¢des continuas em [—1, 1] sdo definidas positivas em S?. Alguns

exemplos que listamos abaixo ilustram muito bem isso.
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Exemplo 4.3.5. Seja X =R ou X =S¢, a funcgdo constante f = —1 nio é positiva definida em X
pois, Yi ,—y ¢jck(—1) = —[¥]_; ¢j| <0, para todo ¢ = (c1, en) T € CN{0}, {x1,...,x,} CX.

Exemplo 4.3.6. A fungio f dada por f(t) = —t ndo é definida positiva em S?. De fato, para todo

neN,c=(ci,...,cn)T €C\{0} e {x1,....x,} €S9, comx; = (x}, 3., x3") para j=1,..

temos

n n d+1 d+1| n
Z cicrf(xj-x) = Z cick(—(xj-xg)) = — Z c]cka xk = Z chxf <0.
k=1 jk=1 k=1 p=1|k=1
(4.44)

Exemplo 4.3.7. Uma fun¢@o muito interessante resulta ser o polindmio de Legendre por ser ela

definida positiva em S?. De fato pelo Teorema da Adig¢do 2.3.5 temos,
d
Pd(x-y) |Sd 1|ZY ), x,yeSe (4.45)

Pelo Exemplo 4.2.7 o nicleo ¢@;(x,y) :=Y;(x )Y (v) é definido positivo em S para 1 < j <N, 4.
Como P,‘f (x-y) é muiltiplo positivo de soma finita de niicleos positivos definidos em S?, a propri-
edade (i) da Proposicdo 4.2.6, diz que o nicleo em (4.45) é definido positivo em S¢ e portanto

P¢ ¢ uma fungio definida positiva em S.

Exemplo 4.3.8. Uma consequéncia quase obvia do exemplo anterior, é que os polindmios de
Gebengauer sio também fungdes definidas positivas em S¢: a igualdade (3.83) nos fornece que

parad >3e A = , 0 polindmio de Gegenbauer C7L é miltiplo por um fator positivo de P?.

Proposicio 4.3.9. Sejam a,b > 0e f,g:[—1,1] — C funcdes definidas positivas em S¢. Entio
as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

(i) f(1) =0

(ii) |f(t)| < f(1), paratodo r € [—1,1].

(iii) af + bg é uma funcdo definida positiva em S¢.

(iv) fg é uma fungio definida positiva em S¢.

(v) O limite pontual de uma sequéncia de funcdes definidas positivas em S¢ é definida positiva
em S%.

(vi) A fungio constante igual a C é definida positiva em S¢, se e somente se C > 0.

Demonstragdo. Consideremos o niicleo ¢ : S? x S — C dado por ¢(x,y) = f(x-y) onde
x,y € S%.

Prova de (i). Segundo o item (ii) do Coroldrio 4.2.5 temos: ¢(x,x) = f(x-x) = f(1) > 0 para
todo x € S%.

Prova de (ii). Pelo item (iv) do Corolario 4.2.5, sabemos que |@(x,y)|*> < @(x,x)@(y,y). Logo
parat =x-y € [—1,1] temos

FOP =1 y)* < flax)f(y-y) = f(1)2 (4.46)
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Portanto |f(r)| < f(1) paratodot € [—1,1].

Os items (iii), (iv), (v), (vi) sdo implicagdes imediatas da Proposicao 4.2.6. 0

Segundo o Lema 4.2.14 caraterizar nucleos continuos zonais definidos positivos (es-
tritamente positivos) em S? é equivalente caraterizar o conjunto das fungdes zonais continuas
f:[=1,1] = R que definem tais niicleos. Foi Schoenberg (SCHOENBERG, 1942) quem carac-
terizou a classe de func¢es continuas zonais definidas positivas em S?. Seu resultado é expresso
em termos dos polindmios de Gegenbauer C:%l como segue.

Teorema 4.3.10 (Teorema de Schoenberg). Sejamd >2e f: [—1,1] — R continua. Entdo, f
¢ definida positiva em S? se, e somente se f tem uma expansio em série de polindmios de

Gegenbauer da forma
fx) =Y a:Ch (x), (4.47)
n=0

onde L = (d —1)/2, a, > 0 para n > 0, e cuja série converge para x = 1. Além disso, os

coeficientes a, sao dados por

a"::h“ﬁ/zflﬂ(l_xgy’56%(0dx, (4.48)
onde
k., = 1 :n!(d—3)!(2n+d_1)r(%)
G R e =21 T(L2)

Os coeficientes a, na série de Gegenbauer de f na equagdo (4.47) claramente dependem
da funcdo f e da dimensao d da esfera e sdo usualmente chamados coeficientes d-Schoenberg
de f.

Destacamos que, embora ndo seja utilizado neste trabalho, o Teorema de Schoenberg é

também valido para o casod = 1.

Pelas propriedades de fechamento (i) e (iii) da Proposicao 4.2.6, é f4cil ver que uma
funcdo da forma (4.47) é definida positiva em S¢. A demonstracio da reciproca é mais elaborada,

e nos desviaria do nosso objetivo principal, portanto ndo a incluiremos neste trabalho.

Observacao 4.3.11. Pelo item (ii) da Proposicdo 4.3.9 e Exemplo 4.3.8, temos que

< Cr(l), xe[-11]. (4.49)
7
Denotaremos por ‘Kn’l o polindmio de Gegenbauer normalizado, ou seja, ‘Kn}“ (x) = gﬁ E’f;, para

qualquer x € [—1,1]. E evidente que |4} (x)| < 1 para qualquer x € [—1, 1]. Note que podemos

escrever a série (4.47) usando polindmios de Gegenbauer normalizados:
fx) =Y b} x), (4.50)
n=0

onde os coeficientes b, = a,C*(1) > 0, para todo n € N.
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Lembremos do importante critério para convergéncia uniforme.

Teorema 4.3.12 (Teste M de Weierstrass). Seja { f,} uma sequéncia de fun¢des reais ou comple-
xas definidas em um conjunto A, e M,, uma sequéncia de nimeros reais nao negativos tais que:
) |fn(x)| <M,,n>1,x €A,

(i) Yo7 My < oo

Entdo, Y7 | fa(x) converge uniformemente em A.

Observacao 4.3.13. A série para f dada na equacao (4.47) converge para x = 1 se, e somente
se ela converge uniformemente em [—1, 1]. E claro que a convergéncia em x = 1 da serie (4.47)
é equivalente a dizer que Y b, < o. Por outro lado |b, € (x)| = b,|€*(x)| < b, para todo
x € [—1,1]. Logo pelo Teste M de Weierstrass, a série } bn%nl (x) é absoluta e uniformemente

convergente em [—1,1].

No Capitulo 5 utilizaremos as funcdes definidas positivas e estritamente definidas positi-

vas em S¢ e portanto consideramos os seguintes conjuntos:
pd(8%) :={g e C(|
spd(8?) :={g € C(|
PD(SY) := {f e C([~1,1]); focos € pd(Sd)}

0,7]);0 nicleo ¢(x,y) = g(0(x,y)) é definido positivo} ;
0

T
,7]);0 ndcleo @(x,y) = g(0(x,y)) é estritamente definido positivo};
1

={f eC([-1,1]);0nticleo @(x,y) = f(x-y) é definido positivo};
SPD(SY) :i={ f € C([=1,1]); f ocos € spd(s*) }
={f € C([-1,1]);0 nicleo @(x,y) = f(x-y) é estritamente definido positivo},

onde entao PD(Sd ) denota o conjunto das fun¢des continuas definidas positivas em S? caracteri-
zadas por Schoenberg e SPD(S?) denota o conjunto das funcdes continuas estritamente definidas
positivas em S?. Alguns autores chamam os conjuntos acima de cones, pelo que consideramos

apropriado apresentar a seguinte definicdo.

Definicao 4.3.14. Um conjunto S de um espaco vetorial V sobre R é um cone se para cadax € S

e positivo escalar a € R, ax € S.

Assim, se considerarmos V como o espaco das func¢des a valores reais sobre o corpo R,

as propriedades de fechamento na Proposicio 4.2.6 indicam que PD(S?) é um cone de V.

A classe de fungdes estritamente definidas positivas em S? traz solugdes tnicas para
muitos problemas aplicados, como por exemplo problemas de interpolacao conforme exposto
no Capitulo 1. Tendo em vista sua importancia, muitos autores buscaram caracterizar tal classe
(veja por exemplo, (RON; SUN, 1996; SCHREINER, 1997; CHENEY; SUN, 1998) e referéncias
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contidas neles). A seguir destacamos dois importantes destes resultados, sendo que um deles
fornece a total caracterizacio das funcdes estritamente definidas positivas em S, d > 2. Nio

apresentaremos suas demonstracdes por ndo ser novamente o foco principal deste trabalho.

Tendo presente que uma funcéo f : [—1,1] — C continua definida positiva em S? (f €
PD(Sd) ) estd caraterizada por Schoenberg no Teorema 4.3.10, Xu e Cheney adicionaram uma
condicio 2 necessidade para f ser estritamente positiva definida em S (f € SPD(S%)). O
resultado encontra-se no artigo (XU; CHENEY, 1992, Corollary):

Teorema 4.3.15. Para d > 2 a fung¢do continua f : [—1,1] — C € estritamente positiva definida
em S? (f € SPD(Sd)) se todos os coeficientes d-Schoenberg a, de f na equacgdo (4.47) sao

positivos.

Mais tarde Chen, Mengatto e Sun em (CHEN; MENEGATTO; SUN, 2003, Theorem 3)
mostraram uma condi¢do necessdria e suficiente, além das condi¢des do Teorema 4.3.10, para f
ser uma fungio estritamente definida positiva em S? (f € SPD(S)). O resultado é o seguinte

teorema.

Teorema 4.3.16. Para d > 2, a fungéo f : [—1,1] — C continua € estritamente definida positiva
em S? (f € SPD(S?)) se, e somente se, infinitos coeficientes d-Schoenberg a, de f na equagio

(4.47) de indices pares e infinitos de indices impares sdo positivos.

Se denotamos por PD(S%)cs, o conjunto de funcdes definidas positivas em S? que
satisfazem as condi¢des de Chen, Menegatto e Sun; e por PD(S%)cx o conjunto de funcdes
no negativas, definidas positivas em S? que satisfazem as condi¢des de Cheney e Xu, entio

claramente cumpre-se as seguintes relacdes:

PD(S%)cx € SPD(SY) = PD(S%)¢ys € PD(SY), quando d > 2. (4.51)
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CAPITULO

OPERADORES DE MONTEE E DESCENTE
NA ESFERA

Neste capitulo apresentamos uma forma de construir funcdes definidas positivas em
esferas reais a partir de ja conhecidas fun¢des definidas positivas. Esse método foi obtido por
Beatson e zu Castell em (BEATSON; CASTELL, 2017). Especificamente, dada uma fungao
continua f (estritamente) definida positiva em S¢, quando certos operadores integrais e diferenci-
ais, chamados de Montée e Descente, sdo aplicados a f, obtém-se novas fungdes (estritamente)
definidas positivas porém nas esferas SY~2 e S92, respectivamente. Tal fendmeno tem sido
descrito na literatura como “caminhadas sobre as dimensdes de passo dois". O resultado sobre o
operador Montée esta provado no Teorema 5.1.3 enquanto o Teorema 5.1.7 refere-se ao operador

Descente.

5.1 Operadores Montée e Descente na esfera

Defini¢sio 5.1.1 (Operador Descente). Seja f uma fungdo absolutamente continua em [—1,1]. O
operador Descente D € dado por

(Df)=f(x), xe[-L1].

Definicio 5.1.2 (Operador Montée). Seja f uma fungdo integravel em [—1,1]. O operador
Montée [ é dado por

5= [ swdu

No que segue serd util definir um indice auxiliar t; por

A, se A>0
= ’ 5.1
Ha { I, se A=0, G-
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e entdo a equacgdo (3.91) assume a forma mais abreviada:

DCr =2l A >0 (5.2)

Assim, como D ( C’1> Cfl“ll, pelo Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

1
G = 3~ (G =Gl (=1). (5.3)

O seguinte teorema mostra que o operador Montée I aplica funcdes definidas positivas em S?*2

em funcdes definidas positivas em S?. Inversamente, o operador Descente D aplica funcdes

definidas positivas em S em fungdes definidas positivas em S¢=2.

No que segue de nosso estudo A sempre é positivo, portanto somente lidamos com o
caso U, = A. O fato de tais operadores preservarem a propriedade de positividade definida
alterando em dois a dimensao da esfera tem sido descrito na literatura como ‘“‘caminhadas sobre

as dimensodes de passo dois".

Teorema 5.1.3. Seja d um inteiro maior ou igual a 2.

1. a) Se f € PD(S?*2) entdo existe uma constante C tal que C+1f € PD(S).
b) Se f € SPD(S%*?) entio existe uma constante C tal que C+1f € SPD(S?).
c) Se, em adicdo, f € ndo negativa, entdo a constante C nas partes a) e b) pode ser

escolhida como zero.

2. Se f e PD(Sd+2)Cx, entdo [ f € PD(Sd)CX

Demonstragdo. Provade 1. a): Como f € PD(S?*?), segue do Teorema de Schoenberg 4.3.10
que
=Y aCrt (), (5:4)
n=0
onde A = ( D , ay > 0 para todo n € N e a série converge uniformemente.

Aplicando o operador de Montée (5.3) a f e trocando a ordem da integral com a série, temos:

If( Z apICr ! (x) Z bul 6} (x), (5.5)
n=0 n=0

onde b, = a,,C,i“rl (1)>0,paran>0,Y, (b, <coe Cﬁ,f”l sdo os polindmios de Gegenbauer
normalizados.

(i) Afirmamos que a série em (5.5) é absoluta e uniformemente convergente.
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De fato, aplicando o operador Montée, da férmula (5.3), temos,

I£(x) = ¥ b6 (x)

n=0

o, (e

_n;)bnl< l+1(1)>

= ¥ Gty g (O (9 =Gl (1)

I (ch( - Ch(- 1>>>
n=0 r/}—H 1) 21y, Cy);-l(l)

¥ G - iy

= X
Sy 2, !

(5.6)

onde

G (1)
Ch(1)2u,
satisfaz 0 < k,, < 1 para todo n € N. De fato,

n -«—

n n+21)!
Cr)zt—o—l(l) _ (,:31/1) - (n+(1)!(21)71)! 2A(2A +1)

= c%“(l)%l (n+2x+1>2u - (n:%;{i)llim T i+ D2+ 120,

Como yy = A,
(2A+1)
(n+1)(n+2A+1)’

o que implica 0 < k, < 1 para todo n € N.

kn = (5.7)

Note que para cada n € N temos
A
bk (G141 ()= (= 1)) < bk (61 (1) = (= 1)) < bka([(6 1 (0)]+1) < buke2 < 20

Como 2Y " b, < oo, pelo Teste M de Weierstrass, a série em (5.5) € absoluta e uniformemente
convergente.

Prova-se de forma semelhante que Y7 bk, &> i
[—1,1] e que Y77 bk, Sa”nﬂ( 1) < co.
Escolhendo C =Y b, n+1 (—1), temos

(x) converge absoluta e uniformemente em

If(x)+C= Zbk Gl (%), (5.8)

Definindo dy = 0, d,,+1 = byk, paran > 0, e substituindo estes valores em (5.8), obtemos

If(x)+C = do6§ (x) + Z Ay} (x Z A} (x (5.9)

n=
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a qual € uma expansdo de Gegenbauer com d,, > 0 para todo n € Ny, que converge em x = 1.
Portanto, pelo Teorema de Schoenberg 4.3.10, If +C € PD(S%).

Prova de 1. b): Como f € SPD(Sd+2), pelo item /. a), temos If +C € PD(S?). Como
SPD(S92) = PD(S%*2)cus, segue que a série em (5.4) tem infinitos coeficientes com fndices
pares e infinitos com indices impares positivos. Logo, a série (5.9) para I f + C também tem

infinitos coeficientes com indices pares e infinitos com indices impares positivos. Portanto,
If +C € SPD(SY).

Prova de 1. c): Primeiramente vamos assumir que f € PD(S?*2). A nio negatividade de
fem [—1,1] implica a ndo negatividade de I f em [—1, 1], e sabemos que:

[} o5}

1f(x) = Y bukn €} (x) = Y bukn €, 1 (—1). (5.10)
n=0 n=0

Definindo do = — Y2 buka 6

- 1(=1) e dyy1 = byk, para n > 0, reescrevemos (5.10) da forma

If(x) = i dy 6 (x). (5.11)
n=0

Como foi demonstrado no item a), If é uma série absoluta e uniformemente convergente em
[—1, 1]. Portanto, converge em x = 1. Logo basta provar que dy é ndo negativo, para afirmar que
todos os coeficientes da expansdo de Gegenbauer sdo nio negativos, e concluir que If € PD(S?).
De fato, multiplicando a equagio (5.11) por ‘507‘ (x)(1— xz)l_% e integrando no intervalo [—1, 1]
temos:

1

[ WG 00 -2 hde= [ Y 6 0 w1 -
- —tn=0
_OO ! A A )L—%
=Yoo [ GG @0

Como os polindmios de Gegenbauer normalizados ‘Kn’l sdo ortonormais com relacdo a fungao
peso (1 —xz)l_% (ver (3.97), (2.48) e (3.83)) e %Ol (x)=1,

/1 f(x) é(%(x)(l _x2) %dx = 61'0/1 C())L <3C)2(1 xz)li%dx
! -1
= do/]l(l —xz)‘L %dx.

1 z L4 7 ~ .
A= ¢ positiva, e como I f é ndo negativa em [—1, 1], segue

Por outro lado a integral !, (1 —x?)
que a integral f_ll If(x)(1 —xz)’l’%dx ¢ ndo negativa. Assim, podemos deduzir que dy é ndo
negativo. Portanto, d, > O paran >0elf € PD(Sd).

Se assumimos que f € SPD(S?+?), de igual raciocinio como acima If = Y= d,C* € PD(S?)
cujas série tem infinitos coeficientes de indices pares e infinitos de indices impares positivos.

Sd+2)

Prova de 2. Lembremos que PD( cx € o cone de fungOes ndo negativas em

PD(S%*2) que tém todos seus coeficientes (d + 2)-Schoenberg positivos. Se assumirmos que
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f € PD(S"2)cx, por (4.51), temos que f € SPD(S?2). O argumento de 1.a) mostra que
If(x) = Y od, € (x) converge absoluta e uniformemente em [—1, 1]. Por outro lado, argumen-
tos similares aos usados em 1.h) mostram que os coeficientes d, sdo positivos comn > 1. A
positividade da constante dj segue da prova 1.c). Como I f é ndo negativa em [—1, 1], concluimos
que If € PD(S%)cx. O

O seguinte lema mostra que os coeficientes da série de Gegenbauer para a derivada f” de
f podem ser calculados a partir dos coeficientes da série de Gegenbauer para f. Utilizaremos

este resultado para demonstrarmos o teorema sobre o operador Descente.

Lema 5.1.4. Seja f uma fungd@o absolutamente continua em [—1,1]. Se f e f’ tém séries de

Gegenbauer na forma
=Y aclt e =Y b,CH (A0
n=0 n=0

entdo, b, = 2U, a,, paran € N.

Demonstragéo. Multiplicando ambos os lados de f' = Yo b,C*+! por C* (1 —x2)M 1 e

integrando em [—1, 1], obtemos

— LAt 24 DN AT A 2\A+L
-~ ::/lf(x)Cnl ()(1 =) zdx:/lzb,-cj (0)CH] (0)(1 — )+ Hdx
: .y
o
Y / b CH L ()CH ] (x)(1 —x2)H 3
j=07-1

Pela ortogonolidade dos polindmios de Gegenbauer (3.97),

1 1
by | = / lbn,l[Cifll(x)]z(l _ 2y

! 1
=bn-1 / I[Ci_ﬁ‘ ()2 (1 -2 2dx (5.12)

— bnflh)L—H

n—1>

onde

Por outro lado, usando integragc@o por partes temos
. 1 !
booy = / S 61—

= M ) (1 =2 p ()

1 d 1 d 1
-/ 7w {Ecﬁ(l —E G ) _xz)m}dx (5.13)
1 1
= - / Sa —x)he {%Cﬁf(l — ) - M)A+ l)x} dx

d

— /_ 11 F)(1—x2)A2 {cjjl' (x)(2A + Dx— (1 —xz)acj_ﬁl (x)}dx.
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Aplicando a férmula (3.98), a expressao entre colchetes torna-se

G (@A +Dx—(1 —xZ%C,H (x) =
= M ) A+ D)x— [~ (n— DxCH 1 (x) + (n+22)c2 )] OB

= (24 4 n) (xC* L (x) — CH L ().
Uma combinacdo das féormulas (3.99) e (3.100), mostra que

A A n
xcnjll (X) - anZI (X) = 57

=52Cl. A>0. (5.15)

Usando as equacodes (5.14) e (5.15), podemos reescrever (5.13) na forma

1
b =" [ - hc o 516
2A -1
Por (4.48) e (3.96) temos que
by_1 = Mkﬁan, (5.17)

21
visto que
_ fi1f(x)(1 —Xz)l_%C,’}(x)dx
JLICH@P( =) 2y

Pelas equacdes (5.17) e (5.12),

n(2A +n)

by h ) =b, = o

hay,. (5.18)

Agora vamos obter uma expressao para b,_; usando a férmula (3.96) respectivamente para as

constantes ' e hfl_ﬂl. Temos,

. n(2A +n)htay,
T ]
L (n+21)
B 22Tl (n 4 A)T2 () n(2A +n)
- AC(n—1+2(A+1) o n

22A+D=T(n—1)1(n—14+A+1)2(A+1)
22 (= D)IT(n+20)2 (A + 1) n(2A +n)
T 222 IpD(n+2A + 1)I2(A) 24
22T (n+2M)[AL(A)]>  n(2A +n)
TaR2(M)(n+20)C(n+24) 24
=2Aay,.

(5.19)

Assim, b, | =2Aa,, paraA >0encN.
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Agora vejamos o caso em que A = 0. E claro que a,, depende de A e entdio vamos denotar

a(,)l quando A = 0. Pela equagio (5.19) temos

b,—1 =2 lim Aa,
A—0t

=0t A ()21 —x2)A2dx (5.20)

Por (3.90), segue que

@0 -2) R 2.

bn—l 1 —
JLIG)P(1 —x2) " 2dx

(5.21)

]

Na demosntracio de nosso ultimo resultado utilizaremos o conceito de somabilidade de

Abel, que definimos a seguir.

Definicao 5.1.5. A série numérica ), ,a, ¢ Abel somavel se a série
fr) =Y an". (5.22)
n=0

é convergente para todo r € (—1,1). Se f(r) converge para algum limite L quando r — 17,

dizemos que } ;" ja, € Abel convergente para L.

O seguinte lema também serd usado.

Lema 5.1.6. (SZEGO, 1959, Theorem 9.1.3) A série de Gegenbauer (como no Lema 5.1.4)
de uma fungdo continua g em [—1, 1] é Abel somavel em x = 1. Se os termos da série s30 ndo

negativos, entdo sua soma é g(1).

Finalmente podemos provar o teorema para o operador Descente.

Teorema 5.1.7. Suponhamos que f € PD(S?), d > 2, e que f' € C(|—1,1]). Entio,
(i) D(f) € PD(S*+2).
(ii) Se além disso, f € SPD(SY) entdo D(f) € SPD(S4+2).

Demonstragdo. Prova de (i).

a) Afirmamos que f' possui uma representagdo em série de Gegenbauer e converge uniforme-
mente em [—1,1].

De fato, como f’ é continua ela possui uma representagdo em série de Gegenbauer da forma
f'=Xr0 buCyt".
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Alem disso f” é de Lipschitz portanto é uma fung¢@o absolutamente continua em [—1,1].

Dado que
=Y acl e /=Y b,CHY (A>0).
n=0 n=0
Pelo Lema 5.1.4 temos b, | = 2Aa,, para n € N, ou seja todos os coeficientes b, da série de

Gegenbauer de f’ sdo nio negativos.

Assim, o Lema 5.1.6 diz que f’ é Abel somédvel em x = 1. Como seus termos s3o ndo negativos,
entdo sua soma é f'(1).

Lembremos da propriedade ii) da Proposi¢io 4.3.9 que implica |b,C}*!(x)| < b,CA1(1),
para todo x € [—1,1] e todo n € Ng. E como f'(1) = ¥ b,C*>*1(1) < oo, pelo M-Teste de
Weierstrass 4.3.12, f converge uniformemente em [—1, 1].

b) Afirmamos que Df = f'.

Note que F, =Y ajCjL derivdvel em [—1, 1], F,(1) converge para f(1),e F, = ¥} bjCj’q-”rl
converge uniformemente em [—1, 1] para f’(derivada termo a termo). Logo por um conhecido
resultado de célculo Df = f'.

Finalmente as afirmac¢des a) e b) nds proveem a utilizar o critério de Schoenberg 4.3.10 para
concluir que Df € PD(S%+2).

Prova de (ii). Assumindo f € SPD(S?), pelo item (i), temos Df € PD(S%*?). Pelo
Teorema 4.3.16, existem infinitos coeficientes a, com indices pares e infinitos com indices
impares positivos. Como, pelo Lema 5.1.4, os coeficientes b, tém o mesmo sinal dos coeficientes
an, segue que a série de Df tem infintos coeficientes com indices pares e infinitos com indices
fmpares positivos. Portanto, novamente pelo Teorema 4.3.16, Df € PD(S%*2)cys = SPD(S472).

O

Finalizamos nosso trabalhando observando que Beatson e zu Castell também estuda-
ram operadores integrais Ii e diferenciais Di de ordem fraciondria que quando aplicados em
fun¢des definidas positivas e estritamente definidas positivas em esferas reais ainda mantém
tais propriedades alterando dessa vez a dimensdo da esfera de passo um. (veja (BEATSON;
CASTELL, 2016, p.4)). O contetdo de nosso trabalho ndo contém todas as ferramentas para o
desenvolvimento dos resultados em relacdo a estes operadores. Entdo deixamos para um estudo
ha muito aguardado para o futuro, onde poderemos, por exemplo, investigar o comportamento
de operadores similares a Ii e Di para o caso em que forem consideradas fun¢des definidas

positivas no produto S¢ x R¥ ou no produto de esferas S? x SK, d,k > 1.



79

REFERENCIAS

ABRAMOWITZ, M.; STEGUN, 1. A. Handbook of Mathematical Functions. Mineola: Dover
Publications, 1965. Citado na pagina 54.

ATKINSON, K.; HAN, W. Spherical Harmonics and Approximations on the Unit Sphere:
An Introduction. New York: Springer, 2012. Citado nas paginas 21, 23, 24, 26, 27, 31, 37, 42,
47 e 48.

BACHOC, F.;; PORCU, E.; BEVILACQUA, M.; FURRER, R.; T., F. Asymptotically equivalent
prediction in multivariate geostatistics. Bernoulli, p. arXiv:2007.14684, 2020. Citado na pagina
18.

BEATSON, R.; CASTELL, W. Z. One-step recurrences for stationary random fiels on the sphere.
SIGMA Symmetry, Integrability and Geometry: Methods and Applications, v. 12, n. 043,
p.- 19, 2016. Citado na pagina 78.

. Dimension hopping and families of strictly positive definite zonal basis functions on
spheres. Journal of Approximation Theory, v. 221, p. 22-37, 2017. Citado nas paginas 19
e7l.

BERG, C. Stieltjes-Pick-Bernstein-Schoenberg and their connection to complete monotonicity.
Positive Definite Functions: From Schoenberg to Space-Time challenges, p. 15-45, 2008.
Disponivel em: <http://www.math.ku.dk/~berg/manus/castellon.pdf>. Citado na pédgina 17.

BERG, C.; CHRISTENSEN, J. P. R.; RESSEL, P. Harmonic Analysis on Semigroups: Theory
of Positive Definite and Related Functions. New York: Springer, 1984. Citado nas pdginas 17
e 55.

BINGHAM, N. H.; SYMONS, T. L. Probability, Statistics and Planet Earth, I: Geotemporal
covariances. Methodology (arXiv:1706.02972), 2017. Citado na pagina 18.

BOCHNER, S. Monotone Funktionen, Stieltjessche Integrale und harmonische Analyse. Math.
Ann., v. 108, n. 1, p. 378-410, 1933. ISSN 0025-5831. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.
1007/BF01452844>. Citado na pagina 17.

CHEN, D.; MENEGATTO, V. A.; SUN, X. A necessary and sufficient condition for
strictly positive definite functions on spheres. Proc. Amer. Math. Soc., v. 131, n. 9, p.
2733-2740 (electronic), 2003. ISSN 0002-9939. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1090/
S0002-9939-03-06730-3>. Citado nas paginas 17, 55 e 69.

CHENEY, E. W. Approximation using positive definite functions. In: Approximation Theory
VIII, Vol. 1 (College Station, TX, 1995). [S.1.]: World Sci. Publ., River Edge, NJ, 1995, (Ser.
Approx. Decompos., v. 6). p. 145-168. Citado na pagina 18.

CHENEY, E. W.; SUN, X. Interpolation on spheres by positive definite functions. In: Appro-
ximation Theory. New York: Dekker, 1998, (Monogr. Textbooks Pure Appl. Math., v. 212). p.
141-156. Citado na péagina 68.


http://www.math.ku.dk/~berg/manus/castellon.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/BF01452844
http://dx.doi.org/10.1007/BF01452844
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-03-06730-3
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-03-06730-3

80 Referéncias

DALEY, D. J.; PORCU, E. Dimension walks and Schoenberg spectral measures. Proc. Amer.
Math. Soc., v. 142, n. 5, p. 1813-1824, 2014. ISSN 0002-9939. Disponivel em: <http://dx.doi.
org/10.1090/S0002-9939-2014-11894-6>. Citado na pagina 18.

DU, J.; MA, C.; LI, Y. Isotropic variogram matrix functions on spheres. Math. Geosci.,
v. 45, n. 3, p. 341-357, 2013. ISSN 1874-8961. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1007/
s11004-013-9441-x>. Citado na pagina 18.

EMERY, X.; ARROYO, D.; MERY, N. Twenty-two families of multivariate covariance kernels
on spheres, with their spectral representations and sufficient validity conditions. Stochastic
Environmental Research and Risk Assessment, Springer, 2021. Citado na pigina 18.

FASSHAUER, G. E. Positive definite kernels: Past, present and future. In: Proceedings of
the Workshop on Kernel Functions and Meshless Methods. Gotingen: Dolomites Research
Notes on Approximation, 2011. v. 4, p. 21-63. Citado na pagina 17.

FASSHAUER, G. E.; SCHUMAKER, L. L. Scattered data fitting on the sphere. In: Mathemati-
cal methods for curves and surfaces, I1 (Lillechammer, 1997). Nashville, TN: Vanderbilt Univ.
Press, 1998, (Innov. Appl. Math.). p. 117-166. Citado na pégina 18.

FREEDEN, W.; MICHEL, V.; NUTZ, H. Satellite-to-satellite tracking and satellite gravity
gradiometry (advanced techniques for high-resolution geopotential field determination). Journal
of Engineering Mathematics, v. 43, n. 1, p. 19-56, 2002. ISSN 0022-0833. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1023/A:1016577524288>. Citado na pagina 18.

HORN, R. A.; JOHNSON, C. R. Matrix Analysis. New York: Cambridge University Press,
2013. Citado nas paginas 55 e 58.

LIGHT, W. A.; CHENEY, E. W. Interpolation by periodic radial basis functions. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, v. 168, n. 1, p. 111-130, 1992. ISSN 0022-247X.
Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1016/0022-247X(92)90193-H>. Citado na pagina 18.

MATHIAS, M. Uber positive Fourier-Integrale. Math. Z., v. 16, n. 1, p. 103-125, 1923. ISSN
0025-5874. Disponivel em: <https://doi.org/10.1007/BF01175675>. Citado na pagina 64.

MULLER, C. Analysis of spherical symmetries in Euclidean spaces. New York: Springer-
Verlag, 1998. v. 129. viii+223 p. (Applied Mathematical Sciences, v. 129). ISBN 0-387-94949-6.
Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4612-0581-4>. Citado na pagina 31.

NARCOWICH, F. J. Recent developments in approximation via positive definite functions.
In: Approximation theory IX, Vol. 2 (Nashville, TN, 1998). Nashville, TN: Vanderbilt Univ.
Press, 1998, (Innov. Appl. Math.). p. 221-242. Citado na pagina 17.

PORCU, E.; BEVILACQUA, M.; GENTON, M. G. Spatio-Temporal Covariance and Cross-
Covariance Functions of the Great Circle Distance on a Sphere. J. Amer. Statist. Assoc., v. 111,
n. 514, p. 888-898, 2016. ISSN 0162-1459. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1080/01621459.
2015.1072541>. Citado na pégina 18.

RON, A.; SUN, X. Strictly positive definite functions on spheres in Euclidean spaces. Math.
Comp., v. 65, n. 216, p. 1513-1530, 1996. ISSN 0025-5718. Disponivel em: <http://dx.doi.org/
10.1090/S0025-5718-96-00780-6>. Citado na pigina 68.

SASVARI, Z. Positive definite and definitizable functions. [S.l.]: Akademie Verlag, Berlin,
1994. v. 2. 208 p. (Mathematical Topics, v. 2). ISBN 3-05-501446-4. Citado na pagina 17.


http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-2014-11894-6
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-2014-11894-6
http://dx.doi.org/10.1007/s11004-013-9441-x
http://dx.doi.org/10.1007/s11004-013-9441-x
https://doi.org/10.1023/A:1016577524288
http://dx.doi.org/10.1016/0022-247X(92)90193-H
https://doi.org/10.1007/BF01175675
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4612-0581-4
http://dx.doi.org/10.1080/01621459.2015.1072541
http://dx.doi.org/10.1080/01621459.2015.1072541
http://dx.doi.org/10.1090/S0025-5718-96-00780-6
http://dx.doi.org/10.1090/S0025-5718-96-00780-6

Referéncias 81

SCHOENBERG, 1. J. Positive definite functions on spheres. Duke Math. J., v. 9, p. 96109,
1942. Citado nas paginas 17, 55 e 67.

SCHREINER, M. On a new condition for strictly positive definite functions on spheres. Proc.
Amer. Math. Soc., v. 125, n. 2, p. 531-539, 1997. ISSN 0002-9939. Disponivel em: <http:
/ldx.doi.org/10.1090/S0002-9939-97-03634-4>. Citado na pdgina 68.

SZEGO, G. Orthogonal polynomials. Providence, R.I.: American Mathematical Society, 1959.
ix+421 p. (American Mathematical Society Colloquium Publications, Vol. 23. Revised ed).
Citado nas pédginas 52 e 77.

XU, Y.; CHENEY, E. W. Strictly positive definite functions on spheres. Proc. Amer. Math. Soc.,
v. 116, n. 4, p. 977-981, 1992. ISSN 0002-9939. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.2307/
2159477>. Citado nas péaginas 55 e 69.


http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-97-03634-4
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-97-03634-4
http://dx.doi.org/10.2307/2159477
http://dx.doi.org/10.2307/2159477




INDICE REMISSIVO

(+,")ga-1,23 A, 66
( 9 )]I—]Id 27 A'na 45
(-, )ds HY, 26
AT, 22 N, 21
A*, 22 No, 21
C([-1,1]),23 09,24
c(s* 1), 23 0(-),25
C*, 50 R, 21
Df,71 RY, 21
If, 71 Ry, 21
Ll(Sdfl)’z?) ]Rar,ZI

1 S4=1.22
Liy_3(—1,1), 43 ,
LZ(Sd—l)’ 23 V, 39
L., 29 Vi LV, 26
Mim(C), 22 Yu(R?), 27

d

Mo (R), 22 Y’j{ 32
M,(C), 22 G, 67
Nua 27 P> 38
PD(S%)cs, 69 Ha, 71
PD(S%)cx, 69 ©, 59
PD(S?), 68 9*’ o4
PA(s), 31 €% 55

" dsi—1,23
SPD(S%), 68 ’
T. 52 ej, 22

n» ’ 25
Uy, 52 ;A 43
[-].22 >

) X(d),22
Af, 27 Abel somavel, 77
A(d), 27 )
I 23 Coeficientes d-Schoenberg, 67
| ’| 9 Cone, 68
S9-1, 24 Derivada
0 k> 33 dos polindmios de Legendre, 49

83



84 Referéncias

dos polindmios de Gegenbauer, 52 Nicleo, 60
Descente, 71 definido positivo, 60
Descomposicao de uma matriz Hermitiana, de base radial, 63
58 estritamente definido positivo, 60
Distancia geodésica, 64 isotrépico, 64
radial, 63
Espago zonal, 63

dos harmonicos esféricos, 32

dos polindmios homogéneos Operador

harmonicos, 27
invariante, 26
irredutivel, 26
primitivo, 26
redutivel, 26

Funcdo
de base radial, 63
definida positiva em R, 65
definida positiva em S¢, 65
Delta de Kronecker, 33
estritamente definida positiva, 68
Gamma, 23

harmonica, 27

Descente, 71
Montée, 71
projecio sobre Y, 38

Ortogonalidade dos polindmios

de Gegenbauer, 53
de Legendre, 46

Polindmio

de Chebychev de primeiro tipo, 52
de Chebychev de segundo tipo, 52
de Gegenbauer, 50
de Gegenbauer normalizado, 67
de Legendre, 31

standard, 31, 47

radial, 63 harmonico de Legendre, 29
zonal, 63 homogéneo, 26
Férmula Produto

de Funk-Hecke, 45
de Rodrigues, 47

Irredutibilidade dos harmonicos esféricos,
35

Matriz
definida positiva, 55
estritamente definida positiva, 55

Hermitiana, 55
Montée, 71

Norma, 22

de Hadamard, 59
de Schur, 59
interno real, 22

Projecao, 38

Série

Abel somavel, 77
de Gegenbauer, 67

Teorema

da Adic¢ao, 33
de Schoenberg, 67

Teste M de Weirestrass, 68



SSSSSSSSS



	Folha de rosto
	Title page
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Harmônicos esféricos
	Notações e definições básicas
	Espaço dos Polinômios Homogêneos Harmônicos
	Harmônicos de Legendre e Polinômios de Legendre Pnd

	Harmônicos Esféricos Ynd 

	Polinômios de Legendre e de Gegenbauer
	Operador Projeção sobre Ynd e Ortogonalidade dos Polinômios de Legendre
	Fórmula de Funk–Hecke
	Algumas Fórmulas e a Derivada de Pnd
	Polinômios de Gegenbauer
	Ortogonalidade dos Polinômios de Gegenbauer


	Funções Definidas Positivas
	Matrizes Definidas Positivas
	Núcleos Definidos Positivos
	Funções Definidas Positivas 

	Operadores de Montée e Descente na esfera
	Operadores Montée e Descente na esfera

	Referências
	ÍNDICE REMISSIVO

