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RESUMO

FIGUR, A. Extração de características robustas de superfícies NURBS. 2022. 67
p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Ciências de Computação e Matemática Computa-
cional) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo,
São Carlos – SP, 2022.

As características robustas são pontos e curvas com propriedades geométricas importan-
tes de uma superfície. No caso de rostos humanos, o nose ridge já é uma característica
conhecida e utilizada em métodos de reconhecimento facial. Esperamos que outras ca-
racterísticas robustas avancem e melhorem as ferramentas e métodos para identificação
e reconstrução de rostos humanos. O objetivo deste projeto é implementar um algoritmo
de extração de curvas ridge e pontos umbílicos sobre superfícies NURBS. Esperamos que
este trabalho abra caminho para que tenhamos um melhor entendimento da geometria do
rosto humano no futuro.

Palavras-chave: Características Robustas, Curva Ridge, Superfícies parametrizadas por
B-Splines, Reconhecimento Facial, Geometria Diferencial.





ABSTRACT

FIGUR, A. Extraction of Robust Features from NURBS surfaces. 2022. 67 p. Dis-
sertação (Mestrado em Ciências – Ciências de Computação e Matemática Computacional)
– Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São
Carlos – SP, 2022.

Robust features are points and curves which encode important geometric properties of
a surface. Regarding human faces, the nose ridge is an already known robust feature
and is used in facial recognition methods. We expect other robust features to advance
and improve tools and methods for human faces identification and reconstruction. The
aim of this project is to implement an extraction algorithm of ridge curves and umbilic
points on NURBS surfaces. We expect this work opens the way for we to have a better
understanding of the geometry of human faces in the future.

Keywords: Robust Features, Ridge Curve, surfaces parameterized by B-Splines, Facial
Recognition, Differential Geometry.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

O termo “características robustas” é utilizado para denominar as características que po-
dem ser acompanhadas quando uma superfície sofre deformações.

A primeira descrição conhecida sobre a extração de características robustas de um
rosto humano foi feita por Hilbert e Cohn-Vossen (1990, p. 198). Eles contam que Felix
Klein queria testar a hipótese de que a beleza de uma face estava ligada a algumas relações
matemáticas. Klein não atingiu seu objetivo, mas no processo desenhou sobre o busto de
Apolo Belvedere um tipo de característica robusta, a curva parabólica1, como podemos
ver na Figura 1.

Figura 1 – Curvas desenhadas sobre o busto de Apolo Belvedere por Felix Klein.

Fonte: Klein (ano desconhecido).

O trabalho de Porteous (1994) foi pioneiro na descrição da geometria das caracte-
rísticas robustas. Até então elas haviam recebido pouquíssima atenção dos livros texto de
1 Das características robustas conhecidas, a curva parabólica é a que possui os cálculos mais

simples de serem diretamente calculados
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Geometria Diferencial. Porteous destaca em Porteous (1994, p. 287) que a partir do final
do século XX as características robustas passaram a ser de grande interesse na área de
Visão Computacional.

Na literatura sobre características robustas nos deparamos com a extração de
curvas ridge (um tipo de característica robusta) de bustos como o de Max Planck ou de
David de Michelangelo. Essas extrações foram feitas por Ohtake, Belyaev e Seidel (2004)
e Cazals e Pouget (2005). Na Figura 2 é possível comparar que em ambos os bustos as
curvas ridge aparecem em regiões semelhantes.

Na verdade, como descrito por Hallinan et al. (2018, p. 203-204), já se utilizam as
curvas ridge que se destacam no nariz para auxiliar alguns algoritmos de reconhecimento
de rostos humanos. Hallinan et al. (2018, p. 139), inclusive, classifica quais tipos de curvas
ridge são mais salientes ao olho nu de um observador.

Figura 2 – Curvas ridge destacadas nos bustos.

(a) Max Planck

Fonte: Ohtake, Belyaev e Seidel
(2004).

(b) David de Michelangelo

Fonte: Cazals e Pouget (2005).

Isso levanta um questionamento semelhante ao de Felix Klein. Não no que diz
respeito à beleza, mas será os padrões que nós, humanos, percebemos nos rostos de outros
humanos poderiam ser codificados pela geometria? Será que os rostos humanos apresentam
sempre as mesmas características robustas? Seria possível reconhecer e distinguir faces
apenas com as características robustas? Nesse sentido, seria possível reconstruir um rosto
humano apenas com informações sobre suas características robustas?

Como já ressaltado, o livro escrito por Hallinan et al. (2018) mostra que o nose
ridge2 já é conhecido e utilizado em algoritmos de reconhecimento facial. Apesar disso,
de todos os artigos que pesquisamos sobre extração das Curvas Ridge em superfícies
2 Ridge do nariz, numa tradução livre
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parametrizadas até o momento, principalmente os que a extraíram de rostos humanos,
nenhum seguiu pelo caminho de responder as perguntas que apresentamos.

Para responder essas perguntas que apresentamos, uma etapa que precisamos re-
alizar é extrair essas curvas dos rostos humanos. Mas como? Podemos representar rostos
humanos utilizando superfícies. Ou seja, uma etapa anterior à extração dessas caracte-
rísticas robustas de rostos humanos consiste em extrair essas características robustas de
superfícies. Mas quais superfícies? Utilizamos a literatura da área de extração de carac-
terísticas robustas para tomar essa decisão. Destacamos aqui o trabalho feito por Mari,
Hetroy-Wheeler e Subsol (2020), que fizeram um levantamento bibliográficos dos méto-
dos conhecidos até 2019 para extração de curvas ridge de superfícies parametrizadas e,
também, de superfícies formadas por malhas e nuvens de pontos.

Pela ligação direta entre superfícies parametrizadas e a teoria da Geometria Dife-
rencial, na qual é possível definir e estudar as propriedades das características robustas,
optamos por trabalhar com superfícies parametrizadas. Dentre as superfícies parametriza-
das, optamos por trabalhar com superfícies NURBS, pelo abrangente referencial teórico
disponível sobre sua representação computacional e por serem há décadas utilizadas em
modelagem computacional, em programas de CAD.

A nossa principal referência foi um método de continuação para traço de curvas
ridge implementado por Musuvathy et al. (2011). Esse artigo utiliza-se de métodos simbó-
licos para implementar o método de continuação que resulta na curva ridge. Nos baseamos
nesse algoritmo para implementar um método de continuação numérica, feito em Matlab.
A seguir, apresentamos uma breve descrição do método realizado por Musuvathy et al.
(2011).

A ideia principal do algoritmo para traçar curvas ridges do artigo de Musuvathy et
al. (2011) é utilizar as direções principais e o plano tangente em um ponto na superfície.

O algoritmo de continuação apresentado no artigo necessita de pontos de partida. A
partir deles, a estratégia de busca dos pontos da curva se aproveita do fato de que os ridges
de uma curvatura principal específica intersectam sua direção principal correspondente
transversalmente, exceto nos pontos de virada (Definição 20), que são pontos isolados
nos ridges. O artigo garante que a sequência de etapas realizada converge para um ponto
ridge. Veja a seguir a estrutura do algoritmo de Musuvathy et al. (2011):

1. Pontos de Partida3: obtém-se como pontos de partida para o traço das curvas os
pontos críticos das curvaturas principais e pontos umbílicos da superfície. Utiliza-se
um método de subdivisão do domínio para obter os pontos com o nível de precisão
desejado.

3 Seed points, no artigo.
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2. Avançar4: partindo de um ponto ridge azul ou vermelho, obtém-se um ponto no
plano tangente na direção principal oposta à desse ponto ridge. Esse ponto no plano
tangente é, então, projetado na superfície.

3. Esgueirar5: Partindo de um ponto na superfície, obtém-se um ponto no plano
tangente na mesma direção principal da curva ridge a ser buscada. Esse ponto no
plano tangente é, então, projetado na superfície. Esta etapa é iterada até se encontrar
um ponto na superfície que satisfaça a condição de ridge (Equações 2.17 e 2.18).

O algoritmo de traço das curvas consiste em executar os dois métodos apresentados
iterativamente até atingir uma condição de parada retorna uma sequência de pontos que
forma uma aproximação polinomial da curva ridge a qual o ponto de partida pertence.
Mesmo sendo um artigo publicado em 2011, ainda é um trabalho que se encontra no
estado da arte de extração de ridges, como mostra o levantamento bibliográfico realizado
por Mari, Hetroy-Wheeler e Subsol (2020).

Nos utilizamos desses mesmos conceitos apresentados por Musuvathy et al. (2011)
para construir nosso algoritmo. Detalhamos esses conceitos no Capítulo 2.

Vale ressaltar aqui que a extração de curvas ridges em superfícies não é uma
tarefa computacionalmente simples. As equações que definem essas curvas dependem das
derivadas de terceira ordem de uma superfície, como pode ser visto na Definição 18 da
Seção 2.2. O trabalho realizado por Cazals et al. (2006) aponta as dificuldades de se
calcular ridges em torno dos pontos umbílicos, pontos roxos e dos pontos de virada. O
artigo apresenta o primeiro trabalho que se tem notícia capaz de extrair as curvas ridge
com precisão em torno desses pontos importantes. Isso é feito utilizando ferramentas
de cálculos simbólicos, como o Maple, e é um trabalho importante até os dias atuais.
Utilizamos esse trabalho para validação dos resultados dessa dissertação.

Escolhemos trabalhar com superfícies parametrizadas, pois nos permite trabalhar
com superfícies NURBS. A teoria das curvas NURBS é bastante antiga na história da
computação e até hoje é padrão em diversos softwares de CAD6. É também o mesmo tipo
de superfície utilizada no trabalho de Musuvathy et al. (2011). É possível encontrar na
literatura uma grande quantidade de métodos para trabalhar com elas, como podemos ver
nos trabalhos de Piegl e Tiller (1997) e Rogers (2000). Essas referências foram utilizadas
para construir as funções capazes de definir e operar sobre as superfícies que extraímos
as curvas ridge, como apresentamos na Seção 3.1.

As três etapas do método de continuação desenvolvido por Musuvathy et al. (2011)
que enumeramos acima são muito parecidas com a dos métodos de continuação numérica
4 Advance step, no artigo.
5 Slide step, no artigo.
6 Computer Aided Design.
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do tipo preditor-corretor, já bem estabelecidos na literatura. Com base na teoria apresen-
tada por Allgower e Georg (2003), é possível notar que com uma superfícies NURBS de
grau suficientemente grande (≥ 5), as curvas ridge dessa superfície satisfazem as condições
necessárias para alguns dos métodos preditor-corretor do livro.

Nesta dissertação, apresentamos uma implementação do método preditor-corretor
de continuação numérica baseado no Método de Euler-Newton com Adaptação do Tama-
nho do Passo via Estimativas Assintóticas apresentado por Allgower e Georg (2003). A
estrutura do nosso algoritmo é muito parecida com a estrutura do algoritmo de Musu-
vathy et al. (2011) que apresentamos: no Capítulo 3 apresentamos como obtemos pontos
de partida para, no Capítulo 4, implementar o método preditor-corretor citado.

Todas as etapas necessárias para a construção do algoritmo de extração de ridges
de superfícies NURBS foram desenvolvidas utilizando métodos numéricos em MATLAB
com a versão R2015a do programa/linguagem.

1.1 Organização

As perguntas que apresentamos são bastante ambiciosas. Vinculado ao Projeto Temático
da FAPESP “Teoria de Singularidades e aplicações à geometria diferencial e visão com-
putacional” (processo No 2019/07316-0), este trabalho não tem a intenção de responder
a todas elas, mas pretende abrir o caminho para isso. A base teórica, desenvolvimento,
resultados e discussões estão distribuídas nesta dissertação da seguinte forma:

Capítulo 2 Apresentamos uma fundamentação sobre curvas e superfícies na lin-
guagem da Geometria Diferencial para, no mesmo capítulo, definir
características robustas. Também apresentamos os conceitos numéri-
cos necessários para o desenvolvimento do trabalho, como superfícies
NURBS e métodos para solução de equações.

Capítulo 3 Este capítulo apresenta a primeira parte do algoritmo desenvolvido
durante este projeto de mestrado. Nele estão os cálculos necessários
e a descrição do algoritmo para obter pontos umbílicos (que são
características robustas) de uma superfície e pontos de partida para
traçar curvas ridge (outra característica robusta).

Capítulo 4 Este capítulo apresenta a segunda parte do algoritmo desenvolvido
durante este projeto de mestrado. Nele estão os cálculos necessários
e a descrição de um algoritmo preditor-corretor utilizado para obter
o traço de curvas ridge numa superfície NURBS.
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Capítulo 5 Neste capítulo apresentamos os resultados obtidos a partir do algo-
ritmo apresentados nos capítulos 3 e 4. Também apresentamos o
trabalho que desenvolvemos para validar os resultados do algoritmo.

Capítulo 6 Apresentamos as limitações da nossa abordagem, bem como os pos-
síveis caminhos que outros trabalhos poderão seguir a partir dela.
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CAPÍTULO

2
CONCEITOS TEÓRICOS

Neste Capítulo apresentamos os conceitos teóricos necessários para fundamentar os al-
goritmos e resultados apresentados nesta dissertação. Outra finalidade deste capítulo é
estabelecer as notações utilizadas ao longo do presente texto.

Na Seção 2.1, apresentamos alguns conceitos da Geometria Diferencial sobre su-
perfícies parametrizadas. Estabelecemos apenas as notações e resultados necessários para
as ferramentas que serão utilizadas neste trabalho. O autor do Carmo (2016) aprofunda
a teoria de Geometria Diferencial apresentada aqui.

Na Seção 2.2 apresentamos a definição de ridges e de outras características robustas.
Os conceitos são apresentados sob o ponto de vista da Geometria Diferencial, mas as
características robustas são também estudadas utilizando a Teoria de Singularidades. Os
autores Izumiya et al. (2016) aprofundam esse assunto.

Na Seção 2.3 apresentamos a definição de superfícies NURBS (acrônimo para Non
Uniform Rational B-Splines) e damos algumas de suas particularidades úteis a este tra-
balho. Um aprofundamento da teoria apresentada aqui foi elaborado pelos autores Piegl
e Tiller (1997) e Rogers (2000).

Na Seção 2.4 apresentamos dois métodos numéricos utilizados para encontrar solu-
ções de aplicações lineares. Cada um dos métodos apresenta condições iniciais diferentes,
que terão aplicações específicas ao longo deste trabalho.

2.1 Superfícies parametrizadas

As definições apresentadas nesta seção têm o fim de permitir o cálculo das curvaturas
principais de uma superfície parametrizada. Elas são importantes para definir e calcular
diversas curvas robustas.
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Definição 1 (Aplicação diferenciável). Seja Φ : U ⊂ Rn −→ Rm uma aplicação dada por:

Φ(x1, . . . ,xn) = ( f1(x1, . . . ,xn), . . . , fm(x1, . . . ,xn))
T ,

onde cada fi é uma função de U ⊂ Rn em R. Dizemos que Φ é diferenciável no ponto
q ∈ U se as derivadas parciais de cada fi existem e são contínuas no ponto q. Dizemos
que a aplicação Φ é diferenciável se ela for diferenciável em todo ponto de U . A função
Φ é dita de classe Cn se todas as derivadas parciais de ordem n de cada fi existem e são
contínuas.

Definição 2 (Derivada num ponto). Seja Φ : U ⊂Rn −→Rm uma aplicação diferenciável
e q ∈U . Definimos a derivada de Φ no ponto q como a matriz m×n

dΦq =


∂ f1
∂x1

(q) . . . ∂ f1
∂xn

(q)
... . . . ...

∂ fm
∂x1

(q) . . . ∂ fm
∂xn

(q)

 . (2.1)

Essa matriz está expressa nas bases canônicas de Rn e Rm. Ela também é chamada de
Matriz Jacobiana.

Definição 3 (Superfície regular). Um subconjunto S ∈ R3 é uma superfície regular se,
para cada ponto p ∈ S existe uma vizinhança V ∈R3 e uma aplicação sobrejetora Φ : U ⊂
R2 −→V ∩S (U é aberto) que satisfaça as seguintes condições:

i) A aplicação Φ é diferenciável;

ii) A aplicação Φ é um homeomorfismo, ou seja, possui inversa Φ−1 contínua;

iii) (Condição de regularidade) Para todo ponto q ∈ U a derivada dΦq : R2 −→ R3 é
injetora, ou seja, as colunas da Matriz Jacobiana dΦq são linearmente independentes.

A aplicação Φ é chamada de parametrização local de S.

Definição 4. (Curva regular em uma superfície) Seja S uma superfície e Φ : U ⊂ R2 −→
S ⊂ R3 uma parametrização local de S. Seja α : I ⊂ R−→U ⊂ R2 uma curva regular (ou
seja, α é diferenciável e α ′(t) ̸= 0 para todo t ∈ I). Dizemos que a curva β : I ⊂R−→ S⊂R3

dada por β (t) = Φ◦α(t) é uma curva regular na superfície Φ(U)⊂ S.

Definição 5 (Derivada de uma curva na Superfície). Seja β : I ⊂ R −→ S ⊂ R3 uma
curva regular da forma β (t) = Φ ◦α(t) na superfície S, parametrizada localmente por
Φ : U ⊂ R2 −→ S ⊂ R3. Então β é diferenciável e sua derivada em t ∈ I é dada por:

β ′(t) = dΦ(α(t))α ′(t). (2.2)

Chamamos esse vetor β ′(t) ∈ R3 de vetor tangente à curva β no ponto t.
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Definição 6 (Plano tangente). Seja S uma superfície parametrizada localmente por Φ :
U ⊂ R2 −→ S ⊂ R3 e seja p = Φ(q) um ponto em S. Definimos o plano tangente de
S no ponto p como o subespaço linear TpS ⊂ R3 gerado pelos vetores ∂Φ

∂x (q) e ∂Φ
∂y (q).

Equivalentemente: TpS = dΦq(R2).

A Figura 3 dá uma ilustração de uma curva regular β em uma superfície S. Note
que a derivada da curva no ponto p pertence ao plano tangente sa Superfície nesse mesmo
ponto.

Figura 3 – Uma curva numa superfície e a reta tangente em um de seus pontos. Representamos
TpS como um plano afim que contém o ponto p.

Definição 7 (Curvas transversais). Duas curvas regulares em uma superfícies S se inter-
sectam transversalmente em um ponto p ∈ S (ou são transversais em p) se seus vetores
tangentes em p não são paralelos. Equivalentemente, se seus vetores tangentes geram o
plano tangente TpS.

Definição 8 (Primeira Forma Fundamental). Seja S uma superfície parametrizada lo-
calmente por Φ : U ⊂ R2 −→ S ⊂ R3. No plano tangente a um ponto p = Φ(q) podemos
induzir um produto interno a partir do produto interno canônico de R3. Esse produto in-
terno induzido corresponde a uma forma quadrática Ip : TpS −→R dada por Ip(u) = ⟨u,u⟩p.
Essa forma quadrática é chamada de Primeira Forma Fundamental. As funções:

E =

⟨
∂Φ
∂x

,
∂Φ
∂x

⟩
, F =

⟨
∂Φ
∂x

,
∂Φ
∂y

⟩
, G =

⟨
∂Φ
∂y

,
∂Φ
∂y

⟩
.

são chamadas coeficientes da primeira forma fundamental. Temos Ip(u) = vT Ip v, onde
u = dΦq(v) e

Ip =

[
E F

F G

]
. (2.3)

É possível definir um vetor normal à superfície em qualquer ponto dela a partir
dessa definição do plano tangente. Uma ilustração dessa construção pode ser vista na
Figura 4. A definição formal desse vetor normal pode ser vista a seguir:
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Definição 9 (Aplicação de Gauss). Seja S uma superfície parametrizada localmente por
Φ : U ⊂ R2 −→ S ⊂ R3. Definimos um vetor normal unitário no ponto p = Φ(q) pelo
produto vetorial normalizado das derivadas parciais de Φ:

N(p) =
∂Φ
∂x × ∂Φ

∂y∥∥∥∂Φ
∂x × ∂Φ

∂y

∥∥∥(q). (2.4)

A aplicação N é chamada aplicação de Gauss.

Figura 4 – Um ponto numa esfera com seu respectivo plano tangente e vetor normal.

Definição 10 (Segunda Forma Fundamental). Seja S uma superfície parametrizada local-
mente por Φ : U ⊂R2 −→ S ⊂R3 de classe C2. Definimos a Segunda Forma Fundamental
pela forma quadrática Πp : TpS −→ R dada por Πp(u) = ⟨u,dNp(u)⟩. As funções:

e =
⟨

N,
∂ 2Φ
∂x2

⟩
, f =

⟨
N,

∂ 2Φ
∂x∂y

⟩
, g =

⟨
N,

∂ 2Φ
∂y2

⟩
.

são chamadas coeficientes da segunda forma fundamental. Temos Πp(u) = vT Πp v, onde
u = dΦq(v) e

Πp =

[
e f

f g

]
. (2.5)

A Primeira Forma Fundamental é utilizada para construir uma métrica sobre a
superfície S. Já a Segunda Forma Fundamental indica a “taxa de variação” dos planos
tangentes em cada ponto da superfície. Essas intuições são úteis para entender os conceitos
que definiremos a seguir.

Definição 11 (Aplicação de Weingarten). Seja S uma superfície de classe C2 parame-
trizada localmente por Φ : U ⊂ R2 −→ S ⊂ R3. A Aplicação de Gauss N : S −→ S2 é
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diferenciável. Sua derivada num ponto p = Φ(q) é a função dNp : TpS −→ TpS que pode
ser expressa por uma multiplicação de matrizes utilizando a Primeira e a Segunda Forma
Fundamental:

dNp =−I−1
p Πp =−W (2.6)

A aplicação W é conhecida como Aplicação de Weingarten e pode ser representada pelos
Coeficientes de Weingarten derivados da Primeira e Segunda Forma Fundamental:

w1,1 =
eG− f F
EG−F2 , w1,2 =

f G−gG
EG−F2 , w2,1 =

f E − eF
EG−F2 , w2,2 =

gE − f F
EG−F2 .

Para u = dΦq(v), temos dNp
(
dΦq(v)

)
=−W (v), onde

W =

[
w1,1 w1,2

w2,1 w2,2

]
. (2.7)

Definição 12 (Curvaturas e direções principais). Seja S uma superfície parametrizada
localmente por Φ : U ⊂R2 −→ S ⊂R3. Denotamos por d1 e d2 os autovetores da aplicação
de Weingarten, que são chamados de direções principais. Seus autovalores associados κ1

e κ2 são chamados de curvaturas principais da superfície S no ponto p. Estas últimas
podem ser calculadas através dos coeficientes da primeira e segunda forma fundamental
da seguinte maneira:

κ1 =
−B+

√
B2 −4AC

2A
e κ2 =

−B−
√

B2 −4AC
2A

, onde: (2.8)

A = EG−F2, B = 2 f F − eG−gE, C = eg− f 2.

Temos que κ1 ≥ κ2 e, a partir disso, podemos obter as direções principais da seguinte
maneira:

d1 =

[
κ1F − f

e−κ1E

]
e d2 =

[
κ2F − f

e−κ2E

]
. (2.9)

Observação 1. É importante ressaltar que as curvaturas principais são funções κi : U ⊂
S −→ R, com i = 1,2.

Definição 13 (Ponto umbílico). Seja S uma superfície regular parametrizada localmente
por Φ : U ⊂R2 −→ S ⊂R3. Um ponto p=Φ(q) é chamado ponto umbílico se κ1(q) = κ2(q).

Uma curva em S tangente em todos os seus pontos a uma direção principal é cha-
mada de linha de curvatura de S. Em cada ponto não umbílico da superfície passam
duas linhas de curvatura ortogonais. Como descrito por Sotomayor e Gutierrez (1982) e
Bruce e Fidal (1989), nos pontos umbílicos as linhas de curvatura de comportam generi-
camente de três maneiras distintas, como indicado na Figura 5.
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Figura 5 – Comportamento genérico das linhas de curvatura associadas (linhas contínuas e pon-
tilhadas) no domínio de uma superfície na vizinhança de um ponto umbílico (Soto-
mayor e Gutierrez (1982), BRUCE (1984), Bruce e Fidal (1989)).

(a) Lemon (b) Star (c) Monstar

Definição 14 (Curvatura gaussiana). Seja S uma superfície parametrizada localmente
por Φ : U ⊂ R2 −→ S ⊂ R3. O determinante da derivada da aplicação de Gauss dNp é
chamado de curvatura gaussiana da superfície S no ponto p = Φ(q). Podemos expressá-la
em termos das curvaturas principais como:

K(q) = κ1(q)κ2(q), (2.10)

e em termos dos coeficientes de Weingarten como:

K(q) =
eg− f 2

EG−F2 (q). (2.11)

Definição 15 (Curvatura média). Seja S uma superfície parametrizada por Φ : U ⊂
R2 −→ S ⊂ R3. A metade do traço da aplicação de Weingarten é chamado de curvatura
média da superfície S no ponto p = Φ(q). Podemos expressá-la em termos das curvaturas
principais como:

H(q) =
κ1(q)+κ2(q)

2
, (2.12)

e em termos dos coeficientes de Weingarten como:

H(q) =
1
2

eG−2 f F +gE
EG−F2 (q). (2.13)

2.2 Características robustas
Nesta seção utilizaremos as definições dos vários tipos de curvaturas que apresen-

tamos na Seção 2.1 para definir algumas características robustas.

O trabalho de Porteous (1994) destaca as características robustas1 como caracte-
rísticas de uma superfície que podem ser acompanhadas quando deformadas. Porteous
iniciou esse trabalho, mas diversos outros autores fizeram trabalhos fundamentais sobre
esse assunto. Apresentaremos algumas características robustas a seguir.
1 Robust features.
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Como fixado na Definição 12, em todo ponto não umbílico de uma superfície
denotamos as curvaturas principais como κ1 e κ2, escolhidas de modo que κ1 ≥ κ2.

Definição 16 (Curva parabólica). Seja S uma superfície de classe C2 parametrizada
localmente por Φ : U ⊂ R2 −→ S ⊂ R3. O conjunto parabólico P de S é o conjunto de
todos os pontos p = Φ(q) em que a curvatura gaussiana é K(q) = 0. Quando P é uma
curva, a chamamos de curva parabólica. Mais especificamente2, para q = (u,v), o ponto
pertence à curva parabólica se, e somente se

κ1(u,v) = 0 ou κ2(u,v) = 0, (2.14)

equivalentemente,
(eg− f 2)(u,v) = 0. (2.15)

Definição 17 (Curva sub-parabólica). Seja S uma superfície de classe C3 parametrizada
localmente por Φ : U ⊂R2 −→ S ⊂R3. Um ponto p = Φ(q) não umbílico é chamado ponto
sub-parabólico se

⟨∇κ2,d1⟩= ∇d1κ2 = 0 ou ⟨∇κ1,d2⟩= ∇d2κ1 = 0 (2.16)

em q = (u,v). O conjunto de todos os pontos sub-parabólicos de S é chamado de curva
sub-parabólica.

Definição 18 (Curva ridge). Seja S uma superfície de classe C3 parametrizada localmente
por Φ : U ⊂ R2 −→ S ⊂ R3. Um ponto p = Φ(q) não umbílico é chamado:

• um ponto ridge azul (ou apenas ponto azul) se a derivada direcional da curvatura
principal κ1 na sua respectiva direção principal d1 é nula, ou seja, em q = (u,v)

temos que
⟨∇κ1,d1⟩= ∇d1κ1 = 0. (2.17)

• um ponto ridge vermelho (ou apenas ponto vermelho) se a derivada direcional da
curvatura principal κ2 na sua respectiva direção principal d2 é nula, ou seja, em
q = (u,v) temos que

⟨∇κ2,d2⟩= ∇d2κ2 = 0. (2.18)

O conjunto formado por todos os pontos ridges de uma superfície é chamado de curva
ridge ou simplesmente de ridges. O conjunto de todos os ridges azuis forma um ridge
maximal (κ1-ridge) e o conjunto de todos os ridges vermelhos forma um ridge minimal
(κ2-ridge).
2 pela Equação 2.10.
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Os ridges são os pontos onde uma das curvaturas principais atinge um ponto crítico
em sua respectiva direção principal. Os pontos sub-parabólicos são os pontos onde uma
das curvaturas principais atinge um ponto crítico em relação à outra direção principal.
Como os ridges são os protagonistas deste trabalho, vamos detalhar um pouco mais da
teoria por trás dessas curvas.

O comportamento dos ridges numa vizinhança de pontos umbílicos genéricos foi
estudado por BRUCE (1984). Temos três tipos genéricos de ridges (ilustrados na Figura 6):

1-ridge umbílico: é um ponto umbílico onde chega apenas 1 ridge maximal e 1 ridge
minimal. Ver Figura 6a.

3-ridge umbílico: é um ponto umbílico onde chegam 3 ridges maximais e 3 ridges mi-
nimais. Temos duas configurações, como indicado na Figura 6b e na
Figura 6c.

Figura 6 – Comportamento dos ridges nas proximidades de pontos umbílicos. Nas figuras (a),
(b) e (c) os ridges mudam de cor ao passar pelo ponto umbílico (preto).

(a) 1-ridge umbílico. (b) 3-ridge umbílico tipo 1. (c) 3-ridge umbílico tipo 2.

Existem pontos não umbílicos que também são importantes para entender o com-
portamento dos ridges. Um desses pontos que merece destaque é quando duas curvas ridge
diferentes se intersectam.

Definição 19 (Ponto roxo). Uma curva ridge maximal (formada por pontos azuis, um
κ1-ridge) pode interceptar uma curva ridge minimal (formada por pontos vermelhos, um
κ2-ridge) em um ponto não umbílico, chamado de ponto roxo.

Outro ponto não umbílico que merece destaque diz respeito ao comportamento
dos ridges quando cruzam suas respectivas linhas de curvatura. Exceto em alguns pontos
isolados, os ridges intersectam transversalmente sua linha de curvatura correspondente.
os pontos onde isso não acontece são chamados pontos de virada. Uma ilustração desses
pontos pode ser vista na Figura 7.
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Definição 20 (Ponto de virada). Quando um ridge intersecta tangencialmente a sua
linha de curvatura correspondente esse ponto de intersecção recebe o nome de ponto de
virada.

Figura 7 – Na figura (a) há duas curvas ridge maximal e minimal se intersectando num ponto
roxo (preto). Na figura (b) há uma curva ridge (escuro) se intersectando com algumas
das suas linhas de curvatura correspondentes (tracejado) e o ponto de virada (preto).

(a) Ponto roxo (b) Ponto de virada

Os ridges maximais e minimais não umbílicos podem ser classificados3 nos seguin-
tes subtipos:

Elíptico: Um ridge maximal (∇d1κ1 = 0) é chamado ridge elíptico quando4

dT
1 Hκ1d1 < 0; Análogamente um ridge minimal (∇d2κ2 = 0) é um

ridge elíptico quando dT
2 Hκ2d2 > 0.

Hiperbólico: Um ridge maximal (∇d1κ1 = 0) é chamado ridge hiperbólico quando
dT

1 Hκ1d1 > 0; Análogamente um ridge minimal (∇d2κ2 = 0) é um ridge
hiperbólico quando dT

2 Hκ2d2 < 0.

Crest: Um ridge maximal elíptico é chamado crest quando |κ1|> |κ2|; Um
ridge minimal elíptico é chamado de crest (ou κ2-crest) quando |κ1|<
|κ2|.

2.3 Superfícies parametrizadas por B-Splines
Todas as definições apresentadas na Seção 2.1 tornam-se mais fáceis de serem computaci-
onalmente calculadas se trabalharmos apenas com polinômios. As definições desta seção
são dedicadas a permitir essa tarefa.
3 Essa é a classificação utilizada pelos autores Musuvathy et al. (2011).
4 A matriz Hκi que aparece nessas definições é a matriz hessiana da função κi das curvaturas

principais.
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Definição 21 (Espaço projetivo). Definimos o espaço projetivo P3 como o quociente
R4/{0} obtido pela relação de equivalência: x ∼ y se, e somente se, existe λ ∈ R tal que
x = λy. Se (x,y,z,w) é um representante da classe de equivalência de um ponto p ∈ P3,
dizemos que (x : y : z : w) são as coordenadas homogêneas de p.

Definição 22 (Aplicação perspectiva). Seja P3 o espaço projetivo 3 dimensional. A apli-
cação perspectiva H3 : P3 −→ R3 é definida como:

H3 (x : y : z : w) =


( x

w ,
y
w ,

z
w

)
se w ̸= 0

(x,y,z) se w = 0
(2.19)

Essa aplicação é essencial para definir uma superfície parametrizada por funções
racionais. Essas superfícies podem ser definidas utilizando um tipo específico de polinômios
como base, a serem definidos adiante. Um exemplo de tal superfície pode ser visto na
Figura 9.

Definição 23 (Vetor de nós). Seja (U)m = (u0,u1, . . . ,um) uma sequência não decrescente
de números reais, isto é, ui ≤ ui+1 para todo i ∈ {0, . . . ,m−1}. Cada um dos elementos ui

é chamado de nó e (U)m é chamado vetor de nós.

Definição 24 (B-Spline). Considere um vetor de nós (U)m = (u0, . . . ,um) e um número
natural k < m. Dado um nó ui, com i ∈ {0, . . . ,m− k− 1}, a i-ésima função B-Spline de
grau k é definida recursivamente como Ni,k : R−→ R tal que:

Ni,0(u) =

1 se ui ≤ u < ui+1

0 caso contrário
(2.20)

Ni,k(u) =
u−ui

ui+k −ui
Ni,k−1(u)+

ui+k+1 −u
ui+k+1 −ui+1

Ni+1,k−1(u) (2.21)

A Figura 8 ilustra algumas funções B-Spline.

Definição 25 (Superfície NURBS). Definimos uma Superfície NURBS5 de grau k × ℓ

como uma aplicação S : [u0,um)× [v0,vℓ) −→ R3 dada pela composição H3 ◦Sw, onde Sw :
[u0,um)× [v0,vℓ)−→ R4 é da forma:

Sw(u,v) =
m−k−1

∑
i=0

n−ℓ−1

∑
j=0

Ni,k(u)N j,ℓ(v)Pw
i, j, onde (2.22)

cada um dos polinômios Ni,k e N j,ℓ são B-Splines de grau k e ℓ e definidos pelos seguintes
vetores de nós, respectivamente:

U = {u0, . . . ,uk︸ ︷︷ ︸
u0=···=uk

, . . . ,um−k, . . . ,um︸ ︷︷ ︸
um−k=···=um

} e V = {v0, . . . ,vℓ︸ ︷︷ ︸
v0=···=vℓ

, . . . ,vn−ℓ, . . . ,vn︸ ︷︷ ︸
vn−ℓ=···=vn

}. Temos também

5 Acrônimo para Non Uniform Rational B-Splines. Numa tradução livre: B-Splines Racionais
Não Uniformes.
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Figura 8 – B-Splines geradas pelo vetor de nós (U)7 = {0,0,0,2,3,5,5,5}.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

N
0,0

N
1,0

N
2,0

N
3,0

N
4,0

N
5,0

N
6,0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

N
i,
0
(u
)

u

(a) B-Splines de grau 0.

u

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

N
i,
1
(u

)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

N
0,1

N
1,1

N
2,1

N
3,1

N
4,1

N
5,1

(b) B-Splines de grau 1.

u

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

N
i,
2
(u

)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

N
0,2

N
1,2

N
2,2

N
3,2

N
4,2
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que cada Pw
i, j = (wi, j x : wi, j y : wi, j z : wi, j) é uma representação em coordenadas homogê-

neas de um ponto de controle Pi, j = (x,y,z) ∈R3 da superfície utilizando os pesos wi, j ∈R
com i ∈ {0, . . . ,m− k − 1} e j ∈ {0, . . . ,n− ℓ− 1}. A matriz de pontos Pi, j forma o que
chamamos de polígono de controle da superfície.

2.3.1 As derivadas parciais de uma superfície NURBS

Considere um vetor de nós (U)m = (u0, . . . ,um) e suas B-Splines Ni,k(u) associadas. Pode-
mos calcular, como mostrado por Piegl e Tiller (1997), a derivada de ordem c ≤ k de uma
B-Spline com a fórmula:

N(c)
i,k (u) =

k!
(k− c)!

c

∑
j=0

ac, jNi+ j,k−c(u), (2.23)
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Figura 9 – Uma Superfície NURBS e seu polígono de controle.
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onde os coeficientes ac, j que multiplicam as funções B-Splines Ni,k−c, . . . ,Ni+c,k−c são defi-
nidos como:

a0,0 = 1,

ac,0 =
ac−1,0

ui+k−c+1 −ui
,

ac, j =
ac−1, j −ac−1, j−1

ui+k+ j−c+1 −ui+ j
, para j ∈ {1, . . . ,c−1},

ac,c =
−ac−1,c−1

ui+c+1 −ui+c
.

(2.24)

As derivadas parciais de ordem c ≤ k e d ≤ ℓ de uma superfície NURBS de grau k× ℓ

podem ser calculadas de maneira recursiva da seguinte forma:

S(c,d)(u,v) =
∂ c+d

∂ cu ∂ dv
S(u,v) =

1
w(u,v)

(
A(c,d)(u,v)−

c

∑
i=1

(
c
i

)
w(i,0)(u,v)S(c−1,d)(u,v)

−
d

∑
j=1

(
d
j

)
w(0, j)(u,v)S(c,d− j)(u,v)

−
c

∑
i=1

(
c
i

) d

∑
j=1

(
d
j

)
w(i, j)(u,v)S(c−i,d− j)(u,v)

)
,

onde as funções A(i, j) e w(i, j) são, respectivamente, as três primeiras coordenadas e a
última coordenada da função S(i, j)w . Vale ressaltar que S(0,0) = Sw.
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2.4 Métodos Numéricos para encontrar raízes
Nesta seção apresentamos brevemente dois métodos utilizados para encontrar raízes de
sistemas de aplicações reais (de múltiplas variáveis). Na literatura usual esses métodos cos-
tumam ser apresentados apenas em sua versão para funções reais (de uma única variável).
A apresentação dos métodos neste contexto tem como pretensão facilitar o entendimento
da construção dos algoritmos apresentados posteriormente.

2.4.1 O método de Newton-Raphson
Seja Ψ : U ⊂Rn −→Rm uma aplicação diferenciável e q̂∈U tal que Ψ(q̂) = 0 cuja derivada
dΨ(q̂) seja invertível. O teorema da função inversa afirma que existe uma bola aberta
B ⊂ U centrada em q̂ tal que a restrição Ψ|B é um difeomorfismo (isto é, dΨ|B tem
inversa diferenciável). A partir disso, é possível definir o método de Newton-Raphson6

Generalizado7.

Dado um chute inicial q(0) ∈ B, calcular um termo da seguinte sequência:

q(k+1) = q(k)− [dΨ]−1 (q(k))Ψ(q(k)), com k = 0,1,2, ..., (2.25)

consiste em executar uma iteração do método de Newton-Raphson.

Temos que
lim
k→∞

q(k) = q̂.

Mais detalhes para as condições de convergência desse método podem ser vistas no tra-
balho de Ryaben’kii e Tsynkov (2006). Aqui cabe destacar que, com um chute inicial q(0)

suficientemente próximo de q̂, o método de Newton-Raphson obtém com uma precisão
suficientemente grande a raiz q̂ desejada.

A condição de parada do algoritmo pode ser baseada no erro8 estimado εk+1 a
cada iteração do algoritmo:

εk+1 =

∥∥∥∥∥q(k+1)−q(k)

q(k+1)

∥∥∥∥∥ . (2.26)

Quando εk+1 atinge uma tolerância pré determinada (próxima de zero), o algoritmo se
encerra com solução q(k+1) ≃ q̂.

2.4.2 O método Régula-Falsi generalizado
Seja D ⊂ Rn um subconjunto convexo e Ψ : D −→ Rn uma aplicação contínua. Considere
q0,q1, ...,qn ∈ D tais que os valores Ψ0 = Ψ(q0),Ψ1 = Ψ(q1), ...,Ψn = Ψ(qn) sejam os vérti-
6 O método de Newton-Raphson também é conhecido apenas como método de Newton.
7 Definição análoga para o método de Newton-Raphson para funções reais apresentada por

Quarteroni, Sacco e Saleri (2007).
8 Para detalhes sobre a escolha do erro ver as discussões feitas por Chapra (2011) sobre erro

aproximado no capítulo 3 do livro.
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ces de um n-simplexo que contenha a origem o, isto é, se a solução do sistema T λ = v seja
tal que λ ∈Rn+1

≥0 (isto é, λ é um vetor cujas coordenadas são não-negativos). Considere:

T =

[
1 1 ... 1

ΨT
0 ΨT

1 ... ΨT
n

]
∈ R(n+1)×(n+1) e vT =

[
1 o

]
∈ Rn+1. (2.27)

Esse sistema calcula as coordenadas baricêntricas de o em relação aos vértices
Ψ0,Ψ1, ...,Ψn do n-simplexo. Quando a solução λ é composta apenas por coordenadas
positivas, isso significa que o pertence ao interior do n-simplexo; no caso de λ composto por
coordenadas não-negativas, o pode pertencer à fronteira do n-simplexo; quando alguma
coordenada de λ é negativa, temos que o está no exterior do n-simplexo.

O método Regula-Falsi generalizado consiste em, considerando que det(T ) ̸= 0,
encontrar a solução q̂ ∈Rn tal que Ψ(q̂) = 0. No método, q0,q1, ...,qn ∈ D são considerados
como as aproximações iniciais. Melhores aproximações são obtidas a cada iteração. Essas
aproximações são obtidas a partir do seguinte algoritmo extraído de Bittner (1976)9:

i) Encontre a solução λ = (λ0,λ1, ...,λn)≥ 0 para a origem o em relação ao n-simplexo
de vértices Ψ(q0),Ψ(q1), ...,Ψ(qn).

ii) Calcule q =
n
∑

i=0
λiqi e Ψ(q)

• Caso Ψ(q) = 0, temos que q é a solução q̂ desejada e o algoritmo se encerra
aqui.

• Caso contrário, continuamos com os procedimentos:

iii) Calcule as coordenadas baricêntricas κ = (κ0,κ1, ...,κn) do ponto Ψ(q) em relação
ao n-simplexo de vértices Ψ(q0),Ψ(q1), ...,Ψ(qn).

iv) Calcule o índice σ que satisfaça a condição:

λσ
κσ

= min
{

λi

κi
: κ > 0

}
.

v) Substitua qσ = q e mantenha qi = qi quando i ̸= σ .

vi) Repita o algoritmo desde a etapa (i) com os novos valores de qi.

9 Para mais detalhes do algoritmo e detalhes sobre sua convergência, consultar o artigo citado.
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CAPÍTULO

3
PONTOS DE PARTIDA PARA O TRAÇO DE

CURVAS RIDGE

Neste capítulo começamos a descrever o algoritmo para extrair curvas ridges de
superfícies NURBS. Optamos por dividir a apresentação do algoritmo em dois capítulos
devido ao volume de informação e cálculos necessário em cada um. Aqui, em resumo,
apresentamos como encontrar sobre uma superfície os pontos de partida necessários para
poder realizar o traço de uma curva ridge.

Na Seção 3.1 apresentamos brevemente a estrutura de operações com superfícies
NURBS necessária para construir o algoritmo. Na Seção 3.2 apresentamos o algoritmo que
desenvolvemos para calcular raízes de equações não-lineares, que é utilizado para resolver
os sistemas apresentados nas demais seções deste capítulo. Na Seção 3.3 apresentamos
as equações para calcular numericamente diversos coeficientes da superfície, necessários
para qualquer etapa do algoritmo e que constituem o cerne deste trabalho. Na Seção 3.4
apresentamos como obter uma das características robustas de uma superfície, a saber, os
pontos umbílicos. Na Seção 3.5 condensamos o que apresentamos nas seções anteriores
para apresentar como calcular os pontos de partida necessários para executar o algoritmo
de traço das curvas ridge, que será apresentado no Capítulo 4.

3.1 Um algoritmo para construir e operar superfícies NURBS
Para extrair e exibir ridges de superfícies NURBS, é necessário realizar operações sobre
tais superfícies. Para isso, foi preciso implementar algoritmos para localizar pontos sobre
uma superfície NURBS, bem como obter suas características intrínsecas e extrínsecas
definidas na Seção 2.1.

As operações básicas para as superfícies NURBS, descritas na Seção 2.3, foram
implementadas utilizando como principal referências os algoritmos de Piegl e Tiller (1997).
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As características intrínsecas e extrínsecas das superfícies parametrizadas, descritas na
Seção 2.1, foram obtidas através de operações utilizando esses algoritmos básicos das
NURBS. Em resumo, listamos a seguir os principais métodos implementados que compõe
o algoritmo para operar sobre superfícies NURBS. Aqui estamos assumindo que estamos
trabalhando com uma superfície NURBS S : R2 −→ R3 de classe C3 a partir do seu grau,
vetores de nós, pontos de controle e pesos.

1. Um método que recebe um ponto do domínio da parametrização e retorna o respec-
tivo ponto avaliado na superfície;

2. Um método que recebe um ponto do domínio da parametrização S e retorna a
derivada parcial de ordem desejada dessa parametrização naquele ponto;

3. Um método que recebe um ponto (a,b) do domínio da parametrização S e retorna
o vetor normal a S(a,b);

4. Um método que recebe um ponto (a,b) do domínio da parametrização S e retorna
os coeficientes da primeira forma fundamental daquele ponto;

5. Um método que recebe um ponto (a,b) do domínio da parametrização S e retorna
os coeficientes da segunda forma fundamental daquele ponto.

Esses métodos compõe toda a base para construirmos o algoritmo de extração
dos ridges das superfícies, pois são utilizados para definir todas as funções que estamos
calculando.

3.2 Encontrando raízes de um sistema de equações não-
lineares

Para construir um algoritmo para encontrar as raízes de um sistema de equações não-
lineares Psi, compomos os dois métodos numéricos apresentados na Seção 2.4. Isso foi
feito da seguinte forma:

i) Divide-se o domínio D (limitado) em que o sistema de equações Ψ está definido em
vários subconjuntos convexos D.

ii) Subdivide-se um subconjunto convexo D em n-simplexos di e verificamos se algum
dos n-simplexos Ψ(di) contém a origem (utilizando coordenadas baricêntricas). Caso
haja algum n-simplexo que contenha a origem, satisfazem-se as condições para o
método Régula-Falsi generalizado (ver Subseção 2.4.2) e faz-se o seguinte:
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• Realizam-se cinco iterações do método Régula-Falsi generalizado para obter
aproximações dos zeros das equações que compõe o sistema. Testes empíricos
mostraram ser suficiente executar cinco iterações do método para obter uma
aproximação que satisfaça as condições do método de Newton-Raphson.

• Utiliza-se as aproximações como pontos iniciais para o método de Newton-
Raphson generalizado (ver Subseção 2.4.1), que obtém o resultado dos sistemas
com a precisão desejada.

• Executa-se o passo ii) para o próximo subconjunto convexo.

O método de Newton-Rhapson converge rapidamente, mas depende de boas apro-
ximações para sua convergência. O método Régula-Falsi não converge tão rápido, mas
tem condições iniciais que se satisfazem com mais facilidade. Com isso em mente, a ideia
desse algoritmo é utilizar o método Régula-Falsi a partir de uma subdivisão do domínio
para encontrar uma boa condição inicial para o método de Newton-Rhapson.

Esse algoritmo foi utilizado para encontrar as soluções de todos os sistemas de
equações não-lineares das próximas seções. Cabe aqui dizer que as implementações feitas
estão definidas (domínio e imagem) em R2.

3.3 Obtendo os coeficientes de uma superfície
Como visto na Seção 2.1 e na Seção 2.2, encontrar as características robustas passa pelo
cálculo de alguns coeficientes, como os coeficientes da primeira e da segunda forma fun-
damental. Com os métodos para operar superfícies NURBS apresentados na Seção 3.1,
somos capazes de obtê-los.

Os trabalhos de Musuvathy et al. (2011) e Maekawa e Patrikalakis (1994) apresen-
tam os cálculos dos coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental na sua forma
racional. A ideia principal gira em torno de calcular os coeficientes que apresentamos na
Seção 2.1 a partir de N̂ = Φu ×Φv. Temos as seguintes funções racionais por partes:

N̂u = (Φuu ×Φv)+(Φu ×Φuv), N̂v = (Φuv ×Φv)+(Φu ×Φvv). (3.1)

Por definição, as superfícies NURBS são obtidas a partir de funções racionais por partes.
Quando calculamos os coeficientes na Seção 2.1, temos que os da primeira forma funda-
mental são racionais por definição. Quando se trata da segunda forma fundamental, os
coeficientes contém o termo irracional ∥Φu ×Φv∥=

√
A (ver Equação 2.4 e Equação 2.8).

Utilizamos as contas feitas por Musuvathy et al. (2011) e Maekawa e Patrikalakis (1994)
para implementar o cálculo dos coeficientes de uma superfície.

Com isso, apresentamos a seguir os coeficientes calculados a partir da Equação 3.1
compostos apenas por coeficientes racionais por partes:
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Coeficientes da primeira forma fundamental

E = ⟨Φu,Φu⟩, Eu = 2⟨Φu,Φuu⟩, Ev = 2⟨Φu,Φuv⟩,
F = ⟨Φu,Φv⟩, Fu = ⟨Φv,Φuu⟩+ ⟨Φu,Φuv⟩, Fv = ⟨Φv,Φuv⟩+ ⟨Φu,Φvv⟩,
G = ⟨Φv,Φv⟩, Gu = 2⟨Φv,Φuv⟩, Gv = 2⟨Φv,Φvv⟩.

Coeficientes racionais da segunda forma fundamental

ê = ⟨N̂,Φuu⟩, êu = ⟨N̂u,Φuu⟩+ ⟨N̂,Φuuu⟩, êv = ⟨N̂v,Φuu⟩+ ⟨N̂,Φuuv⟩,
f̂ = ⟨N̂,Φuv⟩, f̂u = ⟨N̂u,Φuv⟩+ ⟨N̂,Φuuv⟩, f̂v = ⟨N̂v,Φuv⟩+ ⟨N̂,Φuvv⟩,
ĝ = ⟨N̂,Φvv⟩, ĝu = ⟨N̂u,Φvv⟩+ ⟨N̂,Φuvv⟩, ĝv = ⟨N̂v,Φvv⟩+ ⟨N̂,Φvvv⟩.

Coeficientes racionais das curvaturas principais

A = EG−F2,

Au = EuG+GuE −2FFu,

Av = EvG+GvE −2FFv,

B̂ = 2 f̂ F − êG− ĝE,

B̂u = 2(F f̂u +Fu f̂ )− (Euĝ+Eĝu)− (Guê+Gêu),

B̂v = 2(F f̂v +Fv f̂ )− (Evĝ+Eĝv)− (Gvê+Gêv),

Ĉ = êĝ− f̂ 2,

Ĉu = êuĝ+ êĝu −2 f̂ f̂u,

Ĉv = êvĝ+ êĝv −2 f̂ f̂v.

3.4 Localizando pontos umbílicos
Baseados na estratégia de Musuvathy et al. (2011), utilizamos os pontos umbílicos de
uma superfície como pontos de referências para as ridges. Como vimos na Seção 2.2, é
sabido o comportamento das curvas ridges em torno de pontos umbílicos genéricos. Por
isso, apresentamos nesta seção a estratégia que utilizamos para localizá-los.

Como visto na Definição 13, nos pontos umbílicos temos que κ1 = κ2. Musuvathy
et al. (2011) reescreveram as equações das curvaturas principais utilizando coeficientes
racionais como uma equação só:

κi(u,v) =

(
−B̂±

√
B̂2 −4AĈ

2A3/2

)
(u,v) (3.2)

onde é possível notar (baseado nas definições da Equação 3.7) que κ1 = κ2 se, e somente
se:

Q(u,v) =
(

B̂2 −4AĈ
)
(u,v) = 0. (3.3)
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Como observado por Musuvathy et al. (2011), temos que Q(u,v)≥ 0, portanto os
pontos umbílicos são os pontos mínimos de Q(u,v). Com isso os pontos umbílicos são
raízes de Qu e Qv. Tais raízes são obtidas resolvendo o sistema de equações racionais por
partes:

Pu :

2B̂B̂u −4AuĈ−4AĈu = 0

2B̂B̂v −4AvĈ−4AĈv = 0.
(3.4)

Para implementar o método de Newton-Rhapson é necessário calcular a matriz
jacobiana das funções que compõe o sistema de equações 3.4, então faz-se necessário
utilizar as equações:

Pu1
u = 2(B̂2

u + B̂B̂uu)−4(AuuĈ+AuĈu +AuĈu +AĈuu)

Pu1
v = 2(B̂uB̂v + B̂B̂uv)−4(AuvĈ+AuĈv +AvĈu +AĈuv)

Pu2
u = 2(B̂uB̂v + B̂B̂uv)−4(AuvĈ+AuĈv +AvĈu +AĈuv)

Pu2
v = 2(B̂2

v + B̂B̂vv)−4(AvvĈ+AvĈv +AvĈv +AĈvv)

(3.5)

para o cálculo da matriz jacobiana:

dPu(u,v) =

[
Pu1

u(u,v) Pu1
v(u,v)

Pu2
u(u,v) Pu2

v(u,v)

]

3.5 Localizando pontos de partida
No Capítulo 4 apresentamos o nosso método para traçar curvas ridges. O algoritmo de-
pende de pontos de partida. Nos baseamos na estratégia utilizada por Musuvathy et al.
(2011) para encontrar esses pontos.

Essa estratégia passa por encontrar esses pontos de partida. Nesta seção apre-
sentamos os sistemas de equações que serão resolvidos para obtermos esses pontos de
partida. Todas as equações descritas aqui podem ser obtidas a partir dos coeficientes que
apresentamos anteriormente.

3.5.1 Pontos críticos das curvaturas principais

Uma curvatura principal da superfície atinge um ponto crítico quando seu gradiente é
nulo. Para encontrar esses pontos críticos precisamos, dada uma curvatura principal κi

(com i = 1,2), encontrar as soluções (u,v) do sistema:κiu(u,v) = 0

κiv(u,v) = 0.
(3.6)
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Para executar o algoritmo que encontra as raízes de tal sistema, nos baseamos na
estratégia adotada por Musuvathy et al. (2011). Para isso, eles reescreveram a Equação 3.6
utilizando os seguintes coeficientes:

P(u) =
1
2

(
−A−3/2B̂u +

3
2

A−5/2AuB̂
)
,

P(v) =
1
2

(
−A−3/2B̂v +

3
2

A−5/2AvB̂
)
,

R(u) =
1
2

(
A−3/2B̂uB̂−2A−1/2Ĉu +4A−3/2AuĈ− 3

2
A−5/2AuB̂2

)
,

R(v) =
1
2

(
A−3/2B̂vB̂−2A−1/2Ĉv +4A−3/2AvĈ− 3

2
A−5/2AvB̂2

)
,

Q = B̂2 −4AĈ.

(3.7)

onde as curvaturas principais são reescritas da seguinte forma:

κ1u = P(u)+
R(u)
√

Q
, κ1v = P(v)+

R(v)
√

Q
,

κ2u = P(u)− R(u)
√

Q
, κ2v = P(v)− R(v)

√
Q
,

(3.8)

Considerando a Equação 3.8 e o fato de que estamos buscando onde as derivadas
parciais dos κi se anulam, podemos fazer κ1u = κ2u e κ1v = κ2v, separar o termo com raiz
quadrada de um lado da equação, elevar ao quadrado ambos os lados e obter o novo
sistema:

Pc :

QP(u)2 −R(u)2 = 0

QP(v)2 −R(v)2 = 0
(3.9)

cujas soluções (u,v) codificam os pontos críticos de ambas equações κ1 e κ2.

Esse sistema construído por Musuvathy et al. (2011) permite obter os pontos
críticos de ambas as curvaturas principais resolvendo apenas um sistema de equações (uma
tarefa computacionalmente custosa). Para classificar os pontos críticos como pertencentes
às curvatura κ1 ou κ2, basta avaliar os resultados da Equação 3.9 na Equação 3.8.

Para implementar o método de Newton-Rhapson é necessário calcular a matriz
jacobiana das funções que compõe o sistema de equações 3.9, então faz-se necessário
utilizar as equações: 

Pc1
u = QuP(u)2 +2QP(u)P(u)

u −2R(u)R(u)
u

Pc1
v = QvP(u)2 +2QP(u)P(u)

v −2R(u)R(u)
v

Pc2
u = QuP(v)2 +2QP(v)P(v)

u −2R(v)R(v)
u

Pc2
v = QvP(v)2 +2QP(v)P(v)

v −2R(v)R(v)
v

(3.10)
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para o cálculo da matriz jacobiana:

dPc(u,v) =

[
Pc1

u(u,v) Pc1
v(u,v)

Pc2
u(u,v) Pc2

v(u,v)

]
cujo o cálculo das derivadas parciais dos coeficientes P(u) e P(v) é:

P(u)
u =

3
4

A−5/2

(
AuB̂u +AuuB̂+AuB̂u −

5
2

AuAuB̂
)
− 1

2

(
A−3/2B̂uu

)
,

P(u)
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3
4

A−5/2

(
AvB̂u +AuvB̂+AuB̂v −

5
2

AuAvB̂
)
− 1

2

(
A−3/2B̂uv

)
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P(v)
u =

3
4

A−5/2

(
AuB̂v +AuvB̂+AvB̂u −

5
2

AuAvB̂
)
− 1

2

(
A−3/2B̂uv

)
,

P(v)
v =

3
4

A−5/2

(
AvB̂v +AvvB̂+AvB̂v −

5
2

AvAvB̂
)
− 1

2

(
A−3/2B̂vv

)
,

(3.11)

e dos coeficientes R(u) e R(v) é:

R(u)
u =

1
2

A−3/2
(

B̂B̂uu + B̂uB̂u +AuĈu +4AuuĈ+4AuĈu

)
=−3

4
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(
AuB̂B̂v +4AuAvĈ+AuvB̂B̂+2AvB̂B̂u
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(3.12)

3.5.2 Pontos roxos das curvas ridge
As curvas ridges de cores diferentes se intersectam nos pontos roxos (ver Defini-

ção 19). Num ponto roxo as condições de ridge são satisfeitas para ambas as curvaturas
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principais. Isso significa que para obter tais pontos basta encontrar as soluções (u,v) do
seguinte sistema de equações não-lineares:

R1(u,v) = ⟨∇κ1,d1⟩= 0

R2(u,v) = ⟨∇κ2,d2⟩= 0
. (3.13)

Esse sistema depende das derivadas parciais de primeira ordem das curvaturas
principais, calculadas na Equação 3.8. Para calcular as direções principais utilizamos a
Equação 2.9.

Para obter a matriz jacobiana (a fim de executar o método de Newton-Rhapson):[
R1u(u,v) R1v(u,v)

R2u(u,v) R2v(u,v)

]
,

utilizamos as equações: Riu = ⟨∇κiu,di⟩+ ⟨∇κ1,diu⟩

Riv = ⟨∇κiv,di⟩+ ⟨∇κ1,div⟩
(3.14)

Para os cálculos da Equação 3.14 precisamos também das derivadas parciais de
segunda ordem das curvaduras principais, que são (a partir da Equação 3.8 e da Equa-
ção 3.7):

κiuu = P(u)
u ± 1

Q

(
R(u)

u
√

Q− R(u)Qu

2
√

Q

)

κiuv = P(u)
v ± 1

Q

(
R(u)

v
√

Q− R(u)Qv

2
√

Q

)

κivu = P(v)
u ± 1

Q

(
R(v)

u
√

Q− R(v)Qu

2
√

Q

)

κivv = P(v)
v ± 1

Q

(
R(v)

v
√

Q− R(v)Qv

2
√

Q

)

3.5.3 Pontos de partida a partir de pontos umbílicos
Além dos pontos umbílicos constituírem as características robustas de uma superfície,
sabemos classificar o comportamento das curvas ridges numa pequena região ao redor
deles (no caso de pontos umbílicos genéricos, como vimos na Seção 2.2). Na Seção 3.4
mostramos como localizar pontos umbílicos sobre uma superfície NURBS. Nesta seção
mostraremos como utilizá-los para encontrar pontos de partida para as curvas ridge.

Inspirados pela técnica utilizada por Musuvathy et al. (2011), construímos um cír-
culo de raio pequeno1 em torno de cada ponto umbílico. Feito isso, aplicamos o método da
1 Nos nossos testes o raio utilizado foi ε = 0,01.
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bisseção pelos pontos do círculo buscando por pontos que satisfizessem uma das condições
de ridge (maximal ou minimal), ou seja, satisfizessem uma das equações no sistema 3.13.
A Figura 10 ilustra tais pontos.

Figura 10 – Ilustração dos pontos de partida das curvas ridge encontrados sobre o círculo (tra-
cejado) cujo centro é um ponto umbílico.
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CAPÍTULO

4
TRAÇO DE CURVAS RIDGE POR MÉTODO

PREDITOR-CORRETOR

Para traçar curvas a partir de pontos de partida, implementamos o método preditor-
corretor de continuação numérica baseado no método de Euler-Newton com Adaptação
do Tamanho do Passo via Estimativas Assintóticas apresentado por Allgower e Georg
(2003).

Para apresentar o método preditor-corretor, primeiro expomos um resumo de seu
funcionamento na Seção 4.1 para, nas seções seguintes, detalhar o funcionamento de cada
etapa. Na Seção 4.2 apresentamos como funciona a etapa de predição do algoritmo, in-
cluindo os cálculos necessários para se obter a predição, bem como uma heurística utilizada
para garantir que o traço tenha um sentido fixo. Complementando o algoritmo, na Se-
ção 4.3 apresentamos a etapa de correção do algoritmo, com ilustrações. Na Seção 4.4
apresentamos, por fim, as condições de parada que utilizamos para a execução e finali-
zação do algoritmo. Aqui vale ressaltar que essa seção é um acréscimo relevante para os
trabalhos que utilizamos como referência, uma vez que não encontramos descrição para
as condições de paradas nas referências que utilizamos.

4.1 Resumo do algoritmo
O algoritmo consiste em, a partir de um ponto de partida pertencente à curva ridge,
buscar o próximo ponto da curva até atingir uma condição de parada.

Todos os métodos desse algoritmo são inteiramente implementado no domínio
(contido em R2) da superfície. O algoritmo é iterativo e cada uma de suas iterações pode
ser dividida em dois métodos:

1. Predição: partindo de um ponto p ridge, azul ou vermelho, traça-se a reta tangente
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à curva nesse ponto e escolhe-se um ponto q sobre essa reta a uma distância h (ver
a Seção 4.2 para mais detalhes sobre a escolha de h) do ponto p.

2. Correção: projeta-se o ponto q sobre a curva ridge sendo traçada (verificando a
condição de ridge adequada). O ponto obtido na projeção é o próximo ponto da
curva, relativo ao ponto da etapa de predição.

Ao executar esse métodos obtemos uma sequência de pontos que, juntos, formam
uma aproximação poligonal da curva ridge a qual o ponto de partida inicial pertence.
Para obter a curva sobre a superfície NURBS, basta avaliar os pontos obtidos com a
parametrização que a define.

Nas próximas seções desse capítulo detalharemos como esse algoritmo funciona. A
Figura 11 ilustra algumas iterações do algoritmo.

Figura 11 – Ilustração de curva traçada pelo método preditor-corretor depois de 6 iterações.

4.2 Etapa de predição
Para a etapa de predição, dado um ponto da curva, queremos obter um novo ponto sobre
a reta tangente à curva nesse ponto. Como estamos trabalhando com curvas planas, isso
é feito utilizando a direção da reta normal à curva nesse ponto. Essa direção é obtida
através do gradiente (o cálculo detalhado encontra-se na Subseção 4.2.1).

A partir do vetor que representa a direção do gradiente, realiza-se uma rotação de
90◦ no sentido horário ou anti-horário, a depender do sentido no qual se deseja traçar a
curva. Obtém-se, assim, um vetor tangente à curva no ponto dado no início da etapa de
predição. A Figura 12 ilustra essa situação.

Para concluir a etapa de predição, escolhemos um ponto da reta tangente diferente
do nosso ponto de partida, chamado de ponto predito. Esse ponto é obtido utilizando-se
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Figura 12 – Ilustração das direções tangentes obtidas a partir do gradiente da função.

a direção do vetor tangente calculado e uma distância h, chamada de tamanho do passo.
A cada iteração dessa etapa do algoritmo o tamanho do passo precisa ser decidido. Isso
é feito através de uma estimativa assintótica, como descrito no capítulo 6 de Allgower e
Georg (2003).

Devidos às particularidades do problema de traçar as curvas ridge e para certificar
que o traço se mantenha sempre sobre a mesma curva, alguns cuidados adicionais precisam
ser tomados na etapa de predição. Esses cuidados estão descritos na Subseção 4.2.2.

4.2.1 Calculando o gradiente da curva ridge
Como vimos nas equações 2.17 e 2.18, as condições para cada um dos tipos de curvas
ridges são as seguintes:

Ψ1(u,v) = ⟨∇κ1,d1⟩= 0,

Ψ2(u,v) = ⟨∇κ2,d2⟩= 0.
(4.1)

A partir dessas equações, da Equação 3.8 e da Equação 2.9 calculamos o gradiente
∇Φi = (Ψiu,Ψiv) de um ponto da curva ridge onde:

Ψiu = ⟨(∇κi)u,di⟩+ ⟨∇κi,(di)u⟩,

Ψiv = ⟨(∇κi)v,di⟩+ ⟨∇κi,(di)v⟩,
(4.2)

∇κi = (κiu,κiv) =
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(di)u =

[
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eu −κiuE −κiEu

]
e (di)v =

[
κivF +κiFv − fv

ev −κivE −κiEv

]
.
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4.2.2 Cuidados adicionais da etapa de predição

Sabemos que a curva ridge a ser traçada é, ao menos, de classe C1. Isso significa
que suas derivadas são contínuas, ou seja, em pontos suficientemente próximos da curva, a
variação de suas derivadas é pequena. Para traçar as curvas, em cada etapa do algoritmo
fazemos passos de tamanhos pequenos. Como o algoritmo não calcula a derivada de um
ponto da curva diretamente, mas sim um vetor tangente ao ponto, essa pequena variação
pode não se verificar. A Figura 13 ilustra a situação.

Figura 13 – Ilustração de dois pontos próximos cujo vetores tangentes v1 e v2 obtidos pelo al-
goritmo (ao rotacionar o gradiente, representado em preto pontilhado, no sentido
horário) formam um ângulo θ > 90◦.

Levando essa propriedade das curvas de classe C1 em consideração, é possível resol-
ver esse problema através de uma heurística. Ela consiste em impor a seguinte condição na
etapa de predição do algoritmo: os vetores tangentes v1 e v2 de dois pontos consecutivos
do algoritmo de traço da curva devem formar um ângulo θ que seja agudo.

Essa propriedade entre os dois vetores é verificável pelo produto escalar entre eles:
assumindo que v1 e v2 são unitários, temos que ⟨v1,v2⟩ = cosθ . Com essa informação,
sabemos que θ é agudo quando ⟨v1,v2⟩ > 0. No caso em que ⟨v1,v2⟩ < 0, como sabemos
que v2 é tangente ao ponto da curva em que foi calculado, passamos a utilizar o vetor −v2

para a etapa de predição do algoritmo.

4.3 Etapa de correção
Na etapa de correção, queremos obter o ponto mais próximo ao ponto predito que pertença
à curva ridge que estamos traçando. Esse ponto corrigido é obtido através do método de
Newton-Rhapson. A Figura 14 ilustra o que ocorre nesta etapa.

Figura 14 – Etapa de correção do ponto obtido sobre a reta tangente. A “correção” consiste em
obter o ponto mais próximo pertencente à curva.
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Quando uma etapa de correção se conclui, obtemos o que chamamos de um passo
sobre a curva. Esse passo precisa ser validado de acordo com um fator definido na se-
ção 6.1 de Allgower e Georg (2003). Com a validação, obtemos um novo ponto sobre a
curva. A partir desse novo ponto podemos executar uma nova etapa de predição, numa
nova iteração do algoritmo, ou encerrar o traço da curva se uma condição de parada for
satisfeita.

Na etapa de correção o principal cuidado a ser tomado é o que fazer em caso de
não convergência do método de Newton-Raphson.

Na implementação determinamos um número maxit limite de iterações do método.
Caso a convergência do método não ocorra antes dessa quantidade de iterações, fazemos
uma diminuição do tamanho do passo feito na etapa de predição e executamos uma nova
rodada do algoritmo.

4.4 Condições de parada
Há condições de parada a serem verificadas em cada uma das etapas do algoritmo.

Apresentamo-as a seguir.

4.4.1 Etapa de predição

Quando executamos o algoritmo, os cálculos podem ser feitos apenas em regiões onde a
superfície e as curvas ridge estejam bem definidas. Para isso, sempre que executa-se uma
etapa de predição é necessário verificar duas coisas:

1. se o ponto obtido pertence ao domínio da superfície (ou seja, ao aberto (0,1)×(0,1),
pela definição que demos de superfícies NURBS na Definição 25);

2. se está fora de um aberto pequeno de raio ε < 10−2 ao redor de um ponto umbílico
(o tamanho de ε foi determinado baseado no algoritmo apresentado por Musuvathy
et al. (2011)).

A segunda verificação é necessária pois, caso contrário, a etapa de correção terá
problemas quanto à convergência do ponto predito.

4.4.2 Etapa de correção

Podemos considerar que cada execução do método de Newton-Raphson está associada a
um ponto da curva: o ponto de partida a partir do qual estamos executando a correção da
etapa de predição. Só obtemos um novo ponto da curva se a etapa de correção convergir
apropriadamente.
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Na maioria dos pontos da curva, o método irá convergir adequadamente na pri-
meira execução. Quando isso não ocorre, determinamos um contador para cada execução
do método de Newton-Raphson associada àquele ponto. Quando o método converge, o
contador é zerado. Esse contador também tem um valor limite. Quando o valor é ultra-
passado, temos uma condição de parada e a execução do algoritmo é encerrada.
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CAPÍTULO

5
RESULTADOS OBTIDOS PELO ALGORITMO

Neste capítulo apresentamos os resultados desta pesquisa. Na Seção 5.1, mostramos al-
gumas superfícies NURBS que nosso algoritmo é capaz de gerar bem como a superfície
que aparece tanto nos trabalhos de Cazals et al. (2006) e Musuvathy et al. (2011). Na
Seção 5.2, mostramos os pontos de partida que obtivemos a partir do que descrevemos no
Capítulo 3. Na Seção 5.3, mostramos os traços de curvas ridge que obtivemos a partir do
algoritmo descrito no Capítulo 4.

Dedicamos uma parte deste capítulo para tratar exclusivamente sobre a validação
e verificação dos algoritmos que desenvolvemos. Na Seção 5.4, apresentamos como utiliza-
mos o método desenvolvido por Cazals et al. (2006) para verificar e validar os resultados
de nossos algoritmos. Citamos também o algoritmo Maple que desenvolvemos para validar
os resultados das equações dos capítulos 2 e 3.

Durante a disciplina de Variedades Computacionais, ministrada por Antonio Cas-
telo Filho no segundo semestre de 2020, escrevi um capítulo de livro introdutório sobre
curvas e superfícies NURBS a ser publicado. Em 2021 publiquei um resumo baseado nos
resultados preliminares dessa dissertação entitulado “Extraction of robust features on
human faces” que pode ser visto em Figur, Castelo e Tari (2021).

5.1 Superfícies NURBS

O algoritmo construído é capaz de gerar uma superfície a partir de pontos de
controle e vetores de nós. Para as superfícies exibidas neste trabalho utilizamos vetores
de nós uniforme, definidos no intervalo [0,1]. Na Figura 15 podemos ver exemplos de
superfícies geradas pelo nosso algoritmo.

Além de obter as parametrizações das superfícies, podemos também calcular as
derivadas parciais de tais parametrizações. Como vimos no Capítulo 2, isso permite obter
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Figura 15 – Superfícies NURBS juntamente com seus pontos de controle.

as equações das características robustas da superfície.

5.1.1 Superfície utilizada para validação
A matriz em 5.1 representa os pontos de controle que definem a superfície NURBS

que utilizamos para executar os algoritmos desta dissertação. Essa superfície também é
utilizada nos trabalhos de Cazals et al. (2006), Cazals et al. (2005) e Musuvathy et al.
(2011). A Figura 16 é uma representação dessa superfície obtida por nosso algoritmo.


(0,0,0) (1/4,0,0) (2/4,0,0) (3/4,0,0) (1,0,0)
(0,1/4,0) (1/4,1/4,1) (2/4,1/4,−1) (3/4,1/4,−1) (1,1/4,0)
(0,2/4,0) (1/4,2/4,−1) (2/4,2/4,1) (3/4,2/4,1) (1,2/4,0)
(0,3/4,0) (1/4,3/4,1) (2/4,3/4,−1) (3/4,3/4,1) (1,3/4,0)
(0,1,0) (1/4,1,0) (2/4,1,0) (3/4,1,0) (1,1,0)

 . (5.1)

Essa mesma superfície NURBS obtida pelos pontos de controle na Figura 16 tam-
bém pode ser obtida a partir do gráfico da seguinte função h(u,v):

h1(u,v) =116u4v4 −200u4v3 −312u3v4 +108u4v2 +592u3v3 +252u2v4 −24u4v−360u3v2

−504u2v3 −56uv4 +80u3v+324u2v2 +112uv3 −72u2v−72uv2 +16uv. (5.2)

5.2 Pontos de partida

5.2.1 Pontos críticos das curvaturas principais
Executando o algoritmo descrito no Capítulo 3 obtemos os pontos críticos das

curvaturas principais apresentados na Figura 17.
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Figura 16 – Superfície obtida a partir dos pontos de controle na matriz 5.1.

Figura 17 – Pontos críticos das curvaturas principais: (1) pontos críticos vermelhos. (2) pontos
críticos azuis.

Considerando as curvas de nível das curvaturas principais na Figura 18 observa-
mos que os pontos críticos obtidos encontram-se em singularidades dessas curvas, como
esperado.

5.2.2 Pontos roxos das curvaturas principais

Executando o algoritmo descrito no Capítulo 3 obtivemos os pontos roxos das
curvaturas principais, que são apresentados na Figura 19.
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Figura 18 – Curvas de nível das linhas de curvatura e suas singularidades: (1) curvas de nível
das linhas de curvatura vermelhas. (2) curvas de nível das linhas de curvatura azuis.

Figura 19 – Pontos roxos da superfície.
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5.2.3 Pontos umbílicos

Executando o algoritmo descrito no Capítulo 3 obtivemos os pontos umbílicos da
superfície, que são apresentados na Figura 20.
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Figura 20 – Pontos umbílicos da superfície.
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5.3 Curvas Ridge

5.3.1 Curvas ridges traçadas a partir dos pontos críticos
Como vimos no Capítulo 4, utilizamos os pontos críticos vermelhos e azuis como

pontos de partida para traçar curvas ridge. A Figura 21 apresenta os traços que obtivemos
a partir dos pontos críticos, utilizando os pontos umbílicos como uma das condições de
parada.

Figura 21 – Traçando ridges a partir de pontos críticos. Em (1) são apresentados os pontos
umbílicos em verde, pontos críticos vermelhos em magenta e pontos críticos azuis
em ciano. Em (2) são apresentados traços de curvas ridges (em suas respectivas
cores) obtidas a partir dos pontos críticos utilizando os pontos umbílicos como uma
das condições de parada.
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5.3.2 Curvas ridge traçadas a partir dos pontos umbílicos
A Figura 22 apresenta os traços de curvas ridges que obtivemos com o algoritmo.

Eles foram obtidos a partir dos pontos críticos e dos pontos de partida calculados numa
pequena bola ao redor dos pontos umbílicos.

Figura 22 – Traços de curvas ridge obtidas a partir dos pontos críticos e dos pontos umbílicos.
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A Figura 23 apresenta que o nosso algoritmo não foi capaz de reproduzir com
total fidelidade os resultados obtidos por Musuvathy et al. (2011). Pode ser pelo fato
de estarmos trabalhando com cálculos numéricos numa superfície muito susceptível a
variações de ponto flutuante. Investigações mais profundas e refinamento do algoritmo
cabem em trabalhos futuros, como indicamos no Capítulo 6.

Figura 23 – Comparação entre os traços de ridges obtidos pelo nosso algoritmo na figura (1) e
os traços de ridges obtidos por Musuvathy et al. (2011) na figura (2).
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5.4 Métodos para verificação do algoritmo
O método de Cazals et al. (2006) utiliza os coeficientes de Weingarten (como na Defi-
nição 11) para obter uma equação implícita que codifica os ridges azuis, vermelhos e os
pontos umbílicos de uma superfície parametrizada por polinômios.

Implementamos o método de Cazals et al. (2006) utilizando Maple 18. Depois
calculamos os coeficientes necessários para o gráfico das seguintes funções:

h2(u,v) =7u3 +2u2v+3uv2 +u2 +2v2, (5.3)

h3(u,v) =− 1
12

u− 35
24

v+
5
2

uv+
1
2

u2v−3uv2 − 17
12

u2 +
4
3

v2 +u3 +
1
3

v3 +
5

16
, (5.4)

Figura 24 – Ridges da superfície Φ2(u,v) = (u,v,h2(u,v))

(a) [−1,1]× [−1,1] (b) [−0.05,0.05]× [−0.05,0.05]

A Figura 24 apresenta os ridges obtidos com a implementação do código elaborado
por Cazals et al. (2006) para o gráfico de h2 (5.4). A Figura 24a mostra vários ridges da
região [−1,1]× [−1,1] do domínio. De acordo com Bruce, Giblin e Tari (1999, p. 262),
existe um aberto em torno do zero onde a curva ridge que passa ali é uma curva regular,
como podemos ver na Figura 24b.

A Figura 25 mostra os ridges dos gráficos das funções h1 (5.2) e h3 (5.4) presentes
nos trabalhos Cazals et al. (2006) e Cazals et al. (2005).

Além do método no artigo Cazals et al. (2006), implementamos também no Maple
18 o cálculo de todas as equações apresentadas nos capítulos 2, 3 e 4 para poder avaliar essa
equações e validar com os resultados numéricos obtidos no Matlab. Em comparação com
os resultados do Maple (que consideramos mais precisos), todos os coeficientes calculados
no Matlab foram obtidos com precisão de 6 casas decimais.
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Figura 25 – Ridges de superfícies na região [0,1]× [0,1]

(a) Φ3(u,v) = (u,v,h3(u,v)) (b) Φ1(u,v) = (u,v,h1(u,v))
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6
CONCLUSÃO

Apesar das características robustas poderem ser obtidas através de equações isso não
significa que as suas extrações computacionais sejam simples. Vimos nos resultados deste
trabalho no Capítulo 5 que ao realizar cálculos próximos a singularidades das curvas
robustas os resultados obtidos são muitos susceptíveis às imprecisões numéricas. Isso se
deve ao fato de que para obter cada um dos pontos ridge da superfície, dependemos de
realizar uma longa sequência de cálculos numéricos.

Isso leva a uma inquietação: como podemos ver em Mari, Hetroy-Wheeler e Sub-
sol (2020), os métodos para extração de características robustas, em geral, “traduzem
literalmente” os conceitos da Geometria Diferencial sobre características robustas para os
métodos disponíveis de Processamento Geométrico para tratar nuvens de pontos, malhas e
superfícies parametrizadas. Essa tradução geralmente acompanha perdas de desempenho
e de precisão dos resultados, uma vez que sempre haverão imprecisões numéricas inerentes
aos métodos quando estamos operando com uma teoria contínua no mundo discreto.

Para melhorar essa situação, um caminho possível é desenvolver uma teoria equiva-
lente à das características robustas dentro da Geometria Discreta. Isso permitiria trabalhar
com mais naturalidade com os conceitos de variedades computacionais que já conhecemos.
Esperamos que o presente trabalho abra caminho para o desenvolvimento de uma teoria
como essa.

Dito isso, indicamos aqui possíveis melhoramentos e ramificações dos resultados
obtidos nesta dissertação.
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6.1 Trabalhos futuros

6.1.1 Refinamento do algoritmo ao redor de pontos umbílicos

Durante toda a realização do nosso trabalho, pudemos notar que o comportamento
das ridges num aberto pequeno ao redor dos pontos umbílicos é bastante sensível a va-
riações numéricas. Seria possível, para obter pontos de partida ridge ao redor de pontos
umbílicos, aplicar os métodos de subdivisão de domínio que utilizamos para obter os
outros pontos de partida.

6.1.2 Extração de outras características robustas

Consideramos que é possível aplicar o algoritmo preditor-corretor para traçar também
as curvas parabólicas (Definição 16) e as curvas sub-parabólicas (Definição 17) de uma
superfície. Uma vez explicitadas as equações necessárias para calculá-las acreditamos que
o mesmo método preditor-corretor que utilizamos para obter os ridges possa ser utilizado
para obtê-las. É necessário definir condições de parada para o traço delas estudando a
teoria mais a fundo.

6.1.3 Extração de Regiões Geometricamente Salientes

Retomando as perguntas apresentadas no Capítulo 1 e nossas motivações para este tra-
balho apresentadas no Capítulo 1, a extração das características robustas como fizemos
pode nos oferecer ferramentas e maneiras de diferenciar rostos.

As Regiões Geometricamente Salientes apresentadas por Musuvathy et al. (2011)
podem ser um caminho para essa tarefa. O artigo já demonstra indícios de que mesmo
com curvas ridge semelhantes essas regiões são perceptivelmente diferentes a olho nu. Esse
tipo de propriedade indica que essas regiões podem ser utilizadas como um método de
comparação de superfícies que seja menos sensível a erros numéricos.

6.1.4 Reconstrução de superfícies

Já dentro do projeto temático da FAPESP, em que este trabalho está inserido,
temos um trabalho sendo desenvolvido em paralelo que permite reconstruir superfícies
com bastante precisão utilizando apenas algumas curvas.

Os resultados preliminares do projeto indicam que “existem curvas que são melho-
res que outras” para a reconstrução. Supomos que as diversas características robustas de
uma superfície podem ser curvas adequadas a essa tarefa de reconstrução.

Um trabalho como esse permitiria lidar com uma quantidade muito menor de dados
ao lidar com superfícies, sendo possível até mesmo ter “uma equação” (ou equações) que
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caracterize cada rosto e cada superfície, no sentido de uma impressão digital. Tal impressão
digital poderia ser útil não apenas para trabalhos de reconhecimento facial, mas também
como uma assinatura digital de superfícies como um todo.

6.1.5 Reconhecimento Facial
Nos métodos de reconhecimento facial muitas vezes é necessário encontrar regiões comuns
a todo rosto humano como ponto de partida para buscar regiões únicas que caracterizem
um rosto específico. Como indicado no trabalho de Hallinan et al. (2018), o nose ridge já
é uma curva utilizada como referência para trabalhos do tipo.

Uma classificação adequada das características robustas dos rostos humanos pode
facilitar o reconhecimento de expressões faciais, características étnicas, de gênero etc. para
aprimorar os algoritmos de reconhecimento facial utilizando a geometria dos rostos a seu
favor.
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