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RESUMO

LAGES, C. F. Método de projecao multiescala e malhas hierarquicas para escoamentos
incompressiveis modelados pelas equacoes de Navier-Stokes. 2023. 96 p. Tese (Douto-
rado em Ciéncias — Ciéncias de Computacdo e Matemdtica Computacional) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

Resolver as equacdes de Navier-Stokes para um grande nimero de incognitas é um trabalho
dificil e de elevado custo computacional. Essa tarefa geralmente € feita em paralelo, entretanto a
escalabilidade € dificil de se obter com métodos tradicionais, especialmente quando o nimero de
incdgnitas cresce muito. Esta tese lida com formas diferentes de reducao do custo computacional
ao se resolver problemas de escoamentos de fluidos modelados pelas equagdes de Navier-Stokes.
Uma das ideias exploradas é o emprego de refinamento localizado permitindo significativa redu-
¢do de custo computacional ao utilizar malhas mais grosseiras em regides que ndo sdo de interesse
ainda mantendo um bom nivel de precisdo ao refinar regides importantes do escoamento. Isso é
realizado com uma estrutura de malha hierdrquica juntamente com interpolagdes independentes
de malha para lidar com os diversos niveis de refinamento possiveis no dominio. Os resultados
mostram que o método € robusto e mantém convergéncia em diversos testes cldssicos na literatura.
Outra estratégia € utilizar um método com decomposi¢ao de dominio multiescala, no caso o
Multiscale Robin Coupled Method, para resolver o problema eliptico que surge ao aplicar o
método da projecao para desacoplar o célculo de velocidade e pressdo. Andlises demonstram
enorme potencial para reducdo de custo global em uma implementagao paralela. Os resultados
obtidos com essa combinagdo (método da projecdo com método multiescala, batizado de método
de projecdo multiescala) mostraram acurédcia nas comparagdes com as solugdes respectivas de

malha fina e solugdes analiticas quando existentes.

Palavras-chave: Navier-Stokes, métodos multiescala, método de projecdo, escoamentos incom-

pressiveis, malhas hierarquicas.






ABSTRACT

LAGES, C. F. Multiscale projection method and hierarchical meshes for incompressible
flows modeled by the Navier-Stokes equations. 2023. 96 p. Tese (Doutorado em Ciéncias
— Ciéncias de Computacdo e Matemdtica Computacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Solving the Navier-Stokes equations for a large number of unknowns is a difficult task with
a high computational cost. This is usually done in parallel, but scalability is hard to achieve
with traditional methods, especially for very large number of unknowns. We propose different
ways of dealing with computational cost reduction when solving the Navier-Stokes equations.
One of the strategies is using local refinement to reduce the computational cost by coarsening
uninteresting areas while maintaining accuracy with local refinement in important flow areas.
This is performed by a hierarchical mesh along with meshless interpolations to deal with the
variation of refinement levels across the domain. Results show that the method is robust and
keep optimal convergence order in several classical tests available in the literature. The second
strategy proposes a new domain decomposition multiscale projection method based on the
Multiscale Robin Coupled Method to solve the elliptic pressure equation used to decouple
velocity and pressure calculations. Analysis show great potential for cost reduction in a parallel
implementation. Results obtained with the multiscale projection method show accuracy when

comparing them to the undecomposed case or analytical solutions when available.

Keywords: Navier-Stokes, multiscale methods, projection methods, incompressible flows,

hierarchical meshes.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os escoamentos de fluidos sao fendmenos abundantes na histéria da humanidade, ocor-
rendo tanto de forma natural quanto através de processos induzidos pela necessidade humana no
decorrer dos tempos. Dentre os fendmenos que ocorrem naturalmente, pode-se, a titulo de exem-
plo, citar: circulacdo sanguinea, movimento de correntes maritimas, curso de rios, penetragao
das dguas pluviais no solo, lengdis freaticos, dentre outros. E, em se tratando dos escoamentos
produzidos pelo homem, pode-se citar: extracdo de petréleo em reservatdrios e filtragem de dgua
e ar (sendo esses classificados como escoamentos em meios porosos), movimento do ar em torno
de uma asa de avido, desvio de cursos de rios para conten¢do em hidroelétricas e todos aqueles
presentes em diversos processos industriais. Os escoamentos sao classificados de acordo com o
tipo de fluido presente e também pela quantidade de fluidos diferentes envolvida (WHITE, 1999),
por exemplo, considerando o tipo de fluido, tem-se os compressiveis, em que a massa especifica
do fluido varia, e os incompressiveis. Hd também os newtonianos, cuja viscosidade é constante e
0s ndo newtonianos. E os escoamentos que contam com apenas um fluido sdo chamados de mo-
nofasicos enquanto aqueles em que hé a presenca de dois ou mais sdo chamados de multifasicos.
Nesta tese, o interesse € modelar e simular escoamentos monofédsicos e incompressiveis com
fluidos newtonianos por meio da solucao numérica das equacdes de Navier-Stokes que serdo

melhor apresentadas posteriormente.

A resolucdo numérica de equagdes diferenciais parciais (como as de Navier-Stokes, por
exemplo) requer discretizacdes de dominio (malhas) que geram incégnitas para cada grandeza
de interesse no escoamento (pressdo, velocidades, densidade, e assim por diante). Dependendo
da natureza do escoamento, do tamanho do dominio, da precisdo que € esperada para a solucao
e dentre outras coisas, essas malhas podem conter um grande nimero de elementos gerando
uma quantidade massiva de incégnitas comprometendo o tempo de computacdo para obter uma
solu¢do numérica. Tomando como exemplo as equagdes de Navier-Stokes, esse sistema possui
como incdgnitas a pressdo e as velocidades em duas dire¢des se considerar um escoamento

bidimensional, tais incognitas estdo fortemente acopladas o que também dificulta a solucdo
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por requerer que todas as incognitas sejam resolvidas juntas, levando um tempo computacional
grande. Para contornar esse problema do acoplamento, métodos de segregacao de pressao sao
bastante eficientes pois fornecem mecanismos simples para desacoplar a pressao das velocidades.
Nessa tese, o foco estd nos métodos de projecio (BROWN; CORTEZ; MINION, 2001; CHORIN,
1968; QUARTERONI; SALERI; VENEZIANI, 2000; SOUSA; OISHI; BUSCAGLIA, 2015;
GUERMOND; MINEV; SHEN, 2006), em que o calculo das velocidades se d4 pela discretizagdo
da equacgdo de conservacdo de quantidade de movimento e a obtenc¢do da pressdo acontece

resolvendo uma equacao de eliptica.

1.1 Métodos de projecao

Os métodos de projecdo comecaram a ser introduzidos nos trabalhos de Chorin (1968)
que descreveram a natureza do problema e a forma de segregar as incdgnitas de interesse. Tais
métodos sdo baseados no teorema de Helmholtz-Hodge (LADYZHENSKAYA, 1969) que garante
a decomposicao de um campo vetorial dado em uma soma de um campo solenoidal com um
campo gradiente. Essa decomposicao permite calcular o operador da projecdo resolvendo uma
equacdo eliptica. No caso da resolucio das equacdes de Navier-Stokes, a projecdo € aplicada na
equacao de momento cujas incognitas sdo a pressao e as velocidades. O método apresentado
por Chorin (1968), ao discretizar a equagcao de momento, aproxima o gradiente de pressao
discretizado por zero, quando esse tipo de aproximacao € feita para o gradiente de pressao,
tem-se os métodos de projecdo nao incremental. H4 outras formas de aproximar o gradiente de
pressdo na discretizagdo da equacdo de momento, por exemplo calculando o mesmo com os
valores da pressdo no momento anterior, nesses casos tem-se o método de projecio incremental
(GODA, 1979; SOUSA; OISHI; BUSCAGLIA, 2015).

Justamente por ser necessdrio resolver uma equagdo eliptica computacionalmente, a
demanda de recursos torna-se alta. Principalmente em se tratando de problemas grandes, com
malhas com muitos elementos, os sistemas lineares provenientes da discretizacao utilizada
nessa equacao eliptica (independente da escolhida) sdo enormes e dificeis de resolver. Sendo
assim, o gargalo no tempo computacional para essas simulacdes reside justamente no cdlculo do
operador de projecdo, exigindo, portanto, técnicas e estratégias para reduzir esses custo e tempo
computacionais. Mesmo utilizando métodos iterativos programados em paralelo para resolver
esses sistemas lineares, devido ao tamanho, hé frequentemente problemas de desempenho e
convergéncia. Sendo assim, novas estratégias sdo sempre bem-vindas para contornar esses

problemas.

1.2 Malhas hierarquicas

As malhas hierdrquicas cartesianas baseadas em uma estrutura de arvore sao comumente

escolhidas em contextos em que € necessdrio flexibilidade por permitir refinamentos em regides
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especificas do dominio. Essa caracteristica aumenta resolu¢do de malha em dreas de interesse
do escoamento, sem aumentar o custo computacional. Devido a sua natureza cartesiana, tais
malhas permitem o desenvolvimento de métodos baseados em diferencas ou volumes finitos sem
a necessidade de lidar com células distorcidas ou outros contratempos comuns as malhas nao

cartesianas.

A dificuldade reside, em sua maior parte, no cédlculo dos fluxos em facetas de células que
sdo vizinhas de outras células com diferentes niveis de refinamento, ou seja, pode acontecer de
uma célula ter nimero de vizinhos diferentes em cada uma de suas facetas. Para lidar com esse
tipo de problema diferentes técnicas foram desenvolvidas ao longo dos anos considerando, em
sua maioria, malhas hierdrquicas representadas por estruturas de dados quadtree (para problemas
em duas dimensdes) ou octree (problemas em trés dimensdes). Apesar de essas estruturas de
dados terem restri¢cdes na sua formulagao, essa estratégia obtém bons resultados, sendo uma boa
escolha na maioria dos casos (POPINET, 2003; LOSASSO; GIBOU; FEDKIW, 2004; MIN;,
GIBOU, 2006; GUITTET; THEILLARD; GIBOU, 2015; GOMEZ et al., 2019).

Dentro da classificacdo de malhas hierdrquicas, as que apresentam maiores dificuldades
na implementagdo e utiliza¢do sdo as malhas estruturadas por blocos. Sdo compostas por sobre-
posi¢do de blocos de malhas estruturadas com diferentes resolucdes, integradas por esquemas
e interpolacao (BERGER; OLIGER, 1984; PIVELLO et al., 2014). Tal abordagem apresenta
restri¢des na adaptabilidade da malha a diferentes geometrias, além de se necessario cuidado ao

mapear células e informacdes entre os blocos que compdem a malha final.

J& para as malhas quadtree e octree, a maior dificuldade ao adaptar esquemas de diferen-
cas e volumes finitos (POPINET, 2003; LOSASSO; GIBOU; FEDKIW, 2004) estd nas interfaces
que compartilham diferentes niveis de refinamento, ou seja, faces de uma mesma célula podem
ndo ter o mesmo numero de células vizinhas. Para contornar esta dificuldade, usualmente sao
feitas interpolacdes de alta ordem que sdo, majoritariamente, geométricas dependendo, portanto,
do ndmero de vizinhos de uma face. Por esse motivo, os primeiros esquemas de diferencas e
volumes finitos foram desenvolvidos considerando malhas cuja razdo entre interfaces grossa-fina
¢ restrita a 2:1, ou seja, malhas octree e quadtree balanceadas (LOSASSO; GIBOU; FEDKIW,
2004).

Uma malha que limita possiveis configuragdes de células vizinhas como as balanceadas
permite deduzir, previamente, formulas bem definidas para as interpolacdes geométricas para
cada caso especifico. Em termos de implementagio, essas férmulas sdo inseridas nos c6digos
de forma engessada. Além disso, mesmo sendo uma malha adaptativa, essa restri¢cao leva a um
aumento desnecessario de células (BATTY, 2017), motivando, entdo, o desenvolvimento de
métodos em malhas ndo balanceadas (OLSHANSKII; TEREKHOV; VASSILEVSKI, 2013).

Um modo de lidar com as limita¢des geométricas dos métodos citados previamente € uti-
lizar métodos independente de malhas (meshless). Existem na literatura métodos completamente

independentes de malhas, entretanto, em se tratando de convergéncia e consisténcia, ainda ha



24 Capitulo 1. Introdugdo

problemas que nao foram completamente investigados (BELYTSCHKO et al., 1996; LI; LIU,
2002; ZHANG; KWON; YOUN, 2005; NGUYEN et al., 2008). Com menos referéncias na
literatura, tem-se os métodos hibridos, que combinam a simplicidade de um esquema de diferen-
cas finitas com as interpolacdes independentes de malha. Sdo estratégias aplicadas, geralmente,
para a discretizacao de objetos complexos imersos em uma malha cartesiana e aplicagdes que
requerem unido de malhas estruturadas (DING et al., 2004; DING; SHU; CAI, 2007; WANG et
al., 2008).

Por fim, o trabalho que serd apresentado nessa tese usa interpolagdes independentes
de malha calculadas pelo método dos minimos quadrados méveis para modificar esténceis de
diferencas finitas nas vizinhancas de interfaces entre células finas e grossas (comum em malhas
hierarquicas) (SOUSA et al., 2019).

1.3 Modelos de ordem reduzida

Outras estratégias, que nio serdo exploradas nesta tese, que buscam reduzir o custo
computacional, sdo os modelos de redu¢do de ordem. Esses modelos de Redu¢do de Ordem
(ROM, do inglés Reduced Order Models) tem ganhado bastante espago na literatura quando
se trata de resolver problemas com um grande nimero de incégnitas. Eles reduzem o nimero
de incdgnitas resolvendo problemas menores, porém mantendo acuricia suficiente quando
comparados com os modelos completos. Divide-se essa classe de modelos em trés grupos
distintos: POD (do inglés Proper Orthogonal Decomposition, base reduzida (RB do inglés
Reduced Basis) e PGD (do inglés Proper Generalized Decomposition). Apesar de pertencerem a
grupos distintos, os dois ultimos (RB e PGD) compartilham a mesma base em sua formulacio, a

decomposicao POD introduzida por Pearson (1901).

A técnica de decomposi¢do POD € muito aplicada em problemas que dependem do tempo,
sendo frequentemente utilizada para problemas transientes usando Navier-Stokes (LASSILA et
al.,2014). A reducdo do problema original € feita selecionando as caracteristicas mais relevantes
do comportamento do mesmo e colocando-as em um conjunto de vetores que serd a base reduzida
que deve ser capaz de representar o problema original de forma eficiente (CHINESTA et al.,
2016). Tal eficiéncia dependera da precisdo que essa base reduzida terd, € necessério que critérios
de erro sejam bem estabelecidos afim de construir essa base de forma adequada, diminuindo o

erro entre a solucdo obtida com o modelo reduzido e a esperada (FERNANDES, 2020).

Similares a decomposi¢cao POD, os modelos de base reduzida contam com uma base
ortonormal atualizada durante a simulagdo, sendo esta enriquecida a medida que o erro torna-
se inaceitavel (MADAY; RONQUIST, 2002; QUARTERONI; ROZZA; MANZONI, 2011).
Desenvolvimentos recentes focam em duas principais drea: avaliagdo de erros a posteriori €
melhoria nos processos de amostragem para escolher a quantidade 6tima de fun¢des para compor

a base reduzida. No primeiro, o intuito € controlar as atualiza¢des da base enquanto no segundo,
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escolher amostras mais representativas geraria bases que representariam de forma mais fiel o
problema (CHINESTA et al., 2016).

1.4 Decomposicao de dominio e métodos multiescala

Os métodos de decomposi¢do de dominio vem ganhando espaco na comunidade nos
ultimos anos. A ideia principal € dividir o dominio onde se resolve uma equacao diferencial
parcial em dominios menores, resolver pequenos problemas locais semelhantes ao global e,
depois, acoplar as solugdes obtidas com um sistema que leva em consideracdo condi¢des
de compatibilidade, geralmente aplicadas nas interfaces desses subdominios quando ndo ha

sobreposi¢cdo entre 0os mesmos.

O uso de tais métodos para resolucdo das equacdes de Navier-Stokes, entretanto, ndo é
recente. Ha resultados mostrados por Nataf, Rogier e Sturler (1995), em que uma decomposi¢ao
de dominio € apresentada para equacdes de advecg¢do-difusdo, aplicando-a nas equacdes de
Navier-Stokes usando a formulagdo de linhas de corrente e vorticidade. Diversos autores pro-
puseram estratégias baseadas em decomposi¢dao de dominio (BRAKKEE; SEGAL; KASSELS,
1995; BRAKKEE; VUIK; WESSELING, 1998; BAIGES; CODINA; IDELSOHN, 2013), em
sua maioria utilizando subdominios com sobreposi¢ao (DRYJA; WIDLUND, 1989; GRIEBEL;
OSWALD, 1995; NABBEN, 2003; ZHOU; HON; LI, 2003) que requerem algumas iteragcdes

entre os subdominios para atingir uma boa solugdo final.

Apesar de benquistos na comunidade, os métodos de decomposi¢do de dominio sem
sobreposicao entre os subdominios ganharam popularidade recentemente e, portanto, trabalhos
com desenvolvimentos recentes sobre o tema surgiram, tais como os apresentados por Girault,
Riviere e Wheeler (2005) e Gunzburger e Lee (2000). Girault, Riviere e Wheeler (2005) descreve
uma familia de métodos de elementos finitos Galerkin descontinuos com decomposicdo de
dominio sem sobreposi¢do para resolver Navier-Stokes enquanto Gunzburger e Lee (2000)
apresenta uma decomposicao de dominio otimizada, também sem sobreposi¢ao. Dentro dessa
classe de métodos de decomposicao de dominio sem sobreposicao, encontram-se os métodos de

decomposicao de dominio multiescala.

Inicialmente desenvolvidos para escoamentos em meios porosos, os métodos de decom-
posi¢cdo de dominio multiescala apresentam uma grande vantagem quando falamos de redugdo
do custo computacional. Sua formulacao é semelhante aos métodos de decomposi¢do de domi-
nio padrdo, entretanto o acoplamento entre as solu¢des locais é enfraquecido, levando a uma
aproximagdo que € conservativa, entretanto a solucdo final pode ndo ser continua nas interfaces
entre os subdominios. Nesta tese, o interesse sdo os métodos multiescala mistos, que lidam de

diferentes maneiras com a questao da solu¢do descontinua ao longo dos subdominios.

Os métodos multiescala possuem duas medidas de malha, a malha fina e a malha grossa.

A primeira € a resolu¢do da malha, o tamanho das células que compdem os subdominios e a
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segunda, geralmente, é o tamanho das arestas dos subdominios, ou uma fracao delas maior
que a escala de malha fina. Arbogast et al. (2007) introduziu o Multiscale Mortar Mixed Finite
Element Method (MMMFEM), em que a continuidade do fluxo é garantida apenas na malha
grossa, enquanto a continuidade da pressdo € garantida na malha fina. J4 Araya et al. (2013), em
seu Multiscale Hybrid Mixed Finite Element Method (MHM) garante a continuidade do fluxo na

malha fina, enfraquecendo a continuidade da pressao.

Finalmente, ha uma outra forma de acoplar os subdominios, usando uma condi¢do
de Robin nas bordas dos subdominios ao resolver os problemas locais (DOUGLAS et al.,
1993), (LIONS et al., 1988)). Essa estratégia é a base para o Método Multiescala Misto, Mul-
tiscale Mixed Method (MuMM), apresentado por Francisco ef al. (2014). Recentemente, os
métodos MMMFEM, MHM e MuMM foram generalizados pelo Multiscale Robin Coupled
Method (MRCM) apresentado recentemente por Guiraldello et al. (2018). Este permite definir

independentemente os espacos para pressdo e fluxo nas interfaces dos subdominios.

Essa tese estd organizada da seguinte forma: o presente capitulo trouxe uma introducdo e
rdpida revisdo bibliogréifica dos temas que serdo posteriormente abordados; o Capitulo 2 traz os
principais conceitos a respeito de escoamento de fluidos, bem como a formulacdo matemética
dos escoamentos, 0 método da projecao e a discretizacdo espacial utilizada; o Capitulo 3 fala
a respeito das malhas hierdrquicas; o Capitulo 4 mostra a formulacao do método de projecao
multiescala aqui proposto juntamente com alguns resultados de valida¢cao do método; o Capitulo 5
traz os resultados obtidos com o método de projecdo multiescala e, finalmente, o Capitulo 6

finaliza e conclui os assuntos dessa tese.
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CAPITULO

EQUACOES DE NAVIER-STOKES

Quando falamos de mecéanica de fluidos, reduzimos as substincias em dois estados:
solido e fluido. Enquanto o primeiro pode resistir a uma forga aplicada a ele (demorando para
deformar ou quebrar), um fluido facilmente se moverd numa situacao assim (WHITE, 1999).
Formalmente, um fluido € uma substancia que se deforma constantemente ao aplicar uma tensdo
de cisalhamento, por menor que ela seja (FOX; MCDONALD; MITCHELL, 2020).

Os fluidos sdo divididos em duas classes: gases e liquidos (como pode ser observado no
esquema da Figura 1). Os liquidos possuem for¢as moleculares mais intensas, fazendo com que
suas moléculas fiquem mais proximas e, portanto, com que seu volume seja mantido. Ja os gases,
por possuirem moléculas mais espacadas (devido a forcas moleculares mais fracas) nio retém seu
volume, expandindo sempre. Também podemos classificar os fluidos em newtonianos (aqueles
que seguem a lei de Newton da viscosidade (WHITE, 1999)) e ndo newtonianos (aqueles que ndo
seguem a lei de Newton da viscosidade), sendo os primeiros mais comuns, tendo com exemplo

agua, gasolina e os gases também.

Quando se olha a nivel molecular, a distancia entre as moléculas, tanto nos liquidos
quanto nos gases, sdo muito maiores do que o didmetro das mesmas. Isso traria uma dificuldade
para o entendimento de como os fluidos se comportam em algumas situacdes, ou para entender
suas propriedades (massa especifica e viscosidade). Porém, ao olhar a nivel macroscopico, essa
distancia entre as moléculas € desprezivel, sendo possivel considerar o fluido como um meio
continuo. Essa suposicdo € a base da mecanica de fluidos classica, permitindo o uso das leis da

mecanica e do cdlculo para modelar e entender os escoamentos.

Os escoamentos podem ser classificados de diversas formas (a Figura 1 mostra um
esquema dessas classificagdes), sendo elas: viscosos ou inviscidos (quando a viscosidade é
considerada nula); compressiveis (hd variacdo de massa especifica) ou incompressiveis (nao
ha variacdo de massa especifica) e laminares ou turbulentos. Esta dltima classificagdo leva

em conta o valor do nimero de Reynolds, que relaciona a viscosidade e massa especifica do
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Figura 1 — Esquema de classifica¢do de fluidos e escoamentos. Neste trabalho, o foco serd em liquidos
newtonianos em escoamentos viscosos, laminares e incompressiveis.

Fluidos Escoamentos
Gases Liquidos Inviscido Viscoso
Newtoniano Nio-Newtoniano Laminar Turbulento
Incompressivel Compressivel

Fonte: Adaptada de Fox, McDonald e Mitchell (2020).

fluido, sua velocidade no escoamento e algum comprimento que caracterize o escoamento.
Nesta tese, consideraremos apenas liquidos newtonianos em escoamentos viscosos, laminares e

incompressiveis.

Outro aspecto a se considerar € o referencial a partir do qual se observa o desenvolvimento
do escoamento. Existem duas formulacdes para analisar problemas de mecanica de fluidos: a
lagrangeana e a euleriana. Na formulacdo lagrangeana, observa-se a particula de fluido se
movendo, ou seja, a partir de uma posi¢do inicial num tempo inicial, o referencial do escoamento
segue a particula ao longo do tempo. Dessa forma, qualquer propriedade do escoamento é
uma funcao do tempo e da posi¢do inicial da particula. Essa € uma formulacao muito utilizada
com métodos modelados a partir do movimento de pequenas goticulas ou particulas de fluidos
(WHITE, 1999).

Ja na formulacdo euleriana, observa-se uma determinada regido do dominio onde acon-
tece o escoamento e analisa-se tudo que acontece ou passa por ela. Pode-se imaginar um volume
de controle onde avalia-se como as propriedades do escoamento variam ao longo do tempo
(KUNDU; COHEN, 2002). Essa formulagao € a utilizada pelos métodos que serao abordados

nesta tese, portanto € a inica formulagao considerada aqui.
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2.1 Modelagem matematica

As equagdes que modelam quaisquer escoamentos sdo derivadas a partir de principios
fisicos de conservac¢do de massa, movimento e energia. O principio de conservacio de massa dita
que sO € possivel haver variacao de massa em um volume de controle se houver fluxo entrando

ou saindo do mesmo, a equacdo que modela este principio é dada por

dp
—+V- =0. 2.1
5, TV (pu) 2.1)
Em que p é a massa especifica, u € o campo de velocidades e V é um operador dado por
o
V= —. 2.2

Em que e; sdo vetores da base canonica de um espaco R". Nesta tese, optamos por considerar

escoamentos apenas em R?.

A massa especifica e viscosidade sdo constantes devido a natureza do escoamento e do
tipo de fluido considerado (newtoniano e incompressivel), deste modo a massa especifica de uma
particula de fluido nao sofre alteracdes com o tempo, assim

Dp_0p

o =, TW VP =0, (2.3)

em que %’l) € a derivada material de p. Sua definicdo € dada por (SOUSA, 2003)

D¢ ¢
o = 3, T Ve, 2.4)

que representa a variacdo de uma propriedade ¢ de uma particula material do fluido movendo-se

no dominio de referencial fixo.

Usando a regra da cadeia na Equacgao 2.1 e a definicao de derivada dada pela Equacdo 2.4
tem-se
dp

Dp
9 +u-Vp+pV-u Di +pV-u=0 (2.5)

Usando a afirmac¢do da Equacdo 2.3 (que a derivada material da massa especifica é zero) e

isolando V -u da Equagao 2.5, a conservagao de massa dada na Equagao 2.1 fica

1D
V-u:———p:O ouseja V-u=0, (2.6)
p Dt

a Equacdo 2.6 € conhecida como condic¢ao de incompressibilidade e deve ser mantida em todo o

dominio.

Pode-se deduzir a equacao de conservagdo de quantidade de movimento a partir da
segunda lei de Newton, que diz que a taxa de variacdo temporal da quantidade de movimento de
uma particula € igual a soma resultante das for¢as que atuam sobre a mesma. Esse conceito é

equacionado por

9
8—‘;+pv-(u®u):—vp+pfb+v-u(Vu+VTu), 2.7)
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em que p € a pressdo, U € a viscosidade, f;, ¢ uma forca geralmente associada com a gravidade ou
outras forcas externas atuando sobre o escoamento. As Equacdo 2.6 e Equacdo 2.7 sdo chamadas

de Equacgdes de Navier-Stokes e aqui modelam escoamentos incompressiveis € newtonianos.

Juntamente com a Equagdo 2.6, a Equagdo 2.7 forma um sistema de trés equacoes
(considerando R? e, portanto, duas componentes para velocidade) que modela escoamentos
newtonianos, incompressiveis e isotérmicos e acopla os campos de velocidade e pressdo. Para
contornar este problema, que gera nao linearidades no sistema de equacdes dificultando sua
resolucdo numérica, serd usado um método de projecio, explicado nas proximas subsecdes,
cuja formulacdo € baseada na decomposicao de Helmholtz-Hodge (LADYZHENSKAYA, 1969;
OISHI, 2008), possibilitando o desacoplamento de pressdo e velocidade.

2.2 Decomposicao de Helmholtz-Hodge

A decomposi¢do de Helmholtz-Hodge diz que um campo vetorial qualquer, suave em
um dominio, pode ser decomposto como a soma de dois outros campos: um de divergéncia
nula e outro com rotacional nulo (campo gradiente), sua representacdo grafica é apresentada
na Figura 2. Este resultado etd demonstrado em Ladyzhenskaya (1969) e € a base tedrica para
os métodos de projecdo. Formalmente, dado um campo vetorial w ele pode ser decomposto da
forma

wW=u-+vVv
Vau=0,Vxv=0 (2.8)
u-njyo =w-njq,

em que Q é o dominio e dQ sua fronteira.

Sendo u um campo com divergente nulo e pelo fato de v ser um campo irrotacional (e
portanto existe um campo escalar p de forma que v = Vp), ao aplicar o operador divergente na
Equacdo 2.8 tem-se

Vip=V-w
(2.9)
Vp-n|zo=w-n|q,
o interesse € encontrar o campo vetorial u e o campo escalar p. A condicdo de contorno
apresentada na Equacdo 2.9 é consequéncia de u ser paralelo a borda de Q, dQ. Chamando
w-n = g, pode-se verificar a existéncia de solucio para a Equagao 2.9. Para garantir a existéncia
de solucdo para uma equagao de Poisson, o termo fonte V - w e a condicdo de contorno g devem

satisfazer
/V-wdQ:/ 2doQ, (2.10)
Q oQ

como g = W -n e aplicando o teorema da divergéncia no lado esquerdo da Equacgdo 2.10 tem-se

/V-wdQ:/ w-ndaQ:/ 2ddQ, @2.11)
Q 2Q Q
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garantindo, portanto, existéncia da solug@o para essa equacao.

Prosseguindo com o processo de encontrar o campo vetorial u e o campo escalar p,
resolve-se a Equacdo 2.9. Uma vez encontrado p recupera-se o campo vetorial u da seguinte

forma

u=w-"Vp. (2.12)

Nos métodos de projecdo para resolucio das equacdes de Navier-Stokes, resolver a Equagado 2.9
€ a etapa que consome grande parte do tempo computacional das simulacdes, tornando o método
lento a medida que aumenta o nimero de células computacionais presentes em malhas de alta

resolucado, utilizadas para representar o dominio do problema.

Figura 2 — Representagdo grafica da decomposicdo de Helmholtz-Hodge em que se decompde um campo
w na soma de um campo com divergente nulo u com um campo gradiente Vp.

Fonte: Adaptada de Oishi (2008).

2.3 Método da projecao e discretizacao temporal

Resolver o sistema de equacgdes dado pelas Equacgao 2.6 e Equacdo 2.7 de forma acoplada
requer alto custo computacional, tornando-se, muitas vezes, invidvel. Uma forma de contornar
isso € segregar pressdo e velocidade e resolver o sistema em dois estagios, usando, portanto,
métodos de projecdo como os apresentados por Chorin (1968), Oishi (2008), Quarteroni, Saleri e
Veneziani (2000). Esses métodos baseiam-se na decomposicdo de Helmholtz-Hodge, apresentada
na Secdo 2.2, para calcular os campos de velocidade e pressao separados, usando o calculo de
uma velocidade intermedidria, podendo ter, ou ndo, alguma aproximagdo para o gradiente de

pressao.
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Para deduzir o método da projecdo para as equacdes de Navier-Stokes, primeiramente
faz-se a discretizac@o temporal da equacdao de momento. Nesta tese, utilizou-se o método de

Euler para discretizar a Equacgao 2.7. Dessa forma, a Equacao 2.7 discretizada no tempo fica
un—H —u"

s+ V-(u"®u") = /l) [-Vp" '+ V. u(Va' +Viu") +-£] (2.13)

n+1

nota-se que a pressio é avaliada no tempo ¢ = £, |, uma vez a velocidade u"*! e a pressio p"*!

sdo calculadas juntas a cada passo de tempo. Rearranja-se a Equacdo 2.13 da seguinte forma

1 1
uwtl g E&van —u"— 8V (" @u") + 5 [V-u (Vo' +vTa") +£2], (2.14)
em que
* n+1 ot n+1

¢ o campo vetorial que serd decomposto com a decomposi¢do de Helmholtz-Hodge. Ao aplicar o
operador divergente em w* e considerando que o campo vetorial u**! deve manter o divergente

nulo, conforme a Equacdo 2.9, tem-se a seguinte equagao de Poisson

V2t = P (2.16)

- 6t
O campo vetorial w* pode ser interpretado como uma velocidade intermedidria quando

se aproxima Vp"T! = 0 e, portanto, calculado da seguinte forma
1
w'=u"— 5tV (u"@u") + > [V-w(Vu" + Vi) + 1] . (2.17)

Uma vez encontrada a velocidade intermedidria w*, ela € usada como termo fonte da equagdo de

n+1

Poisson, como mostrado na Equacio 2.16. Encontrada a pressdo p"*! o calculo de u"*! segue

direto da propria decomposicao do campo vetorial usando a Equacgdo 2.15.

Resumindo o procedimento para o método da projecdo, tem-se as seguintes etapas:

1. Célculo de uma velocidade intermediaria w* com Equacao 2.17

2. Cilculo da pressdo p"*! no tempo #,; com Equagio 2.16

n+1

3. Atualizacdo do campo de velocidade u"™"' no tempo 7, com Equacdo 2.15.

O esquema deduzido anteriormente ¢ chamado de esquema ndo incremental, em que
nao se utiliza nenhuma aproximacio para o gradiente de pressdo ao calcular a velocidade
intermedidria. A ordem temporal do método de projecéo ndo incremental é o(0t). Vale ressaltar
que existem formulacdes do método de projecdo que possuem ordem maior no tempo, € o caso do
método de projecdo incremental, em que se utiliza o gradiente de pressao no tempo ¢ = ¢, como
aproximacdo do gradiente de pressdao no tempo ¢ = f,,4+1 no célculo da velocidade intermediéria,

este método tem ordem temporal o(8¢2).
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O principal gargalo na implementagdo deste método €, justamente, resolver o sistema
linear proveniente da discretizacdo da equagio eliptica presente no método de projecio. E um
processo que usualmente € custoso computacionalmente, requerendo estratégias para diminuir
o tempo computacional envolvido. Dentre as diversas estratégias usadas para contornar este
problema, podemos citar as que focam em dividir o problema com computagdo paralela e
decomposicdo de dominio e as que focam em reduzir os graus de liberdade do sistema. Esta
ultima, ligada principalmente ao problema de Navier-Stokes, pode ser feita usando malhas que
possuem diversos niveis de refinamento permitindo células mais grossas em regides de pouco
interesse do escoamento. Vale lembrar, também, que a segunda estratégia pode ser combinada
com a primeira (SOUSA et al., 2019).

Em se tratando de programacao paralela, um problema que afeta a performance dessa
abordagem ¢é a comunicagdo de dados entre os processos. Portanto, para atingir uma boa escala-
bilidade, a estratégia deve se preocupar em minimizar os momentos em que hd comunicacdo
(GHOSH et al., 2022). Métodos de decomposi¢do de dominio como o apresentado em Guiral-
dello et al. (2018) em geral usam o minimo de comunicagdo entre 0s processos apresentando
uma boa escalabilidade (JARAMILLO et al., 2022).

Nesta tese serdo apresentadas duas formas de reduzir o custo computacional do sistema:
uso de malhas hierdrquicas implementadas em paralelo e métodos de decomposicao de dominio
multiescala. A primeira abordagem serd explicada e detalhada no Capitulo 3 e a segunda no
Capitulo 4.

2.4 Discretizacao espacial

Nesta secao serd apresentada a discretizagao espacial dos termos difusivo e advectivo
das equagdes de Navier-Stokes. A discretiza¢do da equacdo da pressao dependerd da abordagem

escolhida para reduzir seu custo computacional, tal sera detalhada nos Capitulo 3 e Capitulo 4.

A discretizacdo espacial escolhida foi a de volumes finitos, que consiste em dividir
0o dominio em diversos volumes e observar a variacdo de uma grandeza passando por ele,
respeitando os principios de conserva¢do. Em cada volume de controle, sdo formuladas equagdes
integrais das leis de conservacdo que serdo aproximadas numericamente. A discretizagdo aqui
apresentada para os operadores diferenciais € equivalente a obtida considerando, em elementos

finitos, o espaco de menor ordem de Raviart-Thomés.

Seguiu-se os passos apresentados em Prosperetti e Tryggvason (2007) considerando
escoamentos incompressiveis em que a massa especifica p e viscosidade y sdo constantes em

todo dominio. Deste modo simplifica-se a Equacdo 2.7 da seguinte forma

0 1
a—?—i—V-(u@u):—EVp—l—fb—l—szu, (2.18)

em que v é arazdo [t/p e V2u=V- (Vu+ V' u). Como estamos aplicando o método da projecao
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para resolver numericamente as equacgdes de Navier-Stokes, € o campo w*, advindo do método

da projecdo, que serd discretizado, ou seja,

w'=u"— 81V - (0" @u") + 5tf, + SrvVu". (2.19)

A discretiza¢do do dominio foi feita com uma malha estruturada deslocada, cujos volumes
de controle para cada grandeza observada (pressao e velocidades em x e y) sdo mostrados na
Figura 3. A pressdo € avaliada em centro de célula enquanto as velocidades x e y sdo avaliadas

nas faces leste e oeste para x e norte e sul para y.

Figura 3 — Volumes de controle para pressdo e velocidades em x e y em uma malha deslocada. Cada célula
(volume de controle) € denotada pelos indices (i, j), a pressdo € avaliada em centro de célula
enquanto as velocidades sao avaliadas nas faces da mesma. Sendo a velocidade em x avaliada
nas faces leste e oeste e a velocidade em y avaliada nas faces norte e sul.

Vi j+1/2 Vi j+1/2 Vitl,j+1/2 Ui1)2,j+1 Uir1)2,j+1
" pi,;+l
Ui-1/2,j Uiv1/2,j Dij Pi+l,j
[ ] [ ] { ] [ ] [ ] { ] [ ]
Pij Uit1/2,j Vij+1/2
Pij
Vi j—1/2 Vi j—1/2 Vitl,j—1/2 Ui—1/2,j Uit1/2,j

Fonte: Elaborada pelo autor.

Feitas essas consideragdes, define-se os operadores discretos T(u”) e L(u") para os

termos advectivo e difusivo das equacoes de Navier-Stokes da seguinte forma

T(u") = %/‘/V (0" @u")dv = %fgu”(u”«n) ds (2.20)

1
L ":—/VZ"d. 221
(W)= 4y | Vv @21
em que AV ¢€ a drea do volume de controle e S sua superficie e n € o vetor normal a superficie S.

Na Equacao 2.20, usou-se o teorema da divergéncia para transformar a integral volumé-
trica em integral de superficie. Este teorema garante que para um campo vetorial continuo e

diferenciavel vale a identidade

/V-qdv:fq-nds. (2.22)
v S

Este teorema pode ser generalizado para campos tensoriais, o caso da Equacao 2.20.

Elaborando melhor, a Equacdo 2.20 pode ser reescrita como

| 7{M7(un.n)ds
S

2
h fug(u".n)ds
S

1

T(u") = 2 ﬁu”(u” ‘n)ds , (2.23)



2.4. Discretizagdo espacial 35

e a Equacdo 2.21 também € reescrita da seguinte forma

1 %Vu’f ‘nds
s ) (2.24)

1
L") = — 4 Vu"-nds — —
o hz%g SRR fVug‘nds
s

Em ambas Equagdo 2.23 e Equagdo 2.24, " = [u},u3]" em que x = [x,x2]”. Por conta da
integral de superficie, considerando os volumes de controle apresentados na Figura 3, deve se
considerar quatro vetores normais para cada volume de controle na hora de discretizar essa
integral: ny = [0, 1]7 para a face norte, ng = [0,—1]7 para a face sul, ng = [1,0]” para a face

leste e ny = [—1,0]7 para a face oeste.

Os operadores apresentados nas Equacgado 2.23 e Equacgdo 2.24 sdo, basicamente, uma
média das quantidades observadas que passam pelo volume de controle. Sua discretizagdo €
dada ao discretizar as integrais que os compdem, como mencionado anteriormente, para tal serd
usada a regra do ponto médio. Adiante vamos elaborar a discretizacdo do componente x; tanto

da Equacido 2.23 quanto da Equacdo 2.24, para o componente x, o procedimento € analogo.

Comecando com a Equagdo 2.23, considerando o segundo volume de controle da Figura 3,

divide-se a integral de superficie da seguinte forma

1
(Ti)|ix1p2; = ﬁji”’f(“”'n)dsz

1
_ ﬂf (" ny)ds+ ]{ W (u” - mg) ds + (2.25)
Sy Sg

+ %u’{(u"-nE)ds—kf u’f(u"-nw)ds}
SE Sw

Calculando o produto interno entre u e o vetor normal correspondente a face e usando a regra do

ponto médio para aproximar essas integrais tem-se

1 n n n
(Tl)’i+1/2.,j ~ [(”1”’21)|i+1/2,j+1/2 - (”1”’21)|i+1/2,j—1/2+ (urf)z’iﬂd' - (”1)2|i,j} - (2.20)

Existem quantidades avaliadas nas faces dos volumes de controle, como (u7)|i+1,j € (u])ix1/2,j1/2-
Elas s@o aproximadas utilizando uma média dos valores avaliados nos volumes de controle que

compartilham essas faces, por exemplo:

(U)]it3/2,j+ @)]ix1/2, W) ]i1/2,j+ @)]ix1/2,j-1

(U)]ir1, = ) ¢ (M'f)|i+1/2,j—1/2 =
(2.27)
Para a Equacdo 2.24, as integrais em cada superficie sdo
AR
1
= %ngul'nNdS‘f‘?gSV”l'nSdS"‘ (2.28)

+ f Vu; -ngds+ Vul-nwds} .
SE

Sw
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Usando o mesmo procedimento mostrado anteriormente,

1 8u1 81/{1

u
(Li)lig1/2,j= Y 1

- (2.29)
i+1/2,j—1/2 dx

dy i+1/2,j+1/2 dy i+1,j

Finalmente, para avaliar as derivadas nas faces dos volumes de controle, um esquema de

diferencas finitas € utilizado levando, assim, a

du @))livaa,— W))liv1)2, . duj

ouy ouy _ ()12, = WD)]iv1/2,5-1
dx B h dy '

h

i+1,j i+1/2,j—1/2

(2.30)
Desta forma, tem-se devidamente discretizados os termos advectivo e difusivo das
equagdes de Navier-Stokes e, portanto, é possivel discretizar w* para usar nos métodos que irdo

discretizar a equacao da pressao.
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CAPITULO

MALHAS HIERARQUICAS

Neste capitulo serd apresentada a producdo publicada em (SOUSA et al., 2019). Sera
apresentada a malha hierdrquica cartesiana representada por uma estrutura de arvore, bem como
o esquema de diferencas finitas independente de malha desenvolvido para aproximar derivadas
nessa estrutura. Essa ferramenta pode ser utilizada para resolver a equacdo eliptica que surge no
método de projecao apresentado na Secao 2.3, aproveitando-se do fato de permitir refinamentos

em areas de interesse de um escoamento.

3.1 Formulacao do método

Para apresentar o método de diferencas finitas em malhas hierarquicas, inicialmente é
preciso apresentar melhor a estrutura de dados que representa a malha hierarquica cartesiana em
que serd desenvolvido esse método. Além disso, também € necessario apresentar as interpolacdes
que serdo responsaveis por calcular os pontos de esténceis de diferencas finitas que ndo se
alinham com a posi¢@o das incégnitas da malha. A Figura 4 mostra um exemplo de malha com
refinamentos arbitrdrios juntamente com a estrutura de dados em arvore que representa essa
malha. Nela, cada folha pode ser dividida em qualquer configuracdo de células desde que as
células resultantes se mantenham retangulares (ou seja, mantendo o cardter cartesiano da malha).
E fécil perceber que malhas do tipo quadtree (em 2D) e octree (em 3D) sdo casos particulares

em que a primeira restringe a divisdo das folhas a quatro células e a segunda a oito células.

Uma malha com tal liberdade para refinamentos apresenta dificuldades para os métodos
numéricos, principalmente aqueles baseados em diferencas finitas que requerem esténceis que
utilizam pontos ndo alinhados a malha. Nesses casos, 0 método proposto usa uma interpolagao
que depende de uma vizinhanga de pontos em torno no ponto de interesse, sem necessidade de

informacdes geométricas ou topoldgicas da malha.

Usaremos um exemplo cldssico de discretizac¢do de diferencas finitas para introduzir o
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Figura 4 — Malha hierdrquica com refinamentos arbitrarios (a esquerda) e a estrutura em arvore que a
representa (a direita). Cada folha da arvore pode ser dividida num nimero qualquer de células.

8 16 18 20

Fonte: Sousa et al. (2019).

esquema em malhas hierdrquicas para aproximar derivada: a equagdo de Poisson
Vzu(xl,xz) = f(x1,x2) 3.1

definida em um dominio retangular Q € R? com condigdes de fronteira apropriadas, vale lembrar
que, neste capitulo u serd uma incégnita qualquer. Supondo que esse dominio € discretizado com
uma malha cartesiana com espagamentos 0; na dire¢do x| e &, na dire¢do x,, uma aproximagio
de diferencas finitas padrdo de segunda ordem para Equacao 3.1 € dada por
S—X%(UI—ZUC-I—Ur)—I—BL)C%(U;?—ZUC-FU,) = fe (3.2)
em que Uy, U,, U;, Uy, e U, sdo as aproximagdes de u a esquerda, direita, topo, baixo e centro no
esténcil de cinco pontos dessa discretizacdo. Devido a possibilidade de refinamentos arbitrarios,
€ possivel que alguns pontos desse esténcil estejam fora de pontos da malha, sejam eles centro
de células ou facetas, como pode ser visto na Figura 5.

Figura 5 — Esténcil de diferencgas finitas centrais de segunda ordem para discretizacdo da equacdo de
Poisson. As incdgnitas sdo localizadas nos centros das células.

Ui
* ° °
° (SET i
Uw---h.-'i-« U, e
o |
* * oi ® ° .
] x
® [ ] _Uh
°
. *
®

Fonte: Sousa et al. (2019).
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Em relacdo aos espagamentos utilizados nas aproximacdes de diferencas finitas, utiliza-se
os espacamentos definidos na célula onde o valor central estd. Por exemplo, na Figura 5, 6; ¢ &,
estao definidos na célula que contém U, se os outros valores necessarios para o esténcil estdo em
células com o mesmo tamanho (na Figura 5 seria o caso de U,), nenhum tratamento precisa ser
feito. Entretanto, em casos onde esses valores recaem em células com refinamento diferente (por
exemplo U; na Figura 5), aproxima-se esses valores com algum tipo de interpolagdo utilizando

uma nuvem de pontos na vizinhanga de U..

Uma interpolagdo usando pontos da vizinhanga de U, para aproximar algum valor (vamos

supor U; como exemplo didatico) que ndo coincide com pontos da malha pode ser dada por

U=Y wil, (3.3)
ke .7
em que . = {ix, k=1,--- |N;} é o conjunto de indices para os valores na vizinhanca de U,

usados na aproximagdo de U;. Os coeficientes wf{ sdo calculados por algum procedimento de
interpolac¢do, nesse caso o método dos Minimos Quadrados Mdveis, explicado mais adiante. O
nimero de vizinhos N; depende diretamente da ordem desejada para a interpolacao, esta deve
manter a ordem geral do método, por exemplo, se estamos usando um esquema de diferencas

finitas de segunda ordem, a interpolacao deve ter, pelo menos, terceira ordem.

De forma andloga, a aproximagdo de U, (também necessdria pelo esténcil da Figura 5) é

dada por

Up=Y. WU, (3.4)
ke,

e, portanto, pode-se escrever a Equacdo 3.2 da seguinte forma

1
Y Wil —2Uc+Ur |+ =5 | ¥ WUk —2Uc+ U, | = fe. (3.5)

2 2
éxy ke, 6x; ke,

Como os valores Uy da vizinhanga de U, usados sdo também incégnitas, essa discretizagao

apresentada na Equacdo 3.5 pode ser escrita em funcdo das incognitas da forma

Nll
Y AaUx =, (3.6)
k=1

em que N, é o nimero total de incégnitas na malhaec=1,--- ,N,. A Equacdo 3.6 resulta em

um sistema linear da forma Au = f em que cada linha de A vem de aproximagdes similares a

apresentada na Equacdo 3.5.

3.1.1 O método dos minimos quadrados moveis

O procedimento apresentado anteriormente, pode ser generalizado para qualquer es-
quema de diferencas finitas em malhas hierdrquicas, o niimero de pontos na vizinhanca de U,

necessarios dependem da ordem desejada para interpolacdo e, em casos em que ndo existem



40 Capitulo 3. Malhas hierdrquicas

nimero suficiente de vizinhos para atingir a ordem esperada, faz-se uma interpolacdo de ordem
menor ou implementa-se um esténcil adaptativo. Neste caso aqui apresentado, as interpola-
¢oes sdo feitas usando o método dos minimos quadrados méveis (BELYTSCHKO et al., 1996;
BENITO; URENA; GAVETE, 2001; ZHANG; KWON; YOUN, 2005; ZHENG; DUAN; MA,
2010). Sera introduzida aqui uma forma eficiente de calcular essas interpolacdes de alta ordem

para esquemas de diferencas finitas.

Partindo para o método em si, considere um conjunto de fungdes polinomiais ®; : RY — R
linearmente independentes de tamanho 7, queremos interpolar o valor da func¢io u : R? — R tal

que a aproximacao é dada por

n
U(x) =Y c;j®;(x). (3.7
j=1
Para isso, sejam x,X3,- -+ , X, € R, m>n pontos com m valores de fungdes associados u; =
u(x1), -+ ,um = (X), 0 procedimento para interpola¢do de u num ponto x usando o método dos

minimos quadrados mdveis consiste em minimizar a seguinte funcao erro:

(U (%) — ) Ai(x). (3.8)

=

E(¢) = U ~ul3=(U~uU—u) =

i=1

A Equacido 3.8 € uma norma induzida por um produto interno ponderado definido nas fun¢des

peso
1

- x=xil

Ai(x) (3.9)

dependentes da posi¢do x. O minimizador ¢ depende da posi¢do onde se estd interpolando o
valor x, além disso, é colocado um valor € > 0 para que ndo haja divisdo por zero ao definir A;

na Equacdo 3.9.

Escrevendo a Equacio 3.8 na forma matricial, sejam as matrizes W (x) € R™*" (matriz
diagonal de pesos) definida por W;;(x) = 8;j1/24i(x) e P € R™*" definida por P,; = ®;(x) e o
vetor u = (up,--- ,upy) tem-se

E(c) = |WPc—Wulf3. (3.10)

Portanto, a solu¢do que minimiza o erro € dada por
c(x) = (WP)'Wu (3.11)

em que (.)" é a notagiio para matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose (QUARTERONTI; SACCO;
SALERI, 2010). Como a matriz WP ndo € quadrada, pode-se aplicar a decomposi¢do OR nela

resultando em
R

3.12
N (G.12)

=10 01] [

WP—Q[R
0

em que Q € R™ ¢ uma matriz ortogonal, Q| € R™" Q| e R™<m=n) s36 submatrizes de Q e

R € R™" é uma matriz triangular superior. Assim, a Equacdo 3.10 pode ser reescrita como

E(c) = |Re— O\ Wul)3 + |0/, Wul|3 (3.13)
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de tal forma que a solucgdo é dada por
c@):R*k%WU, (3.14)

e o valor de erro minimo €

E(c) = |0 Wulf3. (3.15)

Para incorporar os coeficientes ¢ ;(x) da combinagdo linear mostrada na Equacao 3.7 na
aproximacdo das derivadas por diferencas finitas, é necessdrio calcular os coeficientes w; que

formam a combinacdo linear dos valores de u;. Desse modo, das Equacdo 3.7 e Equacdo 3.14
Ux)=cd®=uWQR'®, emque w=WQR'®P, (3.16)

logo,

Ux)=) wi(x)u(x;). (3.17)

™

i=1

A aproximacdo U (x) também deve interpolar u#; = u(X;) nos pontos X; tais que
n
ui = u(x,-) = Z qu)j(Xi), (3.18)
j=1

levando a, ao combinar a Equacgdo 3.17 e Equacgdo 3.18,
m
ZW,"Pj(Xi). (319)
=1

1=

U(X) = iCj
j=1

Ao comparar a defini¢do de U (x) na Equagdo 3.7 com a Equagdo 3.19 conclui-se
n n m
Z CjCI)<X> = Z Cj Zwiq)j(xi) (3.20)

j=1 j=1 =1

que vale para todo ¢ que € uma solu¢do do problema de minimos quadrados mostrado na
Equacdo 3.10, levando a

D;(x) =) widj(x;). (3.21)
i=1

Uma das consequéncias da Equacdo 3.21 € que a interpolagdo com minimos quadrados moveis
permite a recuperacdo exata das fungdes de base e em particular, como a Equacdo 3.21 vale para

fungdes polinomiais de base constantes @ (x) = 1, os pesos w; satisfazem

w; = 1. (3.22)

on

i=1

Mais detalhes sobre o calculo dos coeficientes w; dentro da estrutura da malha hierdrquica aqui

apresentada podem ser encontrados em (SOUSA et al., 2019).
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3.1.2 Consideracoes sobre as condicoes de fronteira de Neumann e
Dirichlet

Quando definimos condi¢des de contorno e temos que usar um esténcil de diferencas
finitas nessa regido, dependendo da estratégia escolhida para discretizar as condi¢des de fronteira,
necessita-se de pontos fora do dominio computacional. Para os casos de condi¢des de fronteira
de Dirichlet, os valores da fronteira sdo incorporados nos pontos da vizinhanga necessarios
para calcular a aproximacdo daquele valor do esténcil fora do dominio com minimos quadrados
moveis. Para os casos em que as condi¢des de fronteira sao do tipo Neumann % = 0Oy, discretiza-
se a condicdo de fronteira usando diferencas finitas e encontra-se um valor para o ponto em
questdo. Supondo que estamos no lado direito do dominio, seria o ponto U, = U, + hop, com h 0
tamanho da menor célula logo antes da fronteira. Assim, modifica-se o esté€ncil em U, de acordo

para incorporar U, calculado.

Figura 6 — Discretizacdes considerando esténceis préximos a fronteira. A figura a) mostra a condi¢cao
de fronteira de Dirichlet, e a figura b) a discretizagdo utilizando a condi¢do de Neumann. Na
primeira, o valor u, € utilizado para calcular U, com minimos quadrados méveis e, na segunda,
faz-se a discretizagdo da condi¢do de fronteira e modifica o esténcil de U, de acordo.

Known values imposed on the boundary
« Existing unknowns
= Interpolated using MLS

Uf {.’Ts._..."’-.%:fe..i:i_.Lr" Ue fiﬁ ,,,,, U,
Lk I | h/2p
(a) ' (b)

Fonte: Sousa et al. (2019).

A Figura 6 mostra uma regido préxima a fronteira e os pontos perto da mesma para as
condi¢des de Dirichlet e Neumann. Em a) o valor u;, € incorporado na vizinhanga de pontos
(delimitada na figura pelo circulo pontilhado) para calcular U, usando minimos quadrados
moveis. Em b) tem-se a discretizacdo de o}, com diferencas finitas. Logicamente, também hé o

problema de que, perto da fronteira, ndo ter o nimero ideal de pontos para montar a interpolagao
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de minimos quadrados méveis mantendo a ordem desejada, nesse caso, aumentea-se o raio da

vizinhanca até conseguir a quantidade de pontos suficiente.

3.1.3 Consideracoes sobre malha deslocada

Como mencionado no Capitulo 2, a malha utilizada para discretizar as equagdes de
Navier-Stokes é uma malha deslocada. Ou seja, os valores de pressao sdo avaliados nos centros
das células e os valores das velocidades nas facetas das mesmas. Na malha hierdrquica, ambi-
guidades podem surgir por conta de avaliar as velocidades nas facetas das células, um exemplo

disso € mostrado na Figura 7.

Figura 7 — Ilustracido de uma malha hierdrquica deslocada.
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Fonte: Sousa et al. (2019).

No caso de ambiguidades, células menores mantém os valores das velocidades em suas
facetas, enquanto células maiores, quando compartilham a face com células menores, perdem os
valores ali avaliados, a ndo ser que esses coincidam com o valor de umas das células menores.
Essas situacdes estdo esquematizadas na Figura 7, a célula maior (azul) perde sua incognita da
face direita, mas mantém sua incdgnita inferior, pois ela coincide com a incégnita de uma célula
menor. Essa estratégia de priorizar a menor célula pode ser trabalhosa em malhas mais gerais
como a apresentada na Figura 4, desse modo, para simulagdes com as equacdes de Navier-Stokes,
as malhas utilizadas serdo restritas a casos em que todas as facetas compartilhadas dividem

exatamente a faceta da célula maior.

3.2 Resultados

Nessa se¢do serdo apresentados alguns resultados presentes em (SOUSA et al., 2019),
como por exemplo, solucdo numérica de uma equacdo de Poisson, testes de convergéncia, decom-

posicdo de Helmholtz-Hodge e escoamento em uma cavidade impulsionada. Desenvolvimentos
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como discretizacao das equagdes de Navier-Stokes e desenvolvimento do método da projecao
ndo serdo detalhados nesta se¢do ja que foram apresentados no Capitulo 2. Outros resultados,
mostrando o potencial das malhas hierdrquicas, podem ser encontrados diretamente em (SOUSA
etal.,2019).

3.2.1 Equacao de Poisson numa malha hierarquica geral

O primeiro teste consiste em resolver a equa¢do de Poisson em uma malha com a
configuragio mostrada na Figura 4 usada para discretizar um dominio Q = [—1, 1]?. O tamanho
de referéncia da malha (para fins de refinamento da mesma) é dado por & = 1/4, o tamanho
da menor aresta. O método foi aplicado para resolver a Equacao 3.1 com a seguinte solug¢ao

analitica

u(x,y) = sin(x) cos(x) (3.23)

em que o termo fonte f(x,y) e as condi¢des de fronteria de Dirichlet foram calculadas manual-

mente ao substituir a Equacao 3.23 em Equacdo 3.1.

Figura 8 — Refinamentos de malha para resolug@o da equagdo de Poisson usando um método de diferencas
finitas com as interpolagdes realizadas com método dos minimos quadrados méveis.

(a) h=1/4 (b) h=1/8
Fonte: Sousa e al. (2019).

Escolheu-se polindmios de segunda ordem para realizar a interpolacio pelo método dos
minimos quadrados moéveis. Além disso, a malha base escolhida para realizar esse teste possui
varias interfaces sem células coincidentes, ou seja, serao performadas diversas interpolagdes
para resolver a Equacdo 3.1. Também € avaliada a ordem de convergéncia do método, para
isso, uma série de refinamentos foram feitos partindo de & = 1/4 até h = 1/32, na Figura 8 sdo
apresentadas as malhas com h = 1/4 e h = 1/8. A Tabela 1 mostra os resultados obtidos para

os refinamentos testados: a ordem de convergéncia e o erro em duas normas. Esses resultados
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mostram a robustez do método mesmo usando malhas que requerem uma grande quantidade de

aplicacdes do método dos minimos quadrados mdveis para lidar com os nds nio coincidentes.

Tabela 1 — Erros e ordem de convergéncia estimada (OCE) para equagdo de Poisson usando uma malha
hierarquica geral

h lu—upll2 OCE |lu—upl[. OCE

1/4 1.29¢-01 - 1.21e-01 -

1/8 7.06e-03 4.1 8.66e-03 3.8

1/16  1.30e-03 33 1.66e-03 3.1

1/32  2.32e-04 3.0 3.14e-04 2.9
Fonte: Sousa et al. (2019).

3.2.2 Convergéncia em uma malha quadtree nao balanceada

Uma das vantagens das interpolacdes usando minimos quadrados moéveis € conseguir
lidar com facilidade com malhas que tem uma varia¢ao abrupta de tamanho de células, como por
exemplo, malhas do tipo quadtree ou octree nao balanceadas. Interpolagdes de alta ordem para
calcular valores que nao estdo nessas malhas podem ser complicadas de programar dependendo

fortemente da geometria da malha, ndo € o caso do método aqui apresentado.

Para mostrar como o método lida com malhas ndo balanceadas, resolveu-se a Equacgdo 3.1
de Poisson numa malha guadtree nao balanceada. Testes como este ja foram documentados na
literatura, por exemplo em (MIN; GIBOU; CENICEROS, 2006) e (BATTY, 2017). A malha
nio balanceada escolhida é apresentada na Figura 9 e discretiza o dominio [0, 7]?> em que a
Equagdo 3.1 tem seu termo fonte f(x,y) calculado de forma que a solug@o final seja u(x,y) =
e 7Y usando condicdes de fronteira de Dirichlet adequadas. As interpolacdes usadas nesse teste

usam polindmios de ordem 2 e 3.

Figura 9 — Malha nao balanceada para o teste de convergéncia da solucio da equagdo de Poisson

_|_

Fonte: Sousa et al. (2019).
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Os resultados deste teste estdo sumarizados nas Tabela 2 e Tabela 3, a segunda ordem do
método fica evidente para u € Vu quando usados polindmios de grau 3. H4 uma queda na ordem
de convergéncia para Vu quando usados polindmios de grau 2. Em Sousa et al. (2019) ainda
sdo feitas andlises a respeito do nimero de condicdo das matrizes do sistema linear, além de
simular também a resolucdo de uma equacdo de Poisson em 3D. No caso da simulagdo em 3D, a
vantagem do método de minimos quadrados mdveis para as interpolacdes €, justamente, ser de
facil extensao, diferente das interpolagdes geométricas ja presentes na literatura. Os resultados
de convergéncia para o caso 3D apresentados por Sousa ef al. (2019) mostram que a ordem
de convergéncia estimada é 2 para u e Vu usando polindmios de grau 3, consistente com o0s

resultados apresentados para o caso 2D.

Tabela 2 — Erros e ordem de convergéncia estimada (OCE) para solucdo numérica da equacdo de Poisson
e seus gradientes usando um polindmio de grau 2 em uma malha guadtree nao balanceada com
condicdo de fronteira de Dirichlet

h |lu—up||z., OCE ||Vu—Vu|. OCE
/32 2.68e-02 - 2.57e-02 -
/64 6.08e-03 2.1 1.07e-02 1.3
/128 1.15e-03 2.3 3.18e-03 1.5
/256 2.39¢-04 2.2 1.03e-03 1.5
/512 5.59¢-05 2.3 3.24e-04 1.6
w/1024  1.43e-05 2.3 9.85e-05 1.6
/2048  3.73e-06 2.1 3.03e-05 1.6
/4096  8.72e-07 2.1 8.76e-06 1.6
Fonte: Sousa et al. (2019).

Tabela 3 — Erros e ordem de convergéncia estimada (OCE) para solu¢cdo numérica da equacio de Poisson
e seus gradientes usando um polindmio de grau 3 em uma malha guadtree nao balanceada com
condicdo de fronteira de Dirichlet

h ||u—uh||Lw OCE ”VM—VM},HLM OCE
71'/32 1.08e-02 - 7.01e-03 -
717/64 1.80e-03 2.6 2.36e-03 1.6
/128 3.18e-04 2.5 6.96¢e-04 1.7
/256 7.65e-05 2.4 1.70e-04 1.8
71'/512 1.90e-05 2.3 4.40e-05 1.8
717/1024 5.19¢-06 2.2 1.08e-05 1.9
71'/2()48 1.33e-06 2.2 2.81e-06 1.9
/4096  3.36e-07 2.1 7.08e-07 1.9
Fonte: Sousa et al. (2019).

3.2.3 Decomposicao de Helmholtz-Hodge

Testes com a decomposicao de Helmholtz-Hodge (apresentada na Secdo 2.2) sdo sempre

interessantes para, de forma preliminar, entender como um método pode funcionar ao aplicar
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um método de projecdo para as equacdes de Navier-Stokes. Olshanskii, Terekhov e Vassilevski
(2013) reportaram instabilidades numéricas na discretiza¢do proposta em seu trabalho quando
aplicada na decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge em uma malha deslocada. Nesse caso, foi criado
um filtro para lidar com essas instabilidades. Como o intuito € discretizar as equacdes de Navier-
Stokes em malhas hierdrquicas generalizadas, € interessante replicar os testes apresentados por

Olshanskii, Terekhov e Vassilevski (2013) para verificar a estabilidade do método proposto.

O teste ¢ feito em um dominio quadrado Q = [0, 1]> C R? discretizado com uma malha
com dois niveis de refinamento em que o comprimento caracteristico é h = hy;, parax > 1/2 e
h = 2hy;, para x < 1/2, replicando o0 mesmo problema mostrado por Olshanskii, Terekhov e Vas-
silevski (2013). Além disso, hd solugdo exata para p(x1,x2) e u(xy,x2) = [u1(x1,%2),uz(x1,x2)]7

dadas por

wi(m) = sin (%) {1 ~cos (2ar£e_I 1))} e

w(x1,%) = —sin (w) {1_(:08(2%(6@_1))} M(ex (3.24)

e—1 et —1 e—1) "’

pla) = aco <LIU> (Mga: 1)) (e~ 1€>a<+ela 1)

em que a = 0.1 € uma constante.

Figura 10 — Erro para u calculado comparado com os erros obtidos por Olshanskii, Terekhov e Vassilevski

(2013)
100 — . ; . . 109
101} 1071}
. 10721 L 1072
= =
5 5
| |
= =
= 1073} = 1073
10-41 #—a Qlshanskii | 10-40 Olshanskii |
#=— Qlshanskii PE *=—  (lshanskii PE
*=—= Qlshanskii DF *#—= (lshanskii DF
=—a Computed =—a (Computed
105l . : : . 10°L~ . . : . .
2561 12871 64-1 3271 1671 8! 2561 12871 641 3271 1671 871

h h
Fonte: Sousa et al. (2019).
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Figura 11 — Erro para p calculado comparado com os erros obtidos por Olshanskii, Terekhov e Vassilevski

(2013)
109 — . ‘ . . . 109
1071} 1071}
: 102 B 102
£ £
| |
= =
— 10 3 = 10 3
10-41 10-4L Olshanskii |
' »~—  QOlshanskii PE
*+—e Qlshanskii DF
—a Computed‘ =—a (Computed
105l . ‘ : . . 1075~ ; . . . .
256-1 128-1 64-1 321 161 g-! 256-1 12871 64-1 3271 1671 8!

h h
Fonte: Sousa et al. (2019).

A Equacdo 2.9 de Poisson foi discretizada em uma malha deslocada, usou-se um esténcil
de diferencas finitas de 5 pontos de segunda ordem com interpolagdes independentes de malha
usando polindmios de grau 2 quando necessario. Comparou-se os resultados obtidos com os
reportados em (OLSHANSKII; TEREKHOV; VASSILEVSKI, 2013), mostrados nas Figura 10,
para o campo u usando norma L., e Figura 11, para pressdao p usando norma L. O método

proposto apresenta ordem quadrética de convergéncia para todas as normas de erro consideradas.

A Figura 12 mostra o erro na componente #; do campo u, observa-se pequenas oscilagdes
no método proposto provenientes do desbalanco do fluxo entre a interface da malha mais grossa
para mais fina. Entretanto, ndo é um erro maior do que os erros no restante no dominio e, com

refinamento, esses erros diminuem, mostrando a estabilidade da discretizacgao.

Outro teste numérico interssante, € o da estabilidade da decomposi¢ao de Helmholtz-
Hodge (BATTY, 2017). Esse teste consiste em multiplas aplicacdes da decomposicdo de
Helmholtz-Hodge comegando com um campo vetorial u’
T
sin(xy) cos(xa) +x1 (7T — x1)x3 (JQ — —)

32

u’(x,x) = , (3.25)

) X1 7
—cos(xy)sin(xp) +xa(m —xz)x% (% — 5)

definido em um quadrado Q = [0, 7]? discretizado pela malha nio balanceada ilustrada na

Figura 13.
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Figura 12 — Erro na componente u; do campo u para duas malhas diferentes, A, = 1/32 € hyyi, = 1/64.
As imagens mostram o comportamento do erro com o refinamento da malha.

(a) hmin = 1/32 (b) hpmin = 1/64

Fonte: Sousa et al. (2019).

Figura 13 — Malha ndo balanceada utilizada para o teste de estabilidade da decomposi¢do de Helmholtz-
Hodge.

-
is

Fonte: Sousa er al. (2019).

O procedimento segue resolvendo uma sequéncia de projecdes da forma

uk — uk+1 4 Vpk+l (326)

em que V- u*T! = 0 para todo k > 0. Se a decomposicio & estavel, o erro deve ficar estaciondrio

k+1

em todas as sucessivas aplicacdes da decomposicio. A Figura 14 mostra o erro ||[u**! — ||,

que se mantém constante ao longo das aplicacdes.
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Figura 14 — Erro ||uf*! —u||,_ em escala logaritmica ao longo de sucessivas aplicagdes da decomposi¢io
de Helmholtz-Hodge.
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Fonte: Sousa et al. (2019).
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3.2.4 Cavidade com Solucao Manufaturada

O escoamento em uma cavidade € um teste muito utilizado para verificar métodos
numéricos, nesta secao, serdo apresentados os resultados obtidos com o método proposto para
esse tipo de escoamento. Para realizar uma anélise de convergéncia nesse contexto, usou-se
uma soluc¢do estaciondria manufaturada publicada por Shih, Tan e Hwang (1989). O dominio
computacional é dado por um quadrado Q = [0,1]> com Re = 100, onde Re é o nimero de
Reynolds.

Os resultados foram obtidos utilizando uma malha balanceada e uma malha nao balance-
ada, como mostradas na Figura 15, em que Ay, = 1/64 € hya = 1/16 para ambas. Acoplou-se
o método da projecdo mostrado na Secdo 2.3 com a metodologia aqui proposta, que foi utilizada
para discretizar a equagdo de Poisson que surge no método da projecdo e os termos advectivo
e difusivo da equacdo de momento. O sistema linear proveniente da discretizacdo da equagao
de Poisson foi resolvido com o método GMRES utilizando a biblioteca PETSc (BALAY et al.,
2019; BALAY et al., 2001). Finalmente, as interpolacdes com minimos quadrados méveis foram

realizadas utilizando polindmios de grau 2.

As simulagdes foram realizadas para as equagdes de Navier-Stokes transientes até que a
solucdo estaciondria fosse atingida para entdo calcular os erros na velocidade e pressdao compa-
rando com a solu¢do manufaturada apresentada em (SHIH; TAN; HWANG, 1989). A Figura 16

mostra as curvas de convergéncia para os casos com malha balanceada e nao balanceada, o
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método atinge segunda ordem, resultado consistente com os apresentados anteriormente. Apesar
da malha nao balanceada ter menos células em comparacdo com a malha balanceada e a as
trasi¢ces entre os niveis de refinamento serem abruptas, a ordem de convergéncia é mantida com

erros ligeiramente maiores.

Figura 15 — Malhas usadas para os testes da cavidade impulsionada 2D. Ambas correspondem a h,,;;, =
1/64 € hyay = 1/6.
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(a) Graded case (b) Non-graded case
Fonte: Sousa et al. (2019).

Em Sousa et al. (2019), é possivel encontrar mais resultados aplicando esse método,
como por exemplo, andlise de convergéncia para equacdo de Poisson em um dominio 3D,
escoamento em cavidade impulsionada 3D e um escoamento em canais complexos em 3D. Todos
esses resultados mostram e atestam a estabilidade do método e a capacidade do mesmo de manter

as ordens de convergéncia esperadas.
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Figura 16 — Convergéncia nas normas L; (topo) e L. (embaixo) para os erros de velocidade (esquerda) e

pressao (direita).
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CAPITULO

DECOMPOSICAO DE DOMINIO E O
METODO DE PROJECAO MULTIESCALA

A 1ideia principal dos métodos de decomposicdo de dominio multiescala é dividir o
dominio em subdominios e resolver problemas locais semelhantes ao global em cada subdominio.
O acoplamento das solucdes locais de cada subdominio € feito resolvendo-se um problema global
de interfaces muito menor que o problema original. Tal estratégia tem mostrado 6timos resultados
na redugdo de custo computacional, além de ser um método com escalabilidade préxima ao ideal

quando usado em paralelo.

Este capitulo visa apresentar o método de projecao multiescala, ou seja, elaborar os
conceitos de decomposicao de dominio e método multiescala presentes em Francisco et al.
(2014), Guiraldello et al. (2018) e Mehmani e Balhoff (2014) que irdo resolver a equagdo eliptica
que surge ao aplicar o método de projecio nas equacdes de Navier-Stokes. Pretende-se explorar
essas ideias com intuito de reduzir o tempo computacional nessa etapa. Com este tipo de método,
pretende-se trocar a resolucao de um sistema linear global no nimero total de incgnitas pela
resoluc@o em paralelo de problemas locais bem menores acrescidos de um sistema global com
namero reduzido de incognitas, dependente do acoplamento exigido em escala maior que a

escala fina, nas interfaces entre subdominios.

4.1 Meétodo de projecao multiescala

Como ja mencionado na introdugdo deste trabalho, o método de decomposicdo de
dominio multiescala escolhido foi o MRCM apresentado por Guiraldello et al. (2018). A ideia
principal deste método é impor uma condi¢@o de Robin nas bordas dos subdominios ao resolver
os problemas locais, tanto deste quanto em outros métodos multiescala, hd mais de uma resolugéo
de malha envolvida. Nomeamos de malha fina a malha que compde os subdominios, a menor

discretizacdo dos elementos da malha; e a malha grossa como a decomposi¢do de dominio, ou
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seja a malha cujos elementos tem as arestas do tamanho das interfaces dos subdominios.

A Figura 17 ilustra uma decomposicao de dominio usada no MRCM (GUIRALDELLO et
al., 2018). A malha grossa tem tamanho de aresta H (escala dos subdominios) e a malha fina tem
tamanho de aresta 4 (escala de malha fina, das células da malha). Um sistema global resolvido
nesta malha fina da Figura 17 envolveria 225 células com trés incégnitas cada uma (pressao,
velocidade em x e velocidade em y), enquanto que com o MRCM seriam resolvidos nove
problemas locais nos subdominios (com 25 células com trés incégnitas cada) sem comunicac¢do
entre eles e um sistema global reduzido com doze interfaces entre subdominios, com pelo menos
duas incégnitas cada (pressio e velocidade normal a interface). O niimero total de incégnitas nas
interfaces depende de condicdes que serdo descritas mais adiante. Esta técnica torna-se vantajosa
em paralelo pois reduz a comunicac¢ao necessdria entre 0os subdominios e também a ordem de

grandeza do sistema global resolvido.

Figura 17 — Malhas envolvidas no método MRCM. A malha na escala fina consiste em células menores de
aresta com tamanho %, enquanto a malha de escala mais grossa € composta pelos subdominios
com tamanho de aresta H. No caso da figura, em particular, H = 5h. Cada subdominio é
representado por Q; e as interfaces por I'

Th

Fonte: Elaborada pelo autor.

O MRCM € um método de decomposicdo de dominio multiescala que vem de uma
formulacdo mista de elementos finitos, cuja ideia principal baseia-se em impor condi¢des de
fronteira de Robin nas interfaces entre subdominios. Este método oferece grande flexibilidade
para escolha das incégnitas nas interfaces na forma de dois multiplicadores de Lagrange Vg e
Py que fazem o acoplamento da solucdo em cada subdominio. Os multiplicadores de Lagrange

aparecem nas condic¢des de contorno dos problemas locais resolvidos no MRCM, dados por
—B(x) v, -0’ 4 pj, = —B(x) Vg Bi- i + Py, x€T;CIQ; 4.1)

em que i’ € o vetor normal apontando para fora do subdominio ;, i € um vetor normal de

referéncia e vj, € p; sdo as solugdes locais em €; para fluxo e pressao.
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A Equagio 4.1 depende de um pardmetro a(x) = B(x)/H que permite transitar entre
os métodos MHM e MMMFEM: se & — 0 em todo dominio, a solu¢do do MRCM tende para
uma solucdo do tipo MMMFEM; se @ — oo, a solu¢do recuperada tende para uma solucao de
MHM. Com uma escolha certa de parametros também € possivel recuperar a soluciao dada pelo
MuMM. A escolha do parametro o, além de trazer flexibilidade, permite o desenvolvimento de
estratégias adaptativas, uma vez que o menor erro pode acontecer para valores intermedidrios de
o, como foi demonstrado em (GUIRALDELLO et al., 2018) para problemas heterogéneos em

meios porosos. Essa questao serd discutida mais adiante nesta tese.

Para aplicar um método de decomposi¢do de dominio multiescala com formulacdo
mista de elementos finitos, € necessdrio identificar o problema eliptico do método da projecao
apresentado na Sec@o 2.3 com o problema misto. Partindo da equagdo de conservagdo de

quantidade de movimento semi-discreta no tempo (2.8)

ot

w4 vanﬂ —u"— 81V (" @u") + StvViu" + 5tf, (4.2)
T :v:
VV!

onde w**! é um campo solenoidal e v ! = %V P! é um campo vetorial com rotacional nulo,

como apresentado na Equacgao 2.8. Resumindo, tem-se

n+1 _ .n+l

VIt =u"" —w 4.3)

resultando no problema eliptico misto: encontrar (v, p"*1) tal que

V.vitl = _V.w* inQ
vl = %Vp’“rl in Q (4.4)
v'tl.n 50 =0 on dQ).

Desta forma, o problema eliptico estd enunciado da mesma forma que problemas de escoamentos
em meios porosos usando lei de Darcy, e assim o MRCM pode ser aplicado diretamente a este
problema sem grandes alteracdes. Uma vez resolvido 4.4 usando o MRCM em um dominio
como o representado na Figura 17, a velocidade dada pelo método da projecdo u*! pode ser

calculada usando Equagdo 4.3. A esta estratégia, daremos o nome de projecao multiescala.

Resumindo o método de projecao multiescala, resolve-se o sistema Equacdo 4.4 em
subdominios sem sobreposi¢do €; de € com a escala de malha fina /& e de malha grossa H
definidas como descrito na Figura 17. Chamamos de esqueleto I" o conjunto de interfaces desses

subdominios e &}, C I todas as arestas de malha fina dentro desse esqueleto.

4.2 0O método MRCM para o problema eliptico misto

Os espacos de interface % e &y sao definidos como subespacos do espaco de fungdes

ézh((g)h) = {f 16— R;f’e € Py, Ve € gh}7 4.5)
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ou seja, espacos de fungdes definidas por partes nas arestas do esqueleto I'. O MRCM calcula so-
lugdes VZ e PZ para a Equacio 4.4 em cada subdominio €; e valores globais Vg e Py satisfazendo

os seguintes problemas locais

(. :
v, = —0tVp, in Q;
Vvi=—V.w in Q;
o | ’ (4.6)
—ﬁiVZ-fll—l—pZ:—ﬁiVH n-n+Py ondQ,NI
KVZ-IVliZO on dQ;NIQ
e condi¢des de de compatibilidade dadas por
Y[ o)
(V}l-ﬁ’ vy dI'=0
i=1 aQ,NT (47)

N
Z/agmrﬁi (Vi - — Vi - i) g (- i) dT =0,
i ;

que devem ser satisfeitas para cada par de fungdes (@n, Wy) € Yy X Py. A partir daqui o
supra-indice n, antes usado para denotar o tempo computacional, serd ignorado para manter a
notacdo mais legivel, desta forma os supra-indices indicardo o subdominio em que essas solucgdes

foram calculadas.

A solugdo do método de decomposicdo de dominio multiescala é escrita como uma
soma de funcdes de base chamadas aqui de fun¢des de base multiescala (FBMs). Para obter
essas funcdes de base, resolve-se um problema local homogéneo e, entdo, constrdi-se solu¢ao
homogénea, essa etapa pode ser feita antes de iterar o método no tempo, sendo uma etapa offline
do processo. A cada iteragdo no tempo, resolve-se o problema particular e, somando a solucao

particular com a homogénea, tem-se a solucdo final. Em suma sejam
v, =vi+v, and pl=p, -+, (4.8)

as solucdes locais, ?ﬁl e ﬁ;l ¢ a parte homogénea da solucdo, obtida resolvendo

( . .
v, = —6tVp) in Q;
Vv =0 in Q;
o . 4.9)
_Bi/v\lh'ﬁl‘f‘ﬁh:_ﬁiVH n-n+Py ondQ;NI
k?Z-ﬁ":O on 9Q; NI
em cada subdominio Q; e Vﬁl e 1_92 ¢ a solugdo particular proveniente do sistema local
- ,
v, = —0tVp, in Q;
VV,=-V.w in Q;
" " ’ (4.10)

—ﬁivz Ivll—f—ﬁ;l =0 on &’Qiﬂl“
Vi =0 on 9Q;NIQ.
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E a solugdo homogénea que é escrita como uma soma das funcdes de base multiescala,
para calcular o conjunto de fun¢des de base é necessario especificar os espacos de interface
U e Pu.Seja {1, 0,...,0n,} € Uy C Fj, o conjunto de fungdes de base que geram %y
com dimensdo Ny, analogamente, seja { Y1, Ya,..., Yn, } € Py C .Fy, 0 conjunto que gera Py,
com dimensdo Np. Escolhe-se o nimero de graus de liberdade de cada incdgnita na interface
ky e kp, em fungdo desses, € possivel determinar a dimensao de cada espagco Ny = ky X Nj e
Np = kp X Ny, com Nj representando o nimero de elementos no esqueleto I'. Sendo assim, as

incdgnitas na interface sdo escritas como

Ny Np
Un=Y U and Py=)Y Py (4.11)
=1 =1

e serdo inseridas na Equacdo 4.9.

Pelo principio da sobreposi¢ao, o conjunto de fun¢des de base multiescala (que dao as
solucdes ?;l e ﬁh quando combinadas linearmente) € obtido resolvendo problemas locais do
tipo da Equagdo 4.9 combinando Uy = ¢1, @2, ..., ¢y, com Py =0¢ Py = Y1, Y>,..., Yy, cOm
Uy = 0. Se essas bases nas interfaces sao escolhidas de modo a ter apenas um elemento na escala
mais grossa I';; C I' como suporte, o nimero de funcdes de base multiescala por subdominio i
serd ky + kp vezes o nimero de interfaces de €2;, no caso, como sdo subdominios quadrados (em
2D), 4. Ou seja, tem-se 4 X (ky + kp) fungdes de base multiescala por subdominio sem tocar a
fronteira fisica do dominio dQ. A parte ndo homogénea da solugéo é encontrada resolvendo a
Equacdo 4.10.

A solugdo do problema local dada pelas Equacao 4.9 e Equacao 4.10 resulta em um
sistema linear esparso da forma A’x’ = b’ que depende diretamente do método usado para
discretizar espacialmente as derivadas nas Equacdo 4.9 e Equacdo 4.10. Apesar de o MRCM
ser um método de elementos finitos mistos, esses problemas locais podem ser discretizados
independentemente, usando qualquer método que se aplique ou queira desde que comporte
condi¢des de fronteira de Robin nas interfaces, tais como Elementos Finitos, Diferencgas Finitas

ou Volumes Finitos.

Com o conjunto completo de funcdes de base multiescala, calcula-se os coeficientes da
combinacao linear na Equacgdo 4.11. Para isso, com as Equacdo 4.8 e Equacdo 4.11 inseridas
na Equacdo 4.7, expande-se a combinacao linear e testa para todas as Ny + Np fungdes de
base nas interfaces. Isso resulta em um sistema linear global da forma Ax = b, em que x =
[Ui,...,Uny,Pr, ... ,PNP]T sdo os coeficientes necessérios para acoplar as solugdes locais (V;l, p;l)
e formar a solugdo global final (vy, p;). Detalhes a respeito da montagem do sistema linear
global pode ser vistos em (GUIRALDELLO et al., 2020; JARAMILLO et al., 2021; ROCHA et
al., 2022).

Neste ponto, faz-se um adendo a discretizag@o espacial apresentada na Secdo 2.4. Uma
vez calculada a discretizacdo de w* com os métodos apresentados em Secdo 2.4, calcula-se

o divergente de w* para colocd-lo como termo fonte dos sistemas dados pelas Equacido 4.4 e
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Equacdo 4.6 fazendo a multiplicagdo matriz vetor Dw* em que D € a representacdo matricial do
operador divergente discreto. Aqui, usou-se um esquema central para aproximar as derivadas do

operador divergente e gradiente.

Desse modo, define-se uma matriz M dada por

0 D
G I

M= : (4.12)

em que D é a matriz do operador divergente discreto, G € a matriz do operador gradiente discreto,
I é a matriz identidade e 0 uma matriz nula. A representa¢do matricial do sistema a ser resolvido

¢ dada por
0 D
G I

P
0

em que P é a pressdo Q € o vetor de fluxos, F; € o termo fonte e F; é o vetor de multiplicadores

, (4.13)

de Lagrange. Assim, o sistema pode ser reescrito como

DO=F e GP+Q0=F, (4.14)

Q=F—-GP, DF,—~DGP=F,, ¢ DGP=—F, +DF, (4.15)

assim, elimina-se as incégnitas de fluxo utilizando o complemento de Schur. Logo, o sistema que
€, de fato resolvido € DGP = —F + DF>, pois as outras operagdes nao passam de multiplicagdes e
somas de matrizes e vetores. Esse procedimento € aplicado nos sistemas locais e a decomposi¢ao

LU foi utilizada para resolvé-lo.

4.3 Regularizacao do campo final de velocidades, estra-

tégia de downscaling

Uma das desvantagens do método multiescala € que nao hé garantia de continuidade em
malha fina para o fluxo, tampouco para pressdo. Isso acontece pois as condi¢des de compatibili-
dade sao satisfeitas na escala das interfaces H e ndo na escala de malha fina 4. A continuidade
da solugdo entregue pelo MRCM na malha fina depende do pardmetro a: se & = 0 em todo
dominio, a solu¢do do MRCM tende para solugdo do MMMFEM que garante continuidade do
campo de pressao na escala de malha fina /4, mas nao do fluxo. Se ¢ — o em todo dominio, a
solu¢do do MRCM tende para solucdo do MHM, que garante continuidade na malha fina para o
campo de fluxo e ndo para pressdo. Como em (GUIRALDELLO et al., 2018), foi mostrado que
valores de o longe dos extremos entregavam solugdes com menores erros relativos, nesses casos

tanto a pressdo quanto o fluxo ndo eram continuos na malha fina.

Esse € um problema bem conhecido em escoamentos em meios porosos em que oS

métodos multiescala sdo acoplados com equagdes de transporte (bifasico, black oil, etc), nesses
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casos hd a exigéncia do fluxo ser continuo na escala de malha fina. No método da projecdo com
MRCM essa também € uma exigéncia, uma vez que o fluxo retornado pelo MRCM € usado para

calcular a velocidade final do passo de tempo.

Para lidar com esse problema, faz-se a regularizacdo do campo de fluxo com um processo
chamado downscaling, muito usado na literatura em meios porosos (JENNY; LEE; TCHELEPI,
2003; FRANCISCO et al., 2014; GUIRALDELLO et al., 2020). O mais comum € calcular a
média dos fluxos nas interfaces, usi-las como condi¢do de fronteira de Neumann e calcular um
campo de fluxo novo, continuo em todo dominio. O MRCM testou essa abordagem em (ROCHA
et al., 2020) juntamente com outras técnicas (GUIRALDELLO et al., 2020). Entretanto, neste

trabalho, optou-se por usar a estratégia da média por simplicidade.

Considerando uma interface I';; entre dois subdominios €2; € £ ;, como Vﬁl]rij (o fluxo do
lado de ;) é diferente de V;l|rij (o fluxo do lado de Q ), uma média de fluxos ao longo de I';; €

calculada para obter um fluxo tinico
NVij—l Lr + j| (4.16)
h > A/ Iy vy L) - .

Entretanto, esse procedimento quebra a conservacdo de massa ao longo dos subdominios,
portanto, para recuperar essa conservacdo de massa na escala de malha fina A, resolve-se
problemas locais adicionais usando as médias dos fluxos como condicao de contorno de Neumann.

Os problemas locais ficam da seguinte forma

(

Vﬁl = —StVﬁz em Q;

V.v.=—-V-w. emQ;
h h ’ (4.17)

Vooni— VY. ni .
v, =V, -0 emly;
0

on dQ;NJIQ,

\

e sdo resolvidos em cada um dos subdominios, resultando em uma solugdo global (vy, pj)
com fluxo continuo na escala de malha fina e conservagdo de massa garantida. Para remover a
singularidade na pressdo da Equacado 4.17, impde-se um valor de pressdao em algum ponto do

dominio.

Com esse procedimento, atualiza-se a velocidade no método de projecdo com MRCM

u;'l.,n—H _ W;l* _;;}'1, (4.18)

permitindo o cédlculo de um campo de velocidades uZ+1 que serd usado no préximo passo de
tempo. O divergente do campo resultante continua sendo zero pois a Equacdo 4.17 € garantida em
cada subdominio. Apesar de esse procedimento adicionar um custo computacional no método,
ele pode ser feito em paralelo com quase nenhuma comunicagdo entre processos, tal qual se faz

com o calculo das funcdes de base multiescala.
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4.4 O algoritmo

Para resolver o Sistema 4.4, adotou-se uma estratégia divida em dois estagios: offline e
online. No primeiro, antes de comecar o laco temporal para resolucao das equacdes de Navier-
Stokes (offline), resolve-se os problemas locais homogéneos para calcular as funcdes de base
multiescala com condi¢des de contorno de Robin. A cada passo do lago temporal (online) ha a
resolucdo de um problema local por subdominio referente a solucao particular de 4.4, uma vez
que o termo fonte da mesma muda a cada passo de tempo, e a solu¢do de um problema global

reduzido de interfaces acoplando as soluc¢des obtidas em cada subdominio.

Para ilustrar melhor o funcionamento do método de projecao multiescala e mostrar de
forma mais clara como funcionam os estagios online e offline, esta secao se dedica a mostrar e
explanar um algoritmo final do método proposto. A maior parte dos cdlculos, como as funcdes
de base multiescala na Equacgdo 4.9, podem ser feitos offline, restando apenas os calculos das
solucdes particulares, que dependem do tempo, para o estagio online. Além disso, as partes que
envolvem solugdo de problemas locais, tanto online quanto offline, podem ser feitas em paralelo
sem comunicacdo entre processos. Finalmente, as matrizes das Equagdo 4.7 e Equacdo 4.10 néo

dependem do tempo, podendo ser decompostas em LU fora do estagio online.

O Algoritmo 1 mostra a rotina do Método de Projecdo Multiescala. Todos os lacos que
percorrem os subdominios podem ser feitos em paralelo como mencionado anteriormente (sem
comunicacao entre processos). Desta forma, tem-se um algoritmo em paralelo com bom potencial

de escalabilidade, como mostrado por Jaramillo et al. (2021) para problemas de Darcy.

Um ultimo adendo, foi comentado apenas sobre a regularizacdo do campo de velocidades,
portanto a pressao retornada pelo MRCM ainda ndo € continua na malha fina /4, entretanto,
vale ressaltar que para o método de projecdo multiescala, € preciso apenas do gradiente da
pressao retornado pelo MRCM e regularizado pelo procedimento de downscaling apresentado

na Sec¢do 4.3.

4.5 Custo computacional

Para estimar o custo computacional do método de projecio com MRCM, considera-se
um dominio Q € R? discretizado com uma malha fina com N, X N, elementos. Para resolver
diretamente o sistema de Navier-Stokes usando o método da projecdo explicito Equagdo 2.17,
Equacdo 4.3 e Equacdo 4.4, o maior custo computacional recai na resolu¢do do sistema mostrado
na Equacdo 4.4, que nada mais € do que o custo de resolver um sistema linear de tamanho
m = NNy, para cada passo de tempo. A partir daqui, denota-se o custo de resolver um sistema

linear de tamanho m como C,,.

Deve-se definir alguns outros custos para poder estimar todas as etapas do método de

projecdo com MRCM e, entdo, fazer a comparagdo desses custos com o custo de resolver
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Algoritmo 1 — Método de projecao multiescala.

1: Estagio offline:
2: para cada subdominio Q; faca

)

3: Calcular e armazena todas as fungdes de base multiescala para (v}, pj ) usando (4.9) >
paralelo
4: Montar e armazenar as matrizes A’ do problema (4.10) > paralelo
5. fim para
6: Montar a matriz do sistema global de interface A e da condicao de compatibilidade (4.7)
7: Estagio online
8: Dadas as solugdes iniciais e o tempo final T
9: enquanto 7, < T faca
10: Calcular wj, usando uj, vinda de (2.17)
11: para cada subdominio Q; faca
12: Calcula e armazena todas as solugdes (Vﬁl,ﬁl) usando (4.10) > paralelo
13: fim para
14: Montar o termo fonte dos problemas particulares b de (4.7)
15: Resolver Ax = b para obter x = [U},...,Un,, P, ... ,PNP]T
16: Montar VZ+1 nas interfaces I';; C I" usando (4.8) e as fun¢des de base armazenadas
17: Calcule V;lj de (4.16) paratodo I';; C T’
18: para cada subdominio €; faca
19: Resolva os problemas locais (4.17) > paralelo
20: Calcula ul*! de (4.18) > paralelo
21: fim para
22: Calcula uZH € avanga para o proximo passo de tempo

23: fim enquanto

diretamente Navier-Stokes. Sendo assim, denota-se Cpr 0 custo de resolver um problema local
dado por Equacdo 4.9, Cyg o custo de resolver o sistema local ndo homogéneo dado pela
Equacdo 4.10, Cpg o custo de downscaling para regularizar o campo de velocidades retornado

pelo método multiescala e C; o custo de resolver o sistema global de interfaces.

Supondo que o dominio Q € R? ¢ dividido em N subdominios com N; sendo o niimero
de interfaces (elementos do esqueleto I'), pela Equacdo 4.11 o nimero total de fungdes de
base multiescala calculado é dado por Ny + Np que pode ser aproximado por 4N (ky + kp) se
considerar que, nessa geometria, o nimero de interfaces € em torno de Ny = 4N. Apesar de o
MRCM permitir escolhas locais e independentes dos espacos e interface para pressao e fluxo,
com intuito de manter simples essa anélise, considerou-se que todos os subdominios tem o
mesmo nimero de graus de liberdade por interface. Portanto, ao dividir os custos em estigios

online e offline tem-se:
costyr(MPrM) = Cpr X (Ny + Np) 4.19)

cost’,,(MPIM) = Cyy x N + Cps x N+CJ. (4.20)

Algumas considera¢des devem ser feitas nesse momento, o custo de fazer a regularizacio

do campo de velocidades é semelhante ao custo de resolver um sistema ndo homogéneo que,
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por sua vez, é semelhante ao custo de resolver um sistema homogéneo (cdlculo das fun¢des de
base multiescala), ou seja Cyy ~ Cps ~ Cpr. Além disso, idealmente os célculos serdo feitos em
paralelo com um processo para cada subdominio, deste modo, a constante N pode ser omitida da

Equacdo 4.20 resultando em

COStgﬁ(MPI‘M) = 4(kU + kp)CBF 4.21)
costt (MPrM) = 2 Cgr + C;. (4.22)

Essa aproximacao nao leva em conta a paralelizacdo do sistema global de interfaces, Ferraz
(2019) fez um estudo detalhado sobre essa questdo. Finalmente, como o problema € transiente, a
etapa que mais consome recursos € tempo computacional €, justamente, a etapa online que é feita
a todo passo de tempo, ou seja, a parte offline pode ser encarada como um pré processamento

sendo descartada na andlise daqui por diante.

Seguindo com a andlise, € importante estimar o custo de resolver o método de projecao na
malha fina para poder comparar com o método aqui proposto. Dessa forma, serd discutido agora
o custo de resolver um sistema linear (como dito anteriormente, o maior custo no método da
projecdo €, justamente, resolver um sistema linear advindo da discretizacao da equacao eliptica
para pressdo), tanto no método de malha fina, quanto no método de projecio com MRCM.
Iniciando com o método de malha fina, existem duas opcdes quando se fala em resolver sistemas
lineares: os métodos diretos e os métodos iterativos. Para os métodos diretos, como a matriz do
sistema nao muda com o tempo, € possivel fazer qualquer decomposi¢ao necessaria no estagio
offline, restando apenas o custo de resolver dois sistemas triangulares no estagio online, por

exemplo

Ax=b A=LU LUx=b Lz=be Ux=z (4.23)

performando a decomposi¢do LU de A offfine, resta o custo de resolver os sistemas triangulares

Lz = b e Ux = z no estagio online.

Para matrizes de dimensdes m X m esparsas com banda inferior b; e banda superior b,, 0
custo de decompor LU e resolver um sistema linear triangular é &'(bm) (GOLUB; LOAN, 2013)
em que b = b;b,. Em se tratando de métodos iterativos, o custo pode variar, entretanto, as estra-
tégias mais populares recaem nos métodos iterativos de Krylov (como gradientes conjugados ou
métodos de residuo minimo) cujo custo € majoritariamente devido a operacdes de multiplicacdo
de matriz com vetores. Tais métodos tem um custo de & (bm) para matrizes esparsas de banda,
isso quando o ndmero necessdrio de iteracdes € bem menor que m, ou seja, no minimo tem-se

um custo de &'(bm), igual dos métodos diretos aqui explanados.

Os sistemas resolvidos para encontrar as fun¢des de base multiescala vem da discretiza¢ao
de um operador laplaciano, deste modo, € sabido que a matriz desse sistema € esparsa e com
uma banda bem reduzida. As matrizes provenientes da discretizagdo do sistema global de

interfaces também sdo esparsas, porém tem tamanho de banda diferente. De qualquer forma,
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por simplicidade, considera-se que ambas matrizes tem o mesmo tamanho de bandas inferior e

superior, portanto b = b;b,,.

Considere a decomposi¢do de dominio N = Ny, X Ny, para uma malha cartesiana de
tamanho m = N, X Ny em que o tamanho de cada subdominio € dado por Nj, X N, em quem
Njy = Nx/Npy e Npy =Ny / Npgy. Substituindo os custos com as devidas dimensoes das matrizes
nos valores online das Equacao 4.20 (para sequencial) e Equacdo 4.22 (para paralelo) tem-se o

custo relativo para o caso paralelo

2Cgr+C;  2bNpNpy+4bN(ky +kp) 2 4(ky +kp)

RCH, = =—4—" 4.24
on Cn bNjxNyyN N + NixNpy (4.24)
e para o sequencial
2CgrN+C;  2bNjNpyN +4bN (ky + k 4(ky +k
Res = 2Cer +Cr _ 2bNjNiyN +4bN (ky + P):2+ (ky + P). 425)
Cn bNpxNyyN NjxNpy

Analisando apenas o custo relativo da implementacdo sequencial 4.25, ndo hé vantagens
em utilizar o método da projecio com MRCM, pois o custo € pelo menos duas vezes maior
do que usar um método de malha fina para resolver Navier-Stokes. Mas, ao olhar para o custo
em paralelo 4.24, RC5, < 1, mostrando uma vantagem em utilizar esse procedimento. Mesmo
sendo possivel paralelizar um método de malha fina, os esfor¢cos envolvidos (como, por exemplo,
modelar em paralelo o método, custos com comunicagdo e otimizagdo de tudo isso) frente a
escalabilidade quase ideal dos métodos multiescala faz com que o método aqui proposto tenha
vantagem sobre o de malha fina JARAMILLO et al., 2022).

Dentre as vantagens, destaca-se a ndo necessidade de usar um método paralelo para
resolver os sistemas lineares das funcdes de base multiescala, tampouco para resolver o sistema
global de interfaces. Portanto, o método de projecao com MRCM ¢€ facilmente implementado
em ambientes de computacdo de alto desempenho (HPC). Além disso, Jaramillo ez al. (2022)
mostrou simula¢des de escoamentos em meios porosos com malhas de até 2.7 bilhdes de células

com boa escalabilidade e speed-up préximo ao ideal.

Com o intuito de ilustrar como o custo relativo computacional do método de projecdo
com MRCM se comporta em fun¢do da decomposi¢do de dominio, mostra-se na Figura 18 dois
gréificos: a direita um grafico com o custo relativo do método para diferentes decomposi¢cdes de
dominio e graus de liberdade nas interfaces e a esquerda um grafico com o custo de calcular um
sistema local para funcdes de base multiescala juntamente com o custo para resolver o problema
global de interfaces, também variando a decomposi¢cdo de dominio e, para o problema global de
interfaces, diferentes graus de liberdade nas interfaces. Aqui se usou um caso hipotético em que
Nx = Ny = 360 (com m = 129600), as decomposi¢oes de dominio foram tais que Ny = Ngy
divisores de 360 comegando de 2 e indo at€ 60 levando a valores de Nj,, = Ny, de 180 até 6.

A medida que o nimero de subdominios aumenta e, portanto, o tamanho de cada

subdominio diminui, o custo € reduzido até um ponto 6timo (observando o gréfico a esquerda
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da Figura 18). Esse ponto 6timo € o balancgo entre reduzir o custo para calcular o sistema das
funcdes de base multiescala (mostrado no grafico a direita da Figura 18), j4 que os subdominios
ficam menores, e aumentar o custo de resolver o sistema global de interfaces (ja que aumentam
as interfaces a medida que a decomposicao de dominio se refina). Para esse estudo, o ponto
6timo ocorre em Ny, = Ny, = 12, 0 que equivale a um custo total projetado entre 2% a 6% do

custo de resolver o problema global de malha fina.

Figura 18 — A figura da esquerda mostra a estimativa do custo relativo de se resolver um problema local
em diferentes configuracdes de decomposi¢cdo de dominio enquanto a figura a direita mostra a
estimativa do custo do sistema global de interface para diferentes decomposicdes de dominio.
Ambas figuras mostram essas estimativas para quatro diferentes graus de liberdade e, no caso
da figura a direita, também uma curva representando a estimativa do custo de se calcular um
problema local de funcdes de base.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.6 Verificacao do cadigo multiescala

Nesta sec¢do, serdo apresentados resultados que visam verificar o método de projecao
multiescala. Sdo eles: decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge que visa avaliar a estabilidade do mé-
todo e como os erros da decomposi¢do de dominio podem afetar a decomposi¢ao e o decaimento
de vértice, um teste para avaliar o comportamento do método de projecdo multiescala com as
equacdes de Navier-Stokes.

4.6.1 Decomposicao de Helmholtz-Hodge

Para entender e avaliar como o método de projecdo multiescala se comporta com a
decomposicao de Helmholtz-Hodge (e assim ter uma ideia de como serd ao usd-lo no método da
projecao para resolver Navier-Stokes), optou-se por usar uma solu¢do manufaturada. Ou seja,

escolhe-se campos para pressao e velocidades e aplica-se os mesmos no problema a ser resolvido
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gerando um termo fonte, que serd utilizado no método para forcar o mesmo a encontrar a solugdo

manufaturada desejada. Deste modo € facil comparar a solu¢do numérica com a esperada.

A solucao manufaturada utilizada neste teste € dada por Olshanskii, Terekhov e Vassi-
levski (2013) e, portanto, dado um campo vetorial conhecido w que satisfaz a ??, u = [uy, uz]T e

p sdo expressos da seguinte forma:

s (x1,%2) = il) {1 ~ cos (w)} sen (w) (4.26)

2n(e —1 ed—1 e —1

p(x1,x2) = (e __1;(0:_1) {acos (%) €0 (%)} ’

em que a = 0.1 € uma constante. Primeiramente, analisou-se o erro relativo das solu¢des de u

\

calculadas com o método de projecdao multiescala em relagdo a solug@o exata para multiplas
escolhas dos espacos de interface para pressdo p (Zg ;) e fluxo Vp (%u i), em que i é a ordem

dos polindmios que compdem estes espagos.

As andlises desses casos foram todas feitas para & = 1, essa escolha vem do fato de que
foi observado por Guiraldello et al. (2018) que em torno deste valor de @, os erros eram menores
quando simulados escoamentos da escala de Darcy para meios heterogéneos. Posteriormente
serdo apresentadas varreduras de & para as combinagdes de espagos mais interessantes com o

intuito de verificar se existe um valor de & que entrega um erro menor.

Os primeiros resultados obtidos apresentados nas Tabela 4 e Figura 19 mostram que,
a medida que se enriquece os espacos de pressdo e fluxo conjuntamente, os erros relativos
diminuem. O motivo para haver erros altos em combinacdes ( Py 1, %u 1), (Ph.1, % 2) € assim
por diante, se deve a problemas no campo de velocidades em regides proximas as interfaces

entre subdominios.

Tabela 4 — Erros relativos (em relagdo a solucdo exata dada por (4.26)) para combinagdes ( Py i, %n . j)
e o0 = 1. O dominio para os testes é quadrado com tamanho 1 em cada direcdo, contendo
90 x 90 células divididas em trés subdominios de 30 x 30 células cada. O erro relativo melhora
a medida que os espacos de pressdo e fluxo sdo enriquecidos conjuntamente.

PH 1 PH 2 Ph 3 PH 4
Flux Error | Flux  Error | Flux  Error | Flux  Error
U1 108.0% | Uuy 933% | Uuy 92.3% | Uny1 92.4%
Ug> 91.9% | Uy 161% | Uno 13.2% | Uuy 13.2%
Uns 1048% | Ugsz 109% | Uusz 2.1% | Uz 2.0%
Una 1089% | Ugs 123% | Uus 1.3% | Uns 0.4%

Fonte: Dados da pesquisa.

A medida que os espagos sdo enriquecidos, esses erros diminuem e o campo de velo-

cidades fica suave, como mostrado nas Figura 19c e Figura 19d. Com base nesses resultados,
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fixou-se as combinagdes de espacos ( Py 1, %u 1), (Pu2 %u2), (Pu3, U 3) e (Pua, % s)
para realizar estudos variando o parametro ¢¢. A mesma combinacao de espagos foi utilizada

para estudar a estabilidade da decomposi¢ado, detalhada mais adiante.

Figura 19 — Campos de velocidades para combinacdes de espacos de interface de pressdo e fluxo, consi-
derando o = 1. Da esquerda para direita, na primeira linha tem-se Py 1, %n.1 € Py, %np;
e na segunda linha Py 3, %3 € Py 4, %u 4. Para os casos Py 1, U1 € Pr2, %2 hd um
grande erro nas interfaces dos subdominios, que se reduz a medida que se enriquece os
espagos de interface conjuntamente. De fato, para Py 3, %3 € Ph 4, % 4 ndo € possivel
visualizar mais interferéncias da decomposicdo de dominio na solugéo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tendo em vista que para as primeiras escolhas de espacgos de interface a solugdo apre-
sentou muitos artefatos ao longo do esqueleto da decomposi¢do de dominio, o divergente do
fluxo e a magnitude da componente z de seu rotacional foram avaliados para tentar entender o
motivo de tais problemas entre os subdominios. Apesar de o campo de velocidades para espacos
mais pobres apresentar problemas nas interfaces entre subdominios, o divergente deste campo de

velocidade matem-se préximo de zero para todos os casos, como mostra a Figura 20.
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Figura 20 — Divergente do campo de velocidades, considerando o = 1. Da esquerda para direita, na
primeira linha tem-se @H,l s %H,l S 9{1,2, %H,Z; € na segunda linha 9[-173, %H,S € «@HA, %HA'
Para todos os casos o divergente é proximo de zero, mesmo com combinagdes de espagos
cujos erros sao maiores.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Desconfia-se que o que causa os artefatos observados na Figura 19 € o rotacional do
fluxo, que deveria ser zero, entretanto como existe uma decomposi¢do de dominio, a projecao
ndo € exata em um espago de rotacional nulo. A Figura 21 mostra a magnitude da componente z
do rotacional do fluxo calculado pelo método de projecdo multiescala. Para espacos mais pobres,
vé-se valores diferentes de zero nas interfaces entre subdominios. Entretanto, esses valores vao
decaindo a medida que os espacos sdo enriquecidos. Deste modo, o resultado final do campo de

velocidades vai ficando suave como observado anteriormente.
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Figura 21 — Magnitude da componente z do rotacional do fluxo retornado pelo MRCM para combinagdes
de espacos de interface de pressdo e fluxo, considerando ¢ = 1 em uma malha 90 x 90 dividida
em 3 x 3 subdominios com 30 x 30 células cada. Da esquerda para direita, na primeira linha
tem-se Py 1, %1 € Pu2, % 2; e nasegunda linha Py 3, %3 € Pu a4, %n 4. Para os casos
Py, U, e Py, % hd um grande erro nas interfaces dos subdominios, que se reduz a
medida que se enriquece os espacos de interface conjuntamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Com o intuito de analisar se a decomposi¢do de dominio influenciaria no rotacional do
fluxo, fez-se o0 mesmo estudo considerando uma decomposicdo mais fina, cujos resultados sao
mostrados na Figura 22. Ainda ha valores altos nas interfaces entre subdominios, entretanto,
como para o caso da decomposi¢cdo mais grossa, esses valores diminuem a medida que se
enriquece os espacos para pressao e fluxo nas interfaces. Ou seja, o que atenua os artefatos é

enriquecer os espagos de interface.



4.6. Verificagcdo do coédigo multiescala 69

Figura 22 — Magnitude da componente z do rotacional do fluxo retornado pelo MRCM para combinagdes
de espacos de interface de pressdo e fluxo, considerando @ = 1 em uma malha 180 x 180
dividida em 6 x 6 subdominios com 30 x 30 células cada. Da esquerda para direita, na primeira
linha tem-se Py 1, %u,1 € Puyo,%n 2; € na segunda linha Py 3, Uy 3 € Py 4, %n 4. Para os
casos Py 1, %u, € Pu2,%n > hd um grande erro nas interfaces dos subdominios, que se
reduz a medida que se enriquece os espacos de interface conjuntamente.

[
ot

N
=]

=
ot

—_
=3

S

...... 0

X

@) Pu1, U (b) Pu 2, U 2

1.2
0.9
0.8 5
0.7

™

w >
—

w
[=]

.8

I

> 0.5

5

[=}

.6

n

0.2 ......
0
0.2 0.4 0.6 0.8

X X

©) Pz, Un3 (d) Pua, U a

—
o

.4

—

(=

0

Fonte: Elaborada pelo autor.

E interessante estudar como o erro relativo do fluxo se comporta com a variagdo do
parametro ¢, esse teste € chamado de varredura de o. A Figura 23 mostra, justamente, o resultado
desse teste. Existe um comportamento semelhante para as quatro combinacdes escolhidas, mesmo
com o erro relativo alto, a curva referente a &y 1, %y, 1 mostra um minimo no erro relativo em

valores de o entre 1072 e 10~ 1.

Finalmente, foi verificada a estabilidade da decomposi¢do de Helmholtz-Hodge (BATTY,
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Figura 23 — Erros relativos para diferentes valores de o e combinagdes de espacos de interface. A linha tra-
cejada azul € correspondente a Py |, % 1; a linha vermelha a Py >, %y »; a linha amarelada
corresponde a Py 3, %y 3 € a linha sélida roxa corresponde a Py 4, %y 4. O comportamento
para os quatro casos sdo semelhantes, mesmo quando o erro € maior. H4 um minimo préximo
dea=1.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

2017), esse € um teste interessante pois aplica sucessivas decomposigdes € estuda se existe um
aumento do erro relativo a medida que elas sdo aplicadas. Este procedimento consiste em, apds
encontrar o primeiro valor de u usando a Equacgado 2.12, resolver uma sequéncia de projecdes da

forma
ut = vt vphtl (4.27)

em que V-uft! =0 para k > 0. Este processo foi repetido 100 vezes e, como esperado, o erro
manteve-se 0 mesmo ao longo das aplicacdes mostrando que o método de projecao multiescala
garante a estabilidade da decomposi¢do de Helmholtz-Hodge. E interessante notar que, mesmo
com um erro alto para a combinagdo (X 1,%n 1), ele ndo se amplifica ao longo das aplicagdes

da decomposic¢do, ou seja, a estabilidade foi mantida.

Assim sendo, os testes com a decomposicdo de Helmholtz-Hodge mostraram o potencial
do método de projecao multiescala. Mesmo sendo necessarias escolhas de espacos de ordem
mais alta, a decomposi¢do de dominio ndo interfere na estabilidade do método, um progndstico
interessante para testes que envolvem evolug¢do no tempo, como o decaimento de vortice,

mostrado a seguir.

4.6.2 Decaimento de vortice

O problema do decaimento de um vértice € um teste bem difundido na literatura usado
para estabelecer a performance do método aqui proposto. Considera-se um dominio quadrado

[—%.5] x [-5.5] tal que a solugdo exata para as equagdes de Navier-Stokes seja dada por
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Figura 24 — Erros relativos para estabilidade da decomposicao de Helmholtz-Hodge com o = 1 e com-
binagdes de espagos de interface. A linha tracejada azul é correspondente a Py 1, % 1; a
linha vermelha a Zy >, %n »; a linha amarelada corresponde a Yy 3, %y 3 € a linha sélida
roxa corresponde a Py 4, %n 4. Mesmo nos casos com maior erro relativo, a estabilidade da
decomposi¢do foi mantida.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
(SOUSA; OISHI; BUSCAGLIA, 2015)
i (x1,x0,1) = —e ~2H/P cos (x1) sen(x)
uy (x1,x2,1) = e ~2H/P sen(x;) cos (x7) (4.28)

p(x1,x2,1) = —0.25¢ ~*H/P[ cos (2x1) + cos (2x3)],

emque v=u/p=1ceotermo fonte F da Equacéo 2.7 é nulo.

Com base nos resultados apresentados para a decomposi¢cao de Helmhotz-Hodge, foram
simulados casos com diversas escolhas de espacos de interface, desde aquelas menos custosas
computacionalmente até as que apresentaram melhores resultados para os testes anteriores. Além
disso, fixou-se & = 1 num primeiro momento, mais adiante uma varredura de « foi feita para
verificar se hd um valor de & para o qual o método de proje¢do multiescala tem um erro minimo

como observado anteriormente.

A Tabela 5 mostra os erros relativos para os casos testados considerando a solucdo exata
dada por (4.28). J4 no primeiro caso, vé-se que o erro relativo em relacao a solugdo exata é
da ordem de 10~%, o que indica um erro de aproximadamente 0.02% na solugio dada pelo
método de projecao multiescala. Deste modo, para esse problema, é possivel obter solucdes boas
mesmo com combinagdes de espacos de interfaces menos custosas, melhorando ainda mais o
desempenho do método proposto. Corroborando com os resultados apresentados na Tabela 5, a
Figura 25 mostra os campos de velocidade para alguns dos casos. Com um erro relativo da ordem
de 1074, ndo h4 diferencas visiveis entre os campos de velocidade, tampouco erros préximos

das interfaces entre subdominios.
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Tabela 5 — Erros relativos (em relacdo a solugdo exata dada por (4.28)) para combinagdes ( Py i, n. ;)
e oo = 1. O dominio para os testes contém 90 x 90 células divididas em trés subdominios de
30 x 30 células cada. O erro relativo melhora a medida que os espagos de pressao e fluxo sdo
enriquecidos conjuntamente.

Erro Erro
Py, Uiy 842E-04 Py, %y 9.06E-04
Puo,Unr 194E-04 Py, %3 8.92E-04
Puz, Uiz 193E-04 Py, U1 8.715E-04
Puas,Uns 193E-04 Pyo, Uz 7.94E-04

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 25 — Campos de velocidades para combinagdes de espagos de interface de pressdo e fluxo, conside-
rando o = 1. Da esquerda para direita, na primeira linha tem-se Py 1, Zu1 € P2, Un2; e
na segunda linha Py 3, %n 3 € Pn 4, %u 4. Mesmo com as escolhas de custo menos elevado,
nao hé erros ao longo da interface, mostrando que o método da projegdo combinado com
MRCM apresenta bons resultados para resolu¢do numérica das equagdes de Navier-Stokes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Mesmo que para os testes da decomposi¢do de Helmholtz-Hodge as escolhas de espagos
de interface mais pobres apresentassem erros significativos, para as simulacdes com Navier-
Stokes esses erros permaneceram baixos para essas escolhas de espacos. Além disso, pela
Tabela 5, o erro mantém-se da ordem de 104 para todos os casos, isso se deve ao fato de
a comparagdo ser em relacido a solugdo analitica, ou seja, o erro da discretizacdo, € ndo da
decomposicdo de dominio do método de projecao multiescala, estd influenciando o resultado.
Justamente por isso, também foi avaliado o erro relativo do campo de velocidades em relacdo a
solucdo de malha fina. Esses resultados sdo apresentados na Tabela 6, assim como 0s erros em
relacdo a solucdo exata, os valores sao baixos, da ordem de 1074, porém decaindo até a ordem
de 10~7 ao enriquecer os espagos de interface. Desse modo, o método de projecdo multiescala
apresentou bons resultados para simulagdes de escoamentos com Navier-Stokes evoluindo ao
longo do tempo.

Tabela 6 — Erros relativos (em relacdo a solugao de malha fina) para combinagdes ( Py ;, Zu j)e ¢ =1.0
dominio para os testes contém 90 x 90 células divididas em trés subdominios de 30 x 30 células

cada. O erro relativo melhora a medida que os espacgos de pressdo e fluxo sdo enriquecidos
conjuntamente, porém ja sdo bem pequenos para 0s casos menos custosos.

Erro Erro
Py, %1 2.86E-04 Py, Uu, 4.44E-04
Puo, Unr 275E-05 Py, %3 4.15E-04
Pz, Uns 246E-06 Py, U1 3.68E-04
Pua,Uns 1.86E-071 Pyo, %3z 2.80E-05

Fonte: Dados da pesquisa.

Como mencionado anteriormente, foi feita uma varredura no parametro o apresentada
na Figura 26. Os erros foram calculados ao final da simulag¢ao, ou seja, no ultimo passo de
tempo. Assim como no caso da decomposicao de Helmholtz-Hodge, o minimo do erro para
algumas curvas acontece para valores de ¢ variando de 1072 até aproximadamente 10~!. Ou
seja, € interessante escolher valores intermedidrios de o para obter uma solu¢cdo com erro relativo

menor.

Para finalizar os testes com esse modelo de escoamento, foi feita uma analise de ordem
de convergéncia do método. A Figura 27 mostra os resultados obtidos para duas configuragcdes
iniciais que foram sucessivamente refinadas. Os erros calculados sdo em relagdo a solugdo exata.
A curva referente a legenda 3 x 3 corresponde ao teste comegando com um dominio de 90 x 90
células finas divididas em 3 x 3 subdominios com 30 x 30 células cada e foi refinado aumentando
a quantidade de subdominios porém mantendo o tanto de células finas dentro deles. Ou seja, o
proximo refinamento correspondente a uma malha fina de 180 x 180 com 6 x 6 subdominios
com 30 x 30 células cada. Analogamente, a curva referente a legenda 6 x 6 corresponde ao teste
comeg¢ando com com um dominio de 90 x 90 células finas divididas em 6 x 6 subdominios com
15 x 15 células cada. A ordem obtida é O(H?) em que H é o tamanho da aresta dos subdominios,

ou seja, convergéncia quadratica.
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Figura 26 — Erros relativos (em relag@o a solucdo de malha fina) para diferentes valores de o e combina-
¢oes de espacos de interface. A linha tracejada azul é correspondente a &y 1, %y 1; a linha
vermelha a Py o, %n »; a linha amarelada corresponde a Zy 3,%u 3 € a linha sélida roxa
corresponde a Py 4, %n 4.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 27 — Anélise de convergéncia para o caso do vértice amortecido. Foram feitas duas andlises, a
primeira 3 x 3 comega de um dominio dividido em 3 subdominios com 30 x 30 células finas
em cada um e refina-se a decomposicdo de dominio mantendo 30 x 30 células. A segunda
6 x 6 come¢a com um dominio dividido em 6 subdominios com 15 x 15 células finas em
cada um e refina-se a decomposi¢do mantendo 15 x 15 células finas em cada subdominio. A
ordem de convergéncia obtida foi O(H?) em que H é o tamanho da aresta de subdominios.
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CAPITULO

RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados resultados obtidos com o método de projecdo multiescala.
Foram escolhidos problemas conhecidos na literatura para verificar como o método se comporta
em situagdes estaciondrias e transientes. Sao eles: cavidade impulsionada, escoamento em um
degrau e escoamento em torno de um obsticulo quadrado (esteira de Von Karman). Esses

resultados visam complementar os estudos feitos nos capitulos anteriores.

5.1 Cavidade impulsionada

O problema da cavidade impulsionada, apresentado nessa se¢do, consiste em um esco-
amento confinado em um dominio quadrado em que a tampa superior desliza com velocidade
constante na direcdo x;. Ao longo dos anos, esse tipo de escoamento vem sendo usado para testar
e validar diversas técnicas numéricas, sendo, portanto, um importante teste. A medida que a
tampa desliza e o escoamento se desenvolve, formam-se vértices no dominio, sendo o principal

encontrado no centro da caixa.

Para simular o comportamento da tampa deslizante, sdo impostas condi¢des de Dirichlet
nas fronteiras para velocidade da seguinte forma: no topo da caixa € imposta velocidade tangen-
cial adimensional igual a 1 e, nas demais paredes, sdo impostas condi¢des de ndo-escorregamento,
isto €, ambas componentes tangencial e normal da velocidade sao nulas. A Figura 28 mostra o

esquema de dominio para o problema da cavidade impulsionada.

Foram escolhidas quatro situacdes para estudar o comportamento do método de projecao
multiescala nesse contexto. Cada caso € diferenciado pela escolha do niimero de Reynolds (Re),
um adimensional dado por

Liju.,
Re = PLIU=I 5.1)
U

em que ||u.|| = 1 é a velocidade méxima no perfil de entrada e L € um comprimento caracteristico

para o escoamento, neste caso L = 2, o tamanho da aresta da cavidade. Escolheu-se nimeros de
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Figura 28 — Dominio para o teste da cavidade impulsionada. O topo da cavidade tem velocidade em x
igual a 1 enquanto a velocidade em y € nula, isso simula uma tampa deslizante no topo. As
demais paredes tem condi¢do de contorno sem escorregamento (n0-slip).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Reynolds variando de 10 a 1000, mantendo o cardter laminar do escoamento em todos os testes.
As comparacdes foram feitas com a solucdo de malha fina e resultados apresentados por Ghia,
Ghia e Shin (1982), analisando as curvas de velocidade que passavam pelo centro do dominio,

ou seja, pelo vortice principal do campo de velocidades.

Em relacdo aos pardmetros para definir o método de projecao multiescala, o teste da
cavidade impulsionada foi realizado considerando espagos de interface (P 1, %u,1) e o = 1.

Essas escolhas foram baseadas nos resultados obtidos com o teste de decaimento de vortice.

A Figura 29 mostra os quatro casos estudados: Reynolds 10, 100, 400 e 1000. O resultado
obtido com o método de projecdo multiescala foi comparado com o resultado de malha fina
para todos os numeros de Reynolds e com a referéncia (GHIA; GHIA; SHIN, 1982). As curvas
verticais vistas na Figura 29 referem-se a velocidade em x| = 0 variando x,, enquanto as curvas

horizontais referem-se a velocidade observada em x, = O variando o valor de x;.

Ha uma boa concordincia entre os dados obtidos com as referéncias (de malha fina e
(GHIA; GHIA; SHIN, 1982)) e a solugdo calculada pelo método de projecao multiescala. Apesar
de a escolha de espacos de interface ser por espacos de ordem menor, a solu¢@o ainda assim foi
satisfatdria, atestando o potencial do método de projecdo multiescala para simular escoamentos

modelados pelas equacdes de Navier-Stokes.
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Figura 29 — Perfis de velocidade em x; € em x; fixando regides do dominio e variando o nimero de
Reynolds, todos os resultados sdo com ¢ = 1. As curvas verticais apresentadas referem-se da
componente u#; da velocidade ao longo de x; = 0 e as horizontais aos valores da componente
up da velocidade ao longo de x, = 0. As solu¢des obtidas pelo método de projecao multiescala
usando os espagos de interface (P, 1) sdo comparados com a solugdo de malha fina e
com os dados retirados de (GHIA; GHIA; SHIN, 1982). Em todos os casos houve uma 6tima
concordancia da solugdo obtida com 0 MRCM e as referéncias.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2 Escoamento com degrau

Foram feitos alguns testes para avaliar a viabilidade, eficdcia e acurdcia dos estagios
offline e online na resolugdo das equagdes de Navier-Stokes. Para isso, tomando um problema
cldssico de mecanica de fluidos, foram feitos estudos focados na precisdo do método proposto e
comparacdo de trés estratégias para reduzir o tamanho do sistema global resolvido no estagio on-

line. O caso teste para realizar esses estudos foi o escoamento com degrau (BISWAS; BREUER;
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DURST, 2004; ARMALY et al., 1983), problema amplamente conhecido em mecanica de fluidos
e com grande quantidade de referéncias na literatura. Além disso, avaliou-se apenas os erros

relativos do campo de velocidades.

A Figura 30 mostra o dominio utilizado para resolver o escoamento com degrau. O fluido
entra pela regido de inflow com um perfil parabdlico para velocidade na direcao x e sai pela
regido de outflow, onde sao aplicadas condicdes de contorno apropriadas para saida de fluido.
A solugdo de malha fina foi usada como referéncia para calcular os erros analisados ao longo
dos estudos propostos. Uma caracteristica importante do escoamento € a razao entre a face de
entrada e a face de saida, nesta tese o estudo foi restrito a razéo //L = 1/2 sendo / o tamanho da
face de entrada e L a face de saida.

Figura 30 — Dominio para escoamento com degrau. A entrada de fluido (inflow) é definida a esquerda

do dominio enquanto a saida (outflow) é definida na face direita do mesmo. Na entrada
considera-se um perfil desenvolvido parabdlico com velocidade maxima em x igual a 1.

2

Inflow
N\

Outflow

1 4

1 2 3 1
Fonte: Elaborada pelo autor.

O primeiro estudo realizado foi avaliar o erro relativo das solucdes fornecidas pelo
método de projecdo multiescala em relacdo a malha fina a medida que o pardmetro o fosse
variado, a varredura de o ja explorada nos resultados apresentados anteriormente. A Figura 31
mostra esses erros relativos a medida que « varia fixando espacos constantes por partes nas
interfaces para pressdo &y o e linear por partes para fluxo % . Nas proximidades de ot = 1
vé-se um valor minimo para o erro relativo, levando a escolher este valor para os proximos
estudos. Tal comportamento para a curva de erros relativos para velocidade é semlhante ao obtido

por Guiraldello et al. (2018) para escoamentos heterogéneos na escala de Darcy.

Um outro aspecto importante para verificar nesse tipo de escoamento € o tamanho do
voértice formado adjacente ao degrau, aqui sdo comparadas as solucdes encontradas para o
método proposto com diferentes parametros com a soluc@o de malha fina. A Figura 32 mostra
os campos de velocidades para o = 1 variando os espacos de interfaces. Na Figura 32a tem-se
a solucdo de malha fina, enquanto que na Figura 32b ha a solucdo obtida com o método de

projecao multiescala usando espaco constante por partes para pressao e linear por partes para
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Figura 31 — Erros relativos para o campo de velocidades calculado para diferentes valores de ¢. Valores
grandes de o geram solucdes do tipo MHM (MHM-like) enquanto valores pequenos de &
geral solugdes do tipo MMMFEM (MMFEM:-like). E possivel observar um valor minimo no
erro entre essas duas solugdes, em o = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

fluxo (Zy 0, %n 1), j4 na Figura 32c os espacos usados foram linear por partes para pressio e
fluxo (Pu .1, U ).

E possivel observar que nas trés imagens, o comprimento do vértice fica um pouco além
de 2.5. Além disso, em ambos casos as solugdes obtidas com o método de projecdo multiescala
estdo de acordo com a referéncia de malha fina ndo mostrando nenhuma imprecisdo ao longo

das interfaces dos subdominios (representadas pelas linhas brancas nas figuras).

Finalmente, sdo apresentadas trés estratégias relacionando o erro relativo do campo de
velocidades com o tamanho do sistema global resolvido a cada passo de tempo. A proposta
do método descrito nessa tese €, justamente, reduzir o tempo computacional gasto na etapa da
equacao eliptica do método de projecao por meio de decomposi¢do de dominio. Ou seja, resolver
pequenos problemas locais em cada subdominio e um sistema global reduzido que acopla todas
as solugdes locais. Dessa forma, € intuitivo pensar em estratégias para melhorar ainda mais a

performance reduzindo, tanto quanto possivel, o estagio online do método.

Entretanto, € necessario pesar prds e contras em cada tipo de estratégia. Revisitando a
Secao 4.5, em se tratando do sistema global resolvido no estdgio online do método de projecao
multiescala aqui proposto, o custo deste depende dos espagos de interface e da decomposicao de
dominio. Da mesma forma, a soluc¢do obtida pode ser mais ou menos satisfatdria (apresentando
erros maiores ou menores dependendo das configuracdes do método). Ou seja, vale pesar o ponto

6timo entre acurdcia e reducao do custo computacional.
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Figura 32 — Linhas de corrente para o campo de velocidades com o« = 1. (a) solucdo referéncia de
malha fina; (b) solu¢do com MRCM usando Py o, % 1; (¢) solu¢do com MRCM usando
Pu1,%u,1. As linhas brancas mostram a decomposi¢io de dominio usada para essas simula-
cdes. Ambas solugdes obtidas com 0 MRCM estao de acordo com a solu¢do de malha fina, e
as linhas de corrente ndo apresentam inacuricias ao longo das interfaces entre subdominios.

0.2

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
X

(a) Solugio referéncia de malha fina

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

(c) Método de projecdo multiescala com Py 1, %y 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A primeira estratégia para avaliar o custo do sistema global resolvido no estagio online €,
usando apenas solu¢des de malha fina, partindo da malha de referéncia com 320 x 160 células,
diminuir o ndmero de células da malha (reduzindo o tamanho do sistema global resolvido) e
avaliar como o erro aumenta neste processo. Essa estratégia nada mais € que resolver o problema
de malha fina (sem decomposi¢do de dominio) com malhas cada vez menos refinadas, o método
de referéncia mais tradicionalmente usado. Na Figura 34, estes resultados estdo apresentados na

curva verde, a medida que o nimero de células diminui, o erro aumenta.

Figura 33 — Decomposi¢des de dominio usadas para o estudo fixando os espacos de interface e refinando
as decomposi¢des de dominio. A primeira (topo) é a decomposicio de dominio mais grosseira;
A segunda é a decomposicao de dominio mais refinada.

2
1
1 2 3 4
(a) Decomposi¢do de dominio mais grosseira
2

1 2 3 4
(b) Decomposicéo de dominio mais refinada

Fonte: Elaborada pelo autor.

A segunda estratégia € fixar a decomposi¢do de dominio (apresentada na Figura 33a)
usando 320 x 160 células finas e enriquecer o espaco de interfaces para o fluxo, partindo do
espaco linear por partes (mantendo o espago para pressao constante por partes em todos 0s casos).

Desta forma, o sistema global aumenta a medida que se usa espagos de maior ordem para o fluxo.
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A medida que o espaco de interfaces para o fluxo € enriquecido, o erro diminui como mostrado

na Figura 34 pela curva em azul.

A terceira e ultima estratégia, fixa os espacos de interface lineares por partes para pressao

e fluxo e, partindo da decomposi¢do de dominio da Figura 33a, refina esta decomposi¢do até
chegar na apresentada na Figura 33b, sempre mantendo 320 x 160 células finas. Ou seja, o
sistema global aumenta devido ao nimero de interfaces entre subdominios cada vez maior.
Observando a Figura 34 (curva vermelha), a medida que a decomposicao de dominio € refinada,
o tamanho do sistema global resolvido no estdgio online aumenta e ha uma queda no erro relativo.
Figura 34 — Erros relativos para campo de velocidades relacionado com o tamanho do sistema global
resolvido a cada passo de tempo no estdgio online. Trés estratégias apresentadas: engrossa-

mento da malha fina (curva verde); fixar a decomposi¢do de dominio enriquecendo o espaco

de interfaces para o fluxo (curva azul); fixar os espagos de interface para pressdo e fluxo e
refinar a decomposicdo de dominio (curva vermelha).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Dos resultados obtidos, tanto a segunda quanto a terceira estratégia apresentam pos e
contras interessantes. Na segunda, o erro cai de forma lenta a medida que a ordem do espaco de
interface para o fluxo aumenta, apesar de nao haver um aumento expressivo do custo computaci-
onal no estagio online. Na terceira estratégia, o erro cai de forma mais expressiva e o custo do
sistema cresce de forma razodvel, podendo chegar perto do custo da primeira estratégia. Isso
sugere que, possivelmente, uma abordagem hibrida pode ser interessante, ou seja, partindo de

uma decomposi¢ao de dominio intermedidria, enriquecer o espago de interface do fluxo.

Além disso, reduzir o tamanho do sistema global em uma ordem de grandeza, por
exemplo de 10* para 10° com a estratégia de engrossamento simples da malha fina produz um
erro da ordem de 10~2, enquanto usar uma decomposicio de dominio adequada produz um erro
da ordem de 1073, sendo essa uma estratégia mais interessante que simplesmente usar uma malha
mais grosseira. Por outro lado, se a porcentagem de erro permitida para uma certa aplicacao do

método de projecdo multiescala é de apenas 1% no campo de velocidades, € possivel atingir
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esse resultado nessa margem de erro resolvendo problemas globais no estagio online com 70
equacg0es, enquanto o problema de malha fina requer sistemas com pelo menos 50000 incégnitas

no estagio online.

5.3 Esteira de Von Karman

Para dar seguimento aos testes para verificacdo do método proposto, escolheu-se o
problema de escoamento em torno de um obstéculo, tal exemplo permite observar fendmenos
transientes no escoamento. O obstaculo (que neste caso é um quadrado (BREUER et al., 2000)),
induz perturbagdes nos campos de velocidade e pressao e, a medida que o nimero de Reynolds
varia, o escoamento apresenta diferentes particularidades. Para nimeros de Reynolds em torno
de 50, o escoamento ainda € estaciondrio. Com valores superiores indo até aproximadamente
200, surge uma esteira de vortices laminar conhecida como esteira de Von Karman e, para
valores superiores a 200, ja se observa um escoamento com fendmenos tridimensionais ou
turbulentos (FERNANDES, 2020). Neste trabalho, escolheu-se o nimero de Reynolds igual a
100, permitindo observar a esteira de Von Karman. Comparou-se a solu¢do obtida com o método

da projecao multiescala com a solu¢@o de malha fina.

A Figura 35 mostra o esquema do dominio utilizado para as simulacdes do problema. As
linhas cinzas da Figura 35 representam a decomposi¢cdo de dominio utilizada em todos os testes
com este escoamento, cada subdominio tem 30 células em cada direcdo. A regido escura € o
obstaculo, considerado como parede tendo, portanto, condi¢des de contorno sem escorregamento
(no-slip), em que as velocidades em x; e x; sdo nulas no contorno do mesmo. As paredes superior
e inferior tem condicao de contorno com escorregamento (free-slip), ou seja, a velocidade normal
a parede tem condicdo de contorno de Dirichlet nula e a velocidade tangencial tem condi¢do de
contorno de Neumann igual a zero. Finalmente, a lateral esquerda do dominio tem condi¢do de
entrada de fluido, em que foi imposto um perfil parabdlico com valor maximo 1 para componente
u; da velocidade e valor zero para componente u, da velocidade, e a lateral direita tem condi¢do
de saida de fluido.

Em se tratando dos adimensionais relevantes para essas simulagdes, tem-se 0 nimero
de Reynolds, Equacao 5.1, fixado em 100 para os testes aqui relatados. Outro adimensional
importante € o nimero de Strouhal (St), que representa de forma adimensional a frequéncia de

desprendimento dos vortices (denotada por f,) na esteira de Von Kdrman, ele € dado por

_ ML

s

St (5.2)

e seu valor € calculado apo6s as simulagdes. Finalmente, tem-se os coeficientes de arrasto (drag)

Cp e sustentagdo (lift) Cr que dependem das forgas de arrasto Fp e sustentacdo Fy, calculadas na
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Figura 35 — Dominio para o teste da esteira de Von Kdrman. O lado esquerdo tem condi¢@o de entrada de
fluido (inflow). Do lado direito do dominio, tem-se a condi¢do de saida de fluido (outlofw)
apropriada enquanto as faces norte e sul do canal tem condi¢@o de escorregamento (free-slip).
Finalmente, a regifio escura representa o obstiaculo e suas paredes tem condicio de contorno
sem escorregamento (no-slip).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

superficie do obstaculo e dadas por

F
FD —F= [ o(u,P)ndly com o(u,P)=—Pl+u(Vu+vu’),  (53)
L I's

assim, para calcular Cp e Cy, faz-se

2Fp 2F;

Cp=——5~ CL=——775—.
pllue[>L pllus|[2L

(5.4)

Tal como o nimero de Strouhal, os coeficientes de arrasto e sustentacdo sao calculados apds o
final das simulagdes, os resultados obtidos com o método proposto foram comparados com os

resultados obtidos na simulacdo de malha fina.

Os resultados estio apresentados nas Tabela 7 e Tabela 8, e mostram os coeficientes de
arrasto e sustentacdo e o nimero de Strouhal para malha fina (usados como referéncia) e para
o método da projecao multiescala variando os espagos das interfaces entre subdominios para
pressdo e fluxo e fixando o parametro o = 1 (Tabela 7); e variando o e os espagos de interfaces
(Tabela 8).

Na Tabela 7, primeiramente fixou-se o espaco de interface linear por partes para pressiao
Py .1, variando o espaco de interface para o fluxo, comegando com espago linear por partes
x 1 até ctibico por partes % 3. Como o presente escoamento € mais complexo e apresenta um
transiente com desprendimento de vortices, viu-se a necessidade de também enriquecer o espaco

de interfaces para pressao.

Deste modo, a Tabela 7 também apresenta &y » e &y 3 com variacdo do espago de
fluxo. De fato, ao enriquecer o espaco para pressao, o erro decai, sendo os melhores resultados
obtidos com Py > e Py 3, encarecendo um pouco o sistema global de interfaces resolvido no

estagio online.
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Tabela 7 — Valores obtidos para os coeficientes de arrasto e sustenta¢do e nimero de Strouhal utilizando
a = 1. Os valores obtidos com o método da projecao multiescala foram comparados com o
valor obtido na malha fina e calculou-se um erro relativo dos mesmos.

Cp Erro Cr Erro Strouhal
Malha fina | 1.33E+00 - 2.63E-01 - 1.21E-01
Py, %1 | 1.30E+00 2.41E-02 | 3.05E-01 1.57E-01 | 1.21E-01
Py, %> | 1.29E+00 3.40E-02 | 2.96E-01 1.24E-01 | 1.21E-01
Py, s | 1.29E+00 3.13E-02 | 3.07E-01 1.65E-01 | 1.21E-01
Puo, U, | 1.35E+00 1.08E-02 | 2.67E-01 1.33E-02 | 1.21E-01
Py, Uyo | 1.35E+00 1.07E-02 | 2.91E-01 1.07E-01 | 1.26E-01
Puo, U3 | 1.35E+00 1.19E-02 | 2.84E-01 8.06E-02 | 1.26E-01
Py, Uy | 1.34E+00 4.88E-03 | 2.50E-01 5.11E-02 | 1.21E-01
Puz, U | 1.33E+00 9.63E-04 | 2.64E-01 3.06E-03 | 1.21E-01
Puz, U3 | 1.33E+00 1.87E-03 | 2.63E-01 1.87E-03 | 1.21E-01

Fonte: Dados da pesquisa.

Juntamente com o enriquecimento dos espacos de interfaces para pressao investigou-se
como as solugdes se comportariam ao variar o valor de o. Porém, como sdao simulacdes que
tomam um tempo considerdvel para serem concluidas devido ao tempo de desprendimento dos
vértices na esteira de Von Karman, escolheu-se valores estratégicos para . Sio eles: a@ = 1079,
a=1e a=10°% Apesar do método de projecio multiescala ter solucdes com erros perto
do minimo com valores intermedidrios de @ para os exemplos apresentados nos resultados

anteriores, nada garante que esse comportamento se repetird para os escoamentos com transiente.

Tabela 8 — Valores obtidos para os coeficientes de arrasto e sustenta¢do e nimero de Strouhal utilizando
trés valores distintos de . Os valores obtidos com o método da projecdo multiescala foram
comparados com o valor obtido na malha fina e calculou-se um erro relativo dos mesmos.

Cp Erro Cr Erro Strouhal
Malha fina | 1.33E+00 - 2.63E-01 - 1.21E-01
o | Py, %, | 1.29E+00 2.76E-02 | 3.00E-01 1.40E-01 | 1.26E-01
N Pu2, %, | 1.34E+00 3.08E-03 | 2.84E-01 8.05E-02 | 1.26E-01
Pujz, U1 | 1.33E+00 2.84E-03 | 2.63E-01 4.42E-04 | 1.21E-01
Pu1, %, | 1.30E+00 2.41E-02 | 3.05E-01 1.57E-01 | 1.21E-01
Puo, U1 | 1.35E+00 1.08E-02 | 2.67E-01 1.33E-02 | 1.21E-01
N Pujz, U1 | 1.34E+00 4.88E-03 | 2.50E-01 5.11E-02 | 1.21E-01
¢ Py, | 1.30E400 2.41E-02 | 3.05E-01 1.57E-01 | 1.21E-01
Py, %2 | 1.29E400 3.40E-02 | 2.96E-01 1.24E-01 | 1.21E-01
Pu1,%us | 1.29E+00 3.13E-02 | 3.07E-01 1.65E-01 | 1.21E-01
Py, | 1.31E400 1.77E-02 | 2.97E-01 1.28E-01 | 1.21E-01
Pu1, %y | 1.29E+00 3.04E-02 | 2.91E-01 1.06E-01 | 1.21E-01
¢ Py, Uy | 1.29E+00 2.76E-02 | 3.00E-01 1.40E-01 | 1.26E-01

] )

Fonte: Dados da pesquisa.

Os espacos escolhidos para as simulagdes da Tabela 8 foram combinac¢des dos espacos
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de pressdo e fluxo que ndo encarecessem muito o sistema global de interfaces como Py >, %y 3
e Puj3,%n 3 que mostraram melhores solugdes na Tabela 7. O intuito dessas escolhas era
justamente tentar encontrar uma configuracao menos custosa do método de proje¢do multiescala
com uma solugio com acurécia suficiente. Assim, para o = 107 e os trés primeiros testes com
o = 1, fixou-se %1 variando o espago de pressdo e, para ot = 10% e os trés ltimos testes com
o = 1, fixou-se Py ;1 variando o espago de fluxo. Os melhores resultados foram observados
coma=10"%e Pn 3, mostrando que a pressdo, para essas simulagdes, tem muita influéncia na

acurdcia da solucgao.

Para além de estudar os coeficientes de arrasto e sustentacdo e o nimero de Strouhal para
os testes aqui apresentados, € importante verificar (mesmo que visualmente) se a decomposi¢ao de
dominio afeta em alguma medida o campo de velocidades nas regides em que hd desprendimento
de vortices. A Figura 36 mostra trés momentos diferentes do escoamento obtidos com as
solucdes de malha fina (primeira linha) e com o método de projecao multiescala (segunda linha)
utilizando espaco de pressdo quadratico por partes e de fluxo linear por partes, bem como o = 1.
Visualmente, além das solucdes estarem semelhantes, ndo se observa perturbacdes no campo
de velocidades ao longo do esqueleto da decomposicao de dominio (representado pelas linhas

brancas nas imagens).

Figura 36 — Diferentes momentos do escoamento em torno de um obstaculo quadrado. A primeira linha
mostra a solu¢do de malha fina e a segunda a solucao obtida com o método de projecao
multiescala considerando ky =1 e kp =2 e @ = 1. As linhas brancas representam o esqueleto
da decomposi¢do de dominio escolhida e as linhas acinzentadas as linhas de corrente para o
campo de velocidade do escoamento. Ambas solugcdes sdo similares mesmo com ky = 1.

1.5

0.5

Fonte: Elaborada pelo autor.
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CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentadas duas estratégias para reduzir o custo computacional da
solucdo numérica das equacgdes de Navier-Stokes. Uma baseada em reduzir o nimero de células
da malha que discretiza o dominio utilizando malhas hierarquicas que permitem refinamentos
locais em regides de interesse do escoamento e engrossamento das malhas em regides sem
interesse. E outra baseada na decomposi¢io de dominio multiescala, que reduz o custo resolvendo

problemas locais menores e acoplando as solugdes locais com um sistema global reduzido.

A estratégia que utiliza malhas hierdrquicas conta com um esquema de interpolacdo
independente de malha para lidar com os casos em que os nds dos esténceis de diferencas
finitas (usadas para discretizar as derivadas presentes nas equacdes de Navier-Stokes, bem como
a equacgdo de Poisson que surge ao aplicar o método da projecao) nao estdo na malha. Essa
estratégia de interpolacdo mostrou-se robusta e manteve a ordem das discretizacdes em diversos
testes relatados aqui e em (SOUSA ef al., 2019).

Neste trabalho também foi apresentado um novo método de projecao multiescala que
usa um método de decomposi¢do de dominio multiescala para resolver a equacao eliptica
que surge quando aplicado o método da projecdo de Chorin (1968) nas equagdes de Navier-
Stokes. As solugdes obtidas com esse método foram comparadas com uma solugdo previamente
calculada de malha fina (sem a decomposi¢do de dominio) utilizando o método ja conhecido na
literatura para resolver esse tipo de problema. No caso um método de volumes finitos padrao
com discretizagdes centrais para derivadas. Essa solu¢cdo de malha fina ndo leva em consideragdo
nenhuma decomposi¢cdo de dominio, ou seja, € possivel verificar, portanto, se a decomposicao de

dominio do método proposto afeta e como afeta a solugdo final.

Os primeiros testes realizados foram para verificar o método de projecao multiescala,
sendo eles: uma decomposicdo de Helmholtz-Hodge de um campo vetorial conhecido e o
decaimento de vértice, que possui uma solu¢do e comportamento esperados € bem conhecidos

do campo de velocidades ao longo do tempo. Vale lembrar que as comparacgdes entre a solucao
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referéncia de malha fina e a do método de projecdo multiescala avaliaram o campo de velocidades
e o erro relativo do mesmo de diversas formas. A pressao ndo foi avaliada, uma vez que a pressao
final ndo € continua na resolucao de malha fina. Garante-se continuidade apenas no gradiente
de pressdo por aplicar uma estratégia de downscaling e é justamente o gradiente de pressao
que ¢ utilizado no método de projecao multiescala para obter a velocidade final, deste modo a

velocidade final preserva continuidade na malha fina.

Os resultados para a decomposi¢do de Helmholtz-Hodge mostraram que, com espagos de
interface pobres para pressao e fluxo, a solu¢do apresentava muitos erros ao longo do esqueleto da
decomposicao de dominio. Apesar de o gradiente da velocidade obtida ser zero, a menos de erro
de méiquina, em todo dominio, observou-se que o que fazia o campo de velocidades apresentar
erros tao grotescos nas interfaces para espacos de ordem mais baixa era que o rotacional do fluxo
retornado pelo método ndo era nulo em todo dominio, apresentando valores grandes no esqueleto

da decomposig¢ao.

Com o enriquecimento dos espacos de interface, o campo final de velocidades se aproxi-
mou da solug@o de malha fina e o erro relativo ficou num patamar aceitdvel. Além de analisar esse
aspecto da velocidade, foi feito um teste de estabilidade da decomposi¢do de Helmholtz-Hodge.
Mesmo com as escolhas de espacos em que a solugdo era bastante imprecisa na interface dos
subdominios, esse erro ndo aumentou ao longo das sucessivas aplicacdes da decomposi¢ao
de Helmholtz-Hodge, mostrando que o método tem potencial para lidar com problemas que

evoluem com o tempo, onde € necessario aplicar a projecdo a cada passo de tempo.

De fato, ao analisar os resultados do decaimento de vortice, espacos com ordem mais
baixa ja foram capazes de recuperar uma solu¢do com boa concordancia com a solu¢do de malha
fina, mostrando que o método se comportou bem num primeiro teste de Navier-Stokes. Essa
escolha de espacos com ordem mais baixa foi a selecionada para os préximos testes de validagdo
do método. Tanto neste caso como no teste da decomposi¢do de Helmholtz-Hodge, variou-se o
parametro & do método da projecdo multiescala e observou-se que, para valores intermedidrios

de o o erro relativo da velocidade era menor.

Em se tratando dos resultados de validacdo do método, foram escolhidos trés problemas
bem conhecidos na literatura: cavidade impulsionada, escoamento num degrau e escoamento em
torno de um obstaculo quadrado. Os resultados da cavidade impulsionada foram todos feitos
considerando & = 1. A solugdo obtida com o método da projecdo multiescala mostrou boa
concordancia com a solucdo de malha fina e com a solucao apresentada por Ghia, Ghia e Shin
(1982).

Para o escoamento num degrau, viu-se a necessidade de validar se @ = 1 era uma boa
escolha, deste modo fez-se um estudo variando esse parametro e, de fato, & = 1 era a escolha
que recuperava uma solu¢cdo com menor erro relativo para velocidade. Além deste estudo, fez-se
um estudo variando as decomposicdes de dominio fixando os espacos de interface e variando os

espacos de interface com uma decomposi¢do de dominio fixada. Esse estudo mostrou que € mais
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vantajoso trabalhar com uma decomposicdo de dominio intermedidria.

No escoamento em torno de um obsticulo quadrado, um problema transiente que mostra
o fendmeno da esteira de Von Kdrman, foi preciso enriquecer tanto o espaco de fluxo quanto
o de pressdo. Os testes realizados compararam os coeficientes de arrasto e sustentacio obtidos
com o método proposto e o0 método de malha fina. Também foi realizado um estudo variando
o parametro ¢, concluindo que o = 1 € uma boa escolha. Finalmente, foram feitas capturas
de diferentes momentos da evolugdo dos vértices tanto pra malha fina quanto pra solugdo do
método de proje¢do multiescala e observou-se que a decomposicao de dominio nao interferiu na

estrutura do vortice, nem poluiu o desenvolvimento dos mesmos.

Com base nesses resultados, pode-se concluir que o método proposto tem uma boa
performance, em se tratando de acurdcia. Além disso, com base no estudo tedrico de custo
computacional, hd a promessa de ser um método com escalabilidade préxima do ideal, reduzindo

de fato o custo computacional da etapa de resolucdo da equagdo eliptica no método da projecao.

Tanto os resultados com malhas hierdrquicas quanto os resultados com o método de pro-
jecdo multiescala sugerem ser interessante combinar ambos em trabalhos futuros. Aproveitando
a escalabilidade de um método multiescala com a possibilidade de refinamentos localizados nos

subdominios, ha possibilidade de redu¢do no custo computacional.
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