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ON THE REPRESENTATION AND CALCULATION OF FUNÇÓES BY

THIELEFS CONTINUED FRACTIONS

'ABSTRACT

This work intends“ to investigate uniformized
computational algorithms for representationand calculation of
functionshy continued fractions. In particular,we investigate
the algoritms wich are based on the approximation affunctions
by Thiele's continued fractions.

Some studied functions are programmedjanORTRAN

IV -language. in order to test their efficiency, The obtained
results are analysed.



SOBRE REPRESENTAÇÃO E CÃLCULO DE FUNçDEs ATRAVES DE

FRAÇÓES CONTÍNUAS DE THIELE

'

ggsumo

O objetivo deste trabalho é a investigação de

algoritmos computacionais uniformizados para a» representação
e cálculo de funções através de frações contínuas. Em particª
'lar, os algoritmos inVestigados são baseados no desenvolvimen
7to de funções em frações contínuas de Thiele.

Dentro desse plano, para algumas funções estudª
das, são codificados programas em linguagem FORTRAN IV para
testes de .'efiCiência. São feitas considerações sobre os re
sultados obtidos;
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INTRODUÇÃO

Dentre as diversas aplicações da teoria de frª
ções contínuas, desde as mais simples âs mais elaboradas (sim

plificação de frações, mãximo divisor comum, aproximação de

números irracionais, aproximação de frações racionais, raiz
positiva de equações do 2? grau, soluções inteiras deequações

lineares indeterminadas, soluções inteiras para equações de

Pell, teoria dos números, polinõmios ortogonais, séries de pº
tências, soma de série divergentes, integrais definidas, inte
gração de equações diferenciais, etc), vamos nos concentrar
sobre o problema da aproximação de funções atrauês de frações
contínuas, pois sabe—se que um modo muito prático para reprg
sentar e calcular funções é por meio de frações contínuas.

.
Hildebrand [12] relata que: "no campo da compu

tação, as frações contínuas são usadas para fornecer aprºxi
mação para várias funções complicadas, e uma vez .codificadas

para computadores eletrônicos digitais, fornecem rãpidos rg
sultados numéricos úteis aos cientistas e àqueles que trabª
lham no campo da matemática aplicada".
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Em particular, trabalhamos com frações contª
nuas de Thiele,com o objetivo de desenvolver subprogramas, cº
dificados em linguagem FORTRAN IV, para calcular algumas fun
ções matemáticas. Enquanto nas bibliotecas dos Sistemas dePrQ

gramação FORTRAN, são utilizados algoritmos diferentes para o

cálculo das funções disponíveis, a nossa intenção foi codifi
car algumas funções dessas bibliotecas utilizando—se, exclusi:
vamente, da ferramenta de frações contínuas. As funções foram

programadas e os resultados encontrados foram comparados com

os resultados conhecidos e obtidos através dos Sistemas dePrº
gramação FORTRAN, para se avaliar o grau de precisão alcança
do. Foram analisados e comparados também o espaço de memória

requerido pelas nossas'rotinas em relação ãs rotinas disponí
veis.

O conteúdo deste trabalho está dividido confog
me segue.

No Capítulo 1, apresentamos generalidades sobre
frações contínuas, consideradas necessárias para o entendimen
to do texto.

No Capítulo 2 tratamos especificamente das frª
ções contínuas de Thiele.

No Capítulo 3 mostramos algumas funções deseª
volvidas através de frações contínuas de Thiele e, a partir
desses desenvolvimentos são calculados seus valores numéricos

para argumentos dados.

No Capítulo 4 fazemos uma análise comparativa
dos resultados alcançados e apresentamos nossa conclusão.
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CAPITULO 1

GENERALIDÁDÉS SOBRE FRAÇÓES CONTÍNUAS

Neste capítulo, vamos apresentar certos aspeg
tos da teoria de frações contínuas tais como definições, relª
ções básicas e teoremas fundamentais, exigidos para “o deseª
volvimento do presente trabalho.

1.1 - Definições É Notações

Uma expressão da forma

é chamada de FRAÇÃO CONTÍNUA.

As seguintes notações abrevidas também são usª
das para a fração contínua (1.1.1):
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U' ._.
U' N D'"nl

ao + ——— + ——— + ...- + ——— + ... Pringsheim|a1 laz an

bl bz b
ao + -_ + ;— + ... + _º + ... Múller

1 612 an

bl bz . b
0 —— _ -—- —º Rogers+a1 + az + + a +n

Em geral, os elementos de uma fração contª
nua ao, ak.e bk (k = 1, 2, ...) são números reais ou complg

xos, ou funções de uma ou mais variáveis.
,ao “bk

As frações ao : ff , 5“ (k = 1, 2, ...) sãochª
' k

madas de componentes da fração.contínua (l.l.l) eos coeficieº
tes ak e bk (k«> 1) são os termos da k—êsima componente, as
sim denominados:

ak : denominadores parciais

bk : numeradores parciais

' .b
Ressaltamoquue,as:fraçõeS'ãª'são“irredutÍVeis;A

,
v

. k
ao pode ser positivo, negativo ou nulo.

O.número de componentes de uma fração contínua

.pode ser finito ou infinito; No primeiro caso; a fração contª
nua ê simbolizada abreviadamente como

bl bz Hb '. ,.b “'a' —— ...0,31'32, !

e-chamada de FRAÇÃO-CONTÍNUA FINITA ou LIMITADA; mais precg
samente uma fração contínua de ordem n (tal que uma fração
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contínua de ordem n tem n + l componentes). No segundo caso,
a fração contínua é representada por

b] ' bz . bn bk
ao ; _ ] "_ , . . 'o , _. , . o . : ao; —al az an ak 1

e chamada de FRAÇÃO CONTÍNUA INFINITA OU ILIMITADA.

Uma-FRAÇÃO CONTÍNUA PERIÓDICA é uma fração coª
tínua infinita onde .

ªi 'ª£+k

para um valor fixo e positivo R e para todo £ zíL.

O conjunto de componentes

_b b bL "-L+1 "L+kª1H—, I.. [__—___———""' IªL ªL+1 ªL+k—1

é chamado o período ega fração contínua pode ser escrita

.bl
, ... ,ET. aL_

L- 'bL 'bL+l bL+k—1
._.—._- .__- I....I I

ªL ªL+1 ' ªL+k-1

U”
,..ad;
|_:

As frações contínuas períodicas classificam-—se
em:

a) sem parte inteira
periódicas simples

LB) com parte inteira

a) sem parte inteira
periõdicas'compostas

b) com parte inteira



Fração contínua periódica simples semparte iª
teira

l período: 1

2 + l l2+—3-

3 + l
2 + l

3 + .

- Fração contínua periódica composta com parte
inteira

2 + parte inteira: 2

l +“l '

.

' parte não periódica: l
1 + %

2 + l
3 +”l , «1perlodo: ?—

3 + l

"

a . L L __Ol a , az, :..-,

onde todos os numeradores parciais são iguais-a l :ê chamada

FRAÇÃO CONTÍNUA SIMPLES ou PADRÃO.
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Finalmente, dizemos que duas frações contínuas
são iguais se e somente se seus termos correspondentes são

iguais.

1.2 - Representação de Números'Racíonais Através de Fra—

ções Contínuas Simples g'Finita, g Vice-Versa

Teorema“1.2.1

Todo número racional pode ser representado por
uma fração contínua simples e finita e, esta representação é

única.

Prova (conforme [4, pág. 56] e [18, pág. 5])

Consideremos um número racional E .

Efetuando—se a divisão indicada temos

ro
=a0 "l'—ª—mha

(Dlonde:. ao o maior inteiro menor ou igual a %

o resto da divisão.Io é

(Se % é uma fração própria então a0'= O e ro = p)

Dividindo—se o numerador e o denominador da frªrºção ã_ por ro , temos
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onde al é o maior inteiro menor ou igual a ª— e rl é o resto
o

da divisão.

Analogamente, dividindo-se o numerador e o denº
rlminador da fraçao ;? por rl, obtemos

flzl_1'Io IQ : Il; rz
a24+—i_—1—

ro
onde az é o maior inteiro menor ou igual a E— e rz é o restol
da,divisão.

E o processo continua de maneira análoga.

Como q ? ro > rl > rz > r3 > ... e ri(i = 0,1,
2, ...) são inteiros positivos, finalmente teremos rn = 0 ou

In._l'=...l
+rn—2 an- 0

riSubstituindo—se as expressoes das fraçoes r ,
i—l

-obtemos:

ro.E=a0+á=ao+ l =a0+ l _q q -r1 *
8.14"?0 a1+' ].

a2+r.2
r1

=60+ ].

'ªl +.1..

a2+.
.-.1+?n

08



Resta-nos ainda, provar que a representação é

única.
Suponhamos que

a + 1 e a' + l
o 0

al + l a' + l
1

a + a' +2
2

+_L +;&n an

são frações contínuas que representam o número % .

Então temos

E _,— a +
q º 1 = as + 1

al + ]—

al + 1
1

+a2 al +
2

+-_1_ + 1
a In

.

-

_
a

_Dessa forma, ao é o maior inteiro menor que E

e aº é também o maior inteiro menor que %, tal que ao = aõ.Aâ
sim temos E — aº = E - aô .q q '

. Pp Po
Vamos estabelecer que E - aº = *—, onde ——

, q qo qq
menor que 1 pois ao é o maior inteiro menor que % .

(Dl



O inverso de um número positivo menor que 1 é
qo

um numero maior que l; consequentemente 5— e maior que 1. E
o

também verdade que se dois números não nulos são iguais seus
inversos são iguais; assim podemos escrever:

qo l—— = a +
Po 1 = aí + l

82 + |a2 +

+ l'. «. 1.
ªn + “a?

n

' go ,Novamente, al e o maior inteiro menor que 5— e
0

n o
. qo .

a; e tambem o maior inteiro menor que E; ; portanto al = a; .
0 .

O mesmo raciocínio pode ser empregado para mostrar que a2=a',' 2

..., &n = a'.
Assim, as frações contínuas

+aº 1 e a' + l
0

a1+ ]. a' + l
1

a2+ al +
2

+—- 7.+_];,
an an

que representam o número ª são iguais pela nossa definição de

igualdade. Concluímos que todo número racional pode ser reprg
sentado de uma única maneira em fração contínua simples.

Exemplo: Converter ªgº37 em fração contínua simples.

Solução: Temos, sucessivamente
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128 _ 17 _ 1 _ 1 _7
— 3 + 3.7

—- 3 +
3.1

— 3 +
2 + i —

17 17

= 3 + 1 = 3 + 1 = 3 + 1 =

2 + 1 2 + l 2 + l
17 2 3

3 5 + -3-
5 + 1

à
2

= 3 + l
2 + 1

5 + l
1 + 2

— 128 = . 1 l ”_1_ lEntao, "É—7— 3! 'ª' , 5 l ]. I 2

Reciprocamente, toda fração contínua simples e

finita pode ser escrita como um número racional. Para isto,
simplesmente executamos todas as operações indicadas pela frª
ção contínua.

Exemplo: Seja a fração contínua

Solução: Para calcular o correspondente número racional,
começamos pelo fim e trabalhos em sentido con

trãrio.
Assim,

ll



1 + 1 = 1 + 1 = 1 + 1 = 1 + l
2+1 . .: 4 ª1

2 + _3; 2 + ÍÉ— 13
3+71' _1_g_

4

_ 13.4;— 1 + 3 30

OBS: As frações contínuas finitas com bk # 1 (k > 1) são

transformadas de modo análogo.

1.3 - Transformagão de Uma Fração Contínua ªº Fração'
Cóntínua Simgles

Seja a fração contínua (1.1.1)

Multiplicando—se bk' ak e bk+l por um numero ar
bitrãrio pk (k = 1, 2, ..., n, ...) diferente de zero, ro vª
lor da fração contínua não se altera..

Então, a seguinte identidade é válida:

b b .b .

b» b
a . _i _; _º = a . pl 1' plpz 20: l l --—l : --. : I I "'Ial ag an , Plªl Pzªz

pn-l pn bn
o.o' "'—" ', .o-pn an

Por meio desta transformação, podemos reduzir a

'fração contínua (1Ç1.1) a uma forma em que todos os numeradº

res parciais sejam iguais a 1. Para isto, basta determinarmos

pl, pz, ... tal que:

plbª ; 1 e pn—l n n

12



Assim,

plz—&'”! p2—B'Z'I pg =b1b3: ...

=.b2 bu ... b2k_2 , : bl b3 ... b2k_l
ka—l bl b3 ... bZk;í sz bz bu .,. b2k

A expansão (1.1.1) torna—se:

& l l '1 ' l0 ' al ! az : --— : aZk-l : a2k : 'º-

onde:

0.0 : ao

bz .bq ... b2k-2 aZk-l
ºªzk—l “ b1 b3 ... b2k_1

'

(k = 1, z,...)-
b1' b3 .... bZk-l a2k

ªzk ' bz bu... b 2k

1.4 — Segmentos gg Frações Contínuas

Escreveremos, por conveniência, a fração Conti

nua simples finita na forma

[ao ; al, ez, ..., an] '
» (1.4.1)

e a fração contínua simples infinita na forma

[ao; al, 32, ...] (1.4.2)

Seja a fração contínua_

13



sk = [ao; al, az, ..., ak ] 0 s kis n

um segmento da fração contínua (1.4.1) e, para k > 0 arbitrª
rio, sk será um segmento da fração contínua (1.4.2). Obviamen

te, qualquer segmento de uma fração contínua finita ou infini
ta é uma fração contínua finita.

Seja ainda, a fração contínua

rk = [ak; ak+1' ..., an]

um resto da fração cóntínúa (1.4.1). Analogamente, av fração
contínua

Pf [aki Mak“, ...]
é um resto da fração contínua (1.4.2). É óbvio que, os restos
de uma fração contínua finita são frações contínuas finitas
e os restos de uma fração-contínua infinita são frações contª
nuas infinitas.

Para frações contínuas finitas, segue que:

[ao; al , az , A. . . , an] : [aº; al , az , o u . , ak—l' rk]

(0 <k < n) _(l.4;3)

e, para frações contínuas infinitas,

[ao; al, az, ...] =. [ao; al, az, ..., ak—l' Rk] (k arº)

(1.4.4)

que pode ser significativo somente como notação formal umavez

que Rk não tem valor numérico definido por ser uma fração con

tínua infinita.
14



l;5 - Representação Canõníca

Seja a fração contínua simples finita
[ªo; al, -a2' II., an]

Toda fração contínua finita, sendo o resultado
de um número finito de operações sobre seus elementos, é uma

função racional destes elementos e, consequentemente,pode ser
representada como a razão de dois polinômios:

_ P(ao, al, ..., an)
º(ao' al, o.o' an)

em ag, al, ..., an. Se os elementos tem valores numéricos, a

fração contínua dada é então representada na forma de uma frª
ção ordinária %. Entretanto, tal representação.não é única.
É importante então, termos uma representação definitiva deuma

fração contínua finita na forma de uma fração — uma represeº
tação que chamamos — CANÓNICA. Vamos defini-la por indução.

Para uma fração Contínua de ordem zero,

[ªº] = ªo;
ao

tomaremos como representação canônica a fração if .

Suponhamos agora, que as representações canõni
cas são definidas para frações contínuas de ordem menor que

n. Pela equação (1.4.3), uma fração de ordem n

_ _” 1
ag; al., ..., an — ao; rl — aº+ ET

Aqui, ri = [a1; ªzr ;.., an] é uma fração contª
nua de ordem n—l, cuja representação canônica já está defini
da. Vamos representã—la como:

rl ? E;
q

15



e então
' '

[ao; all cu., an]! = ao+ EL. :

Tomemos esta última fração como sendo a reprg
sentação canônica da fração contínua [ao; al, ..., an].

Então, estabelecendo

t-QÍ'Ó[ao; al, nun, an] :

IIr'v= a ' a ... a1 [l' 2! : n] %r

temos as seguintes expressões para os numeradores e denomina
dores destas representações canônicas:

p=aop'+q' e q=p

Assim, definimos de forma única, as representª
ções canônicas de frações contínuas de todas as ordens.

Para uma fração contínua finita ou infinita

a =[aº;a1' az, coo] ,

P
,

denotamos por —ª a representação canônica do segmentoºk

e chamamos de k-êsimo aproximante de a. É óbvio que uma frª
ção contínua finita tem um número finito de aproximantes, eº
quanto uma fração contínua infinita tem um número infinito de
les.

16



A teoria sobre os aproximantes de umafração con
tínua, é vista a seguir.

1.6 - Aproximantes

O primeiro matemático que investigou métodos pª
ra calcular os aproximantes de uma fração contínua foi Daniel

Schwenter, em 1625. Em 1650, John Wallis descobriu que

. tx.) ,
_

.::”. . .J> .P'N

L., b) &
.

ZM» LHC» Ll»gl
2

e Lord Brounker reescreveu esta expressão através da seguinte
fração contínua:

Consideremos uma fração contínúa finita (ou iª
finita):

n
b '

ao; &
_ (1.6.1)

ªk 1

As fração contínuas aº, ao +-bl : ao + bl ,

al al + b2
, 3;

etc, são denominadas aproximantes, reduzidas ou convergentes
da fração contínua (1.6.1)

17



onde k

nua (lÇ

Dessa forma,

P bl bz . bk k'_ = a ; — "'"— ... ""'—' k = 1 2 no.)ºk 0 ªl, az ! :
ak

( l !

s n, é chamada de k—êsimo aproximante da fração contª
6.1).

Da definição de uma fração contínua temos:

ªo Pl bl . ao al + bl
1 Q1 ' ªl ' ªl

: a + bl0 : ªo + bl ªz :
ªl +,b2

' ªl ªz + bz
ªz

. ªg al 8.2 + ao. bz +.b.1. 8.2 82
' Pl + bz" Po»

* ªl ªz + bz
—

az Q1 + bz Qo

Assumimos que

(1.6.2)

Para que as relações (1.6.2) sejam válidas para
k = 1, estabelecemos, seguindo Euler

18



V o m o W

_ -1 = ;_Q_0' ]. ' Q_l 0 (1.6.3)

e por definição, assumimos que

PO : aº QO =l e P_l : 1 , Q_1 : O.

Teorema 1.6.1 (LEI DE FORMAÇÃO DOS APROXIMANTES)

Os números Pk e Qk (k = 1, 2, ...) determinados

pelas relações (1.6.2) onde

são respectivamente, os numeradores e denominadores dos aprg
ximantes Pk/anda fração contínua (1.6.1).

“Prova (extraída de [9, pág. 188])

Seja Ck(k = 1, 2, ...) os aproximantes da frª
ção contínua (1L6.1). Desejamos provar que

Vamos desenvolver a demonstração pelo processo
de indução matemática.

Quando k = 1 temos para o aproximante C1:

C1 : agº +.b1 ao al + bl
al al

Por outro lado, obtemos das relações (l.6.2),lg
vando—se em conta as relações (1.6.3),

19



P1=a1aº+b1.l=a0a1+b1
Q1=a1.l+b1.0=a1

Portanto, Cl ='g% e para k = 1 o teorema ê vãli
do.

Admitamos que.o teorema seja válido para todos

os números naturais que não excedam k. Vamos mostrar que o

teorema também é válido para o número natural k + 1. As relª
ções (1.6.2) fornecem

k+1 : ªk+1 Pk + bk+1 Pk—l

ºk+1 : ªk+1 ºk + bk+1 Qk-l

Pela hipótese da indução temos_

ºk
='ÉE =.ak Pk._.1.+..bk.Pk_2
ºk ªk ºk—l + bk ºk—z

Pela lei de formação da fração contínua (1.6.1),
0 aproximante C é obtido do aproximante Ck,substituindo—sek+l

.

. + ;

.o termo ak pela soma ak bk+l
ak+1

Portanto,

( :

ªk + bk+1
'

ªk+1
a + bk . k+l
[ ' ak+1] Qk—l + bk Qk—2

]

» , J,?k-ly+_bk,Pk-2
.k+l =

; ªk+1- (ªk Pk—l + bk Pk—Z) '+ bk+l Pk—l

ªk+1 (ªk Qk-l + bk Qk—Z) + bk+1 Qk—l
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= ªk+1 Pk + bk+l Pk—l : Pk+l
ªk+1 Qk + bk+1 Qk—l ºk+1

e a prova do teorema se completa.

Corolãrio*1;6.1.a

Para uma fração contínua simples

ªO _FWl.
al +...l.....

8.2 + .

os numeradores e denominadores de seus aproximantes PK/QK(k =

— l, 2, ...) podem ser determinados pelas relações:

Pk : ªk Pk—l + Pk—2

onde fazemos P_ | |_:
& O1— =O, P0=a0eQ0=l.

Para a determinação dos termos de ,aprOXimantes
sucessivos, podemos usar o seguinte esquema prático:

K -1 0 ] 2 3

bk ] b1 bz b3

ªk ªg ªl ªz ª3

Pk ] ao P1 P2 P3

ºk º ] QI Qz QB
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A primeira linha é constituída pelos numeradº
res parciais bk (k = 0, l, 2, ...). Assumimos bo = 1.

A segunda linha contêm os valores dos denominª
dores parciais ak (k = 0, l, 2, ...).

Na terceira linha estão os valores obtidos para
Pk' levando-se em conta que P_1 = 1 e P0 = ao. Para k > 1, P

é obtido somando—se o produto de a
k

por P com o produto dek k—l

b por Pk k—2'

Na quarta linha estão os valores encontrados pª
ra Qk' considerando-se Q_1 = O e QO = 1. Para k > 1, Qk é 09

tido somando—se o produto de ak por Qk—l com o produto de bk

por Qk—Z'

Exemplo: Determinar todos os aproximantes da fração contª
nua

.'1 1 li:0'3'3'3'6 º+ 1

3 + l
3 +"l

l3+-6—
Solução: Usando o esquema prãtico, obtemos

K' '-1 O 1 2 3
,

4

bk ] 1 1 ' 1 ]

&k 0 3 3 3 6

Pk ] 0 1 3 10 63

Qk 0 ' ] 3 ]O 33 209
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Então, os aproximantes são:

C
_-Pº o c

-P2 3 P“ 63
o“zig-"1" 2"õ;"Íõ ªr“:-"939—

C _PI 1
C

Pg 10
1 " Q1 ' 3 ª " õ? “ 33

1.7 - Comportamento dos Aproximantes

,A seguir são apresentados e demonstrados teorg
mas que mostram o comportamento dós aproximantes da .fração
contínua (1.6.1).

' Teorema'íª7.1 (DIFERENÇA ENTRE DOIS APROXIMANTES

CONSECUTIVOS)

Pk—l PkPara dois aproximantes consecutivos e ——
' Q _ Qk 1 k

(k > 1) da fração contínua (1.6.1), a relação

.Pk “Pk—l
_

k—l .b1b2,J.- bk
õ— - õ———

— (-1) ———Íí———?í——— (1.7.l)
k k-l k—l k

é satisfeita.

OBS: Este resultado serve para ser empregado como contrº
le para cálculo.

Prova (enoontrada em [4, pág. 62])

Temos que

ºk Qk-l Qk—l k



onde

Usando as relações (1.6.2) e aplicando as prº
priedades de determinantes, obtemos

E assim, aplicando o mesmo processo sucessivª
mente obtemos

-ª k
Ak = <—bk) (-bk_1) (-b1) Ao = <—1) b1 bz... bk A0

onde
P() -P-l aº ].

A0 : = : —l

Qo Q;l l 0

Então

_ _. k-lAk—(l) bl ...bk

e, consequentemente concluímos que

P .P k']. bl bz ... b
—— — —— = (—-1)

k—l Qk—l ºk
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Corolãrio 1.7.1.a
Pk-l “Pk

Se e —— (k > 1) são dois aproximantes coªQk-l Qk

secútivos da fração contínua (1.6.1), então

_ _ k—l
k 5 ( 1Ã_ b1 ... bk

Corolãrio 147.1;b
Pk—l Pk
ºk—lPara dois aproximantes consecutivos

(k > 1) da fração contínua simples, a relação

k-l
Qk ºk-1 ºk—l ºk

é satisfeita.

Teorema 147.2

Para dois apróximantes consecutivos de igual pª
Pk—z Pkridade “e —— (k > 2) da fracão contínua (1.6.1), a relaQ _ Q = _

” k 2 k
çao

Pk "Pk—2
_

k bl bg. .... bk-l ak
õ“ _ Q _ (_1) Q Q (1.7.2)
k k-2 k-2 k

' é satisfeita.

grava (extraída de [4, pág. 63])

Temos que
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onde

Usando as relações (1.6.2) e propriedades de dº
terminantes, obtemos

ªk Pk-i + bk Pk—2 Pk-z
Dk = =

ªk Qk—l + bk ºk—z .
Qk—2

Pk—l Pk—z

: ªk : ªk Ak—l

ºk—l ºk—z

onde A é o determinante considerado no teorema 1.7.1.

Pelo corolário l.7.l.a, temos

_ _ k
Ak—l — ( l) bl bz ... bk-l

e, portanto
_ _ k

Dk ' ( 1) b]. bz .... bk—l ak

Consequentemente

P P .

'

_E _ _âlâ = (-1)]< bl b2 ... b aQ Q k-l kk k-2 Q Qk-2 k

' Coroíãrio'1;7;2ça

.F., , Pk 2 e
Qk—2 Qk

Se são dois aproximantes consecutivos

de igual paridade da fração contínua simples
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Pk 'Pk'—2 _ k
—— — ———— — (—1) a ._Q Q _ kk k 2

Q Qk—2 k

Zeorema 1.7.3
. Pk -Os aproximantes 6— (k 2 1) da fraçao contínua

k
(1.6.1) são frações irredutíveis.

Prova par Absurdo (conforme [17, pág. 14])

Foi visto que:

= (—1)k"1 b1 b (1.7.3)

Vamos agora mostrar que P e Qk são primos eªk
tre Si. Suponhamos que existe um inteiro N (N # 1) que divª
de Pk e Qk' Então podemos escrever

onde XI e Xz são inteiros.
Assim sendo,

Pk=NX1 e _Qk=Nx2

e substituindo—se estas expressões em (1.7.3) obtemos:
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ou
' k-lN(X1Qk_l ' Xsz_1) = (-1) bl ... bk (1.7.5)

Nota—se'que:

se k é par então (—1.)k—l = -1 e

se k é ímpar então (-1)k_l : +1

A equação (1.7.5) afirma que existe um inteiro
N # 1 que é divisor de +1 ou —1. Mas tal inteiro não existe.
Portanto nossa suposição levou—nos a uma falsa conclusão.

Com o intuito de uma abordagem mais profunda sº
bre os aproximantes da fração contínua (1.6.1), vamos agora
relacionar seus aproximantes de ordem par.

Substituindo —se k por 2n na equação (1.7.2) 02

temos:

1322 _
P2n_2

_ 2n-l 2n
QZn Q2n-2 Q2n—2 QZn

Em particular,

, P2' . Po ' blaz
5; _ 55 = Qon

.. PL, . P2 b.1b.2b,3.al,

õ: _ õ; _ QzQu
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QZn Q2n-2 ºzn—z Q2n

Adicionando—se estas equações e lembrando que

Po
__ = &
Qo 0 , temos

P2n : ao +
bl az +'b1b2b3aq+ +b1b2... b2n—l azn

(1.7.6)

De maneira análoga, relacionamos os aproximaª
tes de ordem ímpar.

Substituindo—se k por 2n+1 na equação (1.7.2),
obtemos:

º2n+1 ºzn-l ºZn—l º2n+1

Em particular,

..P3 ..P1 bíbzaa
5—3-

—

'Q—íi—
_

(2ng

P5 P3 _ b1b2b3bl+a5
Qs

— õ; _ —

Qsºs

2n+1 _ 2n-l : _
blbº "' b2n a2n+l

Q2n+1 º2n—1 º2n—1 º2n+1
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Adicionando—se estas equações e lembrando que

Pl bl
GT = ao + —— , temos

P2n'+l_a +33- _b_1,b2 a3_ bl bz 103 bi,, a5—...
Q2n+1 ªl Q1 Q3 Qs Q5

_* bl bª b'zn ª2n+1 A

'
'

(1.7.7)
Q2n—l—QZn+1

Suponhamos então que, todos os coeficientes ak
e bk da fração contínua (1.6.1) são positivos. Neste caso, os

denominadores de seus aproximantes são positivos. Asàim, de

(1-7.6) segue que os aproximantes de ordem par geram uma se
quência monotonicamente crescente. Mas de (1.6.1) é óbvio que
todos os aproximantes de ordem par são menores que ao + bl. .

ªl
Consequentemente, quando todos os coeficientes são positivos,
“os aproximantes de ordem par geram uma sequência monotonica
mente crescente, com limite superior ao + b . Tal sequência

1

1

tem limite.
Dessa forma

._...P
lim _ZÉ
n+oo Q

existe.
2n

Além disso, segue de (1.7.7) que, quando os 003

ficientes são positivos, os aproximantes de ordem ímpar geram
A

uma sequência monotonicamente decrescente. Mas de (1.6.1) e

óbvio que todos os aproximantes de ordem ímpar Sao maiores
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que ao. Consequentemente, quando todos os coeficientes são pg

sitivos, os aproximantes de ordem ímpar geram uma sequência
'

monotonicamente decrescente com limite inferior ao. 'Tal se
quência tem limite. Dessa forma

.” P.
.

lim 2n 1

n+ w Q2n-l existe.

Então, para todo natural n, as desigualdades

são satisfeitas.

No caso geral, temos a seguinte situação

J | A A n : :: iii1 I '
“' Ú V

.Pº 'Pº "*P2n 'T' 'P2n . P2n—l P2n-l "“' P3 P1
Q— 6“ "'a—ªlª“ a“. hm Q ªº "'a—õ"º 2 2n n+ºº 2n n+ºº 2n-l_ 2n—l ? 1

Baseados nestas considerações, temos:

““Teorema'1;7ç4

Seja a fração contínua finita

ºª = ao;.b1 ,. bz : —--, b (1.7.8)
555; ººl::::

com elementos positivos ak e bk'

Entãoz'
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— Os aproximantes de ordem par formam uma sequência
crescente de números (todos menores que a) e os

aproximantes de ordem ímpar formam uma sequência
decrescente de números (todos maiores que a); eª
ceto o último aproximante, cujo valor coincide com

&, quer ele seja de ordem par ou ímpar.

— Os aproximantes de ordem par são menores que os

aproximantes de ordem ímpar.

- O número a-estâ entre dois aproximantes consecuti
VOS .

tPro a (extraída de [4, pág. 64])

Sejam 'Pk (k*= O, 1, .Ç., n) os aproximantes da
ºk

fração contínua e obviamente Pk > 0 e Qk > 0.

Consideremos dois casos:

&) Seja k = 2m um número par. De (1.7.2) e .considerando

ak> 0 e bi> 0 (i'= 1, ..., k-l), temos:

.P.. .P.2m _ 2m—2
> O

Q2m QZm—2

Consequentemente

P... P2m 2
< —Zª (m = 1, 2, ...)ºzm—2

ou
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b) Seja k = 2m+l um número ímpar. Então k—l é par e, da

mesma relação (1.7.2), temos:

“PZm-l
>
'ÉZEÉL

QZm—l Q2m+1

ou

P1 .P3 P5

ª? > 6? > 5; > ...

Provamos então que os aproximantes de ordem par
formam uma sequência monotonicamente crescente e os aproximan
tes de ordem ímpar formam uma sequência monotonicamente pede

crescente.—

.
Pow ,.P2 , Pq P5 P3 Pl
& “; a; .a ã; 63 ª?
<>» 0 e 4 e % <)

Além disso, se em (1.7.1) estabelecemos k = '2m

(par), obtemos

'P2m=1
> 'sz

ºzm-l QZm

o que significa que todo aproximante de ordem ímpar é maior

que o aproximante adjacente de ordem par. Disto concluímospnm,

qualquer aproximante de ordem ímpar é maior que qualquer aprº
. . . P »

.Ximante de ordem par. De fato, seja'“'25fl um aprox1mante de
"ª;—__ .s—l

ordemjímpar.
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Seja s s m, então

'P2si1
>
'P2mtl

>
P2m

QZs-l Q2m—l Q2m

,
Mas se s > m, então

.P. PZs—l >* *Zs
>

*P2m
Q2s—l QZS Q2m

E assím,paraquaisquer s.e m temos

Finalmente, pela lei de formação de uma

contínua

a1+.b,2 .....
a2+o

temos as relações óbvias:

.P0 .P1 P2
(:> —— oc,<__. a>———— ...Qo ' 91 ' Qz '

fração

o que equivale a dizer que os aproximantes são alternadamente
menores e maiores que a fração contínua correspondente.
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Dessa forma

P . .P .

65 »< a Ç-< Qk+1 se k é par
k k+1

e

P"_k > a'>'551e se k é ímparºk ºk+1

Para o último aproximante, claramente ocorrerá
uma igualdade â direita, ao invés das desigualdades estritas.

"Corolãri0'147ç4ya

Se os elementos da fração contínua (1.7.8) são
. . .P' ” . — .p051t1vos e se _3 sao seus aprox1mantes, entao a segulnte eg

ºk
timativa e valida:

a'
— ª |

<
bl bz .. bk+l

' ºk ºk ºk+1

e pelo que já foi provado

| ' fk Pk+l _ Pk
ºk k+1 ºk

”Corolãri0'1.7.4.b

Se a fração contínua (1.7.8) com elementos posª
. - . ,P « .

“

»thOS e s1mples e se ,k sao seus aprox1mantes, entao
ºk

P 1 1_k 5 .<—.— (Q >e)
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P
isto é, a diferença a - 5ª decresce em valor absoluto quaºk
do k aumenta.

OBS: Os corolários acima especificam & COTA DO ERRO de um

aproximante.

'Teºrema'1.7;5 (DA APROXIMAÇÃO)

Cada aproximante está mais próximo do valor da

fração contínua do que o aproximante precedente;n_

Prova (extraída de [l, pãgi I-7])'

Seja a = ao; b1,_b2, ... ibn ... e ,
._.—. _— , ——
a1 612 an

por simplicidade; consideremos bk'= 1 (k = 1, 2, ...)
Tomemos os aproximantes de a '

“fª 'Pk+l
e
'Pk+2

, ___._ºk ºk+1 ºk+2

O valor da fração contínua não é Pk+z mas difg
ºk+2

re dela em tomar no lugar de ak+2 a expressão E dada por

Pela lei de formação dos aproximantes, 'podemos

escrever
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.EPk+l..+.Pk
(.! : “*_*——EQk+1 +'ºk

balculemos então, a diferença em valor absoluto
entre o aproximante 'Pk e &:

Qk

a__ Ík ; 'EPk+â'+'Pk _ fk : E<Pk+l ºk 7 Pk 9k+l)

Mas, aplicando—se o corolário (l.7.l.a) podemos

ainda escrever

a “ ““
[

= ;_;;ÉlilLÉ44 ___ = E
Qk Qk ( EQk+1 k

(1.7.9)

Calculemos agora a diferença em valor absoluto
entre o aproximante'Pk+l e.a:

Qk+1

'& _ Pk+1' ; 'E Pk+1+ Pk
_

Pk+1 : "(Pk41.9k ÍPk ºk+f'
Qk+1 EQk+1 + Qk Qk+1 Qk+-1_(Eºk+1 + ºk)

: f(-l)k : l
ºk+-1.(Eºk+1_+ Qk) Qk+l.(EQk+l + ºk)

(1.7.10)

Comparando (1.7.9) e (1.7.10) e lembrando que
k > 1 e Qk+l > Qk temos:
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Pk+1
Qk+1

e portanto qualquer aproximante está mais próximo da fração
contínua que o aproXimante anterior.

1.8 — Propriedades das Frações Contínuas Infinitas

Seja a fração contínua infinita,“

aº; Ei ' Ei ' "' : ªº + bl (1.8.1)
ªl a2

al + bz

.Po .; .Pl '! ...;, Pk ' "' ' (1.8.2)

que são frações contínuas finitas.

Vamos considerar o aproximante

aº : ao; Ei ! Eiª, .o-l Eª (n = 1, 2, 3, ...)
Qn ªl ªº an

'Definição'1.8;1

Uma fração contínua infinita é chamada conve£

gente se existir o limite finito,
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onde o numero axé considerado como o valor da fração contínua
(1.8.1). Caso contrário, a fração contínua é chamada divergeª
te e nenhum valor é assinalado a ela.

k posª
tivos, o valor a = lim. P é maior que qualquer dos aprox;

Em particular, com os coeficientes ak e b

mantes de ordem par e menor que qualquer dos aproximantes de

ordem ímpar...
Segundo Cauchy, para a convergência de uma se

' .. _ P » - .
- o . . .quen01a _º (n = 1, 2, ...) e necessarlo e suflclente que pa

Qn
ra todo E > O exista um número N'= N(e) tal que

lªn-m
_

- gª < E
Qn+m' Qn

para n > N e m > 0.

se ºk?? 0 então

. n

Qn ºº k=l Qk Qk—l

Disto segue que

— É ? à ª
1» +$i“; & =Íí + kzl 43-33 =r$

Qn ºº ºk Qk—l' º

ºº k—l »

+ 2 -1 b ... b
_

( ) 1 k (1.8.3)kª Q Qk-l k



Então, a convergência da fração contínua(l.8.l)
ê equivalente ã convergência da série (1.8.3).

Em muitas de suas propriedades, as frações coª
tínuas infinitas convergentes são análogas ãs frações contª.
nuas finitas. A propriedade básica que torna“ poséível esta
analogia é expressa pelo seguinte teorema:

“Teorema 1;8.1

Se a fração contínua infinita converge, também

convergem todos os seus restos; reciprocamente, se pelo menos

um dos restos da fração contínua infinita converge, então a

fração contínua converge.

Prºva (baseada em [14, pág. 8])

Sejam gª os aproximanteS—-da 'fráção contínua
Qk

(1.8.1) e *ª os aproximantes de um dos seus restos, por exeª

plo, de rn.
Temos que, para 1 $.k s n:

ao; bl , bz , ... , bn Pk—l k + bk P _
ª? 5—2 5; _ Qk—lrk+ka-

Então,
!

_ b b. Pn—l Eª + bn Pn—Z
+k ,

1
» .n+k Q'

Ql-lI—Ik
'- ao, "a_i— , no., a 'k' = k

n n+ |Qn—l 33 + b Qn—Z
|
k

(k = O, 1, ...) (1.8.4)
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Segue imediatamente que, se o resto rn converge,
_. !isto é, se quando k_+ m a fraçao EE tende a um limite quetam

|Qk

, então a fração Pn+k convergirã a um
Qn+k

bém denotaremos por rn

limite a igual a

Pn-l rn'+ bn Pn—2

rn + bn Qn—ZQn—1

Resolvendo (1.8.4) para fÉ estabelecemos & vali
QIk

dade da recíproca.

, Teºrema 1.8.2

Se todos os elementos ak, k
fração contínua infinita são positivos e

bk<ak e ak>a>0 (k=1, 2, ...) (1.8.5)

então a fração contínua infinita ê convergente.

Prova (extraída de [4, pág. 67])

Como vimos na secção 1.7, se os coeficientes ak
e bk da fração contínua 1.8.1 são positivos, então seus aprg

. P -Ximantes de ordem par 2k (k = 0, l, ...) formam uma sequen
Q

_

ºk P1
cia monotonicamente crescente, com limite superior QT . Dessa

forma, concluímos que

lim ——— = & existe.
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Similarmente, os aproximantes de ordem ímpar
P2k+l
õ———— (k = 0, l, ...) formam uma sequência monotonicamente qª2k+l ,Po
crescente, com limite inferior 5? . Então 0

lim 'P2k+l
B existekª'm Q2k+l

e B > a.

Além disso, para k > 0, temos:

P.. , .P2k ; < &
. < 2k+l

Q2k
' '

Q2k+1
[A "DO

e pelo teorema 1.7.1, obtemos

.P.. _P, ,bl b2 ... b
0_< B _.a_< 2k+l _ 2k : 2k+l :Q2k+l Q2k Q2k Q2k+l

Vamos mostrar que n + 0 quando k + w.k

Baseados na lei de formação dos aproximantes ,

temos, para k > 2:

Qk : ªk Qk—l + bk Qk—2

Qk—l : k-le—2+ bk—l Qk—3

e, considerando (1.8.5) concluímos

Qk > bk (Qk__l + Q )
k—2
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Assim,

Qkíz bk (1 + &) Qk_2 (1.8.7)

Da desigualdade (1.8.7) obtemos sucessivamente:

'? b2k(1 + &) Q
kZ

Q2k 2k—2 > > b2k b2k_2 . b2(l +d) Qo—

- k=b2 b.+ b2k (l+d) . (1.8.8)
e

k
Q2k+1w> b2k+l (1 + d) Q2k—1 >, > b2k+1 . 103 (l +d) QI

; b b b (1 + dfª (1 8 9)1 3... 2k+l . .

considerando que Q1'= al ? bl.

Multiplicando as desigualdades (1.8.8) e(l.8.9),
obtemos:

Q Q > b b b (1 +<D2k
2k 2k+1 “ 1 2 2k+l

e consequentemente

n =.
b,], bz"... b2'k'+l

< .

1 ,

k Q2k Q2k+1 (1 + d)2k

Então, nk + 0 quando k + m.

E ainda, passando ao limite quando k + m, em

(1.8.6), temos

0 < 8 — a .é 0 , ou

_ _ ná_w Q
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e a fração contínua (1.8.1) converge.

CoroZãTio J;8;2;a

Uma fração contínua simples infinita com elemeª
tos naturais é sempre convergente.

' georema 148ç3

Todo número irracional pode ser representadopmr
uma fração continua simples infinita e, esta representação é

única.
É obvio, que o valor de uma fração contínua siª

ples infinita é necessariamente um número irracional 'pois o

processo terminaria se a fração contínua representasse um nº
mero racional.

Exemplo: Expandir o número /41 em fração contínua

Solução: Como o maior inteiro contido em /41 é 6, temos:

/41" = 6 +' ãl— (1.8.10)
1

onde
_

_ 1 “G+/711]
al _

»

= 5
(4—1 — 6

O maior inteiro contido em ªl é 2, e portanto

al : 2 + _º"—
ªz

onde
_ l ;"'5' 4 + #41 lªz _ ——————— — ——————— _ — 2 + ———

ªl 2 Vii —4 5 ªª
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Analogamente,

a3=A—a.li-2=W*——Hsi =6+ /4_l=12+-—-l
2 ”7—6 ª“

_ 1“ "*1“ _6+/Z'1_ 1ª“*a—12=— " “2+'a_“3 /1-6 5 5

IINotamos que aª al e a fração contínua serã pg
ríodica. Substituindo—se sucessivamente as expressões acima
em (1.8.10), temos

Mí=6f+ 1'

Então, o número irracional «41 é representado
pela seguinte fração contínua infinita e periódica:

"'-l 1
I 12!fil—1: 64 ,12,...hc 'l "li'2 2'2NIH

1.9 — Representação g'Cãlculo QÉ'FUnções Através ªº
' FraçõeS'ContínUas

Um modo prático para representar e calcular fun
ções é através de frações contínuas. Vamos apresentar alguns
exemplos numéricos ilustrativos.
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a) Emgansão ªg'uma'funcãO'racíonaZ

Dada a função

...CLQ +.C13;X.+,.C12“X2.+ ...f(x) =
Coo + C01 X + Coz X2 + ...

podemos escrever, após algumas manipulações elementares

f(x) = 1 :
“COO .Coo + Cºl X + Coz X2 + ,,, Coo

+ . .

C10 C10C10 + C11 X + C12 X2 +

C10

C00 + X f1(X)

onde
, C20 + C21 X + C22 X2 + ...f1(X) =

CIO + C11 X + C12 X2 + ...
e

C2k = C10 C0,k+l * COO Cl,k+l (k = 0, l, Z,..J

Analogamente,

l ......Czo .....f1(x) _ Clo + x f2(x)

onde
..C3oh+,C31 X + C32 X2 + ...f2(X) : .

A

Czo + C21 X + C22 X2 + J..
e

C3k : C20.C1Ik+l “ CIO C2,k+l (k = 0, l, 2, ...)

e assim sucessivamente.
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Então

,., C. C x C xCIO -.zoX 30 no
Coo ' 'Clo ' Czo ' "" Cn—1,o

Os coeficientes Cjk das expansões são convenien
temente calculados, sucessivamente, pela expressão

j—2,0 Cj—2,k+1

Cjk = - ' onde j 2 2.

j4l,0 Cj—l,k+l

Exemplo: Expandir a seguinte função em fração contínua:

f(x) =.
. , ...1. ._. 'X .. ,

l - 5x + 6x2

solução: Escrevemos no esquema abaixo os coeficientes Cjk

calculados.

K

J 0 1 Z

0 1 —5 6

1 ] —1 O

2 -4 6 0

3 —2 0 O

4 -]2 0 0
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Então

1 — x _ 0.'l :35 :35 -12x ]
1 — 5x + 6x2 ' 1 ' 1 ' "4 ' “2

ª 1

1 — 4x

1 — 2x

-4 —'12X '

—2

b) Exºahàão ªº un 50 gf

Euler obteve para ex, conforme [4, pág. 74], a

seguinte expansão:

12+xl 6 Ilo ]'oao, 4n+2, -.--

c)“Egpansão'gg“função'tanqente

Para tan x, segundo [11, pág. 179 e 180],tem—se

que:

x -x2 -x2 —x2tªnx =[OMÍT—5“"ír'f_+"í'""'“]
e

' l -3 -5 -7tanx=[0,;,—>—(—,?,—X—,-...]
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d) Exgansão ªº função arco-tangente

De [11, pág. 184] tem—se que:

1x2 4x2 9x2 16x2
3 ' 5 ' 7 ' 9 ' "'arctan.x = [ O;“? ,.

para lxl < 1

e)'Eannsão ªª'função*tangenteªhiperbõlica

A seguinte expansão da função tangente hiperbé
lica encontramos em [li, pág. 180]:

» 2 -2x x xtanh x = [ 0; Í , =? , Tí , ...

f)'Expan350'das funçães'seno e coseno

.' .2, _ . 2 2
sen X = [ 0; % ,.“ x

,
2.3 x

,
4.5 x

, "']
2;3_—x2 4.5 - xª 6.7 — xº

_ 2 - 2 2 2
aos x = I 1 X ª— - 3x 13x

, — . .l

Estas expansões foram encontradas,respectivameª
te, em”[ll,vpãg. 183] e [15, pág. 173].

1.10 — AlgumaS'ABlícações Prãtícas

á)"Aplicação-ê'anãÉÍSe'indeterminada

Seja a equação

ax + by = c (1.10.1)

com a, b e c primos entre si.
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Desenvolvendo—se % em fração contínua, seja %T

o penúltimo aproximante. Subtraindo—se este do último aproxi
mante, que é E', temos:

DJ- ' .: “ab*“—'ba'
' bblUTm

U

Ora, o numerador da diferença de dois aproximaª
tes consecutivos ê i l. (Corolãrio 1.7.1.b). Então temos:

Multiplicando—se por 1 c, vem:

ijab'c liba'c = c
'

(1.10.2)

Comparando—se com a equação proposta (l.lO.l),
temos:

x'= i b'c .y ='í a'c

Para todas as soluções inteiras, temos:

>< = i b'c — bt y = ; a'c + at

sendo t um número inteiro indeterminado, positivo,negativo ou

nulo.
Com efeito) substituindo—se na equação (1.10.1)

estas raízes, temos

a(il'b'c — bt) + b& a'c + at) = c

011
l+ .ab'c -'abt Í- ba'c + bat = c

ou ab'c ; baªc = c que é a identidade (1.10.2Ll+

50



Exemplo: Encontrar as soluções inteiras da equação

2x + 5y = 9

.., . "2 ,.
'

:soluçao: Desenvolvemos É em fraçao contínua:

2 º 2 li _ ..g—O'f'ãº—º—i'l-l—Oªl-l
'5
É 2 + l

2

. . l 2e con51deramos os aprox1mantes O, ª_e € .

Agora fazemos:
. ª ; l =. 2;2 _ 5.1
5 2 2.5

Logo:»

2.â - 5.1 = -1

.Multiplicámos ambos os membros por —9:

2(-9.2) + 5(l.9) = 9

e podemos concluir que"

x'= —18 e y = 9

As fôrmnlas gerais nos fornecem

x = —18 — 5t
9 + ZtllY

. Assim, para t'= 1; x = —23 -e y = 11

IIPara t = —1: x = —13 e y 7, etc.

b) Cálculo Qg'logarítmo de um número b1> 1 em qualquer
"base ªo.
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O método consiste em se determinar recursivamen
te, uma sequência de números bz, b3, bu, ... e uma »sequência
de inteiros positivos nl, nz, n3, ... onde esses últimos sg
rão os denominadores parciais de uma fração contínua simples
infinita a qual permite, através de seus aproximantes, dete£
minar o logaritmo de bl na base bo.

Inicialmente, determinamos um inteiro nl talque
nl n1+l
bl < 'bº < bl

Isto mostra que:-

bo =b1 “1 ' (1.103)

onde x > 1. Então, calcula-se bz pela relação:

b2'='-r-11 (1.1o.4)
bl

e determina—se um inteiro nz tal que:

nz n2+1
bz < bl "< bz

obtendo—se:
n2+ —ª—

b1'= b2 (1.1o.5)

com xz > 1.

O processo é então continuado, calculando—se:

_bl
3___,_Hz

bz

e procurando—se por um inteiro ng tal que

113 n3+l
'b3 < b2<'b3

e,portanto
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1
11134. _3

bz -— 133

com X3 > 1, e assim por diante.

Para mostrar que, de fato, estamos calculando
o 109 bi, temos das relações (l.lO.4) e (1.10.3) que:

bo
n1+ l &

-n1 Xl. “I'll Xl
bz =bob1 =b1 bl =b1

X1
ou — bl = bz

Por outro lado, sabe—se- pela relação (l.lO.5)
ue: 'q wl

,

' X2
b]. = bz

e, portanto:

Xl = nz +” L
Xz

(

. Com raciocínio análogo, podemos escrever que:

_—X3=n3+l

e assim sucessivamente. Resolvendo—se a equação (l.lO.3) em

relação a bl e usando—se os resultados acima, tem—se:

l l
]. nl + 1 111 + l
nl +

';];— X2 n3+-..
bl = bo '

1 : ,bº, = bo

e, pela definição de logaritmo, tem—se:'
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log b1 = -'1 (l.10.6)

Então, o logaritmo pode ser expresso através de

uma fração contínua simples infinita dada pela relação(l.10.6L

c)'Medída ªg ªº ângulo
..

Seja medir o ângulo MON

A

Tomemos o comprimento do arco Éh e apliquemo—lo

sobre a semi—circunferência, tantas vêzes quantas seja pos
sível, resultando os arcos ÉÃ, ÃB, Éh e restando o arco Óõ.

Levamos o resto encontrado 65 sobre o comprimeª
to BC, tantas vêzes quantas seja possível, e assim sucessivª
mente.,

Trata—se então de desenvolver em fração contª
nua, a fração MONO .

* 180
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o180 180
MõN

Pela figura, 180o encerra Éh 4 vêzes e o resto
da divisão é 65.

O quociente da divisão de Éh = && por 65 é 4 e

o resto ê o arco é).
O quociente da divisão de 51 = 65 por õÃ é vaiª

= Eh por d é 1 e

da 4 e o resto é o arco Íd.
O quociente da divisão de Éã

o resto é BI. A

O que fizemos não foi mais do que um desenvolvi
mento gráfico em fração Contínua, que pode ser escrito da se

guinte forma:

'”MNO' = o + 10 = o + 1 = o + 1
180 180

Éh 4 + 92 4 + l
PTN MÃE

65

= O + 1" = 0 + 1 =

4 + 1 4 + 1

4 +-6Z 4 + 1
5D 52

&&
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= 0 + l
4 + l 4 + 1

4+-]_ 4'+ ].

4+-ª 4+ 1

54 931.

fã

= o + ' 1

4 + l
4 + l

4 +' 1

1 +'Éã
íã

Os aproximantes são:

22 4 "ll 'Ell ' 4 ' 17 ' 12 ' 89 ' "'
»-'h 21por 55 , quePodemos substituir a fração

' 180O
idade é 1800.nos fornece a medida do ângulo-quando & ún

"21
. 180º = 42º,589

OBS: Podemos atingir maior precisão-Com este processo." se
descrevermos uma semi—cirCunferência de raio suficieº
temente grande.
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CAPÍTULO 2

DIFERENÇAS FINITAS ='FRAÇÓES'CONTÍNUAS gg THIELE

Neste capítulo, abordamos o problema de aproxi
mação de funções através de uma classe particular de frações
Contínuas — as frações contínuas de Thiele, que são utilizª
das como instrumental básico neste nosso trabalho.

2.1 - Diferenças'Divídídas # Põrmulas ªº Interpolação ªº
Newton

Sejam xo, xl, ..., xn, n+1 pontos distintos e

sejam fo, fl, fn, n+l valores de uma função y = f(x) sobre
x = xi (i = o, 1, ..., n).

As diferenças divididas de ordem 0, l, 2, ...,n
são definidas, iterativamente, pelas relações

f[xo] = f(xo)

f[x0, xl] = .f[x1]vrf[xo] = f[Xo]-'-f[xl] (2;1.1)
xl — xo Xo ' Xl

f [XO] X], o.., Xn]=_ f[xll x23' "', Xn]— f[)<'º'vl>.(ll.'.lxn_“l]b
X —X0
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= f[Xo, XL,. ..... ,. Xnª-l] .“ f[X1, Xo, ... Xn]

Xo ' Xn

As diferenças divididas de f(x) são funções si
métricas de seus argumentos, não afetadas por qualquer permu
tação da ordem dos pontos xº, xl, ..., Xn'

Da definição (2.1.1) obtem—se facilmente, a
bem conhecida fórmula de interpolação de Newton tcom diferen
ças divididas:

f(X) f(XO) + (X ' 'Xo) f_[X0, X1]+"(X_X0)(«:X—X.l) f[X0/ X11X2]+

+. (x “Ko) (x-x1)(x-xz) f[xo, Xl: Xz: Xs] +

.

+ (x -x0) (x -x1)... (x -xn_1) ftxo, xl, ... XnJ + Rn(x)

onde Rn(x) = (x — xº) (x - xl).... (x - xn) f[xº, XI,...,%n,)4
é o termo do resto ou erro de truncamento.

2.2 — Diferenças'Tnvertidas

A fórmula de-interpolação de Newton com o termo
do resto, pode ser considerada como a identidade resultantede
se escrever

f(x) = no(x) (2.2.1)

e de se efetuar as substituições sucessivas atraves da relª
ção

uk(x) = uk(xk) + (x — xk) uk+l(x) (k = 0, l,..., n—l)

(2.2.2)
As quantidades uk(xk) são evidentemente as difg

renças divididas
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f[Xo, Xl, ..., Xk]

e

uk(x) = f [xD, xl, ..., xk_l, x] (2.2.3)

Por exemplo, quando n = 3 segue que:

f(x) = no(x) = no(x ) + (x - xº) u1(x) :

= no(xo) + (x -x0)— [u1(X1) +'(X -x1) u2(x)]

= u0(xº) + (x —xº) fu1(x1) + (x-—x1) [u2(x2) +(x -x2)u3(x)]]

= u0(xo) + (x —x0) u1(x1) + (x-xo)(x-x1)u2(x2) +

+ (x - xº) (x — xl) (x — xz) u3(x)

= f(xº) + (x — xº) f[x0, xl]+ (x — xo) (x — x1)f[xº, xl, x2]+

+ E(x)

onde

E(x) = (x - xo)(x - x1)(x - xz)u3(x)
(| (X," x0)(x - x1)(x — x2)f[x0, xl, xz, x]

O algoritmo para o cálculo das diferenças divi
didas sucessivas segue diretamente de (2.2.2) e (2.2.3), com

x = Xk' na forma

_f[xº, ..., Xk_2, Xk—l' xk] =

: f[x0,_4.i,_xk_24.xk] f.f[x0,,,i.,.xk_2,.xk_l]
'

Xk "
#k—l'

O resultado de se assumir que a (n+1)—êsima di
ferença dividida un+l(x) ê identicamente nula (ou que a n-êsi
ma diferença é constante) é a equação do polinomio y(x), de
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grau 5 n, que coincide com f(x) nos pontos xo, ..., xn.

Vãrias identidades podem ser obtidas de maneira
análoga e interpretadas como fórmulas de aproximação quando
tomamos outras transformações em lugar de (2.2.2)

Em particular, consideremos as funções vk(x) dg

finidas pela relação de recorrência:

vk(x) = Vk(Xk) +; x_—.xk k = 0, 1, 2
.

(2.2.4)
vk+l(x)

e

f(x) = V0(X)

Efetuando—se as substituições sucessivas obtg
mos

f(X) = Va(x) = vo(xo) +.x r.xo = vº(x0) +W
+ ______________
V1(x1) + x —.x1

V2(X)
'

=Vo(Xo)+.X.,-.Xo...,..l..,. fetº-
v1(x1) + x : xl.....

V2 (Xz) +..X .“ X2

V3(x)

Ou seja,

f(x) = aº + X “ xº (2'2'5)

a1 + X _ X1

az+-X'-X2
a3+.
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com ak = vk(xk), é a representação através de fração contínua
da função f(x).

Quando a fração termina apõs n divisões, a Gong
(x - x )

ntante an é substituída por an +
(x)

no último denominª
dor Vr1+l

Suponhamos então; que as quantidades ak são co

nhecidas e que a fração contínua termina com o denominador

+.(x # xn)
n V (X)n+l

&

A função vh+l(x) não será facilmente obtida. Eª
tretanto, Se x = Xk' k'= O, 1, ..., n, o valor de Vn+1(x) não

aparece no reSUltado (pois a fração termina antes do resíduo
(x - xn)/Vn+l(X) ser introduzido) e obtemos uma fração contª
nua finita

_x r.x0, _x.f xl x.f x
ªo; "' !ªl ªz

que coincide com f(x) nos-pontos xo,...., xn.

ReSta ainda o problema de obtenção doscoeficieª
tes ak. Da relação de'recorrência (2.2;4) temos que

- x 7.
LVk+1(X) : vkixi — vk(xk)

tal que
- __ X '- 'X.0 . X ' XO

V1(x) : Va(X) — Va(Xo) : f(x) — f(xo)

e assim por diante.

Por analogia com a notação de diferenças dividi
das, podemos definir as diferenças invertidas por

Ó0[X] = f(X)
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x - xo = X ' XO

%[X] ' %[Xo] f(X) — f(xº).441'[x'o; x]
% vi<x>

>=

x-xl
©2[x0, Xl: X] = v2(x) : _;

Ó0[Xo: X] ' Ó1[XOI X1]

e, em geral

Consequentemente temos também

ªk [Xºl Xl ' ' ' ' ! Xk_ll &] : Vk(xk) : ak :

=" Xk ' Xk—l

(bk—l [Xº' "" ºªk-z' Xk] " ªk-1[Xº' Xk—Z' Xk—l]
' ' '

(2.2.7)
Assim,©1[xº, xl] é a diferença dividida invertª

da de f(x), relativa a x0 e xl; ©2[xº, xl, xz] é a diferença

dividida invertida de ©1[x0, x] relativa a XI e xz; ..., e

q>k[x0, xk_2, xk_1-, xk] êa diferença dividida invertida

kde ak;l[xo,iÇ.., Xk—Z' X]'re1ativa & Xk—l e'x . Por :simplici
dade noe referimoe a_quantfdade definida por (2.2.6) como &

k—êsima diferença invertida de f(x).
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OBS: A diferença invertida Ók[xo, ..., xk_2, Xk] é uma fun
ção simétrica de seus dois últimos argumentos x e

Xk.
k-l

Os coeficientes ak dados por (2.2.7) podem ser
facilmente obtidos pela construção de uma tabela de diferen
ças invertidas, do seguinte modo:

XO f(xo)
Xl f(xl) %[xo, xl]

xz f(xz) m[x0, X?] ©2[x0, xl, Xz]

X3 f(X3) $1[xo: Xs] Ó2[Xóy xl, X3] ; $3[x5,.x1í»x2, x3]

Por exemplo

Ó2[Xo, Xl, x3]'=. ...A..X3f.Xl
Ó1[X0: X3]“Ó1[X0r Xl]

Os elementos diagonais são os coeficientes aº,
al, az, etc.

Exemplos:

a) Através da tabela abaixo, mostramos as difereª
ças invertidas da função f(x) = x(x + 1)

X f(Xk) Ó1[X0, Xk] Ó2[Xo, Xl, Xk] Ó3[X0, Xl, Xz, Xk]

] 2

2 6 1/4
3 12 1/5 -20

4 20 1/6 -24
_

- 1/4
5 30 1/7 -28

'

- 1/4
.6 42 1/8 —32 - 1/4
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As primeiras diferenças foram obtidas de

2 -'l ª ; 3'ª l _ l 4'- 1 _ l6- 2 4 '12—2 "5 ' 20—2 “ 6' '" '

as segundas diferenças de

3 — 2 = — 20 ;“4 — 2 = — 24 , ... ;

'l;l l_l5 4 6 4

e assim por diante.

Se f(x) pode ser representada-por umafraçãó coª-
tínua*finita

f(X)Z= ao +.,AXA..'.X0...

então a diferença invertida ÓnEXO' xl, ..., Xn-l' x] = an (pª
ra todos os-valores.de x); Dessa forma, a coluna das n—ési

mas diferenças invertidas serã constante.
Reciprocamente, uma coluna de diferenças inver

tidas constante, implicará em uma fração contínua finita.
No exemplo acima é facilmente verificado que

1/4 + “x -A «2'

-20 + 'x' *—' 3

— 1/4

e a fração contínua corresponde ã função original.
b) Seja a função f(x) dada pela tabela
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0 1 2 3 4 5 6
___-___-

f(x) 2 3/2 4/5 1/2 6/17 7/26 8/37

Calculemos suas diferenças invertidas, conforme

tabela na página seguinte.
Notamos que as diferenças invertidas $4[x0, XI,;

x , x,, x são i uais. Então se tomarmos somente os cinco2 3 k :

primeiros pontos xo : 0, XI = 1, xz = 2, x3 = 3 e x“ = 4 terª
mos ao = 2, al = —2, az = 3, a3 = O e a” = —5 tal que

vf(x) =” =+ x-o ; Pum)
_2+..X._..l,_.., .. &,Tx)“

3 + 'x'— 2

0 + x - 3

—5

e a aproximação se tornaria exata se o último denominador(-5)
fosse substituído pela quantidade — 5 +' .(x - 4) (deg

©5[0,1,2,3,4,x]
conhecida).

Pu(X) .

Dessa forma, õíTíí' coincidiria com f(x)rxs ciª
co pontos empregados na sua determinação. Mas, como a tabela

, mostra que a mesma aproximação seria obtida se o ponto ,x = 4

P1+(X)

Qu(X)
fosse substituido por x = 5 ou x = 6, então :coincide

com f(x) também nos pontos x = 5 e x = 6.
Através de reduções sucessivas, temos que
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99

3/2

4/5

1/2

6/17

7/26

8/37

- 17/7

- 26/9

— 37/11

?2[x09 Xls Xk]

- 9/2

— 11/3

Ó3[X09 Xl, X2: Xk]

-_1/5

- 2/5

— 3/5

“d"—+[X09 Xl, X29 X3: xk]



2.3 — Diferenças Recíprºcas

Sabemos* que & k—êsima diferença 2 invertida
ÓkEXº' ,.., Xk-Z' Xk-l' xk] de uma Função f(x) é simétrica sg

mente em seus dois últimos argumentos. Por ser a simetria uma

propriedade muito importante em alguns desenvolvimentos, defi
nimos uma nova quantidade

pk[x0, ..., xk] = $k[xº, ..., xk]+ Ók—2[Xº' ..., Xk—2]+

+ (Pk-4 [XOI rº-º: Xk-4] v+,,,, (2.3.1)

que termina com ó0[xo]se k for par e com 1©1[x0, xl] se k for
ímpar.

Em particular, temos

ºo [Xcv W-=
01'[X01 Xl] : Ó1[Xor Xl] : _,..x1— Xo ' ' etc

___—__wa- f(xo)

A quantidade pk [X0, ..., xk] é chamada a k-êsi
ma diferença recíproca de f(x) e mostramos, a seguir, que é

uma função simétrica-de xo, ,.., xk.
Consideremos a redução da fração contínua a uma

função racional, ou seja

Fn(X)-v= ao + _.X-AXQ.“ =Pn(X)

onde Pn(x) e Qn(x) são polinômios que satisfazem as relações
de recorrência
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) P (x)(X) + (x n_2Pn(x) an Pn-l Xn—l

Qn(X) *an Qn—l (x) + (x - Xn—l) Qn_2 (x)

com P_ (x) = 1, Q-l(X) = 0, Po(x), ao e Qo(x) = 1.1

Vamos agora determinar os termos principais dos

polinomios Pn e On. Se n é par (n = 2k) temos respectivamente

.
k

P2k = (a0 + a2 + ... + ªzk) x + ...
_ k

QZk—x +...
e se n ê.ímpar (n'= 2k + 1) temos

'

_ k+lP2k+1—X +...
Q = (a + a + + a- ) xk +2k+l 1 3 2k+l

Estes reSultados são facilmente provados por in
dução.

Agora, a função racional.

, *.

P.n.(x.)

an(X)l= õ-njíc— ;

é uma função definida.de maneira única que coincide com os vª
lores dados nos pontos xo, ..., xn e não é, evidentemente afg
tada pelawordem destes pontos. Consequentemente, a razão dos

coeficientes principais emlP.n e'Qn deve ser uma função simª
trica dos Xi e estes são os termos requeridos:

aº + az + o o o + azk : pzk (xº I Xl ' . . c ' sz)

)al + a3 + .e. + a2k+l = 'p2k+l (xo, xl, ..., X2k+1
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De (2.3.1) temos

pk [xD, ..., Xk] — pk—Z [x0, ..., Xk—Z] = ©k[x0, ""Xk]
(2.3.2)

e utilizando.(2.2.6) as diferenças recíprocas sucessivas pº
dem então ser obtidas pela fórmula de recorrência:

pleC, ooo, Xk_21 Xk_ll Xkl :

_ ._x —.x _- k kl _+
pk1_l [X0, L..., Xk-Z, Xk] "_ pkªl [XOI '--l Xk-Z' Xk-l]

+ pk_2 [XOI "'l XK'Z]
. (2.3.5)

A simetria da k—êsima diferença recíproca permi
te seu cálculo através de quaisquer duas (k—l)—ésimas diferen
ças recíprocas tendo k—l argumentos comuns e juntamente com a
(k—2)—êsima diferença recíproca formada com aqúeles argumeª
tos comuns.

Em particular, uma tabela de diferenças recíprg
cas pode ser construída conforme segue

: xo f(xo)i'x'
Dero: Xl]

xl f(xl)
.

p2[x0, xl, xá]:
plpxll Xz] .

'

93[X01»X1r-X2r Xs]

xz f(xz) pz[X1: Xz: Xa]

Pl '_X2: Xs]

X3 f(X3)
_
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Através desta tabela podemos determinar os coe
ficientes ak de (2.2.5) lembrando que

, ªk : ªk [Xº' X1' “"' Xk'l')xk]

pk [xol ..., Xk] ' pk_2 [xoy ..., Xk—Z] = Ók[x0, ""Xk]

Dessa forma,

ªº : f(XO)

ª! H

.

II 91[Xo' Xl]

a2 = p2[X0, xl, xz] - f(xo)

ªs : 93[Xo' X1r er Xá] ' P1[X0r X2]

e assim por diante.

Vimos então que os coeficientes ak são formados

(mas não idênticos) pelas diferenças recíprocas situadas na

diagonal da tabela construída (pagina anterior)..

2;4 — Representação dos'Aproxímantes

E facilmente verificado que o n—êsimo aproximaª
te da fração contínua (2;2.5) é representado por

P (x) , ,do. . +,,0L1.x .+. .+ .a xp
QnÍx) “ p

“9—1 (ª : ºlª-"l)
n ' 80 + 81 x + ... + Bp_1 x

se n & ímpar e,
L Pn(x) ;_ Jan &?al x +_,,. + dpxp . (n = 2p)
Qn(x)



se n é par. (p = 1, 2, ...)
Então, o n—êsimo aproximante fornece uma aproxi

N ui '— . . .maçao para f(x) atraves de uma razao polinomial, ou seja, por
uma função racional de'x que coincide com ,fo) nos pontos

xº, ..., x se a # O e todos os a' precedentes são finin n-l s _

2.5 — Frações Contínuas'ªg—Thiele

»

.

= .X-- XO
Se f(x) = ao + (2'5'1)

Lªu .X % Xl
al +

.

& X '.Xz
a2+

a3 + .

e, quando'xi + xo para todo i, ak + c obtemos a expansãokl

x — xº. (2.5.2)f(X) = Go +

ª..". .'X ' XO
Cl +

_ ” (_X,-.X0
C2 +

C3 + .

Vamos agOra deduzir expressões para os limites

ck.
crevemos

Para conseguirmos funções simétricas em relação a xi, es

'ªk : Vg<xk) É ©k[xºr Xl! 'i-' Xk—l' Xk]

= pk[xº' X1"7:"' -XJ<-1' xªº] _

_ pk-Z [XOI Xl! "" Xk-3' Xk_2]
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ZL

De (2.2.7) e (2.3.2) temos a relação

; ,

,, _

f
.

-“ Xk * Xk—l '

© x x ..., X _.r = =k[ º' 1' k l XkJ
©k—1 [Xor "" ªk—z' Xk] ' ºk—l [xº' "" Xk-Z' xk-l]

.Xk.
'- xm

fípk_l[xo, ..., Xk—Z' XR] — pk—1[Xº' .F., xk_3]] - pk—1[Xº' ..., Xk—2' xk-l] -pk_l[xo, ...,xk_3]]

xk ' xk—l

pk_l[x0, ..., Xk—2' Xk] - pk—l [x0, ..., Xk-Z' Xk—l]

Se Xk + Xk—l' ev1dentemente temos

Q-íim . $k[x0, xl, ...,_xk_l, xk] = 1
k k—l ' aº-



Agora, se definirmos

Ók(x) =
xeliimIXk+x Ók [xo, xl, ..., Xk]

e

Dk(x) =
xº,%%T,xk+x pka , XI,..., Xk]

teremos

Éºk'= lim [sz x __ Xdx xD,...,xk+x j ij k[ º' " kJ)

Sendo pk[xo, ..., xk] uma função simétrica de

seus argumentos, encontramos que

©k(x) = lim
»

Ók[X0r ..., xk] ”=

Xo,...Xk+X

: 1 =

3 p x x x x
SIXk—l k_l[ ! ! -—-r I k_l]

'“d d
755 pk_l[x, ..., x] 755 pk_l(x)

Assim,

Ók(x) "
'

ºk—1(X)

Então podemos calcular, sucessivamente, os coº
ficientes Ck =©k(xº) de (2.5.2), usando as fórmulas

(X) = k;+ lpk(x) = pk_2(x) + ók(x) , Ók+l

com os valores iniciais:
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p_2(X) = p_l(X) = 0, $o(x) = f(x)

A função pk(x) é frequentemente chamada a k—ési

ma derivada recíproca de f(x) e podemos nos referir'a$k(x) cº
mo a k—êsima deriVaaa inversa de f(x).

A expansão (2.5.2) pode ser escrita como

.
_

X _ XO
f(X) : Ó0(X0) +

.

(2.5.3)
X'Xo$1(X6) +

'X'Xo
Ó2(Xo) +

$3(Xo)+

e é atribuida a Thiele.

Sela fração termina apõs k divisões, ê neceg
sãrio substituir ©k(x ) por ©k(xo) tir (X f_x0) para restª
belecer a igualdade. -©k[x0,...,xo,x]

Observa-se que o n-ésimo aproximante da expaº
são (2.5.3) fornece uma melhor aproximação para f(x) nas vizi
nhanças “de_—xo.“ Assim, seu tomarmos L0 4 n—êsimo aproximag
te da fração continua de Thiele, temos:

onde Rn(x) é o erro da aproximação.

Segundo Hildebrand [12], devemos tentar estimar
o erro de um aproximante, através do comportamento da sequên .

cia de aproximantes anteriores, pois as expressões parao erro
de truncamento são bastante complexas.
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CAPITULO ;

APROXIMAÇÃO ºg FUNCOES ATRAVÉS ºg FRAÇOES-CONTÍNUAS ºg THIELE

Com o objetivo de propor uma solução alternati
va para o cálculo de funções matemáticas, tomamos como ferrª
menta básica as frações contínuas de Thiele. Dentro desse plª
no, desenvolvemos neste capítulo, algoritmos uniformizados PÉ

ra a representação e cálculo de algumas funções matemáticas;
tais como: seno, coseno; arco—tangente, tangente—hiperbólica,
raiz quadrada, exponencial e logaritmo. São feitas considerª
ções sobre os valores aproximados obtidos pelos nossos subprg
gramas e os valores das funções intrínsecas do compilador FOB

TRAN IV IBM/370.

3.1 — Preliminares

Vimos que, para uma dada função f(x), o desen
volvimento em frações contínuas de Thiele é obtido fazendo:

.* X “ Xo
f(x) = ªo(xo) +

Órlxo) +
X — XO

»» aº(xo) +
._

onde os primeiros coeficientes de Thiele,©i (xo), são dados
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por:

ao(xo) : f(xo)

Ó1(Xo) =
1

f'(Xo)

©2(Xo) : -2[f'(x'o)]º
f"(Xo)

$3(Xo) =
ª ' ' 3lf"(xº)1º
f' (xa) “[ '2f' (Xo) f"-(xO) - 3<f"" (mm

e envolvendo portanto, cálculo de derivadas sucessivas da fun
ção num ponto xo(a tese de Hehlf11] descreve um SistemackaPrg

gramação para o Cálculo de Derivadas Sucessivas de Funções ã

Variáveis Reais — SPCD).

Este procedimento, para o cálculo dos coeficien
tes de Thiele, pode ser colocado na seguinte forma algoritmi
ca que calcula sucessivamente $k(xo):

. k
'

1

p .(x)k

com valores iniciais dados por:
9.2(X) = Q7i(X) : 0, aº(x) : f(x)

e calculando as funções $k(x) no ponto x : xo. Assim, uma fun
ção f(x) tem infinitos desenvolvimentos em frações contínuas
de Thiele, pois os $k(x) dependem do ponto Xô.

Para a determinação de n coeficientes de Thiele
utilizamos o algoritmo computacional proposto por Hehl [11],
que calcula os n primeiros coeficientes, $L(Xo)' em função do
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valor da função e de suas n—1 derivadas. Então, determinados
os coeficientes de Thiele através do subprograma COTHI, Godi

ficado em FORTRAN e apresentado por Hehl [11], só nos resta
calcular o valor numérico da função para um dado valor de x.

3.2 — Desenvolvimento de algumas Funções em Frações
Contínuas de Thiele

Nosso objetivo consiste em apresentar uma mamei

ra alternativa para aproximar f(x), sendo a aproximação tão
precisa quanto possível e com o menor esforço computacional.

Como foi observado no capítulo 2, o n— êsimo

aproximante de um desenvolvimento de Thiele, fornece uma mg

lhor aproximação para f(x) nas vizinhanças do ponto xº. Cons

tituiu—se então uma de nossas principais tarefas, a explorª
ção, para cada função estudada, de um ponto ótimo xº, tal que
o desenvolvimento de Thiele apresentasse resultados satisfatê
rios num dado intervalo e não somente na vizinhança imediata
do ponto xo. Para tanto, foram realizados inúmeros testes,uma
vez que a obtenção deste ponto xo, num intervalo, foi possª
vel somente através de tentativas.

simultâneamente ã tarefa de encontrar o ponto
ótimo xo, investigamos cuidadosamente o aproximante de menor

ordem que satisfizesse as nossas expectativas, a nível de prº
cisão computacional e espaço de memória, para o intervalo coº
siderado. Foram então codificados em linguagem FORTRAN, para
todas as funções em estudo, programas complementares para a.

determinação de tais aproximantes. Estes programas, bem como
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o subprograma COTHI, jã referenciado, foram processados-em dº
pla precisão para minimizarmos os erros de truncamento.

A seguir, são apresentados os diagramas de blg
cos' e"os subprogramas F U N C T I O N propostos Pªrª
as funções aproximadas por frações continuas de Thiele.

Salientamos que, de acordo com as lcaracterísti
cas das funções, tomamos determinados intervalos de aproximª
ção. Assim, para argumentos não pertencentes a estes intervª
los estão ainda associados erros de arredondamento provenieº
tes de operações aritméticas necessárias ã conversão. Ressal
tamos que toda programação foi desenvolvida em linguagem FOB

TRAN IV e utilizado o computador IBM 370 alocado no Núcleo de

Processamento de Dados da Universidade Estadual de Maringá.

3.2.1 - Função SENO

Pelas suas propriedades de periodicidade e simª
tria tomamos [O, %] como o intervalo para a aproximação.

Através do subprograma COTHI, foram determinª
dos os coeficientes de Thiele, tomando—se após exaustivos tes
tes o valor xº : 0.65.

Coeficientes: 0.6051864 % 10º

0,1256149 *,101

0.2094394 * 101

-0.5832840 * 1oº

-o.5092222 * 10l

—0.1268296 * 10

—0.9920426 *,101

0.3115656 * 1oº

0,2338590 * 10
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Para o cálculo do valor númerico da função SENO,

consideramos o nono aproximante, ou seja:

f(x) =(x5 + 0,4419966xª — 44.58186x3 - 3.687584x2 +

+ 340.6773x + 0.0000007635263) / (0.1955210xª -
- 0.1734531x3 + 12.19801X2— 3.687663x-+340.6773

“Programação: Os cálculos para a função SENO são

esquematizados no diagrama de blocos a seguir:
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< INÍCIO ,

PI=3.141593

DPI=6.283186

X=X— IQ* DPI

x = Y

L = o

/

K = 0

x : 0 x = lxl L = 1

>

x1 = ___º DPI

'

SENO = EXPRESSÃO
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ondegi

EXPRESSÃO

+

, SENO —SENO

SENO —SENO

FIM

(x5 + 0.4419966x“ - 44.58186x3 - 3.687584x2 +

340.6773x + 0;0000007635263) / (0,1955210x“ -
0.1734531x3 + 12.19801x2-3.687663x + 340.6773)
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A programação, sob forma de subprograma FUNCTION, ê ilustrad
abaixo:

FUNCTIÚN SENÚ(Y)

C YM ARGUMENTÚ na FUNCAO SEND
C BENQ“ VALOR DA FUNCAO SEND

DATA PIPUPI/Oo3141593E+Olvooó28313óE+01/

va
mªo
«=o

IF(X)19?100y20
10 XHAB$(X)

L=1

20 IF(XMUPI)4Oy30y30
30 IGªX/DPI

X=X—IÚ$DPI

40 IF(X—0»15É+01$PI)50v80v80
50 IF(X“PI)ó09ó0990
óO IF(X“0«5E+OO$PI)100y100y70

70 X=PIwX
(30 T0 100

80 x=npxwx
N:;
GO TO 100

?O wOC"-PIII

1
xm
[( ::

100 SENÚH(((((091000Ó00É+01*X + 0+44199ÓÓÉ+00)*X “ 00445818ÓE+03)*X
CO.3ó87584E+01)$X + 04340ó773E+03)$X + Oo7ó352ó3ÉWOÓ) / ((((Oo19553
C10É+OOWX “ Oo1734531É+OOJWX + 001319801É+03)$X “ O»3ó$?óó3€+01)*x
Ú+ 093406773É+03)

IF<K)1109120?110
110 SEND“ $ENÚ

120 IF(L)130?140?130
130 SENÚmwãENÚ
140 RETURN

END
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ReóuztadoA othdOA quando da companacão com a óunção-.-__—___——_—____———-—-__-.——___..-___-.._____-__-_-____
SIN(X) do compiâadon FORTRAN IV
_______-__..__—_..._____....___—__—_-_

Para uma amostra de 1500 argumentos aleatórios,
#
51' os resultados obtitomados no intervalo de interesse [O,

dos podem ser considerados satisfatórios pois 12,8% da solª
ção aproximada_coincidiu com a solução apresentada pela fun
ção SIN(X); 7,2% dos resultados apresentou um erro relativo
de aproximadamente 10'7; 76,94% um erro relativo de aproxima
damente 10—6, e os restantes 3,06% apresentou um erro relatª
vo de aproximadamente 10—5.
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3.2.2 - FunçãO'COSENO'

Esta função, por suas propriedades, foi aproxi
"mada considerando-se o intervalo [O, 5 ] e para o ponto xo—=

-= 0.68.
Os coeficientes de Thiele obtidos foram:

' o

0.7775727 . 10
1

—0.1590348 . 10
1

0.1016961 . 10

0.1107591 . 101

-o.5139123 . 101

0.1284747 . 101

-0.5o39539 . 101

—0.6000221 . 1oº

0.2406268 . 10?

—0.4701908 . 1oº
20.2393427 . 10

Tomamos, para o cálculo do valor numérico da

função COSENO, o décimo—primeiro aproximante, isto é:

f(x) (XG- 1.858363x5 — 57.95128x“ + 39.763370x3 & +II

+ 907.8037x2 -86;81911x -1902,055)/(—0.06358937x5—

0,3192929xl+ -3.645823x3 —43.24374x2 —86.8l9llx -
1902.055)

'PFOQTamdção: Os cálculos podem ser efetuados bª
_seando—se no seguinte diagrama:
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( INICIO )

?1=3.141593

DPI=6.283186

x= X-IQ*DPI

X — PIX = DPI — X' X

COSENO = EXPRESSÃO

COSENO=-COSENO

FIM



10

30
30

40
50
(5 ()

70

80

90

100

110
120

onde:

EXPRESSÃO (xª — 1.858363x5 - 57.92128xª + 39.763370x3 , +

+ 907.8037x2 -86.819llx —1902.055)/(—0.06358937x5—

1902.055)

0.3192929x“ — 3.645823x3 —43.24374x2-86;81911x -

O subprograma FUNCTION correspondente e codificª
do a seguir:

FUNCTIÚN CÚSENÚ(Y)

Y“ ARGUMENTÚ DG FUNCQO CÚSENÚ
CÚSHNÚ" VALOR HQ FUNCAO CÚSENÚ

DATA PIvHPI/0o3141593E+01vôoó28318óE+01/
X=Y
mmo

IF(X)10s100y20
XSABS(X)

IF(XWDPI)40930930
IGªX/DPI
X=X"IÚ*HPI

IF(XW0«15E+01$P1350980980
IF(X“PI)ó0990v90
IFCXw095E+00$PI)100y100970

hª
GO TO 100

XªXWPI
1

XªDPIMX
GO TO 100

Xr—waI
K=1

COSEMÚª<(((((001000000E+01*X “ 0o155$3ó3H+01)*X “ 0+5?95128E+02)*X
G+ O.397ó370€+02)*X + 0o907803?E+03)*X * 0,8681911E+02)*X “ 0.19020
C?5E+04) / (((((W006338937E“01*X “ 003193939E+00)*X “ 003ó45823E+01
C)*X _ 094324374E+03)*X " 008ó81910E+02)*X * 0.19030955+04)

IF(K)110y130y110
CÚSENÚªWÚÚSENÚ
RETURN
END

86



Beéªêêªéeé_eêêééeé_ªªeaée_éª_eeweeªªeêe_eew_ª_éeªeêe
995£51_4é_eewgéêeéeª_fçereéw_zy

Tomando—se uma amostra de 1500 argumentos aleª
tõrios no intervalo [O, % ], os resultados podem ser considg
rados satisfatórios pois 8,26% da solução encontrada coinci
diu com a solução fornecida pela função COS(X); 13,8% dos rg
sultados apresentou um erro relativo de aproximadamente 10—2

_s55,61% um erro relativo de aproximadamente 10- (322,33% aprÉ
_ _ —5sentou um erro relativo de aprox1madamente 10 .

3. 3.3 '- Função ARCO—TANGENTE

Para a função arco—tangente, realizamos 0 estª
do a partir do intervalo [O, 1] e para o ponto xo : 0.4. Os

coeficientes de Thiele encontrados foram:

0
0.3805064 * 10

1

0.1160000 * 10
1

0.2500000 * 10
, o

—0.5568000 * 10
l

—0.1689189 * 10
1

0.3176080 *“10
º.0.5926980 * 10
1

-0.4690112 * 10
0

—0-3026195 * 10
2

0.1233558 * 10
0

0.1323079 * TO
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Consideramos o décimo-primeiro aproximante para
o-cãlculo do valor numérico da função citada, ou seja:

f(x) = (x6 —29;69235x5 —74.94356x'+ -202.3884x3 —125.01511x2 -
191.2463x + 0,000001528810) /(—13.25156x5 -80.02397x“—

116.6596x3 - 266.1316x2 — 125.0518x - 191.2462)

Programação: Os cálculos necessários podem ser
programados de acordo com o seguinte diagrama de blocos:“
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X=Y

L=')

K.=0

= <
X::O X:]xl

>

> 1X:'1 X:?-
IIA

ARCI'AN = EXPRESSÃO

Á mcrAN=1 .570797-ARci'AN

ARCTAN : --ARCI'AN

FIM
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C
C

10

20
30

40

50

(f) 0
70
8 0

onde:

EXPRESSÃO = (xª -29.69235x5 —74.943.56x'+ —202.3884x3 —

125.01511x2 -191.2463x + 0.000001528810) /
/ (-13.25156x5 — 80.02397x“ -116.6596x3 -

266.1316x2 — 125.0518x - 191.2462)

O subprograma FUNCTION poderia ser o seguinte:

FUNÚTIÚN ARCTAN(Y)

Y” ARGUMENTÚ UA FUNCAO ARCOMTANGENTE
ARCTANW VALOR DA FUNCAO QRCÚWTANGENTE.

IF(X)10y40v30
XWABS(X)
L=1

IF(XWO«1E+01)40y40930
X=091E+01/X
Kªl
ÉRCTANW((((((091000000E+01$X

C“ O»?023884E+03)*X * 0e1250511E+03)*X
“ 093969235E+02)*X “ 0o749435óE+02)*X

0419124ó3É+03)*X + OalÚBQQ
CIOEMOS) / (((((W091323156E+03$X * 00800239?H+03)*X M Oollóó5WÓE+03
C)*X “ Oqâóó131ó5+03)*x M'001250318E+03)$X “ 0e19124óÉE+03)

IF(N)50yó0950
ARCTQNªOç137079?E+OlmâRCTâN

IF(L)70v80970
&RCTANWWARCTAN
RETURN
END
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Reóu£tad04.obtid0A quando da compaaacão com a áuncãa—___—_______-..__..-——-_.____-____.._...._....,-___.._________

____-__-_-——_—--_-___—___—..-—___

Também para esta função, consideramos uma amos

tra de 1500 argumentos no intervalo [O, 116305 resultados são

considerados muito bons pois 9,13% da solução obtida coinci
diu com a solução apresentada pela função ATAN(x); 1,53% aprg
sentou um erro relativo de aproximadamente 10—7; 68,54% um e;
ro relativo de aproximadamente 10"6 e 20,8% apresentoulnnerro

__5relativo de aproximadamente 10 .'

3.3.4 -' Função TANGENTE—“HIPERBÓL'ICA

Esta função necessitou de três desenvolvimentos,
de acordo com os seguintes intervalos para o argumento:

&) intervalo [O, 1.7] com-xº : 0.75

Os coeficientes de Thiele são:
0.6351490 ;1oº
0.1676205 *10l

0.9392849 *100

-0.2028614 *101

—0.9392849 *10

0.8381024 *101

0.9392849 *10

-o.4733434_*1o
—O.9392849 *10'º

0.1508584 *10

0.9392849 *10
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e para a aproximação da função, neste intervalo, tomamos<>no

no aproximante:

f(x) = (x5 ; 1.573199x'+ + 155.2277xª & +' 21,57091xz +

1248.222x + o.oooo448940)/(18.38102xª.H8.735312x%
+ 551.3141xª ; 11.56739x ; 1248.223)

b) intervalo (1.7, 4.0] com xo : 2.6
Coeficientes de Thiele:

0.9890274 *1oº

0,4581944 *102

0.2206693 *10-1

—0.1344583 *10

—0.2206693 *1o-ª_
0.2290972 *10

0.2206693 *1o*1_

-0.3137361 *10

—0.2206693 *10'1.
0,4123750 *103

0.2206693 *10'1.
.
o

e o aproximante considerado também foi o nono, ou seja:
5 . u - 3 -« ;4-' ,

f(x) = (x + 213.5834x + 501.2989x +..l494.720x2 +
. . :; .

' 3 .

_-+ 5329.068x + 104.1849)/(239.0972x + 232.3900x +

2 -. .

3027,699x + 799.6187x + 5742.462)
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c) intervalo (4,91 com xo: 5.5

Coeficiente de Thiele:
0.9999666 *106

0.1496904 *105

0,6680680 *10*"
105

-a
—O.4490411 *

—0.6680680 *10

0.7484518 *105

0.6680680 * 10

—0.1047762 *106

-0.6680680 10“Sl-

105—*0.1347213

0.6680680 >e1o'+

Para este intervalo novamente foi considerado o

nono.aproXimanter_'
_ [* 3 .f(x)=(x5 + 74815.18X - 748049.3x +3477283x2 — 7584625x

. |; 3 . 2
+6663988) / (74855.18x — 748701.8x + 3482716x —

7607738x 4 6704238)

Pnogaamação: Os cálculos podem ser efetuados bª
seando—se no seguinte diagrama de blocos:
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"( INICIO >

x : 1x1

fA 'A ”&

TH "

TH=EXMES$KH ' TH=EXHH%EÃOZ TH=BXPRESSÃO 3

onde:

EXPRESSÃO l
+ 1248.222x + 0.0000448940) / (18.38102xª

(x5 + 1.573199xª+ 155.2277x3 + 21.57091x2 +

+
º + 8.735312x3-+551.3141x2-#11.56739x-+1248.233

EXPRESSÃO 2 = (X5 + 213.5834x“ + 501.2989x3 + 1494.720x2

+ 5329.068x + 104.1849)/(239.0972xª +239.3900x3+'

+ 3027.699x2 + 799.6187x + 5742.462)
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C

10

30
30
40

50

(5 0

70

80

90
100
110

IIEXPRESSÃO 3 (x5 + 74815.l8x” — 748049.3x3 + 3477283x2 —

7584625x + 6663988)/(74855.18x“ —748701.8x3 +

+ 348271x2 - 7607738x + 6704238)

,e o subprograma correspondente .FUNCTION, e codificado aseguir:

FUNCTIÚN TH(Y)

Y“ &RÚUMENTÚ HA FUNCAO TQNGENTE HIPERBÚLICA
TH“ VALOR DA FUNÚQÚ TQNÚENTE HIPERHÚLICA

!! Y
=O

X

L

IF(X)10v50920
XKGHS(X)
Lªi
IF<XWo017H+01)50v30930
IF(Xm0o40E+01)óOvóOy40
IF<XMOQQOE+01)709?Oy8O

THE(((((O»1OOOOOOE+01*X + 0.1573199E+01)*X + 0411532?7E+03)*X + Ov
CRI$?O?1E+OÉJ$X + 0,1348232E+04)*X + 004489403EMO4) / ((((091838102
CE+03$X + 0+8?35312E+01)*X + O»5513141E+03)*X + Oo215ó739E+03)*X +
CO»1243323E+04)

GO TO 90

THª(((((Oe1000000E+01*X + 092135834E+03)*X + O»505298?E+03)*X + O.
61494?ÉOE+04)*X + 095329068E+04)$X + 0.1041849E+03) / ((((0.2390972
CE+03$X + 092323?00É+03)*X + 0o3037699E+O4)*X + 0+?99618?E+03)*X +
C0457424ÓÉE+04)

ao T0 90

THª((((<0»1000©00E+01$X.+l0.7481518E+05)*X “ 007480493E+Oó)*x + o.
C34773$3E+0?)*X “ 0075$4635E+07)$X + Ooóóó3988E+07) / ««oº743551a
CH+05$X w 007487018E+Oó)âx + 003483716K+0?)*X — 0,7ó07?3aa+o7>*x +
co.ó7043385+07> '

60 T0 90

THmo,1E+o1

IF<L>100y110y100
THmmTH
RETURN-
END
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Rebaiíadob obtidoA quando da companação com a óuncão-____-__-.—.-___...___—_-______..—_—___--.-..__...-__-_--_-__
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Para uma amostra de 1500 argumentos, 61,26% da

solução obtida apresentou um erro relativo de aproximadamente
10—5 e as restantes 38,74% apresentou um erro de ,aproximadª
mente 10—5.

3.2.5 - FunçãOSRAIZ'QUADRADA'

Tomamos para intervalo de aproximação [l,MXÚe os

argumentos não pertencentes a este intervalo são, através de

divisões ou multiplicações sucessivas por 100, a ele converti
dos. Assim, o valor real para JE'ê obtido através de corre
ções (multiplicações ou divisões por 10) e naturalmente, a

precisão serã afetada pelos erros de arredondamento causados

pelas operações aritimêticas envolvidas. Esta função necessi
tou de três desenvolvimentos, de acordo com os seguintes in
tervalos para o argumento:

a) intervalo [1,6] com xo=3

Os coeficientes de Thiele obtidos são:
0.1732051 *101

0;3464102 *10

0,3464102 *10

0,3464102 *10

0,3464102 *10
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e foi tomado o nono aproximante % para o cálculo do seu vª
lor numérico

f(x): (xª ; 135x“ ; 1890x3 + 5670xº ; 3645x + 243) /
(17.32051x“ ; 623.5383xª ; 3928.291x2 + 5611.845x
; 1402.961)

b) intervalo (6,23] com xo: 11

Coeficientes de Thiele:
0,3316625 *101,
0.6633250 *101.
0,6633250 *101_

0.6633250 *101_

0,6633250 *1ol_

Tomamos para o cálculo do valor númêrico, o

nono aproximaúte; 7a! ou seja:

f(x): ( x5 ; 49SXª ; 25410x3 + 279510x2 ; 658845x . 4

161051) / (33.16625Xª ; 4377.945x3 ; 1o113o.5x2 ;
529731,3x ; 485587)

0) intervalo (23,100] com xá : 48

Os óoeficientes de Thiele encontrados são:
0.6928203* 101_

0.1385641 *102

0.1385641 *102
0.1385641I*1O2

0.1385641 *102
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e consideramos o nono aproximante.'g para o câluclo do seu
valor numérico:

f(x): (xª + 2160x" ; 483840xª + 23224320x2
'

+
'

; 238878700x ; 254804000) / (69.28203x“ ;
39906.45x3 & 402257Ox2 # 91944460x & 367777800)

Pnognamagão: Os cálculos necessários podem ser
programados conforme o seguinte diagrama de blocos:
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k=k+1 ]*—X=

RQ=EXPRESSÃO 1 RQ=EXPRESSÃO 2 RQ=EXPRESSÃO 3

RQ=RQ*1 0

CONTINUE “ ' '
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onde:

EXPRESSÃO 1 =

/
+

EXPRESSÃO 2

EXPRESSÃO 3

e o subprograma

(x5:+l35x“ + 1890x3 + 5670x2 + 3645x + 243)/
(17.32051xª + 623.5383x3 + 3928.291x2 +

5611.845x + 1402.961)

(x5 + 495x“ + 25410x3 + 279510x2 + 658845x +

161051)/(33.16625xª + 4377.945x3 +101130.5x2+

529731.3x + 485587)

(x5'- + 2_1;60x'+ + 483840x3 .* +

23224320x + 238878700x + 254804000) /
(69.28203x“ + 39906.45x3 + 4022570x2 +

91944460x + 367777800)

'FUNCTION poderia ser o seguinte:
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10
30

30

40
50

.ó0
70

80
90

1.()()

110

120

130

140

15 A)

1ó0

170
180

FUNCTIÚN RÚ(Y)

YM ARDUMRNTU DA RUNCAU RAIZ RUADRADA
RQW UALUR DA FUNCAO RAIZ QUADRADA

Rao

1F(X)10y30940
NRITR(6920)

.

FORMQT(1Xy'ERRÚ" ARGUMENTÚ NRGATIUÚ')
RETURN

R030º0R+00
RETURN

IF(XWoo1R+01)30y100y60
X3X$061E+03
K3K+1
GO TO 40

IF(X*091R+03)80v120y70
XmXXOQ1E+01
KmK+1
3El TC) ó()

1R(X+0oóR+01)1009100p90
IF(X+0923R+03)110y110y120

RQ%(((((0»1000000E+01$X + 091350000R+03)$X + 001390000E+04)*X + De
C5670000R+04)*X + 0036â5000R+04)*X + 0o3430000R+03) / ((((0ç1733031
CH+02$X + 0+ó235333R+03)*X + 0+3933391E+04)*X + 005ó11845R+04)*X +
C0+14ORQÓ1R+04)

GD TU 130

RGm(((((001000000E+01*X + 004950000R+03)*X + 092541000R+05)$X + Oo
CÉ?95100E+OÓ)*X + 0«ó588450£+06)$x + 091ó10510R+0ó3 / ((((003316625
CR+02$X + 0o4377945E+04)*X + 0»1011305R+0ó)*x + 0»5297313E+0ó)*X +
80a48558?0E+0ó)
ÚÚ TD 130

RR3(((((0+1000000R+01*X + 0o2160000R+04)*X + 004838400R+06)*X + 0*
Ú3332432R+08)$X + 0.338878?E+09)$X + 062548040R+09) / ((((OeÓQQUÉOB
ÚR+02XX + 0.3990ó45R+05)$X + 094022570E+07ãâX + 0»?194446E+03)*X +
CO»3Ó7?7?8R+09)

IF(Y+X)140918091ÓO

HD 150 Im1pK
R [3 === R (ÍJ # 0 . 1 IEE + 00
CONTINUE
RETURN

D0_1?O ImlyK
RQªRQWO.1E+OQ
CONTINUE
RETURN
END



ReAuZIadOA obtidoA quando da companacão com a óunção

Analisando uma amostra de 1500 argumentos alg
atõrios no intervalo [1,100] encontramos resultados muito

bons, pois 14,4% da solução aproximada coincidiu com a solº
cão apresentada pela função SQRT(X); 73,8% dos resultados ª
presentou um erro relativo de aproximadamente 10"6 e 11,8%

apresentou um erro relativo de aproximadamente 10_5.

3.3.6 4 Funçãó LOGARÍTIMO

Para esta função, dadas as suas propriedades,
consideramos o intervalo [1,10] para a aproximação. Foram

necessários três desenvolvimentos, de acordo com os seguiª
tes intervalos para o argumento:

a) intervalo [1,1.46] com xo : 1

os éoeficientes de Thiele obtidos são:-
0.0000000 *10º
0.1000000 *101.
0.2000006 * 101

0.3000000 *101

0.5000000 *101,
0.6666667 *10º

0.7000000 *101'
0,5000000 *10º

.
o
o
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e para a aproximação, tomamos o oitavo aproximante:

f(x)= (4.166667x“ ; 26.66667x3 - 26.666667x - 4.166667)

/ (x“ ; 16xª + 36xª + 16x ; 1)

b) intervalo (1.46,4.48] com xo =2.5

Coeficientes de Thiele:
0.9162907 *10º

0.2500000 *101.
0.2000000 *101A
0.7500000 *101.
0.1000000 *101_

0,1250000 *102

0.6666667 *10 º

0.1750000 *102
0.5000000 *10º
0.2250000 *10 º

Tomamos para o cálculo do seu valor numérico ,

o décimo aproximante:

f(x): (5.482957x5 4192.6848x+ ; 989.3484xª + 390.0376x2

—1221.070x' - 356.4820) / (x5'4 62.5x“ ; 625x3 ;
1562.5x2 # 976.5625x % 97.65625)

c) intervalo (4.48,10] com xo : 7

Os Coeficientes de Thiele:
9.1945910 *101_

0.7000000 *101:

0.2000000 *101.
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0.2100000 *102

o.1oooooo *1014
0,3500000 *102

0.6666667 *100

0,4900000 *102

e o seu valor numérico é calculado através-do oitavo -aproxí
mante, ou seja:

f(x)= (6.112577x“ + 404.6086x3 + 3432.586x2 + 1532.488x

- 5332.036) / (x“ + 112x? + 1764x2 + 5488x +

2401)

Paogàamagão: Utilizamos o seguinte diagrama de

blocos:
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( INI-CIO )

IMPRIME

=/ <

, X::1 x=x*10 k

k=k+1s—x—=i

ALN=EXPRESSÃ01 ALN=EXPRESSÃUZ ALN=EXPRESSÃOI

__,ALN=2,302585*1<
__ -

:

+ALN —

V
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onde

EXPRESSÃO 1 '(4i166667xª + 26.66667x3 — 26.666667x -
4Ç166667)'/ (x“ + 16x3 + 36x2 + 16x + 1)

EXPRESSÃO 2" (5;482957x5 + 192.6848xª + 989.3484x3. +

+ 390;o376x2 - 1221.070x - 356.4820) /
(x5 + 62.5x“ + 625x3 + 1562.5x2«+976.5625x
+ 97.65625)

EXPRESSÃO 3 (6.112577x“ + 404.6086x3 + 3432.586x2 +-,,
+ 1532.488x — 5332.036) / (x“ +3112x3“.;+4

+ 1764x2 + 5488x + 2401)

e codificamos o seguinte subprograma FUNCTION:
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A;

10
20

30
40
50

6 ()

70

€3()

?O

].()()

1 10

130

130
140
150

FUNCTIÚN ALN(Y)

Y“ ARGUMENTÚ DA FUNCQU LÚGARITHÚ NQTUHAL
ALNW VALOR DA FUNCQU LOGGRITMO NATURAL

x=:Y

IF(X)10y10930
MRITE<óyQO)
FURMQT(1Xy'ERRÚW ARGUMENTÚ NEGATIVO UU NULO”)
RETURN

Kªo
IFCXM041E+01350y1009ó0
XªX$091E+02
Kmle
GO T0 49

IF(XMo01E+02)80y120y?0
X$X$0o1E+OO
K3K+1
(3 U T É] e'.» ()

IF(Xm0o14ó£+01)100y100990
IF(XWoç448E+01)110y1109130

GLN=((((Oç4lóóóó7E+01$X + 0.2óóóóó7E+02)*X + 0.0000000E+00)*X “ 09
CRóóóóó7E+03)$X “ Ooâlóóóó7E+01) / ((((O.1000000E+01*X + OolóOOOOOE
C+02)$X + O«3ó00000E+03)$X + 0o1ó00000E+02)*X + OQIOOOOOOE+01)

GO TO 130

ALN3(((((095432?5?E+01$X + 04192á$43E+OKJXX + 099893484E+03)*X + O

C9390037óE+033$X * 0o12210?0E+04)$X “ 0435ó4830E+03) / (((((0010000
CO0E+OIXX + OÓÓÉSOOOOE+OÉ)*X + Ooó250000E+OBJWX + 0915ó2300E+04)*X
D+ 0ç9?ó5635E+03)$X + Oº?7ó5635E+03)
GO TO 130

ALNE((((O»&112577H+01*X + 004O4ó08óE+03)$X + O»343258ó€+04)%X + O.
C1533433E+04)#X W O»5333036E+04) / ((((0.1000000E+01$X + OoIIROOOOE
C+03)*X + 091?ó4000E+04)*X + 095488000E+OGJ$X + 0o24010ÓOE+04)

IF<K)140?1$0v146
QLNªOo2302585E+01$K + ALN
RETURN
END
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Bêéªêfªdºª_ºbfíªºé49%9449_Éª_9908ªªª9êº eºm_ª 6ªªºê9
ALOG(X) do Compiladoa FORTRAN IV-___-__-____-___—..-_-__-.--___..__

Os resultados obtidos, para uma amostra de

1500 argumentos, são considerados satisfatórios poiS' 20,33%

da solução encontrada coincidiu com a solução apresentada pe
la função ALOG(X) do Compilador FORTRAN; 58,07% dos resultª
dos apresentou um erro de aproximadamente 10—6 e 21,6% um er
ro relativo de aproximadamente 10—5

3.5.7 — Função EXPONENCIAL

Para esta função, realizamos o estudo a partir
do intervalo [0,10]. Considerando este intervalo, a função eª
ponencial necessitou de cinco desenvolvimentos, de acordo com

os seguintes sub—intervalos para o argumento:

a)sub—intervalo [0,2] com xa : 1

Os coeficientes de Thiele são:
0,2718282 101_>

0.3678794 1oº

—0.5436564 101_

—0.1103638 101,

0.5436564 101,

0.1839397 101_

-0.5436564 101,

-0.2575156 101_
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e tomamos o oitavo aproximante para o cálculo do seu valor
numérico:

f(x)='(2.718282x“ ; 43.49251x3 ; 342.5035x2 + 1456.999x

; 2721) /.(x“ ; 24x3 ; 246xº - 1264x ; 2721)

b) sub—intervalo (2,41 com xo : 3

Coeficientes de Thiele:
0.2008554 *102

0.4978707 *10'1_
-o.40171o7 *1oº
—0.1493612 *1oº

0.4017107 *102

0.2489353 *1oº
-o.4o17107 *102

—0.3485095 *1oº

Para este sub—intervalo, tomamos o oitavo coª
vergente:

f(x): (20.08554x“ + 160.6843xª + 1084.619x2 ; 3856.423x
+ 6447.457) / (x“ + 32x3 ; 414x2 - 2568x ; 6441)

c) sub—intervalo (4,61 com x0 : 5

Coeficientes de Thiele:
0.1484132 *103

0.6737947 4:10"2

—0.2962863 *103

—0.2021384 *10'1_
0.2968263 *103
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0,3368973 *10—15

—0.2968263 *103
—0.4716563 *10—1,

Foi considerado, tambêú para este sub—intervg
10, o oitavo convergente:

f(x)= (148.4132x“ - 0.00000000006880896xª ; 4452.395x2+

5936.526x ; 15583.38) / (x“ - 40xª ; 630x2 -
4640x + 13505)

6) subeinterâalo (6,81 com xº : 7

Coeficientesde Thiele:
0,1096633 *10“

.

0.9118882 *10_3

—0.2193266 *10“

—0.2735646 *10"2

0.2193266 *10“

0,4559410 *10'2
—0.2193266 *10“

—0.6383174 1:10-2

Tomamos, para este sub—intervalo, o oitavo a

proximante:
'

_

. 2 .

f(X)= (1096.633xu — 8773.065x3 + 59218.19x — 122822.9x
. . 2 .

+176559.7) / (x“ - 48x3 + 894x ; 7672x + 25641)
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e) sub—intervalo (8,10] com xol='9
Coeficientes de Thiele:

0.8103084* 10“

0,1234098* 1o'ª
—0.1620617* 165

-o.3702294 *1o_'3

0.1620617* 105

0.6170490 *10,"3

-o.1620617*1oS
—0.8638686 *Tofª

Consideramos, para este sub-intervalo, o oitº
vo aproximante:

f(x): (8103.084x“ - 129649.3xª ; 1020989x2 _ 3695006x 4

5518200) / (x“ - 56x3 ; 1206x2 - 11856x ; 44961)

Pnogaamagão: Os cálculos podem ser efetuados
conforme o seguinte diagrama de blocos:

111



(

X=Y

K=0
(

L=0

EP=EXPRESSÃ01 EP=EXPRESSÃ02 EP=EXPRESSÃ03 3P=EXPRESSÃO4 EP=EXPRESSÃ05

,“ CONTINUE

1,K

AUX=22026 .47
*AUX /

EP : EP*AUX

112'



onde:

EXPRESSÃO (2.718282x'+ + 43.49251x3 + 342.5035x2 +“H "
+ 1456.999x + 2721) / (4“ + 24x3 + 246x2 —

1264x + 2721)

EXPRESSÃO 2 ,(20.08554x“ + 160.6843x3 +, 1084.619x2 «+

+ 3856.423x + 6447.457) / (xª + 32x3 + 414x2—

+ 2568x + 6441)

EXPRESSÃO 3 _(148.4132xI+ - 0.00000000006880896x3 +

+ 4452.395x2 + 5936.526x_+ 15583.38) /
(xª — 40x3 + 630x2 — 4640x + 13505)

EXPRESSÃO 4 (1096.633x“ - 8773.065x3 + 59218.19x2 - -
122822.9x + l76559.7) / (xª — 48x3 +894X2-

7672x + 25641)

EXPRESSÃO 5 (8103.084xª — 129649.3x3 + 1020989x2 - +II

3695006x + 5518200) / (x“ — 56x3 + 1206x2—

11856x + 44961)

e o subprograma correspondente poderia ser:
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FUNCTIÚN EP(Y)

Y“ ARGUMENTU na FUNCAO EXPÚNENCIAL
EP" VALOR DA FUNCQÚ ÉXPÚNENCIQL

X::zY
K==0

Lªo

IF(X)10y80v30
10 XZQBS(X)

Lªi
20 IF<Xw091E+03)409120930
30 XxX 0.1E+02

NWK+1
GO TO 30

40 IF(XM0«QE+01)80y80y50
50 IF(XWO»4E 01)?0y90960
60 1F(XwooóE 01)1009100y?0
70 IFCX“0&8E+OI)11071109120

80 ÉP=((((042718282E+01*X + 094349251E+02)#X + 0»3425035E+03>*X + 001
C4569?9E+043%X + 0o2?21000É+04) / ((((041000000H+01$X “ 0.3400000E+
C02)*X + 0o24ó0000E+03)$X “ 0o12Ó4000E+04)*X + 003731000E+04)

GD TU 130

90 EPW((((0+300855ÁE+02$X + 0e1ó0ó843E+03)*X + 0»1084ó19€+04)*X + 0.3
68-542?E+04)*X + 04644745?E+04) / ((((011000000E101WX “ 0o3300000E+
COQJWX + 094140000E+GBJÉX * 0025ó8000E+04)%X + 0oó441000E+04)
GO TO 130

100 EP3((((091484132E+03$X “ 0»ó$3089ó€w10)*x + 0044523?5E+04)$X + 045
C?3ó53ó€+04)$X + 0415583385+053 ! ((((011000000E+01*X “ 0040000ÚOE+
COÉ)*X + 0.6300000E+03)$X " 0,4640000E+04)*X + 011350500E+05)

GO TO 130

110 EPW((((0+10?óó33E+04*X " Ú«3?730ó5€+04)*x + 095931819E+05)*X “ 0.1
0223229E+0ó)$X + 0o1?ó539?E+0ó) / («<oo1ooooeon+01$x “ 0e48000OOE+
COQ)*X + 008940000E+03)$X “ 097673000E+04)%X + 0425ó41005+05)

30 T0 130

120 EPK((((098103084E+04$X _ 091295493H+0ó)$x + 0»1020989E+07)*X ” 003
Có?500óE+0?)$X + 005518200É+0?) / ((((0.1000000E+01*X,W OQHÓOOOOOE+
C02)*X + 011ÉOÓOOE+04)*X “ 0e1185ó00E+0533X + 044496100E+05)

130 1F(N)14091ó09140
140 àUXXO+1E+01

HD 150 Iªvi
AUX3002202á47E+05$QUX

150 .CÚNTINUE
EPWEPKQUX

160 IF(L)1709180y170
170 EP=041E+01/EP
1 8 () Fc IEC T U R N

END
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Analisando uma amostra de 1500 argumentos alg
atõrios no intervalo [0,10], encontramos resultado razoáveis
pois 6,46% da solução coincidiu com a solução apresentada pg
1a função EXP(X); 45,34% dos resultados apresentou um erro
relativo de aproximadamente 10-6-e os restantes 48,2% aprª
sentou um erro relativo de aproximadamente 10f5.
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CAPÍTULO 3

COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS E CONCLUSÓES

No capítulo anterior, investigamos “algoritmos
computacionais para representar e calcular funções através de

frações contínuas de Thiele. Para cada uma das funções estudª
das, foram realizados inúmeros testes computacionais para a

localização do ponto õtimo xo; a seguir foram gerados os cog
ficientes de Thiele e finalmente elaborados e programados os
novos modelos matemáticos. Os resultados alcançados foram bas
tante animadores; tendo em vista os particulares intervalos
de aproximação tomados para cada uma das funções.

Como nossa pesquisa está vinculada principal
"'mente ao problema de precisão computacional nos resultados ,

apresentamos a seguir, uma tabela comparativa para análise do

erro relativo mãximo nos nossos testes, que chamamos EEC ,

com o erro relativo máximo da função de biblioteca do Compilg

dor FORTRAN IV do Sistema Operacional DOS/370, que chamaremos

Enos:
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Ressaltamos que os erros relativos máximos encontrados para
as funções aproximadas por frações contínuas de Thiele, fº
ram calculados em relação aos valores apresentados pelas fun

ções de biblioteca correspondentes; eananto que os erros
das funções de biblioteca foram extraídos de [13]. Salientª
mos ainda que; os mãximos erros relativos encontrados para as

Afunções, foram tomados de uma amostra de 1500 argumentos E

niformemente distribuídºs no intervalo em questão.
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8TT

INTERVALO DO ARGUMENTO

ERRO RELATIVO MAXIMO ERRO RELATIVO MAXIMO DA FUE

.IX'S 170

FUNÇÃO DA FUNÇÃO DE BIBLIQ çAo CALCULADA ATRAVÉS DE

TECA (EDOS) FRAÇÃO CONTINUA DE THIELE

(EFC)

TT

X $ 5 1.59*10'6 1.34*10'6
'

-5
_ " *

SENO % <|x|$10 º'69 10
. -4

, _ *
10< x s1oo 2'48 10

0 $x gTT - 8.90*10'6

COSENO' -10$x<0 e1T<X$10 - 7.63*1o'5

1o<|xl<100' - 4.97*1o"4

tangente de y,
ARCO-TANGENTE

7 J _6'

y 8 C-g,ã) 9.75*10ª 4.10f10
.. _ _7, _
TANGENTE HIPER [xls 0.54931 8.12*10 9.69*TO 6

. _7' _BOLICA o.54931<kms 5 5.74*10 v9.84*10 6

RAIZ QUADRADA ——
.

8.70*10"7 3.69*10“6
-6umMuHm m55x513 - &3r m

,

* _7 _EXPONENCIAL [Xls 1 4-65 10 1.73*1o 6

4.69*10'7 3.28*10'5



Constatamos então que a precisão nos resultados
é mais afetada principalmente quando trabalhamos com argumeª
tos não pertencentes ao intervalo considerado para a expansão
da função através de frações contínuas de Thiele.Isto deve—se

aos erros de arredondamento ocorridos durante a conversão de

argumentos. Mesmo assim, os resultados obtidos podem ser coª
siderados bons. Caso tivéssemos alcançado melhores resultados
teríamos estendido a pesquisa a outras funções matemáticas vi
sando 'o aprimoramento-da biblioteca de funções do Compilador
FORTRAN, ou seja, todas as funções possíveis seriam calculª
das através de probedimentos uniformes: utilização dasfrações
contínuas de Thiele.

Dando continuidade ã pesquisa proposta, analisª
mos o espaço da memória ocupado pelos nossos algoritmos. Era

esperado que os resultados apresentassem grandes diferenças
pois as funções de biblioteca do Compilador FORTRAN IV do Sis
tema Operacional DOS/370 encontram-se em linguagem de baixo
nível enquanto que as nossas funções foram .codificadas emliº
guagem de alto nível. A tabela a seguir, mostra a 'quantidade
de memória (bytes) utilizada para o cálculo das funções deseª.
volvidas através de frações contínuas de Thiele.

119



QUANTIDADE DE MEMÓRIA

DA FUNÇÃO DE BIBLIOTE

QUANTIDADE DE MEMÓRIA

DA FUNÇÃO DESENVOLVl
FUNÇÃO CA DO COMPILADOR Fog DAATRAVES DE FRAÇÃO

' TRAN IV (BYTES) CONTÍNUA DE THIELE.
(BYTES)

SENO 304 886

ÇOSENO 304 854

ARCO-TANGENTE 384 674

TANGENTBHIPEB
'

.

BÓLICA= 528 936

”RAIZ QUADRADA' 184 1218

LOGARÍTMO 288 1084

EXPONENCIAL 304 1348

Pretendiamos ainda nesta pesquisa, comparar o

tempo de processamento dos algoritmos propostos para as

ções matemáticas com os algoritmos integrantes do

fun
compilador

FORTRAN IV, mas como trabalhamos num sistema multi—usuãrio, o

tempo medido não refletiria a realidade.
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