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Resumo 

O objetivo desta tese é estudar algumas relações envolvendo polinômios orto-

gonais de Sobolev associados ao produto interno (f, g)s = fR  f(x)g(x)dio(x)+ 

f f'(x)g'(x)dji1  (x), onde /tO e jt são medidas especiais, de maneira que os 

resultados obtidos são simples e de fácil manipulação. A forma em que abor-

damos nossos estudos sobre estes polinômios, além de dar uma visão diferente 

do assunto, permite unificar os estudos considerados por diversos autores. 



Abstract 

The main purpose of this thesis is to study certain relations regarding or-

thogonal polynomials associated with the Sobolev inner product (f, g)s = 

j' f (x)g(x)dao(x) + j' f'(x)g'(x)dzi(x). The measures ío  and li, are chosen 

in order that the relations obtained are very simple and easy to manipulate. 

The new technique that we have employed to study the problem, appart from 

giving a different vision of this topic, permits us to unify the many known 

results and to obtain some new results. 
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Introdução 

Sejam dbk, k = O, 1, ..., N, medidas positivas na reta real li?, tendo suporte limitado 

ou não. Consideremos o espaço de H*.r(1R) das funções diferenciáveis até ordem N em 11? 

satisfazendo 

[f(k)(x)]2d(x) <00. 	 (1) 
k=O 

Tal espaço é chamado um espaço de Sobolev. Suponhamos que estas medidas sejam tais 

que o espaço dos polinômios JP é um subespaço de HN (iR). Consideremos JP com o 

produto interno 

= 	
IR 

p(k)(x)q(k)(x)d (x),  

k=O 

e norma associada QpF = ( p,p)s. 

p, q E P, (2)  

Os polinômios ortogonais com respeito a este produto interno são chamados polinômios 

ortogonais de Sobolev. Muitos autores vêm estudando estes polinômios, especialmente no 

caso em que N = 1. Neste caso, é usual escrever 

(p,q)s = (p, q) 0  + p', q') 1  = f p(x)q(x)do(x) + 
k fiz 

p'(x)q'(x)di(x) 

onde K > O. 

A motivação inicial para o estudo de polinômios ortogonais deste tipo surge na teoria 

de aproximação, mais precisamente no problema de aproximação por mínimos quadrados. 

Neste caso, uma função f e sua derivada f são aproximadas simultaneamente por um 

polinômio (x) de grau n que satisfaz 

II' - fII 	= infIlQ - fII 
QElP 

={ (ÍR
? [Q(x) - f(x)]2 dbo(x) + r.f[Q'(x) - f1(x)I2d (x)) }, 

(3)  
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onde JP é o espaço dos polinômios de uma variável com coeficientes complexos e P, o 

subespaço vetorial dos polinômios de grau menor ou igual a n. O polinômio é a melhor 

aproximação se, e somente se, 

(f — , Q)s=O, 	QE1P. 

Se {Q, i = 1,2,...n} é uma sequência de polinômios ortogonais com relação ao 

produto interno (3), então temos 

(x) 

onde a1, a2 , ..., a, são obtidas através da solução do sistema linear 

n 

n. 
i=1 

Assim 

(x) = 	Ê 
2 	

Q(x). 
j=1  

Portanto, para se obter a melhor aproximação deste tipo, é de grande interesse utilizar 

uma base de polinômios ortogonais de Sobolev. O problema de aproximação por mínimos 

quadrados a partir de polinômios ortogonais de Sobolev aparece inicialmente em 1947 em 

um trabalho de Lewis [271. 

A teoria de polinômios ortogonais de Sobolev é objeto de pesquisa de muitos autores, 

nos mais variados enfoques. 

Grande parte dos trabalhos envolve o chamado caso discreto, no qual são estudados 

polinômios ortogonais associados a produtos escalares de Sobolev da forma 

co  (f,g)s= ff(x)g(x)dp(x)+ ÍFtAG, 	 (4) 
JI 	 J_oo 

onde 1 é um intervalo real limitado ou não, z(x) é uma medida positiva contínua em 1, 

os vetores F e G são dados por 

	

Ft = (f (x), f'(x),  ... f'T(x)), 	Gt = (9 (x), g'(x), - •, 

a matriz A é simétrica e semi-definida positiva de dimensão (N + 1) x (N + 1) tal que 

A=(a)=(d1u), 0i,j1V, 
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e itij são medidas discretas. O caso em que a matriz A é diagonal foi estudado por Koekoek 

[22, 23, 24, 251, e generalizado por Meijer em [41]. Uma outra extensão dos trabalhos de 

Koekoek encontra-se em Alfaro, Marcelián, Rezola e Ronveaux [1]. Posteriormente, Pérez 

e Piiiar [47] realizaram um estudo completo a respeito dos zeros destes polinômios. 

Como um caso particular de (4), temos os polinômios de Sobolev associados ao pro-

duto interno 

V, OS = ín f(x)g(x)díz(x) + 

onde .À > O e c E iR, que foram estudados inicialmente por Marcelián e Ronveaux [33]. 

Alguns outros trabalhos envolvem polinômios associados a estes produtos internos, no que 

diz respeito a zeros, propriedades assintóticas, entre outras, são eles: Meijer [42], Durán 

[14], Marceilán, Pérez e Piíiar [29], Piíiar e Pérez [49], Marcelián e Vau Assche [34]. 

Piiíar [48] introduz os polinômios ortogonais em relação a 

(f,g)s = (u,fg) +)¼f'(c)g'(c), 

onde u é um funcional linear definido como (u,p) = I[p] (onde I[.] é visto na definição 

1.1), À é um número real não nulo e c e E. 

Kwon, Littlejohn, Lee e Yoo [26] introduziram os produtos escalares onde a primeira 

medida é discreta, ou seja, 

(f, g)s = f(c)g(c) 
+ f 

f'(x)g'(x)d(x). 
R 

O primeiro exemplo de produto escalar do tipo (3) foi dado por Althammer [4], onde 

são consideradas as medidas d o  (x) = d01  (x) = dx, no intervalo E = [-1, 1], com jç O. 

Ele denota por {P} os polinômios ortogonais associados a doo  (que são os polinômios 

de Legendre), por {Q} os polinômios ortogonais associados a (3) e encontra relações 

entre ambas as sequências de polinômios, uma fórmula do tipo Rodrigues para Q,, e 

ainda demonstra que estes polinômios possuem n zeros reais, simples e contidos em E. 

Mais tarde, Cohen [13] demonstra que os zeros de P_ 1  se entrelaçam com os de Q. Os 

trabalhos de Grõbner [17] e Schãfke [51] dão sequência a estes estudos. 

O trabalho de Schãfke e Wolf [52] trata do produto interno (2), considerando as medi-

das dipi  como sendo clássicas do mesmo tipo e impondo condições adicionais. Resultados 
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similares são obtidos por Brenner em [8] e [9], para o produto interno (3) no caso em que 

d'ibo(x) = d'1 (x) = e_xdx. 

Pérez, em sua tese de doutorado [46], estuda os chamados polinômios de Laguerre-

Sobolev (onde em (3) d'/'o(x) = db1 (x) = x xe dx, a> —1) e os polinômios Gegenbauer-

Sobolev (d o(x) = d01(x) = (1 - x2)' 1/2dx, a > —1/2). Nos dois casos são obtidas 

propriedades algébricas destes polinômios, bem como relações entre estes polinômios e os 

polinômios clássicos, de Laguerre e Gegenbauer, respectivamente. Nesta mesma tese são 

estudados os polinômios ortogonais de Sobolev associados ao produto interno da forma 

	

(p,q)s = (u,pq) + tç(ui ,p'q'), 	 (5) 

onde tc > 0, os funcionais u0 e u1 são serniclássicos (isto é, satisfazem D(Ou) = Ou, com 

grau(0) O e grau(b) ~ 1, onde D é a derivada) definidos positivos e estão relacionados 

da forma 

A(x)uo = B(x)ui, 

com A(x) e B(x), polinômios arbitrários. 

Um conceito mais geral, relacionado a polinômios ortogonais associados ao produto 

interno (3) foi investigado em [20], por Iserles, Koch, Norsett e Sanz-Serna Neste artigo 

os autores introduziram o conceito de par coerente de medidas da seguinte maneira: 

Sejam {p1tf'0} e {P, } as sequências de polinômios ortogonais mônicos (SPOM) associ-

ados às medidas positivas db0 e dm1, respectivamente, então {d'L'0, d&1 } é um par coerente 

se os polinômios estiverem relacionados da forma 

PZ' (x) 	1 '1(x) + pbo'(x)), 	> 0, 	 (6) 

onde {a} é uma sequência de números reais. 

Também foi provado em [20] que, se d,b0 e d',b1 formam um par coerente, então os 

polinômios ortogonais PnS associados ao produto interno (3), normalizados de maneira 

adequada, podem ser escritos como uma combinação linear dos polinômios P,°, de mo-

do que os coeficientes da combinação, exceto o que multiplica o termo de grau n, não 

dependem do grau do polinômio P,. 

Foi provado ainda que vale a seguinte relação no caso de polinômios ortogonais 
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mônicos 

P, 1(x) + a(k)P,(x) = P 1(x) + a P'0(x), n>0, 	 (7) 

onde 
(P.110' ' 	 ri 

piPo
) 

a, (n) 	> 1. 
- 

Estes coeficientes a,, (n) podem ser obtidos recursivamente por 

a(r.)= p 0+kfl2pi +a_1p1 —an_ian_i(I)p 1' 

Para o caso de medidas simétricas, Iseries et ai. [20] introduziram o conceito de par 

simetricamente coerente, de modo semelhante. 

Neste caso, as duas medidas simétricas d/'0 e db1 formam um par simetricamente 

coerente, se o polinômios envolvidos satisfazem a relação 

P111 1 (X) =
1(P(x) + a 1 P(x)), n > 1. 	 (8) 

També para este caso, são válidas propriedades semelhantes ao caso da coerência. 

Entre elas, vale a seguinte relação 

P, 1(x) + a_i(K)P_1(x) = P 1(x) + a_iP 1(x), n ~ 1, 
	(9) 

onde 
- (pio0 11 Pt 1)00  a_i(i)— (pSpS) 

Os coeficientes podem ser obtidos recursivamente pela expressão 

o 

a i (k) = 00 +a_1p1 +k(fl+1)2p1 Pn+ i 	 —a_1p1a_i(K)' 

n>1. 

n>1. 

O conceito de pares coerentes, graças às propriedades satisfeitas pelos polinômios, 

provou ser muito importante nos estudos de polinômios ortogonais de Sobolev, passando 

assim, a ser objeto de pesquisa de muitos autores. 

Em [10], Bruin e Meijer provaram que se {dtIo, d'1 } é um par coerente, então os 

polinômios PnS satisfazem uma relação de recorrência de quatro termos. 

Um trabalho subsequente de Meijer [36] traz resultados que relacionam às raízes dos 

polinômios de Sobolev com a coerência entre as medidas no produto interno (3). Foi 



provado que, quando {d,b0, d7&1 } é um par coerente de medidas com suporte em (a, b), 

então para K suficientemente grande e ri > 2, PnS tem ri zeros reais, distintos, entrelaçados 

com os zeros de P 1 e com os de P'±1 e, que no máximo um deles está fora de (a, b). Para 

o caso em que {d''o, d 1 } é um par simetricamente coerente (com suporte em (—a, a)), 

foi provado que P,,S tem pelo menos n - 2 zeros distintos em (—a, a). 

Notando a importância de se investigar em que condições {d 0, db1 } é um par coe-

rente, surgiram vários trabalhos nesse sentido. Marcelián e Petronilho [30] estudaram o 

problema considerando uO e u1 funcionais lineares quase definidos no espaço dos polinômios 

e as SPOM correspondentes satisfazendo a uma relação do tipo (6). Supondo que {P,'°} 

é uma SPOM, caracterizaram todas as sequências de polinômios ortogonais {P'} e to-

das as sequências compatíveis de parâmetros {a}. Resolveram, também, o problema 

análogo, supondo {P1 
} como sendo uma SPOM. Desse modo, resolveram o problema 

completamente para o caso em que um dos funcionais, u0, u1 é tomado como clássico, 

isto é, Hermite, Laguerre, Jacobi ou Bessel. 

Marcellán, Petronilho, Pérez e Pifíar [31] deduziram algumas condições sobre os fun-

cionais lineares no produto interno (5) para que se tenha um par coerente. Na verdade, 

mostraram que se {u0, ui } é um par coerente de funcionais lineares quase definidos, então 

ambos são semi-clássicos. 

Meijer [38] resolveu completamente o problema e determinou todos os pares coerentes 

{ d, d 1 } de medidas. Ele provou que pelo menos uma das medidas doo ou dij.' 1 deve ser 

clássica. 

Em [11], foi observado que os pares coerentes nos quais a segunda medida d]1'1 no 

produto interno (3) é clássica, são mais frequentes do que aqueles em que a primeira 

medida di,b0 é clássica; os autores estudaram a localização dos zeros e provaram que os n 

zeros de Pns estão entrelaçados com os zeros de PL1 (n ~ 2 ) para um par coerente em 

que d 1 é clássica. Este resultado não vaie para pares coerentes nos quais d/0 é clássica. 

Eles também provaram que para todo par coerente, os n - 1 pontos de máximo e mínimo 

de P!, se entrelaçam com os n - 1 zeros de P, 1 (ri > 2). 

Em [35] foi realizado um dos primeiros estudos assintóticos sobre os polinômios P.S em 

(3), onde dt,b0 e db1 tem suporte em [-1, 1] e formam um par coerente. Foi basicamente 
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provado que 

UM P
nS 	2 	= 	 

n_Y3p1bO(z) ço'(x) 

uniformente em subconjuntos compactos de \ [-1, 11, onde W(z) = z + -.,/z-2-  1 com 

,1z2 - 1 > O quando z > 1. Estudo similar é realizado em [32] onde d00  e d,b1  formam 

um par simetricamente coerente. 

Pan [43, 44, 451, estudou as propriedades assintóticas das funções racionais Pt" /P;f o,  

PIS/P"11, pS/piPo P.s+llPns  e a distribuição assintótica dos zeros de P, nos casos em 

que d'1  é uma medida de Jacobi ou de Laguerre, e db0  e d,b1  formam um par coerente. 

Alfaro, Martinez-Finkelstein e Rezola [3] consideraram Q,, como sendo o polinômio 

mônico de grau n que minimiza a norma 11q11 2  = 1 	f 1 q'I 2d i  na classe de todos 

os polinômios mônicos de grau ri. Supondo que {o &i} é um par coerente de medidas 

em [-1, 1] e que a sequência {À} é regularmente decrescente e satisfaz Um n',Xn = L e 
fl-3OO 

[0, +oo], são estudadas propriedades assintóticas de 	bem como o comportamento 

dos zeros destes polinômios. É mostrado que, em alguns casos, a sequência 	se 

comporta assintóticamente como uma sequência de polinômios ortogonais em relação a 

uma nova medida obtida como uma combinação de d?,b0  e doi . 

Meijer e Pifiar [39] estudaram os polinômios Pns  ortogonais em relação a (3) com 

{ do, db1 } sendo um par coerente onde d',b1  ou db0  é uma medida de Jacobi. Eles 

provaram que quando n - 00, PnS se comporta como um polinômio de Jacobi. Mei-

jer [40] realizou estudo semelhante para o caso em que dt,b0  ou d'i,b1  é uma medida de 

Laguerre. 

Em nossa pesquisa pudemos observar que, nos trabalhos mais recentes sobre polinômios 

de Sobolev associados a (3), sempre se supõe que as medidas formam um par coerente 

pois, neste caso, se obtém relações interessantes e simples. 

Nosso objetivo, neste trabalho, é de estudar os polinômios ortogonais de Sobolev 

dando uma abordagem diferente da que tem sido enfocada na literatura e, com isso, 

também obter resultados simples. 

Tratamos dos polinômios {P,' } e {P,2 } ortogonais em relação aos produtos internos 

(f, 9)s = (f, 9),p0+ 1 , + ,ç2(f', g'),,, 	 (10) 
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e 

U, OS, = V, 0.00 + (f',g'),ClO+K2,I. 

No caso (10), tomamos d 1 e dq51 como sendo medidas clássicas e d'çbo e d41 rela-

cionadas entre si por 

(1 + qx) do, (x) = d o (x), e 

(1 + qx2)dç5i(x) = do(x), no caso de medidas simétricas, 

No caso (11), tomamos db0 e d00 como sendo medidas clássicas, e consideramos db1 e 

dç o relacionadas por 

(1 + qx)dtbi(x) = dq5o(x), e 

(1 + qx2)d i (x) = dç5o(x), no caso de medidas simétricas. 

Nos dois casos teremos d 0 e d,b1 como sendo um par coerente (ou simetricamente 

coerente), e os polinômios de Sobolev satisfazendo 

P, 1(x) + aP'(x) = PIO 1(x) + d PIO (x), ri 0, i = 1, 2, ou 

P,Si 1(x) + a_iP!1(x) = P 1(x) + d_1P 1(x), n > 1, i = 1, 2, no caso simétrico. 

Observemos que tais relações são idênticas a (7) e (9), obtidas para pares coerentes 

e pares simetricamente coerentes, porém no nosso caso, não necessariamente as medidas 

no produto interno (3) formam um par coerente (ou simetricamente coerente). 

Obtemos formas recursivas simples para an e d, em termos dos coeficientes das 

relações de recorrência para os polinômios envolvidos. 

No caso (10), obtemos uma relação ainda mais simples da forma 

P 1(x) + aP(x) = P, 1(x), ri > 0, i = 1, 2, e 

P, 1(x) = P, 1(x), n ~ 1, i = 1,2, no caso simétrico. P, 1(x) + a_ 1  

Podemos observar que nosso trabalho abrange diversos outros anteriores, visto que 

escolhendo r., e '2 de modo adequado obtemos todos os produtos internos envolvendo 

medidas contínuas, já estudados. 
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Descrevemos, brevemente a seguir, os seis capítulos que compõem este trabalho. 

No Capítulo 1, apresentamos definições e resultados conhecidos a respeito dos poli-

nômios ortogonais, no que se refere a funcionais de momentos, relação de recorrência de 

três termos, polinômios clássicos e pares coerentes. 

No Capítulo 2, apresentamos um estudo sobre duas sequências de polinômios orto-

gonais mônicos associadas a medidas simétricas que são relacionadas pela expressão 

(1 +qx2)dçbi (x) = cd o(x). 	 (12) 

Vemos que o polinômio P,' pode ser obtido como uma combinação linear dos polinômios 

e P, 2. Obtemos igualdades que tornam possível escrever os coeficientes da relação 

da recorrência de P' em termos dos de P,'°, e vice-versa. 

No Capítulo 3, utilizamos os resultados sobre as medidas simétricas db0  e d&, 

relacionadas como em (12) por 

d,00  (x) = (1 +qx2)d j(x), 

e obtemos a relação (9), sendo que, neste caso, {P'} é a SPOM de Sobolev associada ao 

produto interno da forma 

(f,g)s1 = (f,g) ip. +ii(f,g)1 +i 2(f',g'),1 , 	 (13) 

onde ipi  é tal que nP, 1(x) = P,'(x). 

Do mesmo modo, consideramos as medidas d?,b0  e dç51  tais que 

d o  (x) = (1 + qx)d t (x), 

e obtemos a relação similar a (9). Neste caso {P2}  é a SPOM de Sobolev associada ao 

produto interno 

(f,g)s2 = (f,g) ,0 + 1(f',g')0 + tç2 (f',g )vi , 	 (14) 

com 00  tal que p'o'(x) = nP 1(x). 

Os resultados obtidos nos Capítulos 2 e 3, estão contidos no artigo [6]. 
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No Capítulo 4, realizamos um estudo semelhante ao do Capítulo 2, para medidas 

que não são simétricas e que se relacionam pela expressão 

(1 + qx)dq5i(x) = cdçbo(x). 	 (15) 

Vemos que é possível obter P,' em termos de 	e P, 1, e também obtemos ex- 

pressões que relacionam os coeficientes da relação de recorrência de P,° com os de P,. 

No Capítulo 5 usamos os resultados obtidos no Capítulo 4 no caso em que as medidas 

db0  e dçb1  são relacionadas por 

dbo(x) = (1 + qx) do, (x). 

Consideramos 01 tal que nP,'L1(x) = P"(x) e {P} a SPOM em relação ao produto 

interno (13). Obtemos a mesma relação (7). 

Do mesmo modo, obtemos a relação (7) quando consideramos as medidas dçbo  e d'i1b1  

tais que 

dçbo(x) = (1 + qx)d'çb1(x), 

e dtJ'0  tal que P0'(x) = nP 1 (x) e {P} a SPOM em relação (14). 

Finalmente, no Capítulo 6 apresentamos as conclusões do nosso trabalho e aponta-

mos possíveis pesquisas futuras sobre o tema aqui explorado. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Introdução 

Neste capítulo apresentaremos conceitos básicos necessários ao estudo de polinômios 

ortogonais padrão e polinômios ortogonais de Sobolev. Assim, estaremos introduzindo al-

gumas notações e apresentando uma síntese de resultados que serão usados no decorrer do 

trabalho. Alguns dos trabalhos que contém estes resultados são Chihara [12], Szegõ [54], 

Pérez [46] e Meijer [38]. 

Na Seção 1.2 apresentamos as definições de funcional de momentos de uma sequência 

de polinômios ortogonais, bem como a relação de recorrência de três termos que estes 

polinômios satisfazem. Esta relação e os coeficientes aO 
n e flt serão bastante utilizados 

para obter os resultados dos capítulos 2 e 4. Apresentamos também uma síntese sobre 

polinômios ortogonais clássicos contendo algumas das propriedades por eles satisfeitas. 

Tais polinômios, por satisfazerem propriedades interessantes, também serão muito utiliza-

dos nos capítulos 3 e 5 para obter resultados sobre certos produtos internos de Sobolev. 

Na Seção 1,3 apresentamos uma relação contendo todos os pares coerentes e pares si-

metricamente coerentes (definidos na Introdução deste trabalho), que foram determinados 

por Meijer [38]. 
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1.2 Funcionais de Momentos e Polinômios Ortogo-

nais 

Definição 1.1 Seja {n}fl>O  uma sequência de números complexos e 1 : JP —* C (isto 

é, p e JP I[p] e C) um funcional linear sobre C tal que 

I[x']=p, n=O,1..... 

Então I[.] é chamado "funcional de momentos" associado à sequência {jn}o• Para cada 

ri, j.i é chamado momento de ordem n de I[.]. 

Definição 1.2 Seja E C E. Um funcional I[.] é dito definido positivo se, e somente se, 

I[p(x)] > O, para qualquer polinômio p(x) não identicamente nulo em E. (Ao conjunto E 

chamamos suporte de I[.]). 

Vamos considerar o produto interno (•,•) dado por 

(f, 9) = '[f•gI, 

onde I[•] é um funcional definido positivo com suporte em (a, b). Dizemos que a sequência 

{P,,} é uma sequência de polinômios ortogonais (SPO) associados ao produto interno 

acima se 

(i) Pn  tem grau n; 

(ii) (P,, P,) = O parar s; 
	 (1.2) 

(iii) (Pr, PI) = PI- >0. 

Podemos considerar o funcional I[.] em (1.1) da seguinte forma 

b 

f(x)d(x). 

Aqui d(x) é chamada de distribuição positiva com suporte (a, b) e momentos 

/4 = J'' x'd(x), k = O, 1,2.....Neste caso, o produto interno (., •) em (1.1) será 

da forma 

(f,g)=(f,g)= [f(x)g(x)d(x). Ja b 
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Dizemos que a sequência de polinômios {P = P,} é ortogonal em relação a dçb(x), 

se {P} satifaz (1.2). 

Os polinômios ortogonais mônicos P,, n > O, satisfazem a relação de recorrência 

P 1(x) = (x - 	 - a 1P_1(x), 	n > 1, 	 (1.3) 

com P'(x) = 1 e P(x) = (x 
- 

3) (ver [12] e [541). Aqui os coeficientes únicos ao F1 e 

n > 1 são todos reais, onde a é arbitrário, e 

(xP - 	 ,P 
	 n~O, a 1 = 	  n>1 	(1.4) 

- (P,t,P' 	 (Pnt 1,P1) 

em particular, o a +1 > O, n > 1. 

Se O < b < 00 e se do é uma distribuição simétrica em [—b, b], então = O e 

finO = O, para n > 1. 

1.2.1 Polinômios Ortogonais Clássicos 

Os polinômios ortogonais clássicos são os polinômios associados a medidas clássicas, ou 

seja, medidas que satisfazem a uma equação diferencial do tipo Pearson, da forma 

- (x) 

«x) - 

onde W e p são polinômios, com grau(W) = 1 e grau(p) < 2. 

A relação anterior pode ser escrita da forma: 

(pçb)' = 	, com 0 (x) = (x) + p'(x). 

Existem várias caracterizações para os polinômios ortogonais clássicos. Algumas delas 

estão registradas no teorema seguinte. 

Teorema 1.1 Seja {P,} a sequência de polinômios ortogonais associada à medida posi-

tiva «x). As seguintes afirmações são equivalentes 

(i) P111 é uma sequência de polinômios clássicos, de modo que q5 satisfaz uma equação 

13 



corno em (1.5); 

(ii) P,t  satisfaz a fórmula de Rodrigues 

P.,  (x) =  
	 n > O, 

onde C é urna constante que depende de n. 

(iii) Para n > O, existe uma constante não nula An  e C tal que o polinômio P, satisfaz 

a equação diferencial de segunda ordem ([1): 

P(X)Y" + 'b(x)y' = 

(iv) A sequência de polinômios mônicos 

( Dd' 
J 'n+I  
n+1 

fl 

(ver [191) também é uma SPOM clássica do mesmo tipo que {P}. 

Daremos, agora, alguns resultados conhecidos sobre polinômios clássicos (na forma 

mônica), que serão usados no decorrer deste trabalho. Estas propriedades são encontradas 

em [54] e [12]. 

Polinômios de Hermite 

Os polinômios de Hermite são ortogonais em relação à medida dçb(x) = e_X 2  dx, no suporte 

(—co, co) e são dados explicitamente pela expressão 

[n/2] (_1)mn!(X)n_2m 

H-  (x) = 1 4-m! (n - 2m)L 
M=O 

Os polinômios em (1.5) são p(x) = 1 e (x) = —2x. 

A relação de recorrência de três termos satisfeita por estes polinômios é 

H 1(x) = xH0(x) - H, (x), n > 1, 

com Ho(x) = 1 e H1(x) = x. 

14 



p 	 é dado por 
.JFn! 

Pno -  2 

Eles satisfazem a equação diferencial 

- 2xy' + 2ny = O, 

e a relação diferencial 

= nH_i (x)
dx 

 

Temos a seguinte fórmula de Rodrigues 

H(x) 
2°dx' 

Polinômios de Laguerre 

Os polinômios de Laguerre são ortogonais em relação à medida dç(x) = xcze dx, a> 

no suporte [O, oo) e são dados explicitamente pela expressão 

L(x) = (-1)n! 	
(_1)m

( 
 n+a ) M.  

m! 
M=O 

Os polinômios em (1.5) são dados por p(x) = x e 0(x) = (a + 1) - x. 

A relação de recorrência de três termos satisfeita por estes polinômios é 

L 1(x)= (x _(2n+a+1))L(X)_fl(fl+a)L2i (x), n > 1, 

com Lr(x) = 1 e L(x) = x - a - 1. 

pInI = (La)  L) 5  é dado por 

p=I'(n+a+1)n!. 
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Eles safisfazem à equação diferencial de segunda ordem 

xy"+(a+l —x)y'+ny=O, 

e à relação diferencial 

_L(x) nL'(x). 

Temos, ainda, a seguinte fórmula de Rodrigues 

xeL(x) = (_1)n 
dn 

[x1e_x]. 
dx' 

Polinômios de Jacobi 

Os polinômios de Jacobi são ortogonais em relação à medida dçb(x) = (1— x)(1 +x)dx, 

a> —1, /3> —1 no suporte [-1, 1] e são dados explicitamente por 

= 
(2n+ a+fi ï'( n+a ( n+fi (x— 1)m(x+ i) - . 

n 	/ 	 m ) 

	

Os polinômios em (1.5) são p(x) = 1 - e 	= (/3 + a) - (a + /3 + 2)x. 

A relação de recorrência de três termos satisfeita por estes polinômios é 

0,2 - j32 
(x)= 	(2n+a+/3+2)(2n+a+fi)) (x + 
	

 

4n(n + a)(n + /3)(n + a + /3)  
(2n+a+fi - 1)(2n+a+fi)2(2n+a+fi+ l)' (x), 

comP"9 (x)1ei i (x)=x+ 	 

para n ~ 1, p - (P' , Pn') é dado por n  

2'nT(n+a+1)F(fl+í3+ 1)['(n+a+,8+1) 
['(2n+a+/3+2)['(2n+a+0+1 

Eles safisfazem à equação diferencial de segunda ordem 

(1 _x2)y+ +/3+2)X)Y'+1+0+1)Y0 
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e à relação diferencial 

= nP,t"'(x). 

Temos a seguinte fórmula de Rodrigues 

P11 	
- (-1)F(n + a +  (1 - x)(1 + 

X)-1
d 

[(1 - x)(1 + x)J. 
- F(2n+a+fi) 	 dxi' 

Quando a = /3 = O, ou seja, dq(x) = dx, tais polinômios são ditos de Legendre. Se 

a = /3 = - 	(dqb(x) = (1 - X 2)-1/2 dx),  temos os polinômios de Chebyshev de primeira 

espécie. Se a = /3 = 	(d(x) = (1 - x2)1/2dx), temos os polinômios de Chebyshev de 

segunda espécie. 

Finalmente, quando a = /3 = À - , À > -, são conhecidos por polinômios de 

Gegenbauer. Para esses polinômios a relação de recorrência se torna 

1 	n(n+2À-1) P
(")1  (x), n> 1, 

4(n+À)(n+À-1) 

com p (x) = 1 e P (x) = x. Temos, para os polinômios de Gegenbauer 

= (P,, p)) = 7r21 -2,\2 	n!L'(n + 2À)  
F(ri +A + 1)F(n +À) 

e 

Í_P(x) = nP7 '(x). 

1.3 Pares Coerentes e Pares Simetricamente Coer- 

entes 

De acordo com Meijer [381, relacionamos a seguir, todos os pares coerentes, isto é, 

todos os pares de medidas no produto interno (3), de modo que os polinômios associados 

a cada uma delas satifazem (6). 
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Caso Laguerre 

— (i) d,bo(x) = xae_xdx, d'01  satisfaz f F(x)d/ii(x) = 	- 	i --x' edx+MF(e), a> 

—1, 	M>0; 

(ii) d?bo(x) = (x - e)xa_le_xdx, d01(x) = xcze dx, 

onde < 0, a> 0; 

(iii) d'çbo  satisfaz j F(x)d'bo(x) = fõ  F(x)e dx + MF(0), d'/'i(x) = e_xdx, M > 0. 

Caso Jacobi 

(i) dtJ o(x) = (1 - x)'(1 + x)dx, d 1  satisfaz f'1 F(x)d01(x) = f1 F(x) j (1 - 

x)' 1(1 + x)dx + MF(1), a>-1, P>-1, 	M >— 0; 

(ii) d o(x) = Is - I(1 - x)''(1 + x)'dx, d 1(x) = (1 - x)(1 + x)dx, 

onde II> 1, a>0, /3>0; 

(iii) dil'o  satisfaz f' F(x)d o(x) = f' F(x)(1+x)'dx+MF(1), d t (x) = (1+x)dx, 

,8>'O, M>0; 

(iv) d/'o satisfaz f 1 F(x)do(x) = f' F(x)(1 - x)dx + MF(-1), d01(x) 

x)zdx, a> 0, M >— 0. 

Temos também, todos os pares simetricamente coerentes, isto é, todos os pares de 

medidas em que os polinômios associados satisfazem (8). 

Caso Hermite 

(1) d ,1,o(x)=e_x2dx, d01 (x)=:2- ;2dx, 

com 	0; 

18 



(ii) d?J'o(x) = (x2  + 2)e_x2 dx, d01(x) = e_x2 dx. 

Caso Gegenbauer 

(i) d?/'o(x) = (1 - x2)'dx, d j(x) = 	 

com a> O, 	O; 

(ii) dbo(x) = (1—x2)' 1dx, d'çb1  tal que f1 F(x)d'çbi(x) = f'1 F(x)dx+MF()+ 

MF(—), 

com a>O, I>1,M>—O. 

(iii) dJo(x) = (x2  + 2)(1 - x2)'dx, d01  (x) = (1 - 

a>O; 

(iv) dt/'o(x) = ( - x2)(1 - x2)''dx, d01 (x) = (1 - x2)adx, 

com a> O, KI > 1; 

(v) dib0  satisfaz f'1 F(x)d o(x) = f' 1 F(x)dx+ MF(1) + MF(-1), dbi (x) = dx, 

M>O. 
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Capítulo 2 

Medidas Simétricas Relacionadas 

2.1 Introdução 

Neste capítulo, apresentamos uma série de resultados sobre as sequências de polinômios 

ortogonais associados a duas medidas simétricas que satisfazem uma certa relação entre si. 

Para isso definimos uma sequência de constantes 4 que são usadas para obter polinômios 

de uma das sequências, em termos dos polinômios da outra sequência. Os resultados 

principais estão resumidos no Teorema 2.4. 

Sejam d00  e dçbi  duas distribuições simétricas, definidas sobre o mesmo suporte E Ç 

[—b, b], que satisfazem 

d&(x) = 1 	
(2.1) 

Aqui q pode ser qualquer valor real tal que 1 + qx2  não muda de sinal em E. A constante 

c pode ser arbitrária de modo que (1 + qx2)/c seja não negativo em E. Se escolhermos 

como sendo 

c(q) = (p' + q41)  - fb( 1  + qx2)d(x) 

I4I 	- 	fdbi(x) 
ti 00 c dçto(x) 
	 00 (x) = 

	/10  

= 	f c(1 + qx2)' 	f b (1 + qx2)_1do(x)' 

então 
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=

PO 
o 
	fb (1 +x2)1() 

= 	 I

b 

+qx2)dqi(x) 
—b 	C 	 U0 ±qz2 	b 

01 	 b 

Po  
= b 	 f b 

(1+qx2)d j(x) = 4t. 

fb(1 + qx2)dq i (x) 

	

Temos que 1+qz2 
= O se, e somente se, x = 	 Assim, como as distribuições são 

definidas em [—b, b], qualquer valor de q tal que q> —1/b2 pode ser admitido (pois, neste 

caso =I > b). Além disso, se o suporte destas distribuições estão em [—b, —a] U [a, b], 

onde O < a <b, então pode-se considerar também valores de q tais que q < —1/a2 (aqui, 

\/1< a) 

Uma questão interessante: Conhecidas informações sobre os polinômios ortogonais as-

sociados a uma das distribuições, o que se pode dizer a respeito dos polinômios ortogonais 

associados a outra distribuição? 

Em 1930 	Geronimus 	[15] 	considera 	o 	par, 	definido 	em 	[-1, 1], 	onde 

d o(x) = (1 - x2)1/2dx, e mostra por exemplo que 

P (x) = 2 [T(X) + 	
/1 + q 	

u2(x)1 
1+1+q 

e que = 
3. 	T e U são os polinômios de Chebyshev de A qui 

' 	~ 2(1+1+q) 

primeira e segunda espécie de grau n, respectivamente. 

Novamente com b = 1, em 1966 Griiíspun [16] estudou os polinômios associados a 

d i (x) quando dç o(x) = (1 - x2) 1/2dx, onde ele mostrou que 

P'(x) = 2' [Tn (x + 1:T: Tfl _2(x)] 

i_ 1 	'i_ ../rF a=1 
equea2 — rR7r' 3 	2(1+V1T)' n 	4 ,n~ 4. 

De um modo mais geral, Szegô [53] em 1921 e Bernstein [5] em 1932 (ver também 

Szegõ [541) estudaram os polinômios ortogonais associados às distribuições 

d0(x) = [v(x)]'(l - x2) 1/2dx, onde v(x) é um polinômio. Um estudo muito anteri-

or sobre polinômios correspondendo a distribuições relacionadas foi feito por Christoffel 

em 1858 (ver [54, p.30]), que deu origem à famosa fórmula de Christoffel. 

No caso da relação (2.1), onde dj51 e d00 são quaisquer distribuições relacionadas, o 

seguinte resultado foi provado em [50]. 
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Se q> 0, então associada a dq 1  e d00  existe uma sequência de números reais {t}, com 

= 1, tal que 

(e - 1)(4_i + 1) = 4qa f1, V. - 1)(e 	+ 1) = 4q 00  a 1 , 	para n > 1. 

A prova deste resultado dada em [50] foi obtida associando polinômios ortogonais simétricos 

aos L-polinômios ortogonais simétricos inversos. Os L-polinômios foram introduzidos por 

Jones, Thron e Waadeland em [21]. Aqui provaremos que este resultado vale para qual-

quer valor admissível de q de tal modo que d01  e dçbo  são distribuições válidas. Faremos 

isso determinando algumas expressões explícitas para £, em termos de {a4"} e {a0} 

2.2 Algumas Identidades 

É claro, a partir de (2.1) que 

CA 050 
	

fb 

b x'(1  + qx2) 	
b 	 b

= c dq 1(x) = 
fb 

xzdç5i(x) +qfb x 2dq5t (x) = j4' + 
 C   

	

para n > 0. Denotemos a'= 01  e af° = c,0. Portanto, como 	= j4/j4, temos 

øi 	
01 	O 	I 	O 	l 

qaa 	
/22 	1 

= qt2  = cj:L0 - /20 = a1  - a1  1 	01 o 
/20 

Expressando P, como uma combinação linear de P°, r = 0, 1,••• , n da forma 

[n/2] 
00 = P,O + 	dn2rP2r, 

e usando as propriedades de ortogonalidade no produto interno 

/ 	[n/2] 

(P 	, 	= (\ PO + 	dn_2rP,2r, 12k) 
00 	= dfl_2k(P,2k, -2k) 

 
4'O' 

	

r=1 	 4o 

para 1 < k < [n/2] obtemos 

= 
d -_2k = /pIlO PO ) 	(p4o p4'O \ n-2k' - 	 n-2k' n_2k)O 

Portanto 

 

1 <k < [n/2]. 

 

d_2k = 0, 2 k < [n/2] 
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e 
- q(P,',F,) 1 

n-2 /7JO Dl'O\ 
C\1 n-2' 1 n-2/dO 

Assim, 

P'(x) = po(x) +d_2P, 2(x), n> 2, 

onde 
qp4)1 

dn- 	n , n> 2, 
cpn-2 

com At = 

Registramos aqui, algumas identidades que relacionam os coeficientes das relações de 

recorrência (1.3) para os polinômios p4O e P,", e os coeficientes d em (2.2). 

Em primeiro lugar, temos as seguintes relações de recorrência para d. 

Teorema 2.1 Sejam dq o e dçbi medidas satisfazendo (2.1). Então os coeficientes d na 

relação (2.2) satisfazem 

e 
- 00 	01 d_1 - d - _2 	a+1 - n > 21 	 (2.5) 

4o 	01 
com do 

- 	 - — 	—a2 -  
Ct~o 

Prova: De (1.4) temos 

então 

d 	
= qaosl 1a'•• 	1 1 	a 1a' • 

ca0 a4 
	 = q 	  _2 	4,0 	40 	4'o 40 

- n-2 	a2 /i 	anl 	a2 al 

n > 2. 	(2.6) 

A partir disto, a relação (2.4) e a primeira expressão para d0 são evidentes. Para obter o 

restante, primeiro temos de (2.2) e da relação de recorrência (1.3) para {Po} que 

P' (x) = p4o()+ 
d_2

4 [Xpn~0-1(X) — Pn"O (X] 
a 

r d_21 

Li 	
_- -I 

P
00 	

0(x)+2xP1(x), 
aJ 

n>2. 

(2.2) 

(2.3) 

d_1 -
01 

 	n > 2, 	 (2.4) 
00 d_2 an  
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Usando esta relação e (2.2) na relação de recorrência (1.3) para {P'} temos 

P, 1(x) = xP'(x)—a 1P11(x) 

P 1(x)+ d 1 P 1  = x[P0 + d_2P 2] - a {[i 
d31 	+ d30 

an_1J 

Pto 	= xP°(x) - Icei - d n-3 	

00 	 100 
	x 

01 
' 	dflll P1(x) + 

a_1  

+ [d 	

ai  
n-2 - d_3 	P 2(x), 

a_1 j 
n>3. 

Portanto, a partir de (2.4) 

P 1  (x) = xP,°(x) - [ai - d_3_2 + d_ 1 ] P, 1  (x) + x [d_2 - d_3 i] P, 2(x) 

= --P O  (X) - [af 01 l  - d_2  +d_ 1 ] P, 1(x), ri > 3, 

o que leva a (2.5) para ri > 3. De modo similar, como P' (x) = P011  (x) = 1 e P,"' (x) = 

Pr(x) = x , então 

= X2 00 - e 
pbi = - cd'. 

Portanto, de (2.2), temos 
x2 _c41  = x2 _ a 0+do  

o que implica d0  = c4°  - a'. Temos ainda, que 

e 

= x3 - ° + (a  

De (2.2) 

- (a' + a051 )X = - (c4°  + a '° )x + di x 

Como a° -c4' = d0  ternos que (2.5) é válida para n = 2. Isso completa a prova do 

teorema. • 

Teorema 2.2 Sejam d40  e dçt j  medidas satisfazendo (2.1), então 

(c4' - do)a 0 = a3 al  01 451 (41 - d j)a° = 
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e 
01 (a 2  -dl-1)a  = a.2  (a' - d_3), n > 3. 

Consequentemente 

	

(
oR 

	

	 004)o01 	01 	01 a+1 - d2_2)a2 _l  a3 a1  = a+1a_1 	aa', 

	

n > 1. 	(2.7) 

( 	01 	01 	01 01 

	

a+2 - d2 _i )a01 	4)° 	4)0 4'D = a+2a 	• 2n"4 a2 a4 a2  

	

01 	4)1 4)i_ 4)o 	4)i Prova: Como d0 = qa 1 c4I 	0  e 	qa2  a1  - a1  - a1  a/a 	 , segue que 

	

(c4' - 	- a3  [a1  - qa2  a1  - 	a1  - a1  + a) = a' a. do)a4)° 	4)I 4)0 	45 4)1] a4)I( 4)0 	4)0 

Como dic4' = doa' e d0  = a° - a', segue também que 

	

(a' - di)a0 = a' (a0 - de, 	 01 01 .  ) = 

Agora, por (2.4), d_1a° = dol _2a 2. Então, para n > 3, temos 

(a2 - d_1)a0 = a2(a° - d_2). 

Por (2.5), d_2  = a0 - a'+ d_3, portanto 

(a2 - d_i)a 01 
0  = a.2(a 0  - a0 + a - d_3) a 2(a' - d_3). 

Comprovando a primeira parte do teorema. Mas 

(a 1  - d2 -2)a 1410  
	a 1 (a_1  - d201 	01 	_4), 

e portanto 

(a 1  - d2 _ 2) 01 	 4)o 	4)o - a 	1a_1(a_3  01 	01 
	- d2 _6). a2 _ 1a2 _3  - 

Fazendo sucessivamente, obtemos 

(a+i - d2_2)a4)° 	4)o 	4)o 	a1a_1...a461 	01 	g" ( a' - d0) 

Como (c4' - d0) 
	

= a01 a01, temos que a primeira relação de (2.7) é válida. 

Procedendo de modo análogo, obtemos a segunda relação de (2.7). O que demonstra 

o teorema. 
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Agora definimos a sequência de números reais {4} tal que 

£=l, (€i -1)=2qc4', (€2 - 1) = 2qa 1 c4' 1 /a 0 

e 

an 

	

00 
	—1), n>2, 	 (2.8) 

então, 
(€+ - 1) - a2 

- n~ 2. 
(4, 	,1 1-1) - 	 - a 

Daí, 

e portanto, 

(€+ - 1)(€ - 1) 
d_1 

= 	—(4,_ 1- 1)(e..2 - 1) 
d_2 
d....1 

= 
d0 

- 1)(t - 1) = 4qd_i, n > 1. 	 (2.9) 

Podemos agora provar o seguinte resultado, que fornece fórmulas explícitas para se obter 

e 	ern termos dos coeficientes das relações de recorrência para P,° e P". 

Teorema 2.3 Sejam dqo e d 1 medidas satisfazendo (2.1), então os elementos da se-

quência {€} definida por (2.8) satisfazem, para n > 1, 

íi7 	 451 	4)1 	4'l 4)1 
2n+1 - 1) 	a2+2a2 	(4 a2 

2 	
- q 	

. 4)0 	' a2 	a4 a2 

fg 
2n - '1 

4)1 	d'i a2+1a2_1 4)1 	051 a3 a1 

(€2 

2 

+ 1) 

- q
00 a2 _1 

4'o 	4)0 
- a2 a2 _2 

4)o 	4)0 a3 a1 

4)0 • a2 

(2.10) 

(2.11) 
2 a2na2n -2 'a2  

e 

4)0 	4)0 	4)0 
(€2n_1 + 1) - a20_1a2 _3 	a1 

2 	- a_1a_3 . .. a''' i 

Prova: Por (2.8), temos 

101 
(€2n+1 - 1) 

= 42 
( 	

a 2a 	a' 	- a +2c01 4,!» . 4"a' 2q 
-' - 1) = 	  

a2 	 '°_ 	00 aa n 2 	a2 	- 	 aa  00  _4)° 2n 22 

e 

01 	01 

 

01 

 

01 

 

	

(t2fl - 1) 
— a1 

(€2n 2 - 1) = 
a4)1 	 a ' 	 a1a_1 • c4' ao' 2q 

— 	- 

	 (€2 — 1) = 	4)0 	4)0 	4)0 

	

a2fl_1a2fl_3 ...a300 	4,0 
	 a2 _ 1a2 _3 •a3 
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Por (2.9) 

(2n+1 - 1)(e20 - 1) = 4qd2 _ 1, 

o que implica que 
(t21 - 1) - qd21 
	 n~2 2 	- (t2-1)  

2 

Por (2.5) 

- 	 4)1 	d '2n-1 - a2+1 - a2 	-r U+1 	2n_2, 

assim, 
£2n+1 - 1 - q[a 1 - a 1 + d2 _2 } 

>1. 
2 	- 	 (12fl-1)/2 

Portanto de (2.10), temos 

(€2n+1 - 1) 	q[a 1 - a 1 + d2_2]a4)°_ 	'to 4)o 
2n1 	a3 a1 

2 	- 	 q 4Ii+iai .. . ao] 01 

00 	4)0 00 	r 	4)1 1 4)0 	00 4)0 
- a2+1a2_ 1 .. 	 i Lu2n2 - a2n+lJa2n_1 	a3 a1 
- 0101 	 01 	01 	4)1 	' 	- 

a2n+la2n..1 	a1 	a2+1a21 	a3 a1 

Por (2.7), como o segundo termo do lado direito pode ser identificado como -1, obtemos o 

resultado para (t21 + 1)/2, n > 1. Do mesmo modo, o resultado para (€2n + 1)/2, TI > 1 

é também obtido. Como os resultados para (€ + 1)/2 e (€2 +1)/2 são também verificados 

facilmente, o teorema está provado. • 

A partir de (2.10) e (2.11), obtemos 

01 	01 	 4), 	0000 	4)0 

(£2fl - 1)(€2fl_ 1 + 1) = 2q  2n+12n1 	c4'  a1 2a2 _1a2 _3 a 
	 = 4qa 1 

4)0 	 a 	a a_1 _3 ••' a3 a1 

e 
4)1 	4)o 4)o 	4)0 

xkl 
(€2n+1 - 1)(€2fl + 1) = 2 a +2a• a a2 	 a2 

= 4qa 2. q 	4o 4)o 2 
01 01 	os, a2 	a4 a2 	aa_2 

Analogamente, obtemos que 

(t2fl - 1)(€2fl+1 + 1) = 4qa 1 
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e 

d_1  = d_ 1(q) = --(4 - 1)(t +1  - 1), 	n > 1, 
4q 

(2.13) 

e 
00 

(2n+1 - 1)(t2+2  ± 1) = 4qa 2. 

Resumindo as observações anteriores, temos o seguinte resultado que relaciona os 

coeficientes das relações de recorrência entre os polinômios associados as duas distribuições 

relacionadas por (2.1). 

Teorema 2.4 Sejam duas distribuições simétricas dçb0  e d 1  que satisfazem 

d01(x) = 	C 
1 
 +qx20 

existe uma sequência de números reais {t = £n(q)} tal que 

øi1 - - a+ 	
4q 

V. - 1)(t_ + 1), 00 - ---(4 - 1 a +1  - 4q 	
)(4+  + 1), ri > 1 	(2.12) 

com Lo = 1 e L I  = 1 +2qc4'. 

Este resultado será utilizado capítulo seguinte, para obter relações envolvendo certos 

polinômios de Sobolev. 
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Capítulo 3 

Medidas Simétricas Relacionadas e 

os Polinômios de Sobolev 

3.1 Introdução 

Neste capítulo estudamos os polinômios de Sobolev PSi ,, i = 1,2 ortogonais em relação 

aos produtos internos 

(f, 9) S, = (f, g),,0+ 11 + l2(f'1 9
1
)01, 

e 

(f, 9)S2 = (f, g) + (f',g')1+2 ,1, 

onde todas as medidas envolvidas são simétricas e i, K2 ~ O. 

Na Seção 3.2 estudamos (f, )s1, no caso em que 

d o(x) = (1 + qx2)dç 1(x) e 
dP.111 
	 = nPL1(x), 

dx 

e na Seção 3.3 consideramos 	g) s, no caso em que 

dq o(x) = (1+ qx2)d 1 (x) e 
dP°(x) 

= nP 1 (x). 
dx 

Nos dois casos obtemos os resultados particulares para as famílias de medidas simétricas 

clássicas Hermite e Gegenbauer. 
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3.2 Produto Interno Si  

Sejam dçb1  e d'J..'1 medidas simétricas clássicas tais que os polinômios ortogonais mônicos 

associados satisfazem P1111'  (x) = nP,',1'±1  (x), n > 1 e d'i,b0  tal que 

d00(x) = (1 + qx2)dq5i (x). 

Então de (2.2) temos, 

P'(x) = p?bo(x) + d_2(q) Pt-  2(x), n>2 

e derivando esta expressão, obtemos 

P1(x) = 1  plPo'(x) + dfl (q),01() 	
n>2 

Os coeficientes 4(q) são obtidos como em (2.13). 

Consideremos os polinômios P,' ortogonais em relação ao produto interno de Sobolev 

(f,g)s = (f,g) ,0 + i i (f,g)s, + ' 2(f',9'),p1, n > 1. 

Expandindo P, 1  (x) = P 1  (x)+d_i(q)P0  (x) como uma combinação linear dos polinômios 

P' da seguinte forma 
rfl] 

P

OI 	SI 

1(x) = pi(x)+cn_2r+iP:L2r+i(x) 

e considerando o produto interno 

/pçbi pSi \ 	 (pSi 	
P,L2r+i)5i, \ n+1' n-2r+1/Si = Cn_2r+1 n-2r+1' 

obtemos 

(P,i,Py!2r+i)gi 	 [i. Cn_2r+1 = /pSi 	pSi 	
, 1 <  

	

\ n-2r+1' fl_2r-fI)SI 	
- 2 

Por outro lado, 

(P 11  P'2r+i)1 = (P"°n+1 	- n— + d, 1F' 1' pn-2r+1 	1
Si 	

), + (Pn+41, 1 L2r+i)*i + 

k2((n+ 1)P 1 ,P1 r+1) i , 1 < r < []. 
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n> -1. 
pMn 	d, 1 p;' - d 1 	1 

1 	4'! 
i1 = 	 q a +4a +3 Pfl+1 

Assim, 

e para r = 1 obtemos 

ID 
n+t'

1 
pn-
Si 
2r+1 )s1 = O, 2<r<  [ 

n
•] \1  

(P, 1,PL1)g =d - IPt' P,'°1),0. n 1\ n-1' 

Portanto, 

P, 1(x) = P, 1 (x) + d_iP, 1(x) = P41(x) - afl_i(q, ri, k2)P 1(x), n > 1, (3.1) 

onde 
\2 n-1'

O 	

n~ 
P, ),Po ID'P 1

1. an_t(q,!i,?2) = —dfl _1(q) (
1 n

51 
P,'1)51 1 

Expandindo (P',P')SI , para  > 2 e considerando a,, = an(q,kl,K2) e dn = d_i (q), 

de (3.1) obtemos 

(P!', 
pSi 

Desse modo, 

-
d 	

n>1. 
+{d 12 O rcon11  P+i 	n-' P-  i 

Por (2.3), p_i - q ,,_, ,ri > 1, e portanto 

= 	 —d +1 p 1 

P-i + d_1qp 1 + 	+ r-2 (n + 1)2p1 + qp 1a_i 

Dividindo numerador e denominador por 	obtemos 

—d 1 
= 01 	 0 4,' 

1 +d_iqL +i -' +,2(n+ 1)2  '' ±qLan_i 
Pn+' 	 P,+i 	Pn4-J 

o 
Sabemos por (1.4) que p1 =  	

~ —1. Além disso, por (2.3), p
'P
+i 

n+4n+3 

n > —1. Logo, 

= (PiO + d_2P, 2 + a_2P'!2, P,)s1 

= (PO + d_2P'° -2 2 n P° ± d - P 2 + a 2P 2) i3O + 

P, 1)#1 + i2(nP,'L1, PnS 

= pO + d_2p 2 + a 2d_2p 2 + KLp' + -11 

n>1. 
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p °  + 	+ '2P' - qc41a1 + t 1d1(q) + 
PI 

Logo, 
01 _dipro 	- 	—di (q)qc4'a  

a1  = 

Para n = O 

= (1,1) S, = (1,1),0 +tc1(1,1), =p+kip ' . 

Desse modo 
_ do (q)p'O - —qdo(q)c4'c4' /l, 2) = p 	- O 

 + 	qa1a1 + r.,do(q) 

Para n = 1 

- = (x,x)S1  = (x,x) 0 +t1(x,x), +i 2(1,1) 1  —Pi  +KiP +k2p'. 

Por (2.13) 

d1(q)= 	- 1)(€ +  —1) = 1 
(€ -  1) (+' —1) 

4q 	 q 2 	2 

Assim d_1  (q) = q 

De (2.12) 

Logo 

01 	1 (4 -  1) (t_ 1) 
an+1q 2 2 

l=l(q) = 
41 	01 - qa 1  

£n_I+1  - t_i-1+2  
2 	2 

051 
q+1 

   

n-1 + 

Também por (2.12) temos 

rVIPO- 1(4_1)(€+1+1)1(t-1)(€+i-1+2) 

Assim, Én+i 

= 
q 

- 	 - 

- qa1 1 -  
1. (0 

Como £ I  = 1 + 2qc4', então 

i, (q)= 	- 1 = qa'. 

Assim, temos o seguinte resultado. 

1lJ,+i, onde i. = 
2 

- - 	- 
q 2 	2 	q 2 	2 
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Teorema 3.1 Sejam dqi e d 1 medidas clássicas simétricas e tais que os polinômios 

ortogonais mônicos associados {P'} e {P,} satisfazem P,'(x) = nP,1'± 1(x), n >— 1. 

Seja a medida d'0 dada por 

d'J0 = (1 + qx2)dq51(x). 	 (3.2) 

Então o polinômio ortogonal mônico {P,1 
} associado ao produto interno 

(f,g)51 = (f,Y)t'O-1-KII + '2(f',9')i, 

satisfaz P'o (x) = P'0110 (x) = 1, PIS, (x) = PI" 
(X) = 

P 1(x) - a_i(q, r- 1, k2)P, 1 (x) = P, 1 (x) + d_1(q)P 1(x), ri > 1. 

Os coeficientes a,, (q, ', , 2) podem ser obtidos por 

a1(q,!1,I2) = 

—qa 3a 4d 1 (q) 

qa 3c 4 + d i (q) 	+ (n+ 1)24_,ç2 + qd_1 (q) + qa(q,Il,k2) 

para n > 1, onde 

—d0 (q)qa a" 
/çi , k2) 

= q4c4' + do(q)i j 

—d1 (q)qc4' c4'  
al(q,/1,2) 

= qc41c41 	+d1(q)[i ± (p/p')k2] 

Os coeficientes 4(q) satisfazem 

d0_1(q) = q_t(q)1(q), 	n > 1, 

01 00 

onde (q) = —1 + n-i 
= 	

n ~ 2 e 11 (q) = qa. Aqui, q, ii e 	são tais 
l(q) 	E_(q)+1' 

que d 0 é uma medida positiva e tais que o produto interno Si é definido positivo (ou 

negativo). 

Como um caso particular deste teorema temos os resultados associados com a medida de 

Hermite. Aqui consideramos d01(x) = d1(x) = e_x2dx e d'4'o(x) = (1 + qx2)d(x) = 

(1 + qx2)e_x2 dx, para qualquer q O. Então P' (x) = H. (x) (os polinômios de Hermite 

na forma mônica) e a 	= n/2 e 	= 2/(n + 1). Assim, 
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Corolário 3.1.1 Dado o produto interno 

(f, y)irs1 = (f, 9)HS1(q,K1,,c2) 

	00 	

=
f(x)g(x)(1 + r., + qx )e x2 dx + 

+21 
 00 
00 

 f'(x)g'(x)e2dx, 

onde q > 0, então os polinômios ortogonais associados pu81 satisfazem 

PUS1(x) = 1, Pi!fSI(x) = x 

P 	- a'(x) 	s' _1 (q, ,  

IIS1 
- a_1 (q, 

= 

= 

H 1 (x) 

P 1(x) + d'L1(q)P1(x), n > 1. 

Aqui d '!1(0) - a_1HS1 ,tc1 , (0k2), n ~ 1, a1S1(0,0,0) = 0, n > O e para q O tem-se -  

fS1 a 	(q,kl,k2) = 

—q(n + 2)(n + 3)d 1(q)  

q(n + 2)(n + 3) + 4d 1(q) [pci + 2(n + 1)k2 + qd'. 1(q) + 	(q, 'ti, 

para n > 1, onde 

q ± 2d" (q)ti' 

—3qd(q) 	 
HSI(q i1,t2) = a1 	, 	

3q + 2d" (q))[tci + 2, 21 

Os coeficientes d' (q) satisfazem 

d' 1(q) = q'(q)l+i(q), 	ri > 1, 

onde ln(q)
=  qnJ2 	n> 2 e li(q) = q/2. 

i-l_i(q)' - 

Aqui, K1 e K2 SO tais que ,ç2 > O e, se q > O, então 1 + k1 ~ O e se q = 0, então 

Observe que a relação 	(x) - a (q, ', '2)F
Jis
' (x) 	H +1(x) é mais simples 

do que a relação (9) obtida para pares simetricamente coerentes de medidas, visto que 

escrevemos os polinômios de Sobolev em termos de um só polinômio ao invés de dois 

(como em (9)). 

11S 	 —qd" (q) i 
a0 	çq,iç1,,2j = 
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Se r,, 	—1, então podemos escrever o produto interno (f, g)jrs, da seguinte forma 

(1 +
fw 	 + 

~I (ii 	q  X2 ex2dX + 

+ 	
J 

ft(x)d(x)e_x2dx] 
1+k1 

Assim, para n, 	1, os produtos internos (f, )s1 	e (f, g)Iisj(,o,k2), onde = 

e t2   estão relacionados à mesma sequência de polinômios ortogonais. Portanto, 

para í, bastarri duas escolhas íÇ = O e K1 = —1 para obter todas a possibilidades para o 

produto interno no Corolário 3.1.1. 

Além disso, temos 

< f,9 >llSi(q,ci,tc) 

íf0 1+ 
= 	31 	K1 + x e 2 f(x)g(x)dx + 	f fI(x)g1(x)e 2 dx ] = 

L. 	q 	) 	 qj_00 

1 	1 - q + t1 	2" _.,.2 

=q [ '

1-'OC 
(1+ 	 +x ) e 	 f'(x)g'(x)e -  

	

q 	/ 	 q 00 J_ 

q < f,g > 11S1 
\ 	q 	q ) 

Assim 

lfSi(1, 1— q , 2 
a ,1[S1 (q O) ,ç2) = a1 	 q 	q ) e 

Portanto, fazendo q = 1, Ki = 	e k2 = 

a' 	(q, —1, fr2) = a[ ' (1 —1, 
12) 

FTs1 
a+1 (q, O, k2) 

— q(n + 2) (TL + 3)d 1(1)  

q(n + 2)(n + 3) + 4d 1 (1){1 - q + 2(n + 1)k2 + qdL1 (1) + qa 	(q, O, ,ç2)] 

—qd"(1) 

q+2(1 —q)d"(1)' 

—3qd" (1)  

3q±2d11(1)[1 - q+2tt2] 

e fazendo q = 1, içi = —1 e ,ç2 
= q 

lis, ( 
aT 1 q, —1, K2) 

—q(n + 2)(n + 3)d111 1(1) 

q(n + 2)(n + 3) ± 4d" (1){2(ri + 1)i2 - q ± qd'±1(1) + qa(q, r, 4-1 

—d" (1) 

1— 2d"(1) 

—3qd" (1)  

3q + 2d1(1)[2t2 - q] • 

(f,g)TIS, 

2 

'is' 
a0 	(q, O) '2) 

'is' a1 	(q,O,, 2) 

a 5'  

!iS 
a1 	i4iq, —1,k2) = 
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Vemos, então, que todos os cálculos podem ser feitos a partir da sequência {d' (1)}. 

Agora, um outro caso particular do Teorema 3.1 é o que está associado com os 

polinômios de Gegenbauer. Aqui, tomamos d&,(x) = (1 - x2) 1/2dx, d01 (x) = (1 - 

x2)'/2dx e d o(x) = (1 + qx2)(1 - x2) 1/2dx, para todo q 	1. Então P," = PI (os 

polinômios de Gegenbauer mônicos de parâmetro .À > ), aFl 
01 

= 
)) 

= 
1  n(n+2À-1) 

(n-4-À)(+À-1)

pn01/ 01

e 

(À+1) (À) 

	

í 	/p+ 	(n + 2À + 1)/(n + 1). Portanto segue o corolário, 

Corolário 3.1.2 Dado o produto interno 

(f,g)Gsi = (f,g)Gsi(g,i,2) = (f,g)00+11 + I2(f',Ao, 
ri 	 ri 

	

= 	j
f(x)g(x)(1 + r., + qx)(1 - x2) 1/2dx + ,2 j f'(x)g'(x)(1 - x2) 112dx, 

-1 	 -i 

onde q > —1, então os polinômios ortogonais associados pGSi (x) satisfazem 

pGS1 (x) = 1, pGS1 (x) = 

100 1:1' (x) 	
GS1 ( 	 (x) = P 1(x) = 	(x) + d_1 (q)P 1 (x), 

- a_ 1 q, 

Aqui d 1(0) = a1(O,Kl,K2) = O, GS 	 n ~ 1, e para q O tem-se 

GSii = 

(À) (À) (À) 

n>1. 

(À) (À) 
qa 3a 4 + 4 (q) [i + (n +1)(n+2 ± 1)2 + qd2,(q) + 	q a (q, Kj, 2)1 

para n > 1, onde 
GS = 

S1 a 	(q, ,ç1,tc2) 

Os coeficientes d» (q) satisfazem 

d,(q) = 

d (q)  
( qcx À)2 Q3 

-Q d(A)  (q)  
(À) (À) qa3 c 4 +d(q)1+(2À+1)?2J 

n > 1, 

(À) ( 
onde 10(q) 

- 	 , n > 2 e 11(q) = qa2
À) 

. Aqui se i = —1, então q> O e '2 ~ O 
1+En_i(q) 

e se i 	—1 então r-2-- > —1 e -- 	 ~ O. 
+Iç1 - 

Temos para k1 —1 

(f, g)cis1 
11-1 

i

+ 	f(x)g(x) i + 	 1 qx2 
 +  

+1 
	x2)À+1/2dX]. 

+,ci —i 
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Assim, novamente, para i, apenas duas escolhas si = O e s, = —1 são necessárias 

para obter todas as possibilidades para o produto inteno (f, g)Gs I (q,,cl,K2) do corolário 

acima. 

Como 

(f, 9)s1,o,2 

= —q f' (_! - x2) (1 - x2) 112dx - 	f 
f'(x)g'(x)(l - x2) 112dx 

=—qf 	
q+ 	x2) 	x2)'12d x 	

2 - f ' f (x)g'(x)(l - x2)"2dx ' (i_ 	
1 	

(1— 	
- 

q -1 

= 
temos a' (q, O, ,c2) = a 5' (-1, —(1 + q) /q, —, 2/q). Consequentemente, a partir do nn 
corolário acima, fazendo q = —1, ii = —(1 + q)/q e k2 = — 2/q, 

a(q,O,l2) = 

-qa(,\) (À) (À) (-1) 

+ d 1 (-1) [(1 + q) + (n + 1)(n + 2À + 1)K2 + qd 1(-1) + 

para n > 1, onde 
(À) (À) —qa2  

a 	
d(-1) 

' (q,O,I2)= —d(q) = 	(À) (À) 
—qa2  a3  +(1+q)d(-1) 

(À) (À) —qa3  a4  d(-1)  
a'(q,O,k2) = 	(À) (À) +d(-1)[(1 +q) + (2À+ 1)2] —qa3  a4  

e 
(À) 	 —n(n+1) 

4(n+)t)(n+À+1) 

Neste caso, portanto, dk'(-1) é dado explicitamente. Do mesmo modo, 

(f i 9)GSi(q,-1,i) 
1 	 1 

= f qx2(1 - x2)À_h/2dx  + 2 f 
f'(x)g'(x)(l - x2)'12dx 

= —q [ f(x)g(x)(1 	x2)(1 - x2)À_V2dx - 2 I1 f'(x)g'(x)(l - x 2)"2dx = 
J-i 	 q -i 

Assim, a'(q, —1, ,ç2) = a'(-1, —1, -). Pelo Corolário 3.1.2, fazendo q 

a(q)  —1, K2) 
(À) (À) 

- 	 _a+3a0+4d2i(-1) 

- (À) (À) + d 1(-1) [i + (n+ 1)(n+ 2À + 1) +d 1(-1) + a(q, —1,k2)] '  

n>1. 
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para n > 1, onde 

- P) a2 a3 O  GS1I —1,l2) = (À) (À) +c4À)(1)' 
a0 	

a2 a3 
(À) (À)d(À) 

GS1 	
(l) —a3 a4 1  a1 í —1,2) 

= (À) (À) +d(-1) [i + (2À+ i)] a3 a4 

Os polinômios {p?Si} quando n, = O e q = —1 foram estudados em [28]. Ob-

tivemos, portanto, um resultado mais geral. Novamente, note que a relação P, (x) - 

aI (q, Ki, '2) P' (x) = P 1 (x) é mais simples do que (9), usualmente obtida para pares 

simetricamente coerentes de distribuições (na qual se obtém os polinômios de Sobolev em 

termos de outros dois polinômios). Em ([39]) foi provado que os polinômios {P} orto-

gonais em relação ao produto interno 

r

1 

i 
(f,g)s= / f(x)g(x)d o(x)+À / f'(x)g'(x)di(x), 

J- 	 J-1 

onde .À > O, d 1 (x) = (1 - x)(1 + x)11 	a > —1, 3 > O e {d'o,dI'1} é um par 

coerente, satisfazem a relação 

P(x) - a_1P,_1(x) = P,.'(x), n ~ 3. 

Também obtemos relação similar no Capítulo 5. 

3.3 Produto Interno S2 

O próximo teorema dá um outro modo de estudar polinômios ortogonais de Sobolev 

associados a pares simetricamente coerentes de medidas partindo dos resultados do Teo- 

rema 2.4. 

Sejam d00 de d)0, duas medidas simétricas clássicas tais que os polinômios ortogonais 

mônicos associados, satisfazem P,'°' = flP,01, n > 1 e d 1 tal que 

1 
dtIi(x) =1 +qx20( 

Então temos que 
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P, 1(x) = pøo(x) +d_2(q)P, 2(x), 

= (n + 1)'[P, 1(x) + 
	 n>2. 

com 	= 

Consideremos os polinômios p,2 ortogonais em relação ao produto interno de Sobolev 

(f,g)s2 = (f,g) ,0 + i(f',g') 0 + 2(f',9')'t. 

Expandindo 	1(x) = P, 1 (x) + d_ 1P 1 (x) como urna combinação linear de PnSI  

da forma 
12J 

R +1(x) = P, 1(x) + 	afl_2k+1P,2k+l(X), n > 2. 
k=1 

analogamente ao Teorema 3.1, obtemos 

Como 

(Rn+1,.Pi2r+l)S2 
an_2r+I(q,IL,!t2) 

= (P,2r+I)P2r+1)S2 
1<r<[]. 

- /plIo +an_iP,t,P2r+i),po+ 
2 - \ n+1 

+ki((n + 1)[P,0 + 4_2P,? 211 	-'r+i)o + 

+, 2((n+1) Pn ', 
pS2 
n-2r+1)I 1 < r < [-], 

temos 

(R 1, P2+1)s2 = 0 2 ~ T < []. 

e fazendo r = 1 obtemos 

00 (R~1,P!1)s2 = JjpInko 1 +ii(n+ 1)(n— 1)d_2p 2 = Jn-lPl +i1(n 1)2cifl_1p2. 

Assim, temos que 

R +1(x) = P, 1(x) + d -1(q)P 1(x) = P,1(x) - a_1(q,,i,i2)P, 1(x), n 2. 

onde 
pO + 

a(q,i 1,i 2) = —J(q) 	
(ps2pS2)s 

n>1. 
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IPO 
P72-i p

00 
n-' 

= ''o 4'o' a72+1a72 P72-2 

para n > 2. Temos que 

Desse modo 

e portanto 
= a72 1(q,K1,I2) = 

4'o 
P72-2 

- 4'o 00 
Pn 	an+ian 

Expandindo / DS2 DS2\ 
Is2 e considerando a72  = a,, (q, ,, ,) e d72  = d,, (q), obtemos 

(P,2 , 	2  p)S2  = 
= (p,?0+4_ pbo 2 i, 

(n-2) 	 (n-2) 
+ 	J2P,3],nLP!7 + 	&n_2P 3]+an_2Py')d'o  

72 	 72 

+K2(flø-' p521\ 
n1' n / 11', 

= 	p0 + d_ 2p 2  - a_2d_2p.2 + KIfl2 p110 1 + 

afl_2p_ 3  + ?C1an_2fl2p3  + k2fl2P1, +K1(fl-2)2 	d'o n>3. 

Portanto 

= a72±l(q,ll,2) = 
00 -i1(p1 +K1(n+1)2p0) 

o +i_1p1 Pn+ i 

De (2.3), 
P101 	dn—I 

n> 2. 

Logo, 

Assim 

(n+1)2p'=(n+ 1)2d,,-,(n_1) 	- d, -12 

q n+1 
	P72-2 	q 

(n —1)p 2 . 

a flI (q,I 1,K2) 
("o 

	

dn+i 	L+Kl (n+1)2) 
pn  

r 	 o 	 d'o 	 d'o 
pn _ 1 +ii(n1)&_i 	 2 +?CiOn_ 1 (72+1)2] jhL+ i (n+1)2+d i  1_jn_ 1  

( "o -dn+IaÇ501° 11+SI(n+1)2) 
pn  

/ o / o 	 00 (jL+içI (n+t)2) I 0+In_ l 
 I-2(n2_ L)q_1+( n _ 1+an _ 1)1+!I (n_1)2 

"pn 

(p92
i  pS2 )s2 = (X, X)52  = (x, x),0  + ii(1, 1) 00  , 2(1, 1)101 . 

)], 
para n > 2. Quando n = 1 
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Assim 

(NO 

o 

	

(q)(pO +ip) 	cii(q) 	+ i) 
a1(q,i1,t2) = 

	

'1 	, 'O 

'po 	/ 	po 

Para ri = 2 

(p2S2 p:2)S  = (p bO  p:o +Kl (2x2x)4  +K2(2x,2x)?/'l. 

Assim 00 
 - _d2(q)(p0 + 4 p 0) = — d2(q) ( 

	
+ 4i) 

, I .  a2  (q, 	2) - pO + 4 1p °  + 4,ç2p1 	
( 	

+ 4 i) + 

Desse modo, podemos enunciar o seguinte teorema 

Teorema 3.2 Sejam 00  e /'o  medidas simétricas clássicas tais que os polinômios ortogo-

nais mônicos {P,} e {p,/o}  satisfazem P°'(x) = nP 1 (x), ri > 1. Seja a medida 'J 

dada por 

d01  (x) = (1 

Então os polinômios ortogonais mônicos {P2} associados ao produto interno 

(f,g)s2 = (f, g) ,0 + (f')g')klO+N2 ,l, 

satisfazem pS2(x) = 1, pjS2(x) = x, 	= P2'0  (X) e 

DS2 \ 	 ( 
n+1() - a_1 q, 

Os coeficientes a(q, i, k) satisfazem 

a1(q,tl,I2) = 

00 450 + d_1(q) [(n2 - 1)q'/ 2  + u 1 (i i )[i_ 1(q) + an _ i ( q,i i ,i 2)]] 

para ri > 2, onde 

= 

a2(q, riu 1 ,i 2) = 

—v(K)cii (q)  
51  u1 (i) + K2P /pg° ' 

—v2(ri )d2(q) 
4 2p1jP1/p O •  

e v(, 1) = 712K1 + p0 /p 0 1,  n > 1. Os coeficientes J(q) são tais que 

ri+1 	n+1 
= 	d_2(q) = 	1q-'lT _ l (q)1fl (q), 

n-1 	n- 
ri > 2, 

(3.3) 

= P, 1 (x) + n>2. 
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onde (q)=-1+ 	
= qa 
	 71>2 e 1 (q)=qc4'. 

£_j(q) 	£_1(q)+1' 	- 

Aqui q, s, e K2 são tais que a medida d 1 e o produto interno S2 são definidos positivos. 

Como um caso particular desse teorema temos o associado aos polinômios de Hermite, 

onde tomamos 

Mo(x) = d?I'o(x) = e_x2 dx 	e 	d 1 (x) = (1 + qx2)'dçto(x) = (1 + qx2)_1e_x2dx, 

para todo q ~ O. Então, como p,tO (x) = pZO (x) = H(x)(mônicos) e p0/p1 = n/2, 

obtemos 

Corolário 3.2.1 Dado o produto interno 

(f, 9) 11S2 = (f, g) 0 + (f', g')10+2,1 

f
00 

f(x)g(x)e 2dx + r f(x)g1(x)1 
+ 2) + 1qx2 

e2dx, 
00 	 -00 	 1+qx2 

q > O, então os polinômios ortogonais associados p,92 satisfazem 

pJfs2(x) 	P, = 

p'2(x) 
- 	

K j, k2)p192 (X) = H +1(x) + 

Para os coeficientes a1lS2 (q, tci, k2) temos 

lis2 a 1 1q,k1,K2) = 

n>2. 

i 1\1f 1 
—fl ffl r 	

\111 2 (  

n(n + 1)í 1(ki) + 4 1 (q) [2(n + 1)q'/2 + PnI 1(, 1 )[ 1 (q) + an-I(q, kI,K2)1] 

	

para  > 2, onde 	S2(q,,ç1,2) = 	jI()2(q) 	
aS2(q,kI,2) 

'(i41)-2i2 	' p/v'  

1 + 2ntc1. Os coeficientes j12 (q) são tais que 

n+1 
- 

	

— 	
— 	_ 	

= 
	1q £_i(q),1 (q), 
ri 
- 

 

—í 1 (sc )2 (q) 

= 

n > 2, 

onde 	(q) = —1 + 	, n > 2 e i, (q) = qc4'. Aqui k e ,ç2 S2O tais que Ii ~ O e 
- i(q) 

+ '2 ~: O, de modo que o produto interno HS2 é definido positivo. 
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Note que no corolário acima qualquer avaliação direta envolvendo a distribuição d'ib1 

só aparece nas condições iniciais a?S2, a2 e l. 

Notamos ainda que, de acordo com [38, p. 341], quando r., 7É O as distribuições e_x2dx 

e 	
j+2 

e 2dx, apesar de satisfazerem uma relação como (9) não consistem em um 

par simetricamente coerente. 

Um outro caso particular do Teorema 3.2 é o associado aos polinômios de Gegenbauer. 

Aqui tomamos dq o(x) = (1 - x2)'/2dx, d&o(x) = (1 - x2) 1/2dx e dt,b1 tal que 

F(x)d1(x) = [ F(x) 
(1 - x2)h/2 

J 	
1 
	dx, 
(1+qx2) 

quando q > O e 
1 	

- 2 +'í 2 
fdxF(x)di(x) = 	F(x) 

(1 x
+í 3[F(/-1/q ) +F(—/-1/q )], 

j1 	(1+qx2) 

quando —1 < q < O e r13 ~ 	 Pn O. Então, como pO/ 4'o 
1 - 
- p,4 /p_ 1 

(À) (À-F1) 
= n/ (n + 2À), obtemos 

o seguinte corolário. 

Corolário 3.2.2 Considere o produto interno (f, 9)os2 = (f, g) + (f', 9')Io+2bt dado 

por 

J1 
f(x)g(x)(1 - x2)"2dx + f' 1 	 1+qx2 

!2) + k1qx 
f'(x)g'(x) ('1 + 	(1 - x2)"2dx, 

-  

quando q > O ou por 

1 	 1 

f l/2 f(x)g(x)(1 - x2)À_dx + 

	

	
2) + k1qx2 	

2dx J f'(x)g'(x) 
(Ki + 

	

-L 	 1+qx2 	
(1—x2)  

+K23 [fq )gq ) + f(—-14 )g'(—_14)], 

quando —1 < q < O e ç3 	O. Então os polinômios ortogonais associados PS2(x) 

satisfazem 

pGS2 (x)o 	= 1, pGS2(x) = 

P,?(x) - n-I 	
a(q,[,,ç2,3)P,12(x) = P, 1 (x) + d4,2 1(q)P,'21(x), 

Para os coeficientes a 2(q, Itl, k, k3) tem-se 

GS2( 	 - 
- 

vTL41k1)afl 	 q 

n>2. 

(À) 	(À+i) (À+1) + J1(q) {(n2 - 1)q-1r12 + 	1 (, 1)[ci 1(q) + a(q,i l , 2,I 3)]] 
v+1(tt)an a+1 
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para n > 2, onde 

GS2 a1 	(q, ri, r,2, r-3) q,Pcl,/2,f3) 

GS2 / a2  (q,'l,k2,'3) 

 

(A) 	(À) 
—v1  (tci )d1  (q) 

 

' 
v1  (1)+i2p0 Po

(À+1) 
 

(À) 	(À) 
- 	 d2  (q)  
- (À) 

"2 (') +4k2p/p+l 

Aqui 4»(,1) = n2# 1  + n/(n + 2À) , n > 1. Os coeficientes à.\  (q) são tais que 

d 1 (q) = n+1 	
q _- 

-  n-1 
n > 2, 

(,) 
onde l(q) = — 1 + 	n > 2 e li(q) = qc4'. Os parâmetros 	e k2 são tais que, 

ln-i(q)' 	- 
se si + = O, então ii 1q O e se KI + i 2  > O, então ' 	> —1, de modo que o produto 

?C1+1C2 - 

GS2  é definido positivo. 

Novamente, notamos que, no Corolário 3.2.2, qualquer avaliação direta envolvendo a 
GS2 GS2 distribuição d?J'1  só aparece nas condições iniciais a1  , a2  e À. Nestas condições iniciais 

- 	'e» " = 	e a" = j4' /j4', onde Po —  /Áo,Pi 	112 

- 

J1 

(1 - x2y+/2d 	= 
f x2(1  —X 2),\+1/2 x2) 4/2  

112 	 dx, Po - 1+qx2 	 1+qx 

quando q > O e 

J'mo 	
(1 - 

= -1 1+qx2 

quando —1 < q < O. 

dx + 2K3, 
x2(1 - 	dx - 2K3/q, 

1 + qx2  

Observamos aqui que, de acordo com [38, p. 3421 e [32], quando , 	O então as duas 

medidas envolvidas, apesar de satisfazerem (9), não constituem um par simetricamente 

coerente. 
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Capítulo 4 

Medidas Relacionadas 

4.1 Introdução 

Assim como no Capítulo 2, neste capítulo apresentamos alguns resultados sobre 

polinômios ortogonais associados a duas medidas que satisfazem certa relação entre si. 

Neste caso, as medidas não são simétricas, de modo que temos envolvidos mais um coefi-

ciente das relações de recorrência para os duas sequências de polinômios. 

Sejam dçb e dq duas medidas com suporte em (a, b), tais que 

dq5(x) = ±x() 
	 (4.1) 

Aqui q é tal que 1 + qx não muda de sinal em (a, b). Assim, como 1 + qx = O quando 

x = — 1/q, devemos ter —1/q < a ou —1/q > b. 

4.2 Algumas Identidades 

Como no caso simétrico temos, por (4.1) que 

cI.L = JL + qp1. 	 (4.2) 
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Consideremos {P, o } e {P,} as SPOM associadas as essas medidas. 

Expressando P, como uma combinação linear de P, da forma 

P,(x) = P,(x)+CkP(x), 

temos que 

Assim 

Mas 

= 

(P,t, P,' -Pó  Cr

00* 

(P,P 	
' 0r~n — 

)
1. 

1 
	
P,15 	= 0, 'P 	r 	= f 	(x)P(x)d(x) = 

fp (x) 	 * 	(1 + qx) 
c 

para0rn-2.Logoc=0, 0<r<n -2 e 

PT1 1 (x) = P(x) + d_1P 1(x), (4.3) 

01 
- q(P,, Pt)4 - 	 qp = qa 1a 

d* 
- 	

o c(P1,P,1)4 - c 	a °a ° 1 	_1. 

Aqui c =PO e a, = o. 

Sabemos que os polinômios P,t e Pn00 satisfazem a uma relação de recorrência da 

forma 

P 1(x) = (x—/3 1)Py(x) —a 1P 1(x), n > 1, i = 0, 1. 	(4.5) 

Assim, temos o seguinte resultado 

Teorema 4.1 Sejam d e dçb tais que (4.1) vale. Então os coeficientes d na relação 

(4.3) satisfazem 

(4.6) 

Além disso 
- 

n- 

	

AS 	 - íR 	- 	 > 1 	 (4.7) 

	

,i 	1 - /o+1 	n+1' 

e 

(f3 	-fin  )d_1 = 	- 	 n > 1, 	 (4.8) 

onde 

n>1. 	(4.4) 

01 
ri>2. 
- 

n-2 a 
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onde 
* - q01 c4,'c 
o — 

a1° 
- 	= d e 	-aoÔ  - ai (4.9) 

Prova: 

O resultado (4.6) e a primeira relação de (4.9) seguem de (4.4). Substituindo (4.5) em 

(4.3) obtemos 

d* 
P, 	(x) = P, (x) + 	

1  íp n+ - ( x - 311,  '° +1 )PTi J
i = 1 o 

= [1+ 	1(x _fi * 	P(x)  
')I 	

S=LMÔ1(4 
La

oõ 

Substituindo (4.3) e (4.10) em (4.5) para 44, obtemos 

(4.10) 

 

1 
n+1d* 	P,(x) 2 

] 
P

45* 
, 1(x) = 

  

* 	* 	 + [(x (x_fi)j P 1 (x). 
an 

n 	- d_2  

Por (4.6), temos 

P, 1(x) = [x - (/3 	+ d - d_1)]P,(x) + [d-1(f3 - fi1) - 

Comparando com (4.5) para 4o , obtemos (4.7) e (4.8). 

Sabemos que 

P(x) = P,"5  (x) + do  P(x) = P(x) + d, 

e como 

P (x) = x - 	e 	= x -01  

temos 

x - 	=x-81  +d. 

Assim obtemos a segunda relação de (4.9). 
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ou 

dn
*= qd_1j91 - qa 1  + d_1 	

n> 1. 
qd_1  

(4.13) 

Sabemos de (1.4) e (4.2) que 

	

e c,4 = 	+ q,4;. 
1 

Assim 

q,0 a'; - q--
01 
	= qj1 - C[L ,L 	 0 —Mo  _ - a1  4, 	4, 

110 

- 	o  

Teorema 4.2 
+ d" - 

	

d* 	 n-1 - d* 	/3n + d = 

	

n 	 o-1 

Consequentemente, o coeficiente d,*, pode ser obtido por 

1 
q 

(4.11) 

= 	qalpl  

1+qj3 1  —qd_ 1' 
n > 1, 	 (4.12) 

Prova: 

Por (4.9), temos 

45-  01 0 51 01 

= a, a2 -0. 	 = a (a - fia'q) 
a1  

 

(4.14) 

 

Por (4.6) obtemos 

451 a 	- A* 
+1 - Un_1a2 n 	n+d* (Oõ 4,1 	01 

a -  a) = d_1a2 - da 1. 

Aplicando esta em (4.8) temos 

01  
d*n-1 dn*(fin - 	= da1 - d_1a 2)  

que é equivalente a 

d_1[
451 	0* 	05 1 	ô a2 - fi 1d] = d[a1 - f3d_1 ]. 

d 
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Novamente de (4.6) 

o 	1 	 451 	051 
lan. - fl 1d] = afl+2[aflf i 

- í3d* 1 n n-1 

Como de (4.7) 	= 	+ d_ 1 - d_2, n ~ 2 então 

n > 1. 	(4.15) 

afl+1[afl+2 - 	 = a 
951 	01 
fl+2[afl+1 - d_1fi + d_1d_2] 	4'T d*2 — an+2 n-P 

Usando (4.6), obtemos 

[ —dt 	+d_1d_2 ], rt >1 = an+2Lafl+1 	n-1 n 

Assim, 

* 	 * a 
- 

	

	 - d(/3 - do*)], n > 2. d + d* d* 
= n+2an+1 

ç50* 	05; [a +1 "1 	n n-1 

De (4.15), para ri = 1 

-  d0] - a3 1a í 2 - d8]. -  

Como 01 0 = 	+ d, temos 

P
. 

a 05* /3 d 
- a 

- df3 - d 2]. - 	
- —-[a2 

a2 

Visto que d = 	e por (4.14) temos 

	

c 	/3 - d 	+ d- d* 
= a a

01 a
01 

a° a''0 

Desse modo concluímos que 

a2 - d(1 - d_1) 
- a+2 ... a2 

- 

Oõ  - aj...a0at0 - q 
ri > 1, 	(4.16) 

e usando (4.8) temos 

a 	(fino 1 
- 

P+2 
- 'n+1 

j 
n-1 + 	 +- 	

-, \
- 	

A  

Por (4.7) 

- d(i3 	- d5 ) - 	 - d (/3 	- d* +,)- n +1 	[ - a +2 	n n+2 	n+1 (4.17) 

Utilizando (4.16) e (4.17) provamos facilmente (4.12) e (4.13), o que completa a prova 

do teorema. . 
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4; (1 
n+1 

d* (q) 

* 
O resultado (4.11) implica tanto que 	- 	+ d_1  quanto

00  
- 	+ d 

tomam o mesmo valor constante não dependendo de ri. Este resultado também foi obtido 

em [30], mas eles não obtem explicitamente o valor da constante que é 1/q. Além disso, 

de [30] temos que 

ou 

onde À = 1 
q 

(\ - ÀP,t 1  ( 1
) - n+1 

d(q) 
-Pn'- ÀP) 

(1) q) 

- d e P (' )  é o chamado polinômio numerador associado a Pn00  e 

satisfaz a relação de recorrência 

= (x - J3 1)P1'(x) - a 1P'(x), n 2, 

com P(x) = 1, 	PIOõ 	= x - 
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Capítulo 5 

Medidas Relacionadas e Polinômios 

de Sob olev 

5.1 Introdução 

Neste capítulo, analogamente ao capítulo 3, estudamos os polinômios de Sobolev 

P,', i = 1,2 ortogonais em relação aos produtos internos 

(f,g)s = (f,g)+kl; + K2(f',9')0;, 

e 

	

(f,g)s = (f,9) + 	Ar.10o* +x201 

onde 	> O. 

	

Precisamente, na Seção 5.2 estudamos (f, 	no caso em que 

d00* (x) = (1+ d0*1 	e dP(x) = nP (x), 
dx 

e na Seção 5.3 consideramos (f, g) S;, no caso em que 

d(x) = (1 + qx)d(x) e dP(x) nP1(x)
dx 

Também nos dois casos obtemos os resultados particulares considerando as famílias 

de medidas clássicas Laguerre e Jacobi. 
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5.2 Produto Interno S 

Sejam dçb j  e d?,b1  medidas clássicas tais que os polinômios ortogonais mônicos associados 

satisfazem P1'(x) = 	n >1 e do* tal que 

dbo  

	

(x) = (1 + 	d01 

Então por (4.3) temos, 

P'T(x) = P(x) + d_ 1(q)P, 1(x), n > 1, 

onde d = qp, /P,._1 

Derivando esta expressão obtemos 

P 	! (x) = P'(x) 
+ 	

, > 1. n— 1 

Consideremos os polinômios P ortogonais em relação ao produto interno de Sobolev 

(f,g)s  

Os coeficientes d(q) são obtidos corno em (4.4). Expandindo P,I1(x) = P, 1 (x) + 
S. 

(x) como uma combinação linear dos polinômios P da seguinte forma 

Pfl1 (x) = PII(x)+ckP(x), 
n > O, 

e considerando o produto interno 

(P:ii,P:)s = Ck(Pk' , Pk')S , 
 O < k < n, 

obtemos 

	

Ck = (P,1) P:)s 	O<k<n. 

Entretanto, 

( 
	

S. 
	

S. 

	

P 	(P +p 

	

, 	,,p)  + ç(P, 1,F) + 

2((ni + 1)Pn' pSkIl) 
' 	O<k<n. 

Assim, 

(Pfli, P
S.  
j )sO, 0kn-1. 
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(P,Ii)P)s = c,(q)(P ' 
pn ) * n  

Portanto, 

P, 1(x) = P 1(x) + d_1P 1(x) = PI1(x) - a(q,ki, ,.c2)P(x), fl > 1, 

e 

onde 
(PI?, P)Põ 

an(q,t1,k2) = _d() (psrps) n>O. 

Expandindo (P,, 	para n > 1 e escrevendo an = a(q, ii, k2) e d 	d(q), 

temos 

(P,, P = 

= (P+dt P 
n-1 n-1 n 

i(PT,P)c; + 2(nP i,P 1 	= 

- 	 + d 	+ a_1d_1 p 1 + i 1p + k2fl2p1, 	~ 1. 
- 	 n-lpn-1 

Desse modo, 

_d* ii-1 P-i 
a_= * 

pbo+fd* '2 	 +d_2p 2a_2' P-2 
- 	 1. n-2J 

Como d_ 1 = qp/p_1, n > O, ternos 

n>2. 

 

,1* —u,n-'pn-I 

 

n>2. 
2"'1 a_i = 

o + d_2qp 1 + 	+ K2(n - 1) N-2 + qpn!ian-2 

 

Visto que 01 a 2 = p,-/P', n ~ O, temos que pinoÔ /p = qaol 
2/d. Assim, dividindo 

051 numerador e denominador por P-i e multiplicando por d_1, obtemos 

- d_1 a 

n-2 n- L 	 n-1 	+a_2qd_1 aiq+qd* d* 	 &a 
n-1 

Além Além disso, para n = O 

(P, pSN o )S = (1,l)sr = (1,1) +tc(1,1), 

= n>2. 
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e portanto 
—a0 p0  

ao(q,ki)k2) =
• Pó o +h:;ip 

Assim, temos o seguinte resultado. 

Teorema 5.1 Sejam dçb e db medidas clássicas tais que os polinômios ortogonais rnônicos 

associados {P,} e {P,} satisfazem P
1

,` (x) = nP 1(x), n > 1. Seja a medida d 

dada por 

db(x) = (1+qx)d(x). 	 (5.1) 

Então o polinômio ortogonal mônico {P' } associado ao produto interno 

(f,g)s = V ' 9) ç + K1(f,g) + K2(f',9'), 

S.  satisfaz Po  (x) 1, 

P,1(x) - a(q,! i ,k2)P(x) = P,Ii(x) 

= P 1(x)+d(q)P,(x), n>O. 

Os coeficientes a(q, 'ei, ') podem ser obtidos por 

—qa.2d (q)  

qa 2  + d(q) 	+ n21 2 + qd_ 1(q) + qa_i(q, i, 2)] 

para n > 1, onde 
—qd(q)c4  

ao(q)tiI,t2) = qc
4

05*  
+t 1d 

Os coeficientes d* (q) satisfazem 

n+2 	- qd_1(q)f3i - qa1o 	IP* + d_ 1 (q) 
d*  (q) - 
	qa 

- 1 + q fi 1  - qd_1(q) - 	qd_ 1(q) 

onde do  (q) = q2, Aqui, q, n, e ç2  são tais que a distribuição dJ e o produto interno 

S são definidos positivos. 

Como um caso particular deste teorema temos os resultados associados com a medida 

de Laguerre. Aqui consideramos d0(x) = x''edx e d(x) = x'edx e d,b0  = 

an(q,KL,?c2) = 
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(1 + qx)x°'edx, para qualquer q ~: O. Então P.O '(x) = L (a-1)(x) (os polinômios 

mônicos de Laguerre) e a 1 = a+1 = (n + a - 1)n, j9 

rn / = 1/(n + 1). Assim, 

(a-1) =i+ =2n+ae 

Corolário 5.1.1 Dado o produto interno 

(f, g)rs, = (f, g)Lsl (q,K I , 2) fo 
00 

f(x)g(x)(1 + K + qx)x'edx + 

+/Ç2 fo 
fI(x)gl(x)xQe_Xdx, 

q > O, então os polinômios ortogonais associados pi (x) satisfazem Pj'5' (x) = 1 e 

P LSi 	ES (x) - a'(q, ,, 2)pLSi (x) = L 1(x) 
n+I

= P 1(x)+d'»(q)P(x), n>O. 

Para os coeficientes LS a1 (q, 'ii, K2) tem-se 

(a) —q(n+1)(n+a)dn (q) 

q(n+1)(n+a)+d(q) [k1 ±nk2+qd21(q)+qa(q,k1,K2) 

para ri > 1, onde 

a'5'(q,K 1,/ 2) = 
— qdo (q)a 

 

qa + 

Os coeficientes d (q) satisfazem 

d(q) 
= 	(n+a)(n+1)q  

1 +(2n+a)q—qd i (q) ' 

onde d(') (q) = 
+g Aqui k2 > O e, se q > O, então 1+ki O, se q O, então 1+k > O. 
1a 

Note que para r., 9É —1, podemos escrever o produto interno (., .)is, da seguinte 

forma 

(f, 	)s1 (q,,i ,K2) 

00 

= (1 + i) 	f(x)g(x) (i + 
q  .) xa_le_Zdx 

[10 \ 
..00 

2  

J 

f((x)g((x)xa&dxj 
+1+ 11 O 

(1 + I1)(f,g)Ls1 (,o,k2), 
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com q = 	e R2 =Assim, como os produtos internos (., .)Ls1(q,K1,k2) e(-, .)LS1(4,0,?2) 

estão relacionados às mesmas sequências de polinômios ortogonais, para i, apenas duas 

escolhas , = O e , = —1 são necessárias para obter todas as possibilidades para o 

produto interno no corolário acima. 

Além disso, assim como o produto interno (.,.)11s1, temos (f)g)i,s1q,,,2 = 

I-q+Kj /. Desse modo, 
' 	q 	'q 

LS 	 K2) 
a(q,O,i 2)a 9' (i 

1—q 	
5 	 ( 

1 	e a"(q, —1, '2) = 	1 —1, 
q qj 	 q 

Assim, fazendo q = 1, ?C1 = 	e = 

—(ri+1)(n+a+1)d'(1) 
a'(q,O,k2) 

=  

a+ 

e fazendo q = 1, ri = —1 e '2 -- 

a'(q,-1,K2) = 
	 _(n+1)(n+a+1)d +i (1)  

(n+1)(n+a+1)+d' [_1+n+d l (1)+a(q,_1,k2)] '  

LSI(q,_1,k2) - _
d 1 (1)a 

a0  

Desse modo, vemos que todos os cálculo podem ser feitos a partir da sequência {d(1) = 

d'(1) }. 

Agora, um outro caso particular do Teorema 5.1 é o que está associado com os 

polinômios de Jacobi. Aqui, tomamos d(x) 	(1 - x)'(1 + x)'dx, do(x) 
0. 

(i—x)(1+x)dxedI' = (1+qx)(1_x)a(1+x)dx,paratOdO —1 < q 1. EntãoP 

(os polinômios de Jacobi mônicos) 	
(fi) - 	4n(n+a)(n+i5)(n+cz+fl)  

a+1 = 	- (2n+a+_1)(2n+c+$)2(2fl+Q++1)' 
- 	 e p/ " 	(c+I,fl+1) (8) - 	 Portanto 

Pn+1 = Pn+1 - (2n+a+fl+2)(2n+a+$) 	Pn+i 	 IP+i 

segue o corolário, 

Corolário 5.1.2 Dado o produto interno 

	

(f,g)Jsl = 	(f,9)Js,(q,,1,K2) = (f, g)+, + r12 (f, 

	

= 	
f(x)g(x)(1 + r., + qx)(1 - x)(1 + x)dx 

+k2 f 
f' Mg,  (x)(l - x)(1 + x)'dx, 

(n+1)(n+a+1)+d' [1_2 +d 1(1) +a(q,O,Ic2)}'  

a'(q,O,k2) 
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onde —1 < q < 1, então os polinômios ortogonais associados 	(x) satisfazem pJS1 (x) = 

1, e 

(x) 	0' 	+d'(q)P[(x) - 1(q,,,tt2)P(x) 	 (x)) n> O.  

jS Para os coeficientes a' (q, ti, ,ç2) tem-se 

is a'(q,ki ,I 2) = 

—qa2 
ags1(q,il,k2) 

= qa2 + (c,$) d'(q)io 

Os coeficientes d 
((,fl) (q) satisfazem 

qci72 	
n > 1, d_1 q) 

= 1 + q) - qd(c) 
n+I 1 (q)' 

onde d (aS)() 
-   

 Aqui 1 + , > qj > O e i2 > O e se q O, então 1 + iç1 > O e 0 q

- 

K2 > 0. 

Note que para i, apenas a escolha Ki = O é necessária para obter todas as possibilidades 

para o produto inteno (f, 0Js1 (q,, i ,, 2) do Corolário 5.1.2. Porém, corno 

(f, g)js1 (q,O,k) f (1+qx)(1 _ x)a(1+x)fldx+I2f f'(x)g'(x)(l —x)'(1+x) 1 dx 
-1 

= 	 odx- 
-qí Jf' (1--x) (1-x)(1+x) q 

- 	 f f'(x)g'(x)(l - x) 1(1 ± )$+1dx] 

q J_i 
= 	—qf, g)Jsl (_1,_(1+q)lq,-k2/q) 

temos a» (q, O, 2) = a» (-1, —(1 ± q)/q, —iç2/q). Consequentemente, a partir do 

corolário acima , fazendo q = —1, i = —(1 + q)/q e K2 = —/2/q, 

a S1(q,O),ç ) = 

- 

n+2 n

qc 	± d'(-1) F(1 + q) + 2n(n + a + /3 + 1)k2 + qd 1 (-1) + qa 1(q,O, t2) 

para  n > 1, onde 

e 

(-1) - qa2 
a0 	, JSI(q 0,k2) 

= qa' + (1 ±q)d0 (- 

	

(c) 	1) 

—2n(n + /3) 
fl-L 	 (2ri+a+/3)(2n+a±/3+1)' 

—qa(c,) (q) 7, 2 1L7 

(a,j) qa 2 + d'(q) 
1

~" ki + 2n(ri + a + + 1)f2 + qd!(q) + qa 1 (q, t, 

para n > 1, onde 



5.3 Produto Interno S 

O próximo teorema dá um outro modo de estudar polinômios ortogonais de Sobolev 

associados a pares coerentes de medidas partindo dos resultados do teorema 4.2. 

Sejam dçb de d, duas medidas clássicas tais que os polinômios ortogonais mônicos 
o 

associados, satisfazem P' = nP, 1 , n ~ 1 e 	d'çb tal que 

d(x) 
= 	1 
	dçb(x). 
1 + qx 

Então, por (4.3) temos que 

P(x) = P,(x) +d_1(q)P, 1(x) 

= (n +1)'[Pfl'1(x) + 	 n > 1. 

onde P(x) = P(x) = P'(x) = 1, com c1 	 q = 

	

	 = !3±i  P' n ~ 1 e i é 
n-I  

pn_1 

qualquer valor arbitrário. 

Consideremos os polinômios P ortogonais em relação ao produto interno de Sobolev 

(f,g)s = (f,g) +, i(f',g') +k2(f',9'). 

Expandindo R +1(x) = P 1(x) + J(q)P(x), n > 1 como uma combinação linear 

de P, da forma 	 n 

R +1(x) = P 1(x) + 	cP1 (x), n > 1 
k=O 

analogamente ao teorema 3.1, obtemos 

- 

/nS 
\ir ,.Ur JS 

Como 

O<r<n, n> 1. 

= 
	(P,Põ + à* POô pS) 

n r 

+ i 1 ((n + 1)[P, + d_ 1 P, 1], 	)Oõ  

+ k2((n + 1)P,, 
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para O < r < n, temos 

(R +1,P 2*). S2 =o 0 r <n-1, n> 1, r  

e para r = 11 

+ in2cip i. (R+1,P)s = dp + Ki(n + 1)nd_1p1 = 

Além disso, para n = O 

o )S - (P +d 	
- ,1)s — a0 p0 

- 

Assim, ternos 

onde 

e 

n > O, 

a(q,Ii,K2) = —J(q) 
PV +  

—J(q)p0  

(1,1) 

n > 1, 

	

Expandindo 	P)5 e considerando an = a(q, i, ,) e 	= J(q), obtemos 

= (P ± j* p p ± £* P + a_i P, 1) n-1 n-L n 	n-1 n-1 

+ 
(n - 1) 	

n[P7 1 
+ (n - 

n-1 n-2 +a_iP) n-1 n-2 n 	 n 

+is 2(nP, 1, P') 

- pOó 

	

- 	 n-lpn-1 

+r., (n - 	 + k1ci;_1a_1(n - 
2 	+ ) Pn-2 

j. (p PO

- 	

2 
- 	

- 	 +?ÇIfl 

afl 	pó  J*2 

n>2 

  

- d_2 4 
para n > 2. Como 	- 	 Pn-2' ii ~ 2, temos 

   

2 	- 2_1(n-1) 	= d_1n(n_1)p2, n~2. 
q n Pn-2 

q 

Assim 

a 
ó 	

[2+k_i i:_ 
pn_1 

t 
(Pn-1 

-j---i-in2 
-

Oó 
i,ç2n(n_1)q_I 	.a+,ian_i(n_ 1)22 

+an-I i 1 +,i(n_1)2j 
pn_I pn__1 	 pn_1  
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para n > 2. Como P_2= 	temos que 
pn_I 	an 

e portanto 

= 
-* 

 
(Pn-I 

3 

	

—d 	-Pn  + kLn2 
 

+I1(fl _1)2)] 

( 	
+ !in2) 	+ ci; 1  [K2n(n - 1)q' + (_i + a_i) 
 ( —PS 2 

para n > 2. Além disso, 

	

(P, P) = (P + ciP, P + 	+ aoP) + 	'15 P) + k2(P:, P) 

=+ 	+ aodp'0  + ri 	K2 + 

e (1, 1)s; = (1, 1), então a0  = —ci(q), e portanto tomando â(q) = O, obtemos 

- (  
\1,o 	1  a0  e a1 = 

+ 1Çl  + 

	

po 	Po 

Desse modo, podemos enunciar o seguinte teorema 

Teorema 5.2 Sejam d e d medidas clássicas tais que os polinômios ortogonais mônicos 

{Pt} e {P} satisfazem P,'(x) = nP, 1, n > 1. Seja a medida d dada por 

d1'(x) = 
	1 
	dq5(x). 	 (5.2) 
1 + qx 

Então os polinômios ortogonais mônicos {P,fl associados ao produto interno 

(f,g)s = (f,g)?I) + (f',g')1+ ,  

	

satisfazem Po (x) = Po (x) = 1, P(x) = 	e 

— 	PnS  = P 1(x) + 
	 n>1. 
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Os coeficientes a,, (q, K, frC2) satisfazem 

a(q,ic1,tc2) = 

—L/n (!Ci )ad(q) 

+ ci 1(q) [n(n- 1)q'K2 + v_1 (, 1)[_1 (q) + a_i (q,I i , k2)] 

para n > 2, onde 
—ci(q)vi (tci) 

a1(q,k1,i2) = 

 

Po 

C v(i1) = n2s'i + P flO/PO_ i, n > 1. 	Os coeficientes ã(q) são tais que d(q) = 

n+1_,* / onde 

qa 
d(q) = 	 +2 	qd_1(q)/31 - qaO1 + d_1 (q) 

	

1 + q/31 - qd_1(q) = 	 qd_ 1(q) 

para n > 1,, com d = 	 Aqui q, r., e 2 são tais que a medida d 1 e o produto 
1+q1 1 

interno S são definidos positivos. 

Como um caso particular desse teorema temos o associado aos polinômios de Laguerre, 

onde tomamos d(x) = xcze_xdx, d o (x) = x'edx e diI(x) = 

(1+qx) 1d(x) = (1+qx)'x'edx, para todo q ~: O. Então, como PZ(x) = L'(x), 
o 

(c') (c') 
P?i°/Pni.i = 	 = a+1 = n(n + a) e 	= fl+1 = 2n + a + 1, obtemos 

Corolário 5.2.1 Dado o produto interno 

(f, g) s2 = (f, g)p. + (f', g')lÉ+K2 

= / 	f(X)g(X)Xa_ IexdX+J   x edx,  
1+qx 

q > O, então os polinômios ortogonais associados p,'S2 (x) satisfazem 

pLS2(x) = 1, pLS2(x)
o 

Pftr) 

	

	 ( ± d ) (q) L' ) (x), —a (q12)pS2(x)=Lfl1 x) LS2 n>2. 

Para os coeficientes a2 (q, 'ei, c2) temos 

a 2 (q,1,K2) = 

..(n— 1)(n+a— 

(n-1)(fl+Y._ i)y(,i)+J 1(q) [n(n_ 
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- 

LS2 para ri > 2, onde a1 (q,'t1,i) 
-

0. 	 

e 	= n(1 + ni i). 

la) 	n+l d(a) Os coeficientes d'(q) são tais que d (q) = --- _ 1(q), ri > 1, onde 

(a) 	(a) 
(a) 	qd_2(q)/3n - qan

(a) 
+ d22(q)  

	

d_1(q) = 	 (a) 	 , n > 2, 
qd_2 (q) 

com d 
= 	2 	Aqui r., ~ O e i + k2 ~ O de modo que o produto interno LS2 é 

1+01 1 

definido positivo. 

Note que no Corolário 5.2.1 qualquer avaliação direta envolvendo a distribuição d'çbi 

só aparece nas condições iniciais a2 e d. 

Agora um outro caso particular do Teorema 5.2 é o associado aos polinômios de 

Jacobi. Aqui tomamos d0(x) = (1 x)'(1 +x)dx, d(x) = (1— x)'(1 +x)dx e 
o 

d 	tais que 

	

f F(x)db(x) = 	F(x) 
_ x)a+l(1 +x)  

11 	 (1+qx) 

/ 	(a,fi) (a-I-1,$+1) 
onde ç3 O. Então, como Pilo / P-i = Pn /Pn-i 	= n/(2(n + a + /3 + 1)), obtemos 

o seguinte corolário. 

Corolário 5.2.2 Considere o produto interno (f, g)js2 = (f, g) + (f', 9')1+2 dado 

por 

[ f(x)g(x)(1 - x)'(1 + x)dx + 	f'(x)g'(x) 
(k1+k2)+/1qx 	X)a+1(1+X)fi+ldX  

1+qx 
J -1 

+?Ç2?3 [f'(—l/q )g'(—l/q )1 

—1 < q ~ 1, onde !3 > O. Então os polinômios ortogonais associados PJS2(x) satisfazem 

p0Js2(x) = 1, p1Js2 (x) = p1(00)() , 

P, 	(x) - a 2(q,1,tc,,3)P$2(X)

JS 

= P,"9(x) + d'(q)P"(x), n > 2. 

Para os coeficientes a2 (q, kt, K2, !3) tem-se 

a 2 
 

(q, ç;1, 2, 3) = 

v'( 	
(a+1+l)jQ+lfl+l)(q) 

- 	 ?i)an  

j S2 	kl,k2,/ 3)1+ ã(q) [n(n - ql + 	 n-1 (q)+ a(q, 
, 	

]' 

62 



para n > 2, onde 

ajrS2(q, Iii, K2, ) 
= 	--vi 

+I2 ', /  v1 (Kl,iPo p0 

Aqui v 	(# i)=n2Ki+n/(2(n+a+fi+1)) , n> 1. 

Os coeficientes d í 	
- 

	

(q) são tais que d c,fi) (q) 
- 	 n-i 

qd 	 - qa, 	n-2 (q) 

	

d8 
- 	 (q) 	+ d" 

	

n—I
- 	 d q "9n-2 

n > 2, 

onde d' = 	Aqui tt1 + i2 ~ 
, çq < 1 e ,ç23 ~ O de modo que produto JS2 

- 

é definido positivo. 

Novamente, note que, no Corolário 5.2.2, qualquer avaliação direta envolvendo a dis-

tribuição dt/4 só aparece nas condições iniciais a2 eo Nestas condições iniciais 
2 	 * 

= p2 	1Lii 	O  , c 2 	92 /11101 ' = e 	= 	-, onde 

	

o 	 101 
Ao 	 Ao 

f' (1 - x2).1/2 	 f' x2(1 - 
/10 	J_ 	i + qx2 
	dx, 	/22 

= J_ 	1 + qx2 
	 dx, 

quando q > O e 

t' 	1+qx 

1 (1— x)''(1 + x)"  
dx + K3, 

	

1p 	f 	'1 x(1—x)'(+x)" 	,ç3 

	

/1j 

	
1+qx 	

dx

01 	

--, 

1 x2 	
dx

(1_x) 1(1+x) 1 	k3 

—1 	1+qx 	 q2 

mó 
P-1 - 
- 
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Capítulo 6 

Considerações Finais 

O objetivo desta tese foi estudar algumas relações associadas aos polinômios ortogo-

nais (de Sobolev) em relação ao produto escalar 

(f,g)s =ff(x)(x)d/ o(x) +ff'(x)'(x)d i (x) 

onde Mo  e M I  são medidas especiais de maneira que os resultados obtidos são simples e 

fáceis de serem manipulados. Todos os trabalhos consultados que estudaram os polinômios 

ortogonais associados a este produto escalar, se restrigiram ao caso de medidas mo e Pi 

formando um par coerente ou simetricamente coerente. Em todos estes trabalhos, o ponto 

de partida é a relação 

- dP 1(x) 	dP°(x)  
(n+1)P(x) — 	+o.n  

dx 	dx 

quando se trata de coerência, ou a relação 

dP° (x) 	dP 1(x)  
(n+1)P'(x)= n+L  

dx 	 dx 

quando se trata de coerência simétrica. Aqui, {P,0} e {p/,'} são os polinômios ortogonais 

mônicos associados às medidas Mo  e M I , respectivamente. 

A abordagem que adotamos neste trabalho é consideravelmente diferente, pois o ponto 

de partida são as relações 

(1 + qx2)dq i(x) = dq5o(x) e P'(x) = P,°(x) + d_ 2P, 2(x), 
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quando tratamos de medidas simétricas, e as relações 

(1 + qx)dq5(x) = d0* (x) e P,) (x) = P, 1  (x) + d_2P,L(x), 

quando tratamos de medidas não simétricas. Nossa abordagem, além de dar uma visão 

diferente do assunto considerado, permite unificar os estudos considerados anteriormente 

por diversos autores. A obtenção de resultados sobre qualquer caso especial de pares de 

medidas é feita através da escolha dos parâmetros q, n, e i 2, que foram introduzidos nos 

produtos escalares dos Teoremas 3.1, 3.2, 5.1 e 5.2. 

O fato mais importante é que nos Teoremas 3.2 e 5.2 (ou melhor, nos seus respectivos 

corolários), as escolhas de r., 0 O e k2 O, também estendem resultados obtidos anterior-

mente. Neste caso, as medidas ipo  e tt 00  + '201 (Teorerna 3.2) não são classificadas como 

pares simetricamente coerentes e as medidase ,c1  + k2I' (Teorema 5.2), não são 

classificadas como pares coerentes. Assim, nestes dois casos os produtos internos associ-

ados não tinham sido estudados até então. Como acredita-se que a classificação de pares 

coerentes e simetricamente coerentes feita por Meijer em [38] é completa, a conclusão é 

que existem pares de medidas que não são coerentes mas fornecem resultados da mesma 

simplicidade. Este fato abre uma nova possibilidade de estudos a ser explorada, no sentido 

de estabelecer um conceito para pares de medidas que satisfaçam estes resultados simples. 

Vimos, nos resultados provenientes dos Teoremas 3.1 e 5.1, que há certa liberdade 

na escolha dos parâmetros q, t e k2, pois uma mesma sequência de polinômios de 

Sobolev pode ser obtida com duas escolhas diferentes destes parâmetros. Por exemplo, no 

Corolário 3.1.1, (q,i,t2) = (a,b,c) e 	 -) geram a mesma sequência 

de polinômios. Mostramos que este fato pode ser usado de modo a obter escolhas de 

parâmetros que fornecem resultados mais explícitos. 

Um trabalho importante que pretendemos considerar futuramente, é o estudo de 

propriedades assintóticas dos polinômios e dos coeficientes envolvidos, e tentar obter re- 

sultados mais explícitos. 

Outro trabalho muito importante a ser considerado é a geração numérica dos coefi-

cientes an (q, 'ii, i2), dos polinômios ortogonais de Sobolev e dos zeros destes polinômios. 

Já fornecemos métodos iterativos para obtenção dos coeficientes a(q, i, ,), entretan-

to uma análise de estabilidade dos métodos em relação aos parâmetros, seria bastante 
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interessante. 

Acreditamos que este trabalho é fonte de resultados interessantes e aborda uma área 

de pesquisa bastante promissora. 
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