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RESUMO

LEIVA R. T. Desenvolvimento e implementacao numérica de modelos viscoelasticos genera-
lizados e o estudo de fluidos complexos. 2022. 135 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Ciéncias
de Computagdo e Matemdtica Computacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢do, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

A modelagem dos fenomenos fisicos melhorou bastante nos tltimos anos, principalmente devido
ao desenvolvimento continuo de novas ferramentas matematicas (numéricas e analiticas). Hoje
em dia, a simulagdo numérica de grande parte do trabalho experimental € uma demanda e, o
objetivo € geralmente a otimizacdo do processo e a redu¢do de custos. Um caso cldssico € o estudo
de escoamentos de fluidos e mecanica dos sélidos, onde a modelagem numérica desempenha um
papel fundamental. Nas dltimas décadas, muita aten¢do foi dada a modelagem fraciondria, onde
a derivada de ordem inteira tipica € substituida por uma nao-inteira, levando a uma defini¢ao
mais geral de derivada e a uma defini¢do mais geral de (sistemas de) equagdes diferenciais. Neste
trabalho, estamos interessados na solu¢do numérica de equacdes de modelagem constitutivas que
usam funcdes resultantes do cdlculo fraciondrio, para modelar materiais viscoeldsticos. Portanto,
neste trabalho, comecamos por mostrar a conexdo entre os modelos de Maxwell viscoeldsticos
cléssicos e fraciondrios, apresentando a teoria basica por tras dessas equagdes constitutivas. Em
seguida desenvolvemos novos modelos generalizados que permitem fazer uma boa modelagem de
diferentes materiais viscoeldsticos, mas que, nao apresentam os problemas de nicleos singulares
encontrados nos modelos fraciondrios (os nucleos singulares representam um problema na
implementacdo numérica dos modelos). Os novos modelos sdo implementados em cddigos
numéricos gerais, mais particularmente, no cédigo HiG-Flow. A implementagdo numérica é
verificada desenvolvendo novas solu¢des analiticas e comparando as solu¢des numéricas mais

complexas com resultados de referéncia da literatura.

Palavras-chave: Modelos viscoeldsticos generalizados, gPTT, gK-BKZ, Mittag-Leffler, HiG-

Flow.






ABSTRACT

LEIVA R. T. Numerical Development and Implementation of Generalised Viscoelastic Mo-
dels and the Study of Complex Fluids. 2022. 135 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Ciéncias
de Computagdo e Matemdtica Computacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computa-
¢do, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2022.

The modeling of physical phenomena has greatly improved in recent years, mainly thanks to the
continuous development of new mathematical tools (numerical and analytical). Today, numerical
simulation of much of the experimental work is in demand, and the goal is usually process
optimization and cost reduction. A classical case is the study of fluid flow and solid mechanics,
where numerical modeling plays a key role. In recent decades, much attention has been paid
to fractional modeling, where the typical integer order derivative is replaced by a non-integer
one, leading to a more general definition of the derivative and a more general definition of
(systems of) differential equations. In this work, we are interested in the numerical solution
of constitutive modeling equations using functions resulting from fractional calculus to model
viscoelastic materials. Therefore, in this work, we start by showing the connection between the
classical and fractional Maxwell viscoelastic models and present the basic theory behind these
constitutive equations. We then develop new generalized models that provide good modeling of
various viscoelastic materials, but do not exhibit the problems with singular kernels that occur
in fractional models (singular kernels pose a problem in the numerical implementation of the
models). The new models will be implemented in general numerical codes, in particular the
HiG-Flow code. The numerical implementation will be verified by developing new analytical
solutions and comparing more complex numerical solutions with reference results from the

literature.

Keywords: Generalised viscoelastic models, gPTT, gK-BKZ, Mittag-Leffler, HiG-Flow.
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INTRODUCAO

O estudo de materiais viscoeldsticos estd aumentando em muitas areas de pesquisa e
isso faz com que o conhecimento do comportamento desse tipo de fluidos cres¢a cada vez mais.
Dentro da grande gama de aplicagdes o leitor ficaria surpreso ao saber que podemos encontrar a
viscoelasticidade em coisas tdo simples como as sacolas que recebemos ao fazer uma compra
no supermercado, nos alimentos que diariamente comemos como € o caso do pao ou outros
produtos de panificacio, as frutas, ovos, ou alimentos como a mandioquinha, etc. E importante
dizer que também no nosso corpo podemos encontrar viscoelasticidade como € o caso de nossa

pele, sangue, saliva e até nos nossos 0ssos.

Para se conseguir melhorar a qualidade de tais produtos, diminuir o desperdicio ou
entender melhor o funcionamento do nosso corpo e assim obter meios para curar certas enfermi-
dades € de interesse descrever tal comportamento através de modelos matemdticos e simulag¢des

computacionais.

Para entender melhor o conceito podemos dizer de uma forma concisa que um fluido
viscoeldstico é um fluido que se comporta como viscoso e eldstico a0 mesmo tempo. Se tivermos
um material eldstico ideal, sob uma tensao, este responde com uma deformacao tal que ao cessar
a tensdo o corpo retorna a sua forma e volume original. A diferenca para um material viscoso,
quando este estd sob uma tensao de cisalhamento (por exemplo), é que este responde de forma
irreversivel as deformagdes sofridas. Outra diferenca € que o fluido viscoso dissipa energia
enquanto que, o fluido viscoelastico dissipa alguma energia e armazena o restante (dependendo

do grau de elasticidade e viscosidade).

Dada a complexidade das equagdes diferenciais ou integrais que governam o escoamento
de fluidos, ao longo dos anos tém vindo a ser desenvolvidos vérios softwares para a resolucdo de
problemas que envolvem escoamentos de fluidos viscoeldsticos complexos. Porém, continuam a
existir limitagdes quer ao nivel dos modelos, que ndo conseguem descrever corretamente todos
os comportamentos de fluidos viscoeldsticos, quer ao nivel da solu¢do numérica, que na maior

parte das vezes estd limitada a problemas com caracteristicas muito especificas.

Por outro lado, o célculo fraciondrio tem demostrado ser uma ferramenta util para diversas
areas da matematica, fisica, engenharia, quimica, principalmente devido a propriedade de nao
localidade que possuem os operadores de derivada e integral fraciondario. Esta caracteristica
ajuda em muito no estudo de problemas com memdria, como € o caso dos fluidos viscoelasticos.
Nos dltimos 30 anos, foram entdo apresentados na literatura alguns modelos viscoeldsticos

que substituem as derivadas cldssicas dos modelos tradicionais, por, derivadas fraciondrias.



26 SUMARIO

Estes novos modelos apresentam propriedades muito boas no que diz respeito ao ajuste a dados
experimentais. De notar que a simples substitui¢cdo dos operadores ndo deve ser vista como uma
pratica correta, e que, no passado mais recente, ja foi apresentada uma deducao molecular para

alguns desses modelos.

A grande generalidade dos modelos fraciondrios sofre de um problema grave: nio sdo in-
variantes. Ou seja, o resultado fisico obtido com esses modelos pode ser diferente para diferentes
observadores. Este problema ainda ndo esta totalmente resolvido, porém, ja podemos encontrar
na literatura escassos trabalhos que resolvem este problema, para modelos particulares (YANG;
LAM; ZHU, 2010). Outros problemas dos modelos fraciondrios sdo: o fato de apresentarem
integrais com nucleos singulares (que podem trazer problemas numéricos na sua implementacdo);
os parametros/propriedades do modelo terem unidades fraciondrias. Este ultimo caso, ndo é
visto por muitos como um problema, sendo dado o nome de quasi-propriedade a estes novos

parametros.

Portanto, os objetivos propostos neste trabalho so:

e 0 desenvolvimento de novos modelos generalizados, diferenciais e integrais, que usam as
funcdes geradas nos modelos fraciondrios, mas que, ndo apresentam nuicleos singulares, e
que todos os paradmetros tenham unidades inteiras. Estes novos modelos deverdo permitir

obter um bom ajuste a dados experimentais;

e a implementagdo numérica, dos novos modelos desenvolvidos, num c6digo numérico de
diferencas finitas. Tal implementagdo sera feita no sistema HiG-Flow, desenvolvido na
Universidade de Sdo Paulo — campus de Sao Carlos. Este c6digo ird permitir o estudo do

escoamento de fluidos complexos, com aplica¢des na industria.

A tese estd organizada da seguinte forma:

No capitulo 1 expomos os conceitos, defini¢cdes e resultados bédsicos do Calculo Fraciona-
rio, especificamente trataremos as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville e de Caputo.
No capitulo 2, serdo apresentadas as formulagdes matematicas para fluidos newtonianos e fluidos
viscoeldsticos com o objetivo de mostrar as diferencas entre elas. Também serdo apresentados
os modelos constitutivos diferenciais e integrais usados para representagdo do comportamento
de fluidos poliméricos. Para o nosso interesse veremos a vantagem do modelo K-BKZ sobre os
modelos diferenciais.

No capitulo 3, apresentamos a aplicacdo do Calculo Fraciondrio em modelos viscoeldsticos,
particularmente no modelo integral K-BKZ, e com isso algumas das propriedades importantes
(entre elas o fato de que o modelo K-BKZ fraciondrio € invariante). E ainda abordado o fato dos

nucleos deste modelos integrais serem singulares.
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No capitulo 4 sdo desenvolvidos os novos modelos diferenciais e integrais com nicleos suaves.
Sdo apresentadas as vantagens do uso destes novos modelos, quando comparados com as suas
versoes cldssica e fraciondria (os novos modelos nao t€ém o problema das dimensdes fracionarias
nos parametros usados, e, os ndcleos sdo suaves). Este capitulo apresenta alguns dos novos
desenvolvimentos desta tese.

No capitulo 5 se apresentard o sistema Hig-Flow, as suas principais caracteristicas, assim como
o tipos de discretizacdo e métodos numéricos implementados. Ainda neste capitulo, € feita uma
descricdo detalhada das novas implementagdes numéricas dos dois modelos.

No capitulo 6 sdo apresentados os resultados numéricos de aplicacao.

Finalmente, no capitulo 7, sdo apresentadas as conclusdes e as seguintes etapas a desen-

volver no futuro.
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CAPITULO

CALCULO FRACIONARIO

As derivadas fraciondrias resultam de uma generalizacio das derivadas de ordem inteira
cldssica, através da substitui¢do dessa ordem inteira por um ndmero real. Nos tltimos anos, o
interesse no calculo fraciondrio aumentou bastante, tendo sido utilizado em muitos campos de
investigacdo, tais como: redes elétricas, teoria de controle de sistemas dinamicos, probabilidade
e estatistica, eletroquimica da corrosao, fisica quimica, Optica, engenharia, actstica, ciéncia de
materiais e processamento de sinal. Todos estes campos beneficiaram do cdlculo fracionario,
0 que permitiu uma melhor modelagem de diversos fendmenos através do uso de equagdes
diferenciais de ordem fraciondria linear ou nao linear. (MILLER; ROSS, 1993), (SAMKO;
KILBAS; MARICHEV, 1993),(PODLUBNY, 1999).

Neste capitulo apresentaremos de uma forma resumida a origem do célculo fraciona-
rio, além de algumas das defini¢cdes dos operadores fraciondrios mais comuns, tais como a
integral fraciondria de Riemann-Liouville e a derivada fraciondria de Caputo. Também serao
descritas certas propriedades destes novos operadores, que, irdo servir de base para o estudo e

desenvolvimento de novos modelos generalizados para fluidos viscoelasticos.

1.1 Conceitos Basicos

Uma das fungdes basicas do cdlculo fraciondrio € a funcdo Gamma de Euler, a qual

generaliza o fatorial de um nimero natural.

Defini¢ao 1.1.1. A fun¢do Gamma, € a fun¢do I': R —Z;, — R, tal que
I'(z) :/ e 't ldr. (1.1)
0

A fun¢do Gamma tem as seguintes propriedades:
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1. Sejaz > 0, entdo
[(z+1)=2(2). (1.2)

2. A funcdo Gamma pode ser representada pelo limite

n'n®
I'(z) = lim , 2> 0. 1.3
) n—=ez(z4+1)(z+2)...(z+n) (1.3)
3. A funcdo Gamma tem polos simples nos pontos z = —n, (n=0,1,2,...).

A representagdo grafica da fungdo Gamma € dada na Fig. 1.

Figura 1 — Fun¢do Gamma.

ng)

4

4+

w

A\

Fonte: Elaborada pelo autor.

1.1.1 Funcao Mittag - Leffler

Em 1903, Mittag—Leffler (MITTAG-LEFFLER, 1903) estudou e definiu uma funcao,
hoje conhecida em sua homenagem por funcao Mittag—Leffler, sendo uma possivel generaliza¢ao

da fun¢do exponencial. A funcao proposta por Mittag—Leffler depende apenas de um parametro.

Definicao 1.1.2 (Funcao Mittag - Leffler de um parametro). A funcdo Mittag - Leffler de um

parametro € dada pela série

Eq)= Y — >~ 1.4
(x) ,;Or(1+ak) (1.4

sendo o € C, Re(at) > 0.T'(x) é a fungdo Gamma.
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De fato, a fung¢@o E (x) assim definida é uma generalizagdo da fungdo exponencial, pois

quando consideramos o = 1 temos,

— = xk
_,;)Fl ;k_

Observemos da definicdo acima que quando tomamos na funcdo de Mittag-Leffler, x =0 e

qualquer o € C tal que Re(t) > 0, ou seja, E4(0), obtemos 1, pois

> o 1 0 0
E“(()):k;)r(uak) T T Tas) Tearn !

Podemos considerar varios casos particulares como segue na tabela 1:

B 0 (_X)Zk x2k B
EZ(_XZ) _k:O F(2k+1> _kz()(_ >k2_k' COS( )
) oo x2k
E>(x ):k;oF(ZIH—l) = cosh(x)
Ey(x) = — =) X = x| <1
0(x) EOF(l) LY =10 se [x| <

Tabela 1 — Casos particulares da fungao Mittag - Leffler de 1 parAmetro

Em 1905, Wiman (WIMAN, 1905) prop6s e estudou uma generalizacdo da funcdo de

Mittag—Leffler, que chamaremos de funcao de Mittag—Leffler com dois parametros

Definicao 1.1.3 (Funcdo Mittag - Leffler de dois parametros). A funcdo de Mittag-Leffler de

dois parametros € dada pela seguinte série,

xk

Eqp(x)=Y T(B + ak)’

k=0

(1.5)

coma,f3 € C,Re(B) >0eRe(a) > 0.

Observemos que quando 3 = 1 na equacéo (1.5) recuperamos a func¢éo de Mittag-Leffler

de um parametro dada pela equagdo (1.4). De fato,

[o]

= OF +ock
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X
—1
Exemplo 1.1.1. Mostraremos que E; »(x) = c
X
De fato, a partir da defini¢do temos
X X
]Z:OF(IH—Z) ]Z:O (k+1)!
Considerando a seguinte mudanca de indices k — k — 1 temos
i = e —1
E — _ = — = (" — 1 = . D
12(4) — k! X kzlok! x(e ) x
Assim podemos encontrar muitos casos especiais:
oo 2k
1
Bl =Y = L
22(¥) Zb Fk+2) xS
oo k
X
Ep1(x)= =é*
kg;) ['k+1)
Eyi(x) = i A = cosh(y/x).
’ = T(2k+1)

Tabela 2 — Casos particulares da funcdo Mittag - Leffler de 2 pardmetros

Teorema 1.1.1. A funcao Mittag—Leffler verifica as seguintes relagdes:

1
(1) Ea,B (z) = ZEa,aJrIS' (2) + =4

r'B)
.. d
(i) Eqp(z) = BEgp+1(2)+ az-Eqpii (2)-
(iii) <i) [zﬁ’lEa B(z“)] = B-m-1E, g-m(z%) com Re(f —m)>0emeN
dz ’ ’
Prova:

(1) Temos
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(i1)) Temos

J d
PEqpii(2) + oz Eqpii(z) = P a,ﬁ+1(z)+azdzkz T(B+ 1+ ak)
k 1

= E
ﬁ (X,ﬁ+l +aZZ ﬁ—|—l—i—06k)
k
= [BE
ﬁ Ot,ﬁ+l —J’_Z ﬁ+1+(xk>

k
= PEapnlz +Z aﬁiﬁwﬁc)k)

= BEapii(d +i P BEap@

Pela propriedade da fun¢do Gamma I'(z+ 1) = zI'(z), obtemos
d
BEqpg+1(z) + OCZd—ZEa,ﬁ+1 (2) =Eqp(2) (1.6)

(iii) Temos

@) - @) lirﬁ:z;ﬁ

como

4N spr_ LKD) gy
dz T(ak+ B —m)
entonces

d\"1 45 o] | e T(ak+p) xkHP-m-l
(d_z) [Zﬁ Eap(z )] - [Z T(ak+B—m) T(B+ ak)

1.2 Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

Definicdo 1.2.1. Seja f € Li[a,b], @ € R.. A integral fraciondria de Riemann-Liouville de
ordem « da fung@o f, é denotada por J& e é definida por:

! )/:(x—t)o‘lf(t)dn a<x<b (1.7)

Ja f(x) = T(a)
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Para o = 0, temos que JO := I, operador identidade.

Observacao 1.2.1. Quando o € N, obtemos

1 X X X1 Xo—1
JEf(x) = —/ (x—5)%f(s)ds = / dx1/ dxz.../ f(s)ds (x> a)
F(OC) a a a a
ou seja, obtemos a férmula que reduz a integral inteira de ordem o de uma funcdo real para uma
unica integral de convolugdo.
O préximo teorema estabelece condi¢des para a existéncia da integral fraciondria de uma

fungdo f(x).

Teorema 1.2.1. Seja f € Li[a,b] e & > 0. Entdo a integral fraciondria JZ existe para quase todo

X € [a,b]. Além disso a func¢do J¥ f é um elemento de L[a,b].

Prova: Ver pag. 13, Teorema 2.1 em (DIETHELM, 2010).

Exemplo 1.2.1. Seja f(x) = (x—a)", parapy > —1e a > 0.

Pela definicao temos que

1 X
T (x — “:—/ —0)* Yt —a)Hdr
Faf = gy | =0 ea)
Fazendo a mudancga de varidvel
s:t_a =ds= d
xX—a xX—a
temos
_g)otu gl
J% x—a)* = (x a) / 1— ocflud
Y (x—a) —F(oc) 0( $)* " stds
F(u+1)
Al M — —a)*™* O 1.8
Ja (x a) F(u+a+1)(x a) ( )

Exemplo 1.2.2. Seja g(x) =k, a fungdo constante com k € R.

Temos que
Joe(x) = ﬁ/:(x—t)“lkdt
= %/:(x—t)a_ldt
= %a)/:(x—t)a_ldt
_ Kk —(x—=0)*" k (x—a)®
I'a) o . o) «
k(x—a)®

INa+1)
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1.3 Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville

Para obter uma defini¢do de derivada fraciondria, define-se n = [o¢] o menor nimero

inteiro maior que n, isto significan—1 < a < n.

Definicdo 1.3.1. Seja @ € Ry y n = [o]. A derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem

o de uma fungdo f, é denotada por D, e é definida assim
DG f(x) = D"y “ f(x) (1.9)

onde a < x <b.

Para oo = 0, definimos Dg := 1, o operador identidade.

Se considerarmos & = k > 1 onde k € Z e x > a, entido

D f(x) = DM(Igf(x)) = D' f ()

o que quer dizer, que para x > a, a derivada fracionaria de Riemann-Liouville (1.9) de ordem

o = k coincide con a derivada convencional de ordem k.

Como consequéncia da defini¢ao 1.3.1, veremos como calcular a derivada fraciondria de

algumas fungdes elementares.

Exemplo 1.3.1. Seja f(x) = (x —a)" para algum u > —1 e o > 0. Entdo, pelo exemplo 1.2.1

tem-se que
I(p+1)

Oy W — N7 7 T
Ja ¥ =a) = e T D

(x o a)OH-LL
entao

D%(x—a)* = Dl i “Hx—a)H

F(“+1) [a] X—a [a]—o
Mo —arugn?  Cma®

Agora, se oc — 1 € N, o lado direito é a [ ot |-ésima derivada do polindmio de grau [a] — (o — ) €
{0,1,...[a] — 1}. Com isso temos que

DS(x—a) =0, Vo>0.

Portanto, se a — 1 ¢ N, tem-se

F(u+1)

Dg(x_“)u:r(u—aﬂ)

(x—a)*7 % O (1.10)
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1.4 Derivada Fracionaria de Caputo

Em 1967, M. Caputo publicou um trabalho (CAPUTO, 2008), onde uma nova defini¢ao
de derivada fraciondria é apresentada. Nesta secao, se estabelecerd esta defini¢do e algumas

propriedades deste novo operador, o qual hoje em dia, € chamado derivada fraciondria de Caputo.

Defini¢do 1.4.1. Seja @ € R e n = [a]. A derivada fraciondria de Caputo de ordem ¢ de uma

fun¢do f, é denotada por D%, e estd definida por

D% £(x) = J" D" f(x) = m/:(x—t) —a1 g (1.11)

para a < x < b. Comecemos analisando o caso & € N. Aqui temos n = ¢ e assim nossa defini¢ao
implica que
DY, f (x) = JgD"f(x) = D" f(x),

i.e, para n inteiro recuperamos o caso classico.

Como se pode ver na definicdo da derivada fraciondria de Caputo também deve-se
conhecer a integral fraciondria de Riemann-Liouville, mas ao compari-lo com a derivada
fraciondria de Riemann-Liouville, deve-se notar como a sequéncia de diferenciacdo de ordem
inteira e integragdo fraciondria € trocada. Devido a essa mudanga aparentemente sutil, hd um

impacto importante na estrutura da derivada fraciondria, que pode ser vista no exemplo a seguir:

Exemplo 1.4.1. Sejao > 0,n=[a] e f(x) = (x—a)*, com u > 0. Vamos obter D% f.
Solucao:
Por definicdo

D%, (x—a) = 1D (x—a)*

Seu €{0,1,2,...,n—1}, entdo
D% (x—a =1"%D"(x—a)* =0

Por outroladose g e Nepu >noupu ¢ Neyu >n—1, tem-se

D (x—a)t = I *D"(x—a)¥
_ oo DA e
- & ()
Fp+1) 4 “n
F(‘Ll—n—l—l)la (x_a)ll

Agora considerando o resultado obtido em (1.8) podemos ver que:

I(p+1)

(07 M

(x—a)*~ ¢
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Resumindo, temos obtido o seguinte:
0 seu €{0,1,2,....n—1}

D% (x —a)" =
alx—a) (J“—m(x a)*=% sepeNeu>nou

H¢ENe pu>n—1

Se compararmos este resultado com (1.10), onde o operador diferencial Riemann-
Liouville foi aplicado a fun¢do f, observamos, em particular, que os dois operadores t€m nucleos
diferentes e que o dominio dos operadores (considerando aqui o intervalo de parametros () tam-
bém sao diferentes. No entanto, apresentamos de seguida um primeiro resultado que estabelece
uma conexdo importante entre os operadores diferenciais fracionarios de Riemann-Liouville e

Caputo.
Lema 1. Sejan > 0em = [n]. Assumimos que f é tal que D?,f e D’ f existem. Entdo,

m—1 k
Dl f(x) =Dyf — Z ffn_gl)(x—a)k".

Prova: Ver pag. 53, Lema 3.4 em (DIETHELM, 2010).

Uma consequéncia imediata deste lema é

Lema 2. Assuma as hipé6teses do lema 1 (Sejan > 0 e m = [n]. Assumimos que f é tal que
D’ f e D] f existem). Entdo,

Dl f(x) =Dqf
Se € somente se
Dff(a)=0parak=0,1,...,m—1.

Tendo em conta o que foi exposto neste capitulo, podemos concluir que a derivada
de Caputo serd aquela que mais se adequa a aplicagdes a Engenharia e Fisica. Da resolucao
de determinadas equacdes diferenciais fraciondrias de Caputo, de interesse para escoamentos
de fluidos viscoeldsticos, surge como solugdo a funcdo Mittag-Leffler. Podemos entio dizer
que a fungdo exponencial estd para as equagdes diferenciais cldssicas assim como a fungao

Mittag-Leffler estd para as equagdes diferenciais fraciondrias.

Tendo em conta as propriedades nao locais deste tipo de operadores, e pelo fato de
fluidos viscoeldstico terem uma memoria inerente que depende mais fortemente das deformacdes
proximas do presente (a deformacdo do presente depende do conjunto de todas as deformacdes
do passado, em todos os pontos do dominio), este tipo de operadores sdo uma mais valia na

descricdo de escoamentos viscoeldsticos.
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Algumas dessas boas propriedades dos operadores fraciondrios estdo inerentes na funcio
Mittag-Leffler. Esta fun¢do serd entio usada no desenvolvimento de novos modelos generalizados,
que apresentam um bom compromisso entre a modelacao de fluidos viscoeldsticos e a sua fécil
implementagdo numérica. Este novos modelos permitem fazer um bom/razodvel ajuste a dados
experimentais, mantendo as unidades fisicas expectdaveis dos parametros de ajuste, e, usando
nucleos suaves em modelos integrais (0 que ndo acontece com os modelos viscoeldsticos

fracionarios).



39

CAPITULO

FLUIDOS VISCOELASTICOS

Um fluido viscoelastico € um fluido que se comporta como viscoso e eldstico a0 mesmo
tempo. Se tivermos um material eldstico ideal, sob uma tensao, este responde com uma defor-
macao tal que ao cessar a tens@o o corpo retorna a sua forma e volume original. A diferenca
para um material viscoso, quando este estd sob uma tensdo de cisalhamento (por exemplo), é
que este responde de forma irreversivel as deformacdes sofridas. Outra diferencga € que o fluido
viscoso dissipa energia enquanto que, o fluido viscoeldstico dissipa alguma energia e armazena
o restante (dependendo do grau de elasticidade e viscosidade). Por isso temos todo o interesse
em descrever tal comportamento através de modelos matemaéticos, que, podem ser classificados

como lineares ou nao lineares.

O modelo viscoelastico linear mais popular € o modelo de Maxwell, que incorpora a
ideia de um fluido que apresenta caracteristicas tanto de um sélido eldstico Hookeano, como
de um fluido viscoso Newtoniano. Dai, entre os principais modelos viscoeldsticos diferenciais
podemos citar: Oldroyd-B, White-Metzner, Giesekus, Leonov, modelos do tipo FENE, PTT e
derivados, Pom Pom, entre outros; e os modelos integrais: UCM, K-BKZ (BIRD; ARMSTRONG;
HASSAGER, 1987).

Descreveremos neste capitulo o modelo Maxwell (BIRD; ARMSTRONG; HASSAGER,
1987), que ird servir de base para o desenvolvimento do novo modelo de Maxwell generalizado,
designado por modelo de Maxwell-ML (onde ML significa Mittag-Leffler). Serd ainda apresen-
tado o modelo diferencial PTT (THIEN; TANNER, 1977; PHAN-THIEN, 1978), o qual sera
estendido ao modelo generalizado PTT (gPTT).

2.1 Equacoes de Navier - Stokes

As equagdes de Navier-Stokes podem ser empregadas para modelar o escoamento de

fluidos compressiveis e incompressiveis, para escoamentos turbulentos e laminares. Uma vez
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que dada a sua complexidade, ndo existem solucdes analiticas gerais (FORTUNA, 2012) (apenas
para geometrias simples e muito especificas), a solucdo numérica € a tnica opcao. Dependendo
das caracteristicas e propriedades do escoamento e do fluido considerado, simplificacdes podem

ser realizadas nestas equagdes, facilitando sua solu¢cao numérica.
Aplicado a um meio continuo, e em uma descri¢do Euleriana, a equagdo da quantidade
de movimento é expressa em sua forma diferencial por:

Jdu
pat

onde u € o vetor velocidade, p é a massa especifica do material modelado, P € a pressdo, o

+p(u-Viu=-VP+V-0+b (2.1

o tensor de tensdes de Cauchy e b o vetor forca de corpo (entre as quais se encontra a forca
da gravidade). De uma forma geral, todas as varidveis apresentadas podem variar com o vetor
posi¢do x e o tempo ¢.

Da mesma forma, o principio da conservagcao da massa é expressado pela equagdo da continuidade

(ou equacdo da conservacao da massa):

ap B
5+ V- (pu) =0. (2.2)

Para fluidos incompressiveis, a massa especifica p € constante, e a equacao (2.2) resume-se na
equacdo (2.3). A restricdo fisica de incompressibilidade traduz-se assim na restricdo matematica

de divergente nulo do campo de velocidades:
V-u=0. (2.3)

Para completar o sistema de equacdes, necessita-se de uma equagdo constitutiva que relacione
o campo de tensdes (o) com a velocidade. Para fluidos newtonianos incompressiveis e para

qualquer geometria este é dado por (2.4)
o =2nD, (2.4)

onde 7 € o coeficiente de viscosidade newtoniana e D € o tensor taxa de deformacdo dado pela

equacao (2.5)

1
D= E(Vu-i- [Vu]'). (2.5)
onde Vu é dado (em coordenadas cartesianas) por:
du, Ouy du,
X Uy Uz
w o 2o
Ju, Ouy du
dz  dz 9z

com (uy,uy,u;) o vetor velocidade.

Como esta equacdo constitutiva € explicita em termos de velocidade, ela pode ser
substituida na equagao (2.1), resultando na equacgdo (2.7):

Ju

pEer(u-V)u—nvzu: —-VP (2.7
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Assim, a andlise de escoamentos de fluidos Newtonianos se resume a resolugdo do sistema de
equacodes diferenciais formado pelas equacdes (2.2) e (2.7), tendo como incdgnitas a pressao e as

componentes da velocidade.

Para o caso particular em que temos coordenadas Cartesianas, as equacdes sdo dadas por
(em 2D):

duc | dw  du_ 9P (0 Puw) (2.8)
p at ux ax uy ay = a_x /,L 8)(,'2 pg)C7 .

dy?
duy duy duy B JdP 82uy azuy
p(&t —l—uxax +uy 8y)__8_y+u(8x2 +_8y2 +pPgy, (2.9)

onde (gx,&y) € o vetor gravidade. A generalizagao para 3D ¢ trivial.

2.1.1 Formulacao do Modelo Matematico para Fluidos Poliméricos

O ponto de partida para a anélise de escoamentos incompressiveis de fluidos poliméricos
também € a equagdo da continuidade e a equacao de quantidade de movimento. No entanto,
quando o interesse € resolver o problema de um escoamento de fluidos ndo-newtoniano surgem
algumas dificuldades adicionais, pois temos equacdes constitutivas implicitas que devem ser

resolvidas simultaneamente as equacdes de conservacao de massa e quantidade de movimento.

A equacdo da continuidade ndo tem a sua forma alterada em decorréncia do tipo de
equagao constitutiva utilizada, de maneira que a equacgdo (2.3) também € utilizada na modelagem
de escoamento de fluidos poliméricos.

Ja no caso da equagdo de quantidade de movimento para fluidos viscoelasticos, a equagado (2.1)

costuma ser reescrita dividindo o termo de tensdo em duas contribui¢des:

@
pat

a contribuicao do solvente para o tensor das tensdes dada por 65 € uma contribuicdo polimérica

+p(u-V)3u=-VP+V.0,+V-0), (2.10)

0. Desta forma se considera que os polimeros podem ser vistos como uma mistura de um
solvente e um soluto polimérico. O solvente possui comportamento newtoniano (ver (BIRD;
ARMSTRONG; HASSAGER, 1987)):

o, =2n,D 2.11)

onde 1, € a viscosidade do solvente. O tensor das tensdes adicionais ¢, (tensdes "eldsticas"ou
"poliméricas") na equacdo (2.10) deve ser obtido através de equacdes constitutivas provenientes
de teorias sobre reologia de fluidos, como por exemplo, a teoria cinética, a teoria de redes de

solucdes concentradas e polimeros fundidos e a teoria da reptacdo (LARSON, 1988).

Como este tensor ndo pode, geralmente, ser escrito explicitamente em funcao do gradiente

de velocidades como no caso da contribui¢do Newtoniana, o sistema de equacdes a ser analisado
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passa a ser composto pelas equagdes (2.2) e (2.10), juntamente como outra equacgdo diferencial
(ou integral) para a defini¢do de 0. Além disso, as componentes de ¢, passam também a ser

incognitas do problema, juntamente com a pressdo e as componentes da velocidade.

2.2 Modelo de Maxwell

Dentro dos modelos viscoeldsticos lineares, o mais simples é dado pelo modelo Maxwell,
onde para representar o equivalente mecanico deste modelo, podemos assumir uma mola (elastici-

dade) conectada a um amortecedor (viscosidade), com ambos 0s objetos sujeitos &8 mesma tensao .

Figura 2 — Mola e amortecedor usados na representacdo mecanica do modelo de Maxwell.

o IO’
- o [ "_H\ ”
E =S — - iy ‘
s = — ‘ | ‘
=
=
l 3 Taxa de deformacdo total: 3
o o cdy (®) _dye(®) | dye(t) |
Fluido Newtoniano  Sélido Elastico de Hooke idt | dt + dt
o =120 o(0) = Gore®)  _e®, 1do(®)
‘ n Gy dt |

do(t dy (t
Modelo de Maxwell: J(t)+610 Ti(t) n ZE)

Fonte: Adaptada de Ferrds et al. (2017).

Da Figura 2 vemos que pela lei de Newton, a tensdo, o, € proporcional a taxa em que

o fluido se deforma yf (®)

, enquanto para sélidos eldsticos, seguimos a lei de Hooke (a forca
necessdria para estender ou comprimir uma mola por alguma distancia (pequena) é proporcional a
essa distancia), o que significa que a tensdo, o, é proporcional a deformagdo da mola, 7,. Note-se

que essas relacdes foram propostas no passado e, elas foram verificadas experimentalmente.

Supondo que a taxa total de deformagdo € dada pela soma das contribuicdes viscosa e

eléstica, entdo o modelo de Maxwell pode ser escrito como (ver também a Figura 2),

n do dy
—— =N 2.12
ot Gy dt n dt (2.12)
onde 1 representa a constante de viscosidade do fluido, Gy é o mddulo de elasticidade e Glo éo
tempo de relaxagdo que normalmente € denotado por A.

Esta é uma maneira de derivar o modelo, mas, existem outras formas, isto €, usar a teoria
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molecular, ou, usando o principio de superposi¢cdo de Boltzmann (BIRD; ARMSTRONG;
HASSAGER, 1987).

A versdo integral do modelo Maxwell serd agora apresentada. Para isso, vamos observar
o teste de relaxamento (Figura 3), onde é assumido que temos um material viscoeldstico em
repouso, e de repente (quando ¢ = a), nés deformamos o material, mantendo constante a defor-
macao Y ao longo do tempo (ver Figura 3). O que acontece € que a tensdo sentida pelo material
¢ mixima quando a deformacdo € aplicada e, em seguida, o material viscoeldstico comega a se
adaptar e a tensao diminui (relaxa) até que o material fique em repouso novamente (mas agora

com um configuracao diferente quando comparada a inicial).

Figura 3 — Relaxa¢do de um fluido viscoeléstico. O fluido estd em repouso, quando € aplicada uma
deformac@o constante, que, se mantém constante ao longo do tempo.

e N
7
Deformagédo Constante
0 a Tempo (t)
o
Relaxagdo da Tensdo
0 te[0,a] t=a t=t, t=t,  Tempo (t)
\ i \‘ y,

Material viscoelastico
sem sofrer deformagéo ST
(em repouso) E aplicada uma deformagéo

constante ao material A deformacéo continua a ser a mesma,

mas, o fluido esta mais relaxado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em 1876, Boltzmann sugeriu o seguinte: considere a funcdo y(z), como causa, que
ird promover algum efeito no material (a tensdo, ¢(¢)). Com, G(¢) sendo uma propriedade do
material e relacionando a causa e efeito (se G = 1, entdo a causa € igual ao efeito). Olhando
para o experimento de relaxamento (Figura 3), e tendo em conta o fato de que uma variagao
na deformagio (causa) no tempo ¢ produzird um efeito correspondente em algum momento

posterior, ¢, é plausivel assumir G() como uma fun¢io do tempo passado entre a causa e o efeito.



44 Capitulo 2. Fluidos Viscoeldsticos

Entao, pode-se dizer que,

c(t)=G(t—1t")y() (2.13)

com ' um tempo passado, e G(¢ —t') representando uma memdria de desvanecimento. G depende
do tempo decorrido  — ¢’ entre o passado lembrado e o presente (MACOSKO, 1994).

Agora, suponha que pequenas variagdes da causa sdo realizadas, levando a pequenas
variacdes do efeito, e que essas variacdes sdo pequenas de tal forma que G e ¢ ndo dependem de

Y (por isso € chamada de viscoelasticidade linear), entdo, obtemos o seguinte,

do(1)=G(t—1)dy(t'). (2.14)

Uma relacdo entre tensdo e deformacdo, que € vilida apenas para pequenas deformacdes, acabou
de ser encontrada. Agora, assumindo que o principio de Boltzmann se aplica, podemos dizer
que a tensdo causada por uma deformacao pode ser decomposta em contribuicdes independentes
de deformagdes muito pequenas e, portanto, podemos integrar todo o histérico de tensdo até o

momento de interesse, ¢ , resultando na seguinte relagao,

t

o
_ _ _nadY
O'(t)_/da_/G(t t)dt,dt

(o)

E assumido que no intervalo de tempo (—co, 0) o material est4 totalmente relaxado.

Agora, precisamos encontrar uma forma para a fungéo especial, G(t), conhecido como
o médulo de relaxamento (MACOSKO, 1994). G (r —t’) deve ser uma fungéo decrescente de
t —t', uma vez que a influéncia do passado muito remoto sobre a tenso atual deve ser menor

que a influéncia do passado préximo.

Mantendo em mente o fato que (ver equagdo (2.13)) G(t —t') = ;f((tfg e tendo em conta

o comportamento da tensdo verificado na Figura 3, esperamos que G tenha um decaimento

exponencial, G (t) = Goe? , levando 2 versdo integral do modelo Maxwell,

t
o ()= / Goe 7 Z—Ydr’ (2.15)
a

t/

Observe que o limite inferior de integracdo foi alterado para a com a > 0. Isso foi feito
assumindo que o experimento comega em algum momento, ¢ (f > 0), quando o material esta

livre de tensoes.
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Lema 3. O modelo Maxwell ((YANG; LAM; ZHU, 2010)) sofre de um problema sério, ndo é

invariante.

Prova:
Basta considerar um referencial fixo e outro movimento referencial com velocidade constante
- perfil de velocidade linear (em comparagdo com o referencial inicial) e obter a derivada (no
tempo) da tens@o para ambos os casos (MORRISON et al., 2001).

2.3 Modelos Viscoelasticos Nao Lineares Diferenciais

Modelos viscoelasticos nao lineares permitem descrever, ao menos qualitativamente,
o comportamento reolégico nao linear de diferentes materiais viscoeldsticos. Alguns desses
modelos podem ser obtidos a partir de modelos lineares, na sua forma diferencial, e sio chamados
modelos quase lineares. As modificacdes realizadas consistem na substituicao das derivadas em
relacdo ao tempo pela derivada convectiva no tempo e/ou na inclusdo de termos nao-lineares e
parametros nas equagdes. A seguir € apresentado um dos modelos viscoeldsticos ndo lineares

mais popular.

2.3.1 Modelo Phan-Thien-Tanner (PTT)

Em 1977 Nhan Phan-Thien e Roger I. Tanner propuseram uma nova equacgao constitutiva
(PTT) derivada de uma teoria de rede do tipo Lodge-Yamamoto para fluidos poliméricos, veja
a figura 4, na qual as juncdes da rede ndo se supde que se movam estritamente como pontos
do continuum, mas, em vez disso, € permitido um certo escorregamento efetivo, bem como
uma taxa de destruicdo que depende do estado de tensdo na rede (THIEN; TANNER, 1977;
PHAN-THIEN, 1978).

Figura 4 — Rede Lodge-Yamamoto. O liquido polimérico consiste em segmentos poliméricos conectados
por jungdes e muda constantemente sua topologia. Cada cadeia é feita de N moléculas com um
vetor de ponta a ponta comum /.

®  junction

\_) network strand

B the element 4B of the network
Ao—* is called a chain segment

the chain is made up of N

‘,}y molecules  with  end-to-end
vector A.

Fonte: Ferras et al. (2019).
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O modelo pode entdo ser expresso (para o caso isotérmico) pela equacdo constitutiva:
K(ow)o +A6 =2n,D, (2.16)

em que K(oy) pode tomar as seguintes formas

( e
14+ —oy, PTT linear
Np
eA 1 (€A 2
K(ow) = 14+ =0+~ —0w | , PTT quadritico (2.17)
Np 2\ np
eA .
exp(n—ckk), PTT exponencial

\ p

onde D é o tensor de taxa de deformag@o, o € o tensor de tensdo, A é um tempo de relaxamento,
1N, € a viscosidade do polimero, oy € o traco do tensor de tensdo, € representa o parametro de

extensibilidade e & representa a derivada de Gordon—Schowalter, definida como:

Jdo

E%—(u-V)G—(Vu)T-G—G-(Vu)+§(G-D+D-G), (2.18)

6 =
onde u € o vetor de velocidade, Vu € o gradiente de velocidade e o parAmetro & (0 <& < 1) é

responsdvel pelo deslizamento entre a rede molecular e 0 meio continuo.

2.4 Modelos Integrais Nao Lineares

Os modelos integrais, permitem uma melhor modelagem do comportamento de fluidos
viscoeldsticos, mas, exigem um maior esforco computacional, pois, em cada momento da
simulagdo, temos de ter acesso ao histérico de toda a deformacdo do fluido (desde que ele
comecou a ser deformado). A Integral é um operador ndo-local. O ideal seria termos um modelo
integral que tivesse um modelo equivalente na forma diferencial, como € o caso do modelo de

Maxwell. Porém, isso s6 é possivel para certos modelos mais simples.

O seguinte lema assegura a equivaléncia entre o modelo diferencial (2.12) e integral
(2.15) de Maxwell:

Lema 4. Supondo que o médulo de relaxamento seja dado por G (t —t') = Goe_%, equacoes

(2.12) e (2.15) sdo equivalentes. Se G (t —t') =N (¢) o fluido viscoso é recuperado o =1 dygt(t) ,

e, se G (t —t") = G obtemos um sélido elasticos hookeano, o = Gy, (t) (ver figura 2)

Prova:

Comecaremos mostrando que a equagado (2.15) implica a equagdo (2.12). De fato, se realizamos
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uma derivada no tempo em todos os termos da equagdo (2.15) obtemos

t
d e dy
=— |G 1 —dt 2.19
dt dt/ 0 dt’ .19)
usando a regra de Leibniz,
b(t) b(t)
d da
E/f(t / dt+ f 1) = f(a.t)
a(t) a(t)
temos que, assumindo f (¢',7) = Goe 32,/, a(t)=aand b=t ( dz =0, ‘fft’ =1),
do() [ 1 v d d d
ol 4 4 / Y ©
= [ —=G dt' +G —G——— Goe —dt' =Go——+— (2.20
dt /Aoe Far® O =9 0 o~ 20
Multiplicando ambos termos de dflgt) = Goili—z/ —% por A, obtemos a equagdo (2.12), onde
n= ;LGQ.

Para provar o reciproco notemos que a equacao (2.12) é uma equacao diferencial de

primeira ordem da forma y’ + P(x)y = Q(x), pois podemos reescrever (2.12) como,

do Gy dy
D=6
d ' Oar
ondeP(t):%eQ() Goi,g/

A solucdo para este tipo de equacdes € dada pela férmula
y= edeS/Qedesdt' +c.

Assumindo que o (a) = 0 temos

o) = o~ JaP(s)ds /tQ(l‘/)e 11 P(s)ds df — o Ja % ds /tGO Z—?:ef; %det/
a t

20 (p— dy Soy
= a/G()Een ad

=) d
= /GO t‘”*“dt_/Goe T gy

d /

Deve-se observar que esta prova também ¢ valida quando @ = —oeo. [
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Como se viu no lema 3 o modelo de Maxwell nao € invariante, isto €, dois observadores
em locais diferentes podem obter resultados diferentes para 0 mesmo fendmeno. Ou seja, o
modelo apresenta algumas limitagdes, ndo permitindo prever muitas das propriedades exibidas

por fluidos viscoeldsticos.

O modelo de Maxwell pode ser generalizado para uma versao invariante. Para tal basta
substituir a derivada da tens@o no tempo, por uma derivada temporal invariante, como por

exemplo a derivada convectiva superior,

g:aa—f-l—(u-V)G—(Vu)T-G—G-(Vu). (2.21)

Este modelo € designado por UCM - Upper Convected Maxwell (versao invariante do modelo
de Maxwell). Porém, este modelo também apresenta limitacdes na modelagem de fluidos mais

complexos.

Com o objetivo de melhorar a modelagem do comportamentos destes fluidos complexos,

foram desenvolvidos modelos integrais, sendo mais conhecido o modelo K-BKZ.

2.4.1 Modelo K-BKZ

Esse modelo constitutivo faz parte de um grupo maior de equagdes chamadas equacdes
de Rivlin-Sawyers (RIVLIN; SAWYERS, 1971), que sdo da forma

ot)= /_;{‘{11 (t—t 1, 0)B(t,t") + W (t —1', 11, L)C(¢t,¢') }dt’ (2.22)

onde as func¢des ¥ e ¥, sdo fungdes escalares que dependem de £, ¢/, com —oo < t' < ¢, € dos
invariantes I, e I, definidos por
I, = tr(B), (2.23)
L = tr(C), (2.24)

onde B e C sio os tensores de Finger e Cauchy-Green, respetivamente. As fung¢oes W;(r —
t',11,1), i = 1,2 podem ser escritas como um produto entre uma fungio temporal € uma fungdo

que depende da deformacao, ou seja,
Wi(t—t' I, L) =Mt —1t")¢i(I1, 1)
em que M(t —1t') é a fun¢do memoria dada por
Ak —(7-)
Mi—t)=) “e & 2.25
(=)=) 7 (2.25)
sendo A; constantes temporais, chamadas tempos de relaxacio, e ay sdo parAmetros que depen-

dem do fluido.

Neste caso a equacdo de (2.22) toma a forma

ot)= /_;M(t — o1 (t =, 1, 0)B(t, 1))+ ¢ (t — ', 11, 1) C(t,1') }dt’ (2.26)
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Particularmente nesta tese, usaremos a estrutura do modelo proposto por Papanastasiou, Scriven
e Macosko (PAPANASTASIOU; SCRIVEN; MACOSKO, 1983) (modelo PSM), onde
(04
t—t'I,L) = ,
ol vh) = B =Bk
¢2(l‘ — t/,ll,lz) = 0.

Neste caso I} = tr(B) e I, = (I} —tr(B*)] e os pardmetros o e 8 dependem do material.
Na literatura sdo encontradas diversas variantes da equacgdo (2.22). O préprio modelo PSM é

referido como um modelo K-BKZ, embora o modelo K-BKZ tenha a forma fatorada dada por

t _ 4!
o) = [ (U g+ R e ar @27)

onde a fung¢io V também depende de ¢, ', com —oo < ' <1, e dos invariantes I; € I,. Deste modo
podemos falar ndo de apenas um modelo, mas de toda uma classe de equagdes tipo K-BKZ,

dentre as quais estd o modelo PSM.

2.4.1.1 O Tensor de Finger:

Considere uma por¢do de material (por exemplo na forma de cubo) e os pontos P e
Q nesse volume. Seja dx’ o vetor que associa os pontos P e Q num instante . Apds uma
deformacdo, o vetor dx’ tomara um nova configura¢do em relagio ao seu estado de referéncia.
Essa nova configura¢do num instante 7 > ¢’ denotaremos por dx.
Assumindo que x = x(x’,7) é uma fungéo diferencidvel de x’ e ¢, podemos relacionar a posigio

presente (no tempo ¢) com a posi¢ao de referéncia por
dx = Fdx' . (2.28)

, Jx . i
A quantidade F = Vx = o ¢ chamada gradiente de deslocamento e constitui um tensor de
x
segunda ordem. Em coordenadas cartesianas F é dado por

8x,~

Fij=-7
8xj

onde x; sdo as coordenadas de um ponto no estado deformado, no tempo presente 7, e x;- sdo as
coordenadas no estado nio deformado, num instante passado ¢’.
Em geral, o tensor gradiente de deslocamento nao € simétrico e contém informacgdes tanto de

deformagdes quanto de rotagdes e pode ser decomposto em um produto de tensores na forma
F = VR, (2.29)

em que V € simétrico e traz informagdes do estiramento (stretch) e R, que € ortogonal e representa
rotagoes de dx’ (TRUESDELL, 1966)). Como RR” =1, podemos eliminar as rotacdes em (2.29)

multiplicando F por sua transposta:

B=FF =vVv’. (2.30)
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O tensor B é chamado tensor de Finger, que em coordenadas cartesianas € escrito como

_ 9% 9%

B, = 3 3 2.31)

onde estamos usando a notagdo de soma sobre indices repetidos. O tensor de Finger € o inverso
do tensor de Cauchy-Green, C, que em coordenadas cartesianas é dado por
/ /
C.— dx) dx;,
ii= —=.
J 3x,- 8x j

Estes tensores possuem as seguintes propriedades:

e S3o simétricos,
e S3o positivos definidos,

e det(B) = det(C) = 1 em escoamentos incompressiveis.

Ao simular escoamentos de fluidos utilizando equacdes constitutivas tipo K-BKZ a maior
dificuldade € a determinagdo do tensor de Finger. A maioria dos trabalhos existentes na literatura
trata esse problema de uma forma Lagrangiana, de modo que a posi¢do das particulas é calculada
para a obtencdo do tensor gradiente de deslocamento F e posterior obtencdo do tensor de Finger,
B =FF’.

2.4.1.2 Equacbes Governantes:

As equagdes governantes para escoamentos isotérmicos incompressiveis sdo: a equacio
de conservacdo de massa (2.3) e a equacao de conservagdo de quantidade de movimento (2.1),

isto €,
Viu = 0 (2.32)
9
pa—ltl+p(u-V)u — _VP4V.o+b (2.33)

Lembrando que os escoamentos de fluidos viscoeldsticos definidos pelos modelos consti-

tutivos na forma integral K-BKZ, o qual na forma fatorada, € dado por
t
o(t) = / M(t —t)H(I,L)B,(t)dt (2.34)

onde M(r —1t") é a fungéo memoria, H(I;,1,) é a fungéo amortecimento e B, (¢) é o tensor de

Finger, que serd convectado com o fluido de acordo com a seguinte equacao

JoB
E—FV-UB:Vut-B—f—B-Vu. (2.35)

O tensor de Finger B mede a deformacao de um elemento de fluido que estd na posi¢do X no

instante presente ¢, com relagfo a sua posi¢do num instante anterior t'. I € I, sdo o primeiro e
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segundo invariantes de B, (?), respectivamente, dados por I} =tr(B) e I, = %[112 —tr(B?)].
Além disso, lembremos que pela equacdo (2.25) temos que
M(t—1") Z m = (50
e H(I1,I) estd definido (por exemplo) por
H(l,b) = “ (2.36)
PR B+ (1-B)L '
As constantes & e  sao pardmetros que dependem do material, dados a priori.
O modelo de Maxwell é obtido fazendo H(I,I;) = 1 na equagdo (2.34).
Assim o sistema de equagdes integro-diferenciais a resolver é dado por:
Vu=0 (2.37)
d
(5;1) +p(u-Viu=-VP+V.-0+b (2.38)
JB
§+V~uB:Vu~B+B~Vu (2.39)
o(f) = / O T H (I, b)By (1) dt (2.40)

Portanto, para simular escoamentos viscoeldsticos governados pelos modelos de Maxwell

invariante e K-BKZ, precisamos resolver as equagdes (2.37) — (2.40) sujeitas a condi¢des iniciais

e de contorno.

Esta equacdes serdo importantes para um dos novos modelos desenvolvidos nesta tese (o

modelo de Maxwell-ML). O modelo serd desenvolvido inicialmente para deformacdes lineares e

serd tornado invariante usando a estrutura do modelo K-BKZ - PSM. Esta é uma técnica muito

usado para transformar modelos ndo-invariantes em modelos invariantes, e, consiste em usar o

modulo de relaxa¢ao do modelo linear para obter uma nova funcao memoria no modelo PSM.
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CAPITULO

MODELOS VISCOELASTICOS
FRACIONARIOS

Nas tltimas décadas, uma classe especial de modelos viscoeldsticos chamou a atencdo de
engenheiros e matematicos. Esses modelos utilizam derivadas fraciondrias (operadores integro-
diferenciais), em vez da derivada de ordem inteira cldssica e operadores integrais cldssicos. A
razao desse sucesso vem do fato de que esses operadores fraciondrios generalizam naturalmente
as equagdes diferenciais que regem os processos fisicos importantes (especialmente os processos
com memoria), melhorando sua amplitude de aplicabilidade na descri¢do quantitativa dos dados
(PODLUBNY, 1999; JAISHANKAR; MCKINLEY, 2014; FERRAS e al., 2019; FERRAS
et al., 2018; COSTA; COELHO; FERRAS, 2021; FERRAS; MORGADO; REBELO, 2021;
BERTOCO et al., 2021b; FERRAS et al., 2019).

Vimos na sec¢do 2.2 o modelo mais simples que considera o comportamento viscoso e eléstico,

denominado o modelo linear de Maxwell (equacdo 2.12).

Notemos que no experimento mostrado na figura (3), temos que a variagdo da deformacao ao

longo do tempo € zero, porque a deformagdo € constante (j—t = 0). Portanto, a equacdo (2.12)

pode ser escrita como O + %‘2—‘; = 0. Esta é uma equacdo diferencial homogénea, e a solucao
_r

desta equacdo é dada por, 0 (1) =Ce *,comA; = —775 Assumindo que em ¢ = a, temos G = 0Oy,

entdo obtemos um exponencial negativo para a tensao,

t

o (1) =0pe M. 3.1)
Embora vérios materiais mostrem esse tipo de comportamento, o relaxamento exponen-
cial ndo € universal. Existem outros materiais que mostram diferentes tipos de decaimento, como,

por exemplo, um decaimento algébrico (KESHAVARZ et al., 2017), (NG; PADMANABHAN;
MCKINLEY, 20006)),

G(t)o< (1) 7, (3.2)
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com0<a<l.

Assumindo que G (1 —1') = A(t —t')~ %, entdo a equagio (2.15), pode ser escrita como,

/A (1) dt (3.3)

Vimos no Capitulo 2 a definicdo da derivada fraciondria de Caputo, agora esta derivada
permitird a generalizacdo da equacdo de Maxwell. Lembrando a definicdo 1.4.1 da derivada

fraciondria do tipo Caputo para 0 < o < 1:

t
df
D%, / (t—1)"* Zdt, 3.4
(z) oc) (3.4)
a equacdo (3.3) pode ser reescrita como o (1) = AT'(1 — &) D%,y (¢). Considerando a = 0 e

usando a notagdo D%, = ddz_a AT (1 — a) = @ (a) obtemos,

a (3.5)

onde @ é uma constante para um ¢ fixo, com dimensdes [Pa.s%]. Se ®(1) =1 e <I>(O)

Gy, obtemos uma relagdo geral para representar um fluido viscoso (o (z) = ® (1) d djlll ), um

sélido elastico (o (t) = @ (0) d(zg((f) = ®(0)y(t)), e uma mistura de ambos os estados (o (1) =

P () dzg/ét) , 0 < a0 < 1), interpolando entre uma mola e um €émbolo (3.5).

Uma interpretacdo mecanica em termos de molas e Embolos foi derivada por Schiessel e
Blumen em seu excelente trabalho intitulado "Hierarchical analogues to fractional relaxation
equations"(SCHIESSEL; BLUMEN, 1993), ver também ((SCHIESSEL; METZLER; BLUMEN,
1995), (SCHIESSEL; ALEMANY; BLUMEN, 1994), (SCHIESSEL; BLUMEN, 1993)), onde o
modelo fraciondrio pode ser visto como uma combinagdo infinita de molas e €mbolos (chamado

springpot em inglés), como se mostra na figura (5)-topo.

Definicao 3.0.1. Fractional Maxwell model (FMM)
O FFM ¢ dado por uma serie de representacao de dois springpots como mostra a figura (5)-

abaixo. Supondo que a tensdo sentida em cada springpot é a mesma (o (t) = V() do;z’{z(’ ) —
G (B) dﬁdﬁ ), € que a deformac@o total estd dada por y(t) = ¥ (t) + 7 (¢), entdo a equagdo

diferencial fraciondria representando a relac@o entre a tensao e a deformacao € dada por (figura
(5)-abaixo),

Vd*Bo(t) _d%y()
O'(I)-i-@ dro—B =V die (36)

onde foi assumido (sem perda de generalidade) que a > 3 e que V e G podem variar mediante

os valores de o e 3 usados.
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Figura 5 — (Topo) Combinagdo infinita de molas e émbolos levando a formacdo de um springpot. (abaixo)
Modelo Fracionario de Maxwell (FMM). As constantes V e G s3o usadas para substituir
o simbolo &. Estas constantes s@o conhecidas como quasi-propriedades (JAISHANKAR;
MCKINLEY, 2014).

springpot

7 [TTTTTTTISES S N o) d (t)
[ [\ n WA U ‘ | _ 7/
‘ . B G, 1 o= V—a , 0<a<l

7 WY dt

VY i VoY
GZ

7 VWY 7 G
2 G 2 G
____.:(,)_l,mmu 1 "AI]TMWW 1

Fonte: Adaptada de Ferras et al. (2017).

Com esta breve introdu¢cdo ao FMM, e, tendo em conta o Capitulo 1 (onde desenvolvemos os
conceitos e propriedades bésicas do célculo fraciondrio), faremos uma descricdo geral sobre as
propriedades e a admissibilidade do FMM viscoelastico linear. Também sera apresentada uma
breve discussao sobre a formulagao fraciondria K-BKZ invariante (JAISHANKAR; MCKINLEY,
2014) adequada para deformacdes grandes, além disso demonstra-se a capacidade dos modelos

viscoeldsticos fraciondrios para ajustar os dados experimentais.

3.1 Algumas Propriedades do FMM

O FMM (3.6) com o # 1 mostra o crescimento ilimitado da tensdo na sequéncia de
arranque de cisalhamento constante em 7 = YH(¢) (sendo H(¢) a fungdo Heaviside), isto é,
Nt (t) = lim, . o(t)/% diverge como ¢! ~%. Portanto, ndo é adequado descrever o escoamento
de fluidos viscoelasticos. Por outro lado, se assumimos & = 1 (combinando uma springpot e
um émbolo em serie como mostra a figura 5-abaixo), o crescimento da tensao fica limitado e o

modelo € adequado para descrever esta resposta transiente de fluidos.

De agora em diante, o FMM com o = 1 ser4, portanto, referido como o modelo fracioné-

rio do fluido viscoelastico (FVF).

E importante entender como o FMM se reduz a um liquido newtoniano, um sélido
eldstico e ao modelo classico de Maxwell. Esses casos limite podem ser obtidos tomando os
limites o — 1, B — 1 (Fluido newtoniano: dois dashpots em série, caso em que a viscosidade

total se torna 1 /u =1/u;+1/u), a — 1, G — oo (Fluido newtoniano: um dashpot e uma mola
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rigida), & — 0, B — 0 (sé6lido eldstico: duas molas em série, de modo que o mddulo total é
1/G =1/Gy+1/G,) (ver figuras 6 (a) e (b)).

O modelo cldssico Maxwell pode ser obtido quando & — 1, B — 0 como ird mostrar em

seguida. Do lado direito da equagdo (3.6), temos

. d%y(r) . 1 t g dY
I = lim —— [ (=) *=Lar’ 7
ot dr® ool I'l—a) /0 =1 dr’ " SE

e usando a férmula de integracdo por partes | f udv = uv)’ — | ab vdu podemos obter:

: 1 t _od , 1 vdy(t) [ —(t—1)"
lim—— [ (=)L = / d ar
aﬂm—a)/o(t O = I Ty o Tar —a )¢

— lim ! {dy(O)(t_O)la_/f(t_t,)laa’zy(t’)}
0

a—1T2—a) | dt dr’?
dy(0) , [dv(t)]" _
= — t
dr’ * { dar |, 7
Para o lado esquerdo da equagdo (3.6), se seguirmos o mesmo procedimento anterior obtemos o
seguinte:
d%P 1 do(t' do(t
im Y0 —/ (t—¢y-0-pdot) j_ do) (3.8)
a—B—1 dto—B g—1T(B) Jo dr’ dt

Este limite € indicado esquematicamente na figura 6 - superior. Assumindo ¢ — 1, podemos

recuperar um fluido newtoniano deixando f — 1

. dFy) f o aepdo(d) , [do()]
e A _ﬁ1—>mlr([3)/0<t_t) a _{ dr’ ]0

Observe que, neste caso, assumimos que o fluido estd em repouso no inicio do experimento, com

=o(t)—oc(0) (3.9

o(0) (ver figura 6 - superior). Todos os casos especiais que podem ser obtidos do FMM estdo

ilustrados nas figuras 6 (a) e (b).

3.2 Modelo K-BKZ Fracionario Invariante

O FMM € um bom modelo para descrever a resposta viscoeldstica linear de muitos
materiais, mas nao € invariante ((BIRD; ARMSTRONG; HASSAGER, 1987)) (como também ¢
o caso do modelo linear de Maxwell) e, portanto, ndo é adequado para descrever a resposta do
materiais reais sob grandes deformagdes. Para abordar esta questao, algumas solucdes foram
propostas na literatura (JAISHANKAR; MCKINLEY, 2014), (YANG; LAM; ZHU, 2010)), e
agora exploraremos a solug@o proposta por Jaishankar e Mckinley (JAISHANKAR; MCKIN-
LEY, 2014)).

A capacidade do FMM de se ajustar a dados experimentais lineares esta estritamente
relacionada a forma da func¢io Mittag-Lefler. Portanto, Jaishankar e Mckinley (JAISHANKAR;
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Figura 6 — Diferentes casos limite que podem ser obtidos do FMM. (a) O limite oc — 1: fluido newtoniano
com duas dashpots em série (topo - B — 1), ou um fluido newtoniano com um dashpot e uma
mola rigida em série (abaixo - G — «); (b) O limite B — 0: dd4 um s6lido Hookeano (topo)
com duas molas em série, o modelo classico Maxwell (abaixo).

a—1 — VG 4
£51 }::> o(t)= G 'Y(t) I—m—' - 0}:> o= % Y H’hth —AWAA H

a-f—0
a—1 . AARAAAAL 0 do(t
Goer }Z> o()=vYy(t) |—I:@—.wwm a_ﬁ;}:; o()+3 T() = vy(t) I—.:@—fu‘v”»'»'»'v'H
infinitely stiff Maxwell model
(rigid spring) V=0
G =G,

(@) (b)

Fonte: Ferras et al. (2017).

MCKINLEY, 2014)) propuseram um modelo que é uma combinagao da funcdo Mittag-Leffler
com a variagdao do modelo K-BKZ ((BERNSTEIN; KEARSLEY; ZAPAS, 1963)) proposto por
Wagner, Raible e Meissner (WAGNER, 1976), (WAGNER; RAIBLE; MEISSNER, 1979)).
Uma ideia semelhante foi proposta por Freed e Diethelm ((DIETHELM, 2006)), onde um
modelo viscoeldstico do tipo K-BKZ é combinado com o sélido viscoeldstico padrdo de ordem
fraciondria para modelar tecido biolégico.

O modelo proposto por Jaishankar e Mckinley (JAISHANKAR; MCKINLEY, 2014)) (de agora

em diante referido como o K-BKZ Fracionario) estd escrito no forma geral K-BKZ como:
t
o(6) = [ e~ (s, B)B(e. Yt (3.10)
0

onde B € o tensor de Finger, (LARSON, 1988)), 11,1, s@o os tracos de B e B! respetivamente
e h(I;,I,) é denominada fun¢do de amortecimento ((WAGNER, 1976)). Um grande niimero
de funcdes de amortecimento podem ser encontradas na literatura (ver (JOSEPH, 1994) e
também (WAGNER; RAIBLE; MEISSNER, 1979)). O termo m(t — t ) € conhecido como a
funcdo de memoria e para o modelo Fraciondrio K-BKZ que foi proposto em (JAISHANKAR;
MCKINLEY, 2014)) sendo da forma:

m(t—t') = %ﬂ_t/) =-G(t—1)"PE, 5 5 <—%(I —t’)‘“‘ﬁ) : (3.11)
onde E, (z) é a fungdo generalizada Mittag-Leffler (PODLUBNY, 1999) (notar que aqui o
moédulo de relaxamento G(¢ —t’) é aquele obtido para o FMM). Este modelo foi aplicado por
(JAISHANKAR; MCKINLEY, 2014)) para descrever o fluxo de cisalhamento constante das
solucdes de goma xantana e forneceu uma descri¢cdo muito precisa dos dados experimentais.
Para o caso de fluxo de cisalhamento constante, o tensor de deformac¢do de Finger pode ser

simplificado para dar Jp(z —¢’) (onde 7 € a taxa de cisalhamento constante), e 0 modelo dado na
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equacao (3.10) torna-se:

Blt) = /0 "t — () ol — ), (3.12)

A fungdo de amortecimento, /(7y), foi obtida a partir de um ajuste ao médulo de relaxamento
de teste de materiais obtidos para diferentes deformacdes/amplitudes. Para muitos materiais, o
modulo de relaxamento mostra separabilidade tempo-deformacao e, portanto, pode ser escrito na

forma:

G(t,y) _ G)h(y) _ (7) = 1
G(t) G(1) 1+ay”’

com a = 0.3 para solu¢gdes de goma xantana ((JAISHANKAR; MCKINLEY, 2014)). Notar que
h(y) = h(\/I} —2) para um fluxo de cisalhamento constante 2D, com /; o primeiro invariante
do tensor de Finger. Jaishankar e Mckinley (JAISHANKAR; MCKINLEY, 2014)) mostraram

que este modelo poderia capturar bem a viscosidade de cisalhamento constante, a primeira

(3.13)

diferenca de tensdo normal, ao longo de outras propriedades de solu¢des de polimero, como a
goma de xantano, considerando apenas os parametros de fluxo V, G, a, 8 obtidos de um FMM
adequados aos dados lineares (obtidos em experimentos de cisalhamento oscilatério de pequena
amplitude) mais um pardmetro ndo linear adicional (a = 0,3) determinado a partir da funcdo de

amortecimento, equagao (3.13).

3.3 Ajuste de Dados Experimentais

Uma vez que o FMM (equacdo (3.6)) pode descrever uma ampla gama de comportamen-
tos de fluidos e também constitui a base para o K-BKZ Fraciondrio, testamos sua capacidade
de ajustar os médulos de armazenamento e perda obtidos para um HDPE a 190°C (ANSARI;
HATZIKIRIAKOS; MITSOULIS, 2012).

Conforme se mosta na figura 7, a qualidade do ajuste aumenta com a quantidade de

parametros. Para comparar a qualidade dos diferentes ajustes, definimos o erro residual total

1

e=) [logG;— logG}it(a),-)}2 + Z [log G} —log G},-t(co,-)}z. (3.14)

Observe que os 3 parametros de FVF ja oferece um ajuste de boa qualidade (o ajuste para
altas frequéncias pode ser melhorada, mas a custa de perder alguma qualidade no ajuste para
pequenas freqiiéncias), mas um ajuste melhor € obtido com o0 FMM e o modelo de Maxwell de 8
modos. O FMM requer apenas 4 parametros do modelo para descrever os dados, enquanto que o
modelo de Maxwell de 8 modos requer 16. Portanto, podemos concluir que 0 FMM possui um
desempenho mais parcimonioso nos fluxos de cisalhamento oscilatérios de pequena amplitude
do que o modelo Maxwell de 8 modos (mesmo embora mostre um crescimento ilimitado da

tensdo apods o arranque do cisalhamento constante).
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Figura 7 — Ajuste de dados viscoelésticos lineares para G’ e G” obtidos para um HDPE a 190°C (ANSARI,;
HATZIKIRIAKOS; MITSOULIS, 2012): (a) Ajuste do modelo de Maxwell; (b) Ajuste do
fluido viscoel4stico fraciondrio; (c) Ajuste do modelo fraciondrio de Maxwell; (d) Ajuste em
modo Maxwell de 8 modos (os pardmetros sao dados em (MITSOULIS, )).
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Fonte: Ferras et al. (2017).

3.3.1 Limitacées do Modelo K-BKZ Fracionario Invariante

O modelo K-BKZ Fracionério Invariante tem poucas limita¢des, mas, podemos dizer
que, tem algumas caracteristicas que sdo dificeis de lidar quando comparado com os modelos

classicos.

Essas caracteristicas sao:

e O modelo possui parametros que t€ém unidades fraciondrias. Este € ainda um tema em

debate, pois, isso ndo invalida o fato do modelo ser bom. Porém, limita a sua interpretacao.

e O modelo apresenta um nicleo singular, que, resulta numa dificuldade acrescida da sua
implementacdo numérica. Em (FERRAS er al., 2019) foi possivel mostrar que o modelo
integral é convergente, porém, numericamente € dificil de lidar. J4 foram apresentadas
algumas solucdes na literatura, como por exemplo o truncamento do célculo do integral

através da adi¢do de um pequeno valor para eliminar a singularidade.
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No capitulo seguinte iremos apresentar uma alternativa a este modelo. Ou seja, iremos
desenvolver novos modelos que permitem fazer ainda um bom ajuste, mas que, ndo apresentam
problemas de unidades fraciondrias nem problemas de convergéncia na sua implementacao
numérica. Esses modelos podem ser divididos em diferentes categorias. Modelos diferenciais
que sdo baseados no modelo PTT apresentado anteriormente, ou seja, modelos baseados numa
rede molecular e modelos integro-diferenciais baseados na estrutura do modelo K-BKZ e do
modelo PSM.
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CAPITULO

NOVOS MODELOS VISCOELASTICOS
GENERALIZADOS

O principal objetivo deste capitulo € desenvolver novos modelos viscoeldsticos que
permitam uma melhor modelagem de materiais complexos, sem o uso de derivadas fraciondrias
que podem levar a implementacdes numéricas mais complexas (devido a presenca de nicleos
singulares). Para entender melhor os novos modelos propostos, realizamos ajustes a dados expe-
rimentais, comparamos os resultados com modelos classicos e desenvolvemos novas solug¢des

analiticas.

Este capitulo € baseado nos seguintes trabalhos:

e R.T. Leiva, Juliana Bertoco, L.L. Ferras, M. Luisa, M. Rebelo, A.M. Afonso, and A.
Castelo. A Generalised Integral Model of the K-BKZ Type (gK-BKZ) for Viscoelastic
Fluids, to be submitted (2022).

e R.T. Leiva, L.L. Ferrds, M. Luisa, M. Rebelo, A. Afonso, A. Castelo. An Improved
Integro-Differential Linear Viscoelastic Model of the Maxwell type. To be Submitted
(2022).

e Juliana Bertoco, R.T. Leiva, L.L. Ferras, A.M. Afonso, and A. Castelo. Development
length of fluids modelled by the gptt constitutive differential equation. Applied Sciences,
11(21):10352, 2021 (BERTOCO et al., 2021b).

e L.L. Ferrds, M. Luisa, M. Rebelo, R.T. Leiva, A. Castelo, G.H. Mckinley, A. Afonso.
Recent Advances in Complex Fluids Modeling. DOI: 10.5772/intechopen.82689. In book:
Fluid Flow Problems 2019 (FERRAS et al., 2019).

e L.L. Ferrds, M. Luisa, M. Rebelo, R.T. Leiva, A. Afonso, A. Castelo. An Improved

Integro-Differential Linear Viscoelastic Model. Conference Proceedings of the Internatio-
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nal Conference on Mathematical Analysis and Applications in Science and Engineering —
ICMASC’22, 2022, Porto, Portugal (FERRAS et al., 2022).

4.1 Modelo gPTT (PTT Generalizado)

Nesta sec¢do propomos uma nova forma generalizada do modelo Phan-Thien e Tanner
(PTT) considerando uma nova forma funcional da expressdo nio linear que caracteriza a destrui-
¢do de junc¢des e emaranhados de redes fisicas. Esta nova fun¢do do traco do tensor de tensao
¢ dada pela fun¢do generalizada de Mittag-Leffler, e contém a forma exponencial familiar do
modelo original de Phan-Thien e Tanner como um caso limite, mas oferece flexibilidade de
ajuste adicional através da inclusdo de uma ou duas constantes de ajuste adicionais. Realizamos
ajustes a dados experimentais e mostramos que este modelo generalizado permite uma melhor
descri¢do das respostas reoldgicas para uma variedade de materiais complexos, como polimeros
fundidos e solu¢des poliméricas. Sao ainda obtidas novas solugdes analiticas para escoamentos
simples. Estas solugdes analiticas sdo essenciais para perceber melhor o comportamento do

modelo e para validacdo de implementagdes numéricas.

4.1.1 Deducao do Modelo gPTT

Em 1978, Phan-Thien propds um modelo um pouco mais complexo que poderia se
comportar de forma mais realista em escoamentos fortes em que certos componentes de defor-
macao crescem exponencialmente no tempo (THIEN; TANNER, 1977; PHAN-THIEN, 1978;
TANNER; HUILGOL, 1975). Ele propds que uma forma de fungdo exponencial seria bastante
adequada para representar a taxa de destrui¢ao de juncdes, veja a figura 8(b), levando ao seguinte
modelo

e .
exp (_Gkk> O+AG = 2npD- “4.1)
Mp

De fato, Phan-Thien (PHAN-THIEN, 1978) mostrou que a fun¢do exponencial poderia
fornecer um melhor ajuste aos dados experimentais, especialmente quando fluxos fortes estao
sendo considerados (por exemplo, fluxo extensional). Ele também sugeriu que o pardmetro €

fosse de ordem 0,01.

Neste trabalho estendemos ainda mais o trabalho de Phan-Thien considerando uma
funcdo ainda mais geral para a taxa de destruicao de junc¢des. A funcao considerada € baseada na

funcdo generalizada de Mittag-Leffler,

Zk

Eqp(z)= k:zb T(ak+B) 4.2)



4.1. Modelo gPTT (PTT Generalizado) 63

Figura 8 — (a) Rede Lodge-Yamamoto. O liquido polimérico consiste em segmentos poliméricos conecta-
dos por juncgdes e muda constantemente sua topologia. Cada cadeia é feita de N moléculas com
um vetor de ponta a ponta comum /4. (b) Forma exponencial da fungdo K que foi intuitivamente
sugerida por Nhan Phan-Thien (PHAN-THIEN, 1978) para descrever a taxa de destruicao de
jungdes, considerando dois valores diferentes de € (denotados por €; € &). Também tracamos
a forma linear de K(oyy) para comparag@o.

— K 40
) junction r
h B N\ network strand 30 & >¢&
B the element AB of the network [
Ae—*" s called a chain segment 20 )
r Exponential

the chain is made up of N

P ----- Linear

4h/' molecules  with  end-to-end 10
vector h.

(a) (b)
Fonte: Ferras et al. (2019).

que se reduz a fung¢@o exponencial quando @ = 3 = 1 (consideramos «, 3 reais e positivos).
Quando B = 1 obtemos a fun¢do Mittag-Leffler original de um parametro, Eq (PODLUBNY,
1999). Aqui, I' é a fungdo Gamma dada por:

I'(t)= /0 T e, (4.3)

A fun¢do Mittag-Leffler dada na Eq. (4.2) surge (em funcdo do tempo) em modelos de re-
laxacio fraciondria para liquidos viscoeldsticos (FERRAS et al., 2017). Geralmente pensamos em
relaxamento cléssico fendmenos descritos em termos da fung¢@o exponencial ¢ (r) = e~ /T (comT
uma escala de tempo caracteristica) muitas vezes referida como relaxamento de Maxwell-Debye.
Este modelo estd longe de ser perfeito para materiais reais, pois em muitos sistemas, grandes
desvios deste caso monoexponencial classico sdo observados. Tais sistemas podem ser bem
modelados, por exemplo, pela Kohlrausch—Williams—Watts ou funcao exponencial estendida
0(t) = e~ /T (0 < b < 1). Em 2002 Metzler e Klafter (METZLER; KLAFTER, 2002) deriva-
ram uma generaliza¢do desta funcdo de relaxamento, usando célculo fraciondrio que naturalmente

da origem a fungdo de Mittag-Leffler Eq 1 (z) = Eq(2).

A relaxagdo é entdo dada por ¢ (¢

=Eq(—(¢/T)%), e, para valores pequenos do argu-
mento (t/T < 1) temos Eq(—(t/T)%) = e~ /7).

Os modelos constitutivos viscoeldsticos resultantes permitem um melhor ajuste aos
dados reoldgicos e a0 mesmo tempo fazem uso de um niumero menor de parametros, quando

comparados, por exemplo, com abordagens multimodo (FERRAS et al., 2017).

Com base nessas consideracoes, a funcao de Mittag-Leffler parece ser um bom candidato

para descrever melhor a taxa de destrui¢do de juncdes e o comportamento de materiais complexos.
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Portanto, propomos uma nova fun¢io descrevendo a destrui¢do da rede que pode ser escrita
como,

K(ow) =T(B)Eqp (%%k) 4.4)

P
onde a normalizagdo I'(f) é usado para garantir que K(0) = 1 para todas as op¢des de 3. No

caso de o e B sdo reais e positivos, a série em (4.2) converge para todos os valores do argumento
z. Deve-se notar que o parametro € na Eq. (4.4) ndo pode ser comparado diretamente ao usado no
modelo PTT original quando « e f3 sdo diferentes de 1. Isso pode ser facilmente visto executando
uma expansdo em série de e* e I'(B)E g (z), para z < 1 (PODLUBNY, 1999),

71

IIZ

N
Z +0(), (4.5)

-1
k—1)+p) "

Os pardmetros o e B influenciardo o comportamento da fungao Mittag-Leffler e, portanto,

N
I'(B)Eqp(z ; +0(). (4.6)

para o mesmo valor de € os dois fungdes fornecerdo valores diferentes, a menos que o = f8 =1,

de modo que Eq g(z) = €.

A figura 9 mostra a variagdo de I'(B)E, g(z) para vdrios valores diferentes de o € f3.
Observamos que sdo obtidas diferentes taxas de aumento na taxa de destrui¢ao, com valores
decrescentes de o e B. Observe a comparagdo com a funcio exponencial (o = B = 1). E evidente
que a fun¢do de Mittag-Leffler permite uma maior variacao nas taxas de destruicao de juncdes
da rede e, portanto, mais flexibilidade no ajuste de dados experimentais.

Figura 9 — Influéncia de o e 8 na forma de I'(B)E g(z) onde z = €A 0y /1N,. (2) B =1, (b) &« =1. (O
software Mathematica foi usado para tragar esta funco.)
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Fonte: Ferras et al. (2019).

Deve-se notar que Phan-Thien (PHAN-THIEN, 1978), ao propor o modelo PTT exponen-

cial, afirmou intuitivamente que a fun¢ao desconhecida do traco do tensor de tensdo poderia ser



4.1. Modelo gPTT (PTT Generalizado) 65

mais ou menos esperada seguir um comportamento exponencial, pois quanto maior a extensao
de cada fio de rede, maior a taxa de destrui¢do resultante. Assumindo a existéncia de uma
resposta linear elastica para pequenas deformagdes, espera-se uma variagao linear desta fungao
para pequenas deformagdes, mas, a medida que a deformagdo aumenta, espera-se que ocorra
uma varia¢do mais abrupta da taxa de destruicdo, até que um comprimento critico de segmento
€ alcancado. Como este € um modelo continuo, a funcdo exponencial traz informagdes das
escalas microestruturais para o modelo continuo; portanto, quanto mais realista for a descricao
da escala microscopica, melhor devemos esperar que o modelo continuo descreva dados reais.
Uma generalizacdo da funcao exponencial permitiria entdo, em principio, um ajuste melhorado
das respostas reoldgicas medidas. Agora a pergunta €: como relacionar os novos parametros
o e B com a fisica do processo? Observe que ao propor uma nova fungdo de trago do tensor
de tensdo (versoes linear, exponencial e generalizada), j4 estamos fazendo suposi¢des sobre a

estrutura do material.

Phan-Thien (PHAN-THIEN, 1978) introduz o simples material especifico € (normal-
mente na ordem de 0,01). O efeito deste parametro na taxa de destruicao € consideravel, e
verifica-se que a viscosidade de Trouton em estado estaciondrio em grandes taxas de estira-
mento € inversamente proporcional a € (PHAN-THIEN, 1978). A introducdo de dois pardmetros

adicionais no novo modelo resultard na varia¢ao da viscosidade do Trouton com ¢ e f3.

Os pardmetros ¢ e 3 alteram a forma da funcéo de taxa de destruigdo e, portanto, ndo

podemos mais dizer que € permanecera sempre de ordem 0,01.

Além disso, para materiais altamente ramificados, como polietileno de baixa densidade
(LDPE), a funcdo exponencial pode ndo ser suficiente para lidar com a complexidade micro-
estrutural do material (sendo essa uma das razdes para a criagdo do modelo pom-pom. Este
modelo também leva em consideracao os diferentes tempos de relaxamento para orientacao e
alongamento). Portanto, podemos concluir que quando alteramos os pardmetros o e 3 significa

que estamos adotando uma func¢io mais complexa e flexivel do traco do tensor de tensdo.

4.1.2 Equacoes Governantes

Tal como vimos nos capitulo anteriores, as equagdes governantes sao dadas pela equacao

da conservagdo da massa,

Vou=0 4.7)

a equacdo da quantidade de movimento,

D
pF;l — _VP+V.o (4.8)
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€ a nova equagao constitutiva,

A
F(B)Ea,ﬁ (2—0’1&) C+AG = 2n,D. 4.9)
p

Convém relembrar que G € a derivada de Gordon—Schowalter apresentada na equagio (2.18).

4.1.3 Estudo Paramétrico do Modelo gPTT

Nesta Secdo, estamos interessados em mostrar que este novo modelo fornece um me-
lhor ajuste para dados reoldgicos experimentais (usando uma medida estatistica apropriada de

qualidade de ajuste) e, portanto, o modelo PTT completo serd considerado (equacdo (4.9) com

£ #0).

Weak Steady Flows - Escoamentos Estacionarios Fracos

Nesta Subsecdo consideraremos escoamentos de cisalhamento simples estaciondrios,
para os quais expressoes explicitas para as fun¢des materiais podem ser facilmente encontradas.
Observe que Phan-Thien (PHAN-THIEN, 1978) concluiu que para fluxos fracos (por exemplo

fluxos viscométricos) as previsdes do modelo PTT exponencial sdo insensiveis aos valores de €.

Seguindo o trabalho de Alves et al. (ALVES; PINHO; OLIVEIRA, 2001) e considerando
um escoamento de cisalhamento plano simples alinhado com o eixo x, a equacao constitutiva
(4.9) se reduz a:

K(0i) O = (2— &) (A7) Oy, (4.10)
K (O ) Oyy = —E (A7) Oy, (4.11)
K(0)05 = 17+ (1~ £/2)(A7)03 — = (A7)0 @.12)

onde 7 é a taxa de cisalhamento constante ¥ = |du/dy|. A razdo das equagdes (4.10) e (4.11)
leva a relagdo oy, = —0y§/(2— &), e, sua substituicdo na equagio (4.12) juntamente com Oy
obtidos da equagdo (4.10) e K(ow) = ' (B)Eq g (%(Gxx + ny)> leva a seguinte equagio ndo

linear para Oy,

A[2— 2 ,
CWkas (£ (355 ) o) 0u=C-OUnn/A-outl @13

A tensdo de cisalhamento oy, em funcdo de ¥ € obtida da equacao (4.12), e € dado por:

N7 — ouWig
B (%))

on(7) = (4.14)
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com Wi = A7 o nimero de Weissenberg.

Podemos, portanto, obter as fun¢des viscométricas do material: a viscosidade de cisalhamento,
n(y), e o primeiro e segundo coeficientes de tensdo normal, ¥;(7) e W2(7), respectivamente,
que sdo dados por:

n(y) = %T(Y) (4.15)
Oy — O, 20,

P ()= =2 = —, 4.16

1(’}/) ,}-/2 (2_6),)/2 ( )

P (7) = _—50u 4.17)

2-8)7

Figura 10 — Ajuste do modelo (FERRAS et al., 2019; FERRAS et al., 2019) aos dados de viscosidade
de cisalhamento e primeira diferenca de tensdo normal obtidos por Quinzani et al. para uma
solucdo de polimero concentrado (QUINZANI; ARMSTRONG; BROWN, 1994). Observe
que no limite Wi < 1 temos limy_0 1 (¥) — 1, = GA.(a) Exponential PTT , (b) PTT gene-
ralizado. Os simbolos representam os dados experimentais e as linhas cheias e tracejadas
representam o ajuste obtido com cada modelo para € = 3000, 0.25, respectivamente. O erro
foi calculado apenas para o melhor ajuste (linhas tracejadas em (a) e linhas sélidas em (b)).
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Fonte: Ferras et al. (2019).

A equagdo do erro € dada por:

e=Y [logA; —logAyu(®)]*, (4.18)

1

onde A representa a propriedade ou fun¢do genérica a ajustar.

Strong Steady Flows - Escoamentos Estacionarios Fortes
Nesta subsecc¢do consideraremos escoamentos fortes, como deformagdes extensionais, para os
quais o modelo PTT exponencial e sua generalizacio descrita aqui, devem ter um desempenho

melhor que o linear (PHAN-THIEN, 1978). Para isso, faremos um ajuste aos dados de viscosidade
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extensional para os dados de um poliestireno retirados do trabalho de Nielsen et al. (NIELSEN
et al., 2000).

Para determinar a viscosidade extensional unidirecional g = (Ox — Oyy)/€ conside-
ramos um campo de velocidade dado por u = &(x, —y/2,—z/2) para a seguinte tensor taxa de

deformacao:

1 0 0
D=¢|0 —-1/2 0 |. (4.19)
0 0 —1)2

Aqui € € a taxa de alongamento constante imposta.

Este campo cinemdtico leva ao seguinte sistema de equagdes ndo lineares para Oy, Oyy €

0.
o (1 (B)Euy (%okk) ~248(1-8) ) =y (4.20)
Oyy (F([S)Eaﬁ (%Gkk) +A&(1 —5)) =—1n,¢, (4.21)
o.. <F([3)Ea,ﬁ (%o-kk) +Ae(l— 5)) S (4.22)

com Oy = Oxy + Oyy + Oz. A solugdo deste sistema de equagdes nos permite determinar 7g
e a sua variacdo com a taxa de extensdo. Uma abordagem para resolver (4.20)-(4.22) é uma
abordagem iterativa (por exemplo, o0 método de Newton-Raphson), mas pode ser muito lento.
Uma abordagem alternativa que permite obter facilmente a viscosidade extensional € agora
fornecida (essa metodologia foi inicialmente desenvolvida na tese de doutorado do Professor
Gareth McKinley do MIT).

Observe que as equagdes para Oyy € O, 830 idénticas e, portanto, Oy, = Oy + 20y,. Soma
das Eqgs. (4.20)+2x(4.21) leva a

A
ol (B)Eqp (i’_okk) = N12Wi(1-¢&) (4.23)
p

com Nj = Oy, — Oy, e Wi = A&. Tomando a diferenga de (4.20) e (4.21) obtemos:

I'(B)Eqp <%Gkk>

(C(B)Ewp (S20u) —2Wi(1-&)) (T (B)Eqp (0w ) +Wi(1-&))
(4.24)
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Seja G=1,/A, T = U e K(T)= F(ﬁ)Eavﬁ(efTv). A divisdo da equagio (4.23) por G resulta
em:
N~  TK(T)

¢ =N =awin—g

(4.25)

e a substitui¢do de N na equagao (4.24) dividido por G resulta na seguinte equagao quadratica
para Wi = A& (FERRAS et al., 2019):

aWi? +bWi—c =0 (4.26)
coma=2(1—E)3+T(1—&)),b=TK(1—E&)ec=TK2 Depois de resolver para Wi(T)
obtemos a tensdo extensional (escalonada com G) da Eq. (4.25) e, portanto, a viscosidade

extensional pode ser facilmente calculada como Ng /Mo = N/Wi = (G — Gyy) /(1M0€).

A ideia é gerar um vetor de valores para T e posteriormente obter K, Wi(T), N(T) sem a

necessidade de iteracao.

A figura seguinte mostra um ajuste a dados experimentais. Mais uma vez foi possivel ob-
ter um melhor ajuste com o modelo generalizado quando comparado com o modelo exponencial
(FERRAS et al., 2019; FERRAS et al., 2019).

Figura 11 — Ajuste a viscosidade extensional usando os modelos PTT exponencial e generalizado. Os
dados reoldgicos foram obtidos de Nielsen et al. (NIELSEN et al., 2006).
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Fonte: Ferras et al. (2019).

4.1.4 Solucao Analitica do Modelo gPTT

Vamos agora derivar uma solucao analitica para o escoamento totalmente desenvolvido
do modelo PTT generalizado (com o pardmetro de escorregamento na derivada de Gordon-
Showalter definido como & = 0) em escoamentos de canal e tubo. Para evitar a introdugdo de

muitas equacdes, usaremos uma notacao compacta para as geometrias de canal e tubo (veja
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a figura 12), onde y € a direcdo transversal (ou radial) e 6 = 0, 1 significa fluxo de canal ou
tubulacgdo, respectivamente (OLIVEIRA; PINHO, 1999).

Figura 12 — Geometrias de canal e tubo
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Fonte: Ferras et al. (2019).

As equag0es constitutivas para o modelo PTT generalizado que descrevem este escoa-

mento (u = {7y,0,0} com y(y) = du/dy), pode ser ainda mais simplificadas para:

K(Oi) O = (2— &) (A7) Oy 4.27)
K (0 )Oyy = —E (A7) Oy (4.28)
K(Opk )0y =Mmp7+ (1 — %)(M/)ny — %(M’/)Gxx (4.29)

onde Oy, = Oxx + Oyy € 0 trago do tensor de tensdo no escoamento de cisalhamento. Observe que
a taxa de cisalhamento ndo é mais constante, mas varia com y. Para o modelo PTT generalizado,
se definirmos & = 0, a equacdo (4.28) implica o, = 0 e assim o traco do tensor de tensdo
se torna Oy, = Oxy, € a fungdo de destrui¢do de rede torna-se uma funcgdo explicita da tensao
normal K (o, ). O segundo coeficiente de tensdo normal para a forma simplificada do modelo
gPTT € identicamente zero. Apds a divisdo das expressdes para os dois componentes que nao
desaparecem da tensdo (4.27)-(4.29), K(0oy,) se cancela, e uma relagdo explicita entre a tensao

normal no sentido do escoamento e a tensdo de cisalhamento € obtida,

A
O = 2-— 0, (4.30)
Mp

Observe que a tensdo de cisalhamento pode ser facilmente obtida pela integracdo da

equacgdo da quantidade de movimento (4.8), levando a,

Oxy = sz%, (4.31)
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onde P, = dP/dx < 0 é o gradiente de pressdo imposto e tem sinal negativo. Combinando as
equacoes (4.29), (4.30) e (4.31) obtemos o gradiente de velocidade (para mais detalhes sobre
uma derivacdo similar veja (OLIVEIRA; PINHO, 1999)) :

2eA? 5 yv* \ Py
y(y)=I(B)E —— P 4.32
Y(y) (ﬁ) o,f ( ng X925 rlp25 ( )

O perfil de velocidade pode ser obtido a partir da integracao do gradiente de velocidade

sujeito ao nao escorregamento na parede (velocidade nula),

uly) =~ [ 1)y (433)

resultando no seguinte perfil de velocidade:

oo 2p2\ K U2 p2k+2
u(y)zr(ﬁ i ! <2€7L P") (y—H) (4.34)

mp2% =\ 2k+2 | 1222 T(ok+B)

Observe que esse perfil de velocidade depende do gradiente de pressao imposto. Se
definirmos a restricao de uma taxa de fluxo especifica, podemos obter o gradiente de pressao

correspondente resolvendo a seguinte equagao:

H

1
U= 57 / 2%y%u(y)dy (4.35)
0
que resulta na seguinte equacdo para o canal,
k
~PIL(B) & 1 [2eA?P? H2+3 2k+2
“BIB) v s ( )( + )—U:O, (4.36)
Hn, &\ 2k+2 n; INak+B)) \2k+3
sendo dada por,
k
~PI(B) & 1 [2er?P? H2+4 k+1
= P (B) Z 2 + —-U=0. (4.37)
Hny2 =\ 2k+2\ n24 Iak+B)) \k+2

para o caso do tubo.

As equacdes para a velocidade e pressao também podem ser escritas em forma adimensi-

onal:

o = 1 5ok 1_y2k+2
i(y) _F(B)ka;) (—2k+2 (2eWi°P;) ) <—F(ak+ﬁ))' (4.38)
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FB)B o (1 (2eWPBR\" k+1 B
2 k=20<2k+2< 4 ))(F(ak+[3)(k+2))_l_o‘ (4.39)

respectivamente, onde § = y/H, i = u/U, P, = —P.H*/(n,U) e Wi = AU /H.

4.1.5 Conclusées

Propusemos um novo modelo PTT generalizado que permite um ajuste muito melhor aos
dados reoldgicos obtidos para polimeros fundidos e desenvolvemos novas solugdes analiticas e

semi-analiticas para escoamentos estaciondrios totalmente desenvolvidos em canais e tubos.

Essa flexibilidade constitutiva adicional nos permite descrever escoamentos de cisalha-
mento estaciondrio e extensionais com fidelidade aprimorada usando apenas um tinico modo de
relaxamento e 6 parAmetros totais do modelo 1, A, €, a, B (mais & se uma segunda diferenga de

tensdao normal for importante).

Este modelo serd implementado numericamente no cédigo HiG-Flow (ver secc¢des
seguintes), e serd estudado o comprimento de desenvolvimento para fluidos modelados pelo
gPTT.
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4.2 Modelo Generalizado de Maxwell (Maxwell-ML)

Neste trabalho, apresentamos uma generalizagdo do modelo integral de Maxwell desen-
volvendo um novo médulo de relaxagao baseado na fung¢io de Mittag-Leffler. O novo modelo
fornece um melhor ajuste aos dados experimentais lineares em comparacao, por exemplo, com

um modelo classico de Maxwell de 2 modos.

4.2.1 Deducao do Modelo Maxwell-ML

Vamos agora relembrar alguns dos conceitos vistos no capitulo sobre modelo viscoe-
lasticos. O modelo mais elementar para uma resposta constitutiva de fluidos viscoeldsticos foi
proposto por Maxwell (BIRD; ARMSTRONG; HASSAGER, 1987) e é dado por:

() + A dfl?) — (o), (4.40)
onde,
1) = di;—(;) - (Vu+ (Vu)T> (4.41)

€ o tensor de taxa de deformac@o, u o vetor de velocidade, A o tempo de relaxagdo do fluido e N
a viscosidade de cisalhamento. Tal como vimos, o modelo também pode ser escrito na forma

integral como,

/ Goe ”/dy avr) (4.42)

Este tipo de relaxamento de Maxwell-Debye (decaimento exponencial) € observado em varios
fluidos viscoeldsticos complexos, mas existem outros materiais que apresentam uma memoria de
desvanecimento mais complexa que segue um decaimento exponencial mais generalizado, ou

seja,

G(t) = Sol'(B)Eqp (—1), (4.43)

onde E, g € a funcdo Mittag-Leffler (uma generaliza¢do da fungé@o exponencial), I" € a fung@o

Gamma e a normaliza¢do I'(f3) € usado para garantir que G(0) = Sy, para todas as op¢des de f3.

A nova equacio constitutiva (modelo Maxwell-ML) € entdo dada por:

t
t—1"\ dy(t')
= | SoI'(B)E — ———=dt 4.44
/O(B)a,ﬁ( A)g,t, (444)
onde G(t —t') = SoI'(B)E,, B ( ) ¢ o modulo de relaxamento. Este modelo tem um ou dois

novos pardmetros de ajuste o e f3, resultando em uma flexibilidade de ajuste adicional.
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Deve-se notar que um decaimento monotdnico € esperado. Portanto, devemos impor

restri¢oes aos pardmetros & e 3, para que se obtenha uma relaxagdo adequada.
Teorema 4.2.1. (POLLARD, 1948) A func¢ado
Eq(—2z), z€RT (4.45)
¢ completamente mondtona para qualquer 0 < o < 1.
Teorema 4.2.2. (SCHNEIDER, 1996) A fun¢ao
Eyp(—z), z€RT (4.46)

¢ completamente monotdnica para @ >0e B >0seesomentese 0 < ax <leff > a.

Esses dois teoremas definem a restri¢do imposta nos parametros a, 3, ou seja: 0 < o < 1
e > a.

O modelo de Maxwell pode ser escrito nas formas diferencial (equacao 4.40) e integral
(equagdo 4.42). A nova equacao constitutiva (dada pela equagdo 4.44) € mais complexa e s

pode ser reduzida a uma forma integro-diferencial.

Lema 5. O modelo Maxwell-ML pode ser escrito na forma integro-diferencial, como:

Sol'(B)
al

(4.47)
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!

emque A(t —1') = Ea,a+,871 <t5t> +(1 _ﬁ)E(X,OC+ﬁ (tl/l;t>

Prova: Diferenciando no tempo ambos os lados da Eq. (4.44) e aplicando a Regra de Leibnitz,

d , ;o af db da
o f(t',)dt = tdx+ dtf(b,t) dtf(a,t), (4.48)
a(t) a(t)
ao lado direito de
t
do(t) . d r—1"\ dy(t')
I —alﬁlme/SOF(ﬁ)Eaﬁ (— 1 ) o dr, (4.49)

o resultado segue.
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4.2.2 Ajuste a Dados Experimentais

Uma vez que o Maxwell-ML tem quatro parametros, espera-se que forneca flexibilidade
adicional no ajuste de uma ampla gama de reologia de fluidos complexos. Para testar esta teoria,
realizamos um ajuste com um modelo Maxwell, um modelo Maxwell de 2 modos e o Maxwell-
ML (com apenas um parametro ) aos dados experimentais do médulo de armazenamento
e médulo de perda (G’ e G”) obtidos a partir da caracterizagdo reolégica (Small Amplitude
Oscillatory Shear a 230 °C) de um poliestireno, Polystyrol 158K da BASF.

O lema seguinte estabelece as expressdes mateméticas de G’ e G para o modelo Mawell-
ML. Essas expressdes foram usadas para realizar um ajuste aos dados experimentais mostrados
na figura 13.

Lema 6. Os médulos de armazenamento (G’) e perda (G”) para o modelo viscoelastico 1D

Maxwell-ML sdo dados por:

G’(w) = wSOF(B)/OOOEaﬁ (T) sin(a)t) dt, (4.50)

G"(®) = 0SeT(B) / Eop (T) cos (er) di. 4.51)
0 ,
Prova: Seja . (-;s) a transformada de Laplace, entdo temos que:

Z(o(t);s) =6(s) =sF(s) /OOOS()F(B)Eaﬁ (_Tt) e dt. (4.52)

Logo,

* _ 6-(S) _ oo __t e—sl
G'(5) = 55 = /0 SoT(B)Eq g ( z) dt. (4.53)

Se considerarmos s = i@, temos entao:

G*(i®) = 0SoT'(B) (/OOOE“J; (‘Tt) sin (1) dt—l—i/oooEaﬁ (;) cos (1) dt) (454

ou seja,
G*(iow) = G'(0) +iG" (o). (4.55)

A partir dos resultados mostrados na figura 13, pode-se observar que usando o Maxwell-

ML ¢€ obtido um melhor ajuste.

Deve-se observar que o pardmetro 3 ndo foi utilizado no processo de ajuste. Isso significa
que conseguimos um melhor ajuste com 3 parametros quando comparado o modelo Maxwell

com 2 modos (quatro parametros).
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Figura 13 — Ajuste das contribui¢des eldsticas e viscosas G’ e G” ao médulo viscoeldstico linear obtido a
partir da caracterizagio reoldgica de um poliestireno, Polystyrol 158K da BASF utilizando (a)
modelo Maxwell; (b) modelo Maxwell com 2 modos; (¢) O modelo proposto neste trabalho,
com a fungdo ML de um pardmetro Eq (-) Maxwell-ML.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para termos uma ideia da influéncia dos novos pardmetros no comportamento do modelo,
foi construido o seguinte mapa de valores de intersec¢do entre G’ € G”, designados por ¢.. Desta
forma conseguimos saber a influéncia de & e 8 no tempo caracteristico de relaxagdo do modelo
(designado por Ag para nao se confundir com o pardmetro do modelo A, que neste modelo niao

representa o tempo de relaxacao).

Sabemos que
! 1" ” —t .
G (o) = G'(0) & /0 Eop (T) (sin (@) — cos (@r)) du = 0. (4.56)

fazendo a mudancga de varidvel u = ¢/A obtemos a seguinte equacio,

/0 " Eqp(—u) (sin (@Au) — cos (@A) df =0. (4.57)

Ou seja, para o e B vamos obter um valor de @wA. Fixando um valor de A, e obtendo @,

numericamente, € possivel obter posteriormente os valores de @,, para outros valores de lambda.

Por exemplo, para construir a figura 14 foi usado A = 0.1. O eixo dos y mostra os valores
de ¢ = w.A. Ou seja, se quisermos saber o novo valor ., para A = a s6 temos que fazer a

conta ®;, = @./a.

Através da figura 14 podemos concluir que existe uma varia¢do ndo linear de Ag = 1/¢,
com o e 3. O tempo de relaxagdo diminui com o aumento de o (para um valor fixo de ) e

aumenta com o aumento de 3 (para um valor fixo de ).

Acabamos de mostrar que o novo modelo permite um melhor ajuste aos dados experi-
mentais, utilizando um nimero menor de parametros. Nas proximas se¢oes derivaremos duas

versOes invariantes do modelo.
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Figura 14 — Variagdo do tempo de relaxag¢do com o e f3.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.3 Modelo Invariante

0.8

0.9

Os modelos viscoeldsticos lineares sofrem de um sério problema, eles ndo sdo invariantes

(YANG; LAM; ZHU, 2010). Isso significa que eles sé podem ser usados para prever o escoamento

do fluido no regime linear (ver figura 15), ou seja, podemos deformar os fluidos em baixas e

altas velocidades, porém, estamos restritos a pequenas deformacdes.

Figura 15 — Diagrama de Pipkin que ilustra os modelos lineares e ndo lineares através de um escoamento
oscilatério de cisalhamento.
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Fonte: Ferras et al. (2018).

o0

O modelo classico de Maxwell (Eq. 4.40) pode ser melhorado para se tornar invariante.

O modelo resultante é conhecido como o modelo Upper Convected Maxwell (UCM) tendo sido

apresentado anteriormente. Este é dado por,

o+ o= n (Vu+ (Vu)T>

(4.58)
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onde
v 0o

o= {W+H'VG_ (Vu)T.G—G.Vu} (4.59)
€ a derivada convectiva superior. Essa derivada permite que o modelo seja utilizado em grandes
deformacgdes. Este modelo envolvendo a derivada convectiva também pode ser obtido a partir
do modelo integral (equacdo 2.15), substituindo o tensor taxa de deformagdo, por um tensor de
deformacgdo que permite a caracterizacao completa da deformagdo do material, ou seja, o tensor

de Finger B(z,t’) (BIRD; ARMSTRONG; HASSAGER, 1987).

O novo modelo proposto neste trabalho (equagdo 4.44) ndo € invariante, € nao podemos
obter uma versao diferencial do modelo, como no caso classico. Portanto, derivaremos uma nova

formulacdo integral que € invariante e que generaliza a equagdo 4.44.

Lema 7. Uma forma invariante do modelo de Maxwell-ML pode ser dada por:

o(t) :_j —%&B) (Ea,a+ﬁ1 (t/l;t) +(1=B)Ega+p (%)) (B(t,t') —I)dt' (4.60)

onde o tensor identidade I € subtraido do tensor de Finger, B(z,t’), de modo que a deformago se

torne zero quando o fluido estd em repouso e sob nenhuma influéncia de forcas externas.

Prova: O modelo Maxwell-ML € dado por

t—t

o(r) = / ST (B)Eap (-5 ) 10)ar @s1)

onde 7(¢') é o tensor taxa de deformagdo. Usaremos a integragdo por partes para obter uma
nova variacdo do modelo (equacgdo de Lodge) que faz uso do tensor de deformacao infinitesimal
Y(tref,t) (uma medida da deformacgio no material no instante ¢, quando comparado com a

deformac@o no instante de referéncia t'),

t/
V(tref,t') = / y("dt" (4.62)
tr‘ef
Integrando por partes a equagdo 4.61, e considerando o estado de referéncia t,. = , obtemos,

_ 4l

ST (B)Eap (5 1)

=t t /
dG(t —t
_ / %ya,z’)d;’. (4.63)
t'=—co

Tendo em conta que

lim SoT'(B)Eq.g (—tit ) —0, 7(t,)=0 (4.64)

t'——oo
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e ¥(z,1') é considerado finito, o primeiro termo na equagio 4.63 vai para zero, e o modelo

Maxwell-ML se torna:

t
o(t)=— /m(t—t’)y(t,t’)dt’ (4.65)

onde
dG(t—1') ST - -
i) = S I (gt () 1= Paans (1)) @69

é a fungdo de meméria. Como a deformag@o infinitesimal y(z,7") ndo € invariante, usaremos

uma medida invariante de deformagdo. Podemos considerar o tensor de Finger B(¢,t") (BIRD;
ARMSTRONG; HASSAGER, 1987), ou, podemos usar também o tensor Yy =1 — B(t,'), onde,

cada umas das suas componentes ¢ dada por,

ox; dx;
You, = 85— L g0 g (4.67)

onde x;, i = 1,...,m sdo as coordenadas de uma particula no instante atual 7 e x} sdo as coordenadas

da mesma particula no instante passado ’.

A principal diferenga entre os tensores B(z,t') e Yjo) estd em seus valores aquando da
rotagdo do fluido como um corpo sélido. Quando nenhuma deformagdo ocorre, B(z,t') =1
enquanto i = 0. Podemos entdo dizer que Y|o) representa a mudanca relativa na forma enquanto
B(t,t") representa a forma diretamente. De notar que para pequenas deformagdes o tensor Yio] se
reduz a y(1').

O modelo invariante de Maxwell-ML (ou modelo Lodge-ML) torna-se:

o (1) = / S (Baarp s (S0 + 0= () ) 00) - D’ 469

—o0

Assumindo o = 8 = 1, integrando no tempo e usando a Regra de Leibnitz, o modelo
invariante de Maxwell-ML torna-se o modelo UCM diferencial dado na Eq. 4.58.

4.2.4 Solucao Analitica para Escoamentos Simples
4.2.4.1 Escoamento Simples de Cisalhamento

Vamos assumir o caso em que temos um campo de velocidades unidirecional dado por
u = Yy (onde 7 € uma constante). Temos entdo que o campo de velocidades e o tensor de Finger

sS40 escritos exatamente como:

=1y, 1+ (—1) j@—1) 0
v=0, e By(x,t)= y(—1t) 1 0
w=0 0 0 1
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Os tensores de tensao s@o obtidos pela equacao 4.68, onde surge uma integragdo de —oo até ¢.

Para valores negativos de ' em (—eo,0] o tensor de Finger assume o valor do tensor em 7, = 0. Ou

seja, sempre que um tempo de referéncia ¢’ é negativo, vamos assumir o campo de deformacao

do momento ¢’ = 0 (de realcar que também poderiamos assumir um campo de deformacdes nulo

para este intervalo).

Temos entdo que:

0 t

Oy :_4 m(t—1t') (1+7%1%) dt’+0/m(t—t’) (1+ 7 —1")?) ar'

0 t
Oy = /m(t—t’)]'/t dt’—l-/m(t—t’)q'/(t—t’) dr’
"o 0

t

Oy = / m(t—1") df
Vamos calcular primeiro a expressdo de Oyy:

t

t
dG(t -1 t
Oy = /m(t —t)dt' = / % dt' = G(t—t)
Pelo fato descrito em (4.64) entao

Com esse resultado, procedemos a simplificar Oy,:

Oxx —

0 t
/m(t—t') (1+77) dt'+/m(t—t’) (1+ 7 —1)?) df’
; 0

= (1+74%) /m(t—t’) dt/+}72/m(t—t/) (=2t +(¢)?) ar'
—oo 0
pela equagdo (4.69) temos que

o = (1+7°1%) S0+}‘/2/m(t—t’) (=2t +(¢)?) ar'
0

m(t—1t') (1+ 7% dt’+/m(t—t’) (1+ 71> =271t +7()?) dt’
0

(4.69)

(4.70)
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Aplicando integracio por partes na integral de (4.70) considerando u = (¢')> =2t t' e dv =

m(t _ l/)dl/ — M

o dt’, obtemos

O = (1+j/2t2)SO+}'/2[—tzso—2/(r’—t)G(t—t’)dt’
0

= So—2)'/2/(t’—t)G(t—t’)dt’
0

assim,
t
/

Gxx:So—2SoF([3)}'/2/(t'—t)Ea7 (t ;t) dr' 4.71)

0

De forma similar, calculamos O yy:

0 t

Oy = /m(t—t’)}"t dt'—l—/m(t—t')'}'/(t—t’) dt’
Zoo 0
0 t t
= /m(t—t’)}"t dt'+/m(t—t')'}'/t dt’—/m(t—t’)}’/t’ dr’
—oo 0 0

t t

= }'/t/m(t—t') dt/—/m(t—t/))'/t' dt’

—o0 0

Por (4.69) o anterior reduz-se a,
t
Oy = TS0 — }'//m(t—l/)t' dr'.
0
Novamente, aplicando integragdo por partes na integral, usando u =’ € dv = m(t —t")dt’ temos

t
, , /' —t
Oy = YtS0 — 7 | tSo — Sol'(B) /Ea,ﬁ (T)
0
assim obtemos,
t
, /' —t
Oxy = YSOF(B) /Ea,ﬁ <T) (472)
0
Para o caso particular em que o = 8 = 1, recuperamos das equagdes (4.69), (4.71) e
(4.72) a solugdo para o modelo UCM,
Ou = Soe ™ (14+712) + 8o (1= 7 ) + 8072 [242 = e 7 (% + 241 +217) |
Gy = Sovh (1-e¢7),

Oyy = So
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Vamos entdo comparar o comportamento das tensdes do modelo Maxwell-ML com o
modelo classico UCM (o = B = 1). Ndo devemos esquecer a restricio 0 < @ < 1 e § > a. Os
dados utilizados para gerar a figura 16 foram os seguintes: y =1 1/s, So = 100 Pae A =1 s,

considerou-se ainda ¢ € [0, 5].

Figura 16 — Varia¢ao de & (com 3 = 1.0 fixo) da tensdo normal oy, (eq. (4.71)) e da tensdo de cisalhamento
O,y (eq. (4.72)) num escoamento de cisalhamento.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Como seria de esperar, o comportamento da tensdo normal oy, € da tensdo de cisalha-
mento Oy, num escoamento de cisalhamento varia para diferentes valores de o e 3. Tendo em
conta que o parametro ¢ tem uma maior influéncia no comportamento do modelo, na figura
16 é apresentada a variacdo das tensdes normais e de cisalhamento, para diferentes valores de
o € [0, 1] assumindo 8 = 1.

Figura 17 — Variagédo de 3 (com o = 1.0 fixo) nas expresdes tensdo normal oy, (eq. (4.71)) e da tensdo de
cisalhamento oy, (eq. (4.72)) num escoamento de cisalhamento.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos ver que o crescimento mais controlado, obtido para o modelo classico UCM,



4.2. Modelo Maxwell-ML 83

sofre uma grande alteracdo a medida que o valor de o baixa. Baixos valores de & levam a uma
funcdo super exponencial, que resulta num crescimento mais acentuado das tensdes. Este tipo de
crescimento pode resultar em problemas numéricos, que serdo mais acentuados para tempos de

simulagdo elevados e para baixos valores de .

Podemos também interpretar estes resultados, olhando para & e B como parimeros que
oferecem uma capacidade adicional de representar o comportamento de s6lidos-viscoelasticos
(JAISHANKAR; MCKINLEY, 2014).

4.2.4.2 Escoamento Extensional Uniaxial:

Neste caso temos o seguinte perfil de velocidade e campo do tensor de Finger (€ é uma

constante que ndo varia no tempo - taxa elongacional):

u=E&x, e2e(=1") 0 0
gy, e Bu(x,1) 0 et 0
w=—lez 0 0 e

Temos entdo que as tensdes podem ser obtidas através da seguinte integracao:

0

Gxx—/m 28‘dt+/m NeX=t) gy
0

cyy_/m “”dt-i—/m Ne €01 qf!

Podemos desenvolver as integrais da seguinte forma:

0
O = /m(t e dr’ +/m )21 gy
0 t
= eze’/m(t t') dt’+/m(t e gy
Zoo 0

Integrando por partes a tltima integral, usando u = e20~") e dv = m(t —')ds’ obtemos

O = ¥1G (1) + | So — €2 G (1) + 2SI (B) / HUE, 5 (tl—t) dr’
0
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entao

- / ;o
o = So+2¢SoT(B) / PE)E (tl—t) dr'. (4.73)
0

Para o caso de Oyy, faremos:
0 t
. 2 !
Oy = /m(t—t')eSt dt'+/m(t—t')e£(tt) dar’
— oo 0

0 t
= ¥ / m(t—t') dt'—i—/m(t—t')e‘é‘(tt/) dr’
oo 0
t

= UG+ /m(t —1)e 81 gy
0

Fazendo integragdo por partes, u = ¢£('~") ¢ dv = m(r — 1')dt’, obtemos

t r
Oy = e “G(t)+ [So—e 'G(r) —eSol(B) / e‘“»(f'—f)Eaﬁ (t t) ar'|,
0

A
assim,
/ t'—t
G,y = So — £Sol'(B) / U Ey 5 (T) dr' (4.74)
0
Para o caso particular em que @ = 8 = 1, as equacdes (4.73) e (4.74) recuperam a solugio
para o modelo UCM,
—1(1-24¢) 1 So
e |1 -
e = 20¢ { 1-213%1—2&9
—1(1428) 1 So
Oy = S0¢ { 1+7Lé}+1+7té

De realcar a singularidade obtida para A€ = %

Vamos entdo comparar o comportamento das tensdes do modelo Maxwell-ML com o
modelo classico UCM (o = B = 1). Ndo devemos esquecer a restricio 0 < @ < 1 e 8 > a. Os
dados utilizados para gerar a figura 18 foram os seguintes: € = 0.3 1/s, S) = 100 Pae A =1 s,
considerou-se ainda ¢ € [0, 5].

No escoamento elongacional temos mais uma vez um crescimento das tensdes normais
para valores de & menos que 1. No entanto, as tensdes de cisalhamento diminuem com o.
Isto acontece pois as tensdes normais sao dominantes neste tipo de escoamento levando a um
decréscimo da contribuic¢io por parte das tensdes de cisalhamento devido a distribui¢do da tensdao

total existente no escoamento.
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Figura 18 — Variagao de « (com 8 = 1.0 fixo) nas expressdes das tensdes normais Oy, (eq. (4.73)) e Oy,
(eq. (4.74)) num escoamento elongacional.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Relativamente a singularidade, e tendo em conta que uma expressao totalmente analitica
para as tensOes € impossivel de obter usando a funcdo Mittag-Leffler (a solu¢do poderia ser
obtida recorrendo a uma expansao em série da funcdo Mittag-Leffler, mas, a sua interpretagdo e
compreensao seria ainda mais dificil do que usando integrais), podemos dizer que o uso da nova

fun¢cdo memoria atenua a singularidade, mas, ndo a remove.

Figura 19 — Variacdo de 8 ( com o = 1.0 fixo) nas expressdes das tensdes normais Oy, (eq. (4.73)) e Oy,
(eq. (4.74)) num escoamento elongacional.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.5 Conclusées

Desenvolvemos um modelo viscoeléstico linear do tipo Maxwell usando a funcao Mittag-

Leffler no médulo de relaxa¢do. O modelo possui 4 parametros e permite um melhor ajuste ao
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moddulo de armazenamento e médulo de perda de sistemas poliméricos (mesmo utilizando apenas
3 parametros). O modelo € linear e foi aprimorado para se tornar invariante usando uma medida
invariante de deformac@o como o tensor Finger B(#,t') (em vez da deformag@o infinitesimal
y(¢,t')). Foram desenvolvidas novas solug¢des semi-analiticas e feita uma comparagdo do seu
comportamento com o comportamento do modelo de referéncia UCM, para o caso de um
escoamento cisalhante e um escoamento extensional. O modelo invariante serd implementado no
c6digo numérico HiG-Flow (SOUSA et al., 2019; CASTELO; AFONSO; BEZERRA, 2021) no

capitulo seguinte.

4.3 Modelo K-BKZ Generalizado (gK-BKZ)

Nesta sec¢do vamos introduzir uma combinacdo entre o0 modelo Maxwell-ML apresen-
tado na sec¢d@o anterior € 0 modelo K-BKZ na sua versdao PSM. Ou seja, vamos criar um modelo
Maxwell-ML invariante usando a estrutura de suporte do modelo K-BKZ-PSM para modelos

nao-lineares.

4.3.1 Deducao do Modelo

O modelo Maxwell-ML apresentado na sec¢do anterior (equacao 4.68) apresenta algumas

limitagdes.

Embora seja um modelo invariante, o modelo Lodge falha em prever um coeficiente de
segunda tensdo normal diferente de zero, e a viscosidade e a primeira diferenca de tensdo normal
sdo ambas constantes. Nao permitindo, por exemplo, prever o efeito de shear thinning, em que a

viscosidade varia com a deformacao.

Neste trabalho, considera-se o modelo constitutivo integral KBKZ-PSM. Neste modelo,

o tensor de tensdes é definido por

o(x,1) = / " — ') H (1, 1) By (x,1)dt (4.75)

onde m € a fungdo memdria definida na seccao anterior (eq. (4.66)),

- dG(;t/— ') _ So(lx“;ﬁ) (Ea,a+ﬁ—1 <"A;t) +(1-B)Eqaip (%))

€ a expressao
a

a—3—|—b11+(1—b)12

H(I,h) =

¢ a func@o de decaimento de Papanastasiou-Scriven-Macosko e B,/ (x,#) é o tensor de Finger.
Nessa fungdo, I} = tr[By(x,t)] e b, = % ((11)2 —tr [Btz,(x,t)}), sdo o primeiro e o segundo
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invariantes de B,/ (x,1), respectivamente. Os parAmetros Sp, A, a e b sdo definidos ajustando as

propriedades reoldgicas especificas de cada fluido.

O tensor de Finger tem a sua propria equacgdo de transporte, que € dada por:

%Bt} (x,1) +u(x,r) -VBI} (x,1) = [Vu(x,7)]? -Bt} (x,1) +Bt} (x,t) - Vu(x,t) (4.76)

De notar que foi usada uma notacao ligeiramente diferente para representar os vectores
velocidade, o tensor das tensdes e o tensor de Finger. Isto deve-se ao fato de que na préxima
subseccao vamos deduzir uma solugao analitica onde estard bem explicita a dependéncia desta

quantidades no espaco x e no tempo .

4.3.2 Solucao Analitica para o Escoamento Entre Placas Paralelas

Nesta subsecdo € apresentada as equacdes governantes, na forma adimensional, de

escoamento de fluidos viscoeldsticos incompressiveis governados pelo modelo gK-BKZ.

V-u=0 “4.77)
Ju

1
— +V-(w) :—Vp+R—V2u+V-CI>+
e

1
- g. (4.78)

R

Na equacdo (4.78), @ é um tensor ndo Newtoniano que € derivado do tensor de tensdes

extra ¢ pela seguinte equagao:

1
® =0~ 7, onde y=Vu+ (Vu)T. (4.79)
e

O sistema de equagdes € completado pelas equacdes (4.75) e (4.76).

UL . . .
= POU% & 6 ndmero de Reynolds, Fr = -U_ & o ndmero de

Mo VLg
Froude e Wi = A,, f% € o numero de Weissenberg; U € a escala de velocidade e L é o tamanho

Nas equagdes anteriores, Re

caracteristicos, g € pg sdo a aceleragcdo da gravidade e a densidade do fluido respectivamente. A

viscosidade € definida como 19 = SoA,r € A, € 0 tempo médio de relaxamento.

A adimensionalizacio das equacdes foi feita como segue, onde as varidveis dimensionais

sdo sobrescritas por uma barra.

_ L _ = _
X=ILx, 1= EL u=Uu, p= p0U2p7 6= POUZG, lk = 2’I‘Eflk? So = POUZSO-

As equagdes (4.75)-(4.78) sdo resolvidas em um sistema cartesiano bidimensional onde
pP= p(X,t),u = (u(x,t),v(x,t))T €
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o(x,t):[(’“ % | gy = | T Pl
Oxy Oyy Oy Dy
Ju dv
Jdx Ox By By 0
Vu(x,1) = . Bu(x,t) = By By 0
du v 0 0 1
dy dy

Note que, para calcular o tensor total em 2D, consideramos o tensor de Finger tridimen-
sional. Esta definicdo leva em consideragdo a auséncia de deformacgdo na terceira coordenada
(By;_ em escoamentos tridimensionais), além de garantir a propriedade de determinante diferente

de zero para o tensor de Finger.

Considerando escoamentos cartesianos bidimensionais as equagdes governantes (4.77)-
(4.79) sao discretizadas como segue (BERTOCO, 2016)

o,
ox dy
du d (uz) a(uv) op 1 [d*u d%u 0P, Dy 1
= R O T pata + 0 e
ot dx dy dx Re |dx? 0y? dx dy  Fr?
v duw) 9 (V) dp 1 [d%v 9%W] 9dy 9By, 1
s =L 1= R e
ot dox dy dy Re|odx? 0y? ox dy  Fr?

nas quais (ver equacao (4.79))

O tensor o € escrito como

! a
O = t—1 By dr'
~ /_wm( )a—3+bll—|—(l—b)12 fux
! a
Oxy = t—t B, df’
xy /—wm( a3 b (=)
! a
= t—1' B, dt’
o /wm( Ja 3 (1)L

sendo

. x() (an_l (tlw_j) + (1= B)Eqarp (%;f))
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As componentes do tensor de Finger sdo calculadas pelas equacdes (ver (4.76))

0 d 0 du du
90 =~ gy By) — 50 (B ) +2 | 5 By + 5 By,
I ——i( B )—i<B >+%B L%

ot e = T ox ") T gy (Pt ) TGy P T gy P

0 d d dv v
254 = o2 (“Br,cy) oy (VBr;y) +2 {53&\, + a—yBr;y]

4.3.3 Solucao Semi-Analitica

A continuagdo apresenta-se a deducao da solucdo semi-analitica onde considera-se um
escoamento desenvolvido em um canal com didmetro D/L = 1 de um fluido KBKZ com 1-
modulo de relaxamento. A origem do sistema de coordenadas € localizada na entrada inferior do

canal.

Figura 20 — Geometria do canal usado para a dedugao.

— D/L=1

X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Procura-se solugdes para as velocidades, pressdo, e tensores da forma u = u(y), v(y) =0,

P =p(x,Y), Oxy = Oxy(¥)> Oux = Oux(¥), Oyy = Gy (y), paray € [0, 1].
As componentes do tensor de Finger sao definidas para escoamentos totalmente cisalhan-

tes, por isso pode ser usada a seguinte expressao:

LR~ fe—1) 0
Bi(x))=| 1) 1o
0 0 1

resultando nos seguintes invariantes /1 and /> necessarios para o cdlculo da funcao de decaimento

H (I1,1,) definida na equagdo de Papanastasiou.
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11212:3+}72(t—l/>2
emque Y= —

dy'

A equacdo de conservacgdo de quantidade de movimento reduz-se a:

dp 8ny B
3x+ Iy =0 (4.80)
Bp (90'yy B
ay ay =0 (4.81)

e as componentes do tensor de tensdes extra sdo definidas como

t 4/
6y = [ me—r)—TU=0 gy (4.82)
o a+7'2( —1')
/ [1+y (t— t’)z]
G — / m(t—1') a (4.83)
o a+72 (t—t/)
: 1
6y = [ mit—t)——ar (4.84)
Y /oo ( )a—H"z(t—t/)2

com

i) — sgvri<g> (anl (t/W_j) +(1=B)Eqarp (tv;f»

A equacdo (4.81) mostra que

p(x,y) = Oy (y) + F (x). (4.85)

e nesse caso, a equacao (4.80) pode ser escrita como

d Oy

5, —F'® (4.86)

e pode-se argumentar que o lado esquerdo da equacdo (4.86) é funcdo apenas de y.

Consequentemente, F’ deve ser uma constante que denota-se por

ap

CZE

Assim,
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Oay(y) = Cy+h(x)

e notando que Oyy(1/2) = 0, por simetria, tem-se i(x) = —%C e consequentemente

on(y) = (y—1/2)C. (4.87)

Casoemque x = f3 = 1:

Daqui em diante trabalharemos com o caso particular &« = 1 e § = 1, onde seguimos o
exposto em (TOME et al., 2016). O caso mais geral serd também descrito mais 2 frente. Porém,
para uma descri¢do mais didatica do desenvolvimento da solug¢do semi-analitica, o caso particular

serd apresentado primeiro.

Para o caso em que @ = 8 = 1 a fungdo memoria é dada por:

Wi Wi Wi

Logo, a equacdo (4.82) pode ser escrita como

Soa r . ’}./(l‘—t/)
_1/2)c =" [0 =ywi V)
po1jpe=e [ P

Fazendo a mudanga de varidveis s =t —t’, obtém-se

a _ Soa [T _swi_ VS
(y—1/2)C = Wi/ e a+?2s2ds (4.88)

Agora, definindo s = (al/ 2/ '}'/> T segue que

(y—1/2)C=K / e 97 @zdf (4.89)
onde 12
a Soa
- K="= 4.
() Wi Wi (4.90)

A integral na equacdo (4.89) pode ser resolvida, por exemplo, pelo software Mathematica,

que fornece

T T T
0T Lol @i P
/0 e =57 5dT = e ( Ei[i¢] +Ei {14) _Wi]

120 (—Ei[—i(p] +Ei {—up — %D) (4.91)
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onde i = v/—1, e Ei (z) denota a integral exponencial dada por

Ei(z):/ s~ le s
I

Nesse caso, 7. é definido suficientemente grande, para ser assumido como infinito.
Nota-se que Ei(i¢) é o complexo conjugado de Ei (—i¢), assim o resultado em (4.91) serd real,
o que é um valor esperado (ver eq. (4.88)). Essa integral pode ser resolvida por um método de

quadratura de alta ordem.

Tomando as condi¢des de contorno na entrada do canal, onde a velocidade u™(y) é

definida por

obtemos

1
| utdy =3 (4.92)
0

Integrando por partes a equacdo (4.92) obtém-se

1 2
/ yy(y)dy + 3= 0 (4.93)
0

Para obter as solucdes u(y), p(x,y), O (y), Ox(y) € Oyy(y), primeiramente, calcula-se

Y e C pelo seguinte procedimento:

P1 - Estime um valor para C; que pode ser tomado inicialmente como sendo o correspon-
dente valor Newtoniano;

P2 - Discretize o intervalo (%, 1} , correspondente a metade do canal, em N pontos, yj =

1 1
— 4 jx—,j=1,2,---,N.
2+J*2N7] ) ) )

P3 - Calcule o perfil em escoamento totalmente cisalhante, ¥;, encontrando os zeros da
funcdo (4.88), j=1,2,--- |N;

P4 - Verifique se ¥; satisfaz a equagdo (4.93);

PS5 - Nao sendo satisfeita a equagdo (4.93), fornega outro valor para C e refaca os passos

P3 e P4 Ap6s obter os valores para C e 7(y;) usando os passos P1—P5, o valor de oy, (y;) é
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obtido pela equagdo (4.87). Os valores de Oy, (y;) € Oyy (yj) podem ser obtidos pelas equagdes
(4.83) e (4.84), assumindo a mudanga de varidveis s =t — ¢/

O () :@/ S/Wll+}/(y])
! Wi a‘H’(yJ) 52
N Soa [T _gwi !
ny (yJ) - Wl/ € a+}7(yj)2s2ds

e tomando s = a'/2.7 /7 (y j) , essas integrais se simplificam como

ou(y) =KJ5e 07 a7 (4.94)
oy (vj) =K[fye 7 7mdT (4.95)

onde K e ¢ sdo dados pela equagdo (4.98). As integrais em (4.94) e (4.95) podem ser
resolvidas, resultando em

To
200 [ —1+eW
/9‘ ol ta o L ( o ) +ie T (—1+a)
= ——¢ i — ie a
0 1+ .92 2 )

o2 (- 2])

Teo .
/O e 7 ; +1§2d9 = —%ie’q’ (Ei[i(p] —Ei {ap —~ %}

Wi
+e2f¢< i[~i¢) +Ei H"%D)

Casoem que o # 1 ou 3 # 1:

Para este caso, a fun¢cdo memoria € mais geral, logo, iremos envolver mais ferramentas numéricas
quando comparado com o caso particular apresentado previamente.

A funcdo memoria é dada por:

m(t ) = S%Z(g) (Ea7a+ﬁ_1 ("W_it> +(1=B)Ega+p (%)) '

Logo, a equacdo (4.82) pode ser escrita como

0-1/20 =00 [ (Buarps () + 0P (57 ) ) gz

Wi ))a+ (-1
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Fazendo a mudanga de variaveis s =t —t’, obtém-se

_ Sol'(B)a [ —s —s s
(y—1/2)C= oc—Wi/o (Ea,a+/3—1 <m) +(1=B)Eg.aip (m)) mds (4.96)

Agora, definindo s = <a1/ 2/ )'/) T segue que

T

(y_ 1/2)C - K/Ooo (Eoc,oc+[3—1 (_¢<7) + (1 - ﬁ)Ea,aﬂi (—q)f)) Wdy (4.97)

onde 12
o0 SR

_ 4 . 4.
Wi’ Joawi (4.98)

A integral na equacdo (4.97) pode ser resolvida numericamente por um método de
quadratura de alta ordem.

Tomando as condi¢des de contorno na entrada do canal, onde a velocidade u™(y) é
definida por

obtemos

1
| utyay=3 (4.99)

Integrando por partes a equacao (4.99) obtém-se

1 2
/0 yy(y)dy+ 3= 0 (4.100)

Para obter as solugdes u(y), p(x,y), Oxy(y), Ox(y) € Oyy(y), primeiramente, calcula-se

Y e C pelo seguinte procedimento:

P1 - Estime um valor para C; que pode ser tomado inicialmente como sendo o correspon-
dente valor Newtoniano;
P2 - Discretize o intervalo (%, 1} , correspondente a metade do canal, em N pontos, yj =

1 1
— 4 jk—,j=1,2,---,N.
St =12
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P3 - Calcule o perfil em escoamento totalmente cisalhante, ¥;, encontrando os zeros da
func¢do (4.96), j=1,2,--- |N;

P4 - Verifique se ¥; satisfaz a equacao (4.100);

PS5 - Nao sendo satisfeita a equagao (4.100), forneca outro valor para C e refaga os passos
P3 e P4 ApGs obter os valores para C e 7 (y;) usando os passos P1—P5, o valor de oy, (y;) ¢
obtido pela equagdo (4.87). Os valores de Oy, (y j) € Oyy (y j) podem ser obtidos pelas equacdes
(4.83) e (4.84), assumindo a mudanga de varidveis s = ¢ —t' e tomando s = a1/29/7 (yj), essas

integrais se simplificam como

ou(v) =Ky (Baaspr (7)) + (1= B)Eqasp (7)) 525 dT  (@.101)
Oyy (yj) = Kf(;o (Ea7a+ﬁ—1 (ﬁ/_f) +(1- ﬁ)EOC7OC+ﬁ (v_v_i)) ﬁdﬂ (4.102)

onde K e ¢ sdo dados pela equacdo (4.98). As integrais em (4.101) e (4.102) podem ser resolvidas

numericamente.

4.3.4 Conclusées

Desenvolvemos um modelo viscoeldstico integral ndo-linear usando a fun¢do Mittag-
Leffler no médulo de relaxacdo. O modelo é baseado na formulacdo do modelo K-BKZ-PSM,

sendo designado por gK-BKZ.

O modelo € invariante, e faz uso do tensor Finger B(¢,t') juntamente com a func@o de

decaimento de Papanastasiou-Scriven-Macosko.

Foram desenvolvidas novas solu¢des semi-analiticas para o ecoamento entre placas

paralelas.

O modelo invariante serd implementado no c6digo numérico HiG-Flow (SOUSA et al.,
2019; CASTELO; AFONSO; BEZERRA, 2021) e essa implementacdo serd descrita no capitulo

seguinte.
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CAPITULO

IMPLEMENTACAO NUMERICA DOS
MODELOS GPTT E GK-BKZ

No presente capitulo explicaremos a implementacao dos modelos gPTT e gK-BKZ no
sistema HiG-Flow. Para isso € conveniente comecar com uma breve apresentacdo do sistema
HiG-Flow.

O HiG-Flow € um sistema para a simulagdo numérica de escoamento de fluidos monofa-
sico e multifasicos para problemas de grande porte. Para isto, uma arquitetura do software foi
desenvolvida para respeitar as caracteristica do problema (grande quantidade de informacdes e
tempo elevado para a simulag¢do) de forma a distribuir o processamento onde o custo € elevado
e compartimentar o software em mddulos responsaveis por diferentes partes da simulacao, os
quais se comunicam por meio de interfaces bem definidas, sem influéncia direta da representagdo

interna utilizada por cada médulo.

O HiG-Flow trabalha junto com o sistema HiG-Tree, o qual € responsével pela estrutura
de dados, dominios, resolvedores de sistemas lineares e ndo-lineares, aproximacoes € inter-
polacdes. As bibliotecas utilizadas sdao PETSc e HYPRE, que ja foram otimizadas e testadas
em diversos cddigos de simulacdo de escoamentos de fluidos; do mesmo modo, a biblioteca
ZOLTAN-TRILINOS ¢ utilizada para particionar os dominios do problema, o qual permite uma

boa distribui¢do de carga entre os processos durante a execucao.

As equag0es a tratar sdo aproximadas usando diferencas finitas em malhas cartesianas
hierarquicas. Para entender melhor isso, uma representaco ilustrativa da malha é dada na Figura
21-(a) e sua estrutura de dependéncias € ilustrado na Figura 21-(b). Nesta estrutura de dados,
cada célula pode ser particionada em formas geométricas distintas. Tal generalizacdo impde

dificuldades na aproximagao numérica em diferengas finitas.

Por exemplo, considerando a Figura 22, suponha que estamos interessados em aproximar

a segunda derivada na direcdo y centrada em U,. Usando diferengas finitas de segunda ordem,
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Figura 21 — HiGTree estrutura de dados: (a) Representacdo de uma malha hierarquica, (b) Arvore que
representa a estrutura do dominio (a).

(a) (b)

. L hehe Root
oA b 11 3t Tig
A B A B A
2 3 10 12
l9 A
N A N oA e
I7 A
1 5 o *
Fonte: Bertoco et al. (2021a).
Figura 22 — Stencil de diferencas finitas de 2da. ordem sobre U,
i D
P =Ul GUr
Uc
* \
Uy
Fonte: Bertoco et al. (2021a).
temos: )
0-U, 1
— =~ —(U;-2U.+Up); 5.1
ayz K y( t c b) ( )

Note que, neste caso, U, ndo coincide com valores conhecidos e serd definida através da

interpolacdo de valores das células vizinhas. Assim,

Uy = % whUs; (5.2)

k=1
A quantidades de vizinhos V), € definida de acordo com a precisdo imposta. Por exemplo, em
uma aproximacao de segunda ordem, como dada na equacgao (5.1), V, = 6 garante um erro de 3¢
ordem na aproximagdo. Os pesos wz = wy(x) s@o calculados utilizando o método de minimos
quadrados méveis (MQM) (SOUSA et al., 2019; CASTELO; AFONSO; BEZERRA, 2021). O
procedimento para o cédlculo de wy(x) deve ser realizado para cada aproximagio U (x), porém é

feita uma Unica vez, visto que a malha € estatica.
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5.1 O Sistema HiG-Flow

Os objetivos especificos do sistema HiG-Flow € trabalhar com a simula¢do numérica de

escoamentos de fluidos que tem a caracteristicas especificas, tipo:

Equacoes de Navier-Stokes para escoamentos monofasicos em quaisquer dimensao (SOUSA
etal., 2019).

Escoamentos newtonianos e newtonianos generalizados (SOUSA et al., 2019).

e Escoamentos viscoelasticos diferenciais com técnicas de estabilizagdo numérica (CAS-
TELO; AFONSO; BEZERRA, 2021; BEZERRA; CASTELO; AFONSO, 2019).

e Escoamentos multifdsicos utilizando a forma de representacdo “VOF” (MIZIARA, 2020;
SILVA, 2020).

Este sistema também estd sendo desenvolvido de forma modular permitindo que novas
técnicas e métodos possam ser testados e incluidos ao sistema de forma facil. O coédigo HiG-Flow

foi implementado com as seguintes caracteristicas:

e O usudrio escolhe a dimensao em tempo de compilacao.

e O usudrio escolhe os médulos a serem utilizados em seu programa em tempo de compila-
¢ao, tais como: monofasico, newtoniano, newtoniano generalizado, visoelastico, multifa-

sico (ainda em fase de implementacdo).

e O usudrio escolhe as técnicas numéricas por arquivo de entrada de dados, tais como:
método da projecdo, esquema numérico para o termo convectivo, modelo da equacgao

constitutiva para escoamentos viscoeldsticos, além dos varios pardmetros para simulagdo.

As técnicas e métodos numéricos implementados sdo descritos nas seguintes subsecdes:

5.1.1 Discretizacao Espaco-Temporal

Foram implementados os mais tradicionais métodos para avango espago-temporal utili-

zando diferencias finitas em qualquer dimensdo. Os métodos explicitos implementados sdo:

e Método de Euler explicito.
e Método de Runge-Kutta TVD de segunda ordem ou método de Euler modificado.

e M¢étodo de Runge-Kutta TVD de terceira ordem.

Entre os métodos implicitos, foram implementados os seguintes métodos:
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e M¢étodo de Euler implicito.
e M¢étodo de Crank-Nicolson.

e M¢étodo BDF de segunda ordem.

5.1.2 Discretizacao do Termo Convectivo

Quanto aos métodos para discretizacio do termo convectivo, foram implementados até o

momento 4 esquemas classicos:

e Esquema central.
e Esquema Upwind de primeira ordem
e Esquema Quick de segunda ordem.

e M¢étodo Cubista de segunda ordem.

5.1.3 Discretizacao do Termo Difusivo

Quanto aos métodos para discretiza¢ao do termo difusivo, foram implementados até o
momento esquemas de diferencas finitas cldssicas. Pretende-se ainda implementar um método

de diferengas finitas compactos de quarta ordem em qualquer dimensao.

5.1.4 Discretizacao do Termo Fonte

O cédigo permite termos fontes mais variados para resolver problemas diversos como:

e Eletrosmose

e Problemas com solucdo manufaturada, entre outros que necessitam de termos fontes

especificos

5.1.5 Acoplamento Velocidade-Pressao

n+1) usamos o método de

Para calcular os campos de velocidade ulth e pressao pl
projecdo incremental de Chorin (CHORIN, 1968), que desacopla as equagdes de conservagao
de massa e quantidade de movimento, dadas pelas equacgdes (4.7) e (4.8), respectivamente.
Este método permite obter um campo de velocidade intermedidrio u"*! da equacdo (4.8). Na
metodologia HiG-Flow, esta equagdo (4.8) pode ser aproximada usando um método de Euler
explicito, Runge-Kutta RK-2 ou RK-4, ou, os métodos de Euler semi-implicitos, Cranck-Nicolson

e BDF2. Pode-se também escolher ordens de discretizacdo espacial de 2¢ ou 4“. Pode-se usar
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0s esquemas centrais convectivos ou Upwind (ordem 1), ou, esquemas de ordem 24 como o
Cubista (ALVES; OLIVEIRA; PINHO, 2003) e Quick (LEONARD, 1979).

Neste trabalho foi usado um esquema de Euler Semi-implicito juntamente com uma

aproximacao espacial de ordem 2¢ e um esquema Cubista para os termos convectivos:

1,
5 —|—u”-Vu”:—Vp"—l—EVzu(”H)—i—V'S”—l—F” (5.3)

aqui, 6t é o passo de tempo, n representa os valores conhecidos de velocidade, tensdo e pressdo
no instante n, n+ 1 representa os novos valores do campo de velocidade (desconhecidos) a serem

obtidos do solu¢do da equagdo.

Usando o método de projecdo, sabe-se que o campo de velocidade "™ obtido da
equacdo 5.3 pode nio satisfazer a equagdo de conservaciao de massa. Portanto, para resolver este

problema, a equagio para o potencial y("t1) = §¢(p" — p(n+1)) & resolvida,

V2w(n+l) :V~ﬁ<n+1), (5.4)
e a decomposicao de Helmholtz-Hodge € usada para corrigir o campo de velocidade nio conser-
vativo it (ver (GUERMOND; QUARTAPELLE, 1998; CASTELO; AFONSO; BEZERRA,
2021; SOUSA et al., 2019) para mais detalhes),

ut) = g+ _ gyt ), (5.5)
O novo campo de velocidade u"t) satisfaz a equacgdo de conservacao de massa. Finalmente, a
n+1
pressdo é atualizada p"t1) = p" + w(; '

Neste trabalho considerou-se para o caso de gPTT se considerou na entrada do canal
um perfil de velocidade constante, u(y) = 1 e para o caso de gK-BKZ, considerou-se o perfil
de velocidade parabdlico u(y) = —4y(y — 1). Para os dois métodos é considerado inicialmente
os componentes de tensdo sao definidos para 0, na saida, se definniram condi¢des de contorno
totalmente desenvolvidas ( condi¢des de contorno de Neumann) para a velocidade e tensdo (a
pressdo é imposta). Finalmente, nas paredes (y =0 e y = 1), temos a condicdo de contorno

empirica de ndo deslizamento (u = 0).

5.1.6 Métodos Numéricos para a Equacao Constitutiva

Nesta parte serdo descritas os métodos numéricos que para a equacao constitutiva tanto

para o caso do gPTT como para o caso do gK-BKZ.
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5.1.6.1 Meétodo Numérico para o Modelo gPTT

Comecaremos descrevendo o método PTT exponencial e depois se verd qual foi a modi-
ficacdo feita para ser generalizado como gPTT, para isso € bom lembrar como foi implementado

o método PTT exponencial no HiG-Flow. Assim, da equagao (2.16),

K(Gkk)G—i—l& = 21’]pD, (5.6)

e .
com K (oy) tendo a forma exponencial, K (oyx) = exp(—1tr(0)), e sendo & = %—‘; +(u-V)o—

Mp
(Vu)' -6 —0-(Vu)+&(c-D+D-0),

Da equacdo (5.6) pode se derivar a seguinte forma compacta

Jdo 1
a—t+(u-V)G— [(Vu)" -0 +0-Vu =lTeM(G). (5.7)
onde De é o nimero de Deborah e M(o) ¢ definido pelo modelo viscoelastico PTT exponencial,

com a qual é implementada no sistema HiG-Flow

M(o)= 2 Plp {exp(%)}o—éWﬂG-D—l—D-G), (5.8)

Desde a equagdo (5.8) pode-se fazer a modificagdo para o modelo gPTT pois somente é substi-
tuida a parte exponencial pela expressao do gPTT dada na equagdo (4.4), assim obteve-se uma

forma compacta mas ja para o modelo gPTT,

Mifo) =2 Pp— |r(p) £

ERe Witr(o)

-0 )}G—éWi(G-D—i—D-G). (5.9

A implementagdo numérica da funcio Mittag-Leffler em C++ seguiu as ideias apresentadas no
codigo de Podlubny (Igor Podlubny (2012). Mittag-Leffler function (https://www.mathworks.com/
matlabcentral/fileexchange/8738-mittag-leffler-function), MATLAB Central File Exchange.),
onde ¢ desenvolvida uma rotina em MATLAB para avaliar a fun¢do Mittag-Leffler com dois
parametros. Foi feita uma adaptacdo do c6digo MATLAB para C++. Os detalhes técnicos podem
ser encontrados no trabalho de Gorenflo et al. (GORENFLO; LOUTCHKO; LUCHKO, 2002).
Foram feito diversos testes envolvendo a precisdo da funcao Mittag-Leffler para diferentes
valores de o e 3, tendo em conta o modelo constitutivo usado. Dado o extenso estudo realizado,
optou-se por omitir esse trabalho desta dissertagdo. Serd apenas necessdrio dizer que o codigo
usado permite obter resultados com 6 a 10 algarismos significativos (mediante a necessidade, e,

o modelo usado).
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5.1.6.2 Meétodo Numérico para o Modelo gK-BKZ

Para descrever a metodologia usada nesta parte do trabalho se seguird o trabalho de Tomé
et al. (TOME et al.,2016) e também a tese de Juliana Bertoco (BERTOCO, 2016). Para calcular
o tensor G (X,7,]) escreve-se a equacdo constitutiva (4.75) como segue:

O !
O'(Z‘n+1) :/ m(thrl —1 )H(Il,lz)Bt/ (tn+1)dl/
_°°[ (5.10)
+ /O mltny — £ VH (I, LB (11 )dr’
lembrando que m(t,+1 — t/) é como estd definida a equacéo (4.66),

dG(tye1 —t")  SoI t'—1t, t'—t,
Mty —t') = ( c;; ) = Oa;ﬁ> (Ea,oH-ﬁ—l ( 2 +1> +(1=P)Eg.a+p ( ) +1))

Discretizaremos o intervalo [0,] tomado N + 1 pontos t;-, j=0,1,--- N

0 !
Gty 1) = / m(tnsr — ¢ VH (I 1)B, (11 )de’

N2 (5.11)
2j+2
+ Z/, " m(tysr — ) H (I, B)By (tas1)dt
J=0""72j

em que t(/) = 0. Se considera também que B, (f,11) = Bo(fn+1) paras < 0 e por tanto a primeira
integral de (5.11) se torna em:
0
/ m(tn1 —t")H (I (Bo(tn11)), L2(Bo(tn+1))) Bo(ta+1)dt’ (5.12)

que pode ser resolvido analiticamente pois os termos H (1} (Bo(t,+1)),l2(Bo(tn+1))) € Bo(tn41)
ficam constantes na integral e somente fica a ser resolvido a integral

0 0 dG(tyy1 —1'
/ m(tn+1—t')dt':/ %dﬂ:G(rﬂH —1')

0

—o0

Sabendo que G(t,41—1") = SoI'(B)Eq g (—’”*71—7’/) levando em conta o descrito na expressao
(4.64)

the1 —t
lim G(tn—',—l —t/) = lim S()F(ﬁ)Ea,ﬁ (— ntl ) =0,

t'——oo t'——oo A

entao

/O m(tyy1 —1')dt' = G(tyr1) = SoU'(B)Eq (—I"TH> :

—00

Em relacdo as integrais dentro do somatério na equacao (5.11), usamos o método de
coeficientes indeterminados (com uma férmula de quadratura de segunda ordem) para seu célculo
(para detalhes, ver Tomé et al. (TOME etal.,2016) ). Nas secdes a seguir, descrevemos o método

usado para calcular o tensor By, . y(#,+1) e como os pontos t;- (tn+1) s@o calculados.
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e Discretizagdo do intervalo [0, #,]

Neste trabalho, os nds de integragdo sao calculados usando uma progressdo geométrica no

tempo t,+1 da seguinte forma:

1. SejatlonandtIIV:th;
2. Fazemost]l\,_j:t;\,—& g/, j=1,2,--- ,N—1,onde g = (t,..1/81)"/N, 81 é o passo
de tempo.

e Cailculo do Tensor de Finger B,/ (tr1)

(thn—H)
Segue-se neste trabalho as ideias do método de campos de deformagao (HULSEN; PE-
TERS; BRULE, 2001), em que o tensor Finger € obtido resolvendo um equacgdo de

convecgdo, onde B,/ ) (x,t) é dado por:

d
EBt’(z)(Xaw +v(x,1) VB (x,1) = [VV(XJ)]T 'Bt’(z)(Xat) +By) (x,1) - Vv(x,1)
(5.13)

com a condi¢ao B, _, » (X,ty11) =L
—*tn

O tensor Finger B/, (X,ty+1) € calculado usando o método de Euler, e o esquema de
alta ordem CUBISTA (ALVES; OLIVEIRA; PINHO, 2003) € usado para discretizar os
termos convectivos. Ressaltamos que o tensor Finger B,/ (t) (X,t,+1) € calculado nos tempos
passados ¢ (). O tensor Finger atualizado B, thrl)(X, tn+1) € avaliado usando um método

de interpolagio de segunda ordem que é discutido em detalhes por Tomé et al. (TOME et
al., 2008).

5.2 Conclusoes

No presente capitulo foi explicada a implementacao dos modelos gPTT e gK-BKZ no
sistema HiG-Flow, um sistema para a simula¢do numérica de escoamento de fluidos monofésico
e multifsicos para problemas de grande porte. Foram dados todos os detalhes da implementagdo
e das dicretizagdes usadas nos modelos gPTT e do modelo gK-BKZ (que engloba o modelo de

Lodge com a fun¢do memoria dada por uma Mittag-Leffler).
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CAPITULO

RESULTADOS NUMERICOS

6.1 Comprimento de Desenvolvimento: gPTT

Nesta seccdo, apresentamos um estudo numérico sobre o comprimento de desenvolvi-
mento (o comprimento da entrada do canal necessario para que a velocidade atinja 99% do seu
valor totalmente desenvolvido) de um escoamento de fluido viscoeldstico acionado por pressao
(entre placas paralelas) modelado pela equagdo constitutiva generalizada de Phan-Thien e Tanner
(gPTT). As equacdes governantes sdo resolvidas pelo método das diferencgas finitas, e € apresen-
tada uma andlise minuciosa do efeito dos pardmetros do modelo & e . Os resultados numéricos
mostraram que quando Re tende a zero, o comprimento de desenvolvimento para a velocidade
apresenta um comportamento ndo monotdnico. O comprimento de desenvolvimento aumenta
com Wi. Para valores baixos de Wi, o maior valor do comprimento de desenvolvimento € obtido
para o = 3 = 0.5; para valores altos de Wi, o maior valor do comprimento de desenvolvimento

¢ obtido para o = 8 = 1.5.

6.1.1 |Introducao

Uma variedade de aplicacdes funcionais sdo baseadas na premissa de que o escoamento
esta totalmente desenvolvido. Supde-se que ap6s um certo tempo o fluido percorreu um certo
comprimento (comprimento de desenvolvimento L) ao longo do canal, apds o qual o escoamento
nao muda mais na dire¢do do fluxo. Isto € usado, por exemplo, em matrizes de extrusdo, lab-on-

a-ship, etc.

O comprimento de desenvolvimento de escoamentos Newtonianos em canais € tubos
(veja a Figura 23) é bem compreendido (DURST et al., 2005).

Durst et al. (DURST et al., 2005) desenvolveram duas correlagdes entre L (a distancia
Re=tY2

n 9
onde U € a velocidade de média de entrada imposta, p € a densidade do fluido, H € a largura do

que o fluido percorre para se tornar totalmente desenvolvido) e o niimero de Reynolds,
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Figura 23 — Geometria dos canais e tubos usados para o célculo do comprimento de desenvolvimento. (a)
Escoamento em canal. (b) Escoamento em tubo.

(@) (b)

L
Y — (¥
= =T
v X —_—— H U = L X D
— L — H
— g i

—
[

L

Fonte: Bertoco et al. (2021b).

canal (para tubos, deve-se substituir H por D-didametro) e 1 € a viscosidade newtoniana. Essas

correlacdes sdo dadas por,

% = [(0.631)"° + (0.0442Re) ' 0]1/1:6, (6.1)
1% = [(0.619)" + (0.0567Re) " 6]/1:6, (6.2)

e permitem prever bem o comprimento de desenvolvimento para escoamentos em canal e tubos,

respectivamente.

Para fluidos Newtonianos generalizados (com viscosidade varidvel), varios trabalhos
tém sido propostos na literatura. Gostariamos de destacar os trabalhos de Fernandes et al. (FER-
NANDES et al., 2018) e Poole e Ridley (POOLE; RIDLEY, 2007), nos quais apresentaram
duas correlagdes para o comprimento de desenvolvimento em escoamentos em canal e tubos de
fluidos power-law (a viscosidade € uma funcdo do segundo invariante do tensor de deformacao,
Y (para escoamentos simples, ¥ é simplesmente a taxa de cisalhamento). A viscosidade € entdo

dada por 1 = k7"~1). As correlagdes sio dadas por,

% — [(f(n) —exp (15.706 — 4.002))"® 4 (0.0444Rey,) 0209 +0.6451+1.225]1/16 (63

L
5= [(0.246n% — 0.675n 4 1.03)"° + (0.0567Repg ) ]/ 1, (6.4)

para canal e tubo, respectivamente.

_ 6pU"H" [ 5 \n _ 8pU*"D" [ 4 \n _ —0.355
Temos, Regen = = (4n+2) » Remr = == (6n+2) . and f(n) = T+2exp (0.553—4.273n) °

Observe a complexidade crescente nas correlagdes ao passar de um fluido newtoniano para um

fluido de lei de poténcia.

No caso de fluidos viscoelasticos, o nimero de trabalhos sobre este tema é menor. Isso
se deve a complexidade dos escoamentos viscoeldsticos, como a presenca de singularidades na

entrada do canal, overshoots no perfil de velocidade e o problema do alto nimero de Weissenberg.
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6.1.2 Condicoes de Contorno, Geometria e Malhas

Na entrada, (veja a figura 24) consideramos um perfil de velocidade constante, u(y) = 1
(os componentes de tensdo sdo definidos como zero) e na saida, assumimos condicdes de
contorno totalmente desenvolvidas (condi¢des de contorno de Neumann) para a velocidade e
tensdo (a pressdo € imposta). Finalmente, nas paredes (y =0 e y = 1), temos a condi¢dao de
contorno empirica de ndo deslizamento (# = 0).

Devido aos baixos valores de Re considerados neste trabalho, e com base nos poucos
resultados da literatura sobre o comprimento de desenvolvimento de fluidos viscoeldsticos,

consideramos uma geometria onde o comprimento do canal € fixado em 10 vezes a sua largura
(figura 24).

Figura 24 — Representacio adimensional da geometria.

u(l)=0

o
Zu=1 L=1
DT ou = =
B

———

u(0) =0

10L
Fonte: Adaptada de Bertoco et al. (2021b).

Realizamos simulacdes considerando mais de 8 niveis de refinamento de malha. Apds

alguns experimentos numéricos, as seguintes malhas foram consideradas:

e Mi;—malha uniforme com 160 x 16 células computacionais € um espacamento minimo
Ax/H e Ay/H de 0,0625;

e M>—malha uniforme com 320 x 32 células computacionais e um espacamento minimo
Ax/H e Ay/H de 0,03125;

e Ms—malha uniforme com 640 x 64 células computacionais € um espacamento minimo
Ax/H e Ay/H de 0,015625.

As malhas sdo mostradas na Figura 25.

Também foram realizadas simulagdes numéricas considerando uma malha com refina-
mento adicional na linha central do canal, conforme mostrado na figura 26. Um nimero total de
16.000 células foi usado.
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Figura 25 — Trés niveis de refinamento de malha.

\ i

— TN

M1 M2
Fonte: Bertoco et al. (2021b).

Figura 26 — Malha com refinamento na linha central.
\

—

M,
Fonte: Bertoco et al. (2021Db).

6.1.3 Validacao do Método Numérico

A validac@o do método numérico € realizada em duas etapas. Primeiro, as velocidades
totalmente desenvolvidas numericamente determinadas sdo comparadas com a solugdo analitica
desenvolvida no capitulo anterior. Em seguida, o comprimento de desenvolvimento obtido para o
modelo gPTT com Wi = 0,001 (fluido quase Newtoniano) € comparado com os resultados de
benchmark de Durst et al. (DURST ez al., 2005).

6.1.3.1 Comparacdo com a Solucdo Analitica:

A figura 27 mostra uma comparagdo entre a solugdo analitica (linha sélida) e a solug¢do
numérica (simbolos) para a malha M3 com Re = 1073, Wi = 0.1,0.2,---,1.0 e € = 0.25 (& foi

definido como 0). Na Figura 27a temos & = 0.5e f =0.5 e naFigura27b a =1.5e f = 1.5.
Pode-se observar que se obtém uma excelente concordancia entre as solucdes analiticas

e numéricas para todos os valores considerados de Wi, o que reforca a robustez do método

numeérico e das malhas.
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Figura 27 — Comparacio entre a solugcdo analitica (linha sélida) (FERRAS et al., 2019) e a solucdo
numérica (simbolos) para a malha M3 com Re = 1073, Wi=0.1,0.2,0.3¢ 0.4 com € = 0.25
(€ foi definido como 0). (a) a =0.5e f =0.5.(b)ax=15e f =1.5.

(@Q)a=05and =05 (b)a=15and =15

—w; = 0.1 —w; = 0.1
—w; =02

—w; =02

N w; = 0.3

—w; =04
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mw; = 03— M3
e w; =04—-M;
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Fonte: Bertoco et al. (2021b).

Para valores menores de « e 3, obtemos uma maior taxa de destrui¢do das jungdes no
modelo gPTT. Observe que o perfil de velocidade viscoeléstico tipico é mais achatado para
valores mais baixos de a e 3. Neste caso, os diferentes valores de Wi tém um impacto mais
forte no comportamento do modelo. Este resultado € semelhante aos encontrados na literatura

comparando fung¢des lineares e exponenciais do trago do tensor de tensdo.

6.1.3.2 Comparacdo com o Comprimento de Desenvolvimento de um Fluido Newtoniano:

No caso limite de Wi — 0 obtemos um fluido newtoniano. Portanto, consideramos
Wi = 0,001 e realizamos simula¢des para o comprimento de desenvolvimento de um fluido
gPTT, usando a geometria mostrada na Figura 25. Consideramos um nimero de Reynolds na
faixa [0, 100], onde a varia¢@o ndo linear do comprimento de desenvolvimento com Re é mais

pronunciada. Os demais parametros do modelo foram definidos da seguinte forma: a = 0.1,
B=0.1,6=0.25& =0.

A Figura 28a mostra uma comparagao entre o comprimento de desenvolvimento obtido
com o modelo gPTT, um fluido Newtoniano, e aquele obtido pela correlacdo de Durst et
al. (DURST et al., 2005) para a variacao do comprimento de desenvolvimento com Re (veja a
equacdo (6.1)). Os trés resultados praticamente se sobrepdem, comprovando mais uma vez a

robustez do método numérico.

A medida que Re aumenta, os resultados para o modelo gPTT na malha grossa sao
ligeiramente superiores aos obtidos para o fluido newtoniano e para a correlacdo. No entanto, no

dominio ndo linear os resultados sdo bastante precisos.

A Figura 28b mostra os perfis de velocidade obtidos na regido totalmente desenvolvida do
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canal (malha M3) considerando os modelos gPTT e Newtonianos para Re = 0,001 e Re = 100.

Figura 28 — (a) Comparagdo entre o comprimento de desenvolvimento obtido com o modelo gPTT (com
Wi = 0.001), um fluido Newtoniano, e a correlacdo proposta por Durst et al. (DURST et
al., 2005), para trés malhas diferentes M|, M, e Ms. (b) Perfis de velocidade na regido
totalmente desenvolvida para a malha M3, considerando os modelos gPTT e Newtoniano,
para Re = 0,001 e Re = 100.
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Fonte: Bertoco et al. (2021b).

Novamente, hd uma excelente concordancia entre as duas solugdes para os dois valores

diferentes de Re. Isso mostra que o valor de Wi = 0,001 € uma boa aproximacao para o fluido
newtoniano.

Com base nesses resultados, o codigo numérico agora é capaz de prever o comprimento
de desenvolvimento do fluido modelado pelo modelo gPTT considerando uma faixa mais ampla
de ndmeros Wi.

6.1.4 Comprimento de Desenvolvimento de um Fluido gPTT

6.1.4.1 Simulagbes:

Realizamos um grande nimero de simula¢des considerando Wi = 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5,

0,6, 0,7, 0,8, 0,9, 1, para creeping flow (Re = 0,001) e a seguinte combina¢do de parametros « e

B:

(o, B) = (0.5:0.5) - Malhas My, My, M3, M, - Wi = 0.1,0.2,0.3,0.4

(o, B) = (0.5;1.5) - Malhas My, M», M3, M, - Wi = 0.1,0.2,0.3,0.4

(o, B) = (1.5;0.5) - Malhas My, Ma, M3, M, - Wi = 0.1,0.2,0.3,0.4

(o, B)

(1.5;1.5) - Malhas M, My, M3, M, - Wi =0.1,0.2,0.3,0.4
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(ot B) = (1.0;1.0) - Malhas M>, M, - Wi =0.1,0.2,0.3,0.4

(ar, B) = (0.5;0.5) - Malhas M>, M, - Wi = 0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1

(ar, B) = (0.5;1.5) - Malhas M,, M, - Wi = 0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1
(o, B)
(o, B)
(o, B)

(1.5;0.5) - Malhas M,, M, - Wi = 0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1

(1.5;1.5) - Malhas M,, M, - Wi = 0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1

(1.0;1.0) - Malhas M,, M, - Wi =0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1

Isso d4 um nimero total de 132 simulac¢des. As simulacdes com a malha mais fina

levaram cerca de 15 h cada.

O primeiro conjunto de 72 simulagdes permitiu tirar conclusdes sobre a convergéncia do
método numérico e o erro no calculo do comprimento de desenvolvimento usando a técnica de
extrapolacdo de Richardson. Com base nos resultados dessas simula¢des, um segundo conjunto
de simulacdes foi realizado para valores mais altos de Wi usando as malhas M; (veja a figura 25)
e M, (veja a figura 26). Essas malhas foram escolhidas com base em um trade-off entre precisao

e tempo computacional.

6.1.5 Creeping Flow

O comprimento de desenvolvimento, determinado como o comprimento da entrada do
canal necessdrio para que a velocidade atinja 99% de seu valor totalmente desenvolvido, e

denotado aqui como Zy9q,, € mostrado na Tabela 3.

Os resultados sao mostrados apenas para Wi até 0,4, pois problemas de convergéncia
para malhas mais finas sdo observados para valores maiores de Wi. O principal problema surge
da singularidade no canto de entrada do canal, que gera um erro que se propaga ao longo do

canal.

Observe que o erro é maior nos valores mais baixo e mais alto de o e 3, sendo mais
pronunciado quando o e 3 sdo baixos. O erro méaximo foi de 3,6% e foi obtido, como esperado,
paraWi=0,4e a = 3 =0,5. Deve-se notar que os erros sdo bastante baixos e, portanto, essas

solugdes podem ser usadas como benchmark.

A Figura 29 mostra os comprimentos de desenvolvimento para a malha M, apresentados
na Tabela 3. Observa-se uma variagio nao linear do comprimento de desenvolvimento com ¢, f3
e Wi.
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Figura 29 — Comprimento de desenvolvimento em fungdo de Wi considerando 99% U,y (Zo99,) € a

malha M>.
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Fonte: Bertoco et al. (2021Db).

6.1.6 Conclusées

O comprimento de desenvolvimento aumenta com Wi, com efeitos viscoeldsticos retar-
dando a difusdo e convec¢do da informacao das paredes para o centro do canal. Essa difusao
e conveccado também sdo fortemente influenciadas pelos parametros da funcao Mittag-Leffler.
Para valores baixos de Wi, o maior valor do comprimento de desenvolvimento € obtido para
o = B = 0.5; para valores altos de Wi, o maior valor do comprimento de desenvolvimento é
obtido para o = 8 = 1.5. Uma explicagio do continuum molecular desse fendmeno nao é uma
tarefa facil. Em valores altos de a e 3, a taxa de destruicdo das jun¢des é menor do que em
valores baixos de « e 3. Isso significa que quando os valores de Wi s@o baixos e a taxa de
destruicdo da juncdo ¢ alta, a informacao viaja lentamente da parede para o centro do canal
(em comparagdo com quando a taxa de destrui¢ao da jun¢do € baixa). O oposto era esperado.
Observe que neste caso os comprimentos de desenvolvimento sdo muito semelhantes para todos
os valores testados de o e f e, portanto, a influéncia desses parimetros no comprimento de

desenvolvimento € pequena. Esses resultados podem ser justificados pelo baixo valor de Wi.

A medida que Wi aumenta, o maior valor de comprimento de desenvolvimento é alcan-
cado com uma baixa taxa de destruicdo de juncdes. Esse resultado pode ser justificado pelo fato
de que a medida que a taxa de destruicdo das junc¢des diminui, a informacao € transmitida mais
lentamente devido ao pequeno niimero de novos contatos entre as ligacdes que representam as

moléculas.

Relativamente ao método numérico, podemos concluir que € robusto e permitiu fazer

simulacdes em geometrias que possuem singularidades.
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Tabela 3 — Valores de comprimento de desenvolvimento de referéncia para a velocidade (Zo94,).

Wi o B M, M, M; M, Lot % Error

0.5 0.5 0.701 0.669 0.660 0.661 0.657 0.48
0.5 1.5 0.675 0.655 0.649 0.642 0.647 0.29

0.1 1.5 0.5 0.689 0.659 0.652 0.650 0.651 0.24
1.5 L.5 0.653 0.650 0.648 0.632 0.644 0.68
1.0 1.0 — 0.658 — 0.641

0.5 0.5 0.844 0.737 0.711 0.736 0.703 1.202
0.5 1.5 0.806 0.731 0.713 0.721 0.707 0.844

0.2 1.5 0.5 0.788 0.701 0.682 0.692 0.677 0.781
1.5 1.5 0.803 0.736 0.712 0.747 0.699 1.851
1.0 1.0 — 0.719 — 0.709

0.5 0.5 0.984 0.853 0.805 0.865 0.777 3.578
0.5 1.5 0.980 0.878 0.852 0.822 0.843 1.073

0.3 1.5 0.5 0.883 0.775 0.750 0.784 0.742 1.015
1.5 L.5 1.033 0.933 0.928 1.012 0.928 0.022
1.0 1.0 — 0.836 — 0.852

0.5 0.5 1.104 1.024 0.949 1.102 - -
0.5 1.5 1.175 1.109 1.082 1.165 1.065 1.600

0.4 1.5 0.5 0.984 0.877 0.862 0.931 0.860 0.276
1.5 1.5 1.307 1.286 1.273 1.365 1.246 2.155
1.0 1.0 — 1.001 — 1.079

Fonte: Bertoco et al. (2021b).

6.2 Escoamento em Canal: gK-BKZ

Nesta secao, apresentamos os resultados numéricos da simulacdo do escoamento de um
fluido viscoeldstico num canal (entre placas paralelas) usando o modelo gK-BKZ descrito na

secdo 5.1.6.2 .

Para a geometria do canal usada para as simula¢des considerou-se o comprimento do

canal como sendo dez vezes a sua largura, tal como € mostrado na figura 30.

Figura 30 — Representacao adimensional da geometria usada nas simula¢gdes do modelo gK-BKZ.

— L=1

10L

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, considerou-se o perfil de velocidade parabdlico u(y) = —4y(y— 1) na entrada
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do canal. Tal como no caso onde foi testado o modelo gPTT, as componentes de tensdo siao
definidos como 0 no instante inicial. Na saida se definiram condi¢Oes de contorno totalmente
desenvolvidas (condi¢des de contorno de Neumann) para a velocidade e tensdo (a pressao €
imposta). Nas paredes (y =0 e y = 1), temos a condi¢cdo de contorno u = 0. De notar que devido
ao tipo de equagdo constitutiva usada, ndo € necessario fornecer as condi¢des de contorno para a

tensao.

As simulagdes foram realizadas para cinco diferentes malhas uniformes (ver figura 25),
como também para cinco malhas com diferentes niveis de refinamento, tal como especificaremos

de seguida:

e Mp—malha uniforme com 80 x 8 células computacionais € um espagamento minimo
Ax/H e Ay/H de 0,125;

e Mi;—malha uniforme com 160 x 16 células computacionais e um espacamento minimo
Ax/H e Ay/H de 0,0625;

e Mr—malha uniforme com 320 x 32 células computacionais € um espacamento minimo
Ax/H e Ay/H de 0,03125;

e Ms—malha uniforme com 640 x 64 células computacionais € um espacamento minimo
Ax/H e Ay/H de 0,015625;

e Mjs—malha uniforme com 1280 x 128 células computacionais e um espagamento minimo
Ax/H e Ay/H de 0,0078125;

e Rj—malha com trés niveis de refinamento, o mais perto das paredes M, com Ax/H =
Ay/H = 0,03125, o segundo nivel M| com Ax/H = Ay/H = 0,0625 e o nivel central M
com Ax/H = Ay/H = 0,125, conforme figura 31(a);

e Rr,—malha com trés niveis de refinamento, o mais perto das paredes M3 com Ax/H =
Ay/H = 0,015625, o segundo nivel M, com Ax/H = Ay/H = 0,03125 e o nivel central
M) com Ax/H = Ay/H = 0,0625 , conforme figura 31(b);

e Rz;—malha com dois niveis de refinamento, o mais perto das paredes M| com Ax/H =
Ay/H = 0,0625, e o nivel central My com Ax/H = Ay/H = 0,125, conforme figura 31(c);

e R4—malha com dois niveis de refinamento, o mais perto das paredes M, com Ax/H =
Ay/H = 0,03125, e o nivel central M| com Ax/H = Ay/H = 0,0625, conforme figura
31(d);

e Rs—malha com dois niveis de refinamento, o mais perto das paredes M3 com Ax/H =
Ay/H = 0,015625, e o nivel central M, com Ax/H = Ay/H = 0,03125, conforme figura
31(e);
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Para simular o escoamento de um fluido viscoeldstico com o modelo gK-BKZ de 1-modo

de relaxamento utilizaram-se os seguintes dados de referéncia:

1. Aep = A1 = 0.1396
2. So=1.6648 Pa

3. po = 801.5 Kg.m?
4. Mg =0.2324 Pa.s
5. U=0.025m.s"!
6. L=1cm

7. Re =0.8621

8. Wi =0.3490

9. a=p=1

Nas figuras 32 e 33 mostra-se os resultados obtidos para o perfil de velocidade u(y), Oy,
Oy € Oyy; tais resultados foram avaliados no meio do canal e sdo comparados com a solu¢do semi-
analitica descrita na se¢do 4.3.3. Especificamente, na figura 32(a) € apresentada a comparacao da
solu¢do numérica nas malhas My, My, M,, M3 e M4 com a semi-analitica do perfil da velocidade
u(y). Na parte (b) é a comparacgdo da velocidade u(y) com a solugdo numérica nas malhas Ry,
Rz, R3, R4 c R5.
Como podemos ver, em ambos os casos, a medida que a malha € finada, a solucdo numérica
converge para a solucdo analitica. No caso em que temos malhas com diferentes graus de
refinamento, podemos observar que as solu¢des numéricas sao bastantes melhores. Isto acontece
pois os gradientes de velocidade ndo sdo iguais ao atravessar o canal na transversal. Temos
gradientes de velocidade mais elevados junto a parede e gradientes nulos no centro do canal,
entdo, uma malha que consiga captar este comportamento (como € o caso das malhas com
diferentes graus de refinamento - figura 32(b)), s@o mais vantajosas e resultam em resultados

mais precisos.

Da mesma forma, nas figuras 33(a) e 33(b) € comparada a solug¢do semi-analitica Gy,
com as solu¢des numéricas obtidas com as malhas My, My, M, M3 e M4 e com as malhas Ry,
R>, R3, R4 € Rs, respectivamente.

Nas figuras 33(c) e 33(d) sdo comparados os perfis Oy, (numérico e analitico) nas malhas M,
My, M, M3 e M4 e com as malhas Ry, Ry, R3, R4 e Rs, respectivamente.

Por ultimo, na figuras 33(e) e 33(f) € apresentada a comparacéo do perfil 6y, com as solugoes
numéricas obtidas com as malhas My, M, M, M3 e M4 e com as malhas R, Ry, R3, R4 ¢ R5,

respectivamente.
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Figura 31 — Malhas com diferentes niveis de refinamento usadas na simulacio do fluido gK-BKZ
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A tabela 4 mostra os erros obtidos nas diferentes malhas para a velocidade u(y), G (y)

e Oyy(y), onde foi usada a seguinte norma:

J 5
E(M) = \| 'Y, | Solan(My); — Sobun(My); (6.5)
j=1

onde J; denota o valor j,,, na malha M; (ou R;) e H; é o espacamento de malha dy.

Como podemos ver, os erros vao diminuindo a medida que refinamos a malha. Porém,
0s erros ndo seguem um padrdo que permita obter uma ordem de convergéncia de segunda
ordem. Isto acontece devido ao tipo de malhas usadas no espago e no tempo e a presenca de uma
singularidade na quina da geometria. O fato desta simula¢gdes terem um custo computacional

elevado levou a fazer escolhas ponderadas sobre o grau de refinamento a usar. No futuro serdao
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Figura 32 — Comparagdo do perfil de velocidade u(y) com a solu¢do numérica em diferentes tipos de
malhas. (a) u(y) comparado com a solugdo numérica nas malhas My, My, M>, M3 e M. (b)
u(y) comparado com a solu¢gdo numérica nas malhas Rj, Ry, R3, R4 e Rs. Nota: a linha é
apenas usada para se perceber melhor o perfil obtido e ndo representa a solucdo analitica nos
locais onde nao aparecem simbolos.

~-Analitical

Ry
x Ry
o Rg
+ Ry
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oMy
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* M,

M; i 08l
oM,
BAnalitical]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4 — Erro numérico obtido para a velocidade u(y), 0. (y) e 0y, (y) nas diferentes malhas.

u(y) Oxe(y) Oy (¥)
My | 0.082187496212297 | 0.047230046616999 | 0.157716277279427
M; | 0.016844947685585 | 0.026206138125274 | 0.050235577623870
M, | 0.017258891109645 | 0.018329045877478 | 0.033557533901576
M5 | 0.012615976982841 | 0.012885412095961 | 0.020112240319476
M, | 0.009189562601604 | 0.011713413988821 | 0.026719377211811
Ry | 0.015157439562797 | 0.019843435288380 | 0.134480468852418
R, | 0.010419791038308 | 0.011927603933944 | 0.049341649503668
R3 | 0.011932478368113 | 0.012360638838972 | 0.104181243618444
R4 | 0.030890909064890 | 0.019547870253903 | 0.083923701514019
Rs | 0.010278227880657 | 0.010087248576162 | 0.027921882140636

Fonte: Elaborada pelo autor.

feitos testes mais aprimorados tendo em conta todos os parametros que influenciam o erro:
aproximacgdo da fun¢do Mittag-Leffler, tempo de corte usado no célculo dos tensores de Finger,

e, o refinamento e discretizacdes espaciais e temporais.

Pode-se apreciar na figura 33 que, para os dois grupos de malhas descritas, existe uma
boa concordancia entre os resultados numéricos e as solugdes semi-analiticas descritas na se¢ao
4.3.3.

No caso das tensdes, a diferenca entre os resultados obtidos em malhas uniformes e
malhas com diferentes graus de refinamento ndo € tdo pronunciada, especialmente para a tensdo

de corte, onde os gradientes estdo distribuidos de forma uniforme ao longo da transversal do
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canal.

Para as tensdes normais, podemos ver que junto a parede, os resultados sao mais precisos

com a malha que apresenta diferentes graus de refinamento.

Iremos agora mostrar os resultados obtidos para o caso em que & = 0.9 e = 1. Os restantes

parametros usados nas simulac¢des anteriores serdo mantidos.

A figura 34 mostra os resultados obtidos para a velocidade e as tensdes usando o modelo
gK-BKZ com @ = 0.9 e B = 1. Foram consideradas quatro malhas distintas com diferentes graus
de refinamento, de modo a verificar a convergéncia dos resultados. Como seria de esperar, os
resultados sdo semelhantes aos resultados obtidos para o caso em que & = 1 € f = 1. Porém, a
influéncia do do parametro o € perceptivel, principalmente nas tensdes. Podemos observar uma
reducdo das tensdes, principalmente no centro do canal, provavelmente resultante de um perfil
menos parabdlico, esperado para um modelo com esta fungdo de memoria. De salientar o fato de
que os erros obtidos no centro do canal sdo mais baixos nas tensdes, 0 que pode mais uma vez

ser justificado pelo perfil de velocidade com gradientes mais baixos nesta regiao do canal.

Junto a parede, ja é possivel ver que para diferentes malhas temos resultados ligeiramente
diferentes, devido aos altos gradientes observados nesta regido. O fato de usarmos um valor de
a = 0.9 contribui para o aumento do erro e uma maior dificuldade do modelo captar grandes

variagoes.

As figuras 35 mostram os resultados obtidos para a velocidade e as tensdes usando
o modelo gK-BKZ com o = 0.5 e B = 1. Foram consideradas quatro malhas distintas com

diferentes graus de refinamento, de modo a verificar mais uma vez a convergéncia dos resultados.

Podemos observar uma redugdo acentuada das tensoes e ainda uma ligeira redugdo da

velocidade maxima no centro do canal.

Como seria de esperar, para o caso em que & = 0.75 ¢ B = 1 obtemos uma resultado

intermédio (ver figura 36)

A influéncia do pardmetro 8 no perfil de velocidades e tensdes foi abordado nas figuras
37 e 38. Sédo considerados dois casos: @ =0.75e f =1.25; a =1.0e f = 1.25.

Comparando as figuras 36 e 37 podemos ver que a influéncia de 8 é qualitativamente
semelhante a o, porém, resulta em alteracdes menos profundas dos perfis (ver também a figura
38).

A convergéncia dos perfis de velocidade e tensdo pode ser observada para todos os
valores de a e 3 testados. Esses resultados podem ser observados nas pequenas figuras (dentro
de cada uma das figuras maiores) que mostram uma ampliacao de determinadas regides dos
perfis. A solucdo analitica é omitida para evitar confusdo na sobreposicdo de dados. Porém, a

solucdo analitica sobrepde exatamente os resultados obtidos para a malha mais refinada.
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Todos estes resultados estdo de certa forma resumidos na figura 39, onde sdo mostrados
os perfis de velocidade e tensdo obtidos para as malhas mais refinadas e para diferentes valores
de a (fixando B = 1). Aqui € claro que a reducdo de a leva a um perfil de velocidade mais

achatado no centro do canal e a uma redugdo das tensdes normais e de corte.

6.2.1 Conclusées

Podemos concluir que a implementacdo numérica se mostrou robusta. Permitindo obter
resultados numéricos que convergem para a respectiva solucdo analitica. No entanto, esta imple-
mentagdo deve ser alvo de um estudo e validacdo mais aprofundados. O tempo computacional
¢ muito elevado, resultando em simulagdes morosas, que, estdo neste momento ainda a ser

corridas.
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Figura 33 — Perfis de tensdo obtidos numericamente com diferentes malhas e sua comparagdo com a
solucdo analitica. As figuras (a), (¢) e (¢) mostram os resultados obtidos para malhas uniformes.
As figuras (b), (d) e (f) mostram os resultados obtidos para malhas com diferentes graus de

34

3.3

refinamento.

B Analitica
x My

oM,
+ M,
* M;
oM,y

1 0.2 0.3 0.4

0.6 0.7 0.8 0.9 1

y/L

(a) 0y - malha uniforme

1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(¢) Oyy - malha uniforme

||=Ana

+ My
« M,
« My
o Ms;
o M,

litica

0.1

0.2 0.3 0.4 0.7 0.8 0.9 1

y/L

(e) 0yy - malha uniforme

3.4 ! T T T T T T -
*Analitical
asl * Ry
’ OR,
=] R3
a1 32f OR,
b +R5
o 31 3
QL
\ 3+ 4
]
8
(SIS ]
28} B
27 . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 6 07 08 09 1

y/L

(b) o0y, - malha ndo uniforme

3 L L L L L L L L L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(d) oy - malha ndo uniforme

*Analitical
O Ry
x Ry
n] R3
+ R4
ORs
3 . . . . . . . .

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(f) oy, - malha ndo uniforme

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 34 — Resultados numéricos obtidos para um escoamento entre placas paralelas usando o modelo
gK-BKZ comax=09¢ f3 =1.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 35 — Resultados numéricos obtidos para um escoamento entre placas paralelas usando o modelo
gK-BKZ com o =0.5e = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 36 — Resultados numéricos obtidos para um escoamento entre placas paralelas usando o modelo
gK-BKZ com o =0.75e B = 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 37 — Resultados numéricos obtidos para um escoamento entre placas paralelas usando o modelo
gK-BKZ com ¢ =0.75e B = 1.25.
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Figura 38 — Resultados numéricos obtidos para um escoamento entre placas paralelas usando o modelo
gK-BKZ com ox = 1.0e B = 1.25.
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Figura 39 — Comparagao de resultados numéricos obtidos com o modelo gK-BKZ (num escoamento entre
placas paralelas) fixando = 1.0 e variando a € {0.5,0.75,0.9,1.0}.
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CAPITULO

CONCLUSOES FINAIS E TRABALHO
FUTURO

Nos ultimos 30 anos, foram apresentados na literatura alguns modelos viscoeldsticos que

substituem as derivadas cldssicas dos modelos tradicionais, por, derivadas fraciondrias.

Estes novos modelos apresentam propriedades muito boas no que diz respeito ao ajuste a
dados experimentais, mas, a grande generalidade dos modelos fraciondrios sofre de um problema
grave: ndo sdo invariantes. Ou seja, o resultado fisico obtido com esses modelos pode ser diferente
para diferentes observadores. Este problema ainda ndo estd totalmente resolvido, porém, ja
podemos encontrar na literatura escassos trabalhos que resolvem este problema, para modelos
particulares (YANG; LAM; ZHU, 2010), ou que usam estruturas matematicas de modelos
conhecidos, para criar modelos hibridos (JAISHANKAR; MCKINLEY, 2014). Outra possiveis
limitagdes dos modelos fraciondrios sdo: o fato de apresentarem integrais com nucleos singulares
(que podem trazer problemas numéricos na sua implementacdo); os parametros/propriedades do
modelo terem unidades fraciondrias, resultando numa dificuldade acrescida da sua interpretacdo
fisica. Este ultimo ponto, ndo € visto por muitos como um problema, sendo dado o nome de

quasi-propriedade aos novos parametros.

Existe ainda espago na literatura para modelos que nao usam derivadas fraciondrias,
mas que, possuem algumas das boas propriedades desses modelos. Isto levou a proposta de

desenvolvimento desta tese, que tem os seguintes objetivos:

e 0 desenvolvimento de novos modelos generalizados, diferenciais e integrais, que usam as
fungdes geradas nos modelos fraciondrios, mas que, ndo apresentam nucleos singulares, e
que todos os parametros tenham unidades inteiras. Estes novos modelos deverdo permitir

obter um bom ajuste a dados experimentais;

e a implementacdo numérica, dos novos modelos desenvolvidos, num c6digo numérico de
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diferencas finitas e o estudo do escoamento de fluidos complexos.

A pergunta que devemos fazer € a seguinte:
Os objetivos propostos nesta tese foram atingidos?

A resposta a esta questao é Sim. Iremos de seguida justificar a resposta

Nesta tese foi proposto um novo modelo PTT generalizado (gPTT) que permite um
bom ajuste aos dados reoldgicos obtidos para polimeros fundidos e foram desenvolvidas novas
solucdes analiticas e semi-analiticas para escoamentos estaciondrios totalmente desenvolvidos
em canais € tubos. Este modelo € baseado na teoria de redes moleculares, tal como o modelo
PTT cléssico. O novo modelo oferece uma flexibilidade constitutiva adicional que nos permite
descrever escoamentos de cisalhamento estaciondrio e extensionais com fidelidade aprimorada
usando apenas um tnico modo de relaxamento e 6 parimetros totais do modelo 1, 4, €, a,
(mais & se uma segunda diferenga de tensdo normal for importante). Com modelos cldssicos

seriam necessarios 4 ou 5 modos para obter resultados com uma precisdo de ajuste semelhantes.

Baseados na teoria de Boltzmann, desenvolvemos um novo modelo viscoelastico linear
do tipo Maxwell, usando a fun¢ao Mittag-Leffler no médulo de relaxac@o. O modelo possui 4
parametros e permite um melhor ajuste a0 médulo de armazenamento e médulo de perda de

sistemas poliméricos (mesmo utilizando apenas 3 parametros).

Como o modelo proposto € linear, este foi aprimorado para se tornar invariante usando
uma medida invariante de deformagdo como o tensor Finger B(z,1') (em vez da deformag@o infini-
tesimal y(¢,¢’)). Foram desenvolvidas novas solug¢des semi-analiticas e feita uma comparagio do
seu comportamento com o comportamento do modelo de referéncia Upper-Convected-Maxwell,
para o caso de um escoamento cisalhante e um escoamento extensional. O modelo final obtido,
pode ser visto como um modelo de Lodge que usa como funcdo memdria uma combinagdo de
fungdes de Mittag-Leffler. Como o modelo segue a estrutura de um modelo de Lodge, apre-
senta também algumas limitacdes que também sdo caracteristicas do modelo de Lodge. Entao,

resolvemos generalizar ainda mais o modelo e usar uma nova formulagdo/estrutura.

O novo modelo viscoelastico ndo-linear € entdo baseado na formulagdo/estrutura do
modelo K-BKZ-PSM, sendo designado por gK-BKZ. Neste modelo continua a ser usada uma
combinacdo de funcdes Mittag-Leffler na fun¢cdo memoria. O modelo € invariante, e faz uso
do tensor Finger B(t,t') juntamente com a fun¢do de decaimento de Papanastasiou-Scriven-
Macosko. Foram também desenvolvidas novas solu¢des semi-analiticas para o escoamento entre

placas paralelas.

Podemos concluir que esta primeira parte da tese permite responder de forma muito

positiva ao primeiro objetivo proposto.



129

A segunda parte desta tese consistiu na implementacdo numérica dos modelos acima
mencionados (modelos gPTT e gK-BKZ). A sua implementacao foi feita no sistema HiG-Flow,
um sistema para a simulagao numérica de escoamento de fluidos monofésico e multifasicos para
problemas de grande porte. Foram dados todos os detalhes da implementacdo e das dicretiza¢des
usadas nos modelos gPTT e do modelo gK-BKZ (que engloba o modelo de Lodge com a
funcdo memoria dada por uma Mittag-Leffler). De notar que a funcao Mittag-Leffler foi também

desenvolvida e implementada no c6digo numérico.

Por ultimo foi feita uma valida¢ao das implementacdes numéricas efetuadas e foram
estudados alguns casos de aplicagdo. Foi feito o estudo do comprimento de desenvolvimento de

um fluido gPTT e foi estudado o escoamento entre placas paralelas de um fluido gK-BKZ.

Relativamente ao método numérico, podemos concluir que € robusto e permitiu fazer
simulagdes em geometrias complexas com singularidades. Podemos entio concluir que o segundo

objetivo proposta nesta tese também foi atingido de uma forma bastante positiva.

Devemos no entanto realcar que, devido a tempos computacionais elevados, ndo foi
possivel fazer estudos mais complexos com o modelo gK-BKZ. Este modelo € integral, ndo
linear, usa a metodologia dos campos de deformacdo, e, em cada instante de tempo tem de avaliar

uma combinag¢do de fungdes Mittag-Leffler, levando a tempos de computacionais elevados.

Trabalho futuro:

Como trabalho futuro iremos fazer um estudo numérico mais aprofundado do modelo gK-BKZ.
Devemos comecar com geometrias de benchmark, e, posteriormente, geometrias complexas em

duas e trés dimensdes.

Os modelos desenvolvidos nesta tese irdo ser adaptados numericamente para lidar com escoa-

mentos bifasicos.
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